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Petite histoire de la notion d'� espérance mathématique �

Dominique Baroux et Martine Bühler

Les programmes de mathématiques mis en ÷uvre à la rentrée 2019 comportent des
items d'histoire des mathématiques ; le programme de la spécialité mathématiques de la
classe de première générale donne ainsi des pistes pour l'histoire des probabilités :

� On peut considérer que les origines du � calcul des probabilités � re-
montent au XVIIe siècle. Pascal, Huygens, Moivre, Bernoulli, Euler, d'Alem-
bert appliquent les notions de variable aléatoire et d'espérance à des problèmes
issus de questions liées aux jeux, aux assurances et à l'astronomie.

Capacités attendues
- utiliser la notion d'espérance dans une résolution de problème (mise pour

un jeu équitable [. . .]) �

Ce paragraphe nous a incitées à lire ou relire les textes de certains des auteurs cités, a�n
de mieux comprendre l'émergence de cette notion d'espérance, le sens qu'elle recouvre
pour les auteurs des XVIIe et XVIIIe siècles, comment cette notion est utilisée dans la
résolution de problèmes à l'époque.

Jeux de hasard et attente des joueurs

Pascal : Traité du Triangle arithmétique

On fait souvent remonter la naissance des probabilités à la correspondance de Pascal
et Fermat en 1654 au sujet du problème des partis 1 :

� Deux joueurs jouent à � un jeu de pur hasard �, et le premier qui gagne un
nombre de � parties � déterminé sera déclaré vainqueur. S'ils doivent � quitter
le jeu � avant qu'il soit normalement achevé par la victoire de l'un ou de l'autre,
comment doivent-ils partager � l'argent qu'ils ont mis au jeu � ? �(Coumet,
1967)

Comme l'explique Coumet dans son article, on trouve, antérieurement à la correspondance
entre Pascal et Fermat en 1654, des traces de ce problème et des solutions chez divers
auteurs italiens (Pacioli, Forestani, Cardan,. . .) du XVe siècle au tout début du XVIe

siècle. Depuis, on a découvert des textes plus anciens anonymes (Meusnier, 2004).
Pascal reprend ce problème dans son opuscule Traité du triangle arithmétique, écrit

probablement en 1654, puisque Fermat y fait allusion dans une lettre à Pascal d'août
1654, mais qui ne sera édité et di�usé qu'en 1665 après la mort de Pascal. Il y explique
les principes qui lui permettent de résoudre le problème des partis :

� Pour entendre les règles des partis, la première chose qu'il faut considérer
est que l'argent que les joueurs ont mis au jeu ne leur appartient

plus 2, car ils en ont quitté la propriété ; mais ils ont reçu en revanche

le droit d'attendre ce que le hasard leur en peut donner, suivant les
conditions dont ils sont convenus d'abord.

Mais, comme c'est une loi volontaire, ils la peuvent rompre de gré à gré ; et
ainsi, en quelque terme que le jeu se trouve, ils peuvent le quitter ; et, au

1. Le � parti � ou � party � est le partage qu'on doit faire de la mise entre les joueurs. Le mot � partir �
vient du latin � partire � qui veut dire partager et s'employait en vieux français pour � partager, diviser �.

2. C'est nous qui soulignons.
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contraire de ce qu'ils ont fait en y entrant, renoncer à l'attente du hasard,

et rentrer chacun en la propriété de quelque chose. Et en ce cas, le
règlement de ce qui doit leur appartenir doit être tellement proportionné à ce
qu'ils avaient droit d'espérer de la fortune que chacun d'eux trouve entièrement
égal de prendre ce qu'on lui assigne ou de continuer l'aventure du jeu ; et cette
juste distribution s'appelle le parti. � (Pascal, 1963, p. 60-63)

On voit apparaître ici la notion d'� attente du hasard �, qui a une valeur � proportionné[e]
à ce [que les joueurs] avaient droit d'espérer de la fortune �. Pascal explique alors comment
faire le partage ; si, à un jeu de pur hasard, un joueur emporte la somme A s'il gagne et
la somme B (avec B < A) s'il perd, alors, en cas d'arrêt du jeu, ce joueur doit recevoir la
somme B en entier (puisqu'elle lui appartient qu'il gagne ou perde la partie suivante), et
la moitié de la di�érence A − B, puisqu'il y a � autant de hasards pour l'un que pour
l'autre � de gagner cette somme. Donc, le joueur doit emporter : B+ 1

2
(A−B) = 1

2
A+ 1

2
B

. Bien sûr, nous pouvons reconnaître ici la formule de notre espérance mathématique dans
un cas particulier, mais, d'une part cette formule n'est pas une dé�nition de l'espérance,
mais un résultat démontré à partir des principes énoncés par Pascal ; d'autre part, il ne
s'agit pas, comme dans un cours de lycée, d'une � moyenne � des gains � espérés � 3, mais
de la valeur de � l'attente de ce que le hasard peut donner � 4.

Christiaan Huygens : Du calcul dans les jeux de hasard

Christiaan Huygens (La Haye, 1629 � 1695), quant à lui, s'intéresse aux probabilités
lors de son premier voyage à Paris en 1655, durant lequel il prend connaissance des pro-
blèmes sur les jeux de hasard qui circulent chez les mathématiciens français, en particulier
le problème des partis, sans pour autant connaître les solutions apportées :

� Mais ces savants 5, quoiqu'il se missent à l'épreuve l'un l'autre en se
proposant beaucoup de problèmes di�ciles à résoudre, ont cepensant caché
leurs méthodes. J'ai donc dû examiner et approfondir moi-même toute cette
matière à commencer par les éléments, et il m'est impossible pour la raison que
je viens de mentionner d'a�rmer que nous sommes partis d'un même premier
principe. Mais pour ce qui est du résultat, j'ai constaté en bien des cas que
mes solutions ne di�èrent nullement des leurs � 6 .

Il publie en 1657 le premier traité imprimé de � probabilités � intitulé Du calcul dans les
jeux de hasard. Dans la traduction française de cet ouvrage, le mot � chance � a plusieurs
signi�cations ; Huygens parle de la � valeur de la chance � qu'un joueur a de gagner ou
de perdre 7 ; on trouvera aussi le mot � chances � dans le sens d'� issues favorables � à un
évènement 8, avec éventuellement la précision � chances égales � ou � équivalentes � qui
signale une situation d'équiprobabilité.

On lit dans l'introduction :

� Quoique dans les jeux de hasard pur les résultats soient incertains, la
chance qu'un joueur a de gagner ou de perdre a cependant une va-

leur déterminée 9. [...] On peut calculer également pour quel prix je devrais

3. Notion de moyenne qui fait appel à la loi faible des grands nombres, qui assure que si cette expérience
de jeu était répétée un grand nombre de fois, la moyenne � statistique � des gains du joueur tendrait vers
1
2A+ 1

2B .
4. Voir, dans ce numéro, l'article � Pascal au carrefour des probabilités, de l'algorithmique, de la

récurrence et de la combinatoire �.
5. Il s'agit de Pascal et Fermat.
6. Huygens, C. , Lettre à Von Schooten de 1657, citée dans ×uvres complètes, tome 14, p. 58, La

Haye, Martinus Nijho�, 1920.
7. Nous verrons ci-dessous ce que Huygens entend par � valeur de la chance �.
8. Dans la proposition III.
9. C'est nous qui soulignons.
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raisonnablement céder mon jeu à quelqu'un qui désirerait le continuer en mon
lieu.

Dans ces deux matières 10 je pars de l'hypothèse que dans un jeu

la chance qu'on a de gagner quelque chose a une valeur telle que si

l'on possède cette valeur on peut se procurer la même chance par

un jeu équitable, c'est-à-dire un jeu qui ne vise au détriment de

personne. �(Huygens, 1920, p. 78 et suivantes)

Dans cette introduction, Huygens donne deux façons de considérer la � valeur de la
chance � d'un joueur. D'une part, c'est la part de l'enjeu à laquelle il a droit en cas
d'interruption du jeu ; d'autre part, il fait l'hypothèse que � la chance qu'on a de gagner
quelque chose a une valeur telle que si l'on possède cette valeur on peut se procurer la
même chance par un jeu équitable �. C'est cette hypothèse qu'il va utiliser dans la suite
pour découvrir et démontrer la formule de calcul de la � valeur de la chance � 11.

� Proposition I

Avoir des chances égales d'obtenir a ou b me vaut a+b
2
.La situation est celle

d'un jeu � de pur hasard � dans lequel chaque joueur a la même � chance �
de gagner ou de perdre, comme par exemple à un jeu de pile ou face avec une

pièce � équilibrée �.

A�n de non seulement démontrer cette règle mais de la découvrir, appelons x
la valeur de ma chance. Il faut donc, que possédant x, je puisse me procurer
de nouveau la même chance par un jeu équitable. Supposons que ce jeu soit
le suivant. Je joue x contre une autre personne 12, dont l'enjeu est également
x ; il est convenu que celui qui gagne donnera a à celui qui perd. Ce jeu est
équitable 13, et il appert que j'ai ainsi une chance égale d'avoir a en perdant,
ou 2x−a en gagnant le jeu car dans ce dernier cas j'obtiens l'enjeu 2x, duquel
je dois donner a à l'autre joueur 14. Si 2x− a était égal à b, j'aurais donc une
chance égale d'avoir a ou d'avoir b. Je pose donc 2x − a = b, d'où je tire la
valeur de ma chance x = a+b

2
. �

Huygens démontre deux autres propositions du même type : � Avoir des chances égales
d'obtenir a ou b ou c me vaut a+b+c

3
� et � Avoir p chances d'obtenir a et q chances

d'obtenir b, les chances étant équivalentes 15, me vaut pa+qb
p+q

�. La proposition I donne le
même résultat que le texte de Pascal pour la valeur de � l'attente du hasard �, mais avec
une méthode di�érente, reposant sur la notion de � jeu équitable � �ctif. La proposition
III est une généralisation lorsque les � chances � d'obtenir a et b ne sont pas égales ;
on retrouve également notre formule de � l'espérance mathématique �, la probabilité de
gagner a étant p

p+q
et celle de gagner b étant q

p+q
. Mais là encore, il ne s'agit pas d'une

dé�nition de � valeur moyenne �, mais d'une justi�cation du calcul de la � valeur de la
chance �. Huygens utilise cette notion de � valeur de la chance � et ces 3 propositions
pour résoudre le problème des partis et divers problèmes de dés 16. Il pose cinq problèmes
sur des jeux de hasard à la �n de son traité.

10. Il s'agit du problème des partis et de divers problèmes de dés cités en exemple par Huygens.
11. La situation est celle d'un jeu � de pur hasard � dans lequel chaque joueur a la même � chance �

de gagner ou de perdre, comme par exemple à un jeu de pile ou face avec une pièce � équilibrée �.
12. Voir la note précédente.
13. En e�et, chaque joueur mise la même somme x, et, en cas de gain emporte la mise totale, sur

laquelle il donne a au perdant ; les deux joueurs sont donc � en même condition � de jeu.
14. Il faut maintenant déterminer x pour que ce jeu équitable me mette dans la situation de la propo-

sition, c'est-à-dire d'avoir � des chances égales d'obtenir a ou b �.

15. � p chances � pour p issues favorables, et � chances équivalentes � car il s'agit d'une situation
d'équiprobablilité.
16. Voir dans ce numéro l'article � Problèmes de dés : Pascal, Fermat, Huygens et les autres �.
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La démonstration de la proposition 3 par Huygens étant assez compliquée, nous don-
nons celle de Bernoulli proposée dans l'Ars conjectandi, ÷uvre posthume publiée en 1713.
La première partie de l'ouvrage de Bernoulli est constituée du Traité de Huygens Du calcul
dans les jeux de hasard, avec des commentaires sur les démonstrations de Huygens, des
propositions de démonstrations di�érentes de celles de Huygens ainsi que la résolution
des problèmes posés à la �n du traité. Bernoulli donne une autre démonstration de la
proposition III de Huygens (page 8 de l'édition de 1713).

� Voici une autre démonstration de la même règle : Supposons un nombre
de joueurs égal au nombre de cas en général, c'est-à-dire à p + q, de manière
qu'il y ait un cas pour chaque joueur ; supposons, par exemple, qu'il y ait
p + q boîtes, et qu'on ait caché dans chacune ce que donne l'une des deux
espèces de cas, savoir a dans chacune des boîtes dont le nombre est p, et b
dans chacune de celles dont le nombre est q. Si chacun des joueurs reçoit une
de ces boîtes, ils en recevront ensemble la totalité, et ils ne pourront manquer
d'avoir conjointement tout ce qu'elles contiennent, savoir pa + qb et comme ils
ont tous une attente égale, il faudrait diviser ce qu'ils recevront ensemble par
le nombre de joueurs, ou par le nombre de cas ; d'où il s'ensuit que l'attente
de chacun vaudra pa+qb

p+q
. On démontrera de la même manière que si j'ai p cas

pour a, q cas pour b et r cas pour c, mon sort sera pa+qb+cr
p+q+r

.
Corollaire. De là, il résulte, que si j'ai p cas pour a, et q cas pour 0, mon

attente vaudra pa
p+q

. �(Samueli, 2009)

Abraham de Moivre : The Doctrine of Chances

Abraham de Moivre (Vitry-le-François, 1667 � Londres, 1754) publie en 1718 The
Doctrine of Chances, avec comme sous-titre or a Method of Calculating the Probabilities of
Events in Play, qui représente un apport fondamental en probabilités. Le livre sera réédité
plusieurs fois, avec des compléments. Dans la préface de l'édition de 1718, de Moivre cite
le traité de Huygens comme le premier qui ait publié � les règles de ce calcul � 17. Il
précise qu'il n'a pas suivi la méthode de Huygens pour résoudre les problèmes liés aux
jeux de hasard, tout en reconnaissant sa dette envers lui pour avoir présenté les premières
notions sur ce type de calcul 18. Il cite également l'Analyse des jeux de Hazard de Pierre
Rémond de Montmort, dont la première édition date de 1708, dans lequel celui-ci résout
les problèmes de dés de Huygens en utilisant la notion de � sort des joueurs � 19, mais
également les combinaisons pour d'autres problèmes de jeux de hasard, en particulier des
jeux de cartes.

L'ouvrage de de Moivre commence par une introduction, qui comporte les dé�nitions
et résultats nécessaires pour la résolution de problèmes. Nous donnons des extraits de la
troisième édition (Traduction libre du groupe M. : A.T.H.). Le texte anglais est donné à
la �n de cet article. Voici les premiers mots de cette introduction.

� La probabilité d'un évènement est plus ou moins grande selon le nombre
de chances par lequel il peut se produire, comparé au nombre de toutes les
chances qu'il a de se produire ou d'échouer à se produire.

Ainsi, si un événement a 3 chances de se produire et 2 d'échouer, on peut estimer que la
probabilité qu'il se produise est de 3

5
, et celle qu'il échoue de 2

5
.

Par conséquent, si on ajoute la probabilité de la réussite et celle de l'échec, la somme
sera toujours égale à l'unité.

[...]

17. � The Rules of this Calculation �.
18. � His book having settled in my Mind the �rst notions of this Doctrine �.
19. Notion assez semblable à la � valeur de la chance � de Huygens. Voir dans ce numéro l'article

� Problèmes de dés : Pascal, Fermat, Huygens et les autres �.
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4. Si, au cas où un évènement se produit, j'ai droit à une certaine somme
d'argent, mon attente 20 d'obtenir cette somme a une valeur déterminée avant
la survenue de l'évènement. Ainsi, si je dois obtenir 10 livres au cas où un
évènement se produit, évènement dont les probabilités de succès ou d'échec
sont égales, mon attente avant que cet évènement se produise vaut 5 livres ;
car je me trouve exactement dans la même situation que celui qui, dans un
jeu équitable, hasarde 5 livres pour, soit en gagner 10, soit perdre ses 5. Main-
tenant, celui qui hasarde 5 livres dans un jeu équitable possède ces 5 livres
avant la décision du jeu ; ainsi mon attente dans le cas mentionné ci-dessus
doit aussi valoir 5 livres 21.

5. Dans tous les cas, on évalue la valeur de l'attente d'obtenir une cer-
taine somme en multipliant la valeur de cette somme par la probabilité de
l'obtenir 22.

Ainsi, si j'ai 3 chances parmi 5 d'obtenir 100 livres. Je dis que la valeur
actuelle de mon attente est le produit de 100 livres par la fraction 3

5
, et par

conséquent qu'elle vaut 60 livres.
Car, en supposant qu'un évènement puisse se produire également pour

chaque personne dans un groupe de 5, et que la personne pour laquelle il se
réalise dût en retirer 100 livres, il est clair que le droit que chacune a sur la
somme attendue est 1

5
de 100 livres. Ce droit repose sur ceci que si les cinq

personnes concernées par la réalisation de l'évènement décidaient de ne pas
s'en remettre au hasard, mais de partager entre elles la somme attendue, cha-
cune devrait alors réclamer 1

5
de 100 livres. Qu'elles choisissent de partager la

somme également entre elles ou de s'en remettre au hasard quant à l'évène-
ment, aucune d'entre elles n'a ainsi aucun avantage ni désavantage ; elles sont
toutes sur un pied d'égalité, l'attente de chacune vaut par conséquent 1

5
de

100 livres. Supposons maintenant que deux des cinq personnes concernées par
l'évènement acceptent de renoncer à leur chance en faveur de l'une des trois
autres ; alors, la personne en faveur de laquelle on renonce à ces deux chances
a désormais un droit triple de celui qu'elle avait auparavant, son attente vaut
donc désormais 3

5
de 100 livres.

Maintenant, si nous considérons que la fraction 3
5
exprime la probabilité

d'obtenir la somme de 100 livres, et que 3
5
de 100 livres est la même chose

que 3
5
multiplié par 100, nous devons naturellement conclure que la valeur

de l'attente d'une certaine somme est déterminée en multipliant la somme
attendue par la probabilité de l'obtenir ; ce dont nous avons fait un principe.

Quoique déduite d'un cas particulier, on voit aisément que cette manière
de raisonner est générale et applicable à tout autre cas.

COROLLAIRE

De ce qui précède, suit nécessairement que, si la valeur d'une attente est don-
née, ainsi que la valeur de la chose espérée, alors, en divisant la première

20. Nous avons choisi de traduire le mot anglais Expectation (attente, espérance, prévision) par � at-
tente � plutôt que par � espérance �. En e�et, le mot � espérance � a une signi�cation précise actuelle-
ment en mathématiques, qui n'est pas exactement la dé�nition que donne de Moive pour � expectation �.
D'autre part, le mot actuel pour l'espérance mathématique en anglais est � expected value �. Le mot
� attente � nous a semblé plus proche du concept de l'époque.
21. Ainsi, avant que le jeu commence, on considère que le joueur possède la valeur de � l'attente du

hasard �, � la valeur de la chance �, � la valeur de [son] attente �, ce que nous appelons maintenant
l'espérance. Si un autre joueur veut prendre sa place, il doit d'ailleurs donner cette somme au joueur qu'il
veut remplacer. C'est cettte considération qui permet de comprendre certaines démonstrations utilisant
comme outil cette � attente �, comme par exemple celle du paragraphe suivant dans le livre de de Moivre.
22. Ce qui, dans nos cours, est la dé�nition de l'espérance mathématique est donc ici une propriété

démontrée de la � valeur de l'attente �.
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valeur par la seconde, le quotient exprimera la probabilité d'obtenir la somme
espérée.

[...]
8. Si, pour obtenir une certaine somme, il faut que se produisent plusieurs

évènements indépendants les uns des autres, alors on trouve la valeur de l'at-
tente de cette somme en multipliant ensemble les probabilités des di�érents
évènements, et en multipliant de nouveau le produit obtenu par la valeur de
la somme espérée.

Ainsi, en supposant que, pour obtenir 90 livres, deux évènements doivent
se produire, le premier ayant 3 chances de se produire, et 2 d'échouer, le second
ayant 4 chances de se produire et 5 d'échouer, et que je veuille connaître la
valeur de cette attente, je dirai :

La probabilité que le premier se produise est 3
5
, la probabilité que le second

se produise est 4
9
; maintenant multipliant ces deux probabilités ensemble, le

produit sera 12
45

ou 4
15
; et ce produit étant de nouveau multiplié par 90, le

nouveau produit sera 360
15

ou 24, donc l'attente vaudra 24 livres.
La démonstration en est très facile, si on considère que, supposant que le

premier évènement s'est réalisé, alors l'attente dépendant maintenant entiè-
rement du second, on trouvera, avant la détermination du second, que cette
attente vaut exactement 4

9
× 90 livres ou 40 livres (par l'article 5). On peut

désormais considérer la réalisation du premier évènement comme la condition
pour obtenir une attente de 40 livres, mais on a supposé que la probabilité
du premier évènement est égale à 3

5
, donc l'attente cherchée doit être estimée

à 3
5
× 40 , ou 3

5
× 4

9
× 90 ; c'est-à-dire, égale au produit des deux probabilités

multiplié par la somme espérée 23.
[...]

COROLLAIRE

Si nous faisons abstraction de la valeur de la somme à obtenir, la simple pro-
babilité de l'obtenir sera le produit des diverses probabilités des évènements,
ce qui apparaît évident par le 8e article et par le corollaire du 5e article.

Jusqu'ici, je me suis limité à la considération d'évènements indépendants ;
mais de crainte que, dans ce qui suivra, les termes � indépendants � et � dépen-
dants �, n'occasionnent quelque obscurité, il semble nécessaire, avant d'aller
plus loin, de dé�nir pleinement ces termes.

Deux évènements sont indépendants, quand ils n'ont aucune connexion
l'un avec l'autre, et que la réalisation de l'un d'eux ne favorise pas, ni ne gêne
la réalisation de l'autre 24. Deux évènements sont dépendants, quand ils sont
liés de sorte que la probabilité de la réalisation de chacun est changée par la
réalisation de l'autre.

De façon à illustrer ceci, il n'est pas inapproprié de proposer les deux petits
problèmes suivants.

1°. On considère un paquet de 13 cartes d'une certaine couleur, et un autre
paquet de 13 cartes d'une autre couleur ; quelle est la probabilité, lorsqu'on
tire au hasard une carte de chaque paquet, de tirer les deux aappraîtras ?

23. Autrement dit, dans la situation où j'obtiendrai 90 livres si deux évènements A et B se produisent
tous les deux, et si A s'est produit, mon attente avant la détermination de B étant 40 livres, c'est comme
si, après la réalisation de A et avant que B soit déterminé (c'est-à-dire avant que B se réalise ou non),
j'avais e�ectivement ces 40 livres. Ainsi, ce que me donne la réalisation de A est cette somme de 40 livres
et, si je laissais ma place à un autre joueur à ce moment-là, il devrait me donner 40 livres.
24. La dé�nition d'évènements indépendants est donc la dé�nition � intuitive �. La notion de valeur

de l'attente permet alors de démontrer : si les évènements A et B sont indépendants, alors p (A ∩B) =
p (A)× p (B) ; alors que, pour nous, cette propriété est la dé�nition même d'évènements indépendants.
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La probabilité de tirer un as du premier paquet est 1
13

: maintenant, comme
il est évident (clair) que le fait de tirer ou non l'as du premier paquet n'a aucune
in�uence sur le fait de tirer l'as du second paquet, ces deux évènements étant
indépendants, la probabilité qu'ils se réalisent tous les deux est 1

13
× 1

13
= 1

169
.

2°. Supposons qu'on entreprenne de tirer d'un seul paquet de 13 cartes
d'une couleur l'as d'abord puis le deux, et qu'on demande la probabilité de le
faire ; on doit considérer que, bien que la probabilité de tirer l'as en premier
soit 1

13
, et que la probabilité de tirer le deux en second lieu serait aussi 1

13
,

si ce second évènement était considéré en lui-même sans aucun lien avec le
premier, cependant, l'as ayant été supposé tiré en premier, il ne restera plus
que 12 cartes dans le paquet, et donc, sous la supposition que l'as a été tiré en
premier, la probabilité de tirer le deux ensuite sera changée et deviendra 1

12
;

et donc on peut conclure que ces deux évènements sont dépendants, et que la
probabilité qu'ils se réalisent tous les deux est 1

13
× 1

12
= 1

156
. 25

D'où on peut déduire que la probabilité que deux évènements dépendants
se réalisent tous les deux est le produit de la probabilité de l'un d'entre eux par
la probabilité que l'autre a de se réaliser, quand on considère que le premier
s'est réalisé 26 ; et la même règle s'étend à la réalisation d'autant d'évènements
qu'on veut.

9. Mais, pour déterminer, de la manière la plus facile possible, la proba-
bilité que se réalisent plusieurs évènements dépendants, il sera commode de
distinguer par la pensée l'ordre de ces évènements, et de supposer l'un d'eux
être le premier, un autre le second, et ainsi de suite : une fois cela fait, on
peut considérer la probabilité du premier comme indépendante [des autres ?],
la probabilité du deuxième doit être déterminée sous la supposition que le
premier s'est réalisé, la probabilité du troisième sous la supposition que le pre-
mier et le deuxième se sont réalisés, et ainsi de suite : alors la probabilité qu'ils
se réalisent tous sera le produit de la multiplication des diverses probabilités
déterminées de cette façon. � (De Moivre, 1756, p.1-7)

Espérance mathématique et espérance morale

On trouve le mot � espérance � dans le traité de de Montmort, Analyse des jeux de
Hazard (1708) ; de Montmort dé�nit ce qu'il appelle � le sort � de chaque joueur. Il précise :
� Cela posé, si l'on nomme a l'argent du jeu, je dirai que le sort de chaque joueur est le
juste degré d'espérance qu'il a d'obtenir a �. Il résout ainsi certains problèmes de jeux de
hasard 27. Pour d'autres problèmes, il utilise les combinaisons. Le concept d'espérance tel
que nous le connaissons se trouve chez Laplace et Lacroix.

25. On remarque que de Moivre ne refait pas de démonstration pour le cas des évènements dépendants.
Mais la relecture de la démonstration de la propriété des probabilités d'évènements indépendants montre
que, de fait, l'indépendance n'est utilisée que pour a�rmer que, si A est réalisé, alors cela ne change pas
la probabilité de B. Et le même raisonnement peut donc servir à démontrer la propriété énoncée pour
des évènements dépendants.
26. Le texte de de Moivre est, à notre connaissance, le premier où on trouve cette notion qui est pour

nous celle de probabilité conditionnelle d'un évènement par rapport à un autre. Ce résultat était déjà
dans la première édition. Remarquons là encore que ce qui est dans nos cours de lycée une dé�nition de
probabilité conditionnelle est ici une propriété démontrée par l'utilisation de la � valeur de l'attente �
dans le cas où les évènements se suivent dans un certain ordre.
27. Voir l'article sur les problèmes de dés.
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Laplace : Théorie analytique des probabilités

Condorcet et Laplace travaillent dès 1770 � 1771 sur l'estimation des probabilités. À
l'époque, ils ne connaissent pas les travaux de Bayes. Laplace s'intéresse au sujet par le
biais de la �abilité des observations astronomiques, Condorcet plutôt par ce qu'il appelle
� la mathématique sociale � ; il s'agit d'éclairer les prises de décisions politiques en utilisant
le calcul des probabilités, ce qui induit pour lui la nécessité d'enseigner les probabilités à
tous les citoyens (et pour Condorcet, cela inclut les citoyennes) 28.Pierre Simon de Laplace
(1749 � 1827) publie en 1812 son traité Théorie analytique des probabilités. Il y donne les
raisons de s'intéresser aux probabilités :

� Cette recherche intéresse les observateurs, en leur indiquant les milieux
qu'ils doivent choisir entre les résultats de leurs observations, et la probabi-
lité des erreurs qu'ils ont encore à craindre. En�n, elle mérite l'attention des
philosophes, en faisant voir comment la régularité �nit par s'établir dans les
choses mêmes qui nous paraissent entièrement livrées au hasard [. . .]. C'est sur
la régularité des résultats moyens des évènements considérés en grand nombre,
que reposent divers établissements, tels que les rentes viagères, les tontines,
les assurances, etc. Les questions qui leur sont relatives, ainsi qu'à l'inocula-
tion de la vaccine, et aux décisions des assemblées électorales, n'o�rent aucune
di�culté d'après ma théorie. �

Plus loin, il introduit la notion d'espérance :

� La probabilité des évènements sert à déterminer l'espérance et la crainte
des personnes intéressées à leur existence. Le mot espérance a diverses accep-
tions ; il exprime généralement l'avantage de celui qui attend un bien quel-
conque, dans une supposition qui n'est que vraisemblable. Dans la théorie des
hasards, cet avantage est le produit de la somme espérée, par la probabilité
de l'obtenir : c'est la somme partielle qui doit revenir, lorsqu'on ne veut point
courir les risques de l'évènement. Cette manière de la répartir, est la seule
équitable, quand on fait abstraction de toute circonstance étrangère ; parce
qu'avec un égal degré de probabilité, on a un droit égal sur la somme espérée.
Nous nommerons cet avantage, espérance mathématique, pour le distinguer de
l'espérance morale qui dépend, comme lui, du bien espéré et de la probabilité
de l'obtenir, mais qui se règle encore sur mille circonstances variables qu'il
est presque toujours impossible, et plus encore, d'assujétir au calcul. Ces cir-
constances, il est vrai, ne faisant qu'augmenter ou diminuer la valeur du bien
espéré, on peut considérer l'espérance morale elle-même comme le produit de
cette valeur, par la probabilité de l'obtenir ; mais on doit alors distinguer dans
le bien espéré, sa valeur relative, de sa valeur absolue : celle-ci est indépendante
des motifs qui le font désirer, au lieu que la première croît avec ces motifs. �

Lacroix : Traité élémentaire du calcul des probabilités

Sylvestre-François Lacroix (1765 � 1843) est reconnu comme un pédagogue de premier
plan et a écrit de nombreux traités. L'ouvrage de Laplace sur les probabilités n'est acces-
sible qu'à un public très averti. Aussi Lacroix rédige-t-il son Traité élémentaire du calcul
des probabilités (1816) pour permettre une plus vaste di�usion de cette théorie. Il précise
son but dans l'Avertissement 29 :

28. Voir Meusnier N., Sur l'histoire de l'enseignement des probabilités et statistiques,
http ://www.jehps.net/Decembre2006/Meusnier.pdf
29. Voir l'introduction du N°7 de la nouvelle série des reproductions de textes anciens du groupe MATH,

consacré au livre de Lacroix ; http://docs.irem.univ-paris-diderot.fr/up/publications/IPS99012.pdf
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� Après quelques ouvrages super�ciels ou incomplets on ne trouve plus
que des Mémoires académiques ou des Traités fondés sur les parties élevées
de l'analyse ; en sorte que, même avec des connaissances assez étendues dans
les Mathématiques élémentaires, il faut encore se borner à croire sur parole
la vérité des points fondamentaux de la théorie des probabilités [...]. C'est
pour remplir cette lacune que j'ai rédigé le Traité que j'o�re en ce moment au
public �.

Lacroix donne (pages 109 � 110 ) la dé�nition de l'espérance mathématique, lorsque deux
joueurs jouent à un jeu de hasard :

� l'espérance mathématique du premier, laquelle se formera alors en mul-
tipliant le pro�t ou la perte que lui apportent chacun des évènements possibles,
par la probabilités de ces évènements, et donnant aux pertes le signe � . Elle
sera égale à zéro, dans le cas de pari équitable ; ce qui veut dire que l'état du
joueur doit être envisagé comme n'étant pas changé par son entrée au jeu.

Ce dernier point de vue semble comporter une contradiction dans les
termes ; car l'état indiqué par l'espérance mathématique du joueur est �c-
tif : il n'est point celui qui a lieu dans la réalité. Après la décision du sort,
l'argent du joueur sera augmenté de b ou diminué de a, selon qu'il aura ga-
gné ou perdu 30. Dans l'un ou l'autre cas, son état sera di�érent de ce qu'il
était avant le jeu. Comment donc interpréter cette conclusion, dans laquelle
semblent se compenser l'un par l'autre deux évènements qui s'excluent mu-
tuellement ? Par les conséquences répétées, dont la multiplication tend sans
cesse à rapprocher la distribution des évènements simples du rapport de leurs
probabilités �.

Lacroix explique cependant plus loin que le calcul de l'espérance mathématique n'est pas
su�sant pour prendre la décision de jouer, et parle lui aussi de � l'espérance morale �
(pages 124 � 125) :

� Ce n'est pas seulement à un jeu inégal qu'un homme sensé ne voudra
point exposer une somme un peu forte, dans l'espérance d'un petit gain très
probable ; il penserait encore ainsi, quand même les conditions du jeu seraient
égales ; mais il se déterminerait aisément à risquer une faible somme, pour ob-
tenir un gain considérable, et d'une probabilité fort petite. L'un et l'autre de
ces cas peuvent néanmoins répondre à la même espérance mathématique [...].
par exemple, le pari dans lequel a = 10000, b = 10, e = 1000

1001
, f = 1

1001
, quoi-

qu'équitable 31, serait-il tenu par un homme de bon sens, ne possédant qu'une
très petite fortune ? Courrait-il le risque de perdre 10000 francs pour gagner 10
francs, quoique les probabilités soient en raison inverse de ces sommes ? Non,
sans doute : l'appréciation morale de l'évènement di�ère donc ici de son éva-
luation mathématique. La cause en est dans la disproportion entre les consé-
quences d'une perte qui diminuerait considérablement la fortune du joueur, et
celles d'un gain qui n'y apporterait qu'une très légère augmentation. �

Laplace et Lacroix n'utilisent pas cette espérance, mathématique ou morale, pour résoudre
les problèmes liés aux jeux de hasard, mais le concept de probabilité, dé�ni par Laplace
(voir infra). On retrouve cependant une allusion à l'espérance mathématique pour les
calculs liés aux rentes viagères, aux assurances sur la vie et aux caisses d'épargne (pages
221 � 222).

30. Lacroix a traité un exemple ou deux joueurs ont misé, le premier a et le second b, dans un jeu de
hasard où le premier a la probabilité e de gagner et le second la probabilité f de gagner.
31. Les notations sont celles de la citation précédente.
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Conclusion

A la lumière de ce que nous venons d'exposer, les extraits du programme cités au
début de cet article nous inspirent quelques commentaires. En premier lieu, ni Pascal,
ni Huygens, ni de Moivre n'utilisent les mots � espérance � ou � variable aléatoire �.
On trouve évoqué dans leurs écrits le concept de � valeur de l'attente � 32, mais il est
a priori di�érent du concept de l'espérance de nos cours. Les auteurs dé�nissent cettte
� valeur de l'attente � comme � le droit d'attendre ce que le hasard peut donner � au
joueur (Pascal), ou une � valeur � qui permet de � se procurer la même chance par un
jeu équitable � (Huygens). En outre, les auteurs démontrent la formule permettant de
calculer cette valeur, alors que, dans nos cours, l'espérance est dé�nie par une formule et
on explique ensuite qu'elle peut s'interpréter comme une � moyenne � en faisant appel à
la loi des grands nombres.

On peut souligner aussi une di�érence dans l'utilisation de ces notions. Dans nos classes
la notion d'espérance n'est utilisée que pour savoir si un jeu est équitable, favorable ou
défavorable au joueur, ou déterminer la mise qui rend le jeu équitable. Pascal et Huygens
utilisent la notion de � valeur de l'attente � pour résoudre les problèmes de dés et des
partis et de Moivre utilise la notion de � valeur de l'attente � pour démontrer des résultats
sur la probabilité de � A et B �. Notons que de Moivre, pour résoudre des problèmes liés au
hasard, utilisera ensuite les propriétés des probabilités démontrées dans son introduction.

Le programme de première cite également les travaux de Bayes et Laplace. Notons que
Bayes, dans son ouvrage An essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances
(publication posthume en 1763), dé�nit la probabilité à partir de la notion de � valeur
de l'attente � 33, considérée comme � notion première �, en reprenant comme dé�nition le
corollaire de de Moivre cité plus haut 34. Cependant, contrairement aux auteurs étudiés
ici, Bayes ne dé�nit pas la � valeur de l'attente �, ni ne donne de moyen de la calculer ;
cette notion lui sert en fait à justi�er des résultats sur les probabilités conditionnelles,
dont il a besoin dans la suite de son traité.

Laplace, dans sa Théorie analytique des probabilités (1812), commence le livre second
par ce qu'on appelle désormais la dé�nition laplacienne de la probabilité :

� La théorie des probabilités consiste à réduire tous les évènements qui
peuvent avoir lieu dans une circonstance donnée, à un certain nombre de cas
également possibles, c'est-à-dire tels que nous soyons également indécis sur leur
existence, et à déterminer parmi ces cas, le nombre de ceux qui sont favorables
à l'évènement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre à celui
de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilité qui n'est donc
qu'une fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et dont
le dénominateur est celui de tous les cas possibles. � (Laplace, 1812, p. 178)

À la suite de Laplace, les mathématiciens reprendront cette dé�nition et c'est cette notion
de probabilité qui deviendra l'outil des démonstrations.

32. Cette expression nous paraît plus proche des auteurs étudiés que le mot � espérance �, très connoté
pour nous.
33. Bayes emploie le mot � expectation �.
34. Il est probable que Bayes connaît le livre de de Moivre.
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Traité du triangle arithmétique avec quelques autres petits traitez sur la mesme matière
Pascal  1665
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