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Le groupe M. : A.T.H.

Le groupe M. : A. T. H. (Mathématiques : Approche par des Textes
Historiques) est un groupe de l’IREM de Paris ; le but du groupe est de travailler à
l’introduction d’une perspective historique dans l’enseignement des mathématiques.

Sur le site de l’IREM, vous trouverez sur la page du groupe des dossiers thématiques,
comportant des activités pour la classe et des textes historiques, ainsi que les publications
du groupe.

1. Le site du groupe :
https://irem.u-paris.fr/groupes-irem/mathematiques-approche-par-des-textes-historiques-
math

1. Les publications :
— Reproductions de textes anciens ainsi que les numéros de la revue Mnémosyne (19

numéros et 3 numéros spéciaux) :
https://irem.u-paris.fr/histoire-des-mathematiques-irem-de-paris

— Sans oublier les brochures n°61 et 79 et 91 :
https://irem.u-paris.fr/brochures-de-lirem

Le groupe de lecture de textes
Le groupe de lecture se réunit environ une fois par mois à l’IREM afin de découvrir

ensemble des textes historiques, à la fois pour notre culture personnelle et avec l’idée
d’utiliser certains extraits de textes pour des activités en classe.
Nos réunions ont toujours lieu le lundi après midi.

Si vous désirez nous rejoindre, il vous faut demander votre lundi après-midi dans la formu-
lation des voeux de l’emploi du temps. Le groupe est ouvert à toute personne intéressée et
nous serons très heureux d’accueillir de nouveaux membres. Contact sur le site du groupe.

CII Epistémologie et Histoire
Site de la Commission Inter IREM d’Épistémologie et d’Histoire des Mathématiques :

https://www.univ-irem.fr/spip.php?rubrique15
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Éditorial

Mnémosyne est de retour après une longue absence, attirée par les programmes de ma-
thématiques mis en ÷uvre à la rentrée 2019 qui comportent des items d'histoire des
mathématiques, et inspirée par les lectures du � Groupe du lundi � 1 en 2018-2019 et
2019-2020, et des travaux antérieurs du Groupe M. : A.T.H.

Voici l'une des pistes ouvertes par le programme de la spécialité mathématiques de la
classe de première générale : � On peut considérer que les origines du � calcul des probabi-
lités � remontent au XVIIe siècle. Pascal, Huygens, Moivre, Bernoulli, Euler, d'Alembert
appliquent les notions de variable aléatoire et d'espérance à des problèmes issus de ques-
tions liées aux jeux, aux assurances et à l'astronomie �. On trouve parmi les capacités
attendues : utiliser la notion d'espérance dans une résolution de problème (mise pour un
jeu équitable). Ce paragraphe nous a incitées à lire ou relire les textes de certains des
auteurs cités, a�n de mieux comprendre l'émergence de cette notion d'espérance, le sens
qu'elle recouvre pour les auteurs des XVIIe et XVIIIe siècles, comment cette notion est
utilisée dans la résolution de problèmes à l'époque.

Vous trouverez donc ici des �Bonnes vieilles pages � de Pascal, Huygens, de Moivre,
Laplace, Lacroix et le fac simile de quelques pages de la troisième édition du livre de de
Moivre, montrant comment notre � espérance �, qui ne porte pas encore ce nom, per-
met de résoudre des problèmes de jeux de hasard, et comment cette notion est perçue à
l'époque.

Le � Conte du lundi � débute avec une lettre de Pascal à Fermat, qui relate un
problème de dés posé par le chevalier de Méré, et suscitera des réactions chez divers
auteurs comme Huygens, de Montmort, Bernoulli, Struyck, de Moivre... De fait, la cor-
respondance entre Pascal et Fermat avait intéressé le groupe M. : A.T.H dès le début de
ses activités. La relecture de ces textes, à la lumière des nouvelles préoccupations péda-
gogiques, nous a amenées à étudier de manière plus approfondie les idées de Pascal. Ce
dernier donne en e�et une solution � algorithmique � au problème, qui permet des activi-
tés riches avec nos élèves, dans les domaines de l'algorithmique et de la programmation.
Cette � Étude � présente la méthode de Pascal pour résoudre le problème, présentée
dans une lettre à Fermat et dans le Traité du Triangle Arithmétique. Le Traité donne
également la construction de ce fameux triangle arithmétique, ses propriétés, son usage
pour les combinaisons et le principe de la démonstration par récurrence.

La rubrique � Dans nos classes � détaille ainsi deux thèmes.

1. Problèmes de dés.

La question de savoir en combien de lancers d'un dé on peut parier sans désavantage
d'obtenir au moins un six, ou en combien de lancers de deux dés on peut parier d'obtenir
au moins une fois un double six, a donné lieu à nombre d'études de la part des mathéma-
ticiens des XVIIe et XVIIIe siècles, dans des lettres ou des traités, et à diverses méthodes
et généralisations. Ce problème a été utilisé en classe sous diverses formes, allant d'énon-

1. Rappelons que ce Groupe se retrouve un lundi par mois pour des lectures de textes historiques en

lien avec les programmes du secondaire, et est ouvert à toute personne intéressée.
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cés guidés à un problème ouvert. Nous donnons ici un problème destiné à des élèves de
spécialité mathématiques (terminale générale) qui permet d'aborder la question à l'aide
d'extraits de La doctrine des chances de de Moivre. La première partie est destinée à exa-
miner les cas particuliers de lancers successifs d'un dé et de deux dés (la question étant
là d'obtenir au moins une fois un as avec un dé ou au moins une fois deux as avec deux
dés), et la seconde partie présente la généralisation que fait de Moivre, pour laquelle il
utilise des logarithmes et une approximation de ln(1 + x ). La première partie peut être
remplacée par une séance de recherche en classe sur un problème ouvert. Nous mettons
à la suite de ce problème, dont la première partie est guidée, un exemple d'énoncé de
problème ouvert, qui a été utilisé en classe depuis de nombreuses années par les membres
du groupe M. : A.T.H..

2. Le problème des partis.

Deux joueurs jouent à � un jeu de pur hasard �, et le premier qui aura gagné un nombre
déterminé de points sera déclaré vainqueur. Mais ils doivent � quitter le jeu � avant qu'au-
cun des deux joueurs n'ait atteint le nombre de points entraînant la victoire. Comment
doivent-ils alors partager � l'argent qu'ils ont mis au jeu � ? L'Étude présente entre autres
la solution que donne Pascal de ce problème, et en montre le caractère algorithmique, ainsi
que l'intérêt que présentent les problèmes d'implémentation de cet algorithme dans un
langage de programmation. Nous présentons ci-dessous un exercice destiné à des élèves de
spécialité mathématiques de terminale générale exploitant le texte de Pascal. Cet exercice
a été expérimenté en terminale scienti�que (2016), mais en examinant le point de vue
algorithmique sans la partie � programmation �, aucun langage n'étant dans les attendus
du programme à l'époque. Il peut être utile de faire au préalable un exercice présentant
la récursivité ; nous faisons donc précéder cette étude de la méthode de Pascal d'un tel
exercice.

Martine Bühler et Anne Michel-Pajus
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Bonnes vieilles pages

Petite histoire de la notion d'� espérance mathématique �

Dominique Baroux et Martine Bühler

Les programmes de mathématiques mis en ÷uvre à la rentrée 2019 comportent des
items d'histoire des mathématiques ; le programme de la spécialité mathématiques de la
classe de première générale donne ainsi des pistes pour l'histoire des probabilités :

� On peut considérer que les origines du � calcul des probabilités � re-
montent au XVIIe siècle. Pascal, Huygens, Moivre, Bernoulli, Euler, d'Alem-
bert appliquent les notions de variable aléatoire et d'espérance à des problèmes
issus de questions liées aux jeux, aux assurances et à l'astronomie.

Capacités attendues
- utiliser la notion d'espérance dans une résolution de problème (mise pour

un jeu équitable [. . .]) �

Ce paragraphe nous a incitées à lire ou relire les textes de certains des auteurs cités, a�n
de mieux comprendre l'émergence de cette notion d'espérance, le sens qu'elle recouvre
pour les auteurs des XVIIe et XVIIIe siècles, comment cette notion est utilisée dans la
résolution de problèmes à l'époque.

Jeux de hasard et attente des joueurs

Pascal : Traité du Triangle arithmétique

On fait souvent remonter la naissance des probabilités à la correspondance de Pascal
et Fermat en 1654 au sujet du problème des partis 1 :

� Deux joueurs jouent à � un jeu de pur hasard �, et le premier qui gagne un
nombre de � parties � déterminé sera déclaré vainqueur. S'ils doivent � quitter
le jeu � avant qu'il soit normalement achevé par la victoire de l'un ou de l'autre,
comment doivent-ils partager � l'argent qu'ils ont mis au jeu � ? �(Coumet,
1967)

Comme l'explique Coumet dans son article, on trouve, antérieurement à la correspondance
entre Pascal et Fermat en 1654, des traces de ce problème et des solutions chez divers
auteurs italiens (Pacioli, Forestani, Cardan,. . .) du XVe siècle au tout début du XVIe

siècle. Depuis, on a découvert des textes plus anciens anonymes (Meusnier, 2004).
Pascal reprend ce problème dans son opuscule Traité du triangle arithmétique, écrit

probablement en 1654, puisque Fermat y fait allusion dans une lettre à Pascal d'août
1654, mais qui ne sera édité et di�usé qu'en 1665 après la mort de Pascal. Il y explique
les principes qui lui permettent de résoudre le problème des partis :

� Pour entendre les règles des partis, la première chose qu'il faut considérer
est que l'argent que les joueurs ont mis au jeu ne leur appartient

plus 2, car ils en ont quitté la propriété ; mais ils ont reçu en revanche

le droit d'attendre ce que le hasard leur en peut donner, suivant les
conditions dont ils sont convenus d'abord.

Mais, comme c'est une loi volontaire, ils la peuvent rompre de gré à gré ; et
ainsi, en quelque terme que le jeu se trouve, ils peuvent le quitter ; et, au

1. Le � parti � ou � party � est le partage qu'on doit faire de la mise entre les joueurs. Le mot � partir �
vient du latin � partire � qui veut dire partager et s'employait en vieux français pour � partager, diviser �.

2. C'est nous qui soulignons.
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contraire de ce qu'ils ont fait en y entrant, renoncer à l'attente du hasard,

et rentrer chacun en la propriété de quelque chose. Et en ce cas, le
règlement de ce qui doit leur appartenir doit être tellement proportionné à ce
qu'ils avaient droit d'espérer de la fortune que chacun d'eux trouve entièrement
égal de prendre ce qu'on lui assigne ou de continuer l'aventure du jeu ; et cette
juste distribution s'appelle le parti. � (Pascal, 1963, p. 60-63)

On voit apparaître ici la notion d'� attente du hasard �, qui a une valeur � proportionné[e]
à ce [que les joueurs] avaient droit d'espérer de la fortune �. Pascal explique alors comment
faire le partage ; si, à un jeu de pur hasard, un joueur emporte la somme A s'il gagne et
la somme B (avec B < A) s'il perd, alors, en cas d'arrêt du jeu, ce joueur doit recevoir la
somme B en entier (puisqu'elle lui appartient qu'il gagne ou perde la partie suivante), et
la moitié de la di�érence A − B, puisqu'il y a � autant de hasards pour l'un que pour
l'autre � de gagner cette somme. Donc, le joueur doit emporter : B+ 1

2
(A−B) = 1

2
A+ 1

2
B

. Bien sûr, nous pouvons reconnaître ici la formule de notre espérance mathématique dans
un cas particulier, mais, d'une part cette formule n'est pas une dé�nition de l'espérance,
mais un résultat démontré à partir des principes énoncés par Pascal ; d'autre part, il ne
s'agit pas, comme dans un cours de lycée, d'une � moyenne � des gains � espérés � 3, mais
de la valeur de � l'attente de ce que le hasard peut donner � 4.

Christiaan Huygens : Du calcul dans les jeux de hasard

Christiaan Huygens (La Haye, 1629 � 1695), quant à lui, s'intéresse aux probabilités
lors de son premier voyage à Paris en 1655, durant lequel il prend connaissance des pro-
blèmes sur les jeux de hasard qui circulent chez les mathématiciens français, en particulier
le problème des partis, sans pour autant connaître les solutions apportées :

� Mais ces savants 5, quoiqu'il se missent à l'épreuve l'un l'autre en se
proposant beaucoup de problèmes di�ciles à résoudre, ont cepensant caché
leurs méthodes. J'ai donc dû examiner et approfondir moi-même toute cette
matière à commencer par les éléments, et il m'est impossible pour la raison que
je viens de mentionner d'a�rmer que nous sommes partis d'un même premier
principe. Mais pour ce qui est du résultat, j'ai constaté en bien des cas que
mes solutions ne di�èrent nullement des leurs � 6 .

Il publie en 1657 le premier traité imprimé de � probabilités � intitulé Du calcul dans les
jeux de hasard. Dans la traduction française de cet ouvrage, le mot � chance � a plusieurs
signi�cations ; Huygens parle de la � valeur de la chance � qu'un joueur a de gagner ou
de perdre 7 ; on trouvera aussi le mot � chances � dans le sens d'� issues favorables � à un
évènement 8, avec éventuellement la précision � chances égales � ou � équivalentes � qui
signale une situation d'équiprobabilité.

On lit dans l'introduction :

� Quoique dans les jeux de hasard pur les résultats soient incertains, la
chance qu'un joueur a de gagner ou de perdre a cependant une va-

leur déterminée 9. [...] On peut calculer également pour quel prix je devrais

3. Notion de moyenne qui fait appel à la loi faible des grands nombres, qui assure que si cette expérience
de jeu était répétée un grand nombre de fois, la moyenne � statistique � des gains du joueur tendrait vers
1
2A+ 1

2B .
4. Voir, dans ce numéro, l'article � Pascal au carrefour des probabilités, de l'algorithmique, de la

récurrence et de la combinatoire �.
5. Il s'agit de Pascal et Fermat.
6. Huygens, C. , Lettre à Von Schooten de 1657, citée dans ×uvres complètes, tome 14, p. 58, La

Haye, Martinus Nijho�, 1920.
7. Nous verrons ci-dessous ce que Huygens entend par � valeur de la chance �.
8. Dans la proposition III.
9. C'est nous qui soulignons.
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raisonnablement céder mon jeu à quelqu'un qui désirerait le continuer en mon
lieu.

Dans ces deux matières 10 je pars de l'hypothèse que dans un jeu

la chance qu'on a de gagner quelque chose a une valeur telle que si

l'on possède cette valeur on peut se procurer la même chance par

un jeu équitable, c'est-à-dire un jeu qui ne vise au détriment de

personne. �(Huygens, 1920, p. 78 et suivantes)

Dans cette introduction, Huygens donne deux façons de considérer la � valeur de la
chance � d'un joueur. D'une part, c'est la part de l'enjeu à laquelle il a droit en cas
d'interruption du jeu ; d'autre part, il fait l'hypothèse que � la chance qu'on a de gagner
quelque chose a une valeur telle que si l'on possède cette valeur on peut se procurer la
même chance par un jeu équitable �. C'est cette hypothèse qu'il va utiliser dans la suite
pour découvrir et démontrer la formule de calcul de la � valeur de la chance � 11.

� Proposition I

Avoir des chances égales d'obtenir a ou b me vaut a+b
2
.La situation est celle

d'un jeu � de pur hasard � dans lequel chaque joueur a la même � chance �
de gagner ou de perdre, comme par exemple à un jeu de pile ou face avec une

pièce � équilibrée �.

A�n de non seulement démontrer cette règle mais de la découvrir, appelons x
la valeur de ma chance. Il faut donc, que possédant x, je puisse me procurer
de nouveau la même chance par un jeu équitable. Supposons que ce jeu soit
le suivant. Je joue x contre une autre personne 12, dont l'enjeu est également
x ; il est convenu que celui qui gagne donnera a à celui qui perd. Ce jeu est
équitable 13, et il appert que j'ai ainsi une chance égale d'avoir a en perdant,
ou 2x−a en gagnant le jeu car dans ce dernier cas j'obtiens l'enjeu 2x, duquel
je dois donner a à l'autre joueur 14. Si 2x− a était égal à b, j'aurais donc une
chance égale d'avoir a ou d'avoir b. Je pose donc 2x − a = b, d'où je tire la
valeur de ma chance x = a+b

2
. �

Huygens démontre deux autres propositions du même type : � Avoir des chances égales
d'obtenir a ou b ou c me vaut a+b+c

3
� et � Avoir p chances d'obtenir a et q chances

d'obtenir b, les chances étant équivalentes 15, me vaut pa+qb
p+q

�. La proposition I donne le
même résultat que le texte de Pascal pour la valeur de � l'attente du hasard �, mais avec
une méthode di�érente, reposant sur la notion de � jeu équitable � �ctif. La proposition
III est une généralisation lorsque les � chances � d'obtenir a et b ne sont pas égales ;
on retrouve également notre formule de � l'espérance mathématique �, la probabilité de
gagner a étant p

p+q
et celle de gagner b étant q

p+q
. Mais là encore, il ne s'agit pas d'une

dé�nition de � valeur moyenne �, mais d'une justi�cation du calcul de la � valeur de la
chance �. Huygens utilise cette notion de � valeur de la chance � et ces 3 propositions
pour résoudre le problème des partis et divers problèmes de dés 16. Il pose cinq problèmes
sur des jeux de hasard à la �n de son traité.

10. Il s'agit du problème des partis et de divers problèmes de dés cités en exemple par Huygens.
11. La situation est celle d'un jeu � de pur hasard � dans lequel chaque joueur a la même � chance �

de gagner ou de perdre, comme par exemple à un jeu de pile ou face avec une pièce � équilibrée �.
12. Voir la note précédente.
13. En e�et, chaque joueur mise la même somme x, et, en cas de gain emporte la mise totale, sur

laquelle il donne a au perdant ; les deux joueurs sont donc � en même condition � de jeu.
14. Il faut maintenant déterminer x pour que ce jeu équitable me mette dans la situation de la propo-

sition, c'est-à-dire d'avoir � des chances égales d'obtenir a ou b �.

15. � p chances � pour p issues favorables, et � chances équivalentes � car il s'agit d'une situation
d'équiprobablilité.
16. Voir dans ce numéro l'article � Problèmes de dés : Pascal, Fermat, Huygens et les autres �.
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La démonstration de la proposition 3 par Huygens étant assez compliquée, nous don-
nons celle de Bernoulli proposée dans l'Ars conjectandi, ÷uvre posthume publiée en 1713.
La première partie de l'ouvrage de Bernoulli est constituée du Traité de Huygens Du calcul
dans les jeux de hasard, avec des commentaires sur les démonstrations de Huygens, des
propositions de démonstrations di�érentes de celles de Huygens ainsi que la résolution
des problèmes posés à la �n du traité. Bernoulli donne une autre démonstration de la
proposition III de Huygens (page 8 de l'édition de 1713).

� Voici une autre démonstration de la même règle : Supposons un nombre
de joueurs égal au nombre de cas en général, c'est-à-dire à p + q, de manière
qu'il y ait un cas pour chaque joueur ; supposons, par exemple, qu'il y ait
p + q boîtes, et qu'on ait caché dans chacune ce que donne l'une des deux
espèces de cas, savoir a dans chacune des boîtes dont le nombre est p, et b
dans chacune de celles dont le nombre est q. Si chacun des joueurs reçoit une
de ces boîtes, ils en recevront ensemble la totalité, et ils ne pourront manquer
d'avoir conjointement tout ce qu'elles contiennent, savoir pa + qb et comme ils
ont tous une attente égale, il faudrait diviser ce qu'ils recevront ensemble par
le nombre de joueurs, ou par le nombre de cas ; d'où il s'ensuit que l'attente
de chacun vaudra pa+qb

p+q
. On démontrera de la même manière que si j'ai p cas

pour a, q cas pour b et r cas pour c, mon sort sera pa+qb+cr
p+q+r

.
Corollaire. De là, il résulte, que si j'ai p cas pour a, et q cas pour 0, mon

attente vaudra pa
p+q

. �(Samueli, 2009)

Abraham de Moivre : The Doctrine of Chances

Abraham de Moivre (Vitry-le-François, 1667 � Londres, 1754) publie en 1718 The
Doctrine of Chances, avec comme sous-titre or a Method of Calculating the Probabilities of
Events in Play, qui représente un apport fondamental en probabilités. Le livre sera réédité
plusieurs fois, avec des compléments. Dans la préface de l'édition de 1718, de Moivre cite
le traité de Huygens comme le premier qui ait publié � les règles de ce calcul � 17. Il
précise qu'il n'a pas suivi la méthode de Huygens pour résoudre les problèmes liés aux
jeux de hasard, tout en reconnaissant sa dette envers lui pour avoir présenté les premières
notions sur ce type de calcul 18. Il cite également l'Analyse des jeux de Hazard de Pierre
Rémond de Montmort, dont la première édition date de 1708, dans lequel celui-ci résout
les problèmes de dés de Huygens en utilisant la notion de � sort des joueurs � 19, mais
également les combinaisons pour d'autres problèmes de jeux de hasard, en particulier des
jeux de cartes.

L'ouvrage de de Moivre commence par une introduction, qui comporte les dé�nitions
et résultats nécessaires pour la résolution de problèmes. Nous donnons des extraits de la
troisième édition (Traduction libre du groupe M. : A.T.H.). Le texte anglais est donné à
la �n de cet article. Voici les premiers mots de cette introduction.

� La probabilité d'un évènement est plus ou moins grande selon le nombre
de chances par lequel il peut se produire, comparé au nombre de toutes les
chances qu'il a de se produire ou d'échouer à se produire.

Ainsi, si un événement a 3 chances de se produire et 2 d'échouer, on peut estimer que la
probabilité qu'il se produise est de 3

5
, et celle qu'il échoue de 2

5
.

Par conséquent, si on ajoute la probabilité de la réussite et celle de l'échec, la somme
sera toujours égale à l'unité.

[...]

17. � The Rules of this Calculation �.
18. � His book having settled in my Mind the �rst notions of this Doctrine �.
19. Notion assez semblable à la � valeur de la chance � de Huygens. Voir dans ce numéro l'article

� Problèmes de dés : Pascal, Fermat, Huygens et les autres �.
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4. Si, au cas où un évènement se produit, j'ai droit à une certaine somme
d'argent, mon attente 20 d'obtenir cette somme a une valeur déterminée avant
la survenue de l'évènement. Ainsi, si je dois obtenir 10 livres au cas où un
évènement se produit, évènement dont les probabilités de succès ou d'échec
sont égales, mon attente avant que cet évènement se produise vaut 5 livres ;
car je me trouve exactement dans la même situation que celui qui, dans un
jeu équitable, hasarde 5 livres pour, soit en gagner 10, soit perdre ses 5. Main-
tenant, celui qui hasarde 5 livres dans un jeu équitable possède ces 5 livres
avant la décision du jeu ; ainsi mon attente dans le cas mentionné ci-dessus
doit aussi valoir 5 livres 21.

5. Dans tous les cas, on évalue la valeur de l'attente d'obtenir une cer-
taine somme en multipliant la valeur de cette somme par la probabilité de
l'obtenir 22.

Ainsi, si j'ai 3 chances parmi 5 d'obtenir 100 livres. Je dis que la valeur
actuelle de mon attente est le produit de 100 livres par la fraction 3

5
, et par

conséquent qu'elle vaut 60 livres.
Car, en supposant qu'un évènement puisse se produire également pour

chaque personne dans un groupe de 5, et que la personne pour laquelle il se
réalise dût en retirer 100 livres, il est clair que le droit que chacune a sur la
somme attendue est 1

5
de 100 livres. Ce droit repose sur ceci que si les cinq

personnes concernées par la réalisation de l'évènement décidaient de ne pas
s'en remettre au hasard, mais de partager entre elles la somme attendue, cha-
cune devrait alors réclamer 1

5
de 100 livres. Qu'elles choisissent de partager la

somme également entre elles ou de s'en remettre au hasard quant à l'évène-
ment, aucune d'entre elles n'a ainsi aucun avantage ni désavantage ; elles sont
toutes sur un pied d'égalité, l'attente de chacune vaut par conséquent 1

5
de

100 livres. Supposons maintenant que deux des cinq personnes concernées par
l'évènement acceptent de renoncer à leur chance en faveur de l'une des trois
autres ; alors, la personne en faveur de laquelle on renonce à ces deux chances
a désormais un droit triple de celui qu'elle avait auparavant, son attente vaut
donc désormais 3

5
de 100 livres.

Maintenant, si nous considérons que la fraction 3
5
exprime la probabilité

d'obtenir la somme de 100 livres, et que 3
5
de 100 livres est la même chose

que 3
5
multiplié par 100, nous devons naturellement conclure que la valeur

de l'attente d'une certaine somme est déterminée en multipliant la somme
attendue par la probabilité de l'obtenir ; ce dont nous avons fait un principe.

Quoique déduite d'un cas particulier, on voit aisément que cette manière
de raisonner est générale et applicable à tout autre cas.

COROLLAIRE

De ce qui précède, suit nécessairement que, si la valeur d'une attente est don-
née, ainsi que la valeur de la chose espérée, alors, en divisant la première

20. Nous avons choisi de traduire le mot anglais Expectation (attente, espérance, prévision) par � at-
tente � plutôt que par � espérance �. En e�et, le mot � espérance � a une signi�cation précise actuelle-
ment en mathématiques, qui n'est pas exactement la dé�nition que donne de Moive pour � expectation �.
D'autre part, le mot actuel pour l'espérance mathématique en anglais est � expected value �. Le mot
� attente � nous a semblé plus proche du concept de l'époque.
21. Ainsi, avant que le jeu commence, on considère que le joueur possède la valeur de � l'attente du

hasard �, � la valeur de la chance �, � la valeur de [son] attente �, ce que nous appelons maintenant
l'espérance. Si un autre joueur veut prendre sa place, il doit d'ailleurs donner cette somme au joueur qu'il
veut remplacer. C'est cettte considération qui permet de comprendre certaines démonstrations utilisant
comme outil cette � attente �, comme par exemple celle du paragraphe suivant dans le livre de de Moivre.
22. Ce qui, dans nos cours, est la dé�nition de l'espérance mathématique est donc ici une propriété

démontrée de la � valeur de l'attente �.
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valeur par la seconde, le quotient exprimera la probabilité d'obtenir la somme
espérée.

[...]
8. Si, pour obtenir une certaine somme, il faut que se produisent plusieurs

évènements indépendants les uns des autres, alors on trouve la valeur de l'at-
tente de cette somme en multipliant ensemble les probabilités des di�érents
évènements, et en multipliant de nouveau le produit obtenu par la valeur de
la somme espérée.

Ainsi, en supposant que, pour obtenir 90 livres, deux évènements doivent
se produire, le premier ayant 3 chances de se produire, et 2 d'échouer, le second
ayant 4 chances de se produire et 5 d'échouer, et que je veuille connaître la
valeur de cette attente, je dirai :

La probabilité que le premier se produise est 3
5
, la probabilité que le second

se produise est 4
9
; maintenant multipliant ces deux probabilités ensemble, le

produit sera 12
45

ou 4
15
; et ce produit étant de nouveau multiplié par 90, le

nouveau produit sera 360
15

ou 24, donc l'attente vaudra 24 livres.
La démonstration en est très facile, si on considère que, supposant que le

premier évènement s'est réalisé, alors l'attente dépendant maintenant entiè-
rement du second, on trouvera, avant la détermination du second, que cette
attente vaut exactement 4

9
× 90 livres ou 40 livres (par l'article 5). On peut

désormais considérer la réalisation du premier évènement comme la condition
pour obtenir une attente de 40 livres, mais on a supposé que la probabilité
du premier évènement est égale à 3

5
, donc l'attente cherchée doit être estimée

à 3
5
× 40 , ou 3

5
× 4

9
× 90 ; c'est-à-dire, égale au produit des deux probabilités

multiplié par la somme espérée 23.
[...]

COROLLAIRE

Si nous faisons abstraction de la valeur de la somme à obtenir, la simple pro-
babilité de l'obtenir sera le produit des diverses probabilités des évènements,
ce qui apparaît évident par le 8e article et par le corollaire du 5e article.

Jusqu'ici, je me suis limité à la considération d'évènements indépendants ;
mais de crainte que, dans ce qui suivra, les termes � indépendants � et � dépen-
dants �, n'occasionnent quelque obscurité, il semble nécessaire, avant d'aller
plus loin, de dé�nir pleinement ces termes.

Deux évènements sont indépendants, quand ils n'ont aucune connexion
l'un avec l'autre, et que la réalisation de l'un d'eux ne favorise pas, ni ne gêne
la réalisation de l'autre 24. Deux évènements sont dépendants, quand ils sont
liés de sorte que la probabilité de la réalisation de chacun est changée par la
réalisation de l'autre.

De façon à illustrer ceci, il n'est pas inapproprié de proposer les deux petits
problèmes suivants.

1°. On considère un paquet de 13 cartes d'une certaine couleur, et un autre
paquet de 13 cartes d'une autre couleur ; quelle est la probabilité, lorsqu'on
tire au hasard une carte de chaque paquet, de tirer les deux aappraîtras ?

23. Autrement dit, dans la situation où j'obtiendrai 90 livres si deux évènements A et B se produisent
tous les deux, et si A s'est produit, mon attente avant la détermination de B étant 40 livres, c'est comme
si, après la réalisation de A et avant que B soit déterminé (c'est-à-dire avant que B se réalise ou non),
j'avais e�ectivement ces 40 livres. Ainsi, ce que me donne la réalisation de A est cette somme de 40 livres
et, si je laissais ma place à un autre joueur à ce moment-là, il devrait me donner 40 livres.
24. La dé�nition d'évènements indépendants est donc la dé�nition � intuitive �. La notion de valeur

de l'attente permet alors de démontrer : si les évènements A et B sont indépendants, alors p (A ∩B) =
p (A)× p (B) ; alors que, pour nous, cette propriété est la dé�nition même d'évènements indépendants.
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La probabilité de tirer un as du premier paquet est 1
13

: maintenant, comme
il est évident (clair) que le fait de tirer ou non l'as du premier paquet n'a aucune
in�uence sur le fait de tirer l'as du second paquet, ces deux évènements étant
indépendants, la probabilité qu'ils se réalisent tous les deux est 1

13
× 1

13
= 1

169
.

2°. Supposons qu'on entreprenne de tirer d'un seul paquet de 13 cartes
d'une couleur l'as d'abord puis le deux, et qu'on demande la probabilité de le
faire ; on doit considérer que, bien que la probabilité de tirer l'as en premier
soit 1

13
, et que la probabilité de tirer le deux en second lieu serait aussi 1

13
,

si ce second évènement était considéré en lui-même sans aucun lien avec le
premier, cependant, l'as ayant été supposé tiré en premier, il ne restera plus
que 12 cartes dans le paquet, et donc, sous la supposition que l'as a été tiré en
premier, la probabilité de tirer le deux ensuite sera changée et deviendra 1

12
;

et donc on peut conclure que ces deux évènements sont dépendants, et que la
probabilité qu'ils se réalisent tous les deux est 1

13
× 1

12
= 1

156
. 25

D'où on peut déduire que la probabilité que deux évènements dépendants
se réalisent tous les deux est le produit de la probabilité de l'un d'entre eux par
la probabilité que l'autre a de se réaliser, quand on considère que le premier
s'est réalisé 26 ; et la même règle s'étend à la réalisation d'autant d'évènements
qu'on veut.

9. Mais, pour déterminer, de la manière la plus facile possible, la proba-
bilité que se réalisent plusieurs évènements dépendants, il sera commode de
distinguer par la pensée l'ordre de ces évènements, et de supposer l'un d'eux
être le premier, un autre le second, et ainsi de suite : une fois cela fait, on
peut considérer la probabilité du premier comme indépendante [des autres ?],
la probabilité du deuxième doit être déterminée sous la supposition que le
premier s'est réalisé, la probabilité du troisième sous la supposition que le pre-
mier et le deuxième se sont réalisés, et ainsi de suite : alors la probabilité qu'ils
se réalisent tous sera le produit de la multiplication des diverses probabilités
déterminées de cette façon. � (De Moivre, 1756, p.1-7)

Espérance mathématique et espérance morale

On trouve le mot � espérance � dans le traité de de Montmort, Analyse des jeux de
Hazard (1708) ; de Montmort dé�nit ce qu'il appelle � le sort � de chaque joueur. Il précise :
� Cela posé, si l'on nomme a l'argent du jeu, je dirai que le sort de chaque joueur est le
juste degré d'espérance qu'il a d'obtenir a �. Il résout ainsi certains problèmes de jeux de
hasard 27. Pour d'autres problèmes, il utilise les combinaisons. Le concept d'espérance tel
que nous le connaissons se trouve chez Laplace et Lacroix.

25. On remarque que de Moivre ne refait pas de démonstration pour le cas des évènements dépendants.
Mais la relecture de la démonstration de la propriété des probabilités d'évènements indépendants montre
que, de fait, l'indépendance n'est utilisée que pour a�rmer que, si A est réalisé, alors cela ne change pas
la probabilité de B. Et le même raisonnement peut donc servir à démontrer la propriété énoncée pour
des évènements dépendants.
26. Le texte de de Moivre est, à notre connaissance, le premier où on trouve cette notion qui est pour

nous celle de probabilité conditionnelle d'un évènement par rapport à un autre. Ce résultat était déjà
dans la première édition. Remarquons là encore que ce qui est dans nos cours de lycée une dé�nition de
probabilité conditionnelle est ici une propriété démontrée par l'utilisation de la � valeur de l'attente �
dans le cas où les évènements se suivent dans un certain ordre.
27. Voir l'article sur les problèmes de dés.
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Laplace : Théorie analytique des probabilités

Condorcet et Laplace travaillent dès 1770 � 1771 sur l'estimation des probabilités. À
l'époque, ils ne connaissent pas les travaux de Bayes. Laplace s'intéresse au sujet par le
biais de la �abilité des observations astronomiques, Condorcet plutôt par ce qu'il appelle
� la mathématique sociale � ; il s'agit d'éclairer les prises de décisions politiques en utilisant
le calcul des probabilités, ce qui induit pour lui la nécessité d'enseigner les probabilités à
tous les citoyens (et pour Condorcet, cela inclut les citoyennes) 28.Pierre Simon de Laplace
(1749 � 1827) publie en 1812 son traité Théorie analytique des probabilités. Il y donne les
raisons de s'intéresser aux probabilités :

� Cette recherche intéresse les observateurs, en leur indiquant les milieux
qu'ils doivent choisir entre les résultats de leurs observations, et la probabi-
lité des erreurs qu'ils ont encore à craindre. En�n, elle mérite l'attention des
philosophes, en faisant voir comment la régularité �nit par s'établir dans les
choses mêmes qui nous paraissent entièrement livrées au hasard [. . .]. C'est sur
la régularité des résultats moyens des évènements considérés en grand nombre,
que reposent divers établissements, tels que les rentes viagères, les tontines,
les assurances, etc. Les questions qui leur sont relatives, ainsi qu'à l'inocula-
tion de la vaccine, et aux décisions des assemblées électorales, n'o�rent aucune
di�culté d'après ma théorie. �

Plus loin, il introduit la notion d'espérance :

� La probabilité des évènements sert à déterminer l'espérance et la crainte
des personnes intéressées à leur existence. Le mot espérance a diverses accep-
tions ; il exprime généralement l'avantage de celui qui attend un bien quel-
conque, dans une supposition qui n'est que vraisemblable. Dans la théorie des
hasards, cet avantage est le produit de la somme espérée, par la probabilité
de l'obtenir : c'est la somme partielle qui doit revenir, lorsqu'on ne veut point
courir les risques de l'évènement. Cette manière de la répartir, est la seule
équitable, quand on fait abstraction de toute circonstance étrangère ; parce
qu'avec un égal degré de probabilité, on a un droit égal sur la somme espérée.
Nous nommerons cet avantage, espérance mathématique, pour le distinguer de
l'espérance morale qui dépend, comme lui, du bien espéré et de la probabilité
de l'obtenir, mais qui se règle encore sur mille circonstances variables qu'il
est presque toujours impossible, et plus encore, d'assujétir au calcul. Ces cir-
constances, il est vrai, ne faisant qu'augmenter ou diminuer la valeur du bien
espéré, on peut considérer l'espérance morale elle-même comme le produit de
cette valeur, par la probabilité de l'obtenir ; mais on doit alors distinguer dans
le bien espéré, sa valeur relative, de sa valeur absolue : celle-ci est indépendante
des motifs qui le font désirer, au lieu que la première croît avec ces motifs. �

Lacroix : Traité élémentaire du calcul des probabilités

Sylvestre-François Lacroix (1765 � 1843) est reconnu comme un pédagogue de premier
plan et a écrit de nombreux traités. L'ouvrage de Laplace sur les probabilités n'est acces-
sible qu'à un public très averti. Aussi Lacroix rédige-t-il son Traité élémentaire du calcul
des probabilités (1816) pour permettre une plus vaste di�usion de cette théorie. Il précise
son but dans l'Avertissement 29 :

28. Voir Meusnier N., Sur l'histoire de l'enseignement des probabilités et statistiques,
http ://www.jehps.net/Decembre2006/Meusnier.pdf
29. Voir l'introduction du N°7 de la nouvelle série des reproductions de textes anciens du groupe MATH,

consacré au livre de Lacroix ; http://docs.irem.univ-paris-diderot.fr/up/publications/IPS99012.pdf
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� Après quelques ouvrages super�ciels ou incomplets on ne trouve plus
que des Mémoires académiques ou des Traités fondés sur les parties élevées
de l'analyse ; en sorte que, même avec des connaissances assez étendues dans
les Mathématiques élémentaires, il faut encore se borner à croire sur parole
la vérité des points fondamentaux de la théorie des probabilités [...]. C'est
pour remplir cette lacune que j'ai rédigé le Traité que j'o�re en ce moment au
public �.

Lacroix donne (pages 109 � 110 ) la dé�nition de l'espérance mathématique, lorsque deux
joueurs jouent à un jeu de hasard :

� l'espérance mathématique du premier, laquelle se formera alors en mul-
tipliant le pro�t ou la perte que lui apportent chacun des évènements possibles,
par la probabilités de ces évènements, et donnant aux pertes le signe � . Elle
sera égale à zéro, dans le cas de pari équitable ; ce qui veut dire que l'état du
joueur doit être envisagé comme n'étant pas changé par son entrée au jeu.

Ce dernier point de vue semble comporter une contradiction dans les
termes ; car l'état indiqué par l'espérance mathématique du joueur est �c-
tif : il n'est point celui qui a lieu dans la réalité. Après la décision du sort,
l'argent du joueur sera augmenté de b ou diminué de a, selon qu'il aura ga-
gné ou perdu 30. Dans l'un ou l'autre cas, son état sera di�érent de ce qu'il
était avant le jeu. Comment donc interpréter cette conclusion, dans laquelle
semblent se compenser l'un par l'autre deux évènements qui s'excluent mu-
tuellement ? Par les conséquences répétées, dont la multiplication tend sans
cesse à rapprocher la distribution des évènements simples du rapport de leurs
probabilités �.

Lacroix explique cependant plus loin que le calcul de l'espérance mathématique n'est pas
su�sant pour prendre la décision de jouer, et parle lui aussi de � l'espérance morale �
(pages 124 � 125) :

� Ce n'est pas seulement à un jeu inégal qu'un homme sensé ne voudra
point exposer une somme un peu forte, dans l'espérance d'un petit gain très
probable ; il penserait encore ainsi, quand même les conditions du jeu seraient
égales ; mais il se déterminerait aisément à risquer une faible somme, pour ob-
tenir un gain considérable, et d'une probabilité fort petite. L'un et l'autre de
ces cas peuvent néanmoins répondre à la même espérance mathématique [...].
par exemple, le pari dans lequel a = 10000, b = 10, e = 1000

1001
, f = 1

1001
, quoi-

qu'équitable 31, serait-il tenu par un homme de bon sens, ne possédant qu'une
très petite fortune ? Courrait-il le risque de perdre 10000 francs pour gagner 10
francs, quoique les probabilités soient en raison inverse de ces sommes ? Non,
sans doute : l'appréciation morale de l'évènement di�ère donc ici de son éva-
luation mathématique. La cause en est dans la disproportion entre les consé-
quences d'une perte qui diminuerait considérablement la fortune du joueur, et
celles d'un gain qui n'y apporterait qu'une très légère augmentation. �

Laplace et Lacroix n'utilisent pas cette espérance, mathématique ou morale, pour résoudre
les problèmes liés aux jeux de hasard, mais le concept de probabilité, dé�ni par Laplace
(voir infra). On retrouve cependant une allusion à l'espérance mathématique pour les
calculs liés aux rentes viagères, aux assurances sur la vie et aux caisses d'épargne (pages
221 � 222).

30. Lacroix a traité un exemple ou deux joueurs ont misé, le premier a et le second b, dans un jeu de
hasard où le premier a la probabilité e de gagner et le second la probabilité f de gagner.
31. Les notations sont celles de la citation précédente.
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Conclusion

A la lumière de ce que nous venons d'exposer, les extraits du programme cités au
début de cet article nous inspirent quelques commentaires. En premier lieu, ni Pascal,
ni Huygens, ni de Moivre n'utilisent les mots � espérance � ou � variable aléatoire �.
On trouve évoqué dans leurs écrits le concept de � valeur de l'attente � 32, mais il est
a priori di�érent du concept de l'espérance de nos cours. Les auteurs dé�nissent cettte
� valeur de l'attente � comme � le droit d'attendre ce que le hasard peut donner � au
joueur (Pascal), ou une � valeur � qui permet de � se procurer la même chance par un
jeu équitable � (Huygens). En outre, les auteurs démontrent la formule permettant de
calculer cette valeur, alors que, dans nos cours, l'espérance est dé�nie par une formule et
on explique ensuite qu'elle peut s'interpréter comme une � moyenne � en faisant appel à
la loi des grands nombres.

On peut souligner aussi une di�érence dans l'utilisation de ces notions. Dans nos classes
la notion d'espérance n'est utilisée que pour savoir si un jeu est équitable, favorable ou
défavorable au joueur, ou déterminer la mise qui rend le jeu équitable. Pascal et Huygens
utilisent la notion de � valeur de l'attente � pour résoudre les problèmes de dés et des
partis et de Moivre utilise la notion de � valeur de l'attente � pour démontrer des résultats
sur la probabilité de � A et B �. Notons que de Moivre, pour résoudre des problèmes liés au
hasard, utilisera ensuite les propriétés des probabilités démontrées dans son introduction.

Le programme de première cite également les travaux de Bayes et Laplace. Notons que
Bayes, dans son ouvrage An essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances
(publication posthume en 1763), dé�nit la probabilité à partir de la notion de � valeur
de l'attente � 33, considérée comme � notion première �, en reprenant comme dé�nition le
corollaire de de Moivre cité plus haut 34. Cependant, contrairement aux auteurs étudiés
ici, Bayes ne dé�nit pas la � valeur de l'attente �, ni ne donne de moyen de la calculer ;
cette notion lui sert en fait à justi�er des résultats sur les probabilités conditionnelles,
dont il a besoin dans la suite de son traité.

Laplace, dans sa Théorie analytique des probabilités (1812), commence le livre second
par ce qu'on appelle désormais la dé�nition laplacienne de la probabilité :

� La théorie des probabilités consiste à réduire tous les évènements qui
peuvent avoir lieu dans une circonstance donnée, à un certain nombre de cas
également possibles, c'est-à-dire tels que nous soyons également indécis sur leur
existence, et à déterminer parmi ces cas, le nombre de ceux qui sont favorables
à l'évènement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre à celui
de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilité qui n'est donc
qu'une fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et dont
le dénominateur est celui de tous les cas possibles. � (Laplace, 1812, p. 178)

À la suite de Laplace, les mathématiciens reprendront cette dé�nition et c'est cette notion
de probabilité qui deviendra l'outil des démonstrations.

32. Cette expression nous paraît plus proche des auteurs étudiés que le mot � espérance �, très connoté
pour nous.
33. Bayes emploie le mot � expectation �.
34. Il est probable que Bayes connaît le livre de de Moivre.
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Pascal  1665

26



Étude

Pascal au carrefour des probabilités, de l'algorithmique, de la

récurrence et de la combinatoire

Dominique Baroux et Martine Bühler

Le groupe M. : A.T.H. s'est intéressé, dès le début de ses activités, à la correspondance
de Pascal et Fermat sur le � problème des partis � et à l'utilisation qu'on peut en faire en
classe. La relecture de ces textes, à la lumière de nouvelles préoccupations pédagogiques,
nous a amenées à étudier de manière plus approfondie les idées de Pascal. Ce dernier
donne en e�et une solution � algorithmique � au problème, qui permet des activités riches
avec nos élèves, dans les domaines de l'algorithmique et de la programmation, apparus au
cours des dernières années dans les programmes de mathématiques. L'article présente la
méthode de Pascal pour résoudre le problème, présentée dans une lettre à Fermat et dans
le Traité du Triangle Arithmétique. La rubrique � Dans nos classes � présente l'utilisation
qui peut être faite en classe de ces textes, aussi bien du point de vue mathématique,
qu'algorithmique ou informatique. Le Traité donne également la construction de ce fameux
triangle arithmétique, ses propriétés, le principe de la démonstration par récurrence et son
usage pour les combinaisons.

Introduction

En 1654, Pascal et Fermat échangent une correspondance au sujet d'un problème de
partage de mise entre les joueurs, quand une partie est interrompue, connu sous le nom
de � problème des partis �. Cet échange épistolaire est souvent considéré comme l'acte de
naissance des probabilités, une a�rmation qu'on pourrait nuancer en tenant compte des
études sur les discussions antérieures autour de ce problème (Coumet, 1965 et Meusnier,
2004) et d'autres questions liées aux jeux de hasard, par exemple le problème du Duc de
Toscane (Henry, 2011).

Dans une première partie, nous nous intéresserons particulièrement à la solution don-
née par Pascal dans une de ses lettres. Cette solution est clairement algorithmique, et
prend pour l'enseignement des mathématiques en terminale une nouvelle résonance avec
la présence de plus en plus importante de l'algorithmique et de la programmation. Pascal
revient sur ce problème dans la troisième partie de son Traité du Triangle Arithmétique,
publié de façon posthume en 1665, en précisant les principes qui doivent, selon lui, nous
guider vers la solution, et donne à nouveau sa solution algorithmique, qui n'utilise pas le
triangle arithmétique. Cependant, dans le Traité, Pascal donne une solution au problème
à l'aide de ce fameux triangle.

Nous examinerons donc ensuite ce Traité du Triangle Arithmétique, en expliquant la
génération du triangle, et celles de ses propriétés utiles pour la compréhension de la suite.
Dans les usages du triangle arithmétique �gure une étude des combinaisons, tout à fait
utilisable en classe. Pascal y présente en e�et clairement la notion de combinaison, et donne
la relation de récurrence (dite de Pascal dans les programmes) avec une démonstration sur
un exemple générique qui peut permettre aux élèves de comprendre, et peut-être même
d'aborder seul·es, la démonstration générale.

Nous pourrons alors étudier la troisième partie du Traité du Triangle Arithmétique,
consacrée à une autre solution du problème des partis, utilisant ce triangle. Pascal utilise
les mêmes principes donnés en première partie de l'article, et montre comment la connais-
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sance du triangle donne immédiatement les règles du partage à e�ectuer. En développant
ces questions, aussi bien celles des propriétés du triangle que celles sur les combinaisons
ou la règle des partis, Pascal est amené à donner les principes de la démonstration par
récurrence.

Les extraits de textes sont tirés de l'édition des ×uvres Complètes de Pascal citée en
bibliographie.

La méthode algorithmique de Pascal

Le problème des partis et la lettre de Pascal de juillet 1654

Rappelons le problème, sur lequel on peut faire travailler les élèves, en groupes en
classe ou à la maison, comme problème ouvert et/ou narration de recherche 1 . Mieux
vaut d'ailleurs avoir déjà ré�échi au problème avant de lire la suite de l'article.
Deux joueurs jouent à un jeu de pur hasard ; le premier qui gagne un nombre déterminé
de parties (par exemple 3) remporte la mise. Or, ils doivent quitter le jeu avant que l'un
d'entre eux ait gagné (par exemple, le joueur A a 2 points et le joueur B a 1 point).
Comment doivent-ils partager la mise a ?

a. Il s'agit d'un problème de partage, d'où le nom de problème des partis, écrit aussi parfois party,
le mot � parti � ayant le sens de � partage �.

Dans une lettre à Fermat du 29 Juillet 1654, Pascal explique sa méthode sur l'exemple
d'un jeu en trois parties, lorsque le premier joueur a un point et le second zéro, en commen-
çant par des cas plus simples qui lui permettront de résoudre son exemple en procédant
de proche en proche 2.

� Voici à peu près comment je fais pour savoir la valeur de chacune des
parties, quand deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a
mis 32 pistoles au jeu :

Posons que le premier en ait deux et l'autre une ; ils jouent maintenant une
partie, dont le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne tout l'argent
qui est au jeu, savoir 64 pistoles ; si l'autre la gagne, ils sont deux parties à
deux parties, et par conséquent, s'ils veulent se séparer, il faut qu'ils retirent
chacun leur mise, savoir chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que, si le premier gagne, il lui appartient 64 ;
s'il perd, il lui appartient 32. Donc, s'ils veulent se séparer sans la jouer, le
premier doit dire : � Je suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte même me les
donne ; mais pour les 32 autres, peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez,
le hasard est égal. Partageons donc ces 32 pistoles par la moitié et me donnez,
outre cela, les 32 qui me sont sûres �. Il aura donc 48 pistoles et l'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux parties et l'autre point, et ils
commencent à jouer une partie. Le sort de cette partie est tel que, si le premier
la gagne, il tire tout l'argent, 64 pistoles ; si l'autre la gagne, les voilà revenus
au cas précédent, auquel le premier aura deux parties et l'autre une.

Or, nous avons déjà montré qu'en ce cas il appartient, à celui qui a les
deux parties, 48 pistoles : donc, s'ils veulent ne point jouer cette partie, il doit

1. Vous trouverez dans la rubrique � Dans nos classes � un problème donné en terminale scienti-
�que. Vous trouverez dans le dossier sur l'histoire des probabilités en classe du groupe MATH, cité en
bibliographie, un compte-rendu d'expérience en classe sur ce problème.

2. Fermat, ×uvres, publiées par P. Tannery et C. Henry, tome II, Gauthier-Villars, Paris, 1894, p.
290-291.
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dire ainsi : � Si je la gagne, je gagnerai tout, qui est 64 ; si je la perds, il m'ap-
partiendra légitimement 48 : donc donnez-moi les 48 qui me sont certaines, au
cas même que je perde, et partageons les 16 autres par moitié, puisqu'il y a
autant de hasard que vous les gagniez comme moi �. Ainsi, il aura 48 et 8, qui
sont 56 pistoles.

Posons en�n que le premier n'ait qu'une partie et l'autre point. Vous voyez,
Monsieur, que, s'ils commencent une partie nouvelle, le sort en est tel que, si le
premier la gagne, il aura deux parties à point, et partant, par le cas précédent,
il lui appartient 56 ; s'il la perd, ils sont partie à partie : donc il lui appartient
32 pistoles. Donc il doit dire : � Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32
pistoles qui me sont sûres, et partageons le reste de 56 par la moitié. De 56
ôtez 32, reste 24 ; partagez donc 24 par la moitié, prenez-en 12 et moi 12, qui,
avec 32, font 44. � �

Les principes utilisés par Pascal

Pascal utilise deux principes qu'il précisera dans son Traité du Triangle Arithmétique 3.

� USAGE DU TRIANGLE ARITHMÉTIQUE

pour déterminer les partis qu'on doit faire entre deux joueurs

qui jouent en plusieurs parties

[...]Le premier principe qui fait connaître de quelle sorte on doit faire les partis
est celui-ci. Si un des joueurs se trouve en telle condition que, quoiqu'il arrive,
une certaine somme doive lui appartenir en cas de perte et de gain, sans que
le hasard la lui puisse ôter, il n'en doit faire aucun parti, mais la prendre
entière comme assurée parce que, le parti devant être proportionné au hasard,
puisqu'il n'y a nul hasard de perdre, il doit tout retirer sans parti. �

C'est bien ce principe qu'a utilisé Pascal dans l'extrait ci-dessus lorsqu'il a�rme : � Je
suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte même me les donne [...] donnez[-moi][...] les 32
qui me sont sûres �.

� Le second est celui-ci. Si deux joueurs se trouvent en cette situation
que, si l'un gagne, il lui appartiendra une certaine somme, et, s'il perd, elle
appartiendra à l'autre ; si le jeu est de pur hasard et qu'il y ait autant de
hasards pour l'un que pour l'autre, et par conséquent non plus de raison de
gagner pour l'un que pour l'autre, s'ils veulent se séparer sans jouer, et prendre
ce qui leur appartient légitimement, le parti est qu'ils séparent la somme qui
est au hasard par la moitié, et que chacun prenne la sienne. �

Ce second principe a également été utilisé : � mais pour les 32 autres, peut-être je les
aurai, peut-être vous les aurez, le hasard est égal. Partageons donc ces 32 pistoles par la
moitié �.

Ces deux principes répondent à l'exigence que les joueurs � ont reçu [...]le droit d'at-
tendre ce que le hasard leur [...] peut donner. [...] le règlement de ce qui doit leur appartenir
doit être tellement proportionné à ce qu'ils avaient droit d'espérer de la fortune que chacun
d'eux trouve entièrement égal de prendre ce qu'on lui assigne ou de continuer l'aventure
du jeu. �

Les deux principes énoncés permettent à Pascal de donner deux corollaires, le second
équivalent au premier, qui permettent de faire le � parti �.

3. Pascal, ×uvres complètes, tome II, texte présenté, établi et annoté par Jean Mesnard, Desclée de
Brouwer, 1970 (p. 1308-1311).
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� Corollaire premier

Si deux joueurs jouent à un jeu de pur hasard, à condition que, si le premier
gagne, il lui reviendra une certaine somme, et, s'il perd, il lui en reviendra une
moindre ; et s'ils veulent se séparer sans jouer, et prendre chacun ce qui leur
appartient, le parti est que le premier prenne ce qui lui revient en cas de perte,
et de plus la moitié de l'excès dont ce qui lui reviendrait en cas de gain surpasse
ce qui lui revient en cas de perte.

[...]si, en cas de perte il lui appartient A, et en cas de gain A+B, le parti

est qu'il prenne A+ 1
2
B.

Corollaire second

Si deux joueurs sont en la même condition qu'on vient de dire, je dis que le
parti se peut faire de cette façon qui revient au même ; que l'on assemble les
deux sommes de gain et de perte, et que le premier prenne la moitié de cette
somme 4 ; [. . .] �

Pascal raisonne ici, comme dans sa lettre à Fermat, sur la somme que chaque joueur peut
légitimement emporter si le jeu s'arrête, ce que nous nommons l'espérance de gain. Pascal
remarque ensuite :

� qu'il ne faut proprement avoir égard qu'au nombre de parties qu'il reste
à gagner à l'un et à l'autre, et non pas au nombre de celles qu'ils ont gagnées,
puisque, comme nous avons dit, deux joueurs se trouvent en même état quand,
jouant en deux parties, l'un en a une à point, que deux qui, jouant en douze
parties, l'un en a onze à dix. Il faut donc proposer la question en cette sorte :

Étant proposés deux joueurs, à chacun desquels il manque un certain
nombre de parties pour achever, faire le parti. �

Il n'est pas du tout intuitif qu'on ne doive tenir aucun compte des parties déjà gagnées,
et ne considérer que les parties qui manquent à chaque joueur. Cette di�culté se retrouve
aussi bien dans les solutions � historiques � envisagées avant le XVIIe siècle (Coumet,
1965), que dans les solutions proposées par les élèves lorsqu'on pose le problème de façon
ouverte 5.

Un algorithme récursif

Pascal donne ensuite des exemples, très semblables à ceux de sa lettre, qui montrent
bien qu'un cas se résout de proche en proche. Dans un jeu où il faut 3 points pour
remporter la mise, pour savoir ce qui revient au premier joueur en cas d'arrêt du jeu
quand le premier a 2 points et le second 0 point, il faut d'abord résoudre le cas où le
premier a 3 et le second 0 (évident ici) et le cas où le premier a 2 points et le second a 1
point. Ce dernier cas nécessite de connaître le � parti � lorsque le premier a 3 points et
le second 1 point (évident ici) et le cas où le premier et le second ont tous deux 2 points
(partage par moitié selon le second principe).

Plus loin, il parle de la � portion [...] sur la somme qu'ils jouent, exprimée par une
fraction �, qui revient à un joueur. Cette fraction est, pour nous, la probabilité que le
joueur gagne la partie, puisque � le parti [doit] être proportionné au hasard �. Il précise
dans un lemme que, � si deux joueurs jouent à un jeu de pur hasard, à condition que, si

4. Pascal montre que cela est équivalent à la conclusion du corollaire premier car la somme considérée
est A+A+B, dont la moitié est bien A+ 1

2B.
5. Vous trouverez un compte-rendu d'expérience dans le Bulletin Vert de l'APMEP, N° 514, p. 264-274.

https://www.apmep.fr/IMG/pdf/AAA15029.pdf
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le premier gagne, il lui appartiendra une portion quelconque sur la somme qu'ils jouent,
et que, s'il perd, il lui appartiendra une moindre portion sur la même somme, exprimée
par une autre fraction �, on doit calculer la demi-somme de ces deux fractions et � cette
fraction exprime la portion qui appartient au premier sur la somme qui est au jeu �, en
conformité avec ce qu'a�rme le second corollaire. Nous pouvons traduire cela en termes de
probabilités. Imaginons qu'il manque a parties au premier joueur et b parties au second,
a et b non tous deux nuls ; appelons P (a, b) la probabilité que le premier joueur gagne le
jeu ; la portion de la mise que doit emporter le premier joueur est bien P (a, b).

S'ils jouent maintenant une partie, si le premier la gagne, il manque alors au premier
a−1 points et au second toujours b points. Donc, en cas de gain, il emporte la � portion �
P (a−1, b) de la mise ; si au contraire le premier perd, il lui manque alors toujours a points
et au second b − 1 points ; donc le premier joueur emporte la � portion � P (a, b − 1) de
la mise. Le corollaire second a�rme alors que, � s'ils veulent se séparer sans jouer �, il lui
revient la � portion � 1

2
P (a− 1, b) + 1

2
P (a, b− 1) de la mise. On a donc :

P (a, b) = 1
2
P (a− 1, b) + 1

2
P (a, b− 1)

On voit bien ici une fonction récursive 6 P (a, b) dé�nie par :

a et b deux entiers naturels non tous deux nuls

Si a = 0, P (a, b) = 1

Sinon : Si b = 0, P (a, b) = 0

Sinon : Si a = b, P (a, b) = 1
2

Sinon, P (a, b) = 1
2
P (a− 1, b) + 1

2
P (a, b− 1)

On peut implémenter cet algorithme 7 dans le langage Python :

6. Vous trouverez dans la rubrique � Dans nos classes � un exercice d'introduction à la récursivité
pour une classe de terminale.

7. Vous trouverez sur la page du groupe M. :A.T.H. les algorithmes de cet article en langage Python
https://irem.u-paris.fr/utilisation-de-lhistoire-des-mathematiques-en-probabilites
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L'algorithme permet d'obtenir la probabilité que le premier joueur, A, gagne le jeu,
losqu'il manque a parties au premier joueur et b parties au second joueur, B. On peut
faire quelques essais :

Voici ce qu'on obtient pour (a, b) = (500, 501)

Que signi�e ce message d'erreur ? Quels problèmes pose l'implémentation ? Ces pro-
blèmes sont-ils liés au langage, ou à la complexité de l'algorithme lui-même ?

Problèmes de l'implémentation de l'algorithme de Pascal

Examinons l'arbre de calcul suivant :

Pour calculer P(2,4), il faut calculer P(1,4) et P(2,3).

Pour calculer P(1,4), il faut calculer P(0,4) et P(1,3) ; P(0,4)=1.

Pour calculer P(1,3), il faut calculer P(0,3) et P(1,2) ; P(0,3) = 1.

Pour calculer P(1,2), il faut calculer P(0,2), qui vaut 1, et P(1,1), qui vaut
1
2
.

Pour calculer P(2,3), il faut d'abord calculer P(1,3) et P(2,2) ; P(2,2) = 0.5.

Pour calculer P(1,3), il faut calculer P(0,3) et P(1,2) ; P(0,3) = 1.

Pour calculer P(1,2), il faut calculer P(0,2), qui vaut 1, et P(1,1), qui vaut
1
2
.

La � hauteur � de l'arbre est 4, car il y a quatre niveaux en plus de la � racine � (2,4). Pour
chaque niveau, la somme s = a + b est la même pour tous les couples du niveau : 6 à la
racine, 5 au premier niveau, 4 au deuxième niveau, 3 au troisième niveau, 2 au quatrième
niveau. En e�et, le calcul de P (a, b) nécessite celui de P (a − 1, b) et de P (a, b − 1) et
(a − 1) + b = a + (b − 1) = s − 1. La somme s est donc un � invariant � du niveau. On
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est sûr que le dernier niveau correspond à s = 2. En e�et, inutile de continuer l'arbre
après ce niveau car les seules décompositions de 2 en somme de deux entiers naturels
sont : 2 = 0 + 2 = 1 + 1 = 2 + 0 et on connaît P (0, 2) = 1, P (1, 1) = 1

2
, P (2, 0) = 0.

Et on arrive toujours à ce niveau, car, partant de la racine (a, b) avec s = a + b, a et
b non nuls, non égaux, et a < b, on doit passer par (a − 1, b), (a − 2, b) ..., (1, b) (pour
lesquels on a toujours a − k < b et a − k non nul, donc pas d'arrêt possible), puis par
(1, b), (1, b − 1), ..., (1, 2), (1, 1) (arrêt à ce moment). Il y a donc toujours s − 2 niveaux
après la racine.

Cet arbre va nous permettre de comprendre ce qui se passe lors de l'exécution du
programme, ce que signi�e le message d'erreur précédent, et les problèmes de complexité
que nous pourrons rencontrer.

Lorsque l'exécution d'une fonction F rencontre un appel à une fonction G, l'exécution
des instructions de la fonction F s'interrompt le temps d'exécuter les instructions de la
fonction G (qui peut elle-même impliquer d'autres appels de fonction). Lorsque l'exécution
de G s'achève, il faut retourner à son point d'appel dans F, et reprendre l'exécution de F
à partir de ce point. Au moment du passage à la fonction G, les informations nécessaires
au retour dans la fonction F sont stockées dans une � pile d'exécution �. Ces informations
seront utilisées (et retirées de la pile) à la reprise de l'exécution de la fonction F. Dans
le cas d'une fonction récursive, F et G sont la même fonction, mais le mécanisme est le
même. Ainsi, pour calculer P(2,4), le programme fait un appel récursif à P car le calcul
nécessite les valeurs P(1,4) et P(2,3). Au moment de l'appel récursif de la fonction P, on
interrompt l'exécution des instructions de la � première � fonction P ; le premier niveau de
la pile d'exécution contient toutes les informations nécessaires au retour au point d'appel.
Pour calculer P(1,4), on fait de nouveau appel à P, car on a besoin de P(0,4) et P(1,3).
On stocke les informations nécessaires dans le deuxième niveau de la pile. Puis on exécute
le code de P pour connaître P(0,4). On a atteint la condition d'arrêt, donc on passe au
calcul de P(1,3). Appel à P pour connaître P(0,3) et P(1,2) et stockage des informations
dans le troisième niveau de la pile. Pour P(0,3), on a atteint la condition d'arrêt ; nouvel
appel de P pour le calcul de P(1,2) et stockage d'informations dans le quatrième niveau
de la pile. Cette fois-ci, la condition d'arrêt est remplie pour les deux nombres P(0,2)
et P(1,1). On peut donc calculer P(1,2) et � dépiler � le quatrième niveau, puis calculer
P(1,3) et dépiler le troisième niveau, puis calculer P(1,4) et dépiler le deuxième niveau.
On est revenu à une pile avec un seul niveau.

On passe ensuite au calcul de P(2,3), qui va nécessiter de stocker de nouvelles informa-
tions, en reconstituant une pile à partir du premier niveau. On voit donc que la hauteur
de la pile varie au cours de l'exécution, et que la hauteur maximale atteinte est la hauteur
de l'arbre.

C'est de la hauteur de l'arbre que vient notre message d'erreur pour le couple (500,501) ;
en e�et, Python ne favorise pas l'écriture récursive 8 ; la taille (ou hauteur) de la pile est
limitée par défaut à 1000, un choix dû à Guido van Rossum, le créateur du langage
Python 9.

D'autres essais sont intéressants. Pour le couple (17,18), la réponse arrive en un peu
plus d'une minute, et, pour le couple (15,25), toujours pas de réponse au bout de 5 minutes,
sans pourtant avoir le message d'erreur ci-dessus, qui arrive très vite pour (500,501). La
hauteur de l'arbre n'est pas en cause (38 niveaux seulement), mais, par contre, sa largeur
(nombre de couples à calculer pour un niveau donné) augmente rapidement. Pour le couple

8. Voir : Ortiz P., La récursivité, article en ligne, mai 2021,
http://pascal.ortiz.free.fr/contents/python/recursivite/recursivite.html

9. Voir : Becirspahic J.P., Récursivité, article en ligne, https://info-llg.fr/commun-
mp/pdf/02.recursivite.pdf
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(17,18) par exemple, la largeur est 2 au niveau 1, 2 au niveau 2 (car l'arbre s'arrête pour
le couple (17,17)), 4 au niveau 3, 6 au niveau 4 et 11 au niveau 5. Au pire, on passe d'un
niveau à l'autre en doublant le nombre de couples, mais cela n'arrive pas car il y a des
arrêts pour a = 0, b = 0 ou a = b. Par exemple, à partir d'un couple (a, b) avec a < b, il y
a au moins un arrêt après b− a étapes lorsqu'on arrive à (a, a) après (a, b− 1), (a, b− 2),
... et également après a étapes lorsqu'on arrive à (0, b).

On voit également sur l'exemple de P(2,4) que les valeurs pour certains couples sont
calculées plusieurs fois, par exemple P(1,2) et P(1,3). Le nombre de calculs à e�ectuer
devient vite très grand. Et, comme nous l'avons remarqué, on doit calculer plusieurs fois
le même couple : par exemple, pour (17,18), (13,17) apparaît 4 fois au niveau 5, et cela
entraîne aussi bien sûr des calculs � inutiles � aux niveaux suivants. Il faut donc optimiser
l'algorithme en gardant en mémoire les couples déjà calculés. Avec le langage Python, on
peut créer un � dictionnaire � indexé par les couples d'entiers avec l'instruction dict().

L'instruction val-dict = dict() établit un lien entre la � clé � (ici, le couple d'entiers
(a, b)) et la valeur calculée pour ce couple (ici la valeur probaparti(a, b)). Avant l'appel
récursif, on regarde si la valeur du couple est déjà dans le dictionnaire et, dans ce cas,
on renvoie la valeur déjà calculée, sinon on e�ectue l'appel récursif, le processus continue,
et, dès qu'une valeur est renvoyée, on la met dans le dictionnaire. En éliminant ainsi les
calculs redondants, on gagne évidemment beaucoup en temps de calcul : pour le couple
(15,25), le résultat est immédiat avec ce nouvel algorithme. C'est le cas également avec le
couple (300,301).

Par contre, on utilise plus de mémoire ; la complexité en espace de mémoire est donc
plus importante. On n'a par ailleurs rien gagné sur le problème de la hauteur de l'arbre,
qui est un problème propre au langage, et nous aurons toujours des messages � Recursio-
nError � pour le couple (500,501) ou tout couple pour lequel la hauteur de l'arbre dépasse
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1000. En�n, même si le gain en temps de calcul est amélioré, rechercher une valeur dans le
dictionnaire coûte en temps de calcul. Pour améliorer ce dernier point, on peut construire
l'arbre complet ligne à ligne ; comme on l'a déjà remarqué, pour chaque ligne de l'arbre, la
somme a+ b est �xe. On peut construire cet arbre avec une fonction récursive, mais nous
aurons alors toujours le même problème de � RecursionError � avec le langage Python.
Or toute fonction récursive peut s'écrire avec une boucle. Nous donnons ci-dessous un
algorithme permettant de calculer toutes les rangées de l'arbre, ligne par ligne, la variable
sum étant la somme a + b, qui est un � invariant � de la ligne. L'algorithme calcule la
probabilité de gagner du joueur A lorsqu'il manque a points à A et b points à B, en
faisant varier la somme a + b de 3 à a + b et range dans un dictionnaire (tree) toutes les
valeurs obtenues pour une somme donnée au cours du calcul (appelées tree[(x,y)] dans
l'algorithme ci-dessous).

Regardons cet algorithme en détail : si a = 0 ou b = 0 ou a = b, l'algorithme renvoie
directement les valeurs connues de P(a, b) (lignes 16 à 21). Dans les autres cas, on construit
un dictionnaire appelé tree, dans lequel on va stocker les valeurs P(x, y) de toutes les lignes
de l'arbre, pour les sommes x+y allant de 3 à a+b (il est inutile de calculer ces valeurs pour
la somme 2, pour laquelle les seuls couples d'entiers sont (2,0), (1,1) et (0,2)). Rappelons
que, dans le langage Python, l'instruction � for sum in range (3, a+b+1) fait prendre à la
variable sum les valeurs entières n véri�ant 3 ≤ n ≤ a+ b. On stocke dans le dictionnaire
la valeur P(1,1) = 0.5 (ligne 24), puis on construit l'arbre des valeurs de P(x, y). Lorsque
la variable sum prend la valeur n, on commence par ranger dans le dictionnaire les valeurs
P(n− 1,1) et P(1,n− 1), puis on fait varier x de 2 à n− 2, on calcule P(x, n− x) et on le
range dans le dictionnaire : on a ainsi stocké toutes les valeurs P(x, y) telles que x+y = n,
avec 1 ≤ x ≤ n − 1. Le calcul de P(x, n − x) pour 2 ≤ x ≤ n − 2 a nécessité les valeurs
P(x−1, n−x) et P(x, n−1−x) où 1 ≤ x−1 ≤ n−3, qui avaient été calculé pour l'étape
précédente, lorsque sum était égale à n− 1. On peut remarquer que, lorsque sum=3, on
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triangle des coefficients binomiaux pingala

Manuscrit de la bibliothèque de Raghunath J&K ; 755 après J.-C.

https://archive.org/details/
PrakritPingalaPrastaraVarnaMatraPatakadiYantrani775GhaAlm4Shlf3DevanagariAlankarShastra/page/
n10/mode/1up
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calcule et on stocke P(2,1) et P(1,2), mais on n'entre pas dans la boucle pour la variable
x, car, pour n = 3, n − 2 < 2. Ainsi, on a calculé toutes les valeurs de P(x, y) telles que
x+ y ≤ a+ b, donc on a, en particulier, calculé P(a,b).

Cette fois-ci, on obtient immédiatement le résultat pour le couple (500,501) :
0.5126125090891802 (évidemment très proche de 0.5). Vous trouverez dans la rubrique
� Dans nos classes � un problème qu'on peut proposer à des élèves de terminale géné-
rale ayant choisi la spécialité mathématique, qui permet d'aborder la récursivité et les
problèmes de complexité en temps et en espace. Le programme suggère d'implémenter
un algorithme permettant de construire le triangle arithmétique de Pascal, ce qui peut
se faire de la même manière que pour construire l'arbre ci-dessus. Ce programme opti-
mise le temps de calcul, mais, par contre, nécessite beaucoup d'espace mémoire et peut
éventuellement poser des problèmes pour de très grandes valeurs des deux variables, si le
programme utilisait toute la mémoire disponible de votre ordinateur ; l'OS peut décider de
tuer un processus qui consomme trop de mémoire, mais cela ne fonctionne pas toujours.
Nous vous conseillons donc la prudence avec ces programmes quant au choix des valeurs
de (a, b). On peut cependant résoudre ce problème de mémoire. En e�et, ce programme
consomme beaucoup de mémoire car à la �n de son exécution, il a en mémoire (dans le
dictionnaire tree) toutes les valeurs de l'arbre. Mais ce n'est pas nécessaire : pour calculer
une nouvelle ligne de l'arbre, il n'a besoin que de la ligne précédente. Vous trouverez sur
le site de l'IREM une version du programme qui résout le problème de consommation mé-
moire : au lieu d'utiliser un dictionnaire qui va contenir tout l'arbre, il utilise un nouveau
dictionnaire pour chaque ligne. À chaque itération de la boucle principale sur sum, on
ne garde en mémoire que deux dictionnaires, celui qui contient les valeurs de la ligne ac-
tuelle, et celui de la ligne précédente. Les dictionnaires construits par les autres itérations
ne sont plus en mémoire. Cette version résout uniquement le problème de consommation
mémoire, mais n'est pas plus rapide.

Le Triangle Arithmétique

La dé�nition du Triangle

La �gure provient du site de la BNF :

Blaise Pascal, Traité du triangle arithmétique, Paris, 1665. © B.N.F.
http://expositions.bnf.fr/pascal/grand/bla_070.htm

Les petits carrés sont des cellules, les rangs parallèles sont les lignes horizontales de
cellules, les rangs perpendiculaires sont les lignes verticales, les nombres au-dessus du
triangle s'appellent les exposants des rangs perpendiculaires et ceux à gauche du triangle
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les exposants des rangs parallèles, les � diagonales � sont les bases (comme par exemple
les cellules contenant D, B, θ, λ, qui forment la quatrième base).

Le nombre de la première cellule est a priori arbitraire et s'appelle le générateur du
triangle, mais, dans la pratique, les di�érents usages du triangle arithmétique utilisent le
générateur 1, et les propriétés sont énoncées avec ce même générateur égal à l'unité, avec
un commentaire sur ce que devient la propriété pour un générateur di�érent. Nous nous
limiterons dans cet article aux propriétés et usages du triangle de générateur 1.

Génération du triangle

� Le nombre de chaque cellule est égal à celui de la cellule qui la précède
dans son rang perpendiculaire, plus à celui de la cellule qui la précède dans
son rang parallèle. �

Exemple : F = E + C

Quelques propriétés du triangle arithmétique

Pascal donne ensuite les conséquences de la génération du triangle, en appelant plus
simplement cellule � le nombre de la cellule �. Par exemple, les cellules des premiers
rangs parallèle et perpendiculaire sont toutes égales au générateur, Pascal considérant
que, lorsqu'une cellule n'a pas de cellule qui la précède, on ajoute 0 au lieu de la celllule
précédente. Chaque cellule est égale à sa réciproque (obtenue en échangeant les exposants
des rangs parallèle et perpendiculaire). Les justi�cations sont données pour un exemple
générique. Nous donnons ci-dessous les conséquences utilisées plus loin par Pascal, en
utilisant un coloriage des cellules 10 pour faciliter la compréhension.

� Conséquence septième

[...] la somme des cellules de chaque base est double de celles de la base
précédente �

10. Les coloriages ne sont pas dans le texte original.
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Somme des cellules oranges = somme des cellules vertes

Somme des cellules oranges = somme des cellules vertes

Finalement, la somme des cellules de la base formée des cellules vertes est le double
de la somme des cellules de la base formée des cellules oranges, c'est-à-dire de celles de la
base précédente.

� Conséquence dixième

[...] la somme de tant de cellules continues qu'on voudra de sa base, à com-
mencer par une extrémité, est égale à autant de cellules de la base précédente,
plus encore à autant hormis une. �

Somme des cellules oranges = somme des cellules vertes
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Somme des cellules oranges = somme des cellules vertes

Finalement la somme des b premières cellules de la (n � 1)e base plus la somme des
b�1 premières cellules de la (n � 1)e base est égale à la somme des b premières cellules de
la ne base.

� Conséquence douzième

[...] deux cellules contiguës étant dans une même base, la supérieure est
à l'inférieure comme la multitude des cellules depuis la supérieure jusques au
haut de la base à la multitude de celles depuis l'inférieure jusques en bas
inclusivement. �

Pascal donne l'exemple des cellules E et C, contiguës dans la 5ebase : E est à C comme 2
à 3 (autrement dit E

C
= 2

3
) , car il y a deux cellules depuis E, la cellule inférieure, jusqu'en

bas de la base (cellules E et H) et trois cellules depuis C (la cellule supérieure) jusqu'en
haut de la base (cellule C, R, µ). Pascal explique le principe de la démonstration :

� Quoique cette proposition ait une in�nité de cas, j'en donnerai une dé-
monstration bien courte, en supposant deux lemmes.

Le 1er, qui est évident de soi-même, que cette proportion se rencontre dans
la seconde base ; car il est bien visible que ϕ est à σ comme 1 est à 1.

Le 2e, que si cette proportion se trouve dans une base quelconque, elle se
trouvera nécessairement dans la base suivante.

D'où il se voit qu'elle est nécessairement dans toutes les bases : car elle est
dans la seconde base par le premier lemme ; donc par le second elle est dans
la troisième base, donc dans la quatrième, et à l'in�ni. �

On voit là très clairement posé le principe de la démonstration par récurrence. Le deuxième
lemme est démontré sur un exemple générique.

� Il faut donc seulement démontrer le second lemme, en cette sorte. Si cette
proportion se rencontre en une base quelconque, comme en la quatrième Dλ,
c'est-à-dire si D est à B comme 1 à 3, et B à θ comme 2 à 2, et θ à λ comme
3 à 1, etc. ;

Je dis que la même proportion se trouvera dans la base suivante, Hµ, et
que, par exemple, E est à C comme 2 est à 3. Car D est à B comme 1 à 3, par
l'hypothèse.

Donc D +B︸ ︷︷ ︸
E

est à B comme 1 + 3︸ ︷︷ ︸
4

est à 3 [c'est-à-dire E est à B comme 4

à 3].
De même B est à θ comme 2 à 2, par l'hypothèse.
Donc B + θ︸ ︷︷ ︸

C

est à B comme 2 + 2︸ ︷︷ ︸
4

à 2 [c'est-à-dire C à B comme 4 à 2].

Mais B à E comme 3 à 4, comme il est montré.
Donc, par la proportion troublée, C est à E comme 3 à 2.
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Ce qu'il fallait démontrer.
On le montrera de même dans tout le reste, puisque cette preuve n'est

fondée que sur ce que cette proportion se trouve dans la base précédente, et
que chaque cellule est égale à sa précédente, plus à sa supérieure, ce qui est
vrai partout. � 11

Il est facile, avec des notations modernes, de montrer ce deuxième lemme de manière tout
à fait générale. Considérons deux cellules contiguës de la (n+1)e base, ck et ck+1, de rangs
parallèles respectifs k et k + 1. On a : ck = bk + bk−1 et ck+1 = bk+1 + bk où, bk−1, bk, bk
sont trois cellules contiguës de la ne base, de rangs parallèles respectifs, k− 1, k et k+ 1.
L'hypothèse de récurrence assure bk

bk−1
= n−k+1

k−1
et bk+1

bk
= n−k

k
. Donc, bk−1

bk
= k−1

n−k+1
; on

en déduit : bk−1+bk
bk

= k−1+n−k+1
n−k+1

= n
n−k+1

, c'est-à-dire ck
bk

= n
n−k+1

. De même bk+1+bk
bk

=
k+n−k

k
= n

k
, c'est-à-dire ck+1

bk
= n

k
. On en tire alors ck

ck+1
= ck

bk
× bk

ck+1
= k

n−k+1
= k

(n+1)−k . Ce
qui assure l'hérédité.

Cette conséquence douzième permet à Pascal de résoudre le problème consistant à
déterminer le nombre d'une cellule à l'aide des exposants k et l des rangs parallèle et
perpendiculaire, sans utiliser le Triangle arithmétique. En e�et, la cellule considérée ck
est alors la cellule de rang parallèle k de la ne base, avec n = k+l−1. On a donc : ck

1
= ck

cn
=

ck
ck+1

× ck+1

ck+2
×...× ck+l−2

cn
= k

n−k×
k+1

n−k−1
× k+2
n−k−2

×...× k+l−2
1

= k×(k+1)×...×(k+l−2)
(l−1)×(l−2)×...×1

= (n−1)!
(k−1)!×(l−1)!

avec n− 1 = (k − 1) + (l − 1).

Les combinaisons dans le Traité du Triangle Arithmétique

Pascal donne � divers usages du triangle arithmétique �, le second usage s'appliquant
aux combinaisons. Il donne une dé�nition des combinaisons :

� Lorsque de plusieurs choses, on donne le choix d'un certain nombre,
toutes les manières d'en prendre autant qu'il est permis entre toutes celles qui
sont présentées s'appellent ici les di�érentes combinaisons.

Par exemple, si de quatre choses exprimées par ces quatre lettres, on permet
d'en prendre, par exemple, deux quelconques, toutes les manières d'en prendre
deux di�érentes dans les quatre qui sont proposées s'appellent Combinaisons.

Ainsi on trouvera, par expérience, qu'il y a six manières di�érentes d'en
choisir deux dans quatre ; car on peut prendre A et B, ou A et C, ou A et D,
ou B et C, ou B et D, ou C et D.

Je ne compte pas A et A pour une des manières d'en prendre deux ; car ce
ne sont pas des choses di�érentes, ce n'en est qu'une répétée.

Ainsi, je ne compte pas A et B puis B et A pour deux manières di�érentes ;
car on ne prend en l'une et l'autre manière que les deux mêmes choses, mais
d'un ordre di�érent seulement ; et je ne prends point garde à l'ordre ; de sorte
que je pouvais m'expliquer en un mot, en disant simplement que je parle
seulement des combinaisons qui se font sans changer l'ordre �. 12

Puis il démontre sur un exemple générique la relation de récurrence sur ces combinaisons.
Ce que Pascal nomme la multitude des combinaisons d'un nombre k dans un nombre n

est ce que nous notons

(
n
k

)
.

11. Pascal B., ×uvres complètes, tome II, texte présenté, établi et annoté par Jean Mesnard, Desclée
de Brouwer, 1970, Ré-édition Alençon, 1990, p. 1294-1295.
12. Pascal B., ×uvres complètes, tome II, texte présenté, établi et annoté par Jean Mesnard, Desclée

de Brouwer, 1970, Ré-édition Alençon, 1990, p. 1302.
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� Lemme 4

S'il y a quatre nombres quelconques, le premier tel qu'on voudra, le second
plus grand de l'unité, le troisième tel qu'on voudra, pourvu qu'il ne soit pas
moindre que le second, le quatrième plus grand de l'unité que le troisième :
la multitude des combinaisons du premier dans le troisième, jointe à la mul-
titude des combinaisons du second dans le troisième, égale la multitude des
combinaisons du second dans le quatrième.

Soient quatre nombres tels que j'ai dit :
Le premier tel qu'on voudra, par exemple : 1.
Le second plus grand de l'unité, savoir 2.
Le troisième tel qu'on voudra, pourvu qu'il ne soit pas moindre que le

second, par exemple, 3.
Le quatrième plus grand de l'unité, savoir, 4.
Je dis que la multitude des combinaisons de 1 dans 3, plus la multitude

des combinaisons de 2 dans 3, égale la multitude des combinaisons de 2 dans
4. Soient trois lettres quelconques, B, C, D. Soient les mêmes trois lettres, et
une de plus, A, B, C, D.

[. . .] Il faut démontrer que la multitude des combinaisons de 1 dans 3 et
celles de 2 dans 3 égalent celles de 2 dans 4.

Cela est aisé, car les combinaisons de 2 dans 4 sont formées par les combi-
naisons de 1 dans 3, et par celles de 2 dans 3.

Pour le faire voir, il faut remarquer qu'entre les combinaisons de 2 dans 4,
savoir, AB, AC, AD, BC, BD, CD, il y en a où la lettre A est employée, et
d'autres où elle ne l'est pas. Celles où elle n'est pas employée sont BC, BD,
CD, qui par conséquent sont formées de deux de ces trois lettres, B, C, D ; donc
ce sont des combinaisons de 2 dans ces trois, B, C, D. Donc les combinaisons
de 2 dans ces trois lettres B, C, D, font portion des combinaisons de 2 dans ces
quatre lettres, A, B, C, D, puisqu'elles forment celles où A n'est pas employée.

Maintenant si des combinaisons de 2 dans 4 est employée, savoir AB, AC,
AD, on ôte l'A, il restera une lettre seule dans les trois, B, C, D seulement de
ces trois B, C, D, savoir, B, C, D, qui sont précisément les combinaisons d'une
lettre dans les trois, B, C, D. Donc si aux combinaisons d'une lettre dans les
trois, B, C, D, on ajoute à chacune la lettre A, et qu'ainsi on ait AB, AC,
AD, on formera les combinaisons de 2 dans 4, où A est employée ; donc les
combinaisons de 1 dans 3 font portion des combinaisons de 2 dans 4.

D'où il se voit que les combinaisons de 2 dans 4 sont formées par les
combinaisons de 2 dans 3, et de 1 dans 3 ; et partant que la multitude des
combinaisons de 2 dans 4 égale celle de 2 dans 3, et de 1 dans 3.

On montrera la même chose dans tous les autres exemples [...] � 13

Pascal fait ensuite le lien avec le triangle arithmétique, avec deux propositions dont la
deuxième a�rme :

� Le nombre de quelque cellule que ce soit égale la multitude des combi-
naisons d'un nombre moindre de l'unité que l'exposant de son rang parallèle,
dans un nombre moindre de l'unité que l'exposant de sa base �.

Autrement dit, le nombre de la cellule de rang parallèle k dans la ne base est le nombre de
combinaisons de k−1 dans n−1, ce qui ne nous surprend pas après la formule démontrée
plus haut pour ce nombre. Nous ne donnons pas la démonstration de cette propriété,

13. Pascal B., ×uvres complètes, tome II, texte présenté, établi et annoté par Jean Mesnard, Desclée
de Brouwer, 1970, Ré-édition Alençon, 1990, P. 1304-1305.
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que Pascal démontre comme conséquence d'une propriété sur la somme des cellules d'un
même rang parallèle. On pourrait la montrer tout simplement en utilisant le mode de
génération du triangle et la relation de récurrence sur les combinaisons. Mais l'utilisation
pédagogique de cette justi�cation paraît di�cile ; certes, la formule pour les combinaisons
est au programme de la spécialité de terminale générale, mais le programme demande
de donner deux démonstrations de la relation de récurrence sur les combinaisons, l'une
utilisant la dé�nition des combinaisons, comme l'a fait Pascal sur un exemple générique,
l'autre utilisant la formule de calcul des combinaisons : il ne serait donc guère cohérent
de démontrer la formule en utilisant cette même relation de récurrence !

Problème des partis et triangle arithmétique

Rappel du principe de partage des mises

Rappelons le corollaire second sur le partage des mises lorsque les deux joueurs doivent
arrêter le jeu lorsque'il manque un certain nombre de parties à chacun pour achever le
jeu : � Si deux joueurs sont en la même condition qu'on vient de dire, je dis que le parti se
peut faire de cette façon qui revient au même ; que l'on assemble les deux sommes de gain
et de perte, et que le premier prenne la moitié de cette somme ; [. . .] �. Pascal explicite
ce corollaire dans un lemme, en précisant que, s'il appartient à un joueur une certaine
fraction (disons α) de la mise totale s'il gagne la partie, et une fraction moindre (β) s'il
la perd, ce joueur doit emporter la fraction α+β

2
de la mise totale. Pascal explique même

comment prendre la demi-somme de deux fractions réduites au même dénominateur. Il
est clair pour nous que ces fractions α et β sont les probabilités que le joueur gagne le jeu
dans les cas où il gagne ou perd la partie suivante, si elle était jouée.

Lien avec le triangle arithmétique

Pascal donne la solution générale au problème, et donne des exemples pour faire com-
prendre ce calcul. Prenons le premier exemple de Pascal : il manque 2 parties à A et 4
parties à B. La mise totale est M. On considère la 6e base, car 6 est la somme des nombres
de parties qui manquent à chacun des joueurs.

Règle de partage

A emporte la fraction suivante de la mise M : F+ω+S+δ
P+M+F+ω+S+δ

, c'est-à-dire la fraction
dont le numérateur est la somme des 4 cellules du � haut � de la base (4 étant le nombre
de parties qui manquent au joueur A) et le dénominateur la somme de toutes les cellules
de la base. Le joueur B emporte la fraction P+M

P+M+F+ω+S+δ
.
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D'une manière générale, s'il manque a points à A et b points à B, avec n = a + b,
le � parti � est donné par la ne base : la fraction de la mise totale qu'emporte A a pour
numérateur la somme des b cellules � du haut � (ou par symétrie du triangle des b cellules
du bas) et pour dénominateur la somme de toutes les cellules de la base. La démonstration
se fait par récurrence sur n.

� Quoique cette proposition ait une in�nité de cas, je la démontrerai néan-
moins en peu de mots par le moyen de deux lemmes.

Le 1er, que la seconde base contient les partis des joueurs auxquels il
manque deux parties en tout.

Le 2e, que si une base quelconque contient les partis de ceux auxquels il
manque autant de parties que de cellules, la base suivante sera de même, c'est-
à-dire qu'elle contiendra aussi les partis des joueurs auxquels il manque autant
de parties qu'elle a de cellules.

D'où je conclus, en un mot, que toutes les bases du Triangle arithmétique
ont cette propriété : car la seconde l'a par le premier lemme ; donc, par le
second lemme, la troisième l'a aussi, et par conséquent la quatrième ; et à
l'in�ni.

Il faut donc seulement démontrer ces deux lemmes.

Le 1er est évident de lui-même ; car s'il manque une partie à l'un et une
à l'autre, il est évident que leurs conditions sont comme ϕ à σ, c'est-à-dire
comme 1 à 1, et qu'il appartient à chacun cette fraction : σ

ϕ+σ
qui est 1

2
�.

Cas où a+ b = 2

Pascal ne considère qu'un cas pour la somme a + b = 2, car il ne considère pas les cas
évidents où a = 0 ou b = 0, qu'il a donnés dans son premier exemple, après ses principes,
exemple qu'il juge � peut-être mal à propos de toucher, parce qu'il est trop clair ; [...] Si
à un des joueurs il ne manque aucune partie, et à l'autre quelques-unes, la somme entière
appartient au premier �.

Le deuxième lemme est prouvé sur l'exemple générique du passage de la quatrième base
à la cinquième, en montrant que � s'il manque, par exemple, deux parties au premier, et
trois à l'autre, la portion qui appartient au premier sur la somme qui se joue, est exprimée
par cette fraction : H+E+C

H+E+C+R+µ
� avec l'� hypothèse de récurrence � : la quatrième base

donne la portion appartenant au premier joueur quand la somme du nombre de parties
manquantes est 4 ; en particulier, s'il manque 1 partie au premier joueur et 3 au second
joueur, la portion de la mise totale revenant au premier est D+B+θ

D+B+θ+λ
et s'il manque 2

parties à l'un et 2 à l'autre, la fraction qui appartient au premier est D+B
D+B+θ+λ

(autrement
dit ici 1

2
).

Pour calculer la part qui revient au premier joueur (A) s'il manque 2 parties au premier
et 3 au second, rappelons le principe vu plus haut : on doit faire la demi-somme des
fractions qui lui appartiennent en cas de gain et en cas de perte. Or, en cas de gain de
la partie suivante, il manquera 1 partie au premier et 3 au second, donc A emportera
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la fraction α = D+B+θ
D+B+θ+λ

et, en cas de perte, il manquera 2 partie au premier et 2 au
second, donc A emportera la fraction β = D+B

D+B+θ+λ
. Donc, la part que nous cherchons est

α+β
2
, soit D+B+θ+D+B

2(D+B+θ+λ)
. Or, le double de la somme des cellules de la quatrième base est la

somme des cellules de la cinquième base, donc 2(D + B + θ + λ) = H + E + C + R + µ
et D+B + θ+D+B = H +E +C par la conséquence dixième. Ce qui montre bien que
la fraction de la mise totale que doit remporter A est H+E+C

H+E+C+R+µ
. Pascal fait remarquer

que � le fondement de cette preuve est qu'une base est toujours double de sa précédente,
par la 7e conséquence � combinée avec la 10e conséquence.

On peut écrire le raisonnement sur le cas général. Supposons qu'il manque a points à
A et b points à B, avec n = a + b. Si A gagne la partie suivante, il lui manquera alors
a � 1 parties, et toujours b à B. L'hypothèse de récurrence nous a�rme que la fraction
emportée par A se trouve dans la (n�1)e base, avec comme numérateur la somme des b
premières cellules. Si au contraire A perd, il lui manquera toujours a parties, mais b�1
seulement à B. Cette fois, la fraction emportée par A se trouve dans la (n�1)e base, avec
comme numérateur la somme des b � 1 premières cellules. Et nous avons vu que la septième
conséquence et la dixième conséquence permettent de justi�er que la demi-somme de ces
deux fractions est la fraction dont le numérateur est la somme des numérateurs, et le
dénominateur le double du dénominateur commun. Le dénominateur est donc le double
de la somme des cellules de la (n � 1)e base, qui est la somme des cellules de la ne base.
Le numérateur est, quant à lui, la somme des b premières cellules de la (n � 1)e base plus
la somme des b � 1 premières cellules de la (n � 1)e base. On a vu que cette somme est
égale à la somme des b premières cellules de la ne base. Ce qui termine la récurrence.

Ce raisonnement sur le triangle est sans doute moins utilisable en classe. Il paraît plus
simple pour nous d'utiliser tout simplement les combinaisons pour obtenir des formules
générales, en raisonnant, comme le fait Fermat dans sa correspondance avec Pascal, sur
le nombre maximum de parties qu'il resterait à jouer pour que � le jeu soit décidé abso-
lument �. En e�et, s'il manque a points à A et b points à B, le jeu sera décidé en au plus
a + b − 1 parties. Le nombre total d'issues possibles de ces a + b − 1parties est 2a+b−1et
le nombre d'issues favorables à A est le nombre de ces issues pour lesquelles A gagne
au moins a parties sur ces a+ b− 1 parties, c'est-à-dire, avec nos notations modernes,(

a
a+ b− 1

)
+

(
a+ 1

a+ b− 1

)
+

(
a+ 2

a+ b− 1

)
+ ...+

(
a+ b− 1
a+ b− 1

)
. Ces résultats gé-

néraux permettent à Pascal de s'intéresser à d'autres problèmes sur ces répartitions de
mise (Mnémosyne n°6).

Conclusion

La lecture des textes de Pascal amène ainsi à des ré�exions sur des problèmes divers,
qui croisent des thèmes importants pour notre enseignement, qu'il s'agisse de probabilités
par le biais du partage des mises, d'algorithmique par la méthode de Pascal, du principe
de récurrence ou des problèmes de complexité en mémoire ou en temps en informatique.
Il nous paraît intéressant d'aborder un problème aussi riche avec les élèves, d'autant plus
que la plupart des exercices d'algorithmique en probabilités ne sont que des exercices de
simulation, alors qu'ici, nous avons un algorithme récursif de calcul des probabilités, dont
la version � naïve � est tout à fait accessible à nos élèves. Un travail bidisciplinaire entre
collègues de mathématiques et d'informatique enrichirait les deux disciplines, du moins si
la structure des groupes de spécialité permet un tel échange.
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Conte du lundi

Problèmes de dés : Pascal, Fermat, Huygens et les autres

Groupe M. :A.T.H.

Introduction

Ce conte du lundi présente des textes étudiés lors de l'année 2019-2020 dans le groupe
de lecture de textes historiques animé par le groupe M. : A.T.H. un lundi par mois, avec
quelques compléments. Ces lectures portaient sur l'histoire des probabilités et nous avions
choisi des textes portant sur des problèmes qu'il semblait intéressant d'utiliser en classe.

Dans une lettre à l'Illustre Académie 1 Parisienne de Mathématiques (1654), dans
laquelle il donne une liste de ses travaux en cours, Pascal annonce � une recherche toute
nouvelle et portant sur une matière entièrement inexplorée, savoir sur les combinaisons du
hasard dans les jeux qui lui sont soumis [...]. La question a erré incertaine jusqu'à ce jour ;
mais maintenant, si elle a été rebelle à l'expérience, elle n'a pu échapper à l'empire de la
raison. Car nous l'avons réduite en art avec une telle sûreté, grâce à la géométrie, qu'ayant
reçu part à la certitude de celle-ci, elle progresse désormais avec audace, et que, par l'union
ainsi réalisée entre les démonstrations mathématiques et l'incertitude du hasard, et par
la conciliation entre les contraires apparents, elle peut tirer son nom de part et d'autre et
s'arroger à bon droit ce titre étonnant : Géométrie du hasard � 2.

Nous partirons ici d'un extrait d'une lettre de Pascal à Fermat, qui donne un problème
posé par le chevalier de Méré, et verrons la postérité de ce problème chez divers auteurs.

Extrait d'une lettre de Pascal à Fermat (29 juillet 1654) 3

� Je n'ai pas le temps de vous envoyer la démonstration d'une di�culté qui
étonnait fort M. <de Méré>, car il a très bon esprit, mais il n'est pas géomètre
(c'est, comme vous le savez, un grand défaut) et même il ne comprend pas
qu'une ligne mathématique soit divisible à l'in�ni et croit fort bien entendre
qu'elle est composée de points en nombre �ni, et jamais je n'ai pu l'en tirer.
Si vous pouviez le faire, on le rendrait parfait.

Il me disait donc qu'il avait trouvé fausseté dans les nombres par cette
raison :

Si on entreprend de faire un six avec un dé, il y a avantage de l'entreprendre
en 4, comme de 671 à 625.

Si on entreprend de faire Sonnés 4 avec deux dés, il y a désavantage de
l'entreprendre en 24.

Et néanmoins, 24 est à 36 (qui est le nombre des faces des deux dés) comme
4 est à 6 (qui est le nombre des faces d'un dé).

Voilà quel était son grand scandale qui lui faisait dire hautement que les
propositions n'étaient pas constantes et que l'arithmétique se démentait : mais
vous en verrez bien aisément la raison par les principes où vous êtes. �

1. Académie fondée à Paris par Mersenne en 1635, que Mersenne a�rme être � la plus noble académie
du monde � et qu'elle sera � toute mathématique �.

2. Pascal B., ×uvres complètes, II, texte établi et présenté par Jean Mesnard, Desclée de Brouwer,
1970, réédition 1990, pages 1034-1035.

3. Fermat, ×uvres, tome II, éditées par Tannery et Henry, Paris, 1894, pages 295-296.
4. C'est-à-dire un double six.
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Pascal n'explique pas comment on arrive au résultat énoncé, sous la forme habituelle à
l'époque : � il y a avantage de l'entreprendre en 4 comme de 671 à 625 �, c'est-à-dire, en
termes modernes, que, si on lance 4 fois successivement un dé à six faces, et si on appelle
A l'évènement � obtenir au moins un six �, le rapport de p(A) à p(A) est égal à 671

625
, ce qui

prouve que p(A) > 1
2
. Pascal parle en termes de pari et conclut donc qu'il y a � avantage �

à parier que A se réalisera plutôt que A, en donnant le rapport quanti�ant cet avantage.
Ce problème sera repris pas d'autres mathématiciens, et généralisé par certains. Nous
donnerons-ci dessous quelques extraits de textes commentés sur ce problème et d'autres
problèmes de dés abordés dans de petits traités ou la correspondance de savants aux
XVII

e et XVIIIe siècle. Certains auteurs utilisent l'espérance comme outil pour résoudre
ces problèmes, mais le sens que recouvre cette notion dans ces textes est inhabituel pour
nous. La rubrique � Bonnes Vieilles Pages � de ce numéro de Mnemosyne peut vous aider
dans la lecture des textes cités ici.

Huygens : Du calcul dans les jeux de hasard (1656 � 1657)

Dans ce court traité, Huygens résout plusieurs problèmes en utilisant ce qu'il appelle
� la valeur de la chance � et que nous nommons l'espérance. Sa proposition III énonce :
� Avoir p chances d'obtenir a et q chances d'obtenir b, les chances étant équivalentes, me
vaut pa+qb

p+q
. � La proposition X résout le problème : � Trouver en combien de fois l'on peut

accepter de jeter un six avec un dé �, en raisonnant de proche en proche. Comme Pascal,
Huygens ne parle jamais de probabilité ; l'outil qui lui permet de résoudre le problème est
l'espérance. La notion fondamentale est celle de � jeu équitable �. 5

� Il est certain que le joueur qui accepte de jeter un 6 en un seul coup a 1
chance de gagner l'enjeu et 5 de perdre. Car il y a 5 coups contre lui et pas
plus qu'un seul pour lui. Appelons l'enjeu a. Il a donc 1 chance d'obtenir a et
5 chances de n'obtenir rien, ce qui [...] lui vaut 1

6
a. Il reste 5

6
a pour celui qui

l'engage à jeter le dé. Celui qui joue une partie d'un seul coup ne peut donc
mettre que 1 contre 5. 6 � 7

Huygens raisonne ensuite de proche en proche. Si un joueur parie qu'il obtiendra au moins
un six en deux lancers, lorqu'il lance le dé une première fois, il a 1 chance d'obtenir 6 du
premier coup et 5 chances de ne pas obtenir 6, auquel cas il relancera le dé. Donc il a une
chance d'obtenir la mise a et 5 chances d'obtenir 1

6
a, d'après le calcul précédent. Donc la

valeur de sa chance est
1×a+5× 1

6
a

6
= 11

36
a et il reste 25

36
a pour son adversaire. De même, si

on joue en trois coups, il a 1 chance d'obtenir 6 du premier coup et 5 chances de ne pas
obtenir 6, auquel cas il relancera le dé deux fois, donc il a une chance d'obtenir la mise
a et 5 chances d'obtenir 11

36
a, d'après le calcul précédent. La valeur de sa chance est donc

1×a+5× 11
36

a

6
= 91

216
a. Huygens donne également les résultats pour 4 lancers ( 671

1296
a, le joueur

� peut donc mettre 671 contre 625, c'est-à-dire plus que 1 contre 1 �), puis pour 5 lancers
(4651
7776

a) et en�n 6 lancers (31031
46656

a).
Huygens s'attaque alors, dans la proposition suivante, au problème : � Trouver en

combien de fois l'on peut accepter de jeter 2 six avec 2 dés �. Il fait le même raisonnement
de proche en proche, mais abrège habilement un calcul qui menace de devenir très long
et fastidieux. Pour un lancer de dés, il y a 1 chance d'obtenir a et 35 chances de ne

5. Voir la rubrique � Bonnes Vieilles Pages �.
6. C'est-à-dire, que, pour que le jeu soit équitable, le joueur pariant que le six va sortir en un lancer

de dés doit mettre au jeu une mise cinq fois plus petite que celle de son adversaire.
7. Huygens C., Du calcul dans les jeux de hasard, in×uvres complètes, tome XIV, La Haye, Martinus

Nijho�, 1920, p.78.
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rien obtenir, ce qui vaut 1
36
a. Si on joue en deux coups, on a � au commencement � 1

chance d'obtenir a et 35 chances d'obtenir 1
36
a, ce qui vaut au joueur 71

1296
a. À partir de

là, Huygens abrège les calculs : � On peut trouver en partant de là la chance ou la part de
celui qui joue en 4 parties ; on peut sauter le cas du jeu en 3 coups. � En e�et, si on joue en
4 lancers, pour les deux premiers lancers, le joueur qui parie sur le double six a 71 chances
de gagner, donc d'obtenir a contre 1225 de perdre, donc de pouvoir rejouer deux fois, ce

qui lui vaut 71
1296

a. Donc la � valeur de sa chance � est
71a+1225× 71

1296
a

1296
= 178991

12962
a = 178991

1679616
a et

il reste pour son adversaire 1679616−178991
1679616

a = 15000625
1679616

a. On peut alors passer directement à
8 lancers, puis à 16 lancers, et en�n à 24 lancers en combinant 16 et 8 lancers. Cependant,
Huygens ne donne pas le détail des calculs, les nombres en jeu devenant trop grands, et
conclut : � dans ce calcul, comme il s'agit surtout de chercher pour quel nombre de coups
les chances des deux joueurs commencent à devenir égales, on peut omettre une partie
des derniers Chi�res des nombres qui sans cela deviendraient très grands. Je trouve que
celui qui joue en 24 parties a encore un léger désavantage, et qu'on ne peut accepter la
partie avec avantage qu'en jouant 25 coups au moins. � 8

Pierre Rémond de Montmort : Essay d'analyse sur les jeux de

hazard (1708)

La première partie de l'édition de 1708 traite des problèmes sur les jeux de hasard 9.
De Montmort commence par dé�nir ce qu'il appelle � le sort � de chaque joueur.

� [...] l'argent que risque un joueur est censé ne plus lui appartenir, car il
en a quitté la propriété, mais en revanche il acquiert un certain droit sur le
fond du Jeu, c'est-à-dire, sur l'argent de la gageure.

[...] dans les Jeux, dont les conditions sont inégalement avantageuses [...],
si [les joueurs] veulent se retirer & quitter la partie [...] ils doivent prendre une
partie plus ou moins grande [de l'argent du jeu], selon qu'il y a plus ou moins
de probabilité que les uns ou les autres gagneront la somme entière dont ils
sont convenus.

Cela posé, si l'on nomme a l'argent du jeu, je dirai que le sort de chaque
joueur est le juste degré d'espérance qu'il a d'obtenir a. � 10

Il énonce ensuite et justi�e la proposition I :

� Le nombre des hazards qui peuvent faire gagner Pierre, et lui donner A,

étant m ; & le nombre des hazards qui peuvent le faire perdre ou lui donner

zéro, étant n, je dis que s'il n'y a que ces deux sortes de hazards, & qu'on

entende par A l'argent du jeu, on aura le sort de Pierre = mA+n×0
m+n

.
Pour le prouver, soit x le sort de Pierre, y celui de l'autre joueur, qu'on

nommera Paul, on aura x + y = A. On aura aussi 11 x.y :: m.n, car le sort
de chacun de ces joueurs est comme leur espérance, & cette espérance est
proportionnée aux facilités ou aux moyens qu'ils ont de gagner, c'est-à-dire
au nombre de coups qui leur donneront A. De ces deux équations y = nx

m
&

x+ y = A, on tirera x = Am
n+m

C .Q.f.D . �

Pierre Rémond de Montmort donne dans sa proposition XLIV une généralisation de ces
problèmes de dés, qu'il va appliquer ensuite aux exemples ci-dessus.

8. Ib., p. 82.
9. Dans la deuxième édition (1713), cette partie est précédée d'un traité sur les combinaisons, plus

complet que ce qu'on trouve sur ce thème à la suite des problèmes dans la première édition.
10. De Montmort P.R., Essay d'analyse sur les jeux de hazard, Paris, 1708, p.1-2.
11. x.y : : m.n signi�e x

y = m
n .
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� Le nombre qui exprime le rapport du sort de Pierre à celui de Paul, en

supposant que Pierre parie contre Paul de faire certaine chose du premier coup,

étant donné, On demande quel est le nombre qui exprime le sort de Pierre,

en supposant qu'on lui accorde un certain nombre de coups pour faire la chose

proposée � 12

Par exemple, si Pierre parie qu'il obtiendra un six en un lancer d'un dé cubique, le rapport
du sort de Pierre à celui de Paul est 1

5
, car, pour employer le langage de l'époque, il y a

une chance pour Pierre et 5 pour Paul. Ce rapport étant connu, on demande le � sort �
de Pierre s'il parie d'obtenir au moins un six en un nombre h donné de lancers. Revenons
au texte de De Montmort :

� Si l'on exprime par l'inconnue x son sort lorsqu'ayant manqué à gagner
du premier coup il va rejouer son second coup, & y son sort lors qu'ayant
manqué à gagner du second coup il va rejouer son troisième coup, & z son
sort lors qu'ayant manqué de gagner à son troisième coup il en va rejouer un
quatrième, &c employant de suite les lettres x, y, z, u, t, r &c pour exprimer le
sort inconnu de Pierre à son second, troisième, quatrième, cinquième, sixième,
septième coup, &c. Nommant encore p le nombre des hazards favorables à
Pierre ; q le nombre des rencontres favorables à Paul, & supposant que m =
p+q, on aura le sort de Pierre au commencement du jeu = p

m
+ q

m
x, x = p

m
+ q

m
y,

y = p
m

+ q
m
z, z = p

m
+ q

m
u, u = p

m
+ q

m
t, t = p

m
+ q

m
r &c & substituant

toutes ces quantités, on aura le sort de Pierre exprimé par cette suite in�nie
S = p

m
+ pq

mm
+ pqq

m3 + pq3

m4 + pq4

m5 + pq5

m6 + pq6

m7 +&c. ajoutant autant de termes de
cette suite qu'il en sera nécesssaire pour que S soit égale à 1

2
. On concluera

que Pierre peut entreprendre la gageure but à but en autant de coups qu'on
aura employé de termes de cette suite pour trouver S = 1

2
, ou un peu plus

grand.
Cette méthode est fort simple, & n'est presque pas di�érente de celle qu'em-

ploie M. Hugens pour déterminer en combien de coups on peut parier but à
but d'amener sonnez avec deux dés ; mais elles ont toutes deux cet inconvé-
nient qu'elles sont absolument impraticables lorsque p étant un petit nombre,
m et q en expriment de grands. � 13

De Montmort donne alors un moyen d'éviter de trop longs calculs. Il remarque que � la
somme de cette suite in�nie est toujours égale à l'unité, puisqu'il est clair que s'il y a
quelque possibilité que Pierre gagne du premier coup, il y a certitude qu'il gagnera ayant
un nombre in�ni de coups à jouer de suite �. Il manipule ensuite la somme des termes de
S pour arriver à un résultat équivalent au fait que la somme des h premiers termes de S

est égale à 1 − qh

mh , résultat que nous pouvons obtenir simplement grâce à la somme des
termes d'une suite géométrique. Il en conclut que, � pour trouver le nombre de coups qui
rendrait le sort de Pierre égal à celui de Paul �, il faudrait que qh

mh = 1
2
ou soit plus petit

que 1
2
; c'est-à-dire qu'il faut �mh plus grand que 2× qh. Ce qui servira de formule �. De

Montmort traite ensuite des exemples.

� PREMIER EXEMPLE
Soit supposé que l'on cherche en combien de coups Pierre peut parier

d'amener six avec un dé, il faudra substituer 6, 5, 1 pour les lettres m, q,

p, [...], & l'on connaîtra sans peine que h étant 4, c'est-à-dire, Pierre se pro-
posant d'amener six en quatre coups, il y aura de l'avantage pour lui, car
1− 54

64
= 1− 625

1296
; or cette fraction 625

1296
est plus petite que 1

2
de la quantité 23

1296

12. De Montmort P.R., Essay d'analyse sur les jeux de hazard, Paris, 1708, p. 180.
13. Ib., p. 180-181.
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qui exprimera l'avantage de Pierre en pariant d'amener un six avec un dé dans
quatre coups. L'on connaîtra aussi qu'en substituant 3 pour h, c'est-à-dire que
Pierre se proposant d'amener un six en trois coups, il y aurait pour lui du
désavantage, et que son désavantage serait 17

216
.

Il est clair que l'exposant h doit etre d'autant plus grand que q est plus
grand par rapport à p, en sorte que, par exemple, q étant= 5, & par conséquent
m = 6, h doit être = 4, & q étant = 35, h doit être = 25.

[...]

REMARQUE

Pour éviter le tâtonnement, il faudra convertir la formule mh = 2 × qh en
une autre où h soit seule dans un des membres de l'égalité, ce qui se peut en
employant le calcul des exponentiels. Car je trouve qu'elle se change en cette
autre h = log.2

log.m−log.q , & cette formule où h exprime le nombre de coups que
l'on cherche, donnera d'abord la solution du Problème proposé.

Par exemple, si l'on veut savoir en combien de coups on peut parier à but
d'amener sonnés avec deux dés, on trouvera en substituant pour m, 36, & pour
q, 35, h = 3010300

15563025−15440680 = 24 + 14804
24469

, ce qui fait voir qu'on l'entreprendrait
avec avantage en 25 coups, & avec désavantage en 24 coups.

[...]

On pourra même découvrir par cette voie de combien sera l'avantage ou le
désavantage par rapport à tel nombre de coups que ce soit. � 14

Jacques Bernoulli : Ars conjectandi (1713)

L'Ars conjectandi est publiée en 1713, huit ans après la mort de Jacques Bernoulli, par
son neveu Nicolas Bernoulli ; mais Jacques Bernoulli a commencé à travailler sur le traité
de Huygens bien plus tôt, vers 1685. 15 La première partie de l'ouvrage de Bernoulli est
constituée du Traité de Huygens Du calcul dans les jeux de hasard, avec des commentaires
sur les démonstrations de Huygens, des propositions de démonstrations di�érentes de celles
de Huygens ainsi que la résolution des problèmes posés à la �n du traité. Au sujet de la
proposition XI de Huygens (voir supra), Bernoulli remarque qu'il revient au même, pour
un joueur qui entreprend de faire un nombre de points donné avec un certain nombre k

de dés, de lancer ces dés ou de lancer un seul dé dont le nombre des faces serait le nombre
total a des résultats possibles avec ces k dés, et dont c faces ne porteraient pas le nombre
de points requis, les autres portant ce nombre. Ainsi, par exemple, si on veut obtenir un
double six avec deux dés cubiques ordinaires, il revient au même de lancer un dé à 36
faces dont l'une est marquée 12 (la face � favorable �) et les 35 autres portent un autre
résultat. Il su�t donc de chercher le nombre de lancers de ce dé �ctif nécessaire pour que
le joueur puisse parier de façon équitable qu'il obtiendra au moins une fois le résultat
voulu. Or lancer n fois ce dé (qui a a faces en tout, dont c défavorables) revient à lancer
une fois n dés semblables.

� Qu'ainsi soient pris n dés, chacun muni de a faces, parmi lesquelles il y
a en ait c non marquées par ce nombre de points. Ainsi le nombre de tous les
cas dans l'ensemble de n dés sera an ; (comme l'Auteur l'a montré plus haut

14. Ib., p. 182-184.
15. Meusnier N., � L'émergence d'une mathématique du probable au

xviie siècle �, Revue d'histoire des mathématiques, 2 (1996), p. 119-147,
http://www.numdam.org/article/RHM_1996__2_1_119_0.pdf
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après la Prop IX), et pour la même raison le nombre de ceux, pour lesquels
les points choisis n'apparaissent sur aucun dé, cn ; parce que certainement
en raison du choix d'un seul dé parmi ceux à c faces, n'importe quel dé du
même nombre de faces peut tomber en même temps. Il est donc nécessaire
pour que ces points soient trouvés à tout le moins dans l'un des dés, que ce
soit dans les an − cn cas restants. C'est pourquoi celui qui joue sur une telle
condition, a an−cn cas pour obtenir 1, et cn cas pour obtenir 0 ; c'est pourquoi,
à nouveau comme auparavant, celui-là gagne an−cn

an
, de sorte qu'à l'adversaire

il reste toujours cn

an
.

Ayant ainsi montré la solution générale du Problème, si maintenant nous
désirons en savoir davantage avec l'Auteur, à quel nombre de jets commence
la chance égale entre les adversaires, il faut seulement égaler entre elles les
chances trouvées, de sorte qu'on ait an − cn = cn, ce qui fait an = 2cn ; où il
est indiqué que rien d'autre n'est requis que le nombre de tous les cas, et le
nombre de ceux dans lesquels il n'est pas obtenu ce qui est entrepris. [...] Cette
opération est plus appropriée que celle de Huygens, en ce qu'elle ne suppose
la connaissance par chance d'aucun cas précédent : il obtient en e�et d'autres
raccourcis, dont se souvient l'Auteur.[...] Mais on peut voir, dans un exemple
de l'Auteur, dans lequel a vaut 36 et c 35, toute l'opération adjointe. � 16

Bernoulli conclut ainsi qu'il faut entre 24 et 25 lancers pour que le joueur puisse parier
de manière équitable d'obtenir au moins un double six. Il précise ensuite l'intérêt de
l'utilisation des logarithmes, qui permettent d'obtenir facilement le nombre n, car an = 2cn

équivaut à n log a = log 2 + n log c, d'où il tire n = log 2
log a−log c , et, dans le cas particulier

étudié ici, avec a = 36 et c = 35, n = 0.3010300
0.0122345

, soit � plus que 24 et moins que 25 �.

Nicolas Struyck : Uytreekening der Kansen... (Amsterdam, 1716) 17

Nicolas Struyck, dans son avis au lecteur au début de l'ouvrage, cite ses prédéces-
seurs : Huygens, de Montmort, Jacques Bernoulli. Dans la première partie de son ouvrage
(� calcul des chances grâce à l'arithmétique �), Nicolas Struyck commence par des consi-
dérations sur � la valeur moyenne de chaque chance � 18, puis s'occupe de dénombrer
permutations, arrangements et combinaisons, et applique ces notions à des problèmes
de tirages de cartes et de lancers de dés, pour �nalement s'occuper des problèmes que
pose Huygens à la �n de son traité. La deuxième partie s'intitule � calcul des chances
grâce à l'algèbre �, et le deuxième problème est une généralisation semblable à celle de de
Montmort.

16. Bernoullli J., Ars conjectandi , 1713, p. 32-33, https ://ar-
chive.org/details/bub_gb_kz9nvk99EWoC/mode/2up
17. Struyck N. [1912], Les ÷uvres de Nicolas Struyck, 1687-1769, qui se rapportent au calcul

des chances, à la statistique générale, à la statistique des décès et aux rentes viagères tirées des

÷uvres complètes et traduites du hollandais par J.A. Vollgra�, Amsterdam, Société générale néer-
landaise d'assurances sur la vie et de rentes viagères, 1912. Disponible en ligne : https ://ar-
chive.org/details/lesoeuvresdenico00struuoft
18. Notre espérance.
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� Deuxième problème
A joue un jeu où il y a c chances en tout. Il y a b chances de ne pas gagner

le jeu de prime abord. On demande combien de fois on doit lui permettre de
continuer à jouer, pour qu'il puisse parier à r contre p.

Posons le nombre demandé = x, et l'enjeu qu'on peut gagner = 1. Si
l'on nous imposait de jeter 6 points du premier coup avec un dé ordinaire,
nous aurions droit à 1

6
. Le reste est alors 5

6
. Au deuxième coup nous avons de

nouveau droit à la sixième partie de 5
6
. Le reste est alors 5

6
× 5

6
. Au troisième

coup, nous avons de nouveau droit à la sixième partie de ce reste. Le reste
sera alors 5

6
× 5

6
× 5

6
. Six est le nombre total des chances : donc c = 6. Le

nombre des chances défavorables à A est 5 au premier coup. Si on lui permet
de jeter x fois, sa part est exprimée par 1− bx

cx
ou, si l'on pose a = c− b, il a a

chances de gagner du premier coup. Sa part est donc a
c
. En soustrayant cette

fraction de l'unité, on voit qu'il reste 1− a
c
ou b

c
. Après cela il a a chances de

gagner ce reste. Le nombre total des chances est c. Le prix du deuxième coup
est donc ab

cc
. En soustrayant cette fraction de b

c
, on voit qu'il reste bb

cc
. Il appert

par là que le prix du troisième coup sera abb
c3
, du quatrième ab3

c4
, etc. A a donc

droit à la somme a
c
+ ab

cc
+ abb

c3
+ ab3

c4
+ ab4

c5
+ etc. Le nombre de termes doit être

x. La somme de ces termes, c.à.d. la part de A, est, comme nous l'avons dit
plus haut, 1− bx

cx
. Ce nombre doit être égal à r

p+r
(car si l'enjeu de A est r et

celui du second joueur p, l'enjeu total est p+ r, et la part de A est r
p+r

). Nous
trouvons par réduction de cette équation

cx

bx
= p+r

p

En prenant le logarithme des deux membres et en tirant x de l'équation, on
trouve 19

x = log .p+r−log .p
log .c−log .b

Premier Exemple

Supposons qu'on demande en combien de coups on pourrait parier (1 contre
1) de jeter 2 six avec 2 dés ordinaires. En ce cas p = r = 1, c = 36, b = 35. On
trouvera : en 24 à 25 coups.

Deuxième Exemple

Mais si l'on veut parier 10 contre 1, on trouve 84 à 85 coups, et si l'on veut
parier 3 contre 1, 49 coups et une fraction.

[...]

Quatrième Exemple

Si l'on veut parier 1 contre 1 de jeter 3 six avec 3 dés ordinaires, on trouve
149 coups. De même on peut accepter de jeter 4 six avec 4 dés en 898 coups
à peu près. � 20

Abraham de Moivre : The Doctrine of Chances (première édition,
1718)

L'ouvrage de de Moivre commence par une introduction, dans laquelle la première
dé�nition est celle de la probabilité d'un évènement.

19. p+ r signi�e (p+ r).
20. Struyck, op. cité, p. 52-53.
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� La probabilité d'un évènement est plus ou moins grande selon le nombre
de chances par lequel il peut se produire, comparé au nombre de toutes les
chances qu'il a de se produire ou d'échouer à se produire.

Ainsi, si un événement a 3 chances de se produire et 2 d'échouer, on peut
estimer que la probabilité qu'il se produise est de 3

5
, et celle qu'il échoue de 2

5
.

Par conséquent, si on ajoute la probabilité de la réussite et celle de l'échec,
la somme sera toujours égale à l'unité. � 21

Dans la troisième édition (1758), de Moivre donne la dé�nition générale de la probabilité
avant le même exemple numérique que ci-dessus :

� [...] si on constitue une fraction dont le numérateur est le nombre de
chances par lequel un évènement peut se produire, et le dénominateur le
nombre de toutes les chances qu'il a de se produire ou d'échouer à se pro-
duire, cette fraction sera une désignation correcte de la probabilité qu'il a de
se produire �. 22

Abraham de Moivre s'occupe également du problème du nombre de lancers d'un dé néces-
saire pour qu'il y ait avantage à parier qu'on obtiendra au moins un six. Lui aussi procède
de proche en proche, d'une manière assez proche de nos raisonnements actuels.

� CAS I

Trouver la probabilité d'obtenir un as 23 en deux lancers d'un dé

SOLUTION

La probabilité d'obtenir un as la première fois est 1
6
; donc 1

6
est la première

partie de la probabilité demandée.
Si l'as n'est pas sorti la première fois, il peut encore être obtenu la seconde,

mais la probabilité de ne pas sortir la première fois est 5
6
, et la probabilité de

l'obtenir la seconde fois est 1
6
; donc la probabilité d'échouer la première fois

et de l'obtenir la seconde fois est 5
6
× 1

6
= 5

36
; et c'est la seconde partie de la

probabilité demandée, et donc la probabilité demandée est en tout : 1
6
+ 5

36
= 11

36
.

[...]

CAS II

Trouver la probabilité d'obtenir un as en trois lancers

SOLUTION

La probabilité d'obtenir un as la première fois est 1
6
, qui est la première partie

de la probabilité demandée. Si l'as ne sort pas la première fois, il peut encore
être obtenu lors des deux lancers restants ; mais la probabilité de ne pas sortir
la première fois est 5

6
, et la probabilité de l'obtenir lors des deux fois restantes

(Cas I) = 11
36
. Donc la probabilité d'échouer la première fois et de l'obtenir lors

des deux derniers lancers est 5
6
× 11

36
= 55

216
, qui est la deuxième partie de la

probabilité demandée ; donc la probabilité demandée sera 1
6
+ 5

6
× 11

36
= 91

216
. � 24

21. De Moivre A., The doctrine of chances or, a method of calculating the probability of events in play ,
1ère édition 1718, p.1. Disponible en ligne : https ://archive.org/details/b30412390/page/n8. Traduction
libre du groupe M. :A.T.H.
22. De Moivre A., The doctrine of chances or, a method of calculating

the probability of events in play , 3e édition, 1756, p.2-3. Disponible en
ligne :https ://www.ime.usp.br/~walterfm/cursos/mac5796/DoctrineOfChances.pdf
23. nous dirions : � au moins un as �.
24. De Moivre A., The doctrine of chances or, a method of calculating the probability of events in

play (3 ème édition, Londres, 1756), pages 9-10.
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Le cas suivant est celui de 4 lancers, résolu de la même manière. Après d'autres exemples,
de Moivre généralise le problème. en considérant immédiatement l'évènement contraire
de � obtenir au moins une fois l'évènement donné en x essais �, ce qui simpli�e considé-
rablement la question.

� PROBLÈME III
Trouver en combien d'essais un évènement se produira probablement, ou

combien d'essais seront nécessaires pour qu'il soit indi�érent de parier sur sa

réussite ou son échec, supposant que a est le nombre de chances pour sa réus-

site à chaque essai, et b le nombre de chances de son échec.

SOLUTION

Soit x le nombre d'essais, alors par le 16ème article de l'Introduction, bx repré-
sentera le nombre de chances que l'évènement échoue x fois successivement,
et (a + b)x le nombre total de chances de réussite ou d'échec, et donc bx

(a+b)x

représente la probabilité que l'évènement échoue x fois de suite ; mais par la
supposition que cette probabilité est égale à la probabilité que l'évènement se
produise au moins une fois dans ce nombre d'essais, il s'ensuit que chacune
de ces deux probabilités peut être exprimée par la fraction 1

2
: nous avons

donc l'équation bx

(a+b)x
= 1

2
, ou (a + b)x = 2bx, d'où on déduit l'équation

x log .(a+ b) = x log .b+ log .2 ; et donc x = log .2
log .(a+b)−log .b .

De plus, revenons à l'équation (a+b)x = 2bx, dans laquelle nous supposons
que a, b :: 1, q ; 25 en conséquence, la dite équation se changera en celle-ci(
1 + 1

q

)x
= 2. Ou x× log .

(
1 + 1

q

)
= log .2. Dans cette équation, si q est égal

à 1, x sera de même égal à 1 ; mais si q est di�érent de l'unité, remplaçons

log .
(
1 + 1

q

)
par sa valeur exprimée par une série ; à savoir

1
q
− 1

2qq
+ 1

3q3
− 1

4q4
+ 1

5q5
− 1

6q6
&c.

Nous avons alors l'équation x
q
− x

2qq
,&c.= log .2. Supposons maintenant que q

est in�ni, ou su�samment grand par rapport à l'unité, et alors le premier terme
de la série sera su�sant ; nous aurons par conséquent l'équation x

q
= log .2,

ou x = q log .2. Mais il faut observer qu'ici, il faut prendre le logarithme
hyperbolique, et non pas le logarithme des tables, lequel étant 0.693&c. Ou à
peu près 0.7, il suit que x = 0.7q à peu près.

[...]

Quelques utilisations de ce problème apparaîtront dans les exemples suivants.

EXEMPLE I.

Soit proposé de trouver en combien de lancers on peut parier d'obtenir deux

as avec deux dés, avec égalité de chance.

Le nombre de chances avec deux dés étant 36, dont une seulement pour 2
as, il suit que le nombre de chances contre cela est 35 ; multipliez 35 par 0.7,
et le produit 24.5 montrera que le nombre de lancers nécessaire à cet e�et sera
entre 24 et 25. � 26

25. a est à b comme 1 est à q, c'est-à-dire a
b = 1

q .

26. De Moivre A. , The doctrine of chances or, a method of calculating the probability of events in

play (3 ème édition, Londres, 1756), pages 36-37-38.
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D'autres problèmes de dés

Nous avons donné les extraits du Traité de Huygens sur le calcul dans les jeux de hasard
traitant du probléme de dés évoqué par Pascal dans sa lettre à Fermat de juillet 1654. Les
échanges épistolaires entre savants du XVIIe siècle ont été féconds et ont abordé d'autres
problèmes sur les jeux de hasard. Lors de son séjour en France en 1655, Huygens ne
rencontra ni Fermat, ni Pascal, ni Carcavy, mais il connut les problèmes que se posaient ces
savants, entre autres par l'intermédiaire de Mylon, sans cependant connaître les méthodes
et les solutions apportées par les uns et les autres.

Échanges épistolaires entre Huygens et Fermat

Dès 1656, Huygens travailla à son Traité, qui fut publié par Van Schooten en 1657 en
latin et en hollandais en 1660. Dès avant cette publication, Huygens correspondit avec
Roberval et Mylon 27 et leur posa divers problèmes sur le hasard, qui parvinrent à Fermat
et Pascal par l'intermédiaire de Carcavy. Le problème principal était le suivant : deux
joueurs A et B lancent tour à tour 2 dés cubiques ; A gagne dès qu'il amène la somme de 6
points et B la somme de 7 points. A joue le premier. Il s'agit de trouver � le rapport de leurs
chances �. On voit là apparaître un sujet qui occupera les échanges : celui de l'avantage
que donne la primauté à un joueur. Fermat résout ce problème et renvoie la solution,
sans aucune indication de méthode, avec d'autres questions plus di�ciles, à Carcavy, qui
transmet à Huygens en juin 1656. Nous mettons ci-dessous les questions concernant les
dés, les autres concernent des jeux de cartes.

� [...]1. Si A et B jouent avec deux dés en sorte que, si A amène 6 points
en ses deux dés avant que B en amène 7, le joueur A gagne et, si B amène 7
avant que A ait amené 6, le joueur B aura gagné, et de plus le joueur A a la
primauté, l'avantage de A à B est comme 30 à 31.

2. Si le joueur A a la première fois la primauté et ensuite le joueur B
ait aussi la primauté la seconde fois, et ainsi alternativement (auquel cas A
poussera le dé la première fois, et puis B deux fois de suite, et puis A deux
fois de suite, et ainsi jusques à la �n), en cette espèce le parti du joueur A est
à celui du joueur B comme 10355 à 12276.

3. Que si le joueur A joue premièrement deux fois et le joueur B trois fois,
puis le joueur A deux fois et ensuite le joueur B trois fois, et ainsi à l'in�ni que
le joueur A qui commence ne joue jamais que deux coups et que le joueur B
en joue trois (supposant toujours que A cherche à ramener 6 et B 7), le parti
de A est à B comme 72360 à 87451. � 28

Huygens répond à Carcavy en juillet 1656, en reconnaissant que Fermat � a la méthode
universelle pour trouver tout ce qui appartient à cette matière, ce que je désirais seulement
de savoir en la proposant. La même raison de 30 à 31 est dans le traité que j'ai envoyé à
M. Schooten il y a deux mois �. 29

La solution de Huygens à la question 1.

La proposition XIV du traité de Huygens résout ce problème, en utilisant toujours
l'outil de l'espérance et la proposition III de son traité, qu'il redonne dans sa lettre. On

27. Mylon est un ami de Carcavy, collègue de Fermat au Parlement de Toulouse. Huygens l'a rencontré
à Paris et a correspondu avec lui , entre autres sur des problèmes liés au hasard.
28. Fermat P., ×uvres complètes, tome II, éditées par Tannery et Henry, Gauthiers-Villars, Paris,

1894, p.320-321.
29. Ib. p. 322.
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appelle a l'enjeu, et x l'espérance de B. Chaque fois que revient le tour de A la � chance
[de B] aura de nouveau la valeur x. Mais chaque fois que c'est [le tour de B] de jeter, [sa]
chance doit avoir une valeur supérieure, mettons y. Or, attendu que parmi les 36 coups
qu'on peut faire avec 2 dés, il y en a 5 qui peuvent donner 6 points à [A] et lui faire
gagner la partie, et 31 coups à son désavantage, c'est-à-dire qui amènent [le tour de B] de
jeter, B a 5 chances d'avoir 0 lorsque que [A] jette la première fois, et 31 chances d'avoir
y ; ce qui [...] vaut 31y

36
. � Ainsi, on a : 31y

36
= x. Lorsque c'est le tour de B de jouer, B a

6 chances d'avoir a, puisqu'il y a 6 coups de 7 points, et 30 chances d'avoir x, car, si la
somme 7 ne sort pas, c'est de nouveau à A de jouer. Donc y = 6a+30x

36
. En combinant les

deux équations trouvées, on obtient 6a+30x
36

= 36x
31
, d'où la � valeur de la chance � de B est

x = 31a
61

et celle de A est donc 30a
61
. Ainsi, le rapport des chances de A à celles de B, qui

est égal au rapport de leurs espérances, est bien de 30 à 31.

La solution de Huygens à la question 2.

Dans sa lettre de juillet 1656, Huygens résout les questions posées par Fermat. A jette
les deux dés une fois, puis B deux fois, puis A deux fois, et ainsi de suite jusqu'à ce que
l'un des deux gagne le jeu, c'est-à-dire que A amène la somme 6 ou B la somme 7. Huygens
appelle d ce qui est mis au jeu, et x la part qui appartient au joueur 30 A et remarque
que, � quand A aura fait le premier coup et B ses deux coups de suite, et encore A l'un
de ses deux coups, sans que ni l'un ni l'autre ait rencontré, que alors A aura derechef la
même apparence pour gagner qu'il avait dès le commencement, et que par conséquent il
lui appartiendra derechef la même part de ce qui est mis au jeu, c'est-à-dire x �. Donc,
lorsque A a joué son premier coup, puis B ses deux coups, et que A va � faire le premier
de ses deux coups de suite, il aura 5 hazards pour avoir d et 31 hazards pour avoir x,
car de 36 divers coups que produisent deux dés, il y en a 5 de 6 points, c'est-à-dire qui
lui donnent d ou ce qui est mis au jeu, et 31 qui lui font manquer les 6 points, et ainsi
lui donnent x, le mettant en étant d'avoir encore un coup à faire devant que le tour de B
soit venu. Mais 5 hazards pour avoir d et 31 hazards pour avoir x valent autant par le
théorème précédent que 5d+31x

36
. Ceci est donc la part de A lorsque A fait le premier de ses

deux coups de suite �. Ensuite, Huygens remonte ensuite jusqu'au début du jeu. Lorsque
B va faire son deuxième coup, A a � 6 hazards pour avoir 0 ou rien 31, et 30 hazards pour

avoir 5d+31x
36

� 32. Ceci vaut à A :
6×0+30 5d+31x

36

36
= 150d+930x

1296
. En remontant encore d'un coup,

quand B va jouer son premier coup, � A aura 6 hazards pour avoir 0, et 30 hazards pour
avoir 150d+930x

1296
, ce qui vaut 4500d+27900x

46656
�. Au commencement du jeu, quand A va jouer son

premier coup, il a � 5 hazards pour avoir d et 31 hazards pour avoir 4500d+27900x
46656

, ce qui
vaut 372780d+864900x

1679616
. Ceci est donc égal à x, et partant x égal à 10355d

22631
. Le parti du joueur

A est donc 10355
22631

de ce qui est mis au jeu, et le reste 12276
22631

est le parti de B, et l'un est
à l'autre comme 10355

12276
, qui sont les nombres de Monsieur de Fermat �. Pour la question

suivante, lorsque A joue deux fois, puis B trois fois, puis A deux fois, puis B trois fois, et
ainsi de suite, Huygens a�rme trouver les mêmes nombres que Fermat, mais en inversant
les résultats de A et B. Mais il ne donne aucun détail de calcul.

La solution de de Montmort

De Montmort, dans l'ouvrage déjà cité, résout le problème lorsque A joue une fois,
puis B deux fois, puis A deux fois, etc., le joueur A étant Pierre et le joueur B, Paul. Sa

30. Nous dirions l'espérance de A.
31. Car B a 6 cas où il amène 7 points, donc remporte la mise.
32. Puisque, si B n'amène pas 7, A va faire le premier de ses deux coups de suite.
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méthode est semblable à celle de Huygens, mais, au lieu de remonter à partir du moment
où on revient à la situation initiale, il part du premier coup, et arrête son calcul au moment
de ce retour à la situation initiale.

� Présentement soit nommé A l'argent du jeu, x le sort de Pierre lorsqu'il
va jouer son coup, y son sort lorsque Paul va jouer son premier coup, z son
sort lorsque Paul va jouer son second coup, & en�n u son sort lorsque le tour
de Pierre revenant il va jouer le premier de ses deux coups.

On aura ces quatre égalités 33, S = 5
36
A + 31

36
y, y = 30

36
z, z = 30

36
u, u =

5
36
A + 31

36
x ; ce qui donne 34 S = 5

36
A + 31

36
× 25

36
× 5

36
A+ 31

36
x, d'où on tire par

réduction et transposition S = 10355
22631

A, ce qui exprime le sort de Pierre, &
A− S = 12276

22631
A, qui exprime celui de Paul. � 35

La solution de Struyck

Struyck, comme de Montmort, procède de proche en proche à partir du premier coup,
mais de manière di�érente cependant.

� A a 5 chances de gagner, B en a 6. On peut faire 36 coups di�érents avec
2 dés ordinaires. Nous calculerons d'abord la valeur du premier coup de A, et
ensuite celle des coups doubles que les joueurs font tour à tour � 36.

Struyck pose que l'enjeu est 1. Au premier coup, A a 5 chances d'emporter 1 et 31 chances
d'emporter 0 ; donc le premier coup de A vaut 5×1+31×0

36
= 5

36
. La partie de l'enjeu qui

reste pour les deux joueurs après ce premier coup est donc 31
36
. B joue alors 2 coups. Pour

son premier coup, il a 6 chances d'obtenir ces 31
36

encore en jeu, et 30 chances d'obtenir

0. Le premier coup de B vaut donc
6× 31

36

36
= 31

216
et il reste donc en jeu 31

36
− 31

216
= 155

216
. Le

deuxième coup de B vaut alors
6× 155

216

36
= 155

1296
et il reste en jeu après les deux coups de B

155
216

− 155
1296

= 775
1296

. Les deux coups de B lui valent donc 31
216

+ 155
1296

= 341
1296

et il reste en jeu
775
1296

après ces deux coups de B. Un calcul analogue pour les deux coups de A donne pour
le premier coup de A 3875

46656
avec un reste de24025

46656
et pour son deuxième coup 120125

1679616.
. Les

deux coups de A valent ensemble 259625
1679616

. Struyck conclut :

� Et comme les nombres qui correspondent aux deux coups que B et A font
l'un après l'autre conservent entre eux la même proportion jusqu'à l'in�ni, et
qui est donc égale à la proportion des sommes des nombres correspondant aux
deux premiers coups que les joueurs font l'un après l'autre 37, il faut diviser 31

36
,

la partie de l'enjeu qui reste pour les deux joueurs après le premier coup de A,
en raison de ces sommes 38, ce qui se fait de la manière suivante. En divisant,
pour abréger le calcul, les numérateurs par 31 et les dénominateurs par 1296,
on voit que ces sommes sont l'une à l'autre comme 11 est à 8375

1296
. La somme

de ces nombres est 22631
1296

. 39

33. S est � le sort � de Pierre, donc x et S sont égaux.
34. La barre au-dessus d'une expression joue le rôle de parenthèses.
35. De Montmort P.R., op. cité, p. 157.
36. Struyck N., op. cité, p.32.
37. Les sommes calculées auparavant, 341

1296 qui est la somme de ce que valent les deux coups de B et
259625
1679616 qui est la somme de ce que valent les deux coups de A.
38. c'est-à-dire proportionnellement à ces sommes.
39. Si SB est la part de B, SA la part de A et qu'on veuille que ces parts soient dans le même rapport

que les nombres b et a, on aura : SB

SA
= b

a , donc
SB

b = SA

a = SB+SA

b+a où SB +SA est la somme à partager,

soit ici 31
36 .
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[...] La part de B sera 12276
22631

. Si nous soustrayons ce nombre de l'unité, il
reste 10355

22631
; c'est la part de A. La chance de gagner du joueur A est donc à

celle de B comme 10355 est à 12276. Ce qu'il fallait trouver � 40.

Résolution grâce aux arbres de probabilités

Les problèmes étudiés peuvent se résoudre avec l'outil des arbres pondérés. Dans toute
cette section, lorsque le joueur A lance le dé, on désigne par A l'évènement � A amène la
somme 6 � et, lorsque le joueur B lance le dé, on désigne par B l'évènement, � B amène
la somme 7 �.

Question 1 de la lettre de Fermat

Les joueurs A et B lancent deux dé cubiques à tour de rôle. A gagne le jeu dès qu'il
amène la somme 6 et B gagne le jeu dès qu'il amène la somme 7. A e�ectue le premier
lancer. On peut décrire la situation par deux types d'arbres.

Un tel arbre conduit à une somme in�nie pour le calcul de la probabilité x que A

gagne le jeu.

x = 5
36

+ 31
36

× 5
6
× 5

36
+
(
31
36

× 5
6

)2 × 5
36

+
(
31
36

× 5
6

)3 × 5
36

+
(
31
36

× 5
6

)4 × 5
36
...

Les connaissances des élèves de terminale sur les sommes de suites géométriques leur
permettent de résoudre la question.

x = lim
n→+∞

5
36

k=n∑(
31
36

× 5
6

)n
k=0

= lim
n→+∞

5
36

× 1−( 31
36
× 5

6)
n+1

1− 31
36
× 5

6

= 5
36

× 1
1− 31

36
× 5

6

= 30
61

La probabilité que B gagne le jeu est alors 1 − x = 31
61

et on retrouve le résultat de
Fermat et Huygens.

On peut aussi, comme le fait Huygens, remarquer que, lorsque A a lancé une fois le
dé sans amener la somme 6, puis B une fois sans amener la somme 7, on se retrouve dans
la situation de départ. L'arbre suivant décrit la situation, x étant toujours la probabilité
que A gagne le jeu au commencement de celui-ci.

40. Struyck N., op. cité, p.32-34.
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On a donc : x = 5
36

+ 31
36

× 5
6
x, ce qui redonne x = 30

61
.

Question 2 de la lettre de Fermat

Le joueur A lance les dés une fois, puis le joueur B lance les dés deux fois, puis A

deux fois, puis B deux fois, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'un d'eux gagne le jeu. On
pourrait aussi faire deux types d'arbres, l'un menant à une somme in�nie, l'autre utilisant
le fait que, lorsque A a lancé une fois les dés sans amener la somme 6, puis B deux fois
sans amener la somme 7, puis A une fois sans amener la somme 6, on se retrouve dans
la situation de départ. Nous nous contenterons de ce deuxième arbre, avec toujours les
mêmes notations.

On obtient :

x = 5
36

+ 31
36

×
(
5
6

)2 × 5
36

+ 31
36

×
(
5
6

)2 × 31
36

× x

Toutes réductions faites :

x =
5(36×62+31×52)
362×62−312×52 = 10355

22631
et 1− x = 12276

22631
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Question 3 de la lettre de Fermat

Le joueur A lance les dés deux fois, puis le joueur B lance les dés trois fois, puis A deux
fois, puis B trois fois, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'un d'eux gagne le jeu. Nous nous
contenterons de donner l'arbre de probabilités qui vous permettra de départager Fermat
et Huygens sur cette question.

Conclusion

Le premier problème cité, évoqué dans la lettre de Pascal, a fait l'objet de di�érentes
utilisations en classe depuis très longtemps, en terminale de séries scienti�ques d'abord,
puis, lorsque la notion d'expériences répétées indépendantes s'est trouvée au programme
de 1S (réforme dite � Chatel �, de 2011 à 2019), dans cette classe. Avec la nouvelle ré-
forme des lycées (dite � Blanquer �), ce problème trouverait sa place en spécialité ma-
thématiques de terminale générale. Vous trouverez l'énoncé d'un problème ouvert et des
comptes-rendus d'expériences en classe sur la page consacrée à � Utilisation de l'histoire
des mathématiques en probabilités � du groupe M. : A.T.H. du site de l'IREM de Paris 41.

Nous proposons dans la rubrique � Dans nos classes � un problème possible sur la
généralisation proposée par de Moivre. Nous espérons que cet article donnera envie à nos
lectrices et lecteurs de faire lire des extraits de certains des textes présentés à leurs élèves
et serions très intéressées par un retour sur d'éventuelles séances en classe.

41. https ://irem.u-paris.fr/utilisation-de-lhistoire-des-mathematiques-en-probabilites
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https://archive.org/details/BIUSante_353589/page/n4/mode/1up

Pascasii Justi    de Alea    libri duo
Joueurs de Dés

Gravure de Cornelis Van Dalen 
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Dans nos classes

Problèmes de dés

Groupe M. :A.T.H.

Vous trouverez dans cette rubrique des propositions d'activités pour la classe utilisant
des extraits de textes historiques en lien, d'une part avec les problèmes de dés étudiés
dans la rubrique � Conte du Lundi �, d'autre part avec la méthode de Pascal pour ré-
soudre le � problème des partis �, présentée dans la rubrique � Étude �.

Problème de dés

La question de savoir en combien de lancers d'un dé on peut parier sans désavantage
d'obtenir au moins un six, ou en combien de lancers de deux dés on peut parier d'obtenir au
moins une fois un double six, a donné lieu à nombre d'études de la part des mathématiciens
des XVIIe et XVIIIe siècles, dans des lettres ou des traités, et à diverses méthodes et
généralisations. Ce problème a été utilisé en classe sous diverses formes, allant d'énoncés
guidés à un problème ouvert. Nous donnons ci-dessous un problème destiné à des élèves de
spécialité mathématiques (terminale générale) qui permet d'aborder la question à l'aide
d'extraits de La doctrine des chances de de Moivre. La première partie est destinée à
examiner les cas particuliers de lancers successifs d'un dé et de deux dés (la question
étant là d'obtenir au moins une fois un as avec un dé ou au moins une fois deux as avec
deux dés), et la seconde partie présente la généralisation que fait de Moivre, pour laquelle
il utilise des logarithmes et une approximation de ln(1 + x).

La première partie peut être remplacée par une séance de recherche en classe sur un
problème ouvert. Nous mettons à la suite de ce problème, dont la première partie est
guidée, un exemple d'énoncé de problème ouvert, qui a été utilisé en classe depuis de
nombreuses années par les membres du groupe M. :A.T.H.. Vous trouverez sur la page du
groupe consacrée à l'histoire des probabilités 1 des comptes-rendus de séances en classe et
de l'exploitation faite de ces séances pour le cours de probabilités.

Étude du texte de de Moivre

I. Étude d'un problème de dés

Le texte suivant est une traduction d'un extrait de : Abraham de Moivre, The
doctrine of chances or, a method of calculating the probability of events in play (3 ème
édition, 1756) ; dans cet extrait (pages 9 -11), Abraham de Moivre se propose de résoudre
un problème de probabilités concernant le lancer d'un dé équilibré à six faces numérotés
de 1 à 6. Dans ce texte, � obtenir un as � signi�e � obtenir au moins un as �.

1. https ://irem.u-paris.fr/utilisation-de-lhistoire-des-mathematiques-en-probabilites
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CAS I

Trouver la probabilité d'obtenir un as en deux lancers d'un dé

SOLUTION

La probabilité d'obtenir un as la première fois est 1
6
; donc 1

6
est la première partie de la

probabilité demandée.
Si l'as n'est pas sorti la première fois, il peut encore être obtenu la seconde, mais la
probabilité de ne pas sortir la première fois est 5

6
, et la probabilité de l'obtenir la seconde

fois est 1
6
; donc la probabilité d'échouer la première fois et de l'obtenir la seconde fois est

5
6
× 1

6
= 5

36
; et c'est la seconde partie de la probabilité demandée, et donc la probabilité

demandée est en tout : 1
6
+ 5

36
= 11

36
.

1. Illustrer la situation par un arbre de probabilités (Lors de l'expérience aléatoire
consistant à lancer un dé équilibré à six faces numérotés de 1 à 6, on notera A
l'évènement � Obtenir un as �) et retrouver le résultat de de Moivre.

2. Déterminer la probabilité d'obtenir au moins un as en lançant trois fois de suite le
dé, puis quatre fois de suite.

3. En déduire le nombre n de lancers nécessaires pour que la probabilité d'obtenir au
moins un as soit supérieure à 1

2
.

4. On lance désormais deux dés simultanément.

(a) Quelle est la probabilité d'obtenir deux as en un lancer des deux dés ?

(b) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins une fois deux as en deux lancers
de deux dés ?

(c) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins une fois deux as en n lancers de
deux dés ?

(d) En déduire le nombre n de lancers nécessaires pour que la probabilité d'obtenir
au moins une fois deux as en n lancers de deux dés soit supérieure à 1

2
.

II. Étude d'un texte de de Moivre

Voici un autre extrait (pages 36 -37) du même ouvrage d'Abraham de Moivre.

PROBLÈME III

Trouver en combien d'essais un évènement se produira probablement, ou combien d'es-
sais seront nécessaires pour qu'il soit indi�érent de parier sur sa réussite ou son échec,
en supposant que a est le nombre de chances pour sa réussite à chaque essai, et b le
nombre de chances de son échec.

On considère une expérience aléatoire, comme par exemple : � lancer un dé équilibré à
6 faces numérotées de 1 à 6 � et et un évènement A résultat possible de cette expérience,
comme par exemple � Obtenir un as �. On répète n fois l'expérience, ce que de Moivre
appelle � faire n essais �. � Parier sur la réussite ou l'échec de l'évènement A � signi�e
pour de Moivre : � Parier que l'évènement A se produira au moins une fois durant les n
� essais �.

1. On suppose que � a est le nombre de chances pour sa réussite à chaque essai, et b
le nombre de chances de son échec �.
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(a) Pour l'expérience aléatoire donnée en exemple ci-dessus et l'évènement A, don-
ner la valeur de a et b. Quelle est la probabilité de A ?

(b) D'une manière générale, donner la probabilité p d'un évènement en fonction du
� nombre a de chances pour sa réussite � et du � nombre b de chances de son
échec �, ainsi que la probabilité de l'évènement contraire.

(c) Comment appelle-t-on, dans notre langage moderne, le � nombre a de chances
pour la réussite � d'un évènement A ?

2. On répète n fois l'expérience aléatoire considérée et on appelle En l'évènement :
� l'évènement A se réalise au moins une fois lors des n essais �.

(a) Exprimer par une phrase l'évènement En.

(b) Quelle doit être la probabilité qn de l'évènement En pour qu'il soit � indi�érent
de parier � que l'évènement En se produit ou non ?

(c) Exprimer qn en fonction de la probabilité q de l'évènement A, puis en fonction
de a et b.

(d) De Moivre a�rme que, dans l'hypothèse où il est � indi�érent de parier sur la
réussite ou l'échec �, on a : n = ln 2

ln(a+b)−ln b
. Justi�er cette a�rmation.

(e) On pose a
b
= 1

r
. Exprimer n en fonction de r

3. Une approximation de ln(1 + x).

(a) Pour tout x réel positif, donner la valeur exacte de
´ x

0
1

1+t
dt.

(b) Justi�er : Pour tout t réel positif, justi�er : 1
1+t

= 1− t
1+t

.

(c) En déduire, pour tout x réel positif, l'expression de ln(1 + x) − x comme une
intégrale.

(d) Montrer que, pour tout x réel positif, |ln(1 + x)− x| ≤ x2

2
.

(e) De Moivre, pour le problème étudié aux deux premières questions, explique :
� Supposons maintenant que r est [...] su�samment grand par rapport à l'unité 2,
[...] nous aurons par conséquent l'équation n

r
= ln 2 , ou n = r ln 2 �. Véri�er, à

l'aide du résultat de 2.e, que cela revient à remplacer ln(1 + r) par r. Donner,
en fonction de r, une majoration de l'erreur commise en prenant pour n cette
valeur.

(f) De Moivre donne comme premier exemple d'application : � Soit proposé de
trouver en combien de lancers on peut parier d'obtenir deux as avec deux dés,
avec égalité de chance �. Donner dans ce cas les valeurs de a, b, r. Quel résultat
obtient-il avec sa formule ? Comparer avec la partie I.

2. C'est-à-dire que 1
r est très petit.
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Un problème ouvert

Texte distribué aux élèves

Georges et Méré, comme chaque jour à midi, jouent au 421 sur le comptoir du bar de
Port-Royal, à la station de R.E.R.. Une discussion s'engage sur les paris :

Il est évidemment désavantageux de parier qu'on obtiendra 6 en lançant une fois un dé.
Est-ce encore le cas si on parie qu'on obtiendra au moins une fois un 6 en lançant deux
fois le dé ? En le lançant trois fois ? En le lançant quatre fois ?

Georges se tourne alors vers son voisin de droite, un certain Blaise Pascal, pour lui
demander son avis. Retrouver la réponse de celui-ci en développant ses raisonnements.

Questions supplémentaires :

1. On lance quatre fois un dé : est-il plus avantageux de parier qu'on va obtenir
exactement une fois le numéro 6 ou exactement deux fois le numéro 6 ?

2. Même question si on lance douze fois le dé.

3. Est-il plus avantageux de parier qu'on va obtenir au moins une fois le numéro 6
en lançant quatre fois un dé ou de parier qu'on va obtenir au moins une fois un
double-six en lançant vingt-quatre fois deux dés ?

Enoncé (provenant d'un problème historique) inspiré de : Frugier, Exercices ordinaires
de probabilités, Ellipse, 1992.

Le problème des partis

Deux joueurs jouent à � un jeu de pur hasard �, et le premier qui aura gagné un
nombre déterminé de points sera déclaré vainqueur. Mais ils doivent � quitter le jeu �
avant qu'aucun des deux joueurs n'ait atteint le nombre de points entraînant la victoire.
Comment doivent-ils alors partager � l'argent qu'ils ont mis au jeu � ?

L'article � Pascal au carrefour des probabilités, de l'algorithmique, de la récurrence
et de la combinatoire � de la rubrique � Étude � présente entre autres la solution que
donne Pascal de ce problème, et en montre le caractère algorithmique, ainsi que l'inté-
rêt que présentent les problèmes d'implémentation de cet algorithme dans un langage
de programmation. Nous présentons ci-dessous un exercice destiné à des élèves de spé-
cialité mathématiques de terminale générale exploitant le texte de Pascal. Cet exercice
a été expérimenté en terminale scienti�que (2016), mais en examinant le point de vue
algorithmique sans la partie � programmation �, aucun langage n'étant dans les attendus
du programme à l'époque. Il peut être utile de faire au préalable un exercice présentant
la récursivité ; nous faisons donc précéder cette étude de la méthode de Pascal d'un tel
exercice. La question sur l'exponentiation rapide est particulièrement intéressante pour
des élèves suivant l'option � maths expertes �, qui comporte une partie � arithmétique �.

Il semble nécessaire que les élèves se soient approprié·es le problème avant de se lancer
dans cette étude. Le groupe M. :A.T.H. a fait à ce sujet de multiples expérimentations en
classe depuis de nombreuses années, sous des formes diverses, d'abord avec des exercices
guidés, puis sous forme de problème ouvert. Nous donnons à la suite de l'exercice de
lecture de la lettre de Pascal donnant sa solution les deux types d'exercices, chacun·e
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pouvant ainsi choisir et adapter la forme qui lui convient le mieux dans sa classe pour des
exercices préliminaires.

Vous trouverez dans la brochure n°61 de l'IREM de Paris, disponible en ligne 3 ou que
vous pouvez commander à l'IREM de Paris sous forme papier, une présentation historique
du problème des partis, ainsi que les comptes-rendus de diverses expérimentations en
classe sur les exercices guidés (pages 100 -138). Les annexes de ces pages présentent des
textes historiques sur ce problème de Pacioli à la correspondance de Pascal et Fermat. La
page � Histoire des maths et probabilités � 4 du groupe M.A.T.H. donne un compte-rendu
d'expérimentation en classe de terminale scienti�que du problème ouvert.

En�n, nous mettons à la �n de cette rubrique des extraits de deux lettres de Pascal
à Fermat, l'une du 29 juillet 1654 présentant la méthode de Pascal (un extrait plus large
que celui de l'exercice étudiant cette méthode) et l'autre du 24 août 1654 rappelant la
méthode de Fermat.

3. http ://docs.irem.univ-paris-diderot.fr/up/publications/IPS97031.pdf
4. https ://irem.u-paris.fr/utilisation-de-lhistoire-des-mathematiques-en-probabilites
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Récursivité

Récursivité et exponentiation rapide

En informatique, une fonction qui contient un appel à elle-même est dite récursive.

� Un exemple simple : la factorielle.

n! =

{
1 si n = 0

n (n− 1)! sinon

Les suites dé�nies par récurrence sont un exemple de récursivité. Mais ce ne sont
pas les seuls et la présentation récursive permet de présenter simplement des algorithmes
astucieux et e�caces.

Il est essentiel de donner 0 !=1, pour permettre l'initialisation (exactement comme
dans la dé�nition de toute suite dé�nie par récurrence). Cette initialisation est appelé cas
de base.

� Algorithme récursif de calcul de la fonction Fac(n) :
Si n = 0, renvoyer 1

Dans tous les autres cas, renvoyer : nFac(n− 1)

Algorithme écrit dans le langage Python :

� Un exemple astucieux : l'élévation à une puissance ou exponentiation ra-
pide

Une remarque préalable : pour tout nombre a, a14 = (a7)
2 et a23 = a (a11)

2. Ainsi,
on ramène l'élévation à une puissance n au même calcul avec un exposant deux fois plus
petit, suivi d'une élévation au carré et éventuellement d'un produit. Ainsi, si on calcule a14

par la méthode � naturelle �, il faut e�ectuer 13 multiplications. En utilisant la remarque
précédente, on a a14 = (a7)

2, puis a7 = a (a3)
2 , en�n a3 = a × a2 ; on va donc e�ectuer

3 élévations au carré (c'est-à-dire trois multiplications), et deux multiplications par le
nombre a, en commençant par le calcul de a2, qu'on multiplie par a pour obtenir a3,
qu'on élève au carré, etc. Soit en tout 5 multiplications.

De manière générale : pour tout nombre a non nul et tout entier naturel n, on a
(complétez les formules) :

� Cas de base : a0 = 1.
� Si n est pair, an = ....
� Si n est impair, an = ....

1. Écrire l'algorithme récursif permettant de calculer an pour tout réel a non nul et
tout entier naturel n. (Vous appellerez cette fonction récursive : puissance(a, n)).

2. Programmez cette fonction dans le langage Python.
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Étude de la solution de Pascal

Le problème des partis : la méthode de Pascal

Partie I : le texte de Pascal

1. Lire (silencieusement et individuellement) la lettre ci-dessous et terminez le raison-
nement de Pascal pour faire le partage.

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE PASCAL À FERMAT 29 JUILLET 1654

Voici à peu près comment je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand
deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a mis 32 pistoles au jeu [la
mise totale est donc 64 pistoles ] :

Posons que le premier en ait deux et l'autre une ; ils jouent maintenant une partie, dont
le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne tout l'argent qui est au jeu, savoir 64
pistoles ; si l'autre la gagne, ils sont deux parties à deux parties, et par conséquent, s'ils
veulent se séparer, il faut qu'ils retirent chacun leur mise, savoir chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que, si le premier gagne, il lui appartient 64 ; s'il perd, il
lui appartient 32. Donc, s'ils veulent se séparer sans la jouer, le premier doit dire : � Je
suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte même me les donne ; mais pour les 32 autres,
peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez, le hasard est égal. Partageons donc ces
32 pistoles par la moitié et me donnez, outre cela, les 32 qui me sont sûres �. Il aura
donc 48 pistoles et l'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux parties et l'autre point, et ils commencent à
jouer une partie. Le sort de cette partie est tel que, si le premier la gagne, il tire tout
l'argent, 64 pistoles ; si l'autre la gagne, les voilà revenus au cas précédent, auquel le
premier aura deux parties et l'autre une.

Or, nous avons déjà montré qu'en ce cas il appartient, à celui qui a les deux parties,
48 pistoles : donc, s'ils veulent ne point jouer cette partie, il doit dire ainsi : � Si je la
gagne, je gagnerai tout, qui est 64 ; si je la perds, il m'appartiendra légitimement 48 :
donc donnez-moi les 48 qui me sont certaines, au cas même que je perde, et partageons
les 16 autres par moitié, puisqu'il y a autant de hasard que vous les gagniez comme
moi. � Ainsi, il aura 48 et 8, qui sont 56 pistoles.

Posons en�n que le premier n'ait qu'une partie et l'autre point. Vous voyez, Monsieur,
que, s'ils commencent une partie nouvelle, le sort en est tel que,...

2. Rédiger sur feuille la �n du raisonnement de Pascal.

3. En 1654, Pascal écrit un Traité du Triangle Arithmétique, qui sera publié et di�usé
en 1665, après sa mort. Il y explique l'usage de ce triangle pour résoudre le problème des
partis. On peut y lire :

� [. . .] la première chose qu'il faut remarquer est que deux joueurs qui
jouent en deux parties, dont le premier en a une à point [le premier mène 1 à
0], sont en même condition que deux autres qui jouent en trois parties, dont le
premier en a deux, et l'autre une : car il y a cela de commun que, pour achever,
il ne manque qu'une partie au premier et deux à l'autre ; et c'est en cela que
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consiste la di�érence des avantages, et qui doit régler les partis ; de sorte qu'il
ne faut proprement avoir égard qu'au nombre de parties qui restent à gagner
à l'un et à l'autre, et non pas au nombre de celles qu'ils ont gagnées[...] �

Nous allons appliquer une méthode analogue à celle de Pascal, mais au lieu de raisonner
sur la part de la mise qui appartient à chacun, nous raisonnerons sur la probabilité qu'a le
premier joueur (appelé A) de gagner le jeu, lorsqu'on connaît le nombre de points qui lui
manquent pour gagner, ainsi que le nombre de points qui manquent au deuxième joueur
(appelé B).

Partie II : application de la méthode

Dans la suite, on appelle P (a, b) la probabilité que A gagne le jeu lorsqu'il manque
a points à A et b points à B, a et b étant deux entiers naturels non tous les deux nuls
(Prendre le temps de ré�échir à ce que cela signi�e). Ainsi, P (2, 4) est la probabilité que
A gagne le jeu lorsqu'il manque 2 points à A et 4 points à B.

1. Donner la valeur de P (1, 1), P (0, 1), P (1, 0).

2. Compléter l'arbre ci-dessous, et calculer P (1, 2). Le couple (1; 2) s'appelle la racine
de l'arbre et désigne l'événement "il manque 1 point à A et 2 points à B".

Arbre de probabilités

3. À l'aide de l'arbre suivant à compléter, donner l'expression de P (1, 3) à l'aide de
P (1, 2), puis calculer P (1, 3).

Calcul de P (1, 3)

4. Construisez un arbre analogue pour calculer P (2, 3)(vous pouvez utiliser les résul-
tats obtenus dans les questions précédentes pour abréger les calculs).
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5. À l'aide de l'arbre suivant à compléter, exprimer P (a ; b) en fonction de P (a ; b �1)
et P (a � 1 ; b).

Relation de récurrence

6. Que valent P (0 ; b), P (a ; 0), P (a ; a) où a et b sont des entiers naturels strictement
positifs ?

7. Application au calcul de P (2, 3).

a. Construire un arbre en plaçant à la racine de l'arbre le couple (2; 3) et en arrêtant
les branches dès que a = 0 ou b = 0 ou a = b (Inutile de spéci�er � gagne
le jeu � ; vous pouvez simplement entourer les couples donnant la victoire à A
en couleur, et ceux vérifant a = b dans une autre couleur).

b. Compléter : P (0 ; 2) =................ et P (1 ; 1) =........................ donc P (1 ; 2) =...................

c. Continuer les calculs pour obtenir P (2 ; 3) en � remontant � l'arbre.

8. Donner une relation entre P (a ; b) et P (b ; a) en justi�ant votre réponse.

Partie III : Algorithme et programmation

(salle informatique)

La partie précédente permet de dé�nir une fonction récursive, qu'on notera probaparti(a, b),
qui renvoie, pour deux entiers naturels a et b non tous deux nuls, la probabilité que A
gagne le jeu s'il manque a points à A et b points à B.

1. Écrire l'algorithme récursif permettant de calculer P (a, b).

2. Ouvrez le �chier algopascal.py et utilisez l'algorithme pour calculer P (2, 3). Le
résultat est-il conforme à votre attente ?

3. Faire des essais avec d'autres couples.
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Exercices préliminaires guidés

Les exercices ci-dessous ont été expérimentés en première A1 dans les années quatre-
vingts, du temps où le lycée général proposait un enseignement par série : la série littéraire
était désignée par la lettre générique A et se déclinait en A1 (lettres et mathématiques
avec un horaire en première et en terminale de 5 heures hebdomadaires et un programme
préconisant l'utilisation de l'histoire des mathématiques), A2 (lettres et langues, avec un
horaire de deux heures hebdomadaires), A3 (lettres et art, même horaire que A2), 5 ...Ces
exercices constituaient une introduction à la lecture de la correspondance entre Pascal et
Fermat. Le compte-rendu des séances en classe se trouvent pages 124-128 de la brochure
citée plus haut 6.

Exercices proposés aux élèves

Ariane et Bernard jouent à un jeu qui consiste en plusieurs parties de � pile ou face �.
Chaque partie rapporte un point à celle ou celui qui la gagne.
Celui ou celle qui obtiendra en premier 3 points gagnera la mise de 64¿.
Mais Ariane et Bernard doivent s'arrêter avant d'avoir pu terminer le jeu. Avant de se

séparer, il leur faut se partager la mise équitablement.

Exercice 1 (première méthode)

1. Quand le jeu s'arrête, Ariane a gagné 2 points et Bernard 1 point. Comment répartir
équitablement la mise de 64¿ ?

Indication :

Au moment où le jeu s'arrête, il manque 1 point à Ariane et 2 points à Bernard
pour gagner 64¿. On peut donc examiner les di�érents scenarios possibles pour
les parties qui se joueraient si Ariane et Bernard ne devaient pas s'arrêter. La
présentation de ces scenarios sous forme d'un arbre facilitera la recherche d'une
répartition équitable.

On notera A une partie gagnée par Ariane, et B une partie gagnée par Bernard.

2. Quand le jeu s'arrête, Ariane a gagné 1 point et Bernard 0 point. Proposer une
répartition équitable de la mise.

Exercice 2 (deuxième méthode) Quand le jeu s'arrête, Ariane a gagné 1 point et
Bernard 0 point.

1. Quel est le nombre maximum des parties qui resteraient à jouer ? Soit n ce nombre.

2. En notant A une partie gagnée par Ariane, et B une partie gagnée par Bernard,
dresser le tableau des résultats que pourraient donner ces n parties, si elles étaient
jouées.

3. En déduire une répartition équitable de la mise de 64¿.

Indications :

Si le nombre maximum de parties était 3, l'écriture � ABA � signi�erait :
� n = 3.
� Ariane gagne la première et la troisième partie, Bernard la deuxième.

5. À partir de 1995, à l'occasion de la mise en place des bacs L, ES, S, les horaires hebdomadaires de
mathématiques ont commencé à diminuer.

6. Lien : http://docs.irem.univ-paris-diderot.fr/up/publications/IPS97031.pdf
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Un problème ouvert

Un problème de partage

Consignes

� Un temps de recherche individuelle silencieuse (environ un quart d'heure).
� Mise en commun des méthodes de résolution du problème.
� Chaque groupe rédige sur feuille (une feuille par groupe) la (ou les) solutions(s)

trouvé(e) pour la première situation, AVANT de chercher les solutions des autres
situations.

� Traiter de même la deuxième situation, puis la troisième.
Première situation : Ariane et Bernard jouent à un jeu qui consiste en plusieurs parties
de � pile ou face �. Chaque partie rapporte 1 point à celui qui la gagne. Le premier qui
a 3 points est le vainqueur du jeu et il gagne 64 euros (cette somme s'appelle la � mise �).

Mais Ariane et Bernard sont obligés de s'arrêter avant d'avoir pu terminer le jeu. Quand
ils s'arrêtent, Ariane a gagné deux parties (elle a donc 2 points) et Bernard une partie
(il a donc 1 point). Avant de se séparer, ils veulent se partager la mise puisque personne
ne l'a complètement gagnée.

Mais alors, comment partager la mise, c'est-à-dire que donner à Ariane et Bernard pour
que le partage soit équitable ?

Quel partage proposez-vous et pourquoi ?

Deuxième situation : La règle du jeu est la même. Le vainqueur est celui qui
obtient le premier 3 points.

Quel partage proposez-vous si, au moment de l'arrêt du jeu, Ariane a 1 point et Bernard
a 0 point ?

Troisième situation : le premier qui obtient 8 points est le vainqueur du jeu.
Au moment de l'arrêt du jeu, Ariane a 1 point et Bernard a 0 point. Quel partage
proposez-vous ?

Lettre de Pascal à Fermat du 29 juillet 1654 (extrait) 7

1. L'impatience me prend aussi bien qu'à vous et, quoique je sois encore au lit, je ne
puis m'empêcher de vous dire que je reçus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre
lettre sur les partis, que j'admire si fort que je ne puis vous le dire. Je n'ai pas le loisir de
m'étendre, mais, en un mot, vous avez trouvé les deux partis des dés et des parties dans
la parfaite justesse : j'en suis tout satisfait, car je ne doute plus maintenant que je ne sois
dans la vérité, après la rencontre admirable où je me trouve avec vous.

J'admire bien davantage la méthode des parties que celle des dés ; j'avois vu plusieurs
personnes trouver celle des dés, comme M. le chevalier de Méré, qui est celui qui m'a pro-
posé ces questions, et aussi M. de Roberval : mais M. de Méré n'avoit jamais pu trouver

7. Fermat ×uvres, publiées par P. Tannery et C. Henry, tome II, Gauthier-Villars, Paris, 1894, p.
290-291.
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la juste valeur des parties ni de biais pour y arriver, de sorte que je me trouvois seul qui
eusse connu cette proportion.

2. Votre méthode est très sûre et m'est la première venue à la pensée dans cette re-
cherche ; mais parce que la peine des combinaisons est excessive, j'en ai trouvé un abrégé
et proprement une autre méthode bien plus courte et bien plus nette, que je voudrais
pouvoir vous dire ici en peu de mots : car je voudrais désormais vous ouvrir mon c÷ur,
s'il se pouvait, tant j'ai de joie de voir notre rencontre. Je vois bien que la vérité est la
même à Toulouse et à Paris.

Voici à peu près comment je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand
deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a mis 32 pistoles au jeu :

Posons que le premier en ait deux et l'autre une ; ils jouent maintenant une partie,
dont le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne tout l'argent qui est au jeu, savoir
64 pistoles ; si l'autre la gagne, ils sont deux parties à deux parties, et par conséquent,
s'ils veulent se séparer, il faut qu'ils retirent chacun leur mise, savoir chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que, si le premier gagne, il lui appartient 64 ; s'il perd,
il lui appartient 32. Donc, s'ils veulent se séparer sans la jouer, le premier doit dire : �
Je suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte même me les donne ; mais pour les 32 autres,
peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez, le hasard est égal. Partageons donc ces 32
pistoles par la moitié et me donnez, outre cela, les 32 qui me sont sûres �. Il aura donc 48
pistoles et l'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux parties et l'autre point, et ils commencent
à jouer une partie. Le sort de cette partie est tel que, si le premier la gagne, il tire tout
l'argent, 64 pistoles ; si l'autre la gagne, les voilà revenus au cas précédent, auquel le
premier aura deux parties et l'autre une.

Or, nous avons déjà montré qu'en ce cas il appartient, à celui qui a les deux parties,
48 pistoles : donc, s'ils veulent ne point jouer cette partie, il doit dire ainsi : � Si je la
gagne, je gagnerai tout, qui est 64 ; si je la perds, il m'appartiendra légitimement 48 :
donc donnez-moi les 48 qui me sont certaines, au cas même que je perde, et partageons
les 16 autres par moitié, puisqu'il y a autant de hasard que vous les gagniez comme moi.
� Ainsi, il aura 48 et 8, qui sont 56 pistoles.

Posons en�n que le premier n'ait qu'une partie et l'autre point. Vous voyez, Monsieur,
que, s'ils commencent une partie nouvelle, le sort en est tel que, si le premier la gagne, il
aura deux parties à point, et partant, par le cas précédent, il lui appartient 56 ; s'il la perd,
ils sont partie à partie : donc il lui appartient 32 pistoles. Donc il doit dire : � Si vous
voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32 pistoles qui me sont sûres, et partageons le reste de
56 par la moitié. De 56 ôtez 32, reste 24 ; partagez donc 24 par la moitié, prenez-en 12 et
moi 12, qui, avec 32, font 44.
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Lettre de Pascal à Fermat du 24 Août 1654 (extrait) 8

Voici comment vous procédez quand il y a deux joueurs :
Si deux joueurs, jouant en plusieurs parties, se trouvent en cet état qu'il manque deux

parties au premier et trois au second, pour trouver le parti, il faut, dites-vous, voir en
combien de parties le jeu sera décidé absolument. Il est aisé de supputer que ce sera en
quatre parties, d'où vous concluez qu'il faut voir combien quatre parties se combinent
entre deux joueurs et voir combien il y a de combinaisons pour faire gagner le premier
et combien pour le second et partager l'argent suivant cette proportion. J'eusse eu peine
à entendre ce discours, si je ne l'eusse su de moi-même auparavant ; aussi vous l'aviez
écrit dans cette pensée. Donc, pour voir combien quatre parties se combinent entre deux
joueurs, il faut imaginer qu'ils jouent avec un dé à deux faces (puisqu'ils ne sont que deux
joueurs), comme à croix et pile, et qu'ils jettent quatre de ces dés (parce qu'ils jouent
en quatre parties) ; et maintenant il faut voir combien ces dés peuvent avoir d'assiettes
di�érentes. Cela est aisé à supputer : ils en peuvent avoir seize, qui est le second degré de
quatre, c'est-à-dire le quarré. Car �gurons-nous qu'une des faces est marquée a, favorable
au premier joueur, et l'autre b, favorable au second ; donc ces quatre dés peuvent s'asseoir
sur une de ces seize assiettes :

Et parce qu'il manque deux parties au premier joueur, toutes les faces qui ont deux a
le font gagner : donc il en a 11 pour lui ; et parce qu'il y manque trois parties au second,
toutes les faces où il y a trois b le peuvent faire gagner : donc il y en a 5. Donc il faut
qu'ils partagent la somme comme 11 à 5.

[...] Je communiquai votre méthode à nos Messieurs, sur quoi M. de Roberval me �t
cette objection :

Que c'est à tort que l'on prend l'art de faire le parti sur la supposition qu'on joue en
quatre parties, vu que, quand il manque deux parties à l'un et trois à l'autre, il n'est pas
de nécessité que l'on joue quatre parties, pouvant arriver qu'on n'en jouera que deux ou
trois, ou à la vérité peut-être quatre ;

Et ainsi qu'il ne voyoit pas pourquoi on prétendoit de faire le parti juste sur une
condition feinte qu'on jouera quatre parties, vu que la condition naturelle du jeu est qu'on
ne jouera plus dès que l'un des joueurs aura gagné, et qu'au moins, si cela n'étoit faux,
cela n'étoit pas démontré, de sorte qu'il avoit quelque soupçon que nous avions fait un
paralogisme.

[. . .] je lui démontrai la vérité du parti entre deux joueurs par les combinaisons en
cette sorte :

N'est-il pas vrai que si deux joueurs se trouvant en cet état de l'hypothèse qu'il manque
deux parties à l'un et trois à l'autre, conviennent maintenant de gré à gré qu'on joue quatre
parties complètes [. . .], le parti doit être, tel que nous avons dit [. . .] ? Il en demeura
d'accord et cela en e�et est démonstratif ; mais il nioit que la même chose subsistât en ne
s'astreignant pas à jouer les quatre parties.

8. Fermat ×uvres, publiées par P. Tannery et C. Henry, tome II, Gauthier-Villars, Paris, 1894, p.
301-303.
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Je lui dis donc ainsi :
N'est-il pas clair que les mêmes joueurs, n'étant pas astreints à jouer <les> quatre

parties, mais voulant quitter le jeu dès que l'un auroit atteint son nombre, peuvent sans
dommage ni avantage s'astreindre à jouer les quatre parties entières et que cette convention
ne change en aucune manière leur condition ? Car, si le premier gagne les deux premières
parties de quatre et qu'ainsi il ait gagné, refusera-t-il de jouer encore deux parties, vu
que, s'il les gagne, il n'a pas mieux gagné, et s'il les perd, il n'a pas moins gagné ? Car
ces deux que l'autre a gagné ne lui su�sent pas, puisqu'il lui en faut trois, et ainsi il n'y
a pas assez de quatre parties pour faire qu'ils puissent tous deux atteindre le nombre qui
leur manque.

Certainement il est aisé de considérer qu'il est absolument égal et indi�érent à l'un et
à l'autre de jouer en la condition naturelle à leur jeu, qui est de �nir dès qu'un aura son
compte, ou de jouer les quatre parties entières : donc, puisque ces deux conditions sont
égales et indi�érentes, le parti doit être tout pareil en l'une et en l'autre. Or, il est juste
quand ils sont obligés de jouer quatre parties, comme je l'ai montré : donc il est juste
aussi en l'autre cas.

Voilà comment je le démontrai et, si vous y prenez garde, cette démonstration est
fondée sur l'égalité des deux conditions, vraie et feinte, à l'égard de deux joueurs, et qu'en
l'une et en l'autre un même gagnera toujours et, si l'un gagne ou perd en l'une, il gagnera
ou perdra en l'autre et jamais deux n'auront leur compte.
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Courtes biographies

Dominique Baroux

� [La théorie des probabilités] doit la naissance à deux Géomètres français
du dix-septième siècle, si fécond en grands hommes et en grandes découvertes,
et peut-être de tous les siècles celui qui fait le plus d'honneur à l'esprit hu-
main. Pascal et Fermat se proposèrent et résolurent quelques problèmes sur les
probabilités. Huygens réunit ces solutions, et les étendit dans un petit traité
sur cette matière, qui ensuite a été considéré d'une manière plus générale par
les Bernoulli, Montmort, Moivre, et par plusieurs Géomètres célèbres de ces
derniers temps. � 1

Sans doute faut-il nuancer l'a�rmation de Laplace, le problème des partis ayant donné
lieu à des ré�exions, des solutions, des critiques avant l'échange de lettres entre Pascal
et Fermat. Les tentatives de résoudre ce problème au XV

e et au XVI
e siècle forment

une histoire de ce problème qu'il est intéressant d'étudier. Cependant, le XVIIe siècle
représente un tournant. La correspondance entre Pascal et Fermat ouvre la voie à de
nouveaux développements et le premier traité de probabilités apparaît avec Huygens en
1657, en lien avec les problèmes discutés par Pascal et Fermat.

Pierre de Fermat (1ère décennie du XVIIe, Beaumont-de-Lomagne
� 1665, Castres)

Fermat étudie à l'Université de Toulouse, puis à Bordeaux, où il prend connaissance
de l'÷uvre de Viète. Il est magistrat, conseiller au Parlement de Toulouse. À partir de
1636, son collègue Carcavi le met en contact avec le cercle de Mersenne et ses nombreux
correspondants. Fermat est précurseur dans de nombreux domaines : théorie des nombres,
géométrie analytique, calcul in�nitésimal (recherches de tangentes, maximum et minimum,
. . .), optique, et bien sûr calcul des probabilités, avec ses échanges fructueux avec Pascal.

Blaise Pascal (1623, Clermont � 1662, Paris)

Mathématicien, physicien, inventeur, philosophe, moraliste et théologien. Enfant pré-
coce il est éduqué par son père. Il travaille dans de nombreux domaines scienti�ques :
Essai sur les coniques (1640), invention d'une machine arithmétique, expériences sur la
pression atmosphérique et le vide, et bien d'autres encore. Il développe en 1654 une mé-
thode de résolution du � problème des partis � et d'un problème de dés qu'il expose dans
sa correspondance avec Pierre de Fermat.

Christiaan Huygens (1629, La Haye � 8 juillet 1695, La Haye)

Son père est diplomate et il reçoit une éducation d'aristocrate. Après une courte car-
rière diplomatique il se consacre aux sciences. En 1656 il publie ses observations sur
Saturne et sa découverte de Titan. Il est au courant de la correspondance entre Pascal et
Fermat (1654) sur le problème des partis et les jeux de dés depuis son séjour à paris en
1655. Cependant, il ne connaît ni les solutions données, ni les méthodes employées, ainsi
qu'il l'explique dans la préface de son ouvrage Du calcul dans les jeux de hasard publié

1. Laplace, P.-S. de (1749 -1827), Théorie analytique des probabilités, Paris, 1812, p. 5. Disponible
sur Gallica.
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en latin par van Schooten en 1657, et qui restera le seul traité sur ce calcul jusqu'au dé-
but du XVIIIe siècle. En 1666, sur l'invitation de Colbert, il devient membre et organise
l'Académie Royale des Sciences à Paris. En 1673 il publie son travail sur la fabrication
des horloges. Il écrit en 1678 un Traité de la Lumière où il développe des arguments en
faveur de la théorie ondulatoire de la lumière.

Jacques ou Jakob Bernoulli (1654, Bâle � 1705, Bâle)

Il est l'aîné d'une famille de mathématiciens suisses de parents riches commerçants.
Après des études de philosophie il entreprend de 1676 à 1683 des voyages en France,
Angleterre et Pays-Bas et rencontre de nombreux mathématiciens. Il devient ensuite pro-
fesseur à l'Université de Bâle jusqu'à sa mort. Il étudie avec son frère l'÷uvre de Leibniz
sur le calcul di�érentiel (il invente le terme � calcul intégral �), il s'intéresse aux séries,
au calcul des probabilités, à certaines courbes (spirale logarithmique...) qui l'amènent à
résoudre des équations di�érentielles. L'÷uvre la plus originale de Jacques Bernoulli est
l'Ars Conjectandi publié à Bâle en 1713, huit ans après sa mort, par son neveu Nicolas
Bernoulli. Jacques Bernoulli a écrit ce texte entre 1684 et 1689, en tenant compte des tra-
vaux de Huygens, Cardano, Fermat et Pascal. La première partie de cet ouvrage reprend
le traité de Huygens, avec des commentaires ; la deuxième partie porte sur les combinai-
sons, la troisième sur les jeux de hasard. La quatrième partie donne la démonstration de
la � loi des grands nombres �.

Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-François � 1754, Londres)

Son père est chirurgien, et sa famille est protestante. Après la révocation de l'édit de
Nantes (1685), il est emprisonné, et il émigre ensuite en Angleterre en 1688. En 1697,
il est nommé membre associé de la Royal Society de Londres grâce à ses travaux sur
Newton et devient ami d'Isaac Newton et d'Edmond Halley. L'apport de de Moivre est
fondamental en probabilités grâce à son ouvrage, Doctrine of chances, paru en 1718, et
ré-édité en 1738 et 1756. Il explique dans la préface qu'il a lu Huygens et Pierre Rémond
de Montmort. De Moivre introduit des outils nouveaux, comme les séries in�nies, pour
résoudre les problèmes, et donne l'approximation de la loi binomiale par une loi normale.
L'autre ouvrage majeur de de Moivre est Miscellanea Analytica paru en 1730 dans lequel
�gurent des travaux sur les suites récurrentes, la trigonométrie, les fractions rationnelles.

Pierre Rémond de Montmort (1678, Paris � 1719, Paris)

Sa famille le destine à une charge de magistrature. En 1699, son père meurt en lui
laissant du bien. Il se plonge alors dans la philosophie et les mathématiques et devient
ensuite Chanoine. Vers la �n de 1704 il achète la Terre de Montmort. En 1706, il se défait
de sa charge de canonicat et se marie. Il se �xe alors sur une matière neuve, les jeux
de hasard, juste � e�eurée � par Pascal et Huygens. A cette époque Jacques Bernoulli
avait bien avancé sur le sujet, mais il n'avait rien fait paraître de ses écrits. En 1708,
de Montmort fait paraître son Essai d'analyse sur les jeux de hazard et devient l'ami de
Nicolas Bernoulli. Il est très piqué lors de la parution en 1710 du livre d'Abraham de
Moivre De mensura sortis sur le même sujet, car il estime que cet ouvrage a été copié sur
le sien. En 1715, à l'occasion d'un voyage en Angleterre, La Société Royale le reçoit dans
son corps.

80



Nicolaas Struyck (1686, Amsterdam � 1769, Amsterdam)

Nicolas Struyck, né dans une famille bourgeoise aisée, a reçu une excellente éducation.
Il a écrit divers ouvrages sur les mathématiques, la géographie, l'astronomie, la compta-
bilité. Son traité sur le calcul des chances parut en 1716. Il était membre de la Société
Royale de Londres et l'Académie Royale de Paris et a correspondu avec des savants de
France, Angleterre et Allemagne.
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               Pierre Rémond de Montmort  
         Essay d'analyse sur les jeux de hazard
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