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PRESENTATION

Le séminaire de didactique des mathématiques de I’ARDM, organis¢ par 1’ Association pour la
Recherche en Didactique des Mathématiques (ARDM), a pour but de favoriser la mise en
discussion et la diffusion des recherches en didactique des mathématiques. Il s’agit d’un outil
que s’est donné ’ARDM pour soutenir la structuration d’une communauté de chercheur-e-S.
Sous réserve de I’accord des intervenant-e-s, les présentations sont filmées et diffusées en ligne.
Le travail de capture, de montage et d’hébergement des vidéos est assuré par ’IREM de Paris.
Au fur et a mesure de la finalisation des textes, ceux-ci sont mis a disposition sur le site de
I’ARDM. IIs sont ensuite regroupés en un volume. Le présent ouvrage regroupe les textes issus
des séminaires de 1’année 2019. Par ailleurs, depuis 2014, le groupe des jeunes chercheur-e-s
de I’ARDM organise une session de poster durant les sessions du séminaire. Ces présentations
affichées donnent lieu a des textes courts que vous trouvez également dans ce volume d’actes.

Les deux séminaires de I’année 2019 ont eu lieu en mars et novembre & Paris. Le séminaire de
novembre 2019, a accueilli, comme les années précédentes, le colloquium CFEM-ARDM, sur
une demi-journée. Ce dernier a été organisé avec le soutien de I’Université Paris Diderot, du
LDAR, de I’'IREM de Paris et de la CFEM. Le théme était « Enseigner les mathématiques de
la maternelle a ’université. Quelle formation pour les enseignants ? ». Le colloquium n’a cette
fois-ci pas donné lieu a des actes mais les vidéos des présentations sont disponibles sur le site
de I’'IREM de Paris.

Bonne lecture.
Julia Pilet et Céline Vendeira

Responsables du séminaire de I’ARDM
pour les années 2018 et 2019


https://irem.univ-paris-diderot.fr/videos-du-seminaire-national-de-didactique-des-mathematiques
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Résumé

Ce texte est constitué de quatre parties correspondant a trois communications et une table
ronde. Nous avons choisi de présenter ces contributions en un seul texte étant donné qu’elles
rendent compte des travaux et des résultats d’'un méme projet Franco-Britannique qui s’est
déroulé sur quatre années. Chaque partie est rédigée par un groupe d’auteurs et formée de
deux a quatre pages qui résument I’article correspondant déja publié¢ dans le numéro spécial
2018 de la revue Annales de didactique et des Sciences cognitives. Ce numéro regroupe
I’ensemble des travaux réalisés pendant le projet Franco-Britannique, le lecteur peut s’y
référer pour plus de détails.

Mots clés
Pratiques des enseignants, formation, théories, didactique, mathematics education

. LE ROLE DES THEORIES DANS L’ANALYSE DES
PRATIQUES ENSEIGNANTES ET DES PRATIQUES DE
FORMATION: UN PROJET DE COLLABORATION
FRANCO-BRITANNIQUE (ABBOUD ET COLES)

1. Introduction

Des rencontres répétées au cours de colloques internationaux, des échanges a I’occasion de
rédaction d’ouvrages, des correspondances, certaines affinités scientifiques... ont créé petit a
petit une envie de travailler ensemble. Des didacticiens de mathématiques et des chercheurs
européens en mathemactics education (de nationalités britannique, francaise, norvégienne et
grecque) ont voulu alors transformer cette envie en une réelle dynamique de collaboration. A
I’initiative de membres du Laboratoire de Didactique André Revuz (LDAR), une premiére
rencontre a eu lieu a Paris en janvier 2014 d’une vingtaine de chercheurs, dont dix frangais.
Un projet de collaboration a vu ainsi le jour et s’est développé pendant quatre ans avec au
cceur du travail le role des théories dans les recherches menées par les participants. Le fruit de
cette collaboration fut la publication d’un numéro spécial dans les Annales de didactique et de
sciences cognitives (Abboud & Coles (eds), 2018).

Dans cette premiere partie, nous exposons brievement les themes discutés et travaillés au
cours du projet et rendons compte également de la dynamique propre a un travail conjoint de
chercheurs venant de traditions diverses de recherche et de contextes culturels et
institutionnels variés. Afin d’illustrer les éléments qui ont, ou non, rendu cette collaboration
raisonnée, utile et qui ouvrent des perspectives pour d’autres types de collaboration, nous
utilisons le concept d’objet-frontiere (boundary object) défini par Star et Griesemer (1989).

2. Dynamique de collaboration

La thématique générale fut définie des 1I’émergence du projet comme étant celle de discuter et
de comparer les cadres théoriques utilisés pour 1’étude des pratiques enseignantes et de la
formation des enseignants de mathématiques. Nous ne voulions pas nous contenter d’exposer
nos travaux et nos idées les uns aux autres, mais plutot construire un espace de travail dans
lequel des idées peuvent étre partagées et ou d’autres peuvent émerger. Trois dimensions de
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travail étaient alors en jeu. La premiére est centrée sur les théories, permettant ainsi aux
participants de mutualiser leurs cadres et de discuter leurs perspectives théoriques. La
deuxiéme correspond a I’objectif principal de nos recherches respectives : 1’étude des
pratiques d’enseignement. Enfin, la troisiéme dimension est celle de I’intérét que nous portons
a 1’étude du développement professionnel des enseignants et a I’impact de nos approches
théoriques sur la formation des enseignants.

Nous avions dés le début conscience de ’existence dans les approches franco-anglaises de
domaines d’intérét commun, mais avec peu de connaissances mutuelles suffisamment
approfondies des détails de ces approches. Il a fallu d’abord trouver des « fagons» de
travailler ensemble, et, ensuite, de délimiter les questions de recherche et de préciser les
données qui permettraient a nos « conversations » de prendre corps. Le travail conjoint a
ensuite évolué vers la constitution de petits groupes autour de thématiques ou d’approches
specifiques. Le travail de ces petits groupes a donné lieu a son tour a des écrits communs dont
I’aboutissement est le numéro spécial de la revue Annales de didactique et des Sciences
cognitives (ADSC) avec les différents articles qui le composent.

3. Des «objets frontieres » qui permettent de communiquer et d’avancer
ensemble

Nous constatons a posteriori que la volonté de travailler sur des thématiques communes s’est
transformée graduellement en un travail sur des objets communs supports de la co-
construction d’analyses comparatives. Ces objets peuvent étre qualifiés d’objets-frontiére. En
effet, Star & Grieseman (1989) les définissent comme étant des objets qui permettent la
communication entre des groupes sociaux et facilitent la confrontation de points de vue ou la
résolution des conflits de maniére créative. Ces objets sont « a la fois suffisamment flexibles,
pour s’adapter aux contraintes et besoins locaux des différents groupes qui les utilisent, et
assez robustes, pour maintenir une identité commune au-dela des spécificités de chacun » (p.
393). En reprenant cette citation a notre compte dans le contexte du travail des groupes de
notre projet, les objets-frontiere peuvent, par exemple, étre analyses dans différentes traditions
de recherche, mais malgre cela garder un sens et une identité commune a travers ces analyses.
Une des difficultés de communication entre des groupes sociaux, ou dans le cas de notre
travail de chercheurs issus de différentes traditions est que les objets utilisés de facon
routiniére sont « naturalisés » (Bowker & Star, 1999). Autrement dit, certains termes et
concepts sont utilisés si couramment dans une tradition de recherche que leur signification est
considérée comme allant de soi. De plus, dans un méme domaine de recherche (la didactique
des mathématiques) certains de ces termes sont utilisés pour des idées « naturalisées »
différentes. Un objet-frontiére est celui qui n’est naturalisé dans aucun groupe, mais qui
émerge lorsque des mondes sociaux, dans notre cas des traditions de recherche, se croisent.
Le statut de ces objets n’est pas nécessairement fixé définitivement puisqu’un objet-frontiére
peut évoluer pour devenir naturalisé dans les deux traditions et perdre ainsi son statut d’objet-
frontiére.

Par exemple, 1’expression « teachers’ professional learning » a souvent été employée dans les
discussions des groupes sans qu’aucune théorisation correspondante ne soit mentionnée. De
plus, un regard sur I’ensemble des textes produits laisse voir que certains termes sont utilisés
réguliéerement dans une acception commune, sans pour autant que cette acception soit
clairement explicitée. On observe ainsi, qu’il existe, sans que cela soit clairement mentionné,
une conception constructiviste de I’apprentissage des ¢léves dans toutes les études présentées;
peut-étre s’agissait-il ici d’une hypothése « naturalisée » pour la plupart des collégues des
deux traditions anglaise et francaise.

Abboud et al - Actes du séminaire de didactique des mathématiques de 'ARDM — 2019



Nous pouvons aussi considérer ce propos sous I’angle de la théorie de I’activité -qui constitue
un cadre de référence pour plusieurs des textes produits- qui offre d’autres possibilités de
conceptualiser la notion d’objet-frontiere. En effet, la théorie de l'activité de troisiéme
génération (Engestrdm, 2001) fournit un cadre d'analyse de l'interaction de deux systémes
d'activité connexes, chacun avec ses propres communautés, regles, division du travail, outils,
sujets et objets. Chacun de ces systemes (par exemple un club vidéo anglais pour enseignants
de mathématiques) développe ses propres objets qui font tout simplement partie de la
situation (par exemple, un enseignant faisant des commentaires sur un enregistrement vidéo
d’un cours de mathématiques). Collectivement, ces objets deviennent significatifs au sein du
systéme d’activité (par exemple, le commentaire de I’enseignant peut étre catégorisé par la
communauté, explicitement, en tant qu’évaluation ou interprétation et non comme simple
observation). Lorsque les systémes d’activité se rejoignent (par exemple, notre collaboration
Franco-Britannique), il est possible que des objets soient « construits conjointement »
(Engestrom, 2001, p.136). Cette construction conjointe peut étre considérée comme le
développement d'un objet-frontiére, significatif, mais différent, dans les deux systémes
d'activité (nous permettant par exemple de devenir sensibles aux cadres théoriques de
chacun).

4. En conclusion...

Ce travail collaboratif qui s’est installé dans la durée, nous rend conscients de 1’existence de
différences significatives dans nos approches de I’enseignement, 1’apprentissage et la
recherche en didactique, ainsi que des ressemblances évidentes dans nos questions de
recherche et nos centres d’intérét. Les trois parties qui suivent dans cet article en donnent un
apercu.

Nous invitons le lecteur a se rapporter au numéro spécial de ADSC pour accéder aux détails
de nos travaux, de nos hésitations et de nos compromis et ainsi avoir une vue unique sur la
rencontre de deux traditions et le foisonnement d’idées qui peut en résulter.

Il. LE ROLE DU FORMATEUR, PLACE DE LA THEORIE :
UNE COMPARAISON DE SEANCES DE FORMATION
UTILISANT LA VIDEO EN FRANCE ET EN
ANGLETERRE (COLES, CHESNAIS ET HOROKYS)

Nous —A. Coles, A. Chesnais et J. Horoks- comparons des pratiques effectives d’utilisation de
la vidéo en formation d’enseignants du 1° et 2" degré, pour I’enseignement des
mathématiques. Au-dela des différences culturelles, nous nous interrogeons sur le réle joué
par la théorie dans ces approches. En comparant nos pratiques, nous nous demandons ce qui
guide I’organisation de la formation et I’action du formateur pendant ces séances utilisant des
vidéos. Nous mettons en lumiere les similarités et les différences dans nos pratiques, que nous
analysons a travers 1’idée de « théories du formateur », explicites ou non, transmises ou non
aux enseignants formés.
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1. Comparer nos différences pour mieux appréhender nos pratiques de
formateur

Notre positionnement

Pour cette présentation, nous nous positionnons en tant que formateurs d'enseignants, étant
par ailleurs aussi des chercheurs travaillant sur les pratiques des enseignants. Nous
questionnons la fagon dont nous (formateurs) planifions et organisons une séance de
formation a I'enseignement a l'aide d'une vidéo, compte tenu des outils théoriques que nous
(chercheurs) utilisons pour analyser les pratiques enseignantes et la formation. Nous voulons
ainsi rendre explicites les liens entre les théories que nous adoptons, en tant que chercheurs
sur les pratiques des enseignants, et nos pratiques en tant que formateurs d'enseignants. Quels
éléments de ces théories mettons-nous en ceuvre pour la formation des enseignants
(programme, séances, évaluation, etc.) ? Quels éléments voulons-nous transmettre aux
enseignants ? Avec quelle transposition ?

Différents contextes de formation

Nous nous intéressons ici a deux exemples pour illustrer notre propos :

- I’exemple anglais premier concerne une formation initiale et continue d’enseignants du 1°
degré au Royaume Uni, dans le cadre d’un « club vidéo » de huit professeurs volontaires
pour travailler sur des problémes qu'ils avaient identifiés dans leur pratique ;

- ’exemple francais (qui est double) porte sur des formations initiales en Ecole Superieure du
Professorat et de I’Education (ESPE) en France, pour 1’enseignement secondaire dans le cadre
de suivi de stage ou pour I’enseignement primaire dans le cadre de I’initiation a la recherche.

Différents fondements théoriques

Dans le chapitre 5 du numéro spécial des ADSC, nous avons développé les élements
théoriques que nous adoptons en tant que chercheurs : I’Enactivisme (Brown & Cole, 2011)
d’une part, et la Double Approche (Robert & Rogalski, 2002) d’autre part. Nous ne revenons
pas sur le détail de ces théories ici.

2. Différents usages de la vidéo
L’exemple anglais

La vidéo sélectionnée par le formateur ou par les enseignants dure 3 a 4 minutes. Aprés son
visionnage, le formateur demande aux enseignants participants de « reconstruire » ce qui s'est
passé, et intervient pour établir la distinction entre I'observation et le jugement. Puis, apres un
éventuel nouveau visionnage, le groupe passe a l'analyse et a l'identification de stratégies
d'enseignement.

Les actions du formateur sont ici guidees par le fait qu’il croit que la discussion ne peut étre
productive que si on s’¢loigne des habitudes des enseignants pour regarder la classe. D’un
point de vue « enactiviste », la discussion des enseignants est poussée vers le détail des
événements de la vidéo, de sorte qu'il y ait alors la possibilité d'identifier et d'étiqueter de
nouvelles catégories de pratiques. Il est important pour le formateur que les enseignants
distinguent I'observation du jugement et de l'interprétation.
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Les exemples frangais

Dans les deux exemples qui suivent, la sélection de la vidéo repose sur le choix de la tache
mathématique qui est proposée aux éleves. Dans le premier exemple, pour les enseignants du
second degré, la formatrice travaille avec les vidéos de deux enseignants différents, proposant
une méme tache. Les enseignants stagiaires doivent d’abord réaliser une analyse a priori de la
tache (pour identifier les activités que les éléves pourraient développer), avec des outils
adaptés de la recherche en didactique. lls analysent les contenus visés en anticipant en
particulier les réponses possibles des éleves, les connaissances mathématiques a mobiliser (en
rapport avec le curriculum) et les adaptations nécessaires de ces connaissances, pour résoudre
la tache. Le visionnage des deux vidéos et la discussion qui S’ensuit, doivent permettre
d’identifier des écarts entre 1’analyse a priori et a posteriori, et des différences dans les
pratiques des deux enseignants, en particulier en ce qui concerne les initiatives laissées aux
éléves dans la recherche de la tache, et la fagon de structurer les connaissances en jeu. La
discussion doit permettre d’envisager des alternatives aux pratiques observées, tout en tenant
compte de ce qui peut ou non étre possible pour un enseignant donné dans une classe donnée.
Dans le second exemple, en module de formation par la recherche dans le premier degré, les
modalités de travail sont les mémes, mais la video est utilisée pour discuter des questions de
recherche, en analysant les données (tiche, vidéo) a 1’aide d’outils théoriques. Nous faisons
I'nypothese que ces outils ne sont pas seulement utiles pour la recherche, mais qu'ils peuvent
aussi étre transférés a la planification et a la reflexion sur I'enseignement.

L’objectif des formatrices est ici d’enrichir les pratiques des enseignants en partant des
pratiques (presque) déja la et en s’appuyant aussi sur le collectif. Leurs hypothéses sur un
apprentissage se faisant a travers les activités mathématiques des éleves en mathématiques et
le discours de I'enseignant, et leurs outils pour analyser cette activité potentielle a travers les
taches (adaptations) guident leurs choix pour ce type de séance. Une grande partie de ces
outils sont d’ailleurs proposés aux enseignants en formation : les composantes des pratiques et
les résultats de recherche qu’elles ont permis de dégager, et surtout les outils d’analyse a
priori des taches mathématiques, en lien avec le contenu vise.

3. Conclusion sur le role des théories
Des différences

Ce qui nous a tout d’abord frappés, est I’importance du contenu mathématique et de I'analyse
a priori, trés présente dans les exemples francais, mais absente du contexte anglais évoqué.

La place des pratiques personnelles (en relation avec ce qui est montré dans la vidéo dans une
salle de classe ordinaire) a un point de vue plus général a travers la discussion collective, et de
retour aux pratiques personnelles (que nous espérons enrichir), n’est pas la méme non plus.
Enfin, I'utilisation explicite avec I'étudiant d'outils théoriques issus de notre champ de
recherche (analyse des taches, pratiques et interprétation, méthodologie d'analyse des vidéos),
n’est présente ici que dans le cas francais.

Sur le role des théories

Le fait de distinguer ici les éléments théoriques du formateur (ses hypotheses et outils pour
analyser les pratiques et apprentissages), les éléments de théorie implémentés (pour construire
le scénario et les séances de formation) et les éléments théoriques explicitement transmis aux
enseignants en formation, nous a permis de comparer et d’expliciter nos pratiques, de les
relier a nos hypotheses de chercheurs, et de mieux comprendre le réle de ces outils pour la
formation.
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I1l. LA THEORIE DES SITUATIONS DIDACTIQUES
COMME OUTIL POUR COMPRENDRE ET
DEVELOPPER DES PRATIQUES D’ENSEIGNEMENT EN
MATHEMATIQUES (MANGIANTE-ORSOLA, PERRIN-
GLORIAN ET STROMSKAG)

Notre article (Mangiante-Orsola, Perrin-Glorian & Strgmskag, 2018) s’appuie principalement
sur la théorie des situations didactiques (TSD), pour analyser des séquences d’enseignement
dans des contextes qui différent, par le contenu mathématique, 1’objectif de la recherche, la
collaboration entre enseignants et chercheurs et les conditions institutionnelles de formation et
de recrutement des enseignants. Dans le premier cas, les séances analysées concernent
I’enseignement de la multiplication en Norvege, dans un projet de recherche sur I’usage de la
langue en mathématiques, dans le cadre de la formation initiale des enseignants. Dans le
second cas, il s’agit de produire une ressource pour I’enseignement de la géométrie en France,
dans une collaboration entre chercheurs, formateurs de terrain et enseignants. Dans les deux
cas, la TSD est utilisée dans le cadre d’une ingénierie didactique dans I’enseignement
élémentaire dans la perspective de la formation des enseignants et d’une diffusion dans
I’enseignement ordinaire. Dans ce texte, nous ne parlerons pas de la premiére partie de
I’article consacrée a une bréve présentation de la TSD (Brousseau, 1998) et de la maniére
dont elle peut aider les chercheurs a comprendre les pratiques des enseignants, et aider les
enseignants ou formateurs a les développer (Hersant & Perrin-Glorian 2005; Margolinas,
Coulange & Bessot 2005). Apres une rapide présentation des deux contextes en mettant en
avant leur comparaison, nous centrons notre présentation sur la troisi¢éme partie de I’article
qui porte sur la maniére dont la TSD peut aider la collaboration entre chercheurs, formateurs
et enseignants dans une recherche sur le développement de pratiques professionnelles sur un
domaine mathématique précis. Nous concluons sur la complémentarité avec d’autres cadres
théoriques, notamment inspirés par la théorie de 1’activité.

1. Les deux contextes
Des séances sur la multiplication en Norvege

Le contexte norvégien est une étude de cas tirée d'un projet de recherche de quatre ans dans
une école primaire de Trondheim sur 1’utilisation et le développement du langage en classe de
mathématiques (LaUDiM). L’équipe comprend cinq chercheurs dont une didacticienne des
mathématiques (H. Stremskag), et une enseignante, 1’étude porte sur I’enseignement de la
multiplication dans une classe de 18 éléves (8 ans). La séquence a été élaborée et pré-analysée
par I’équipe d’enseignants et chercheurs. Ce travail a été enregistré par vidéo ainsi que la mise
en ceuvre en classe des deux séances et ’analyse a posteriori par 1’équipe. Une réunion de
réflexion entre les deux séances a été enregistrée au magnétophone.

La TSD est utilisée pour identifier le potentiel adidactique des situations proposées, le milieu
prévu et sa gestion par I’enseignante. Deux problemes étaient proposés aux éléves, le premier
relevant d’une addition répétée, le second d’une organisation en lignes et colonnes. Le
premier probléme visait a I’introduction de la convention d’écriture en Norveége selon laquelle
le premier facteur dans un produit signifie le nombre de groupes équivalents et le second
facteur signifie la taille des groupes, 12x4 c’est 12 fois 4. Le second probléme visait la
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commutativité de la multiplication. Dans la réalisation, un conflit s'est produit entre ces deux
aspects a propos de 1000 fois 4. La comparaison des analyses a priori et a posteriori révéle
des lacunes dans la prévision de ce conflit : I'intention didactique était liée principalement a la
situation non commutative (tdche 1) avec des objectifs semiotiques de représentation par des
schémas et des écritures arithmétiques additives et 1’introduction de 1’écriture multiplicative,
en négligeant la situation commutative (tache 2).

La production d’une ressource sur la geométrie au cycle 3 en France

Le contexte francais est un LEA! dans lequel collaborent depuis plusieurs années deux
chercheurs (C. Mangiante et M.J. Perrin), des formateurs et enseignants afin de réfléchir a
I’enseignement de la géométrie aupres d’éleves de 8 a 11 ans et de produire des ressources
pour les enseignants. Ce travail prend appui sur une approche de la géométrie développée par
une équipe de recherche du Nord de la France (Perrin-Glorian & Godin, 2014) qui vise a
prendre en compte la vision naturelle des figures comme surfaces juxtaposées (voire
partiellement superposées) et aider les €léves a passer a une vision géométrique des figures
comme definies par des relations reliant des lignes et des points. Dans ce but, la ressource
propose des problemes de reproduction de figures sous certaines conditions. Les éléves ont a
leur disposition une figure modele, une amorce de la figure a reproduire et des outils a
disposition (des outils géométriques habituels, a I'exception des outils de mesure, mais
également des outils non conventionnels, tels que des gabarits). Le choix de la figure, de
I’amorce et des outils sont des variables didactiques car les connaissances nécessaires pour
réaliser la figure en dépendent fortement.

Un dispositif a deux niveaux permettant la collaboration des chercheurs, formateurs et
enseignants a été mis en place : un groupe restreint composé des chercheurs et formateurs est
au cceur de I’ingénierie. Un groupe élargi incluant les enseignants, affine la mise en ceuvre en
classe et produit une premiére analyse. La production de ressources est un moyen d’élargir la
collaboration entre enseignants, formateurs et chercheurs en leur donnant un objectif
commun. Dans cette collaboration, méme s’ils restent en grande partie implicites pour les
formateurs et les enseignants, les concepts de TSD sont opérationnels pour traiter
collectivement la question cruciale des liens entre le choix de la situation et les connaissances
en jeu. lls aident les chercheurs et les formateurs a analyser I’interprétation faite par les
enseignants des situations élaborées en utilisant la TSD. Les questions qui émergent de
I’observation des classes et visent a comprendre 1’origine des changements apportes, la
gestion du savoir en jeu a travers la situation, amenent des modifications et un enrichissement
des situations de facon a ce que des enseignants ordinaires, sans contact avec la recherche,
puissent les utiliser plus facilement, ce qui est une perspective importante de la recherche.

Comparaison des deux contextes

Dans les deux cas, les questions de recherche concernent I’enseignement d’un contenu
particulier et 1’élaboration de situations acceptables par les enseignants pour améliorer leurs
pratiques. Dans les deux cas, les questions de recherche comprennent la validité théorique des
situations en lien avec les éléments essentiels du savoir visé mais, dans le cas de la géométrie,
ils incluent aussi I’étude de ’adaptabilité des situations dans I’enseignement ordinaire, en
prenant en compte les contributions des enseignants et la perspective d’évolution de leurs
pratiques. Aprés une premiére validation dans les classes des enseignants impliqués dans la
recherche, 1’objectif est de décrire les situations dans une ressource, avec la perspective que
les enseignants ’utilisent hors de tout contact avec la recherche. Il s’ensuit que c’est le

! Lieu d’éducation Associé a I’Institut Francais de 1’Education.
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processus de production de la ressource et non la situation elle-méme qui est au centre du
dispositif a deux étages visible dans les schémas suivants.
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Figure 1 : Utilisation de la TSD et collaboration entre les différents acteurs dans le contexte
norvégien (schéma a gauche) et dans le contexte francais (schéma a droite).

Dans le contexte de la multiplication, c’est la situation qui est au coeur du processus. En
géométrie, c’est la ressource qui est au centre du dispositif. Il y a un travail avec les
formateurs dans un groupe restreint inclus dans un groupe élargi a des enseignants.

Les concepts de TSD sont utilisés explicitement avec les professeurs dans le contexte
norvégien (fleches 1 et 3), implicitement (fleches 2 et 3 pointillées) dans le contexte francais.
Cela découle de I’hypotheése que le développement des pratiques des professeurs se fait a
travers I’implémentation, I’analyse et 1’adaptation d’une situation dont un premier jet émane
des chercheurs.

2. Utilisation de la TSD dans les deux contextes

Dans les deux contextes, la TSD a servi aux chercheurs et aux formateurs non seulement pour
¢laborer les situations d’apprentissage mais aussi pour analyser le déroulement lors de
I’implémentation en classe et pour identifier des questions visant le développement des
pratiques professionnelles. Dans les deux contextes les analyses en TSD ont été menées par
les chercheurs mais elles rejoignent des questions professionnelles des enseignants concernant
I’¢lucidation des objectifs d’enseignement, 1’organisation des taches pour les ¢éléves de fagon
qu’ils puissent eux-mémes saisir quelque chose de la pertinence et de 1’efficacité¢ de leurs
réponses ainsi que la maniére de gérer le travail des éléves. Les questions des enseignants
correspondent en partie a celles des chercheurs mais sont davantage liées a la pratique : le
professeur doit traduire les concepts de TSD en termes d’actions pour préparer sa classe ou
analyser ce qui s’y passe.

La comparaison des deux contextes souléve une question : jusqu’a quel point les professeurs
ou les formateurs ont-ils besoin de connaitre les concepts de la TSD pour les utiliser dans la
pratique ? Sans expliciter le cadre théorique, le chercheur peut formuler avec les enseignants
des questions qui émergent d’une analyse en termes de TSD. La notion de milieu est
essentielle et peut se formuler en termes de moyens de contrdle de leurs actions par les éléves
et de pistes pour leur réflexion. Une collaboration directe avec des chercheurs aide ainsi les
enseignants et les formateurs a développer leurs pratiques mais il n’est ni réaliste ni
souhaitable d’attendre qu’ils puissent tous collaborer directement avec des chercheurs. Se
pose alors la question de la formation des enseignants et des formateurs qui n’ont pas de
contact direct avec les chercheurs.
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3. Complémentarités entre la TSD et les approches théoriques dérivées des
travaux de Vygotski

Du coté de Papprentissage des éléves

Vygotski (1986) suppose que la formation des concepts scientifiques ne se fait pas
spontanément, qu’elle nécessite 1’intervention de quelqu’un qui sait (le professeur) dans la
zone proximale de développement de 1’éléve : ce que celui-Ci peut faire avec aide. La TSD,
par I’analyse du savoir et la recherche de leviers pour aménager un milieu capable de faire
évoluer les connaissances et conceptions des éleves, est complémentaire. Le milieu aménagé
pour provoquer un apprentissage n’est pas un milieu quotidien. De plus, il est évolutif.
Vygotski s’intéresse a 1’évolution du sujet, la TSD a I’organisation et a la gestion d’un milieu
favorable a I’apprentissage.

Du coté de P’analyse des pratiques des enseignants

Comme elle s’intéresse a un éléve générique, la TSD s’intéresse a un enseignant générique ;
elle recherche des conditions sur un milieu et ses évolutions possibles dans un ensemble de
contraintes. L’accent est mis sur le savoir, son utilit¢ dans la situation et sa progression dans
la classe. L’apprentissage peut se vérifier par le traitement par 1’éleve d’autres situations.

La double approche, inscrite dans la théorie de I’activité, s’intéresse davantage a la gestion de
la situation par ’enseignant. L’accent est mis sur les sujets et les actions didactiques de
I’enseignant pour réduire la distance entre ce que fait 1’¢léve et ce qu’il doit apprendre et qui
est attendu de lui.

Du cété du travail collaboratif entre chercheurs et enseignants pour la production de
ressources

Nous empruntons aux travaux de Beguin (2005), I’idée selon laquelle la conception (ici d’une
ressource) peut étre vue comme un processus dialogique qui s’installe entre deux « mondes »
(ici celui de la recherche et celui de I’enseignement) et qui, a terme, peut permettre la
construction d’un « monde commun », un « lieu d’apprentissages mutuels ». Tout au long de
ce processus de conception (monde commun), les notions issues de la TSD (monde de la
recherche) sont mobilisées pour répondre a des questions que se posent les enseignants
(monde de I’enseignement) mais aussi pour mettre en évidence I’intérét de propositions faites
par les enseignants eux-mémes pour enrichir la ressource. Parfois, les notions issues de la
TSD permettent de régler durablement les questions qui émergent mais parfois cela prend du
temps, il y a « négociation » car il faut réussir a tenir compte conjointement du « point de
vue » des chercheurs et de celui des « enseignants ». Ces mouvements et négociations
témoignent de la présence d’un processus dialogique.
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IV. TABLE RONDE: DIFFERENTS USAGES DE LA
THEORIE DE L’ACTIVITE EN DIDACTIQUE DES
MATHEMATIQUES ET « MATHEMATICS
EDUCATION » (JAWORSKI, ROBERT ET ROGALSKI)

Les différentes interventions de la table ronde sont résumées ci-dessous. Elles s’appuient sur
les textes dans le numéro spécial 2018 des ADSC.

1. La place des analyses de taches dans I’usage de la Théorie de I’Activité par
A. Robert et J. Rogalski

Apres avoir rappelé quelques éléments clés de notre cadre théorique inspiré de la théorie de
I’activité, nous présentons la place de I’analyse des taches ainsi que quelques résultats. Nous
signalons la différence avec les approches de nos collégues anglais et terminons avec un
certain nombre de questions encore ouvertes.

Des activités aux taches

Au centre de notre usage de la théorie de 1’activité, nous plagons les activités des éléves, que
ce soit pour développer et/ou apprecier les apprentissages (Abboud, Robert, Rogalski &
Vandebrouck, 2017). Ce cadrage inclut ’adoption d’hypothéses sur les apprentissages? et leur
adaptation aux mathématiques en situation scolaire, en termes de conceptualisation
mathématique (processus et produit).

Ces activités sont souvent analysées en séances d’exercices ou sur des productions d’éléves
en comparant ce qui est attendu et ce qui observable. Ce qui est attendu est analysé grace aux
analyses de taches, rapportées aux mises en fonctionnement des connaissances. Ces analyses
sont ainsi nécessaires, in situ ou non. Elles sont aussi « relatives » : elles sont référées a une
triple analyse croisée, mathématique, curriculaire et cognitive (relief). Ce qui est observable
est rapporté aux choix des enseignants, et aux pratiques, dans leur complexité pendant les
déroulements, d’ou la restriction de nos ambitions aux activités possibles des éleves.

Types de résultats

La plupart des travaux mettent en jeu une classification des taches, en termes d’adaptations
des connaissances. En particulier, cela permet :

* I’identification des modifications des activités attendues des éléves en classe (souvent a
partir d’analyses de vidéos tournées en classe),

* I’identification des retours des enseignants sur les activités des éléves (corrections par
exemple) — vers des interprétations (coté éleves et coté pratiques enseignantes),

* I’identification de 1’ensemble des activités possibles sur un chapitre et le travail sur les
scénarios,

* la prise en compte de I'importance des déroulements, et méme de la complexité des
pratiques, pour apprécier les activités des éléves en classe a partir des taches (initiales et
modifiées au cours du déroulement).

2 Les théories générales convoquées sont celles de Piaget et de Vygotsky. La définition de la conceptualisation
de Vergnaud et ses champs conceptuels sont également utilisés, tout comme des concepts et outils de Didactique
des mathématiques.
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Les travaux de nos collégues anglais

Au cours du projet franco-britannique, nous avons constaté une différence notable entre la
démarche des collegues anglais et la ndtre dans la mesure ou, dans leurs travaux, ces analyses

de taches sont implicites et non pas préalables a I’analyse de ce qui se passe en classe
(Abboud, Goodchild, Jaworski, Potari, Robert & Rogalski, 2018).

Des questions encore ouvertes :

« Comment doit-on inclure des parametres actuellement négligés, comme par exemple les
facteurs affectifs ?

» Comment adapter les hypotheses portant sur les relations entre activités et apprentissages
individuels au cas de la classe ?

» Comment I’analyse de taches articule-t-elle le point de vue de la conceptualisation et le
point de vue de I’exécution ?

» Comment passer d’analyses locales pour ¢étudier les activités aux apprentissages globaux,
dans la durée ?

2. Deux extensions des analyses de taches
Les analyses pour I’étude des activités sur logiciel

L’analyse de la tache devient multi-orientée, vers la tache et vers le logiciel. Les analyses de
taches sont a adapter (Vandebrouck & Robert, 2017). L’activité doit aussi impliquer 1’¢éleve
comme « sujet cognitif » pour interpréter des prises d’information et des utilisations de
commandes (en particulier, mais pas seulement au debut des interactions éléves-logiciels).

INSTRUMENT .
.-"f \‘-
relation S-| " relation -0
/ S relation S0 -
/ - 5 \
I g par MEDIATION
SUJET relation directe S-0

Figure 2 : Représentation de [’activité d 'un sujet sur un objet, pour atteindre un but, via la
médiation d’un instrument (modéle d’action instrumentée de Rabardel).

Dans ce contexte, plusieurs éléments sont en jeu :

» la relation éleves-logiciel du point de vue de I'usage («en amont» de la tache
mathématique) : il faut savoir « définir », « draguer », prendre en compte la robustesse de la
construction le cas échéant, repérer les traitements possibles... ;

* la transposition informatique, des objets mathématiques a ceux du logiciel : la représentation
logicielle des objets est toujours discréte, finie ; cela peut poser des problemes dans
I’utilisation des approximations (par exemple, a 10" prés la somme des angles d’un triangle
peut ne plus étre 180°) ;

* le changement de représentations et de traitement : aux figures géométriques sont attachées
des mesures ; en algebre, on a la possibilité d’induire les variations de certaines variables a
I’aide d’un curseur.
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Ainsi, doit-on tenir compte, dans 1’analyse des taches d’une dimension instrumentale centrale
(Abboud, & Rogalski, 2017). Sur ces points, on reléve de fortes convergences avec les
approches des collégues anglais (Abboud, Clark-Wilson, Jones & Rogalski, 2018).

Les analyses pour ’étude des moments de cours

Les activités des éleves pendant les moments d’exposition des connaissances sont
pratiguement inobservables. On est donc amené a suggérer un détour pour, a partir des
discours de I’enseignant, identifier ce qui pourrait étre en relation avec les activités que les
éleves ont déja conduites (prolongement), ou avec des activités a venir (préparation)
(Bridoux, Grenier-Boley, Hache & Robert, 2018).

Est en jeu la possibilité de familiariser les eléves avec les mots et les formalisations de ce qui
est « général », et de faire activer ensuite (ou griace a ce qui s’est passé avant) des connexions,
des liens explicites, entre mots (et/ou formules...) et activités mathématiques en contexte.
Cependant, c’est I’ensemble {cours, taches, déroulements} qui est en jeu dans les analyses.
L’efficacité des cours et les activités des €leves pendant le cours dépendraient en partie des
occasions et de la qualitée des connexions — et donc des taches, des discours des enseignants
ainsi que des echanges avec et entre eleves, reprises (et questions), explications, explicitations
données a partir du travail effectif des éleves, de leurs connaissances déja-la (activites déja
faites ou en train de se faire), ancien/nouveau et général/contextualisé, des questions et
réponses des eleves.

On definit en particulier des proximités discursives : rapprochements explicites dans le
discours de I’enseignant avec ce qui vient des éléves, en distinguant les rapprochements du
contextualise au genéral et du général au contextualise.

Des entrées différentes de celles utilisées par Barbara Jaworski

Un exemple d’échange illustre une perspective d’abord orientée vers les contenus cognitifs

des activites et des représentations des éleves pour Jaworski alors que la notion de

“proximités” est d’abord orientée vers les objets et les taches mathématiques, pour nous.
BJ: “What do you mean with this notion of “proximité”? If I have understood it correctly, it
means ‘closeness’ — how close a teacher comes to understanding what a student needs, and in
responding to a student’s difficulty with mathematics. This is a useful concept; | believe it is
useful for a teacher to find ways to understand students’ ways of seeing mathematical concepts
and to respond to students in helpful ways. The idea of proximité both considers the degree of
closeness, and the process of getting close (or alternatively not so close), enabling a teacher to
develop awareness of teaching-learning situations and how to judge her responses to students.
AR: yes, but not ‘way of seeing’, rather ‘way of doing or saying’...

3. Quelques élements cles de I’usage de la Théorie de I’Activité par B.
Jaworski

En référence au modéle d’Engestrom (1999), c’est le second niveau d’analyse que nous
utilisons pour nos recherches sur les processus de développement dans 1’enseignement et
I’apprentissage des mathématiques. Une inscription stricte en Théorie de 1’Activité (TA)
aurait emprunté le premier niveau, basé sur les données recueillies au cours de la séance de
classe.

Dans ces recherches, c’est une perspective socio-culturelle qui sert de fil directeur, suivant en
cela VVygotski pour qui savoir et apprentissage sont considérés d’abord comme des ¢léments
sociaux ; 1’apprentissage individuel étant vu comme faisant partie d’un engagement social.
L’étude des situations d’enseignement-apprentissage nous amene alors & chercher a mieux
comprendre la complexité des interactions entre enseignants et éléves. Cela dépasse
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I’apprentissage individuel, en mettant en jeu les activités, leurs buts et motifs, les maniéres
dont elles se déroulent, et tous les éléments dans lesquels I’apprentissage s’inscrit (Jaworski &
Goodchild, 2006). C’est pourquoi I’activité engageant ensemble enseignant et éléves est si
fondamentale a étudier, dans la mesure ou elle permet de comprendre comment apprentissage
et enseignement se complétent (ou non).

Par exemple, dans Jaworski & Potari (2009), nous analysons les interactions dans une classe
du secondaire ou un enseignant travaille dans sa classe les concepts statistiques de mode,
moyenne et médiane. Il avait préalablement demandé aux éleves de faire un exercice a la
maison, consistant a trouver dans un dictionnaire les significations des termes : mode,
moyenne, médiane. Dans la mesure ou un certain nombre d’éléves n’avaient pas fait ce
travail, arguant qu’ils n’avaient pas de dictionnaire a la maison, 1’enseignant ne pouvait plus
développer la séance prévue. Il réprimanda les €léves en question, en disant qu’ils auraient pu
utiliser la bibliotheque pour trouver des dictionnaires. Puis il leur fournit des dictionnaires
pour qu’ils puissent effectuer la tiche pendant la séance. Cette interaction montra que ces
¢léves étaient incapables d’utiliser le dictionnaire ; ils pensaient que c¢’était un dictionnaire
francais car il s’avéra que la seule occasion qu’ils avaient eue d’utiliser un dictionnaire était
les cours de francais. Ces éléves développérent une certaine hostilité a la maniére dont
I’enseignant les avait traités et mirent du temps a s’engager dans le travail sur les concepts
statistiques, d’ou un succes limité de la séance pour eux. Notre usage de la théorie (TA) nous
a amenées a ¢largir hors de la classe I’étude des interactions dans la seule classe de
mathématiques, en faisant intervenir les expériences des éléves, a 1’école (plus largement
qu’en mathématiques) et a la maison. Les hypothéses de 1’enseignant n’étaient pas
appropriées pour ces éléves-la et ont conduit a des tensions dans les relations avec ses éléves,
qui se sont sentis bloqués par des reproches qu’ils considéraient comme injustes.

Pour nos analyses détaillées, nous utilisons le triangle des médiations de Engestrom (1999),
qui permet de mettre en évidence les tensions : entre les outils et la communauté ou
I’utilisation d’un dictionnaire, demandée par 1’enseignant, n’est pas une activité « normale »
des communautés d’appartenance de certains €léves ; entre les outils, la communauté et les
regles (par exemple le dictionnaire et son usage, les familles, la culture) ; entre les régles, les
outils et la division du travail (par exemple la régle scolaire veut que les éléves fassent le
travail a la maison) : les €éléves ne peuvent pas (ou ne veulent pas) s’engager dans la tache,
donc la division du travail ne peut fonctionner (cf. Figure 3).

Dans Jaworski, Robinson, Matthews et Croft (2012), nous analysons des données qui
proviennent d’interviews d’étudiants, futurs ingénieurs, de premic¢re année d’université
suivant un module de mathématiques comportant un dispositif innovant mis en ceuvre. On a
demandé aux étudiants de travailler par petits groupes sur des tutoriels permettant d’aborder
des questions a résoudre par une démarche d’investigation, avec un ordinateur servant de
medium (Geogebra) pour aider a la compréhension conceptuelle. Les taches sur ordinateur
demandaient d’explorer des propriétés des fonctions pour trouver des relations comme celle
liant une fonction et son inverse. Les interviews ont révélé qu’alors méme que les étudiants
savaient pourquoi les enseignants avaient organisé cette recherche sur Geogebra, ils ne
pensaient pas que c’était le meilleur moyen d’apprendre les mathématiques en jeu. Ils auraient
préféré un style plus procédural d’enseignement-apprentissage.
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Figure 3 : Deux versions du triangle des médiations étendu d’Engestrom (EMT) représentant
les perspectives de [’environnement d’enseignement-apprentissage des professeurs a gauche
et les éléves a droite.

Dans la figure 3, nous mettons en regard 1’activité d’enseignement (des enseignants) et celle
des étudiants en train d‘apprendre en utilisant les trois niveaux de Leontiev (1979) : toute
activité est motivée (niveau 1) et peut étre interprétée en actions explicitement reliées a son
but (niveau 2). Les actions peuvent étre vues comme médiatisées par certaines opérations
conditionnees par des circonstances dominantes et des contraintes (niveau 3). Ce cadre met en
lumiere les maniéres dont les activités peuvent vraiment différer selon les deux cultures
impliquées, celles des enseignants et celles des éléves.

Dans I’exemple considéré, les actions des enseignants comportaient le choix des taches et des
questions d’investigation, avec comme objectif I’engagement des étudiants, 1’exploration puis
le dépassement d’un point de vue procédural des mathématiques. L’utilisation de Geogebra,
avait pour objectif de fournir un autre environnement pour représenter les fonctions, offrant
des méthodes de visualisation et permettant d’enrichir les perceptions des propriétés des
fonctions et de leurs relations. Les actions des étudiants consistaient a participer au module :
assister aux cours et aux groupes tutoriels ; utiliser le systeme LEARNVLE et des textes
mathématiques divers ; les buts pouvaient inclure I’intention d’assister aux cours — parce que
c’est la qu’on peut récupérer ce dont on a besoin pour passer I’examen ; vouloir savoir ce
qu’il faut faire et comment ; vouloir faire le minimum de travail pour passer 1I’examen, etc.
Ainsi le contraste entre les actions et les buts respectivement des enseignants et des étudiants
révele des différences clefs dans les cultures en présence, mettant en jeu les manieres dont les
uns et les autres percoivent les questions d’enseignement et d’apprentissage des
mathématiques.

4. Conclusion : Utilisation et impact des recherches dans les deux contextes

Malgré les différences entre les approches, il y a malheureusement un grand point commun :
la non reprise des recherches en didactique ou en mathematics education par les décideurs
(Jaworski & Robert, 2018). Méme si on peut évoquer le fait que les recherches sont souvent
qualitatives, dispersées, dépendant fortement des contextes, on pourrait chercher des
perspectives unificatrices a partir de ce qui est fait. Il s’agirait alors de dégager ce qui est
commun dans les résultats ou les démarches, comme 1I’importance de la prise en compte des
déroulements pour comprendre ce qui se passe dans la classe et les apprentissages possibles.
Les travaux comparés dans les symposiums ont aussi révélé la qualité des formations par co-
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développement (didacticiens / enseignants). Ils ont pu aussi présenter des exemples analogues
de dispositifs favorables.
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Résumé

Le cadre didactique de I’évaluation qui sera présenté a été congu pour penser et analyser les
“faits évaluatifs” (Chevallard, 1986) en conjuguant savoirs scientifiques en évaluation (dans la
diversité des champs scientifiques concernés) et savoirs didactiques. Il prend en compte a la
fois des contenus disciplinaires et des réalités professionnelles permettant de définir une
nouvelle approche scientifique de 1’évaluation, plus didactique et volontairement ancrée dans
la réalité des pratiques en classe. Ce cadre s’articule autour de deux axes d’analyse des pratiques
d’évaluation en mathématiques, 1’un focalisé sur les épisodes évaluatifs proposés aux éléves et
’autre structuré par la “logique évaluative” des professeur-e-s. Dans ces actes nous reviendrons
sur quelques travaux francais sur 1’évaluation en mathématiques qui nous semblent importants
de rappeler pour introduire notre approche. Une recherche en cours menée au sein du réseau
RE.S.E.I.LD.A sera également présentée. Cette recherche vise d’une part a éprouver les
potentialités et les limites du cadre présenté en le confrontant a une autre discipline scientifique
(SVT) et un autre pays (Suisse), et d’autre part a étudier dans quelle mesure les pratiques
d’évaluation peuvent contribuer a la production d’inégalités scolaires.

Mots clés
Episode évaluatif, pratiques d’évaluation, jugements, mathématiques, didactique

Dans les actes ARDM de 2015, Antoine Bodin avait interpellé la communauté des
didacticien-nes en posant plusieurs questions et notamment : a terme, 1’évaluation est-elle
soluble dans la didactique ? I’évaluation doit-elle intéresser la recherche en didactique des
mathématiques ? Le cadre présenté dans les actes de 2019 vise a tenter de répondre a ces
interrogations qui, 4 ans plus tard, gardent toute leur pertinence.

Dans un premier temps, nous rendrons compte de travaux ayant ouvert la voie a une approche
didactique de 1’évaluation, puis dans un deuxiéme temps nous présenterons le cadre didactique
que nous avons développé pour étudier les pratiques d’évaluation des professeur-es en
mathématiques. Un troisieme temps sera consacré a une étude de cas traité a partir du cadre
présenté.
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|. TRAVAUX AUTOUR DE L’EVALUATION EN MATHEMATIQUES

Dans les années 1990 des ouvrages trés intéressants ont été publiés autour de 1’évaluation en
mathématiques (Leder, 1992 ; Niss, 1993 ; Van Den Heuvel-Panuizen, 1996), mais aucun ne
concernait la France. En France, au-dela des travaux de Chevallard et Feldman qui datent de
1986, c’est incontestablement Antoine Bodin qui s’est le premier emparé des questions
d’évaluation en mathématiques et qui les a le plus étudiées. En 1987, dans le cadre de I’APMEP
(Association des Professeur-e's de mathématiques de 1’Enseignement Public), il a créé un
observatoire de 1’enseignement des mathématiques (EVAPM), chargé de recueillir et
d’analyser des informations sur les conditions d’enseignement et sur 1’état des acquis des éleves
en mathématiques, de fagon continue, en France. Mais c’est surtout autour des évaluations
standardisées, notamment PISA et TIMSS, que Bodin a apporté sa contribution principale, suivi
depuis par d’autres chercheur-es en didactique des mathématiques (Grapin, Roditi) et en
didactique des sciences (De Hosson, Décamp).

1. Autour des évaluations standardisées

Dans un article datant de 2006 autour des évaluations du PISA, Bodin a presenté les cadres
théoriques sur lesquels s’appuient les évaluations standardisées telles PISA, ainsi que leur
évolution. Il s’est intéressé a leur validité et a la signification qu’il convenait de donner aux
résultats produits dans ces enquétes dans un contexte frangais. Dans sa conclusion, il invitait
les chercheurs en didactiques des mathématiques a mener des recherches complémentaires sur
ce type d’évaluation.

Cette invitation a été entendue puisque depuis, des réflexions théoriques (Artigue & Winslaw,
2010), des theses (Rumino-Vergara, 2014 ; Grapin, 2015 ; Chanudet, 2019) et des analyses
(Sayac & Grapin, 2015 ; Roditi & Salles, 2015, Martinez & Roditi, 2017 ; Grapin & Bodin,
2016, 2018) d’évaluations standardisées (PISA, TIMSS, CEDRE, SIMCE?) ont été produites
par des didacticien-nes des mathématiques. Ces travaux mobilisant des outils et des concepts
didactiques permettent une analyse plus fine des savoirs mathématiques évalués dans les
différents types d’évaluation a partir de la prise en compte de parametres epistémiques et
institutionnels éprouvant leur validité. A I’heure ou les évaluations standardisées prennent une
place de plus en plus importante dans les systémes scolaires et les politiques éducatives des
pays (cf. le développement depuis 3 ans d’évaluations nationales en CP, CEIl, Sixiéme, en
France), il est indispensable de pouvoir considérer dans quelle mesure elles peuvent réellement
contribuer a rendre compte des acquis des éleves francais en mathématiques, voire a les
améliorer, quelle confiance accorder a leurs résultats en fonction de leurs différentes
caractéristiques (visée, forme, contenu, recouvrement curriculaire, etc.) et quels usages les
professeurs pourraient en faire dans leur(s) classe(s).

! Systeme de Mesure de la Qualité de I'Education.
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2. Autour des évaluations sommatives et formatives

La question des évaluations de classe est généralement posée en termes de fonctions de
I’évaluation (diagnostique, sommative, formative, formatrice, etc.). Cette entrée par les
fonctions des évaluations ne satisfait pas et nous souhaitons la dépasser (voir plus loin).
Néanmoins, des travaux autour des évaluations sommatives et formatives méritent d’étre cités
dans cette présentation car ils s’inscrivent clairement dans une approche didactique de
I’évaluation et apportent un éclairage spécifique sur des « faits évaluatifs » (Chevallard, 1986).

Evaluation sommative

Dans la deuxiéme partie de leur note sur 1’évaluation, Chevallard & Feldman (1986) ont étudié
finement a la fois les épreuves de controles d’un échantillon de professeur-e's de
mathématiques enseignant en college et a la fois les fluctuations des notes des éleves d’une
classe. Cette ¢étude a permis d’illustrer la négociation didactique en jeu dans ce type
d’évaluation, mais aussi de définir des trajectoires d’éléves au cours d’un trimestre.

Dans sa theése, Coppé (1993) s’est intéressée a I’évaluation a partir d’une entrée singulicre,
centrée sur les éleves. Elle a étudié les processus de Vérifications que développent les éléves
lorsqu’ils sont en situation de devoirs surveillés en mathématiques, ce qui était pour le moins
novateur et instructif pour une étude portant sur des évaluations sommatives.

Horoks (2006) et Chesnais (2009) se sont également intéressées aux évaluations sommatives,
mais dans une approche davantage outil qu’objet puisqu’elles ont toutes deux étudié les
contr6les comme un moyen de renseignement sur les connaissances acquises par les eleves en
fin de séquence sur les triangles semblables en 2" pour Horoks et sur la symétrie axiale en 6™
pour Chesnais.

De notre c6té, nous avons étudié les évaluations sommatives données en mathématiques par un
¢chantillon de 25 professeurs des écoles a partir d’un outil développé pour analyser les taches
de I’évaluation nationale CEDRE 2008 en mathématiques (Sayac & Grapin, 2015). Cet outil
nous a permis de realiser que les taches données par ces professeurs étaient, dans une grande
majorité, d’un faible niveau de complexité et de compétence, et qu’elles correspondaient
presque exclusivement a des taches que les éléves avaient réalisées lors des séances ayant
précédeé les évaluations sommatives étudiées. Ce constat rejoint le principe de “WYTIWYG”
(What you teach is what you get) évoqué par Kenneth Ruthven dans un article publié en 1994
dans Educational Studies in Mathematics. Il fait également écho a la crainte « d’écrasement des
objectifs sur I’évaluation » que Brousseau avait tres tot exprimée et que Bodin avait rappelée
dans les actes ARDM de 2015.

Evaluation formative

Du c6té de 1’évaluation formative qui intéresse légitimement les didacticien-nes car ce type
d’évaluation est intégrée aux processus d’apprentissages, nous avons plus particulierement
retenu les travaux récents de :

- Coppé qui s’intéresse a la place, la fonction et la nature de 1’évaluation formative dans les
pratiques de classe en mathématiques et qui s’interroge sur la nécessité a laquelle ce type
d’évaluation peut correspondre dans le cours d’une étude (projet ASSIST-ME).

- Aldon qui étudie les potentialités des technologies pour la mise en place de stratégies
d'évaluation formative, dans le cadre du projet européen FaSMEd (Formative Assessment
for Science and Maths Education).
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- Roditi et Kiwan qui étudient I’évaluation formative en classe de mathématiques et plus
particulierement la notion de feedback, en lien avec les interactions professeur-es/éléves
durant les séances.

- Horoks, Pilet et Haspékian qui s’intéressent a 1’évaluation formative en algébre élémentaire
et étudient les pratiques évaluatives des professeur-es au college dans le cadre de leur LEA
Pécanumeli.

L’entrée par 1’évaluation formative a le mérite de donner accés a 1’évaluation telle qu’elle se

pratique (ordinairement ou expérimentalement) dans les classes et permet d’étudier les

pratiques évaluatives de professeur-es qui font, dans les faits, ’objet de peu de travaux (Mons,

2014).

3. Autour des pratiques d’évaluation

En 1992, dans son livre intitulé “Assessment and learning of Mathematics” Gilah Leder a
rassemblé des contributions s’intéressant aux liens entre apprentissages mathématiques des
éléves et méthodes d’enseignement et d’évaluation dans différents pays (Australie, Etats-Unis,
Pays-Bas et Royaume Uni). Dans cet ouvrage, plusieurs chercheur-es se sont intéressé-es aux
effets de la perception qu’ont les enseignant-es de leur role dans les apprentissages
mathématiques des éléves et a I’influence des contextes sociaux sur les pratiques
d’enseignement et d’évaluation des professeur-es. En 1993, suite a la sixieme étude ICMI
(International Commission on Mathematical Instruction) portant sur “Assessment in
Mathematics Education and Its Effects”, Mogens Niss a coordonné la publication de deux
ouvrages autour de I’évaluation en mathématiques. Le premier “Cases of Assessment in
Mathematics Education” présente des études de cas d’évaluation dans différents pays (Espagne,
Chine, Caraibe, pays arabes, Etats-Unis, Royaume uni, Norvége, Danemark, Pays-Bas,
Australie) alors que le second “Investigations into Assessment in Mathematics Education”
propose davantage une analyse de 1’évaluation en mathématiques et de ses effets a partir de
différentes approches (historique, psychologique, sociologique, épistémologique, idéologique
et politique). Dans ces deux ouvrages de nombreux chercheur-es ont dressé un portrait
désastreux des pratiques évaluatives dans leur pays. Au-dela de ces travaux datant d’il y a plus
de vingt ans et menés hors de France, nous n’avons pas connaissance de travaux ayant porté
sur les pratiques d’évaluation en mathématiques et en France.

Dans sa these, Vantourout (2004) s’est bien intéressé aux compétences évaluatives de
professeur-es des premier et second degré en mathématiques, mais a partir de situations
“simulées” d’évaluation formative. Il a montré que des jugements évaluatifs, apparemment
identiques, peuvent en fait reposer sur une grande diversité de connaissances et de processus et
que les connaissances disciplinaires des professeur-es jouent un rdle essentiel dans la qualité
des jugements émis.

A partir de 2013, nous nous sommes intéressée aux pratiques évaluatives des enseignant-es du
primaire en mathématiques que nous avons étudiées dans le cadre de recherches collaboratives
(2015, 2017), plus adaptées a 1’étude de ces pratiques spécifiques. Ces travaux, menés dans la
réalité de classes ordinaires et pour certains en REP, ont permis de témoigner de la grande
diversité des évaluations en mathématiques proposées aux éleves de 1’école primaire et de leurs
usages tres variés selon les professeur-es. lls ont également montré a quel point les pratiques
de ces professeur-es sont peu construites professionnellement et concues majoritairement de
manicre individuelle, a partir d’une grande diversité de ressources (sites Internet, manuels
divers, manuel de la classe, etc.).
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Ces travaux et la nécessité de prendre en compte des facteurs contextuels et individuels pour
analyser plus finement les pratiques d’évaluation des professeur-es en mathématiques nous ont
amenée a élaborer le cadre didactique de I’évaluation et de ces pratiques que nous allons, a
présent, décrire.

Il. APPROCHE DIDACTIQUE DES PRATIQUES D’EVALUATION

1. Positionnement théorique

Lorsque nous avons commencé a nous intéresser a 1’évaluation, nous avons naturellement
exploré les différents travaux disponibles pouvant nous éclairer sur cette problématique peu
traitée en didactique des mathématiques. Nous avons alors fait le constat que I’approche
scientifique développée en Sciences de 1’éducation pour étudier les questions d’évaluation
(externe, de classe, de pratiques, etc.) était, certes, extrémement riche et fructueuse, mais qu’elle
n’¢était pas suffisante quand des contenus mathématiques étaient en jeu. Parallelement, nous
avons constaté que 1’approche didactique n’était pas totalement satisfaisante quand elle ne
prenait pas en compte des résultats cruciaux développés en Sciences de 1’éducation, notamment
les dimensions psycho-cognitives ou psycho-sociales qui interférent dans les relations
enseignant-e/éleves. En effet, les didacticien-nes qui s'intéressent a 1’évaluation utilisent
souvent a minima les concepts de 1’évaluation développés en Science de 1’éducation
principalement en tant qu’outils au service de leurs objets d’étude habituels (savoir spécifique
comme 1’algebre, pratiques enseignantes, etc.). D’un autre c6té, les chercheur-es en Sciences
de I'éducation qui étudient des évaluations en mathématiques n’exploitent souvent qu’en
surface les savoirs en jeu et ignorent généralement les concepts et méthodes développés en
didactique des mathématiques qui leur permettraient d’analyser plus finement leurs données.
Le cadre que nous proposons a €té congu pour penser et analyser les “faits évaluatifs”
(Chevallard, 1986) en conjuguant efficacement savoirs scientifiques en évaluation (dans la
diversité des champs scientifiques concernés) et savoirs didactiques. Il se caractérise par
différents positionnements :

- Les travaux en Sciences de 1’éducation sur 1’évaluation explorant les liens entre évaluation et
apprentissages des éleves sont principalement axés sur les différentes fonctions de I’évaluation.
Un courant fort autour de 1’évaluation formative (Formative Assessment ou Assessment For
Learning) et de la régulation des apprentissages s’est développé a travers le monde. Ce courant
promeut des formes d’évaluation qui se retrouvent dans de nombreux curricula (Canada,
Angleterre, Portugal, etc.). En France, on ne trouve pas explicitement d’injonctions
institutionnelles exprimées en termes d’évaluation formative, mais les nouveaux programmes
de 2015 ont été congus autour de principes qui s’y réfeérent indirectement (on y parle
d’évaluation positive, bienveillante, constructive, etc.). Les professeur-es sont tous capables de
distinguer théoriquement les différentes fonctions de 1’évaluation (certificative, formative,
diagnostique), mais ils ou elles sont souvent peu outillé-es et peu formé-es pour mettre en place
formellement d’autres formes d’évaluation que les évaluations sommatives qui leur permettent
de remplir leur “mission” d’évaluation (remplir des livrets, rendre compte de niveaux de
connaissances des éléves, etc.). Bodin a d’ailleurs précisé dans les actes ARDM de 2015 que
« I’évaluation dite formative est souvent devenue [’alibi pour une évaluation permanente de
nature plutét sommative ». Nous considérons que ces fonctions ne doivent pas étre au cceur
d’un cadre didactique de 1I’évaluation car d’une part, elles enferment 1’évaluation dans des
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catégories distinctes qui ne le sont pas forcément dans la réalité des pratiques de classe et que
d’autre part, elles peuvent amener les professeur-es a concevoir/penser 1’évaluation comme
disjointe des processus d’enseignement et d’apprentissage’. Le cadre didactique de
I’évaluation que nous proposons ne retient donc pas une entrée par les différentes
fonctions de I’évaluation.

- Pour étudier les pratiques d’évaluation des professeur-es en mathématiques, la double
approche de Robert et Rogalski (2002) est adaptée puisqu’elle permet de prendre en compte, a
la fois cette activité spécifique des professeur-es (Roditi, 2011) et a la fois les apprentissages
des éléves qui sont au cceur de toute évaluation. Néanmoins, elle ne suffit pas toujours a rendre
compte, pour tous les acteurs et actrices concerné-es, de ce qui se joue autour de 1’évaluation
dans la réalité des pratiques de classe. Elle ne permet pas d’étudier, avec une égale pertinence,
les différents moments d’évaluation dans la diversité de leur nature et de leur réalisation dans
les classes. D’autre part, méme si la composante personnelle est bien présente dans ce cadre,
elle n’est pas suffisamment prise en compte pour analyser les pratiques d’évaluation des
enseignant-es alors que de nombreux travaux en Sciences de 1’éducation et en Math Education
ont montré I'importance de la prise en compte des facteurs personnels dans 1’activité
d’évaluation. Elle ne permet pas non plus de prendre en compte les pratiques de notation qui
jouent pourtant un réle important dans la négociation didactique liée a 1’évaluation (Chevallard,
1986). Le cadre didactique de I’évaluation que nous proposons s’inscrit dans la continuité
des travaux de Robert et Rogalski (2002) et de Roditi (2011) sur les pratiques
enseignantes, mais il intégre des éléments développés dans d’autres cadres et accorde une
place importante a la dimension personnelle des pratiques d’évaluation.

- Ce cadre prend en compte a la fois des contenus disciplinaires et a la fois des réalités
professionnelles permettant de définir une nouvelle approche scientifique de 1I’évaluation,
plus didactique et volontairement ancrée dans la réalité des pratiques en classe. Les
notions d’épisode évaluatif, de contrat didactique en évaluation et de jugement professionnel et
didactique en évaluation qui s’inscrivent dans la “logique évaluative” d’un-e professeur-e sont
au ceeur de ce cadre. Elles permettent d’inscrire pleinement 1’évaluation dans les processus
d’enseignement et d’apprentissages tout en prenant en compte les acteurs et actrices principales
que sont les professeur-es et les éléves. Nous allons, a présent, développer ces notions-clé de
notre cadre.

2. Les épisodes évaluatifs

Pour étudier 1’évaluation dans un cadre didactique, nous avons développé le concept d’épisode
evaluatif qui permet d’appréhender 1’évaluation en mathématiques sous toutes ses formes et au-
dela de ses fonctions. Un épisode évaluatif correspond a un moment de 1’enseignement durant
lequel I’enseignant-e se met/est en capacité, de maniére formelle ou informelle, de porter des
jugements sur I’état de connaissance de ses €léves par rapport a un savoir ou savoir-faire prescrit
ou enseigné.

Pour étudier un épisode évaluatif, il convient de prendre en compte le moment ou il est proposé
(ce qui permet de dépasser 1’entrée par les fonctions), mais aussi les taches évaluatives qui le

2 Wiliam (2000) a clairement dénoncé cela en expliquant comment 1’étiquetage des différentes fonctions de
I’évaluation avait participé a opposer évaluation et apprentissages.
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constituent (analyse a priori et a posteriori des taches a partir des productions des €léves) ainsi
que la gestion que 1’enseignant-e en fait et le contrat didactique qui lui est associé. En effet,
chaque épisode évaluatif intégre des dimensions de jugements et de régulation qui dépendent
de la gestion adoptée par I’enseignant-e. Le contrat didactique qui lie professeur-e et éléves a
propos du savoir est spécifique a chaque épisode évaluatif. 1l intégre des dimensions de
communication, de pouvoir et de négociation didactiques, ¢’est pourquoi nous le désignons par
contrat didactique en évaluation. C’est un contrat qui peut s’apparenter a un mésocontrat
didactique (Perrin-Glorian & Hersant, 2003) et qui permet de considérer ce qui se joue, pour
les éléves et pour I’enseignant-e, dans un épisode évaluatif donné. L’explicitation d’un tel
contrat est un enjeu didactique pour penser et concevoir une évaluation “pour apprendre”
(Assessment for Learning).

Pour chaque épisode évaluatif, il convient donc de considérer le contrat didactique en
¢évaluation en jeu car ce contrat n’est pas sans incidence sur la fagon dont 1’éléve va étre amené-e
a percevoir cette évaluation et produire une réponse, mais aussi la fagon dont 1’enseignant-e va
en tenir compte pour réguler son enseignement ou pour rendre compte des apprentissages des
¢léves. Selon la nature de 1’épisode évaluatif considéré, le contrat didactique en jeu peut étre
différent, aussi bien pour 1’enseignant-e que pour chaque éléve (prise en compte de dimensions
psycho-cognitives ou psycho-sociales coté éléves et coté enseignant-e).

- Un épisode évaluatif est donc caractérisé par : le moment ou il est proposé, son contenu,
sa gestion et le contrat didactique qui lui est associe.

Dans les travaux en sciences de 1’éducation, le concept de validité occupe une place importante

et ne peut donc étre absent d’un cadre didactique de 1I’évaluation. Notre approche de la validité

combine donc différentes orientations®, en y ajoutant les validités curriculaire et pédagogique

que distingue De Landsheere (1988) pour dégager une validité didactique adaptée aux épisodes

évaluatifs et donc aux évaluations de classe. Ainsi, dans le cadre didactique de 1’évaluation que

nous proposons, la validité d’un épisode évaluatif est éprouvée a partir :

- d’éléments liés aux dimensions épistémo-didactique et/ou curriculaire du savoir en jeu dans
I’épisode.

- d’¢léments liés a la gestion de cet épisode par 1’enseignant-e.

Pour qu’un épisode évaluatif soit valide, il faut donc a la fois qu’il s’inscrive dans le processus

didactique en cours c’est-a-dire que 1’enseignant-e¢ lui attribue un role spécifique dans le

processus d’enseignement, que les tiches qui lui sont associées soient suffisamment variées et

représentatives du théme et a la fois qu’il soit géré de maniére a permettre aux éleves

“d’apprendre” au cours de cet épisode évaluatif. Nous entendons par la qu’il faut que

I’enseignant-e le considére comme un outil au service des apprentissages des éleves.

Les points suivants concourent a 1’édification de preuves de la validité d’un ou de plusieurs

épisodes évaluatifs :

3 Pour certain-es chercheur-es (Moss, 2003 ; Kane, 2006 ; Cizeck, 2009) s’inscrivant dans la continuité des travaux
de Messick (1989, 1995), la validité se congoit en lien avec la qualité du jugement ou de ’interprétation émis a
partir des réponses des éléves. Pour d’autres, la validité se concoit telle que définie par De Ketele et Roegiers
(1993) qui considerent qu’une évaluation est valide si elle évalue bien ce qu’elle prétend évaluer. Nous prenons
également en compte le point de vue de chercheures comme Brookhart (2003) ou Rémond (2006) qui estiment
que les criteres de validité doivent porter sur les conditions qui permettent de rendre 1’évaluation utile du point de
vue des apprentissages des ¢éléves.
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- Le recouvrement des taches évaluatives aussi bien du point de vue curriculaire que du point
de I'univers de référence didactique.

- La cohérence des taches entre elles, au-dela de ce recouvrement. Nous entendons par la que
les taches doivent constituer un tout cohérent du point de vue du savoir a évaluer (cf. la validité
épistémo-didactique de Grapin 2015 ou Grugeon-Allys & Grapin 2016) et de celui de I’activité
des éléves.

- Les différents niveaux de complexité de ces taches, déterminés a partir d’outils didactiques
(tels les niveaux de mise en fonctionnement des connaissances, les changements de cadres, les
relations entre les registres de représentations sémiotiques, etc.) doivent permettre de rendre
compte, finement, de ce que les éléves ont acquis en termes de connaissances, de savoirs et de
compétences.

L’étude des épisodes évaluatifs n’a de sens qu’a travers une étude plus globale des pratiques
évaluatives des enseignant-e-s en mathématiques. Comment les congoivent-ils-elles ?
Comment sont-ils intégrés dans les processus d’enseignement ? Quelle négociation didactique
engendrent-ils ? etc. Ces questions sont fondamentales pour comprendre ce qui se joue du point
de vue des apprentissages des ¢€léves dans les moments d’évaluations qui ponctuent une
séquence d’enseignement, ¢’est pourquoi nous proposons de les prendre en compte dans 1’étude
de la logique évaluative des enseignant-es.

3. Lalogique évaluative

Concernant les pratiques d’évaluation en mathématiques, nous considérons que c’est
I’ensemble des épisodes évaluatifs proposés qui constituent, en s’articulant les uns aux
autres a partir d’une logique intégrant des dimensions personnelles, institutionnelles et

professionnelles, les pratiques d’évaluation en mathématiques d’un-e professeur-e.

Le cadre que nous proposons articule deux axes d’analyse des pratiques d’évaluation en
mathématiques, un axe focalisé sur les épisodes évaluatifs proposés aux éléves et un axe centré
sur la “logique évaluative” d’un-e professeur-e.

La “logique évaluative” d’un-e professeur-e est appréhendée a partir d’indicateurs retenus pour
permettre de décrire cette logique personnelle activée lors des moments d’évaluation. Ces
indicateurs sont :

- laconception (au sens design) des différents épisodes évaluatifs qui ponctuent I’étude d’un
savoir mathématique, ¢’est-a-dire la fagon dont les professeur-es les congoivent (ressources
utilisées, documents évaluatifs, méthodes).

- le jugement professionnel et didactique en évaluation (JPDE) de I’enseignant-e. Ce
jugement s’appuie sur les travaux développés en Sciences de 1’éducation sur le jugement
professionnel en évaluation (Mottier Lopez & Allal, 2008 ; Tessaro, 2013), mais il est
spécifié aux mathématiques et intégre des notions développées en didactique des
mathématiques telle que la vigilance didactique (Pézard, 2010). Il dépend :

o des connaissances mathématiques et didactiques des professeur-es,
o des connaissances professionnelles : analyser les réponses des éleves, les intégrer
au processus didactique et effectuer un retour constructif a I’¢léve, etc.
o de facteurs individuels : croyances et représentations sur les apprentissages, sur
I’évaluation, expériences évaluatives personnelles ou professionnelles.
Le jugement professionnel et didactique en évaluation des professeur-es est activé lorsque
qu’ils ou elles doivent :
o émettre un avis sur 1’état des connaissances mathématiques de leurs éléves,
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o articuler les différents moments de 1I’étude entre eux (notamment intégrer les épisodes
évaluatifs aux autres moments de 1’étude),
o gérer les épisodes évaluatifs de maniére a favoriser les apprentissages de leurs éléves.

- La notation adoptée par I’enseignant-e¢ pour rendre compte des acquis de ses éléves ou
attribuer des échecs (Chevallard, 1988). Elle est li¢e au contrat didactique en évaluation par
la dimension de négociation qu’elle génere et par son incidence sur les réponses des éléves
(stratégies, vérifications, “course au 20”). La notation est également en lien avec le
jugement professionnel et didactique en évaluation dans la mesure ou elle résulte des
jugements émis par les professeur-es. Chevallard (1989) percevait d’ailleurs la notation
comme |’énonciation d’un jugement qu’il considérait comme une “passion institutionnelle”.
Elle est en quelque sorte une traduction institutionnelle et publique de ce jugement, méme
si elle n’est pas sans risque (Pluvinage, 1979) et qu’elle n’en est qu’une facette (Bressoux
& Pansu, 2003).

Nous avons retenu ces trois entrées pour leur pertinence dans 1’étude de ce qui se joue en termes
d’apprentissages des éléves lors des différents épisodes évaluatifs, mais aussi pour les
perspectives qu’elles offrent, en formation, pour faire évoluer les pratiques d’évaluation des
professeur-es en mathématiques.

- La logique évaluative d’un-e enseignant-e peut étre appréhendée a partir : de I’étude
de la conception des évaluations (mode, ressources), du jugement professionnel et
didactique en évaluation de ID’enseignant-e (connaissances professionnelles,
mathématiques et didactiques, facteurs personnels) et de la notation qu’il ou elle adopte.

Le schéma ci-dessous synthétise les eléments constituant le cadre didactique que nous avons
développé pour appréhender les pratiques d’évaluation des professeur-es en/de mathématiques.

[ PRATIQUES D’EVALUATION ]

[ Episodes évaluatifs }ﬁ Logique évaluative ]
S

formels/informels :

Moments : Taches : A Conception Jugement Notation :

- En début d’étude - Complexité Gestion : des documents professionnel et Lien CDE

- En cours d’étude - Recouvrement | ~ Régulation évalnatifs : didactique en ] L}en JPDE

_FEn fin d’étude Y - Jugements - Ressources évaluation : -en

- Validité - Méthodes - Connaissances - Course au 20
didactiques,
Contrat didactique en Evaluation mathématiques,

professionnelles

[

- Facteurs individuels

Figure 1: schéma relatif au cadre didactique de I'évaluation et de ses pratiques

I1l. UNE RECHERCHE EN COURS

Dans le cadre d’une recherche menée avec des chercheur-es francais-es et suisses au sein du
réseau RE.S.E.I.D.A (Recherches sur la Socialisation, I'Enseignement, les Inégalités et les
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Différenciations dans les Apprentissages), nous avons éprouvé notre cadre pour étudier les
pratiques d’évaluation d’une professeure des écoles enseignant en CM2 (Caroline), dans une
école de Seine-Saint-Denis. Pour ce faire, nous avons choisi de nous focaliser sur une séquence
d’enseignement relative aux fractions proposée par Caroline en début d’année a ses €leves.
Nous avons récolté plusieurs types de données :

- Les 8 séances constituant la séquence ont toute ét¢ filmées, doublées d’un enregistrement
audio du discours de Caroline.

- Les cahiers des éleves correspondant a la séquence ont été photocopiés, ainsi que les
productions corrigées de 1’évaluation finale.

- Un entretien ante a été réalisé en amont de 1’étude afin de récolter des données personnelles
et professionnelles de Caroline a partir de questions relatives a sa pratique d’évaluation, a
ses croyances et représentations sur les apprentissages et 1’évaluation, a sa maniere de noter,
etc.

- Un entretien post mené selon la méthode du Think-aloud (Charters, 2003) lors de la
correction des productions des éléves a I’évaluation finale.

Nous avons repéré et étudié les épisodes évaluatifs présents dans chacune des séances et

caractérise la logique évaluative de cette enseignante a partir de différents éléments (entretiens,

étude des copies corrigées des éléves, jugements émis au cours des seances, etc.).

Nous avons détaillé 1’étude de cette séquence dans un article (a paraitre) dans la revue RDM.

Nous proposons, pour les actes du seminaire, une synthése de cette étude a partir des deux axes

d’analyse des pratiques d’évaluation de notre cadre.

Au niveau des épisodes évaluatifs :

La pratique évaluative de Caroline se caractérise par une prépondérance d’épisodes évaluatifs
avec jugements furtifs®, sans trace proposés au cours de la séquence. Les taches proposées
durant ces épisodes sont d’une complexité variée et recouvrent globalement le domaine li¢ aux
fractions, méme si les fractions proposées sont majoritairement inférieures a 1, ce qui ne permet
pas d’appréhender pleinement la notion de fraction. En dehors de 1’évaluation finale, des
jugements évaluatifs appuyés sont réservés a quelques éléves, toujours les mémes. Ces éleves
sont identifiés par l’enseignante comme ¢étant en difficulté (pour 2 d’entre elles), ou
potentiellement en difficulté (pour 1 éléve). De rares épisodes donnent lieu a des traces écrites
de jugements sur le cahier du jour ou sur 1’évaluation finale.

La régulation proposée est majoritairement interactive (Allal, 1988) et s’appuie sur les erreurs
ou difficultés repérées pour les trois ¢léves jouant un role central dans I’avancée du temps
didactique. Le contrat didactique attaché aux épisodes évaluatifs furtifs avec ou sans trace
autorise les éleves a montrer leurs erreurs et a exposer leurs procédures (méme si Caroline ne
les exploite pas forcément), mais pas a poser des questions. Les éléves s’y sont (sentis) autorisés
seulement lors de la séance dédiée a la préparation de I’évaluation finale. Le contrat didactique
attaché a cette évaluation s’apparente a celui proposé dans le dispositif évaluatif de ’'EPCC
(Antibi, 2014), mais il n’est pas respecté par ’enseignante dans la mesure ou les tiches
proposées dans 1’évaluation finale sont plus complexes® que celles proposées lors de la séance
de préparation a cette évaluation.

# Nous avons qualifié les jugements évaluatifs de « furtifs » lorsque qu’ils provenaient de bréves observations (par
exemple lorsque la professeure passait rapidement dans les rangs pour regarder ce qu’avaient fait les éléves ou
lorsqu’elle leur demandait de présenter sur 1’ardoise leurs résultats ou de lever la main pour indiquer qui avait
réussi). Nous les avons qualifiés d’« appuyeés » lorsqu’ils résultaient d’une observation plus fine (temps d’arrét sur
le travail d’un éléve pendant la séance, correction des productions des éléves). Nous avons rajouté "avec trace" ou
"sans trace" pour indiquer dans quelle mesure la professeure avait gardé des traces de ses jugements évaluatifs,
par exemple en annotant certains exercices dans le cahier du jour ou en corrigeant I’évaluation finale.

° Dans un des exercices du test « révision » issu du manuel Capmaths, la bande-unité mesure 9 cm et les bandes
A, B et C représentent respectivement 2/3, 4/3 et 1/3 de cette bande-unité. Dans le test « évaluation » la bande-
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Au niveau de la logique évaluative :

Caroline s’appuie sur le manuel CapMaths pour la majorité des documents évaluatifs supports
des épisodes évaluatifs proposés. Les seuls documents élaborés en dehors de ce manuel
témoignent de carences didactiques.

Les séances proposées par Caroline sont exclusivement constituées d’épisodes évaluatifs qui
s’enchalnent les uns a la suite des autres, sans réelle institutionnalisation, si ce n’est des
moments qui pourraient s’y apparenter, mais qui restent trés contextualisés. L’avancée du temps
didactique est rythmée par les explications données a toute la classe a partir d’erreurs repérées
chez quelques éléves (toujours les mémes). Les jugements furtifs que Caroline portent sur les
connaissances de ses éléves produisent des régulations qui sont dépendantes de ses
connaissances didactiques peu développées®. Ces jugements concernent, dans la majorité des
séances étudiées, une minorité d’éléves identifiés par Caroline comme étant en grande difficulté
(3 plus spécifiqguement), ce qui signifie que les autres éléves, qui constituent la majorité de la
classe, ne bénéficient pas de jugements permettant a I’enseignante de connaitre leurs acquis ou
leurs difficultés et qui pourraient produire une régulation adaptée a leurs besoins. Nous avons
¢galement noté que la responsabilité de la régulation est souvent déléguée aux €léves. C’est a
eux de décider s’ils savent, comprennent, font comme il faut (« pour ceux qui ont compris.... »,
« pour ceux qui ont du mal.... ».

Les croyances et représentations de Caroline sur les apprentissages’ I’aménent a centrer son
enseignement sur les difficultés repérées chez quelques éleves en particulier (toujours les
mémes) et ont un impact sur le type de régulations proposées.

La notation adoptée par Caroline est différente selon les travaux considérés. Elle témoigne de
jugements arbitraires et de multiples ambiguités ou incohérences évaluatives (Sayac & Ploye,
soumis).

CONCLUSION

Le cadre didactique de 1’évaluation que nous avons développé vise a analyser les pratiques
d’évaluation en mathématiques en prenant en compte a la fois des parametres institutionnels
(programmes scolaires, prescriptions), sociaux (contexte de la classe, des établissements, etc.)
et personnels (croyances et connaissances diverses de 1’enseignant-e) et des parameétres liés au
savoir en jeu dans les différents moments d’évaluation proposés par les enseignant-es dans
leur(s) classe(s). Les deux axes qui structurent ce cadre didactique, parce qu’ils prennent en
compte a la fois des contenus disciplinaires et a la fois des réalités professionnelles, permettent
de définir une nouvelle approche scientifique de I’évaluation, plus didactique et volontairement
ancrée dans la réalité des pratiques en classe.

unité proposée par CL mesure 11,5 cm et les bandes A et B respectivement 5,75 cm, 15,5 cm ce qui correspond
approximativement aux fractions 1/2 et 4/3. Concernant la bande C aucune fraction simple ne correspond aux 9,75
cm de la bande C proposée. Les procédures des éleves sont donc restreintes au pliage dans le TS.

& Caroline revendique elle-méme avoir des difficultés en mathématiques et rencontrer des problémes pour
enseigner cette discipline. Elle a donc fait le choix de suivre la progression du manuel Capmaths qui est reconnu
« par la communauté » et a laquelle elle adhere.

7 Les apprentissages se font par étapes, du simple au complexe. Il y aurait deux types de population dans la ville
ou elle enseigne : des ¢éléves qui bénéficient d’un environnement familial stimulant et propice aux apprentissages
scolaires et d’autres pour qui I’environnement familial est moins favorable, voire génant.
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Nous éprouvons ce cadre dans une recherche en cours dans laquelle sont également engagé-es
des chercheur-es en sciences de 1’éducation, en sciences du langage et en approche clinique
d’orientation psychanalytique qui permettent d’explorer pleinement toutes les dimensions de
ce cadre. Les premiers résultats que nous avons obtenus (Sayac & Ployé, en cours ; Sayac, a
paraitre) nous convainquent de la pertinence de ce cadre et du caractére opérationnel des
concepts d’épisodes évaluatifs et de logique évaluative pour analyser les pratiques évaluatives
des professeur-es en mathématiques. L’étude du cas Caroline témoigne de la complexité des
pratiques évaluatives et de ’intérét de les étudier en prenant en compte les multiples parametres
qui les déterminent. Nous avons également constaté a quel point ces pratiques étaient
imbriquées dans les pratiques plus globales d’enseignement et combien elles pouvaient
conditionner les apprentissages des ¢leves. C’est pourquoi, il nous semble indispensable de
relever le défi de leur étude spécifique a partir d’une approche didactique permettant de donner
aux savoirs évalués la place qu’il est légitime de leur donner dans une conception de
I’évaluation qui reléve de 1’Assessment for Learning.
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Résumé

La notion de fonction affine n’est pas disponible pour bon nombre d’éléves malgré un
enseignement par les probléemes. Nous avons essayé de comprendre pourquoi et de trouver des
pistes pour y remédier. Pour cela, nous avons analysé le savoir enseigné en lien avec
I’épistémologie de cette notion, évalué les connaissances des éléves a la sortie du collége pour
identifier les difficultés qu’ils rencontrent, et expérimenté différentes situations
d’apprentissage. Nous avons utilis¢ des outils inspirés du cadre de la problématisation (Fabre
et Orange, 1997) pour analyser les productions langagiéres des éléves, comprendre la maniére
dont ils posent les problemes liés a I’affinité, comment ils agissent sur les objets et effectuent
des changements de cadres (Douady, 1986) ou de registres (Duval, 2006). Cette étude nous a
amenée a penser que la disponibilit¢ du savoir est issue d’un double processus : un
apprentissage par problématisation de I’outil, un processus de secondarisation du discours
(Jaubert, Rebiere, & Pujo, 2010). Nous faisons I’hypotheése qu’une approche de 1’affinité par
un point de vue global et covariationnel doit permettre aux éléves de mieux comprendre en quoi
la fonction affine peut étre un outil de modélisation pour résoudre des problémes liés a la
covariation de deux grandeurs. Nous avons alors pensé un format de séquence basé sur
I’enchainement de situations dans 1’idée d’un processus de problématisation par analyse des
productions des ¢éléves (PPAP). L’ objectif est de travailler la relation entre I’action et I’objet de
savoir. Nous avons expérimenté cette ingénierie afin d’en tirer quelques conditions favorables
pouvant servir a I’enseignement d’un savoir problématisé en mathématiques.

Mots clés

problématisation, résolution de probleme, proportionnalité, fonction affine, registre explicatif,
communauté discursive

Cet article est une présentation de mon travail de these intitulé « problématiser en
mathématiques, le cas de I’apprentissage des fonctions affines » (Grau, 2017). Ce travail est
parti d’une question qui s’est d’abord posée a moi en tant que professeure de mathématiques de
lycée avant que je ne m’en empare comme chercheuse : comment rendre disponible (Robert,
1998) la notion de fonction affine pour 1’ensemble des éléves de seconde ? En effet, nombreux
sont les éléves qui ne font pas appel d’eux-mémes aux fonctions affines pour modéliser,
résoudre des probléemes ou interpréter des variations proportionnelles que ce soit en
mathématiques ou dans d’autres disciplines. Malgré un travail régulier autour de cette notion,
il me fallait comprendre pourquoi cette difficulté était résistante, quels étaient les éventuels
obstacles et comment les dépasser. J’ai orienté mon travail suivant deux axes : d’une part mieux
comprendre les raisons de cette non-disponibilité, ce qui constituera la premiére partie de cet
article, et d’autre part penser des conditions pour améliorer I’enseignement/apprentissage de la
fonction affine, que je présenterai en deuxiéme partie. Je préciserai ensuite la méthodologie, le
cadre de I’expérimentation d’une ingénierie didactique dans deux classes de seconde et
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I’analyse des données recueillies. Je présenterai enfin quelques résultats et les nouvelles pistes
de recherche qu’ouvre ce travail.

. A QUELLES CONDITIONS UN SAVOIR EST-IL DISPONIBLE ?

On peut estimer qu’une notion est disponible chez un éléve si, face a une situation plus ou
moins inédite, il peut la mobiliser seul et sans aide. Plusieurs facteurs interviennent alors :

1. Cette situation doit présenter les caractéristiques de la classe de problémes pour laquelle
la notion apporte des pistes de solutions.

La notion doit avoir du sens dans le contexte de la situation rencontrée.

L’¢leve doit maitriser des techniques lui permettant des traitements dans un registre de
représentation de la notion. Il doit maitriser des conversions pour éventuellement passer
d’un registre sémiotique a un autre afin de pouvoir effectuer plus facilement certains
traitements.

4. 11 dispose d’une représentation de la notion d’un genre second, c’est-a-dire formalisée
pour une pratique argumentative liée a ce savoir au sein d’une communauté discursive
scolaire. Cela suppose « une construction formelle d’un certain répertoire de régles ou
de théoremes connus » (Brousseau, 2010, p. 4). Cela suppose aussi des outils semio-
tiques et des références communes au sein de la classe, permettant des débats mathé-
matiques au sujet de cette notion.

Chacun de ces facteurs reléve d’un enseignement spécifique et peut apporter des €éléments de
réponse pour expliquer les difficultés que rencontrent les éléves.

Pour ce qui concerne la fonction affine, de nombreux travaux portent sur chacun de ces facteurs,
mon ambition était d’en faire une synthése globale. Cependant, je me suis heurtée a une
difficulté. La notion de fonction affine englobe en fait deux concepts : celui de fonction et celui
de linéarite. Ces deux concepts peuvent relever de différents cadres au sens de Douady
(Douady, 1986). Si bien que certains travaux de recherche s’inscrivent uniquement dans un de
ces cadres ou se focalisent plus sur un concept que sur ’autre. Au final nous avons des
éclairages partiels et méme parfois des éclairages contradictoires. Nous allons préciser cela
pour chacun des facteurs.

1. La question du sens

Pour ce qui est du sens, je me suis d’abord appuyée sur la Théorie des Situations Didactiques
(TSD) de Brousseau. Je suis partie de 1’idée qu’une situation porteuse de sens devait étre au
plus pres des problémes qu’elle a aidé a résoudre dans la communauté scientifique. Mon analyse
épistémologique a montré que les genéses des deux concepts (fonction et linéarité) n’ont pas la
méme temporalité et qu’elles ne se sont pas faites dans les mémes cadres. En effet on rencontre
initialement la proportionnalité des écarts dans des problémes géométriques puis dans des
problémes cinétiques, qui plus tard sont résolus par 1’algeébre avant que 1I’ensemble ne soit
englobé dans une théorie générale : I’algébre linéaire. Le tableau suivant (Tableau 1) résume
succinctement cette évolution en précisant les périodes, les types de problemes qui induisent
I’utilisation des fonctions affines ou du moins de ce qui caractérise cette notion et le cadre dans
lequel la théorie vient s’inscrire. Il semble donc impossible de trouver une situation probléme
permettant de faire émerger a elle seule la notion de fonction affine.
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Types de problemes qui | Types de caractérisation Cadre au sens de
induisent I'utilisation des Douady (1986)
fonctions affines
Avant le XIV¢ | Problémes géométriques |Théorie des proportions Géométrie eucli-
comme cas particulierdes | Y2 —Y1 _ Y3 ™ X1 dienne
problémes de grandeurs |X2 —X; X3 —X;
Moyen-age | Problémes de cinétique Caractérisation fonctionnelle Mécanique
et Renais- X1 +x3.  v(x1) +v(x3)
v( =
sance 2 2
Epoque clas- | Problémes géométriques |Caractérisation analytique Géomeétrie analytique
sique ou cinétiques résolus par |f(x) =ax+b
I'algebre
Epoque mo- | Problémes liés a la résolu- | Caractérisation vectorielle Algébre linéaire
derne tion de systémes linéaires |u(M + v) = u(M) + (V)

Tableau 1: Genese de la notion de fonction affine.

Par contre, le cadre épistémique de Piaget a permis de repérer des sauts importants dans cette
construction, sauts qui peuvent étre assimilés a des obstacles au sens de Bachelard : le passage
du discret au continu, du ponctuel au global, de la variation a la co-variation. En effet, par
I'analyse en 1950 de la genese historique de la géométrie et celle de l'arithmétique, Piaget
identifie trois périodes qui se caractérisent par le fait que le sujet contemple, opere puis
transforme. Lors de la premiére étape, qui est celle du « contempler », le sujet est absent en ce
sens que la réalité est propre a l'objet, elle existe en dehors du sujet et le sujet est alors en
contemplation de cette réalité qui lui préexiste. Le stade suivant est celui ou le sujet peut
« opérer » sur les objets, il peut les comparer, les classer, les relier par des critéres, mais ces
opérations restent imposées par I'objet. Le dernier stade est celui ou le sujet peut « transformer »
les objets et donc modifier la réalité de I'objet, la construire. C'est le stade ou s'élaborent de
nouvelles théories. Piaget fixe ces trois moments a I'antiquité, le début du XV11°™ et le XIX®me
ce qui correspond a ce que nous avons pu identifier dans la sociogenese de la notion de fonction
affine. Dans Il'antiquité, les objets sont les grandeurs et les objets géométriques et I'activité
mathématique consiste a décrire cette realité. Le passage par la cinématique est décisif pour que
I'on puisse imaginer opérer sur ces objets : on classe les courbes correspondant a des trajectoires
et on commence & organiser une typologie. C'est au X1X*™ que la transformation de ces objets
va permettre d'élaborer une nouvelle théorie englobante.

Pour chacune de ces trois périodes, nous retrouvons les trois obstacles épistémologiques cités
plus haut. C'est le franchissement de ces obstacles qui rend possible le passage d'un niveau de
I'épistémologie génétique de Piaget a l'autre. Ainsi pour pouvoir opérer sur les objets et donc
dépasser la contemplation des rapports de grandeurs, il fallait pouvoir penser I'infini, or I'infini
ne peut pas étre observé. Par contre le travail sur la cinématique a permis d'opérer sur les objets
et de rendre perceptible un aspect de I'infini par le tracé des trajectoires. 1l a fallu le changement
de point de vue entre le local et le global pour concevoir la fonction comme un nouvel objet
permettant de modéliser le processus lié a la dépendance de deux grandeurs. Un dernier obstacle
est le changement de point de vue du statique au dynamique. C’est lui qui va nous intéresser
plus particulierement dans la suite de notre travail.

Nous avons a enseigner un savoir qui traverse différents cadres (Douady, 1986): les grandeurs,
la géométrie, le numérique, I’algébre, 1’analyse. Pour chacun de ces cadres, il est possible
d’utiliser différents registres sémiotiques (Duval, 1993, 2002, 2006) en particulier le registre
des tableaux, celui des écritures algébriques et celui des graphiques auxquels s’ajoute celui de
la programmation. Les registres sémiotiques sont des modes de représentation des objets
mathématiques qui utilisent des signes, des icbnes et des symboles, et obéissent a des régles de
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traitement. Le passage d'un registre a I'autre ne correspond a aucun isomorphisme et il n'est pas
certain que chaque registre permette de représenter toutes les propriétés d'un objet
mathématique. Certains registres sont plus adaptés a certains cadres, au point qu'il est parfois
difficile de distinguer le cadre du registre. Ainsi, pour certains éléves, un registre amene a
penser uniquement dans un seul cadre. Par exemple dans le cadre algébrique, le registre
algébrique améne a manipuler des expressions : la formule résume une classe de situations et
permet des calculs algébriques, on la reconnait par I'usage de lettres (x, y, f, g... pour ce qui
concerne les fonctions affines) et d'un traitement par des transformations ou des équations. Dans
le cadre des grandeurs, le registre algébrique permet de désigner les Grandeurs par des lettres
choisies souvent a partir de I’initiale du nom de la grandeur (par exemple T pour température)
et on précise l'unité. Il est alors plus difficile de reconnaitre les variables dépendantes. Le
registre des tableaux peut aussi étre utilisé dans différents cadres. Les données sont souvent
présentées dans un tableau qui peut étre considéré comme une organisation concernant des
grandeurs, des coordonnées de points, ou des nombres. De méme, le graphique peut étre
considéré comme un ensemble de points d’une courbe, mais la courbe représentative figure le
graphe de la fonction. De nombreux travaux ont déja mis en évidence que les conversions de
cadres et de registres peuvent étre des obstacles pour les éléves, En particulier Comin pour le
passage de I’arithmétique a I’algébre (Comin, 2009) et Chauvat pour le passage de la courbe au
graphe (Chauvat, 1998).

Dans un méme cadre nous pouvons aussi avoir différents points de vue (Rogalski, 2001). En
effet, la fonction peut étre considérée de maniére statique comme une transformation, une
opération d’un ensemble vers un autre, dans 1’idée d’une « bofite noire » dans laquelle un
élément pénétre et ressort modifié. On parle de « variation » pour dire que la valeur en entrée
peut varier, ce qui joue sur la valeur de sortie. Elle peut cependant étre considérée de maniére
dynamique comme la mise en relation non pas d’éléments mais de variations. A toute variation
dans un ensemble E correspond une variation dans un ensemble F. On parle alors de « co-
variation » ce qui amene a penser les fonctions comme des outils de modélisation au plus proche
de phénomenes observés. La différence est tres importante au niveau de la représentation que
les éléves peuvent se faire de la notion car la premiere suppose une transformation, une action,
ce qui peut se traduire par des opérations ponctuelles, alors que la seconde ne présuppose pas
d’une loi préexistante et engage a considérer la fonction d’un point de vue local (Illustration 1).

La disponibilité des connaissances est tres liée a la capacité ou non de changer de cadre, de
registre ou de point de vue. Pour les éléves du college, ces cadres ne sont pas encore construits
et il peut étre difficile a ce stade de les caractériser explicitement. De plus certains registres
sémiotiques semblent associés plus spécifiquement a certains cadres, ce qui ne rend pas toujours
possible les conversions attendues. Par exemple le travail sur les fonctions affines peut étre
associé a un travail dans le cadre algébrique du fait de leur définition par 1’écriture de leur
expression sous forme algébrigue.

+ Statique * Dynamique
E ——P F P
A
0 1
\ F
. “T‘)
- [lustration 1:

Deux points de vue (Rogalski, 2001).
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2. Analyse des programmes, des manuels et de ’organisation mathématique

La suite de mon travail m’a amenée a m’intéresser a la transposition didactique. J’ai donc
cherché dans les programmes et dans les manuels comment la notion de fonction affine était
supposee étre enseignée. En fait, suivant les périodes, cet enseignement est différent, en
fonction du contexte scientifique, des finalités de 1’école et des pratiques. Il apparait que le
développement de 1’algébre de 1902 a 1960 et ’approche abstraite et formelle entre 1960 et
1980 ont laissé des traces dans la maniere d’enseigner la notion de fonction affine. Jusqu’aux
programmes de 2008, la fonction affine était définie par son expression algébrique comme un
exemple simple de fonction, tout en servant de support a la construction du concept plus général
de fonction, comprise comme « machine a calculer ». L’entrainement des éléves au calcul
algébrique était censé leur donner un outil performant, permettant des traitements dans le
registre des expressions algébriques ayant statut de preuve. Par ailleurs les fonctions linéaires
sont introduites comme une nouvelle formalisation d’une situation de proportionnalité.
L’aspect variation amenant a considérer principalement le coefficient de proportionnalité au
détriment des propriétés de linéarité.

Depuis 2008, la fonction affine est considérée deés le college comme un exemple de fonction,
en paralléle de 1’étude des généralités sur les fonctions, cette fois considérées comme outil de
modélisation de la covariation de deux grandeurs. On peut penser que ce déplacement vise une
plus grande disponibilité des fonctions affines. J’ai alors fait un détour pour voir ce qui se passe
dans les pays ayant fait ce choix avant la France. Les travaux de Passaro (Passaro, 2009, 2013,
2016) en particulier, donnent une grille d’analyse fine de la maniere dont le raisonnement co-
variationnel se met alors en place. Ce changement de point de vue est une vraie rupture et on
peut comprendre que les enseignants francais aient du mal avec son enseignement. A travers
I’analyse des types de taches attendues par le programme de 2008 en classe de 3%, on voit que
I’aspect ponctuel reste privilégié ainsi que le point de vue statique. Les conversions attendues
sont des conversions de registres entre le registre des expressions algébriques et le registre
graphique. Cependant ces conversions sont rarement a 1’initiative de 1’¢éléve et leur nécessité
n’est pas explicitée comme en atteste mon analyse des manuels les plus utilisés dans les classes
de 3°dans I’académie de Nantes.

Les seules formalisations relevant d’un genre second au sens de Jaubert et Rebiere (2010) sont
la caractérisation de la fonction affine par son tracé et sa caractérisation par son expression
algébrique. La justification du lien entre ces deux caractéristiques n’est pas toujours étudiée en
classe. Ces discours ne sont donc pas opérants pour modéliser puisqu’ils ne permettent pas
d’expliquer ni de justifier.

Dans les manuels, les résumés de cours et les traces écrites, trés peu d’arguments sont explicités
dans les différents registres et permettent ainsi d’éventuelles conversions. Par exemple, les
éleves identifient relativement facilement le coefficient additif b dans 1’expression ax + b sur le
graphique comme étant « I’ordonnée a I’origine ». En effet, ils ont une formalisation qui permet
de nommer le nombre en question tout en permettant son repérage sur le graphique. Ils peuvent
donc utiliser cet élement dans leur argumentation quel que soit le registre utilisé. 1l leur est
beaucoup plus difficile de parler du coefficient multiplicateur (qui peut étre nommé dans
certains cas « coefficient de proportionnalité », « coefficient directeur » ou « pente ») car ce
coefficient ne peut pas étre lu directement sur le graphique. Pour le mettre en évidence, il est
nécessaire d’ajouter des signes (souvent en couleur dans les manuels ou au tableau) dont la
construction est souvent implicite et qui ameénent un discours déictique par désignation avec le
doigt (« Quand on avance de 1, on monte de a. ») impossible a transposer dans une pratique
argumentative a 1’écrit. De plus, suivant le codage choisi — car ce codage ne reléve pas de
conventions — les propriétés ainsi mises en évidence ne sont pas équivalentes. Dans I’exemple
qui suit (Illustration 2) le premier graphique met en évidence la pente a partir du point de la
droite d’ordonnée nulle alors que le second met en évidence la proportionnalité des écarts avec
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[llustration 2: Graphiques proposés dans différents résumes de cours en classe de 3°.

des couleurs différentes. Le premier indique des fleches dans 1’idée d’un déplacement sur le
graphique alors que le second indique des segments faisant apparaitre des triangles semblables.
En fait, les différents registres ne portent pas egalement le sens des paramétres et
I’automatisation de 1’usage de certains registres amene de fait des limites a 1’interprétation. La
fonction affine se caractérise par deux aspects : elle permet des traitements relativement simples
sur les expressions algébriques, et surtout elle peut étre entiérement déterminée a partir de
données ponctuelles universelles. C’est pourquoi les recherches qui portent sur le concept
géneral de fonctions au lycée et dans le supérieur sont difficilement transposables directement
aux fonctions affines.

Nous avons donc plusieurs hypotheses pour expliquer les difficultés rencontrées par les éléves
dans I’apprentissage des fonctions affines :
« une définition formelle des fonctions affines éloignée des utilisations dans les
problemes ;
* un travail dans différents cadres et 1’utilisation de plusieurs registres sémiotiques sans
explicitation des conversions et de leur nécessité ;
« une maitrise devenue insuffisante du calcul algébrique par les éleves pour effectuer les
traitements attendus ;
« un lien entre proportionnalité et linéarité qui ne prend pas en compte les propriétes de
linéarité mais uniquement 1’aspect opérateur.

3. Laclasse de problémes associée aux fonctions affines

Toujours en analysant les manuels de 3°, j’ai essayé de repérer une typologie des problémes
rencontrés au cours de ’apprentissage de la notion de fonctions. Si la classe de problémes
rencontrée n’est pas explicitée, certains aspects récurrents dans les situations mises au travail
peuvent étre interprétés par les éleves comme des caractéristiques. En particulier on remarque
que dans certains manuels, les éleves rencontrent majoritairement des fonctions monotones
croissantes (Tableau 2). La monotonie n’apparait donc pas comme une spécificité des fonctions
affines. Il semble aussi que certains éléves considéerent que toutes les fonctions sont des
fonctions croissantes. Pour eux, la croissance peut suffire a identifier une fonction affine. A
partir des erreurs des éléves, de leurs explicitations, des éléments proposés pour argumenter,
j’al pu lister plusieurs représentations erronées qui peuvent étre considérées comme des
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obstacles didactiques et qui peuvent s’expliquer du fait des situations les plus souvent
rencontrées lors de 1’apprentissage.

Nombre total de Nombre de Nombre de Nombre de
Manuels contextes diffé- | fonctions mono- | fonctions crois- fonctions du
rents proposes tones santes temps
Sésamaths 2008 0 0 0
(Génération 5) 14 6 (43%) 5 (36%) 4 (29%)
Phare 2008 0 0 0
(Hachette) 26 21 (81%) 18 (69%) 11 (42%)
Transmath 2012 0 0 0
(Nathan) 45 36 (80%) 30 (67%) 16 (35%)
Prisme 2012 0 0 0
(Belin) 24 19 (79%) 11 (46%) 6 (25%)

Tableau 2: Caractéristiques des situations proposées dans différents manuels de 3°.

Ces contextes ne sont pas représentatifs d’une classe de problémes pour laquelle la fonction
affine apporterait spécifiquement des pistes de solution. Alors comment identifier cette classe ?
Les ¢leves sont censés reconnaitre une fonction affine par I’alignement des points de sa
représentation graphique ou la reconnaissance d’une expression algébrique de la forme ax + b.
Ces deux caractéristiques expliquent le travail d’entrainement aux conversions entre le registre
des expressions algébrique et le registre des graphiques, mais nous avons vu que ces
conversions ne peuvent pas a elles seules porter le sens. La classe de probléme qu’il s’agirait
de construire a ce niveau de la scolarité se caractérise par la proportionnalité des variations de
deux grandeurs. La difficulté est que les éleves ne disposent pas d’un systéme de représentation
permettant des traitements a partir des variations. L’idée est donc de penser une ingénierie
mettant a disposition des éléves des symboles pour pouvoir opérer sur les variations. Mettre en
place une telle ingénierie suppose de pouvoir s’appuyer sur des connaissances communes. En
particulier, les prérequis sont d’une part une certaine aisance pour opérer dans des situations de
proportionnalité et d’autre part une bonne représentation de ce qu’est la mesure de grandeurs.

4. Un test pour voir si ce constat peut étre généralisé

Toutes mes hypothéses devaient étre vérifiées auprés d’un échantillon plus représentatif que les
différentes cohortes d’un seul lycée. Un test a donc été proposé aux collégues de ’académie et
j’ai sélectionné certains établissements de sorte a avoir un échantillon le plus représentatif
possible (type d’établissement, taille, structure, résultats au DNB dipldme national du brevet).

Chaque item de ce test a pour objectif de vérifier une seule hypothese, par contre 1’analyse peut
étre croisée pour montrer en quoi les réponses sont cohérentes ou non. Si une cohérence peut
émerger, il s’agit de mettre alors en évidence les modeles ou les idées construites par I’éléve
qui peuvent expliquer ses réeponses.

Ce test a permis de constater que :

« les éleves maitrisent la proportionnalité dans le contexte des grandeurs mesurées ;

« la présentation de données en tableau induit la proportionnalité plus sGrement que des
données sur un graphique preuve que la conversion de registre n’opere pas ;

« le vocabulaire et les notations liés aux fonctions sont globalement maitrisés mais les
¢leves n’utilisent pas ces symboles pour effectuer des traitements, ils les utilisent
uniquement pour désigner des objets.

Ce test a aussi confirmé que certains automatismes amenent 1’éléve a penser toute relation entre
grandeurs comme une relation de proportionnalité. Pour préciser la nature de 1’obstacle, j’ai
effectué¢ des expérimentations a différents niveaux de la scolarité. Elles ont montré qu’il
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s’agissait plutot d’un obstacle didactique. Par exemple, les propriétés de linéarité peuvent étre
disponibles sans avoir été objet d’étude assez tot dans la scolarité alors qu’elles ne le sont plus
en fin de collége apres 1’enseignement des fonctions linéaires ou du produit en croix. Ces
propriétés permettent de vérifier parfois trés facilement qu’une situation n’est pas
proportionnelle.

5. Le cadre de la problématisation pour interpréter les représentations des
éléves et leur fonctionnement

De maniére générale, Brousseau (2010) définit les obstacles comme :

un ensemble de difficultés d 'un actant (sujet ou institution), liées a « sa » conception d ‘une
notion. Cette conception a été établie par une activité et par une adaptation correcte, mais
dans des conditions particuliéres, qui [’ont déformée ou qui en ont limité la portée. Les
difficultés créées par cette conception sont liées par des « raisonnements » mais aussi par
les nombreuses circonstances ou cette conception intervient. Ainsi la conception résiste au
simple apprentissage d’une connaissance plus correcte. Les difficultés semblent
disparaitre, mais elles réapparaissent de facon inattendues et causent des erreurs par des
relations insoupgonnées. L’identification et l'inclusion explicite du rejet d’un obstacle
dans la nouvelle connaissance sont généralement des conditions nécessaires a son usage
correct. (p. 4)

Cependant I’identification d’un obstacle n’est pas aisée, cela nécessite d’observer, entendre et
faire s’exprimer chaque ¢€leve sur de multiples situations suffisamment bien choisies. En
particulier, il est difficile d’avoir acces aux « raisonnements » qui organisent le fonctionnement
des représentations de 1’¢léve. Brousseau (1986) explique que nous ne pouvons que produire
un « modele implicite d’action pour expliquer le patron de réponses obtenu a partir des
manifestations observables » (p.6).

Le cadre de la problématisation développé par Fabre et Orange (Fabre & Orange, 1997) m’a
permis de mieux comprendre la mani¢re dont les éléves se représentent les situations qu’ils
rencontrent et donc de mieux identifier les obstacles qu’il s’agit de lever.

La problématisation se joue dans une dialectique d’ouverture/fermeture de possibles. Elle peut
se résumer dans le schéma du losange de problématisation (lllustration 3). Ce losange met en
évidence quatre composantes : la question en elle-méme, sa solution et les contraintes qui
peuvent étre de deux natures (celles internes au probléme, c’est-a-dire les contraintes liées au
contexte, aux données initiales ou construites, et celles externes au probleme qui sont les
connaissances, représentations, schémes d’actions...). Les conditions regroupent tout ce que
I’actant a comme ressources internes, comme mod¢les, comme conceptions, pour se représenter
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Contraintes

_| Registre explicatif (REX] :
. Monde des théories
Conditions : construites, des

contraintes extemes conventions
(connaissances,

representations, savoir-

faire, automatismes...)

Registre des
modeles :

monde des idées,
explications

imaginées,
connaissances
disponibles

Probleme : I - Solution

Donneées :
Contraintes internes
(faits, résultats,
contexte,

experiences...)

Regi:s‘tre empirique :

mongde des faits
ohserves, des
experiences

Illustration 3: Losange de problématisation (Fabre, 2011).

le probleme et le traiter. Ces différents répertoires sont mobilises suivant une certaine logique
visant un équilibre et selon des principes d’ergonomie.

Si résoudre le probléme amene a privilégier un axe horizontal du probleme vers la solution, la
problématisation suppose la mise en tension sur 1’axe verticale des données et des conditions.
Cette mise en tension donne des éléments de compréhension de la maniére dont le sujet mobilise
ses différents répertoires. On peut ’analyser a partir de trois entrées différentes que Orange
appelle des registres de problématisations (Orange, 2005). Le registre empirique est le monde
des faits, de ce qui est observé, de I’expérience. Le registre des modeles est celui des idées, des
explications imaginées, des connaissances disponibles. Le registre explicatif (REX) est le
monde des théories construites, des conventions, des structures.

Le registre des modeles est alimenté par différents éléments :
« la connaissance et la maitrise des différents cadres et registres semiotiques ;
« les capacités de traitement dans les différents registres sémiotiques, les automatismes
installés, ces traitements peuvent permettre la construction de nouvelles données ;
 la capacité a effectuer des conversions de cadre ou de registre sémiotique ;
» la disposition d’un langage de type second permettant des justifications, des
argumentations ;

« les classes de problemes construites a travers la mise en évidence de caractéristiques
explicites ou la fréquence des contextes rencontrés par 1’éleve.

L’apprentissage suppose ’inhibition pour ouvrir de nouveaux possibles, 1a disponibilité des
savoirs outils et objets suppose, quant a elle, la mise en évidence de ce que nous appellerons
des nécessités (ce qui fait que c’est ainsi et que ce ne peut pas étre autrement).

44
Grau - Actes du séminaire de didactique des mathématiques de I'ARDM — 2019



II. CONCEPTION D’UNE INGENIERIE DIDACTIQUE

A partir des hypothéses sur les obstacles que rencontrent les éleves et sur ce qui peut devenir
un frein a la disponibilité des connaissances, il s’agissait de concevoir une ingénierie didactique
telle que la définit Brousseau (2011) :

« L’ingénierie didactique doit produire diverses sortes de situations : celles qui rendent
nécessaire, pour le controle d’un milieu, la communication de telle connaissance choisie
a l'avance alors que les répertoires auxquels il est fait appel sont connus, et celles qui
exigent [’adaptation du répertoire ou la création d’un nouveau. » (p.7)

Dans notre cas, I’ingénierie doit rendre nécessaire 1’utilisation de connaissances sur la
proportionnalité et les mesures de grandeurs et exiger la création d’un nouveau répertoire 1ié a
I’étude des variations. L’objectif étant de faire émerger la nécessité de proportionnalité des
variations de deux grandeurs pour caractériser une relation affine entre ces grandeurs.

Concevoir des situations au sein d’une ingénierie didactique suppose a la fois un travail sur les
savoirs et un travail sur la mediation de ces savoirs. Les résultats et analyses précédentes ainsi
que de nombreuses expérimentations m’ont permis de faire des choix.

Au niveau du savoir, il s’agissait de concevoir une situation ayant les caractéristiques
permettant d’identifier une classe de problemes pertinente. C’est pourquoi j’ai laissé
intentionnellement les aspects les plus communément travaillés dans les classes ordinaires pour
me focaliser sur ce qui faisait le plus défaut, a savoir :

* une situation proposee dans le cadre des mesures de grandeurs et plus particulierement
des mesures de grandeurs repérables ;

« une situation de modelisation de la covariation de deux grandeurs mais pas de méme
nature et en evitant si possible les fonctions du temps ;

* une situation qui rende nécessaire d’opérer sur les variations et dans le registre des
tableaux ;

* une situation qui s’appuie sur les connaissances relatives a la proportionnalité.

Pour ce qui est de la mediation, je suis restée dans le cadre de la théorie des situations
didactiques de Brousseau, donc dans une approche constructiviste et un apprentissage par
adaptation, dans une confrontation actant/milieu. Cependant, sachant que les éléves passent par
les différentes unités de raisonnement définies par Passaro (2016), il me fallait comprendre
comment la notion de fonction affine pouvait naitre de nécessités clairement identifiées par le
cheminement entre ces unités de raisonnement.

Pour cela, le cadre de la problématisation (Fabre & Orange, 1997) m’a apporté des outils. Les
espaces de contraintes m’ont permis de compléter I’analyse a priori en mettant en évidence
tous les possibles en lien avec les registres des modeles et les registres explicatifs (REX)
considérés comme les grands domaines des mathématiques. Ces éléments ont permis de penser
’actant comme un individu qui a un projet par rapport a un probléme qu’il a lui-méme construit,
probléme qui peut étre temporaire et éloigné du probléeme théorique comme nous le verrons un
peu plus loin.

Dans les pratiques ordinaires, la rencontre avec les situations problemes est souvent organisée
suivant le modéle de séquence que j’ai appelée IGDT : un temps de travail individuel (1), un
temps de travail de groupe (G), un débat autour des productions (D) et une mise en texte d’une
solution porteuse des savoirs nouveaux (T).
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Ce format a été fortement incité par les programmes a partir de 2000, dans les formations et
dans de nombreux livres du maitre. Il est trés peu remis en cause du fait qu’il permet une
avancée du temps didactique. Pourtant si on I’analyse en terme de problématisation, on voit un
malentendu entre la représentation que se fait I’éléve s’il pense 1’activité en terme de résolution
et celle de I’enseignant qui la pense en terme d’enseignement (Tableau 3). En particulier on
comprend que le processus d’institutionnalisation ne porte sans doute pas sur les mémes objets.
Si I’enseignant cherche a construire un discours second autour du processus, 1’éléve peut ne
retenir de la situation qu’un modéle de résolution associé a un contexte spécifique, sans
identifier la classe de problémes auxquels ce modele peut s’appliquer. L’adaptation se fait donc
a partir d’éléments du contexte, plus ou moins pertinents suivant que ces éléments ont été
explicités ou non, et qui font office de conditions d’application du modéle.

Démarche IGDT

Objectifs en terme
d’enseignement

Objectifs en terme
de résolution de pro-
bléme

Objectifs en terme
de problématisation

Temps de recherche
individuelle |

Dévolution du pro-
bleme

Trouver la solution ou
au moins une idée

Se représenter le pro-
bléme, construire un
schéma de résolution

Travail de groupe G

Confrontation pour
amener les eleves a
argumenter leurs

Savoir si la reponse
est correcte ou avoir
une piste de solution

Comparer son schéma
avec celui des autres
pour mesurer sa perti-

nence et son effica-
cité, changer de point
de vue, planifier

choix et expliciter
leurs procédures

Justifier la validité
des réponses, expli-
quer les procedures

Débat autour des
productions D

Corriger Expliciter les choix et
les méthodes utilisees,
faire des conversions,
comparer les solu-

tions

Identifier le schéma
correspondant au pro-
bléme ou a une classe
de problémes

Mise en texte d’une | Institutionnaliser

solution T

Recopier la solution
qui servira de modele
pour pouvoir résoudre
le méme probleme ou
un probleme sem-
blable

Tableau 3: Différents objectifs dans une démarche IGDT.

Par ailleurs, si on analyse des phases de débats en classe enti¢re avec 1’utilisation d’outils
comme les structures argumentatives, on peut voir que 1’évolution se fait linéairement avec un
guidage plus ou moins conscient de 1’enseignant pour arriver a une formalisation du savoir
proche d’une forme préexistante. C’est par exemple le cas pour le débat en annexe 1. L’analyse
des interventions montre par ailleurs que tous les éleves ne participent pas également a toutes
les étapes du débat.

Le méme outil d’analyse peut permettre de construire la structure argumentative des échanges
dans de petits groupes d’éleves. Les structures ont alors d’autres organisations comme dans
I’exemple de I’annexe 2 ou il possible de voir I’avancée des arguments et les roles de chaque
éleve au sein du groupe. Nous avons en fait repéré quatre réles au cours des interactions
verbales entre éléves :

» Celui qui agit : il propose, fait, opére, exécute, construit de nouvelles données. ..
e Celui qui vérifie : il contréle, compare, vérifie que la ligne directrice est respectée, il
valide...
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« Celui qui questionne : il remet en cause, demande des explicitations, des explications,
il améne des reformulations...

e Celui qui formalise: synthétise, formule ou reformule, pose des conclusions
provisoires, pose les problématiques, les savoirs...

Ces roles sont identifiés a partir de I’activité (explicitée oralement, photographiée, filmée) ou
des traces laissées de cette activité (productions, brouillons, écrans d’ordinateur ou de
calculatrice...), et les pratiques langagiéres (enregistrement des interactions, productions
écrites). Nous allons identifier leur fonction a travers le modele du losange de Fabre.

La circulation dans le losange peut se faire d’un sommet a n’importe quel autre. Ainsi face au
probléme posé par 1’enseignant et aux données, 1’¢éleve peut les mettre en tension avec ses
conditions propres et donc construire un probleme temporaire différent dont le traitement ou la
résolution peut amener a la construction de nouvelles données ou de nouvelles conditions d’ou
la construction d’un nouveau probléme et ainsi de suite. Si les probleémes construits par 1’¢léve
sont trop €loignés du probléme théorique posé par I’enseignant, le milieu est trés certainement
insuffisant. 11 me fallait donc un outil pour mesurer cet écart et mesurer les variations au cours
du travail afin de repérer des moments clés identifiés comme des événements de
problématisation. Ces informations devaient me permettre de savoir quand et comment
introduire dans le milieu des eléments inducteurs de problématisation.

Le cadre épistéemique de Piaget réinterprété par Tall (2006) au regard des connaissances en
neurosciences et sciences cognitives amene a penser 1’activité cognitive de 1’éléve dans trois
mondes dont I’intersection est non-vide : I’empirique, le symbolique et le théorique. L’analyse
des productions langagiéres en lien avec ’activité des éleves permet de faire des hypothéses
sur les mondes dans lesquels les éleves pensent et agissent et de comprendre comment se fait,
pour chaque éleve, le tissage entre les différents registres de la problématisation : le registre
empirique, celui des modeles et le registre explicatif. Il s’agit d’identifier les nécessités
rétroactives ou proactives qui aménent 1’¢éléve a faire certains traitements, certains choix, a
proposer certaines pistes, a en refuser d’autres. Comme 1’explique Duval (2002) :

L'analyse en amont requiert que I'on prenne en compte les différentes variations possibles
d'un énoncé de probléme ET les variations éventuelles de conduite et de production des
éléves. Elle renvoie donc aux conditions permettant & un sujet d'entrer, relativement
rapidement, dans une démarche mathématique sur un type de probléme. Et dans cette
perspective, la reconnaissance proactive, ou méme seulement rétroactive, d'un
« changement de... » a effectuer est un enjeu décisif d'apprentissage. (p.19)

Or ces variations de conduite et de production des éléves sont liées au tissage entre les registres
de problématisation. Dans la pratique IGDT, tout est fait pour amener les éléves a résoudre un
probléme théorique et 1’analyse a priori comme celle a posteriori se base le plus souvent sur
un éléve générique. Si le débat donne des outils d’analyse rétroactive, j’ai cherché a mettre en
place un autre format de séquence a visée proactive qui prenne aussi en compte les variations
entre eléves.

Pour cela, j’ai adapté un modele de séquence proposé en Sciences et Vie de la Terre par
Christian Orange dans le but d’amener chaque ¢léve a analyser des écrits intermédiaires pour
réduire les écarts entre le probléme qu’il a construit initialement et le probléme théorique
porteur des nécessités du savoir visé. Ces écarts peuvent concerner aussi bien la question, les
données, les conditions ou les solutions du probléme. Ce type de séquence que j’appelle PPAP
(problématisation par analyse des productions), est constitué d’un enchainement de situations
(Annexe 3). Cet enchainement se caractérise par une reconfiguration par I’enseignant des
productions écrites des éléves a une étape n, pour en élaborer le support qui servira son projet
d’enseignement dans la situation n+1. La PPAP vise la construction d’un savoir problématisé
par la résolution de problémes qui deviennent explicatifs d’une part et par une secondarisation
du discours d’autre part.

Les grandes étapes de la PPAP sont :
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* la construction et la résolution d’un probléme dans un cadre précis ;

» la comparaison des procédures dans différents cadres et 1’explication des changements
de cadres ;

» Dexplicitation des nécessités dans différents registres et différents cadres.

Un des éléments essentiels de la PPAP est la figuration, il s’agit du support proposé aux éléves
a partir de ce qu’ils ont produit a 1’étape précédente. La figuration est une production écrite
anonyme dans laquelle I’enseignant a sélectionné et réorganisé les éléments produits par les
éleves selon trois principes qui correspondent a trois fonctions :

« La figuration améne des éléments symboliques qui permettent un discours autour des
éléments caractéristiques de la notion étudiée (dans notre cas par exemple les fleches
dans les tableaux pour symboliser les variations). Elle est donc une épure du savoir visé
car elle vise la construction de ce savoir.

» Elle exerce un floutage pour centrer I’attention sur les éléments essentiels qui doivent
amener les éleves a questionner ce qui est proposé. Pour cela, elle doit mettre en
évidence un paradoxe, une nouveauté, une incohérence. C’est un filtre qui a pour
fonction de provoquer la critique ou de rendre nécessaire 1’élaboration d’une preuve.

« Elle amplifie des éléments qui doivent appeler certaines connaissances, declencher
certains automatismes, amener une reconnaissance d’objets ou de procédures. Elle a
donc une fonction d’appel, elle doit activer des connaissances.

I1l. EXPERIMENTATION ET ANALYSE

1. Méthodologie et analyse a priori

L’ingénierie a été¢ expérimentée dans deux classes de seconde en début d’année scolaire pour
éviter un impact trop important du contrat didactique. Les éléves sont issus de colleges
différents, ils n’ont pas encore retravaillé les fonctions, ils n’ont pas encore été évalués, ils n’ont
pas d’habitudes ou de postures établies trop fortement dans le groupe. Les €éléves sont en demi-
groupes pour la premiére séance, 1’enseignant intervient le moins possible, le dispositif a été
présenté comme un dispositif de recherche visant a mieux comprendre comment les éléves
organisent leur recherche, tous les travaux sont anonymes, les groupes sont tirés au sort. Les
données recueillies sont les travaux, des photographies (en particulier des écrans, de gestes
singuliers, de postures), les notes prises pendant la séance et deux vidéos fixes. Les inter-actions
sont analysées au regard des productions et des indices visuels recueillis pour reconstruire ce
qu’on appelle un espace de problématisation, c’est-a-dire une reconstruction des différents
registres de problématisation dans les groupes. L’évolution des problémes temporaires que
construisent les éleves vers un probleme explicatif porteur des nécessités du savoir visé est un
indicateur de problématisation.

Le probléme proposé aux éleves est un probléeme de modélisation de la relation entre la variation
de la température et la variation de la pression d’un méme corps dans un récipient hermétique
(Annexe 4). Ces grandeurs ont été choisies car il s’agit de grandeurs repérables alors que leur
variation est une grandeur mesurable. Le passage par la variation est donc une nécessité pour
caractériser la relation entre la pression et la température quelle que soit les unités choisies.
C’est historiquement de cette maniére que I’idée d’une unité permettant de modéliser la relation
entre la pression et la température par une relation de proportionnalité est née avant méme la
notion de zéro absolu. La température et la pression sont deux grandeurs que les éléves
connaissent, par contre ils ne connaissent pas la loi de Gay-Lussac.

La situation propose aux éléves un tableau de mesures. Cependant différentes unités ont été
utilisées pour la température, il s’aveére que la relation entre la température et la pression n’a
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pas la méme forme, elle est linéaire pour les Kelvins et affines pour les degrés Celsius ou
Fahrenheit. Ce paradoxe doit amener les éléves a interpréter les données dans différents
registres pour en tirer la caractéristique commune qui est la proportionnalité des variations. Des
traitements au niveau des expressions algébriques peuvent alors permettre de caractériser la
fonction affine qui modélise la relation entre les deux grandeurs pour chacune des unités
choisies. L’objectif est de mettre en évidence la nécessité de la proportionnalité des écarts pour
caractériser les problemes relevant des fonctions affines et de formaliser cette nécessité dans
chacun des registres sémiotiques.

Les éleves peuvent utiliser différentes procédures pour vérifier la proportionnalité. 1ls peuvent
faire une représentation graphique, tester les propriétés de linéarité, chercher s’il existe un
coefficient de proportionnalité, utiliser le produit en croix, chercher I’image de 0. Les éléves
ont a disposition des calculatrices et des ordinateurs. Les traces et les calculs peuvent donc étre
rapidement effectués. Chaque groupe de trois ou quatre a un tableau dans une mesure spécifique
mais dans 1’étape suivante de nouveaux groupes sont constitués de trois ou quatre €léves ayant
étudié des tableaux dans des unités différentes mettant en évidence le paradoxe. Apres
veérification des résultats et validation des conclusions, les éleves vont devoir trouver une
relation valide quelle que soit I’unité de température choisie. Les représentations graphiques
peuvent amener les éléves a reconnaitre des fonctions affines du fait de ’alignement des points
dans les trois cas. Les éléves peuvent aussi chercher a convertir les mesures dans une méme
unité pour pouvoir les comparer. Enfin les éleves peuvent aussi accéder aux formules de
conversion et essayer de les utiliser pour exprimer les relations entre les grandeurs.

Pour mesurer 1’évolution des problémes, j’ai construit trois niveaux de problématisation pour
chacun des sommets du losange de problématisation (Illustration 4).

Conditions

apodictiques
problématiques

assertoriques

Prebléme Solution
explicatif _n_‘Hses en orienté vers éléments relation nécessité
relation la solution factuels
intraobjectal
interobjectal
transobjectal

Données

[llustration 4: Losange de problématisation a différents niveaux.

Le probléme peut étre orienté vers la solution, il peut étre un probléme de comparaison, de mise
en relation ou un probleme explicatif donc porteur d’arguments. La solution peut étre factuelle,
une relation ou une nécessité. Les données peuvent étre traitées de maniere intraobjectale,
interobjectale ou transobjectale et les conditions peuvent étre assertoriques, problématiques ou
apodictiques. En fait I’évolution n’est pas linéaire on peut avoir une déformation du losange
suivant le niveau a chaque sommet. Nous allons voir sur un exemple que ces déformations
permettent de visualiser la dynamique de problématisation dans les petits groupes.

2. Un exemple de production langagiere dans un groupe de 4 éléves dans une
classe de seconde

Mon analyse a porté essentiellement sur les groupes pour lesquels un changement de registre
explicatif a été mis en évidence afin de comprendre comment ce changement se produit. Dans
I’extrait choisi, I’échange a duré 28 minutes. On peut le découper en épisodes, chaque épisode
correspondant a un probléme temporaire que les éléves énoncent explicitement ou que nous
pouvons reconstruire a partir des productions. Deux épisodes correspondent a des échanges
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autour de la mise en forme ou la rédaction de la production écrite qui sera rendue a la fin de la
séance. Nous obtenons le découpage suivant :

Episode 1 01:08 = le coefficient de proportionnalité

Episode 2 05:45 = les différentes unités de température

Episode 3 07:07 = le lien entre pression et température

Episode 4 09:43 = la conversion des °C en K

Episode 5 11:26 = la rédaction du compte-rendu

Episode 6  16:20 = le paradoxe

Episode 7 17:58 = les fonctions affines et lineaires

Episode 8 19:42 = le modeéle pour les °F

Episode 9 20:49 = la formalisation avec les écritures algébriques
Episode 10  24:53 = la rédaction et la conclusion

Ces épisodes schématisés avec le losange de problématisation et les différents niveaux que nous
avons définis, montre que I’avancée dans le travail n’est pas linéaire, elle passe par des retours
en arricres, des sauts, mais elle montre aussi une formalisation de nécessités qui atteste d’une
problématisation (Annexe 5). En particulier I’épisode 8 témoigne de la construction d’un
probléme explicatif et la mise en relation de différentes données. Les éléves ont mis en évidence
une nécessité durant 1’épisode 6 : la relation entre pression et température doit étre une relation
affine. S’en suit un débat autour du mod¢le et a I’épisode 8, le nouveau probléme qui se pose
est alors de déterminer la fonction affine dans le cas ou la température est exprimée en °F qui
rende compte de I’ensemble des données initiales ou construites. Les conditions sont
apodictiques et la solution attendue est bien une relation. Les données sont travaillées de
maniere trans-objectales puisqu’elles sont étudiées a partir de la structure « fonction affine »
qui améne une nouvelle interprétation de certaines données.

La transcription des échanges dans le groupe permet de repérer les rbles endossés
alternativement par les éleves et de voir comment la répartition des roles évolue. La
problématisation est le résultat d’un changement régulier de rdles car les nécessités émergent
des allers-retours entre 1’agir, le penser et le dire. L’extrait de 1’épisode 8 qui suit montre
comment chaque réle vient nourrir la réflexion :

* Questionner : « Les Kelvins en fait le zéro absolu c'est zéro du coup y a pas de chiffres
négatifs dans les degrés ? »

e Agir: «Au pire c'est bizarre par exemple regarde le premier ca fait le coefficient
regarde, le premier coefficient ¢a fait 110 alors que le deuxiéme ¢a fait 17. »

« Vérifier : « Lui il fait tout, enfin le zéro absolu, il est pas, c'est pas un zéro en fait donc,
ca peut pas étre heu... »

e Formaliser : «Jai compris... j'ai compris en fait les degrés Celsius c'est pas
proportionnel mais c'est une fonction affine justement, parce que tu fais plus 273 a
chaque fois. »

L’objectif est donc que chaque éléve puisse prendre alternativement chacun de ces réles ce qui
correspondrait a un « débat intérieur ». Une maniere de forcer ces changements de réles peut
étre de proposer des situations contraignantes qui imposent a certains moments a tous les éleves
d’endosser explicitement un de ces roles. Ainsi demander de critiquer des solutions oblige
I’¢éleve a questionner alors que demander de valider une solution I’oblige a vérifier. L’enjeu des
étapes de la PPAP est de faire passer les éleves par les différents réles.

3. Résultats de ’expérimentation

La situation testée montre que :
» Le sens de I’affinité se construit bien en lien avec les connaissances qu’ont les éléves
sur la proportionnalité. Le travail sur les fonctions affines semble méme renforcer la
maitrise du concept de proportionnalité.
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« Leséleves inventent de nouveaux répertoires pour pouvoir opérer sur les objets (comme
les variations ou les relations fonctionnelles par exemple).

« Les consignes de travail a partir des figurations aménent les éléves a contrdler, vérifier,
valider, expliquer, ce qui provoque des changements de rdles des éléves, soit par la tache
qui est demandée, soit par la nature des échanges dans les groupes.

* Enfin I’analyse des productions montre une évolution vers un discours qui tend vers un
genre second et donc vers I’expression de nécessités indépendamment des registres
sémiotiques utilisés.

I\VV. CONCLUSION ET PISTES DE TRAVAIL

Ce travail de thése apporte des résultats suivant trois angles différents mais il ouvre pour chacun
de nouvelles pistes de travail qu’il s’agirait d’explorer pour répondre a la fois aux attentes des
enseignants dans les classes qui se disent en difficulté face a la place accordée aux problémes
dans I’enseignement-apprentissage et aux besoins des eléves peu efficaces devant des situations
inédites.

Du point de vue de I’enseignement-apprentissage des fonctions affines, j’ai posé 1’hypothese
que problématiser la notion la rend plus disponible. Ma recherche a cependant permis
d’entrevoir d’autre pistes. Il serait intéressant de mesurer les effets d’une autre organisation
mathématique tout au long des cycles 3 et 4. Au lieu de considérer la fonction affine comme un
cas simple amenant a généraliser le concept de fonction, il s’agirait d’introduire la notion
d’affinité comme un outil dans le cadre des mesures de grandeurs permettant des traitements
dans différents registres lorsqu’il y a proportionnalité des €carts. Une seconde piste serait de
tester le changement de point de vue sur les fonctions, en particulier privilégier 1’approche co-
variationnelle dans le cadre des mesures de grandeurs. Enfin il pourrait étre intéressant
d’introduire des symboles pour travailler sur les variations et de mesurer les procepts ainsi
développés.

Du point de vue de la structure des séquences autour de la résolution de problemes, la PPAP
offre des avantages. Elle se déroule sur un temps long, favorisant des pauses, retours en arrieres,
des ouvertures et des fermetures. Elle permet aussi des interventions moins spontanées de
I’enseignant et une activité¢ réflexive de 1’¢léve a partir des figurations. L’¢laboration des
figurations nécessiterait cependant un travail de recherche conséquent pour penser la formation
des enseignants. Elle suppose une analyse didactique et une empathie cognitive développées

ainsi qu’une anticipation des éléments théoriques a mettre en place. L’ explicitation du tissage
entre les registres de problématisation (registre empirique, registre des modeles et REX) donne
des pistes d’interprétation des erreurs et permet d’ouvrir de nouveaux possibles pour penser
I’étayage ou comprendre la portée de certaines variables didactiques. C’est aussi un enjeu pour
que I’enseignement soit moins discriminant socialement en prenant conscience des €carts entre
les registres de problématisation liés aux expériences vécues et aux feedbacks recus.

Du point de vue des cadres théoriques mobilisés différents champs de questions sont ouverts :

* Comment poursuivre Darticulation et la complémentarit¢é entre la TSD et la
problématisation ? Les outils de la problématisation se sont révélés utiles pour mieux
comprendre et analyser ’activité de 1’¢éleéve. J’ai posé 1’hypothese implicite que 1’actant
agit en fonction d’un projet en lien avec un probléme qu’il a construit et que ce probléme
est li¢é a des contraintes externes et internes elles-mémes en lien étroit avec la
configuration que chaque éléve tisse entre le registre empirique, celui des modéles et le
registre explicatif. Que serait un apprentissage qui releverait a la fois de 1’adaptation et
de la problématisation ?
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» Le discours n’est peut-étre pas aussi révélateur de 1’activité cognitive. Comment savoir
si un discours de genre premier ne cache pas une problématisation alors qu’un discours
de genre second peut étre tenu sans qu’il y ait eu problématisation ? Par ailleurs, il reste
des ¢éléves muets, ce qui ne signifie pas qu’ils ne problématisent pas. Comment peut-on
avoir des traces de la problématisation chez les éléves ? Cette problématisation est-elle
effectivement liée aux inter-actions ?

» Un apprentissage par problématisation amene-t-il réellement une meilleure disponibilité
des connaissances ? En particulier, la PPAP proposée, permet-elle réellement a I’éléve
de problématiser ou ne vient-elle qu’exposer a 1’éléve un savoir problématisé par
I’enseignant ? Cette approche permet-elle a chaque éléve d’accéder a un savoir plus
disponible ou serait-elle discriminante ? Et dans ce dernier cas, quels sont les implicites
qui peuvent étre source de malentendus ?
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ANNEXE 1 : STRUCTURE ARGUMENTATIVE D’UN DEBAT EN CLASSE ENTIERE

Objection :
Enoncé de la thése : (I, 12y
R'ﬂ'iR- 2) \ Cuand la température
50 a pour image 90. augmente de 50°C elle

angmente de 90°F,

Dépassement de

I"objection ;
(AA19)
Sion part de 2éro on
angmente de 50 en Autre thése ;
abscisse et de 90 en (D, 12 TR,13})
ordonnée, on arrive £n ¢'est une progression et
(50 290 non un point sur la droite.

Ohbjection 4 la tentative de
dépassement de

I"objection :
(PB, 16; TR, 20} Enoncé de I'alternative :
Sion ralsonne ainsi ¢’ est (EB, 25, 27)
qu’on considére que 0°C Sion prend 100°C et quon
correspond a 0°F, diminue de 2=50°C on arrive 4

°C. Si on prend 212°F et qu'on

diminue de 2=907F on arrive a
32°F. Soit le point de
coordonnées (00 ; 32)
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ANNEXE 2 : STRUCTURE ARGUMENTATIVE D’UN DEBAT EN PETIT GROUPE

Proposition |

On va faire un
graphique.

Proposition 2

William 01:17
Il ¥ a une autre
fagon.

Objection

C'est mal tracé. William 03:37;12:25; 13:20

Marcus 11:28

Proposition 3

Renfort

On peut dire

. On regarde les valeurs :
directement. g

elle monte mais elle
passe pas par zéro.

Marcus 12:14
Alan 12:44

Objection

Elle passe par zéro car
pour une pression de
800hPa, la température est
de 0°C.

Marcus 14:33
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ANNEXE 3 : SCHEMA D’UNE SEQUENCE DE TYPE PPAP

Situation 1

[ Prodyction 1

Activité . - ' Activité
: » Activité T ~ o ° .
productive _* ' constructive
T:%:{te l ammee== < Sjtuation 2 '
.  FIGURATION '
[ | 1
L ]
: Prgduction " 1
- Activité 2" ~ '
Taxte 2% o o
y  wewmmas == Situation 3 .
+  FIGURATION '
[ ]
: ;
Production L y
Texte du savoir Activite 3 Savoir problématisé

<fhm mm om om omom owm om owm owm m

ANNEXE 4 : PROBLEME POSE EN SITUATION 1 DE L’INGENIERIE PPAP

Situation 1 : lere étape

Trois professeurs font la méme expérience. 1ls mesurent la pression en hPa (hectopascal) en
faisant varier la température d'un méme corps dans un méme récipient. Voici le tableau de
mesures obtenues pour un volume constant et un nombre de moles constant par

le professeur A :
Ten°C —-15,2 7,5 10,2 23,7 41 43,7
P en hPa 774 842 850 890 942 950

le professeur B :

Ten°F 4,64 45,5 50,36 74,66 105,8 110,66
P en hPa 774 842 850 890 942 950

le professeur C :
TenK 257,95 280,65 283,35 296,85 314,15 316,85

P en hPa 774 842 850 890 942 950

D’aprés ces données, la pression est-elle proportionnelle a la température ?

2eéme étape :

Déterminer une relation entre la température et la pression qui est vraie quelle que soit I’unité
choisie pour mesurer la température.
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ANNEXE 5 : EVOLUTION DU LOSANGE DE PROBLEMATISATION AU COURS D’UNE

INTER-ACTION DANS UN GROUPE DE 4 ELEVES EN CLASSE DE SECONDE

Episode 1

‘ Episode 2

Conditions Conditions
a|:|;|r.l|:| e apggliciques
problmatiques progématiques
asggoriques asseronguas
"
o . -~ "
S \ a -~ e
Probléames e .. Solution Probléme e Solution
expligatit n'i:il-:Erl :l'|=.r1é‘wrs . ElEmErlg relalion #nicessits supligaht  mise zn arientiyers élénant; relafion spéces
ralation (& solu‘n-:“l-.\ " Afactusls ralabon  la solubi n\ Tactuels
s ~ \
intr¥ohjs ctal \q:’u:y‘;:a
||]|e'ﬂjhig:13| imerobjacial
Ilan'suhj.;qal 1r:41'soh]ectal
Données Données
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Conditions apogictigues
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EXTENSION DE LANOTION D’ENUMERATION : COMMENT MIEUX RENDRE
COMPTE DU CARACTERE COMMUN DE CERTAINES DIFFICULTES DES SUJETS
EN SITUATION

Olivier RIVIERE
Laboratoire ACTé, ESPE Clermont, Université Clermont-Auvergne
olivier.riviere@uca.fr

Résumé

Des travaux de didactique des mathématiques, conduits par Briand (1993,1999), ont permis de
montrer I’existence de connaissances spécifiques d’organisation dans le domaine des problemes
concernant le dénombrement et les opérations arithmetiques, connaissances qui relévent de ce
que Brousseau a appelé I’énumération.

Nous nous proposons dans ce texte de montrer comment 1’étude de la situation fondamentale
de I’énumération permet d’exhiber de nouvelles variables et de compléter I’étude des stratégies
proposée par Briand. Une nouvelle définition de 1’énumération est proposée, permettant
d’unifier conceptuellement la description des difficultés rencontrées.

Cette nouvelle définition modifie le regard porté sur 1’énumération en rendant cette
connaissance visible dans de nombreuses situations, montrant ainsi que ces « connaissances
d’énumération » ne sont spécifiques ni au champ numérique, ni méme aux mathématiques.

Mots clés
Enumération, connaissance, savoir, situation, définition

|I. INTRODUCTION

Apres avoir précisé 1’usage méthodologique que nous faisions des situations, nous produisons
une modélisation de situations d’énumération en termes de relations entre deux collections.
Nous étudions comment cette modélisation nous conduit a proposer une reformulation de la
définition de I’énumération.

L’¢étude des difficultés rencontrées par des sujets dans une situation non didactique nous conduit
a proposer une extension de la définition de 1I’énumération, extension dont nous etudions la
compatibilité avec la définition antérieure et la robustesse.
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Il. LAPLACE DES SITUATIONS DANS NOTRE ETUDE

Commencons par préciser certains aspects qui nous semblent caractéristiques de notre travail.
Dans 1’étude du processus de diffusion des connaissances, la fabrication de modeles de ces
connaissances reléve pour Brousseau (1997) d’une double dynamique :

Les modeles doivent étre alors envisagés sous deux formes qu’il s’agit de faire
« coincider» » :

- Comme nécessité théorique, déduite du savoir lui-méme, et d’un fonctionnement minimal
supposé de l’éléve,

- Comme représentation des situations réelles, didactiques ou non, ou la connaissance
devrait « se déduire » des décisions et des comportements du sujet. (Brousseau, 1997, p.3)

Le premier point est fondamental pour nous car il fait de la situation un objet théorique dont
une des fonctions est de décrire le savoir. Il installe comme élément premier du modele de
diffusion de la connaissance une modélisation du savoir par des situations.

Le second point nous fournit des clés d’observation de la connaissance. C’est par I’observation
des décisions et des actions du sujet que nous pouvons en deduire des manifestations de la
connaissance.

I1l. CONSTRUCTION D’UNE PREMIERE DEFINITION DE
L’ENUMERATION

Dans cette partie, en appui sur les travaux de Briand (1993, 1999), nous montrons comment
I’observation des difficultés dans deux situations (la situation de dénombrement d’une
collection de jetons et la situation des allumettes) nous conduisent a produire une nouvelle
formulation de la définition de I’énumération.

1. Modélisation de la situation en terme de relation entre deux collections

Le mot «énumération » est introduit par Brousseau (1984) dans différents contextes
numériques. L’étude des difficultés d’éléves dans les situations de dénombrement par comptage
permet & Briand (1993) de faire émerger 1’énumération comme savoir.

Pour dénombrer une collection de jetons, il faut pouvoir en faire un inventaire. Chaque élément
de la collection des jetons doit étre compté une fois et une seule. Le dénombrement par
comptage d’une collection peut étre modélisé par la construction d’une relation entre les
éléments de cette collection de jetons et la collection des mots nombres. Chacun des éléments
de la collection des jetons doit étre mis en relation avec un élément et un seul de la collection
des mots nombres.

Quand la collection des jetons est bien comptée, une bijection a alors été construite entre cette
collection et un sous-ensemble de la collection des mots nombres (Figure 1).
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Figure 1: La situation de dénombrement des jetons - mise en évidence d'une bijection entre la
collection de jetons et un sous-ensemble de I’ensemble des mots nombres.

Dans 1’étude de la construction de la relation entre ces deux collections, certains
dysfonctionnements peuvent apparaitre.

Ainsi, la non-maitrise par le sujet de la comptine orale va rendre indisponible certains éléments
de la collection des mots nombres et par conséquent interdire toute construction d’une bijection
dans laquelle un sous-ensemble de cette collection intervient. C’est ce qui peut étre observé
quand un sujet interrompt le comptage de la collection des jetons au dernier des mots nombres
gu’il connait alors qu’il reste des jetons a dénombrer.

Tous les dysfonctionnements du comptage ne portent pas sur la seule non-disponibilité de la
collection des mots nombres. Ainsi, quand le sujet affecte soit plus d’un mot nombre, soit aucun
mot nombre a certains éléments de la collection des jetons, le comptage échoue malgre la
disponibilité de la collection des mots nombres (Figure 2).

o— o o— =

O
O " m

Figure 2 : La situation de dénombrement des jetons - mise en évidence de deux
dysfonctionnements du comptage.

Dans la situation de dénombrement par comptage, 1’énumération apparait comme une
connaissance nécessaire a la réussite, sans pour autant qu’elle soit la seule connaissance en jeu
dans la situation.

Ce qui caractérise une connaissance est |’existence d’une situation dans laquelle la
connaissance est la solution optimale du probléeme posé. Briand cherche a construire une
situation de ce type, qui s’affranchisse du recours au nombre.

Comment alors mettre en place des situations dans lesquelles [’énumération d’une
collection soit seule (indépendamment du nombre) la solution a un probleme posé ?
(Briand, 1999, p.57)

Méme si Briand a pour objectif de produire une situation qui puisse permettre de fabriquer des
ingénieries d’enseignement, c’est bien une nécessité théorique qui guide la fabrication de la
situation. C’est dans ce contexte qu’il construit la situation des allumettes.

Briand (1999) donne une description de la situation.
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Un éleve dispose devant lui (sur une table) d’un tas de boites d’allumettes identiques
percées sur le coté d’un petit trou permettant le passage d’une allumette. Des bdtonnets
(sans le phosphore) sont les allumettes. Ces batonnets, en grand nombre, sont dans une
boite plastique. 1l s’agit de placer une allumette et une seule dans chaque boite sans
louvrir, de savoir lorsque [’on a terminé, puis de s assurer si [’on a réussi ou échoué en
ouvrant les boites. S’il y a une seule allumette dans chaque boite et si aucune boite n’est
vide, alors 1’éléve a réussi. (Briand, 1999, p.57)

Briand produit une ingénierie qui, par un jeu sur différentes variables (notamment les boites
d’allumettes mobiles ou bien fixées sur un support), propose un enseignement de I’énumération
en moyenne section.

Formellement, la situation des allumettes peut étre modélisée comme la construction d’une
relation entre une collection de boites et une collection d’allumettes (Figure 3).
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Figure 3 : Situation des allumettes- une modélisation en termes de collections.

En éliminant toute dimension numérique de la situation, Briand rend les dysfonctionnements
dans la construction de la relation encore plus visibles. C’est cette connaissance dans ’action
de construction de cette relation sous contraintes que Briand nomme énumération.

2. La fonction particuliere de la seconde collection: eévolution de la
modélisation

Dans cette situation, comme dans la précédente, deux collections sont en jeu. Pour autant, les
deux collections ne sont pas symétriques ; elles ne jouent pas le méme réle. La fonction de la
seconde collection (mots nombres et allumettes) est de rendre observable la relation qui est
construite sur les éléments de la premiere (jetons, boites). Ainsi, dans chacune des deux
situations, un traitement va étre réalisé sur les éléments de la premiere collection. Ce traitement
va consister a affecter un mot nombre a un jeton ou bien a insérer une allumette dans une boite.
C’est la réalisation de ce traitement sur les éléments de la premicre collection qui permet
d’observer le processus de fabrication de la relation.

Dans ces deux situations, quand le sujet saisit un élément de la premicre collection et qu’il
effectue le traitement demandé (en lui affectant un élément de la seconde collection), la seule
chose qui importe du point de vue de I’énumération est que cet élément de la premicre collection
ait été traité.

La modélisation proposée peut donc se dispenser de représenter la seconde collection pour ne
plus laisser apparaitre que les éléments de la premiere collection et les traces de la relation
spécifiques aux éléments de cette premiére collection.
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Figure 4 : La situation de dénombrement des jetons - modélisation ne montrant plus que la
premiére collection et la relation.

La Figure 4 reprend les modélisations des deux dysfonctionnements du comptage décrits dans
la Figure 2. Cette nouvelle modélisation met en évidence que ce qui importe du point de vue de
I’énumération de la premiére collection est le nombre de traitements (nombre affecté a un jeton,
allumette insérée dans un boite) qui ont été réalises sur chacun des éléments de cette collection.
Finalement, du point de vue de I’énumération, la modélisation peut donc se réduire au codage
du nombre de traitements réalisés sur chacun des élements de la premiére collection. Par la
suite, I’ordre de multiplicité d’un élément désignera le nombre de traitements réalisés sur cet
élément.

3. Nouvelle formulation de la définition de I’énumération

Enumérer une collection, c’est traiter une fois et une seule chacun des éléments de cette
collection. La modélisation développée permet de produire une formulation de la définition de
I’énumération en appui sur 1’ordre de multiplicité.
Soit un ensemble E d’éléments.
Dans une situation mettant en ceuvre un traitement T, cet ensemble E est bien énuméré si et
seulement si :

vee Em(e) =1
ou m représente 1’ordre de multiplicité du point de vue du traitement T.
Dans la Figure 4, les collections de ronds ne sont pas bien énumérées car il existe un élément
dont I’ordre de multiplicité est égal a 2 dans le premier cas et a 0 dans le second cas.

V. REFORMULATION DE LA DEFINITION DE L’ENUMERATION

Dans cette partie, nous montrons comment 1’étude des difficultés rencontrées dans une nouvelle
situation d’énumération nous conduit a reformuler la définition de I’énumération.

Dans (Briand, 1999), nous disposons de commentaires détaillés sur la nature des gestes qui sont
réalisés quand la collection des boites d’allumettes est déplagable. L’influence de la position du
tas d’allumettes est étudiée, tout comme 1’effet produit par le secouage de chacune des boites.
Par contre, dans le cas ou les boites d’allumettes sont collées a un support, nous ne disposons
que d’une analyse quantitative sur les progreés observés des sujets. Dans notre travail de thése
(Riviere, 2017), nous avons cherché a produire des analyses qualitatives sur les stratégies
effectives mises en ceuvre par les sujets dans le cas ou les éléments de la collection énumérée
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ne sont pas déplacables. Pour cela, nous avons construit une nouvelle situation d’énumération,
la situation des sucres.

1. La situation des sucres

Commengons par décrire la situation étudiée.

Une collection de ronds dessinés sur une feuille est présentée au sujet. Le sujet est invité a
poser un sucre sur chaque rond et un chapeau sur chaque sucre. A l'issue de ce travail de
préparation, chaque rond de la collection de départ est recouvert par un sucre qui est lui-
méme recouvert par un chapeau. Le jeu consiste a ramasser la totalité des sucres de la
maniére suivante : il faut attraper un chapeau, ramasser le sucre et reposer le chapeau sur
le rond de la collection.

A chaque instant il ne peut y avoir plus d’un rond qui ne figure pas sous le chapeau qui lui
est associé. Quand tous les chapeaux sont posés sur le support, aucun rond n’est visible.
Quand le sujet souléve un chapeau et saisit le sucre qui y figurait, le rond qui était sous le
sucre devient visible.

Le sujet n’aura le droit de soulever un autre chapeau que lorsqu’il aura replacé le chapeau
sur le rond qu’il recouvrait initialement. L’ expérimentateur controle le ramassage effectif
des sucres et le retour effectif des chapeaux dans leur position initiale.

Le jeu est constitué a priori de deux phases : une phase d’action pendant laquelle le sujet
ramasse les sucres et une phase de validation pendant laquelle le sujet vérifie que tous les
sucres ont bien été ramassés.

Dans la phase de validation, la régle sur les chapeaux évolue. Le sujet a alors le droit de
ramasser tous les chapeaux. S’il ne reste pas de sucre, alors il a gagné. Par contre, s’il
reste au moins un sucre, alors la partie est perdue.

Le jeu peut s’arréter dans la phase d’action si le sujet souleve un chapeau et qu’il n’y a
pas de sucre sous ce chapeau. Dans ce cas la partie est perdue. (Riviere, 2017, p.56-57)

Figure 5: Situation des sucres - la configuration matérielle.
Dans ce jeu, le sujet perd dans deux cas :

e Dans la phase de validation, quand il reste un sucre sous un des chapeaux (cas 1) ;

e Dans la phase d’action, le sujet souléve un chapeau sous lequel ne figure pas de sucre

(cas 2).
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Le cas 1 est rencontré quand un ¢élément au moins de la collection des chapeaux n’a pas été
traité (puisque le sucre n’a pas été enlevé).

Le cas 2 est rencontré quand un élément de la collection des chapeaux est traité deux fois par
le sujet (une premiere fois quand le chapeau est soulevé et le sucre enlevé et une seconde fois
quand ce méme chapeau est de nouveau soulevé sans qu’il soit possible a ce moment—la
d’enlever un sucre). Il y a donc dans ce cas un élément de la collection que le sujet essaye de
traiter deux fois.

Le cas 1 correspond au non-respect de la contrainte « chaque élément doit étre traité au moins
une fois », alors que le cas 2 correspond au non-respect de la contrainte « chaque élément doit
étre traité au plus une fois ».

Quand ni le cas 1, ni le cas 2 ne sont rencontrés pour aucun des éléments, ¢’est que la collection
a été bien énuméree.

Appliquons a cette situation la modélisation développée précédemment.

Pour cette situation des sucres, la premiére collection en jeu est la collection des points dessinés
sur la feuille (ou la collection des chapeaux puisqu’on peut par bijection confondre les deux
collections). La seconde collection en jeu est la collection des sucres posés sur chaque point.
Le traitement consiste a soulever un chapeau et enlever le sucre présent sur le point (et sous le
chapeau). La fonction des chapeaux est de rendre le traitement non visible lors de la phase
d’action.

2. Nouvelle formulation de la définition de I’énumération

Dans la situation des allumettes, la partie s’arréte quand le sujet le décide, quand il pense qu’il
a terminé. Dans la situation des sucres, la partie s’arréte également selon ce processus. Mais la
partie peut aussi s’arréter lorsque le sujet souléve un chapeau dont il a déja enlevé le sucre.
Cette condition d’arrét rend trés visible I’erreur qui consiste a traiter plus d’une fois le méme
¢lément. Les regles du jeu créent une dissymétrie dans les raisons de I’échec a 1I’énumération
de la collection. Dans notre volonté de décrire les erreurs effectuées par les sujets dans le jeu,
cette dissymétrie nous conduit a décomposer les conditions de I’énumération en deux. La
condition de I’énumération « chaque élément doit étre traité une fois et une seule » se
décompose en deux pour devenir « chaque élement doit étre traiter au moins une fois » (C1) et
« chaque élément doit étre traiter au plus une fois » (C2).

La définition de I’énumération produite précédemment devient :

Soit un ensemble E d’éléments.

Dans une situation mettant en ceuvre un traitement T, cet ensemble E est bien énuméré si et

seulement si :
Ve € Em(e) = 1 (condition C1)
Ve € E m(e) <1 (condition C2)

ou m représente I’ordre de multiplicité du point de vue du traitement T.

Remarques :

Dans la situation des sucres, le second soulévement d’un méme chapeau provoque 1’arrét de la
partie. Si on réduit le traitement au soulévement d’un chapeau, I’ordre de multiplicité d’un
élément ne peut pas étre supérieur a 2.

La séparation en deux de la condition de 1’énumération permet donc de décrire plus finement
les dysfonctionnements de I’énumération dans cette situation.

Nous venons de mettre a jour une variable qui permet de mieux caractériser les situations
d’énumération :
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* Dans certaines situations, les deux conditions de I’énumération sont considérées de
maniére symétrique : le non-respect de 1’une ou de I’autre génére le méme type de
rétroaction (asynchrone pour les allumettes : c’est lors de la phase de contrdle du
contenu des boites d’allumettes que nous pouvons Vérifier que chacune de celles-ci ne
contient ni plus, ni moins d’une allumette)

* Dans d’autres situations, les deux conditions de 1’énumération sont considérées de
maniere dissymétrique : le non-respect de la condition C2 entraine 1’arrét immédiat de
la partie (dans la phase de ramassage des sucres, quand le sujet souléve un chapeau sous
lequel ne figure plus aucun sucre), alors que le non-respect de la condition C1 n’entraine
pas I’arrét immédiat (dans la phase de contrdle, quand le sujet souléve un chapeau sous
lequel figure encore un sucre)

V. EXTENSION DE LA NOTION D’ENUMERATION

Dans cette partie, nous montrons comment I’observation des difficultés rencontrées par les
sujets en situations non didactiques nous conduit a proposer une extension de la notion
d’énumération.

1. Une observation fondatrice

Nous nous appuyons sur la reconstitution d’une observation réalisée dans une classe de CP au
mois de novembre. La situation est la suivante : le professeur a écrit au tableau une phrase. Les
éleves doivent reconstituer cette phrase a partir d’un stock d’étiquettes-mots. Ils vont donc
devoir sélectionner parmi I’ensemble de leurs étiquettes celles qui correspondent a des mots
apparaissant dans la phrase modele. Chaque ¢éleve dispose de son ensemble d’étiquettes
stockées dans une boite posée sur sa table.

Ce qui nous intéresse ici est la stratégie mise en ceuvre par les €léves pour choisir les étiquettes
qui conviennent. La phrase et le stock présentés ici ne correspondent pas a ce qui a été observe.
Par contre, les gestes décrits ici sont ceux qui ont été observés en situation.

loy, Je mange du chocolat sur le lit.

Figure 6 : Situation de la phrase (reconstitution) - stock d'étiquettes-mots et phrase modele.

Nous observons un éléve qui, chaque fois qu’il saisit une étiquette, réussit a la comparer au mot
de la phrase qu’il cherche et qui pour autant ne réussit pas a reproduire la phrase dans le temps
donné par le maitre (20 minutes).

Décrivons comment notre sujet procede. Le sujet saisit une étiquette dans le stock (étiquette-
mot « Papa » dans notre exemple), compare le mot de cette étiquette avec le mot de la phrase
qu’il cherche (mot « Je » ici). Les deux mots n’étant pas les mémes, il repose 1’étiquette qu’il
tenait dans sa main dans sa boite.
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loy, Je mange du chocolat sur le lit.

Figure 7 : Situation de la phrase (reconstitution) - traitement d’un élément.

Ce sujet se retrouve ainsi a saisir les mémes étiquettes a de nombreuses reprises, ce qui
I’empéche de réaliser la tiche dans le temps imparti.

Formellement, pour trouver chaque mot de la phrase modeéle, le sujet doit produire une partition
de sa collection d’étiquettes en deux sous-ensembles, dont I’un est réduit a un seul élément, la
seule étiquette du stock conforme au modele. Comme chaque mot n’est présent que sur une
seule étiquette, la partition est fabriquée des lors que 1’élément cherché a été trouvé. Il s’agit ici
d’un tri dans lequel le critére est « le mot sur 1’étiquette est-il conforme au mot modéle ?».
Pour trouver un mot d’une phrase, la série d’actions réalisées par le sujet peut étre décrite selon
le méme modeéle que celui présenté pour les deux situations présentées précedemment.

Ici, la premiére collection est la collection des étiquettes-mots et la seconde collection est la
collection des réponses produites dans la comparaison avec le mot de la phrase considérée. Le
traitement consiste & comparer une étiquette-mot a un mot de la phrase. L’étiquette-mot est
trouvée deés qu’une réponse positive a une des comparaisons est donnée.

Quand le sujet repose dans la boite les étiquettes qu’il a déja examinées, il peut se trouver dans
la situation de réexaminer plusieurs fois les mémes étiquettes, sans jamais saisir 1’étiquette
cherchée. Dans la figure suivante, les étiquettes sont représentées par des ronds, les saisies
d’étiquettes et leur comparaison au modele sont représentées par les traits issus de ces ronds et
les rectangles sur lesquels pointent ces traits représentent le résultat de la comparaison.

Non conforme
au modéle

O Conforme
au modele

O

Figure 8 : Situation de la phrase (reconstitution) - modélisation de la suite des actions du
sujet.

Décrivons maintenant la situation en termes d’ordre de multiplicité des traitements élémentaires
(saisie et comparaison d’une étiquette au modele). Certains éléments de la premiére collection
ont un ordre de multiplicité supérieur a 1. La condition C2 de I’énumération n’est pas vérifiée.
Si le sujet avait mis de coté les étiquettes qu’il avait saisies et qui n’étaient pas conformes au
modele, il se serait dispense de traitements élémentaires qu’il avait déja réalisés.
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Non conforme
au modéle

Conforme
au modéle

O
O

Figure 9: Situation de la phrase (reconstitution) - modélisation d’une suite d’actions
optimales.

Dans cette suite d’actions, la recherche de I’étiquette conforme au modele s’interrompt des le
quatrieéme essai. Chaque étiquette saisie 1’a été au plus une fois. Certaines des étiquettes n’ont
pas €té saisies et comparées au modele car le mot avait été préalablement trouve.

Dans ce cas, aucun des éléments de la collection des étiquettes n’a un ordre de multiplicité
supérieur a 1. La condition C2 de I’énumération est ici réalisée.

Pour trouver 1’étiquette cherchée, le sujet est conduit a réaliser un tri dans lequel il peut mettre
en ceuvre la condition C2 de I’énumération.

2. Retour sur la situation des allumettes

Revenons maintenant a la situation des allumettes et aux données produites par Briand (2004).
Nous disposons de vidéos des deux essais d’un méme ¢€léve de MS, Romain.
Commencons par nous intéresser au premier de ces deux essais, essai au cours duquel il échoue.

Temps Image extraite Description de I’action

07,13 s 1l pose sur la table la boite qu’il tenait dans la main
gauche pendant qu’il saisit une nouvelle boite avec sa

main droite.

08,00 s Il porte a son oreille droite la boite qu’il tient dans sa
main droite et la secoue.
08,21 s Alors que la boite qu’il tient dans sa main droite est

toujours a c6té de son oreille droite, il saisit avec sa
main gauche une nouvelle boite.

Figure 10 : Situation des allumettes - extraits de la vidéo du premier essai de Romain.
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Comme 1’¢leve de CP observé dans la situation de reproduction de la phrase, Romain saisit
plusieurs fois les mémes ¢léments (des boites d’allumettes ici). Il secoue pour vérifier que
celles-ci sont vides. Quand le secouage ne produit pas de bruit, il insere une allumette. Dans
tous les cas, il repose la boite d’allumettes sur la table, a un endroit indifférencié.

Romain ne construit pas deux ensembles qui permettraient de séparer les éléments traités

des éléments non encore traités. Sa difficulté tient a ’absence de mise en ceuvre d’un tri.
(Riviére, 2017, p.341)

Outre le fait que 1’organisation mise en ceuvre ne lui permet pas de réussir, celle-ci ne minimise
pas le nombre de saisies de boites. Si le traitement considéré est la saisie d’une boite, la
condition C2 de I’énumération n’est pas vérifice.

Examinons maintenant comment Romain fait évoluer sa stratégie pour son second essai.

Temps Image extraite Description de I’action

26,12s Il a maintenant une allumette dans sa main droite. Il
attrape avec sa main gauche une boite.

27,03 s 1l met avec sa main droite I'allumette dans I’orifice
latéral de la boite qu’il tient dans sa main gauche.

32,23 Il pose la boite qu’il tenait dans sa main gauche juste a
coté des boites qu’il avait posées les unes a coté des
autres.

Figure 11 : Situation des allumettes - extraits de la vidéo du second essai de Romain.

Romain a décidé de placer prés de lui les boites dans lesquelles il a mis une allumette. D’autres
boites restent au centre de la table. Il a donc de fait structuré sa collection de boites d’allumettes
en deux sous-ensembles disjoints : les boites qu’il a déja traitées et les boites qu’il n’a pas
encore traitées.
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Figure 12 : Situation des allumettes - agrandissement de la photo 1 ; zoom sur [ organisation
mise en ceuvre — essai 2.

Si le traitement considéré est la saisie d’une boite, Romain met en ceuvre une stratégie qui, a
partir d’un certain moment, respecte la condition C2 de I’énumération. Par ailleurs, comme cet
essai est gagnant, nous pouvons affirmer que la condition C1 est elle aussi respectée.

3. Stratégies de tri

Nous allons maintenant exhiber les modalisations de tri que nous avons produites dans notre
thése. Pour cela, nous nous appuyons sur la situation des jetons marqués. Disposant d’une
collection de jetons dont certains ont une gommette collée sur une des faces, il s’agit de trier
les jetons marqués. Formellement, il s’agit de construire une partition de la collection en deux
sous-ensembles, les jetons qui ont une gommette et ceux qui n’en n’ont pas.

Etat initial Etat final
Figure 13: Situation des jetons marqués - description en termes d'états.

L’¢étude des données (Riviere, 2017) a permis d’exhiber plusieurs stratégies mises en ceuvre par
les sujets :
e La stratégie de tri systématique : cette stratégie consiste a saisir et examiner un a un
chacun des jetons marqués et a les placer dans un des deux tas constitués : le tas des
jetons marques et le tas des jetons non marqués.
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Figure 14 : Situation des jetons marqués - sujet 1 (PS).

e La stratégie de tri par extraction : cette stratégie consiste a extraire du tas de jetons
placés devant le sujet ceux qui ont une gommette sur la face visible (et donc a laisser la
ou ils se trouvent les jetons sans gommette sur la face visible). Le tas des jetons marqués
est ainsi constitué et il se remplit par des extractions successives du tas principal. Dans
cette situation, cette stratégie est rarement gagnante.

Figure 15 : Situation des jetons marqués - sujet 3 (PS).

Dans le cadre de la mise en ceuvre d’un tri systématique, chaque jeton est saisi et examiné une
fois et une seule. L’ordre de multiplicité de chaque ¢lément de I’ensemble est 1. Les conditions
C1 et C2 sont alors toutes les deux respectees.

Dans le cadre de la mise en ceuvre d’un tri par extraction, nous avons montré que certains jetons
pouvaient étre examinés plusieurs fois : une fois extraits tous les jetons qui avaient une
gommette sur la face visible du jeton, le sujet est conduit a saisir les jetons qui restent, examiner
la face non visible et reposer le jeton dans le tas dans lequel il a été saisi s’il est sans gommette.
Ce sont ces jetons que le sujet est susceptible de saisir plusieurs fois. Dans ce cas, la condition
C2 n’est pas vérifiée. Par ailleurs, le sujet peut étre conduit a ne pas extraire de ce tas tous les
jetons ayant une gommette (puisqu’il ne sait pas quels sont dans ce cas les jetons qu’il a déja
examinés et ceux qu’il n’a pas encore examinés). Dans ce cas, la condition C1 peut donc ne pas
étre verifiée.

4. Nouvelle définition de I’énumération

Au-dela du fait qu’une action matérielle doit étre réalisée dans la situation des boites
d’allumettes ou des sucres, les difficultés rencontrées et les stratégies mises en ceuvre dans
chacune des situations que nous venons d’évoquer se ressemblent. Certains éléments sont traités
plusieurs fois alors d’autres ne sont pas traités.

La volonté d’unifier la description de ces difficultés fait émerger la nécessité d’une nouvelle
définition de I’énumération, qui permette d’unifier conceptuellement des situations proches.
Pour réussir, dans la situation des sucres ou dans la situation des allumettes, le sujet doit réaliser
simultanément les deux conditions de I’énumération pour chaque élément. Nous dirons dans
ces cas que 1’énumération réalisée est forte.
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Dans les situations de tri, il n’est pas nécessaire de mettre en ceuvre une énumération forte pour
réussir. Nous avons observé qu’en réalisant des extractions successives, des sujets finissent par
examiner et éventuellement traiter tous les éléments de la collection. Ils n’ont alors oublié aucun
des éléments de celle-ci. La condition C1 de I’énumération est vérifiée. Pour autant, certains
¢léments sont pu étre saisis et traités plus d’une fois (un jeton sans gommette reposé dans le tas
de départ). La condition C2 de I’énumération n’est alors pas vérifiée. Nous sommes dans une
forme affaiblie d’énumération. Nous dirons qu’une énumération faible a été réalisée.

Nous introduisons donc des variations dans la notion d’énumération en dissociant la réalisation
effective de chacune des conditions de I’énumération.

Revenons sur la notion d’énumération faible. Nous la définissons comme la réalisation d’une
seule des deux conditions de I’énumération.

Dans I’exemple que nous avons choisi pour illustrer cette forme d’énumération, Seule la
condition C1 ¢était vérifiée. Considérant un traitement, 1’ordre de multiplicité par rapport a ce
traitement de certains éléments pouvait donc étre supérieure a 1. Nous choisissons de qualifier
cette énumération de faible +.

De la méme maniére, des énumérations faibles pourraient étre réalisées en ne vérifiant que C2.
Du point de vue d’un traitement, 1’ordre de multiplicité¢ des ¢léments serait alors au plus égal a
1. Nous choisissons de qualifier cette énumération de faible -.

5. Analyse des situations en appui sur cette nouvelle définition

La nouvelle définition de I’énumération nous permet de porter un nouveau regard sur les
situations sur lesquelles nous nous sommes appuyés.

Dans le jeu des sucres, pour gagner, le sujet doit mettre en ceuvre une énumération forte de la
collection des points. Dans ce jeu, le soulevement du chapeau et le ramassage du sucre sont des
gestes qui peuvent étre considérés de manicre solidaire. En effet, le ramassage d’un sucre est
nécessairement accompagné d’un soulévement de chapeau et tout soulevement de chapeau sans
ramassage de sucre interrompt la partie.

Quand un sujet gagne la partie, il a éenuméré fortement la collection de points, la collection de
chapeau ou la collection de sucres.

Dans le jeu des allumettes, pour gagner, le sujet doit mettre en ceuvre une énumération forte de
la collection des boites. Cette énumération forte porte ici sur 1’insertion d’une allumette. Le
traitement ¢lémentaire considéré (I’insertion d’une allumette dans la boite) est toujours
accompagné de la saisie d’une boite (dans le cas déplagable). Par contre, la réciproque est
fausse. Briand montre que, dans son second essai, Romain saisit parfois des boites sans pour
autant insérer d’allumettes dans celles-ci. Les deux gestes (saisie d’une boite et insertion d’une
allumette) ne peuvent pas étre considérés de maniére solidaire.

Lors de son second essai, Romain réalise une énumération forte si le traitement considéré est
I’insertion d’une allumette dans une boite ; il réalise une énumération faible + si le traitement
considéré est la saisie d’une boite. C’est ce que Briand décrit dans 1’étude du secouage (1999).
Les situations de tri ne sont pas des situations d’énumération. Pour autant les sujets mettent en
ceuvre des énumérations fortes ou faibles pour trier les éléments d une collection. Ces situations
de tri permettent le traitement d’un élément sans sa saisie. En effet, quand un jeton a une
gommette apparente sur sa face visible, il n’est pas nécessaire de le soulever pour savoir qu’il
est marqué. Il n’est donc pas toujours possible pour I’observateur de se prononcer sur la
réalisation de la condition C1.

La réalisation d’une action matérielle sur chaque élément de la collection est donc la garantie
de I’observabilité de 1’énumération effective.
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VI. CONCLUSION

A ce stade de notre travail, nous disposons d’une définition de 1’énumération qui permet de
rendre compte des difficultés et des stratégies mises en ceuvre par les sujets dans des situations
beaucoup plus variées et nombreuses que les seules situations d’énumération forte, objet initial
de notre étude.

Les variations que nous avons introduites en étendant la définition de 1’énumération nous
permettent de mieux comprendre la continuité des connaissances d’énumération.

Des connaissances d’énumeération faible sont en jeu dans de nombreuses situations. Ces
situations ne relevent pas toutes de contexte mathématique. Nous en avons exhibé quelques-
unes dans ce texte. Par ailleurs, le travail d’indentification de situations d’énumération faible —
reste a conduire.
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Résumé

Deux usages contrastés du concept de Modele Epistémologique de Référence (MER)
permettent de mettre en évidence certaines caractéristiques qui font du MER une
phénoménotechnique, en particulier pour permettre de dénaturaliser un Modéle
Epistémologique Dominant. Cette phénoménotechnique, déja en germe dans la méthodologie
des ingénieries, est necessaire pour relativiser les résultats d’une recherche et doit se traduire
par ’explicitation du MER envisagé par le chercheur, en ce compris son choix de valeurs.
Cette démarche est difficile en raison des institutions « cachées » dont I’influence est d’autant
plus prégnante qu’elle est souterraine, comme 1’institution « mathématique » et I’institution
« idéologies pédagogiques ». La question des ingrédients du MER en lien avec ses fonctions
est abordée ici, entre autres, a travers deux MER génériques supposés prendre en compte ces
deux exemples d’institutions cachées : un double niveau praxéologique : « modélisation » et
« déduction » et un « transfert sous contrat » en matiére de résolution de problemes envisagée
a travers une catégorisation de ceux-ci et d’entrainement a des méethodes spécifiques. Enfin, le
réle du MER est évoqué en tant qu’outil de formation des enseignants dans une perspective de
dénaturalisation, entreprise délicate s’il en est.

Mots clés

Modele Epistéemologique de Référence, Modéle Epistémologique Dominant, Institutions
cachées, Institution « mathématique », Institution « idéologies pédagogiques », Praxéologies
« modélisation » et « déduction », « transfert sous contrat »

|I. DE DEUX USAGES CONTRASTES DU CONCEPT DE MER A LA
SYNERGIE MER-MED

A I’occasion du 4°™ colloque de 2013 sur la Théorie Anthropologique du Didactique (TAD),
je me suis interrogée sur le concept de Modele Epistémologique de Référence (MER) a partir
de deux usages contrastés de ce concept. En guise d’introduction, je repartirai ici de ces deux
exemples analysés dans Schneider (2017) pour mieux faire apparaitre 1’intérét d’une synergie
entre le MER et ce qu’on appelle le Mode¢le Epistémologique Dominant (MED).

Le premier exemple d’usage du concept de MER concerne le théoréme de Lagrange tel
qu’enseigné dans certaines universités belges, dans une filiére mathématique et une filicre
économique (Xhonneux, 2011 ; Xhonneux, S. & Henry, 2012). Ce MER est globalement
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constitué de cing familles de taches autour desquelles sont définies cing Organisations
Mathématiques (OM) locales, trois qualifiées de « procédurales » en référence a la théorie de
Sfard, (1991), par exemple « Chercher des candidats a étre extremum d’un probléme
d’optimisation sous contraintes d’égalité » et deux autres familles de taches appelées
« structurales » telles que « Construire les éléments théoriques relatifs au théoreme de
Lagrange ».

Parmi plusieurs caractéristiques de ce travail reprises dans mon analyse (Schneider, 2017), je
retiens les deux suivantes :

e Ce MER est construit autour d’un théoréme plutét que d’étre pensé au niveau d’un
domaine, ici celui de ’optimisation sous contraintes. Par exemple, le chercheur en
exclut la méthode des multiplicateurs de Carathéodory, pourtant utilisée dans un cours
observé, parce qu’il la situe en dehors du theme « théoréme de Lagrange ». En outre,
le choix du théoréme utilisé pour démontrer le théoréme de Lagrange, par exemple le
théoreme des fonctions implicites, n’y est pas analysé a la lumiere d’une économie
mathématique plus globale.

e Ce MER se construit comme une compilation progressive des diverses observations de
terrain réalisées et est ainsi « fabriqué empiriquement a partir des praxéologies a
enseigner et des textes “savants” comme les articles de mathématiques, les manuels ou
les supports de cours universitaires » (Xhonneux, 2011). Ce modéle n’est donc
confronté a aucun autre.

Le second usage du concept MER que j’évoquerai ici concerne I’algébre élémentaire et s’est
constitué progressivement sur base de travaux francais et espagnols structurés par la TAD ou
la théorie de la transposition didactique qui la préfigure Chevallard, 1985 ; Gascon, 1993). Ce
MER est en rupture avec le modele implicite qui prévalait dans 1’enseignement de 1’algebre
(et qui prévaut toujours en Belgique francophone du moins). Ce dernier, appelé le « modéle
de I’arithmétique géneéralisée », se caractérise, d’une part, par la «désarticulation » du corpus
de problémes en résolution d’équations ou d’inéquations, de manipulation d’identités et de
fonctions élémentaires, d’application de formules et de résolution de problemes « concrets »
et, d’autre part, conduit a une interprétation des difficultés d’acquisition du langage
algébrique trop exclusivement référée au cadre arithmétique, comme la modification du sens
des signes +, =, -, x, ... d’un langage a ’autre.

Deés les premiers écrits du début des années 80, I’idée de 1’algébre comme outil de
modeélisation fut mise en avant et cela, de maniére récurrente. Gascon (1993) I’a développée a
partir d’une analyse épistémologique de I’algebre basée, non pas comme ce qui se fait
d’habitude sur la genese de [’algebre dans [’école d’Alexandrie ou des « valeurs
indéterminées » sont représentées par des lettres a la place des nombres, mais sur la
« nouvelle algébre » de Viete ainsi que sur la « méthode » de Descartes qui permettent de
rendre « analytique » le patron A/S propre aux problémes classiques de la géométrie
élémentaire. Ainsi, les parametres permettent de faire apparaitre la structure des problemes et
de produire de nouvelles connaissances sur le systeme modélisé, relatives par exemple aux
conditions d’existence des solutions.

De ces analyses a résulté un modele épistémologique de référence relatif a I’algebre et qui
s’est précisé peu a peu vers la formulation donnée par Bosch & Gascon (2002) : « A la
question Qu’est-ce que [’algébre élémentaire ?, nous ne répondons pas en termes d’OM
(Organisations Mathématiques), mais en termes de processus de modélisation d’OM par
d’autres OM » (p. 36). Comme ces chercheurs le développent, les OM a modéliser
algébriqguement sont premiéres et diversifiées : par exemple, les problémes de constructions
géomeétriques, les problemes de « denombrement simple », ... En outre, c’est le processus de
modélisation lui-méme qui est central, avant de laisser place a des OM « totalement
algébrisées » ou 1’outil algébrique est étudié en tant qu’objet. » (p.36).
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On voit, dans ce deuxieme exemple, se constituer un MER a rebours d’un autre modéle
épistémologique en vigueur dans les pratiques enseignantes et que 1’on va nommer le modele
épistémologique dominant (MED). Contrastant avec le premier usage du concept de MER a
propos du théoréme de Lagrange, le MER et le MED relatifs a I’algebre ¢lémentaire évoqués
ci-dessus se situent a une échelle curriculaire trés vaste. Qui plus est, si ce MED rend compte
de I’empirie, ce MER reléve, lui, d’un pas de coté épistémologique qui permet de faire voir et
d’analyser le MED. En effet, ce mod¢ele épistémologique de référence relatif a 1’algébre a
servi a mieux comprendre les pratiques empiriques liées a 1’arithmétique généralisée. En
particulier il a fait apparaitre que la séparation excessive entre différents secteurs de 1’algebre:
équations, formules, fonctions, ... est due a I’abandon des paramétres dans [’algebre
enseignée.

C’est la posture de dénaturalisation typique de la TAD qui est a I’origine du concept de MER.
Voici en effet en quels termes Gascon (1993) caractérise 1’ouverture de la didactique sur le
savoir mathématique : « On peut considérer qu’il existe, dans toute institution didactique ou
I’on enseigne des mathématiques, des modéles implicites des différents domaines du savoir
mathématique enseigné, d’ou émerge par extension un modele implicite de la nature méme du
savoir mathématique » (p.43). Ce modele agit comme un systéme de conditions et de
contraintes sur les pratiques, en « permettant 1’existence de certaines d’entre elles et en
empéchant que d’autres puissent apparaitre » (p.44). Et Gascon poursuit en soulignant la
nécessité que le chercheur dispose d’un «modéle alternatif du domaine d’activité
mathématique enseigné qui lui serve de cadre de référence pour interpréter le modele
dominant dans D’institution qu’il étudie » (p.44) et, ajouterais-je volontiers, pour prendre
conscience de son propre MER qui lui inspire son analyse didactique et ses propositions.
C’est donc, j’insiste, parce qu’il découle d’un pas de c6té épistémologique fait par rapport aux
pratiques empiriques qu'un MER permet de dénaturaliser des modéles implicites devenus
transparents. Dans ces conditions, il peut fonctionner comme une véritable
phénoménotechnique pour la recherche.

II. UNE PHENOMENOTECHNIQUE POUR LA RECHERCHE DEJA
DANS LES INGENIERIES DIDACTIQUES

Je m’attarde ici sur le terme « phénoménotechnique », utilisé dés les origines de ce qu’on a
appelé la “didactique fondamentale” au sein de I’école francaise, en particulier par référence
aux ingénieries didactiques a propos desquelles a été fait un parallele avec la
phénoménotechnique de Bachelard. En 1982, Chevallard posait effectivement ainsi la
question des rapports entre la recherche en didactique et I’action subséquente sur le systéme
d’enseignement : non pas en termes d’innovation ou de recherche-action mais en termes de
mise a I’épreuve de constructions théoriques €élaborées par les chercheurs dans des réalisations
didactiques qui constituent surtout, en tant que méthodologies de recherche, « le lieu de cette
étape cruciale de ’activité scientifique a laquelle Bachelard a donné le nom parodique de
phénoménotechnique » (p.55).

Le substantif « phénoménotechnique » a été introduit par Bachelard (1949) pour exprimer, en
le disant plus que brievement, que les « phénomeénes » proprement scientifiques ne peuvent
étre de simples « faits » venant de I’observation mais des « effets » d’une théorie outillée de
techniques permettant de la mettre a I’épreuve.
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I’ingénierie didactique est une phénoménotechnique. C’est en effet une méthodologie de
recherche susceptible de mettre a jour des « phénomenes » didactiques. Comme telle, elle est
composée de différentes phases parmi lesquelles les analyses dites préalables dont une
« analyse épistémologique des contenus visés par 1’enseignement », une «analyse de
I’enseignement usuel et de ses effets » et celle « du champ de contraintes dans lequel va se
situer la réalisation didactique effective » (Artigue, 1990). On voit donc, déja dans ce contexte
des ingénieries, la nécessité d’expliciter tout autant le modele épistémologique visé que celui
en vigueur dans I’institution ou se déroulera I’ingénierie ainsi que les contraintes que ce
dernier induit. Il y va en effet d’une identification et de la formulation des hypothéses que la
recherche met effectivement a 1’épreuve, ce qui conditionne la qualité des analyses a priori et
a posteriori propres a la méthode d’ingénierie pour distinguer ce qui reléve du nécessaire et du
contingent, surtout lorsque des distorsions ont été observées entre ce qui €était prévu et ce qui
s’est passé dans les classes.

Mais c’est une réelle difficulté que d’arriver a VOIR vraiment ce qu’un sentiment de
naturalité nous a rendu transparent a telle enseigne que les analyses qualifiées de préalables
dans la méthode d’ingénierie ne peuvent €tre aussi préalables qu’on le souhaiterait. C’est ainsi
que, comme 1’a précisé Gascon (2016) : «[...] dans la pratique effective de 1a recherche en
didactique, la construction du MER et la formulation progressive du probléme de la
recherche, ainsi que la description du modele épistémologique dominant (MED) dans
I’institution, avancent de fagon simultanée, en paralléle [...]. » (p.94).

Mais, au-dela des recherches dont la méthodologie majeure est I’ingénierie didactique, la
formulation de ces modeles reste essentielle dans toute recherche car, je cite toujours Gascon,
« La formulation d’un probléme didactique suppose toujours de la part du didacticien une
interprétation (plus ou moins explicite), ¢’est-a-dire un modele épistémologique, qui peut étre
trés imprécis, du domaine mathématique en jeu. Dans la TAD nous postulons que rendre
explicite ce modéle, que nous nommerons modele épistemologique de réference (MER), est
nécessaire pour pouvoir formuler les problemes didactiques avec précision et pour analyser et
interpréter la raison d’étre officielle du domaine mathématique en question. » (p.94).
Jillustrerai ce propos a partir d’une recherche concernant les obstacles épistémologiques, en
I’occurrence ceux liés au concept de fonction. A propos de ce concept, Sierpinska (1992)
répertorie en effet un ensemble d’obstacles épistémologiques qu’elle considére comme des
schémas de pensée inconscients. Parmi ceux-ci, 1’obstacle qui consiste a « penser en termes
d’équations et d’inconnues » plutdt que de « penser en termes de quantités variables et
constantes », le franchissement de 1’obstacle supposant de distinguer ces deux modes de
pensée. L’auteure s’en explique en rapprochant les difficultés éprouvées par des €léves de 16
ans a passer d’un mode a I’autre et ’histoire des mathématiques dans laquelle, au 18° siécle,
la différence entre ces deux modes de pensée était considérée comme une ligne de
démarcation entre deux domaines distincts des mathématiques : Algébre et Analyse.

Il me semble éclairant de questionner ici le caractére épistémologique de cet obstacle a la
lumiére d’un certain MER car, avec Krysinska, nous avons montré qu’il est possible de traiter
simultanément les deux modes de pensée en question tout en les différenciant, sur de mémes
objets que sont les suites de nombres figurés, avec des éléves beaucoup plus jeunes
(Krysinska & Schneider, 2010). Mais le MER a I’ceuvre, subordonnant les acquisitions
algébriques a la modélisation fonctionnelle, est alors tout a fait différent de celui sous-jacent
au cursus des éleves observés par Sierpinska qui précise, elle-méme d’ailleurs, que les éléves
observés avaient 1’expérience scolaire d’un univers ou prime la distinction entre quantités
connues et inconnues avant d’apprendre les fonctions.

Cet exemple montre 1’intérét de considérer 1’influence inéluctable qu’un MER ou un autre -
fat-il implicite - peut avoir entre autres sur 1’analyse didactique des obstacles d’apprentissage
et, si je me suis permise de relire une recherche ancienne a la lumiere de développements
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théoriques plus récents, c’est qu’il m’est arrivé de voir par la suite bien d’autres exemples de
recherches ou I’expression « obstacle épistémologique » est utilisée pour qualifier des erreurs
récurrentes au sein d’une transposition didactique sans que I’on ne s’interroge sur I’impact du
MER qui lui est sous-jacent ni que I’on ait controlé qu’il existe des manifestations du méme
obstacle dans un enseignement, « usuel » par exemple, étranger au dispositif de recherche mis
en place.

De maniére globale, il me semble que tout résultat de recherche doit étre situé a la lumiére a
la fois du MED qui aurait pu jouer un role dans la récolte des observables et leur analyse par
le chercheur mais aussi du MER que ce dernier a, lui, en téte en raison de son vécu, de sa
formation et méme de ses valeurs ainsi que des circonstances dans lesquelles il méne sa
recherche. En particulier et dans cet esprit, j’avais insisté a propos des ingénieries (Schneider,
2011) sur la mise a plat des présupposés du chercheur sur ce que sont les mathématiques, leur
apprentissage et leur enseignement. C’est en effet au prix d’une explicitation la plus compléte
possible du couple MER-MED que le chercheur et ses interlocuteurs peuvent contextualiser et
relativiser les résultats d’une recherche quel que soit son objet. Cela en acceptant des
modalités variées de description du MER et je pense, en particulier, aux Espaces de Travail
Mathématique (ETM) et paradigmes associés de 1’équipe parisienne (voir e.a. Kuzniak,
2011).

I1l. LADENATURALISATION ET LES INSTITUTIONS « CACHEES »

La difficulté, bien réelle de décrire le MED et le MER, est aussi celle d’identifier la marge de
liberté dans un espace de contraintes fortement imprégné par ce que nous avons appelé avec
Job, les institutions « cachées » (Job & Schneider, 2017) dont I’influence est bien réelle sur
les institutions didactiques mais trop souterraine que pour étre facilement debusquée et
décodeée.

Parmi elles, il y a d’abord I’institution « mathématique » (Job& Schneider, 2010). On peut
observer son influence explicite dans la réforme dite des mathématiques modernes. J’y
reviendrai plus loin pour m’attarder d’abord sur les discours heuristiques au sens de Lakatos
qui peinent a trouver leur place dans I’enseignement secondaire, aujourd’hui encore, en raison
d’une influence souterraine mais trés prégnante de cette méme institution. Pour le
comprendre, il convient de retourner aux sources mémes de la théorie de la transposition
didactique de Chevallard (1991) et a certains processus que Verret situe au principe méme
d’une « transmission scolaire bureaucratique » : en particulier, la dépersonnalisation du savoir
et sa désyncrétisation en « savoirs partiels pouvant s’exprimer dans un langage autonome »
(p. 59), laquelle s’accompagne de ce que Chevallard (1999) appelle une « déconnexion
franche du cceur théorico-technologique de I’ceuvre d’avec ses applications » (p.243). Et ces
phénomenes sont incompatibles avec les discours heuristiques qui ont le plus souvent une
nature syncrétique juxtaposant notamment des raisonnements hybrides, 1’autonomie des
savoirs dont il est question ci-dessus ne pouvant voir le jour qu’au terme de tels discours.

Ceci n’est pas sans lien avec certaines positions épistémologiques des mathématiciens
professionnels dont le « platonisme mathématique » qui attribue aux objets mathématiques
une existence indépendante de nos activités de pensée, ainsi que 1’ont développé Job (2011) a
propos du concept de limite et Dunia Mwati (2013) pour certains concepts d’algebre linéaire,
rendant ainsi tres fragile, d’un point de vue écologique, tout discours de type heuristique.

J’ai pu observer cette influence de I’institution « mathématique » & partir de réactions de
mathématiciens qui effectuent des « visites de stages » dans le cadre de la formation initiale
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de futurs professeurs du secondaire. En particulier, I’insistance est portée, dans leurs
remarques, sur le choix de la «bonne » définition des concepts mathématiques enseignes,
laquelle se doit d’étre introduite le plus tot possible. On peut aussi préter a cette institution
« mathématique » le phénomene des praxéologies « a trous » observé par Rouy (2007) dans
I’enseignement secondaire en analyse : les praxéologies sont inspirées fortement des discours
mathématiques souvent désyncrétisés de 1’université dont on gomme les aspects jugés plus
délicats pour les éléves du secondaire, en particulier, dans le cas de 1’analyse mathématique,
tout ce qui concerne la structure topologique des reels.

On peut rapprocher de cette analyse les travaux de Barquero et Florensa (2019) a propos des
contraintes qui pésent sur le cours de mathématiques dans certaines filiéres universitaires en
Espagne et qui proviennent d’une épistémologie et d’une pédagogie dominantes a I’universite.
L’¢épistémologie en question, qualifiée d’« applicationnisme », se caractérise, entre autres, par
la purification épistémologique qui tend & enseigner les modeles mathématiques
indépendamment des systemes extra-mathématiques auxquels ils pourraient s’appliquer, en
organisant les contenus de la méme maniére pour toutes les filieres dans la logique des
modeles et en relégant les applications spécifiques en fin de parcours.

Une autre institution « cachée » est celle des idéologies pédagogiques. Celles-ci ne sont pas
un mal en soi et certaines sont étayées de véritables recherches. Mais, sur le terrain, elles sont
formulées sans nuances et de maniere trés apologétique. 1l ne se passe pas de jours sans que
les media nous interpellent sur de nouvelles méthodes pédagogiques dont on vante 1’efficacité
« prouvée » alors que, comme 1’ont souligné Bosch & Gascon (2002), plusieurs d’entre elles
se caractérisent, entre autres, « par le fait d’attribuer une grande importance a quelques-uns
des moments de 1’étude au détriment de tous les autres - qui sont alors généralement sous la
seule responsabilité de 1’¢léve ou de I’étudiant » (p.33). Et c’est de maniére assez significative
que ces chercheurs utilisent le suffixe « iste », porteur de 1’idée d’assujetissement a une
institution, pour désigner les organisations didactiques (OD, p.31).de leur typologie : ils
parlent ainsi, par exemple, d’OD théoricistes, empiristes ou constructivistes.

Plusieurs réformes pédagogiques fonctionnent sur ce mode idéologique, a commencer par la
réforme dite des compétences porteuse de finalités généreuses et ambitieuses formulées par
des slogans tels que « apprendre & apprendre tout au long de la vie » ou « devenir citoyen
responsable » mais porteuse aussi de certains leurres. Si ’on ne peut que souscrire a ces
intentions, il faut malgré tout se prémunir des illusions dont elles sont porteuses et le danger
est d’autant plus grand qu’une certaine culture mathématique s’est perdue en cours de route
depuis la réforme des mathématiques modernes et que peu d’enseignants de mathématiques,
en Belgique francophone du moins, sont aguerris aujourd’hui a la résolution de problemes
mathématiques. On peut supposer la ’effet d’un curriculum qui peine a se reconstruire en
évitant le monumentalisme apres la réforme des mathématiques modernes et donc craindre un
renforcement des influences exercées par les deux institutions cachées mentionnées
précédemment : I’institution mathématique et celle des idéologies pédagogiques.

IV. DES FONCTIONS ET |INGREDIENTS D’UN MER A
L’ARTICULATION DE DEUX MER GENERIQUES

On peut s’interroger sur le choix des ingrédients au principe de la formulation d’'un MER en
lien avec ’'une de ses fonctions sachant que, comme le précise et I’illustre Gascon (2016), la
fonction d’un MER n’est pas uniquement de « redéfinir un domaine mathématique » et de
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décrire le MED. Un MER est une hypothese scientifique (une conjecture) et, en tant que telle,
représente une tentative de réponse a une question mathématique-didactique sur la structure et
la dynamique du domaine et sur ses rapports avec les autres domaines » (p.94).
Ce type de conjecture peut s’inscrire dans le projet d’installation du nouveau paradigme de
questionnement du monde (Chevallard, 2009b) ou ce sont les questions qui dictent les savoirs
a construire a contrario du paradigme de visite des ceuvres, ainsi que 1’ont développé
Barquero et Florensa (2019) lors de ce séminaire en novembre dernier. I1 s’agit alors d’étudier
les contraintes empéchant la mise en ccuvre de ce paradigme en montrant la nécessité¢ de
nouvelles infrastructures épistémologico-didactiques pour briser, par exemple, la rigidité de
la structure classique dans l'enseignement universitaire « théorie - problemes - examen ».
Mais il s’agit aussi de créer les conditions qui favorisent ce paradigme au moyen de Parcours
d’Etude et de Recherche (Chevallard, 2009a), notés PER.
Plusieurs de ces PER concernent les cours de mathématiques dits « de service » dans
I’enseignement universitaire, c’est-a-dire destinés a des étudiants pour lesquels cette
discipline sert surtout a les outiller pour résoudre des problémes issus d’autres disciplines. Le
choix est alors de construire des PER basés sur des couples (Q, R) ou des savoirs
mathématiques participent aux réponses R de questions Q identifiées comme objets dignes
d’étude par les institutions représentatives de la spécialité choisie et qui sont des Questions a
Fort Pouvoir Générateur d’Etude (QFPGE). Le MER repose donc en partie du moins, dans
ces exemples, sur des raisons d’étre qui proviennent de systémes extra-mathématiques
supposant une modélisation mathématique. Les dispositifs se situent alors au carrefour de
plusieurs institutions didactiques mais aussi professionnelles. Un autre cas de figure se
présente, notent Barquero et Florensa (Ib.), lorsque 1’objectif est de reconstruire des
praxéologies du cursus scolaire a partir de « vraies » questions, si possible des QFPGE. Par
exemple, afin de corriger une déconnexion entre la proportionnalité, 1’algebre et les autres
relations fonctionnelles dans 1’enseignement secondaire, Garcia et al. (2006) construisent un
PER autour de la question Quel plan d’épargne est le meilleur pour le voyage de fin d’études?
Parmi les contraintes qui pésent sur ce PER, les chercheurs soulignent, en
substance, 1I’impossibilité de développer une activité véritable de modélisation parce que la
résolution des problémes proposeés est toujours subordonnée a la construction des notions qui
structurent le curriculum.
C’est pourtant dans ce dernier cas de figure que se situent les recherches que j’ai menées et
dirigées pour des raisons tout simplement contextuelles. En effet j’ai essentiellement travaillé
sur des questions didactiques concernant 1’enseignement secondaire avec des €éléves qui, pour
la plupart, n’avaient aucune idée d’une quelconque orientation future. Ces circonstances
n’empéchent pas de faire vivre les mathématiques du programme en jouant sur des QFPGE
mais il faut sans doute alors :
= miser aussi sur la modélisation intra-mathématique ;
= panacher les systémes extra-mathématiques convoqués pour mettre en évidence la
polyvalence des modeles mathématiques, méme si I’un de ces systémes peut jouer un role
privilégié, comme la cinématique a propos de 1’analyse ;
= travailler a une échelle curriculaire en articulant deux types de MER génériques supposés
prendre en compte les institutions « cachées » que j’ai évoquées précédemment et qui me
semblent avoir été a 1’origine de lames de fond sur I’évolution de 1’enseignement des
mathématiques. Je vais m’en expliquer sur deux exemples en commengant par un MER
générique destiné a corriger les illusions en matiere de résolution de problémes qu’a
véhiculée I’idéologie des compétences.
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1. Un MER générique pour gérer les idéologies liées a la résolution de
problemes

Un premier exemple, qui date un peu, concerne un enseignement des transformations du plan
sur lesquelles j’avais travaillé, de 1985 a 1995, avec une dizaine d’enseignants du secondaire
(Cojerem, 1995a, 1995b). A cette époque, I’enseignement de la géométrie au collége et au
début du Lycée était dans un entre-deux : d’un coté, la réforme des mathématiques modernes
faisait la part belle aux groupes de transformations supposés offrir un cadre plus rigoureux
pour I’enseignement de la géométrie, en particulier par des preuves basées sur les invariants ;
de l’autre co6té, une contre-réforme dans laquelle on avait renoncé a ces preuves jugees trop
difficiles tout en maintenant les transformations enseignées de maniére trés monumentaliste et
en se cantonnant, la plupart du temps, a des activités de dessin. Avec ce groupe, nous avions
alors travaillé non seulement a redorer le blason des cas d’égalité de triangles encore pergus
comme « ringards » mais surtout a donner des raisons d’étre aux transformations dans le
contexte des constructions géométriques. Pour les résoudre, les éléves étaient formés a une
méthode spécifique dite des deux lieux telle qu’explicitée et illustrée par Pedersen et Polya.
Ils y étaient entrainés réguliérement au fur et a mesure de ’enseignement des diverses
transformations.

L’apprentissage débute alors par la construction d’un triangle ABC dont on connait les
longueurs des cotés et cela avec une méthode qui dépasse le tatonnement : on place deux
sommets A et B et on obtient le 3° C a I’intersection de deux cercles de centres respectifs A et
B et dont les rayons égalent deux c6tés du triangle. La méthode s’énonce ainsi : « D abord
ramener le probleme a la construction d’un seul point. Puis diviser la condition en deux
parties telles que chacune d’elles fournit un lieu géométrique pour le point inconnu, chaque
lieu étant soit une droite, soit un cercle » (Polya, 1967).

Mais, la plupart du temps, de telles constructions requierent 1’'usage d’une transformation et
de ses invariants, un des lieux du point-clé étant souvent déterminé comme 1’image du licu
d’un autre point par une transformation. Toutes les isométries et similitudes peuvent étre
mobilisées dans un tel parcours sur un temps long. Il s’agit donc, a mes yeux, d’'une QFPGE a
laquelle 1’expression « questionnement du monde » ne convient sans doute pas en dépit du
fait que la méthode des lieux soit une démarche de pensée qui concerne toute construction
d’objet mathématique devant satisfaire plusieurs contraintes. Par exemple, la recherche d’une
fonction de R dans R qui respecte une équation différentielle et des conditions aux limites :
on prend le modele fonctionnel paramétré correspondant a I’équation, en somme un lieu de
fonctions avec les degrés de liberté qu’offrent les paramétres, puis on détermine la valeur de
ceux-ci pour satisfaire les autres conditions.

Si je me suis attardée sur ce travail qui trouverait peu sa place dans les programmes belges
actuels, c’est parce qu’il me permet d’illustrer, au-dela de la volonté de donner des raisons
d’étre aux transformations, celle de fournir un outil méthodologique permettant de faciliter la
résolution d’une classe spécifique de problémes géométriques dans une perspective proche de
celle défendue, a la méme époque, par Robert & Tenaud (1988) en faveur d’un
« enseignement méta », sur base d’