Modélisation d’un feu de forét

Master pro de didactique de mathématiques
Mémoire de modélisation

Murielle Jarry et Pierre Campet

murielle.jarry@range.fr ; canpet.pierre@ree.fr

]
i
i
i

LT RO LS L R e

et T4 i i

Juin 2010



Table des matieres

1 Introduction 2
1.1 Un modéle pour décrire les incendiesdeforét . . . . ... ... ... .... 2
1.2 Unphénoméne de percolation . . . ... ... ... .. ... ......... 3
1.3 Problématique . . . . . . . . 3
2 Définition, historique et théorie des problémes de percolation 5
2.1 Définition . . . .. 5
2.2 Historique et quelques exemples de percolation . . ... ... ... ... .. )
221 Lecafé ... ... .. 5
2.2.2 Delarchipelaucontinent . ... ... ................. 6
2.2.3 Réseaude communication . . . ... ... ... . ... ... 6
2.2.4 Latransitionsol-gel ... .. ... ... ... .. .. .. .. ... 6
2.25 Lescheveuxquisemmélent . . . ... ... ... ... ... .. .. 7
2.3 Quelquesrésultatsthéoriques . . . . . . . . . ... oo 7
2.3.1 Grapheassociéanotreforét . . .. ... ... ... ... .. ..... 7
2.3.2 Graphe planaire et dual d’'un graphe planaire . . . .. .. .. .. .. 8
2.3.3 Percolation de site, percolationdelien . . . . .. .. ... ... .... 9
2.3.4 Unrésultatthéorique . . . . . . .. ... ... . ... ... ... 9
3 Simulations 11
3.1 Un pavage carré avec quatre directions de propagation . . . . 11
3.1.1 FEtudedel'étenduedesfeux . .. .................... 11
3.1.2 Etude du nombre de zones en feu & chaque étape . . . .. .. ... .. 13
3.2 Un pavage carré avec huit directions de propagation . . . . ... ..... 15
3.2.1 Etudedel'étenduedesfeux .. ... ... ... ... .. ....... 15
3.22 Nombredezonesenfeup@e0,3 ... ............... 17
4 Conclusion 18
A Annexes 20
A.1 Le code source de notre programme . . . . . . . ... 0 2
A.2 Graphedual surWikipédia . . . .. ... ... ... ... .. ... .. ..., 24
A3 Activités éléves . . . . . . 25



Chapitre 1

Introduction

1.1 Un modele pour décrire les incendies de forét

Lors de nos lectures dans le but de choisir notre theme de modélisationavaus été
interpellés par un article d’Accromath][ Cet article d’'une revue de vulgarisation présente un
modéele pour simuler des feux de forét. Nous reproduisons ici un exéraiarticle :

Simulation d'un feu de forét

FiG. 1.1 — Quatre étapes successives d'un feu

Clairement le modéle proposé implique de fortes hypothéses :

La structure de la forét La structure de la forét est, dans cette modélisation, totalement ho-
mogeéne. En effet les arbres sont espacés de maniére réguliéret illeso@me nature -
essence du bois, taux d’humidité dans I'arbre, .. .- et le modéle étanugrdoeensions
on peut aussi considérer que les arbres sont de méme taille.

La structure du feu La encore, les hypothéses de modélisation sont extrémement fortes. Le fe
a la méme probabilité de se propager dans chacune des directions. Si lestiomh lieu,
elle est compléte.

La discrétisation du temps On voit bien dans la figure 1.1 que le temps est vu comme un
parametre discret. La combustion d’un arbre n’est pas continue maistarsten



1.2 Un phénoméne de percolation

Une fois le modeéle proposé, on peut lire :

Sila probabilitép qu’un arbre prenne feu est inférieuré aun nombre relativement
petit d’arbres brllera avant que le processus ne s'arréte de lui ncéasea-dire
avant qu'’il ne reste plus d’arbres en feu. Cependant, au dessesidluune fraction
importante du réseau peut étre brilée, et ce, aussi grande que sibi¢la g

Pour ces raisons le phénoméne est dit de percolatim:e% est appelé seuil de percolation.
Particuliérement surpris par le résultat annonce et illustré par la figuredu® avons décidé de
mettre en ceuvre une simulation pour vérifier cette affirmation.

Etat final du systeme

Etat final du systéme [aprés qu'il n'y ait plus d'arbres en feu) pour dew

valeurs de pyoisings de p_sur une grille de

FiG. 1.2 — Etats finaux aprés la propagation d’un feu

Voici un tableau synthétisant nos premiers résultats :

Cartes 206200
Probabilité p=0,49 p=0,51
Cas1l Cas 2 Cas 3 Cas1l Cas 2 Cas 3
Durée du feu en 47 173 358 461 474 611
nombre d'étapes
Nombre de zones 452 2573 7068 21467 30101 24428

brulées a I'état final

Etat final du systéme

1.3 Problématique

Dés ces premiéres simulations nous avons pu déterminer notre problématique :




Localiser les seuils de percolationNous nous sommes fixés comme objectif de localiser par
des simulations les seuils de percolation dans deux cas dont un pour hegsehe le
connaissions pas. Trés rapidement il a fallu définir clairement les ptetogoe nous
voulions mettre en place en s’adaptant aux contraintes du probléme. &adir mous a
fallu comprendre certaines caractéristiques des phénomenes de fi@ncdlimsi certains
résultats théoriques indiquent qu’en dessous du seuil de percolatiame peut avoir
d’amas de taille infinie. Nous avons donc dans certains cas augmenté la tsidartks
pour que la frontiére ne soit pas atteinte. Dans la partie 2 nous avonsédep@sultat de
nos recherches bibliographiques.

Proposer sur ce modeéle des hypothéseslous voulions aussi proposer une méthode pour pré-
voir le comportement du feu sous certaines hypothéses favorables |dpartie 3 nous
proposons une estimation simple du nombre d’arbres carbonisés lorquobddilité est
supérieure au seuil de percolation.

Repérer les difficultés d’utilisation des statistiques.Nous avons été confrontés a la difficulté
de traiter de maniére statistique le résultat de nos simulations. Durant toute&nmtes
nous avons cherché a repérer les difficultés liées a ce traitement cainmaations
s'éloignent des exemples didactiques traités dans les manuels.



Chapitre 2

Définition, historique et theorie des
problemes de percolation

2.1 Définition

On peut donner la définition suivante d’un phénoméne de percolation

La percolation est un probléme de communication qui se pose dans un milidu éten
dans lequel sont distribués réguliérement un grand nombre de « sitesepshles

de relayer localement une information. Ceux-ci communiquent entre eucdtega
liens dont I'efficacité est aléatoire.

Le modéle proposé dans I'article d’Accromath répond a cette définitiorelLed transmet
localement d’arbre en arbre et la possibilité de transmission est aléatiferét est un milieu
étendu et un grand nombre d’arbres constitue la forét. Enfin, la traneméisfeu peut étre vue
comme un probléme de communication.

2.2 Historique et quelques exemples de percolation

Mathématicien anglais, John Hammersley (1920-2004) a proposé en 18b66dept de
percolation. Il s'intéressait aux systemes composés d’un grand naholbjets qui peuvent étre
reliés ou non entre eux, la liaison étant aléatoire. L'expérimentation montrgihénomene de
seuil : en dessous, les objets sont réunis en petits amas dispersésuaitdet, ou tout au moins
de grosses parties se relient.

Depuis, de nombreux mathématiciens ont travaillé dans ce domaine et cenpraseentré
dans le cadre plus général des transitions de phases.

Nous donnons, dans cette partie quelques exefmesr illustrer le concept.

2.2.1 Le café

L'exemple du café (Lesne, 1996) a donné son hom au concept. telaur est une ma-
chine a café ou la « force » du café s’obtient en serrant plus ou moingrdéede I'appareil.
Quand on serre le filtre, le marc de café devient plus dense. Le tempsgp@lieau traverse

LArticle sur la percolation de I'Encyclopaedia Universaijs|
2Les exemples et les illustrations de cette partie sont tirés d’une thése deustépajotf] et d’un article de
Pierre Gilles de Genneq[



le café dépend de cette densité. Si le temps est plus long, le café estrplialis, au dessus
d’'une certaine densité, I'eau ne peut plus traverser le filtre. Cette dessiédpelée « seuil de
percolation ». On peut modéliser par un réseau de canaux entre lealpartie café, « liaisons »
ouvertes ou fermées de fagon aléatoire (Zallen, 1983).Si la densité atggieenombre de ca-
naux fermés augmente et I'eau passe alors plus difficilement. Le seuitcldgi®n est atteint

lorsque qu’il n'existe plus de chemins permettant I'écoulement de I'eawearsrdes canaux

ouverts.

2.2.2 De I'archipel au continent

Avec I'abaissement du niveau de la mer, le passage d’'un archipel @'ilasystéme conti-
nental offre un autre exemple de transition de percolation (De Genngés,)18u début, on ne
peut pas, a pied passer d’'une Tle a l'autre.

"‘v "f\

P N S 9

Puis, les iles grandissent et certaines fusionnent (figure 2). Ompaaher plus, mais on est
encore confiné dans chaque ile, jusqu’au moment ou le niveau deri’attént une valeur cri-
tique (figure 3). On obtient alors un continent avec de nombreux lacs,amgisut aller partout
en contournant les lacs. La transition entre un systéme d’iles et un corgsiampelée « transi-
tion de percolation » et la valeur critique du niveau océanique réalisgpilidgion du continent
correspond au seuil de percolation.
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2.2.3 Réseau de communication

Quand le nombre de liaisons coupées dépasse un certain stade (exentplenes relais
en panne pour des réseaux de communication ou routes coupées paniiestants pour des
réseaux routiers), il devient impossible de communiquer entre deux poimdaédoLa valeur
pc associée au pourcentage critique de liaisons actives nécessairegipaleux points quel-
conques soient reliés, est appelée « seuil de percolation ».

2.2.4 Latransition sol-gel

La transition sol-gel intervient lorsque I'on passe de I'état liquide a I'étagyel (gélatine,
gels d'alumine, ...)

Latransition sol-gel trouve ses origines dans la physique des moléclideagiEpar exemple
dans la polymérisation, c’est-a-dire la fabrication d’une structure polyradrartir d’une solu-
tion de monomeres (Frisch et Hammersley, 1963). Les polyméres sontgleeknhaines or-
ganiques que l'on obtient en faisant varier un paramétre physiqueoRdensation, on peut
ainsi faire réagir des molécules porteuses de fonctions acides avewtisiles porteuses de
fonctions alcools.



A

moldéenlk comportant. 3 fonetlons aleool

Ve

mléenle compartant 2 fonetions acides

Le début de la réaction entraine la formation de chaines complexes, maigsorgories.
Comme pour les iles, on parle d'« amas finis ». Au fur et & mesure de la gélificksoliens
chimiques entre molécules voisines s’activent pour produire des amdasdemplus larges.
Lorsque la fraction p d’acide ayant réagi dépasse un certain seiligpparait une macromolé-
cule géante (amas infini) dont la taille n’est restreinte que par la taille du nétigie d'autres
termes, le mélange de molécules qui au départ était liquide (solution) dengegelée résistante
a la traction (gel), au passage du seuil de percolation (De Genneg, 1976

2.2.5 Les cheveux qui s’emmélent

Disons que deux cheveux sont associés dans un méme « amas » quagst Banoulé au
moins une fois autour de I'autre. En présence d'un vent faible, ontawtute petits amas. En
présence d’'un vent plus fort, on voit apparaitre un amas « infini » gi@nd un cheveu, il vient
toute une meéche!'!

Nombreux sont les domaines ou on peut appliquer le concept de pemolations encore
les épidémies, la conduction dans certains types d’alliages, I'aimantation, deenagaz.

2.3 Quelques résultats théoriques

Une premiére recherche sur la base de données Science®Dioest donne 38201 articles
pour une recherche aveercolationet 156 pourpercolation fire forestDe nombreux travaux
ont été menés et sont encore menés sur ces themes.

Dans un articlé nous avons retrouvé le seuil de percolation%dpour un réseau carre et
nous avons découvert deux autres seuils de percolation dans le o&sedax triangulaires et
hexagonaux, respectivemersii ) et 1— 2sin({g).

Le but des paragraphes suivants est de donner une idée de la t&tamslep. = % dans
le cas d’un réseau carré et du lien entre les deux seuils de percolasio@ésgaux triangulaires
et hexagonaux. Pour cela nous présenterons dans un premier teeigpsegudéfinitions de la
théorie des graphes. Pour toute la suite, les graphes que nous eomgsaget non orientés.

2.3.1 Graphe associé a notre forét

La structure de notre forét peut étre schématisée par un graphemalgtsont les arbres
et ou les arbres voisins d’un arbre sont reliés a celui-ci paades Ainsi une forét carrée avec
9 arbres est représentée par le schéma suivant :

3Banque de données d'articles scientifiqintp ://www.sciencedirect.com
4T. Beer et |. G. Enting7]


http://www.sciencedirect.com

SiI'on considére maintenant une forét ou les arbres sont reprégentées triangles et sont
donc voisins de trois arbres, on obtient le graphe bleu suivant :

AP/
VAR,

Pour une forét ou les arbres sont représentés par des hexagoobsient le graphe suivant :

2.3.2 Graphe planaire et dual d’'un graphe planaire

Les trois graphes observés dans la partie précédente sont planaires

Définition 1 Un graphe est planaire s'il en existe une représentation géométrigug léglan
telle que les représentations des arétes ne se coupent pas.

A partir d’'un graphe planair@ on peut définir son graphe du#i® :
Définition 2

1. On choisit un point dans chaque fadde¥. Ces points sont les nceudse

2. chaque fois qu’'une aréte a @éest frontaliére a deux faces distinctgset f,, on joint les
sommets d&’ situés dansifet f, par une aréte coupant a;

SArticle sur la théories des graphes de I'Encyclopaedia Univershlis|

6Dictionnaire des mathématiqued |
Nous avons dans un premier temps trouvé une autre définition d’'uhegypd@naire sur Wikipédia pour laquelle nous
menons une succincte analyse en annexe

"les faces n'ont de sens que si le graphe est planaire



3. chaque fois qu'une aréte a ¢ aboutit & un sommet pendant situé dans une face f, on
trace a partir du sommet d¢’ situé dans f une boucle coupant a.

Voici en rouge le graphe dual du graphe planaire a neuf nceuds :

Si maintenant on considére le graphe d’'une forét de méme structure maidledafinie
- en noir -, on obtient le graphe dual - en rouge - suivant :

De méme le graphe dual d'une forét infinie ou les arbres sont repédspar des triangles
équilatéraux est le graphe d’'une forét infinie ou les arbres sordgeptés par des hexagones et
réciproquement.

2.3.3 Percolation de site, percolation de lien

Lors de nos recherches, pour le cas d’'un réseau carré, une dalgu= 0.59 était fréquem-
ment donnée. Cette valeur correspond aussi & une valeur sur o&segunais dans le cas d'un
percolation de site. Pour notre feu de forét, une percolation de site moasisnsidérer que la
forét est clairsemée de maniére aléatoire. Il existe une certaine probabditfes arbres (sites)
soient absents de la carte mais par contre si un arbre brdle, a la peétagie ses voisins seront
automatiguement en feu. Nous avons un temps envisagé d'étudier ceecprogiramme fourni
en annexe permet avec la fonctinont _de_Feu d’effectuer des simulations dans ce cas.

Le cas de figure auquel nous nous sommes restreints s’appelle la percdia lien. La
probabilité porte sur le fait que les liens soient actifs ou non.

On peut imaginer que la réalité tient a la fois de I'un et de I'autre probléme.

2.3.4 Un résultat théorique

On peut maintenant se faire une idée de la démonstratign d-e% grace a la propriété
suivante relative a la percolation de lien :



Proposition 1 La somme des seuils de percolation d'un réseau et de son dual vaut 1.
Ainsi le réseau carPétant son propre dual ong + pe = 1 d’ou

1

pczé

Pour les réseaux hexagonaux et triangulaires, on a bien :
m
18

T

2sin(——) + (1 — 2sin( 18)) =1

8La démonstration de ce seuil a été obtenue par Harry Kesten en980.[
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Chapitre 3

Simulations

Nous avons cherché un moyen de déterminer de maniére pratique le spailcdéation.
Pour cela nous avons décidé d’observer dans un premier temps liatsédans le cas d’'un pa-
vage carré avec quatre directions de propagation puisque nousssions la valeur théorique.
Une fois mis en évidence le caractére critique du phénoméne, nous &aidé de travailler sur
le nombre d’arbres en feu a chaque étape.

La deuxiéme partie de notre travail nous a conduit a effectuer des simslatam le cas
d’un pavage carré avec huit directions de propagation.

Nos simulations ont été effectuées avec le landg®dgehon et le programme joint en annexe.
Pour la structure de nos données nous avons choisi un tableau pcowaenir 3 valeurs -
0: arbreintact, 1 : arbre en feu et 2 : arbre carbonisé - qui repieteforét. Rapidement, pour
gagner du temps de calcul, nous avons aussi ajouté une liste qui corgieoblelonnées des
arbres en feu a chaque étape.

3.1 Un pavage carré avec quatre directions de propagation

3.1.1 Etude de I'étendue des feux

Dans cette partie nous avons fait varier la probabilité et étudié le nombied&reones
brulées sur une carte 18000. Pour chaque probabilité nous avons fait 100 simulations. Voici
les résultats obtenus sous forme d’un tableau :

Nombre de zones brulées sur une carte 100 par 100
probabilité¢| 0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Moyenne | 1,56 | 3,07 | 7,49 | 32,1 | 2054,0| 9104,0| 9567,3| 9878,7 | 9898,3
Médiane 1 2 4 17 | 1709 | 9378 | 9864 | 9978 | 9998

On obtient alors le graphique suivant :

11



Nombremoyenet

de zones en feu en millier
10 + e a—

o Br N W M OO N ® ©
|
T

| | | | | | | | |

0 01 02 03 04 05 06,07 08 09 10

Probabilité

On peut donc affirmer que ces simulations nous ont permis d’obserffet e seuil at-
tendu.

Au vu de ces résultats, nous avons fait varier les probabilités par paPtientre 0,4 et
0,49. Pour éviter que la frontiére ne perturbe les résultats nous avengydienter la taille des
cartes. Ainsi pour chaque probabilité, les résultats donnés ci-dessbéaté obtenus pour 100
tirages sans que la frontiére de la carte n’ait jamais été atteinte. Evidemment’agons pas
pu appliquer cette méthode pour une probabilité de 0,5 puisque dans criels,que soit la
taille de la carte certains feux vont se propager jusqu’a la frontiére.

Probabilité 0.41\ 0.42\ 0.43 0.44\ 0.45 \ 0.46 0.47\ 0.48 \ 0.49
Taille des carte 100 par 100 400 par 400 800 par 800
Moyenne 39 47 53 | 101 | 138.5| 256 | 553 | 1393 | 8970
Médiane 18 | 13.5| 215| 24 52 37 | 112 | 223 | 692
Nombremoyenet
de zones en feu en millier
10 —+
9 + .
8 —4
.
6 —4
5 —4
4 1
s
2 +
14 '
0 1 s ﬂm_,..w

0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47 0.4849

Probabilité

On voit que la moyenne et la médiane augmentent rapidement au voisinage He thé-
diane est inférieure a la moyenne. On peut expliquer ce phénoménerpEns feux qui vont
prendre une grande ampleur et donc étre des valeurs extrémes iafitlEngoyenne.

Signalons également que pour toutes ces séries de tests, le minimum a toiddurSéite
valeur correspond a l'arbre allumé au début du feu.

12



La médiane est pour cet intervalle, inférieure a la moyenne. On obsergeaut croissant
entre moyenne et médiane. Nous nous sommes donc intéressés a la folmogetea mous-
taches avec I'espoir d'observer certaines évolutions a I'approcBéde

Mediane en bleu et moyenne en rouge.
| |

_ [ |
p=0.41 Max = 279
I
p=0.42 Max = 521
| I
p=0.43 Max = 401
I
p=0.44 Max = 1152
| I
p=0.45 Max = 1198
I
p=0.46 Max = 1932
I
p=0.4 Max = 6561
I
p=0.4 Max = 17397
I
p=0.4 Max = 65695

Rien de clair n’est ressorti a nos yeux. Il aurait peut-étre était plusesgant de calculer
moyenne meédiane et quartile en excluant le dernier décile, le premier owbes de

3.1.2 Etude du nombre de zones en feu & chaque étape

La deuxieme phase de nos simulations a consisté a étudier le nombre dembies a
chaque étape. L'idée est d’étudier dans ce cas I'évolution du feu.

13



Nombre de zones en feu poup > 0,6

Pourp > 0,6 la frontiére est fréquement atteinte. Au-dela de I'étape ou la frontiéat-es
teinte, le nombre d’arbres en feu diminue puisque le feu n'a plus d’arlue g propager.
Pour éviter ce probléme, nous avons mis en place le protocole suivametpent de choisir un
représentant pour des foréts de taille ¥0000.

Pour 20 feux, nous notons a chaque étape le nombre d’'arbres eim$eqgue l'instant ou
la frontiere est atteinte pour la premiere fois. Nous calculons la médianet destant ou la
frontiére est atteinte. Pour les feux correspondants a cette médiarseecaoulons la durée
totale du feu médiane. Ainsi nous obtenons le représentant le plus « eemissible.

Nombre d’arbres en feu

220 220 —

210 + 210 +
200 + 200 —+
190 190 +
180 180 —+
170 170 +
160 160
150 150 +
140 140 +
130 130 +
120 120 +
110 110 +
100 100 +

90 90

80 80

70 4 70 + _ . régression linéaire
60 - VY pour
50 + p=0,6etp=0,8

40 +

60
50
40
30 30 +
20 20
10 10 +

0

| 0 o~ | | | | | | |
1 AL T T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Le cas critiquep = 1 correspond a une droite d’équatipa: 4x. Dans ce cas la frontiére est
atteinte en 50 étapes. Ce cas nous a incité a effectuer une régressiioe fipéachaque repésen-

Probabilité 0,6 0,7 0,8 0,9
tant. Coeffigient Iinéai‘re 2,611 3,460 3,790 3,911
Equation de droite y=2,611x—10,809 | y=3,46(x—6,980 | y=3,79x—5,412 | y=23,911x— 4,000
Coefficient de corrélation 0,987 0,995 0,998 1,000

Au vu de ces résultats il semble raisonable d’envisager que le nombrends en feux a
chaque étape augmente de maniere proportionnelle. Sous cette hypetttzses une forét de
taille infinie, on peut estimer le nomb@&y d’arbres carbonisés a I'étaper- 1.

Sile nombre d’'arbres en feu a I'étapestU, = an+b.

14



n
> (ak+b)=nb+a? k= nb+aM
k=1 2

n n
Ch=) Uk= S (
kzl K=1
Signalons que le début du feu est important. Dans les cas ol le nomhbreed’'an feu est
petit on peut observer un arrét du feu. La regression linéaire ms c&acas aucun intérét. Cette
observation nous a d’ailleurs inspiré quelques applications didactiqopeg#es en annexe.

Durée du feu pourp < 0,4

Pour des probabilités inférieures @de choix d’'un représentant ne s’avére pas judicieux.
Il faudrait plutdt caractériser la durée du feu mais nous n’avons péstemps de mener cette
étude.

3.2 Un pavage carré avec huit directions de propagation

La propagation se fait dans ce cas dans huit directions, le pavagéattinirs carré. Voici
ci-dessous une zone en feu ou les possibilités de propagation sataarfges par des fleches
et le graphe associé a une telle forét.

Le graphe ainsi obtenu n’est pas planairélous n’avons pas trouvé la valeur du seuil de
percolation dans ce cas lors de nos lectures. Nous avons donc éftletusimulations pour
essayer de déterminer ce seulil.

3.2.1 Etude de I'étendue des feux

Voici les résultats que nous avons obtenus. Pour chaque valg,i@8 simulations ont été
effectuées.

Nombre de zones brulées sur une carte 200 par 200

probabilité | 0,10 | 0,15| 0,20 | 0,21 | 0,22 | 0,23 | 0,24 | 0,25 | 0,26 | 0,27 | 0,28 | 0,29

Moyenne | 3 8 42 65 | 128 | 419 | 1166 | 7121 | 16526 | 24524 | 28412 | 28644

Médiane 2 5 12 25 34 86 | 217 | 5033 | 24374 | 30618 | 33061 | 34464

10n peut le démontrer en utilisant les caractérisations de Kuratowski @adeerf/] & partir du moment oui le
nombre d’arbres vérifie ,/n > 3.

15



Evidemment la valeup = 0, 25 est particulierement attractive : deux fois plus de directions
de propagation pour un méme pavage et un seuil de percolation deuiufisepit.

Nombremoyenet
de zones en feu
40000 -

38000 —
36000 —
34000
32000
30000 —
28000 —
26000 —
24000 —+
22000
20000 —
18000 —+
16000 —+
14000 +
12000 +
10000 —+
8000 —
6000 —+
4000 —+
2000 —+

| | | | L A. P | |
U 1 1 \ 1 LA p— 1 1

0.10 012 014 016 018 020 022 024 026 028

Nous avons regardé d’un peu plus prés le comportement autoy28e 0

Nombre de zones brulées sur une carte 200 par 200
probabilité | 0,247 | 0,248 | 0,249| 0,250| 0,251 | 0,252| 0,253
Moyenne | 5160 | 6107 | 7094 | 7121 | 8170 | 9754 | 10512
Médiane | 1467 | 4110 | 6094 | 5033 | 5674 | 8786 | 8900

On observe une fois encore que la médiane se rapproche rapidemanmndgenne. Nous
obtenons le graphique suivant :

Nombremoyende zones en feu

11000 ——
10000
9000 —+
8000 —+
7000 —+

6000

5000 +—F————+—+—
0.246 0247 0248 0249 0250 0251 0252 0253
Avec cette précision on arrive aux limites de notre simulation. Augmenter le moder
simulations pose le probléeme du temps de calcul. De plus nous ne sommes pasi@eigue
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les phénoménes seraient plus faciles a caractériser en raison désna®be variabilité.

3.2.2 Nombre de zones en feu poys > 0,3

Nous avons mené une étude semblable a celle du cas de 4 directions dgpoopgue nous
résumons avec ce graphique :

400
390
380
370
360
350
340
330
320
310
300
290
280
270
260
250
240
230
220
210
200
190
180
170
160
150
140
130
120
110
100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

probabilité | équation de droite | coéficient de corélation
0,3 y=3,312— 20,970 0,979
0,35 y=5,160x — 15,592 0,991
1 y = 8X 1
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Chapitre 4

Conclusion

Nous n’aurions jamais pensé qu'un petit article de vulgarisation nou# aaraluit a ren-
contrer autant de problémes intéressants. Nous avons été amenédlartdeyaombreux do-
maines gui ne nous étaient pas familiers :

— Calcul de probabilité

— Théorie des graphes
Statistiques

— Utilisation des outils informatique

Nous avons aussi réussi a y trouver des applications originales peuléves, que nous
envisageons de tester en classe.

Les difficultés, principalement dans le traitement statistique des donnéesint@uogent
guant a la pertinence de certaines représentations - boites a moustaiesaussi quant aux
difficultés de proposer des situations issues de problémes réels.

A titre personnel, ces problémes liés a des mathématique récentes et difficiges pas-
sionés.
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Annexe A

Annexes

A.1 Le code source de notre programme

—*— coding: utf-8 —x—

#
#
#

Petit module pour la percolation d’'un feu de forét #

*H

#Pour la forét :

#0-vert l-enflammé 2 Carbonisé

#pavage carré

#

#

# A —> la matrice représentant la forét
# R —> la liste des zones enflamées

from numpy import =
from random import =
from PIL import Image

*

La partie Matrice #

def carre_vide(n):
"Retourne une matrice vide carré de dimension n"
A=zeros ((n,n),int)
return A

def border(A,n):

"Ajoute un tour carbonisé a A"
ligne=2+zeros ((1,n),int)
A=concatenate ((A, ligne))
A=concatenate ((ligne ,A))
colonne=2+zeros ((n+2,1),int)
A=concatenate ((A, colonne),1)
A=concatenate ((colonne ,A),1)

return A
# La partie des procédures nécessaires a |'algorithme #

#initialisation
def deboiser(A,n,p):
"Déboise au hasard avec une proba de p pour chaque zone"
for i in range(1,n+1):
for j in range(1,n+1):
if (random()<p):
Ali,jl=2

return A

def enflamer(A,n):
"Allume une zone au hasard"”
x=randint(1,n)
y=randint(1,n)
R=(]
R.append ([x,y])
Alx,y]=1
return A,R

def enflamer_centre (A,n):
"Allume la zone au centre"
A[n/2,n/2]=1
R=[]
R.append([n/2,n/2])
return A,R
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def enflamer_front(A,n):
"Allume un front de feu au nord”

R=[]

for i in range(1,n+1):
All,i]=1
R.append([1,i])

return A,R

#Une etape 4 directions pavage carré
def une_etape(A,R,n,p):
"calcul pour une étape en sortie avec une proba p d’inflamati
B=copy (A)
S=[]
for feu in R:
i,j=feu[0],feu[1]
for k in [—1,1]:
if ((random()<p)and B[i+k,j]==0):
Bli+k,j]=1
S.append ([i+k,j])
if ((random()<p)and BJ[i, j+k]==0):
B[i,j+k]=1
S.append ([i,j+k])
B[i,j]=2
A=copy (B)
return A,S

#Une étape 8 directions pavage carré
def une_etape_carre_8(A,R,n,p):
"calcul pour une étape en sortie avec une proba p d’'inflamati8 directions"
B=copy (A)
S=[]
for feu in R:
i,j=feu[0],feu[1]
for k in range(-1,2):
for | in range(-1,2):
if ((k!=0 or 1!=0)):
if ((random()<p)and B[i+k,j+I1]==0):
Bli+k, j+I]=1
S.append ([i+k,j+I])
B[i,j]=2
A=copy (B)
return A,S

def compte_zone(A,n,k):
"Compte le nombre de zone de A qui contient la valeur k"

conteur=0
for i in range(l,n+1):
for j in range(l,n+1):

it (Al jl==k):
conteur+=l#incremente conteur
return conteur

def compte_frontiere_atteinte (liste ,longueur):
"Compte dans la liste de réponse de longueur longueur le memde fois ou la frontiere est atteinte avant la fin"
resultat=0
for i in range(longueur):
if (liste[i][1]==1):resultat+=1
return resultat

def feu_sur_frontiere (A,n):
"retourne 1 si un point de la frontiere est en feu"

reponse=0
for i in range(l,n+1):
if ((A[i,1]==1) or (A[i,n]==1) or (A[1,i]==1) or (A[n,i]==1)):

reponse=1
return reponse

#
# La Partie Traitement d’'Image #
#
d

ef obtention_image (A,n,nom_de_fichier):
"Donne |’'image de la forét a partir de la matrice : fichier png
# valeurs pour points forét,enflamé ,h carbonisé
colors = [(0,128,0),(255,48,29),(48,48,48)]
# conversion en chaine de 3 caracteres
colors = [ " .join([chr(x) for x in color]) for color in colors ]
# construction d'une chaine avec des valeurs issue de A paxepi
# pour une image de taille nxn
img_str ="’
for line in range(n):
for col in range(n):
img_str += colors[A[line ,col]]
# creation de |’'image d’'apres cette chaine
img = Image. fromstring (RGB’ ,(n,n),img_str)
# sauvegarde au format PNG
img.save (nom_de_fichier'PNG")
return True
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HEHBHBEHBHBEHBHBHBHBHBHBHBHBHY
# La partie nom de fichier #
def nom_image(n,base_nom):
"Fonction pour faciliter le montage vidéo"
Nom=base_nom+(len (base_nomlen(str(n))y '0’'+str(n)+ .png’
return Nom

def Nom_de_fichier_csv(n,proba):
"Crée un nom de fichier"
Nom="100 _tirages_sur_carte +'str(n)+'x’+str(n)+'_avec_proba_de_+str(proba)+.csv’
return Nom

def ZEF(n,proba,nb_de_cas):
"Crée le nom du fifichier cvs pour |'étude des zones en feu"
Nom=str (nb_de_cas)* etude_de_zones_en_feu_avec_proba_dwestr (proba)+.csv’
return Nom

HEHBHBHBHBHBHBHBHH
# Les Programmes #
HEHBHBHBHBHBHBHBHH
def Film(n,p,carte):
"Obtention des images pour une carte nxn et une proba p"
A=carre_vide (n)
A=border (A,n)
A,R=enflamer_centre (A,n)

print (A)
print (R)
i=—1 #compteur pour suivre la chronologie
while (R!=[]):
i+=1
if carte==0:
A,R=une_etape (A,R,n,p)
print "étape :",i," avec ",compte_zone(A,n,1)," zones en feu et R R
obtention_image (A,n+2,nom_image (iForet’))
if carte==1:
A,R=une_etape_carre_8(A,R,n,p)
print "étape :",i," avec ",compte_zone(A,n,1)" zones en feu et R : |R
obtention_image (A,n+2,nom_image (iForet"))
return A

def Zones_en_feu(n,p,carte ,nb_de_cas):
"Etude des zones en feu a chaque étape. Ecriture des résslmns un fichier”
f = open(ZEF(n,p,nb_de_cas) w")
La_liste=[] # Une liste de liste— chaque sous liste contient le nombre de zones en feu a chagqag@eé
Liste_temp_premiere_brulure=[}fListe ou se trouve |’étape de premier contacte avec la friemne
for i in range(nb_de_cas):
A=carre_vide(n)
A=border(A,n)
A,R=enflamer_centre (A,n)
liste_local=[1] # La fameuse sous liste
k=1 #compteur temps pour suivre la chronologie et donner le piermmoment ou la frontiere est atteinte
bordbrule=0#0 si le bord n’a jamais brulé. S'il a été atteint bordbrule utale temps (k)
while (R!=[]):
if carte==0:
k+=1
A,R=une_etape (A,R,n,p)
if ((bordbrule==0)and (feu_sur_frontiere(A,n)==1)):
bordbrule=k
liste_local .append(compte_zone(A,n,1))
La_liste.append(liste_local)
Liste_temp_premiere_brulure.append(bordbrule)
### Partie pour la création du fichier csv
longueurs =[]
for i in La_liste:
longueurs.append(len(i))
longueur_max=max(longueurs)
for i in range(len(La_liste)):# Dans cette boucle la liste est complétée avec des zéros pdbarire facilement le fichier
for j in range(longueur_maxlen(La_liste[i])):
La_liste[i].append(0)
ligne=""
for j in range(len(La_liste)):#Dans cette boucle on ecrit les temps de brulure de la frongie
ligne=ligne+k="+str (Liste_temp_premiere_brulure[j])+
ligne=ligne+'\n"
f.write(ligne)
for i in range(longueur_max):
ligne=""
for j in range(len(La_liste)):
ligne=ligne+str(La_liste[j][i])+ ’
ligne=ligne+'\n"
f.write(ligne)
f.close ()
return La_liste

def Etude_100_tirages(n,p,carte):

"100 tirage sur carte nxn avec proba p en sortie une liste dudebcarbonisé et 1 si frontiere atteinte"
liste_resultat =[]
for i in range(100):
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A=carre_vide (n)
A=border (A,n)
A,R=enflamer_centre (A,n)
touche_frontiere=0#touche_frontiere=(0,1)=(frontiere non atteinte ,fraete atteinte)
while (R!=[]):
if (touche_frontiere==0):
touche_frontiere=feu_sur_frontiere (A,n)
if (carte==0):
A,R=une_etape(A,R,n,p)
if (carte==1
A,R=une_etape_carre_8(A,R,n,p)
liste_resultat.append([compte_zone(A,n,2),touchenrfriere])
return liste_resultat

def variation_proba(n,depart,pas,nb_iteration , carte):
"variation de la proba en partant de depart en avancant de phsiterartion fois"
frontiere_touche =[]
for i in range(nb_iteration):
liste=Etude_100_tirages(n,departsgas, carte)
print (liste)
print ("Attention la frontiere a ete atteinte ,"compte_frontiere_atteinte(liste ,100),fois")
frontiere_touche .append([depart#pas,compte_frontiere_atteinte (liste ,100)])
f = open(Nom_de_fichier_csv(n,depart#pas), "w")
f.write ("Nombre de zones carbonne a la fin\n"
f.write("avec proba de :+str(depart+ikpas)+'\n")
for j in range (100):
f.write(str(liste[j][0])+"\n")
f.close ()
print (sum(liste }x1.0/(n«n)," % de foret brule pour une proba de,"depart+ikpas)
print (frontiere_touche)
return True

def Film_Front(n,p):
"Obtention des images pour un front de feu allumé en Ouest"
A=carre_vide (n)
A=border (A,n)
A=deboiser(A,n,p)
A,R=enflamer_front(A,n)
i=—1 #compteur pour suivre la chronologie
while (R!=[]):

i+=1
A,R=une_etape(A,R,n,1)
print "étape :",i," avec ",compte_zone(A,n,1)" zones en feu"
obtention_image (A,n+2,nom_image (iFront"))
return A
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A.2 Graphe dual sur Wikipédia

Une recherche sur les termgsaphe dualdepuis google donne comme premier résultat la
page Wikipédianttp ://fr.wikipedia.org/wiki/Graphe_duakproduite ci-dessous :

Graphe dual

En théore des graphes, le graphe dual d'un graphe plongé & lintérieur d'une surface est défini a Pade des

composantes du complémentaire, relides par les aréles du graphe plongé.

Cette construction généralise la notion de dualiié d'un polyédne.

Cependant, un méme graphe abstrait peut avoir des graphes duaux non isomorphes en fonction du plongement
choisi, méme dans ke cas de plongements dans le plan.

Un graphe (plongé) isomorphe & son dual est dit autodual.

Construction

Ewmnl donné un graphe plongé & l'itérieur

d'une surface connexe. chague composante

connexe {ceflule) du complémentaire est
muni d'un point définissant un sommet du
graphe dual. Chague aréte du graphe inital
définit une arée du graphe dual reliant les

composantes  du  complémentaire gqui la

| - -
bordent!'! . Ces uréles du gruphe  dual
peuvent &tme plongées dans la sudace de
facon & ce que chacune coupe uniquement

l'aréte correspondante du graphe initial en

un seul point. e e

(7 extle grmphe dual de €7 duns le pl;m

Apres quelques recherches nous nous sommes apergus que cefieesnincorrecte. £n
effet comme nous I'avons dit, la définition de graphe dual porte sur lgghgsaplanaires. De
plus la définition fait référence au complémentaire.

Définition 3 Le complémentaire d’un grapl# est le graphe qui a les mémes sommets@ue
reliés par une arréte si et seulement si ils ne sont pas reliés par udéeatans G
Voici donc le Tétragone et son complémentaire :

L

En suivant la définition de 'article Wikipédia, le dual du tétragone aur@ dorseul sommet
vu que le graphe n'a qu'une composante connexe. |l semble quempaté@uoentaire, I'auteur de
cet article fait plus référence a la définition ensembliste du complémentaisgquplLréférence
la page :

http ://fr.wikipedia.org/wiki/Complémentaire_(théorie_des_ensembles)
mais dans ce cas la définition n’est pas claire.

On pourrait espérer trouver des éclaircissements dans la page ginausselle-ci est rela-
tive a une ancienne version de cet article ou il y avait confusion erdphgrdual et line-graphe.
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A.3 Activités éléves

QUELQUES PISTES POUR DES ACTIVITES A PROPOSER AUX ELEVESPRES LEUR AVOIR
PRESENTE LA MODELISATION DU FEU4 DIRECTIONS.

utilisation du tableur (a partir de la seconde)

On fait 50 simulations de feux de foréts, aveclel7;2;1;1;1;2;3; 2 ;1;3;
modeéle exposé dans l'article. On obtient avecb ;4;2;1;2;1;4; 2 ;1;1;
la probabilitép = 0,2 les résultats ci-contre : 5 ;1;1;1;1;1;1;5;1;1;
10;2;2;1;1;1;5; 1;1;3;
2:2:6:;2:3:2:4:;16:6:;1;

Les nombres obtenus désignent le nombre n d’arbres brilés.
La forét, carrée, contient 10000 arbrés00x 100)

1. (a) A l'aide d'un tableur, présenter les résultats, puis écrire les lesmpermettant de
calculer la moyenne d’'arbres brdlés de ces 50 feux, la médiane, le prgumaieie
et le troisiéme quartile.

(b) A laide de la fonctionNB. Sl , compter le nombre de fois ol le feu n’a pas pris et
calculer la fréguence correspondante.

Indication : penser au $ pour bloquer les cellules de départ et dBarriv
(c) Faire de méme avec n=2;3;4; ...jusqu’au nombre maximum d’arbiiéssbr
(d) A laide de I'assistant graphique, afficher I'histogramme du nombmebges brilés.
Puis faire I'histogramme des fréquences cumulées.
(e) Comparer la moyenne et la médiane. Comment interpréter cette différence
2. On fait maintenant varier la probabilipg

(&) Que se passe-t-il pi=07? Quelle est alors la moyenne d’arbres brilés ?

(b) Mémes questions avgr= 1. Avec notre modélisation, est-on sdr que tous les arbres
brdlent, méme ceux des coins ?

(c) Alaide de I'assistant graphique, tracer la courbe donnant la nmeydiarbres bru-
Iés en fonction de la probabilitg, pour p allant de 01 a Q9, a I'aide des résultats
suivants :

p 01/02/03/04| 05| 06 | 07| 08| 09

moyenne| 1.6 | 3 | 7.5| 32 | 2058 | 9197 | 9566 | 9878 | 9898

Donner un encadrement de la valeur de p a partir de laquelle on passeéu «
brilé » au « beaucoup brilé » ? C’est le seuil de percolation. Quellesniations
souhaiteriez-vous pour préciser cette valeur ?
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Activité 2 : | calculs de probabilités et possibilité de les vérifier a I'aide des simulations
fournies par le professeur (ou I'énonceé si I'on n’a pas de vidéo piecteur). (Terminale)
n désigne toujours le nombre total d’arbres brdlés.

1. Calculer avep = 0,1 la probabilité que le feu ne prenne pas<1). Méme question avec
p=0,9.

2. Soitp=0,3. Quelle est la probabilité que=2"?

Fluctuation d’échantillonnage.
D

ans cette activitép = 0,2

1. Calculer la probabilité que le nombmed’arbres brilés se réduise a 1. (On pourra faire un
arbre)

2. On fait 100 simulations de feux de forét, et en notaime nombre d'arbres br(lés, on
obtient une série de 100 nombres. Cette série de nombres constitue utilléchde
taille 100. On rassemble les résultats dans le tableau suivant :

n 1|12 |3 |4|5(6[7|8|9|10(11|12|13|14|15|16| 17| 18
effectif (391911 /13|6|/6|0|0|2| 2| 0|O0|0]|O0O]O0|2]|2]|0O0
fréquence

On relance une deuxiéme simulation de 100 feux et on obtient un deuxiéema&utable

n 1|12 |3 |4|5|6(7|8|9|10|11|12|13|14|15|16| 17| 18
effectif | 3720|12/9|8|6|2|3|0|1|1|1|0|0]|]0|0]|O0]0O
fréquence

Compléter les lignes fréquence.

3. Ons'intéresse a la fréquence correspondantdl. Comparer les deux valeurs obtenues
pour les deux échantillons. Sachant que la proportidevrait &tre la valeur trouvée au 1,
est-on, pour ces échantillons dans l'intervalle de confiance pour urerie 5% ?

Dans les livres de seconde on trouve la propriété suivante :

Proposition 2 Soit un caractére dont la proportion edt. SoitN la taille de I'échantillon. Si
N > 25et f compris entre0,2 et 0,8, il y a 95% des échantillons de taillsl qui sont tels que
la fréquence du caractére dans I'échantillon appartienne a I'intervalle « donfiance » :

1

1 .
[f—ﬁ,f—Fﬁ

]

Nous avons Vérifié, a I'aide de 200 simulations de taille 100, que cett@iinule est vérifiée :
en effet, sur I'échantillonnage effectue, nous avons 4% (mieux gu5!) d’échantillons en
dehors de cet intervalle.

Nous avons réalisé au passage, que la taille de I'’échantillon était insgffinte, car l'inter-

valle [30,5% ; 50,6%)] n'est pas précis du tout!

On a aussi constaté que la moyenng sur les 200 échantillons est proche de la valeuf

trouvée au 1), puisquex vaut environ 40,6% et que f = 0,2* soit environ 41%; on a em-
ployé la formule basée sur le théoréme central limite, prévoyant qwn a 95% de chance
que f appartienne a l'intervalle [x— 1.960/v/N;X— 1.960/+/N| , notre écart type estiméa

étant d’environ 5, on obtient donc que[39,5%,41 6% contient la vraie valeur f avec une
probabilité de 95% Notre « bon » résultat était donc prévisible.
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Pour finir, voici sur 200échantillons, le nuage de points représentant la fréquence der=
1».

Sur 200 échantillons

40

Fréquence de
I'événement n=B0

20

10

0
0 50 100 150 200 250

Nuage de 200 échantillons

60
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50

45
Fréquence4(
de 35
I'évéenemens0
"n=1" 25
20

15

10

5

0
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