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« La logique semble bieni, contrairement a ce que
pensait Wittgenstein, un indispensable moyen, non
de « fonder » mais de comprendre activité
mathématique. C’est-2-dire pour une part, explorer la
relation de I"implicite & I’explicite d’une théorie.»
(Sinaceur, 1991b)

Introduction

Chevallard (2004) écrit : « Dans une mathématisation compléte, on s’assure qu’un fait est
vrai sur une base expérimentale, puis on s’assure que dans la théorie qu’on a bétie par
ailleurs, on peut déduire le fait en question. » (p.35). La question que souléve ici Yves
Chevallard renvoie & une question éssentielle en logique qui est celle de la distinction enire
verité de faéto, qui exprime la conformité aux faits, et vérité nécessaire au sein d’une
théorie qui s’obtient comme conclusion d’une preuve valide au sein de cette théorie.
Cependant, en conformité avec un point de vue logique qui remonte & Aristote, nous dirons
que ce ne sont pas les faits qui sont vrais ou déduits, mais les énoncés 3 propos des faits, ou
des états de choses pour employer le vocabulaire de Wittgenstein : « La proposition montre
ce qu’il en est des états de choses quand elle est vraie. Et elle dit qu’il en est ainsi »
(Wittgenstein, 1921, 1993, p.53)

La distinction entre verité de facto et vérité nécessaire remonte a Aristote, qui I’explicite

dans les Premiers Analytiques: une vérité mécessaire est une vérité obtenue comme

"' 1 aboratoire d’Etude du Phénoméne Scientifique, EA 4148, équipe Recherche en Didactique et en Histoire
. des Sciences et Techniques :
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conséquence d’un syllogisme concluant' & prémisses vraies. Il faudra cependant attendre
Wittgenstein pour que cette distinction soit clarifiée en logique propositionnelle, puis
Tarski pour la logique des classes et le calcul des prédicats du premier ordre.

Notre hypothése, soutenue par I’ensemble des travaux que nous conduisons depuis plus de
quinze ans, c’est que se joue dans la classe de mathématiques une dialectique cachée de la
vérité et de la validité que le point de vue modéle - théorique permet de rendre visible et de
prendre en compte dans les analyses (Durand-Guerrier, 2005).

Notre communication comporte deux parties. Dans la premiére partie, nous présentons
briévement le point de vue modéle — théorigue et nous illustrons sur un exemple simple la
méthodologie d’analyse qu’il permet de mettre en ceuvre. Dans la seconde partie, nous
revisiterons 4 la lumiére de ce point de vue certains aspects des travaux de Gérard

Vergnaud d’une part, de Guy Brousseau d’autre part.

Premiére partie

Qu’est-ce qu’un point de vue Modeéle - théorique ?
Le point de vue modéle — théorique en logique s’inscrit dans le courant de la sémantique

logique initié par Frege. La théorie des modeles est développée par Tarski dans la suite de
ses travaux sur la définition sémantique de la vérité, qui met en relation un langage
formalisé avec des structures interprétatives de ce langage. Bien qu’il ne fasse pas référence
directement aux travaux de Wittgenstein, on peut reconnaitre une filiation entre les deux
auteurs (Durand -Guerrier, 2006), que 1’on retrouve dans la présentation que fait Quine

(1950, 1972) du concept d’implication.

I. Une version sémantique du calcul des propositions (Wittgenstein,
1921)

Dans le Tractatus logico philosophicus, Wittgenstein cherche & résoudre I’ensemble des

problémes posés par la philosophie de la logique et pense a ce moment 13 avoir réussi. Il

2 Un syllogisme est concluant si dés lors que ses prémisses sont vraies, on peut affirmer la conclusion.

« 8i A peut &tre affirmé de tout B et si B peut étre affirmé de tout C, alors A peut &tre affirmé de tout C » est
un syllogisme concluant.. « Si A peut-étre affirmé de quelques B et B pent &tre affirmé de tout C » estun
syllogisme non concluant
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aborde de nombreuses questions philosophiquement trés difficiles dont nous ne parlerons
pas ici. Dans la perspective didactique qui est la ndtre, nous retenons qu’une lecture
attentive de ’ouvrage permet de faire émerger une version sémantique aboutie du calcul
des propositions,

Le systéme élaboré par Wittgenstein est fondé sur deux principes. Etant donné que la valeur
de vérité d’une proposition élémentaire exprime sa conformité ou sa non-conformité avec
les faits qu’elle prétend décrire, le'premier principe affirme qu’il y a exactement deux
valeurs de vérité pour les propositions : c¢’est le principe de bivalence. Le second principe
affirme que la valeur de vérité d’une proposition complexe dépend exclusivement de la
valeur de vérité des propositions élémentaires qui le compose : é’est le principe de
vérifonctionnalité (ou A’ extensionalité).

Dans le systéme foi‘mel, il y a des lettres de variables propositionnelles p, g, r..., qui
représentent des propositions, et des signes propositionnels qui expriment les possibilités
des conditions de vérité des propositions complexes. Le point de vue adopté est
combinatoire : ainsi pour » propositions, il y a 2 exp 2" groupes possibles de conditions de
verité, soit pour deux propositions, seize groupes possibles. On retrouve naturellement en
interprétant certains de ces groupes les connecteurs propositionnels classiques :
conjonction, disjonction, implication, équivalence etc'®. Par exemple, si on prend comme
référence les possibilités (VV, VF, FV, FF) pour deux propositions, alors la distribution
(VFVV) correspond a I’implication.

Ceci conduit Wittgenstein & considérer deux notions fondamentales : la faufologie et la
contradiction. La tautologie est un énoncé du systéme formel qui prend la valeur de vérité
vrai pour toute distribution de valeur de vérité (dans le cas de deux propositions, c’est le
signe propositionnel (VVVYV)). Une tautologie donne lieu & une proposition vraie pour
toute interprétation dans tout fragment de discours. La contradiction est un énoncé du
systéme formel qui prend la valeur de Véﬁté Jfaux pour toute distribution de valeur de vérité
(dans le cas de deux propositions, ¢’est le signe propositionnel (FFFF)). Une contradiction
donne lieu & une proposition fausse pour toute interprétation dans tout fragment de
discours. Contrairement aux autres propositions, les interprétations des tautologies et des
contradictions ne nous disent rien sur le monde. Pour autant « [elles] ne sont pas
dépourvues de sens ; elles appartiennent au symbolisme, tout 4 fait & la maniére dont le

« 0 » appartient au symbolisme arithmétique. » (op.cité, p. 68)

1 Ces seize groupes sont décrits dans Wittgenstein, 1993, p.71
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Dans la description des seize signes propositionnels pour deux lettres de variable
propositionnelles, Wittgenstein donne comme exemple de tautologie
«sip,alorsp;sig,alorsget(p 2™ q.p O g)»(op. cite. p.71).

L’apparition de la troisiéme tautologie n’est pas un hasard. En effet, cette tautologie
correspond & la régle d’inférence qui affirme que ’on peut déduire « g » de «p > g . p»,
appelée Modus Ponens ou Régle du détachement. Plus généralement, les tautologies de la
forme «§ = §’ » soutiennent les rogles d’inférences classiques (Quine, 1950, 1972).
Wittgenstein en conélut que « des «lois de la déduction », qui - comme chez Frege et
Russel - doivent justifier les déductions sont vides de sens et seraient superflues » (p.73).
C’est égalemeﬁt le point de vue de Quine.

A la fin de Iouvrage Wittgenstein revient sur cette question qu’il développe. Il en tire
plusieurs conséquences importantes : que les lois logiques ne peuvent pas étre confirmée ni
réfutées par I’expérience ; que la logique est la théorie des formes et de ’inférence ; que la
marque de la logique n’est pas la validité générale (ce qui vaut accidentellement pour toutes
choses), mais une validité essenticlle; que la démonstration logique d’une proposition
pourvue de sens (en particulier les propositions mathématiques) et la démonstration en
logique doivent étre deux choses totalement différentes (pp.99-102), toutes choses qu’il
convient de prendre en compte si ’on s’intéresse a la question dé ’articulation entre la

logique, le langage et le raisonnement mathématiques dans une perspective didactique.

Il. La conception sémantique de la vérité (Tarski, 1936, 1944)
Le projet de Tarski tel qu’il apparait dans les deux articles de 1936 et 1944 est de résoudre

un probléme philosophique difficile, celui de la définition de la vérité, dont il dit qu’il est
I"un des plus difficile posé a la philosophie. Plus précisément, pour Tarski, « Le probléme
principal est de donner une définition de la vérité matériellement adéquate et formellement
correcte. » {Tarski, 1974, p.269). 1l se place pour cela dans une filiation qui remonte &

Aristote, et que nous avons rencontré chez Wittgenstein :

« Dans cette étude, je ne cherche qu’a saisir les intuitions exprimées par la
théorie dite « classigue » de la vérité, c’est-a-dire par cette conception selon

laquelle « vraiment » signifie la méme chose que « conformément 2 la réalité »

1 « o » est le symbole d’implication ; « . » est le symbole de la conjonction.
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(par opposition 2 la conception « utilitariste », d’aprés laquelle « vrai » signifie

utile sous tel ou tel rapport). » (Tarski, 1972; p. 160}

Dans 1’article de 1936, Tarski met en place une définition sémantique de la vérité, ce qui
I’améne & préciser ce qu’il faut entendre par cette discipline du point de vue de la

philosophie logique dans laquelle il se place :

« La sémantique est une discipline qui, en termes généraux, traite de certaines
relations entre les expressions d’un langage et les objets (ou états de choses)

auxquels référent ces expressions.» (Tarski, 1936a, 1972)

Les exemples typiques de concepts sémantiques qu’il mentionne sont les concepts de
désignation, de définition et de satisfaction d’une phrase ouverte par un élément. Cette
derniere notion trés simple qui renvoie & la notion de vérification d’une éguation par un
¢lément s’avére jouer un rdle central dans 1’¢laboration de la définition sémantique de la
vérité. En effet, un obstacle auquel on se heurte lorsque ’on veut définir la vérité de
phrases complexes analysées en termes de fonctions propositionnellesls, et variables et / ou
constantes, ¢’est I'impossibilité de pouvoir construire directement une définition récursive
de la vérité, contrairement a ce que 1’on peut faire pour les propositions non analysées,
grice aux tables de vérité. Le détour employé par Tarski consiste & introduire la notion
d’interprétation d'une fonction propositionnelle d'un langage donné dans un « domaine de
réalité » par une phrase ouverte, puis la notion de satisfaction d 'une phrase ouverte par un
¢élément de 1’univers du discours. Ceci lui permet ensuite de donner la définition de la vérité
d’une phrase complexe en s’appuyant sur les connecteurs propositionnels, tels qu’ils sont
définis par exemple chez Wittgenstein, et sur les quantificateurs universel (pour tout) et
existentiel (i existe au moins un); qui sont définis de maniére objectuelle, en accord avec le
sens commun, I distingue également le langage objet, celui pour lequel on met en place la
définition de la vérité, et le métalangage qui permet de parler du langage objet. Il précise
que la notion de vérité ainsi définie depend du langage formalisé objet des investigations.
Par cette définition, il réalise son projet d’une définition formellement correcte et
matériellement adéquate. D’une part, la construction récursive de la vérité via 1a notion de
satisfaction et la distinction entre langage objet et métalangage met 4 1’abri des paradoxes

sémantiques ; d’autre part, la notion de modéle d’une formule d’un langage formalisé dans

13 Ce terme introduit par Frege et Russel est remplacé aujourd hui par celui de prédicats ; elles permettent de
modéliser les propriéiés et les relations.
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un domaine de réalité (par exemple une théoric mathématique) permet d’articuler la notion
de vérité avec la notion de validité logique, ce qui est en particulier 1’objet de la
méthodologie des sciences déductives qui deviendra la théorie des modéles (Tarski, 1960).

Etant donnés un langage formalisé £, une syntaxe, des énoncés bien formés (des
formules) : F, G, H... et une structure interprétative X (un domaine de réalité, une théorie

mathématique), on dira que X est un modéle d’une formule F de L si et seulement si

’interprétation de F dans X est un énoncé vrai. Pare exemple, dans le calcul des prédicats
du premier ordre avec égalité, on peut considérer la formule F: « Vx Py (S(x.yAS(y.X) &
x=y) », et la structure interprétative 2 de I’ensemble des nombres réels ordonnés, dans

laquelle on interpréte S par la relation binaire « étre inférieur ou égal » ; la formule F est
alors interprété par la proposition : « la relation ‘inférieur ou égal’ est antisymétrique »,
qui est un théoréme de la théorie considérée. Il est facile de voir que d’autres interprétations
de cette formule peuvent donner lieu & des propositions fausses. Cette notion de modéle
d’une formule permet enfin de définir la notion clé de la théorie modele ; & savoir la notion
de conséquence logique d’un point de vue sémantique (Tarski, 1936b); une formule H est
conséquence logique d>une formule G si et seulement si tout modéle de G est modéle de H,
ol ’on reconnait une généralisation au calcul des prédicats de la notion de « suivre de»
définie par Wittgenstein (1921). Par exemple, la formule H: «q(x) » est conséquence
logique de la formule G « p(x) A (p(X)=>q(x)) » (on reconnait une extension de la régle du
Modus Ponens), ou encore la formule H : « q(x) » est conséquence logique de la formule

F: « Vy g(y) » (liée a la régle d’instantiation universelle : ce qui vaut pour tous vaut pour

chacun).

lll. Deux résultats fondamentaux en théorie des modeéles
En appui sur la théorie sémantique de la vérité, Tarski développe la méthodologie des

sciences déductives (Tarski, 1960). Etant donné ce quil appelle une mini théorie'®, il
dégage un systéme axiomatique formel (sans objets} dont la mini théorie de départ est une
interprétation, mais pour lequel d’autres interprétations (d’autres modéles) peuvent étre
considérées Le premier résultat établi par Tarski dans le cadre de la théorie des modéles-est

le théoréme de la déduction qui affirme que :

191 *exemple choisi est la congruence des segments.
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« Chaque théoréme d’une théorie déductive donnée est satisfait par tout modele
du systéme axiomatique de cette théorie; et de plus & chaque théoréme
correspond un énoncé général qui peut se formuler et se prouver dans le cadre
de la logique et qui établit le fait que le théoréme en question est satisfait par
n’importe quel modéle de ce genre (...). Tous les théorémes prouvés a partir
d’un systéme axiomatiﬁue donné demeurent valides pour toute interprétation du

systéme » (op. cité p.12)

Ce théoréme, prouvé également 4 la méme époque par d’autres auteurs, met en évidenbe le
fait que les systémes formels comme le caleul des prédicats, au-dela de la question de
savoir s’ils font partic ou non des mathématiques, jouent un rdle a un niveau
metamathématique, en fournissant les outils logiques de contrdle de la validité. Ces outils
de contrdle logique ne peuvent pas étre pris en charge dans les théories mathématiques
classiques dans lesquelles les objets jouent un réle déterminant; dans ces théories, les
contrdles se font par Iexpertise mathématique'’.

Une conséquence immédiate du théoréme de la déduction est la possibilité de réfuter qu'un
énoncé soit conséquence logique d’un systéme axiomatique donné. C’est ce que Tarski
appelle une preuve par interprétation : pour prouver qu'un énoncé donne de la théorie n’est
pas conséquence logique des axiomes, on cherche un modéle du systéme axiomatique
correspondant qui ne soit pas un modéle de la formule associée ﬁ cet énoncé. Un exemple

classique est fourni par le cinquiéme postulat d’Euclide et les géométries non-euclidiennes,

IV. Un exemple de l'utilisation de la théorie élémentaire des modéles
pour résoudre un probléme de « certitude »

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’illustrer sur un exemple trés simple la
méthodologie des sciences déductives ; la situation que nous allons analyser avec cette
méthodologie est issue des épreuves du Kangourou des mathématiques 1994 et fait 1’objet
.d’une présentation plus détaillée dans Durand-Guerrier, 2007a. 11 s’agit du dernier Item de

I’épreuve dont la présentation a été relevée sur Internet.

Les gens malins répondront tous juste a cette question ; ceux qui

17 Expertise dont ne dispose évidemment pas les novices, qui le plus souvent ne disposent pas non plus des
outils de contrble logique (Durand-Guerrier & Arsac, 2003, 2005).
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répondent au hasard ne sont pas malins. Alors il est certain que :

A. Tous ceux qui répondent au hasard répondent faux.
B. Ceux qui sont malins répondent au hasard.

C. Ceux qui répondent juste sont malins

D. Ceux qui s’abstiennent a cette question sont malins

E. Les réponses A, B, C et D sont fausses.

Cet item souléve un certain nombre de questions de nature sémantique. Tout d’abord, de
par la formulation de la question «il est certain que », versus « je suis certain que », il
apparait clairement que la réponse attendue reléve d’une certitude objective plutbt que
subjective, qui pourrait renvoyer a des arguments de nature pragmatique, si bien que cette
réponse est attendue a I’intérieur du cadre proposé. D’autre part, celui qui répond contribue
a modifier I'univers du discours, ce qui peut étre la source de paradoxes. Enfin, la
cinqui¢me phrase dit quelque chose sur la vérité des quatre premiéres phrases, et se situe
donc au niveau d’un métalangage par rapport au langage objet de la situation. Dans ce qui
suit, nous nous intéressons aux propositions A et B, les propositions C et D se fraitant ptus
ou moins de la méme maniére. Nous allons examiner la question suivante : la proposition A
(respectivement B} ou sa négation est-elle conséquence logique des deux propositions
assumées dans I’énoncé de I'ltem ? Ceci en utilisant la méthodologie des sciences
déductives.

Concernant la possibilité d’une modélisation & la maniére de Tarski, nous avons tous les
ingrédients nécessaires. Nous disposons d’une mini - théorie déductive avec : un univers du
discours : la population formée de ceux qui répondent au test; deux axiomes : les gens
malins répondront tous juste a cette question et ceux qui répondent au hasard ne sont pas
malins, Pour construire le systéme axiomatique formel associé, nous introduisons cing
lettres de prédicats m, j, f s, h qui seront interprétées respectivement par les propriétés
« étre malin », « répondre juste », « répondre faux », « s'abstenir » « répondre au hasard,
Ceci va nous perméttre de formaliser les axiomes et les quatre premicres phrases
proposées'®. Comme chaque fois que Pon formalise une théorie exprimée en langue

naturelle, il nous faut introduire explicitement des axiomes supplémentaires, qui restent

1¥ Comme nous ’avons dit plus haut, la cinquidme phrase appartient au méta langage et ne peut pas se
formaliser dans le langage objet
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implicites dans la formulation en langage ordinaire. Il s’agit ici d’indiquer que « tous ceux
qui font le test s abstiennent ou répondent juste ou répondent faux », 1a disjonction étant
exclusive. On obtient ainsi quatre axiomes supplémentaires, auxquels nous avons choisi de
rajouter que chacun des cing prédicats est d’extension non vide, ce qui donne encore cing
axiomes supplémentaires.”® On obtient ainsi le systéme axiomatique formel présenté ci-

dessous, que nous noterons T.

Fragtneht de discours Calcul des prédicats

Les gens malins répondront tous juste d Ay Vx (m(x) = j(x))
cefte question

Ceux qui répondent au hasard ne sont

pas malins Az Vx (h(x) =—m(x))

Tous ceux qui font le test soit .
s abstiennent, soit vépondent juste, soit Az PR (SCOVIE)VAX)
répondent faux. As: VR —~(EOAR))

As : P(j(x)As(x))

Ag 1 P A(f(x)As(x))

A7 Fjx) Ag:FxEAX)
Ag :Fxs(x) Ajp:Fx m(x)
Aq X A(x)

1l existe au moins une personne dans
chaque catégorie

Figure 1 : Un systéme axiomatique formel
Dans le langage choisi, les propositions A et B se formalisent de la maniére suivante :

A 1 « Tous ceux qui répondent au hasard répondent faux »

D« P (h(x) = fx)»

B : « Tous ceux qui sont malins répondent au hasard »

W« P (m(x) = B(x)) »
A I’issue du test du Kangourou, nous avons une réalisation du systéme axiomatique formel
T, mais nous ne savons pas laquelle, puisqu’en effet, nous ne connaissons pas 1’extension
des différents prédicats. La certitude objective ne peut donc a priori se fonder que sur une
forme de nécessité : pour étre certain que « A» (respectivement «non A »), il est
nécessaire et suffisant que « @ » (respectivement « —® » ) soit conséquence logique des

axiomes de T. De méme, pour étre certain que « B » (respectivement « non B »), il est

11 s’agit bien dun choix qui permet de simplifier I’analyse
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nécessaire et suffisant que « ¥ » (respectivement « =¥ ») soit conséquence logique des

axiomes de T.

Nous allons montrer & I’aide d”une preuve par interprétation que ce n’est le eas ni pour

« A », ni pour « non A ». Pour cela nous construisons un modéle fini a trois éléments de T
dans lequel I'interprétation de @ est une phrase vrai et un modéle fini & trois éléments de T
dans lequel I’interprétation de @ est une phrase fausse.

Modéle de T et de @ Modéle de T et de =P

L=<UMJF S H> | 2=<U,MJFS H>
Univers du discours ' Univers du discours
U={o,B,6}. U={o, [, 0}
Extension des prédicats : Extension des prédicats :
F={a} F*={B} F={o}  F*={B}
S*={8} M*=r*={o} - S*={38} M*=J*={a}
Hy* = F* = {B} Hy* = 5% = {8}
Chaque instance de « A(x) = f(x) » estune [ Comme on a H(8) et —F(8), une des
proposition vraie. instances « A(x) = f{x) » est fausse .
D est interprétée par un phrase vraie @ est interprétée par un phrase fausse

Figure 2 : une preuve par interprétation

On conclut de ce qui précéde que ni « @ », ni « —P » ne sont conséquences logiques de T
et par conséquent, on ne peut pas affirmer «il est certain que la phrase A est fausse ».
L’énoncé est contingent20 pour ’éléve au moment ou il doit répondre. |

On montre par contre facilement que « —¥ » est conséquence logique de T. Comme T est
consistante (elle admet au moins un modéle), tout modéle de T est modele de « —y », Par
conséquent, on peut affirmer « Il est certain que la phrase B est fausse ».

Finalement, il n’est donc pas certain que « les phrases A, B, C et D sont fausses » ; par
contre, il est certain que « aucune des réponses A, B, C ou D ne convient ». Ceci nous
renvoie 2 la cinquiéme phrase proposée aux €léves « les réponses A, B, C et D sont fausses

», considérée par les auteurs de 1’épreuve comme la réponse correcte. Nos analyses

® Un énoncé est contingemt pour un sujet donné a un instant donné si le sujet n’a pas, 3 cet instant, les
moyens de se prononcer sur la valeur de vérité de cet énoncé, La vérité peut-&tre intrinséque (1°énoncé n’a pas
de valeur de vérité) ou extrinséque (I’énoncé & une valeur de vérité, mais le sujet ne la connait pas) Durand-
Guerrier, 1995,1596)
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montrent que ¢’est bien le cas si on choisit la deuxiéme interprétation, mais pas si on choisit
* la premiére interprétation, qui pourrait sembler la plus naturelle®’.

Cet exemple montre clairement selon nous que le point de vue modéle - théorique initié par
Tarski permet de repenser [articulation entre vérité, nécessité et certitude. Plus
généralement, en se plagant au plus prés de la notion commune de vérité, cela lui permet
d’opérer un va-et-vient entre formalisme logique et interprétation dans un modéle et de
réduire ainsi la distance.supposée enfre logique de sens commun et logique mathématique,

et de définir

« {...) un type de rapport original ou il n’est pas plus question de renoncer aux
avantages de la formalisation et de 1’analyse syntaxique permise par cette .
demiére qu’a ’exigence d’en réinvestir les résultats au niveau des contenus
mathématiques, 4 leur donner une interprétation mathématique concrete »

(Sinaceur H. 1991a, p.313).
Deuxiéme partie

Place et réle de Ia logique dans les fravaux en didactique des
mathématiques :Deux exemples

l. Le rble des catégories logiques dans les travaux de Gérard
Vergnaud??
La place des questions de logique apparait chez Vergnand a plusieurs reprises et de maniére

trés explicite dans ’article de 1991 paru dans la revue Recherche en Didactique des
Mathématiques, dans lequel il insiste sur la distinction entre propositions et fonctions
propositionnelles (pp. 142-144) et sur 1’"intérét des catégories logico mathématiques pour

parler des processus de conceptualisation :

« Concepts et théorémes explicités ne forment que la partie visible de I’iceberg
de la conceptualisation: sans la partie cachée formée par les invariants
opératoires, cette partie visible ne serait rien. Réciproquement on ne sait parler

des invariants opératoires intégrés dans les schémes qu’a ’aide des catégories

A Crest Sylvie Coppé qui avait attiré mon attention sur cet Item du Kangourou, car en raison précisément de
I’ambiguité de cette derniére réponse, il se pourrait qu’il n'y ait aucune réponse correcte, contrairement a la
régle pour les épreuves du Kangourou des mathématiques

22 Ceci est développé plus longuement dans Durand-Guerrier, 2007a
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de la connaissance explicite : propositions, fonctions propositionnelies, objets -

argulﬁents » (Vergnaud, 1991, p. 145)

On reconnait dans les catégories explicites de la connaissances mentionnées ici les
€léments qui sont modélisés dans le calcul des prédicats du premier ordre, éléments qui
apparaissent ici dans une relation dialectique entre I’explicite et I’implicite a 1’ceuvre dans
les processus de conceptualisation, qui fait écho & D’articulation entre forme et contenu,
entre syntaxe et sémantique, que nous avons rencontré chez Tarski. Comme on le sait, les
invariants opératoires jouent un role essentiel dans les processus de conceptualisation ; ils
fournissent des propositions fenues pour vraies sur le réel, lesquelles sont nécessaire pour

P’action :

« Il n’y a pas d’action possible sans propositions tenues pour vraies sur le
réel. Ce sont justement ces propositions tenues pour vraies qué j’appelle
théorémes-en-acte, y compris pour d’autres domaines que les mathématiques.
Leur portée est souvent locale (clle ’est toujours dans la phase d’émergence ;
ils peuvent rester implicites : ils peuvent méme étre faux ». (Vergnaud, 2001,

p.25)

Ainsi un théoréme en acte est un invariant opératoire ayant un certain domaine de validité.
Il existe donc des domaines d’interprétation (des contextes ou domaines de réalité) dans
lesquels un théoréme en acte donné conduit & une régle d’action valide, méme si ce n’est
pas un théoréme de la théorie mathématique de référence, ou de la théorie locale
considérée, ¢’est-a-dire méme §’il ne découle pas logiquement des axiomes assumés dans
cette théorie. Il se peut que pendant un certain temps, le sujet ne rencontre que des
interprétations dans lesquelles le théoréme en acte conduit a des régles d’actions valide, ce
qui renforce la confiance du sujet. C’est lorsqu’un théoréme en acte est utilisé en dehors de
son domaine de validité qu’il peut conduire 4 des décisions d’action, ou a des prévisions
erronées. Eprouver la limite de validité de I’énoncé se fait en classe par la rencontre
provoquée (par le professeur) avec une interprétation (un contexte, un domaine de réalité)
dans laquelle 1’utilisation de ce théoréme en acte est mis en défaut, en particulier parce quil
fait émerger une contradiction entre les résultats qu’il permet de prévoir et les résultats que
I’on peut éprouver expérimentalement. Un exemple trés résistant de théoréme en acte est
fourni par la régle de comparaison des nombres décimaux : « Pour comparer deux nombres

décimaux, je compare les partics entiéres ; si clles sont égales, je compare les parties
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décimales ». Le domaine de validité de cette régle est étendu puisqu’elle vaut dés lors que
1’on travaille avec des décimaux ayant méme format. On peut la mettre en défaut en faisant
par exemple comparer des aires de rectangles avec des mesures bien choisies permettant
que la comparaison par décomposition - recomposition rendent indiscutable la contradiction
entre les résultats numériques et les résultats expérimentaux. Ceci permet alors d’établir que
soit I’on doit s’assurer que 1’on travaille toujours avec des décimaux au format, soit il faut
utiliser une autre régle de comparaison, valide dans toutes les interprétations puisqu’elle
s’appuie sur un théoréme de la théorie des Décimaux, & savoir la comparaison chiffre par
chiffre de gauche a droite pour la partie décimale. Comme le montrent bien les analyses de
Vergnaud, il serait tout 4 fait illusoire de vouloir éradiquer les théorémes en actes de portée
seulement locale, au motif qu’il vaudrait mieux enseigner directement ce qui est valide ; en
effet, leur développement participe pleinement du processus de conceptualisation, et
contribue 4 1’articulation nécessaire entre la partie visible et la partie cachée de l’iceberg,

entre la forme et le contenu.

Il. Le schéma de la validation explicite dans la théorie des situations
didactiques
Pour modéliser les situations de validation, Guy Brousseau se référe au modéle de la

logique dialogique de Lorenzen (1962), en lui empruntant les notions d’opposant et de

proposant :

« Dans le schéma de la validation explicite (ou schéma de la preuve), I’émetteur
devient un proposant et le récepteur devient un opposant ; on est en présence
d’un enjeu de vérité et il s’agit « de rattacher de fagon sfire une connaissance a

un champ de savoir déja établis. (Brousseau, Conférence de Montréal, p.8) »

Dans la logique dialogique de Lorenzen,' la modélisation en termes de dialogue permet de

traiter la question de la vérité a Iintérieur du systéme logique, tandis que 1’on voit ici pour |
Brousseau qu’elle permet de traiter 1a notion de nécessité et partant de validité logique, qui
comme nous [’avons vu avec l’exemple du Kangourou, permet de prendre en coﬁpte la
notion de certitude objective. C’est ainsi, nous semble-t-il, qu’on peut interpréter I’enjeu de
vérité tel qu’il est présenté dans la citation ci-dessus. Cette interprétation est également en

accord avec ce qu’écrit Brousseau (1986, 1998) a propos de la validité logique :

«(...) il est utile-de conserver la distinction faite en logique entre 1’énoncé

considéré comme une expression bien formée ou comme un ensemble de
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réalisation et I’assertion qui enclét cet énoncé dans une déclaration
métathéorique sur sa validité, sur un domaine donné ou sa déductibilité d’un

systéme d’axiomes.” (p. 100)

Toutefois, il semble assez clair que le modele de Lorenzen est insuffisant pour rendre
compte de la richesse des situations de validation telles qu’elles sont décrites dans la théorie

des situations.

« Les situations de validation vont mettre en présence deux joueurs qui
s’affrontent 4 propos d’un objet d’étude composé des messages et descriptions
que 1’éléve a produit d’une part, et du milieu adidactique qui sert de référent a
ces messages d’autre part. Les deux joueurs échangent des assertions, des
preuves et des démonstrations & propos de ce couple milieu/message »

(Brousseau, 1998, p. 109)

Comme le montre la citation ci-dessus, il est nécessaire de prendre en compte et d’articuler
les aspects syntaxique et sémantique. En effet, dans la plupart des situations, si les échanges
portent sur les énoncés, ils référent le plus souvent & des propriétés d’objets ou des relations
qui se dégagent & partir des rétroactions du milieu obtenues comme réponses aux actions
des sujets. En outre, dans les situations de validation, on peut étre amené & mettre a 1’étude

la théorie elle-méme :

« Toutes les assertions de la théorie sont susceptibles de se voir explicitées et
remises en question. La théorie elle-méme est un objet d’étude et de

construction » (Brousseau, 1998, p. 111)

Dans le paragraphe suivant, nous présentons une analyse du travail d’un groupe
d’enseignants en formation continue en situation de résolution de probléme qui permet

d’illustrer ce que I’on peut entendre par « la théorie est objet d’étude et de construction ».

lll. Un exemple de « travail de la théorie » en géométrie des solides®®
Le probléme qui a été proposé aux participants est un probléme classique de géométrie des

solides. Il s’agit de déterminer tous les polyédres réguliers, c’est-a-dire les polyedres
convexes dont les faces sont des polygones réguliers deux 4 deux superposables, et ayant le

méme nombre de faces 4 chaque sommet. La premiére partie de I’activité de formation est

3 Ceci est développé plus longuement dans Durand-Guerrier, 2007b
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organisée suivant les modalités du probléme ouvert. Le matériel mis & disposition, dont
’utilisation est laissée a la discrétion des participants, est varié : régles, équerres, compas,
ciscaux, feuilles de papiers, piéces en plastiques pouvant s’assembler type Clixi ou
Polydrons,

Les poly&dres réguliers sont au nombre de cing, ils sont connus sous le nom de Solides de
Platon. 1l n’y a pas de polyédre régulier & faces hexagonales; en effet, lorsque 1'on
assemble trois hexagones régulicrs, on obtient un angle plein (de 360°), autrement dit ceci
permet un pavage du plan ; il n’est donc pas possible d’obtenir un angle diédre. Or, par
ailleurs, il faut au moins trois faces pour obtenir le sommet d’un polycdre. Trés
réguliérement, lorsque l’on propose cette situation, certains groupes envisagent la
possibilité d’obtenir un polyeédre régulier a faces hexagonales, ceci €tant conforté
éventuellement par la souplesse des piéces en plastique. C’est ce qui se produit dans le
groupe de quatre enseignants en poste dans I’AIS** en formation contirue dont nous allons
analyser ci-dessous quelques échanges, & partir d’un corpus transcrit et recucilli en 20042,
Notons que ces échanges sont tout & fait représentatifs de ce que ’on peut réguliérement
observer en formation avec ce problém626.

Nous allons nous intéresser a 1’évolution de ce que nous appelons la « théorie locale » du
groupe. Cette théorie est locale en ce sens qu’elle ne prend en compte que les questionsl
liées directement au probléme de recherche. Elle comporte la définition des polycdres
réguliers (et les sous définitions associées comme hexagones réguliers, faces, sommets,
polyédre convexe®), et deux axiomes explicités par les participants :

Ay : Iy a exactement un polyédre régulier par polygone régulier

Az : Iy a une infinité de Polygones réguliers convexes.

Notons que le premier axiome (contrairement au second) n’est pas un théoréme de la
geométrie euclidienne, et que précisément, le probléme vise a le reconsidérer.”®

De ces deux axiomes découlent deux conséquences logiques :

E; : il est possible de réaliser un polyédre régulier avec des faces hexagonales,

E: il y a une infinité de polyedres réguliers. |

A ces deux énoncés, va venir s’en ajouter un troisiéme :

% Dispositif d’ Adaptation et d’Intégration Scolaire pour des &léves en situation de handicap

5 Une description plus compléte se trouve dans Dias & Durand-Guerrier, 2005 '

%8 Voir par exemple Durand-Guerrier, 2004a

¥ La question des définitions dans ce probléme est étudiée dans Durand-Guerrier & Héraud, 2007, & partir
d’un autre corpus recueilli dans une classe de CM2 (¢léves de 10-11 ans)

% On pourrait éventuellement parler ici d’axiomes en actes, cependant, nous n’avons pas fait.ce choix, car il
ne nous semble pas que ces axiomes soient 4 proprement parlé associés 4 des invariants opératoires,
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E; : il existe des polyédres réguliers ayant un trés grand nombre de faces.

Cet énoncé, qui pourrait sembler découler lui aussi des axiomes de la théorie locale du
groupe, est en fait 1égitimé par une référence externe (diamants) : cet énoncé est vrai car il
est en conformité avec les faits. Il vient conforter 1’énoncé E;. En effet, I’énoncé E; oriente
fortement 1’action de certains membres du groupe, qui associent un nombre de plus en plus
important de piéces dans I’espoir d’obtenir un volume.

Parallélement, dans le groupe, un des participants soutient la négation de 1’énoncé E;, soit
Es: «On ne peuf pas réaliser un polyédre régulier avec des faces hexagonales », ou
encore

Ep « Aucun polyédre régulier n’a des faces hexagonales »

Ceci s’appuie pour lui sur un nouvel axiome :

Az « On peut paver le plan avec des hexagones »

La référence qui permet de poser ce nouvel axiome est une référence externe (le carrelage).
Dés lors qu’il est apparu, il reste présent tout au long des échanges, et sert de référence pour
son auteur. A un certain moment, dans le groupe, les deux énoncés contradictoires E; et E4
sont en concurrence. En vertu du principe de contradiction, il faut rejeter I’un des énoncés.
‘Dans une tello situation, on peut soit a)travailler & établir 1’énoncé existentiel E;; b)
prouver que 1’énoncé universel E4 découle des axiomes ; c) retravailler la théorie (axiomes
et/ou définitions) ; d) mettre en cause le dispositif expérimental.

Celui qui soutient 1’axiome A3 commence par mettre en cause le dispositif expérimental en
évoquant la possibilité de « prendre des trucs rigides » ; puis il propose un ameénagement
de la définition en proposant de « jouer sur les petits espaces » pour que le solide, que deux
de ses collégues restant sur la position a) cherchent a construire, réponde a la définition
Ceci va durer jusqu’a ce que 1’un des deux membres du groupe qui jusque-la était sur la
position a) introduise un nouvel axiome : |
Ay : pour réaliser un polyédre, il faut pouvoir faire un angle (sous-entendu un angle diédre)
11 y a alors accord sur le fait que ceci permet d’éliminer E; (il est possible de réaliser un
polyédre régulier avec des faces hexagonales), qui par ricochet détruit I’axiome A; (Il y a
exactement un polyédre régulier par polygone régulier), en fournissant un contre-exemple
& I’énoncé général. 11 faut noter toutefois que ceci n’est pas explicité par le groupe et que
I’énoncé E, (il existe une infinité de polyédres réguliers) n’est pas remis en cause. Cet

énoncé ne découle plus a ce moment-la des axiomes assumés ; nous savons qu’il est faux,
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mais leur recherche va cependant les conduire & le fenir pour vrai en considérant les
polyédres convexes obtenus avec les losanges.

Dans cette analyse rapide, nous avons essayé de mettre en lumiére ce travail de la théorie
qui nous parait'ici particulierement révélateur de ce que, en situation de recherche de
probléme, certains énoncés particuliérement robustes ne sont que difficilement remis en
cause par I’expérience. Dans le cas qui nous intéresse, le renoncement & I’existence du
polyedre & faces hexagonales nécessite que les rétroactions du milieu fassent émerger un
nouvel axiome qui permette de prendre en compte la contradiction entre deux énoncés qui
coexistaient pourtant depuis déja un certain temps dans les échanges du groupe. Cette étude
de cas illustre également le va-et-vient entre théorie et expérience qui caractérise la
dimension expérimentale en mathématique, pour lequel le point de vue modéle — théorique

fournit des outils d’analyse féconds®.

Conclusion

Parce qu’elle adopte un point de vue séniantique et se situe sur un plan métamathématique,
la théorie des modéles fournit un cadre pour analyser 1’activité des sujets en situation de
résolution de probléme, en particulier en mettant & la disposition du chercheur une
méthodologie pour repérer et étudier I’¢laboration, 1’évolution et le dépassement éventuel
des axiomatiques locales. Pour autant, il Iui manque la dimension dialogique trés présente
dans le modéle de Brousseau. Nous explorons actuellement ce que pourrait apporter la
sémantique des jeux de Hintikka pour 1’étude des interactions langagiéres en situation

d’¢laboration de preuves mathématiques (thése en cours de Thomas Barrier).
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