Sur différents types de démonstrations

rencontrées spécifiquement en arithmétique.

Martine Buhler et Anne Michel-Pajus

[De] Qual ieu ay fach, las flors venes pilhar
Lo rest laysar, si non fassa par vbs

Un des aspects intéressants de I'arithmétique @sllg porte sur des objets, les entiers,
facilement accessibles par lintuition. Sans avogsoin d’'un grand arsenal théorique, on
peut y faire de véritables démonstrations mathémas, s’appuyant sur des raisonnements
d’'une certaine finesse, et obtenir des résultats miviaux. Ceci donne a l'arithmétique un
caractere formateur spécifique dans I'apprentissdgéa démonstration.

Nous avons limité notre analyse a des textes gopgsent explicitement une
démonstration ; ce qui exclut plusieurs sieclesitifimétique que nous nous contenterons de
survoler, en limitant notre étude a des textes<eritre le 18™et le 26™siécle.

Nous avons par ailleurs choisi comme point de ddpak petit théoreme de Fermat »
parce qu'il figure dans les nouveaux programmed eleninale S (spécialité) et les textes
présentés ne dépassent généralement pas ce niveau.

La premiére partie repéere brievement les méthoadesl@nonstration choisies dans
quelques documents pédagogiques récents.

Dans un second temps nous présentons une misesgegt@v/e plus large de certaines
guestions que nous serons amenées a évoquer, £dataillons nos outils d’analyse : les
quatre types d’occurrence du Théoreme FondamemtalAdithmétique d’une part, une
classification des types de raisonnement, d’'awdre p

La troisieme partie propose l'analyse, selon nogmdle, de trois extraits de
démonstrations du « petit théoréme de Fermat ».

La quatrieme partie regroupe des textes autoua geniéthode de descente infinie » de
Fermat et de ses variantes.

La cinquiéme partie reprend I'étude des différeritemes du théoreme fondamental,
mais sous un point de vue historique, en pointant Introduction et les démonstrations
d’'implications entre quatre énoncés de ce théoreme.

Ainsi, le bagage théorique de base peut se linditene seule propriété, mais celle-ci
apparait sous des formes différentes selon lesgpdm vue. Certaines facons de raisonner se
retrouvent tout au long de lhistoire, sous desnfes plus ou moins formalisées. Nous
proposons dans cet article une classification daecenultiplicité d’approches, que nous
espérons éclairante pour les enseignants.

! IDe] ce que jai fait, venez piller les fleursaiksez le reste, s'il n’est fait pour vous.
Concours : la premiére personne qui nous donnekd@eence exacte de cette citation (extraite duvrage de
mathématiques) gagne le prochain numérdémosyne...
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. Les choix des programmes et des manuels de Temale S (spécialité
mathématiques) en 2002

Le programme comporte entre autres résultats tex¢e et l'unicité de la
décomposition en produit de facteurs premiers (dlanicité « pourra étre admise »), et les
théorémes de Bézout et Gauss (avec comme « applicgietit théoreme de Fermat »). Le
document d’accompagnement des programmes ne dasngepclés pour les démonstrations
des théorémes de Bézout et Gauss, mais relieltattde Bézout a la recherche des points a
coordonnées entiéres sur une droite. Par contig, démonstrations sont proposées pour le
petit théoreme de Fermat: celle de Tannery (voipra page 28), celle utilisant le
développement du bindbme (avec une descente jusmuintier convenable comme dans le
cours de Legendre), et une démonstration combneatidinombrant les différents coloriages
possibles d’'un polygone réguliepdommets (voir annexe 5).

Dans les manuels que nous avons consultés, noas &eoveé trois types de démarches.
Dans certains manuels (Collection Math x, Didiexgllection Hyperbole, Nathan), on
commence par démontrer, par remontée de I'algodathituclide, que, sid = PGCDA&,b),
alors il existeu etv entiers relatifs tels queu + bv = d, puis que I'ensemble des nombres de la
formeau + by, avecu etv entiers relatifs, est I'ensemble des multiplesl.den en tire comme
cas particulier le théoréme de Bézowt €t b sont premiers entre eux si et seulement si il
existe des entiers relatifset v tels queau + bv = 1), puis, comme consequence du théoreme
de Bézout, le théoreme de Gaussa divisebc et sia est premier aveb, alors il existe des
entiers relatifsi etv tels queau + bv =1, doncacu+ bcv=c ; commea diviseacuetbc, alors
a divisec.

D’autres manuels (Collection Indice, Bordas ; adien Transmath, Nathan ; collection
Terracher, Hachette) démontrent le théoreme de WBépar une méthode combinant
I'utilisation du plus petit élément d’'une partiemeide de N et division euclidienne. On
considére deux nombres entiarstb premiers entre eux. L’ensemble E des nombresrentie
naturels non nuls de la forna@ + bv, avecu etv entiers relatifs, n’est pas vide, car il contient
les multiples strictement positifs deet b. || admet donc un plus petit élémenhtqui est
strictement positif. On effectue la division euithe dea pard:a=dg+r ou 0<r <d et
on sait queal = aw + bv, avecuy etvy entiers relatifs. On a alors =a—dq=au + bvavecu
=1 —upq etv =-vpq. Commed est le plus petit élément strictement positif der E 0, donad
divisea. On démontre de méme qdeliviseb. Doncd = 1. On vient de montrer que, si deux
nombres entiera et b sont premiers entre eux, il existeet v entiers relatifs tels que
au+ bv= 1. La réciproque est évidente. On en tire leithide de Gauss comme ci-dessus.

Enfin, un dernier manuel (Collection Fractale, B s'intéresse d’abord aux
propriétés du PGCD. Il énonce sans démonstrateoprigpriétés suivantes :

si a et b sont des entiers etk un entier naturel non nul, alors
PGCDkakb) = kPGCDg@,b).

sid est un entier naturel diviseur communadet b, PGCD(?,%) = % PGCD(a,b).

D’ou on tire que tout diviseur commun detb divise leur PGCD.

On donne ensuite la propriété suivanted si PGCDG,b), alors il existeu etv entiers
relatifs tels queau + bv = d. La propriété est montrée sur un exemple numériqusidéré
comme générique, en remontant I'algorithme d’Ewlidn en tire le théoréme de Bézout.

La démonstration du théoreme de Gauss est indépenda théoreme de Bézout :asi
et b sont deux nombres premiers entre eux tels cqae divise bc, alors
PGCDg@c,bc) =cPGCD@,b) = c. Commea est un diviseur commun @&e etbc, il divise leur
PGCD, c’est-a-dire.
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On remarque des démarches trés diversifiées damflérents manuels, ce qui montre
I'intérét des différentes approches. Ce qui appasdentiel est le théoréme de Bézout. Ce
théoreme jouera un réle important dans le dévelmgpé ultérieur de l'algebre, en liaison
avec la notion d'anneau principal, mais pas danpélaode que nous étudions ici. C'est
pourquoi il napparait pas dans I'étude des tegteposeée ici.

[I. 1. Un survol historique de travaux en arithmétique

Les considérations sur pair-impair, multiples, noesb premiers nous viennent
probablement de I'école de Pythagore. Cependant,nenposséde aucun texte des
Pythagoriciens. On connait ce courant par I'ceuw® meo pythagoriciens Nicomaque de
Gérase et Théon de Smyrne®(fisiécle aprés J.-C.). Le premier a écrit limeoduction
Arithmétiqué, dans laquelle on trouve des considérations simirppair, nombres figurés,
crible d’Eratosthéne. Le second a également éaetArithmétiqué destinée a assister la
lecture des textes de Platon. Chez aucun des deor trouve de véritable démonstration au
sens d'une suite de propositions logiguement désules unes aux autres comme celles
gu’on trouve chez Euclide, Apollonius ou Archime@ar contre, on y voit tres nettement un
effort original, soit pour expliquer la formatiorudes propriétés de certaines séries de
nombres & partir de dispositions géométriques digésucomposant un entier en figtesoit
pour subordonner la formation de certaines séreaambres a d’autres séries considérées
comme plus simples ou plus fondamental€gtte tradition a eu une influence extrémement
grande sur la pensée antique et médiévale : dansadiéion grecque elle-méme, elle a
contribué chez les néoplatoniciens tardifs commabligue, Syrianus ou Proclus a leur
définition de la « mathématique générale », notjona eu a son tour une grande importance
a la Renaissance. Le moyen-age latin a étudié pe tyarithmétique au travers de la
traduction trés influente que Boéce a donné de mame ; dans le Moyen-Age arabe, ce
texte a également été traduit assez tot et a dieeunéy des développements originaux, qui
visaient notamment a fonder par des démonstratggmmétriques certaines démarches
néopythagoriciennés.

La civilisation chinoise a laissé des travaux anifiques, dont le célébre théoreme des
restes, dont le nom vient du probleme 26 du chapdrdu Sunzi Suanjing(Manuel
Mathématique du Maitre Sun) datant environ du @grat siecle de notre ere. On y trouve
des regles de résolution sans explicitation desodétrations au sens euclidien du terme,
mais avec des commentaires sur leur raison diéueyalidité, etc’.

Les Elémentsd’Euclide (11I°™ siécle avant J.C.) restent une source importantées
connaissances des Grecs en arithmétique. Ce @sitéssentiellement géométrique, mais
contient néanmoins trois livres consacrés a I'arétique, présentant des définitions et des

2 Nicomagque de Gérastroduction ArithmétiqueTrad. J. Bertier, Vrin, 1978

% J.DupuisCe qui est utile en mathématiques pour la lecter®thton Bruxelles, 1966

4 C’est ce qu’on appelle couramment les nombresdguPour comprendre I'esprit de I'exposé de Théen
Smyrne sur ce sujet, on pourra se reporter a déxtraduit dans ce méme numéro dans les ‘bonrelesi
pages’.

> Ce type de conception de l'arithmétique, qui njgas$ vraiment dissociable du sens philosophiquedéteue
ces auteurs lui donnaient initialement, est ungitaads ancétres antiques de la pensée mathémat@ierne et
du rdle prépondérant qu'y joue I'arithmétique desbres entiers.

® Sur ce point voir le résumé sur le développemenkatithmétique arabe damdistoire des Sciences Arabes
vol.2, dir. R. Rashed, Seuil 1997, pp.21-29 et 856 la traduction de quelques textes signifisaliés efforts
de démonstration dans R. Rashdghtre arithmétique et algébreBelles Lettres 1984, L'induction
mathématique : al-Karaji, as-Samaw;alp.71 seq.

" Voir Les neuf chapitregédités et commentés par K. Chemla et G. Shuchunp®2004 et J.C. Martzloff,
Histoire des mathématiques chinoisessson, 1987.
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propositions sur les nombres, avec des démonstsatfondées sur un raisonnement
hypothetico-déductif.

Diophante d’Alexandrie, dont on connait peu de ebdd a vécu entre le“[f® siécle
avant J.-C. et le I¥"° siécle aprés J.-C.), a écrit une ceuvre origingés Arithmétiques
comportaient au départ 13 livlesqui présentent des problémes sur les nombres®t d
méthodes novatrices pour les résoudre. lls ontrétidiits en arabe par un algébriste, ce qui
explique la maniére dont les arabes ont majoritzérg lu Diophante et utilisé I'outil
algébrique pour résoudre les problemes diophantlednsautre courant, initié en particulier
par al-Khazin, a developpé une arithmetique ensars algebre.

On retrouve ces deux tendances aux ¢t XVII° sigcles en Occident. Diophante,
longtemps oublié en Occident, est redécouvert Relaaissance par six des treize livres des
ArithmétiquesBombelli incorpore des problémes de Diophantesdiédition del’Algebra de
1572. En Allemagne, a la méme époque, Xylander ipubhe traduction en latin de
Diophante (1575). La nouvelle algébre de Viete emiw beaucoup a Diophante. Enfin,
Bachet de Méziriac donne en 1621 une édition hikngn grec et en latin de ces six livres
retrouvés. C’est cette édition que lit et annotenfat, donnant ainsi un nouvel élan a
I'arithmétique. Mais ce renouveau est le fait detéoune époque[l6bis]. Notons que Fermat
n'a jamais écrit de traité d’arithmétique ; c’eand sa correspondance qu'il faut chercher ses
travaux en arithmetique.

Au XVIII *™sjecle, Euler, qui s'intéresse a tous les domaiessmathématiques, publie
dans lesCommentaires de '’Académie de Petersboumgcertain nombre de démonstrations
de résultats énoncés par Fermat. Au KBsiecle, lintérét pour I'arithmétique est renowvel
par les travaux de Lagrange, Legendre et Gauss.

Et c’est ici que commencera notre histoire...

[I.2. Nos outils d’analyse

En examinant les arguments de divisibilité, on stgpit que les auteurs utilisent,
explicitement ou non, un des quatre résultats foredaux (équivalents entre eux) suivants :

%  «Proposition 32 d’Euclide » dite « Lemme d’Euclide [LE1] : si un nombre
premier divise un produit, alors il divise I'un diesteurs du produit. On le rencontre aussi
sous sa forme contraposée [LEZ2] : si un nhombre igrggme divise nia ni b, alors il ne divise
pas le produiab.

«  « Proposition 26 d’Euclide » [PE] : si deux nombae=t b sont premiers aveg le
produitab sera aussi premier avec

% « Théoreme de Gauss » [TG] : si un nombre divisproduit et est premier avec
I'un des facteurs du produit, alors il divise I'eat

% «Théoreme fondamental de [I'Arithmétique » [TF]a décomposition d'un
nombre entier en produit de facteurs premiers estjue. Notons que le théoreme
fondamental renvoie souvent aussi a I'existencka di&composition, qui n’est pas concernée
ici.

L’équivalence de ces quatre résultats est montée BAnnexe 1a. Nous donnons dans
I'annexe 1b un exemple d’anneau dans lequel cg®iptés ne sont pas vérifiees.

Il est intéressant de se demander lesquels deegiraincés du Théoreme fondamental
sont utilisés et/ou explicités et/ou démontrés d&ess textes, de regarder leur ordre

8 Voir Mnémosyna°14 pages 43-51.
° La numérotation est celle de la traduction de &eyf2]. Les propositions 26 et 32 dont il est dioesici
figurent dans le livre VII.
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d’exposition, la facon dont ils apparaissent liés,les méthodes mises en ceuvre. Nous
n'avons fait ce travail que pour quelques traitémsncette recherche suffit & montrer les
différents points de vue des auteurs et leurs iggr Un autre résultat fondamental

fréqguemment utilisé est la relation de division lelienne, que nous ne questionnerons pas
ici.

On s’apercoit en cours de route que ces auteutsiddpune riche variété de méthodes.
Nous tentons ci-dessous une classification somndaiees méthodes de raisonnements, telles
gu’elles apparaissent a travers I'organisationdd#sonstrations.

» Méthodes de tiroirs.
0 [MPT] : Utilisation d’'un nombre fini de tiroirs powanger des objets en
nombre strictement supérieur : il y a donc au maimsiroir contenant au moins deux
objets. Ce résultat s’appelle « principe des sreir(pigeonholes) ou « principe de

Dirichlet ».

0 [MDC] : Partition des situations étudiées en un hwnfini de cas
gu’on examine exhaustivement. C’est la méthode disjaenction des cas ».

0 [MBI] : Mise en bijection de deux ensembles finesréme cardinal.

+ Méthodes d’'escalier

0 [MDF] : Descente finie jusqu’'a un entier convenalideirnissant la
conclusion soit directement soit par I'absurde.
0 [MDI] : Descente qui porte en elle-méme sa contiaai parce qu’elle

construit une suite infinie strictement décroiseamtentiers positifs. C'est la
« méthode de descente infinie » de Fermat.

o] [MIS] : Induction simple: on démontre le passagaind entier
particulier spécifié au suivant et cet exemple géuné justifie la généralisation.

0 [MRG] : Raisonnement par récurrence généralisé.

0 [MPPE] : Raisonnement utilisant le plus petit él@m@une partie non

vide de N ( ou méthode du plancher!)

On trouvera dans lI'annexe 2 une demonstratlon&tmivalence logique des méthodes
[MDI], [MRG] et [MPPE]. :

Nous présentons ci-apres notre travail
d’analyse selon cette double grille : méthodes,
avatars du Théoréme fondamental.

Pierre de Fermat
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I1l. Un choix de textes autour de la démonstratiordu petit théoréme de Fermat

l1l.1. Un texte de Legendre.

[ ' [ Joly bresle Legendre [6]. La
Nous examinons d’abord un extrait de‘ﬂheon_e_ O!es nombresle Le
premiere édition date de 1798 ; celle que nous sawutitisée est une réédition par Blanchard
en 1955 de I'édition de 1830.

S I. Théorémes sur les nombres premiers.

{129) THEOREME. « Sl ¢ est un nombre premier, et N un nombre
« quelconque non divisible par ¢, je dis que la quantité N¢— —

. . . Né—: __
« seva divisible par ¢, desorte qu’on aura .
[

==entier==» (1).

Soit .r un nombre entier quelconque, si on considére la formule
connue

€.C—1 g C.0—1.c-—2

I+

(' + =14 cx+ = — .r’+....—|—c;1n““+.r‘,

il est aisé de voir (Jue tous les termes de cette suite, & I'exception
du premier et du dernier, sont divisibles par ¢. En effet, soit M

le coefficient de am

C.C—1.c—2,,... c—im I
, on aura M— ¥

O T P, m ’

2...c—m + 1 ;etpuisquele second
membre est divisible par ¢, il faut que le premier le soit aussi. Mais

I'exposant m, dans les termes dont il s'agit, ne surpasse pas c— 1 ;
done ¢, qui est supposé un nombre premier, ne peut diviser le pro-

ou
Moi.2.3. .. m=c.c—1.¢

duit1.2.3...m; done il divise nécessairement M pour toute valeur
de m depuis 1 jusqua ¢ — 1. Doncla quantité (1 + x)f— 1 — xest
divisible par ¢, quel que soit I'entier x.

Soit maintenant 1 +x=N, Ia quantité précédente deviendra
Né—(N'—=1)"— 1; ct puisquelle est divisible par ¢, si on omet les
multiples de ¢;, on aura Ne— | =(N— 15 0u N*— No= (N— 1)~
(N— 1). Mais en mettant N—1 3 la place de N, et négligeant tou-
jours les multiples de ¢, on aura semblablement(N —1)—(N—1)=
(N—2)%— (N—2). Continuant ainsi de restes ¢gaux en restes égaux,
on parviendra nécessairement au reste (N—N)}-— (N—N), lequel
est évidemment zéro. Done tous les restes précdéde
N¢—N est divisible par c.

Mais N*— N est le produit de N par N*~'—1  donc puisque N
est supposé non divisible par ¢, il fandra que N&=' ¢ s0it divi-
sible par ¢; ce qu’il fallait démontrer

nts le sont ; done

{1) Ce théoréme, I'un des principaux de la théorie des nombres, est di ’a

Fermat; il a été démontré par Euler dans divers endroits des Mémoires de Pé-
! .
tersbourg , et notamment dans le tome I des Vovi commentarii.
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La démonstration de Legendre reprend la premiemgodétration donnée par Euler en
1736 dans lesviémoires de Pétersbourgomme le rappelle Legendre dans la note. Elle
repose sur le développement du binbme ; Legendr@rengue le nombre premierdivise
tous les coefficients du développement a I'exceptio premier et du dernier. Le fait que les
coefficients sont des entiers est implicite : deEndémonstration qu’Euler donne en 1736, il
précise que ces coefficients sont entiers cacdmeait en eux des nombres figures.

Pour Legendre, cela semble un résultat bien coldaugument de divisibilité mis en
jeu est le lemme d’Euclide [LE1], sans ambiguitésiole. Au début de son traité, Legendre
démontre d’ailleurs ce lemme (nous en verrons haatsstration plus bas), mais n’énonce pas
le théoreme de Gauss. L'unicité de la décompos#ioiiacteurs premiers n’est pas non plus
explicitement énoncée. La démonstration se terndinkaide d’une méthode d’escalier,
menant par descente finie a I'entier convenablDH]. Notons qu’il utilise pour ce faire un
calcul « en omettant les multiples cle, c’est-a-dire pour nous un calcul de congruences

[11.2. Un texte d’Euler

Le deuxieme texte étudié est le début d’'un artiduler(1758) [3] ou celui-ci propose
une démonstration du petit théoreme de Fermae (§'agit pas de sa premiére démonstration,
comme nous venons de le lire) .

Sip est un nombre premier ne divisant pas le nombra, alors p divisea*-1.

Pour faciliter la lecture, nous avons découpé etganisé le texte. La démonstration
complete est expliquée en termes modernes dansd¥an 3, accompagnée d'un texte de
Gauss, la reprenant de fagon plus concise.

THEOREME 1

1. Si p est un nombre premier et si a est premiecd, il ne se trouve aucun terme de
la progression géométrique
é 3 4 5 6
1l,a,4d, 8, a,a,a,etc
qui soit divisible par le nombre p.

DEMONSTRATION Cela est évident d’apres le livre VII d’Euclide,opr 26, ou il est
démontré que, si deux nombrgtb sont premiers aveg, le produitab aussi sera premier
avecp ; et donc, puisqua est premier avep, en posanb=a, le carréa® sera premier avet;
et en continuant®, en posanb=a®; de mémea’, en posanb=a’, etc. Ainsi donc aucune
puissance da ne sera divisible par le nombre prenper

Euler utilise donc ici explicitement [PE] et
une induction simple [MIS].

Le théoreme 3, que nous regarderons page
suivante, démontre I'existence de puissances de
a qui ont pour reste 1 dans la division par
L'utilisation du résultat fondamental y est
ambigué, c’est pourquoi nous examinerons
d’abord les théoremes 4 et 5
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THEOREME4.
16. Si la puissancea” divisée par p laisse le reste =r et que le redéela puissance

supérieurea”™ est =rs, le reste de la puissane®, par laquelle la seconde surpasse
premiére, sera = s.

[..]
SCHOLIE

19. La démonstration de ce théoréme peut aussireedinsi. Puisqua” divisé pamp laisse
r, on aura a*=mp+r et de la méme facona”” =np+rs; donc on aura
a’” —afs=np-mps=(n-m9gp et donc le nombra*" —a*s=a*(@” —s ¥era divisible
parp ; et I'un des facteura” n’est pas divisible pgr. Donc l'autrea” — s sera divisible par
p, et en conséquence la puissaatéivisée pap donnera le reste s

D

a

Notons que, dans tout le texte, Euler se référesgpsopositions précédentes, et donc,
méme s’il ne le précise pas a chaque énoncé, Ibmprest premier. Ainsi , Euler utilise ici

clairement [LE1].

THEOREMEDS
20.Si a’ est la plus petite puissance aprés I'unité quijsiie par p, laisse I'unité, alof
aucune des autres puissances ne laisse le méneerdstsauf celles que I'on trouve dans
progression géométrique
1, a%, a*, a*, a*, a* etc.

DEMONSTRATION

Supposons en effet qu'une autre puissaaft@uelconque donne aussi le reste =1 s
la divise pam, et puisqu’on gu> A et que cependant n’est égal a aucun multiple de on
peut produire I'exposant de sorte queu=VA+0 avec o< A et I'on n'aura pagd= 0. C'est
pourquoi, puisque la puissane®', aussi bien que” = a™*?, laisse I'unité quand elle e
divisée pamp, d’aprés le §18, cette puissana® aussi aura I'unité pour reste et doait ne
serait pas la plus petite puissance ayant cettgripté, contrairement a I'hypothése. C’¢

pourquoi sia’ est la plus petite puissance présentant le restacline autre puissance ne s

v

i on

St

2St
era

dotée de la méme propriété, si ce n'est celles ldsrgxposants sont multiples dle

C’est une démonstration du type [MPPR] est le plus petit élément de 'ensemble des

entiers naturels vérifiant une certaine propriété (ia" a pour reste 1 dans la division gmr

et, en utilisant une division euclidienne, Euleoywe par I'absurde que les seuls éléments de

I'ensemble sont les multiples de

Revenons maintenant au théoréme 3 :

THEOREMES3
12.Si le nombre a est premier avec p et que I'on fdargrogression géométrique
1,a & &, a, a, a a etc

il y a de nombreux termes, qui divisés patgissent pour reste &t les exposants de ces

termes forment une progression arithmétique.
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DEMONSTRATION
Parce que le nombre de termes est infini, maidepidifférents restes ne peuvent se former
en nombre supérieur p—1, il est nécessaire que plusieurs, ou plutdt, unaiiéfde termes
produisent le méme reste Soit a“ et a” deux termes de ce type laissant le méme reste
alors a* —a” sera divisible pap. Mais a* —a” = a"(a*"" -1), et puisque ce produit est
divisible parp, mais que un factewa” est premier aveg, il est nécessaire que 'autre facteur
a?™" -1 soit divisible parmp ; d’ol la puissanca”™” divisée pamp aura le reste = 1. Sqit

H—V=A, tel que le reste de la puissanaé soit =1, pour toutes les puissances

a*!, a*, a*, a> etc. pareillement le reste sera aussi = 1. C'estquoi I'unité sera le reste

de toutes les puissances

1, a/l, 8.2/], a3/l’ a4/l, 8.5/], a6/l etc.

dont les exposants sont en progression arithmétique

Euler utilise ici le principe des tiroirs, [MPT]t @ussi un résultat qui semble étre le
théoreme de Gauss. Or, la seule référence dans tette partie du texte a des résultats
arithmétiques connus des lecteurs de I'époqueeestdours a la proposition 26 d’Euclide
[PE] dans la démonstration du théoreme 1 ; le #rderde Gauss, méme s’il peut étre
logiquement déduit des propositions euclidiennésstnpas explicité dans leSléments
D’autre part, comme nous l'avons dit plus haut,gEabnsidére toujours que le nomprest
premier et, pour un nombre premiem re divise paa » est équivalent apest premier avec
a», ce qu'Euclide déemontre. Il est probable qu’'Eyense ici au lemme d’Euclide plutdt
gu’au théoréme de Gauss.

La suite du texte montre que le plus pétitel quep divise a’ ™ est un diviseur de-1,
d’ou I'on déduit le petit théoreme de Fermat ( cingéxe 3).

Cette démonstration du petit théoréme de Fermegbpsiyant sur I'étude des puissances
d’'un nombre modul@, est reprise par Gauss dans la Section TroisieangedRecherches
Arithmétiques5]. Dans la premiére section, Gauss introduiategage des congruenéest
démontre les propriétés utiles sur congruencep@tations. La section seconde contient la
démonstration de ce que nous appelons le « théadén@auss » [TG] ; nous I'examinerons
en détail dans la partie IV.

La section troisieme commence par une démonstrationthéoréme de Fermat
semblable a celle donnée par Euler dans le textdiéetici. Elle utilise des propriétés
arithmétiques et les puissances du nongbidous donnons en annexe 3 un résumeé de cette
démonstration et le texte de Gauss.

Gauss suggeére les raisons qui ont poussé Eulezrahglr une démonstration différente
de celle trouvée en 1736.

Lambert en a donné une semblable, ( Acta eruditorum. 1769,
p. 109. ). Mais comme le développement de la puissance d'un
binome semble étranger & la théorie des nombres , Euler ( Comm.
nov. Petrop. T. vii, p. 70.) donna une autre démonstration qui
est conforme & celle que nous venons d’exposer. Dans la suite il
s'en présentera encore d'autres : ici nous nous contenterons d'en
donner encore une déduite du méme principe que celle d’Euler. La
proposition suivante , dont le théoréme en question n’est qu'un
cas particulier, nous sera utile pour d’antres recherches.

" Rappelons qu’on dit queeest congru & modulo un entiem (ce qu’on note = b (modm)) lorsquem divise
I'entier b —a ; les congruences sont compatibles avec I'add@tda multiplication.
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[11.3. Un texte de Tannery

Il s’agit d’'une nouvelle démonstration du théorésed~ermat, donnée par Jules Tannery
dans ses conférences a I'Ecole Normale Supérisarablable a celle donnée actuellement
par certains manuels de Terminale Scientifiquecigpt). Le texte est tiré delfitroduction
a I'étude de la théorie des nombres et de l'algehrpérieurepar Emile Borel et Jules Drach
(1894) [1].

On trouve au début du traité la définition et lesppiétés des congruences modulo un
entierm, utilisées dans la démonstration suivante :

Dans le cas oum est un nombre premiqy, chaque
nombre non divisible pgy est premier a ce nombre : si dgpe
dans l'expressiorax ou a n'est pas divisible pap on
substituep — 1 nombrex incongrus entre eux et a 0 (moxl.
on obtiendrap — 1 nombres congrus a ces mémes nomfk
X1, %,-Xpq Fangés dans un autre ordre ; le produit
nombresax,, ax,,...ax,_; est donc congru (mqgg. au produit
X1X,..X,-1, € coOmme le dernier produit est premigr, an en
concluta®  -1=0 (modp).

C’est le célébrehéoreme de Fermatui joue, dans I3
théorie des nombres, un role essetftiet dont nous
rencontrerons  incidemment d’autres démonstrati
observons qu’'on en déduit immédiatement la projoos
suivante :quel que soit le nhombre entier a et le nom
premier p, on @a”—a =0 (modp).

Le début de la démonstration utilise le théoremeGadeiss [TG] et la méthode des
tiroirs [MBI]: lorsqu’'on considérep — 1 nombresx,, X,,..X,_; incongrus entre eux et a 0

(modp), alors cesp—1 nombres sont, a l'ordre pres, |@s- 1 différents restes non nuls
possibles modulp; il y a bien ici une bijection. Le nombrp ne peut pas diviser

ax; —ax = a(x]- - xi) pour i#j car il est premier ave@ et devrait donc diviser
X; —x; d’apres le théoreme de Gauss [TG] démontre plug Hans le traité (voir infra
pages 44). Donc leg— 1 nombresax,, ax,,...ax,; sont distincts deux a deux modipoet
sont égaux dans leur ensemble pux 1 différents restes non nuls possibles mogulon a
ainsi axax,..ax, 1 = % Xp...Xy_1 (Modp).

Donc le nombre premiep divise axaxX,..aX, 1 = %%...X,4 = @ —1)(xlx2...xp_1) et
comme le nombrp est premier &;X,..X,_;, p divisea”™ -1 ([TG] a nouveau).

La démonstration de Tannery est séduisante etrmiggpar sa brieveté et la fagon

magistrale dont elle utilise les congruences. Sdisation en classe, méme si elle nécessite
plus des six lignes de Tannery pour la faire comgme a nos éleves de terminale, présente

10 Le théoréme de Fermat intervient de maniére esdlentians la recherche de la forme des diviseuss de

nombres de Mersenne™(2) et de FermatZ2 +1) ; un article sur le sujet est @méparation pour un numéro
ultérieur deMnémosynell existe également des réciproques partiellecalehéoréme donnant des tests de
primalité.
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'avantage qu’'on peut appréhender cette démorstrakins sa totalité, sans avoir oublié a la
fin de nos efforts les prémisses et le cheminement.

Elle nous séduit aussi par la puissance qu’elleleggdu principe des tiroirs, principe qui
parait si évident, et qui est ici utilisé par seatar de la mise en bijection de deux ensembles
de méme cardinal.

Ce n’est sans doute pas un hasard si ce type dendéation, aussi bréve et percutante,
apparait presque un siecle apres la publicatiofivdel de Gauss. Nous avons vu Legendre
utiliser la théorie des congruences implicitemenis Gauss la formaliser explicitement. Elle
est a la fin du dix-neuvieme siécle complétemegéidie.

Mais, si elle est convaincante et élégante, ceiteathstration ne donne pas les raisons
profondes de notre théoréme. En ce sens, le dpayua démonstration d’Euler, reprise par
Gauss, étudiant dans le détail le comportemenpdissances d’'un entier modypp est plus
éclairante. Elle montre comment lps— 1 résidus non nuls modujp se répartissent en
« classes » définies a I'aide des puissances magudlon entiera, classes qui ont toutes le
méme cardinal. C'est d’ailleurs bien en termes désgances que Fermat énonce son
théoréme dans sa lettre & Frénicle du 18 octobt@ 16

4. Il me semble apres cela qu’il importe de vous tk fondement sur lequel jappuie
les démonstrations de tout ce qui concerne lesg@ssipns géométriques, qui est tel :

Tout nombre premier mesure infailliblement une gessances moins 1 de quelque
progression que ce soit, et I'exposant de la ditsgance est sous multiple du nombre premier
—1; et apres qu’on a trouvé la premiere puissguacsatisfait a la question, toutes celles dont
les exposants sont multiples de I'exposant dedaenre satisfont tout de méme a la question.

Exemple : soit la progression donnée
1 2 3 4 5 6

3 9 27 81 243 729

etc. avec ses exposants en dessus.

Prenez, par exemple, le nombre premier 13. llumeeka troisieme puissance moins 1,
de laquelle 3, exposant, est sous-multiple de GRest moindre de I'unité que le nombre 13,
et parce que I'exposant de 729, qui est 6, estipleiltlu premier exposant, qui est 3, il
s’ensuit que 13 mesure aussi la dite puissancel729-

Et cette proposition est généralement vraie etesoprogressions et en tous nomhres
premiers ; de quoi je vous envoierois la démoristiasi je n'appréhendois d’étre trop long

Il s’agit bien la semble-t-il de travailler sur Ipgsissances d’'un entier. Et le résultat est
plus précis que celui généralement appelé « théodenFermat », puisqu’on s’intéresse au
plus petit entierA tel que le nombre premigy divise @ - 1. On aimerait connaitre le
cheminement de la pensée de Fermat, pour en agicerqu'’il appelle « le fondement sur
lequel jappuie les démonstrations de tout ce qucerne les progressions géométriques »

V. Quelques textes autour des méthodes de desceirtéinie, de plancher et de
récurrence.

IV.1.Un texte d’Euclide, extrait du livre VIl de€lémentd2].

La proposition qu’on va découvrir est un des taengers énoncés du principe sur
lequel se fonde ce que Fermat baptisera plusdandme nous le verrons ensuite (1V.2.2), la
« méthode de descente infinie ». Elle fait parédadsérie des livres VII, VIII et IX des
Elémentd’Euclide, qu’on appelle parfois ses « livrestarittiques ». L'arithmétique dont il
s'agit, cependant, repose fondamentalement surapmésentation géométrique des nombres,
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qu’Euclide concoit le plus souvent comme desites’! Les algorithmes arithmétiques sont
donc pensés chez lui sur la base de procédureségégques, comme celle aeesured’'une
droite par une autre : quedeoite A mesuré? la droite B veut dire qu’on peut adjoindfte
entre elles un certain nombre dimiteségales & A pouromposel’ la droite B.

*— = -0 A mesureB

—° ® ® ° B estcomposéle droites égales a A.

C’est sur cette base qu’on peut comprendre la iiéfinqu’Euclide donne d’'umombre
composgainsi que par exemple celle de la multiplicatitum nombre par un autre.

Déf VII.14 : Un nombre composeé est celui [qui @sgsuré par un certain nombre.
Déf VII.16 : Un nombre est dit multiplier un nomhgeand, autant il y a d’unités en luj
autant de fois le multiplié est ajouté [a lui-méet]qu’il est produit un certain [nombre].

Notons gu’ici, comme a I’école primaire, le nomire multiplie n’a pas le méme statut
gue celui qui est « multiplié » — en fait ajoutiiaméme autant de fois qu’il y a d’unités dans
le multiplicateur. Dans le schéma ci-dessus, si B eeprésentent des nombres, on peut faire
correspondre a laultitudedesdroiteségales a A qui, ajoutées, composent Bidmbre
quatre, et dire que quatre, multipliantgkpduitle nombre B.

Nous sommes maintenant armés pour découvrir lgogitoon 31 du livre VII, qui
montre, dans notre langage, que tout nombre com(posépremier) edlivisible par « un
certain » (Cc'est-a-dire au moins un) nombre premier

Prop. VII. 31 :Tout nombre composé est mesuré par un certain repremier.
Soit un nombre composé A. Je dis que A est mesurarpcertain nombre premier.
En effet, puisque A est composé, un certain
nombre le mesurera. Qu’il le mesure et que ceBsoit A
Et si B est premier, ce qui était prescrit auraf&ité™
S’il est composé, un certain nombre le mesurera.
Qu'il le mesure et que ce soit C. Et puisque C meeBu
et que B mesure A, le [nombre] C mesure donc aussi C
Et, d'une part si C est premier, ce qui était prieswura été fait, d‘autre part s'il est composeé,
un certain nombre le mesurera. Alors linvestigatiéant poursuivie de cette facon, [un
certain nombre premier sera trouvé qui mesurera (#gr s’il ne s’en trouvait pas, des

trouvé qui mesurera le [nombre] précédent et queurera aussi A.
Donc tout nombre composé est mesuré par un certaibre premier. Ce qu'il falla
démontrer.

—+

* e motdroite est pour nous un faux ami: dans le langage denlidn effet, il renvoie & une ligne droite
limitée des deux c6tés, c'est-a-dire a ce que appelons usegmentle droite.

2 mesurerse dit en gremetreinou katametrein de la méme racine queetron mesure, d’oll nous vient notre
métre De fait notre opération daeesurea I'aide d’'unmetrerenvoie assez bien au concept euclidien.

13 On pourrait dire encorgjouter, & condition de bien entendre paatijouxter ou faire se jouxter bout a bout :
I'ajout (géométrique) n’est donc pas I'additionitamétique).

4 La compositionse dit en gresunthesisde suntithémj poser ensemblel’'oti nous viensynthéseCe terme
technique renvoie donc en généralagdut de deux objets géométriques.

!5 Ce langage évoque en fait une résolution de pnusé comme si I'énoncé étaiEtant donné un nombre
composé, trouver un nombre premier qui le mesure.

30



L’argument essentiel de cette proposition reviemeajue nous formulerions ainsi : il
n'y a pas de suite infinie strictement décroissat¥atiers naturels. Il faut noter par ailleurs
que la démonstration repose en fait sur I'analyga dlgorithme qu’on pourrait imaginer se
poursuivre indéfiniment, au cas ou aucun diviseamper n’était trouvé. Cet algorithme n’est
pas décrit ‘en général’ au sens ou nous I'entendoest-a-dire en décrivant le passage d’'une
étapequelconquea la suivante, mais il est décrit sur les deuxtrois premiers pas, qui
permettent de concevoir comment pourrait poursuivre. Ce type de raisonnement a l'aide
d'un exemple générique est resté courant pendamgtdmps, comme nous avons eu
I'occasion de le voir chez Euler (cf. texte I11.2).

IV.2. Quelques échanges épistolaires du XVlleme

Au XVII®™ sieécle, Fermat s’empare de cette propriété dewres entiers pour en faire
une « route tout a fait singuliere », qu'’il appetiéthode de descente infinleermat occupe
en effet une place singuliére au XVIf siecle : les méthodes générales données paglag
pour résoudre de nombreux problémes détournentrait nombre de mathématiciens des
problemes arithmétiques, qui semblent particuletrpeu susceptibles de généralité. Ainsi,
Descartes se plaint a Mersenne [7] des questi@essantes qu'il lui pose sur les nombres en
arguant qu’il a autre chose a faire.

IV.2.1. Un extrait de lettre de Descartes

DESCARTES a MERSENNE

3 JUIN 1638
Au reste, mon Reverend Pere, je vous crie metgiayeles mains si lasses d’escrire
cette lettre, que je suis contraint de vous supgievous conjurer de ne me plus envoyer
aucunes questions, de quelque qualité qu’ellessenisestre ; car, lorsque je les ay, il |est
malaysé que je m'abstiene de les chercher, prileignt si je scay gu’elles vienent, comme
celles-cy, de quelque personne de merite. Et miept@posé une estude pour laquelle tout le
tems de ma vie, quelque longue qu’elle puisse astracaurait suffire, je ferois tres mal dien
employer aucune partie a des choses qui n’y sep@nt. Mais, outre cela, pour ce qui est
des nombres, je n'ay jamais pretendu d'y rien sicagbje m’y suis Si peu exercé que je puis
dire avec verité que, bien que jaye autrefois @pla division et I'extraction de la racine
quarrée, il y a toutefois plus de 18 ans que jéemescay plus, et si javois besoin de mien
servir, il faudroit que je les estudiasse dansgueslivre d’Arithmetique, ou que je taschasse
a les inventer, tout de mesme que si je ne lesgapiais sceués.

Mais Fermat est a la fois algébriste et arithmetici or, en algébre, on perd la
spécificité des nombres entiers. Fermat cherchmayen de la récupérer tout en utilisant la
force du calcul algébriqd®

Il s’intéresse aux triangles « rectangles en nombreui posent le méme probleme que
les triplets pythagoriciens, c'est-a-dire les ®ipl @,b,c) vérifiant c?=a’ +b? et pouvant
donc étre les cotés d'un triangle rectarile.

16 Voir C.Goldstein, le métier des nombres ati"t8t 19™ siécles, irEléments d’Histoire des sciencesus la
direction de Michel Serres, Larousse 1997, pp 43.-4

" \Voir dans la brochure n°79 de I''REM Paris VII probléme & partir d’un texte de Diophante & cetsuje
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IV.2.2 Des extraits de lettres de Fermagt de Wallis

FERMAT a CARCAVI®
AOUT 1659.

RELATION DES NOUVELLES DECOUVERTES EN LA SCIENCE [3¢
NOMBRES .

1. Et pour ce que les méthodes ordinaires, qui dans les Livres, étoient insuffisantes
a démontrer des propositions si difficiles, je trauenfin une route tout a fait singuliere pour
y parvenir. J'appelai cette maniere de démontreleszente infini®u indéfinie, etc. ;je ne
m'en servis au commencement que pour démontrgrdgsositions négatives, comme, par
exemple:

Qu’il N’y a aucun nombre, moindre de l'unité qu’umultiple de 3, qui soit composé
d’un carré et du triple d’'un autre carré ;

Fermat affirme ici qu’il n'existe pas de nombreld€orme3n-1, avecn entier, égal a
a’+3b?, aveca, b etn entiers.

Qu'il n'y a aucun triangle rectangle en nombres déaire soit un nombre quarré.
La preuve se fait parmywynv ¢ advvarov™ en cette maniére:

S'il y avoit aucun triangle rectangle en nombregeen qui et son aire égale a un
quarré, il y auroit un autre triangle moindre qe&iela qui auroit la méme propriété. S'il'y en
avoit un second, moindre que le premier, qui einé&me propriété, il y en auroit, par un
pareil raisonnement, un troisieme, moindre queem®rsd, qui auroit la méme propriété,| et
enfin un quatrieme, un cinquiéme, etc. a l'infini descendant. Or est-il qu'étant donné un
nombre, il n'y en a point infinis en descendantrmdaés que celui-la (j'entends parler toujours
des nombres entiers). D'@an conclut qu'il est donc impossible qu'il y aitcan triangle
rectangle dont l'aire soit quarrée.

On infére de la qu'il n'y en a non plus en fractiolont I'aire soit quarrée; car, s'il y en
avoit en fractions, il y en auroit en nombres estiee qui ne peut pas étre, comme il peut se
prouver par lalescente

Je n'ajoute pas la raison d'ou j'infere que, €iWgit un triangle rectangle de cette nature,

il y en aurait un autre de méme nature, moindrelgyeemier, parce que le discours en seroit
trop long et que c'est la tout le mystére de ménatet. Je serai bien aise que les Pascal ¢t les
Roberval et tant d'autres savans la cherchent sarimdication.

Fermat expose ici le principe de la méthode empligpant apparemment a une suite de
triangles ; mais ces triangles « en nombres entiéosirnissent en fait trois suites de nombres
(les mesures de leurs trois c6tés). C'est l'impdmbt& de construire ces suites infinies
strictement décroissantes d’entiers qui lui perdeetonclure. Notons que Fermat ne précise
pas ce qu'il entend par « triangle moindre » qLautre. Le lecteur sera peut-étre décu de ne
pas voir ici comment on obtient ce fameux deuxiémaangle moindre que celui-la qui
auroit la méme propriété ». En fait, dans une algitee, Fermat donne une démonstration

18 (Corresp, Huygens n° 651, (1) Publiée pour la peesnfois par M, Charles Hen(Recherches. 113-116)
d'aprés une copie de la main de Huygens. Cette pi¢ait été envoyée depuis peu par Fermat a Garcav
lorsque celui-ci la communiqua a Huygens, le 14 4669.

9 Littéralement : conduite jusqu’a 'impossiblesiagit d’'un terme consacré depuis Aristote. Fenmitise
plus bas le terme : déduction a I'impossible.
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explicite ; Frénicle de Bessy en donne une égalent&s démonstrations sont longues et
difficiles, aussi renvoyons-nous le lecteur inté&es I'ouvrage de Catherine Goldsté&in
théoreme de Fermat et ses lectetité en bibliographie [15] : les textes de Fergtdtrénicle
y sont donnés et abondamment commentés.

On voit ici Fermat s’intéresser a la démonstratae I'impossibilité de certaines
propriétés, position fort moderne, mais peu préséépoque. Ainsi, Wallis écrit-il [4], p.438:

WALLIS a DIGBY

I ne m'a certes pas été désagréable, sur le dBgirimé par votre trés noble
correspondant [Fermat], d’engager une, deux foisitte avec lui et de descendre dans [son
arene ; mais cet illustre savant n’attend pas, sausge, que je continue toujours le méme
exercice, et que, comme si je n’avais rien autmsela faire, jaborde sans cesse de nouvelles
guestions, perpétuellement renaissantes.

J’en dis autant pour ses récentes propositionativég, que : en dehors de 25, il n'y a
aucun nombre carré entier, qui augmenté de 2, fassabe ; ni, en dehors de 4 et 121, auycun
qui, augmenté de 4, fasse un cube. Si cela esbunaon, je ne m’en soucie pas extrémement,
alors gue je ne vois pas quelle grande conséqueeuteen dépendre. Je ne m’appliquerai
donc pas a le rechercher. En tout cas, je ne \@ig pourquoi il en fait montre comme de
choses d’'une hardiesse étonnante et qui doivepgfér soit M. Frenicle, soit aussi les
Anglais ; car de telles déterminations négative® s@s fréquentes et nous sont familiéres.
Les siennes n'avancent rien de mieux ou de plugyfer si je disais :

Il 'y a pas (en entiers) deubocube(j’entends une sixieme puissance) ou méme de
carré, qui ajouté a 62, fasse un carré.

Ou : en dehors de 4, il n’y a aucun carré quitE@u nombre 12 fasse un bicarré.

Ou : en dehors de 16, il n'y a pas de bicarréajoijté a 9, fasse un carré.

Il est facile d'imaginer d’'innombrables détermipat négatives de la sorte.

Fermat est conscient de ces réserves et affirmbppuit appliquer sa méthodes a «des
guestions affirmatives» dans le paragraphe suidarga lettre a Carcavi d’Ao(t 1659. Nous
n'avons malheureusement pas trouvé le détail dd&mgnstrations !!!

2. Je fus longtemps sans pouvoir appliquer ma rdétraux questions affirmative
parce que le tour et le biais pour y venir est beap plus malaisé, que celui dont je me sers
aux négatives. De sorte que lorsqu'il me fallut détrer quetout nombre premier qui
surpasse de l'unité un multiple deest composé de deux quarrég me trouvai en bell
peine. Mais enfin une méditation diverses foiséréé me donna les lumiéres qui
manquoient, et les questions affirmatives passgrantma méthode, a l'aide de quelques
nouveaux principes qu'il y fallut joindre par nésis Le progrés de mon raisonnement en| ces
questions affirmatives est tel: si un nombre Prermies a discrétion, qui surpasse de l'unité
un multiple de 4, n'est point composé de deux @saifty a Ia un nombre premier de méme
nature, moindre que le donné, et ensuite un trasiéncore moindre, etc. en descendant a
I'infini jusques a ce que vous arriviez au nombrgs est le moindre de tous ceux de cette
nature, lequel il s'ensuivroit n'étre pas compaséelix quarrés, ce qu'il est pourtant. D'ou on
doit inférer, par la déduction a I'impossible, gqoes ceux de cette nature sont par conséquent
composés de deux quarreés.
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IV.3.Un texte de Legendrd6].

Examinons maintenant une variante de cette méttdads une démonstration du lemme

d’'Euclide .

VI. « Tout nombre premier qui ne divise ni l'unliautre des facteurs A et B, ne peut

diviser leur produit A B. »

Cette proposition étant lI'une des plus importamtesla théorie des nombres, nqus

donnerons a sa démonstration tout le développengeessaire.

Soit, s'il est possibled un nombre premier qui ne divise ni A ni B, mais divise le
produit A B, on pourra supposer qu'en divisant A fan a le quotientn (qui pourrait étre
Zéro) et le reste Apn aura donc A #0 + A, et semblablement Brf + B'.

Donc AB =m n8%+ nA’6 + mB' 8 + A' B'. Cette quantité, d'aprés I'hypothése, dbit
divisible par6, et comme les trois premiers termes sont divisilgar, il faudra que g
quatrieme A' B' soit également divisible gaminsi nous pourrons faire B'=C'6.

Dans ce premier résultat, nous remarquerons 1°Aquet B' ne sont zéro ni l'un 1
l'autre, parce que A et B sont supposés non digsipard; 2° que A’ et B'comme restes d
la division parf, sont moindres que; 3° qu'aucun des nombres ét B' ne peut étre égal
'unité ; car si on avait A’ = 1, le produit A’B’esréduirait & B’ ; or B’ étant 6, il est
impossible qu'on ait B'= @'.

e
a

Nous avons donc deux nombres entiers,BA' tous deux plus grands que l'unité,| et

tous deux moindres qu& dont le produit est divisible p&; de sorte qu'on a B' = C'0.
Voyons les conséquences qui en résultent.
Puisque A' est moindre q@ on peut diviseB par A'; soitp le quotient et A" le reste,
on aureb =p A' +A"; doncb B'=p AB' +tA"B".
Le premier membre est divisible p@yril faut donc que le second le soit aussi. Mais

partie A'B' est divisible d'elle-méme péyrpuisque A'B' = @; donc 1'autre partie A"B' dojt

étre encore divisible p&.
Le nombre A", comme reste de la division par At e®indre que A'jl ne peut

d'ailleurs étre zéro; car si cela était, il sediitisible par A' et ne serait plus un nombre

premier. Donc du produit A'B', supposé divisible @aon tire un autre produid"B' divisible
encore pa#, et qui est plus petit que A'B' sans étre zéro.
En suivant le méme raisonnement, on déduira duyirédB’ un autre produid™B' ou

A"B", encore plus petit, et qui sera toujours divis parf sans étre zéro.

Et en continuant la suite de ces produits décroissau parviendra nécessairement a un

nombre moindre qué. Or il est impossible qu'un nombre moindre dyeet qui n'est pa
Zéro, soit divisible pad; donc I'hypothése d'ou I'on est parti ne sauxaiirdieu.

Donc si les nombres A et B ne sont divisibles,'ani I'autre pa® , leur produit AB
ne pourra non plus étre divisible f&ar

L)

Legendre, a partir d’'un nombre A’ tel que le nomipremier 6 divise A'B’ avec
1 <A’< 6, en fabrique un deuxieme (par division euclidieieed par A’) strictement plus

petit et ayant les mémes propriétés. Fermat elleammédiatement a I'impossibilité par sa

méthode de descente, mais Legendre précise querddsits A'B’ allant en décroissant

strictement finiront par se trouver inférieur® &t donc non divisibles par ce nomltxell
s’agit donc d’'une descente finie jusqu’a un ertmrvenable [MDF].

A la fin du dix-neuviéme siécle, cette particul@rites entiers naturels (il n’existe pas de
suite infinie strictement décroissante d’entiersurels) prendra le statut d’axiome du bon
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ordre?® : toute partie non vide de admet un plus petit élément. Ceci induit une aftrme

de la méthode dont nous donnons un exemple ci-desgmwur démontrer qu'’il n’existe pas
d’entier possédant une propriété P, on consideresémble E des entiers naturels possédant
P. Si cet ensemble est non vide, il posséde ungatisélémentn. La méthode consiste alors

a trouver un entier possédant la propriété P strient inférieur an. On aboutit ainsi a une
contradiction prouvant que E est 'ensemble vide.

Nous avons rencontré en (Ill.1) une autre util@atie cette méthode par Legendre pour
la démonstration du théoréme de Fermat. Nous exarmimaintenant une autre variante de la
méthode de descente infinie dans un texte de Tarsoers la forme « méthode du plus petit
élément » [MPPE].

IV.4. Un texte de Tannery [1].

Tannery démontre ici en utilisant la méthode dus petit élément [MPPE] que 2 ne
peut pas étre résidu quadratique modulo un nonfemiprp de la forme8n+ 3 (autrement
dit, il n’existe pas d’entiex tel quex2 =2 modp).

Rappelons que, lorsqu’on travaille mpdon peut se contenter de travailler avec des
entiers inférieurs . Par ailleurs un certain nombre d’affirmations Tennery peuvent se
démontrer aisément par la méthode de disjonctiencds . Par exemple : il n’existe pas de
carré congru a 2 mod 3. En effet, tout nombre eesécongru a 0, 1 ou 2, mod 3, donc son
carré est congru a 0 ou 1. Le méme type de raisommiepermet de voir que le carré de tout
nombre impair est de la forre+ 3.

[...] Supposons maintenant gpesoit de la forme8n+ 3; il faut montrer que la
congruence

x*-2=0 (mod. p) est impossible. On le vérifie sans peine ppur 3. Si donc la
proposition n'était pas vraie, il existerait un fowenpremierp de la forme8n+ 3, tel que la
proposition soit en défaut pour ce nombre, touétamt vraie pour tous les nombres premjers
de méme forme inférieursp@ Il suffit donc de démontrer I'impossibilité d'uredlé chose. S
le nombrep existait, la congruencex” =2 (mod.p), p =8n + 3 ou 8n+ 5, aurait deux
solutions inférieures @; l'une d'elles serait un nombre imgairdésignons-la pax. Nous
allons faire voir quex étant impair et inférieur p, x* —2 ne pourrait étre divisible parsans
étre divisible par un nombre premier de méme foetiaférieur g. En effet, le carré de tout
nombre impair étant de la formen 8 1, - 2 est de la form8n - 1 et ne peut par suite éfre
égal & ; on a dono¢ - 2 =p f, f étant plus grand que flest dailleurs inférieur g, puisquex
est inférieur gp; tous les facteurs premiers @isont donc inférieurs g ; il suffit donc de
montrer que I'un au moins de ces facteurs est derdae & +3 ou &+ 5. Or, si tous ces
facteurs étaient de la forrBex 1 (ils sont nécessairement impairs), leur profisgrait de I3
forme 8ntlet le produitpf ne pourrait étre de la formend, ce qui est contraire a ce qu'on
vient de voir.

2 voir I.R.E.M., Histoires de problémes, histoire des mathématigibipses, 1997pages 7-32.
21 Sja vérifie a2 =2 modp alors on a(p —a)2 =2 modp . Commep est impaira oup-aest une solution
impaire de la congruence.
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IV.5. Un texte d’'Euler

Comme nous le justifions dans I'Annexe 2, les troigthodes : descente infinie,
méthode du plus petit élément, démonstration parrrénce, sont logiguement équivalentes.
Le nom « raisonnement par récurrence » a été doan€oincaré en 1902, mais le principe
de la démonstration par récurrence apparaitrag tienivre Arithmétiquede Maurolycus en
1557 ; il est clairement énoncé [8] par Paaddns soraité du Triangle Arithmétique

Quoique cette proposition ait une infinité de ¢a&s donnerai une démonstration bien
courte en supposant deux lemmes.
Le 1, qui est évident de soi-méme, que cette ptigwose rencontre dans la seconde
base [...]
Le 2, que si cette proportion se trouve dans uree lmpuelconque, elle se trouye
nécessairement dans la base suivante.
D'ou il se voit gu’elle est nécessairement dandetodes bases : car elle est dans la
seconde base par le premier lemme ; donc par tmdeglle est dans la troisieme base, donc
dans la quatrieme, et a l'infini.

\"44

Dans le corpus que nous étudions, nous renconfaiai@monstration par récurrence, par
exemple dans la premiere démonstration par Eulgretitithéoreme de Fermat, citée en note
par Legendre (11.1.1).

Voici le texte d’Euler :

corollaire 2
1. C’est pourquoi, Si on suppose que I'expression-aest divisible pamp, I'expression
(a+1)P —a-1 est aussi divisible pgy, de la méme maniére sous la méme hypothése
cette formule (a+2)° —a-2 et de la en continuanpdrro) (a+3)° —a-3 etc. et
généralementc® - ¢ seront divisibles pap.

théoreme 3
2. Sip est un nombre premier, tout nombre de la forfhec sera divisible par p.

démonstration
Si [...] on posea = 1, commea®-a =0 est divisible pam, il s’ensuit que ces

formules également® -2, 3°-3, 4P -4 etc. et généralement celle-cP-c seront
divisibles par le nombre premipr C.Q.F.D.

Cette démonstration peut-elle étre réellement fiéali de démonstration par
récurrence (MRG)?

Contrairement au résultat de Pascal qui, pour déeromne propriété universelle,
annonce qu'il suffit de démontrer deux lemmes (tatisation et d’hérédité) il n’est pas
question, ici, d’'une théorisation de la démongtrapar récurrence.

Cependant, la démonstration de ce que nous appélwredité est faite par Euler
indépendamment du rang (ce que Pascal ne faitgresld suite du texte cité plus haut), telle
que nous la ferions actuellement.

Cependant, Euler éprouve le besoin de se juséfieeffectuant une sorte d’induction. Il
recommence d’ailleurs dans sa démonstration duréh@ 3, ainsi que nous le faisons
couramment lorsque nous voulons convaincre noeglév guider leurs premiers pas vers la

22 Voir I.R.E.M., Histoires de problémes, histoire des mathématigibipses, 1997pages 7-32.
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compréhension du théoreme de récurrence. La coempsin profonde de ce théoréme
suppose des connaissances que n'ont pas nos étévagmble donc important de leur faire

« sentir » le principe. Il n’en demeure pas moine axtréme rigueur dans la formulation des
démonstrations, celles-ci s’appuyant sur les degpotméses d'initialisation et d’hérédité. Ce

n'est évidemment pas une préoccupation d’Eulenoléon de rigueur variant avec le temps.

Le principe de récurrence n'a d'ailleurs pu étréottisé qu’aprés I'axiomatisation des entiers.
Mais nous trouvons bien les éléments essentielsedfelle démonstration, agrémentés d’'une
esquisse d’induction qui peut permettre d’empdiaethésion des lecteurs.

V. Les différents avatars du théoréme fondamental

V.1. Dans lesElémentsd’Euclide [2bis].

Comme on I'a vu, I'arithmétique occupe trois lividssEléments les livres VII, VIII et

IX. Les résultats qui nous intéressent figurenkivae VII, qui dégage des résultats importants
sur les nombres premiers et les nombres premidrs enx. Ces résultats s’appuient, assez
étrangement pour nous, sur les proportions entrgnes entiers.

En effet une proportion est une relation a quarmes, en I'occurrence des nombres,
qui s’énonce sous la forme « A est a B comme @G &> (par exemple 20 est a 5 comme 4
est a 1) et dont le maniement nous parait peu calanfour les anciens au contraire, ces
proportions constituent umstrument de penséndamental. Un exemple arithmétique
permettra de saisir cet aspect de la pensée antaqua vu plus haut ce que voulait dire qu’'un
nombre en multiplie un autre. Dans le cas pargcudu schéma représenté dans la partie IV.1
« le nombre quatre, multipliant A, produit B » velite : « la multitude des droites égales a A
qui, ajoutées ensemble, composent BJaestémeque la multitude des unités dans le nombre
quatre ». En langage euclidien, A éstméme partiade B que l'unité I'est de quatre, ou
encore B et quatre soatjuimultiplesde A et de I'unité respectivement. Une facon ndiire
de dire ce qui précede est d’énoncer progortion: A est a B comme l'unité est a quatre, ou
inversement B est a A comme quatre est a l'unite.

Dans ces conditions, le théoreme énoncant que dembres C et D se multipliant
I'un l'autre, lesproduits obtenus (en effet on peut multiplier C pamais aussi D par C) sont
égaux entre euX se raméne & unepération élémentairsur les proportions : si P est un
nombre, il est équivalent de dire que 1 est a CneerD est a P, ou que 1 est a D comme C est
a P : c’est ce gu'on appellalternancedes termes moyens (C et D), démontrée par Euclide
en VII.13 et qui est une des opérati@dmentairesur les proportions. Si P est le produit de
C par D, il est donc encore le produit de D pat €eiproquemertft’

L'exposé euclidien repose donc sur la démonstrati@alable des propriétés
opératoires des proportions (VII.11-14), dont fpértie I'alternance des termes moyens
(VII.13) proposition que nous noterons désormaesmaniere anachronique :

A_C A_B
— = — = —
B D C D

23 C'est ce que nous appelonsEmmutativitédu produit, que nous notons CD = DC. Chez Eudlidst I'objet
de la proposition VII.16.

24 En réalité, ce résultat, qui fait 'objet de laposition VII.16 (Heiberg-Vitrac) n’est pas démensur la base
de VII.13 ou est démontré I'alternance des termegems, mais de VII.15 qui n’est apparemment qu'as ¢
particulier de VII.13; la raison en est probablaemgue I'unité n’étant pas un nombre pour les argine
constitue par un terme ‘légitime’ dans un propartiguclide revient donc a une démonstration éléanentjui
s’appuie directement sur la définition VII16. Vaditrac [2bis]jcomm. ad VII1.16, p.319-320.
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De la méme facon, nous confondrons désormais, gmplifier, I'expression antique
« A mesure B » avec I'expression moderne « A diise

Euclide démontre ensuite plusieurs résultats foreaux concernant spécifiquement
les proportions de nombres entiers :

« Si C et D sont les plus petits nombres tels éue%, alors C divise A et D divise B,
avec le méme quotiefit(V11.20).

« Si C et D sont premiers entre eux et%i:%, alors C et D sont les plus petits
nombres tels queg—‘ :% (VI 21).

. . A _C . .
« Si C et D sont les plus petits nombres tels aBueB, alors ils sont premiers entre

eux (VI1.22).

Ces résultats fondamentaux de I'arithmétique eigelite sont constamment utilisés
dans les propositions ultérieures, comme on vaiesur les exemples qui nous intéressent.
Ainsi, voici comment Euclide démontre la proposit@4, que nous avons notée [PE] deux
nombres sont premiers avec un certain nombre, peoduit sera aussi premier avec ce méme
[nombre]. En effet, si A et B sont premiers avec C et si&&st pas premier avec C, il existe
E différent de I'unité qui divise (Euclide dit « sue ») a la fois AB et C. Comme E mesure
C et que A et C sont premiers entre eux, A et Bolet ausst’ En appelant F le nombre
correspondant & la multitude des droites égalesjai Eomposent AB® on &° que AB=FE,

doncg :%. Comme A et E sont premiers entre eux, A diviset E divise B (VII 20, 21)

donc E est un diviseur commun a B et C, ce gui@straire a I'hypothése.

Notons qu’on peut isoler de cette démonstratiogliement suivant, qui se trouve
démontré « au passage » : si le nombre E mesydkiit de A par B et qu’il est premier
avec A, alors (en inventant F et en utilisant \Ql&t 21 de nouveau), on obtient que E mesure
B. C’est ce que nous appelons le théoreme de Gauggnnant la substitution de « divise »
pour « mesure ». Pourtant, Euclide ne I'’énonce enytlrt comme une proposition
indépendante et n’en fait donc pas un résultatdorental.

Euclide démontre de la méme maniére la proposMtB0 : si deux nombres se
multipliant I'un l'autre produisent un certain [ndone], et si un certain nombre premier
mesure leur produit, il mesurera aussi I'un des bogs initiaux En effet, si un nombre

premier A divise le produit BC, alors BC=DA pour certain nombre D. Dong :g. Si le

nombre premier A ne divise pas C, alors A et C goemiers entre eux, A et C sont les plus

% Gauss utilise également deux termes distinctsagn tlans leDisquisitiones metiri (mesurer) etlividere
(diviser). Voir: The shaping of arithmetic after K.F. Gauss'disdfigsies arithmeticaeed. C. Goldstein,
N.Schappacher et J. Schwermer, Springer 2007.

% Euclide n'emploie pas cette notion mais dit quet © mesurent A et B respectivement ‘autant de.fois

%" Sinon la plus grande commune mesure a A et Erdifte de I'unité, mesurerait aussi A et C, qusemaient
donc pas premiers entre eux : c'est I'objet chedlifte de la proposition précédente (VII1.23).

8 Euclide applique ici 'opération qui permet deréatorrespondre un nombre (ici F) & une multitlelepéme
qui nous a permis d’inventer le nombre « quatreur gompter la multitude représentée en IV.1.

2 C'est I'objet de la prop. VII.19 de prouver I'édgalence d’une proportion a I'égalité du produisdermes
moyens et extrémes.
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petits nombres vérifianc'% = % donc A divise B. La formulation est la encorestpgoche du

théoreme de Gauss, mais n’en est qu’un cas pagticul

Actuellement, dans I'enseignement, et particuligrem pour I'enseignement de
spécialité en Terminale S, c’est le chemin invegse est privileégié ; les résultats de
divisibilité, comme le théoréme de Gauss, sontraiged’abord et sont un outil fondamental
pour les démonstrations. Une conséquence « mimeast la validation de résultats sur les
fractions irréductibles.

Enfin, comme on I'a vu plus haut, la propositiond8ne un résultat qui pourrait mener
a l'existence de la décomposition d’'un entier eodpit de deux nombres premiersT.out
nombre composé est mesuré par quelque nombre previags, ni I'existence, ni l'unicité de
la décomposition d’'un nombre entier en produit denbres premiers ne sont énoncés
explicitement dans leBléments méme si on pourrait les déduire assez facilemdertorpus
des propositions démontrées par Euclide. De mé@nméy i aucune recherche systématique
des diviseurs d’'un nombre. Ce qui ne signifie pas ces techniques n’étaient pas connues a
I'époque. Jean ltard signale que Platon donneebme (59) de diviseurs stricts de 5040.

En vue de fixer un nombre qui convienne, décidares lg@ nombre des chefs de famille
sera de 5040, qui, cultivant le territoire, en smngsi les défenseurs. Que la terre ainsi que les
résidences soient pareillement distribuées en umendombre de sections, chacune étant
l'unité distributive que sont en commun I'hommaeaaat lot. Commencons donc par distribuer
le nombre total, en deux portions, puis le mémehbrenen trois : en fait il est dans la nature
du nombre en question de se laisser diviser errgquenh cing et, ainsi de suite jusqu'a dix.
Partant, quiconque institue des lois doit a prages nombres avoir, pour autant, réfléchi a la
guestion de savoirfa) quel est le nombre, et comment constitué, qui dergplus
commodément utilisable pour toute organisation aleci disons donc que c'est celui qui
posséde intrinsequement le plus grand nombre dsiatg et surtout de divisions qui se
suivent. Tout nombre, c'est clair, pour tous lesobes est susceptible de tous |es
fractionnements que I'on voudra; mais ce nombrg0dd®, pour la guerre aussi bien que pour
tout ce que comporte la paix par rapport a I'enserdbs contrats et des partages, sqit a
propos de contribution ou de répartition d'avardgagee nombre, dis-je, ne pourrait [se
fractionner en un nombre de fractionnements sup€eecinquante-neuf ; mais, de 1 jusqu'a
10, ils se succédent d'une fagon continue. Au resik des propriétés dont une solide étyde,
et poursuivie a loisir, est obligatoire pour ceuyuala loi prescrit de s’y consacrér.

(c) Quant a nous du moins, c'est ce qu'a cetteehsaus affirmons, nous ne pouvions
choisir une exactitude supérieure a celle de cebnende 5040, puisque, jusqu'a 12 |en
commencant par 1, il possede toutes les possgbitiee partage exact, hormis celui par [11.
Encore cette exception admet-elle le plus simpterdmédes, puisqu'il suffit de mettre a part
deux foyers familiaux pour lui rendre la santé &wxacte divisibilité dans les deux séhs.

En bref, Euclide s’appuie sur les proportions palgmontrer [PE] et [LE1]
indépendamment I'un de l'autre, mais n’énonce @][hi [TF]. Ce qui apparait fondamental,
ce sont les résultats sur les proportions, consemuitilisés dans les démonstrations. [LE1]
est utilisé dans la proposition 14 du livre IXSi le plus petit nombre est mesuré par des
nombres premiers, il ne sera mesuré par aucun nerpbemier, si ce n’est par ceux qui le
mesuraient d’abordMais la plupart des résultats sont obtenus ean@w aux proportions,
alors qu’un lecteur actuel préférerait sans dotiliser [LE1].

% |es Loisdans@Euvres compléteFome II, Collection La Pléiade, Gallimard, 1943gPs793 et 794.
%1 |dem page 840
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V.2. LesNouveaux Eléments de Mathématiquds Jean Prestet (Paris 1689) [9].

Nous avons vu plus haut qu'Euler n’a pas énoncdiagment le «théoreme de
Gauss ».

La question se pose alors de savoir quand on ppdéraitre cet énoncé explicite dans un
traité d’arithmétique. Catherine Goldstein a ét[id§un traité de Prest&tdans lequel est
énoncé ce théoreme. Ce traité a connu plusieutisregli la premiere, en 1675, ne comportait
pas I'énoncé du théoréme de Gauss ; cette éditiem ane large audience car Prestet était
soutenu par Malebranche et Leibniz. Cependant, dass années quatre-vingts, le
développement du calcul infinitésimal accapareadi#ion des mathématiciens de I'époque,
d’ou un désintérét pour « I'analyse finie ». La xiéme édition du livre de Prestet en 1689 ne
rencontre pas le méme succes que la premiére’esirdans cette édition que Prestet énonce
le théoreme qui nous intéresse.

Le livre VI des Nouveaux Elémentsle Prestet constitue un traité d’arithmétique
élémentaire. Aprés avoir défini les objets de smule (grandeur entiere, diviseurs, nombres
premiers, qu'il appelle aussi simples, etc.), Rtedhonce et démontre un certain nombre de
résultats sur les nombres premiers ou premiers enix :

» Corollaire VIII : si un nombre premiex ne divise pas un nombegalorsa etz sont
premiers entre eux.

» Corollaire XI : tout nombre entierest divisible par un nombre simple.

Il démontre ensuite le résultat fondamental suivant

Théoreme | : si deux nombres b et ¢ sont premigire €ux, bc est le plus petit nombre
que l'un et I'autre puisse diviser au juste sanstee

Autrement dit, dans ce cds; est le plus petit commun multiple des nomiresc.

Ce théoreme est démontré par une utilisation assaplexe de I'algorithme d’Euclide,
avec descente et remontée. Décrivons d’abord leodsimation de Prestet, avec des termes
actuels.

Soientb etc deux nombres premiers entre eux gh multiple commun db etc.
. z .
b=cq+davec 0 d<c. Soity tel queB :% = k. Commez est un multiple dé, y est

un multiple ded. Or z= bk=cqgk + dk = cgk + y; commez est un multiple de, y est un
multiple dec. On réitére I'opération selon I'algorithme d’Ewldi et on obtient :

c =dg + e avec 0 <e < d. Soitx tel quezzz. Comme précédemmert, est un
c €
multiple ded.

On continue jusqu’a obtenir un reste égal a 1 ljagtc sont premiers entre eux).

d=eqg’ + favecf = 1. Soitv tel queg = % Alorsv est multiple dee.

Donce divisev, c’est-é-dire% [parce qud = 1] donce = %

Donc esg et doncd < 5.

€

De mémda < Y et donocsl )

C d

320n trouvera une reproduction en fac-simile d'ex¢raignificatifs de ce Traité et une présentatidus p
détaillée (par Michele Grégoire) dans la rubriquBornes Vieilles Pages » du numéro 16 de la Revue
Mnémosyne |.R.E.M. Paris 7, Juillet 2000.

40



z
DonccsE .

Doncbcs z
Ainsi bc est plus petit que tout multiple commun ldet c. Donc il est le plus pet
multiple commun.

—

Notons que ce procédé permet d’obtenir le lieneeRRPCM et PGCD :
Posonsb =a,,c=a, et z=y,. On construit les suite@, 6t (y,) comme ci-dessous :

& =0 +a, Yh_Y y, estmultipledea,
a g

Ao = Ono@ya + &, Y2 — Yna Y. €stmultipledea,
A, &,

En utilisant les relations Y = % , en effectuant leur produit et en simplifiant, on

yk+l ak+2
aboutit a: % = %% qu’on peut écrire 1y, = Yo, A% Puisquey, , est multiple de
Y o &y a., a,

a,,, le premier rapport est un entier et, si on a gaiur I'algorithme d’Euclide jusqu’au
dernier reste non nug,, estlePGCD(a,,a,). On a ainsi prouve que tout multiple commun a

a, eta, est un multiple du quotient (entie G(?l[;i(zia?) qui, étant lui-méme multiple

commun aa, eta,, estdonc le plus petit.

Ce type de démonstration par descente et remoetéaldorithme d’Euclide est aussi
utilisé par Bézout pour démontrer le résultat qurtg son noni>

 Corollaire 1l : sib etc divisenta, alors le plus petit commun multiple destc divise
a.

Le principe de la démonstration est le suivantorsiappellez ce plus petit commun
multiple, z < a. Siz = a, alors la proposition est vraie. Sinoa, =zq+r avec 0sr <z
Commeb etc divisentz eta, alorsb etc divisentz—aq=r <z Ceci est contradictoire avec le
fait quez est le plus petit commun multiple (non nul), sauf = 0 (Démonstration du type
[MPPE] avec utilisation de la division euclidienne)

« Corollaire Il : si un nombrel mesure un produlic et quec etd soient premiers entre
eux , le nombre est un diviseur de I'autre nomhoe

En effet, dans ce cas, par le théoreme I, le phaig pommun multiple de etd est le
produit cd. Commebc est un multiple a la fois de (par hypothése) et de alors, par le
corollaire précédenfc est un multiple diPPCM (d, c) qui estdc. Doncbc = cdk; doncb =
dk, c’est-a-dired divise b. Prestet démontre que le résultat obtenu sur eMPBeb etc
lorsqueb et ¢ sont premiers entre eux, entraine le théoréme ales<s La réciproque étant
vraie, ce résultat constitue donc une cinquiemeaéodu théoréme fondamental.

Notons au passage que Prestet en tire la détefamras tous les diviseurs d’'un nombre
donné sous forme d’un produit de facteurs premieas,généralisation de résultats sin
abg abcd abcde abcdef a2, a’b, a’b? oua, b, c, d, e, f sont des nombres premiers distincts

% Voir & ce sujetlistoire d’algorithmesChabert et al. Belin 1994 p139-145.
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deux a deux. Il montre alors le lien entre le gdetit commun multiple de deux nombres et
leur plus grand commun diviseur, en utilisant Esuitats précédemment démontrés.

V.3. La Théorie des Nombregle Legendre [6].

C’est dand'Introduction contenant des notions générales desibresqu’on trouve nos
résultats fondamentaux.

Legendre commence par la démonstration de la coativité du produit par descente
finie jusqu’a un entier convenable. Soit en effetxl nombres A et B avec A > B; On a
A=B+C et on en déduit AB=BB+CB et BA=BB+BC. Donc @ura AB=BA si l'on a
BC=CB ; en continuant, on arrivera au cas ou I'eés deux facteurs est I'unité ou bien les
deux facteurs sont égaux. D’ou le résultat. Legerdmontre presque aussitot le lemme
d’Euclide [LE2] comme on l'a vu plus haut. Il fd& remarque que l'irrationalité de2
découle de cette proposition ainsi que de manién&rgle celle dé/BIorsqu’iI n'existe pas
d’'entierx tel quex" =b

Legendre donne alors explicitement I'existencéad#écomposition d’'un nombre entier
en produit de facteurs premiers, mais n’énonce pasicite. Cependant, il utilise
implicitement ce résultat dans la recherche de teasdiviseurs d’'un nombre entier. Le
théoreme de Gauss n’'est pas énoncé, ni utilis&gédaltat fondamental est le lemme
d’Euclide.

Sa méthode de prédilection est la descente fusigu'a un entier convenable, utilisée

pour la démonstration de la commutativité du prgdeilemme d’Euclide , le théoréme de
Fermat.

V.4. LesRecherches Arithmétiquede Gauss [5].

L'ouvrage parait en 1801; Gauss
expligue dans sa préface qu'il a commencé
s’intéresser au sujet en 1795, sans « aucun
idée de tout ce qui avait été fait sur le sujet »,
ce qui explique qu’'on y voit « la Science prise
presque des son principe ». Il y rend hommag
au traité de Legendre, paru alors que so
propre livre est sous presse.

La Section Premiere introduit les
congruences modulo un entieret donne les
propriétés de compatibilité avec les opération
arithmétiques ; il signale que les criteres de
divisibilité et les régles de « vérification des
opérations arithmétiques » (preuves par 9 e
11) reposent sur ces résultats.

La Section Seconde, ou est démontrée le
« théoreme de Gauss » [TG], commence pa
une démonstration du lemme d’Euclide.
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Des Congruences du premier degré.

13. THE’OR EME. Le produit de deux nombres positifs plus pg-
2i1$, quwn.nombre premwr donné ; ne peuréire divise parce nombre
premiers

So6it p le nombre premier et @ < p et > 0; je dis qu’on ne pourra
-trouver aucun nembre.positif b, plus petit.-que p, quirende

ab=o ( module p ).

En effet ; s’ peut y ‘en avoir, supposons que ce soient les nomibres
by ¢, d, ete, tous plus petits que p, ensorte qu'on dit ab=o,
ae==0, etc., (mod.p ), soit b le plus petit de tous, desorte
qu’en n’en puisse supposer un plus pétit que b, on aora évidem-
ment b > i§ecarst b1, on aurait ab=a'<C:p et partant non di-
visible parp. Or p contirie nombre premier ne peut étré'divisépar b,
mais tombera -entre deuyx multiples de b, mb et { m~~1 ) b. Svit
p—mb=10, b sera positif et < 2. Or nous avens supposé abz=o
( mod. p ), on aura donc mab=o; et retranchant de ep=o,
on aura a (p—mb) =ab =o, danc b’ devraii étre mis au rang
des nombres b, ¢, d, etc., et serait plus petit que le plus petit de
tous, ce qui est contre la supposition.

14. 8¢ aucun des deux nombres a et b n’est divisible par un
nombre premier p, le produit ab ne le sera pas non plus.

Soient a et 8 les résidus minima positifs des nombres aet 5, sui-
vant le module p, aucun d’eux ne sera nul par hypothése. Or si
V’on avait ab=o0, comme ab=a«f3, on aurait af=o0, ce qui serait
confraire au théoréme précédent.,

Nous rencontrons ici l'utilisation du plus petittien strictement positif possédant une
propriété donnée [MPPE], couplée a un raisonnepantabsurde.
Gauss précise la raison pour laquelle il démordréhéoréme :

Y.a démopstration de ce théoréme a déja été dennée par Eunclides
E7.v11, 32. Nous n’avons pas cependant voulu l'omettre, tant parce-
que plusieurs auteurs modernes ont présenté des raisonnemens vagues
au lien de démonstration , ou bien ont.négligé ce théomme; que
dans le but de faive mieux saisiy , par ce cas tres-simple , lfesput de
la méthode que nous appliquerens par-la.suite & des points biem
difficiles.

Il utilise ensuite ce résultat pour démontrer laiid de la décomposition en facteurs
premiers [TF], qui lui sert a déterminer tous légistturs d’'un entier donné (et donc leur
nombre), ainsi que le plus grand commun diviseuwlalex ou plusieurs entiers.

Enfin, il en tire des théorémes de divisibilité :

* Siles nombres a, b, c, etc. sont premiers avedeuk, produit I'est auss{PE]. En
effet, le produitabc... n'a pas d’autres facteurs premiers que ceux aieb ou c etc.
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» Siles nombres a, b, c, etc. sont premiers entxe &ugue k soit divisible par chacun
d’eux, il le sera aussi par leur produi€ar sip est un diviseur premier du prodaibc...avec
I'exposantn, alorsp” divise I'un des facteura oub ouc etc.(car ils sont premiers entre eux)
et donc divis ; il en est de méme de tous les autres facteupsatiuit qui divise donk.

* Si a est premier avec b et que ak soit divisible lpak sera aussi divisible par b
[TG]. En effet,ak est divisible a la fois pax et b, qui sont premiers entre eux, doaik est
divisible par le produiab (par la précédente). D’otak = nabdonck = nb.

Nous donnons dans I'annexe 4 un large extrait gie tde Gauss. Remarquons qu’a ce
stade, il ne resterait qu'a voir le lemme d’Euclicemme cas particulier du théoreme de
Gauss pour établir 'équivalence entre les quadselltats fondamentatfk Mais cela ne fait
pas partie des préoccupations de Gauss.

La Section Troisieme s’occupe des « résidus desspnces » et c'est la qu'on trouve
une démonstration du petit théoréme de Fermat frmiexe 3).

V.5. Les conférences de Jules Tannery a I'Ecole Noale Supérieure (1891-1892)

[1].

E. Borel et J. Drach rédigent les conférences dadnery et publient uni@troduction
a la Théorie des Nombres et a I'Algébre supérieemel894. Le livre débute par un exposé
sur les congruences et leurs propriétés. Il s’appuir le théoreme de Gaus¥s] dont il
donne une démonstration attribuée a Poinsot. Comdargs l'ouvrage de Prestet, on
commence par montrer que le plus petit commun pialtie deux nombres et m premiers
entre eux est leur produit. Pour cela, on consitiemiite des multiples d&: {0, a, 2a, 3a,

, ma ...} et on appelleh le plus petit nombre strictement positif tel queeest aussi un
multiple dem. Le nombréha est donc le plus petit commun multiplealetm. Dans la suite
des multiples d@, h nombres consécutifs sont toujours incongrus dedetux modulan car,
sika=Kka (mod.m) avec 0 <k —K < h, alorsmdivise le produitk —k’)a, ce qui contredit le
fait queh est le plus petit nombre strictement positif taegn divise ha. Par contre, sh
divisek — Kk, alorsmdivise le produitk —k')a, doncka= k'a (mod.m). Donc, si on considére
la suite des restes des multiplesad#ans la division pam, ces restes se reproduisenthden
h, maish restes consécutifs sont distincts deux a deuxc&aéquent, les seuls multiples de
m parmi les multiples da sont les multiples déa (démonstration du typpMPPH). En
particulier,ha divisema, donch divisem. Par conséquenty = hd etha = mqg= hdg, c’est-a-
dire : a = dg. Le nombred est donc un diviseur communaaet m, et commea et m sont
premiers entre euxi = 1, donam = h et dans ce cas, le plus petit commun multipla éem
est bien leur produiha On en tire le théoreme de Gauss comme dans Preste

En guise de conclusion...

On voit dans les classes de Terminale S spéciedittains éléves s’approprier avec
bonheur certaines des méthodes rencontrées. Papkxda méthode de disjonction des cas
rencontre beaucoup de succes, y compris sur dexé&nale baccalauréat dont l'auteur ne
pensait peut-étre pas a ce type de résolutiontrauvera dans I'annexe 6 des exemples de
sujets de baccalauréat utilisant certaines desadéshdont on parle dans I'article.

L’enseignement de I'arithmétique, qui avait dispdas programmes, est réapparu et a
beaucoup évolué, en intégrant notamment une plasdgr diversité des méthodes de
recherche, de raisonnement et de démonstratiomppdrra a ce sujet comparer utilement le
libellé des programmes de Terminale C de 1971 eloeument d’accompagnement des
programmes actuels, qui stipule que «la démarchéhématique comporte des phases

34 \/oir I'annexe 1.
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expérimentaleg...] ; c’est particulierement le cas en arithmétiqu&e. méme document
préconise de raisonner modulo 5 ou 7 (disjoncties das) pour prouver que certaines
équations diophantiennes n'ont pas de solution,type de raisonnement absent des
programmes antérieurs.

L’étude historique met en lumiere des méthodes émamstration permettant un
evitement de linfini et des difficultés qu’il emfine : méthode du plus petit élément,
répartition en classes d'équivalence par exempks @éthodes, qui apparaissent assez
naturellement dans le cadre des problemes d’artifmeésont riches de possibilités pour des
développements ultérieurs en algébre, que ce sddrd que méthodes « standard » ou pour
la construction d’objets théoriques sophistiqués.

Par exemple, la disjonction des cas couplée augroences, donne une premiere idée
des classes d’équivalences, avant d’abordeZ &t les groupes finis..

L’examen des différentes méthodes de démonstragincontrées dans les textes offre
ainsi un réel intérét pédagogique pour présenterdliplicité des points de vue ; la démarche
« expérimentale » des auteurs y est égalementbéenbious espérons que la classification
gue nous avons tentée est éclairante et utile.

LEONHARD EULER 1707-1783
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Une arithmétique sans théoreme fondamental

On pratique I'arithmétique dans tout anneau comtifutaitaire intégré® . On donne
alors les définitions suivantes :
L’ensemble des éléments inversibles de A est ntté A
A ={aOA;CbOA tel que ab=1}
On dit quea diviseb (ce qu'on note / b) si et seulement s’il existedans A tel qué =
ac.
Un élément p de A est dit irréductible si et seulement LA* et

[p=ab= aoubdA*].

Deux élémentsa et b  sont dits premiers entre eux si et seulement si
[d/aet db=d DA*].

Par exemple, dang les nombres inversibles sont +1 et —1 et les mesbréductibles
sont les nombres premiers avec leurs opposeés.

On dit qu’'un anneau A est factoriel lorsque :
> A estintegre
> Tout élément de A se décompose en produit de fecteaductibles.
» Cette décomposition est unique a élément inversibpermutation prés.

Pour un anneau intégre A dans lequel tout élénedésompose en produit de facteurs
irréductibles, il y a équivalence entre les pragsésuivantes :
(i) La décomposition est unique.
(i) Lemme d’Euclide : sp est irréductible et g diviseab, alorsp divisea oub.
(iii) p est irréductible si et seulement si I'idégl) (est premief.
(iv) Théoreme de Gauss : &etb sont premiers entre eux etasilivisebc, alorsa divisec.

Remarque : on a toujours : si I'idéal st premier, alorp est irréductible. En effet, si
I'idéal (p) est premier, alors : gi = ab, alorsab est un élément de l'idégb)(donca ou b est
dans l'idéal p) (car cet idéal est premier) doac kp oub = kp. Doncp = ab = kbpoukap;
donckb ouka est égal a 1(car 'anneau A est intégre). On eluidléuea oub est inversible.
La propriété qui nous intéresse dans (iii) est danciproque : sp est irréductible, alors
I'idéal (p ) est premier.

(ii) = (iii) Supposons qup est irréductible et soéb un élément de l'idéapj. Alors
p divise le produitb et, par le lemme d’Euclidg, divisea oub. Donca
ou b est dans I'idéald), qui est donc premier.

(iif) = (ii) Sip estirréductible et divise le prod@b, alorsab est un élément de I'idéagb)
qui est premier. Dona oub est un élément de), doncp divisea oub.

(i) = (i) Le Lemme d’Euclide entraine l'unicité de ldabmposition : c’est la démonstration
habituelle, que nous voyons chez Gauss.

% Un anneau est unitaire s'il posséde un élémerte@our sa deuxiéme loi. Il est intégre si: z8b>a =0
oub=0»
% Un idéal (P) est dit premier ssi « @P =al (P) ou b (P) »
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(i) = (iv) L'unicité entraine le théoreme de Gauss teceémonstration se trouve dans les
Recherches Arithmétiques Gauss ; elle nécessite I'existence de la décormposi

(iv)= (ii) Le lemme d’Euclide est un cas particuliertdiéoreme de Gauss.

Dans tout anneau principal (c’est-a-dire dans letpué idéal est principal, c’est-a-dire
engendré par un seul élément), le théoreme de Bé&abwrai, donc aussi le théoréme de
Gauss. Tout anneau principal est factoriel.

Tout anneau euclidien (possédant une division fdecne ») est principal.

Annexe 1b

Il existe des anneaux intégres dans lesquels lang@esition en produit d’éléments
irréductibles existe mais n’est pas unique. L’exkngui suit est tiré d@€ours d’algébrede
Daniel Perrin [19].

A= Z[i\/B]:{z [IC; il existe aet b dans Z tels que=a + ib\/g}

A est integre (car inclus dans C).

On définit, pour touz de A, N(2) =| 42 = &+508.

Alors, si z=2zz,, on a:N(zz,) = N(z)N(z,). Donc, siz divisez, alors N(z) divise
N(2). De plus, siz, = g + W/5h et N(z) = 1, alorsa® + 5% =1 donca, = +1 etb, = 0 ; donc
z, = *1. On en déduit que, Bl(z) est premier, alorsest irréductible car, pour tout diviseyr
dez N(z) est un diviseur dBl(2), donc est égal 41, donc aussg, qui est alors inversible.

Le méme type de considérations permet de démamiestout élément de A* admet au
moins une décomposition en produit de facteurdimébles. En effet, si I'élémertt est
irréductible, la décomposition est toute trouvéeos, il s’écrit : 2= zz,, avec deux facteurs
non inversibles ; si ces deux facteurs sont irrédles, alors on a trouvé une décomposition
convenable. Sinon, remarquons qdEz) < N(2) (car, sinon,N(z,) = 1 et z, serait
inversible), ainsi que N(z,) < N(2), et recommencgons le processus avec celui des deux
facteurs qui n’est pas irréductible (éventuellemesatdeux). Le processus s’arréte car, sinon,
la suite desN(z) serait une suite strictement décroissante infiteatters strictement positifs,

ce qui est impossible. Or, lorsque le processusé&& on a déterminé une décomposition de
Z en produit de facteurs irréductibles.

On a ainsi montré I'existence de la décompositiopmduit de facteurs irréductibles de
tout élément de A*. Mais A n’est pas factoriel :décomposition n’est pas unique. Voici un
contre-exemple :

Ona:9=3x3=(2+iV5)2-i5)

Or 3 est irréductible. En effet, 8i=z 2, alors N(3) =9=N(z)N(z,). Donc N(z) est
égal & 1 ou 3 ou 9. Mais, Bl(z;) = 3, alorsa’ + 507 = 3, ce qui est impossible. Doréd(z,)
est égal a 1 ou a 9, c’est-a-dire gNé€z;) ou N(z,) est égal a 1, donc I'un des deux facteurs
de 3 est égal a 1. Donc 3 est irréductible.

De la méme fa(;on(Zi i\/§) est irréductible car une décomposition en prodoene

également &N(2+iv/5) =9 = N(z)N(z,) et on peut faire le méme raisonnement.
Ainsi le nombre 9 possede deux décompositions edyitr de facteurs irréductibles
essentiellement différentes.
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Equivalence des méthodes de descente infinie, récemce et bon ordre
Nous nommons A I'ensemble des entiers naturelsgolasg une certaine propriété.

Sous forme logique, le principe de la méthode adealete infinie peut s’écrire :

MDI {(noA)=(On<qnD A} = AD

L’axiome de bon ordre : « Toute partie non videNdeadmet un plus petit élément » peut
s’exprimer de fagon équivalente :

|ABO Si A est une partie d¢ qui n'admet pas de plus petit élément, alérs [ |
La méthode de récurrence totale s'écrit :
MRT {ooA)et[(Onsn nODA)=(n+10A)}= A=N

Démonstration de MDI= ABO

Soit A une partie d&l qui n’admet pas de plus petit élément.
Dans ce ca%(nD A)= (On'< nnO A)} est vérifiée et donc, d'aprés MDA =0

Démonstration de ABO= MRT
Nous supposons que A est telle {(ui:&] Aef (On'sn nO A= ( n10 A]}

La conclusion cherchée &st= N, c’est-a-direB = CA =0 .
Par I'absurde, si B n’est pas vide, d’apres AB@ alimet un plus petit élémant
PuisqueOOA, 00B, et doncn, 21 et n,—10N. De plusCn'sn,—-1 n'0 A(carng

est le plus petit élément & doncn,0 A. Ce qui est exclu pam, [ B. DoncB est vide et
A=N.

Démonstration de MRT = MDI
On suppose que MRT est vérifiée et {Z(UTED A) = (Dn'< nno A)}
0 n'ayant pas d’antécédent ne peut appartenirofAcOl]1B= CA
On a: {(Dn'< n+1n'0 B) =(n+10 3} car, sinon, on aurait(n+l)0A avec

On'<n+1LnO0B cest-a-dire nOA ; ce qui contredit {(n[] A):>(Dn'< nno A)}
Autrement dit, on a{(Dn's n[n'O B) = (10 3}
On en conclut quB = N par MRT, et donc qué& =[] .
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Une démonstration du théoreme de Fermat par Eulert€dGauss
Voici d’abord les idées essentielles de la dématisetr :

Etant donnés un nombre premgeret un nombrea premier ap, il s’agit de montrer
que le reste de la division @ parp est 1.

L’idée développée par Euler en (11.2) est de ss#a » les différents restes possibles
modulo un entier premigren utilisant les puissances aeodulop®’.

Comme nous l'avons vu en lisant le texte d’Eutslui-ci commence par montrer
gu’il existe des puissances dadont le reste est 1 dans la division paren effet, la suite
a,a?,a’...a",...étant infinie et le nombre de restes possibles tadssision parmp étant fini
égal ap— 1, il existe des puissancaé et a”, avech # 1, présentant le méme reste dans la
division parp [MPT]. Donc le nombre premiep divise a” - & :a””(a” -1)(on peut
supposept > A). Or, p premier ne divise paa”~", doncp divisea” -1 (LE1].

On considere alors le plus petit enfiestrictement positif ayant cette propriété [MPPE];
alors les puissance:ﬂa,az,a3,...,aA_lont toutes des restes différents (non nuls) dans la
division parp, sinon le raisonnement précédent donne un ektiplus petit que\ tel quep
divise a* —1. Si on obtient ainsi leg — 1 restes possibles non nuls moduyl@alorsh =p- 1
et le théoreme est démontré. Sinon, sait reste non nul non obtenu est premier . On
considére les nombresra,ra®,ra’,...ra’™! ; ces nombres ont tous des restes différents dans
la division parp : sinonp diviseraitra” —ra* =ra” #(a* —1) et donca” —1 avecp <A. De
méme,ra” et a” ne peuvent pas avoir le méme reste sipativiseraitr —a”# ce qui est
contradictoire avec le fait que n'‘est pas obtenu comme reste dans la divisioned’'un
puissance da parp. Nous obtenons ainsh2estes non nuls différents modylg si nous les
avons tous, alorp —1=2\. Sinon, on considére un ressenon encore obtenu et les
nombres,sa sa’,sa’,...,sa *. On montre de méme que tous ces nombres ont géssre
différents entre eux et différents des restes alstgrécédemment. Si on a obtenu tous les
restes non nuls possibles, alprs 1 = 3\. Sinon, on continue jusqu’a obtenir tous les este
possibles et le méme raisonnement proyve 1 =tA.

Ce raisonnement, en termes modernes, revient ra faie partition du groupe
multiplicatif (Z/pZ)* formée des classes d'équivalences selon le sauggrcyclique
engendré paa.

La méthode est reprise par Gauss, mais allégékugiisation des congruences, aussi
donnons-nous ci-dessous le texte de GausRéamerches arithmétiqugs].

On remarquera aussi dans celle-ci I'utilisatiorxdi®mples numériques.

De plus, aussi bien Euler que Gauss aboutissemt @sultat plus fort que I'énoncé
usuel du Théoreme de Fermat pgst premier, alora® = amod p). C'est d’ailleurs ce résultat

plus fort qu’énoncait déja Fermat ( cf 111.3)

3" De maniére beaucoup plus tardive et avec des ptno®dernes, ce type d'idée permet de démontrer le
théoreme de Lagrange : I'ordre d'un sous-groupe diwupe fini divise I'ordre de ce groupe
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SECTION TROISIEME
Des Résidus des Puissances.

45. THEOREME Dans toute progression géométriqug, & ,& etc., outre le premier
termel , il y en a encore un autra' congru a l'unité suivant le modupgpremier avea,
I'exposant t étant p.

Puisque le modulp est premier avea, et par conséquent avec une puissance
guelconque da, aucun terme de la progression ne sera = 0 (mpdnais chacun d'eux ser
congru a quelqu'un des nombres 1, 2, 3,p@:.1. Comme le nombre de ces derniers est

p -1, il est évident que si I'on considére pluspdel termes de la progression, ils ne
pourront pas avoir tous des résiduigiimadifférents. Ainsi parmi les nombrdsa®,a®...a"™*

on en trouvera au moins deux congrus. Soit dohe a" etm>n, on aura, en divisant par
a",[..] a™" =1 oum —n < pet> 0.

ExempleDans la progression 1, 2, 4, 8, etc. le premiendequi est congru avec I'unitg
suivant le module 13, se trouve étré=24096, mais suivant le module 23, on a dans laen
progression, 2= 2048= 1 ; de méme%= 15625= 1 (mod. 7) ; et 5= 3125=1 (mod. 11).
Ainsi dans quelques cas la puissanca dengrue avec l'unité est plus petite ga®" et dans
d'autres, il faut remonter jusqu'a la puissgmed elle-méme.

46. Quand la progression est continuée au delardwetqui est congru a l'unité, on
retrouvera les mémes résidus qu’on avait a patzammencement. Ainsi, sait=1, on
auraa'™ = a, a'"”> =a’® etc. , jusqu’a ce qu'on parvienne au terafedont le résiduminimum
sera de nouveail, et lapériodedes résidus recommencera. On aura ainsi une pétatde
résidus qui se répétera continuellement, et I'opawgra trouver un seul résidu qui ne fasse
partie de cette période. On aura en généfakE 1l et a™" = a" ; ce qui peut se présenter

ainsi suivant notre notation : si = p (mod.t), on auraa’ =a” (mod.p).

47. Ce théoreme fournit le moyen de trouver facdeties résidus des puissances,
quelle que soit la grandeur de I'exposant dons elant affectées, en méme temps qu'on
découvrira la puissance congrue a l'unité. Siggample, on demande le reste de la divisig
de 3°par 13, comme>31 (mod.13), on &3, et comme d'ailleurs 10081 (mod.3), on
trouvera 3°°°= 3 (mod. 13).

48. Sia' est la plus petite puissance congrue a l'unitéegeeptana® =1, cas que

nous ne considérons pas), leésstes qui composent la période seront tous différeomme
on le voit sans difficulté par la démonstrationrdu5. Alors la proposition du n° 46 peut éf

renversée. Savoir, si" =a" (mod.p), on auram= n(mod.t) : car simetn étaient
incongrus suivart, leurs résidusninimay etv seraient différens. Ma&’ =a™, a’ =a" ;
donca” = a”, c'est-a-dire, que toutes les puissances au deskaine seraient pas
incongrues, ce qui est contre I'hypothése.

Si donca* =1 (mod.p), on aurak =0 (mod.t), c'est-a-dire quk sera divisible pat.

Nous avons parlé jusqu'ici de modules quelconcqumsvu qu'ils fussent premiers ave
a. A présent examinons a part les modules qui sonhdesres premiers absolus, et

DD

=

e

2C

établissons sur ce fondement des recherches phésaiés.
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49. THEOREME Sip est un nombre premier qui ne divise past quea' soit la plus
petite puissance decongrue a l'unité, I'exposantsera= p - 1,0u une partie aliquote de-
1.

Voyez pour des exemples le n° 45.

Comme nous avons déja prouvé gest = p - 1 ou 9 - 1, il reste a faire voir que dan
le dernier cas il est toujours une partie aliquise - 1.

1° Rassemblons les résidmsnimapositifs de tous les termeka®,a’..d ™" et
désignons-les par,a',a", etc. de sorte qu'on ait=1,a'=a,a"= a,etc. il est visible qu'ilg
seront tous différens ; car si deux terna€sa"donnaient les mémes résidus, on aurait
a™ " =1 (en supposamh>netm - n<t); ce qui est absurde, puisgaleest la plus petite
puissance da congrue a l'unité. Au reste tous les nomhres',a", etc. sont compris dans

la série 1, 2, 3, 4. p- 1, série qu'ils n'épuisent pas lorsquep - 1. Nous désignerons pak)(
la somme [I'ensemble] de tous ces résidigA) comprendra un nombtale termes.

2°. Prenons un nombre quelcon@ygarmi ceux de la série 1, 2, 31~ 1 qui manquent
dans A). Multiplions 3 para,a',a", etc. et nommonsg, ', 3", etc. les résidusiinimaqui
en proviendront, et qui seront aussi en nonib@es résidus seront différens entr'eux , et
différeront des nombres,a',a", etc. En effet, si la premiére assertion était fauea aurait
pa™ = La", d'ou l'on tire, en divisant pf a™ =a" : ce qui est contre ce que nous venor
de démontrer ; si la derniere I'était, on augait™ =a"; d'ou, quanch>m, S=a" ", c'est-a-
dire queP serait congru a quelqu'un des nomlargs',a ", etc.: ce qui est contre I'hnypothes
mais sin< m,on aura, en multipliant pai™ ga'= a*™ ™, ou commea' =1,8=a"™",
d'ou résulte la méme absurdité. Désignons Bala(somme des nombreB, ', 3", etc. qui
sont en nombrg on aura déjathombres parmi ceux-ci 1, 2 ,3. .p-l. Donc si @) et (B)

o L -1
epuisent cette serie, on .amraT .

3°. Mais s'il en manque quelques-uns, gaih de ceux-la. Multiplions,a',a", etc
pary, et soienty, y',y", etc. les résiduminimade ces produits, dont nous désignerons

I'ensemble parQ@); (C) comprendrda nombres pris dans la série 1,28 1qui seront tous
différens entr'eux et non~compris daA} €t B). Les deux premieres assertions se

démontrent comme ci- dessus (2°); quant a la &wisj si I'on avaiya™ = Sa"on en tirerait

y=pa™™™, ouy= Ba ™", suivant quen <nou>n. Dans |'un ou l'autre casserait congru

a quelqu'un des nombres qui composBjitd¢e qui serait contre I'hypothése. On aura ainsi
. L . -1 .

nombres pris dans la série 1, 2,81, et s'il n'en reste plusz= pT conformément au

théoréme.

4°, Mais s'il en reste encore quelques-uns, omeaaide méme a une quatrieme somr
de nombresD}), etc.; et comme la série 1,2,3, giel est finie, on voit que I'on parviendra
nécessairement a l'épuiserpetl sera un multiple de donct sera une partie aliquote ge
1.

Uy

ne
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50. Puisquet;1 est un nombre entier, il suit qu'en élevant chagambre de la

congruencea' =1 (mod.p)ala puissanceot;l, on auraa®™ =1 (mod.p); c'est-a-dire, que

aP™ -1 sera toujours divisible pap quandp est premier et qu'il ne divise pasCe théoréme

remarquable, tant par son élégance que par sagyaitite, s'appelle ordinairemetitéoréme
de Fermatdu nom de l'inventeufFermatii opera Math. Tolosoe 1679,Fol165.) Fermat
n'‘en a pas donné la démonstration, bien qu'ilsaitig@ qu'il I'avait trouvée. Euler en a le
premier publié une dans la Dissertation intitul®&monstration de quelques théoremes
relatifs aux nombres premiefComm. Ac. Pétrop. T. VIII) ; elle est tirée du eééppement

de (a+1)" qui fait voir par la forme des coefficiens, q(m+ 1)p —aP -1 est toujours divisibleg

parp, et que par conséque("ﬂHl)p - (a+1)le serasia® — a l'est. Or commd?’ —lest
divisible pamp,2” - 2. le sera donc; et partarg8”® - 3, et généralemerd” — a. Donc sip ne

divise pasa, on aura aussa” —1divisible parp. Ce que nous venons de dire suffit pour fajre

connaitre I'esprit de la démonstration.

Lambert en a donné une semblalfgta eruditorum1769, p. 109.) Mais comme le
développement de la puissance d'un binbme senthlegétr a la théorie des nombres, Eulg
(Comm.nov. Petrapr. VIII, p. 70) donna une autre démonstration egticonforme a celle
gue nous venons d'exposer. Dans la suite il si&septera encore d’autres : ici nous nous
contenterons d'en donner encore une déduite du rmpénupe que celle d'Euler. La.
proposition suivante, dont le théoréme en questiest qu'un cas particulier, nous sera util

-

112

pour d'autres recherches.




le théoreme de Gauss dans I&echerches Arithmétiqués]

SECTION SECONDE.

Des Congruences dic premier degré.

13. THéORﬁME. Le preduit de deux nombres positifs plus pe-
tits gu’'un nombre premier donné, ne peut étre divisé par ce nombre
premier.

Soit p le nombre premier et @ < p et> 0; je dis quon ne pourra
trouver aucun nombre positif &, plus petit que p, qui rende

ab=o ( module p ).

En effet, s'il peut y en avoir, supposons que ce soient les nombres
b, ¢, d, etc, tous plus petits que p, ensorte qu'on ait ab=o,
ac=o, etc., (mod.p), soit b le plus petit de tous, desorte
qu'on n’en puisse supposer un plus petit que b, on aura évidem-
ment b > 1; car si b==1, on aurait ab=ae < p et partant non di-
visible par p. Or p comme nombre premier ne peut étre divisé par b,
mais tombera entre deux wmultiples de &, mb et (m 1) b. Soit
p—mb==1b, b sera positif et < b. Or nous avons Supposé ab=o0
( mod. p ), on aura donc mab==o; et retranchant de ap=o,
on aura a ( p—mb) ==ab =o; donc &' devrait étre mis au rang
des nombres b, ¢, d, etc., et serait plus petit que le plus petit de
tous, ce qui est contre la supposition.

14. Si aucun des deux nombres a et b n’est divisible par un
nombre premier p , le produit ab ne le sera pas non plus.

Soient a et 3 les résidus minima positifs des nombres a et b, sui-
vant le module p, aucun d’eux ne sera nul par hypothése. Or si
Jon avait ab=o0, comme ab==af3, on aurait af3=0, ce quiserait
contraire au théoréme précédent.

- La démonstration de ce théoréme a déja été donnée par Euclide,
El vit, 32. Nous n’avons pas cependant voulu ’omettre, tant parce-
que plusieurs auteurs modernes ont présenté des raisonnemens vagues
au lieu de démonstration , ou bien ont négligé ce théoréme; que
dans le but de faire mieux saisir , par ce cas trés-simple, Pesprit de
la méthode que nous appliquerons par la suite 2 des points- bien
difficiles. '

15. 8i aucun des nombres a, b, c, d, etc. n'est divisible par
le nombre premier p,le produit abed, eic. ne le sera pas non plus.

Suivant l'article précédent, @b n’est pas divisible par p; dongc il
en est de méme de adc, et ainsi de suite.

16. TutorEME. Un nombre composé ne peut se résoudre que
d’une seule maniére, en facteurs premiers.

11 est évident par les élémens, que I'on peut toujours décom=
poser un nombre quelconque en facteurs premiers ; mais on
suppose & tort tacitement que cette décomposition ne soif pos-
sible que d’une maniére. Imaginons quun nombre composé. ... ..
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A.._——:ambgcy etc., @, b, c, ete. étant des nombr_(-‘:s premiers
inégaux, soit encore décomposable d’.une autre maniere en fac-
teurs premiers. Il est d’abord manifeste que dans ce sec9nd
systtme de facteurs il ne peut entrer d’autres }mmbres prewiers
que a, b, ¢, etc., puisque quelqu’lautre queAce fiit ne pourrait di-
viser A, qui est composé des premiers. De méme aucun fles noxfxb.res
premiers @, b, ¢, etc. ne peut y manquer, car sans cela il ne divise-
rait pas .4 (n° 15); la différence ne peut d.onf: porter queione les
exposans. Or soit un nombre premier p, qui ait dan’s I'un des sys-
témes ’exposant m, et dans ’autre exposant 7, m ctant’> n :’d].-
visons de part et d’autre par p*, p restera dans 'un affecté de l'ex-

A .
posant m—r1z, et disparaitra de I'autre, donc;;pourralt se décoms

poser de deux manieres, dans l’'une desquelles p n’entrerait pas, tan-
dis qu’il resterait dans 'autre , ce qui est contre ce que nous avons
démontré.

17. Si donc le nombre .4 est le produitde B, C, D, ete. , il s’en-
suit que les nombres B, C, D, etc ne peuvent avoir de faglem"s
premiers différens de ceux de 4, et que chacnn de ces facteurs doit

se trouver autant de fois dans les nombres B, C, D, etc s pris en-
semble ; que dans 4. On déduit de 14 le caractire pour reconnaitre
sile nombre B divise ou non un autre nombre 4. 11 le divisera s'il
ne contient aucun facteur premier étranger & 4, ni aucune puis-
sance plus grande d’an des facteurs premiers de .4. Si une de ces
conditions manque, B ne divisera pas 4.

A T’aide du calcul des combinaisons , on verra aisément que si. .

A=a" b‘3 o etc » @y b,.c, etc. étant comme ci-dessus des nom-
bres premiers différens , le nombre des diviseurs différens de A, en
y comprenant 1 et.d, est (a—~1) (B4-1) (341 ) etc.

18. Sidonc A=2a" b'g & ete., K zkxlhmf etc., et si tous
les facteursa, &, c, etc. différent des facteurs £, Z,m,etc.; A et
K n’auront d’autre diviseur commun que 1, ou bien seront premiers
entr’eux,

Le plus grand commun diviseur entre plusieurs nombres donnés
A, B, C, etc. se trouve de la manitre suivante : On décompose
les nombres en facteurs premiers, et 1'on prend ceux qui sont com-
muns a tous les nombres 4, B, ¢ » ete. ( ¢’il 0’y en avait pas de
tels, les nombres donnés n'auraient pas de commun diviseur )5 alors
on remarque quels sont les exposans de ces facteurs, dans chacun
desnombres 4, B, C, etc.; on donne & chaque facteur le plus pe-
tit des exposans qu'il a dans 4, B, C, etc., et I'on compose un pro-
duit des puissances qui en résultent; ce sera le plus grand commun
diviseur cherché.

SiI'on cherchait au contraire le plus petit nombre divisible -la-
fois, par les nombres 4, B, C, etc., on prendrait tous les nombres
premiers qui diviseraient quelqu’un des nombres A4, B, C, etc,
et on donnerait & chacun d’eux le plus haut exposant qu’il ait dans

les nombres 4, B, C, etc. Le produit de toutes ces puissances
serait le nombre cherché.
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A=504=2°.3".7; B=12880=12%5.5; C=864=25.3".
Pour trouver le plus grand diviseur commun, on a les factenrs
premiers 2 et 3, qui doivent étre affectés des exposans 3 et 2, d’otril

frient 2*.3*=72. Quant au plus petit nombre divisible par 4,B,C,
il sera 2°.33.5,7=6048.

Nous omettons les démonstrations a cause de leur facilité 3 d’ail-
leurs on sait par les élémens comment on résout ces problémes,
quand les nombres 4, B, C, etc, ne sont point donnés tout dé-
composés en factenrs,

19. 8i les nombres a,b,c, etc, sont premiers avec k , leur
produit l'est aussi.

En effet, puisqu’aucun des nombres ¢, 5, ¢, etc. n’a de fac-
teurs premiers communs avec &£, et que le produit de ces nombres
ne peut avoir de facteurs premiers qui n’appartiennent a quelqu’un
d’entr’eux, ce produit n’aura non plus aucun facteur premier commun
avec k.

8:i les nombres a, b, c, etc. sont premiers entr'eux , el que k
soit divisible par chacun d'eux , il le sera aussi par leur produit.

C’estune suitedes nos 17 et 18, Soit eneffet p undiviseur premier
quelconque du produit abc etc. et qu'il ait 'exposant #, quelqu’un

des nombres a ,5, ¢, etc. sera divisible par pw » parconséquent &,

qui est divisible par ce nombre, le sera aussi par p il ensera de
méme des autres diviseurs du produit.

Done, si deux nombres m,n sont congrus Suivant plusicurs
modules a, b, c, etc. premiers entr'cux , ils le seront aussi sui-
vant leur produit. En effet, puisque m—n est divisible par cha-
cun des nombres a, b, c, etc., il le sera aussi par leur produit.

Enfin, si a est premier avec b, et que ak soit divisible par b,

k sera aussi divisible par b. En effet, puisque ak est divisible par

. . k k : :
a et par b, il le sera par leur produit; done Z—bz-—b- sera un entier.
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Annexe &

Une démonstration originale du théoreme de Fermat

Le document d’accompagnement des programmes derfa@ens (spécialité), diffusé
sur le site du CNDP, donne une démonstration coathire du petit théoréme de Fermat.
Nous reproduisons ci-dessous un extrait de ce deotum

Démonstration 3

On donne ici une démonstration combinatotre, qui fournit au passage une interpré-
tation du quotient (a” — a)/p.
Considérons un polygone régulier (A, ..., AP _,)avant  sommets et ctudions les fagons

de le colorier avec a couleurs. Le nombre total de coloriage est a”. Parmi ces coloriages,

il en existe a qui sont unicolores. Il s’agit donc de montrer que le nombre de coloriages
multicolores du polygone est multiple de p. Or, étant donné un coloriage, il est possible
d’en déterminer p — 1 autres par les rotations R, d’angles 2kn/p (1 =k = p -1):
st (Cgse-s€y, _ ) représente le coloriage initial, alors le coloriage final est représenté par

_,) caractérisé par la condition ¢’ = ¢, ol 7 est le reste de j + £ dans la division
cuclidienne par p. On montre qu’on obtient, avec le coloriage initial, p coloriages
distincts : en effet, si un coloriage (CsenesC, 1) €ST invariant par une rotation
R, (1 =k = p - 1), alors, par récurrence sur 7, on doit avoir ¢, = ¢ lorsque j est le reste
de la division euclidienne de nk par p. Comme p est premier, quand # parcourt [0, p — 1],
on obtient, pour j, toutes les valeurs de [0, p — 1] (géométriquement, on parcourt les
sommets du polygone en appliquant successivement une certaine rotation et en reliant
les sommet successifs, on obtient un polygone convexe ou étoilé) : cela prouve que les
seuls coloriages invariants par R, sont les coloriages unicolores. Les coloriages multi-
colores sont au nombre de af— a et peuvent &étre rassemblés par groupes de p. Donc
af — a est multiple de p. Le quotient (a” — a)/p peut s’interpréter comme le nombre de
coloriages multicolores comptés a rotation pres.

(€ greensl’
p
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Quelgues exemples d’exercices d’'arithmétique (Bag Spécialité)

France métropolitaine, Juin 2003

Le début de I'exercice s’intéresse au c@nal’équation cartésienne dans un repere
orthonormaI(O,T, T,IZ) y? + 22 =7x°.
3a. Montrer que I’équatiorx2 =3 [7] dont l'inconnuex est un entier relatif, n’a pas

de solution.

3b. Montrer la propriété suivante :

pour tous entiers relatitsetb, si 7 divisea®+b? alors 7 divise et 7 diviseb.

4a Soienth, b etc des entiers relatifs non nuls. Montrer la progrgtivante :

Si le point de coordonnées, (b, § est un point du cone alorsa, b etc sont divisibles
par 7.

4b. En déduire que le seul pointidedont les coordonnées sont des entiers relatifie es
sommet de ce cone.

Remarques :La troisiéme question induit clairement une disjmcdes cas modulo?.
La derniére question peut se résoudre par deso#irie (méthode qui parait bien difficile
pour un éléve de terminale), ou en utilisant lesyetit entier strictement positiftels qu'il
existe une solutiorg( b, 9 .

Centres étrangers I, juin 2005
Partie B
On admet que 250 507 n’est pas un entier premier.
On se propose de chercher des couples d’entiarsetgag ; b) vérifiant la relation :
(E) :a*- 250 507 =b°.
1) Soit X un entier naturel.
a) Donner dans un tableau, les restes possibles dedllm9 ; puis ceux
de X modulo 9.
b) Sachant que?- 250 507 =b?, déterminer les restes possibles modulo 9
dea’? — 250 507 ; en déduire les restes possibles mdidea’.
c) Montrer que les restes possibles modulo @ dent 1 et 8.

Remarques : Cette question induit clairement une disjonctiors das (remarquons
aussi gu’elle est clairement tres inspirée, jusgaas le choix de I'exemple numérique,
d’activités en classes moultes fois présentéedepgroupe M. : A.T.H. sur la machine de
Carissan, lors de stages a I'l.LR.E.M. Paris 7 amxpbsés divers, et finalement publiées dans
le bulletin vert de 'A.P.M.E.P.).

Inde, avril 2005
Le plan complexe est rapporté a un repére orhorlodimect (O,U,v). On considere

I'applicationf qui au point M d’affixez fait correspondre le point M’ d’affix# tel que :
L 3+4i_ 1-2
zZ= Z+
5 5
1. On notex etXx’, y ety les parties réelles et imaginaireszietz.
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= 3x+4y+1
5
,_4x-3y-2°
y 5

Démontrer que :

5. On considére les points M d’affize= x + iy tels quex = 1 ety 0 Z. Le point M’
=f(M) a pour affixez. Déterminer les entiengtels que Rex) et Im(Z) soient entiers (on
pourra utiliser les congruences modulo 5).

Remarques : La derniere question a été effectivement traité yrarcertain nombre
d’éléves en effectuant une disjonction des cas hoedslyon a en effet, si= 1,

X,:4+4y
5

,_2-3y
y 5

Un tableau des possibilités modulo 5 donne alors :

y 0 1 2 3 4
4+ 4 4 3 2 1 0
2-73 2 4 1 3 0

Il est alors immédiat de conclure :

X et y sont entiers si et seulement si 5 divise a la fbi+ 4/ et 2 — §, c’est-a-dire si et
seulement siy=4 (mod.5). Il est évidemment aussi possible de agjater d’abord X’ en
constatant que, si 5 divise 4(1y}, alors 5 divisey + 1 grace au théoréeme de Gauss. Le
raisonnement pour obtenir I'équivalence souhaigt@lers assez simple.

Nice, juin 1978
1. Déterminer I'ensemble des entiers relatifsls que 8x =7 (mod.5).

Remarques :0On peut voir cet exercice comme résolution de l&iqun & — 5 = 7 (un
classique du programme de TS), a inconnues damwsl une application de la méthode de
disjonction des cas.

On pourrait citer d’autres exemples, mais ceuxifisent a voir comment interviennent
certaines méthodes dans les sujets de baccalauréat.

Nous ne résistons pas au plaisir de vous donneoni@& du premier exercice du
Concours général de Mathématiques 2006 (merci &Didotoux de I'l.R.E.M. de Caen de
nous l'avoir transmis) :

Sin est un entier naturel strictement positif, on na®_;..a a, son écriture décimale.

(=)

Onadoncn=10a +107a, +...+10a, +ay, les entiersa;, 0< j <i, sont compris entre
et 9 eta, # Q On désigne pag un entier compris, au sens large, entre 1 et @ngbose
p=10g — 1 et I'on considere la fonction

fo(n) =aa,..a +qag
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Sii =0, alors f, (n) = gaEnfin, I'entier g étant fixé, on associe a tout entela suite
(ny) définie par les relations :
No=netOkON, ng, = fi(ny)
Par exemple, g = 5, la suite associée a 4907 est 4907, 525, Z714 21, 7, 35, 28,
42,14, ...

1. Veérifier que f,(n) = n+ (F]Jao

. En déduire quef,(p) = p.

2. (a) Montrer que, sn>palors f (m) <m.

(b) En déduire que pour tout entieril existe un entiey tel quen; < p.
3. (a) Montrer que sn<palors f,(m) < p.

(b) En déduire que pour tout entierla suite ) est périodique a partir d'un certgin
rang, c’est-a-dire qu'’il existeet T entiers tels quaj.t = n;, pour tou > k.
4. Etablir que, pour tout entier fy(n) est congru &n modulop.

5. Pour quelles valeurs dgla fonctionf, a-t-elle des points fixes (c’est-a-dire des
entiersm tels quefg(m) = m) autres que ? Quels sont alors ces points fixes ?

6. Montrer que, pour des choix convenablegdéstude de la suitenf) associée a u
entiern fournit des critéres de divisibilité aepar 9, 19, 29, 13, 49 et 7. Enoncer ces critéres.

=

La question 2.b se résout, soit par la méthodeedeatte infinie, soit par la méthode du
plus petit élément.

Descente infinie :On suppose que pour tout enfieon a :n; > p. Alors, on a : pour tout
entierj, fy(n) < n; (d’aprés 2.a), c’est-a-ding.1 < n;. La suite () est alors une suite infinie
strictement décroissante d’entiers naturels. Ceeqtiimpossible. Donc il exisjedansN tel
quen; < p.

MPPE : On suppose que pour tout enfigon a :nj > p. Soitny le plus petit élément de
I'ensemble des valeurs de la suitg).( Alors, commeny, > p,on a :fy(Nm) < nm, c’est-a-dire
Nm+1 < Nm. Ce qui est contradictoire avec le fait qug est le plus petit des éléments de
I'ensemble des valeurs de la suite.

La question 3.b se résout par une récurrence stivieprincipe des tiroirs.

On sait par la question précédente qu'il existeniierj tel quen; < p.

La récurrence, tres rapide, sert a montrer que;, fpotk = j, ng < p.

Comme la suite extraitey), aveck = j, comprend une infinité de termes qui ne peuvent
prendre qu'un nombre fini de valeurs {1, 2, 3, p-1}, il existek etk’, aveck <k, tels queng
=ng (principe des tiroirs). La suite est alors péripdi de périodk’-k a partir du rangs.

La question 4. utilise le théoreme de Gauss.
10f,(n) =n+ pa, =n(mod.p)
Commep = 10g — 1, on a :10q =1 (mod.p) et donc10f,(n) =10gn (mod.p). Doncp

divise 10{y(n) — gn). Or p et 10 sont premiers entre eux cagtOp = 1 (théoréme de
Bézout) ; donc, par le théoreme de Gapsiiyisefq(n) —qn.
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