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EDITORIAL

Ce numéro de Mnémosyne est entiérement consacré a I’ arithmétique, partie élémentaire
de la théorie des nombres.

Les entiers, leur mode d’engendrement & partir de ’unité, les figures qu’il est possible
de former par une disposition spatiale adéquate de ces nombres, sont au coeur des
mathématiques pythagoriciennes puis platoniciennes. Ces figurations permettent de mettre en
évidence des relations et des vastes classes de nombres (carrés, triangulaires,...). Ce courant
perdure 2 travers les auteurs tardifs de la tradition néoplatonicienne comme Bogce et a travers
le Moyen Age, basculant volontiers vers I’ésotérisme, et reste vivant irés tardivement (on
pense 4 Képler). Pour ces auteurs, les propriétés des nombres sont au cceur de ’harmonie
universelle et de Iintelligibilité¢ du monde. C’est ainsi que les « Bonnes Vieilles Pages »
donnent un court extrait du néoplatonicien Théon de Smyrne, commentateur de Nicomaque
de Gérase, accompagné d’un commentaire indispensable pour le lecteur moderne.

L’étude centrale de cette brochure, réalisée dans le cadre d’une collaboration du groupe
M.: AT.H. avec P'LN.R.P., présente une approche différente et insiste sur le r6le et la
diversité des démonstrations en arithmétique. Les démarches étudides s’inspirent de
’exigence euclidienne d’une construction hypotético-déductive comme celle qu’adopte
Euclide dans les trois livres des Eléments (livres VII, VII et IX) qu’il consacre a notre sujet.
Comme le remarque Jean Itard, Euclide manifeste une grande méfiance vis-a-vis des nombres
figurés, dont la théorie ne constituerait pas une démonstration logique suffisante. Si dans le
contenu de ces livres, les proportions apparaissent de maniére surprenante pour nous, il n’en
reste pas moins qu Euclide établit rigoureusement (division euclidienne) les propri¢tés du
PGCD, du PPCM, des nombres premiers et premiers entre eux. On trouvera dans I'article ci-
dessous de larges extraits des livres arithmétiques d’Euclide.

Mais le propos adopté dans cet article central de Mnémosyne est plus large. Il s’agit
d’analyser comment interviennent dans les textes quatre résultats fondamentaux équivalents
(Voir 112 « Nos outils d’analyse »). En particulier, les auteurs de ce texte se sont penchés sur
les démonstrations du petit théoréme de Fermat (dont I’étude est explicitement demandée par
les programmes). De Fermat, bien sfir, dont est reproduite la lettre correspondante a Carcavi
d’aolit 1659, & Tannery, nous rencontrerons ainsi Euler (deux démonstrations), Gauss et
Legendre. Passant au XX%™©  sigcle, les auteurs nous donnent a déguster Iexemple d’un
anneau non principal, ¢’est-a-dire dans lequel il n’y a pas unicité¢ de la décomposition en
facteurs premiers (irréductibles).

L’analyse historique de la diversité des démonstrations historiques offre des outils pour
répondre aux exigences du programme de la spécialité mathématiques en Terminale S. Ainsi,
la rubrique traditionnelle « Dans nos classes » comporte quatre problémes d’arithmétique
appuyés sur des textes historiques qui ont été proposés & des €léves de Terminale S, spécialité
mathématiques. Le dernier reprend la théorie de la machine de Carissan, déja abordée dans le
numéro 17 de Mnémosyne.




Théon de Smiyrne




BONNES VIEILLES PAGES (1)

Le texte dont on propose ci-dessous une traduction est tiré d’un ouvrage écrit au début
du 2" siecle ap.JC, Sur ce qui est utile pour la lecture de Platon'. Comme I’indique ce titre
ainsi que son introduction, I’ouvrage de Théon est destiné a un lectorat désireux d’approfondir
la lecture de Platon et qui, pour cette raison, a besoin des connaissances mathématiques
élémentaires qui pourraient lui manquer. Plus précisément, Théon précise I’idée ambigué
selon laquelle il est d’une part nécessaire de connaftre un peu de mathématiques pour lire
Platon, mais qu’il n’est pas besoin, d’un autre cbté, d’avoir étudié ces disciplines dés son
enfance pour aborder cette lecture :

Qu’il soit impossible de comprendre ce que Platon a exprimé sur le mode mathématique sans
s’étre exercé dans cette discipline, fout le monde le concéderait, je pense. Mais qu’une
connaissance éprouvée [empeiria] en mathématiques ne soit pas non plus sans utilité et sans
profit pour les autres sciences, lui-méme semble bien le montrer abondamment. Aborder les
écrits de Platon en ayant une connaissance éprouvée de toute la géométrie, de toute la musique,
de toute Pastronomie, c’est, si cela arrive 4 quelqu’un, une chose heureuse. Mais cette
connaissance éprouvée n’est ni facilement disponible ni aisée a acquérir, au contraire elie exige
un effort considérable commencé dés Penfance. C’est pourquoi, pour ceux qui n’ont pu
s’exercer dans les mathématiques, mais qui désirent ne pas manquer totalement la
compréhension des écrits de Platon qu’ils ont le vif désir de connaitre, nous allons faire un
exposé sommaire ¢t bref des notions mathématiques nécessaires, dont ont besoin au plus haut
point ceux qui abordent Platon: notions d’arithmétique, de musique, de géoméirie, de
stéréométrie et d’astronomie, sans lesquelles il n’est pas possible d’atteindre la vie 1a meilleure,
comme il dit aprés avoir longuement montré qu’on ne doit pas négliger les mathématiques.

Théon précise de nouveau, 4 la fin de son introduction, que son exposé n’est pas destiné
4 former des arithméticiens, géomeétres, musiciens’ ou astronomes accomplis, mais qu’il
n’exposera que ce qui est nécessaire pour comprendre les textes de Platon. Son introduction
s’achéve sur la méme ambiguité :

il serait trés utile pour celui qui va aborder ce que nous allons exposer et ce que Platon a écrit,
d’avoir parcouru les premiers éléments de géomeétrie. 11 lui serait ainsi facile de suivre notre
exposé, Mais néanmoins notre traité sera congu de telle maniére, qu’il deviendra familier méme
a celui qui manque totalement d’initiation A ces sciences.

La derniére phrase évoque celui qui n’est ‘pas initié’, amuéfos, aux sciences
mathématiques, faisant allusion a la comparaison explicite que fait Théon un peu plus haut
entre la fagon dont Platon congoit le rdle des mathématiques dans 1’éducation (une étape de
purification de I’esprit qui prépare 4 ’étude de la philosophie) et un rite religieux dont Théon
rappelle précisément les étapes : |’initiation aux mystéres eleusiniens.* [’ apprentissage des

! Selon la traduction de Mme Hadot (voir note suivante), qui est assez proche du grec. J. Dupuis, dont la
traduction est consultable sur Gallica, traduit ‘L ‘exposition des connaissances mathématiques utiles pour la
lecture de Platon.

? Cette citation, comme la suivante, reproduit la traduction de Mme Hadot avec de trés légéres modifications.
Voir son analyse succincte de Uccuvre de Théon dans Ares Libéraux ef philosophie dans la pensée antique, Vrin
2005 (pour la réédition de I’original, paru en 1984).

? Au sens antique du terme, ¢’est-a-dire des spécialistes de musique théorigue (division harmonique du canon).

* Les mystéres d’Eleusis étaient une cérémonie religieuse liée au culte de Déméter, et qui est restée trés populaire
dans toute antiquité (jusqu’a la suppression du culte & la fin du 4¢ siécle ap.JC). On la séparait en Petits



mathématiques est congu par lui comme 'une des étapes de cette cérémonie, la premicre, qui
était purificatoire et préparait aux suivantes: c’est donc a ce stade que 1’étude des
mathématiques montre pour lui son utilité. C’est probablement ce qui explique que, dans la
premiére citation ci-dessus, il interpréte généreusement les recommandations que fait Platon
sur 1’étude des sciences comme une préparation a une vie meilleure (et non plus seulement,
comme chez Platon, 4 la contemplation des intelligibles).

D’un point de vue moderne, le texte de Théon fait partie, avec le texte de I’ Infroduction
arithmétigue de son quasi-contemporain Nicomaque de Gérase,” des premiers témoignages
concernant I’arithmétique dite néo-pythagoricienne. On désigne par 1 un type de pensée
arithmétique qui puise probablement & des sources treés anciennes, ou du moins réputées telles
par ces deux auteurs,” et qui a eu dans les siécles suivants, puis au Moyen-Age, une influence
considérable.

Le but de la traduction que nous proposons ici est de donner une idée concréte de cette
arithmétique, et plus spécifiquement de faire sentir la forme qu’y prend ce que Théon appelle
une ‘démonstration’. On va voir en effet que si I’argument de Théon semble, ‘vu de loin’,
ressembler 4 une preuve, son format est néanmoins trés éloignée du modele euclidien de la
démonstration.’

Euclide en effet, comme on peut le voir a la lecture des livres arithmétiques des
Eléments, suit la plupart du temps une structure déductive standardisée et & peu prés
uniforme : les propositions sont présentées dans un ordre déductif et s’appuient sur un
ensemble de définition et ‘d’opérations permises’ exposées au préalable pour la plupart
d’entre elles. En outre, Euclide s’appuie fondamentalement sur une représentation
géométrique des nombres, ces derniers étant toujours représentés par des droites.t Les livres
arithmétiques s’appuient également sur les mémes procédures géométriques que celles qui
sont utilisées dans les livres de géométrie plane concernant notamment la ‘composition’ et le
retranchement de droites.”

mystéres (qui avaient lieu au printemps) et Grands mystéres (4 Pautomne). Ces derniers duraient neuf jours,
pendant lesquels les candidats 4 Iinitiation accomplissaient une série graduée de rites : ¢’est & ces rites que se
référe manifestement Théon. ]

’ Les deux semblent avoir vécu au 2™ siécle de notre ére.

8 Les études historiques (voir par exemple W. Burkert, Lore and Science in Ancient Pythagoreism, Harvard
University Press, trad. angl. 1972, Uoriginal est paru en 1962} montrent gqu’'un nombre important de
‘témoignages’ sur les ‘mathématiques pythagoriciennes’ 4 proprement parler, ¢’est-a-dire qui remonteraient a la
figure mythique de Pythagore et & ses disciples, sont en fait des faux, des écrits apocryphes dont le nombre
augmente au fur et 4 mesure qu’on avance dans l'antiquité. Il est caractéristique de D’antiquité tardive, qui
commence peu aprés nos deux auteurs, de s’&ire appuyée sur cette littérature apocryphe pour ‘refonder’ la
compréhension qu’on pouvait avoir de I’histoire des mathématiques.

” Pour une étude plus approfondie des différents emplois par Théon de la démonstration, je renvoie a Iarticle de
Joglle Delattre « La démonsiration et I'exemple chez Théon de Smyrne» paru dans Mathématigues et
philosophie. La démonstration, MAFPEN et IREM de Lille, p. 17-30 (le texte est malheureusement difficilement
accessible). Plus accessible est le texte du méme auteur, «entre démarche mathématique et démarche
philosophique », paru dans Analyse et démarche analytique, les neveux de Descartes, IREM de Reims 1996,
p.25-41 (il est davantage consacré aux démonstrations géométriques de Théon dans la partie consacrée 2
Iastronomie).

¥ “Droite’ doit s’entendre au sens euclidien, et correspond & ce que nous appelons segment de droite. Les
définitions 17 & 20 du livre VII évoquent les nombres plans et solides, mais Euclide n’évoque pas ensuite la
possibilité de les représenter par des figures ou des solides, comme chez Théon ou Nicomaque.

° Les livres arithmétiques des E/éments ont aussi en commun avec les livres de géométrie 'usage des
proportions, méme si la définition qui est donnée pour les nombres différe fondamentalement de celle qui sont
présentées pour les grandeurs géométriques. Sur tous ces points nous renvoyons le lecteur 4 'article de M.
Biihler et A.M. Pajus sur les démonstrations en arithmétique.



La littérature néopythagoricienne, au contraire, affirme une prééminence absolue de
I’arithmétique sur la géométrie. C’est sans doute Nicomaque qui I’affirme le plus nettement,
alors qu’il précise que les termes mémes de la géométrie, comme ‘friangle’ (frigonos en grec)
ou ‘fetragone’ (tetragonos, ¢’est-a-dire la figure & quatre coins) présupposent les notions et
I’existence des nombres ‘trois’ ou ‘quatre’. Cet exemple refléte une position accordant un
privilege trés fort a ’arithmétique, non seulement d’un point de vue épistémologique, mais
aussi et surtout d’un point de vue ontologique : I’arithmétique courante refléte une sorte
d’arithmétique plus élevée qui est lide 4 la structure méme du monde intelligible."?

D’un point de vue ‘strictement technique’ (pour autant qu’un tel point de vue soit
pertinent dans ce contexte), il ressort de cette position fondamentale un type d’exposé qui lui
est adapté. Ce dernier donne une place centrale a 1’exposé des propriétés de séries de nombres
& partir de ’examen de ces séries elles-mémes. Autrement dit, I’exposé néopythagoricien
n’est pas construit, comme chez Euclide, suivant un ordre dans lequel apparait en premier
I’énoncé des théorémes qu’on se propose de démontrer, ou des problémes qu’on se propose
de résoudre,!! mais par I’examen et la reconnaissance préalables de certaines régularités que
le lecteur découvre et qui lui sont progressivement expliquées, comme si la réalité des
nombres (plus précisément de /’ordre des nombres) devait tout d’abord s’imposer 4 lui avant
qu’il n’en découvre les propriétés. Cette maniére de faire ménage donc une surprise devant la
réalité arithmétique elle-méme, cette surprise devenant du méme coup le préalable a des
découvertes plus importantes encore sur la réalité intelligible. Autrement dit, la démarche
suivie par Théon a bien valeur initiatique et est non seulement congue, comme on 1’a vu plus
haut, comme une initiation eleusinienne : elle est également construife de cette maniére.

Une conséquence de ce mode d’explication est qu'une place essentielle est laissée a la
réflexion du lecteur. Du méme coup c’est sa capacité d’invention qui est éventuellement
sollicitée : dans la mesure ot les propriétés des nombres sont découvertes “par surprise’, au fil
méme de leur engendrement naturel, un travail de réflexion devient éventuellement nécessaire
a posteriori pour s’en expliquer la structure. Autrement dit, cette démarche est susceptible de
conduire & un travail d’invention de preuves sur ce qu’on a d’abord découvert. Si ce travail
n’est pas vraiment attesté chez Théon ou Nicomaque, il fera ’objet de travaux postérieurs,
notamment chez les néoplatoniciens tardifs comme Syrianus ou Proclus.'

Pour initier a son tour le lecteur de Mnémosyne aux Mystéres, nous proposons un
passage relativement court de I’exposé de Théon, tiré de la partie arithmétique de son ouvrage
(la premiére bien entendu, pour la raison expliquée ci-dessus).”® 11 s’agit du passage ol sont
exposés les ‘nombres triangulaires’, selon I’expression consacrée pour désigner la célébre
figuration des nombres selon des figures géométriques, comme le triangle ou le carré. Cette
figuration est devenue courante dans nos manuels qui proposent souvent de 1’utiliser pour

1 Ces aspects sont analysées et mis en valeur par Mme Bertier dans sa traduction du texte de I'Introduction
Arithmétique de Nicomaque (voir ch.l.4 et les notes qui s’y rapportent). On peut aussi se reporter, pour une
évocation de ce point de vue, aux pages Contre les arithméticiens dans le Contre les professeurs de Sextus
Empiricus (textes réunis par J. Delattre, Université de Lille 3, 2006, p. 67-77). Pour une présentation synthétique
des modes de pensée néopythagoriciens, on consultera également la notice que lui consacre Bernard Vitrac dans
sa traduction d’Euclide, volume 2 (PUF 1994), pp.473-494.

! Cette stratégie est susceptible de suggérer que nous disposons toujours d’une sorte de préconnaissance de ce
que nous devons découvrir par la démonstration ou la construction elles-mémes.

" Cinquiéme siécle aprés J.C. Cette interprétation tardive fait ’objet de mes travaux de recherche actuelle, et
j’aurai I’occasion d’en reparler dans [e cadre des fravaux du groupe M :ATH

31 'ouvrage de Théon se compose grosso modo de trois parties, aprés I’introduction ol on discute de 1 utilité
des mathématiques et d’olt sont extraites les citations que nous avons commentées plus haut: la premiére
concerne Iarithmétique, la seconde la musique (théorie des intervalles musicaux), la derniére 1’astronomie
(notons que Pouvrage tel qu’il nous est parvenu est certainement mutilé. Si I’on en croit I’intro, it devrait y avoir
cing parties ou du moins une partie géométrique)




retrouver la formule donnant la somme des termes d’une suite en progression arithmétique.
En effet en représentant géométriquement une telle somme, en dédoublant la figure
triangulaire obtenue puis en ‘emboitant’ les deux pour former un rectangle, on peut montrer
rapidement comment calculer rapidement cette somme :

aaaa la somme 1+2+3 vaut 3 fois 4 (rectangle complet) divisé par 2.

aaaa De maniére générale la somme I+42+...+n s’obtient en calculant
n(n+1)/2

aaaa

Dans ce type d’exposé, bien souvent, la figure est bien utilisée pour ses vertus
heuristiques, mais il fait 1’économie de /’observation des suites de nombres (triangulaires ou
carrés) correspondantes. Il perd du méme coup une partie du caractére a la fois naturel et
heuristique qu’elle avait dans 1’exposition initiale qu’en donnent Nicomaque ou Théon. En
d’autres termes, d’autres stratégies sont possibles pour & la fois introduire et expliquer ces
nombres, qui conduisent non seulement & une compréhension plus approfondie de leur
structure, mais aussi a4 d’autres démonstrations que celle qui est résumée ci-dessus : nous
laissons 2 la sagacité du lecteur de Mnémosyne, enfin initié, d’inventer ces derniéres.’* On
trouvera 2 la suite un exposé plus proche de nous (c’est-a-dire plus détaillé et plus explicite)
sur les nombres figurés, tiré du Dictionnaire mathématique d’Ozanam ( 1691).1

TEXTE DE Théon de Smyrme : Sur ce qui est utile pour la lecture de Platon, 1% partie
(Arithmétique).'®

Parmi les nombres, il y a les [nombres] plans, qui sont [produits par] la multiplication de deux
nombres [I’un par I’autre}, comme [s’ils étaient] longueur et largueur, et parmi ceux-ci, en
outre, il y a les [nombres] (riangles,!” les carrés,'® les pentagones et tous les polygones qui
viennent ensuite.

19. Les {nombres] triangles sont engendrés de la maniére suivante. Les [nombres} pairs qui se
suivent, [$’ils sont] composés les uns aux autres dans leur succession produisent des nombres
hétéroméques.'® Ainsi, 2 est le premier [nombre] pair ; il est de plus hétéroméque ; car il vaut
une fois 2. Ensuite si aux 2 [unités] tu adjoins 4, il vient 6, lequel est lui-méme hétéromeque :
c’est en effet deux fois 3. Et [on peut poursuivre] le méme argument jusqu’a ’infini ; pour
plus de clarté cependant, et afin que tous aient une bonne vue d’ensemble de cet argument, on
le montre de la maniére suivante :

Que la dyade qui vient en premier soit les deux alpha ainsi disposés :

oo

" 11 pourra également consulter le numéro 13 de Mnémosyne qui contient une traduction d’un article célébre de
Leibniz sur 'origine de son caleu! différentiel, ol il reconnaftra un héritage important des raisonnements
néopythagoriciens.

3 Texte intégralement reproduit dans les ‘Reproductions de textes anciens’ de 'I[REM de Paris 7.

'® Trad, A. Bernard, a partir du texte grec édité par Hiller (Teubner 31.9—34.15 et 41.3-8) et que reproduit J.
Dupuis avec une traduction francaise en vis-a-vis (Hachette, 1892, disponible sur le site Gallica de la BNF,
http://gallica.bnf.fr/). Les termes entre crochets correspondent & des ellipses du texte grec. II existe une autre
traduction, plus précise que celle qui est proposée ici et accompagnée d un appareil de notes, par Joglle Delattre
et qui devrait étre publié prochainement.

17 [NdT] Lit. trigones, 4 trois coins.

18 [NdT] Lit. tetragones, a quatre coins.

19 [NdT] Les nombres hétéromégues sont le produit de deux nombres qui ne différent entre eux que d’une unité,
comme 6 qui est le produit de 2 et 3, ou 30 qui est le produit de 5 et 6. Ils sont €té présentés par Théon dans les
chapitres précédents.
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Leur figure est hétéroméque ; en effet elle fait deux en longueur et en largeur elle fait un.
Aprés les deux on a le [nombre] pair 4 ; si nous adjoignons [ses unités] aux deux premiers
alpha et que nous plagons les 4 autour des 2, il vient une figure hétéroméque, celle des 6; en
effet selon la longueur elle fait trois, alors qu’en largeur elle fait 2. Le pair suivant aprés 4 est
6 ; quand tu les adjoins aux premiers 6, il vient le [nombre| 12, et si de surcroit tu les disposes
autour des premiers, il vient une [nouvelle] figure hétéroméque ; en effet, de méme qu’ils font
selon la longueur 4, il font 3 selon la largeur. Et [on peut réitérer] le méme argument, jusqu’a
I’infini, selon le mode de composition des [nombres] pairs.

(ICL|(1 a o oo
o

o o o o oo
a o o o

A leur tour, les [nombres] impairs, quand on les compose en succession les uns aux autres,
font des nombres carrés. En effet les impairs successifs sont 1 3 57 9 11. Composes donc
ceux-la dans leur succession et tu produiras des nombres carrés. Ainsi 'un est le premier
[nombre] carré ; car un est une fois un ; ensuite vient le [nombre] impair 3: et ce gnomon,”’
quand tu I’adjoins a 1'un, tu produis un carré également égal, car il fera 2 selon la longueur et
2 selon la largeur, Dans la succession [vient ensuite] le [nombre] impair 5 ; et si tu adjoins ce
gnomon autour du carré 4, il s’ensuivra de nouveau un carré, le [nombre] 9, ayant 3 pour
longueur et 3 pour largeur. Ensuite vient le [nombre] impair 7 ; si tu I’adjoins au [nombre] 9
tu produiras 16, qui fait 4 en longueur et 4 en largeur. Le méme argument [peut étre
recondutt] jusqu’a Pinfini.

o o | o o o |
o oo g o o |
a o o o o o O

g o o o

De méme, si nous composons les uns aux autres non plus seulement les pairs dans leur
succession ou les impairs dans leur succession, mais les pairs ef les impairs, il nous arrivera
des nombres triangulaires. Qu’on expose en effet des nombres pairs et impairs dans leur
succession, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10. Par I’addition de ces derniers, on obtient les [nombres]
triangles. La monade vient en premier ; laquelle, sinon en acte, du moins en puissance, est
toutes choses, étant le principe de tous les nombres. Si & cette derniére, a la suite, lui est
ajoutée une dyade, on obtient un triangle, le 3 ; qu’on ajoute ensuite 3, il vient 6 ; qu’on ajoute
ensuite 4, il vient 10 ; ensuite 5, il vient 15 ; ensuite 6, il vient 21 ; ensuite 7, il vient 28 ;
ensuite 8, il vient 36 ; ensuite 9, il vient 45 ; ensuite 10, il vient 55 ; et le méme argument, a
I’infini. Mais il apparait que de tels nombres sont triangles selon la figure qu’on obtient, en
ajoutant aux premiers nombres le gnomon qui vient ensuite. Et les triangles obtenus par
I’addition sont ceux-ci
3 6 10 15 21 28 36 45 55

et de mé&me dans la suite.

* Le terme gnomon désigne habituellement une équerre, comme celle que forme le stylet d’un cadran solaire
avec le plan ol se projeftent les ombres. Si ce sens convient assez bien au raisonnement présent, qu’illustre la
figure ci-aprés, il prend dans la suite un sens plus général que nous laissons au lecteur le soin de découvrir.
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20. Quant aux [nombres] carrés, ils sont produits, comme on |’a dit, par les nombres impairs &
partir d’'une monade ajoutés les uns aux autres, et ils ont cette propriété qu’ils sont
alternativement pairs et impairs, de méme que tout nombre a part I’unité est pair ou impair,
ainsi :

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
En exposant maintenant, & partir d’une monade et dans 1’ordre, les nombres pairs et impairs,
les gnomons qui se surpassent I’un ’autre feront, ajoutés ensembies, des carrés comme on I’a
démontré plus haut : les impairs, en effet, partant d’une monade se surpassent les uns les
autres d’une dyade ; et de méme, ceux qui se surpassent les uns les autres d’une triade feront,
par ajout, des [nombres] pentagonaux, ou hexagonaux si c¢’est par une tétrade, et toujours
Pexcés mutuel des gnomons par lesquels sont produits les [nombres] polygones est déficient
de deux par rapport au [nombre de] cotés [des figures] qui en résultent.
()
28. De deux [nombres] triangles on forme des carrés : de 1 et 3 vient4,de 3 et 6, 9; de 6 et
10,16 ;de 10 et 15,25 ; de 15 et 21, 36 ; de 21 et 28, 49 ; de 28 et 36, 64 ; de 36 et 45, 81. Et
les triangles qui viennent ensuite, quand on les associe par deux de la méme fagon, font des
[nombres] carrés, de la méme fagon, dans les figures géométriques, que la composition des
triangles produit une figure carrée.
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TEXTE d’Ozanam, Dictionnaire mathématique ou idée générale des mathématiques, 1691,
article ‘Nombre polygone simple’

Le Nombre Palygone fimple eft la fomme d'a}utznr de p?mbtcs enciery
que Uon voudra , apellez Gromans , dont e premicr efk l'umtc., & qui eroif
fent 3 I'infini par un excez égal. La fomme des deux premiers Gnomons
eft le premier nombre Polygone , dont le coréseft 2. La f'om‘mf: des trols
ptemiers Gnomons.eft le fecond nombre I?olygo:}c', dont ic'corc eft ;. La
fomme des quatre premiers Gnomons ¢ft le troifiéime nombre Polygone,
done le céeé et 4. Ainli en fuite. Ce nombre eft apellé Polyzone , parce
qu'il reprefente le nombre des points qu’d_ fuut pour remplic un Poi;:goz;c
regulier en égales diftances prifes {ur des lignes paralleles sux céeez du Po-
Iygone. Ce que nous allens dice vous fcfa micux comprendre cela.

Quand les Gnomogs fe furpalfent de l'unité, “comme les nombres natu-
rels v, 2,3,4,5,6,7,8,9, 1@, 11, 12, &c. les Polygones qui (e
forment par addition continuelle des deux premiers, des wois premiers,
des quatre premicrs, & ainfi cn {uice, ﬁ;avqir 35 6,10, 15,128,336, 45,
§5» 66,78 , &c. font apcﬂcz Nomares Trmngfda.ig; ﬁ{’_’ﬂz“ »_parce qu-ilz
reprefentene les nombres des points qu'il faut pour remplic un’ Triangle
équilatc:gl , en dif’c:mcc;s I -
égales prifes fur des li-. :
gnes paralleles aux ¢6-
tez du Triangle équila-
teral, - )

YAVAVAVA':
VAVAV. . VAVAY
INININININEN,
N/ \/ AYAYA‘,

La proprieté de ces nombres Triangulaives eft que quand ils font mis par
ordre, comme les precedens; , 6, 10, rs.21,28, 36, 45, 66, 78,
&ec, la fomme 9 CES deux premiers 3, 6 ; la fomme 16 du fecond & du
troifiéme : la fomume :5 du troifiéme & du quatriéme : la fomme ;6 du’
quatrieme & du cinquiéme , & ainfi en {uite, eft un nombre quarré,

Mais il y a unc autre proprieté remacquable , S5i on multiplic un nombre
triangulaire par 8 , & gque lan ajoiite U'anité au produit | la forame [era un
nombre guarré. Ainfi on connoft que ce nombre 78 eft un nombre trian-
gulaire, parce qu’écanc muleiplié par 8 , & le produic 624 éranc augmenté
de lunité, la fomme 625 eft un nombre quarré, dont le coté eft 25, D'od
il fuic que I'unicé eft virtucllement un nombre triangulaire , puilque cecce
propricté luy convient : cc qui fair que dans les nombres triangulaires mis
parordre, on mer ordinairement I"anité pour le premicr. .

_ Quand les Gnomons (e farpallent de scilx unitez , comme les nombres
MRPAUISI , 3, 5,7, 9,11, 13,I8,17, &c. les Polygoncs qui {e for-
\ —
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ment par 'addition continuelle des deux premiers , des crois premiets, des
quatre premiers , & ainfi en fuite, {gavoir 4, 95 16, 25, 36, 29, 645
31, 100, &ec, font apellez Nombres QudrreY fimples , parce qu’ils font éfe-
¢tivement des nombres quarrez , & qu'ils reprefentent les nombres des
points qu'il faut pour rempliz :
an Quarré en diftances éga-
Jes priles fur des lignes paral-
reles aux cbtez du Quarré,

o 7 -

Quand les Gnomrons fe fiirpaffent de trois unitez, comme les fuivans
T,4,75 10, 13,16, 19,32, 25, 28, &c. les Polygones qui fe for-
ment par I'addicion continuelle des deux premicrs, des tois premiers, des
quatre premiers , & ainfi en fuitk, fcavoir 5, 12, 22, 3558, 70, 925
117, 145, &¢, (ont apcllez Nombres Pentagones |, parce qu'ils rep refentent

o . “5

les nombres des points

Pentagone regulier en di-

ftances égales i)ci{'eé fur
des lignes paralleles aux
cotez du Penragone,

. * I sy
La propricté d tes nombtes Pensagones cft que chracyn eff dgal i in fom-
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ARTTHMETIQUE 3
me d'un Quarré de mémes cité & d'un Triangle dont le coté eff moindre do
Furiré. Ainli ce nombre Pentagone 3 ¢, dontle cdeé oft ¢, eft égal au Quar-
1€ 1§ du méme c6té g, & au Triangle 10, dont le cbté ¢ft 4. Pareillemenc
ce nombre Pentagone 7o, dont le caté efk 7, eft égal au Quareé 49 dunié-
me ¢&té 7, & au Triangle 21, dont le cbcé et 5. Ainiidesausres.

Mais le nombre Pentagone a une aure propricté remarquable, (tavoir
que fionle multiplic par x4, & gw'aw prodauit on ajosite I'unité | la fomme
[era un nombre quarré. AinG en multipliane ce pombre Pentagone 35 par 24,
-& en ajoiitant 1 au produit 340, on 1 ¢¢ nombre quareé 841, doncle ¢
té ¢ft z9. De méme en multipliantpar 24 ce nombre Penragone 70, & en
ajodrant ["unité au produir 1632, on a ce nombre quarré 1631, done le ¢~ 1o
re eft 4x. Ainfi des aucres. L ‘

‘Quand les Gnomons (¢ furpaffent de quatce unitez, comme les fuivans’
T, $:95 15,17, 215255 29, 35, 37, &e. les Polygones qui fc formenc
par L'addition continuelle des deux premiers , des trois premiers , des quatre
premicrs , & ainfi enluite, fcavoir 6, 15, 28, 45, 66, 91, 110, 113, 90,

.‘:' ) ;‘t" ',
® e LA

oy N "
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32 ARITHMETIQUE.

&c, font apellez Nombres Exagones , parce quils reprefentent le nombre
des poines qu'il faur pour remplir un Exagone regalier, en diftances égales,
prifes fur des lignes paralleles aux ¢dtcz de PExagone.

La propricté de ces nombees Exagones eft que chacun ¢ff égal a la fommme
dun Quarré de méme citéy & de dewx Triangles égann , ok le cité eft moin-
dre de Fanité dans chaeun, Ainfi I'Exagone precedent 120, dontlecéeéelt 8,
eft égal au Quarré 64 du méme cdee 8, 8 aux deux Trianales égaux 28,28,
oit le cté elt 7 dans chacun. Outre: cela dans les nombres Exagones; tous
les nombres parfaits fe renconteent , comme 6, 18, &, : .

Mais le nombre Exagone 2 une autre propritié remarquable, {cavoirque
fi on le mulviplic par 8, C gu’an produic on Ajoute {'unité , la fomme fers
xn mambre quarré , comme dans le Triangle. Ainfi en multipliont par 8, I'E-
xagone precedent 120, & ajofitant T au produit 960, la fomme 961 eft un
nombre quarré , dont le ¢oteeft 31, ' 3

Quand lss Gnomons fe furpaffenc de cing unitez ; comme les fuivans
Ty 6,11, 16, 2ty 26,558, 36 41, 46, &c. les Polygones qui & for-
ment par Paddition continuelle des deux premicrs, des trois premiers, &
des quatre premiers, &c. {gavoir 7, 1%, 54,43, 81,112, 148,183, 23
&c. font apcllez Nombres Eptagones , & ainfs enfaite,

-

- " " -3 PR

'I..s propricté de crs n?rt?hres Eptagones ‘c.ﬁ qucisb#wm- ¢ft dyal a'la formme

dun Quarré de méme caté & de trais Triangler cgmnx, ak fe coté ¢ff mosn-
it .~ ? x

dre de {unire dans c.{.xnm:. Ainfi Eptagone precedent 5 . dontle c8ié et
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ARITHMETIQUE 55
éal au quarté 15 du méme cdeé 5, & aux trois trangleségux o, 10, 10,
o le cote eft 4 dans chacun.

Mais le nombre Epragonea une proprieté rcmara\f.tabie, {gavoir que fi
on le mairipiie pAr 40, €& qi'on AJOREE O AH Prwluit , 44 fomme (era un nombra
guarré, Ainfi en multiplians par 40 I'Epragone precedent g5 , & eon ajod-
tant o aw produit 2200 , la fomme 1209 et un nombre quarié, doat le ¢4
té eft 47 ) i '

Pour trouver promptement un Polygone , le ¢bté ¢rant donné, il v’y 2
qui regarder la Table f{uivante , qui pourrz fervir @ ceux qui envendenc
I'Algebre. - .

TX wfe X anxw—ﬁ_w

?‘rig-zzgfr .
— "

FEL e IX

Pmmgam .
. Exagﬁm X — X, :
[
XX e ¥
Epragone ZI1T5%
prag :
Oé?agasﬂg JA——L X,
FEX s F 00 - - -
Eﬂmxgam : J - : ' o

-foifgg:ff 4.;2;!:"&#&3,:“;
Eﬁdemgam rETE
Y
ﬁﬁifmgam §EX—s .

On voir aifement par certe Table, que le c6té du Polygone éantt, le
Polygone eft aulli 1: & c'elt pour cela que dans Pordre des noinbres Poly-
gones on met ordinairsment Punité pous o premier, M ’

Ceux qui n'entendent pas l‘ﬁfgcgic; pourrant fe ferviz du Canon [ui-
vant, que nous avons tire de Facmer, pour rrouver un- nembee Polygone,

dong e cdcé eft donné, o

Multipliez le coré donne par le nombre des carez. dz Poly gowe diminué de”

denx wumirer, O ayant oré guatre unitex. dn preduit , multipliez, l¢ refle pas
la mairié du cité donné. T ,
Les nombres Polygones fonr dun. grand wfage pour les partis du Jeu, &
ggnir les combimaifons, & eacore dans 'Algebre pour les Puiffances des
inomes & Apotomes, comme l'on peus voir dans fe Traitd du Triangle
Arithmetigue de M. Pafeal, . L .

.

is
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MARQUE-PAGES

< [LE1] «Lemme d’Euclide»: si
un nombre premier divise un produit,
alors 1l divise Pun des facteurs du
produit.

<> [LLE2] Contrapos¢e: si un
nombre premier p ne divise ni @ ni b,
alors il ne divise pas le produit ab.

@ [PE] «Proposition 26
d’Euclide»: si deux nombres a et b sont
premiers avec c, le produit ab sera
aussi premier avec ¢

< ITG] «Théoréme de Gaussy» : si
un nombre divise un produit et est
premier avec l'un des facteurs du
produit, alors il divise I’ auntre.

2 [TF} «Théoréme fondamental
de P’Arithmétique» : la décomposition

d’un nombre entier en produit de
facteurs premiers est unique.

a [MPT] : «principé des tiroirs»
Q [MDC] : «disjonction des cas»

a [MBi} : bijection de deux
ensembles finis

a [MDEF]: descente finie jusqu’a
un entier convenable

| [MDI] : «méthode de descente
infinie» de Fermat.

a [MIS] : Induction simple

] [MRG] : Raisonnement par
récurrence geénéralisé.

a [MPPE] : «méthode du plus petit
élément»




Sur cfiﬁ(érents types de démonstrations

rencontrées spéciﬁguement en aritﬁmétigue.

Martine Bllhler et Anne Michel-Pajus

[De] Qual ieu ay fach, las flors venes pilhar
Lo rest laysar, si non fassa par vos !

Un des aspects intéressants de ['arithmétique est qu’elle porte sur des objets, les entiers,
facilement accessibles par lintuition. Sans avoir besoin d’un grand arsenal théorique, on
peut y faire de véritables démonstrations mathématiques, s appuyant sur des raisonnements
d’une certaine finesse, et obtenir des résultats non triviaux. Ceci donne a I’arithmétique un
caractére formateur spécifigue dans ['apprentissage de la démonstration.

Nous avons limité notre analyse a des textes qui proposent explicitement une
démonstration ; ce qui exclut plusieurs siécles d’arithmétique que nous nous contenterons de
survoler, en limitant notre étude a des textes éctits entre le 18°™ et le 20°™ siécle.

Nous avons par ailleurs choisi comme point de départ le « petit théoréme de Fermat »
parce qu’il figure dans les nouveaux programmes de Terminale S (spécialité) et les textes
présentés ne dépassent généralement pas ce niveau.

La premiére partie repére briévement les méthodes de démonstration choisies dans
quelques documents pédagogiques récents.

Dans un second temps nous présentons une mise en perspective plus large de certaines
questions que nous serons amenées a évoquer, et nous détaillons nos outils d’analyse : les
quatre types d’occurrence du Théoréme Fondamental de 1I’Arithmétique d’une part, une
classification des types de raisonnement, d’autre part.

La troisiéme partie propose l'analyse, selon notre grille, de trois extraits de
démonstrations du « petit théoréme de Fermat ».

La quatriéme partie regroupe des textes autour de la « méthode de descente infinie » de
Fermat et de ses variantes.

La cinquiéme partie reprend ’étude des différentes formes du théoréme fondamental,
mais sous un point de vue historique, en pointant leur introduction et les démonstrations
d’implications entre quatre ¢énoncés de ce théoreme.

Ainsi, le bagage théorique de base peut se limiter d une seule propriété, mais celle-ci
apparait sous des formes différentes selon les points de vue. Certaines fagons de raisonner se
retrouvent tout au long de ['histoire, sous des formes plus ou moins formalisées. Nous
proposons dans cet article une classification de cette multiplicité d’approches, que nous
espérons éclairante pour les enseignants.

' [De] ce que j’ai fait, venez piller les fleurs, Laissez le reste, s’il n’est fait pour vous.
Concours : la premiére personne qui nous donnera la référence exacte de cette citation (extraite d’un ouvrage de
mathématiques) gagne le prochain numéro de Mdnémosyne...
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1. Les choix des programmes et des manuels de Terminale S (spécialité
mathématiques) en 2002

Le programme comporte entre autres résultats l’existence et lunicit¢ de la
décomposition en produit de facteurs premiers (dont ["unicité « pourra étre admise »), et les
théorémes de Bézout et Gauss (avec comme « application : petit théoréme de Fermat »). Le
document d’accompagnement des programmes ne donne pas de clés pour les démonstrations
des théorémes de Bézout et Gauss, mais relie le résultat de Bézout a la recherche des points &
coordonnées entiéres sur une droite. Par contre, trois démonstrations sont proposées pour le
petit théoréme de Fermat: celle de Tannery (voir supra page 28), celle utilisant le
développement du bindme (avec une descente jusqu’a un entier convenable comme dans le
cours de Legendre), et une démonstration combinatoire dénombrant les différents coloriages
possibles d’un polygone régulier & p sommets (voir annexe 5).

Dans les manuels que nous avons consultés, nous avons trouvé trois types de démarches.
Dans certains manuels (Collection Math x, Didier; collection Hyperbole, Nathan), on
commence par démontrer, par remontée de 1’algorithme d’Euclide, que, si d = PGCD(a,b),
alors il existe u et v entiers relatifs tels que au + bv = d, puis que I’ensemble des nombres de la
forme au + bv, avec u et v entiers relatifs, est I’ensemble des multiples de d. On en tire comme
cas particulier le théoréme de Bézout ( a et b sont premiers entre eux si et seulement si il
existe des entiers relatifs u et v tels que au + by = 1), puis, comme conséquence du théoréme
de Bézout, le théoréme de Gauss : si a divise bc et si a est premier avec b, alors il existe des
entiers relatifs u et v tels que au + bv =1, donc acu + bev = ¢ ; comme a divise acu et be, alors
a divise c.

D’autres manuels (Collection Indice, Bordas ; collection Transmath, Nathan ; collection
Terracher, Hachette) démontrent le théoréme de Bézout par une méthode combinant
I'utilisation du plus petit élément d’une partie non vide de N et division euclidienne. On
considére deux nombres entiers a et b premiers entre eux. L'ensemble E des nombres entiers
naturels non nuls de la forme au + bv, avec u et v entiers relatifs, n’est pas vide, car il contient
les multiples strictement positifs de a et 5. Il admet donc un plus petit élément d, qui est
strictement positif. On effectue la division euclidienne de apard:a=dg +rou<r<det
on sait que d = aug + by, avec iy et vy entiers relatifs. On a alors : » =a — dg = au + by avec u
=1 —ugg et v = -vog. Comme d est le plus petit élément strictement positif de E, » =0, donc d
divise a. On démontre de méme que d divise b. Donc d = 1. On vient de montrer que, si deux
nombres entiers a et b sont premiers entre eux, il existe u et v entiers relatifs tels que
au + bv = 1. La réciproque est évidente. On en tire le théoréme de Gauss comme ci-dessus.

Enfin, un dernier manuel (Collection Fractale, Bordas) s’intéresse d’abord aux
propriétés du PGCD. Il énonce sans démonstration les propriétés suivantes :

si a et b sont des entiers et k& un entier naturel non nul, alors
PGCD(ka,kb) = kPGCD(a,b).

si d est un entier naturel diviseur commun de a et b, PGCD(%,C%) = -(; PGCD(a,b).

D’ol on tire que tout diviseur commun de a et b divise leur PGCD.

On donne ensuite 1a propriété suivante : si d = PGCD(a,b), alors il existe u et v entiers
relatifs tels que gu + bv = d. La propriété est montrée sur un exemple numérique considéré
comme générique, en remontant 1’algorithme d’Euclide. On en tire le théoréme de Bézout,

La démonstration du théoréme de Gauss est indépendante du théoréeme de Bézout : si a
et b sont deux nombres premiers entre eux tels que a divise bec, alors
PGCD(ac.bc) = cPGCD(a,b) = ¢. Comme a est un diviseur commun de ac et bc, il divise leur
PGCD, ¢’est-a-dire c.
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On remarque des démarches tres diversifiées dans les différents manuels, ce qui montre
Pintérét des différentes approches. Ce qui apparait essentiel est le théoréme de Bézout. Ce
théoréme jouera un rdle important dans le développement ultérieur de I’algébre, en liaison
avec la notion d’anneau principal, mais pas dans la période que nous étudions ici. C’est
pourquoi il n’apparait pas dans I’ étude des textes proposée ici.

I1. 1. Un survol historique de travaux en arithmétique

Les considérations sur pair-impair, multiples, nombres premiers nous viennent
probablement de I’école de Pythagore. Cependant, on ne posséde aucun texte des
Pythagoriciens. On connait ce courant par I’ceuvre des néo pythagoriciens Nicomaque de
Gérase et Theon de Smyrne (II*™ sidcle aprés J.-C.). Le premier a écrit une Introduction
Arlthmenque dans laquelle on trouve des considérations sur pa1r—1mpa1r nombres figurés,
crible d’Eratosthéne. Le second a également écrit une Arithmétique’ destinée A assister la
lecture des textes de Platon. Chez aucun des deux on ne trouve de véritable démonstration au
sens d’une suite de propositions logiquement articulées les unes aux autres comme celles
qu’on trouve chez Euclide, Apollonius ou Archiméde. Par contre, on y voit trés nettement un
effort original, soit pour expliquer la formation ou les propriétés de certaines senes de
nombres a partir de dispositions géométriques des unités composant un entier en ﬁgures soit
pour subordonner la formation de certaines serles de nombres a d’autres séries considérées
comme plus simples ou plus fondamentales.” Cette tradition a eu une influence extrémement
grande sur la pensée antique et meédiévale : dans la tradition grecque elle-méme, elle a
contribué chez les néoplatoniciens tardifs comme Jamblique, Syrianus ou Proclus a leur
définition de la « mathématique générale », notion qui a eu a son tour une grande importance
3 la Renaissance. Le moyen-dgc latin a étudié ce type d’arithmétique au travers de la
traduction trés influente que Boéce a donné de Nicomaque ; dans le Moyen-Age arabe, ce
texte a également été traduit assez tot et a donné lieu a des développements originaux, qui
visaient notamment 4 fonder par des démonstrations géométriques certaines démarches
néopythagoriciennes.6

La civilisation chinoise a laissé des travaux arithmétiques, dont le célébre théoréme des
restes, dont le nom vient du probléme 26 du chapitre 3 du Sunzi Suanjing (Manuel
Mathématique du Maitre Sun) datant environ du quatriéme siécle de notre ére. On y trouve
des régles de résolution sans expl1c1tat1on des démonstrations au sens euclidien du terme,
mais avec des commentaires sur leur raison d’étre, leur validité, etc..”

Les Eléments d’Buclide (III°™ siécle avant J.C.) restent une source importante sur les
connaissances des Grecs en arithmétique. Ce traité est essentiellement géoméirique, mais
contient néanmoins trois livres consacrés & I’arithmétique, présentant des définitions et des

2 Nicomaque de Gérase, Introduction Arithmétique , Trad. I. Bertier, Vrin, 1978

3 I.Dupuis, Ce qui est utile en mathématiques pour la lecture de Platon, Bruxelles, 1966

* C’est ce qu’on appelle couramment les nombres figurés. Pour comprendre ’esprit de ’exposé de Théon de
Smyrme sur ce sujet, on pourra se reporter a Pextrait traduit dans ce méme numéro dans les ‘bonnes vieilles
pages’.

’ Ce type de conception de 'arithmétique, qui n’est pas vraiment dissociable du sens philosophique étendu que
ces auteurs lui donnaient initialement, est un des grands ancétres antiques de la pensée mathématique moderne et
du role prépondérant qu’y joue I’arithmdtique des nombres entiers.

® Sur ce point voir le résumé sur le développement de Iarithmétique arabe dans Histoire des Sciences Arabes,
vol.2, dir. R. Rashed, Seuil 1997, pp.21-29 et 85-91, et Ia traduction de quelques textes significatifs des efforts
de démonstration dans R. Rashed, Entre arithmétique et algébre, Belles Lettres 1984, L'induction
mathématigue : al-Karaji, as-Samaw’al, pp.71 seq.

" Voir Les neuf chapitres édités et commentés par K. Chemla et G. Shuchun, Dunod 2004 et J.C. Martzloff,
Histoire des mathématiques chinoises, Masson, 1987.
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propositions sur les nombres, avec des démonstrations fondées sur un raisonnement
hypothetico-déductif.

Diophante d’Alexandrie, dont on connait peu de choses (il a vécu entre le 1™ sigcle
avant J.-C. et le IV™™ siécle aprés J.-C.), a écrit une ceuvre originale. Ses Arithmétiques
comportaient au départ 13 livres®, qui présentent des problémes sur les nombres et des
méthodes novatrices pour les résoudre. Ils ont été traduits en arabe par un algébriste, ce qui
explique la maniére dont les arabes ont majoritairement lu Diophante et utilisé 1’outil
algébrique pour résoudre les problémes diophantiens. Un autre courant, initié en particulier
par al-Khazin, a développé une arithmétique entiere sans algbre.

On retrouve ces deux tendances aux XVI™ et XVII™ sigcles en Occident, Diophante,
longtemps oublié en Occident, est redécouvert & la Renaissance par six des treize livres des
Arithmétiques. Bombelli incorpore des problémes de Diophante dans I’¢dition de /’dlgebra de
1572. En Allemagne, & la méme époque, Xylander publie une traduction en latin de
Diophante (1575). La nouvelle algébre de Vitte emprunte beaucoup & Diophante. Enfin,
Bachet de Méziriac donne en 1621 une édition bilingue en grec et en latin de ces six livres
retrouvés. C’est cette édition que lit et annote Fermat, donnant ainsi un nouvel élan a
I’arithmétique. Mais ce renouveau est le fait de toute une époque[16bis]. Notons que ermat
n’a jamais écrit de traité d’arithmétique ; ¢’est dans sa correspondance qu’il faut chercher ses
travaux en arithmétique.

Au XVHI"™ siécle, Buler, qui s’intéresse 2 tous les domaines des mathématiques, publie
dans les Commentaires de I’Académie de Petersbourg un certain nombre de démonstrations
de résultats énoncés par Fermat. Au XIX™ si¢cle, I’intérét pour I’arithmétique est renouvelé
par les travaux de Lagrange, Legendre et Gauss.

Et ¢’est ici que commencera notre histoire. ..

I1.2. Nos outils d’analyse

En examinant les arguments de divisibilité, on s’apercoit que les auteurs utilisent,
explicitement ou non, un des quatre résultats fondamentaux (€équivalents entre eux) suivants :

%« Proposition 32 d’Euclide » dite « Lemme d’Euclide » : [LE1} : si un nombre
premier divise un produit, alors il divise I’un des facteurs du produit.®. On le rencontre aussi
sous sa forme contraposée [LLE2] : si un nombre premier p ne divise ni a ni b, alors 1l ne divise
pas le produit ab.

%« Proposition 26 d’Euclide » [PE] : si deux nombres a et b sont premiers avec ¢, le
produit ab sera aussi premier avec c.

%« Théoréme de Gauss » [TG] : si un nombre divise un produit et est premier avec
I'un des facteurs du produit, alors il divise I’autre.

%  «Théoréme fondamental de I’Arithmétique » [TF]: la décomposition d’un
nombre entier en produit de facteurs premiers est unique. Notons que le théoréme
fondamental renvoie souvent aussi a I’existence de la décomposition, qui n’est pas concernée
ici.

L’équivalence de ces quatre résultats est montrée dans I’ Annexe 1a. Nous donnons dans
I’annexe 1b un exemple d’anneau dans lequel ces propriétés ne sont pas vérifiges.

Il est intéressant de se demander lesquels des quatre énoncés du Théoréme fondamental
sont utilisés et/ou explicités et/ou démontrés dans les textes, de regarder leur ordre

¥ Voir Mnémosyne n°14 pages 43-51.
® La numérotation est celle de la traduction de Peyrard [2]. Les propositions 26 et 32 dont il est question ici
figurent dans e livre VIIL.
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d’exposition, la fagon dont ils apparaissent liés, et les méthodes mises en ceuvre. Nous
n’avons fait ce travail que pour quelques traités mais ceite recherche suffit a montrer les
différents points de vue des auteurs et leurs priorités. Un autre résultat fondamental
fréquemment utilisé est la relation de division euclidienne, que nous ne questionnerons pas

1C1.

On s’apercoit en cours de route que ces auteurs déploient une riche variéi¢ de méthodes.

Nous tentons ci-dessous une classification sommaire de ces méthodes de raisonnements, telles
qu’elles apparaissent 4 travers I’organisation des démonstrations.

Nous

d’analyse selon cette double grille : méthodes,
avatars du Théoréme fondamental.

o Méthodes de tiroirs.

o} [MPT] : Utilisation d’un nombre fini de tiroirs pour ranger des objets en
nombre strictement supérieur : il y a donc au moins un tiroir contenant au moins deux
objets. Ce résultat s’appelle « principe des tiroirs » (pigeonholes) ou « principe de
Dirichlet ».

o [MDC] : Partition des situations étudiées en un nombre fini de cas
qu’on examine exhaustivement. C’est la méthode de « disjonction des cas ».
o [MBI] : Mise en bijection de deux ensembles finis de méme cardinal.

Méthodes d’escalier.

o) [MDF] : Descente finie jusqu’a un entier convenable fournissant la
conclusion soit directement soit par "absurde.
o IMDI] : Descente qui porte en elle-méme sa contradiction parce qu’elle

construit une suite infinie strictement décroissante d’entiers positifs. Clest la
« méthode de descente infinie » de Fermat.

o [MIS] : Induction simple: on démontre le passage d’un entier
particulier spécifié au suivant et cet exemple générique justifie la généralisation.

o [MRG] : Raisonnement par récurrence généralisé.

o) [MPPE] : Raisonnement utilisant le plus petit élément d’une partie non

vide de N ( ou méthode du plancher !)

On trouvera dans I’annexe 2 une démonstration de I’équivalence logique des méthodes
[IMDI], [MRG] et [MPPE]. -

présentons ci-aprés notre travail
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I11. Un choix de textes autour de Ia démonstration du petit théoréme de Fermat

HIL.1. Un texte de Legendre.

Nous examinons d’abord un extrait de la Théorie des nombres dfa.Legendre [6]. La
premiére édition date de 1798 ; celle que nous avons utilisée est une réédition par Blanchard

en 1955 de 1’édition de 1830.

S L. Théorémes sur les nombres premiers.

{129) Tuiorime. «S;{- ¢ est un nombre premier, et ¥ un nombre
« quelcongue non divisible par ¢, Je dis gue la quantité N

. S T PN » c—.
« seva divisible par ¢, desortequ'on aura a

—Zz=entier—@» {1}

Soit 2 un nombre entier quelconque, si on considére la formule
CaGnnue

£ O | G C—1. O i
U r )i coh"mma® D gk e
il est aisé de voir que tous les termies de cette suite, A I'exeeption
du premier et du dernier, sont divisibles par ¢. En effet, soit M
e coefficient de 2 on awa M==59T2820 cve—mts
o2 . 3.l s
-+ &=+ 1 ; et puisque le seconi
merbre est divisible par e, i faut que le premier le soit aussi. Mais
Fexposant ne; dans Jes termes dont il sagit, ne surpasse pas ¢——1;
done ¢, qui est supposé un nombre premier, ne peat diviser lepro-

; ou
o203, ARITZZ G G | G,

duit1.2.3...m; done il divise néeessairenient M pour toute valéur
de m-depuis 1 jusqu’d ¢ — 1. Doncla quantité (1 + &%— i — xest
divisible par ¢, quel que soit Pentier .

Soit maintenant 1 4-ax==N_ la quantité précédente deviendra
N&— (N1} 15 ot puisquelie est divisible par ¢, si on oniet les
mittiples de ¢y o anra No— 1 =(N— 1’ oy N Noes (N 1)
(N~ 1), Mais en mettant N —y & la place de N, et négligeant ton-
jonrsles multiples de ¢, onaura semblablement{N ~ ) (N — )=
(N = 9) e (N e ). Conbiruant ainsi de restes Cganx en restes éganx,
on parviendra névessaivement an reste (N N6 (N-— N}, lequel
est évidemment zévo. Done tous les restes précedents le sont ; dorie
Ne—N est divisible par ¢

Mais N— N est le produit de N par No'emq  done puisque §
est supposé non divisible par ¢, il fandra que N*=¥ vt s0it divi-
sible par ¢; ce qril fallait démontrer

{1) Ce théoréme, l'un des principaux de la théorie des nombres, est diva
Fermat; il a été démontré par Euler dans divers endroits des Mémoires de Pé-
tershourg , et notamment dans le tome I des Novi commentarii.
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La démonstration de Legendre reprend la premiére démonstration donnée par Euler en
1736 dans les Mémoires de Pétersbourg, comme le rappelle Legendre dans la note. Elle
repose sur le développement du bindme ; Legendre montre que le nombre premier ¢ divise
tous les coefficients du développement & 'exception du premier et du dernier. Le fait que les
coefficients sont des entiers est implicite : dans la démonstration qu’Euler donne en 1736, il
précise que ces coefficients sont entiers car il reconnait en eux des nombres figurés.

Pour Legendre, cela semble un résultat bien connu. L’argument de divisibilité mis en
jeu est le lemme d’Euclide [LE1], sans ambiguité possible. Au début de son fraité, Legendre
démontre d’ailleurs ce lemme (nous en verrons la démonstration plus bas), mais n’énonce pas
le théoréme de Gauss. L unicité de la décomposition en facteurs premiers n’est pas non plus
explicitement énoncée. La démonstration se termine a P’aide d’une méthode d’escalier,
menant par descente finie 4 I’entier convenable 0 {[MDF]. Notons qu’il utilise pour ce faire un
calcul « en omettant les multiples de ¢ », ¢’est-a-dire pour nous un calcul de congruences.

II1.2. Un texte d’Euler

Le deuxiéme texte étudié est le début d’un article d’Euler(1758) [3] ot celui-ci propose
une démonsiration du petit théoréme de Fermat (il ne s agit pas de sa premiere démonstration,
comme nous venons de le lire) .

Si p est un nombre premier ne divisant pas le nombre a, alors p divise a1,

Pour faciliter la lecture, nous avons découpé et réorganisé le texte. La démonstration
compléte est expliquée en termes modernes dans 1I’Annexe 3, accompagnée d’un texte de
Gauss, la reprenant de fagon plus concise.

THEOREME 1

1. Si p est un nombre premier et si a est premier avec p, il ne se trouve aucun ferme de
la progression géométrique
P Pl L
Lad, o, a a,a,el

qui soit divisible par le nombre p.

DEMONSTRATION Cela est évident d’aprés le livre VII d’Euclide, Prop. 26, ou il est
démontré que, si deux nombres ¢ et b sont premiers avec p, le produit ab aussi sera premier
avec p ; et donc, puisque g est premier avec p, en posant b=a, le carré a* sera premier avec p ;
et en continuant, &, en posant b=d’; de méme, a', en posant b=a", etc. Ainsi donc aucune
puissance de a ne sera divisible par le nombre premier p.

Euler utilise donc ici explicitement [PE] et
une induction simple [MIS].

Le théoréme 3, que nous regarderons page
suivante, démontre ’existence de puissances de
a qui ont pour reste 1 dans la division par p.
L utilisation du résultat fondamental y est
ambigué, c¢’est pourquoi nous examinerons
d’abord les théorémes 4 et 5

25




THEOREME 4.

16. Si la puissance a" divisée par p laisse le reste =r et que le reste de la puissance
supérieure a”*" est =rs, le reste de la puissance a”, par laquelle la seconde surpasse la
premiére, sera = s.

[...]
SCHOLIE
19. La démonstration de ce théoréme peut aussi se faire ainsi. Puisque a” divisé par p laisse

r, on aura a“=mp+r ect de la méme fagon o*""=mp+rs; donc on aura

v gV

a’ —a’s=np—mps=(n—ms)p et donc le nombre o ~a“s=a"(a" —s) sera divisible
par p ; et 'un des facteurs a* n’est pas divisible par p. Donc ’autre " —s sera divisible par

p. et en conséquence la puissance a” divisée par p donnera le reste = s.

Notons que, dans tout le texte, Fuler se réfere a ses propositions précédentes, et donc,
méme s’il ne le précise pas a chaque énoncé, le nombre p est premier. Ainsi , Euler utilise ici
clairement [LE1].

THEOREME 5

20. Si a” est la plus petite puissance aprés [ 'unité qui, divisée par p, laisse I'unité, alors
aucune des autres puissances ne laisse le méme reste = 1, sauf celles que I'on trouve dans la
progression géomélrique

24
1, ot &, a*, a*t, & ete.

DEMONSTRATION

Supposons en effet qu’une autre puissance o quelconque donne aussi le reste =1 si on
la divise par p, et puisqu'on a &> A et que cependant & n’est égal & ancun multiple de 4, on
peut produire I’exposant ¢ de sorte que p= v+ d avec 6< A et I’'on n’aura pas 6= 0. C’est
pourquoi, puisque la puissance o™, aussi bien que @ = g™, laisse 'unité quand elle est
divisée par p, d’aprés Ie §18, cette puissance a° aussi aura ’unité pour reste et donc a* ne
serait pas la plus petite puissance ayant cette propriété, contrairement & I’hypothese. C’est
pourquoi si a* est la plus petite puissance présentant le reste 1, aucune autre puissance ne sera
dotée de la méme propriété, si ce n’est celles dont les exposants sont multiples de A.

C’est une démonstration du type [MPPE] : A est le plus petit élément de I’ensemble des

entiers naturels » vérifiant une certaine propriété (ici a” a pour reste 1 dans la division par p)
et, en utilisant une division euclidienne, Euler prouve par ’absurde que les seuls éléments de
I’ensemble sont les multiples de A .

Revenons maintenant au théoréme 3 :

THEOREME 3
12. Si le nombre a est premier avec p et que ['on forme la progression géoméirique
1, a az, & a aﬁ, a’ ete
il y a de nombreux termes, qui divisés par p, laissent pour reste I et les exposants de ces
termes forment une progression arithmétique.
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DEMONSTRATION

Parce que le nombre de termes est infini, mais que les différents restes ne peuvent se former
en nombre supérieur & p—1, il est nécessaire que plusieurs, ou plutdt, une infinité de termes
produisent le méme reste r. Soit a” et a” deux termes de ce type laissant le méme reste r,
alors a” —a” sera divisible par p. Mais a* —a” =a"(a” " =1), et puisque ce produit est
divisible par p, mais que un facteur ¢’ est premier avec p, il est nécessaire que 1’autre facteur
a”™" —1 soit divisible par p ; d’ol1 la puissance a”” divisée par p aura le reste = 1. Soit

U—~v=4A, tel que le reste de la puissance at soit =1, pour toutes les puissances

a*, a*t, a**, a** etc. pareillement le reste sera aussi = 1. C’est pourquoi 'unité sera le reste

de toutes les puissances

Ld a8 a**, a, a ete.

dont les exposants sont en progression arithmétique.

Fuler utilise ici le principe des tiroirs, [MPT], et aussi un résultat qui semble étre le
théoréme de Gauss. Or, la seule référence dans toute cette partic du texte a des résultats
arithmétiques connus des lecteurs de 'époque est le recours a la proposition 26 d’Euclide
[PE] dans la démonstration du théoréme 1; le théoréme de Gauss, méme s’il peut étre
logiquement déduit des propositions euclidiennes, n’est pas explicité¢ dans les Eléments.
D’autre part, comme nous Iavons dit plus haut, Euler considére toujours que le nombre p est
premier et, pour un nombre premier, « p ne divise pas a » est équivalent 4 « p est premier avec
a», ce qu'Buclide démontre. 11 est probable qu’Euler pense ici au lemme d’Euclide plut6t
qu’au théoréme de Gauss.

La suite du texte montre que le plus petit A tel que p divise a*™ est un diviseur de p-1,
d’ot I’on déduit le petit théoréme de Fermat ( cf Annexe 3).

Cette démonstration du petit théoréme de Fermat, s’appuyant sur 1’étude des puissances
d’un nombre modulo p, est reprlse par Gauss dans la Section Troisiéme de ses Recherches
Arithmétiques [5]. Dans la premiére section, Gauss introduit le langage des congruences’ et
démontre les propriétés utiles sur congruences et opérations. l.a section scconde contient la
démonstration de ce que nous appelons le « théoréme de Gauss » [TG] ; nous I’examinerons
en détail dans la partie IV.

La section troisi®me commence par une démonstration du théoréme de Fermat
semblable & celle donnée par Euler dans le texte étudié ici. Elle utilise des propriétés
arithmétiques et les puissances du nombre a. Nous donnons en annexe 3 un résumé de cette
démonstration et le texte de Gauss.

Gauss suggére les raisons qui ont poussé Euler a chercher une démonstration différente
de celle trouvée en 1736.

Lambert en a dooné une semblable, { Aeta erwz’.s:'isrzsm‘ 1769 ,
p. 10g. ). Mais comme le développement de la puissance d'un
binome semble étranger & la théorie des nombres , Euler (Comm.
nov. Petrop. T. v, p. yo.) donna une autre démonstration qui
est conforme 4 celle que nous venons d’exposer. Dans la suite il
g'en présentera encore d'autres : ici nous nous contenterons d'en
donner encore une déduite du méme principe que celle d’Enler. La
proposition suivante, dont le théoréme en question n'est qu'un
cas particulier , nous sera utile pour d'auitres recherches.

" Rappelons qu’on dit que a est congru & & modulo un entier m (ce qu’on note a = b (mod m)) lorsque m divise
I’entier b — a ; les congruences sont compatibles avec I’addition et la multiplication.
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I1L.3. Un texte de Tannery

Il s’agit d’une nouvelle démonstration du théoréme de Fermat, donnée par Jules Tannery
dans ses conférences a I’Ecole Normale Supérieure, semblable a celle donnée actuellement
par certains manuels de Terminale Scientifique (spécialité). Le texte est tiré de I'Jntroduction
a [’étude de la théorie des nombres et de ['algébre supérieure par Emile Borel et Jules Drach
(1894) [1].

On trouve au début du traité la définition et les propriétés des congruences modulo un
entier m, utilisées dans la démonstration suivante :

Dans le cas ol m est un nombre premier p, chaque
nombre non divisible par p est premier 4 ce nombre : si donc
dans l’expression ax ou a n’est pas divisible par p on
substitue p — 1 nombres x incongrus entre eux et & 0 (mod.p),
on obtiendra p — 1 nombres congrus & ces mémes nombres
X Xps.0X rangés dans un aufre ordre; le produit des

p-1
nombres ax,, ax,,...ax,.; est donc congru (mod p) au produit

X)X5..X,_, €t comme le dernier produit est premier 4 p, on en

conclut @’ —1=0 (modp). -

C’est le célebre théoréme de Fermat, qui joue, dans la
théorie des nombres, un rble essentiel'’ et dont nous
rencontrerons  incidemment d’autres  démonstrations ;
observons qu’on en déduit immédiatement la proposition
suivante : quel que soit le nombre entier a et le nombre
premier p, ona a® —a =0 (mod.p).

Le début de la démonstration utilise le théoréme de Gauss [TG] et la méthode des
tiroirs [MBi]: lorsqu’on considére p~1 nombres x,x,,..x, | incongrus entre eux et a 0
(mod.p), alors ces p—1 nombres sont, & I'ordre prés, les p —1 différents restes non nuls
possibles modulop; il y a bien ici une bijection. Le nombre p ne peut pas diviser

ax;—ax;=alx,—x;) pour i#j car il est premier avec a et devrait donc diviser

x; —x, d’aprés le théoréme de Gauss [TG] démoniré plus haut dans le traité (voir infra

pages 44). Donc les p ~ 1 nombres ax,, ax,,...ax, , sont distincts deux & deux modulo p et

P
sont égaux dans leur ensemble aux p — 1 différents restes non nuls possibles modulo p. On a
ainsi ax0% 5.0 ,_| = % %p...%, 1 (mod.p).

. .. 1
Donc le nombre premier p divise ax,ax,.ax, | — §X,.X, | = (@ - 1)(x1x2...xp,,1) et
. \ v 1 o
comme le nombre p est premier 4 x,x,..x,_;, p divise a”" -1 ([TG] a nouveau).
La démonstration de Tannery est séduisante et élégante, par sa briéveté et la fagon

magistrale dont elle utilise les congruences. Son utilisation en classe, méme si elle nécessite
plus des six lignes de Tannery pour la faire comprendre 4 nos €léves de terminale, présente

10 Le théoreme de Fermat intervient de maniére essentielle dans la recherche de Ja forme des diviseurs des

2 . . . : .
nombres de Mersenne (2"-1) et de Fermat (2° +1); un article sur le sujet est en préparation pour un numéro
ultérieur de AMnémosyne. 11 existe également des réciproques partielles de ce théoréme donnant des tests de
primalité.
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I’avantage qu’on peut appréhender cette démonstration dans sa totalité, sans avoir oubli¢ a la
fin de nos efforts les prémisses et le cheminement.

Elle nous séduit aussi par la puissance qu’elle révele du principe des tiroirs, principe qui
parait si évident, et qui est ici utilisé par son avatar de la mise en bijection de deux ensembles
de méme cardinal.

Ce n’est sans doute pas un hasard si ce type de démonstration, aussi bréve et percutante,
apparait presque un siécle aprés la publication du livre de Gauss. Nous avons vu Legendre
utiliser la théorie des congruences implicitement, puis Gauss la formaliser explicitement. Elle
est 4 la fin du dix-neuviéme siécle complétement digérée.

Mais, si elle est convaincante et élégante, cette démonstration ne donne pas les raisons
profondes de notre théoréme. En ce sens, le détour par la démonstration d’Euler, reprise par
Gauss, étudiant dans le détail le comportement des puissances d’un entier modulo p, est plus
éclairante. Elle montre comment les p — 1 résidus non nuls modulo p se répartissent en
« classes » définies 4 1’aide des puissances modulo p d’un entier a, classes qui ont toutes le
méme cardinal. C’est d’ailleurs bien en termes de puissances que Fermat énonce son
théoréme dans sa lettre & Frénicle du 18 octobre 1640 :

4, 11 me semble aprés cela qu’il importe de vous dire le fondement sur lequel j’appuie
les démonstrations de tout ce qui concerne les progressions géométriques, qui est tel
Tout nombre premier mesure infailliblement une des puissances moins 1 de quelque
progression que ce soit, et I’exposant de la dite puissance est sous multiple du nombre premier
—1; et aprés quw’on a trouvé la premiére puissance qui satisfait a la question, toutes celles dont
les exposants sont muliiples de I’exposant de la premiere satisfont tout de méme a la question.
Exemple : soit la progression donnée
1 2 3 4 5 6
3 9 27 81 243 729
etc. avec ses exposants en dessus.
Prenez, par exemple, le nombre premier 13. Il mesure la troisiéme puissance moins 1,
de laquelle 3, exposant, est sous-multiple de 12, qui est moindre de I’unité que le nombre 13,
et parce que I’exposant de 729, qui est 6, est multiple du premier exposant, qui est 3, il
s’ensuit que 13 mesure aussi la dite puissance 729- 1.
Et cette proposition est généralement vraie en toutes progressions et en tous nombres
premiers ; de quoi je vous envoierois la démonstration, si je n’appréhendois d’étre trop long.

1l s’agit bien 14 semble-t-il de travailler sur les puissances d’un entier. Et le résultat est
plus précis que celui généralement appelé « théoréme de Fermat », puisqu’on s’intéresse au
plus petit entier A tel que le nombre premier p divise d" - 1. On aimerait connaitre le
cheminement de la pensée de Fermat, pour en arriver a ce qu’il appelle « le fondement sur
lequel j’appuie les démonstrations de tout ce qui concerne les progressions géométriques »

IV. Quelques textes autour des méthodes de descente infinie, de plancher et de
récurrence,

IV.1.Un texte d’Euclide, extrait du livre VII des Eléments [2].

La proposition qu’on va découvrir est un des tout premiers énoncés du principe sur
lequel se fonde ce que Fermat baptisera plus tard, comme nous le verrons ensuite (IV.2.2), la
« méthode de descente infinie ». Elle fait partie de la série des livres VII, VIII et IX des
Eléments d’Euclide, qu’on appelle parfois ses « livres arithmétiques ». L’arithmétique dont il
s’agit, cependant, repose fondamentalement sur une représentation géométrique des nombres,
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qu’Euclide congoit le plus souvent comme des droites."! Les algorithmes arithmétiques sont
donc pensés chez lui sur la base de procédures géométriques, comme celle de mesure d’une
droite par une autre : que la droite A mesure’” la droite B veut dire qu’on peut adjoindlre13
entre elles un certain nombre de droifes égales a A pour composer'” la droite B,

® ® A mesure B
B

—" i >0 B est composé de droites égales a A.

C’est sur cette base qu’on peut comprendre la définition qu’Euclide donne d’un nombre
composé, ainsi que par exemple celle de la multiplication d’un nombre par un autre.

Déf VIL. 14 : Un nombre composé est celui [qui est] mesuré par un certain nombre.
Déf VIL 16 : Un nombre est dit multiplier un nombre quand, autant il y a d’unités en lui,
autant de fois le multiplié est ajouté fa lui-méme], et qu’il est produit un certain {nombre].

Notons qu’ici, comme a ’école primaire, le nombre qui multiplie n’a pas le méme statut
que celui qui est « multiplié » — en fait ajouté a lui-méme autant de fois qu’il y a d’unités dans
le multiplicateur. Dans le schéma ci-dessus, si A et B représentent des nombres, on peut faire
correspondre & la multitude des droites égales a4 A qui, ajoutdes, composent B, le nombre
quatre, et dire que quatre, multipliant A, produif le nombre B,

Nous sommes maintenant armés pour découvrir la proposition 31 du livre VII, qui
montre, dans notre langage, que tout nombre composé (non premier) est divisible par « un
certain » (¢’est-a-dire au moins un) nombre premier.

Prop. VIL 31 : Tout nombre composé est mesuré par un certain nombre premier.
Soit un nombre composé A. Je dis que A est mesuré par un certain nombre premier.
En effet, puisque A est composé, un certain
nombre le mesurera. Qu’il le mesure et que ce soit B. A
Et si B est premier, ce qui était prescrit aura ¢té fait."?
S’il est composé, un certain nombre le mesurera.
Qu’il le mesure et que ce soit C. Et puisque C mesure B
et que B mesure A, le [nombre] C mesure donc aussi A. C
Et, d’une part si C est premier, ce qui était prescrit aura été fait, d autre part 5’1l est composé,
un certain nombre le mesurera. Alors 'investigation étant poursuivie de cette fagon, un

trouvé qui mesurera le [nombre] précédent et qui mesurera aussi A.
Donc tout nombre composé est mesuré par un certain nombre premier. Ce qu’il fallait
démontrer.

"' Le mot droite est pour nous un faux ami : dans le langage euclidien en effet, il renvoie & une ligne droite
limitée des deux cotés, ¢’est-a-dire & ce que nous appelons un segiment de droite,

12 mesurer se dit en grec metrein ou katametrein, de la méme racine que metron, mesure, d’oll nous vient notre
métre. De fait notre opération de mesure a Paide d’un métre renvoie assez bien au concept euclidien.

'* On pourrait dire encore ajouter, & condition de bien entendre par 1d ad-jouxter, ou faire se jouxter bout & bout :
’ajout {(géométrique) n’est donc pas I'addition (arithmétique).

' La composition se dit en grec sunthesis, de suntithémi, poser ensemble, d’oll nous vient synthése. Ce terme
technique renvoie donc en général a |’ gjour de deux objets géometriques.

'* Ce langage évoque en fait une résolution de problemes, comme si I’énoncé était : Erant donné un nombre
composé, trouver un nombre premier qui le mesure.
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L’argument essentiel de cette proposition revient & ce que nous formulerions ainsi : il
n’y a pas de suite infinie strictement décroissante d’entiers naturels. Il faut noter par ailleurs
que la démonstration repose en fait sur ’analyse d’un algorithme qu’on pourrait imaginer se
poursuivre indéfiniment, au cas ou aucun diviseur premier n’était trouv€. Cet algorithme n’est
pas décrit ‘en général” au sens ol nous I’entendons, ¢’est-a-dire en décrivant le passage d’une
étape guelcongue a la suivante, mais il est décrit sur les deux ou trois premiers pas, qui
permettent de concevoir comment on pourraif poursuivre. Ce type de raisonnement 4 Iaide
d’un exemple générique est resté courant pendant longtemps, comme nous avons eu
P’occasion de le voir chez Euler (cf. texte II1.2).

IV.2. Quelques échanges épistolaires du XVII¢me

Au XVII™ siécle, Fermat s’empare de cette propriété des nombres entiers pour en faire
une « route tout & fait singuliére », qu’il appelle méthode de descente infinie. Fermat occupe
en effet une place singuliére au XVII™ siécle : les méthodes générales données par ’algebre
pour résoudre de nombreux problémes détournent un certain nombre de mathématiciens des
problémes arithmétiques, qui semblent particuliers et peu susceptibles de généralité. Ainsi,
Descartes se plaint 4 Mersenne [7] des questions incessantes qu’il lui pose sur les nombres en
arguant qu’il a autre chose a faire.

IV.2.1. Un extrait de lettre de Descartes

DESCARTES a MERSENNE
3 JUIN 1638
Au reste, mon Reverend Pere, je vous crie mercy, et j’ay les mains si lasses d’escrire

cette lettre, que je suis contraint de vous supplier et vous conjurer de ne me plus envoyer
aucunes questions, de quelque qualité qu’elles puissent estre ; car, lorsque je les ay, il est
malaysé que je m’abstiene de les chercher, principalement si je scay qu’elles vienent, comme
celles-cy, de quelque personne de merite. Et m’estant proposé une estude pour laquelle tout le
tems de ma vie, quelque longue qu’elle puisse estre, ne sgaurait suffire, je ferois tres mal d’en
employer aucune partic 4 des choses qui n’y servent point. Mais, outre cela, pour ce qui est
des nombres, je n’ay jamais pretendu d’y rien sgavoir, et je m’y suis si peu exercé que je puis
dire avec verité que, bien que j’aye autrefois appris la division et I’extraction de la racine
quarrée, il y a toutefois plus de 18 ans que je ne les sgay plus, et si j"avois besoin de m’en
servir, il faudroit que je les estudiasse dans quelque livre d’ Arithmetique, ou que je taschasse
a les inventer, tout de mesme que si je ne les avois jamais sceués.

Mais Fermat est & la fois algébriste et arithméticien; or, en algcbre, on perd la
spécificité des nombres entiers. Fermat cherche un moyen de la récupérer tout en utilisant la
force du calcul algébrique'®.

Il s’intéresse aux triangles « rectangles en nombres », qui posent le méme probléme que
les triplets pythagoriciens, c¢’est-a-dire les triplets (a.b,c) vérifiant F=d +b° et pouvant
donc étre les cotés d’un triangle rectangle.'’

16 Voir C.Goldstein, le métier des nombres au 18°™ et 19°™ siécles, in Eléments d’Histoire des sciences, sous la
direction de Michel Serres, Larousse 1997, pp 411-443.

7 Y oir dans la brochure n°79 de I"TREM Paris VII un probléme 2 partir d’un texte de Diophante a ce sujet.
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1V.2.2 Des extraits de lettres de Fermat et de Wallis

FERMAT & CARCAVI*
AOQUT 1659.

RELATION DES NOUVELLES DECOUVERTES EN LA SCIENCE DES
NOMBRES .

1. Et pour ce que les méthodes ordinaires, qui sont dans les Livres, étoient insuffisantes
a démontrer des propositions si difficiles, je trouvai enfin une route tout a fait singuliére pour
y parvenir. J'appelai cette mani¢re de démontrer la descente infinie ou indéfinie, etc. | je ne
m'en servis au commencement que pour démontrer les propositions négatives, comme, par
exemple:

Qu’il n'y a aucun nombre, moindre de 'unité qu’un multiple de 3, qui soit composé
d’un carré et du triple d’un quire carré ;

Fermat affirme ici qu’il n’existe pas de nombre de la forme 3n-1, avec n entier, égal 4
a2+3b2, avec a, b et n entiers.

Qu’il n'y a aucun triangle rectangle en nombres dont l'aire soit un nombre quarreé.

La preuve se fait par amayoyny eg advvarov” en cette maniére:

Sl y avoit aucun triangle rectangle en nombres entiers qui et son aire égale 4 un
quarté, il y auroit un autre triangle moindre que celui-la qui auroit la méme propriété. S'il y en
avoit un second, moindre que le premier, qui efit la méme propriété, il y en auroit, par un
pareil raisonnement, un troisiéme, moindre que ce second, qui auroit la méme propriété, et
enfin un quatriéme, un cinquiéme, etc. a l'infini en descendant. Or est-il qu'étant donné un
nombre, il n'y en a point infinis en descendant moindres que celui-la (J'entends parler toujours
des nombres entiers). D'oli on conclut qu'il est donc impossible qu'il y ait aucun triangle
rectangle dont l'aire soit quarrée.

On infére de 14 qu'il n'y en a non plus en fractions dont l'aire soit quarrée; car, s'il y en
avoit en fractions, il y en auroit en nombres entiers, ce qui ne peut pas étre, comme il peut se
prouver par la descente.

Je n'ajoute pas la raison d'ou j'infére que, s'il y avoit un triangle rectangle de cette nature,
il y en aurait un autre de méme nature, moindre que le premier, parce que le discours en seroit
trop long et que c'est 14 tout le mystére de ma méthode. Je serai bien aise que les Pascal et les
Roberval et tant d'autres savans la cherchent sur mon indication.

Fermat expose ici le principe de la méthode en ["appliquant apparemment & une suite de
triangles ; mais ces triangles « en nombres entiers » fournissent en fait trois suites de nombres
(les mesures de leurs trois cotés). C’est 'impossibilité de construire ces suites infinies
strictement décroissantes d’entiers qui lui permet de conclure. Notons que Fermat ne précise
pas ce qu'il entend par « triangle moindre » qu’un autre. Le lecteur sera peut-étre dégu de ne
pas voir ici comment on obtient ce fameux deuxiéme « triangle moindre que celui-la qui
auroit la méme propriété ». En fait, dans une autre lettre, Fermat donne une démonstration

18 (Corresp, Buygens n° 651, (1} Publi¢e pour la premiére fois par M, Charles Henry (Recherches, p. 113-116)
d'aprés une copie de la main de Huygens. Cette pi¢ce avait été envoyée depuis peu par Fermat & Carcavi,
lorsque celui-ci la communiqua & Huygens, le 14 aofit 1659.

1% | ittéralement : conduite jusqu’a I"impossible. Il s’agit d’un terme consacré depuis Aristote. Fermat utilise
plus bas le terme : déduction 4 ’'impossible.
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explicite ; Frénicle de Bessy en donne une également. Ces démonstrations sont longues et
difficiles, aussi renvoyons-nous le lecteur intéressé a I’ouvrage de Catherine Goldstein Un
théoréme de Fermat et ses lecteurs cité en bibliographie [15] : les textes de I'ermat et Frénicle
y sont donnés et abondamment commentés.

On voit ici Fermat s’intéresser a la démonstration de ['impossibilit¢ de certaines
propriétés, position fort moderne, mais peu prisée & I’époque. Ainsi, Wallis €crit-il [4], p.438:

WALLIS 4 DIGBY

Il ne m’a certes pas été désagréable, sur le désir exprimé par votre trés noble
correspondant [Fermat], d’engager une, deux fois la lutte avec Iui et de descendre dans son
aréne ; mais cet illusire savant n’attend pas, sans doute, que je continue toujours le méme
exercice, et que, comme si je n’avais rien autre chose a faire, j'aborde sans cesse de nouvelles
questions, perpétuellement renaissantes.

Pen dis autant pour ses récentes propositions négatives, que : en dehors de 25,1l n’y a
aucun nombre carré entier, qui augmenté de 2, fasse un cube ; ni, en dehors de 4 et 121, aucun
qui, augment¢ de 4, fasse un cube. Si cela est vrai ou non, je ne m’en soucie pas extrémement,
alors que je ne vois pas quelle grande conséquence peut en dépendre. Je ne m’appliquerai
donc pas a le rechercher. En tout cas, je ne vois point pourquoi il en fait montre comme de
choses d’une hardiesse étonnante et qui doivent stupéfier soit M. Frenicle, soit aussi les
Anglais ; car de telles déterminations négatives sont trés fréquentes et nous sont familiéres.
Les siennes n’avancent rien de mieux ou de plus fort que si je disais :

Il n’y a pas (en entiers) de cubocube (j’entends une sixieéme puissance) ou méme de
carré, qui agjouté 4 62, fasse un carré.

Ou : en dehors de 4, il n’y a aucun carré qui, ajouté au nombre 12 fasse un bicarré.

Ou : en dehors de 16, il n’y a pas de bicarré qui, ajouté a 9, fasse un carré.

I est facile d’imaginer d’innombrables déterminations négatives de la sorte.

Fermat est conscient de ces réserves et affirme qu’il peut appliquer sa méthodes a «des
questions affirmatives» dans le paragraphe suivant de sa lettre 4 Carcavi d’Aoiit 1659. Nous
n’avons malheurcusement pas trouvé le détail de ses démonstrations !!!

2. Je fus longtemps sans pouvoir appliquer ma méthode aux questions affirmatives,
parce que le tour et le biais pour y venir est beaucoup plus malaisé, que celui dont je me sers
aux négatives. De sorte que lorsqu'il me fallut démontrer que fout nombre premier qui
surpasse de l'unité un multiple de 4, est composé de deux quarrés , je me trouvai en belle
peine. Mais enfin une méditation diverses fois réitérée me donna les lumiéres qui me
manquoient, et les questions affirmatives passérent par ma méthode, a l'aide de quelques
nouveaux principes qu'il y fallut joindre par nécessité. Le progrés de mon raisonnement en ces
questions affirmatives est tel: si un nombre Premier pris & discrétion, qui surpasse de I'unité
un multiple de 4, n'est point composé de deux quarrés, il y a 1 un nombre premier de méme
nature, moindre que le donné, et ensuite un troisiéme encore moindre, etc. en descendant a
l'infini jusques 4 ce que vous arriviez au nombre 5, qui est le moindre de tous ceux de cette
nature, lequel il s'ensuivroit n'étre pas composé de deux quarrés, ce qu'il est pourtant. D'olt on
doit inférer, par la déduction a l'impossible, que tous ceux de cette nature sont par conséquent
composés de deux quarrés.
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IV.3.Un texte de Legendre [6].

Examinons maintenant une variante de cette méthode dans une démonstration du lemme
d’Euclide .

V1. « Tout nombre premier qui ne divise ni I'un ni l'autre des facteurs A et B, ne peut
diviser leur produit A B. »

Cette proposition étant l'une des plus importantes de la théorie des nombres, nous
donnerons a sa démonstration tout le développement nécessaire.

Soit, s'l est possible, & un nombre premier qui ne divise ni A ni B, mais qui divise le
produit A B, on pourra supposer qu'en divisant A par 8 on a le quotient m (qui pourrait &re
zéro) et le reste A’; on aura donc A =m0 + A, et semblablement B = #0 + B'.

Donc AB =m n 0*+n A’0 +m B' 8 + A' B'. Cette quantité, d'aprés I'hypothése, doit étre
divisible par 0, et comme les trois premiers termes sont divisibles par 6, il faudra que le
quatriéme A' B' soit également divisible par 0; ainsi nous pourrons faire A' B'=C' §.

Dans ce premier résultat, nous remarquerons 1° que A’ et B' ne sont zéro ni l'un ni
l'autre, parce que A et B sont supposés non divisibles par 0; 2° que A' et B', comme restes de
la division par 0, sont moindres que 0; 3° qu'aucun des nombres A' et B' ne peut étre égal a
I’unité ; car si on avait A’ = 1, le produit A’B’ se réduirait 2 B’ ; or B’ étant < 0, il est
impossible qu’on ait B' = C’0.

Nous avons donc deux nombres entiers, A", B', tous deux plus grands que ["unité, et
tous deux moindres que 0, dont le produit est divisible par 0, de sorte qu'on a A' B' = C’0.
Voyons les conséquences qui en résultent.

Puisque A' est moindre que 6, on peut diviser O par A'; soit p le quotient et A" le reste,
onaura 8 =p A'+A"; donc O B'=p AB' +A"B".

Le premier membre est divisible par 6, il faut donc que le second le soit aussi. Mais la
partic A'B' est divisible d'elle-méme par 0, puisque A'B' = C'0; donc 1'autre partie A"B' doit
étre encore divisible par 0. '

Le nombre A", comme reste de la division par A', est moindre que A', il ne peut
d'ailleurs étre zéro; car si cela était, il serait divisible par A' et ne serait plus un nombre
premier. Donc du produit A'B', supposé divisible par 6, on tire un autre produit A"B' divisible
encore par 0, et qui est plus petit que A'B' sans éire zéro.

En suivant le méme raisonnement, on déduira du produit A"B’ un autre produit A"'B' ou
A"B", encore plus petit, et qui scra toujours divisible par O sans étre zéro.

Et en continuant la suite .de ces produits décroissants, ou parviendra nécessairement a un
nombre moindre que 6. Or il est impossible qu’un nombre moindre que 0, et qui n'est pas
zéro, soit divisible par 6; donc I'hypothése d'ot l'on est parti ne saurait avoir lieu.

Dong si les nombres A et B ne sont divisibles, ni 1'un ni ’autre par 0 , leur produit AB
ne pourra non plus étre divisible par 6.

Legendre, & partir d’un nombre A’ tel que le nombre premier 6 divise A’B’ avec
1 <A’< 9, en fabrique un deuxi¢me (par division euclidienne de 0 par A’) strictement plus
petit et ayant les mémes propriétés. Fermat elit conclu immédiatement a I’impossibilité par sa
méthode de descente, mais Legendre précise que les produits A’B’ allant en décroissant
strictement finiront par se trouver inférieurs a 6 et donc non divisibles par ce nombre 6. Il
s’agit donc d’une descente finie jusqu’a un entier convenable [MDF].

A la fin du dix-neuvié¢me siécle, cette particularité des entiers naturels (il n’existe pas de
suite infinie strictement décroissante d’entiers naturels) prendra le statut d’axiome du bon
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ordre® : toute partie non vide de N admet un plus petit élément. Ceci induit une autre forme
de la méthode dont nous donnons un exemple ci-dessous : pour démontrer qu’il n’existe pas
d’entier possédant une propriété P, on considere I’ensemble E des entiers naturels possédant
P. Si cet ensemble est non vide, il posséde un plus petit élément m. La méthode consiste alors
a trouver un entier possédant la propri¢té P strictement inférieur & m. On aboutit ainsi a une
contradiction prouvant que E est I’ensemble vide.

Nous avons rencontré en (II1.1) une autre utilisation de cette méthode par Legendre pour
la démonstration du théoréme de Fermat. Nous examinons maintenant une autre variante de la
méthode de descente infinie dans un texte de Tannery sous la forme « méthode du plus petit
élément » [MPPE].

IV.4. Un texte de Tannery [1].

Tannery démontre ici en utilisant la méthode du plus petit élément [MPPE] que 2 ne
peut pas étre résidu quadratique modulo un nombre premier p de la forme 87+3 (autrement
dit, il n’existe pas d’entier x tel que x> =2 mod D).

Rappelons que, lorsqu’on travaille mod p, on peut se contenter de travailler avec des
entiers inféricurs & p. Par ailleurs un certain nombre d’affirmations de Tannery peuvent se
démontrer aisément par la méthode de disjonction des cas . Par exemple : il n’existe pas de
carré congru 4 2 mod 3. En effet, tout nombre entier est congru 4 0, 1 ou 2, mod 3, donc son
carré est congru 4 0 ou 1. Le méme type de raisonnement permet de voir que le carré de tout
nombre impair est de la forme8n =t 3.

[...] Supposons maintenant que p soit de la forme 8x 1 3; il faut montrer que la
congruence

x*—2=0 (mod. p) est impossible. On le vérifie sans peine pour p = 3. Si done la
proposition n'était pas vraie, il existerait un nombre premier p de la forme 8n:t 3, tel que la
proposition soit en défaut pour ce nombre, tout en étant vraie pour tous les nombres premiers
de méme forme inféricurs a p. 11 suffit donc de démontrer l'impossibilité d'une telle chose. Si
le nombre p existait, la congruence x’=2 (mod. p), p = 8n + 3 ou 8n+ 5, aurait deux
solutions inférieures a p; l'une d'elles serait un nombre impair’'; désignons-la par x. Nous
allons faire voir que, x étant impair ef inférieur & p, x* —2 ne pourrait étre divisible par p sans
8tre divisible par un nombre premier de méme forme et inférieur a p. En effet, le carré de tout
nombre impair étant de la forme 8n + 1, x* - 2 est de 1a forme 8# - 1 et ne peut par suite étre
¢gal & p ; on a donc x> -2=pf fétant plus grand que 1. fest d'ailleurs inférieur & p, puisque x
est inférieur a p; tous les facteurs premiers de f sont donc inférieurs & p ; il suffit donc de
montrer que l'un au moins de ces facteurs est de la forme 8n +3 ou 8nt+ 5. Or, si tous ces
facteurs étajent de la forme8xn+1 (ils sont nécessairement impairs), leur produit f serait de la
forme 8nLlet le produit pf ne pourrait étre de la forme 8#-1, ce qui est contraire a ce qu'on
vient de voir.

2 Voir LR.EM., Histoires de problémes, histoire des mathématiques, Ellipses, 1997, pages 7-32.
21 i g vérifie a®> =2 mod palors on a (p - a)2 =2 mod p . Comme p est impair, a ou p-a est une solution
impaire de la congruence.
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IV.5. Un texte d’Euler

Comme nous le justifions dans I’Annexe 2, les trois méthodes : descente infinie,
méthode du plus petit élément, démonstration par récurrence, sont logiquement équivalentes.
Le nom « raisonnement par récurrence » a ¢té¢ donné par Poincaré en 1902, mais le principe
de la démonstration par récurrence apparaitrait dans le Livre Arithmétique de Maurolycus en
1557 ; il est clairement énoncé [8] par Pascal®® dans son Traité du Triangle Arithmétique :

Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j’en donnerai une démonstration bien
courte en supposant deux lemmes.

Le 1, qui est ¢vident de soi-méme, que cette proportion se rencontre dans la seconde
base [...]

Le 2, que si cette proportion se trouve dans une base quelconque, elle se trouve
nécessairement dans la base suivante.

D’ou il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les bases : car elle est dans la
seconde base par le premier lemme ; donc par le second elle est dans la troisiéme base, donc
dans la quatriéme, et & Iinfini.

Dans e corpus que nous étudions, nous rencontrons la démonstration par récurrence, par
exemple dans la premiére démonstration par Euler du petit théoréme de Fermat, citée en note
par Legendre (II.1.1).

Voici le texte d’Euler :

corollaire 2
1. C’est pourquoi, si on suppose que l’expression a” —aest divisible par p, I’expression
(@+1)" —a—1 est aussi divisible par p, de la méme mani¢re sous la méme hypothése

P

cette formule (a+2) —a-2 et de 1a en continuant (porro) (a+3f —a-3 etc. et
généralement ¢’ — ¢ seront divisibles par p.

théoréme 3
2. Sip est un nombre premier, tout nombre de la forme ¢ — ¢ sera divisible par p.

démonstration

Si {...] on pose a = 1, comme a”’—a=0 est divisible par p, il s’ensuit que ces
formules également 27 -2, 37-3, 47— 4 etc. et généralement celle-ci ¢”~c seront

divisibles par le nombre premier p. C.Q.F.D.

Cette démonstration peut-elle étre réellement qualifiéee de démonstration par
récurrence (MRG)?

Contrairement au résultat de Pascal qui, pour démontrer une propriété universelle,
annonce qu’il suffit de démontrer deux lemmes (d’initialisation et d’hérédité) il n’est pas
question, ici, d’une théorisation de la démonstration par récurrence.

Cependant, la démonstration de ce que nous appelons I'hérédité est faite par Euler
indépendamment du rang (ce que Pascal ne fait pas dans la suite du texte cité plus haut), telle
que nous la ferions actuellement.

Cependant, Euler éprouve le besoin de se justifier en effectuant une sorte d’induction. Il
recommence d’ailleurs dans sa démonstration du théoréme 3, ainsi que nous le faisons
couramment lorsque nous voulons convaincre nos éléves et guider leurs premiers pas vers la

2 Voir LR.E.M., Histoires de problémes, histoire des mathématigues, Ellipses, 1997, pages 7-32.
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compréhension du théoréme de récurrence. La compréhension profonde de ce théoréme
suppose des connaissances que n’ont pas nos éléves et il semble donc important de leur faire
« sentir » le principe. Il n’en demeure pas moins une extréme rigueur dans la formulation des
démonstrations, celles-ci s’appuyant sur les deux hypothéses d’initialisation et d’hérédité. Ce
n’est évidemment pas une préoccupation d’Euler, la notion de rigueur variant avec le temps.
Le principe de récurrence n’a d’ailleurs pu étre théorisé qu’apres I’axiomatisation des entiers.
Mais nous trouvons bien les éléments essentiels d’une telle démonstration, agrémentés d’une
esquisse d’induction qui peut permettre d’emporter 1’adhésion des lecteurs.

V. Les différents avatars du théoréme fondamental

V.1. Dans les Eléments d’Euclide [2bis].

Comme on I’a vu, ’arithmétique occupe trois livres des Eléments : les livres VII, VIII et
IX. Les résultats qui nous intéressent figurent au livre VII, qui dégage des résultats importants
sur les nombres premiers et les nombres premiers entre eux. Ces résultats s’appuient, assez
étrangement pour nous, sur les proportions entre nombres entiers.

En effet une proportion est une relation a quatre termes, en 1’occurrence des nombres,
qui s’énonce sous la forme « A est & B comme C est 4 D » (par exemple 20 est 4 5 comme 4
est & 1) et dont le maniement nous parait peu commode. Pour les anciens au contraire, ces
proportions constituent un instrument de pensée fondamental. Un exemple arithmétique
permettra de saisir cet aspect de la pensée antique : on a vu plus haut ce que voulait dire qu™un
nombre en multiplie un autre. Dans le cas particulier du schéma représenté dans la partie IV.1
« le nombre quatre, multipliant A, produit B » veut dire : « la multitude des droites égales a4 A
qui, ajoutées ensemble, composent B, est la méme que la multitude des unités dans le nombre
quatre ». En langage euclidien, A est la méme partie de B que I'unité I’est de quatre, ou
encore B et quatre sont équimultiples de A et de I"unité respectivement. Une fagon naturelle
de dire ce qui précéde est d’énoncer une proportion : A est 4 B comme |’unité est & quatre, ou
inversement B est & A comme quatre est a I'unité.

Dans ces conditions, le théoréme énongant que deux nombres C et D se multipliant
1I’un Pautre, les produits obtenus (en effet on peut multiplier C par D, mais aussi D par C) sont
égaux enire cux,” se raméne 4 une opération élémentaire sur les proportions : si P est un
nombre, il est équivalent de dire que 1 est 2 C comme D est & P, ou que 1 est a D comme C est
aP: c’est ce qu'on appelle I’alternance des termes moyens (C et D), démontrée par Euclide
en VIL.13 et qui est une des opérations élémentaires sur les proportions. Si P est le produit de
C par D, il est donc encore le produit de D par C et réciproquement.”*

L’exposé euclidien repose donc sur la démonstration préalable des propriéiés
opératoires des proportions (VI[.11-14), dont fait partie 1’alternance des termes moyens
(VII1.13) proposition que nous noterons désormais, de maniére anachronique :

CIEN
1]
wile)
J
STEN
|

# (est ce que nous appelons la commutativité du produit, que nous notons CD = DC. Chez Euclide c’est I’objet
de la proposition VIL16.

2 En réalité, ce résultat, qui fait I"objet de la proposition VII,16 (Heiberg-Vitrac) n’est pas démontré sur la base
de VII.13 oit est démontré Palternance des termes moyens, mais de VIL15 qui n'est apparemment qu’un cas
particulier de VIL.13; ia raison en est probablement que I'unité n’étant pas un nombre pour les anciens ne
constitue par un terme ‘légitime’ dans un proportion. Euclide revient donc a4 une démonstration élémentaire qui
s’appuie directement sur [a définition VII16. Voir Vitrac [2bis] comm. ad VII.16, p.319-320.
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De la méme fagon, nous confondrons désormais, pour simplifier, {’expression antique
« A mesure B » avec "expression moderne « A divise B ». =

Euclide démontre ensuite plusieurs résultats fondamentaux concernant spécifiquement
les proportions de nombres entiers :

) A .. ..
s Si C et D sont les plus petits nombres tels que 3 = %, alors C divise A et D divise B,

avec le méme quotient®® (VIL.20).

e Si C et D sont premiers entre eux et si %:%, alors C et D sont les plus petits
A C
nombres tels que —=— (VII 21).
que —=— (VII21)

¢ Si C et D sont les plus petits nombres tels que

eux (VIL22).

Ces résultats fondamentaux de [’arithmétique euclidienne sont constamment utilisés
dans les propositions ultérieures, comme on va le voir sur les exemples qui nous intéressent.
Ainsi, voici comment Euclide démontre la proposition 24, que nous avons notée [PE] : si deux
nombres sont premiers avec un certain nombre, leur produit sera aussi premier avec ce méme
[nombre]. En effet, si A et B sont premiers avec C et si AB n’est pas premier avec C, il existe
E différent de I’unité qui divise (Euclide dit « mesure ») 2 la fois AB et C. Comme E mesure
C et que A et C sont premiers entre eux, A et E le sont aussi.”’ En appelant F le nombre
correspondant a la multitude des droites égales a4 E qui composent AB,* on a® que AB=FE,

C . .
=—, alors ils sont premiers entre
D 2

RN

doncf: = -«-E- Comme A et E sont premiers entre eux, A divise F et E divise B (VII 20, 21)

donc E est un diviseur commun 4 B et C, ce qui est contraire a I’hypothése.

Notons qu’on peut isoler de cette démonstration 1’argument suivant, qui se trouve
démontré « au passage » : si le nombre E mesure le produit de A par B et qu’il est premier
avec A, alors (en inventant F et en utilisant VIL.20 et 21 de nouveau), on obtient que E mesure
B. C’est ce que nous appelons le théoréme de Gauss, moyennant la substitution de « divise »
pour « mesure». Pourtant, Fuclide ne !’énonce nulle part comme une proposition
indépendante et n’en fait donc pas un résultat fondamental.

Euclide démontre de la méme maniére la proposition VIL30 : si deux nombres se
multipliont 'un 'autre produisent un certain [nombre], et si un certain nombre premier
mesure leur produit, il mesurera aussi ['un des nombres initiaux. En effet, si un nombre

premier A divise le produit BC, alors BC=DA pour un certain nombre D. Donc% = % Sile

nombre premier A ne divise pas C, alors A et C sont premiers entre eux, A et C sont les plus

» Gauss utilise également deux termes distincts en latin dans les Disquisitiones : metiri (mesurer) et dividere
{(diviser). Voir: The shaping of arithmetic after K.F. Gauss disquisitiones arithmeticae ed. C. Goldstein,
N.Schappacher et J. Schwermer, Springer 2007.
% Buclide n’emploie pas cette notion mais dit que C et D mesurent A et B respectivement ‘autant de fois’.
*7 Sinon la plus grande commune mesure a A et E, différente de I"unité, mesurerait aussi A et C, qui ne seraient
donc pas premiers entre eux ; ¢’est I’objet chez Euclide de la proposition précédente (VII.23).
# Buclide applique ici I’opération qui permet de faire correspondre un nombre (ici F) 4 une multitude, la méme
%ui nous a permis d’inventer le nombre « quatre » pour compter la multitude représentée en IV.1.

C’est 1’objet de la prop. VIL19 de prouver ’équivalence d’une proportion a I’égalité du produit des termes
moyens et extrémes.
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. - A B - . \ 5
petits nombres venﬁantE =5 donc A divise B. La formulation est 1a encore trés proche du

théoréme de Gauss, mais n’en est qu’un cas particulier.

Actuellement, dans Denseignement, et particulierement pour I’enseignement de
spécialité en Terminale S, c’est le chemin inverse qui est privilégié ; les résultats de
divisibilité, comme le théoréme de Gauss, sont obtenus d’abord et sont un outil fondamental
pour les démonstrations. Une conséquence « mineure » est la validation de résultats sur les
fractions irréductibles.

Enfin, comme on ’a vu plus haut, la proposition 33 donne un résultat qui pourrait mener
4 I’existence de la décomposition d’un entier en produit de deux nombres premiers: Tout
nombre composé est mesuré par quelque nombre premier. Mais, ni |’existence, ni 1’unicité de
la décomposition d’un nombre entier en produit de nombres premiers ne sont énoncés
explicitement dans les Eléments, méme si on pourrait les déduire assez facilement du corpus
des propositions démontrées par Euclide. De méme, il n’y a aucune recherche systématique
des diviseurs d’un nombre. Ce qui ne signifie pas que ces techniques n’étaient pas connues a
I’époque. Jean ltard signale que Platon donne le nombre (59) de diviseurs stricts de 5040.

En vue de fixer un nombre qui convienne, décidons que le nombre des chefs de famille
sera de 5040, qui, cultivant le territoire, en sont aussi les défenseurs. Que la terre ainsi que les
résidences soient pareillement distribuées en un méme nombre de sections, chacune étant
l'unité distributive que sont en commun 'homme et son lot. Commencons donc par distribuer
le nombre total, en deux portions, puis le méme nombre en trois : en fait il est dans la nature
du nombre en question de se laisser diviser en quatre, en cing et, ainst de suite jusqu'a dix.
Partant, quiconque institue des lois doit & propos des nombres avoir, pour autant, réfléchi a la
question de savoir (@) quel est le nombre, et comment constitué, qui sera le plus
| commodément utilisable pour toute organisation sociale : disons donc que c'est celui qui
posséde intrinséquement le plus grand nombre de divisions et surtout de divisions qui se
suivent. Tout nombre, c'est clair, pour tous les besoins est susceptible de tous les
fractionnements que l'on voudra; mais ce nombre de 5040, pour la guerre aussi bien que pour
tout ce que comporte la paix par rapport a l'ensemble des contrats et des partages, soit a
propos de contribution ou de répartition d'avantages, ce nombre, dis-je, ne pourrait se
fractionner en un nombre de fractionnements supérieur & cinquante-neuf ; mais, de 1 jusqu'a
10, ils se succédent d'une fagon continue. Au reste, voila des propriétés dont une solide étude,
et poursuivie 4 loisir, est obligatoire pour ceux & qui la loi prescrit de s’y consacrer,*

(¢) Quant a nous du moins, c'est ce qu'a cette heure nous affirmons, nous ne pouvions
choisir une exactitude supéricure a celle de ce nombre de 5040, puisque, jusqu'a 12 en
commencant par 1, il posséde toutes les possibilités de partage exact, hormis celui par 11.
Encore cette exception admet-elle le plus simple des remédes, puisqu'il suffit de mettre a part
deux foyers familiaux pour lui rendre la santé d*une exacte divisibilité dans les deux sens.”’

En bref, Euclide s’appuie sur les proportions pour démontrer [PE] et [LE1]
indépendamment 1’un de 1’autre, mais n’é¢nonce ni [TG] ni [TF]. Ce qui apparait fondamental,
ce sont les résultats sur les proportions, constamment utilisés dans les démonstrations. [LE1]
est utilisé dans la proposition 14 du livre IX : Si le plus petit nombre est mesuré par des
nombres premiers, il ne sera mesuré par aucun nombre premier, si ce n'est par ceux qui le
mesuraient d’'abord. Mais la plupart des résultats sont obtenus en revenant aux proportions,
alors qu’un lecteur actuel préférerait sans doute utiliser [LE1].

3 1es Lois dans (Euvres complétes, Tome I, Collection La Pléiade, Gallimard, 1943, Pages 793 et 794.
3! Idem page 840
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V.2. Les Nouveaux Eléments de Mathématiques de Jean Prestet (Paris 1689) [9].

Nous avons vu plus haut qu'Euler n’a pas énoncé explicitement le « théoréme de
Gauss ».

La question se pose alors de savoir quand on voit apparaitre cet énoncé explicite dans un
traité d’arithmétique. Catherine Goldstein a étudié[16]un traité de Prestet’” dans lequel est
énoncé ce théoréme. Ce traité a connu plusieurs éditions : la premiére, en 1675, ne comportait
pas I’énoncé du théoréme de Gauss ; cette édition a eu une large audience car Prestet €tait
soutenu par Malebranche et Leibniz. Cependant, dans les années quatre-vingts, le
développement du calcul infinitésimal accapare I’attention des mathématiciens de 1’époque,
d’ol un désintérét pour « ’analyse finie ». La deuxiéme édition du livre de Prestet en 1689 ne
rencontre pas le méme succes que la premiére ; or ¢’est dans cette édition que Prestet énonce
le théoréme qui nous intéresse.

Le livie VI des Nouveaux Eléments de Prestet constitue un traité d’arithmétique
élémentaire. Aprés avoir défini les objets de son étude (grandeur entiére, diviseurs, nombres
premiers, qu’il appelle aussi simples, etc.), Prestet énonce et démontre un certain nombre de
résultats sur les nombres premiers ou premiers entre eux :

e Corollaire VIII : si un nombre premier a ne divise pas un nombre z, alors g et z sont
premiers entre eux.

e Corollaire XI : tout nombre entier z est divisible par un nombre simple.

Il démontre ensuite le résultat fondamental suivant :

Théoréme I : si deux nombres b et ¢ sont premiers entre eux, be est le plus petit nombre
que l'un et ’autre puisse diviser au juste sans reste.

Autrement dit, dans ce cas, b¢ est le plus petit commun multiple des nombres b et c.

Ce théoréme est démontré par une utilisation assez complexe de 1’algorithme d’Euclide,
avec descente et remontée. Décrivons d’abord la démonstration de Prestet, avec des termes
actuels.

Soient 5 et ¢ deux nombres premiers entre eux et z un multiple commun de 5 et c.

b=cq+davec0<d<c. Soit ytel queg- = % = k. Comme z est un muliiple de 5, y est
un multiple de d. Or z= bk=cgk + dk = cqk + y; comme z est un multiple de ¢, y est un
multiple de c¢. On réitére I’ opération selon 1’algorithme d’Euclide et on obtient :

. X -
¢ =dg + e avec 0 <e <d. Soit x tel quel=——. Comme précédemment, x est un
e

¢
multiple de d.

On continue jusqu’a obtenir un reste égal a 1 (car b et ¢ sont premiers entre eux).

d=eq” +favec f=1. Soit v tel que % = % Alors v est multiple de e.

Donc e divise v, ¢’est-a-dire 2 [parce que f=1] donc e < 2.
J /

Donc ¢ <2 etdoned s .
d e

Demémed < X etdonccsz.

C

(N

20n trouvera une reproduction en fac-simile d’extraits significatifs de ce Trait¢ et une présentation plus
détaillée (par Miche¢le Grégoire) dans la rubrique « Bonnes Vieilles Pages » du numéro 16 de la Revue
Mnémosyne , LR.E.M. Paris 7, Juillet 2000.
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z
Donccsg.

Donc be <z
Ainsi bc est plus petit que tout multiple commun de & et ¢. Donc il est le plus petit

multiple commun.

Notons que ce procédé permet d’obtenir le lien entre PPCM et PGCD :
Posons b = a,,¢c =a, et z = y,. On construit les suites (a,) et (¥,) comme ci-dessous :

a, = q,a, + a, »_» ¥, est multiple de a,
a4
a,,=4q,,a,,+ta, Vucs _ Yoo ¥, est multiple de a__,
an—2 an
.- . a . o
En utilisant les relations £ =—£ | en effectuant leur produit et en simplifiant, on
Yest Y
o aa , . . L aa . .
aboutit 3 ;-2 = 2% qu’on peut écrire : y, = Yt o G Puisque y, , est multiple de
yn-—] an—lan an-i an

a,,, le premier rapport est un entier €t, si on a poursuivi ’algorithme d’Euclide jusqu’au
dernier reste non nul, a, estle PGCD{(a,,a,). On a ainsi prouvé que tout multiple commun a

d,a,

——*—— qui, étant lui-méme multiple
PGCD(a,a,)}

a, et a, est un multiple du quotient (entier)
commun a g, et g,,est donc Ie plus petit.

Ce type de démonstration par descente et remontée de I’algorithme d’Euclide est aussi
utilisé par Bézout pour démontrer le résultat qui porte son nom.”>

e Corollaire I1 : si b et ¢ divisent a, alors le plus petit commun muitiple de b et ¢ divise
a.

Le principe de la démonstration est le suivant ; si on appelle z ce plus petit commun
multiple, z < a. Si z = a, alors la proposition est vraie. Sinon, a =zg +r avec 0 < r <z,
Comme b et ¢ divisent z et a, alors b et ¢ divisent z — ag = r < z. Ceci est contradictoire avec le
fait que z est le plus petit commun multiple (non nul), sauf si r = 0 (Démonstration du type
[MPPE] avec utilisation de la division euclidienne).

¢ Corollaire III : si un nombre & mesure un produit bc et que ¢ et d soient premiers entre
eux , le nombre d est un diviseur de ’autre nombre b.

En effet, dans ce cas, par le théoréme [, le plus petit commun multiple de ¢ et d est le
produit cd. Comme bc est un multiple & la fois de d (par hypothése) et de ¢, alors, par le
corollaire précédent, bc est un multiple du PPCM (d, c), qui est dc. Donc bc = cdk ; donc b =
dk, c’est-a-dire d divise b. Prestet démontre que le résultat obtenu sur le PPCM de b et ¢,
lorsque b et ¢ sont premiers entre eux, entraine le théoréme de Gauss. La réciproque étant
vraie, ce résultat constitue donc une cinqui¢me forme du théoréme fondamental.

Notons au passage que Prestet en tire la détermination de tous les diviseurs d’un nombre
donné sous forme d’un produit de facteurs premiers, par généralisation de résultats sur ab,
abe, abed, abede, abedef, a4, azb, a2b2, ol a, b, ¢, d, e, f sont des nombres premiers distincts

# Voir 4 ce sujet Histoire d’algorithmes Chabert et al. Belin 1994 p139-145.
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deux a deux. Il montre alors Ie lien entre le plus petit commun multiple de deux nombres et
leur plus grand commun diviseur, en utilisant les résultats précédemment démontrés. '

V.3. La Théorie des Nombres de Legendre [6].

C’est dans !'Introduction contenant des notions générales des nombres qu’on trouve nos
résultats fondamentaux.

Legendre commence par la démonstration de la commutativité du produit par descente
finie jusqu’a un entier convenable. Soit en effet deux nombres A et B avec A>B; On a
A=B+C et on en déduit AB=BB+CB et BA=BB-+BC. Donc on aura AB=BA si I'on a
BC=CB ; en continuant, on arrivera au cas ou I’un des deux facteurs est I’unité ou bien les
deux facteurs sont égaux. Dol le résultat. Legendre démontre presque aussitdt le lemme

d’Euclide [LE2] comme on I’a vu plus haut. Il fait la remarque que [’irrationalité¢ de V2
découle de cette proposition ainsi que de maniére générale celle de i/b lorsqu’il n’existe pas

d’entier x tel que x" =5

Legendre donne alors explicitement 1’ existence de la décomposition d’un nombre entier
en produit de facteurs premiers, mais n’énonce pas l'unicit¢. Cependant, il utilise
implicitement ce résultat dans la recherche de tous les diviseurs d’'un nombre entier. Le
théoréme de Gauss n’est pas énoncé, ni utilisé, le résultat fondamental est le lemme
d’Euclide.

Sa méthode de prédilection est la descente finie jusqu’a un entier convenable, utilisée

pour la démonstration de la commutativité du produit, le lemme d’Euclide , le théoréme de
Fermat.

V.4. Les Recherches Arithmétiques de Gauss [5].

L’ouvrage parait en 1801; Gauss
explique dans sa préface qu’il a commencé a
s’intéresser au sujet en 1795, sans « aucune
idée de tout ce qui avait été fait sur le sujet »,
ce qui explique qu’on y voit « la Science prise
presque dés son principe ». 11 y rend hommage
au traité de Legendre, paru alors que son
propre livre est sous presse.

La Section Premiére introduit les
congruences modulo un entier m et donne les
propriétés de compatibilité avec les opérations
arithmétiques ; il signale que les criteres de
divisibilité et les régles de « vérification des
opérations arithmétiques » (preuves par 9 et
11) reposent sur ces résultats.

La Section Seconde, ou est démonirée le
« théoréme de Gauss » [TG], commence par
une démonstration du lemme d’Euclide.
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Des Congruences du premier degré.

Tﬁfﬁonﬁ}m; Le pradai& de deux nombres positifs plus pg«
BiLs: qu winnombre pr@ma@r dorn¢, ne pouréite dipisé parse nombre
premiers :

86it p le nombre -prem‘i‘erA et o < pet™ 6 je dis quion ne pouira
-{renver audun nexibre positif b, plus petit.que p, quirende

ab=o { medule p ).

En eﬁ'e(; §9 :;lpeuf: ¥ ‘en avoif, supposens queice s?mﬁnt les noimbres
"B, ¢, d, oty, tous plus petits que p, ensorte qu'on dit wbssoy,
ae=x0, dte.s (modip ), soit b le plus pefit de tous, desorte
qu'en nel puisse supposer un. plhas patzﬂ: qae &, on para évidem-
meht b > 1 carel bty ,on aurait abisme<Cp et partaut non di-
visible parpi O pconsinte nombre premier ngpeut Si5é divisépar b,

rais tombera entre déuk multiples dé by mb.et:.{my )& 8oit
p—mb==b B sera positif et < &, O nous-avons supposé abzzo
{ mod. P ). on aura dong rash== 0 et retranchant de ¢ps=i0,

" on anra @ { pn—-méj sl 7m0, done b devrail Blre mis aa ‘rang
des nombres b, &,d, etc., et serait plus petit gque le plas peut de
tous, ce qui est. contre Ia suppesition.

14, 8F ancun des tfgzz:t: nombres a et'h nlest divisible par wz
nombre premier p , le produir ab ne le sera pas non plus.

Soient « et B les résidus minima posmf's des nombres g et &, sui-
vant le module p, aucun d’enx ne sera nul par, hypoihése. Or si
Von avait ab== o, comame abz=aB, on aurait afz=o, ve qui serait
contraire aun théoréme p{récédent.

Nous rencontrons ici 1’utilisation du plus petit entier strictement positif possédant une

propriété donnée [MPPE], couplée a un raisonnement par 1’absurde.
Gauss précise la raison pour laquelle il démontre ce théoreme :

. - B E

Lo démonstration de-ce théorbme a déjs 6t donndepar Bnclides -
Bl vir, 32, Nous n’avons pas cependant vouln Pomettre, tant parce.

que plusmurs auteurs modernes ont présenté deg vaisonnempns vagues
au Hen de démonstration ; o hien ont ncgllge ce théommes gue
dans le but de faive wijeux saisiy , par oo cas teds-simple , Vespris de
1a méthode que nous appliquergus par la. suite & des points biex
difficiles. '

[l utilise ensuite ce résultat pour démontrer 1’unicité de la décomposition en facteurs
premiers [TF], qui lui sert a déterminer tous les diviseurs d’un entier donné (et donc leur

nombre), ainsi que le plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs entiers.
Enfin, il en tire des théorémes de divisibilité :

o Siles nombres a, b, ¢, etc. sont premiers avec k, leur produit [’est aussi [PE]. En
effet, le produit abe...

n’a pas d’autres facteurs premiers que ceux de a ou & ou c ete.
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o Siles nombres a, b, c, etc. sont premiers entre eux, et que k soit divisible par chacun
d’eux, il le sera aussi par leur produit. Car si p est un diviseur premier du produit abc...avec
Pexposant n, alors p” divise I’'un des facteurs & ou b ou ¢ etc.(car ils sont premiers entre eux)
et donc divise & ; il en est de méme de tous les autres facteurs du produit qui divise donc £.

o Si a est premier avec b et que ak soit divisible par b, k sera aussi divisible par b
[TG]. En effet, ak est divisible a la fois par a et b, qui sont premiers entre eux, donc ak est
divisible par le produit ab (par la précédente). D’oll : ak = nab donc k= »b.

Nous donnons dans ’annexe 4 un large extrait du texte de Gauss. Remarquons qu’a ce
stade, il ne resterait qu’a voir le lemme d’Euclide comme cas particulier du théoréme de
Gauss pour établir I’équivalence entre les quatre résultats fondamentaux®*. Mais cela ne fait
pas partie des préoccupations de Gauss.

La Section Troisiéme s’occupe des « résidus des puissances » et c’est la qu’on trouve
une démonstration du petit théoréme de Fermat (voir Annexe 3).

V.5. Les conférences de Jules Tannery a 1’Ecole Normale Supéricure (1891-1892)

[1].

E. Borel et J. Drach rédigent les conférences de J. Tannery et publient une Introduction
a la Théorie des Nombres et & 'Algébre supérieure en 1894. Le livre débute par un exposé
sur les congruences et leurs propriétés. Il s’appuie sur le théoréme de Gauss [TG] dont il
donne une démonstration attribuée 4 Poinsot. Comme dans ’ouvrage de Prestet, on
commence par montrer que le plus petit commun multiple de deux nombres a et m premiers
entre eux est leur produit. Pour cela, on considére la suite des multiples de a : {0, a, 24, 34,
..., ma, ...} et on appelle / le plus petit nombre strictement positif tel que ha est aussi un
multiple de m. Le nombre Aa est donc le plus petit commun multiple de @ et m. Dans la suite
des multiples de a, # nombres consécutifs sont foujours incongrus deux a deux modulo m car,
si ka = K’a (mod. m) avec O <k—k < h, alors m divise le produit (£ - £”)a, ce qui contredit le
fait que 4 est le plus petit nombre strictement positif tel que m divise ha. Par contre, si A
divise k— &’, alors m divise le produit (¥ — £")a, donc ka = &’a (mod. m). Done, si on considére
la suite des restes des multiples de a dans la division par m, ces restes se reproduisent de % en
h, mais & restes conséeutifs sont distincts deux a deux. Par conséquent, les seuls multiples de .
m parmi les multiples de a sont les multiples de Ao (démonstration du type [MPPE]). En
particulier, g divise ma, donc 4 divise m. Par conséquent, m = hd et ha = mg = hdg, c’est-a-
dire : @ = dg. Le nombre d est donc un diviseur commun a ¢ et m, et comme g et m sont
premiers entre eux, d = 1, donc m = £ et dans ce cas, le plus petit commun multiple de « et m
est bien leur produit ma. On en tire le théoréme de Gauss comme dans Prestet.

En guise de conclusion,..

On voit dans les classes de Terminale S spécialité certains éléves s’approprier avec
bonheur certaines des méthodes rencontrées. Par exemple, la méthode de disjonction des cas
rencontre beaucoup de succés, y compris sur des énoncés de baccalauréat dont 1’auteur ne
pensait peut-&tre pas a ce type de résolution : on trouvera dans 1’annexe 6 des exemples de
sujets de baccalauréat utilisant certaines des méthodes dont on parle dans [’article.

L’enseignement de 1’arithmétique, qui avait disparu des programmes, est réapparu et a
beaucoup évolué, en intégrant notamment une plus grande diversité des méthodes de
récherche, de raisonnement et de démonstration. On pourra a ce sujet comparer utilement le
libellé des programmes de Terminale C de 1971 et le document d’accompagnement des
programmes actuels, qui stipule que «la démarche mathématique comporte des phases

* Voir I’annexe 1.
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expérimentales {...]; c’est particuliérement le cas en arithmétique ». Ce méme document
préconise de raisonner modulo 5 ou 7 (disjonction des cas) pour prouver que certaines
équations diophantiennes n’ont pas de solution, un type de raisonnement absent des
programmes antérieurs.

L’étude historique met en lumiére des méthodes de démonstration permettant un
évitement de D'infini et des difficultés qu’il entraine : méthode du plus petit élément,
répartition en classes d’équivalence par exemple. Ces méthodes, qui apparaissent assez
naturellement dans le cadre des problémes d’arithmétique sont riches de possibilités pour des
développements ultérieurs en algébre, que ce soit en tant que méthodes « standard » ou pour

la construction d’objets théoriques sophistiqués.

Par exemple, la disjonction des cas couplée aux congruences, donne une premiére idée
des classes d’équivalences, avant d’aborder Z/nZ et les groupes finis..

L’examen des différentes méthodes de démonstration rencontrées dans les textes offre
ainsi un réel intérét pédagogique pour présenter la multiplicité des points de vue ; la démarche
« expérimentale » des auteurs y est également sensible. Nous espérons que la classification
que nous avons tentée est éclairante et utile.
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Une arithmétique sans théoréme fondamental

On pratique ’arithmétique dans tout anneau commutatif unitaire intdgre® . On donne

alors les définitions suivantes :

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté A* |

A*={aec A;3be A tel que ab=1}

On dit que « divise b (ce qu’on note a / b) si et seulement s’il existe ¢ dans A tel que b =
ac.

Un élément p de A est dit irréductible si et seulement si pgd* et
[p=ab=aoube A*].

Deux éléments a et b  sont dits premiers enfre eux si et seulement si
[d/aet dib=de 4%*].

Par exemple, dans Z, les nombres inversibles sont +1 et —1 et les nombres irréductibles
sont les nombres premiers avec leurs opposés.

On dit gu’un anneau A est factoriel lorsque :
» A estintégre
» Tout élément de A se décompose en produit de facteurs irréductibles.
» Cette décomposition est unique & €lément inversible et permutation pres.

Annexe 14

Pour un anneau intégre A dans lequel tout élément se décompose en produit de facteurs
irréductibles, il y a équivalence enire les propriétés suivantes :
(i) La décomposition est unique.
(ii) Lemme d’Euclide : si p est irréductible et si p divise ab, alors p divise a ou 4.
(iii) p est irréductible si et seulement si ’idéal (p ) est premier36.
(iv) Théoréme de Gauss : Si a et b sont premiers entre eux et si ¢ divise bc, alors g divise c.

Remarque : on a toujours : si 1’'idéal (p) est premier, alors p est irréductible. En effet, si
I’idéal (p) est premier, alors : si p = ab, alors ab est un élément de 1’idéal (p) donc  ou b est
dans I’idéal (p) (car cet idéal est premier) donc a = kp ou b = kp. Donc p = ab = kbp ou kap ;
donc kb ou ka est égal & 1(car I’anneau A est intégre). On en déduit que a ou b est inversible.
La propriété qui nous intéresse dans (iii) est donc la réciproque : si p est irréductible, alors
I’idéal (p ) est premier.

(i1) = (iii) Supposons que p est irréductible et soit ab un élément de I’idéal (p). Alors
p divise le produit ab et, par le lemme d’Euclide, p divise a ou b. Donc a
ou b est dans 1’idéal (p), qui est donc premier.

(iii) = (ii) Si p est irréductible et divise le produit ab, alors ab est un élément de 1’idéal (p),
qui est premier. Donc a ou b est un élément de (p), donc p divise a ou b.

(i) = (i) Le Lemme d’Euclide entraine I'unicité de la décomposition : ¢’est la démonstration
habituelle, que nous voyons chez Gauss.

% Un anneau est unitaire s’il posséde un élément neutre pour sa deuxiéme loi. Il est intégre si: « ab=0=>a=0
oub=0»
* Un idéal (P) est dit premier ssi «abe P =ae (P)oube (P)»
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(i) = (iv) L’unicité entraine le théoréme de Gauss ; cette démonstration se trouve dans les
Recherches Arithmétiques de Gauss ; elle nécessite I'existence de la décomposition.

(iv)=> (ii) Le lemme d’Euclide est un cas particulier du théoréme de Gauss.

Dans tout anneau principal (¢’est-a-dire dans lequel tout idéal est principal, ¢’est-a-dire
engendré par un seul élément), le théoréme de Bézout est vrai, donc aussi le théoréme de
Gauss. Tout anneau principal est factoriel.

Tout anneau euclidien (possédant une division « euclidienne ») est principal.

Annexe 1b

Il existe des anneaux intégres dans lesquels la décomposition en produit d’éléments
irréductibles existe mais n’est pas unique. L’exemple qui suit est tiré du Cours d’algebre de
Daniel Perrin [19].

A= Z[I'-Jg]= {z e C;ilexiste aet b dans Z tels que z=a + ib\/g}
A est intégre (car inclus dans C).
On définit, pour tout z de A, N{z)= |z|2 =a’ +5b°.
Alors, si z=2z2,, ona: N(zz,)= N(z))N(z,). Donc, si z; divise z, alors N(z,) divise
N(z). De plus, si z =g +i\/§b1 et N(z,) =1, alors af +5b7 =1 donc @, =11 et b, =0 ; donc
z; = £1. On en déduit que, si N(z) est premier, alors z est irréductible car, pour tout diviseur z;
de z, N(z,) est un diviseur de N(z), donc est égal a *1, donc aussi z; qui est alors inversible.
Le méme type de considérations permet de démontrer que tout €lément de A* admet au
moins une décomposition en produit de facteurs irréductibles. En effet, si I’élément z est
irréductible, la décomposition est toute trouvée. Sinon, il s’écrit : z = z;z, , avec deux facteurs
non inversibles ; si ces deux facteurs sont irréductibles, alors on a trouvé une décomposition
convenable, Sinon, remarquons que N(z) < N(z) (car, sinon, N(z,) = 1 et z, serait
inversible), ainsi que N(z,) < N(z), et recommengons le processus avec celui des deux
facteurs qui n’est pas irréductible (éventuellement les deux). Le processus s’arréte car, sinon,
la suite des N(z,) serait une suite strictement décroissante infinie d’entiers strictement positifs,

ce qui est impossible. Or, lorsque le processus s’arréte, on a déterminé une décomposttion de
z en produit de facteurs irréductibles.

On a ainsi montré ’existence de la décomposition en produit de facteurs irréductibles de
tout élément de A*. Mais A n’est pas factoriel : la décomposition n’est pas unique. Voici un
contre-exemple :

Ona:9=3x3=Q+i5 2 i5)

Or 3 est irréductible. En effet, si 3 =z,z, alors N(3)=9 = N(z,)N(z,). Donc N(z;) est
égal a1 ou 3 ou 9. Mais, si N(z) =3, alors af +5b] =3, ce qui est impossible. Donc N(z)
est égal 4 1 ou a9, ¢’est-a-dire que N(z,) ou N(z,) est égal a 1, donc I'un des deux facteurs
de 3 est égal a 1. Donc 3 est irréductible.

De la méme fagon, (2 + V5 ) est irréductible car une décomposition en produit ameéne
¢galement d N2+ N5)=9= N(z)N(z,) et on peut faire le méme raisonnement.

Ainsi le nombre 9 posseéde deux décompositions en produit de facteurs irréductibles
essentiellement différentes.
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Annexe 2

Equivalence des méthodes de descente infinie, récurrence et bon ordre
Nous nommons A I’ensemble des entiers naturels possédant une certaine propriété.

Sous forme logique, le principe de la méthode de descente infinie peut s’écrire :

MDI {(ne A)::>(E|n'<n|n'e A)}::>A=®

L’axiome de bon ordre : « Toute partie non vide de NV admet un plus petit élément » peut
s’exprimer de fagon équivalente :

|ABO Si A est une partie de N qui n’admet pas de plus petit élément, alors 4= ®|
La méthode de récurrence totale s’écrit :
MRT {0e A)et[(Vr'cn e d)=(n+le A)]}= A=N

Démonstration de MDI = ABO

Soit A une partie de N qui n’admet pas de plus petit élément.
Dans ce cas {(ne A)= (Eln' < n|n'€ A)} est vérifide et donc, d’aprés MDI, A=

Démonstration de ABO = MRT
Nous supposons que A est telle que{(OE A)et[(Vn' <n n'e A)=>(n+le A)]}

La conclusion cherchée est 4 = N, ¢’est-a-dire B=CA=C .
Par I’absurde, si B n’est pas vide, d’aprés ABO elle admet un plus petit élément #;.
Puisque O0e 4, 0¢ B,etdonc n,21 et n,—1€ N.Deplus Va'<n,—1 n'e 4 (carm

est le plus petit élément de B) donc »,€ 4. Ce qui est exclu par n,€ B. Donc B est vide et
A=N.

Démonstration de MRT = MDI
On suppose que MRT est vérifiée et que{(ne A)= (Eln' <n|n'e A)}
0 n’ayant pas d’antécédent ne peut appartenir & A. Donc0e B=C4
On a: {(Vn‘<n+1|n'e B) :>(n+1€ B)} car, sinon, on auraif (m+Dc A avec

Vn'<n+ln'eB cest-a-dire n'¢ A ; ce qui contredit {(neA):>(Eln'<n|n’€~A)}

Autrement dit, on a {(Vn's n|n’e B) =(n+le B)}
On en conclut que B = N par MRT, et donc que 4=,
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Une démonstration du théoréme de Fermat par Euler et Gauss
Voici d’abord les idées essentielles de la démonstration :

Etant donnés un nombre premier p et un nombre a premier a p, il s’agit de montrer
que le reste de la division de a” -l par pest 1.
L’idée développée par Euler en (I1.2) est de « classer » les différents restes possibles
modulo un entier premier p en utilisant les puissances de @ modulo .
Comme nous ’avons vu en lisant le texte d’Euler, celui-ci commence par montrer

qu’il existe des puissances de a dont le reste est 1 dans la division par p : en effet, la suite
a.a’.a’ ,...,a’l,...étant infinie et le nombre de restes possibles dans la division par p étant fini

égal a p— 1, il existe des puissances a* et g , avec A # Y, présentant le méme reste dans la
division par p [MPT]. Donc le nombre premier p divise a” —d' =a" _J'(al —1)(on peut
supposer L. > A). Or, p premier ne divise pas a” 4, done p divise at -1 (LE1].

On considére alors le plus petit entier A strictement positif ayant cette propriété [MPPE];
alors les puissances l,a,arz,as,...,a’l_1 ont toutes des restes différents (non nuls) dans la
division par p, sinon le raisonnement précédent donne un entier A’ plus petit que A tel que p
divise a* —1. Si on obtient ainsi les p— 1 restes possibles non nuls modulo p, alors A =p - 1
et le théoréme est démontré. Sinon, soit » un reste non nul non obtenu ; » est premier & p. On
considére les nombres r,ra,raz,raB,...,m g ; ces nombres ont tous des restes différents dans
la division par p : sinon p diviserait ra” —ra” =ra""#(a" - 1) et donc a” —1 avec p <. De
méme, ra” et a” ne peuvent pas avoir le méme reste sinon p diviserait r —a’™* ce qui est
contradictoire avec le fait que r n’est pas obtenu comme reste dans la division d’une
puissance de a par p. Nous obtenons ainsi 2A restes non nuls différents modulo p ; si nous les
avons tous, alors p —1=2A. Sinon, on considére un reste s non encore obtenu et les
nombress,sa,saz,sf,...,Sa’lul. On montre de méme que tous ces nombres ont des restes
différents entre eux et différents des restes obtenus précédemment. Si on a obtenu tous les
restes non nuls possibles, alors p— 1 =3A. Sinon, on continue jusqu’a obtenir tous les restes
possibles et le méme raisonnement prouve : p— 1 =7\,

Ce raisonnement, en termes modernes, revient a faire une partition du groupe
multiplicatif (Z/pZ)* formée des classes d’équivalences selon le sous-groupe cyclique

engendré par «.

La méthode est reprise par Gauss, mais allégée par |’utilisation des congruences, aussi
donnons-nous ci-dessous le texte de Gauss ( in Recherches arithmétiques)|5].

On remarquera aussi dans celle-ci I’utilisation d’exemples numériques.

De plus, aussi bien Euler que Gauss aboutissent & un résultat plus fort que 1’énoncé
usuel du Théoréme de Fermat ( si p est premier, alors a” = amod p). C’est d’ailleurs ce résultat

plus fort qu’énongait déja Fermat ( c{'1I1.3)

3" De maniére beaucoup plus tardive et avec des concepts modernes, ce type d’idée permet de démontrer le
théoréme de Lagrange : ’ordre d’un sous-groupe d’un groupe fini divise ’ordre de ce groupe
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SECTION TROISIEME.
Des Résidus des Puissances.

45. THEOREME. Dans toute progression géométrique . .1,a°,a’ etc., outre le premier
terme 1, il y en a encore un autre a' congru & ['unité suivant le module p premier avec a,
l'exposant t étant < p.

Puisque le module p est premier avec g, et par conséquent avec une puissance
quelconque de g, aucun terme de la progression ne sera = 0 (mod. p ), mais chacun d'eux sera
congru & quelqu'un des nombres 1, 2, 3, 4... p - 1. Comme le nombre de ces derniers est

p -1, il est évident que si l'on considére plus de p - 1 termes de la progression, ils ne
pourront pas avoir tous des résidus minima différents. Ainsi parmi les nombres l,d',a..a”"

on en trouvera au moins deux congrus. Soit donc ¢™ =a” et m > n, on aura, en divisant par
a’J.]a""=loum-n<pet>0

Exemple. Dans la progression 1, 2, 4, 8, etc. le premier terme qui est congru avec I'unité
suivant le module 13, se trouve étre 212= 4096, mais suivant le module 23, on a dans la méme
progression, 2'1=2048 = 1 ; de méme 5° = 15625 = 1 (mod. 7) ; et 5= 3125 =1 (mod. 11).
Ainsi dans quelques cas la puissance de a congrue avec ’unité est plus petite que a” et dans
d'autres, il faut remonter jusqu'a la puissance p - 1 elle-méme.

46. Quand la progression est continuée au dela du terme qui est congru a I'unité, on
retrouvera les mémes résidus qu’on avait 4 partir du commencement. Ainsi, soite’ =1, on
aura ¢ =a, a'*? = a* etc., jusqu’a ce qu'on parvienne au terme o dont le résidu minimum
sera de nouveau= 1, et la période des résidus recommencera. On aura ainsi une période de ¢
résidus qui se répétera continuellement, et 'on ne pourra trouver un seul résidu qui ne fasse
partie de cette période. On aura en général @™ =1 et a™"" =" ; ce qui peut se présenter
ainsi suivant notre notation : si » = o (mod. ¢), on aura ¢” = a” (mod. p).

47. Ce théoréme fournit le moyen de trouver facilement les résidus des puissances,
quelle que soit la grandeur de l'exposant dont elles sont affectées, en méme temps qu'on
découvrira la puissance congrue & I'unité. Si, par exemple, on demande le reste de la division
de 3'% par 13, comme 3’=1 (mod.13), on a =3, et comme d'ailleurs 1000 = I (mod.3), on
trouvera 3'°% = 3 (mod. 13).

48, Si a' est la plus petite puissance congrue a 1'unité, (en exceptanta® =1, cas que
nous ne considérons pas), les 7 restes qui composent la période seront tous différens, comme
on le voit sans difficulté par la démonstration du n® 45. Alors la proposition du n° 46 peut étre

renversée. Savoir, si a” =a" (mod. p), on aura m = n (mod. ¢) : car si m et » étaient

v n

incongrus suivant ¢, leurs résidus minima g et v seraient différens. Maisa” =a”, a’ =a” ;
done a* = a”, ¢’est-a-dire, que toutes les puissances au dessous de a' ne seraient pas
incongrues, ce qui est contre I'hypothése.

Sidone a* =1 (mod. p), on aura k=0 (mod. g, c'est-a-dire que & sera divisible par 7.

Nous avons parlé jusqu'ici de modules quelconques, pourvu qu'ils fussent premiers avec
a. A présent examinons 4 part les modules qui sont des nombres premiers absolus, et
établissons sur ce fondement des recherches plus générales.
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49, THEOREME. Si p est un nombre premier qui ne divise pas a, et que a' soit la plus
petite puissance de a congrue & ['unité, l'exposant t sera = p - 1, ou une partie aliquote de p-
1.

Voyez pour des exemples le n® 45.

Comme nous avons déja prouvé que fest=p- 1 ou<p - 1, il reste a faire voir que dans
le dernier cas i} est toujours une partie aliquote de p - 1.

1° Rassemblons les résidus minima positifs de tous les termes, 1,a°,a°..a" ™" et
désignons-les para,',a", etc. de sorte qu'on ait ¢=l,&'=a,a"= a*,ete. il est visible qu'ils
seront tous différens ; car si deux termes ¢”,a” donnaient les mémes résidus, on aurait
a™" =1 (en supposant m > n et m - n <t); ce qui est absurde, puisque «'est la plus petite
puissance de ¢ congrue & I'unité. Au reste tous les nombres o, &', ", etc, sont compris dans
lasérie 1,2, 3, 4.. p- 1, série qu'ils n'épuisent pas lorsque # <p - 1. Nous désignerons par (4)
la somme [I’ensemble] de tous ces résidus et (4) comprendra un nombre ¢ de termes.

2°. Prenons un nombre quelconque,f, parmi ceux de la série 1, 2, 3... p - 1 qui manquent
dans (4). Multiplions p par «,a',«", etc. etnommons. 4, A", f", etc. les résidus minima qui
en proviendront, et qui seront aussi en nombre 7. Ces résidus seront différens entr'eux , et
différeront des nombres a,a',«", etc. En effet, si la premiére assertion ¢€tait fausse, on aurait
po” = B, d'oti l'on tire, en divisant par B, &™ =a” : ce qui est contre ce que nous venons
de démontrer ; si la dernidre 1'était, on aurait fo” =¢”; d'ol, quand n>m, f=a"™", c'est-a-
dire que P serait congru 4 quelqu'un des nombres o, c¢', ", ete.: ce qui est conire 'hypothése;
mais si #< m, on aura, en multipliant para’™, Sa’ =a"™"" , ou comme o' =1, f=a""",
d'ol résulte la méme absurdité. Désignons par (B) la somme des nombres B, 8, f", ete. qui
sont en nombre ¢; on aura déja 2¢ nombres parmi ceux-ci 1, 2,3, ... p-I. Donc si (4) et (B)

o (. -1
épuisent cette série, on .aura ¢ :—p-i— .

3°. Mais s'il en manque quelques-uns, soit y un de ceux-la. Multiplions ¢, &', ", etc
par vy, et soient y,y",y", etc. les résidus minima de ces produits, dont nous désignerons

I'ensemble par (C); (C) comprendra ¢ nombres pris dans la série 1,2,3...p-1 qui seront tous
différens entr'eux et non~compris dans (4) et (B). Les deux premieres assertions se

démontrent comme ci- dessus (2°); quant 4 la troisiéme, si l'on avait Y™ = fa” on en tirerait

y=fo™  ou ¥ = o' suivant que m <#u ou >n. Dans 1'un ou l'autre cas v serait congru

a quelqu'un des nombres qui composent (B); ce qui serait contre I'hypothése. On aura ainsi 3¢
. (. . -1 .

nombres pris dans la série 1, 2,3.. .p-1, et s'il n'en reste plus, = pT , conformément au

théoréme.

4°, Mais s'il en reste encore quelques-uns, on arrivera de méme & une quatrieme somme
de nombres (D), etc.; et comme la série 1,2,3, etc. p- 1 est finie, on voit que 'on parviendra
nécessairement a 1'épuiser, et p - 1 sera un multiple de ¢, donc # sera une partie aliquote de p -
1.
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: -1 T .
50. Puisque —‘?T— est un nombre entier, il suit qu'en élevant chaque membre de la

congruence a' =1 (mod. p) a la puissance p—t_—l ,onaura ¢’ =1 (mod. p); c'est-a-dire, que
a’™ =1 sera toujours divisible par p quand p est premier et qu'il ne divise pas a. Ce théoréme
remarquable, tant par son élégance que par sa grande utilité, s'appelle ordinairement théoréme
de Fermat, du nom de l'inventeur. (Fermatii opera Math. Tolosoe 1679, Fol.p. 165.) Fermat
n'en a pas donné la démonstration, bien qu'il ait assuré qu'il I'avait frouvée. Euler en a le
premier publié une dans la Dissertation intitulée : Démonstration de quelques théorémes
relatifs aux nombres premiers. (Comm. Ac. Pétrop. T. VIII) ; elle est tirée du développement

de (a-+1)” qui fait voir par la forme des coefficiens, que (a+1)" —a” -1 est toujours divisible

par p, et que par conséquent (a+1)° —(a+1)le sera sia” —a l'est. Or comme 17 —1est

divisible par p, 27 —2. le sera donc; et partant 3” —3, et généralement ¢” —a. Donc si p ne

divise pas a, on aura aussi a”~' —1divisible par p. Ce que nous venons de dire suffit pour faire
connattre 1'esprit de la démonstration.

Lambert en a donné une semblable, (4Acta eruditorum. 1769, p. 109.) Mais comme le
développement de la puissance d'un bindme semble étranger 4 la théorie des nombres, Euler
(Comm.nov. Petrop. T. VIIL, p. 70) donna une autre démonstration qui est conforme a celle
que nous venons d'exposer. Dans la suite il s'en présentera encore d’autres : ici nous nous
contenterons d'en donner encore une déduite du méme principe que celle d'Euler. La.
proposition suivante, dont le théoréme en question n'est quun cas particulier, nous sera utile
pour d'autres recherches.
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le théoréme de Gauss dans les Recherches Arithmétiques|5]

SECTION SECONDE

Des Congruences du premier degré.

5. Tutorkme. Le produit de deux nombres positifs plus pe-
tits qu'un nombre premicr donné, ne peut étre divisd par ce nombre
premicr.

Soit p le nombre premier et e < pet> 03 je dis qu'on ne pourra
trouver aucun nombre positif &, plus petit que p, qui rende

ab=o ( module p ).

En effet, @il peut y enavoir, supposons que ce soient les nombres
b, c, d, ete,ious plus petits que p, ensorte quon ait gb=o0,
acEzo, ete., (mod.p), soit b le plus petit de tous, desorte
‘qu'on n'en puisse supposer un plus petit que b, on awra évidem-
ment b > 13 car st =1, on-aurait abwm=a < p el partant non di~
visible par p. Or p comme nembre premier ne peut &tre divisé par b,
mais tombera entre deux multiples de b, mb et {71} b. Soit
p—mbu=b , b sera positif et < &, Or nous avons Supposé ab=o0
{ mod.p), on ama donc mab=o0; et vetranchant de ep==o0,
on aura a { p—mb ) ==ab' =03 donc b devrait étre mis au rang
des nombres b, ¢, d, ete., et serait plus petit que le plus petit de
tous, ce qui est contre la supposition.

14 8i aucun des deux nombres a etb n'est divisible par un
nombre premier p, le produit ab ne le sera pas non plus.

Soient & et B les résidus minima positifs des nombres a et 5, sui-
vant le module p, ancun d’eux ne sera nul par hypothese. Or i
Pon avait ab==o0, comme abz=aB, on aurait afz=o, ce qui serait
contraire au théortme précédent.

La démonstration de ce théorbme a déja été donnée par Euclide,
El.vit, 32, Nous n’avons.pas cependant voulu Vomettre, tant parce-
gue plusienrs anteurs Modernes ont présente des raisonnemens vagues
an lieu de démonstration , ou bien ont négligé ce théoréme; que
dans le but de faire mieux saisir, par ce cas frés-simple, Pesprit de
}a méthode que nous appliquerons par la suite-d des points: bien
difficiles. o

15, 8% aucun des nombres a, b, c, &, ete. n'est divisible par
le nombre premier p,le produit abed, ete, ne le sera pas non plus.,

Suivant V’article précédent, ab n’est pas divisible par p; done il
en est de méme de adc;, et ainsi de suite.

16. TutorEME. Un nombre composé ne peut s¢ résoudre que
d'une seule manidre, en facteurs premiers.

11 est évident par les élémens, que I'on peut towjours décoms
poser un- nombre quelconque en facteurs premiers; mais on
suppose & tort tacitement que cette décomposition ne soit pos
sible gue d'une maniére. Imaginons qu'un nombre composé. ... ..
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A:adéﬁc? etc., @, b, ¢, etc. étant des nombres premiers
inégaux, soit encore décomposable &i une autre maniére en fac-
teurs premiers, Il est d’abord manifeste que dans ce secr_}nd
systéme de facteurs il ne peut entrer d’autres Pombres premiers
que @, b, ¢, ete. , puisque quelqu’autre quehce fiit ne pourrait di-
viser A4, qui est composé despremiers. De méme ancun (_les no;{ab'res
premiers @, b, ¢, etc. ne peut y manquer , car sans cela il ne divise-
rait pas A4 (n° 15 ); la différence ne pent d.eml: porter que sur les
exposans., Or soif un nombre premier p, yui ait dau’s Pun des sys-
témes exposant m, et dans Vautre Vexposant ?{, m etani:"} n :,d;,
visons de part et d’antre par p", p restera dans; un affecté de Pex-

» 3
osant m—1 , et disparaitra de I'autre, donc = pourrait.se décom=
P 4 P P

poser de deux manitres, daus I’'une desquelles pn’entrerait pas, tan-
dis qu’il resterait dans I'autre , ce qui est contre ce que nous avons
démontré.

17. Si done le nombre 4 est le produit de B, ¢, D, etc., il s'en-
suit que les nombres B, €, D, etc ne peuvent avoir de- fag:teurs
premiers différens de ceux de 4, et gue chacun de ces facteurs doit

se trouver antant de fdis dans les nombres B, €, D, efc; pris en-
seruble ; que dans 4. On déduit de 1 le caractére pour reconnaitre
sile nombre 2 divise ou non un autre nombre 4. 11 Ie divisera, g'il
ne contient aucun facteur premier étranger & 4, ni ancune pais-
sance plus grande d’un des facteurs premiers de .4, Si une de ces
conditions manqgue, B ne divisera pas 4,

A Paide du caleul des combinaisons , on verra aisément quesi...

Ao bﬁ ¢ etc s @y by0, ete. étant comme ci-dessus des nomi-
bres premiers différens , le nombre des diviseurs différens de 4, en
y comprenant « b4, est (arfrt ) (Bufur J (3ot ) ete,

18. Sidone d=a" 63 & ete., Kmickl,"mff ete., ef si fous
lesfacteursa, &, c, ete. différent des facteurs £, 2, m , ete.; 4 ot
& n’anront d*autre divisenr commun que 1, ou bien seront premiers
entr’enux.

e plus grand commun diviseur entre plusieurs nombres donnés
A, B, C, ete. se trouve de la manidre suivante : On décompose
les nombres en facteurs premiers, et I'on prend ceux qui sont com-
muns & tous les nombres 4, B, C, ete. ( 8'il »’y en avait pas de
tels, les nombres donnés n’auraient pas de commun diviseur )5 alors
on remarque quels sont les exposans de ces factenrs, dans chacun
desnombres A, B, €, ete.; on donne & chaque facteur le plus pe-
tit des exposans qu'il adans A, B, C, ete., et 'on compose un pro-
duit des puissances qui en résultent; ce sera le plus grand commun
divisenr cherché.

Si Yon cherchait au contraire le plus petit nombre divisible d+lae
fois, par les nombres 4, B, C, ete., on prendrait tous les nombres
premiets qui diviseraient quelqu’un des nombres 4, B, C, etc,
et on donnerait & chacun d’eux le plus haut exposant qu’il ait dans

les nombres A4, B, €, etc, Le produit de toutes ces puissances
serait le nombre chierché.
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Az=§04m= 2.5 7; B=12880==2%.545; C=864==25.5"
Pour trouver le plus grand diviseur commun, on a les facteurs
premiers 2 ¢t 3, qni doivent étre affectés des exposans 5 et 2, d’olr il

vient 2°.3%==72, Quant au plus petit nombre divisible par 7,3, C,
il sera 2°.33.5,7==6048. '

Wous ometions les démonstrations & cause de leur facilité ; d'ail-
feurs on sait par les élémens comment on résout ces problémes,
quand les nombres <, B, C, elc. ne sont point donnés tout dé-
composés en facteurs,

19. 8i les nombres a,b,c, ete, sond premicrs avee k , leur
produit I'est aussi, '

Fn effet, puisqu'aucun des nombres ¢, 5, ¢, ete. n'a de fac-
teurs premiers communs avec £, et que le produit de ces nombres
ne peut avoir de facteurs premiers qui n'appartiennent & quelquon
d’entr’eux, ce produib n’aura non plus aucun factenr premier commun
avee £,

Si les nombres a, b, ¢, etc. sont premiers entr'euz , el que k
soit divisible par chacun d'enx , il le sera aussi par leur produil.

Crestine suitedes nes 17 et 18, Soit eneffet p undiviseur premier
quelconque du produit abe ete. et qu'il ait Pexposant #, quelqu'un

des nombres 2 ,&, ¢, ete. sera divisible par p”, parcosnséquent &,

qui est divisible par ce nombre, le sera anssi par pw : il en sera de
méme des autres diviseurs du produit.

Done, &8 deux nombres m,n sont congrus suivant plusieurs
modules a, b, ¢, ete. premiers entrcux , ils le seront aussi sui-
vant leur produit. En effet, puisque m——n est divisible par cha-
cnn des nombres a, 2, ¢, etc., il le sera aussi par leur produit.

Enfin, si a est premier avec b, et gue ak soit divisible par by
k sera aussi divisible par b, En effet , puisque ak est divisible par

2 et par b, il le sera par lear produit; done %m% sera un entier.
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Une démonstration originale du théoréme de Fermat

Le document d’accompagnement des programmes de Terminale S (spécialité), diffusé
sur le site du CNDP, donne une démonstration combinatoire du petit théoréme de Fermat.
Nous reproduisons ci-dessous un extrait de ce document :

Démonstration 3

On donne ici une démonstration combinatoire, qui fournit au passage une interpré-
tation du quoticnt {a” — al/p.

Considérons un polygone régulier (A, ..., Ap _)ayant p sommets et étudions les fagons
de le colorier avec ¢ couleurs. Le nombre total de coloriage est #, Parmi ces coloriages,
il en existe a4 qui sont unicolores, 1l ’agit donc de montrer que le nombre de coloriages
multicolores du polygone est multiple de . Or, étant donné un coloriage, il est possible
d’en déterminer p ~ 1 autres par les rotarions R, d’angles 2kn/p (1 = k < p - 1)
St {€gne--1€, . ¢) rEprésente le coloriage initial, alors le coloriage final est représenté par
(€ gpr+ 1€ _¢) caractérisé par la condition ¢”; = ¢, ol 7 est le reste de j + & dans la division
cuclidienne par p. On montre qu’on obtient, avec le coloriage initial, p coloriages
distincts : en effer, si un coloriage {Coseresty _ 1) 8L invariant par une rotation
R, (1 = k= p—1), alors, par récurrence sur 7, on doit avoir ¢, = ¢ lorsque f est le reste
de la division euclidienne de nk par p. Comme p est premier, quand 7 parcourt [0, p - 1],
on obtient, pour j, toutes les valeurs de [0, p ~ 1] (géomérriquement, on parcourt les
sommets du polygone en appliquant successivement une certaing rotation et en reliant
les sommet successifs, on obtient un polygone convexe ou étoilé) : cela prouve que les
seuls coloriages invariants par R, sont les coloriages unicolores, Les coloriages muldi-
colores sont au nombre de a”— g et peuvent &tre rassemblés par groupes de p. Donc
af — a est multiple de p. Le quotient (@ — a)/p peut s'interpréter comme le nombre de
coloriages multicolores comptés a rotation pres.
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Quelgues exemples d’exercices d’arithmétique (Bac S, spécialit¢)

France métropolitaine, Juin 2003

Le début de D’exercice s’intéresse au cone I' d’équation cartésienne dans un repére
orthonormal (O,f,j,l?) :yr 4zt =75

3a. Montrer que 1’équation x2 =3 [7], dont ’inconnue x est un entier relatif, n’a pas

de solution.

3b. Montrer la propriété suivante :

pour fous entiers relatifs ¢ et b, si 7 divise a*+b?* alors 7 divise a et 7 divise b.

4a Soient g, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer la propriét¢ suivante :

Si le point de coordonnées (a, b, ¢) est un point du céne I' alors a, b et ¢ sont divisibles
par 7.

4b. En déduire que le seul point de I dont les coordonnées sont des entiers relatifs est le
sommet de ce cOne.

Remarques : La troisiéme question induit clairement une disjonction des cas modulo7.
La derniére question peut se résoudre par descente infinie (méthode qui paralt bien difficile
pour un éléve de terminale), ou en utilisant le plus petit entier strictement positif @ tels qu’il
existe une solution (g, b, ¢) .

Centres étrangers I, juin 2005
Partie B
On admet que 250 507 n’est pas un entier premier.
On se propose de chercher des couples d’entiers naturels (a ; &) vérifiant la relation :
(B) : &* - 250 507 = .
1} Soit X un entier naturel.
a) Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9 ; puis ceux
de X* modulo 9.
b) Sachant que o’ - 250 507 = &°, déterminer les restes possibles modulo 9
de & — 250 507 ; en déduire les restes possibles modulo 9 de o,
¢) Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.

Remarques : Cette question induit clairement une disjonction des cas (remarquons
aussi qu’elle est clairement trés inspirée, jusque dans le choix de I’exemple numérique,
d’activités en classes moultes fois présentées par le groupe M. : A.T.H. sur la machine de
Carissan, lors de stages a I’LR.E.M. Paris 7 ou d’exposés divers, et finalement publiées dans
le bulletin vert de I’'A.P.M.E.P.}.

Inde, avril 2005
Le plan complexe est rapporté a un repére orhonormal direct (O,#,¥). On considére

I’application f'qui au point M d’affixe z fait correspondre le point M” d’affixe z* tel que :
3+4i_ 1-2i
= zZ+
5 5
1. On note x et x°, y et )” les parties réelles et imaginaires de z et z°.

1
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_ 3x+4dy+1
==
_4x-3y-2
s

Démontrer que :

t

5. On considére les points M d’affixe z=x+ iy telsquex = 1 et y € Z. Le point M’
=AAM) a pour affixe z’. Déterminer les entiers y tels que Re(z’) et Im(z’) soient entiers (on
pourra utiliser les congruences modulo 5).

Remarques : La derniére question a ¢té effectivement traité par un certain nombre
d’éleves en effectuant une disjonction des cas modulo 5 ; on a en effet, six =1,

,_4+4y
S5
_2-3y’
R
Un tableau des possibilités modulo 5 donne alors :
y 0 1 2 4
4+ 4y 4 3 1 0
2-3y 2 4 1 3 0

I1 est alors immédiat de conclure :

x” et y’ sont entiers si et seulement si 5 divise & la fois 4 + 4y et 2 — 3y, c’est-a-dire si et
seulement si y=4 (mod.5). T est évidemment aussi possible de s’attaquer d’abord & x” en
constatant que, si 5 divise 4(1 + y), alors 5 divise y + 1 grice au théoréme de Gauss. Le
raisonnement pour obtenir 1’équivalence souhaitée est alors assez simple.

Nice, juin 1978
1. Déterminer ’ensemble des entiers relatifs x tels que : 8x = 7 (mod.5).

Remarques : On peut voir cet exercice comme résolution de 1’équation 8x — 54 =7 (un
classique du programme de TS), & inconnues dans Z, ou une application de la méthode de
disjonction des cas.

On pourrait citer d’autres exemples, mais ceux-ci suffisent & voir comment interviennent
certaines méthodes dans les sujets de baccalauréat.

Nous ne résistons pas au plaisir de vous donner 1’énoncé du premier exercice du
Concours général de Mathématiques 2006 (merci & Didier Trotoux de I’LLR.E.M. de Caen de
nous Pavoir transmis) :

Si n est un entier naturel strictement positif, on note a,a; ... a, son écriture décimale.

Onadonc n=10'a, +10"'a_, +...+10a, +a,, les entiers a;, 0< j<i,sont compris entre 0

et 9 et a, #0. On désigne par ¢ un entier compris, au sens large, entre 1 et 9, et on pose
p=10g - 1 et I’on considére la fonction

Fom=aa,..a +qa4
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Sii=0,alors f, (n)=gaEnfin, Ientier g ¢tant fixe, on associe & tout entier » la suite

(ny) définie par les relations :
m=net Vke N, ng, = f,(n;)
Par exemple, si ¢ = 5, la suite associée a 4907 est 4907, 525, 77, 42, 14, 21, 7, 35, 28,
42,14, ... '

+
1. Vérifier que f, (n)= ”_l_gf_g,_ En déduire que f, (p)=p.

2. (a) Montrer que, sim > p alors f (m)<m.

(b) En déduire que pour tout entier », il existe un entier j tel que ;< p.

3. (a) Montrer que si m <p alors f (m)<p.

(b) En déduire que pour tout entier n, la suite (#;) est périodique a partir d’un certain
rang, ¢’est-a-dire qu’il existe £ et T entiers tels que .7 = 5;, pour tout j 2 k.

4. Etablir que, pour tout entier n, f,(») est congru a gn modulo p.

5. Pour quelles valeurs de ¢ la fonction f; a-t-elle des points fixes (c’est-a-dire des
entiers m tels que f(m) = m) autres que p 7 Quels sont alors ces points fixes ?

6. Montrer que, pour des choix convenables de g, I’étude de la suite () associée & un
entier » fournit des critéres de divisibilité de » par 9, 19, 29, 13, 49 et 7. Enoncer ces critéres.

La question 2.b se résout, soit par la méthode de descente infinie, soit par la méthode du
plus petit élément.

Descente infinie : On suppose que pour tout entier j, on a : n; > p. Alors, on a : pour tout
entier j, fo(n)) < n; (d’aprés 2.a), c’est-a-dire n;4; < ;. La suite () est alors une suite infinie
strictement décroissante d’entiers naturels. Ce qui est impossible. Donc il existe j dans N tel
que 7; < p.

MPPE : On suppose que pour tout entier j, on a : #; > p. Soit ,, le plus petit élément de
I’ensemble des valeurs de la suite (7). Alors, comme #,, > p,on a: fy(ny,) < i, C’est-a-dire
Hm+1 < My Ce qui est contradictoire avec le fait que #m, est le plus petit des ¢léments de
I’ensemble des valeurs de la suite.

La question 3.b se résout par une récurrence suivie d’un principe des tiroirs.

On sait par la question précédente qu’il existe un entier 7 tel que n; < p.

La récurrence, trés rapide, sert & montrer que, pour tout k£ 2/, nx < p.

Comme la suite extraite (), avec k 2 j, comprend une infinité de termes qui ne peuvent
prendre qu'un nombre fini de valeurs {1, 2, 3, ..., p-1}, il existe ket &°, avec k£ <X, tels que mi
= ng (principe des tiroirs). La suite est alors périodique de période &’-k a partir du rang £.

La question 4. utilise le théoréme de Gauss.
10f,(#) = n+ pa, = n (mod.p)
Comme p = 10g — 1, on a: 10g =1(mod.p)et donc 10/, (n) =10gn (mod.p). Donc p

divise 10(f;(n) — gn). Or p et 10 sont premiers entre eux car 10g — p = 1 (théoréme de
Bézout) ; donc, par le théoréme de Gauss, p divise f, (1) — gn.
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BONNES VIEILLES PAGES (2)

Nous vous proposons ci-dessous un texte de Leibniz dans lequel celui-ci donne une
démonstration du théoréme de Fermat. Ce texte, en latin, est rest¢ manuscrit jusqu’a sa
publication dans les (Fuvres de Leibniz par C.I. Gerhardt. Nous avons fait suivre le texte
d’une traduction en frangais d’Anne Michel-Pajus et donnons en introduction une vision
moderne de la démonstration.

Les mathématiques du texte de Leibniz

Leibniz commence par caleuler le coefficient M de d'b'c™d"..., lorsqu’aucun des
exposants k, I, m, ... n’est égal 4 e, dans le développementde (a +b+c+d+...) aveck+1
+m+n+ .. =e Ce coefficient est le nombre de fois ou apparait d'B'emd ... dans le
développement du produit (a + b +c+d+ .. Ya+b-+c+d+ ..)... avec e facteurs. Pour

kel om . .. . N .
obtenir a"b'¢™d. .., il faut choisir k£ facteurs parmi les e facteurs ol on prend le terme a, puis
on choisit / facteurs parmi les (e — k) restant ol on choisit le terme b, etc. ; ainst :

[eJ(ewa[emkmlJ
M= g m
M= e(e —1)(e—?...(e -k+1) « (e —k)(e—k—ll?...(e —k—-I+1) o«

e!

M=——
KOINE). .

C’est bien ce que donne Leibniz (sans 1’expliquer) pour e = 19, bien que la formule
apparaisse différente & premiére vue. En fait, pour le coefficient de &’b'c’de’f'g', il
commence par choisir 4 facteurs parmi 19 ou il prend b, puis 3 parmi 19 — 4 ou il prend c,
puis 3 parmi 19 — 4 — 3 ou il prend 4, puis 2 parmi les restants ou il prend e, enfin 1 avec fet 1
avec g ; dans les 5 derniers, pas de choix possible : on prend a. D’ou le coefficient :

AL S S G G

A 19><(19—1)><...><(19—13).

4530321 1
On vérifie d’ailleurs aisément que :
19!
5 19!

T ALK SN2 K
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Leibniz affirme ensuite, toujours sans démonstration, que, lorsqu’aucun des
exposants k, [, m, ... n’est égal 4 e, M n’est jamais premier 4 e. En fait, il n’utilise ce résultat

e
gue dans le cas ol ’exposant ¢ est premier ; alors e divise le facteur M, = i de M.

Si le nombre e est premier, alors e divise (k)M = e(e —1)(e~-2)... et, comme e est premier &
(k "), e divise M (théoréme de Gauss).

Si e est premier, e divise donc tous les coefficients M si aucun des exposants n’est ¢gal a e.
Donc e divise(a +b+c+d+ ... —a°—b°—c®-....Onchoisitalorsa=h=c=_...=1;0n
obtient: ¢ =b°=...=leta + b + ¢ +d + ... = x entier naturel quelconque, égal au nombre
de termes choisi ; donc e divise x°* —x.

Portrait de Leibniz
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Le texte de Leibniz (Leibniz Mathematische Schriften édité par Gerhardt,tome VII, Goerg
Olms Verlagsbuchhanlung, Hildesheim, 1962, pp178-180)

Sed ad polesiates Polynomiorum formandas redeamus, guae
scilicel indigent Numeris combinatoriis, ut mox patebit. Constant
autem semper ex formis ejusdem gradus, quibus numeri ex com-
binatoriis multiplicande formati praefiguntur. Formam voce hoc
loco summam omnium membroram ex aliquot literis similiter for-
matorum. ita a+ b--c ete. est formaprimi gradus; at formae se-
cundi gradus sunt a?-+h?2+4c¢*etc. et ab+ac+be ete., et formae
tertii gradus sunt a¥+ b3 4 ¢¥ ete. et a?b + ab? 4 a2c+ac2+b2c+betete,
el abc+abd +bedete.  Compendio aulem, ut jam monui, sic de-
signo, ut a mihi significet a vel a+b vel a-b+¢ vel ete., et a?
significet a* vel a®+-b® vela® 4+ b2+ c2 vel elc., el ab significet vel
ab vel ab4ac4-be vel ab+ac+ad+-be+bd+cd vel etc., ef a3
erit a® vel a®4+b3 vel a®+b3+c? vel elc, et a%b erit a2b 4 al?
vel a?btab®+fa%ctac?4bicbbe® vel a2h + ab? + a2+ act+a2d
+ad?*+b2c4be2+4-b2d + bd? 4 ¢2d 4 cd? vel etc., et abe= abe vel ahe
+abd+bed vel ele., ilague )

a-;-b+bete. =a
et quadralum ab a4 b cete, = a2+ 2ab

cubus = a%-+3a2b 4 6abe
biguadratum == a4 4 4adb + 6a%b? + 12a%be + 24abed

Ut jam investigemus numeros coefficientes formis praescriptos, con-
sideremus tot modis prodire guodvis formae membrum in potestate,
quot transpositiones literarum in eo membro dari possuni; ita m
cubo ab a+b formae a®b +ab* membrum, ut a%h, prodit ter, quia
tres ejus transpositiones seu conflationes; sic in biquadrate ipsius
a2b? formationes sunt sex, et in cubo de a4 b+ ¢ ipsius abe trans-

positiones sunl sex

l |aab 1 | aabb I {abe
2| aba 2 | abab 2 lacb
3 | baa 3| abba 3 i bac
4 |'baab 4 |bea
5| baba 5 |cab
6 |bhaa 6 | cba
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id lineis duelis numeros eosdem ascriptos habentibus sic apparebit:
pro aab pro aabb pro abc

3b o A
/ 3 / G

a’y \ﬂ;
/ 463
/ . /\

(Quotl vero sint transpositiones literarum Formae, nondum quod
sciam determinaluny exial, cum tamen inler primaria sit problemala
Combinatoriae Artis. Id aliquando cum potestatibus polynomiorum
aliisqne hujusmodi in navi per otium sum consecutus. Multo post
Cl. Joh. Bernoullius me admonente hane eandem quam uunc dabo
regulam, etsi paulo aliter expressam invenit.  lgitur in exemplum,
quod sit regulae inlelligendae sulfficiens, esto forma ashicdd®e®f'gl,
quaeritur quot modis ejus elementa (ransponi possint. Est autem
gradus 5+4+343+2+ 141 sen decimi nori. Dico numerum
transpositionum esse proditurum, si multiplicentur invicem continue
numeri Combinatorii (supra expositi) qui designant quot sint 19
rernm 4piones, 19—4 rerum 3niones, 19—4—3 rerum 3niones,
19—4—3—3 rerum 2niones, 19—4—3—3—2 rerum Iniones,
19—4—3—3—2—1 rerum Iniones. Quod etiam per productos
continuorum sic poterit eununtiari, ut Numerus Transpesitionum
formae adh®c3dlefigt sit

19,19—1,19—2,19—3,16—4,19—4—1,19—4—2,,
1.2.3.4 .23
19~4—-3,19—d--8—1,19—4—3—2 ,, 19—4—3--3,19—4—8—3—1,

1.2.3 H b2
——3 . 3 — [9—4—-3-—-3—2—
19—4—3 i2 , 14 3—9 1. Ita a%h? habebit i{rans-
itiones BAYTLo4=24-2—1 43,21
positiones  —r— 1.2 T L2, r2 T

Porro omnis Numerus Transpositionum Formae, quem et
Productum combinatoriorum appellare possis, cum alias habet pro-
prietates memorabiles, tum hanc imprimis egregiam, ut ipse et ex-
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ponens gradus, ad quem forma assurgit, non possint esse primi
inter se. Unde sequitur, si exponens gradus sit numerus primi-
tivus, necesse esse ut dividat numernm transpositionum formae in
gradu, ubi tameu intelligo transpositionem quae varietatem pariat,
qualis non est forma cujus elementa coincidunt ut a% a3. Unde
in his numerus sitawam non est nisi unitas, thine porro conse-
quitur, ut si nomiua sint numeri rationales, potestas polynomii post
detractam formam invariabilem ejusdem gradus residuum relinguat,
ita comparalum, ul ipsum et exponens gradus non possint esse
primi inter se: et ideo cum exponens est primilivus, necessario re-
siduum divisibile sit per exponentern. Nempe sie, ilem a,b, ¢ etc.,
sint numeri integri et x=a4-b<4-c¢ 4 ele., tunc x*—a¢ et ¢ nunguam
sunt primi inter se, et ideo si e sit primitivus, erit x®—a® divisi-
bilis per e. Sapra autem exposui, per a® me intelligere a®+be+ce 4 ete,
seu summam ex potestatibus omnium partium ipsi % assignalaruni.

Quodsi a, b, e, sinl unitates erit a®=a=1 el a*=a=x, ergo
x®—x el e nunquam sint primi inter se, el pmi-nde"si numerus ¢
sit primitivus, erit xé—x divisibilis per e. Quae Numeri Pri-
mitivi preprietas Reciproca esse reperitur, ut si e nen sil
primitivus, etiain x°—x per e dividi pon possit, sed tantum ha-
beant aliam communem mensuram.

Traduction d’Anne Michel-Pajus

Mais revenons aux puissances des polyndmes, qui ont naturellement besoin de
nombres combinatoires, comme on va le voir. Elles reposent toujours sur des e:xpressions1 de
méme degré, auxquelles sont attachés des nombres formés par multiplication & partir des
combinatoires. Jappelle ici expression la somme de tous les membres formés de fagon
semblable a partir d’un certain nombre de lettres. Ainsi atb+c+ etc. est une expression du
premier degré ; et les expressions du second degré sont a® +b*+c? ete. et ab-actbe ete. ; et les
expressions du troisieme degré sont & +b+c ete. et abrab*ta’ctac’bic +be’ ete. et
abc+abd+bed etc. Jabrége, comme je 1’ai déja conseillé, par cette notation : pour moi a
signifie a ou a+b ou atb+c, ou etc., a signifie a’ou a’ +b” ou a’ +b>+c? ou etc., et ab signifie
ab+actbc ou abtactad+bctbd+cd ouete. {... ]. De sorte que

atbtcetc. =a

et le carré de attbtc efe. = 2_13 + 2ab

le cube = a>+3a’b+6abc [...]

Comme nous avons déja examiné les coefficients des expressions ci-dessus, nous
considérerons le nombre de fagons dont se produisent les expressions des membres dans la
puissance, combien de transpositions des lettres peuvent Etre données dans un membre. Ainsi
dans le cube de atb le membre de forme a’b+ab®, comme a’b, arrive trois fois, car ses

' forma
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transpositions ou fusions® sont au nombre de trois ; de méme dans le bicarré du méme, les
formations de a’b® sont au nombre de six, et dans le cube de a+b, les transpositions de abc
sont au nombre de six.

1| aab 1 | aabb 1| abc
2 | aba 2 | abab 2 | acb
3 | baa 3 | abba 3 | bac
4 | baab 4 | bca
5 | baba 5| cab
6 | bbaa 6| cba

Ceci apparaitra ainsi en tragant les lignes qui portent les mémes nombres [voir les
diagrammes sur le texte latin].

Combien il y a de transpositions de lettres d’une expression, cela n’émerge pas encore
a ce que je sais, alors méme que ces problémes sont au premier rang de 1’ Art Combinatoire.
J7ai obtenu cela dans le temps avec les puissances des polyndmes et autres formes de ce genre
dans I’inaction d’un voyage en batean. Bien aprés la demande de I’Illustre Jean Bernouilli, je
donnerai cette régle comme maintenant, méme si je 1’ai inventée sous une forme un peu
différente. Et donc sur un exemple, ce qui est suffisant pour comprendre la regle, on
demande de combien de fagons les éléments de cette Expression a’b’c’d’e*f'g! peuvent étre
transposés. Son degré est 5+4+3+3+2+1+1 c’est-a-dire 19, Je dis que 1’on obtiendra le
nombre de transpositions, si ’on multiplie tout & tour continliment les nombres
Combinatoires (exposés ci-dessus) qui désignent combien de fois il y a des quadruplets dans
19, de triplets dans 19- 4, de triplets dans 19-4-3, de couples dans 19-4-3-3, de singletons dans
19-4-3-3 -2, de singletons dans 19-4-3-3-2-1. On peut ainsi énoncer par produit de continus

que le nombre de transpositions de la forme
est19’19_—1’19—2’19_3”19_4’19_4_1’19_4_2”19_4~3’19—4—3—1’19—4-3_261‘0
1.2.3.4 " 1.2.3 ’s 1.2.3
4,4-1,,4-2,4-2-1 43,21

= 6 franspositions.

Ainsi a’b® aura =
1,2 1,2 1.2,1.2

De plus, le nombre des transpositions de 1’expression, que tu peux aussi appeler
produit combinatoire, posséde entre autres propriétés mémorables ce résultat exceptionnel : ce
nombre et le degré auquel est élevée 'expression ne peuvent étre premiers entre eux. D’ou il
s’ensuit que si le degré exposant est un nombre premier, il faut qu’il divise le nombre de
transpositions de ’expression, ol j’entends cependant une transposition qui engendre diverses
formes, qui n’est pas une expression ol les éléments coincident comme a2, a°. Dans celles-ci
le nombre de positions ne peut €tre que 1.

Dot il s’ensuit que [...]° la puissance du polyndme - aprés retranchement de
Pexpression qui n’a qu’une forme a ce méme degré - laisse un reste ainsi fait que ui-méme et
le degré exposant ne peuvent étre premiers entre eux. Et bien, si e, comme a, b, ¢, etc. sont des
nombres entiers et x = a+btctetc , alors x° -a° et e ne sont jamais premiers entre eux, et donc
si e est premier, x°-a°sera divisible par e. Jai exposé plus haut que par 2°, il faut entendre a°
+b*+cP+ete., ¢’est-a-dire la somme des puissances de toutes les parties de x.

Et ainsi, si les a° = a =1, 'unité, et a° = a =x, alors x° -x et e sont premiers entre eux,
et si e est premier, x° —x sera divisible par e. On a prouvé la réciproque de cette propriété du
nombre premier , que si e n’est pas premier, x° —x ne peut étre divisé par e, mais ils ont une
commune mesure.

? Conflatio : fusion d’un métal
3 Nous déclarons forfait pour la traduction de « si nomina sint numeri rationales »,
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DANS NOS CLASSES

Quatre devoirs d’arithmétique

Martine Biihler

Vous trouverez dans cette rubrique plusieurs problémes d’arithmétique appuyés sur des
textes historiques, qui ont été donnés en devoirs a la maison a des éléves de Terminale S,
spécialité mathématiques.

Tout d’abord un probléme d’exploration des puissances de 7 modulo 641, qui
utilise les propri¢tés élémentaires de compatibilité des congruences avec la
somme et le produit. Cet exercice permet de lire un extrait d’un texte d’Euler :
celui-¢i s’intéresse aux puissances d’un nombre modulo un nombre premier, afin
de démontrer le théoréme de Fermat. Mais cette étude des puissances a été faite
en classe au tout début du cours d’arithmétique, bien avant d’aborder ce
théoréme. L’étude des puissances d’un nombre est un « classique» de la
spécialité¢ en Terminale S et I’exercice permet une premicre approche. La partic
II essaie une généralisation des résultats constatés sur les exemples des modules
641 et 63 ; les éléves ont trouvé cette deuxiéme partie difficile et ne pensent pas
spontanément 4 utiliser le principe des tiroirs.

Le deuxiéme probléme porte sur le théoréme chinois des restes. I’étais motivée
par la présence dans ma classe de nombreux é€leves ¢étudiant le chinois en
deuxiéme ou troisieme langue. De plus, j’ai emmené un peu plus tard dans
I’année une partie de la classe (volontaire) & une conférence a la Cité des
Sciences et de I’Industrie faite par Karine Chemla sur les mathématiques dans la
Chine Ancienne. L’équivalence de la question 3b a posé probléme et a été
’occasion de discussion sur équivalence, implication et réciproque. 11 est & noter
qu'un bon nombre d’éléves a reconnu le théoréme chinois des restes dans
I’exercice de spécialité du bac national 2006.

Le troisieme probléme s’occupe de nombres parfaits et nombres de Mersenne. Il
est 1ié 4 une lettre de Fermat 4 Frénicle de juin 1640. 1] utilise de maniére subtile
le théoréme de Fermat pour trouver la forme des diviseurs d’un nombre de
Mersenne. La partie Il permet de tester la compréhension des résultats de
I’exercice par les éléves. La question a de la partie | donne 1a encore lieu a des
discussions sur théorémes direct et réciproque.

Le quatriéme probléme est une deuxiéme version d’un probléme paru dans un
numéro antérieur de Mnémosyne, sur la factorisation des grands nombres, a
partir d’une idée de Fermat et de I’étude de la machine de Canssan (Voir le
numéro 17 de Mnémosyne). Ce probléme est déja paru dans le numéro 446 du
Bulletin Vert de ’APMEP, consacré au calcul. Un film sur le fonctionnement de
la machine de Carissan peut étre consulté a I'TREM Paris 7 et téléchargé sur le
site de ’IREM Paris 7.
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Probléme 1 Puissances de 7 modulo 641

Dans un article publié en 1758, Euler s’intéresse aux restes des puissances de 7 modulo 641.

Préambaule :

lire le texte ci-dessous en vérifiant tous les calculs d’Euler. Vous écrirez sur la

copie tous les calculs nécessaires a cette vérification, sans justification., mais sans utiliser la fonction
MOD ou REMAINDER de la calculatrice. Tous les calculs d’Euler sont-ils nécessaires pour obtenir
le reste de 7' (expliquez votre réponse)?

« Voici donc une méthode assez rapide pour trouver les restes qui proviennent de la division
d’une puissance quelconque par un nombre quelconque. Par exemple si nous voulons chercher le reste
qui provient de la division de 7'° par le nombre 641

Puissances Restes |En effet puisque la premiére puissance 7
o 7 donne le reste 7 les puissances 7277
donnent 49,343, et 478, c’est-a-dire —163,
7 49 dont le carré 7° donne le reste 163° c’est-a-
7 313 dire 288, et le carré de celui-ci 7' donne le
= o res_te 288 7,,320(;est-é.-§1ire 255.25}5)28 mémed la
puissance onne le reste ¢’est-a-dire
7 738 284 et le reste de la puissance 7% sera —110 et
- pour 7" il vient 110% ¢’est-a-dire —79, reste
7 255 qui multiplié par 284 donnera le reste de
732 284 7128432 _ 4160 qui sera 640 ¢’est-a-dire —1.
7% -110
7128 .79
~TE0 '_1

Nous savions donc que, si la puissance 7' était divisée par 641, le reste était 640 ¢’est-a-dire —1, d’od

: 320 rx .
nous concluons que le reste de la puissance 7°° est +1. Donc en général le reste de la puissance

7.’60}1

divisée par 641 sera soit +1 si n est un nombre pair, soit —1, si » est un nombre impair. »

Partie 1 : étude du texte d’Euler.,

1.
2.
3.

Justifiez le remplacement de 478 par —163 et expliquez Pintérét pratique de cette démarche.
Citez le résultat du cours utilisé pour le calcul du reste de 7°,
Justifiez le résultat donné pour le reste de la division de 7°°
division de 7'*" par 641 7

Quel est le reste de ia division de par 641 7 Déterminer, en utilisant les résultats
d’Euler et sans calculs supplémentaires, le reste de la division de 7548 par 641.

On appelle ry, le reste de Ia division de 7V par 641. Montrer que cette suite est périodique.

par 641 ainsi que celui de la

732011

En déduire une méthode pour simplifier le calcul du reste de la division de 7V par 641,

Partie II : et pour d’autres modules que 641 ?

i.
2.

Calculer les restes de 7, 72, 7 , 74, 75, 76,77 dans la division par 63.

Montrer que la suite (#y ) des restes de la division de 7V (pour N entier strictement positif)
par 63 est périodique. Quel est le reste de la division de 7’ par 63 7

On considére un nombre entier strictement positif m. La suite des restes de la division de
7V par m est-¢lle toujours périodique ?

Euler constate que le reste de la division de 720 par 641 est égal a 1. Existe-t-il un entier A

strictement positif tel que le reste de la division de 7" par m est égal & 1 pour tout entier m
strictement positif 7

Vous justifierez soigneusement vos réponses aux questions 3 et 4.
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Probléme 2 Le théoréme chinois des restes

Le but de I’exercice est de déterminer les entiers naturels x vérifiant le systéme :

x =2(mod 3)
x =3(mod5)
x =2(mod7)

Onpose M| =5x7=35;Mp=3x7=21 ; M3=3x5=15.

1. Justifier ’existence d’un entier relatif « tel que uM, =1 (mod3), puis déterminer un
entier naturel u; (le plus petit possible) tel que u; M, =1 (mod3).

Déterminer le reste de M, dans la division par 5 et celui de Mj dans la division par 7.
Soit ’entier x, =2u, M, + 3M, +2M,. (Ne pas calculer xq avant c.)

Quels sont les restes de la division de x, par3,5et7?

Montrer que: x solution du probléme & x=x,(mod3x5x7) (on pourra

S S

commencer par montrer que, si le nombre entier x est solution, alors 3x5 divise
X—Xy)

Donner la plus petite solution entiére positive du probléme.

7. Lire le texte suivant et expliquer chaque phrase & 1’aide de ’exercice précédent :

e

Extrait de Histoire des mathématigues chinoises de J.-C. Martzioff (Masson)
‘ ~ Dans le Sunzi suanjing (Classique arithmétique de Sunzi, probablement €crit vers le

471 _5"M¢ gigcle de notre ére), on rencontre le probléme suivant :

Soit des objets en nombre inconnu : si on les compte par 3, il enreste 2 ; par 5, il en reste
3 et par 7, il en reste 2. Combien y a-1-il d’objets ?

Regle : « En comptant par 3, il enreste 2 » : poser 140 ; « en comptant par 3, il en reste
3 » : poser 63, « en comptant par 7, il en reste 2 » : poser 30. Faire la somme de ces trois
nombres, obtenir 233. Soustraire 210 de ce total, d’ott la réponse.

En général, pour chaque unité restante d’un décompte par 3, poser 70; pour chaque
unité restante d’un décompte par 5, poser 21 ; pour chaque unité restante d’un décompte par
7, poser 135. Si (la somme ainsi obtenue) vaut 106 ou plus, dter 105 pour trouver la réponse.

8. Résoudre le systéme de congruences suivant, d’inconnues x entier relatif et ot g, b et
¢ sont des entiers relatifs donnés :

x =a (mod3)
x =b (mod5)
x =c(mod7)

(vous justifierez votre réponse).
9. Question facultative :
a. donner une procédure permettant de résoudre le systéme de congruences
suivant :
x =a (modm,)
x =b (modm,)
x =c(modm;)
out les entiers relatifs a, b et ¢ sont donnés, et les entiers naturels m,,m,, m; sont

premiers entre eux deux a deux.
b. Justifier cette procédure.
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Ce type de probléme et cette procédure de résolution apparaissent & plusieurs reprises
dans la liftérature mathématique chinoise. Voici un extrait de «une histoire des
mathématiques chinoises de Kiosy Yabuuti (Belin 2000) :

« Dans son Livre des nombres en neuf chapitres, Qin Jiushao, des Song du Sud, lui
donne le nom de « procédure de la grande expansion de recherche de ['unité » et expose
en détail une méthode de résolution. Qin Jiushao applique sa méthode 4 des problémes
calendaires. Comme nous ’avons mentionné, le lien entre ce type de probléme et les
problémes calendaires remonte aux Han. Le probléme du Classique Mathématique de
Moaitre Sun est précurseur de la « procédure de la grande expansion de recherche de
I'unité » ; celle-ci constitue 'une des grandes recherches de 1’époque des Song du Sud, et
I'un des résultats remarquables des mathématiques chinoises. »

Repéres chronologiques :
4+ Han : de 206 avant J.-C. a 220 aprés I.-C.
¢ Tang: 618-907 (¢’est I’époque du juge Ti, héros des romans policiers de Robert Van
Gulik, Collection 10/18 ; lisez donc, si ce n’est déja fait, le premier de la série : Trafic
d’or sous les Tang).
+ Song:
Song du Nord : 960-1127
Song du Sud : 1127-1279

Le résultat donnant de fagon générale 1’existence et la forme des solutions d’un systéme
de congruences de premier degré dont les modules sont premiers entre eux deux a deux
s’appelle « théoréme chinois des restes » (« chinese remainders theorem » pour les Anglo-
Saxons).
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Probléeme 3 Etude des diviseurs des nombres de Mersenne

a Caide du théoréme de Fermat

Depuis I’ Antiquité, les mathématiciens se sont préoccupés de nombres appelés parfaits
un nombre N est dit parfait lorsqu’il est égal a la somme de ses diviseurs stricts (c’est-a-dire
différents de N ; les Grecs et leur successeurs parlaient de parties aliguotes).

6.
7.

9.

Déterminer les diviseurs de 6 et 28. Sont-ils parfaits 7
Soit » un entier naturel non nul. Le nombre M, =2" -1 est appelé nombre de

Mersenne. montrer que, si M, est un nombre premier p, alors le nombre
N= 2”—1(2" - 1) est uni nombre parfait (pour écrire tous les diviseurs de N différents de
N, demandez-vous quelle est la décomposition en produit de facteurs premiers de N et

employez la méthode du cours).
Montrez que, si le nombre » est composé, alors M, est composé. Que peut-on alors

dire de n si M, est premier ?
Le nombre M,; est-il premier ?

I1. Nombres de Mersenne.
Le probléme des nombres parfaits nous améne alors a chercher un moyen de savoir si ,

pour un nombre premier donné n, le nombre M, est premier ou composé. A priori, cela
nécessite de chercher si M, est divisible par un nombre premier inférieur ou égal a sa racine
carrée. Nous allons, comme Fermat au dix-septiéme siécle, chercher un « abrégé ».

1. Soit un nombre premier »n différent de 2 et un nombre premier p. On suppose que p
divise M,. On a donc 2" =1 (mod p). On appelle d le plus petit entier strictement positif tel

que 29=1 (mod p).

d.

e
f.
g.
h.
2
2

On a donc: d <n. Montrer que d divise n (on pourra écrire 1’égalité de division
euclidienne de »n par d).

En déduire : d= n.

Rappeler le théoréme de Fermat. Que peut-on en déduire pour 277 7

Montrer que 7 divise p — 1.

En déduire qu’il existe un entier naturel a tel que : p=2an + 1.

s 37
. On considere le nombre de Mersenne A, =27 —1.

Soit p un nombre premier. Expliquez pourquoi, si p divise M;,, il existe un entier

naturel ¢ tel que : p="74a + 1.
M, est-il un nombre premier 7

II. Une lettre de Fermat.
Dans le texte de Fermat ci-joint (extrait de (Fuvres de Fermat, éditées par Tannery et Henry,

Tome II), Fermat appelle progression double la suite géométrique de terme général 2.

¢

+
+
L/

L 2

11 appelle ainsi radicaux des nombres parfaits les nombres 2" — 1. Pourquoi ?

A quelle question de ’exercice précédent correspond le 1°) de Fermat ?

A quelle question de P’exercice précédent correspond le 3°) de Fermat ?

Ecrire le 2°) avec nos notations (par exemple, le radical est 2" —1) et énoncer le
résultat du cours correspondant & ce 2°).

Lire le numéro 7.
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Lettre de Fermat a Frénicle, juin 1640

s, sur lesquelles jlespére de
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épluché ces matidres, et je serai bien aise &’ apprendre le sentiment
de M. de Roberval,

7. Au reste, vous ou moi avons équivoqué de quelques caractbres
au nombre que j’avois cru pm‘fazt( Do ce que. vous conpoitrez aisé-
ment puisque je vous haii[ms 137438953 47 I pour son radmal lequel
j"al pourtant depuis trouvé, par l’ahrégé iird de ma troisizme propo-
sition, étre divisible par 223} ¢e que i'a 11 A la seconds division
que j'aifaite, ear, iexpobant dudat radical étant 37, duquelle double

st 74, J'ai commencé mes dmsmns par x[gg, pius gmnd de }’amte quv..
le- double de 743 puis, contin '

le triple de 74,

al trouvé. que lerht rac i’ﬁal est malt.lplfel da 223

De ces abreﬂes J'en vois déjh naitre un grand nombre d’autres et mi
par di veder un gran {ume.

Ie yous' &ntretiandral un jour de wmon progres, si M. Frenicle'me

¢ parce moyen ma recherche des abrégeés.
u-re_ {la fazre on sarteﬁqu&;M;Q@:de Roberval j joigae
son travail au mien, pmsl[ue' jeme trouve pressé de heaucoup d'oceu-

patmﬂs quz ne me Ealbse.nt que fort peu de temps & vaquer A ces
choses. =

'En teut cas, jo vous co:}

Je suis ete.
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Probléme 4 Factorisation de grands nombres et machine de Carissan

En 1643, Fermat répond & Mersenne qui lui a lancé le défi de factoriser 100 895 598 169. 1
trouve cette factorisation (898 423 x 112 303), mais indique dans une letire ultérieure une
méthode générale. C’est cette lettre que nous allons lire ensemble.

L. DIFFERENCE DE DEUX CARRES ET FACTORISATION

Soit N un nombre entier natarel impair.
1°) On suppose que N=a>-b” avec a et b entiers naturels. Déterminer deux entiers naturels pet
q tels que N=pq.
2°) On suppose que N=pq avec p et q entiers naturels et p > q.

a) Quelle est laparité depet q ?

b) Montrer qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que N=a’-b*.

c) Démontrer que :
« p et q sont premiers entre eux » équivaut a « a et b sont premiers entre eux ».
3°) Fermat utilise les définitions suivantes :

Les nombres compositeurs sont les facteurs d'un nombre composé.

Ex : 45 =9x5;9 et 5 sont les compositeurs du nombre composé 45.

Les parties d'un nombre sont ses diviseurs, ¢’est-a-dire les compositeurs.

a) Lire le texte lignes 1 a 14 (attention, & la ligne 2, traduire « ou » par « ¢’est-q-
dire »).

b) Quelle est la phrase du texte de Fermat correspondant aux questions 1°) et 2°)b) ?

¢) Quelle est la phrase du texte de Fermat correspondant a la question 2°)¢) ?

d) Que se passe-t-il si N est un carré ?

¢) Lire les lignes 15 et 16 et les traduire avec des notations algébriques.

. FACTORISATION DE GRANDS NOMBRES
Le but de cette partic est la factorisation de N = 250 507. Cecla revient & déterminer deux

entiers naturels x et y tels que x° — 3 = N (équation notée (E) dans la suite). Une telle équation
s’appelle « équation diophantienne ».

1°)Travail modulo 7.
a)Compléter le tableau suivant par le reste de X° modulo 7 suivant les valeurs de .X.
X 0 i 2 3 4 5 6
X 2

Le nombre 7 x 113 + 3 peut-il étre un carré 7 Pourquoi ? (Il est impératif d’utiliser le tableau
précédent et son cerveau, mais surtout pas la calculatrice 1 ).

b) On cherche a résoudre X - y2 =250 507, c’est-3-dire ¥ — 250 507 = y2 . Dongc, si le
nombre entier x est solution, alors le nombre x* — 250 507 doit étre un carré. A I’aide du
tableau précédent, déterminer les valeurs possibles modulo 7 de x* — 250 507. En déduire les
valeurs possibles modulo 7 de x°.

! Les nombres 0, 1, 2, 4 s’appellent résidus quadratiques modulo 7.
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¢) Mais x° doit étre un carré, donc le méme tableau permet de restreindre encore les
valeurs possibles de x’ modulo 7. Le faire, puis en déduire les valeurs possibles de x
modulo 7. Le nombre 778 peut-il étre solution de 1’équation (E) 7
2°) Faire un travail analogue modulo 9.
3°) Faire un travail analogue modulo 15,

4°) Résolution de I’équation (E) : x 7 =250 507.

a) Justifier : si x est solution de (E), alors x = +/250507 . Quelle est la plus petite valeur
possible de x 7

b) Soit xg = 501. Calculer les restes de xp modulo 7, modulo 9 et modulo 15. Le
nombre x; est-il solution de 1’équation (E) ?

¢) Remplir le tableau suivant jusqu’a trouver une valeur de x compatible avec les
conditions trouvées dans les questions 1°), 2°), 3°).

X 501 502 503 504

mod7

mod9

mod15

Est-on siir que la valeur ainsi trouvée est solution de ’équation (E) ?
Vérifier que cette valeur est bien une solution et en déduire une factorisation de 250 507.
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Extrait de : Fermat (Fuvres éd. Tannery et Henry, tome I, 1894, Lettre de 1643, pp. 257-258
LVII.

FRAGMENT D'UNE LETIRE DE FERMAT ().

= 6h3 =
{ &y I* 740)
4 Tout nombre impair non guaeré est difféeent d’un quarré par un

quarré, ou est la différence de deux guarrés, avtant de fois gu'il est

composé de deux nombres, et, si les quarrés sont premisrs sntre cux,
les nombres compositeurs le sunt aussi. Mais si les quarrés ont entre
5 ewx un commun diviseur, le nombre en question sera anssi divisible
par le méme commun diviseur, et les nombres compositenrs seront
divisibles par le coté de ce commun diviseur.
Par exemple : 45 est composé de 3 otde g, de 3 et de 13, de r et de
43. Partant, il sera trois fois la différence de deux quarrés : savoir de
4 4 et de 49, qui sont premiers entre eux, comme aussi sout les compo-
siteurs corraspondants 5 et g; plus, de 36 et de 81, qui ont g pour
commun diviseur, ot les compositenrs correspondants, 3 et 15, ont le
¢bté de g, savoir 3, pour commun diviseur; enfin 45 est la différence
| de 484 et 529, qui pnt ¥ et 435 pour compesiteurs correspondants.
15 It est fort aisé de trouver les quarrés satisfaisants, quand on a le
nombre et ses parties, et d'avoir les parties Iorsqut’on a les qnarrds,

Dans I’article de la page suivante, Eugéne Carissan présente une machine a résoudre
des équations diophantiennes selon le principe de la partie I du probléme ; cette machine peut
donc servir a factoriser de grands nombres, ce qu’a effectivement fait Eugéne Carissan. Par
exemple :

3 570 537 526 921 = 841 249 x 4 244 329
(18 minutes d’utilisation de la machine)

L’idée est de mécaniser les recherches des valeurs possibles de x selon les différents
modules (14 modules différents dans la machine de Carissan: 19; 21 = 3 x 7; 23;
26=2x13;29:31;34=2x17;37:41,;43;53;55=5x11;59).
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Extrait d’un article d’Eugéne Carissan paru en 1920 dans le Bulletin de la Société
d’Encouragement & I'Industrie Nationale

MACHINE A RESOUDRE LES CONGRUENGES®

But. — Cet appareil, qui a figuré A I'Exposition de machines i calculer
ovganisée par la Société d'Encouragement du 3 au 13 juin 1420, a pour but
la résolution mécanique, en nombres entiers, des équations indétermindes
i deux variables.

Pringipe, — Lo maehine est une application de la théorie des congruences,
et des méthodes d'utilisation de cette théorie qu'a imstituées M. André
(érardin, de Nancy (2], pour la résolution des équations indélerminges.

Soit, 4 titre d’exemple simple, & résoudre en nombres entiers I'équation :

o iyt =1 3R == A
{¥5
Gy 4 A e gt ()

On envisage suceessivement les diverses hypothises possibles : y = mult.
de m-+0,1,2, . (m— 1), poar un cerlain nombre de diviseurs ou modules m,
et on examine dans chacune de ces hypothéses ¢'il y a compatibilité entre le
premier ¢t le deuxitroe membre de I'équation (1), en tenant comple de ce
fait que 2 ne peat avoir, pour un module déterminé, que cerlaines valeurs
conuues & 'avance (résidus quadratiques).

Soit & appliquer le module 3; on a, en remarquant que A esl un mult.
de B <-4, et que les résidus quadratiques (valeurs de r?) ne peuvent dtre, en
module b, que @, 1, & .

1= hypothése : _
g==ouult, deb-4-0; Gf=mult.deb-+0; Sp¥4-A=mull.li4-1... 00 mbinaison pessible.
2= gt be hypothdses @

pr=mult, ded-ti; df=mull.deb4-4; Sy*+A=mull.i-2.., s imporsible.
3 et 4 hypothéses :
y=mault. de bz fyt=mult deb-b; Oy A==mnll Yt . e possilie.

En césumé. y ne peut 8tre que mult. de ¥+ 0: mult. de 5+ 2; mult.
de 543, co que nous exprimons par la bande moduluive 01001, dans
laguelle : le signe 0 margue la possibilité, le signe I Uimpossibilité.

(1) Communication faite en séance publique par Paulesr lo 26 juin 1920
{21 Directeur de lz revue ; Le Sphine-(Bdipe, 32, Cual Claude-Le~Lorrain, Nancy.
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Portrait de Marin Mersenne
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VOus propose:

Mathématiques: Approche par les Textes Historiques

La revue Mnémosyne pour échanger expériences et réflexions a propos de l'histoire et de l'enseignement des

mathématiques,

Numéro 1 : La démonstration par exhaustion chez les grecs et les arabes. M.F. Jozeau [4,00€ ;200 g

Numéro 2 La querelle entre Descartes et Fermat. J.L. Verley & M. Grégoire 450€|210¢g

Numéro 3 : Fragments d’une étude des systémes linéaires. A. Michel-Pajus 4,50€ (220 g

Numéro 4-5 : L’¢élaboration du calcul des variations et ses applications & ia dynamique. | 6,00€ (300 g
F. Viot

Numéro 6 : Leibniz et ’Ecole continentale. J.L. Verley & M.F. Jozeau 4,50€ 220 g

Numeéro 7 : Autour du théoréme de Fermat : C. Goldstein 5,00€(230¢g

Numéro 8 : Isaac Newton. Détermination de tangentes 4 des courbes 4 1’aide de la 500€ (250 g
méthode des fluxions, I.L. Verley & P. Brin

Numéro 9 : Desargues et Pappus. R. Tossut 500€ 240 g

Numéro 10 : Le jeu des paradoxes dans 1’¢laboration des séries. A. Michel-Pajus 500€ 260 g

Numéro 11 : Des cartes-portulants a la formule d’Edward Wright. M.T. Gambin 5,00€|255¢

Numéro 12 : Histoire de quelques projections cartographiques. M. Benedittini 5,00€(255¢

Numéro 13 : Leibniz. Histoire et origine du calcul différentiel. A. Michel-Pajus 500€|210¢g

Numéro 14 : La méthode des pesées chez Archiméde. M. Bathier —Fauvet 500€(214¢

Numeéro 15 : Recherche de deux grandeurs connaissant leur somme et leur produit. 500€|217¢g
0. Kouteynikoff

Numéro 16 De la résolution des équations algébriques & 1'émergence du concept de 5,00€(210¢g
groupe. M. Buhler

Numéro 17 Factorisation de grands nombres : de Fermat a la machine des fréres 500€(210g
Carissan. M. Buhler

Numéro 18 Fonctions implicites : de la notion au théoréme. R. Chorlay 5,50€ |310g

Numéro 19 Sur différents types de démonstrations rencontrées spécifiquement en 5,50€ [265g
arithmétique. M. Biihler & A Michel-Pajus

Numéro spécial | | N° 1 : Histoire de Pyramides. M. Grégoire 7,00€ 380 ¢

Numéro spécial 2 | N° 2 : Guillaume Gosselin, algébriste de la Renaissance. O. Kouteynikoff | 5,00€ {265 g
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Nous vous indiquons le prix des brochures sans le port, le poids et le tarif postal pour
calculer le colit du port.

Poids jusqu'a Ordinaires
20 gr 0,54 €
S0 gr 0,86 €
100 gr 1,30 €
250 gr 2,11 €
500 gr 2,90 €
1000 gr 3,77 €
2000 gr 498 €
3000 gr 5,84 €
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Je désire recevoir les numéros suivants de Mnémosyne:
Prix port
n°1
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n° 16
n° 17
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n° spécial 1
n® spécial 2
Total:

Nom:
Prénom;
Adresse:

Date:
Ci-joint un chéque d'un montant de
A T'ordre de 1'Agent comptable de 1'Université Denis Diderot Paris 7
Désirez-vous recevoir une facture? Qui Non
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