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Chapitre 1

A l'ombre des grandes études
comparatives internationales

L’étude Ecos-Conicyt sur la comparaison de ’enseignement de la géométrie au Chili et
en France reléve des nombreuse études comparatives qui se développent depuis quelques
années a la faveur de la multiplication des échanges entre chercheurs de divers pays. I
s’agit d’une étude de faible ampleur comparée aux grandes études internationales récentes
commandées par des institutions inter-étatiques comme I'OCDE. Elle a réuni pendant
trois ans des chercheurs de la PUCV de Valparaiso du c6té chilien et du coté francgais, des
chercheurs qui en majorité appartiennent 4 ’équipe Didirem de Paris 7. Tous interviennent
dans la formation des professeurs. v

Dans un premier temps, nous allons situer ce travail dans le courant comparatiste. Nous
insisterons notamment sur le cadre théorique développé dans les études TIMSS puis nous
verrons que notre étude centrée sur un théme particulier a nécessité I’emploi d’outils théo-
riques plus spécifiques et aussi plus étroitement reliés 4 la didactique des mathématiques
que ceux utilisés dans les grandes études internationales.

1.1 Sur deux grandes études internationales récentes : TIMSS
et PISA

La mise en place d’institutions internationales se préoccupant de ’enseignement des
mathématiques suit d’assez prés un mouvement semblable chez les mathématiciens. Ce
sont d’ailleurs eux qui créent en 1908 la commission internationale sur ’enseignement des
mathématiques (CIEM). Dés sa création, la CIEM a favorisé des études comparatives mais
celles-ci apparaissent rétrospectivement comme des études de bonne compagnie avec un
enjeu relativement faible. Il s’agissait d’observer ce qui se passait au niveau des programmes
dans des pays occidentaux aux économies comparables. Le niveau concerné, I'enseignement
secondaire, restait un niveau élitiste ne touchant quune infime partie de la population,
rappelons que moins de deux mille personnes passaient le bac chaque année en France au
début du XX° siécle. '

Aujourd’hui la question de la comparaison se place dans le contexte de la mondialisation
et de la massification.

Pour comprendre ’enjeu des études récentes, nous adopterons une attitude pragmatique
suggérée par Keitel et Kilpatrick (1999). Ces auteurs posent trois questions qui peuvent
permettre de guider 'interprétation des résultats.

1



2 Chapitre 1. A 'ombre des grandes études comparatives internationales

Qui dirige 1'étude ? Qui la paye ? Qui contréle la présentation des résultats ?
De ce point de vue les deux grandes études internationales récentes, TIMSS et PISA,
apparaissent trés différentes.

1.1.1 Les études FIMS, SIMS et TIMSS

Ces sigles recouvrent trois études (First, Second and Third) Internationales sur les
Mathématiques. La derniére a intégré I’étude des sciences (ce qui explique les deux S)
jusqu’alors disjointe de 1’étude sur les mathématiques enseignées.

Ces études ont été lancées dés 1959 par 'IEA, organisme créé pour cette occasion et
qui regroupait des Universités, des centres de recherches et aussi des ministéres de I’éduca-
tion de plus de cinquante pays. Il s’agissait de déterminer les effets de 1’enseignement des
mathématiques en observant notamment les connaissances mathématiques de populations
d’éléves dans différents niveaux du cursus scolaire. Trois niveaux avaient été retenus : les
années 3 et 4 de la scolarité (CM1), 7 et 8 (3°) et enfin la fin de la scolarité secondaire
(11-12). Les pays engagés dans cette étude ne retenaient que deux populations pour mener
leur étude. La France avait choisi de tester les populations 2 et 3. Quant au Chili, il n’avait
pu participer qu’au niveau 1.

Notre propos n’est pas de rendre compte des résultats de cette étude largement diffusés
(notamment chez Kluwer ou Falmer Press) mais de montrer ’émergence du concept de
mathematical literacy. Cette notion apparait notamment dans I’étude TIMSS sur les éléves
de la fin de la scolarité secondaire. Les auteurs ont distingué deux sous-populations : la pre-
miére a suivi un enseignement spécialisé en mathématiques dans des classes scientifiques, la
seconde a continué ses études dans des domaines non scientifiques. Deux types de connais-
sances mathématiques sont alors introduits : les « mathématiques avancées » d’une part
et d’autre part la mathematical literacy. Les connaissances regroupées sous cette derniére
dénomination sont celles communes 4 tous les éléves ayant suivi une scolarité longue. Les
questions portent sur des contenus mathématiques standards dans la scolarité en France et
au Chili : nombres entiers, fractions et proportions, géométrie... Les questions du groupe de
« mathématiques avancées » portent, en plus, sur I'algébre, le calcul intégral ou vectoriel.

Depuis ce type d’études continue mais piloté par les Etats-Unis dans le cadre de TIMSS
ol cette fois le T signifie Trends. La France n’adhére plus au consortium d’études alors que
le Chili en fait désormais partie.

1.1.2 PISA et la nouvelle notion de mathematical literacy

L’étude PISA lancée en 2000 est pilotée par POCDE, Organisation de Coopération
et de Développement Economique, qui regroupe 30 pays et dont la vocation premiére est
d’aider & la bonne gouvernance des services publics et des organisations dans les pays
démocratiques ayant une économie de marché. L’étude PISA se propose d’évaluer chez les
enfants de 15 ans ce que les auteurs de ’étude présentent comme la mathematical literacy
traduit dans les documents en francais sous le terme impropre de « culture mathématique ».

La culture mathématique est Uaptitude d’un individu 4 identifier et & comprendre le réle
joué par les mathématiques dans le monde, & porter des jugements fondés & leur propos, et
& s’engager dans des activités mathématiques, en fonction des exigences de sa vie en tant
que citoyen constructif, impliqué et réfléchi. OCDE 2004 Page 39

En anglais, le mot literacy désigne le fait d’étre alphabétisé et ainsi de savoir lire et
écrire. Depuis peu est apparu le terme numeracy qui renvoie 4 la capacité de savoir calculer
et de comprendre des mathématiques simples. L’idée de mathematical literacy suppose une
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maftrise des objets mathématiques simples les plus susceptibles de jouer un réle dans la
vie de tous les jours. Les auteurs évitent le terme de culture qui existe aussi bien sir en
anglais mais qui suppose cette fois un degré de maitrise du domaine envisagé bien plus
élevé et distancié. Dans les documents espagnols, les auteurs parlent de competencias ma-
temdticas. Le rapport chilien sur PISA 2000, emploie le terme adéquat d’alfabetizacion. De
maniére cohérente, 'enquéte PISA privilégie, pour I’évaluation de cette « culture mathé-
matique » des éléves, une approche qui place I'usage fonctionnel des savoirs et savoir-faire
dans des situations tirées de la vie réelle au coeur de I’apprentissage des mathématiques.
Le processus central sur lequel insistent les concepteurs de ’étude est celui de mathéma-
tisation : il s’agit, pour eux, d’un processus qui commence par 1’organisation du probléme
a résoudre en fonction de concepts mathématiques, qui se poursuit, aprés effacement de
la réalité, par la résolution grace & l'usage d’outils mathématiques, et qui se termine par
la communication du résultat en retrouvant le sens du probléme initial dans la réalité.
Comme le but principal de I’évaluation est d’apprécier les capacités des éléves & résoudre
des « problémes réels », les auteurs ont décidé de ne pas retenir le découpage traditionnel
des mathématiques en arithmétique, algébre, géométrie etc. En effet, selon eux, ce dé-
coupage ne se retrouve pas tel quel dans les problémes issus de la vie réelle. Pour faire
P’évaluation, ils ont ainsi déterminé quatre domaines : Espace et formes, Variations et re-
lations, Quantité et enfin Incertitude. Les résultats sont donnés pour chacun des domaines
afin de tenir compte des priorités des différents pays.

1.1.3 Quelques résultats quantitatifs sur la place du Chili et de la France
dans ces deux études

Comme nous 'avons vu, il n’est pas toujours facile d’utiliser les résultats des études
internationales pour situer le Chili et la France : les deux pays semblant jouer un jeu de
cache cache. La seule étude commune est 1’étude Pisa de 2000. Dans cette étude la France
obtient la note moyenne de 517. Alors que le Chili qui ne fait pas partie de 'OCDE obtient
la note de 384 (comparable & I’Argentine 388). Le point le plus intéressant de cette étude
qui vise & mesurer le niveau d’alphabétisation en mathématique concerne la répartition des
éléves telle qu’elle apparait dans le tableau suivant qui indique la note maximale obtenue
pour un pourcentage donné de la population :

Reésultats Pisa 2000

Moyenne | 5% | 26% | 75% | 95%
France 517 364 | 457 | 581 | 651
Chili 384 222 | 321 | 449 | 532

La différence est assez spectaculaire qui montre que 75 % des éléves chiliens obtiennent
moins de 449 ce qui est une note inférieure & celle (457) qui majore les résultats des 25 %
éléves les plus faibles en France.

Un autre point vient renforcer cette image fort contrastée des deux pays, il s’agit du
niveau global des enseignants en mathématiques car au niveau de la Bésica 8 (quinze ans),
seule une moitié des enseignants a fait des études de mathématiques. Les professeurs sont
polyvalents et une partie d’entre eux a suivi des études de pédagogie & I'Université alors
qu’en France, les enseignants pour ce niveau ont tous au moins une licence de mathéma-
tiques.
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1.2 Un cadre théorique pour la comparaison

Les deux exemples précédents attirent ’attention sur 'importance de la finalité de
I’étude pour pouvoir l'interpréter. Cette finalité permet notamment de définir un cadre
théorique ou d’en retenir un quand ’enquéte s’appuie sur les travaux antérieurs des concep-
teurs de ’étude. Ainsi le support théorique principal de I’étude PISA a été développé par
Niss (2003) (voir aussi la présentation critique de Winslow (2005)) et repose sur une concep-
tion de ’enseignement basé sur les compétences.

Les études de type TIMSS ne s’intéressent qu’a l’enseignement scientifique mais elles
possédent une ambition plus large et visent & décrire tout le systéme d’enseignement en
prenant en compte toute sa diversité. Ainsi les concepteurs de ces études ont-ils été conduits
a élaborer un cadre théorique suffisamment étendu pour permettre une grande diversité
d’approches.

Le point faible de ces grandes études est certainement la réflexion didactique sur les
contenus mathématiques spécifiques. Souvent, comme dans 'étude PISA, les contenus dis-
ciplinaires sont en quelques sortes évacués a priori au profit des compétences générales.
Ainsi se trouvent placées au cosur du dispositif d’évaluation des notions comme le problem
solving ou la mathematical literacy. Dans la suite de cet ouvrage (Chapitre 2), nous présen-
terons en détail le cadre théorique que nous avons utilisé pour étudier le cas particulier de
P’enseignement de la Géométrie en conciliant & la fois compétences spécifiques et diversité
d’approches grace & la notion de paradigme géométrique.

1.2.1 Le cadre théorique général des études de type TIMSS

Dés la premiére étude internationale (FIMS), les auteurs ont pris conscience de la
nécessité de disposer d’un cadre théorique suffisamment ouvert pour rendre compte des
différents systémes éducatifs étudiés sans privilégier a priori une vision plutét qu’une autre.

Ils ont donc par la suite situé leur réflexion dans une approche systémique du processus
éducatif en distinguant différents niveaux de programmes (Curriculum) liés au systéme
éducatif, & la classe et & I’étudiant.

The intended Curriculum : le programme visé

Dans I’étude TIMSS, le curriculum visé doit regrouper les concepts, les connaissances et
les compétences visés par ’enseignement des mathématiques. Il se propose ainsi de définir
les voies et les buts propres & chaque pays pour enseigner les mathématiques. Les supports
nécessaires 4 cette étude sont les documents officiels produits par les autorités qui pilotent
le systéme éducatif. L’examen des budgets et des textes de lois est également un point
intéressant pour repérer les priorités de chaque état.

The implemented curriculum : le programme mis en ceuvre

Evidemment, les études sérieuses doivent envisager la mise en ceuvre réelle du pro-
gramme visé et tenter d’apprécier les différences. L’étude TIMSS essaie ainsi de mieux
cerner la réalité des classes (effectifs, problémes sociaux...) et aussi des enseignants (for-
mation réelle et expérience, conception de I’enseignement...).

The attained curriculum : le programme atteint.

La derniére étape de ’approche de la réalité d’un systéme éducatif passe nécessairement
par I’évaluation individuelle des éléves. Mais pour les auteurs, il ne s’agit pas simplement
d’évaluer des connaissances mais aussi de mieux connaitre les méthodes de travail et les
ambitions des éléves. '
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Ces programmes sont étudiés dans le modéle développé lors de 1’étude TIMSS grace &

quatre grandes questions de recherches.
— Que doivent apprendre les éléves ?

|

Qui donne ’enseignement ?
Comment ’enseignement est-il organisé ?
Qu’ont fait et appris les éléves ?

Cette conception aboutit & un modéle SMSO (Survey of Mathematics and Science
Opportunities) utilisé dans la recherche TIMSS dont on voit ’ambition & saisir les systémes

éducatifs dans toute leur complexité.
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Figure 5.1:

SMSO vonceptial modal of educational opportunity

FIG. 1.1 - Résumé de Papproche SMSO

En s’appuyant au moins partiellement sur ce modéle, il est possible de comprendre les
nombreuses possibilités de recherche qui ont pu s’appuyer sur ce cadre et dont le schéma
suivant illustre quelques-unes unes des directions suivies.



6 Chapitre 1. A 'ombre des grandes études comparatives internationales

" Recherches
surles
programmes. -/

Etude des o
manuels’ rehies surle:
_professeur:
cnnaissances: conceptions, £

/ Recherches sur

les pratiques
engeignantes

Pooatteint.

Bin

{ Evauion

Quelles questions avons-nous étudiées? Avant de répondre, nous allons présenter le
domaine mathématique que nous avons retenu pour notre étude.

1.2.2 Le cas particulier de ’enseignement de la géométrie

Le théme général de 1’étude s’insére dans la question de la comparaison de I’enseigne-
ment des mathématiques au Chili et en France avec 'ambition d’atteindre a terme une
comparaison des systémes de formation des enseignants. Pour diverses raisons, nous avons
choisi de restreindre 1'étude & 1’enseignement de la, géométrie.

— En premier lieu, la géométrie est un théme présent & tous les niveaux de ’enseigne-

ment obligatoire dans les deux pays;

— En second lieu, c’est un domaine fondamental (au sens propre de fondement, fonda~
tion) pour les mathématiques mais aussi pour l'utilisation des mathématiques dans
la vie pratique et dans les autres sciences;

— De plus, la géométrie permet, méme au niveau scolaire, une gamme extrémement
étendue d’activités, depuis le dessin aux instruments et la construction de solides
jusqu’a la démonstration formalisée, en passant notamment par le calcul numérique
ou algébrique, la modélisation et le traitement de situations concrétes, la résolution de
problémes mathématiques non algorithmiques. Autrement dit, la géométrie permet a
priori de faire pratiquer aux éléves toutes les dimensions de 'activité mathématique
comprise dans son sens le plus large.

— Enfin, c’est un domaine qui a donné lieu ou donne lieu & des modes d’enseignement
trés différents, depuis un enseignement axiomatique jusqu’a un enseignement d’ins-
piration constructiviste, s’appuyant fortement sur la résolution de problémes pour
obtenir les apprentissages et la construction du sens. Dans ce dernier cas, le terrain
d’investigation que constituent les dessins et les corps géométriques constitue un en-
vironnement particuliérement favorable aux explorations des éléves confrontés 4 un
probléme géométrique.

Nous faisons donc I’hypothése que, dans cette diversité d’approches, les choix opérés

pour ’enseignement de la géométrie sont représentatifs de la conception des mathématiques
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ainsi que de la conception de Papprentissage et de l'enseignement des mathématiques en
vigueur dans chaque pays.

1.2.3 Les questions abordées dans cette étude

Nous avons suivi une approche systémique et nous avons procédé par zooms successifs
en focalisant la recherche sur des points de plus en plus précis. Nous insistons ici sur
I’articulation de notre approche avec celle de TIMSS pour en permettre une interprétation
plus facile mais de fait, initialement, nous avons conduit notre étude sans nous référer & ce
modéle.

Le premier niveau porte sur la nature du programme attendu et il s’appuie essentielle-
ment sur les textes officiels nationaux (Instructions Officielles définissant les programmes
et Brochures d’accompagnement en France, textes du Ministére de ’Education Chilien)
qui définissent les attentes institutionnelles dans la scolarité (enseignement primaire et
secondaire en France, Bésica y Media au Chili).

Gréce & une étude comparative exhaustive de la liste des contenus obligatoires, nous
avons pu nous intéresser aux concepts et théorémes enseignés (Savoir savant), aux procé-
dures de construction aux instruments, aux éléments concernant les formes de raisonnement
en mathématique et enfin aux savoirs de nature culturelle ou historique.

Puis en nous référant aux travaux de C.Houdement et A.Kuzniak sur les paradigmes
géométriques, nous avons analysé la conception de la géométrie en vigueur aux différents
niveaux de la scolarité. Le but est ici de suivre tout au long de la scolarité, I’évolution de
Pespace du travail géométrique proposé aux éléves dans les deux pays. Sur quels objets
travaille-t-on 7 Comment valide-t-on les résultats 7 Quels instruments utilise-t-on ?

Pour avancer dans I’étude du programme mis en oeuvre, un autre niveau d’étude prend
en compte les textes officiels évoqués précédemment, notamment les documents d’accom-
pagnement. Il s’agit de s’intéresser de plus prés au travail géométrique proposé dans les
deux pays pour ’ensemble de la scolarité.

Le troisiéme niveau d’étude ajoute une dimension en s’intéressant également aux ma-
nuels, dimension nécessaire pour obtenir une vision plus fine de ce qui s’enseigne. Rappelons
qu’aw Chili, les manuels scolaires achetés dans les écoles publiques doivent bénéficier de
l’accord d’une commission qui effectue un choix et donne la licitacion. Les écoles privées
semblent bénéficier d’une assez grande marge de manceuvre par rapport au choix des ma-
nuels. En France, les éditeurs sont les maitres du jeu, le choix du manuel est laissé & I’équipe
enseignante de chaque établissement.

Cette partie du travail est centrée sur 'étude de trois thémes géométriques communs
aux deux pays : Théoréme de Pythagore, Périmétre et aire du disque, Figures de méme
forme. Ces sujets qui au Chili sont abordés respectivement pour les deux premiers en
septiéme et huitiéme année de 'enseignement basique et pour le dernier en deuxiéme année
de I’enseignement moyen, nous conduisent en France & parcourir les différents niveaux de
Penseignement secondaire, voire pour le second théme du cycle 3 de 1’école primaire. Ces
études thématiques confirment et illustrent des différences dans les choix des deux pays,
repérables au niveau des textes officiels mais de maniére souvent allusive. Elles montrent
Pintérét d’'une approche didactique centrée sur des contenus spécifiques.

Pour mieux appréhender la question de la mise en ceuvre, une derniére étude vise &
réunir des éléments sur la relation qu’entretiennent avec la géométrie les étudiants qui se
destinent & ’enseignement. Cette dimension est considérée comme un indicateur des effets
des deux systémes d’enseignement en méme temps qu’elle est une entrée dans I’étude des
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systémes de formation des enseignants. Cette partie du travail repose sur des questionnaires
mis au point par des membres de I’équipe et déja utilisés du coté frangais, & I'Tufm d’Alsace.

L’étude de séances d’enseignement dans les classes n’a été que partiellement réalisée,
nous donnerons quelques éléments sur ce point qui fait ’objet de la thése d’Andrea Pizzaro.

Enfin, nous avons laisse de coté la question de I'étude des connaissances des éléves qui
avait largement été couverte par les des études de grande ampleur au niveau international
mais aussi national (Simse au Chili, Evaluations nationales en France).

Nous espérons que notre étude des autres composantes du systéme scolaire donne ainsi
un acceés différent et une compréhension autre des résultats des éléves.



Chapitre 2

Paradigmes et espaces de travail
géométriques

Un cadre pour analyse comparée de ’enseignement de la géo-
métrie au Chili et en France

Le cadre théorique spéficique a la géométrie que nous avons utilisé dans ce travail de
comparaison s’appuie sur les notions de paradigmes et d’espace de travail géométriques.
Il a été développé en s’appuyant en partie sur les travaux de Gonseth (1945-1955) et
aussi sur ceux de Kuhn & qui nous avons emprunté la notion de paradigme. Selon Kuhn
(1962/1970), un paradigme est composé d’une théorie qui guide ’observation, de méthodes
et de critéres de jugement qui permettent la production de nouvelles connaissances. Un
paradigme est ainsi lié & une communauté : le travail du scientifique est guidé par le
paradigme dans lequel il travaille, le paradigme est « ce que partagent ses membres [un
groupe particulier de spécialistes] qui explique la relative plénitude des communications sur
le plan professionnel et la relative unanimité des jugements professionnels » (Kuhn 1970,
p 248). D’aprés Chalmers, la notion méme de paradigme est pour Kuhn constitutive de la
science : « la science doit contenir en elle un moyen de rompre avec un paradigme pour
passer & un autre, meilleur que le premier » (Chalmers 1982 p. 164), mais simultanément
I’abandon d’un paradigme au profit dun autre ne peut se faire de fagon logique : les
paradigmes sont incommensurables.

Dans sa postface de 1969, Kuhn enrichit cette notion de paradigmes en y intégrant ’idée
de problémes (Kuhn 1970 p. 255) : la compréhension d’un paradigme et de ses lois par un
étudiant ne peut se réaliser qu’a travers la résolution de problémes normaux ot celui-ci
va construire des analogies, va acquérir « une maniére de voir autorisée par le groupe et
éprouvée par le temps » (Kuhn 1970 p. 258)

Revenons sur la géométrie élémentaire. Nous 1'envisageons composée de trois para-
digmes : la Géométrie Naturelle (ou Géomeétrie I), la Géométrie Axiomatique Naturelle
(ou Géométrie II), la Géométrie Axiomatique Formaliste (ou Géométrie III). Cette ter-
minologie est empruntée & Gonseth, mais plus que les termes utilisés, ce qui importe ici
c’est notre conception de la géométrie élémentaire éclatée en trois paradigmes que nous
désignerons le plus souvent par leur numéro.

Nous allons préciser les objets, les méthodes et les problémes qui définissent chacun de
ces paradigmes.
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2.1 Les paradigmes géométriques

2.1.1 La Géomeétrie I

Les objets de la Géométrie I sont des objets matériels, traces graphiques sur le papier ou
traces virtuelles sur 1’écran d’ordinateur, ou encore maquettes d’objets de ’environnement.
Ce sont des épures au sens que lui donne Chevallard (1991).

Dans les pratiques usuelles, ce sont souvent des objets du micro-espace (Berthelot,
Salin 2000) sensés représenter, dans un espace petit et propice & des contrdles, des objets
réels plus grands ou plus complexes. Ils sont donc le fruit d'une premiére modélisation
méme des plus élémentaires : le trait tracé a la régle refuse les aspérités, le cercle tracé
au compas est le produit d’une activité instrumentée représentant le « rond ». Ce sont des
productions commodes notamment pour la reproduction et la description : le cercle est
ainsi plus commode que l’ellipse, pourtant souvent meilleure image du « rond ». C’est dans
ce sens qu'’il faut comprendre le qualificatif de Naturelle.

« Les figures sont ce que ’abstraction nous montre dans les corps naturels, quand nous
les étudions au point de vue au point de vue purement géométrique » Charles Méray (1906
p.2). L’esprit et le raisonnement ne sont pas absents de cette Géométrie I, méme si les
objets sont matériels et proches de la réalité.

Les objets ne sont plus aussi uniques que leurs traces matérielles : ils sont déja le
fruit d’une premiére classification, par le choix des mots (comme dans tout processus de
nominalisation) : quadrilatéres, carrés, rectangles... Ce sont déja pour certains en partie
des objets mentaux : un trait droit sur le papier, s’il est nommé droite, doit étre pensé
comme un rectiligne droit illimité, infini...

Pour les problémes de cette Géométrie, il est normal (au sens de problémes normaux de
Kuhn) de s’intéresser & un moment donné & des traces spatio-graphiques ou des maquettes,
soit qu’elles sont données comme point de départ, soit que le résolveur est conduit ou prend
la décision de les construire. Les techniques s’appuient sur 'utilisation des instruments dits
usuels de géométrie (régle graduée ou non, équerre, compas, rapporteur), mais aussi sur
le pliage, le découpage, le calque... Les taches peuvent étre précisées par le choix des
instruments autorisés : c’est ainsi que le mesurage est une technique licite et courante en
Géométrie I, mais il existe aussi des problémes résolubles dans Géométrie I sans mesurage
(Duval 2005). L’expérience usuelle dans ce paradigme est le dessin instrumenté.

Les modes d’accés aux connaissances font appel a l'intuition, comme la reconnaissance
perceptive de certains dessins, c’est un carré je le vois, & expérience, notamment liée & des
instruments, c’est un carré, il a 4 angles droits constatés avec ’équerre et 4 cotés de méme
longueur, vérifiés avec la régle graduée ou le compas ou ...), mais aussi au raisonnement :
notamment dans la faculté de mobiliser des connaissances non convoquées pour en déduire
des nouvelles. La validation reste empirique, par confrontation & la réalité et par jugement
de cette adéquation.

11 serait faux croire que cette géométrie est vide de raisonnements. Par exemple dans
la reproduction de dessins ci-contre, ’éléve qui réussit a sans doute testé ’hypothése (et
validé) du centre du cercle comme point de rencontre des diagonales du carré (ou convoqué
cette connaissance).
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Voici une figure composée d’un carré et
d’un cercle.

Vous devez la reproduire, la figure est déja
commencée ; deux cdtés du carré sont déja
tracés.

Exercice extrait d’Fvaluations nationales
de 6°.

Résultats corrects (1997).

Pour le carré : 94,3%

Pour le cercle : 63,6%

Fi1G. 2.1 — Evaluation sixiéme

Les raisonnements dynamiques, voire mécaniques sont autorisés comme dans cette dé-
monstration extraite des Eléments de Géométrie proposée par Briot alors Maitre de Confé-
rence & I'Ecole Normale Supérieure.

Théoréme 1. Par un point C pris sur une droite AB, on peut élever une perpendiculaire
sur cette droite, et on ne peut en élever qu’une.

Imaginons que la droite CD , coincidant d’abord avec
CA, tourne dans le plan autour du point C; l’angle
ACD ira en augmentant d’une maniére continue, tan-
dis que I’angle DCB ira en diminuant ; mais le premier
angle, d’abord plus petit que le second, finit par de-
venir grand; donc il y a une position CE de la droite
pour laquelle les deux angles adjacents sont égaux, et il
B ] A n’y en a qu’une. Dans cette position, la droite CE est
perpendiculaire & AB. Ainsi, par le point C on peut
élever une perpendiculaire CE & la droite AB, et on
n’en peut en élever qu'une.

F1G. 2.2 - Eléments de Géométrie (Briot 1863 p. 4)

2.1.2 La Géomeétrie I1

La Géométrie II prend pour objets d’étude des objets idéels. D’ou1 la nécessité de défini-
tions, d’axiomes, comme chez Euclide « Le point est ce qui n’a aucune partie. Les extrémités
d’une ligne sont des points. ». Les axiomes proposés dans le Géométrie euclidienne, proto-
type de la Géométrie II sont fortement appuyés sur les objets de la Géomeétrie I conservant
ainsi un lien fort avec ’espace sensible, d’ott le qualificatif d’Axiomatique Naturelle.
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Le mode de production des connaissances (qui s’appellent dans ce paradigme Théo-
rémes) est le raisonnement hypothético-déductif, dont la démonstration est emblématique.
Les problémes devraient &tre tous uniquement textuels puisque les objets de ce paradigme
sont les définitions et les théorémes textuels. Mais ces objets textuels sont conventionnelle-
ment, par commodité (voir ci aprés) représentés par des schémas, & la « texture » identique
aux dessins de la Géométrie I, mais sur lesquels le « regard » (la théorie, le paradigme) doit
changer : ce qui a été précisé par un certain nombre de chercheurs notamment en dissociant
les expressions « dessin » et « figure », en inventant « figural concept » (Fischbein 1993).
Il s’agit 14 en effet d’objets conceptuels au sens de Bunge (1983), qui ne sont définis que
par la théorie dans laquelle ils s’insérent.

Les schémas et plus généralement les images présentent la caractéristique de regrouper
en un tout un certain nombre d’hypothéses (que lexpert -le prof- garde bien & Pesprit
MAIS que le novice -1’éléve- réinvente & partir du dessin, d’ol la notion de domaine de
réalité et domaine de fonctionnement de Laborde ) et de pouvoir déclencher des schémes
d’enchainements (que Pexpert controle par la déduction logique mais que le novice controle
souvent aussi par la réalité). C’est pourquoi les figures tendent & se substituer aux axiomes
et théorémes comme objets d’étude, alors qu’elles n’en constituent qu’'une interprétation.

Dans ce paradigme, il n’y a pas d’instrument matériel, mais des instruments intellec-
tuels : seul le raisonnement hypothético-déductif permet de construire de nouvelles connais-
sances. Pourtant il est d’usage que la régle et le compas, ou méme les logiciels dynamiques
jouent un réle particulier dans ce paradigme. Nous expliciterons plus loin pourquoi en
introduisant notamment la notion d’espace de travail

2.1.3 La Géomeétrie 111

Nous en dirons peu sur ce paradigme. Ses objets sont aussi idéels, le raisonnement
hypothético-déductif le moteur et la source des nouvelles connaissances. Ce qui le différencie
de la Géométrie II est le fait que les axiomes de base ont coupé le cordon avec la réalité
et que l'axiomatisation vise & é&tre compléte, alors qu’en Géométrie II, vivent des ilots
déductifs. La Géométrie III a émergé avec la naissance des géométries non euclidiennes.
Elle est culturellement peu convoquée dans les savoirs de 1’école obligatoire.

2.1.4 Les rapports de GI et GII : hiérarchie ou complémentarité 7

Nous avons donc précisé deux paradigmes de la géométrie élémentaire relativement
cohérents quant aux objets d’étude (matériels versus conceptuels); aux techniques licites
(dessins instrumentés versus inférence de conjectures et validation par déduction logique) ;
aux modes de validation (références au réel versus références logiques).

Ces deux paradigmes ne sont pas a priori hiérarchisés dans leur rapport & ’espace : il
n’y a pas d’argument logique pour décider a priori le quel serait meilleur pour modéliser
Pespace (cf. Kuhn 1970), et ce d’autant avec le développement des logiciels informatiques.

Prenons en particulier ’exemple classique suivant (fig 2.3)

Trouve la hauteur h du poteau en t’appuyant sur la schématisation ci-dessous.

Ce probléme au départ n’est pas un probléme posé dans le paradigme Géométrie II
dans la mesure ol un grand nombre d’informations (dont les angles) n’est disponible que
sur le dessin.

I1 peut étre traité en Géométrie I par, par exemple, un dessin & 1’échelle 1/100 (donc
une conservation « approximative » des angles), un mesurage de h sur le dessin réduit et
une mesure de la hauteur du poteau. La hauteur de h est alors estimée entre 10 et 10,3 m.
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1.7m.
J6m am
Fia. 2.3 - Hauteur du poteau
KA
2,4 h-17
3,6 12,6
d’ott h = 10,1
17

Fi1G. 2.4 — Hauteur du poteau : diagramme

Il peut aussi étre traité en Géomeétrie II moyennant l'intégration des hypothéses (deux
droites coupées par trois droites paralléles, les « verticales ») et par exemple P'utilisation
du théoréme de Thalés dans un triangle obtenu par ’ajout spontané d’un tracé auxiliaire.
Cette construction d'une sous-figure correspond & une technique de Géométrie I, mais & la
recherche d’une figure prototypique de Géométrie I1. Cette technique de Géométrie I n’est
ni évidente, ni spontanée comme !’a précisé notamment Duval (1988, 2005).

Peut-on parler d’une meilleure solution ? Oui §’il y a en jeu une précision : cette précision
doit alors étre demandée et aussi précisée pour les mesures de départ. Non sinon, dans ce
cadre unique.

On peut faire valoir que la résolution en Géométrie II présente une économie de tracé
et offre une généralisation plus rapide : c’est vrai (et ce pourrait étre un argument pour
I'entrée dans la Géométrie IT) mais pour un probléme local, les deux démarches offrent
globalement le méme cot (dessin versus Thalés) et nécessitent des raisonnements non
triviaux mettant en jeu de la proportionnalité.

Ainsi la Géométrie IT produit dans bien des cas une technologie pour des techniques de
Géomeétrie I : les deux tracés usuels de la médiatrice, le partage d’un segment en segments de
méme longueur, la multiplication et la division géométrique, en général les constructions a
la régle et au compas... Mais il existe en Géomeétrie I des constructions efficaces (pratiquées
par les peintres, les professionnels) non validés en Géométrie II, par exemple celles de
I'heptagone régulier, de 'ennéagone régulier.
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La Géométrie II est méme productrice de techniques pour des problémes spatiaux (Ber-
thelot Salin 2000), mais pas systématiquement : la corde & douze nceuds du magon égyptien
est contrélée par le Théoréme de Pythagore, un des maillons de la Géométrie d’Euclide;
Parchéologue qui veut trouver le diamétre d’une assiette en partie cassée peut avec le mor-
ceau d’assiette restant tracer un arc de cercle et construire le centre comme intersection
de deux médiatrices de cordes. Mais remarquons que, si l'arc est petit, cette technique
n’est pas efficace : mieux vaut disposer d’une planche (d’une affiche) avec différents arcs de
cercle (et mesures des rayons) prédéterminés et ordonnés, sur 'un desquels I’archéologue
pourra poser le morceau d’assiette et lire le diamétre.

Pour résumer

1. La Géométrie I fournit une heuristique et un « terreau »d’expérimentation pour la
Géométrie. La Géométrie II présenterait un caractére généralisateur par rapport &
certaines techniques de Géométrie I : un probléme résolu en Géomeétrie II serait
susceptible d’automatiser la résolution de problémes de méme type de Géométrie I.

2. La Géométrie II fournit une technologie de certaines techniques de Géométrie I,
mais certains problémes spatiaux (pas du tout modélisés) ne tirent pas bénéfice de
connaissances de Géométrie II.

11 se produirait en quelque sorte une co-construction des deux paradigmes l'un par
Pautre et I'un sur autre, a la fagon de la double émergence pointée par Robert et Treiner
entre la physique et les mathématiques.

2.2 La notion d’espace de travail géométrique

2.2.1 Vers une définition

Le spécialiste est sans doute conscient de cet aller-retour permanent entre les deux
paradigmes lors de la résolution d’un probléme géométrique : pour la lecture des hypothéses
(notamment des alignements, la convexité), pour le lancement d’une heuristique, et méme
pour certaines définitions et quelquefois méme pour la validation, et ce déja dans histoire.

Par exemple Carrega (1981, p. 5) déclare que chez Euclide « La faiblesse de certaines
définitions de base, notamment celle de droite ou d’angle nécessitait au cours de la démons-
tration le secours d’une figure bien faite; on peut méme dire que la figure faisait partie
intégralement de la démonstration qui s’adressait aux yeux autant qu’a la raison »

Cet état de fait se poursuit actuellement dans 1’enseignement ot aucun glossaire de
manuel de collége ne fournit jamais de définition pour droite, ni pour angle. L’hypothése
que nous faisons est que des versions simples de ces définitions sont difficilement réductibles
uniquement & du texte, comme l'avait déja constaté Euclide.

La complémentarité des deux paradigmes et la difficulté & les séparer nous a conduit &
concevoir un nouvel objet, celui celle d’espace de travail géométrique.

La notion d’espace est & prendre assez naivement au sens espace de pensée : s’y insérent
des objets, des outils, et une finalité, un horizon pour le travail géométrique. La finalité est
définie par le choix du paradigme géométrique, référentiel théorique.

Le travail consiste en ’établissement d’un rapport entre objets empiriques et théoriques,
il ne doit pas nécessairement déboucher sur la production d’objets concrets.

Les objets sont un constituant essentiel de ’espace de travail géométrique et les diffé-
rents points de vue sur leur nature exacte dépendent du modéle théorique qui les définit
Dans la vision abstraite de la Géométrie II1, 'espace est constitué de points, de droites et
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Objets | - ReéentiEleorique.

o emts
{outils informatiques;bu/dlassiques)

F1G. 2.5 — Espace de travail géométrique

de plans dont les relations sont explicitées par le modéle. Dans la Géométrie Axiomatique
Naturelle (Géométrie II), les définitions des points, droites et plans s’appuient sur notre
perception de I’espace environnant et nous permettent d’utiliser notre intuition perceptive
pour étudier certaines sous-parties de ’espace, les figures ou les configurations. En Géo-
métrie I, les objets d’étude sont les dessins ou de maquettes. Ainsi les apparences peuvent
étre confondues, seul I’horizon paradigmatique définit le type de travail licite.

Les artefacts sont une composante déterminante de ’espace de travail : dans la géomé-
trie enseignée , ils constituent pour les éléves la face la plus visible et la plus prégnante.

Rabardel (1995) précise qu’un instrument est un artefact pris en main par un individu
gréace & des schémes d’action. L’intérét de cette approche est d’attirer I’attention sur le pro-
cessus de genése instrumentale qui transforme un artefact en instrument avec une double
orientation : I'instrumentalisation orientée vers les usages de I'artefact et 'instrumenta-
tion tournée vers I’appropriation par le sujet des schémes d’action. Cette distinction entre
instrumentation et instrumentalisation nous semble capitale dans notre approche, comme
nous allons le préciser sur la régle et le compas.

La régle et le compas sont deux artefacts privilégiés en Géomeétrie I, sans doute parce
qu’ils évoquent en Géométrie II la question de la constructibilité, au contraire de I’équerre
qui ne bénéficie pas d’un tel étayage théorique. Les considérer, & tort, comme des instru-
ments de preuve de la Géométrie II devient un glissement facile. Ce qui peut expliquer
que ces instruments perdurent dans les activités géométriques méme au lycée, alors que les
éléves n’y voient sans doute que des artefacts ordinaires

Finalement leur intégration dans ’espace de travail dépend du regard théorique que
I’expert peut porter sur eux, mais qui reste encore caché au novice.

La régle non graduée est un instrument peu usuel pour construire, mais Duval et Godin
(2005) ont revisité son usage pour construire de véritables problémes en Géométrie I.

2.2.2 Fonctionnement de 'ETG

Cette dynamique de I’espace de travail, un équilibre maitrisé entre Géomeétrie I et Géo-
métrie 11, est en particulier palpable dans les pratiques géométriques : un travail conséquent
en Géométrie I outille le résolveur dans sa capacité & émettre de conjectures, sans étre suf-
fisant pour assurer le raisonnement hypothético-déductif. La fonction « drag » des logiciels
dynamiques type Cabri décuple cette capacité & émettre des conjectures et suffit, quand le
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dessin résiste au « dragging », & prouver dans le paradigme de Géométrie I la véracité des
conjectures. Simultanément cette approche montre le statut autre qu’a la démonstration :
visée de généralisation, d’explication. Elle apporte la certitude que le méme phénoméne
se produit pour un nombre infini de manipulations « identiques » id est respectant les
hypothéses de départ.

11 est aussi & noter que les pratiques normales des experts (communes & des spécialistes
a Pintérieur d’un paradigme) les aménent aussi & prélever sur les dessins un certain nombre
d’hypothéses telles que positions relatives, convexité... nécessaires 4 l’avancée du probléme
mais non relayées par du texte : car ils savent que sans elles, le probléme est difficilement
traitable. Mais comment les novices s’emparent ils de cette pratique ? Souvent en l’éten-
dant de fagon inappropriée : on pourrait dire que leur ETG n’intégre pas suffisamment la
Géométrie II, dans le sens oil ils n’ont pas compris la nécessité de minimaliser le recours
au dessin comme production d’informations sures.

Ainsi, I'étude de ’ETG passe par ’analyse de 'organisation de ses composantes élaborée
pour donner 4 cet espace une efficacité maximale dans une institution donnée. Mais I’étude
doit aussi s’intéresser aux organisations et aux adaptations opérées par les individus qui
effectuent un travail de géométrie. Cela conduit & considérer différents types d’ETG que
nous décrivons rapidement ci-dessous.

— ETG de référence. Cet espace de travail est défini de maniére idéale en fonction

de seuls critéres mathématiques. Son utilisateur est un individu expert épistémigue.
On peut donc également envisager cet espace comme 'ETG de la communauté des
mathématiciens, ce qui le pose en référence & tout travail de transposition classique.

— ET@ idoine. L’ETG de référence doit étre aménagé et organisé pour devenir un
espace de travail effectif et idoine dans une institution donnée avec une fonction
définie. Cela suppose une réflexion sur la réorganisation didactique des composantes
de l'espace de travail de référence. Son utilisateur premier reste un expert, mais
il joue un role semblable & celui de I'architecte qui congoit un espace de travail
pour ses utilisateurs potentiels futurs. De fait, le choix de I’adjectif idoine suppose
que cet espace est bien congu et opérationnel pour les questions qu'on pose dans
cette institution. Nous devrions en toute rigueur introduire d’abord l'idée d’un ETG
institutionnel et poser ensuite la question de son caractére idoine.

— ETG personnel. L’ETG idoine doit étre utilisé par des étudiants mais aussi par leurs
enseignants. Chacun se ’approprie et ’occupe avec ses connaissances mathématiques
et ses capacités cognitives. Ces ETG sont ce que nous appelons des ETG personnels.
Quand P’éléve construit son espace de travail, il a tendance 4 écraser le pdle théorique
pour se replier sur le dipole espace-artefact plus évident et matériel. Il lui accorde ainsi
une fonction de validation indépendamment de 'horizon visé. Le role de 'enseignant
consistera & développer le référentiel théorique en précisant l’espace de travail le
mieux adapté a la tAche qu'il propose aux éléves. Cela suppose qu’il ait lui-méme
une conscience claire de la nature des espaces de travail géométrique et cela nous
renvoie & des problémes de formation d’enseignants.

Dans le tableau suivant, nous présentons une correspondance avec le cadre théorique

de TIMSS (voir 1.2.1) :

Programme général Programme géométrique Espace de travail géométrique

Intended Curriculum Géomeétrie visée de référence

Implemented Curriculum Géomeétrie mise en csuvre | idoine

Attained Curriculum Géométrie 4 1’ ceuvre personnel
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2.2.3 Quelques questions mises i ’étude

En utilisant notre cadre, nous pouvons poser un certain nombre de questions qui per-
mettent d’étudier de maniére didactique et relativement neutre idéologiquement ’ensei-
gnement de la géométrie.

Quelle est donc la géométrie qui est visée par 'institution scolaire ? S’agit-il de dune
géométrie de type GI, GII ou GII1? Cette question doit étre complétée par une interro-
gation qui porte sur la nature et la composition de 'ETG mis en place. Quels sont les
artefacts utilisés ? Quel référentiel théorique est mis concrétement en ceuvre ? Quels types
de problémes sont utilisés et jugés comme significatifs dans cette mise en ceuvre pour faire
entrer les éléves dans la géométrie attendue?

Enfin, quelle est I’articulation qui existe entre les diverses géométries de I’école 7 Dans
ce cas, il est important de savoir si cette articulation repose sur un jeu maitrisée et assumée
entre Géometrie I et IT ou si 'on a plutét affaire 4 un glissement d’un paradigme & l’autre.
Dans ce cas, le professeur pense faire de la Géométrie II alors que les éléves sont en
Géométrie 1.

Nous nous proposons de répondre & ces questions dans la suite de cet ouvrage en
étudiant le cas particulier de I’enseignement de la géométrie dans les deux pays que nous
rapprochons ici : le Chili et la France.






Chapitre 3

Programmes et paradigmes
géométriques

Evolution de ’Espace de Travail Géométrique au long du cur-
sus

Résumé

Ce chapitre présente une étude longitudinale qui vise & déterminer comment, au fil des
années, se situent les programmes par rapport aux paradigmes de la Géométrie I (Géométrie
Naturelle) et de la Géométrie II (Géométrie axiomatique naturelle). Nous analysons dans -
ce but les textes officiels, programmes et documents d’accompagnement, le recours a des
manuels n’étant qu’exceptionnel. Il est d’emblée évident que les enseignements francais et
chilien se différencient nettement, le premier se situant dés les premiéres années du collége
en Géométrie II, au moins pour la géométrie plane, alors que le second laisse droit de
cité a la Géométrie T jusqu’a la fin de la scolarité, 'évolution de la place accordée aux
deux paradigmes étant trés progressives. Cette dissymétrie nous a conduits & ne pas mener
I’étude exactement de la méme fagon pour les deux pays.

Pour la France, nous nous sommes intéressés a la place du dessin dans I'activité géo-
métrique en dimension 2. De cette étude ressort que le lien de 1’activité géométrique avec
le dessin instrumenté est trés fort au Primaire et en Sixiéme puis s’affaiblit au collége et
disparait totalement au lycée (sauf dans les sections littéraires et artistiques). Située en
Géométrie I au Primaire, 'activité mathématique se situe totalement en Géométrie IT &
partir de la quatriéme ; ce changement est amorcé en Cinquiéme, classe ol commence 1’ap-
prentissage de la démonstration. En Sixiéme, la situation est plus ambigué mais il apparait
que dés cette classe, un dessin n’est plus une source d’informations valides, le mesurage?
est plus ou moins explicitement interdit comme incapable de fournir des données exactes.
Une étude de la situation pour la géométrie dans Iespace montre toutefois que dans ce
secteur, le changement de paradigme est beaucoup plus lent, certaines activités relevant
de la Géométrie I (tracé de sections de solides) perdurant jusqu’en Premiére.

Nous nous sommes enfin penchés sur la place accordée par les textes a 'apprentissage
de la démonstration formelle : il apparait clairement que la Géométrie en est le terrain pri-
vilégié, c’est une des raisons de la place encore accordée & ce domaine dans 1’enseignement
francais.

!Nous désignons par ce terme ’activité de prise de mesure.
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Pour le Chili, nous avons tenté d’approcher I’évolution de I’espace de travail en cen-
trant notre étude, pour tous les niveaux de 6B (équivalent de la Sixiéme) & 4M (équivalent
de la Terminale), sur les activités permettant d’introduire des notions ou des résultats nou-
veaux qui figurent dans les documents d’accompagnement. Nous nous sommes intéressés a
la nature des objets en jeu ainsi qu’aux modalités de la validation.

La classe de 6B définit en quelque sorte un état initial d’un espace de travail géomé-
trique qui évolue trés progressivement au cours des années ultérieures : les objets étudiés
sont soit des dessins aux instruments, c¢’est-a-dire des objets de GI, soit des objets maté-
riels ; les activités de classification occupent une place importante ; les résultats sont validés
a partir d’'une expérimentation répétée mais nécessairement limitée et un consensus local
entre éléves. Cette situation évolue ensuite trés progressivement. En 7B puis définitivement
a partir de la classe de 2M (équivalent de la Seconde), les objets deviennent clairement
des classes infinies, I’étude d’un nombre fini de cas n’est plus suffisant pour valider une
affirmation (ce point de vue subit toutefois une certaine éclipse en 8B et 1M). L'impossi-
bilité d’obtenir aux instruments une mesure exacte n’est pas mise en avant pour justifier
la nécessité de processus formels de preuve. Au contraire, il semble que Pespace de travail
adopté au Chili vive dans une « illusion de I'exactitude » : les objets du travail géométrigue
sont des classes de dessins réalisés aux instrument de tracés géométriques qu'il serait pos-
sible de mesurer exactement (ceci explique l'importance accordée aux instruments et aux
techniques de tracés jusqu’en 3M). Cette idée n’est contestée qu’avec I'apparition des ir-
rationnels & 'occasion de la mesure du périmétre et de 'aire du cercle en 8B : une mesure
non décimale ne peut étre déterminée exactement par mesurage.

L’Ensefianza Media est le lieu de Pentrée explicite de la démonstration dans le topos
de 1’éléve. Mais les formes de la démonstration ne correspondent pas toujours aux canons
de la démonstration formelle du paradigme GII. En 1M notamment, ’objectif visé est que
les éléves produisent des argumentations cohérentes, qui peuvent associer des éléments for-
malisés & des preuves non axiomatisées comme des dessins et des pliages. L’année suivante
donne lieu & un véritable travail sur I’apprentissage de la démonstration. Toutefois, on peut
avancer qu'il ne s’accompagne pas comme en France d’une interdiction des autres formes
de validation ; la. démonstration est préférée quand elle est possible mais aucun statut de
« théoréme admis »ne vient différencier des résultats non démontrés. Il régne donc un cer-
tain flou sur 'espace du travail géométrique, d’autant que jusqu’a la fin de la scolarité,
les théorémes enseignés donnent lieu & des activités portant sur des objets de GI dans
le but explicité 4 tous les niveaux d’aider les éléves & donner du sens aux connaissances
mathématiques.

Nous tenons & avertir le lecteur de la différence d’organisation des deux parties : I’étude
consacrée 4 ’enseignement francais étant constituée de trois axes relativement autonomes,
on trouvera pour chacun une conclusion & la fin de la section qui lui est consacré; pour
le Chili, au contraire, nous examinons successivement les différents niveaux et présentons
dans une synthése qui termine 1’étude le processus d’évolution que nous avons ainsi pu
repérer.
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3.1 Le cas de la France

Le passage de la Géométrie I 4 la Géométrie II est marqué par un changement des
objets d’étude : on ne s’intéresse plus & des dessing matériels, ni méme & des classes de
dessins définis par des programmes de tracé, on s’intéresse désormais & des objets que nous
nommerons figures? dont on pourrait dire qu’ils sont doublement abstraits : d’une part ce
sont des classes d’objets définies & partir d’objets initiaux par un enchainement de relations
qui les caractérisent, d’autre part les objets en jeu sont sans existence matérielle puisque
dépouillés de la plupart des attributs des objets physiques. Dés lors, le dessin ne peut plus
d’aucune fagon &tre outil de validation, que ce soit de maniére perceptive ou instrumen-
tée; seules des démonstrations, c’est-a-dire des déductions logiques & partir des données
initiales et d’un corpus 4 construire de théorémes peuvent établir des assertions. Dans ce
contexte, un simple principe d’économie va pousser & la détermination de définitions mi-
nimales et précises puis de caractérisations minimales et le plus variées possible des objets
géométriques : il n’est plus indifférent de savoir si pour établir qu'un quadrilatére est un
parallélogramme, il faut établir le parallélisme et 1’égalité des longueurs des cotés opposés,
si chacun de ces éléments suffit ou si un seul d’entre eux est caractéristique.

Pour notre étude, nous avons donc choisi pour la France deux entrées : d'une part le
role joué par les dessins dans activité géométrique en dimension 2, avec une attention
particuliére sur 'usage des instruments de dessin, d’autre part 'importance accordée &
P’apprentissage de la démonstration, nous intéressant entre autre & I’apparition des carac-
térisations minimales. Nous nuancerons les résultats de cette étude en examinant le cas
de la géométrie dans l'espace. Au passage, nous préciserons comment les textes officiels
prennent en charge le changement de paradigme.

3.1.1 Cas de ’étude des configurations en géométrie plane; statut du
dessin, place du dessin aux instruments

Elémentaire

Cycle 2

Les éléves sont invités & pénétrer dans un monde social (déja-1a) de formes graphiques,
les objets de la Géométrie I, 'enjeu étant de leur faire acquérir une reconnaissance globale
perceptive de certaines d’entre elles puis un vocabulaire permettant ’expression des pro-
priétés des figures & connaitre. Le travail prend appui sur des manipulations d’objets de
Pespace et conduit & des activités de classification, de description et de vérification. Les
taches de vérification reposent sur des critéres perceptifs globaux ou plus analytiques et
instrumentés ; dans ce cas, la liste des critéres utilisés ne vise pas un caractére minimal.

Du point de vue de la technique du dessin, les activités graphiques sont limitées puisque
consistant & joindre des points. Parmi les instruments classiques du dessin géométrique, la
régle est au ¢ ceur des acquisitions visées, équerre et compas occupant une place marginale,
ceci explique la remarque précédente. Un role important est conféré aux gabarits comme
outil de vérification. '

*Nous reprenons  notre compte dans ce qui suit, la distinction dessin/figure de Arsac (1998) et Parzysz
(1988). Les dessins sont des tracés matériels, ce peut-&tre des épures (réalisés aux instruments), des dessins -
4 main levée et des dessins codés (schémas). En géométrie I, les dessins peuvent étre produits en tant que
modéles de 'espace concret ; en géométrie I, les dessins sont des représentations des figures du plan ou de
I'espace géométrique, le monde des dessins.
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Cycle 38

Les contenus et compétences visés sont les suivants : acquisition de connaissances re-
levant de la Géométrie 1, apprentissage portant sur l’emploi des instruments du dessin
géométrique (régle, équerre et compas), acquisition de techniques de tracés aux instru-
ments liées au développement des savoirs de la Géométrie 1.

Le cycle 3 vise explicitement & développer les apprentissages liés aux conversions entre
registre discursif et registre graphique dans les deux sens possibles avec également appa-
rition du registre graphique des schémas. Ceci est un premier élément du cheminement
vers la Géométrie I1. En effet, le programme de tracé est une représentation du dessin qui
introduit nécessairement une distance avec 1’objet matériel « dessin » . Par contre, I'idée
qu'un méme programme de construction peut donner lieu & des dessins différents ne figure
pas comme une notion qu’il serait intéressant de faire travailler en conduisant les éléves &
envisager des classes de dessins. On peut plutot conjecturer que les travaux de reproduction
risquent de faire apparaitre négativement la multiplicité des dessins issus d’un programme
comme une faillite du programme en question, un critére d’invalidation. Or cette notion
de classe de dessins introduit la nécessité du raisonnement comme outil de preuve, elle
constitue une étape d’une progression vers la Géométrie II.

Concernant le raisonnement, 'introduction mentionne ’argumentation comme une part
importante du travail a effectuer. On peut penser que ce type d’activité est particuliére-
ment présent dans la tache « Vérifier I'existence d’une figure simple dans une configuration plus
complexe, en ayant recours aux propriétés et aux instruments » qui suppose une validation « Le
recours aux instruments vient valider les hypothéses faites sur des propriétés supposées ».

En résumé, au cycle 3, le travail de géométrie plane est intégralement situé en Géométrie
I, avec un développement d’une vision analytique des dessins et d’activités discursives les
concernant ; 'interaction avec le dessin instrumenté est essentielle. Le cheminement vers la
géométrie II serait possible mais n’est pas un enjeu explicité & l'intention des enseignants.

Colléege

Sizieme

L’étude des instructions officielles et des textes d’accompagnement montre que cette
classe s'intéresse encore particuliérement aux activités de dessin instrumenté en interaction
avec des activités discursives. Comme au primaire, une grande place est accordée aux
activités de dessins géométriques (usage des instruments avec apprentissage lié & 1'usage
du rapporteur, nouvelles techniques de tracés); une attention particuliére est portée aux
qualités pratiques que sont l'ordre et le soin. Tous les types d’activité de réalisation de
dessins rencontrés au Cycle 3 sont poursuivis (& partir d’un texte, d’'un modéle, d’un
schéma).

Mais par rapport & ’Elémentaire, le programme de sixiéme est marqué par une évolution
de fond : la possibilité de valider par usage d’instruments n’est plus mentionnée ; par contre,
un accent nouveau est mis sur l’apprentissage du raisonnement et la mise en place de
séquences déductives. C’est ainsi qu’on peut trouver les recommandations suivantes :

[Au niveau géométrique, les programmes du collége s’organisent autour de 4 objectifs,
'un d’entre eux concerne les figures planes] :

« Passer de l'identification perceptive (la reconnaissance par la vue) de figures et de
configurations & leur caractérisation par des propriétés. »

Travaux géométriques (p.20) Reproduction de figures planes simples.
La rubrique commentaire précise :

« Les travaux géométriques permettront aussi la mise en place de courtes séquences
déductives s’appuyant, par exemple, sur la définition du cercle et les propriétés d’or-
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thogonalité et de parallélisme. »

Ce changement de régle du jeu est-il progressif 7 Comment est-il justifié ? Il est possible
de le fonder épistémologiquement en continuant & s’intéresser aux objets de GI (soucis de
précision, intérét porté aux classes de dessins, autant de positions qui constituent d’ailleurs
un jalon vers GII), est-ce le point de vue que les enseignants doivent adopter ou bien le
passage aux objets de GII est-il sous-jacent & ce nouveau contrat? Les textes restent
quasiment muets & ce sujet, la seule précision se trouvant dans les commentaires sur la
place des calculatrices et de 'informatique (p.31) :

[...] «Les logiciels de construction géométrique permettent une approche plus dyna-

mique des figures. En cela, ils contribuent & initier au type de raisonnement que l'on
se propose de mener sur les objets théoriques de la géométrie. »

Repris et précisé dans les textes d’accompagnement du programme de Troisiéme, ce
commentaire peut &tre interprété comme une référence & une vision de la figure en tant
que classe d’objets mais ’allusion est pour le moins furtive.

S’ils font référence a ’énoncé et & 'usage par les éléves de quelques propriétés, voire
de propriétés caractéristiques de certaines figures possédant un axe de symétrie, ces textes
ne disent rien de la fagon dont ces résultats sont établis par ’enseignant, pas méme en
introduisant comme cela sera fait ultérieurement la notion de « théoréme admis ». Re-
marquons enfin que le programme recommande de ne pas demander aux éléves d’établir
par raisonnement des propriétés évidentes. Qu’est-ce qu'une propriété évidente ? S'il s’agit
d’une évidence perceptive, c’est bien qu’on ne demande pas aux éléves de prouver ce dont
un dessin peut les assurer, ce qui est contradictoire avec I'interdit pesant sur les validations
aux instruments.

Une étude des manuels nous a permis de préciser la situation effective relativement au
recours aux instruments de mesure.

Etude complémentaire au niveau des manuels®

Nous avons analysé les trois manuels de sixiéme les plus utilisés : Transmath (Nathan),
Triangle (Hatier) et Cing sur Cing (Hachette) -édition 2000.

Un seul (Triangle) ne pointe pas particuliérement I'impossibilité de lire des résultats
sur un dessin, & vue ou par instrument ; les auteurs ne donnent pas un statut spécifique
aux observations sur dessins qu’ils ne s’interdisent pas de faire réaliser aux éléves. Les
deux autres insistent sur 'impossibilité d’étre certain en utilisant des instruments et sur
la nécessité de démontrer pour prouver en mathématiques :

« Utiliser une régle graduée ou un rapporteur pour mesurer, un compas pour comparer

des longueurs comportent un risque d’imprécision. Se fier & des impressions au regard
d’une figure est dangereux [...] Aussi en mathématiques, observer une propriété sur

A

une figure n’est pas suffisant. Il faut ensuite la démontrer & partir des données de
I’énoncé » (Transmath).

11 apparait dans ce texte que c’est I'impossibilité de réaliser une mesure exacte qui est
mise en avant pour proscrire le mesurage. On peut considérer cette position comme l’indice
implicite d'un passage aux objets théoriques de GII (les points sans dimension d’Euclide) ;
en effet, une autre approche de la mesure serait possible dans le paradigme GI, celle des
physiciens qui s’emploient & controler les incertitudes. Ce manuel ne fait pas référence a
I’idée de propriété générale qu'’il faudrait valider pour une classe d’objets.

Notre étude a consisté & rechercher dans les chapitres qui semblent les plus propices &
ce genre de taches, gestion de données et géométrie, les exercices qui donnent lieu & une

3Voir annexe p 57.
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prise d’information par mesure sur un dessin ou sur un objet et ceux qui demandent une
reproduction & I'identique de dessins non cotés donnés sur papier blanc (cette tache suppose
de prendre des informations par mesure ou relevé au compas sur le dessin & reproduire).
Nous avons mis en évidence les éléments suivants : '

Gestion de données

Les représentations ne sont quasiment pas utilisées pour prélever directement de I'in-
formation.

Géométrie

Si l’on excepte le chapitre sur les angles dont ’enjeu central est, dans deux des manuels
au moins, I'apprentissage de 'usage du rapporteur, on constate le caractére trés mar-
ginal de la prise d’informations par mesure sur dessin ou sur objet : le pourcentage du
nombre d’exercices nécessitant une mesure relativement au nombre total d’exercices
est de 9.5 % dans Triangle, 4.5 % dans Cing sur Cing, 2.8 % dans Transmath ; dans les
deux premiers manuels, le taux tombe respectivement & 4,2 % et 1.3 % si l'on exclut
le chapitre sur les angles.

Les taches consistant & reproduire 4 'identique des dessins donnés sur papier blanc
sans aucun codage ou information complémentaire sont également peu présentes : 1.6
% des exercices pour Triangle, 4.3 % pour Cing sur Cinq et 8.8 % pour Transmath.*

Nous retiendrons donc que dés la Sixiéme, si I’on excepte le rapporteur dont ’emploi est
un enjeu d’apprentissage, les instruments servent quasi uniquement a tracer, ils traduisent,
incorporent des informations dans le dessin mais ne permettent pas d’en obtenir. Si des
mesures sont nécessaires (construction de figures, calcul de mesures, étude de situations
concrétes), les valeurs sont le plus souvent données par le texte. On assiste véritablement
4 une éviction du mesurage du champ de ’activité mathématique, pour la raison
qu’aucune mesure ne peut étre exacte.

En Pabsence d’une présentation explicite du changement de paradigmes, ce programme
peut recevoir deux interprétations radicalement différentes entre lesquelles il est diflicile de
percevoir 'intention des concepteurs, d’autant que le texte n’est pas exempt de contradic-
tions :

— Maintien en géométrie I dans le prolongement de I’élémentaire avec disqualification

des instruments comme outils de validation et développement du raisonnement ;

— Passage en géométrie II & laquelle les éléves n’ont en rien été préparés.

Toutefois, dés lors que le mesurage est évincé comme incapable de donner une mesure
exacte, il en résulte implicitement que les dessins, méme réalisés avec soin, ne sont pas
les véritables objets sur lesquels on travaille. Par ailleurs, en ’absence d’explicitation, on
peut conjecturer que la culture mathématique des enseignants les conduit & se situer en
géométrie 11, sans nécessairement avoir conscience du changement de paradigme imposé
aux éléves.

Cinguiéme/Quatriéme

A partir de cette classe, le tracé de dessins n’est plus un objectif central, il n’est plus
fait référence aux instruments. Aucun instrument nouveau n’est mentionné (on pourrait
par exemple comme au Chili évoquer le pantographe & ’occasion du théoréme de Thalés ou
des agrandissements/réductions en 5¢ ou en 3°) et les anciens ne sont plus jamais cités. Si le
programme définit encore un certain nombre d’objets plans que les éléves doivent apprendre

4Ce dernier manuel accorde visiblement plus d’importance 3 la reproduction de dessins que les deux
autres et dans ce contexte, a la construction de symétriques d’un dessin donné, ce qui conduit & un nombre
élevé de reproductions de dessin. Les programmes en vigueur depuis 2006 en Sixiéme se traduise par une
évolution sur les sujets étudiés ici.
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a tracer (voir tableau synoptique), les procédés de construction et les instruments & utiliser
ne sont pas explicités.

Enfin, le texte d’Accompagnement des programmes de 5¢ et 4 contient (p.65) un para-
graphe consacré aux problémes de construction qui marque un changement de conception
vis & vis de la tache de construction. Jusqu’alors, le terme « Construire »a été utilisé dans
les textes pour désigner des techniques connues (construire les droites remarquables d'un
triangle, la tangente & un cercle en 'un de ses points); le paragraphe « Problémes de
Construction »relativise I'importance du tracé lui-méme et met 'accent sur les démarches
de recherche et de validation du procédé dans les cas ol ’éléve ne le connait pas a priori.

Plusieurs autres indicateurs donnent & penser que le passage en Géométrie II est consi-
déré dés la 5° comme réalisé, a fortiori en 4° :

— Traiter en 5¢, du cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire (G. Arsac, 1998 ; R.Floris,
1995), en 4°¢ de lintersection d’un cercle et d’une droite, réfléchir & la distinction
valeur exacte/valeur approchée dans le théoréme de Pythagore et sa réciproque sup-
posent que l'on a affaire 4 des objets sans dimension.

— Les éléves doivent pour la premiére fois en 5° connaitre et utiliser des propriétés
caractéristiques : « I’énoncé et 'utilisation de propriétés caractéristiques du paral-
lélogramme »figurent parmi les connaissances visées (on insiste sur la nécessité de
« formuler ces propriétés & ’aide d’énoncés séparés ». « Des séquences déductives
pourront s’appuyer sur ces énoncés »p. 44). En 4¢ le corpus des théorémes et carac-
térisations introduits s’élargit beaucoup (droite des milieux et réciproque, théoréme
de Thalés, théoréme de Pythagore et réciproque, inscription d’un triangle rectangle
dans un cercle et réciproque, concours des droites remarquables) ; le programme in-
troduit la notion de théoréme réciproque. Les acquisitions relatives a la pratique de
la démonstration sont mises en avant.

— Les éléves sont supposés différencier les démarches de conjecture et de démonstration.
Le statut des résultats du cours est clarifié ; certains sont démontrés, les autres sont
déclarés admis :

Accompagnement des programmes du cycle central.

Deuziéme partie : Raisonnement et démonstration en géomélrie.

« Ce paragraphe ne concerne que la géométrie bien que la démonstration s’ap-
plique & d’autres domaines. [...] Les programmes prévoient une progression dans
I’apprentissage de la démonstration. [...] Pour tout le cycle central, il est de la
responsabilité du professeur, en fonction de ses éléves, de décider de I'opportu-
nité de démontrer certains résultats du cours (leur statut, admis sur conjecture
ou établi, doit cependant &tre clair) et d’organiser des étapes de recherche et de
rédaction. »p.64

On notera que les différents éléments relevés ne sont pas intégrés dans les textes au
sein d’une réflexion approfondie sur le changement de paradigme. Mais ils nous permettent
d’affirmer que pour les concepteurs du programme la géométrie plane du cycle central
du collége, au moins de la 4%, est la Géométrie II. Pourtant & aucun moment, la ques-
tion du changement de paradigme n’aura été explicitement soulevée comme un probléme
d’enseignement.

Dans les classes postérieures a la quatriéme, le passage en GII n’est évidemment pas
remis en question pour la géométrie plane.

Troisiéeme

Seules quelques lignes figurant dans les textes d’accompagnement font mention du
dessin aux instruments :
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p.93, I. Contenus de la classe de 3¢ A. Configurations du plan et de 'espace; transfor-
mations planes « Les activités de conjecture, d’expérimentation et de démonstration
sont poursuivies ainsi que la pratique du dessin de figures aussi bien & main levée
qu’a aide des instruments de dessin et de mesure, y compris dans un environnement
informatique. »

La compétence « Construire »apparait & propos de la construction du représentant d’'un
vecteur somme, des images par rotation de certaines figures et enfin de polygones réguliers
& partir du centre et d’un sommet. Des problémes de construction sont évoqués & propos
du théoréme de Thalés

« étant donnés deux points A et B, construire les points C de la droite (AB) sachant
que le rapport CA/CB a une valeur donnée sous forme de quotient d’entiers » p.78),

des rotations

« Ces propriétés pourront &tre utilisées dans la résolution de problémes simples de
construction »

et des polygones

« Les activités sur les polygones réguliers, notamment leur tracé & partir d’un cdté,
porteront sur le triangle équilatéral, [...] et éventuellement octogone. Certaines d’entre
elles pourront conduire & utiliser la propriété de I’angle inscrit »p.80).

Enfin la rubrique « II. L’outil informatique et ’enseignement des mathématiques au
collége »des textes d’accompagnement abordent le role des logiciels de construction géo-
métrique et met en avant les possibilités qu’ils offrent :

« Ils constituent un moyen puissant d’exploration des figures, facilitent 1’'observation
des propriétés. [...] Leur utilisation au collége présente deux caractéristiques particu-
lierement intéressantes. La premiére est ’explicitation des propriétés mises en ceuvre
pour les constructions [...] La seconde a trait & 'expérience graphique que font les
éléves en observant une figure dont on déplace les éléments variables. Des propriétés
apparaissent et provoquent des questions qui motivent et préparent 4 la démonstra-
tion. ».

Cette déclaration met en avant la dimension « classe d’objets » de la figure mais en
considérant que de tels travaux sont une motivation & la démonstration, elle suppose que
Pespace de travail est bien celui des objets de la Géométrie II. En effet, la dimension
dynamique prive la démonstration d’une réelle nécessité comme outil de validation pour
des classes d’objets de GI; la démonstration ne garde véritablement sa fonctionnalité que
dans un travail sur les figures abstraites de GII. Les auteurs de ces programmes semblent
ignorer les travaux didactiques qui précisément ont montré la difficulté & conserver du sens
& la démonstration dans un milieu intégrant 'usage de ces logiciels.

Lycée

Seconde

Le programme comme les textes d’accompagnement ne font référence ni & des tech-
niques de tracé/construction nouvelles, ni & des problémes de construction (le programme
précédent présentait la configuration des deux tangentes & un cercle issues d'un point dont
le programme de construction pouvait &tre abordé & l’occasion).

On peut noter 'allusion suivante & un détachement nécessaire par rapport au dessin,
dans la brochure d’accompagnement (p.9) qui prolonge P’extrait mentionné ci-dessus des
Accompagnements du programme de 3° :
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Place des TICE

Les logiciels de géométrie dynamique conduisent les éléves & utiliser les outils de la
géométrie dans un autre contexte. Ils les aménent & se démarquer du dessin : toute
tentative de déplacement de la figure par I’éléve pénalisera la moindre négligence
d’hypothése de ’énoncé ou au contraire validera la construction.

Premiére S, Terminale S

Aucune nouvelle compétence concernant les constructions & connaitre ne figure dans
les programmes (pourtant il pourrait y en avoir ; par exemple, savoir construire & la régle
et au compas 'image d’un point par une homothétie définie par 'image de deux points).

Par contre, dans les rubriques « Transformations » en Premiére S, « et Similitudes
planes »en Spécialité Terminale S, il est précisé que toutes les transformations connues
seront utilisées dans la recherche de problémes de construction, en particulier & travers
les logiciels de géométrie. La brochure d’accompagnement propose en Terminale (p.65) un
exemple de probléme de construction

« Construire un triangle ABC directement semblable 4 un triangle donné ABC, connais-
sant la position de A et sachant que B et C sont situés sur deux cercles donnés ».

Ce probléme donne une idée de ce qui est visé & ce niveau sous la dénomination probléme
de construction : les instruments ne sont pas précisés, la réponse peut étre limitée & la
définition d’une suite d’objets mathématiques définissant in fine un ou des objets dont on
démontre qu’ils conviennent ; cet exemple trés classique donne méme lieu & une discussion.

Par rapport & P'usage des instruments de dessin, il est clair qu’a partir de la 4¢, la
géométrie ne s’intéresse plus guére aux apprentissages relevant de techniques du dessin
géométrique. De la 4° & la Premiére S, aucun instrument n’est mentionné par les textes.
En Terminale S, les programmes ne reviennent pas non plus sur ce sujet; par contre, la
brochure d’Accompagnements donne comme exemple dans la rubrique « Enseigner les ma-
thématiques - Résoudre des problémes »le probléme de la duplication du cube (p.14) qui
conduit & un développement sur la notion de constructibilité (nombres constructibles a la
régle et au compas). Mais il s’agit 14 d’une suggestion que les enseignants ne sont pas obli-
gés de suivre. En revanche, le programme de 'option facultative de mathématiques en série
Littéraire , contient en Géométrie plane, pour la Premiére, les rubriques « Constructions
et tracés d la régle et au compas»), « Constructions de polygones réguliers », « Problémes
de construction », « Nombres constructibles » et « Commensurabilité et algorithme d’Eu-
clide », pour la. Terminale, « Nombre d’or et pentagone régulier ». A ce niveau et dans
cette section, 'enseignement de géométrie a & la fois une valeur technique (certains éléves
de L sont spécialisés en Arts Plastiques) et culturelle (en liaison avec I'histoire et en par-
ticulier I'histoire de ’Art). On retrouvera ces deux dimensions & propos de la géométrie
dans ’espace.

Conclusion

Le lien de I'activité géométrique avec le dessin instrumenté est trés fort au primaire et
en sixiéme. A I’école, il est clair que le travail géométrique reléve de la Géométrie I. En
sixiéme, il peut en &tre de méme mais les instructions ne permettent pas de trancher, méme
si l'invalidation des instruments comme outils de preuve rend le maintien dans GI assez

5Les options facultatives de Premiére et Terminale L s’adressent & des éléves, qui dans leurs études
ultérieures et leur vie professionnelle devront savoir soit utiliser ou enseigner des mathématiques (tels
les futurs professeurs des écoles) soit comprendre et &tre capable de travailler sur des arguments et des
raisonnements de nature mathématique dans des domaines variés.
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délicat. La cinquiéme est une année de transition ot le lien avec le dessin s’affaiblit en méme
temps que le changement de paradigme est repérable & plusieurs indicateurs (importance
des propriétés caractéristiques, distinction conjecture/théoréme, début de I’apprentissage
de la démonstration) bien qu’aucun moment de rupture ne soit mis en avant.

A partir de la quatriéme, on est clairement en Géomeétrie IT; celle-ci produit encore des
connaissances techniques de dessin pendant les deux derniéres années du collége mais ce
point de vue disparait dans le texte des programmes au lycée; seule 'option facultative
destinée aux éléves littéraires fait explicitement allusion & des travaux débouchant sur des
tracés effectifs a la régle et au compas.

Les problémes de construction (au sens que prend ce type de taches dans les paradigmes
théoriques de la géométrie) évoqués & partir de la 4° recoivent une place plus explicite en
Premiére et Terminale Scientifiques 4 un moment ot la réalisation effective des dessins mo-
délisant les figures construites n’est plus qu'un souci marginal. Il ne s’agit pas de résoudre
des problémes de dessins techniques.

Le passage de la Géométrie I & la Géométrie IT n’est pas explicité, il n’est ni justifié ni
préparé. Ce changement évident de paradigme se manifeste par un changement d’outil -de
validation, la démonstration devenant le seul outil accepté et ce quasiment dés la sixiéme.
Cette option se traduit en particulier par 'importance accordée dés la cinquiéme aux
propriétés caractéristiques et & la distinction de fait (les termes ne sont pas enseignés)
entre condition nécessaire et condition suffisante. Mais cette rupture n’est pas explicitement
motivée, le changement d’objets d’étude, du dessin & la figure, reste implicite dans les textes
officiels.

La partie suivante traite précisément de la place accordée en France & I’apprentissage
de la démonstration. Cette étude confirmera les analyses qui viennent d’étre présentées.

3.1.2 La géométrie comme terrain privilégié pour ’apprentissage de la
démonstration

Méme si 'apprentissage du raisonnement n’est pas totalement absent au primaireS,

nous commencerons cette étude en Sixiéme.

College

L’étude des textes officiels fait clairement apparaitre que Papprentissage de la démons-
tration est un enjeu de 'enseignement de mathématique au collége et que LE domaine qui
est le cadre de cet apprentissage est la géométrie, du coté de enseignant (démonstration
des théorémes) comme du coté de 1'éléve. Seuls quelques passages font fugitivement al-
lusion & la dimension « Démonstration »des domaines numériques et algébriques dont les
ressources sur ce plan ne sont pas mises en avant.

Préambule au programme de 6°, concernant ’ensemble du collége

A. Les mathématiques comme discipline de formation générale p.15

« A travers la résolution de problémes, la modélisation de quelques situations et ’ap-
prentissage progressif de la démonstration, les éléves peuvent prendre conscience petit
& petit de ce qu’est une véritable activité mathématique : identifier un probléme,
conjecturer un résultat, expérimenter sur des exemples, batir une argumentation,
mettre en forme une solution, controler les résultats obtenus et évaluer leur perti-
nence en fonction du probléme étudié. »

6« L’argumentation & propos des outils utilisés, des propriétés mobilisées et des résultats obtenus consti-
tue une part importante du travail des éléves. Dans cette perspective, quelques raisonnements peuvent étre
conduits, en particulier sur des figures dessinées & main levée. » Accompagnement Cycle 3; Espace et
Géométrie p.30
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Au niveau géométrique, les programmes du collége s’organisent autour de 4 objectifs
dont le suivant :

« Prendre contact avec des théorémes et apprendre & les utiliser. »

Les objectifs assignés aux travaux numériques font référence a 1’emploi du langage
algébrique pour résoudre des problémes mais la dimension raisonnement n’apparait
pas explicitement”.

En géométrie, le terme « démontrer » apparait explicitement en cinquiéme du coté de
’enseignant, certains résultats du cours (somme des angles d’un triangle, concours des mé-
diatrices) peuvent étre démontrés; de 1’éléve on attend des séquences déductives (4 propos
du parallélogramme et de la symétrie centrale par exemple) qui prennent progressivement
la, forme de démonstration ; celle-ci devient clairement en quatriéme un élément relevant
du topos de I’éléve.

Par contre, bien que les occasions existent (distributivité de la multiplication par rap-
port & l'addition, régle de multiplication des fractions en 5%, formules littérales en 4¢),
les rubriques « Travaux Numériques » et « Organisation et gestion de données » des pro-
grammes proprement dits ne mentionnent 4 aucun moment cette idée de démonstration
ni pour le professeur, ni pour I’éléve. Seule une courte phrase dans ’introduction de la
rubrique « Raisonnement et démonstration en géométrie »(p.64) des Accompagnements
rappelle que la démonstration s’applique & d’autres domaines que la géométrie. Mais, si
on parle & plusieurs reprises de 'emploi du calcul littéral pour la résolution de problémes
(4¢ p.54, 3¢ p.81), les possibilités qu'il offre pour établir des résultats généraux ne sont
pas plus précisément mises en avant; sur le plan du raisonnement, les textes insistent au
contraire, & propos des activités de tests par substitution sur les notions d’exemples, de
contre-exemples, de cas particulier en opposition au cas général et donc de raisonnement
par contre-exemple (p.63).

En troisiéme, on retrouve les traits décrits pour le cycle central. En géométrie la so-
phistication des raisonnements fait un pas en avant puisque les démonstrations basées sur
le principe de non-contradiction sont présentées comme une pratique & développer. L'al-
gébre n’est toujours pas un terrain de raisonnement, méme si les résolutions d’équations,
inéquations et systémes d’équations devraient (ou pourraient) donner lieu & une réflexion
explicite d’ordre logique. On insiste sur la pratique de test, démarche qui ne peut en aucun
cas conduire & ’ensemble des solutions en cas d’ensemble infini. Rien n’est signalé quant
a la structure logique du raisonnement qui nécessiterait pour le moins dans le cas oil la
solution est unique un raisonnement par condition nécessaire puis vérification. Par ailleurs,
le role que peut jouer le calcul littéral dans des démonstrations est toujours omis.

IV Au terme du collége
A. La formation générale p.101

Les éléves « ont eu Poccasion d’élaborer au cours de démonstrations différents types

- de raisonnement : raisonnement déductif, raisonnement par disjonction des cas lors de
I’examen de Veffet de la multiplication sur ’ordre, infirmation par mise en évidence
d’un contre-exemple, approche du raisonnement par I'absurde lorsqu’il s’agit de re-
connaftre si une configuration est une configuration de Thalés ou si un triangle est
rectangle. »

“La notion de théoréme n’apparait 3 aucun moment dans les programmes du collége en dehors du
contexte géométrique.
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Lycée

Seconde

Les textes officiels manifestent clairement des intentions liées & I'apprentissage de la
démonstration et & la rédaction avec une insistance nouvelle sur la structure logique dis-
tinguant notamment implication et équivalence, invitant & travailler sur le et et le ou.
Contrairement au collége, le programme lui-méme mentionne & plusieurs reprises le fait
que les différentes considérations concernant ce point ne doivent pas concerner uniquement
la géométrie; c’est notamment le cas du paragraphe consacré au calcul algébrique. Par
contre, la brochure d’accompagnement ne propose aucun exemple illustrant ces injonc-
tions.

Premiére S

Le programme de Premiére S commence par une déclaration générale d’intentions
concernant l’enseignement scientifique qui explicite trés précisément la volonté du sys-
téme francais d’un apprentissage poussé de la démonstration accompagné d’une premiére
réflexion sur la logique et montre pourquoi la géométrie constitue encore & ce niveau le
terrain privilégié du travail de la démonstration, ’analyse étant insuffisamment formalisée :

1. Généralités & propos d’une formation scientifique en premiére et en terminale S

La démonstration est constitutive de P’activité mathématique et les éléves doivent en
prendre conscience. Faire en sorte que les éléves puissent concevoir des démonstrations
dans leur globalité puis en détailler les différentes étapes a toujours été et reste un
objectif essentiel de tout enseignement des mathématiques en France.

... Le niveau de rigueur exigible pour une démonstration dépend de 'expérience de
’éléve dans le domaine ol cette démonstration se situe : ainsi, pour la géométrie,
pratiquée depuis 1’école primaire, on peut prétendre exiger dés la classe de seconde
un niveau de démonstration académique; en analyse, par contre, la plupart des ob-
jets manipulés ne sont pas définis formellement & ce niveau d’études, et les éléves ne
peuvent pas aboutir & des démonstrations parfaitement achevées. ...

Plusieurs formes classiques de raisonnements sont désignées comme enjeux d’appren-
tissage (par contraposition, par ’absurde, par disjonction des cas).

En Premiére S, seule la rubrique « Géométrie » du programme fait référence & Pactivité
de démonstration des éléves, elle pose notamment comme objectif le travail du raisonne-
ment par double inclusion et de la méthode d’analyse-synthése pour ’étude des problémes
de lieux. Au sein de la rubrique « Analyse », les démonstrations sont explicitement men-
tionnées dans le topos de ’enseignant pour deux théorémes concernant les suites, théoréme
des gendarmes et unicité de la limite dans le cas des suites, les théorémes sur les opérations
étant pour la plupart admis. Par contre, en ’absence d’une formalisation suffisante, les ré-
sultats concernant dérivée et limites de fonctions sont seulement montrés sur des exemples
puis énoncés.

Signalons enfin que le développement consacré & la démonstration dans la brochure
Accompagnement des programmes introduit & propos de ’analyse des variations sur les
formes de justifications attendues des éléves : l'idée de démonstration est étendue d’une
part & celle d’argumentation convaincante, y compris visuelle ou graphique et d’autre part
a celle de calcul, une des spécificités du calcul étant qu’on n’y est pas tenu d’expliciter les
théorémes utilisés, théorémes qui dans ce cas sont considérés comme des régles (cet élément
est repris dans le programme de Terminale & propos des calculs de limites).

Terminale S

En Terminale S, la question du raisonnement n’apparait plus dans les rubriques consa-
crées 4 la géométrie. Par contre, les ressources offertes par 'enseignement d’Arithmétique
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en Spécialité sont mises en avant & plusieurs reprises, tant pour l'enseignant que pour
I’éleve.

En Analyse, poursuivant la tendance repérée en Premiére S, le programme de Terminale
renforce la place des démonstrations dans le topos du professeur. Pour 1’éléve, rien n’est
explicité et les exigences semblent surtout reposer sur 'emploi de régles opératoires (algé-
brisation de ’analyse); les exigences de mise en forme sont limitées. Néanmoins, I’étude
des suites est 'occasion d’une présentation du raisonnement par récurrence qui fera effec-
tivement ’objet de travaux pour les éléves.

Conclusion

Cette analyse des programmes du collége et du lycée fait trés clairement apparaitre
les objectifs ambitieux de [’enseignement frangais vis & vis de la démonstration formalisée.
Elle montre que la géométrie constitue le terrain privilégié de cet apprentissage. Cette
situation s’explique pour une part par 'insuffisance du corpus des définitions et théorémes
admis disponibles (axiomatique locale) en Analyse, qui rend inaccessibles la plupart des
démonstrations dans ce domaine, du moins sous les formes dont 'apprentissage est visé.
Dans ces conditions, si les éléves sont bien confrontés & des démonstrations en algébre et
en analyse, c’est le plus souvent sous les traits du calcul : les résultats admis prennent
le statut de régles opératoires que les éléves doivent finalement apprendre a utiliser de
maniére automatisée, sans les citer. Ce terrain est donc peu favorable & ’apprentissage de
la forme de démonstration visée, par modus ponens essentiellement ; néanmoins, il offre
quelques ressources qui ne sont guére mises en avant par les textes.

Ainsi il apparait que 'apprentissage de la démonstration formalisée est 'une des raisons
d’étre majeures de ’enseignement de la géométrie en France. Mais une telle fonction ne
peut étre entiérement assumée en Géométrie I, ce qui motive sans doute le passage précoce
a la Géomeétrie II, du moins pour I’étude des configurations planes.

Toutefois des études complémentaires, consacrées aux transformations du plan d’une
part, & la géométrie dans 1'espace d’autre part, montrent que les progressions proposées
par les textes officiels francais ne sont pas exemptes de contradiction relativement au
changement de paradigme. Nous présentons dans la partie suivante la deuxiéme de ces
études, représentative des phénoménes observés pour les deux thémes.

3.1.3 Géométrie dans I’espace

Que ce soit dans le cadre de GI ou dans celui de GII, la géométrie de dimension 3
est a priori un cadre essentiel pour la modélisation des objets et situations réels. De plus,
du point de vue du dessin géométrique, la représentation plane de ’espace joue un réle
social fondamental et nécessite ’apprentissage de plusieurs techniques (vues, perspectives,
patron). On peut donc s’attendre & ce que I’enseignement de la géométrie dans 1’espace
prenne plus particuliérement en charge des apprentissages liés 4 la pratique de la modéli-
sation d’une part, au dessin technique d’autre part. En complément de l'attention portée
au paradigme géométrique, notre étude s’intéressera donc & ces deux dimensions.

Elémentaire

Les Documents d’application des programmes des cycles 2 et 3 de ’école élémentaire
mettent clairement en évidence les trois enjeux différents : constructions de connaissances
spatiales sur Pespace, relation de modélisation du monde réel par des objets particuliers
du micro-espace (rubrique « Repérage et Orientation »), construction (au plan cognitif) de
certains solides du micro-espace en interaction avec une activité de Géométrie I (Rubrique
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« Solide »). Au cycle 3, la question des représentations planes de solides (vues, patrons)
est abordée sous plusieurs angles (taches de reconnaissance et de construction de solides).
Collége
Au niveau géométrique, les programmes du collége s’organisent autour de quatre ob-
jectifs, 'un d’entre eux concerne la géométrie dans l'espace, il s’agit du suivant :

Préambule au programme de 6 , concernant ’ensemble du au collége
« Etre familiarisé avec les représentations de ’espace, de 'application des conventions
usuelles (lignes cachées, perspective) aux traitements permis par les représentations. »

Sizieme/Cycle central

Le programme de sixiéme maintient un lien avec ’espace réel, il évoque trois types
d’objets, ’'objet « vrai », éventuellement réalisé en technologie, la maquette ou solide de
I'espace que l'éléve doit apprendre & réaliser & partir d’un patron et la représentation
dessinée de P’objet et/ou de sa maquette. Nous avons donc a priori affaire & deux niveaux
de modélisation mais il n’est plus fait mention de situations relevant du monde réel, de
plus le fait que les objets réels considérés puissent étre fabriqués en technologie laisse &
penser que les objets en question sont de taille réduite et d’un réalisme relativement limité.
Par rapport & 1’élémentaire, la portée de l'activité de modélisation est donc restreinte.
De plus, compte tenu de la séparation des disciplines, on peut se demander si le cours
de mathématique donne vraiment aux éléves 'occasion de travailler & la modélisation
de véritables objets. Il est possible, sinon trés probable, que le travail accompli s’appuie
uniquement sur des maquettes et leurs modélisations en dimension 2, les connaissances
produites en Géométrie I permettant en retour de développer les connaissances techniques
de réalisation de ces objets par patrons.

Les instructions ne font & aucun moment référence 4 une démarche déductive & propos
de géométrie dans I’espace; on est clairement dans une géométrie d’observation orientée
vers les réalisations de maquettes, parallélement & un apprentissage strictement technique
du dessin en perspective.

Enfin le travail dans ’espace dont celui sur les solides est placé dans une visée a long
terme de construction cognitive des idées de parallélisme et d’orthogonalité en dimension
3, dans le cadre des faces et arétes de solides matériels,

Introduisant de nouveaux types de solides (prismes et cylindres droits en 5%, pyramides
et cones de révolution en 4°), les programmes de cycle central se situent totalement dans
la ligne de celui de Sixiéme. Le seul élément qui puisse laisser & penser qu'une certaine
évolution marque la classe de 4° est I’accent placé par le texte sur le calcul de longueurs,
aires et volumes. Dans la mesure ol les théorémes de Thalés et de Pythagore fournissent
des outils pour ces calculs, dans les solides déja rencontrés, on peut s’attendre & ce que ce
type de taches donne lieu 4 ’émergence en géométrie dans I’espace, jusque 13 exclusivement
développée au sein du paradigme de la Géométrie I, de démarches utilisées en géométrie
plane qui & ce niveau reléve comme nous I’avons vu du paradigme de la Géométrie II. Une
telle confrontation peut étre source de contradictions (par exemple, comment justifier une
orthogonalité ou un parallélisme dans une figure plane obtenue par section dans un solide
de 'espace ? ). Les textes ne contiennent aucune réflexion sur ce sujet.

Troisiéme

Le programme de 3° marque une rupture explicite avec ceux des années précédentes
sur plusieurs points :

— pour la premiére fois, il y a 4 savoir certains résultats; ceux-ci sont conjecturés,

mot nouveau en géomeétrie dans l’espace & partir d’observations réalisées sur des
maquettes, puis démontrés ;
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~ dans le cadre de 1’étude des sections d’une sphére par un plan, on s’intéresse au cas des
plans tangents, ce qui laisse & penser que ces plans n’ont qu’un point d’intersection
avec la sphére; autrement dit, les objets sphére et plan en jeu sont des idéalités
(remarquons que la sphére est le premier objet de I’espace dont une caractérisation
est facilement accessible alors qu'une fabrication ne 'est pas).

Il semble donc que le programme de 3° fasse basculer la géométrie dans I'espace en
Géométrie II. Ce passage n’est cependant pas clairement assumé sur tous les points :
certains résultats liés & ’orthogonalité et au parallélisme dans ’espace sont nécessaires (un
plan coupe deux plans paralléles suivant des droites paralléles et si une droite et orthogonale
4 un plan, alors elle est orthogonale & toute droite de ce plan); or, si les commentaires font
référence aux images mentales supposées construites au cours des années précédentes, ils ne
précisent pas quel statut est donné aux résultats ci-dessus qui devraient étre posés comme
des théorémes admis pour éviter un retour en Géomeétrie I (le premier de ces résultats n’est
méme pas explicité).

Lycée

Seconde

Le programme se situe sur deux plans vraiment trés différents. D’une part, il met en
avant les travaux d’observation, de représentation et de réalisation des objets matériels
épurés, avec sur ce domaine d’activité une insistance plus forte qu’en 3iéme. Le travail sur
les différentes modalités de représentations est un sujet dominant dans les thémes d’étude®.

D’autre part, dans une démarche de modélisation déja rencontrée au collége pour les
transformations, il s’appuie sur ’observation des solides matériels pour formuler des pro-
priétés attribuées aux droites et plans, c’est-a-dire 4 des objets mathématiques de Géo-
métrie II (incidence et orthogonalité) ; le fait d’étudier la nature de l'intersection de deux
plans nécessite de dépasser le point de vue des faces d’un solide, matériel ou abstrait,
pour concevoir I'idée de plan illimité dans toutes les directions. Les propriétés en question
prennent clairement le statut de propriétés admises, ce qui permet en particulier de situer
totalement les questions de calculs de grandeurs au sein de GII. On ne sait pas dans quelle
mesure les éléves sont confrontés & d’autres types de taches relevant de la Géométrie II (cela
pourrait étre le cas pour le théme d’étude consacré aux sections planes, nous reviendrons
sur cette question avec I’analyse du programme de Premiére S).

Premiére S

Le programme de Premiére S marque une étape nouvelle vers la Géométrie II : contrai-
rement & celui de Seconde qui abordait les sections dans les thémes d’étude sans aucune
injonction précise, il est désormais demandé de construire des sections en justifiant. Cette
question des sections est représentative des rapports Techniques de tracés/Géométrie 1I,
¢’est pourquoi nous nous y attarderons.

Quelle est la nature de la tiche « Construire une section » 7 Il peut s’agir
d’une tache de tracé sur une représentation en perspective, laquelle tiche présente deux
versants : tache purement technique reposant sur des régles admises de tracé® (Type 1);
tache technique justifiée par référence & des théorémes de Géométrie I comme les théorémes

8Pour chacun des chapitres du programme (Statistiques, Calcul et Fonctions, Géométrie), le professeur
doit choisir, pour ensemble des éléves ou pour certains seulement en fonction de leurs centres d’intérét,
un ou plusieurs thémes d’étude. L’obligation concernant ces thémes est donc minimale.

9Ceci est bien le cas pour certaines régles du dessin en perspective cavalidre qui & aucun moment du
secondaire ne pourront étre justifiées mathématiquement puisqu’il faudrait pouvoir référer au caractére
affine des projections paralléles sur un plan, ce qui est inaccessible au lycée; ces régles constituent donc
une axiomatique de la perspective cavaliére en tant que dessin.
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admis d’incidence (Type 2). Mais une tache de construction en Géométrie II n’est pas une
tache de tracé (par exemple, construire la perpendiculaire commune & deux droites de
Pespace signifie définir une droite, montrer que la définition donne toujours un objet et
que cet objet répond bien au probléme; dans ce cas, la question d’une représentation
dessinée est secondaire). Dans ce cadre, étudier la section d’un solide par un plan suppose
de déterminer et justifier la nature de la section en explorant les variations possibles dans le
champ des contraintes définissant le plan, celui-ci ne pouvant en aucun cas &tre déterminé
uniquement par des données figurant sur une représentation en perspective (Type 3).

Auquel des trois types de taches évoqués ici le programme de Premiére S renvoie-t-il ?
On ne peut que constater ’absence totale de précision des instructions sur cette question.

Nous appuyant sur notre expérience des manuels, nous sommes tentés de conjecturer
qu’en Premiére S, les taches concernant ’obtention des sections en perspective relévent du
deuxiéme type envisagé ci-dessus (tracé justifié par un passage & GII sans prise en compte
de la variabilité de la situation), ce qui voudrait dire que pour ce domaine le passage &
GII ne serait pas achevé alors qu’en théorie, il 'est totalement en géométrie plane. Ce
retard pourrait s’expliquer par la nécessité de réaliser des apprentissages autour de la
représentation en perspective cavaliére. Le travail accompli en géométrie autour de ce type
de taches occuperait donc jusqu’a ce niveau une fonction sociale liée aux techniques de
représentation de I’espace.

Par contre, dans les autres rubriques de ce programme, le cheminement vers I’étude des
objets de GII se poursuit avec la prise en compte des solides abstraits que sont devenus
les cones et les cylindres, 'algébrisation et la détermination des équations, enfin avec les
démonstrations concernant les problémes de concours, d’alignement dans 'espace.

Terminale S

Dans ’enseignement obligatoire, le point de vue est cette fois clairement interne & la
Géomeétrie IT (produit scalaire, caractérisation barycentrique des droites et plans, intersec-
tions de droites ou de plans : discussion géométrique, discussion algébrique). La brochure
d’accompagnement donne ’exemple de 1’étude du tétragdre (p.51), il s’agit notamment de
caractériser le concours des hauteurs ou 1’égalité de longueurs des arétes non coplanaires.
Si des solides interviennent, il s’agit cette fois d’objets géométriques donnant lieu & des
démonstrations (et pas seulement des calculs de grandeurs).

Dans I’enseignement de spécialité, une rubrique est consacrée aux sections planes de
surfaces. L'objectif principal avancé est lié aux fonctions de deux variables : la géométrie est
convoquée pour illustrer cette notion par le graphe (p. 68). Cependant 1'usage de logiciels
adaptés est mis en avant de fagon & « visualiser sur écran les surfaces étudiées ». L’étude
des sections est menée avec des outils analytiques (équations, fonctions d’une variable)
mais débouche sur des représentations & partir des différentes sections. Il reste donc & ce
niveau une trace d’un travail d’ordre graphique.

Notons pour terminer qu’en Premiére et Terminale L, option aborde en Premiére la
perspective cavaliére

On illustrera en particulier ces propriétés [les propriétés usuelles de la perspective] en
représentant I’ombre d’une fenétre éclairée par le soleil sur les murs d’une piéce), en
Terminale, la perspective & point de fuite (Le probléme du dessin d’un carrelage régu-
lier est 'un des plus célébres que se sont posés les peintres du début de la Renaissance
- vitre de Diirer-).

On retrouve ici la double fonction de I’enseignement de géométrie notée & propos de la
géométrie plane (technique de dessin, aspect culturel).
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Conclusion Concernant la prise en charge des apprentissages liés aux modélisations
de ’espace, notre étude montre que

— si & I’école élémentaire, le rapport au monde réel est bien présent, cette dimension se
réduit en Sixiéme-Cinquiéme au rapport & des objets réels éventuellement fabriqués
en technologie puis disparait dans la suite;

— les apprentissages concernant les différents modes de représentations matérielles, y
compris au moyen de méthodes informatiques, sont explicitement présents jusqu’en
Terminale S.

Pour ce qui est de la mise en place du paradigme de la Géométrie II, le cas de la
géométrie dans I’espace présente 'intérét de montrer comme au ralenti les différentes phases
du processus analysé dans la premiére section (3.1.1). Jusqu'en Premiére S, le monde des
objets épurés de GI est présent en tant que domaine de réalité étudié, fabriqué (patrons) et
représenté. A partir de la Troisiéme et en Seconde, un second monde d’objets géométriques
abstraits se met trés lentement & vivre, les connaissances produites étant encore orientées
vers les objets matériels et les techniques de représentations en dimension 2. En Premiére
S, une partie du programme reléve complétement pour les objets et les méthodes de la
Géomeétrie II mais ce n’est pas totalement le cas dans cette classe pour les tdches mettant
en jeu in fine les représentations d’objets épurés. En Terminale S, les objets sont clairement
abstraits.

3.2 Le cas du Chili

Les analyses présentées dans ce qui suit s’appuient comme pour la France sur 1'étude
des documents officiels, essentiellement ici les textes qui sur le site du Mineduc suivent la
présentation des programmes en présentant pour chaque unité d’enseignement de nombreux
exemples d’activités destinées au travail des éléves. Nous commencerons notre étude en
6B ; cette décision est justifiée par le fait qu’a ce niveau la Géométrie I est sans contexte
le paradigme en vigueur. Nous faisons ’hypothése qu'il en est a fortiori de méme dans les
classes antérieures.

3.2.1 Etude de l’espace du travail géométrique : les axes de 1’étude

Une caractéristique des orientations pronées par le ministére chilien est d’accorder une
trés grande place au travail préalable & I'institutionnalisation d’une notion ou d’un résultat.
Parmi les activités suggérées, de tels travaux représentent entre un tiers et la moitié des
propositions. Ce choix est clairement exprimé dans le texte suivant :

Septimo Afio Bésico Orientaciones didacticas p. 51

"Se pone especial énfasis en el desarrollo de procesos sisteméticos que permitan de-
sarrollar habilidades para enfrentar una situacion [...}, establecer procedimientos, sis-
tematizarlos y llegar desde conclusiones particulares a generalizaciones : es decir, a
conclusiones vélidas para una situacién general.[...| Repetidamente se propone en las
actividades que los alumnos y las alumnas expresen verbalmente lo que han hecho,
expliquen sus formas de proceder, fundamenten sus conclusiones y las confronten con
las de otras personas."

"En relacién con los tridngulos, en este unidad se enfatiza el dibujo. Se trata de que se
llegue a una conviccién respecto de cuéndo es posible y cudndo no es posible construir
un tridngulo cualquiera. [...] (la suma de la longitud de dos lados cualesquiera debe ser
mayor que la del tercero). No obstante, no se trata de ensefiar esto como una verdad.
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Se propone un conjunto de actividades que conduzcan a los alumnos y alumnas a
descubrir y comprender dicha condicién" pp. 51-52

Ceci nous a conduits & nous intéresser particuliérement & ces activités préalables pré-
sentes & tous les niveaux de ’enseignement. Nous avons constaté que jusqu’en 3M pour la
géométrie plane!® et en 4M pour la géométrie dans I’espace, ’espace de travail des éléves
dans ces situations « introductrices » intégre des objets de Géométrie I, voire d’autres objets
matériels appartenant au réel quotidien que les éléves sont amenés & observer, manipuler
ou mesurer.

Dés la 6B, on retrouve systématiquement dans la liste des taches attendues des éléves
pour une situation donnée les formulations suivantes :

"Analizan la tabla y escriben algunas conclusiones" p. 97

"Estudian sus caracteristicas en relacion a los lados y a los édngulos y escriben conclu-
siones." p. 98

"Hacen un trabajo en el que sintetizan las conclusiones de todas las actividades." p.
98

"Escriben una sintesis y acuerdan criterios de clasificacién comunes."p. 101

"Comparten criterios de clasificacién con otros grupos e incorporan los que eventual-
mente no hayan considerado" p. 101

Dans ces instructions aux professeurs, la formulation et au moins dans une certaine
mesure, la décontextualisation et la généralisation des résultats sont donc réguliérement a la
charge des éléves!! . Il en est de méme de la validation dont les formes sont étroitement liées
au paradigme géométrique. Illustrant notre étude par des exemples d’activités préparatoires
issues des différents niveaux de la scolarité, nous nous intéresserons donc particuliérement
aux modalités de la validation des résultats : qui valide et comment ? Toutefois, les textes
étant parfois peu explicites quant & la nature des validations attendues des éléves, nous
devrons pour mieux fonder nos interprétations, élargir I’étude aux activités d’application
proposées.

Sexto Ano Basico

L’unité 5 « Geometria » aborde deux thémes : Figures géométriques (on y travaille
en particulier sur des classifications et sur les axes de symétrie) ; Périmétre et aire (Ieffet
des agrandissements est une des questions traitées). Les objets du travail dans les activi-
tés préparatoires La géométrie se situe clairement dans GI. Le texte de présentation du
programme précise :

"Se continua el desarollo del sentido espacial, el estudio de figuras y cuerpos geométri-
cos y el analysis de las propriedades y relaciones geométricas que se pueden observar
en diversas situaciones que estan al alcance de nifios y nifias (construccion, dibujo,
manipulaciéon) més que sus definiciones y clasificiones preestablecidas. Se propone,
también, un intenso trabajo relacionado con medicién y calculo de areas y perimetros
de figuras planas, poniendo énfasis en los efectos que tienen en dichas magnitudes los
cambios que se introducen en algunos elementos de las figuras. Por ejemplo en los
lados. De este modo, las actividades se desarollan poniendo atencién en familias de
figuras mé4s que en figuras aisladas." p. 9

10En 4M la géométrie plane se consacre & l'introduction de la notion de vecteurs. Les activités proposées
sont trés morcellées et apparaissent comme rompant avec la tendance antérieure.

1Ces activités planes se consacrent 3 l'introduction de la notion de vecteurs. Les activités proposées
sont trés morcellées et apparaissent comme rompant avec la tendance antérieure.



3.2. Le cas du Chili 37

Toutes les activités proposées font travailler les éléves sur des objets matériels (mani-
pulations de tangram, de géoplan - planche cloutée + élastiques -, de « figures » en papier
découpé, dessins notamment sur papier quadrillé pour la détermination de l’aire, utilisation
d’un miroir et de pliage pour la symétrie). Exemples :

Travail avec des figures en papier "Investigan las condiciones necesarias para formar
determinadas figuras combinando otras, comparten sus procedimientos y conclusiones
y los comparan con los de sus compaiieras y compaifieros." p. 97
Travail avec papier découpé et pliage ou geoplan et miroir "Investigan los ejes de
simetria de diversos cuadrilateros, relacionandolos con las las caracteristicas de los
lados y 4ngulos, y los clasifican segiin el nimero de ejes." p. 102

Deux de ces activités ont pour but une catégorisation des figures qui semblent plutot
viser des classes disjointes (il s’agit de repérer des différences). On s’attache avant tout & une
description la plus compléte possible des propriétés des différentes classes introduites sans
souci de caractérisation puisqu’une propriété caractéristique vise au contraire la minimalité.

"En las clasificaciones hay que considerar longitud de los lados y sus relaciones (pares
paralelos, perpendiculares), los 4ngulos (rectos, no rectos, etc.)" p. 101. "Es necesario
establecer permanente comparaciones entre las diferentes figuras con el fin de que
identifiquen las caracteristicas esenciales que hacen las diferencias." p. 102

"La atencién se pone, en particular, sobre los ejes de simetria y en las relaciones
de éstos con otras caracteristicas de las figuras. De este modo, la existencia o no de
ejes de simetria se enfoca como una propriedad particular de algunos cuadrilateros
pero que estd intimamente relacionada con otras propriedades. Asi, se parte con una
sistematizacion y profundizacion de propriedades de cuadrilateros referidas a lados y
angulos, luego se incorpora una nueva propriedad (existencia o no de ejes de simetria)
para, finalmente, ponerlas todas en relacién, permitiendo una caracterizacién maés
acabada de cuadrados y rectangulos."p.95

Les instructions contiennent en Annexe deux pages trés concrétes (dessins des instru-
ments et de leur position) sur le dessin avec régle et équerre de deux paralléles, régle et
compas de deux perpendiculaires. L’apprentissage de I'usage des instruments et de tech-
niques de tracés associées est donc bien présente.

Toutes les activités d’évaluation (deux types d’exemples) proposées concernent des
objets de GI, voire des objets réels :

"Planifican la construccién de un objeto, realizan un plano esquemaético de sus partes
determinado una escala".

Les formes de la validation.

Les textes insistent sur le role des éléves dans la validation de leurs productions. Le
mode de validation semble &tre ’évidence, appuyée sur un certain nombre d’expériences
ou d’observations que I’on cherche & doter d’une dimension systématique :

Orientaciones didécticas p. 95

" Con el fin de que los nifios y las nifias vayan estableciendo conclusiones y propriedades
generales se insiste [...] en la importancia del registro sistemético de observaciones y
en su analisis. En este proceso resulta esencial que [...] prueben la veracidad de sus
conjeturas. "

Le texte enchaine alors comme suit :

" es importante que el profesor o la profesora, al acompaiiar el trabajo de los estu-
diantes, les plantee preguntas como jpor qué crees que resultara asi? [...]; probaste
con otros casos? ",
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Ce mode de validation, appuyé sur une expérimentation répétée mais nécessairement
limitée et un consensus local entre éléves, n’est & aucun moment mis en doute. Ceci confirme
que la géométrie II est bien absente. Le professeur ne semble pas sollicité pour apporter des
éléments de validation complémentaires, par référence 4 des savoirs sociaux validés ailleurs
et autrement.

Si 'on n’excepte les catégories déterminées et le vocabulaire correspondant, les résultats
établis ne sont pas mis en jeu dans des activités ultérieures o ils constitueraient en quelque
sorte des axiomes locaux sur lesquels appuyer la production de nouveaux résultats'? .

Septimo Ao Basico

Deux unités ont un lien avec la géométrie, I'unité 2 « Geometria : prismas, pirdmides y
triangulos » et I'unité 5 « Potencias en la geometria y los nimeros »qui aborde le théoréme
de Pythagore (voir la partie consacrée & ce sujet).

L’unité 2 s’organise autour de la réalisation de prismes et pyramides d’une part, de
’étude des triangles d’autre part (classification des triangles, conditions vérifiées par les
longueurs des cotés et des mesures d’angles, cas particuliers des triangles équilatéraux
et isocéles, construction de hauteurs et de bissectrices, lien hauteur/bissectrice/axe de
symétrie et formule de aire).

Les objets du travail dans les activités préparatoires

Les objets sur lesquels on fait travailler les éléves dans toutes les activités d’exploration
sont des objets de GI ou des objets matériels : dessins, triangles construits avec des bandes
de carton, avec un géoplan ou en papier découpé, patrons de solides, solides réalisés en
pate & modeler ou & partir d’autres solides. L’exemple suivant étaye particuliérement cette
analyse. Il s’agit d’une activité portant sur les prismes et pyramides. La question posée est
la suivante :

" ; Cuél es el prisma (o pirdmida) de menor altura que se puede construir con esa

misma base ? j, Como sabes que es la menor 7" "Y, al contrario, jexiste una piramida
que corresponde a la de una altura maxima 7"

Les commentaires précisent :

"Las preguntas relativas a determinar cuél es la piramida y el prisma de menor altura
que se puede formar a partir de determinada base tienen la intencién de que las nifias
v nifios realicen una busqueda sisteméatica que les permita concluir que si bien existen
infinitas redes de prismas y pirdmidas generadas al aumentar la longitud de la altura,
no existen infinitas redes de prismas y piramidas que se generan al diminuarla.

En el caso del prismo recto, €l cuerpo con menor altura podria ser aquel en el que
ambas bases"casi se juntan" (altura muy cercana a cero). En el caso de la pirdmida no
occurre lo mismo. [...] Los cuatros tridngulos que conforman los caras laterales deben
tener una altura mayor que los generados por las diagonales del cuadrado (base)." p.
56

Cette déclaration sur I’existence d’un prisme de hauteur minimale et sur le nombre fini
de solides que I'on peut obtenir en diminuant la hauteur [des faces] exclut que I’on soit
dans GII puisqu’elle suppose un nombre fini de mesures positives possibles comprises entre
deux mesures données.

Dans le prolongement de la classe précédente, I’aspect visuel de la géométrie est trés
développé, notamment dans des activités de classification dont on peut remarquer qu’elles

12Plus généralement, on ne trouve rien dans ces textes qui marque explicitement que le savoir produit et
institutionnalisé dans la classe est mis en relation par I'enseignant avec un savoir social. La seule intervention
explicite de ce type se situe au niveau du vocabulaire qui permet de formuler les savoirs locaux.
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débouchent sur des catégories assez peu usitées en France comme celles de triangles acu-
tangles, rectangles et obtusangles. Mais les activités conduisent également les éléves a
découvrir certains résultats dont on ne sait pas cependant sous quelles formes ils sont
retenus par la classe : Exemples :

"Investigan por medio de dibujos y construcciones las condiciones de construccién
de un tridngulo (relativo a los angulos y a los lados). Establecen las condiciones de
existencia de un tridngulo." P. 57

Propriétés visées : somme des angles d’un triangle, inégalité triangulaire

" Aumentan en una unidad o més los tres lados de un tridngulo equildtero. Observan
lo que ocurre con sus lados y sus dngulos. " p.63

Propriété visée : " Si on maintient 1'égalité des cOtés, I'égalité des angles est conservée
" et " Si on perd 1’égalité des cOtés, on perd également celle des angles ", autrement
dit, au plan logique, il s’agit d’accéder & la réciproque du premier énoncé par sa
contraposée.

" Sabiendo que las bisectrices dimidian un dngulo, exploran cémo se puede obtener una
bisectriz a través de un doblez, para observar su relaciéon con los lados del tridngulo y
determinar en cusles casos corresponden a ejes de simetria." p. 68

Propriété visée : si le triangle est isocéle, la bissectrice est axe de symétrie, elle est
confondue avec la hauteur; si le triangle n’est pas isocéle, aucune de ces propriétés
n’est vraie.

On aura remarqué qu’une vision dynamique des objets géométriques est mise en avant
(elle était déja présente en 6B et apparait comme un élément important de la Géométrie
I développée dans ces programmes).

Les formes de la validation

11 est attendu que les éléves établissent certains résultats, les modes de validation
auxquels ils peuvent avoir recours ne sont pas vraiment explicités, on peut néan-
moins supposer que la validation s’appuie soit sur I’évidence visuelle, soit sur une action
(pliage) soit sur une mesure; le seul cas ol la forme de la validation est vraiment tres
explicite est le suivant :

" Un procedimiento que pueden usar para comprobar que el doblez determina efectiva-
mente una bisectriz es medir con el transportador cada angulo generado y verificar que
son iguales y que corresponden, cada uno, a la mitad del dngulo interior considerado;
o bien, trazando la bisectriz con regla y compas segin lo aprendido. " p.69

Toutefois, contrairement & ce qui se passait en 6B, le texte introduit une différence trés
nette, du moins pour certaines activités, entre le produit du travail des éléves et le résultat
institutionnalisé. Ainsi & propos du résultat concernant le lien égalité des cotés/égalité des
angles dans un triangle :

" La conclusién principal, que corresponde a una conjectura porque no es demostrada

de manera general, que se espera que abordar es que la mantencién de la igualdad de
los 4ngulos en un tridngulo requiere de la igualdad de sus lados. " p. 64

" En ninguno de los casos sefialados se hace una observacién exhaustiva de todas
las posibilidades. Tampoco se hacen demonstraciones generales de los fenémenos. Por
esto, las conclusiones son conjecturas y no tienen el estatus de conclusiones generales.
n

p.64

Suite & la derniére remarque, le texte introduit une nouvelle étape de l'activité des
éléves :
" Colectivamente, sintetizan algunas conclusiones que son validadas por el profesor o
la. profesora. " p. 65
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On retrouve & deux autres reprises (somme des angles dans le triangle p.58, formule de ’aire
d’un triangle quelconque p.73) cette différenciation entre conjecture et résultat général qui
confére au professeur un role de validation de la conclusion générale. Mais on peut observer
que si le terme Démonstration est utilisé de maniére négative, pour signaler ce que ne sont
pas les conclusions des éléves, il n’est jamais utilisé pour nommer ce que doit faire le
professeur (contrairement & 1'unité 5, voir ’étude consacrée au Théoréme de Pythagore).

A aucun moment le texte ne précise véritablement sur quelle base repose la validation
du professeur. Elle pourrait se situer dans GI en référant (comme en physique) & une vé-
rification socialement répétée ou bien en utilisant des raisonnements de type mécanique
par exemple (cf. Clairaut). Elle pourrait aussi &tre strictement logico-déductive. L’exemple
de la démonstration du théoréme de Pythagore proposée sur le site auquel renvoient les
Instructions reléve plutét de ce dernier point de vue mais certaines propriétés d’alignement
sont lues sur le dessin et ne font pas 'objet de démonstrations, la seule partie « démons-
trative »reposant sur ’emploi de formules de calculs (dans le cadre de 'unité étudiée, il est
vraisemblable que ceci se retrouve dans ’établissement de la formule de Paire du triangle).

Par ailleurs, d’autres résultats obtenus par les éléves ne font pas ’objet d’une validation
du professeur et sont pourtant utilisés dans des exercices ultérieurs. C’est particuliérement
le cas du travail autour des bissectrices et du résultat liant hauteur, bissectrice et axe de
symétrie dans le triangle isocéle.

Néanmoins, il faut retenir qu’a ce niveau les textes attirent ’attention des professeurs
et par 13, on peut le penser, des éléves sur l'enjeu de généralité qui est celui des énoncés
mathématiques et sur I'impossibilité d’établir des conclusions générales par I’examen de
cas particuliers. Cette approche peut permettre de justifier le role du raisonnement et de la
démonstration sans nécessairement sortir du paradigme GI, les objets du travail étant
dans ce cas des classes infinies d’objets matériels. Notons que cet argument n’est
pas mentionné en France.

Il se pourrait donc que le travail du professeur se déploie dans le méme paradigme
que celui des éléves. Cependant les résultats visés ne peuvent sous la forme ou ils sont
usuellement formulés dans un cours de mathématiques énoncer des propriétés relatives &
des objets matériels. Cette remarque que nous allons développer ci-dessous nous améne a
revenir sur les objets du travail.

Retour sur les objets du travail

Examinons en effet le cas du résultat suivant : la somme des mesures des angles d’un
triangle vaut 180°. Dans l’activité centrée sur la construction de triangles, il est prévu que
les éléves :

" Analizan los datos de la tabla para determinar por qué en algunos casos no se puede
construir un tridngulo y caracterizan las medidas de los dngulos de manera que sea
posible formar un tridngulo. Buscan relacionar las medidas de los tres 4ngulos y la
suma, de ellos en cada caso." p. 58

Or la somme des mesures des angles d'un triangle dessiné sur une feuille est influencée
par les approximations dues & la construction et dues au mesurage. La somme des mesures
des angles d’un triangle de GI ne peut donc &tre égale & 180° qu’aux erreurs de mesure prés,
comme le savent les physiciens ; seul un travail sur des objets de GII évite cette question des
erreurs de construction ou de mesures. Ce probléme n’est pas soulevé, aucune indication
au professeur ne 'invite & réfléchir & la gestion des approximations.

Toutefois certaines réflexions concernant la construction d’un triangle & partir des me-
sures des cotés, dans le cas ot 'une des mesures est somme des deux autres, permet
d’avancer certaines hypothéses sur le point de vue adopté.
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Le matériel envisagé pour ’étude des conditions de constructibilité consistent en des
bandes de carton. Les textes signalent aux professeurs :
"Una limitacién de este material es que por tratarse de tiras de cartén que tienen un
determinado ancho pueden distorsionar algunas figuras (por ejemplo, hacer créer que
es posible construir un tridngulo de medidas 3cm, 3cm, 6 cm). Complementariamente
serd importante, entonces, realizar actividades de dibujo. " p. 59

Les auteurs semblent donc croire que dans le monde du dessin aux instruments, I'in-
existence d'un triangle de longueurs des cotés 3,3,6 est non problématique. Ceci n’est pas
vrai puisque cet inexistence repose sur le fait que les deux cercles utilisés pour construire le
troisiéme sommet n’ont qu’un seul point en commun, aligné avec les deux autres sommets.
Or, dans GI, ce résultat ne va pas de soi; seule une vision idéalisée du cercle peut fonder
un tel résultat .

Ceci nous conduit & avancer I'’hypothése suivante :

Passant sous silence ou ignorant les difficultés inhérentes & laction fit-elle instrumen-
tée dans le monde matériel (mesurage et construction), les auteurs des programmes
identifient une Géométrie I des classes de dessins auz instruments o GII.

Certains éléments présents dans la suite du texte confortent cette interprétation. Ainsi,
dans une tiche de reproduction de dessins, le texte signale :

"Lo central est4 en que comprendan que si se copia exactamente la longitud de los
trazos, los 4ngulos quedan determinados." p.60

Cette illusion de I’exactitude de la mesure pourrait alors expliquer 1’absence de prise
en compte des approximations de mesure dans ’établissement des résultats.

Dans un tel contexte, 'importance accordée aux procédés de tracés aux instru-
ments prend tout son sens. Ceux-ci (report d’angle avec régle et compas, tracé de hauteur
et de bissectrice, construction de triangles dans les 3 cas de caractérisation) sont claire-
ment institutionnalisés; une annexe les décrit avec force dessins concrets représentant les
instruments eux-mémes.

Les travauz d’application

Deux séries d’exercices consistent en des calculs d’angles; ils nécessitent d’utiliser les
hypothéses sur la nature des triangles pour calculer des angles en utilisant les résultats
établis précédemment (angles & la base égaux dans un triangle isocéle, 3 angles égaux &
60° dans un triangle équilatéral, somme des angles = 180°, hauteur = bissectrice dans un
triangle équilatéral) ; 'un des exercices nécessite méme d’établir qu'un triangle est isocéle.
On peut donc penser que les résultats considérés sont reconnus et institutionnalisés'® dans
la classe, recevant un statut de savoir au moins local. Ces savoirs permettent aux éléves de
déterminer par raisonnemerit et calcul des mesures d’angles.

Octavo Ano Basico

Le programme comporte deux unités de Géométrie, I'unité 1 est consacrée aux poly-
gones, cercles, périmétres et aires, I'unité 5 aux volumes. Par ailleurs I'unité 2 consacrée a
la. proportionnalité comporte deux activités centrées sur les représentations & 1’échelle.

Nous fondons nos analyses sur ’étude de I'unité 1 « Poligonos, circunferencias, 4reas
y perimetros ». Deux résultats y sont abordés : d’une part un théoréme portant sur les

13 Toutefois, rien n’est dit sur la forme des énoncés par lesquels ils sont retenus : contrairement & ce qui
se passe dans I'Unité 5 avec le théoréme de Pythagore, la dénomination théoréme est absente de cette
unité.
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relations entre les angles déterminés par deux droites puis par deux droites paralléles et
une sécante, d’autre part les formules donnant le périmétre et ’aire du disque en fonction
du rayon.

Les objets du travail dans les activités préparatoires

Comme dans les années antérieures, manipulation d’objets matériels et dessin ont une
grande part dans l'activité des éléves. En particulier, & une exception prés sur laquelle
nous reviendrons'4 | les activités d’exploration de 1'unité 1 qui visent, longuement, & faire
construire et formuler par les éléves les résultats abordés dans cette unité consistent en des
travaux sur des objets de GI, voire des objets matériels (travail sur des figures articulées
pour I’évolution des relations angulaires sous I'effet de mouvement, travail sur le périmétre
du cercle avec des disques en carton), avec des mesures aux instruments (rapporteur pour
les angles, régle graduée pour les longueurs) ou par pavage (pour l’aire du disque), des
vérifications par déplacement ou pliage!S.

Toutefois le travail effectué sur le périmétre et 'aire du disque fait apparaitre une
évolution du point de vue sur le cercle. Dans la perspective de fonder ’idécimalité de ,
c’est-a-dire le fait que ce nombre n’est pas décimal, les activités invitent les professeurs &
mettre en avant 'impossibilité d’obtenir une mesure exacte du périmétre et de 'aire :

" En la primera parte de la actividad la idea es que los estudiantes recurran a proce-
dimientos de medicion como ubicar una cuerda por el contorno de la circunferencia, y,
en el caso del area, cuadricular la superficie con cuadrados de distintas medidas para
ajustar el calculo. En este segundo caso, es importante que se den cuenta que cuanto
maés pequefio es el cuadriculado, més exacta es la medicfon. [...].

La reflexién en torno a la dificuldad para encontrar un valor exacto de la medida esta
centrada en darse cuenta que es una medida con cifras infinitas y aunque se vizualiza
perfectamente (se ve en el trozo de cuerda) no se puede expresar a través de un nimero
decimal, sino que representa un nimero irracional." (p.40)

Il ne s’agit pas de s’interroger sur les approximations inhérentes au mesurage par les
instruments utilisés mais de mettre en avant 'incapacité des procédés utilisés & atteindre
exactement le disque : dans le cas de laire, le pavage par des carrés, voire des poly-
gones, ne peut pas coincider avec le disque, la mesure obtenue est toujours différente de la
« vraie » mesure méme si le passage & des carreaux plus petits permet de diminuer ’erreur.
Or ceci suppose d’avoir un point de vue idéalisé sur le cercle : quelque soit le nombre de
sommets choisi, il ne coincide jamais avec un polygone régulier parce qu’entre deux points
aussi proches soient-ils, ’arc de cercle a toujours une certaine courbure. Et ¢’est bien 4 un
passage & l'infini qu’invite 1'unité 7 : aprés avoir fait établir & partir de la formule connue de
Paire du triangle que pour un polygone régulier ’aire est la moitié du produit du périmétre
par la distance du centre aux cotés, ’activité conduit les éléves & passer & la limite (de
maniére non formalisée bien sdr).

"Si la circunferencia, como ya se habia visto, puede ser un poligono de infinitos lados,
imaginen y tracen un dibujo esquemético de una circunferencia descompuesta a partir
de su centro en triangulos muy pequeiios, todos de igual forma y tamafio." p. 43

Comentario " En la segunda parte de la actividad, en la cual se relaciona el area del
circulo con la de cualquier poligono regular, es muy importante que realicen el dibujo

1411 s’agit de Dactivité 7 consacrée 3 la relation aire = %.périmétre.rayon qui permet d’établir la formule
de Daire. ' )

158ignalons qu’on retrouve comme en 7B une fagon de traiter la réciproque d’un théoréme (ici si des
droites paralléles sont coupées par une sécante, les angles correspondants sont égaux ) en envisageant de
~ maniére dynamique la contraposée.
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esquematico que se pide y visualicen que el radio del la circunferencia corresponde a
la altura de estos infinitos y angostros tridngulos." p. 44

On voit dans cet extrait que le dessin réalisé n’est plus 'objet du travail, il en est une
représentation.

Les activités sur le cercle sont donc & ce niveau l’occasion d’une évolution quant & la
nature des objets étudiés en géométrie mais ce point reste implicite, aucun commentaire
n’attire l’attention des professeurs sur ce glissement ; on peut au contraire douter que les
auteurs des textes soient véritablement conscients de Pampleur du changement en jeu. En
effet, I’Activité 3 consacrée aux polygones se termine par les questions suivantes :

" Imaginan que formas van tomando los poligonos regulares de una mayor cantidad
de lados. Llegarén momento en el cual aparezca una circunferencia ? Por qué?"

Comentario : Construir los poligonos regulares con un programa geométrico como el
Cabri o Gedmetra permite visualizar claramente el efecto de aumentar los lados y su
cercania con la circunferencia.” ’

Quelle est finalement la réponse attendue des éléves? Le texte n’en dit rien. Il y a
vraiment un trés grand doute sur ce sujet car préner le recours & un logiciel encourage plutot
une réponse positive  la question de apparition du cercle’®. Une réponse négative suppose
un point de vue mental sur les tracés. Une telle activité pourrait donc étre ’occasion d’une
discussion sur le caractére idéal du cercle mais les textes n’attirent pas 'attention des
professeurs sur ce point délicat et crucial.

Les formes de la validation

Concernant le travail sur les angles, il est difficile de savoir exactement ce qui est
attendu des éléves dans les activités exploratrices. Les premiéres activités reposent sur des
mesures et conduisent cependant & des conclusions générales, il n’y est pas fait mention
de raisonnement. Mais la derniére activité préalable & la formulation du théoréme contient
la consigne explicite de recourir & des déplacements des dessins ou & des mesures pour
expliquer les résultats :

"Para la explicacién recurren al desplazamiento de las figuras y a la medida de los
angulos" p. 27

Elle est accompagnée du commentaire suivant :

Comentario : "Las conclusiones que se obtienen respecto a la relacién entre los dngu-
los, a través de las mediciones realizadas, también se pueden verificar por medio de
desplazamiento de rectas y rotaciones de angulos. Es importante destacar que cuando
el razonamiento permite establecer claramente la relacion entre 4&ngulos no es necesario
medir. " p. 27

De fait, la plupart des relations peuvent étre justifiées par raisonnement a partir de
deux résultats seulement, la somme des angles adjacents déterminés par deux droites et
I’égalité des angles correspondants dans la configuration de deux droites paralléles et d’une
sécante. Mais la formulation du commentaire cité ci-dessus souléve une interrogation sur ce
qui est considéré comme raisonnement : ne doit-on pas considérer comme un raisonnement
une argumentation dynamique faisant référence & des déplacements?

Il semblerait qu’il y ait une certaine relégation de la mesure et de la manipulation
comme outils de preuve par les éléves, le raisonnement, éventuellement appuyé sur des
considérations dynamiques, étant préféré quand il est possible. Mais cette position n’est
l’objet d’aucune tentative de justification et elle est finalement d’autant moins justifiée que

189i on augmente vraiment beaucoup le nombre de sommets du polygone, dans le contexte d’un dessin ou
dans Cabri (ce qui est alors trés facile), on ne fait plus visuellement la différence entre cercle et polygone.
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contrairement & ce que nous avons vu en 7B, le texte ne fait 4 aucun moment la différence
entre conjecture et conclusion générale. L’enseignant ne semble plus avoir de role particulier
quant & la validation des théorémes!?, méme dans les cas ot le travail des éléves repose sur
des vérifications par mesurage dans un nombre nécessairement fini de cas. Au contraire,
les activités des éléves se terminent par des consignes du type :

"Establecen conclusiones generales en relaciéon con las medidas de los dngulos suple-
mentarios adyacentes." p.23.

Rien ne dit dans les commentaires que I’enseignant devra démontrer au moins une
partie des résultats.

Le travail sur le cercle est aussi ’occasion d’une certaine prise de distance vis & vis
du mesurage avec I’apparition de deux grandeurs dont la mesure est inaccessible aux ins-

'app
truments existants, non par imprécision de 'acte de mesurer mais par nature de ’objet
géométrique. La formule du périmétre est considérée comme établie par les éléves & partir
d’un travail expérimental portant sur un nombre trés faible de cas (mesurage du périmétre
|Y

de 6 roues, calcul des quotients I—)); les commentaires ignorant l'absence de généralité,
r

insistent sur 'impossibilité d’obtenir une valeur exacte du quotient du fait de sa nature
i-décimale.

Signalons pour finir que les évolutions vers une vision plus idéalisée de certains objets
et conjointement une minimisation du réle du mesurage ne se retrouvent pas dans les deux
activités consacrées dans 'unité 2 aux représentations & 1’échelle qui se situent vraiment
au niveau d’une géométrie I de la manipulation et de ’observation : critére de simili-
tude de rectangles reposant sur le déplacement et la vérification visuelle de superposition,
construction et utilisation du pantographe. Cette partie ne prend aucune précaution avec
le statut des affirmations, méme au niveau de ’enseignant : plusieurs propriétés sont affir-
mées sans effort de justification ou en prenant appui sur une prétendue évidence visuelle -
fort contestable.

Les travauz d’application

Les activités proposées aux éléves pour faire fonctionner le théoréme sur les relations
angulaires relévent exclusivement d’un travail de type « production de démonstration ».
On peut noter que les situations proposées (cf. p. 32) sont toujours d’un certain niveau
de complexité (question ouverte, nécessité pour les éléves d’introduire plusieurs pas de
raisonnement, figure complexe dont il faut extraire des sous-figures), voire sont intégrées
dans des situations de recherche. Mais tous les exercices sauf un visent & déterminer des
mesures d’angles. Le seul énoncé qui fait exception demande de décider si une figure contient
des droites paralléles et de justifier la réponse avec les précisions suivantes :

"Para justificar la respuesta usan lenguaje claro, preciso y se basan en las relaciones
entre los &ngulos y las medidas entregadas. No miden los 4ngulos con transportador.”
p. 32

Dans un cas, il faut montrer que deux droites qui semblent « vaguement paralléles »ne
le sont pas en utilisant que la somme de deux angles fait 185° et non 180° (contraposée de
la propriété directe); dans lautre cas, il faut montrer le parallélisme c’est-a-dire utiliser
cette fois la réciproque.

Il y a au niveau de ces instructions un saut (déja amorcé & propos des triangles en
7B) : on attend véritablement des éléves qu'’ils calculent des mesures d’angles en utilisant

"Par contre, il est fait mention de la possibilité qu’il démontre le résultat concernant la somme des
angles d’un triangle vu en 7B (p.32).
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des hypothéses (dans ces énoncés apparait le terme « Datos » (données) non rencontré en
7B) et des théorémes (le terme est cette fois utilisé); on demande méme réciproquement
I’établissement d’une propriété géométrique. Le mesurage aux instruments est placé
hors jeu dans ces exercices.

De méme, les formules de l'aire et du périmétre du disque sont utilisées dans des
exercices de calcul portant sur des configurations complexes.

Primer Ano Medio

Cette année comprend deux unités de géométrie. L unité 3 est consacrée aux transfor-
mations isométriques (symétrie, translation, rotation), I'unité 7 & la congruence de figures
planes.

De méme qu’en 8B, les deux unités doivent étre différenciées.

Dans 'unité 3, le travail, étroitement lié & des considérations artistiques, se situe nette-
ment dans GI - on travaille sur des objets matériels, les propriétés (notamment de conser-
vation) sont observées sur un ou quelques exemples.

Exemple de consigne :

"Para inducir las caracteristicas de la simetria, los estudiantes dibujan una recta junto
a una figura simple. Recurren a formas para dibujar la simétrica de esa figura, consi-
derando la recta como eje de simetria; podran doblar el papel, calcar a contraluz,
etc.

Posteriomente se pide dibujar por simetrfa la imagen de una figura [...] sin calcarla,
sino que utilizando regla, escuadra, compés y transportador." p. 48

11 n’est pas évident que de véritables définitions de ces transformations soient recher-
chées, encore moins institutionnalisées. Celles qui sont formulées sont repérées par obser-
vations isolées. v

Cette approche basée sur les manipulations et les constructions s’étend & toutes les
activités de cette unité ainsi qu’a I’évaluation. Le point de vue adopté dans 'unité 7 "
Congruencia de figuras planas " est bien différent.

Les objets du travail dans les activités préparatoires

Les critéres de congruences des triangles ainsi qu’une classification des triangles et
quadrilatéres suivant les axes et centre de symétrie sont les résultats mathématiques visés.

Pour la premiére fois la notion de condition nécessaire et suffisante apparait dans les
textes :

Aprendizajes esperados p.87
1. "Analizan los datos necesarios y suficientes par construir un tridngulo y lo
relacionan con los criterios de congruencia de tridngulos."

A cet objectif est associée une activité. Elle se présente de la fagon suivante :

"Analizar distintas figuras geométricas para encontrar las condiciones necesarias y
suficientes que las determinan. Relacionar esas condiciones con criterios de congruen-
cia. Establecer los criterios de congruencia par los tridngulos."

Ejemplo A :

Considerar algunas de las siguientes figuras geométricas [sont donnés un carré, un
rectangle, un losange et un cercle]. Suponer que se necesita comunicar a otro, por
teléfono, las formas y dimensiones de estas figuras par que las dibuje. Cu4les datos
darfa? Reducir el nimero de datos al minimo posible. [..,]

Al término de la actividad abrir un debate acerca de la informacién minima necesaria
par hacer el dibujo que se pide.
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Ejemplo B : Este ejemplo es similar al anterior, restringido a un tridéngulo escaleno.
Cada grupo debe encontrar al menos dos formas de realizar est communicacién.

Al término de la actividad, se abre un debate para establecer las conclusiones sobre las
condiciones para la construccion de tridngulos y formular los criterios de congruencia
de tridngulos." p. 88

Ce travail de caractérisation des quadrilatéres se poursuit autour des symétries avec une
attention nouvelle pour I’inclusion des catégories de quadrilatéres :

Actividad 2 Ejemplo B p. 93

"Categorizar diversos tipos de cuadrilateros considerando la cantidad de ejes de sime-
tria que es posible trazar en cada uno. Desde este perspectiva, comparar al menos el
cuadrado, el rombo y el rectangulo.

Indicaciones al docente :

Serfa interesante que llegaran a construir categorias incluyentes ; constatar que desde
estas categorias el cuadrado es un rectdngulo y también un rombo."

On voit donc apparaitre une approche des objets plus proche de celle qui est en vigueur
en Géométrie IT que celle qui est présentée en Bésica. Ceci étant noté, il faut dire que les
caractérisations de classes d’objets peuvent s’appliquer & des dessins et rester dans GI.

Les formes de la validation

Dans les deux activités préparatoires aux résultats mathématiques en jeu dans cette
unité, la responsabilité de formuler et valider les résultats semble dévolue aux éléves (cf.
par exemple, l'activité citée sur les critéres de congruence des triangles). Sur quels critéres
ce travail de validation dont on notera la dimension sociale repose-t-il ? Cette unité fait
explicitement entrer la démonstration dans le topos de 1'éléve :

p. 87 Contenidos

"Demostraciéon de propriedades de tridngulos, cuadrilteros y circunferencia, rela-
cionadas con congruencia. " ‘

Aprendizajes esperados

4 "Conjeturan y demuestran propriedades en tridngulos, cuadrilateros y circunferen-
cia, por medio de congruencia de triangulos. "

Mais la déclaration suivante, présente dans l'introduction de cette unité laisse planer
un doute certain sur ce qui est vraiment entendu par le terme Démontrer :

p. 86 Orientaciones didacticas.

"Generalmente el aprendizaje de la geometria se valora como iniciacién al pensamiento
formal; a este argumento es necesario agregar que también es importante como una
fuente de intuiciones ; permite aproximaciones a través de pruebas non formales,
no axiomatizadas, como dibujos y plegados de papel."

Esta ultima perspectiva es la que interesa explorar en este programa ; que
los estudiantes puedan argumentar y fundamentar sus conclusiones en he-
chos y/o cadenas de afirmaciones coherentes. Las demostraciones no formales
no deberfan ser consideradas como errores o deficiencies, sinc como una etapa inicial
de un proceso hacia las demostraciones mas formales. "

On peut se demander si ’essentiel n’est pas que les éléves produisent un enchainement
cohérent et probant d’arguments, les uns relevant d’un savoir (ici par exemple les critéres
de congruences des triangles), les autres pouvant recourir & des manipulations, dessins,
pliages. Dans ce contexte, les objets étudiés sont nécessairement des objets de GI, au
mieux des classes d’objets.

Les travauz d’application



3.2. Le cas du Chili 47

Le point de vue sur la validation n’est pas cantonné aux activités introductrices. Ainsi
on peut lire les éléments suivants dans les indications aux enseignants consacrées aux
activités associées 4 la résolution de problémes mettant en jeu la congruence :

p.92 Ejemplo A

"Doblar una hoja de papel de forma irregular, dos veces, de modo de generar un éngulo
recto como lo indice el dibujo. Cualquier corte que pase por ambos dobleces genera
un rombo al extender el papel. Por qué?

Indicaciones al docente :

El doblado y corte de papel es una herramienta de trabajo que puede com-
plementar y apoyar el aprendizaje de geometria, el analisis de propriedades y
la resoluciéon de problemas. "

p- 93 Ejemplo D :

"Demostrar que si en una circunferencia dos cuerdas estan a la misma distancia del
centro, tienen la misma longitud.

Indicaciones al docente :

Es necesario que los estudiantes manipulen figuras, las doblen, recorten,
etc. Para muchos este tipo de actividad les abre las posibilidades de entender y en-
contrarle sentido a las demonstraciones. "

Les activités d’évaluation adoptent la méme approche.

Il semble que, dans cette unité, I’attention soit au moins autant centrée sur le déve-
loppement d'une activité de recherche que sur la démonstration elle-méme. Les exercices
d’évaluation confirment cette tendance. Si l'on excepte un exemple consacré & la démons-
tration du Théoréme de Pythagore , tous les autres exemples sont des problémes ouverts
ou, si la consigne est "Démontrer que ", non guidés. En voici deux exemples :

"Sea. ABCD un cuadrilatero cualquiera. ;Qué condiciones debe cumplir par obtener
tridngulaos congruentes al trazar los diagonales 7" p. 92

"Demostrar que si por el punto medio de la diagonal de un rectangulo se traza una
perpendicular a ésta, se divide el rectangulo en dos trapecios congruentes." p. 93

Segundo Ano Medio

Cette année comprend deux unités de géométrie. L’unité 2 est consacrée aux figures
semblables, les résultats cités sont les critéres de similitudes des triangles et le théoréme
de Thalés. L'unité 4 porte sur le cercle et les angles avec le théoréme de ’angle au centre.
Par ailleurs, dans le cadre de I’étude des fonctions, on aborde les équations de droites
(coefficient directeur, ordonnée & 'origine, condition de parallélisme et d’orthogonalité);
dans ce cadre, la résolution de systémes de 2 équations 4 deux inconnues est interprétée
graphiquement ; cette partie comprend aussi des éléments historiques mettant ’accent sur
la contribution de Descartes au développement des relations entre algébre et géométrie.

Nous avons centré notre étude sur 'unité 2.

Les objets du travail dans les activités préparatoires

La plupart des concepts et résultats en jeu dans cette unité sont 'objet d’un gros travail
préparatoire sous forme de plusieurs activités proposées aux éléves. On notera toutefois que
ce n’est pas le cas du Théoréme de Thalés.

L’activité 1 (p. 39) proposent plusieurs exemples relevant de pratiques sociales concer-
nant l'agrandissement/réduction (travail sur les cartes géographiques, sur des plans, ma-
quettes et photographies). L’intention affichée est que :
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"Los alumnos y alumnas se familiarecen con el fenémeno de la ampliacién y la
reduccién de figuras y cuerpos; que visualisen que se mantiene la forma y que el
cambio en las medidas de longitud se rige por una escala..."

Cette familiarisation se poursuit dans activité 2 (p. 40) par des tracés de figures sem-
blables (pantographe, puzzle, effets de ’homothétie) avec notamment la perspective
que les éléves :

"Establecen las invariantes asociadas a la semejanza de figuras planas."

Le travail est donc & ce niveau d’exploration dans GI.
Pour ce qui concerne les critéres de similitude, la premiére situation proposée dans
Vactivité 5 semble viser la formulation des critéres par les éléves eux-mémes :

Actividad 5, Ejemplo A (p.48)
"Organizar un juego de comunicacion, considerando un tridngulo escaleno como el
siguiente. " [dessin fourni]

"Cuaél es el minimo de informacién que una persona necesita conocer para construir
otro tridngulo semejante con el dibujo? Establecen los teoremas de semejanza
para cualquier triangulo..."

Les éléves sont donc supposés établir les critéres de similitude.

Les formes de la validation

Dans les deux unités de géométrie, la liste des contenus et apprentissages attendus
contient des références explicites a la démonstration :

Contenidos : Unidad 2 (p.36 ) et 4 (p. 76)

"Distincién entre hipétesis y tesis. Organizacion logica de los argumentos."
Aprendizajes esperados

p-37 Unidad 2

4. "Conjeturan y demuestran propriedades geométricas asociadas a la proporcionalidad
de trazos y a la semejanza de figuras planas, distiguiendo entre hipt6tesis y tesis. "

Il semble donc qu’il y ait cette fois un saut qualitatif quant & la nature des raisonnements
de validation attendus des éléves avec accés a la démonstration mathématique.
Les orientations générales de ['unité 2 précisent :

"Las figuras semejantes presentan un nivel de evidencia a simple vista; la di-
ficultad reside en el andlisis de las condiciones que generan aquello que es visible y
tangible. [...] Es el paso de los ejemplos a la generalizacion, lo que no es un tema
menor para el aprendizaje, y a su vez es uno de los importante aportes que derivan de
un aprendizaje de calidad en matemética." p.38

Ainsi cette année 2M voit revenir une attention explicite 4 la différence exemples/conclusions
générales mais les objets d’étude semblent toujours é&tre des classes de dessins de GI (voir
ci-dessus l'allusion & I’évidence visuelle). Dans ces conditions, on peut penser que le travail
consacré aux critéres de similitude évoqué plus haut doit se clore par une démonstration
a la charge des éléves (une telle démonstration est envisageable & partir du théoréme de
Thalés et les critéres d’isométrie vus en 1M). Toutefois les textes ne sont pas explicites sur
ce point.

Les travauz d’application

Nous nous contenterons ici d’examiner les activités d’évaluation, on se reportera a la
partie consacrée aux triangles de méme forme pour plus de détails. Les commentaires
associés & ces activités d’évaluation nous permettent de trouver une confirmation du chan-
gement dans les attentes évoqué ci-dessus.
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Trois activités sont proposées. La premiére demande d’agrandir de fait le dessin d’une
étoile (proportion 17/6,8 donc décimal); il s’agit d’un travail dans GI et l'intérét de 1’éva-
luateur porte sur les procédés utilisés et sur la clarté des explications apportées relativement
aux raisons d’emploi des procédures choisies.

Par contre, les deux autres activités qui concernent la résolution de problémes et I’appli-
cation des théorémes (Thalés et critéres de similitudes) dans des démonstrations proposent
7 exercices dont 6 attendent des démonstrations.

Parmi les critéres d’évaluation, on trouve :

"Observar si

Distinguen los datos y lo que se quiere demostrar
Organizan las afirmaciones para llegar a demostrar lo que se pide
Si el dibujo los impulsa a plantear conclusiones no razonadas."

On voit donc clairement apparaitre une mise & 1’écart de la lecture de propriétés sur le
dessin, la centration sur les hypothéses et la recherche de démonstration au sens formel du
terme.

Notons toutefois que cette orientation se heurte & certaines contradictions. Pour le
théoréme de Thalés, il est précisé dans Pactivité 3 (p.43) que les éléves doivent connaitre
et pouvoir comprendre une démonstration du théoréme de Thalés, la formulation laisse
& penser que cette démonstration est donnée par le professeur. Mais les textes officiels
ne précisent rien sur la démonstration en question qui peut &tre une question délicate
comme le montre ’analyse de plusieurs manuels chiliens. Certains adoptent la démonstra-
tion générale proposée par Euclide & partir des aires. D’autres s’en tiennent & une approche
partielle, uniquement efficace & ce niveau de la scolarité pour les rapports rationnels en
prenant appui sur le cas de paralléles équidistantes. Le manuel Arrayan par exemple choisit
cette approche mais, en l'absence du théoréme des milieux, la démarche proposée reléve
plutot des maniéres de faire des années antérieures : les éléves doivent vérifier sur quelques
exemples la proportionnalité par mesurage des longueurs; le résultat est validé et géné-
ralisé sans autre précaution. Or, contrairement au point de vue frangais, il n’y a pas de
statut de théoréme admis. Ceci entraine une véritable incohérence entre les taches du topos
de D’éléve qui exigent une démonstration et celles du topos du professeur ot mesures et
généralisation sont permises.

Tercer Ano Medio

Nous analysons ici le programme commun & tous les éléves. Cette année comporte 4
unités dont une de géométrie,

L’unité Las funciones cuadrdticas y raiz cuadrada s’appuie sur des activités centrées
sur aires et volumes pour faire travailler sur les racines carrées et cubiques. Par ailleurs,
elle propose une activité centrée sur la définition géométrique de la parabole comme lieu :
3 approches sont abordées, il s’agit dans tous les cas d’activités de tracé de ’ensemble
des points équidistants d'un point et d’une droite, soit par ordinateur soit & la main. Un
procédé matériel avec équerre et ficelle est montré. Aucun raisonnement n’est attendu.

L’'unité de géomeétrie s’intitule Mds sobre los tridngulos rectdngulos. Les résultats pré-
sentés sont d’une part l'invariance des rapports de cdtés dans des triangles rectangles
semblables, ce qui permet d’'introduire les fonctions trigonométriques dans le triangle rec-
tangle, d’autre part deux théorémes, désignés comme les théorémes d’Euclide (il s’agit des
relations entre longueurs liées & la décomposition d'un triangle rectangle en deux triangles
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qui lui sont semblables par la hauteur relative a I’hypoténuse). Sinus, cosinus et tangente
sont étendues au cercle unitaire. Figurent enfin parmi les contenus visés des commen-
taires historiques sur les nombres irrationnels, les triplets pythagoriciens et le théoréme de
Fermat-Wiles. Nous analysons plus précisément cette unité.

Les objets du travail dans les activités préparatoires

L’activité 1 et I'Exemple A de Pactivité 5 sont des activités d’exploration des théorémes
aux programmes. Pour la premiére d’entre elle, la consigne est la suivante :

" Analizan la semejanza en tridngulos rectangulos y especifican los teoremas estudiados
en 2M ; establecen las razones trigonométricas seno, coseno y tangente, para los dngulos
de tridngulos rectangulos . " p. 79 ,

Les éléves ont vu en 2M les théorémes qu’il suffit en principe d’appliquer ici dans un cas
particulier, les résultats cherchés découlant par permutation des extrémes et des moyens
dans les rapports. Mais il est intéressant de noter le conseil suivant donné au professeur :

"Interesa que los alumnos se den cuenta de que la igualdad de medida de un angulo
de un tridngulo recténgulo especifica familias de tridngulos que son semejantes entre
si.

Al superponerlos, de modo que uno de los angulos coincida, se genera paralelismo
entre los terceros lados como lo indica el dibujo. [Suit un dessin représentant une
famille de 5 triangles rectangles semblables, de couleur différente, qui d’abord décalés
sont ensuite emboités|.

Se puede organizar el curso de modo que cada participante de un grupo de trabajo se
ocupe de los calculos de uno de los tridngulos, comparen los resultados que obtienen
y hagan las aproximaciones pertinentes." p . 79

Il semble donc qu’on conseille au professeur d’organiser un travail sur figures découpées
permettant des manipulations et des mesurages. On peut comprendre que les éléves sont
supposés calculer les rapports de mesures pour les différents triangles dans le but de les
comparer. Pour la premiére fois dans les textes que nous avons étudiés est évoquée, quoique
de maniére plutdt sibylline, la question des approximations : est-ce que I'idée d’approxima-
tions pertinentes suggére que les éléves vont négliger les écarts entre les valeurs obtenues ?
Avec quel type d’argument ? L’illusion de l'exactitude dans le monde des dessins aux ins-
truments serait donc pour la premiére fois mise en cause, & moins que 'argumentation ne
référe & Iidée de mesure irrationnelle comme on le verra un peu plus loin (activité 2).

Cette évolution est fugitive puisque 'exemple C demande aux éléves de réaliser sur
papier quadrillé ou millimétré des triangles rectangles dont le rapport des mesures des cotés
de I'angle droit est constant puis de mesurer au rapporteur les angles. L’enjeu annoncé est
le suivant :

"Tnteresa que los estudiantes se den cuenta de que una misma razén entre las medidas
de los lados determina la misma medida para el d&ngulo agudo.” p. 80

Pas d’interrogation donc ici sur les approximations de mesure. De nouveau les éléves
possédent déja les théorémes nécessaires 4 la démonstration du résultat visé. Mais il n’est
dans aucune de ces deux taches question de démonstration. On peut faire ’hypothése que
le travail avec triangles découpés et mesures sur dessins, donc dans GI, est utilisé pour
donner du sens et convaincre les éléves.

L’activité d’exploration consacrée aux théorémes d’Euclide est assez proche des deux
précédentes et confirme ’interprétation ci-dessus. La consigne est la suivante :

Ejemplo A p. 87 :
"Dibujar tridngulos rectangulos, trazar la altura desde el vértice del 4ngulo recto a la

hipotenusa. Demostrar la semejanza entre los tres tridngulos rectangulos e identificar
las proporciones que definen los dos teoremas de Euclides."
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1l s’agit donc ici a priori de faire démontrer les théorémes visés par les éléves. Mais les
indications au professeur précisent :

pp.87-88 "Si se considera necesario, se pueden recortar dos tridngulos rectangulos.
En uno de ellos trazar la altura desde el vértice del dngulo recto a la hipotenusa y
recortar los tridngulos que se forman .

I Constatarempiricamente la semejanza entre los tres tridngulos superponiéndolos.
II Contrastar esta constatacion con la demostracion de la semejanza. "

II1. Plantear proporciones entre los lados de los tres tridngulos a partir de la semejanza
establecida."

Les textes semblent donc avoir le souci d’associer des objets de GI, voire des objets en
papier, aux résultats ou aux notions mathématiques introduits. On retrouve cette option
dans l'activité 2 centrée sur Vextension des fonctions trigonométriques au cercle unitaire.
L’exemple 2 fait construire avec un vase cylindrique et une ficelle des points de la courbe
représentative du sinus dans un repére dont ’axe des abscisses représente les longueurs x
des arcs de cercle. Ainsi Penroulement de la " droite des réels " autour du cercle unitaire
évoqué seulement en France est effectivement réalisé, il en est de méme de son report sur
P’axe des abscisses du repére. Le travail se poursuit par une construction point par point &
partir des valeurs données par la calculatrice qui donne lieu & la remarque suivante :

"Es recomendable aclarar que estos valores para la funcién seno y para las otras

funciones trigonométricas son, generalmenten, nimeros irracionales; la calculadora
ofrece aproximaciones de ellos." P. 82

Il y a un certain écart entre le point de vue matériel de ’exemple précédent et de toutes
les activités de mesurage et cette référence & lirrationnalité de certaines mesures qui est
I'un des thémes mis en avant dans cette unité :

Orientaciones did4cticas (p.78)

"Estos teoremas [Teoremas de Euclides y de Pitagoras|, ponen de relieve el inter-
esante tema de los nimeros irracionales; en el desarrollo de esta unidad se propone
la construccién de longitudes relativas de algunas raices, como aplicacién de estos
teoremas. "

Nous avions vu que ce probléme apparu & propos de 'aire et du périmétre du cercle
en 7B n’était pas vraiment traité, il ne ’est pas plus ici. Nous constatons que les textes
ne reviennent & aucun moment sur l’histoire des nombres irrationnels, se contentant sans
aucune problématisation de faire construire les racines carrées de 2, 3 et 6 (p.88).

Les formes de la validation

Parmi les apprentissages attendus figurent les deux items suivants :

"Los alumnos y alumnas

Conjeturan sobre propiedades geométricas en tridngulos rectdngulos semejantes, las
demuestran utilizando diversos recursos argumentativos.

Reconocen el sentido y la necesecidad de la demostracién en matemaética y, en par-
ticular, conocen la historia del Teorema de Fermat-Wiles y los trios pitagoricos." p.
7
Les orientations didactiques précisent & propos des théorémes d'Euclide et de Pythagore
que cette unité est I'occasion de proposer des démonstrations de ces théorémes :

"algunas muy proximas a la intuicién y otras mas formales, pero todas con rigor y
validas en la matema&tica escolar. "p.78

Trois démonstrations sont abordées, la derniére étant une application du Théoréme
d’Euclide. Mais les deux autres recourent & des aires. Dans chaque cas, il semble que des
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propriétés géométriques soient lues sur le dessin (certains segments sont dans le prolonge-
ment 1'un de l'autre, certains quadrilatéres sont des carrés); ce qu'il reste a faire est un
calcul algébrique. On retrouve dans le deuxiéme exemple le souci rencontré précédemment
de convaincre les éléves par manipulation : '

"Este dibujo se puede recortar y hacer con él un puzzle; que los estudiantes constaten
que el 4rea de dos de estos tridngulos es igual a ab y que el drea del cuadrado es igual
c?, o bien a? 4+ v2." p.90

En résumé, les travaux semblent s’organiser suivant le modeéle suivant (cf ci-dessus le cas
des théorémes d’Euclide) : donner du sens au théoréme par un travail dans GI qui fournit
un premier niveau de preuve puis établir le résultat & partir du corpus des résultats déja
institutionnalisés. Le fait que cette deuxiéme preuve corresponde & un changement d’objets
n’est pas explicité dans les activités sur les théorémes géométriques. En revanche, dans le
cadre du travail documentaire sur la conjecture de Fermat et I'histoire de sa démonstration
qui prolonge les activités sur le théoréme de Pythagore et les triplets pythagoriciens, on
rencontre la remarque suivante :

"Es importante que los alumnos y alumnas intenten encontrar contraejemplos (para
n=3 por ejemplo) y que perciban que podrian continuar con casos particulares,
valorando a si la demostracion." p. 91

C’est donc & nouveau la nécessité d’établir des résultats pour une classe infinie d’objets
qui est mise en avant pour justifier le recours & la démonstration comme outil de validation
en mathématique.

Les trovauz d’application

Outre la démonstration du Théoréme de Pythagore grace au théoréeme d’Euclide, deux
exercices seulement demandent la démonstration de résultats géométriques généraux &
partir des résultats de 'unité ; un exercice utilise la tangente pour donner I’équation d'une
droite.

Les cinq autres énoncés & contexte géométrique mettent en jeu des mesures numériques.
Le premier consiste & construire des triangles rectangles connaissant le sinus (ou le cosinus
ou la tangente) d’un de ses angles aigus (p. 83); la méthode suggérée semble étre de
déterminer la mesure des cOtés & partir de I'une d’entre elles fixée arbitrairement; si le
texte invite le professeur & insister sur la nécessité et 'importance de I’approximation dans
tous les cas ol est en jeu une calculatrice, on ne voit aucune différence entre un triangle
idéel (dont les mesures exactes ne seraient qu’approchées par les décimaux obtenus a la
calculatrice) et le triangle réalisé aux instruments. Trois exercices visent & calculer des
mesures de grandeurs inaccessibles dans des situations concrétes (pp.84-86). L'un d’entre
eux (détermination par deux visées d’une hauteur) suggére une réflexion sur l'effet de
’arrondi dans les calculs intermédiaires dans le cas out les deux angles sont trés proches'®;
par contre, bien que la détermination des mesures des deux angles par les éléves grace
& un goniométre artisanal soit proposée, la question des erreurs de mesure est passée
sous silence. On est donc toujours dans l'illusion de l'exactitude des mesures mesurées,
c’est lirrationnalité et les approximations de calcul qui sont mises en avant comme causes
d’erreurs.

Le dernier exercice, évoqué plus haut, concerne la construction de racines carrées et ne
donne lieu &4 aucun commentaire sur la distinction figure-dessin, exact-approché.

183i o et a’ sont les mesures obtenues par visées, le calcul de la hauteur conduit & diviser par tan(a)-
tan(a’).
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Formacién Diferenciada

Le programme de cette option comprend 3 unités. La premiére vise développer le lan-
gage algébrique de fagon 4 ce que :
" los alumnos y alumnas tengan claras distinciones sobre los casos particulares y la
generalizacién ; que adquieran habilidades para llegar a la expresion general a partir del
analisis de casos particulares y que dispongan de herramientas bésicas para desarrollar
estas demostraciones." p. 3

On retrouve l'intérét pour la distinction cas particuliers/généralisation et son lien avec
la démonstration (en contexte algébrique) déja rencontré. L'unité 2 porte sur les lieux géo-
métriques, en particulier les coniques, dans un contexte exclusivement analytique. Nous
retiendrons seulement deux aspects. D’une part, 'importance constante accordée 4 la réa-
lisation de représentations graphiques des courbes données par leurs équations. D’autre
part, 'absence totale de précautions relativement 4 la structure logique des raisonnements,
pourtant cruciale dans les questions de détermination de lieux géométriques. Un exemple
illustrera cette affirmation :

Actividad 2 Ejemplo A : il s’agit de déterminer 1’équation de l’ensemble des points
équidistants de deux points A et B.

"Otros [alumnos] podran buscar al ecuacién considerando el problema resuelto : si
un punto P de coordenadas (x,y) pertenece a la simetral, entonces equidista de los
puntos A y B escribiendo analiticamente esta propriedad se determina la ecuacion de
la simetral."p.45

On aura remarqué ’absence de la condition nécessaire et suffisante indispensable ici.

Cuarto Ano Medio

Nous commengons par analyser le programme commun & tous les éléves.

Le texte de présentation n’aborde pas spécifiquement la géométrie.

Cette année comporte trois unités dont une de géométrie. Dans cette unité sont abordés
les contenus suivants : droites et plans de ’espace avec étude des problémes d’intersection,
notion de plans paralléles et perpendiculaires, coordonnées cartésiennes dans ’espace, opé-
rations élémentaires sur les vecteurs dans le plan et dans I’espace en liaison avec translations
et homothéties. Par ailleurs des problémes doivent conduire les éléves & déterminer I’aire
et le volume de solides engendrés par rotation ou translation de figures planes ou & étudier
des questions de relations entre solides, par exemple un solide inscrit dans un autre. Les
activités proposées ne traitent pas I’ensemble de ces points, laissant essentiellement de c6té
les problémes d’intersection dans I’espace.

L’activité 1 est consacrée aux vecteurs du plan : huit exercices sur 10 sont des exercices
de tracés dans un repére, les deux autres sont des calculs sur les coordonnées. L’activité 2
aborde I’espace. Il est plusieurs fois conseillé au professeur d’avoir recours & des représen-
tations matérielles, par exemple :

"Se sugiere al profesor o profesora que utilice medios fisicos para que los estudiantes
pueden visualizar estos puntos en el espacio y establecer la relacién con su ubicacién
en cualquiera de los ochos octantes en que se divide el espacio." p. 77
Suivent des indications précises utilisant les murs de la classe, une équerre pour situer un
point & partir de ses coordonnées.

Ceci étant, cinq des six exercices sont des calculs sur les coordonnées.

Les activités 3 et 4 concernent les représentation paramétriques des droites et des plans
puis les équations cartésiennes de plans (on insiste & nouveau sur le besoin qu’ont certains
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éléves de disposer d’un modéle physique qui les aident & voir la colinéarité des vecteurs
correspondant & une représentation paramétrique donnée). Dans tous les cas, le fait qu'il
s’agisse de conditions nécessaires et suffisantes d’appartenance est totalement passé sous
silence et les exemples de raisonnement fournis confirment qu’on accepte des implications
simples 14 ot il faudrait des équivalences.

L’unité se termine par des exercices consacrés 4 des solides obtenus par translation ou
rotation. De nouveau, les professeurs sont invités & & recourir & des moyens matériels pour
aider les éléves & se forger des représentations :

"Es necesario que los alumnos y alumnas imaginen la rotacién del rectangulo y puedan
vizualizar el cuerpo que se genera. Puede ser necesario apoyar esta visualizacién con
material concreto. [...] También es posible generar el movimiento sobre un rectangulo
u otra figura a partir de una construccién artesanal con una plataforma que gira por
la accién de un pequefio motor ; un dispositivo de este tipo permite visualizar bien los
cuerpos que se pueden generar por rotacién." p. 91

En résumé, il s’agit dans cette unité d’une prise de contact avec les vecteurs et avec
la dimension 3 qui reste trés limitée et presqu’exclusivement analytique. Toutefois, les
représentations, graphiques en dimension 2, par maquettes en dimension 3 sont toujours
présentes. Enfin les raisonnements se réduisent essentiellement & des calculs, la structure
logique utilisée ne permet pas de valider les résultats annoncés.

Formacioén Diferenciada

L’option comporte 3 unités; I'une est centrée sur les processus infinis et dans ce cadre
présente des itérations en contexte géométriques, la troisiéme traite des fonctions trigono-
métriques (formules et équations) sans retour sur le géomeétrique.

Dans la premiére unité, les activités font construire les premiéres itérations de fractales
bien connus comme le triangle de Sierpinski et le flocon de Von Koch, le reste du travail
est consacré & l'itération des formules de périmétre et d’aire. Le travail géométrique est
donc trés réduit.

3.2.2 Synthése

La classe de Sexto ano Basico définit en quelque sorte un état initial d’un espace de

travail géométrique qui évolue trés progressivement au cours des années ultérieures.

— Les objets étudiés sont soit des dessins aux instruments, c’est-a-dire des objets de
GI, soit des objets matériels qui peuvent &tre modélisés par des dessins relevant de
GIL.

— Les activités de classification occupent une place importante : elles ne visent pas la
détermination de caractérisation minimale ni de classes emboitées.

~ Si P'on excepte les catégories ainsi déterminées et le vocabulaire correspondant, les
résultats établis dans les situations de recherche proposées ne sont pas mis en jeu
dans des activités ultérieures dont ils constitueraient une axiomatique locale.

— Les résultats sont validés & partir d'une expérimentation répétée mais nécessairement
limitée et un consensus local entre éléves; le professeur ne semble pas sollicité pour
apporter des éléments de validation complémentaires.

La classe de Septimo afio Basico est marquée par plusieurs évolutions importantes qui

ne seront pas également maintenues dans la suite :

— Si les activités exploratoires conduisent les éléves a travailler sur des objets matériels
ou sur des dessins, les objets étudiés deviennent explicitement des classes infinies, la
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vérification sur un nombre fini de cas, par des procédures qui peuvent reposer sur
I’évidence visuelle, la. manipulation ou le mesurage, ne produit que des conjectures;
le professeur est sollicité pour valider les conjectures formulées par les éléves dans
les activités exploratoires mais les formes de cette validation ne sont pas explicitées
(des preuves de type dynamique, ’association de lecture sur le dessin et de calculs
algébriques - voir étude thématique sur le théoréme de Pythagore- sont possibles).
- Evolutions ultérieures : Jusqu’en 4M, les théorémes enseignés donnent lieu & des
activités portant sur des objets de GI dans le but explicité & tous les niveaux d’aider
les éléves a donner du sens aux connaissances mathématiques.

La différenciation cas particuliers/généralisation subit une certaine éclipse en 8B et
1M, elle est de nouveau mise en avant explicitement en 2M et 3M. En 4M, dans le
cadre d’une géométrie essentiellement analytique, elle est associée au développement
du calcul algébrique comme outil.

— En 7B, la plupart des résultats établis concernent des relations entre mesures comme

ce sera le cas & tous les niveaux. Ces propriétés s’expriment sous forme d’égalités
qui en toute rigueur ne peuvent s’appliquer 4 des objets de GI sans une "théorie"
des erreurs comme en Physique. Cette dimension est totalement absente. Alors qu’en
France cette difficulté conduit & l’interdiction du mesurage et au passage a4 GII, il
semble que 'espace de travail adopté au Chili vive dans une "illusion de 'exactitude" :
les objets du travail géométrique sont des classes de dessins réalisés aux instrument
de tracés géométriques qu'’il serait possible de mesurer exactement (ceci explique
I'importance accordée aux techniques de tracés).
Evolutions ultérieures : L’apparition en 8B de la notion de nombre i-decimal (Bronner
1998) et irrationnel & I’occasion du travail sur le périmétre et 1'aire du disque introduit
deux idées dont les relations ne sont pas claires : certaines mesures ne peuvent pas étre
mesurées exactement ; certaines mesures ne sont pas décimales. Dans le cas de laire
du disque, I'i-décimalité de la mesure semble devoir étre fondée par 'impossibilité
d’identifier le cercle & un polygone, ceci ne peut se concevoir sans une conception
abstraite du cercle et donc un passage & GII. Mais ce point reste implicite. Par
contre, le fait que certaines mesures sont i-décimales ou irrationnelles et ne peuvent
pour cette raison étre mesurées exactement sera ultérieurement invoqué (3M) pour
expliquer des variations dans la vérification expérimentale de certaines relations et
introduire une certaine méfiance vis & vis du mesurage ; on voit méme apparaitre un
début de réflexion sur I’effet des approximations du calcul & la calculatrice. Ceci ne
conduit toutefois jamais & explicitation de la nature idéelle des objets géométriques
qui n’est & aucun moment invoqué pour motiver la nécessité de la démonstration.

— Un certain nombre de résultats issus des activités exploratoires des éléves et vali-

dés ou non par le professeur sont utilisés dans des déterminations de mesures par
raisonnement.
Evolutions ultérieures : L’axiomatique locale constituée par les résultats établis s’en-
richit. Dés la classe de 8B, les raisonnements utilisant les théorémes connus et les
données initiales sont explicitement préférés au mesurage dans les exercices d’ap-
plication mais ce choix n’est pas justifié. Les éléves se trouvent donc engagés dans
des travaux qui peuvent &tre lus comme relevant de GII, méme si le changement de
paradigme n’est pas explicite.

L’Ensenanza Media est le lieu de ’entrée explicite de la démonstration dans le topos
de I’éléve. On y voit également apparaitre certains éléments caractéristiques de la démons-
tration dans GII avec les notions de conditions nécessaires et suffisantes, de caractérisation
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minimale et de catégorisation inclusive en 1M, d’hypothése et de conclusion en 2M.

Cette « charge de la preuve par démonstration » n’est pas cantonnée aux exercices
d’application, elle revient également aux éléves dans la plupart des activités exploratoires
débouchant sur la formulation et la démonstration des théorémes figurant au programme.
Mais nous insisterons sur le fait que la démonstration est toujours précédée d’activités
portant sur des objets de GI permettant aux éléves de formuler des résultats et d’en
donner un premier niveau de preuves pragmatiques.

Les formes de la démonstration ne correspondent pas toujours aux canons de la dé-
monstration formelle du paradigme GII. En Primero Medio notamment, 'objectif visé est
que les éléves produisent des argumentations cohérentes, qui peuvent associer des éléments
formalisés & des preuves non axiomatisées comme des dessins et des pliages. L’année sui-
vante donne lieu & un véritable travail sur apprentissage de la démonstration. Toutefois,
on peut avancer qu'il ne s’accompagne pas comme en France d’une interdiction des autres
formes de validation. La démonstration est préférée quand elle est possible mais aucun
statut de « théoréme admis » ne vient différencier des résultats non démontrés, ce qui est
par exemple le cas, dans certains manuels de 2M, du théoréme de Thalés. Il régne donc
un certain flou sur l'espace du travail géométrique. Cette question n’est & aucun moment
éclaircie, on peut penser que le passage & la géométrie analytique dans I’option de 3M et
en 4M permettra d’éviter d’aborder la question de la nature des objets géométriques en
transférant le travail dans le numérique. Nous retiendrons enfin que dans ce contexte de la
géométrie analytique, les ambitions quant & la démonstration sont trés modestes, éludant
par exemple complétement la question de la structure logique des raisonnements.
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3.3 Annexe

Etude de la place accordée en France au mesurage dans les manuels de
Sixiéme.

L’objectif de cette étude est de préciser la place accordée aux dessins dans la classe
de Sixiéme. En effet, si un faisceau d’indicateurs prouve qu’a partir de la Cinquiéme la
géométrie visée reléve du paradigme de la Géométrie II, les instructions sont plus ambi-
gués pour la Sixiéme. Comme au primaire, une grande place est accordée aux activités
de dessins géométriques (usage des instruments, nouvelles techniques de tracés) avec une
attention particuliére aux qualités pratiques que sont ’ordre et le soin. Tous les types d’ac-
tivité de réalisation de dessins rencontrés au Cycle 3 sont poursuivis (& partir d'un texte,
d’un modeéle, d'un schéma). Mais, par rapport & I’Elémentaire, le programme de sixiéme
est marqué par une évolution de fond : la possibilité de valider par usage d’'instruments.
n’est plus mentionnée; par contre, un accent nouveau est mis sur I’apprentissage du rai-
sonnement et la mise en place de séquences déductives. L’usage des instruments de mesure
pour prélever des informations qui serviront éventuellement & valider une affirmation est-il
proscrit en Sixiéme 7 Les textes officiels n’étant pas explicites sur ce point, nous recourrons
& une analyse de manuels pour répondre & cette question.

1. Programmes

Organisation de ’enseignement
p. 19 Le travail effectué permet aussi & 1'éléve d’acquérir et de parfaire 'usage d’ins-
truments de mesure et de dessin.
p. 20 Les travaux géométriques prennent appui sur 'usage des instruments de dessin
et de mesure, y compris dans un environnement informatique
Explicitation des contenus
Géométrie
p.21 Contenu : Reproduction de figures planes simples
Commentaires : Il s’agit de développer les connaissances acquises & ’école élémentaire
en vue de ‘
— compléter et consolider 'usage d’instruments de mesure ou de dessin (régle graduée
ou non, compas, équerre)...
Les travaux de reproduction et de construction pourront consister en ...
— la copie conforme d’un modéle concret ou d’un dessin ;
— un dessin & partir de données graphiques et numériques
p-22 Contenu : Surfaces planes : mesure, comparaison et calcul d’aires et de périmétres
Organisation et gestion de données. Fonctions
p.27 Contenu : Exemples issus d’activités
— & base numérique Compétences exigibles : Effectuer éventuellement avec une cal-
culatrice, des calculs faisant intervenir diverses grandeurs : longueurs, angles, aires,
volumes, durées Commentaires : On se servira de ces exemples pour lire et établir
des relevés statistiques sous forme de tableaux ou de représentations graphiques [...],
étudier des situations (échelles, tarifs ...) relevant ou non du modeéle proportionnel.
~ & base géométrique : calcul du périmétre et de ’aire d’un rectangle, de la longueur
d’un cercle.
A priori, on peut s’attendre & ce que les activités suivantes puissent donner lieu aux
relevés de mesures de grandeurs sur un dessin :
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reproduction de dessins 4 'identique (mais dans ce cas, il ne s’agit pas forcément de
mesures)

— travail sur les angles

— travail sur les périmétres, aires et volumes

— travail sur les échelles

lecture de représentations graphiques de données.

2. Analyse de manuels.

Nous avons analysé les trois manuels de sixiéme les plus utilisés : Collection Transmath
(Nathan), Triangle (Hatier) et Cing sur Cingq (Hachette) -édition 2000%°.

11 s’agit ici de rechercher dans les chapitres qui semblent les plus propices & ce genre de
taches les exercices qui donnent lieu a une prise d’information par mesure sur un dessin ou
sur un objet.

Dans une perspective de comparaison, nous avons également dénombré les exercices de-
mandant la détermination d’une mesure par calcul et parmi ceux-ci, ceux qui intégrent une
démarche de résolution d’équation, méme trés simple (1'objectif est de mettre en évidence la
fonction de la géométrie comme terrain de travail d’autres domaines des mathématiques).

Nous nous sommes également intéressés au nombre d’exercices de géométrie renvoyant
& des situations concrétes.

Enfin, le nombre de travaux de reproduction de dessins & I'identique nécessitant la prise
d’information par mesure ou relevé au compas a été déterminé .

Synthése des observations (voir page suivante, tableaux des résultats) :

~ Gestion de données

Les représentations ne sont quasiment pas utilisées pour prélever directe-
ment de Uinformation. Dans le chapitre consacré & la représentation des données
numériques, au plus un exercice dans chaque manuel nécessite la réalisation d’une
reproduction & ’échelle, il s’agit dans chaque cas de réaliser le dessin & partir de
données fournies par le texte.

- Géométrie

Si l'on excepte le chapitre sur les angles dont I’enjeu central est, dans deux des
manuels au moins, ’apprentissage de 'usage du rapporteur, on constate le caractére
trés marginal de la prise d’informations par mesure sur dessin ou sur
objet : le pourcentage du nombre d’exercices nécessitant une mesure relativement
au nombre total d’exercices est de 9.5 % dans Triangle, 4.5% dans Cing sur Cinq, 2.8
% dans Transmath ; dans les deux premiers manuels, le taux tombe respectivement
8 4,2% et 1.3% si 'on exclut le chapitre sur les angles.

Les taches consistant & reproduire & l'identique des dessins donnés sur papier blanc
sans aucun codage ou information complémentaire et qui devront donc étre réalisées
en mesurant ou en reportant des longueurs au compas sont également peu présentes :
1.6% des exercices pour Triangle, 4.3% pour Cing sur Cing et 8.8% pour Transmath ;
ce dernier manuel accorde visiblement plus d’importance 4 la reproduction de dessins
que les deux autres et dans ce contexte, & la construction de symétriques d’un dessin
donné, ce qui conduit 4 un nombre élevé de reproductions de dessin.

Hormis le rapporteur, les instruments sont avant tout des instruments de
tracés, ils traduisent, incorporent des informations dans le dessin, ils ne
permettent pas d’en obtenir,

91,5 résultats concernant les chapitres de géométrie sont résumés dans des tableaux
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Si des mesures sont nécessaires (construction de figures, calcul de mesures, étude
de situations concrétes), les valeurs sont le plus souvent données par le texte. Les
trois manuels se distinguent quant & l'importance accordée a la défiance par rap-
port aux instruments. Triangle ne pointe pas particuliérement l'impossibilité de lire
des résultats sur un dessin, & vue ou par instrument; les auteurs ne donnent pas
un statut spécifique aux observations sur dessins qu'ils ne s’interdisent pas de faire
réaliser aux éléves. Au contraire, Cing sur Cing introduit la notion de conjecture
et revient & plusieurs reprises sur le fait que les instruments ne permettent pas de
prouver. Transmath aborde I'impossibilité d’étre certain en utilisant des instruments
(imprécision, illusion d’optique) et la nécessité de démontrer pour prouver en mathé-
matiques dés le premier chapitre de géométrie mais insiste moins sur ce point que le
manuel précédent.

Le calcul de mesures est un théme particuliérement développé (29.6% des
exercices dans Triangle et Cing sur Cing, 15.4% dans Transmath). Dans les deux
premiers manuels, environ un quart de ces exercices sont une occasion pour travailler
I'approche de la démarche d’équation (par exemple, calculer la longueur d’un coté
d’un rectangle connaissant le périmétre et I’autre coté) ; ce pourcentage est plus faible
dans Transmath (6.9%).

Conclusion

Bien que cette orientation ne soit pas explicitement donnée par les textes officiels, les
manuels marginalisent le recours aux instruments de mesure pour obtenir des informations.
Dans le cours de mathématique, la détermination de mesures se fait par calcul et non par
recours aux instruments; si des mesures sont nécessaires pour appliquer un calcul, elles
sont données. Deux des trois manuels s’attachent & développer la méfiance des éléves vis &
vis du dessin, introduisant la nécessité de la démonstration pour valider.
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Triangle 6° (Hatier)

Chapitre Paralléles | Longueurg Cercles Aires | Angles| Symétrie] Pavé | Volumes; Total

Perpendi- Triangles axiale droit | de

culaires Quadrila- pavé

tére
Nbre  total | 60 58 58 71 60 58 44 33 442
exercices
Nécessitant 0 6 2 3 26 2 0 3 42
mesures sur
dessin
Calcul de me- | 0 36 7 58 8 1 0 21 131
sures
Dont avec | 0 10 4 12 0 0 0 5 31
équation
Contexte 1 8 0 19 0 1 1 12 42
concret
Reproduction 0 2 1 0 0 4 0 0 7
pb, non codé
Transmath 6¢ (Nathan)

Chapitre Reproduction Figures Périmétre | Symétrie Figures Pavé droit | Total

figures usuelles Aire axiale symé-

triques

Nbre  total | 76 78 79 79 85 70 467
exercices
Nécessitant 10 0 0 2 0 1 13
mesures  sur
dessin
Calcul de me- | 6 1 35 9 1 20 72
sures
Dont avec | 0 0 0 0 0 ) )
équation
Contexte 1 0 0 1 1 7 10
concret
Reproduction 10 3 1 14 13 0 41
pb, non codé
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Cing sur Cinqg 6° (Hachette)

Chapitre Equerre Compas, | Périmétres | Symétrie | Figures Rapporteur Espace | Total

régle régle Aire axiale symé-

graduée triques

Nbre total | 66 69 81 66 85 67 74 611
exercices
Nécessitant 1 2 1 0 3 20 0 27
mesures sur
dessin
Calcul de me- | § 20 57 7 8 18 42 181
sures
Dont avec | 1 4 19 0 3 8 8 48
équation
Contexte 0 5 24 0 0 0 23 53
concret
Reproduction 5 4 0 5 3 9 0 26
pb, non codé ‘
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Chapitre 4

Trois études thématiques
géométriques

Le théoréme de Pythagore, le périmétre et 1’aire du disque, les figures de
méme forme

Sommaire analytique

L’objectif de ce chapitre est d’approcher d’un peu plus prés l’enseignement effectif en
adjoignant les manuels scolaires a nos objets d’étude. Il nous est en contrepartie nécessaire
de centrer le travail sur des thémes précis. Ceux-ci ont été choisis pour leur caractére em-
blématique, leur situation dans les programmes des deux pays et la diversité des questions
qu’ils nous permettent d’approfondir.

L’étude se place donc ici & trois niveaux d’investigation : étude des textes réglemen-
taires, des documents d’accompagnement (nommé dans la suite Dacc) et des manuels qui
nous donnent accés aux interprétations des instructions émanant du ministére! que font
leurs auteurs.

Le théoréme de Pythagore

En France, le théoréme de Pythagore est enseigné en quatriéme en distinguant bien
partie directe et réciproque. Il est I'objet d’une reprise explicite en Seconde ot les éléves sont
amenés 4 produire des démonstrations en utilisant la notion d’aire. Au Chili, on peut dire
qu'il est présenté sous forme d’une équivalence, pour la premiére fois en 7B (équivalent de la
5&me), puis repris dans les Dacc en 3M (équivalent de la Premiére) avec une démonstration
basée sur le théoréme d’Euclide. Mais & aucun moment, la décomposition en deux énoncés
logiquement équivalents n’est pas mise en avant. La réciproque n’est en vérité invoquée qu’a
Poccasion de travaux sur les utilisations du théoréme dans des activités de la vie quotidienne
et professionnelle. Elle ne donne pas lieu & des exercices impliquant les éléves dans la
démonstration qu'un angle est ou n’est pas droit. Ce type d’exercices est au contraire

!Signalons que, si en France la publication des manuels est libre, sans controle des contenus par les
autorités ministérielles, il n’en est pas de méme au Chili o le processus de Licitacién pése sur les choix
des auteurs : pour chaque niveau, le Ministére de L’Education déclare officiels (et gratuits pour les éléves
des écoles publiques) un ou des manuels, jugés conformes et équilibrés dans leur rapport qualité-prix par
une commission ministérielle ad hoc. D’autres manuels sont certes édités mais par ce biais, le Ministére
exerce une influence déterminante sur le choix des manuels. En France, les équipes d’enseignants sont au
contraire libres de leur choix, en dehors de toute influence officielle.
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trés présent en France ol il est 'occasion d’exercices amenant les éléves & se défier des
conclusions qu’ils pourraient tirer d’un dessin : alors qu’en réalité deux espaces de travail
sont confrontés dans ces travaux, aucune réflexion sur ce sujet n’apparait dans les différents
niveaux de textes analysés, ni & I'intention des professeurs ni & celle des éléves.

Au Chili, les Dacc proposent aux éléves plusieurs activités d’introduction au résultat
concernant la somme des carrés des cotés du triangle rectangle, jouant successivement sur
les aspects géométrique (manipulations de puzzle) et numérique de l'aire. On insiste sur le
fait que le résultat ainsi obtenu n’est qu’une conjecture ; pour une démonstration, le lecteur
est renvoyé & la consultation d’un site oll seul un texte en anglais est disponible. Cette
stratégie est reprise par les manuels avec des développements plus ou moins conséquents
suivant que le manuel est licité ou pas; la nécessité d’'une démonstration n’est mise en
avant. _

En France, 'introduction au théoréme varie suivant les manuels : si un travail de vé-
rification numérique est- proposé aux éléves, I'aspect géométrique de laire est suivant les
cas du coté des éléves avec référence a des puzzles (la conversion en une démonstration est
alors un changement de paradigme impossible 4 assumer vue 'absence de réflexion sur le
sujet) ou du coté du professeur pour une démonstration.

Dans les deux pays, lorsque les éléves sont impliqués dans des actions de mesurage
visant & établir empiriquement la relation, la question des approximations est passée sous
silence ; ce probléme est évité en France par la donnée des mesures.

L’importance accordée au Chili aux activités d’introduction au théoréme est clairement
mise en évidence par 1'équilibre des travaux proposés aussi bien dans les Dacc que dans
les manuels : activités exploratoires et exercices d’application apparaissent en proportion &
peu prés équivalentes. Ce n’est absolument pas le cas en France ol P’essentiel du travail des
éléves est centré sur l'utilisation du théoréme direct et réciproque dans des démonstrations
formalisées.

Dans les deux pays, certains exercices portent sur des situations concrétes (calculs
de longueurs) mais les éléves ne sont confrontés ni au mesurage ni & la modélisation, les
énoncés s’accompagnant d’un schéma géométrique. Néanmoins, ’approche chilienne inscrit
le théoréme de Pythagore dans une culture professionnelle en insistant sur ’emploi concret
de la réciproque, matérialisée par des outils spécifiques et en suggérant des enquétes auprés
de certaines professions, voire la réalisation effective d’objets. Un tel souci est absent des
manuels frangais.

Aire et périmétre du disque

Au Chili, ces deux thémes sont abordés dans une méme unité en 8B (équivalent de la
4°); dans la mesure ol cette classe aborde également la notion de développement décimal
illimité, le travail sur le périmétre et ’aire du disque est l'occasion d’une approche du
caractére non décimal de 7. En France, la formule du périmétre est enseignée au cycle 3 du
Primaire jusqu’en 2002, en Sixiéme dans le nouveau programme; la formule de ’aire reléve
dans les deux cas de la classe de Cinquiéme. La notion de développement décimal illimité
n’apparait jamais explicitement dans les programmes de collége (mais elle est rencontrée
avec la division de deux entiers et les fractions rationnelles); on aborde en Troisiéme la
question de l'irrationalité. Ainsi, au moment ofl ce nombre se révéle nécessaire, ™ n’est pas
I'objet d’aucune réflexion particuliére relative & sa nature.

Cette étude confirme 'extréme attention portée par le Chili au processus d’introduc-
tion aux notions et aux résultats enseignés. Les Dacc proposent ainsi successivement des
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activités faisant travailler sur les concepts mémes de périmeétre et d’aire dans le cas d’objets
non rectilignes et leur mesurage par différents procédés concrets, une vérification expéri-
mentale de la proportionnalité Périmétre/diamétre, enfin deux méthodes par passage & la
limite pour obtenir la formule de I'aire. Les manuels licités reprennent assez fidélement &
leur compte ces suggestions ; ce n’est pas le cas du manuel non officiel étudié dont ’approche
est comparable & celle des manuels frangais les plus expéditifs.

En France, ’échantillon de manuels examinés montre une grande diversité : un tiers
adopte une stratégie d’implication des éléves comparables & celle du Chili, un tiers propose
des activités souvent directives et excluant tout mesurage, un tiers donne les formules et se
contente de les faire appliquer. Les manuels les plus utilisés n’adoptent jamais la premiére
stratégie.

Concernant I'espace du travail géométrique et la nature des objets en jeu, les Dacc
ébauchent, mais de maniére trés confuse, une ouverture vers le passage 4 des objets idéels.
Leur souci est d’introduire ’idée que le nombre pi n’est pas décimal en s’appuyant sur
Pimpossibilité d’obtenir une valeur exacte de la mesure de l'aire du disque, non par remise
en cause de l'illusion d’exactitude du mesurage que nous avons évoquée dans le chapitre
précédent mais parce que le disque n’est jamais exactement confondu avec un polygone. Un
tel point de vue n’est envisageable qu’a la condition d’adopter une conception abstraite du
cercle, mettant en avant une courbure invariante quel que soit le zoom effectué qui contredit
toute expérience. Cette démarche n’est toutefois pas clairement explicitée et les textes sont
constamment ambigus, ce qui introduit un doute certain quant aux possibilités de reprise
par les professeurs. De fait, la réflexion sur pi est le seul point sur lequel les manuels licités
ne suivent pas les Dacc. Néanmoins, 'apparition de mesures non décimales permet & ce
niveau et permettra dans la suite de la scolarité d’introduire 1’'idée d’approximation dans
I’acte de mesurage.

En France, le contexte numérique au moment de ’enseignement des deux formules fait
que de telles réflexions ne peuvent pas étre objets de développement, certains manuels
signalent néanmoins que pi n’est pas décimal, il est évident que ceci ne peut guére faire
écho chez les éléves.

Les figures de méme forme

Au Chili, les classes de 6B (équivalent de la 6°) et 8B (8quivalent de la 4°) proposent une
premiére rencontre limitée avec les notions d’agrandissement réduction en 6B, de triangles
semblables et de représentation & 1’échelle en 8B. Les aspects numériques (proportionnalité)
et géomeétriques (conservation des angles, de la forme) sont travaillés dans GI. Ce théme
est repris en 2M dans une unité qui associe dans un tout cohérent les notions et théo-
rémes suivants : représentation & ’échelle, agrandissement réduction, triangles de méme
forme, homothéties, théoréme de Thalés, critéres de similitude, point de vue historique et
artistique sur la question des proportions.

A tous les niveaux, la notion de figures de méme forme est motivée par la question de
la production de représentations fidéles du monde réel : il s’agit de construire des repré-
sentations qui ne déforment pas la réalité et permettent en retour d’obtenir, notamment
par mesurage, des informations inaccessibles dans la situation grandeur nature. En 2M
(équivalent de la 2nde) particuliérement de nombreux exemples de situations issues de la
vie réelle (détermination de grandeurs inaccessibles) sont proposés. Dans certains cas, les
résultats enseignés permettent d’obtenir par calcul les mesures cherchés, dans d’autres, les
éléves sont conduits & mesurer sur un plan & 1’échelle, chose impossible en France & partir
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de la Sixiéme et ce alors que, nous P'avons vu, la 2M est la classe ou débute véritable-
ment ’apprentissage de la démonstration. Dans ce contexte, les critéres de similitude des
triangles permettent d’étayer au niveau théorique plusieurs techniques de construction de
représentations a 1’échelle utilisant égalité des angles et/ou proportionnalité des longueurs
et valident la prise d’information sur la représentation.

Par ailleurs, la notion de figures de méme forme n’est pas considérée comme allant de
soi ou comme déja disponible chez les éléves. Nous retrouvons donc dans les Dacc comme
dans les manuels licités, de longues séquences d’activités d’acculturation & cette notion,
stratégie auxquels les deux autres thémes nous ont déja habitués.

Concernant les deux résultats théoriques de ce réseau, théoréme de Thalés et critéres de
similitude, Dacc comme manuels proposent une exploration expérimentale de I’'un d’entre
eux, les activités proposées par les manuels étant plus directives que celles qui sont pré-
sentées dans les Dacc. Les textes officiels font référence & des démonstrations de ces deux
résultats sans plus de précision. Les manuels n’ont pas une position trés claire sur ce
point. Le théoréme de Thalés est institutionnalisé sans remarque particuliére relative au
fait qu’il a seulement été vérifié expérimentalement dans deux manuels sur quatre, sans
lien avec la licitation. Quant aux critéres de similitude pour les triangles, ils sont énoncés
sans démonstration dans deux manuels, I'un est démontré dans deux autres.

Outre les applications au monde réel déja évoquées, ces résultats sont utilisés dans
des exercices internes aux mathématiques. Nous retiendrons enfin une attention réelle aux
liens de ce réseau avec des questions artistiques, comme par exemple la place de la divine
proportion dans les Arts.

L’espace de travail proposé aux éléves et aux professeurs est donc relativement confus.
Le corpus de théorémes se constitue & partir de problémes, internes ou externes aux ma-
thématiques, au sein de ce qui semble étre de la Géométrie II. Mais comme ces théorémes-
résultats ne sont pas toujours efficaces pour résoudre les problémes posés, I’éleve a toujours
la possibilité de se placer en Géomeétrie I et d’utiliser des techniques que les théorémes de
GII permettent de justifier (technique de tracé d’une représentation & I’échelle par repro-
duction des angles, proportionnalité des mesures prises et des mesures réelles...). De plus,
en l'absence d'un statut de théoréme admis, I’'appartenance des théorémes au paradigme
de GII n’est pas évidente puisque dans certains cas, ils sont institutionnalisés a partir d’une
vérification expérimentale.

En France, les différentes notions du réseau conceptuel sont présentées successivement :
représentation & P’échelle en 5°, théoréme de Thalés en 4° puis 3%, effet de I’agrandissement
réduction sur les aires et les volumes en 3e, triangles de méme forme en 279¢, homothéties
en Premiére S. Enfin I'enseignement de Spécialité de Terminale S aborde la notion de
similitudes.

Si les chapitres successifs voient (mais de maniére inégale suivant les manuels) se réaliser
une mise en relation des différents éléments, le réseau obtenu n'intégre pas la problématique
de la représentation & ’échelle qui reste marginale et quasiment cantonnée & l’année de
5éme. Les représentations & I’échelle ne regoivent aucune véritable fonctionnalité dans
la mesure ol la conception privilégiée des mathématiques exclut, & partir du collége, la
prise des informations par mesurage sur un objet matériel, y compris un dessin. Seule la
dimension numérique de la représentation & ’échelle est travaillée.

Les différentes notions du réseau conceptuel sont abordées d’un point de vue interne
aux mathématiques. Ainsi, la notion de triangles de méme forme n’est motivée par aucune
problématique articulée sur la réalité et rien ne vient justifier son introduction. L’agran-
dissement réduction reste cantonné, avec ’homothétie puis la similitude, aux limites des



67

figures géométriques représentées dans le cadre de la feuille de papier, excluant tout travail
de réalisation matérielle de dessins & 1’échelle.

A partir de la quatriéme, les applications se situent dans le cadre strict de la géométrie
et elle permettent le travail de la démonstration formelle. En Terminale S, les textes officiels
justifient la finalité du chapitre sur les similitudes par son statut de synthése théorique. La
encore, sauf exception, ces chapitres ne donnent pas lieu 4 la confrontation & des situations
du monde réel. La dimension artistique de la question est un peu plus présente, en Seconde.

Sur le plan de la validation, les théorémes sont démontrés. Seul le théoréme de Thalés
est 'objet d’un traitement différent en 4° : il est vérifié expérimentalement sur un nombre
trés limité de cas, démontré dans un cas particulier (rapport rationnel donné) puis prend
le statut de théoréme admis; mais sa généralisation en 3° est établie par démonstration
et la classe de 2"% propose une démonstration par les aires. L’espace de travail est donc
clairement celui de la Géométrie II, on ne trouve pas ici la confusion entretenue au Chili
par ce qui apparait comme une volonté de ne pas se priver des ressources de GI.
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4.1 Le théoréme de Pythagore

Cette étude vise 4 repérer un certain nombre de différences dans le traitement de
géométrie enseignée entre les deux pays, France et Chili. Elle se nourrit aussi d’autres
comparaisons, sur les textes de programmes et 'ordre « d’arrivée », de « longévité » des
contenus.

Justification du choix de contenu

Le théoréme de Pythagore est un théoréme emblématique de ’enseignement frangais,
prétexte A situations spatiales (grandeurs inaccessibles) ou géométriques. Il est repérable
rapidement dans les programmes des deux pays.

Nous faisons ’hypothése qu’il serait quelque part emblématique des différents choix
possibles d’enseignement de la géométrie :

— un outil pour contréler ses rapports a ’espace, par exemple calculer des distances

inaccessibles ou installer un angle droit

— un moyen pour écrire des textes de démonstrations suffisamment consistants.

Niveaux d’étude

Comme pour les autres thémes de ce chapitre, I’étude se place & plusieurs niveaux
d’investigation :

— (Niveau 1) Le premier concerne les programmes officiels, ce qui constitue la référence
obligatoire : les contenus (items principaux, items dérivés) pour le Chili, les contenus
et les compétences exigibles pour la France -

L’étude se poursuit vers le savoir« apprété », ol nous envisagerons deux niveaux.

— (Niveau 2) L’interprétation des contenus par I'institution : comme il I'a déja été vu
dans les chapitres précédents, au Chili, des Documents d’Accompagnement (Dacc
dans la suite) prodiguent aux enseignants des conseils officiels trés consistants de
mise en ceuvre par niveau (Actividades de aprendizaje) ; en France, ces mémes docu-
ments sont beaucoup plus succincts, surtout au collége qui est le niveau concerné par
cette étude (des fiches plus détaillées accompagnent la mise en ceuvre des nouveaux
programmes).

— (Niveau 3) L'interprétation des documents institutionnels (légaux ou d’orientation)
par les auteurs de manuels; nous ferons ’hypothése que les auteurs de manuels ont
accés & I’ensemble des documents institutionnels.

Pour étudier ces niveaux, nous nous appuierons sur le cadre d’analyse des paradigmes
géométriques présenté dans le chapitre 2 et aussi, pour étudier les activités proposées
sur une typologie d’activités inspirées de Chevallard (1991), qui essaie de caractériser la
dominante d'une activité entre Premiére Rencontre, Emergence d’une technique, Travail
de la technique, Elaboration d’éléments d’une technologie justifiant la technique, Insertion
dans les mathématiques théoriques, Institutionnalisation.

4.1.1 Etude des programmes officiels

Niveau 1

Au Chili

Au Chili, la premiére rencontre avec le théoréme de Pythagore a lieu en 7B sous I’inti-
tulé des Contenus Minima Figuras y cuerpos geometricos Investigacidn sobre aplicaciones
prdcticas del teorema de Pitdgoras. Des propositions d’activités sont développées dans le
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tableau des unités avec leur temps moyen en semaines sur ’année sous la rubrique Unidad
5. Potentia en la geometria y en los ndmeros. qui comprend

Interpretacion de potencias de exponentes 2 y 3 como multiplicacién iterada.

— Asociacién de las potencias de exponente 2 y 3 con representaciones en 2 y 3 di-
mensiones respectivamente (areas y volimenes).

— Investigacion de algunas regularidades y propiedades de las potencias de exponente

2y3.

Investigacion sobre aplicaciones practicas del teorema de Pitagoras

A noter que le regroupement par unités en correspond pas toujours aux regroupemenﬁs par
Contenus Minima. Ici les activités d’introduction relatives & Pythagore ne font pas partie
de I'Unidad 2. Geometria : prismas, pyrdmides y tridngulos. Aucune activité ou exercice
de cette unité ne fait appel au Théoréme de Pythagore.

Le théoréme de Pythagore n’est ensuite plus explicitement mentionné dans le curricu-
lum. Mais les triangles rectangles sont de nouveau & 1’étude en 3M dans ’option mathé-
matiques, notamment par le contenu :

"Comentario histérico sobre los nimeros irracionales; trfos pitagéricos; comentarios
sobre el Teorema de Fermat" .

Des situations de retour sur le théoréme de Pythagore sont proposées a cette occasion
dans les Dacc, comme nous le verrons plus loin.

En France

En France, la premiére rencontre, que ce soit dans les programmes en cours (1998)
ou en projet (2004 pour 2008), a lieu en 4°. Les programmes (contenus et compétences
exigibles) et accompagnements mentionnent

Contenus 1998 Compétences exigibles Commentaires

Triangle rectangle | Caractériser le triangle rectangle par | On poursuit le travail sur la
et cercle. son inscription dans un demi-cercle,- | caractérisation des figures en
Cercle circonscrit, | par la propriété de Pythagore et sa | veillant & toujours la formuler
théoréme de Py- | réciproque 4 l'aide d’énoncés séparés
thagore et sa réci- | Calculer la longueur d’un c6té d’un

proque triangle rectangle & partir de celles

des deux autres. En donner g’il y a
lieu une valeur approchée, en faisant
éventuellement usage de la touche
Racine d’une calculatrice. Caractéri-
ser les points d’un cercle de diamétre
donné par la propriété de l'angle
droit.
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Projet 2007 | Compétences Exemples d’activités, com-
Contenus mentaires
Triangle rec- | Caractériser le triangle rectangle par | Le travail sur la caractérisa-

tangle : théoréme | le théoréme de Pythagore et sa réci- | tion des figures usuelles est
de Pythagore et | proque. - Calculer la longueur d’un | poursuivi, en veillant & tou-
sa réciproque coté d’un triangle rectangle & partir | jours la formuler & I'aide
de celles des deux autres. En donner, | d’énoncés séparés

si besoin est, une valeur approchée,
en faisant éventuellement usage de
la touche Racine d’une calculatrice

Le théoréme apparait ensuite en Seconde ou il est Pobjet de démonstration avec les
aires. '

Conclusion

En France, le théoréme de Pythagore apparait un an plus tard qu’au Chili (4° au
lieu de 7B) mais sous une forme de type modus ponens. Il a une place privilégiée pour
la caractérisation des figures. Il s’insére donc dans un dispositif hypothético-déductif. Sa
niche est entiérement dans la Géométrie II.

Au Chili, il existe officiellement dans les programmes de 7B non pas en tant que théo-
réme inséré dans une théorie, mais pour ses applications « pratiques ». Par contre un
retour en M3 lui garantit une insertion théorique, grace notamment au théoréme d’Euclide
(relations métriques dans le triangle rectangle).

4.1.2 FEtude des textes d’accompagnement

Niveau 2

En France

Les accompagnement du programme de mathématiques de collége pour la quatriéme
sont insérés dans ceux du Cycle central (5éme et 4°) - cf. Programmes et accompagnement
Mathématiques CNDP 1999-. L’ Accompagnement se donne comme objectifs « de présenter
quelques réflexions pour préciser certaines orientations du programme » page 61. Rien de
spécifique n’est développé sur le théoréme de Pythagore (contrairement & celui de Thalés).

Mais il existe un paragraphe « Raisonnement et démonstration en géométrie » (idem
page 64) qui mentionne que les programmes prévoient depuis la 6éme une mise en place
progressive de la démonstration ;

« qu'il est de la responsabilité du professeur, en fonction de ses éléves, de décider de
I’opportunité de démontrer certains résultats du cours (leur statut, admis sur conjec-
ture ou établi, doit cependant &tre clair) et d’organiser des étapes de recherche et de
déduction. »

Toutefois « en classe de 4°, on demande de fagon plus systématique de repérer et de
metire en ceuvre les théorémes appropriés. » Dans lintroduction aux contenus il était déja
rappelé que le théoréme de Pythagore est un nouvel outil donné « pour favoriser le déve-
loppement des capacités de découverte et de démonstration » ibidem page 51
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Le théoréme de Pythagore s’insére ainsi dans un programme qui met ’accent sur ’ap-
prentissage de la démonstration, sur le statut des énoncés (conjectures, théorémes admis
ou démontrés).

Au Chili

Rappelons que les Documents d’accompagnement chiliens sont abondants. A chaque
niveau, le texte de présentation générale rappelle les finalités de l'enseignement des ma-
thématiques. Il insiste en particulier sur la résolution de problémes comme moteur de la
nécessité et de la construction du sens des apprentissages. L’origine des problémes doit se
situer dans la vie quotidienne des éléves, dans leurs jeux, étre issus de lectures, d’informa-
tions historiques, de questions d’actualité. la nécessité que ces problémes ait du sens pour
les éléves est répétée plusieurs fois.

Chaque Dacc comporte une rubrique Actividades (Activités uniquement précisées par
leurs objectifs pour les éléves) suivies par des ejemplos concretos (Exemples concrets , en
réalité les activités proprement dites) illustrant des fagons d’atteindre des objectifs, qu'il
est conseillé d’adapter, de multiplier... ,

A Poccasion de ces différentes activités, les éléves doivent explorer des stratégies, déve-
lopper et systématiser des processus, communiquer des résultats, utilisant progressivement
le langage mathématique, justifier argumenter, chercher des régularités, travailler avec du
matériel concret, fonctionner individuellement ou en groupes, proposer de nouvelles ques-
tion ou problémes, trouver et corriger leurs erreurs.

Chaque Dacc propose aussi, par unité, des Actividades y problemas de evaluacion qui
peuvent &tre individuelles ou de groupe. Il est rappelé que I'évaluation doit étre en ac-
cord avec les activités d’apprentissage, il s’agit donc d’évaluer la capacité & résoudre des
problémes et pas seulement la mémorisation de faits.

Concernant 'item Investigacidn sobre aplicaciones prdcticas del teorema de Pitdgoras
du niveau 7B, quatre types d’activités sont proposés.

Les premiéres incitent & travailler en groupe autour d’un matériel concret. Sont propo-
sées une activité basée sur un puzzle, la décomposition- recomposition des triangles équi-
latéraux construits sur les cotés d’un triangle rectangle (donné en dessin) en le triangle
équilatéral construit sur 'hypoténuse, avec solution en annexe- et des questions guidées
pour établir une relation entre ’aire du grand triangle rectangle et la somme des aires des
deux petits triangles équilatéraux. Il est conseillé ensuite de recommencer la méme activité
(toujours avec des puzzles) avec des hexagones réguliers, puis avec des carrés; tous ces
polygones sont construits sur les cotés du triangle rectangle.

Les éléves sont ensuite conduits & vérifier la relation sur les aires des carrés si le triangle
n’est pas rectangle (page 143 d) ; puis & inférer une conjecture (bien présentée comme telle
que es una conjetura y no una conclusioén general, la cual requeriria de una demostra-

cién -

concernant les aires des polygones réguliers construits sur les trois c6tés d’un triangle
rectangle. Nous notons une insistance particuliére sur le role de la répétition d’expériences
(sur les triangles, les hexagones, les carrés, si nécessaire aussi avec des sur du papier qua-
drillé...) pour que les éléves parviennent & une formulation conclusive.

La deuxiéme série d’activités vise a ce que les éléves s’emparent de procédés numériques
pour vérifier les conclusions sur les aires reliées aux carrés construits sur les cdtés d’un
triangle rectangle, en essayant sur des triangles rectangles différents. La conjecture suivante,
livrée aux éléves, peut alors &tre analysée
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Cualquiera sea el tridngulo rectangulo, se cumple que la suma de las &reas de los
cuadrados construidos sobre los catetos es igual a del cuadrado construido sobre la
hipotenusa,

Il est de nouveau conseillé aux enseignants de distinguer conjecture (issue des deux
premiéres activités) et le théoréme, vu comme la généralisation démontrée de la conclusion.

Es importante también que comprendan la diferencia entre las conjeturas que han
hecho a partir de las actividades y una conclusiéon general (en este caso, formulada en
el Teorema de Pitagoras) page 144.

Deux remarques s’imposent : 4 aucun moment, la difficulté pour la vérification du
résultat inhérente aux problémes de réalisation et de mesures en Géométrie I n’est signalée ;
il n'y a pas d’étude explicite d’une quelconque réciproque.

Puis il est conseillé de faire chercher aux éléves des renseignements sur Pythagore sur
un site (adresse fournie) de I’Université de Santiago du Chili présentant les grands mathé-
maticiens : la consultation fournit des éléments vulgarisés de la biographie de Pythagore
(notamment il est dit qu’il épousa une de ses éléves), I’énoncé (en anglais) du théoréme
(direct) et la partie algébrique d’une démonstration par les aires des carrés construits sur
les cotés du triangle rectangle (cf. annexe).

Notons que le professeur semble chargé de proposer une démonstration :

una conclusién general respecto de los cuadrados se obtendra en las actividades que

siguen y seré validada por la profesora o profesor a través de una demostracion simple
p. 143

La troisiéme série d’activités propose « d’utiliser le Théoréme de Pythagore pour vé-
soudre des problémes de calcul de distances », & partir de réalités évoquées et dessinées
(diagonale d’un terrain de football, route en pente, distance entre deux personnes).

Les situations évoquées visent sans doute & montrer I'intérét de calculs relatifs & Py-
thagore pour des pratiques spatiales usuelles (par exemple recherche de distances inacces-
sibles). Mais telles quelles (et dans la mesure ou les éléves pourraient déduire les longueurs
demandées en faisant un dessin & I’échelle suivi d’un mesurage), elles ne sont qu’un prétexte
4 utilisation du théoréme de Pythagore, elles ne convainquent pas de sa nécessité.

La quatriéme série d’activités déclare s’atteler & « rechercher des applications de Py-
thagore dans des situations quotidiennes », comme le controle des angles droits; établir
des conclusions sur les nombres pythagoriciens; étudier la corde & douze nceuds attribuée
aux Egyptiens; déterminer la longueur d’un cible permettant & un wagon d’effectuer un
certain parcours; trouver un moyen de tracer un rectangle sur le sol (avec déplacement
dans la cour conseillé) ; placer quatre pieds sous une table (avec support d’une maquette
ou d’un dessin conseillé) ; il est également suggéré aux éléves d’interroger un charpentier
ou un menuisier pour savoir comment il vérifie la présence d’angles droits et comment il
s’y prend pour les réaliser.

Dans ces activités, la modélisation par un dessin est en général donnée aux éléves. Par
contre cette modélisation est bien un enjeu du dernier exercice (fabrication d’une table)
qui pose véritablement un probléme concret :

Que pasaria si las patas no estuvieran en angulo recto respecto a la cubierta, es decir,
si tu base no estd en angulo recto con la altura de ellas 7 Comprueba tu aseveracion.

Mais le Comentario limite l'initiative de I’éléve quant & la modélisation en incitant le
professeur & s’appuyer sur des dessins pour bien faire comprendre la situation.

En résumé, on trouve cing activités d’étude et de recherche (AER) (premiéres ren-
contres, exploration de la technique qui consiste & trouver une longueur de triangle les
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deux autres étant connues, émergence d’une technologie — justification par les aires — rien
sur le bloc technologie/théorie?) conduisant au théoréme, et six activités de types exer-
cices et problémes® (EP). Le moment de l'institutionnalisation est, comparativement aux
activités citées, peu mis en valeur.

Concernant les mathématiques de 3M, les Dacc proposent p89 dans l'unité 3 : Mds
sobre tridngulos rectdngulos une séquence d’activités qui s’intitule

"Comparan diversas maneras de demostrar el Teorema de Pitagoras; generan trios
pitagoricos y conocen algunos antecedentes sobre la antigua conjetura de Fermat"

pour illustrer le contenu précédemment mentionné.

Trois activités (3 AER exploration de la technique, émergence de la technologie, construc-
tion du bloc technologie /théorie, une nouveauté par rapport & 7B) sont proposées aux
éléves.

Les deux premiéres consistent & organiser de deux fagons différentes un mouvement dy-
namique de piéces de puzzle (dont le triangle rectangle d’origine et les trois carrés construits
sur les cotés d’un triangle rectangle) pour « démontrer » le théoréme de Pythagore. Au-
cune précaution n’est signalée au professeur concernant le lien entre la superposabilité des
agencements de piéces (notamment 1’approximation des ajustements) et I’égalité théorique
des aires. Le changement de statut entre informations renvoyées par la manipulation des
objets matériels et informations déduites de données textuelles reste implicite.

La troisiéme consiste & démontrer algébriquement le Théoréme de Pythagore & partir
du Théoréme d’Euclide (relations entre cotés et hauteur dans un triangle rectangle). Le
Théoréme d’Euclide a pu lui par contre étre établi théoriquement en s’appuyant sur les
propriétés des triangles semblables (page 87).

La suite s’intéresse aux nombres pythagoriciens et mentionne le théoréme de Fermat.

Dans la rubrique Actividades para la evaluacidn y efemplos qui clot en général toute
unité, on trouve des exercices pouvant utiliser Pythagore (en oubliant la notion de tangente
elle aussi rencontrée dans cette unité), mais jamais dans une tache simple et isolée. La
question reste relativement ouverte et il est conseillé au professeur d’observer comment les
éléves investissent (ou non) les connaissances.

Dans I'option mathématiques de 3M, les Dacc proposent encore un retour sur le théo-
réme de Pythagore dans la partie Profundizacion en lenguaje algebraico (fig 4.1)

Le texte ne fournit pas d’hypothéses textuelles, juste des hypothéses codées mais qu'il
faut décoder. 11 faut en effet lire le méme triangle rectangle positionné 2 fois et un ali-
gnement des deux cdtés de 'angle droit (obtenu en reliant I’expression trapéze et I'image
afférente) '

On remarque qu'il s’agit, pour les éléves chiliens spécialistes (équivalent lére S) de la
démonstration du théoréme de Pythagore direct jugée accessible en France 3 ans plus t6t
(en 4°) par les éléves frangais généralistes.

Conclusion

En France, les savoirs géométriques sont d’abord prétexte a des raisonnements contraints,
plus précisément & la construction de textes de démonstration et de fagon précoce par rap-
port au Chili. Une importance particuliére est accordée au statut des énoncés & U'intérieur
des textes de démonstrations. Rien dans les Documents officiels ne semble mettre ’accent

*En prenant comme théorie : les mathématiques constituées, donc ici la Géométrie II
3Nous utilisons en partie la typologie de Chevallard
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Ejemplo B

® De.acuerdo sl dibujo siguiente demostrar el Teorema de Pitdgoras;-a partiv.del drea del
trapecio-expresadd e dos formas diférentes.

Observarsi

) relaclonan con el drea de wn trapecio;

65 triangulos; se-dan clienta que gs necesario
lados ¢es rector

i} para calcular la suma: del dreartde log
demostrarque el dngulo queformarnic

i) resuslven sin dificuitad Ios ilculas algetraicas.
4CI01 18 propuse Abratiam Garfield (1831-1887) quien fue presi-

dente de Estados Unidos,

FIG. 4.1 — Le théoréme de Pythagore

sur la nécessité d’un temps ou d’activités pour que les éléves s’approprient le contenu du
texte du théoréme.

Les Dacc chiliens suggérent différentes modalités de travail pour les éléves et proposent
deux types d’activités : celles pour construire et intégrer les connaissances (premiéres ren-
contres et exploration), celles pour les utiliser (applications sous formes d’exercices et de
problémes).

Ces textes incitent donc dans un premier temps, & construire le savoir Théoréme de
Pythagore en généralisant des résultats d’expériences dans deux cadres : cadre des aires
sans mesure et cadre numérique (mesure des longueurs pour calculer des aires de triangles,
triangulation conseillée pour de polygones réguliers quelconques, éventuellement aidée par
Cabri). Ils insistent sur le role de ’expérience : ils laissent aux éléves un temps pour émettre
une conjecture, puis s’en assurer al menos para estos casos. En 7B c’est le professeur qui
déclare le caractére général de la conclusion en proposant une démonstration sur les carrés
(pl43-144). Mais en 3M, c’est I’éléve qui est incité & articuler le théoréme de Pythagore &
celui d’Euclide, réalisant ainsi un flot déductif.

Ainsi, on peut dire que les Dacc chiliens prennent en compte une progressivité de
Pappropriation par les éléves de savoirs géométriques culturels et utiles (7B) avant de
revenir sur leur insertion dans les mathématiques théoriques (3M).

Ils ne négligent pas pour autant ’aspect travail de la technique : les textes proposent
d’amener les éléves, dans un second temps, & faire fonctionner la connaissance construite
pour calculer des longueurs (situations évoquées), vérifier qu'un angle est droit, examiner
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certains instruments. Certes les problémes ont pour support la réalité, mais celle-ci est déja
modélisée par un schéma, le niveau de modélisation de départ fait donc que ces situations
fonctionnent de fait comme un simple prétexte & P'utilisation du théoréme, comme on le
verra quasi systématiquement en France. Ces propos (schéma fourni) sont & relativiser en
3M.

4.1.3 FEtude de manuels

Niveau 3

Pour tenter de comparer avec ce que propose le savoir apprété en France, regardons des
manuels de quatriéme. Dans la mesure ou il n’existe pas d’activités conseillées officielles,
on peut penser que la variabilité des activités proposées dans les manuels francais est plus
grande que celle des manuels chiliens.

Triangle 4° Hatier 2002 France

Le manuel propose 15 chapitres dont un intitulé « Théoréme de Pythagore » qui occupe
11 pages, exercices exclus. Le sous-titre du chapitre est constitué de la question « Com-
ment des macgons peuvent-ils vérifier qu'un angle est droit en utilisant une corde & treize
nceuds 7 » mais il n’en est plus question par la suite. Dans chaque Chapitre figurent cing
parties : une Partie Préparatoire dont le but annoncé est de réactiver les notions utiles
pour comprendre le nouveau chapitre (que nous n’étudierons pas), une partie Activités qui
vise & introduire les nouvelles notions, une partie Connaissances qui institutionnalise les
savoirs & retenir, une partie Méthodes qui dégage du chapitre les savoir faire & retenir et
enfin une partie Exercices.

Une premiére partie (double page 140-141) est intitulée Théoréme de Pythagore

Aprés (paragraphe 1) des exercices de construction effective avec la régle et le compas
de triangles rectangles ou de rappel de ce qu’est I'hypoténuse, le théoréme est présenté
(paragraphe 2) comme une formule connue des mathématiciens depuis 3000 ans, qui relie
les longueurs des c6tés d’un triangle rectangle. Il est demandé aux éléves de conjecturer cette
formule a partir de triangles rectangles déja dessinés et dont les trois longueurs (nombres
entiers de cm) sont fournies sur le dessin. Notons qu’a moins de connaitre la formule il
est peu naturel de penser aux carrés de longueurs. Un commentaire indique méme que le
professeur peut suggérer de calculer les carrés. Aucun dessin ni mesurage n’est demandé
aux éléves, la régle graduée est superflue. Bien qu’a support géométrique, cette premieére
rencontre est uniquement numérique.

Le troisiéme paragraphe (p. 141) qui suit propose une démonstration (dite historique,
voir fig 4.1) guidée du théoréme qui utilise le calcul de I’aire d’un trapéze rectangle de deux
fagons différentes. On passe directement & la construction du bloc technologico-théorique
sans avoir fait fonctionner le nouveau savoir comme une technique.

Le quatriéme paragraphe propose (4a pl41) de calculer si possible le troisiéme coté de
triangles dessinés (deux sont rectangles et un non) dont les longueurs de deux cotés sont
données en nombres entiers de centimétres (triplets pythagoriciens) sur les dessins. Il n’est
jamais suggéré le fait qu’on puisse toujours trouver ces longueurs d’une autre fagon (dessin
4 1’échelle et mesurage). La longueur & calculer est rendue inaccessible non pas par le réel,
mais par un effet de contrat contenu dans le verbe calculer. L’espace de travail imposé est
explicitement donc GII.
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Pourtant dans une deuxiéme question (4b cf. annexe 2), le tracé d'une figure effective
est proposé pour contréler la vraisemblance du résultat : G 1 est convoqué comme controle
a posteriori de GII.

Un cinquiéme paragraphe conforte 'intérét du dessin (& supposer qu’il soit & 1’échelle
ce qui n'est pas implicite) pour controler d’une certaine fagon un calcul.

On recense donc une seule activité de premiére rencontre, puis un passage vers le bloc
technologico-théorique et ensuite des exercices.

Une seconde partie intitulée Ce triangle est-il rectangle 7 comporte deux paragraphes.

Le paragraphe 6 améne & confronter dessins de triangles et qualificatif de triangle
rectangle. Ce qualificatif n’est jamais questionné : il est toujours relié, mais implicitement,
au respect de 1’égalité de Pythagore et jamais au fait de contréler par I’équerre que ’angle
est droit. Dans sa grande maladresse, cet exercice illustre parfaitement les difficultés dans
lesquelles ’absence de toute réflexion sur les paradigmes de travail entraine les enseignants
frangais, fussent-ils auteurs de manuels :

1. Etre ou ne pas étre un triangle rectangle ? (p142)

(a) Tracer un triangle MNP tel que MN = 9,6 cm. MP =4 cm et NP = 10,3
cm. Dire & vue d’ ceil, si ce triangle est rectangle ou non en M.

(b) Calculer la longueur de I'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les c6tés de
I'angle droit mesurent 9,6cm et 4cm. Le triangle MNP de la question a) est-il
rectangle 7

(c) Démontrer que les triangles suivants ne sont pas rectangles
—TIRtelqueTI=2cm, IR=2cmet TR=3cm
~ POL tel que PO=6cm, OL=12cm et PL =9 cm-

Pour la question b) la seule alternative au perceptif semble étre le calcul théorique, les
instruments sont évacués, ils n’ont pas I'occasion d’étre questionnés dans leur rapport aux
mathématiques.

Pour la question ¢) la construction de I’exercice génére « une méthode » : pour contréler
Pabsence de qualificatif triangle rectangle, j’applique Pythagore. Une note au professeur
met en avant qu'il s’agit d’une utilisation de la contraposée de la directe, ce qui semble
bien confirmer l'intention principale des auteurs, préparer & la démonstration et & ses
raffinements.

Or TIR est isocéle, ¢’il est rectangle, c’est la moitié d'un carré de c6té 2 cm et de
diagonale 3 cm. C'est contradictoire par les aires : 4 cm? (c6té) contre 4,5 cm? (diagonale).

Quant aux dessins de POL ils sont perceptivement triangles non rectangles.

Le paragraphe 7 propose de corriger un texte de démonstration utilisant la réciproque
du théoréme de Pythagore.

Une troisiéme partie Résoudre des problémes propose

—~ de comparer de deux facons la réponse 4 la demande de calcul de la diagonale d’un

rectangle 8 sur 6;

— de déduire de longueurs connues des longueurs inconnues dans trois cas; deux liés
4 des figures géométriques (losange et triangle), un troisiéme contextualisé sur une
maison (schématisation fournie) : a priori, dans chaque cas, un dessin & ’échelle (
deux fois en grandeur réelle) suivi d’'un mesurage permettrait de conclure;

~ de mettre en rapport triangle dessiné et triangle calculé (avec encore le « & vue

d’ceil »)
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— de controler avec un métre qu’un angle de " cadre rectangulaire " fabriqué (et sché-

matisé avec ses dimensions) est droit.

On notera toute 'ambiguité d'un telle demande : les exercices précédents ont développé
le fait qu’un triangle, sans angle droit a priori, n’est rectangle que par la relation qui lie ses
longueurs. Et on demande ici de contréler I'angle droit alors que les trois longueurs ne sont
pas données, que I'une est & mesurer. En I’absence de la connaissance de deux paradigmes
de travail, I’éléve ne peut que devenir schizophréne.

La fiche Connaissances fait figurer le théoréme sous la forme si...alors et plus loin sa
réciproque avec une mise en garde Attention le théoréme de Pythagore ne s’applique qu’aux
triangles rectangles.

Les autres activités proposées mettent en contradiction l'allure d’un triangle dessiné et
le fait de lappeler triangle rectangle, demandent de démontrer que des triangles donnés
par leurs mesures ne sont pas rectangles, proposent de corriger des textes de démonstration
démontrant qu’un triangle est rectangle. Enfin ils demandent de calculer la diagonale d'un
rectangle dessiné de dimensions données. Deux objets réels sont évoqués pour une autre
demande de calcul, mais le dessin proposé plaque déja soit un triangle rectangle soit un
rectangle coté sur la réalité schématisée.

La fiche Méthodes de fin de chapitre ne propose que des méthodes utiles dans 'es-
pace de la feuille de papier pour contrdler des longueurs de c6tés de polygones ou des
perpendicularités. Aucune portée pratique n’est suggérée.

Finalement on recense une seule activité de type Premiére rencontre, aucune activité
d’émergence de la technique, 3 activités d’insertion dans la théorie et 11 exercices ou
problémes.

Maths 4° Magnard. 2002

Le manuel propose 14 chapitres dont un intitulé « Théoréme de Pythagore » qui occupe
6 pages (exercices exclus). Dans chaque Chapitre figurent quatre parties : une partie Acti-
vités qui vise & faire le lien avec les classes antérieures et introduire les nouvelles notions
(Péquivalent des Activités d’apprentissage de notre document chilien), une partie L’essen-
tiel du cours qui dégage ce qui est & retenir, une partie La démonstration pas 4 pas qui
donne " des éléments progressifs " sur cette question et enfin une partie Ezercices.
Dans la série des activités, se trouvent successivement
— le remplissage, grace a la fonction Longueur de CABRI, d’un tableau & en téte
AB AC BC AB?> AC? AB%+AC? BC?
o ABC sont différents triangles rectangles en A avec une conclusion suggérée (ambi-
gué) : En conclusion on pourra insister sur ’approximation des mesures et la nécessité
d’une preuve pour démontrer. (marge droite page 90)
Cette phrase est prétexte a confusion : parce que le mesurage est soumis a enca-
drement (et donc ne peut donner lieu & des résultats exacts au sens théorique (un
unique nombre réel incontesté), il serait nécessaire de démontrer? La réponse est
non, puisquun encadrement suffit pour conclure & la validité d’un résultat y compris
en Géométrie II.
Rappelons que la nécessité de la preuve est liée 4 la volonté d’avoir un résultat général
(quel que soit le triangle rectangle, sans essayer sur tous ET/OU dans la mesure ot ils
sont infinis : OU BIEN d’avoir un résultat idéalisé, donc non accessibles & ’expérience,
sans expérience : une validité qui dépasse les faits expérimentaux et finalement s’en
passe! (méme si le résultat nait de ces faits expérimentaux en tant que conjecture).
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— un jeu de puzzle avec trois carrés construits sur les cdtés respectifs d’un triangle
rectangle et une conclusion sur une relation entre leurs aires; démarche présentée
comme " une preuve, pas une démonstration "; ce jeu de puzzle est simultanément
relié & un exercice (ex9 p96) qui met en évidence qu'un jeu de puzzle peut " avérer
" des faits faux (64=65); - on voit le danger de cette juxtaposition : un travail en
Géométrie I est réalisé pour inférer une conjecture qui se trouve é&tre vraie, mais
I’horizon Géométrie I est aussi convoquée sans autre forme de procés I pour inférer
une conjecture fausse! la finesse de argument " une preuve, pas une démonstration
" risque d’étre illisible par beaucoup d’éléves.

— une mise en relation entre les dessins de triangles donnés par leurs trois longueurs
et des calculs de type tableau du dessus avec une question " le triangle semble-t-il
rectangle ? ", présenté comme " approche de la contraposée " : 14 encore le dilemme
triangle et soumis aux controles des instruments et " triangle calculé " est présent.

On voit donc ici trois AER (premiére rencontre, exploration de la téache, travail de la

~ technique) MAIS avec la présence implicite du bloc technologico-théorique qui sera pris en

charge par la suite.

L’essentiel du cours (page 92-93) cite le Théoréme de Pythagore sous la forme «si...alors » ;
précise que le théoréme permet de calculer une longueur inconnue dans un triangle rec-
tangle; cite la Réciproque du théoréme de Pythagore sous la forme «si...alors » en précisant
que " cette réciproque est une propriété qui permet de montrer qu’un triangle est rectangle
", enfin il mentionne une Propriété permettant de démontrer qu’un triangle n’est pas rec-
tangle toujours sous la forme « si...alors ». On notera la variété des verbes utilisés : montrer
/démontrer, théoréme/propriété, et leur polysémie (notamment pour le mot montrer) pro-
blématique dans ce cadre.

La démonstration pas & pas propose un exemple de texte de démonstration utilisant
entre autres la réciproque du théoréme de Pythagore visant une utilisation adaptée de
connecteurs (comme, de plus, par conséquent).

Conclusion niveau 3 pour la France

Si dans Triangle 4° Hatier 2002, l'utilité pratique du théoréme de Pythagore n’est
que suggérée, elle est totalement absente de Maths 4° (du moins dans les parties autres
qu’Exercices). Par contre dans les deux manuels, le théoréme est donné sous ses deux
formes, directe et réciproque, bien séparés. Maths propose aussi la contraposée de la directe.
C’est ainsi que sous prétexte d’une seule expression, théoréme de Pythagore, les manuels
proposent deux formes logiques et trois énoncés différents.

Quand la réalité est évoquée dans certains exercices du cours, elle est déja compléte-
ment schématisée de fagon & ce que les éléves reconnaissent immédiatement des figures
géométriques usuelles : & ce titre la réalité n’est que prétexte & exercices, et Pythagore
n’est pas présenté comme une connaissance utile pour les rapports a I’espace.

Le théoréme de Pythagore est prétexte & des exercices (explicites) dans GII et & des rup-
tures (implicites) entre GI et GII, mais sans que la différence de traitement paradigmatique
soit suffisamment explicitée.

Concernant Triangle, le théoréme de Pythagore n’est fréquenté que dans un cadre
numérique (mesures d’aires et de longueurs). Les activités sont exclusivement proposées
dans 'espace de la feuille, & partir de dessins schématisés laissant apparaitre directement
ou en surimpression un triangle rectangle ou un rectangle. Les taches usuelles sont le plus
souvent Calculer ou Démontrer. Le type de traitement souhaité est toujours trés orienté :
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le plus souvent GII est 13 pour péjorer GI... se méfier des " apparences ".

Concernant Maths 4¢, le théoréme est inféré dans un cadre numérique (sans doute avec
une gestion complexe des approximations dues & CABRI), conforté de fagon trés directive
aprés un jeu de puzzle sur des carrés (sans que le changement de cadres longueurs/aires
ne soit commenté), puis proposé sous le nom de théoréme. A ce stade 1'éléve peut, semble-
t-il, difficilement voir ce que serait une démonstration, ce qu’elle apporterait de plus. La
encore les activités et exercices se limitent & l’espace de la feuille (ou de I’écran d’ordinateur
CABRI). Les traitements proposés sont parfois dans GI mais toujours suivis d’une mise en
garde.

Dans la mesure ot I’étude des manuels nous a engagés sur une transposition "

officielle ", nous faisons le méme travail sur un manuel chilien.

non

Matematica Ensenanza Basica 7 Santiago : Santillana 2001

Le manuel est partagé en 9 unités, de 25 & 30 pages. Le théoréme de Pythagore fait
partie de 'unité nommée Triangles ou il est le 7éme (et dernier) item. L’unité Triangles
est introduite par la remarque " la forme du triangle permet d’obtenir, pour chaque type
de construction, rigidité et résistance " et la question " Pourquoi le triangle permet il
d’obtenir cela? ". Le théoréme de Pythagore n’occupe qu'une double page d’activités

La premiére page (p156) évoque le probléme du charpentier (dessin et photo & 'appui)
qui veut savoir si un certain angle est droit et utilise pour cela un triangle en bois 3, 4,
5 : il est dit qu’il utilise " une propriété trés ancienne appelée le théoréme de Pythagore ".
Cette propriété n’est écrite que sous la forme : 32 + 42 = 52

Puis il est conseillé de chercher de Pinformation sur le site de 'Université de Santiago
du Chili conseillé par les documents officiels (voir plus haut).

La seconde page (pl157) propose d’abord par un jeu de puzzle (figures & calquer et
découper) sur des triangles équilatéraux ou sur des carrés dessinés sur les cotés d'un tri-
angle rectangle de contréler que le théoréme de Pythagore fonctionne dans les deux cas;
puis de calculer la longueur d’un coté de triangle rectangle quand les deux autres sont
données en cm sur un dessin. L’attendu est vraisemblablement 'utilisation de la propriété
de Pythagore.

On trouve donc 3 activités de type AER dont un essai d’insertion théorique, mais
externe au manuel, la recherche sur Internet, et 2 situations d’application.

Nous avons pu avoir accés & un des livres 7B retenus par la Licitacién

Matematica al dia 7° 2004-2005 Ediciones Cal y Canto

Le manuel est estampillé Ministerio de Educacién. Il est précisé que sa vente est inter-
dite.

L’étude de ce livre prend dans notre étude une place particuliére car il est censé donner
I'image la plus conforme aux attendus ministériels des téches assignées aux éléves.

Le livre est partagé en 6 unités de 20 & 30 pages chacune. Ces unités ne reprennent
exactement ni le découpage ni les titres conseillés par les Dacc.

Le théoréme de Pythagore se rencontre & deux endroits : une premiére fois sans étre
nommé dans I'unité Geometria, figuras y cuerpos geométricos & 'occasion de ’étude des
triangles plus particuliérement des triangles rectangles ; une seconde fois dans l'unité Po-
tencias numeéricas y geométricas sous son nom Teorema de Pit4goras
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Premiére rencontre avec le théoréme de Pythagore (page 112) dans ce livre, le théme
Triangles vise successivement la construction de triangles & la régle et au compas, la dé-
nomination de triangles (selon les angles et pour les isocéles et les équilatéraux selon les
longueurs et/ou les angles particuliers), 'utilisation du rapporteur, le constat que la somme
des angles (intérieurs) d’un triangle égale 180°. Dans cet ensemble se pose la question des
longueurs des cdtés d’un triangle rectangle : une activité de tragage de triangles rectangles
sur papier quadrillé (avec les cotés de I’angle droit (a et b) qui ont une longueur égale 4 un
nombre entier de carreaux) aide & remplir un tableau mettant en relation les deux colonnes
a2-+b2 et la longueur de ’hypoténuse. Le décalage d aux mesurages n’est ni mentionné ni
a fortiori questionné. Il est conseillé de dessiner un triangle non rectangle pour constater
la non égalité des carrés des longueurs ad hoc.

Enfin le théoréme est mentionné sous la forme suivante : " dans un triangle la somme
des carrés des cotés de Pangle droit est équivalente au carré de ’hypoténuse " accolé & un
dessin représentant un découpage dont il est dit qu’il représente graphiquement la preuve
du théoréme. Le changement de point de vue sur a2, voire de cadre (passage des carrés des
longueurs -numérique- aux aires- grandeurs-) n’est pas mentionné, a fortiori questionné.

On trouve ainsi 2 activités de premiére rencontre et/ou exploration de la téche, ainsi
que 3 applications dont la description suit.

La premiére consiste & repérer dans trois triangles rectangles ol se situe I’hypoténuse.
La seconde basée sur 3 dessins de triangles, en apparence rectangles et dont les 3 longueurs
sont fournies, propose de " vérifier, moyennant I’équation a? 4+ b2 = ¢2 si chaque triangle
est rectangle. La troisiéme demande de chercher la longueur inconnue pour 3 triangles
rectangles dont 2 longueurs sont données et ’angle droit avéré par le code usuel (la méthode
14 n’est pas indiquée).

La seconde rencontre se présente comme un travail de recherche en groupe et reliée a
la culture égyptienne.

La premiére question invite & retrouver dans un réseau carrés et diagonales la figure
prototypique associée au théoréme de Pythagore, puis & retrouver par découpage une re-
lation entre les carrés des longueurs cette fois ci matérialisés par des aires. Le triangle de
référence est rectangle ET isocéle.

La seconde question Se passe-t-il la méme chose pour tous les triangles? invite a
construire des carrés sur les cotés de 3 triangles (dont les longueurs sont de nombres
entiers de cm) I'un rectangle, les deux autres non.

La troisiéme question invite & généraliser, par deux découpages fournis (et donnés &
découper en fin de livre), la relation & d’autres triangles que celui rectangle isocéle de
départ.

La derniére question invite & généraliser la relation sur les aires construites autour
d’un triangle rectangle & d’autres polygones réguliers : triangles équilatéraux et hexagones
réguliers ; 14 encore les piéces & découper sont fournies en fin de livre.

La conclusion finale consiste & comparer les résultats des recherches de chaque groupe
et " & écrire commun pour le théoréme ainsi prouvé ".

On a bien 14 encore 4 AER de type exploration de la tache, émergence de la technique
et premiéres constructions de la technologie.

Suivent une nouvelle activité d’exploration qui cette fois fait mettre en relation, sous
forme d’un tableau numérique, les aires des carrés (elle correspondrait au changement de
cadre dont nous avions déploré I’absence plus haut) ; un résumé de ce que dit le théoréme
de Pythagore et son utilité (connaitre la troisiéme longueur d’un triangle rectangle dont
les 2 autres sont connues) ; 3 activités d’application directe, basées sur des évocations de la
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réalité : diagonale donnée d’un écran de télévision dont il faut trouver les dimensions (7 ?),
corde & 12 noeuds des Egyptiens (mentionnée dans les Dacc), optimisation d’un trajet
(dessiné sur un plan).

En conclusion dans ce livre on trouve, pour le théoréme de Pythagore (direct) 7 AER
et 6 applications. On aura pointé la reprise d’activités mentionnées dans les Dacc.

Conclusion niveau 3 pour le Chili

Pour les deux manuels

Le théoréme de Pythagore est présenté comme savoir culturel et social, ¢’est une ca-
ractéristique du triangle rectangle (sans réflexion explicite sur le sens de 'implication en
jeu). Il n’y a donc pas de distinction entre directe et réciproque. La ’directe’ est inférée &
partir de relations entre des aires matérialisées, par des superpositions de puzzles ou des
complétions de tableaux numériques (carrés de longueurs).

Le nombre d’activités consacrées & 'appropriation du théoréme et & la construction
d’une technologie " pratique " est conséquent.

Dans les situations d’application, le théoréme est toujours présenté comme un moyen
de calculer une longueur sans mise en relation avec la possibilité de trouver cette longueur
par un autre moyen.

Le théoréme de Pythagore est support d’exercices dans G I, méme si une résolution
dans GII est induite : production par le calcul de longueurs inconnues. 11 est plutét présenté
comme une connaissance utile : obtenir un angle droit, une 3¢ longueur non donnée (méme
s'il existe d’autres moyens).

Matematica 7 Santillana 2001

Le théoréme est peu exploré, le texte complet du savoir n’est pas cité, le manuel envoie
au site de la toile.

L’utilité pratique de la ’réciproque’ est révélée (outil du charpentier), non travaillée
effectivement. Il n’y a pas de jeu de cadres entre le numérique (mesure de longueurs) et les
aires.

Matemaética al dia 7° Cal y Canto 2004-05

Le théoréme (direct) est trés exploré, sa contraposée l'est un peu; le texte complet du
savoir est cité plusieurs fois. Une de ses utilités pratiques est méme explicitement mention-
née.

Les situations d’exploration sont nombreuses, plus que celles d’application.

La réciproque de Pythagore est rencontrée implicitement par I'utilisation de la corde &
neceuds, comme instrument de contréle d’un angle droit.

4.1.4 Conclusion de ’étude

Le théoréme de Pythagore se rencontre dans les programmes en France comme au Chili.
1l est vu un an plus t6t au Chili.

Au Chili il est présenté et enseigné comme une équivalence implicite, en France les
programmes demandent que soient distingués directe et réciproque. Cette injonction est
bien suivie par les manuels qui envisagent méme la contraposée de la directe.

Les activités proposées par les documents d’accompagnement et manuels chiliens visent
& construire la connaissance dans différents contextes, puis & l'utiliser; en France au
contraire, les manuels s’intéressent rapidement & la démonstration puis font utiliser le
théoréme dans des applications.
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Le théoréme est repris par la suite en Seconde en France pour des démonstrations par
les aires, il est réguliérement utilisé en tant qu’outil dans des exercices variés. Au Chili,
il est explicitement retravaillé en 3M, (équivalent de 1ére). Il est & ce niveau plongé dans
P'univers de Géométrie II, sans que la connaissance des éléves soit totalement exigée & ce
niveau théorique.

Dans aucun des pays ne sont questionnés, ni les changements de cadre entre longueurs
(au carré) et aires, ni la gestion des approximations liées aux mesurages qui servent &
conjecturer le théoréme. Le changement de statut du dessin, en fonction du changement
d’horizon théorique, Géométrie I ou Géométrie II, n’est pas non plus questionné dans les
documents destinés au professeur au Chili ou dans les conseils des manuels en France.

Au Chili, ce que nous pourrons appeler " progression sur la plausibilité " est pris
en compte dans les Dacc comme dans le manuel " licité " : une conjecture " locale "
d’abord sur un type de triangle (rectangle isocéle), devient une conjecture " générale "
pour n’importe quel triangle rectangle, la validité de cette conjecture pour d’autres types
de triangles est ensuite interrogée. Les textes insistent sur le statut du théoréme 4 ce niveau
(conjecture) : on pourrait aussi analyser ces choix comme un essai de progressivité de type
preuves pragmatiques vers preuves intellectuelles (Balacheff 1987) ou plausibilité versus
nécessité (Cabassut 2005), dont aucune trace n’apparait en France.

En résumé, cette étude du théoréme de Pythagore laisse apparaitre que les Espaces de
Travail Géométriques institutionnels des deux pays sont différents, notamment par ’horizon
visé.

En France, contrairement au Chili, la connaissance géométrique semble n’avoir d’exis-
tence qu’insérée dans un corpus théorique. Les applications pratiques sont subalternes,
réduites a des prétextes & faire fonctionner de courtes démonstrations utilisant directe ou
réciproque du théoréme. La Géométrie II est le but visé, elle devient aussi le moyen. Le
bloc technologico-théorique reste dominant & tous les niveaux de la scolarité.

Au Chili, la connaissance géométrique est d’abord et essentiellement insérée dans une
culture, la, Géométrie I est le but visé du moins en 7B. L'insertion dans la Géométrie II

* se fait sur ce sujet en 3M, mais la Géométrie I ne semble jamais niée ni péjorée. Ces deux
horizons co-habitent . Cette étude confirme donc les analyses réalisées dans le chapitre
précédent.
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4.2 Aire et périmétre du disque

Dans le prolongement de I’étude précédente, nous nous intéresserons plus particuliére-
ment dans ce travail au processus par lequel les éléves sont mis en contact avec les résultats
relatifs au périmétre et a l’aire du disque. Par ailleurs, le cercle est un objet propice a la
confrontation d’un point de vue idéel (le cercle est toujours arrondi, il n’est jamais confondu
avec un polygone, aussi grand que soit le nombre de sommets de celui-ci) et d’un point de
vue matériel (vu « de trés prés », un arc de cercle représenté sur une feuille est confondu
avec sa tangente ; avec un logiciel de géométrie dynamique, le polygone régulier de nombre
de sommets maximum ne se distingue pas de son cercle circonscrit). Cette étude nous
permetira donc de revenir sur analyse de I’Espace de Travail Géométrique.

4.2.1 Approche chilienne
Programmes

Le théme étudié ici est abordé en 8B.
Octavo Afio Bésico

Objetivos fundamentales v
7. Analizar y anticipar los efectos en la forma, el perimetro, el 4rea y el volumen de
figuras y cuerpos geométricos al introducir variaciones en alguno(s) de sus elementos
(lados, dngulos).
8. Reconocer las dificultades propias de la medicion de curvas y utilizar modelos geo-
métricos para el calculo de medidas.

Unidades, contenidos y distribucién temporal : cuadro sinéptico

Unidad 1 : Poligonos, circunferencias, dreas y perimetros
Analisis de los elementos de una circunferencia (radio, didmetro) en la reproduccién
y creacion de circunferencias con regla y compés.

Experimentacién de diversos procedimientos (graficos y concretos) para medir el
perimetro y el area de circunferencias.

Significado geométrico y numeérico del nimero .

Interpretacion y uso de formulas para. el célculo de perimetro y area de circunferencia.
Uso de aproximaciones convenientes para nameros decimales infinitos.

On voit que cette unité présente simultanément un regard analytique sur le cercle avec
les notions de centre et rayon, un travail expérimental autour des formules du périmétre et
de 'aire du cercle, enfin une réflexion sur les nombres idécimaux dont 7. C’est ainsi qu’on
peut lire dans les Orientaciones didacticas :

|

|

" A partir de las relaciones entre didmetro y perimetro de una circunferencia se visualiza
el namero pi (7). Es decir, se puede visualizar este niimero irracional particular a partir
de experiencias geométricas y numéricas. Y, en este contexto, se abordan los ntimeros
decimales infinitos, llamados, también, irracionales") p. 19

Activités des Documents d’accompagnement (Dacc)

Quatre activités centrées sur le cercle sont présentées.

L’ Activité 4 (p. 38) vise & mettre en avant I'importance du centre, du rayon et du
diamétre comme éléments caractéristiques du cercle. Elle comprend une reproduction au
compas d’un dessin complexe formé de cercles, le tracé d’un cercle trop grand pour étre
réalisé au compas, donc avec une ficelle. La troisiéme tache vise & faire chercher le centre
d’un cercle réalisé grace & une assiette. Le commentaire est le suivant :



84 _ Chapitre 4. Trois études thématiques géométriques

"El trabajo con papel es muy interesante pues permite establecer por plegado el centro
de la circunferencia y queda claramente establecido que el didmetro es eje de simetria
de la misma, adema4s de comprobar que todos los pliegues que coinciden con el didmetro
son de igual longitud."

On suggére enfin que les éléves se livrent & des recherches auprés d’artisans (menuisier,
marqueur de terrains - marcador de canchas ) pour savoir pourquoi ils sont amenés & tracer
des circonférences et comment ils procédent (exemple d’une table).

L’ Activité 5§ correspond aux objectifs suivants :

" A partir de situaciones asocian el perimetro de una circunferencia a la medida del

contorno y del rea como medidad de la superficie de la misma. Hacen estimaciones.
Analizan la dificuldad que involucra la medicion." p. 39

Un exemple de tiche relatif au périmétre est le suivant :

" Se estan confeccionando manteles y centros de mesa en forma de circulo. Cada uno
lleva cinta en el borde. Se desea saber en la forma més precisa posible cuéntos metros
de cinta y género se requieren para cada uno."

Pour 1'aire, on trouve les propositions suivantes :

" Trazan modelos de posa vasos de forma circular que tengan de didmetro 10 cm y 11
cm, Buscan formas de calcular la superficie que cubre cada uno. Se pueden apoyar en
cuadriculados de 1 cm de lado o en papel milimetrado." ‘

" Distribuidos en grupos, hacen un molde en papel para posa vasos y buscan formas
de medir el contorno y la superficie de cada uno. |...]

Presentan algunos procedimientos usados en esta y comparan las medidas. Comentan
la dificuldad para obtenerla, las diferencias entre las medidas presentadas y reflexionan
sobre las posibles causas. Ubican el valor de la medida entre ciertos rangos."

Le commentaire associé a ces tAches dans lesquelles les éléves ont & effectuer eux-mémes
des mesures dans un environnement matériel est le suivant? :

" En la primera parte de la actividad la idea es que los estudiantes recurran a proce-
dimientos de medicion como ubicar una cuerda por el contorno de la circunferencia y,
en el caso del area, cuadricular la superficie con cuadrados de distintas medidas para
ajustar el calculo. En este segundo caso, es importante que se den cuenta que cuanto
més pequeiio es el cuadriculado, més exacta es la medicion. [...]. La reflexién en torno
a la dificuldad para encontrar un valor exacto de la medida est4 centrada en darse
cuenta que es una medida con cifras infinitas y aunque se vizualiza perfectamente (se
ve en el trozo de cuerda) no se puede expresar a través de un nimero decimal, sino
que representa un nimero irracional."

Ce passage montre le souci d’aborder explicitement la question de I'idécimalité (iden-
tifiée & irrationnalité) de la mesure. Mais on y rencontre une certaine confusion entre
approximation inhérente au mesurage (seule explication de la variation des résultats dans
le cas du périmétre), approximation due 4 la non coincidence entre ’objet mesuré et 'objet
dont la mesure est visée (vraisemblablement perceptible dans le cas du calcul d’aire), ap-
proximation due au caractére décimal des mesures mesurées et & 1'idécimalité de la mesure
exacte. Il semble que ’on cherche & fonder 'idécimalité de la mesure exacte sur ’existence
d’une différence toujours non nulle entre la mesure accessible, décimale, et la mesure visée.
Ceci est un présupposé mathématiquement erroné : une suite de nombres décimaux peut
converger vers un décimal, sans jamais 'atteindre (1 4+ 107"). Ceci dit, ce point de vue

“Nous reprenons ici les analyses déja formulées dans la partie consacrée & I’étude longitudinale de
P’espace du travail géométrique au Chili.
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présente certains intéréts du point de vue didactique, a condition toutefois d’aborder ex-
plicitement la question de la non-coincidence entre le cercle et tout polygone inscrit. Seule
une conception intellectuelle de la courbure du cercle est en mesure de fonder une telle af-
firmation ; ainsi cette unité peut donner lieu & un changement de paradigme géométrique.
Mais les instructions restent trés allusives sur ce point extrémement délicat.

Par ailleurs, le fait que 'acte de mesurer ne conduise pas & une mesure qui puisse étre
qualifiée d’exacte, comme les Physiciens le savent bien, semble ignoré, c’est une constante
qui n’est que tardivement remis en cause (voir les applications de ['unité sur les triangles
semblables en 2M). On retrouve ce probléme dans I’activité suivante.

L’ Activité 6 est une exploration de la relation entre périmétre et rayon du cercle. Elle
doit conduire & une définition du nombre pi.

On s’intéresse au principe de fonctionnement des odométres (ruedas métricas). Il est
demandé aux éléves de déterminer (pas de précision sur le procédé effectif de mesure)
la distance parcourue en un tour par des roues en carton de 20 cm, 30 cm et 40 cm de
diametre. Ceci débouche sur un tableau et I’on fait calculer le quotient périmétre/diamétre.
Les commentaires donnent un tableau dans lequel le quotient vaut dans tous les cas 3.1,
éventualité totalement irréaliste. Rien n’est dit pour préparer le professeur au fait que les
éléves n’obtiendront certainement pas les mémes valeurs pour les différentes roues ni les
mémes valeurs entre eux. Il y a une phrase sur la question de ’approximation mais elle
confond, comme dans ['activité précédente, erreur de mesure et irrationnalité :

"Si analizan las filas se daran cuenta que la relacion entre el didmetro de la rueda y
lo que ella recorre es aproximadamente 3 veces mayor.
La presencia de este ntmero surge después de este 4nalisis (analyse du tableau des

mesures et de la constance du quotient) y de la experiencia obtenida en la actividad
anterior [activité 5] en cuanto a su inexactitud." p. 41

Cette activité aboutit & la formule p = wd qui est utilisée pour traiter des questions
concernant un odométre. Par exemple :
"De qué radio escogerfas construir una rueda métrica de manera que sea eficiente para

medir distancias en una parcuela y sea de facil lectura en la cantitad de metros que
va midiendo ? " p. 42

On revient donc & une problématique trés concréte.

L’ Activité 7 est centrée sur ’étude de la relation entre l'aire du disque et aire de
polygones réguliers inscrits et circonscrits. Le but est d’établir la relation entre aire et
rayon par le biais de la proportionnalité de l’aire et du périmétre.

Une suite de questions conduit les éléves & établir la relation liant 1'aire d’'un polygone
régulier et la hauteur des triangles congruents qui le composent (@ = %h) La relation
cherchée en découle dés lors que les éléves auront été conduits & considérer que le cercle
est un polygone ayant une infinité de c6tés :

"Si la circunferencia, como ya se habia visto, puede ser un poligono de infinitos lados,
imaginen y tracen un dibujo esquemético de una circunferencia descompuesta a partir
de su centro en tridngulos muy pequeios, todos de igual forma y tamafio." p. 43
Comentario

" En la segunda parte de la actividad, en la cual se relaciona el 4rea del circulo con la
de cualquier poligono regular, es muy importante que realicen el dibujo esqueméatico
que se pide y visualicen que el radio del la circunferencia corresponde a la altura de
estos infinitos y angostros tridngulos. " p. 44

Une seconde fagon de justifier la relation entre aire et périmétre du cercle est inspirée
d’une méthode chinoise : les secteurs angulaires qui pavent le disque sont associés téte béche
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deux par deux pour former des presque parallélogrammes dont la réunion a méme aire que
le disque. Le passage & U'infini permet d’obtenir un véritable parallélogramme dont la base
est la moitié du périmétre du cercle et la hauteur le rayon.

2. ‘Dusvompunen ung circurfarencis an Esié’mgu loss; pratiton dul veitro de la cireanloruncia, mercan ol
rafioynago ofros radios de manads gua mnb"rﬁbéh‘n-ﬁgnrnﬁ‘qim 58 asooien A triangilng isorcales
déigual formay tamahio: Para priantar esta pﬂ(étlef’la investigacion, partir de'los sigulentes supuestos
‘bgsicas. que se desprender de taclrounferencin comon poligoni da Infinites lados;

Al'dgscomponsr1a cicunferancia en trisngulos muy pegueios Com i wariice monmidn, es posilile

ohtenarlns siguirntes igunldadas:

Ambas: ligupas wndrfar igual grea,

Ambas-lincas tendrfan igual longitud.

Ambas figoras tendriar |a aitura-de igual
fongitid; Snloneus Hist,

+ A partir de dobleces d esde s cantro obtener un niimero parde figuras; recortarlasy disponerlas

tratando de formar un-paralalégrame. como sa indica an‘la figura:

Si-ul drea deun paraleldgramo es b+, y fo welacionan con los elementos de la circunferencia;

VIAVARY

enjonces:

VA

Fic. 4.2 — Aire d’un disque. Octavo Ano Bésico Educacién mateméatica Ministerio de
Educacion p. 45-46

L’activité se conclut ainsi :

" ;A que corresponde la base?j, A que parte del perimétro de la circunferencia ?
LA que elemento de la circunferencia corresponde la altura?
Escriben la féormula en funcién de los elementos de la circunferencia.

Comentario
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Se espera que, al igual que en el ejemplo anterior, remplacen los elementos de la
formula del paralelégramo por los de la circunferencia. Pedir a sus alumnas y alumnos
que lo expresen con palabras y luego realicen la traduccion a simbolos.

b h es lo mismo que 1a2mitad del perimetro de la circunferencia por el radio de la

e
2

Se sugiere pedir que comparen esta férmula con la tradicional 772 y establecer conclu-
siones respecte a la veracidad de la igualdad."

misma, entonces b+ h =

Fin de lactivité sur ’aire pp. 45-46

Dans quel paradigme se situe cette approche? On peut considérer que le recours &
l’idée»d’inﬁni; méme non formalisé au niveau du raisonnement, marque un passage & GII :
en effet un cercle de GI coincide avec un polygone ayant un nombre assez grand de cotés
(par exemple, lorsqu’un logiciel de géométrie dessine un polygone ayant le plus grand
nombre possible dans ce micromonde de sommets, le résultat ne se distingue pas d'un
cercle) ; la nécessité d’envisager (nécessairement mentalement) un passage & l'infini n’est
donc justifiée que si ’on congoit le cercle comme toujours différent d’un polygone. Toutefois
ce changement de point de vue reste implicite.

L’ Activité 8 propose plusieurs taches visant & faire utiliser les formules établies : re-
cherche de la forme donnant une aire maximale pour un périmétre donné, étude de ’effet
des variations du rayon sur aire et le périmétre, calcul de la longueur de l'orbite de la terre
autour du soleil, calcul du périmétre d’un cercle connaissant les dimensions d’un rectangle
inscrit dans ce cercle (nécessite une application du théoréme de Pythagore, vu en 7B;
’énoncé ne contient pas d’indication sur ce point), étude d’une situation de proportion-
nalité entre les aires de couronnes emboitées (conception d’une cible de tir), calcul d’aire
de figures complexes. Comme on le constate réguliérement, ces propositions d’activités de
réinvestissement sont complexes et parfois ouvertes.

Conclusion

Dans la classe de 8B, une unité regroupe différentes connaissances relatives au cercle :
définition en terme de centre et rayon, notion de périmétre et d’aire dans ce cas particu-
lier d’une surface délimité par un contour courbe, formules du périmétre et de I’aire. Ceci
conduit & l'introduction du nombre 7 dont I'idécimalité est abordée & partir de I’impossi-
bilité de déterminer exactement l'aire du disque par quadrillage. Sans aucune exception,
les connaissances citées sont I’'objet de situations dans lesquelles 'activité des éléves est a
priori fortement sollicitée. En particulier, les éléves sont impliqués dans 'invention et la
réalisation de processus d’estimation du périmétre et de l'aire; la formule du périmétre
est étayée par la constatation d’une certaine invariance des quotients p/d, p et d étant
obtenus par mesurage. Celle de I’aire s’appuie sur 'obtention de la proportionnalité de
laire et du périmétre & partir de la propriété analogue des polygones réguliers, le cercle
étant considéré comme un polygone " infini "; une seconde justification est proposée qui
rappelle une méthode chinoise de découpage et recomposition.

Certaines des activités supposent que les éléves prennent des mesures ; aucune réflexion
ne porte sur les difficultés inhérentes & 'imprécision des mesures au moment de la formu-
lation d’une relation (travail sur la proportionnalité Périmétre/Diamétre).

Cette unité peut étre le lieu d’une prise de conscience de la différence entre les dessins
matériels de GI et les objets abstraits de GII. En effet, I'idée que le cercle n’est & aucun
moment confondu avec un polygone inscrit pourrait apparaitre dans le travail sur la dé-
termination de 'aire, cette intuition s’appuyant sur celle de la courbure du cercle. Mais
ce nouveau point de vue n’est pas explicité, ’occasion de travailler explicitement sur un
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changement de paradigme n’est pas saisie.

Conformément aux orientations générales, les activités proposées cherchent & impliquer
les éléves dans les recherches proposées, avec notamment des travaux par groupes ou par
paires.

Les Manuels

Nous avons examiné deux manuels ayant regu récemment ’agrément ministériel (Ar-
rayan, agréé pour 2005-2006; Mare Nostrum, agréé pour 2002) et un manuel non agréé
Santillana 2003.

Dans le premier, les travaux sur le cercle sont intégrés dans la premiére unité Poligonos,
cireunferencias, dreas y perémetros. 10 pages sont consacrées au cercle, reprenant la plupart
des situations proposées dans les Dacc. Nous retiendrons cependant que le travail sur la
détermination de la formule de l'aire & partir de la relation entre aire et périmeétre des
polygones réguliers n’est pas repris, c’est la seconde méthode suggérée dans les textes qui
est proposée. Par ailleurs, le caractére approximatif de la valeur trouvée pour pi et la
nature idécimale de ce nombre ne sont ’objet d’aucune réflexion spécifique & ce moment
de la progression. Seul un petit encart intitulé Conexiones con la historia fait référence &
diverses valeurs fractionnaires et décimales (3.14084507... par exemple, les pointillés n’étant
'objet d’aucun commentaire).

L’unité suivante Nidmeros y ecuaciones aborde la question des développements déci-
maux infinis et des approximations. Le nombre pi n’apparait & aucun moment dans cette
unité.

Le Mare Nostrum consacre sa troisiéme unité au théme Poligonos, circunferencias,
dreas y perimetros. Le travail sur le cercle occupe 10 pages et demi. Les situations proposées
sont & nouveau trés inspirées des textes ministériels. Ce manuel aborde la question de ’aire
a la fois par les polygones (plusieurs types de polygones sont utilisés pour obtenir des
estimations de l'aire d’un disque de rayon 5 cm) puis par la seconde méthode qui permet
de justifier la formule générale. Quelques lignes sont consacrées & pi :

"Este cuociente corresponde al niimero irracional 7, decimal infinito no periédico, para
el cual desde la antigliedad, se ha dado diferentes aproximaciones 1tiles para trabajar
en calculos : 3 por los hebreos, 3.16 los egipcios y 3.14 por los griegos. " (p. 107)

Mais I'idécimalité de 7 n’est pas mise en relation comme le suggérent les textes officiels
avec la question de la détermination des mesures.

Ce livre ne traite pas de la question des développements décimaux infinis.

Notons que de nombreuses activités de groupes ou par deux sont proposées dans les
deux manuels. Un examen rapide nous conduit & affirmer que I’énoncé des taches est en
général assez guidé. Mais ce point nécessiterait une étude plus approfondie.

A l'opposé de ces deux manuels dans ’ensemble fidéles aux suggestions ministérielles, ce
qui explique qu’ils aient regu 1’agrément officiel, le manuel &dité par les éditions Santillana
ne consacrent que 4 pages au théme du cercle dans 'unité 6 Medicidn.

La question du périmétre est introduite par un texte sans qu’aucune mise en activité
des éléves ne soit envisagée : un hexagone régulier est inscrit dans un cercle, on en déduit
que le quotient entre périmétre et diamétre est supérieur & 3; puis on affirme qu’avec un
polygone régulier & 20 cotés, on obtiendrait une meilleure valeur approchée de 7 en suivant
la méme méthode : " nos acercaremos més al valor de 7 = 3.1415 ". La proportionnalité
entre périmétre et diameétre est considérée comme allant de soi.
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Le manuel institutionnalise alors que

" la razén entre el perimetro y el didmetro de una circunferencia recibe el nombre de 7
y su valor aproximado es 3.14. La longitud de una circunferencia es igual al producto
de su didmetro por .

Perimetro = w.didmetro "

On passe ensuite & des exercices d’application (calcul de périmétre, rayon connu, et
inversement du rayon, le périmétre étant connu, variation de la nature du nombre et de
’unité). Notons que dans I’énoncé de ces exercices, on peut lire I’égalité suivante : m = 3.14,
c'est-a-dire que sans aucune réflexion sur ce point, le nombre est égalé & un décimal.
Suivent deux exercices portant sur le périmétre de secteurs angulaires (formule du périmétre
suivant le nombre de divisions de la circonférence, applications numériques) puis deux sur
le périmétre de couronnes.

La structure des deux pages consacrées a 'aire est identique. L’introduction reprend la
méthode chinoise (seconde méthode suggérée par les Dacc). On se situe dans le cas d'un
découpage en 8 secteurs; on dit que la figure formée par recomposition est un parallélo-
gramme puis que sa hauteur s’approche du rayon du cercle et que la longueur de sa base
est proche de la moitié du périmétre du cercle. Le manuel écrit alors : b.h = 7r.r = 772,
c’est-a-dire qu'’il se permet de remplacer une approximation par une égalité.

Suivent, sans aucune remarque supplémentaire, les exercices d’applications exactement
de méme type que pour le périmétre.

Bien qu’une unité antérieure porte sur les Decimales finites y infinites, rien n’est dit
sur la nature de 7 qui, nous ’avons vu est au contraire identifié & 3.14.

Conclusion

Nous retiendrons que les manuels agréés reprennent assez fidélement les suggestions
ministérielles & un point prét, celui de la nature idécimale de = qui pourrait donner lieu
4 une certaine ouverture sur le caractére idéal des objets traités en mathématiques. Cette
possibilité, envisagée dans une certaine confusion par les Dacc, n’est pas reprise.

Le manuel non agréé que nous avons examiné ne s’inscrit pas dans la perspective de
construction des connaissances pronée par les instructions ministérielles; le théme étu-
dié ici est trés rapidement traité, les éléves étant seulement sollicités pour des exercices
d’application des formules.

4.2.2 Approche francaise
Programmes

A Décole élémentaire, la formule du périmeétre du cercle figure au programme de la
derniére année de cycle 3 jusqu’en 2003-2004. Depuis 2004-2005, les textes précisent qu’on
n’aborde pas la formule donnant le périmétre mais que divers travaux peuvent donner lieu
4 une rencontre avec la proportionnalité du périmétre et du diamétre.

Au collége, nous analysons les programmes en vigueur jusqu'en 2004-2005, ’année
2005-2006 étant marquée par un changement du programme de Sixiéme.

Sixiéme :

1. Travaux géométriques

Les notions de centre, rayon et diamétre ont été abordées au cycle 3 de ’Ecole Elémen-
taire.
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Contenu

Compétences exigibles

Commentaires

1.2. Surfaces planes : me-
sure, comparaison et cal-
cul- d’aires et de péri-
meétres

Déterminer ’aire d’une surface &
partir d’un pavage simple.
Comparer des périmétres, com-
parer des aires.

Calculer l'aire et le périmétre
d’un rectangle.

Evaluer & partir du rectangle,
l’aire d’un triangle rectangle.

On pourra faire déterminer des aires &
I’aide, soit de reports, de décomposi-
tions, de découpages et de recollements,
soit de quadrillage et d’encadrements.

Ces travaux permettront de retenir sous
forme d’images mentales, le passage du
rectangle au triangle rectangle ou au
parallélogramie, et de mettre en place

des calculs sur les aires & partir de 'aire
du rectangle.

On pourra s’appuyer sur ces travaux
qui donnent du sens & la notion d’aire
pour constituer et utiliser un formu-
laire. Cette utilisation pourra étre liée
aux unités usuelles et aux changements
d’unité.

Calculer la longueur d’un cercle

Au plan numérique, les travaux portent sur les nombres entiers et décimaux.

On aborde la division décimale dans le cas de la division d’un décimal par un entier;
dans ce cadre, les éléves doivent savoir « prendre ’arrondi & 'unité ou la troncature ».

L’écriture fractionnaire du quotient de deux entiers puis de deux décimaux constitue
une deuxiéme rubrique. Si les éléves doivent savoir « pour les décimaux courants, passer
d’une écriture décimale & une écriture fractionnaire et vice-versa », & aucun moment, la
question de I’existence d’une écriture décimale d’une fraction n’est abordée par les textes,
y compris dans les commentaires d’accompagnement.

Cinquiéme :
A Travaux géométriques
Contenu Compétences exigibles Commentaires
4. Cercle Calculer Paire d’un disque de

Aire du disque rayon donné

Les travaux numériques visent dans cette classe & approfondir « le travail engagé en
classe de 6° (division, enchainement des opérations). La maitrise des quatre opérations sur
les décimaux relatifs est exigible en classe de 4°. » (Accompagnement, p.62). La question
de I'idécimalité n’apparait & aucun moment, pas méme en 4° ol pourtant sont introduits
les racines carrées pour conclure (grace & la calculatrice) les applications du théoréme de
Pythagore et le cosinus.

Dans le programme de 3%, on trouve dans la rubrique B.Travaux numériques, 4. Nombres
entiers et rationnels, une référence a m :

« A cbté des nombres rationnels, on rencontre au collége des nombres irrationnels
comme 7 et v/2. On pourra éventuellement démontrer I’irrationnalité de /2. Une telle
étude peut également &tre mise & profit pour bien distinguer le calcul exact et le calcul
approché. »

Les textes d’accompagnement n’abordent & aucun moment les notions d’aire et de
périmétre, pas méme dans le cas du cercle. On y rencontre une seule allusion & 7 qui se
situe dans les commentaires du programme de 3¢ :

« La synthése sur les nombres rencontrés au collége permet par ailleurs de donner

un nouvel éclairage sur les nombres rationnels, en mettant en évidence que tous les
nombres ne sont pas rationnels. Le nombre 7 en est bien sr un exemple, mais ce sont
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surtout les nombres qui ne peuvent pas étre exprimés exactement autrement qu’en
utilisant le symbole v qui en sont la meilleure illustration. » p. 95

Autrement dit, 7 est banalisé car il est introduit trés précocement en géométrie, & un
moment ol la progression numérique ne s’intéresse pas & la question du développement
décimal quand il est illimité.

Le périmétre du cercle dans les manuels de CM2

Nous avons analysé les manuels suivants qui constituent un échantillon représentatif
des manuels les plus utilisés : J’apprends les maths CM2 (Retz, 2002); Le nouveau Math
Elem CM2 (Belin, 2001); Objectif Calcul CM2 (Hatier, 2001).

J’apprends les maths CM2

Une activité intitulée Je découvre consiste dans une premiére phase a faire mesurer le
périmétre de 6 cercles de diamétre variant de 1 cm en 1 ¢cm de 2 & 8 cm. La méthode
consiste & utiliser des bandes de papier.

On demande ensuite aux éléves de présenter les résultats sous forme de tableau et
un jeu de questions les conduit & observer les variations du périmétre entre deux valeurs
consécutives du diamétre. Cette phase se conclut par une prévision du périmeétre d'un
cercle de diamétre I1cm, avec vérification a posteriori par mesurage. Les conseils donnés au
professeur dans le manuel qui leur est destiné les incitent & orienter les observations vers la
recherche d’une relation du type le périmetre est environ 3 fois plus grand que le diamétre.

La deuxiéme phase de 'activité énonce alors une régle plus précise :

En fait, pour un diamétre de lcm, le périmétre est approximativement de 3,14 cm;
pour un diamétre de 2 cm, le périmétre est approximativement de 2 fois 3,14 c¢cm ...

11 est alors demandé aux éléves de compléter cette fois par calcul un tableau donnant
les valeurs du périmétre pour les diamétres envisagés dans la phase 1 puis de comparer les
tableaux mesures/calculs en essayant d’expliquer les différences.

Si les variations des mesures entre les éléves sont commentées dans le livre du maitre
(elles sont attribuées aux imprécisions de mesurage), les écarts entre mesures et calculs
ne sont ’'objet d’aucune réflexion, on peut penser qu’elles sont attribuées d’une part aux
erreurs de mesurage, d’autre part au fait annoncé par le maitre que 3,14 n’est qu'une
approximation.

Le livre du maitre suggére de clore activité de la fagon suivante qui n’apparait pas
dans le livre de 1’éléve :

Sur divers objets (boite de conserve, bolte & camembert, casseroles, pots de fleurs...)
que 'enseignant a apportés, on effectue d’abord une mesure du diamétre, puis le calcul

du périmétre, enfin la mesure du périmétre avec du fil non élastique pour vérifier
Panticipation faite avec le calcul.

La rubrique J’ai appris se présente de la fagon suivante :

Le périmétre du cercle est proportionnel & son diameétre

A chaque fois que le diamétre augmente de lcm, le périmétre augmente d’un nombre
de cm qu’on note 7 (il se lit pi).

Au milliardiéme prés, m = 3,141592654. Le plus souvent, on utilise 7 = 3,14 [...]

Sur le nombre 7, le livre du maitre précise que ’enseignant peut ajouter que ce nombre
n’est ni un décimal ni une fraction.

L’unité se termine par quatre exercices d’application dans lesquels 1'éléve n’a aucune
mesure & effectuer.
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Conclusion : ce manuel fait rencontrer la proportionnalité du périmétre au diamétre d’abord
sous la forme de la constance des accroissements puis sous la forme du coefficient de
proportionnalité ; les éléves sont impliqués dans une activité effective de mesurage qui leur
donne I'occasion de travailler la notion de périmétre dans le cas d'une courbe; I'idécimalité
de 7 est abordée.

On peut observer que 1’énoncé de I’activité de découverte est trés directif.

Le nouveau Math Elem CM2

La partie introductrice, intitulée Découvrir, montre avec des dessins assez réalistes
comment mesurer le périmétre (avec un métre de couturiére ou une ficelle que I'on mesure)
et le diametre (avec deux équerres adossées & une barre rectiligne et une régle graduée)
d’un objet cylindrique.

Puis, on donne un tableau fournissant la mesure du périmétre et du diamétre de hui
objets dont la nature est précisée (lampe, assiette, tuyau...); il est alors demandé aux
éléves de diviser le périmétre par le diamétre correspondant en utilisant une calculatrice.
Le résultat doit étre donné avec deux chiffres aprés la virgule. Ceci se termine par la
question :

Qu’observes-tu ? Calcule la moyenne de ces quotients.

Les quotients arrondis oscillent entre 3,12 et 3,16. Le recours & la moyenne (inspiré
d’une pratique en Sciences expérimentales) n’est pas commenté.

Ceci est institutionnalisé sous la forme de deux formules avec rayon et diamétre. On
précise que la longueur du cercle est proportionnel au rayon, que = 3,14159... et enfin que
dans la plupart des calculs, il suffit de prendre 3,14 comme valeur approchée. Rien n’est
dit sur le sens des points de suspension.

L’unité se termine par 4 exercices d’application. Dans 'un d’entre eux, 1'éléve doit

mesurer lui-méme le rayon.
Conclusion : ce manuel fait rencontrer la proportionnalité sous la forme opérateur scalaire
(quotient constant); bien que les méthodes de mesurage du périmétre et du diamétre
soient montrées, elles ne sont pas utilisées par les éléves, le manuel donnant les mesures sur
lesquelles I’éléve doit constater la proportionnalité en effectuant des divisions. La spécificité
de 7 n’est I'objet d’aucun commentaire.

Objectif Calcul CM2

La formule du périmétre d’un cercle apparait dans une unité intitulée « Décimaux,
fractions et mesures de longueurs (2) ». L’exercice n°10 aborde ce théme en donnant d’em-
blée la formule P = D attribuée aux hommes de I’Antiquité. Le nombre 7 est I’objet des
considérations suivantes :

Ce nombre mystérieux (7) n’est ni un entier ni un décimal, ni une fraction. Il a une
infinité de chiffres aprés la virgule.

7 = 3.1415926535897...
Puis on donne aux éléves la consigne suivante accompagnée du dessin de 3 cercles a, b
et ¢ (centre pointé) :

Les périmétres des cercles a, b et ¢ mesurent environ : 44 mm, 66 mm, 157 mm.

Mesure les diamétres de ces cercles puis, pour chacun d’eux, divise le périmétre par le
diamétre. Quelles valeurs approchées trouves-tu pour 7 7

L’objectif annoncé aux enseignants dans le livre du maitre est la détermination de
valeurs approchées de .
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Conclusion : Les éléves sont partiellement impliqués dans la détermination de mesures,
ce qui est fréquent & ce niveau mais on notera qu’ils ne le sont pas pour les périmétres ce
qui ne les met pas en situation de travailler sur la notion de périmétre dans le cas d’une
surface de frontiére non polygonale. La proportionnalité n’est qu’indirectement abordée
lors de la premiére rencontre avec la formule, les éléves ayant & leur charge de convertir la
formule multiplicative en une propriété relative au quotient. La nature idécimale de 7 est
mentionnée.

Ces trois manuels présentent 3 stratégies de présentation de la formule du périmétre :

— Mesurage effectif par les éléves qui donne lieu & un travail sur la notion de périmétre
d’une surface non polygonale et mise en évidence de la proportionnalité;

— Mesurage seulement montré mais non pratiqué, les éléves étant seulement impliqués
dans des calculs qui conduisent & la formulation de la proportionnalité.

— Pas de référence au mesurage effectif, la formule est donnée et le calcul des quotients
(aprés mesurage des diamétres seulement) donne des valeurs approchées de 7 . La
proportionnalité n’est constatée qu’a posteriori.

Les trois manuels retiennent la valeur 3,14 pour 7, 'idécimalité est explicitée dans deux
cas sur trois.

Le périmétre du cercle dans les manuels de Sixiéme

Nous avons analysé six manuels, les trois premiers sont les plus utilisés : Cing sur Cing
(Hachette), Triangle (Hatier), Nouveau Transmath (Nathan), Nouveau Décimale (Belin),
Bordas, Magnard-édition 2000.

Nous relevons les points suivants :

— Quatre manuels proposent un travail sur ’idée de périmétre d’un cercle (ficelle) ;trois
(Magnard, Triangle, Nouveau Décimale) impliquent les éléves dans des manipulations
effectives, dans le dernier (Bordas), il s’agit d’une simple évocation.

— Deux des trois manuels les plus utilisés (Triangle, Nouveau Transmath) considérent
la formule comme déja connue et ne proposent donc aucune activité relative & la
mise en évidence de la proportionnalité. Les autres reviennent sur ce point : avec
mesurage par les éléves dans les manuels Magnard, Bordas et Nouveau Décimale, le
Cing sur Cing fournissant les mesures sur lesquelles il s’agit de mener le calcul des
quotients.

— Tous les manuels donnent la valeur approchée 3,14 pour 7 ; Bordas, Nouveau Déci-
male et Magnard proposent d’autres valeurs approchées. Enfin 3 manuels (Triangle,
Nouveau Décimale, Magnard) font mention de I'idécimalité.

Nous retiendrons deux exemples extrémes d’activités introductrices. Elles montrent la
diversité des situations considérées comme des Activités dans les manuels de collége.
Cing sur Cing 6¢ Ch.11 Périmétres et aires.

Ce chapitre commence par 2 pages intitulées De quoi s’agit-il ? divisées en deux ru-
briques : Comment différencier le périmétre et l’aire ? Comment effectuer des changements
d’unité de mesure ? et Comment calculer le périmétre et Uaire de figures simples 2 Com-
ment calculer la longueur d’un cercle 7. Dans cette seconde rubrique, la premiére partie
est consacrée aux rectangle, carré et triangle rectangle, la seconde au cercle. Celle-ci (1/3
page) est intitulée Avec pi!:

A Paide d’un logiciel de construction géométrique, on a tracé le cercle ci-contre [cercle
avec un diamétre, les extrémités du diamétre et le centre sont pointés en rouge, figurent
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en surimpression du diamétre 3,35 cm et & coté du cercle 10,53 cm] On a ensuite affiché
la mesure de son diameétre et de sa longueur {(on dit aussi périmétre).

En faisant varier le diamétre, on a obtenu les résultats des deux premiéres lignes du
tableau suivant :

Diamétre d (en cm) 3,35 4,71 5,44 1,71 0,99
Longueur L du cercle (en cm) 10,53 14,99 17,09 5,38 3,11
Quotient L : d

1. Recopier le tableau puis le compléter en utilisant une calculatrice (ou un tableur).
2. Recopier et compléter :

La ... d’un cercle est proportionnelle & son ... . Le coeflicient de proportionnalité est
un ... trés proche de 3,14. ( p. 163)

Les valeurs tronquées trouvées pour les quotients sont les suivantes :
3,1432 3,1425 3,1415 3,1461 3,1414

Les éléves n’ont donc ici aucune implication dans la détermination de mesures. Cette
activité invoque en fait une situation de mesure dont ils ne peuvent pas connaitre les
instruments. D’ailleurs, le manuel ne propose aucune activité qui travaillerait sur le concept
de périmeétre. Aucune réflexion n’est proposée sur I'approximation donnée des mesures
(pourquoi des décimaux & deux chiffres, s’agit-il de mesures exactes ?).

Les valeurs trouvées pour les quotients sont effectivement proches de 3,14. la stratégie
adoptée permet au professeur d’éviter la confrontation & l'irrégularité des valeurs trouvées
en cas de mesurage effectif par les éléves. Quoiqu’il en soit, ces quotients ne sont pas égaux
entre eux, comment passe-t-on de cette observation & la phrase de conclusion ? Le manuel
n’en dit rien.

La deuxiéme question ne laisse aucune responsabilité & 1'éléve quant au repérage de la
proportionnalité. Les mots qu'il doit ajouter pour compléter la phrase ne sont pas au c ceur
de l'enjeu de ce qu’on ne peut vraiment pas appeler une activité : les éléves n’y sont que
des exécutants, ils effectuent des calculs entre des nombres qu'’ils n’ont pas eu 'occasion
de mesurer et ils complétent des trous dans une phrase.

Magnard Ch. 4 : Aire et périmétre - Activité 8 (deux tiers de page) : A la recherche de
(8,1415...) p.69

Prends plusieurs boites cylindriques de différents diamétres.
Pour chaque boite, mesure le diamétre une dizaine de fois et prends la moyenne d des
10 mesures.
Entoure chaque boite d’un fil, en faisant 10 tours. Mesure la longueur totale du fil et
divise par 10 pour avoir une mesure p du périmétre de la boite.
Rassemble les valeurs obtenues dans un tableau
Boite N1 N°2 N°3 N°4
Diamétre d.
Périmétre p
Calcul p :«d
Les éléves sont donc amenés 4 effectuer eux-mémes des mesures. Une certaine prise en
compte de la difficulté liée au processus de mesurage est présente dans I'énoncé. Elle fait
écho aux démarches effectives des sciences expérimentales. Mais aucun commentaire ne
cherche & justifier les mesures demandées, rien non plus sur les variations incontournables
des valeurs trouvées pour les quotients.
Signalons pour terminer cette étude qu’un rapide examen des manuels correspondant
aux nouveaux programines, en vigueur depuis Septembre 2005, semble montrer une sensible
évolution des activités proposées, impliquant dans plus de cas les éléves dans des mesurages.
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Conclusion.

L’attitude des manuels est variable, ce qui peut s’expliquer par le fait que la formule
du périmeétre figurait au programme de 1’école élémentaire pendant 1’essentiel de la période
d’utilisation des manuels en question. Ainsi 2 sur 6 ne reviennent pas sur la notion de péri-
métre et 3 sur 6 seulement aménent les éléves 4 se confronter matériellement au probléme
de sa détermination. Les proportions sont exactement identiques pour ce qui concerne la
question de la proportionnalité périmétre/diamétre. En fait, deux manuels seulement qui
ne figurent pas parmi les plus utilisés impliquent matériellement les éléves dans une activité
mettant en jeu les deux aspects.

Pour ce qui est du nombre 7 , on ne s’attarde pas sur lui; la moitié¢ des manuels
mentionnent sans développement son idécimalité, tous donnent la valeur approchée 3,14 et
5 sur 6 d’autres valeurs.

L’aire du disque dans les manuels de cinquiéme

Les six manuels examinés sont les suivants : Nouveau Décimale (Belin), Bordas, Cing
sur Cing (Hachette), Triangle (Hatier), Magnard, Nouveau Transmath (Nathan), - édition
2001.

Nouveau Décimale

Ce manuel propose 4 Activités (4 pages) consacrées successivement & 1’aire du parallé-
logramme, du triangle, du disque puis & des méthodes de calcul. Le manuel ne revient pas
sur la détermination de l’aire par pavage.

Sur une page compléte, l’activité consacrée au disque fait dans un premier temps établir
la formule donnant I'aire d’un polygone régulier 4 n sommets en fonction du coté a et de
la distance h du centre aux cotés. On s’intéresse ensuite au disque. Le manuel présente
le dessin d’un cercle (en rouge) et de deux dodécagones, respectivement inscrit (en vert)
et circonscrit (en bleu) au cercle. Les valeurs du rayon r du cercle et de la distance h
du centre du cercle aux cotés du polygone inscrit figurent sur ce dessin; un codage de
perpendicularité fait apparaitre que le rayon r est aussi la distance du centre aux cotés du
polygone circonscrit.

Les questions se présentent ainsi :

a. A 0,1 cm prés, le périmétre pl du polygone bleu est égal &4 19,3 cm, le périmétre p2
du polygone vert est égal 4 18,6 cm. Calcule les aires Al et A2 de ces polygones & 1
cm? prés.

b. A I'aide des résultats du a., encadre l’aire A du disque rouge de rayon 3cm.

c. L’aire d’un disque de rayon r est donnée par la formule A = 7.7? . Calcule A si
r = 3em. Compare avec le résultat du b.

Cette activité rappelle le travail sur les polygones présenté au Chili. Mais il faut re-
marquer que d’une part ’éléve n’intervient pas dans la réalisation du dessin ni dans la
détermination des mesures et que d’autre part, la référence au polygone n’est pas générali-
sée pour justifier la formule de I'aire du disque. Le lien entre cercle et polygones ne donne
lieu & aucune institutionnalisation.

La partie suivante, intitulée « L’essentiel » contient un formulaire qui reprend la formule
de laire du disque et remarque que le nombre 7 permet aussi de calculer la longueur d'un
cercle, la formule étant rappelée.
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Bordas

L’aire du disque est 'objet d’une activité (1 page). Trois surfaces colorées délimitées
par des cercles sont données sur papier quadrillé. Pour chaque cercle, un carré circonscrit
est dessiné en pointillé.

La premiére question demande de prévoir un ordre de grandeur de l'aire (exprimée en
carreaux) en utilisant le quadrillage et les carrés tracés en pointillés. Les commentaires
destinés aux professeurs font référence 4 un encadrement dont on peut remarquer qu'il
n’est pas demandé dans P’énoncé et affirment que cette approche permet de donner du sens
a une formule souvent trop abstraite pour les éléves. Mais aucun prolongement ne cherche
4 obtenir des approximations moins grossiéres.

La deuxiéme question donne la formule en rappelant que 7 est un nombre dont 3,14 est
une valeur approchée et fait appliquer la formule pour les 3 disques initiaux. La derniére
question fait comparer les résultats obtenus en utilisant la touche 7= de la calculatrice &
ceux qu’on obtient avec 3,14.

Le cours énonce les formules de aire du disque, de aire latérale et du volume d'un
cylindre.

Cing sur Cing

La rubrique « De quoi s’agit-il? » présente sur deux pages quatre activités, les deux
derniéres consacrées au disque. Notons qu’aucun travail ne reprend 1'idée de détermination
exacte ou approchée d’une aire par pavage.

L’activité 3, intitulée « En connaitre un rayon!» commence par deux citations :

Si la circonférence est fiére d’étre égale & deux pierres,
Le cercle est tout heureux d’étre égal & Pierre II (Oulipo)

L’aire d’un cercle est égale & celle d’un triangle rectangle dont un des cotés de 'angle
droit est égal au rayon du cercle et 'autre coté de I’angle droit a la circonférence du
cercle. (Archimede)

Les questions posées aux éléves sont les suivantes :
1. Rappeler la formule du périmeétre d’un cercle en fonction de son rayon R. Au fait !
La solution est donnée par la premiére strophe du poéme d’Oulipo.
2. a) En utilisant la proposition d’Archiméde, exprimer I’aire d’un disque en fonction
de son rayon R.
b) Controler le résultat obtenu grace & la seconde strophe du poéme d’Oulipo.

Quelles sont les raisons qui ont poussé les auteurs & un tel énoncé? Nous ne nous
attarderons pas sur ce sujet. Nous retiendrons seulement que rien n’est entrepris pour
légitimer les formules avancées.

La derniére activité est consacrée & la proportionnalité de I’aire d’un secteur angulaire
et de la mesure de 'angle.

La rubrique « Retenir notions et méthodes » rappelle la formule du périmétre d’un
disque et donne celle de ’aire en rappelant que 7 =~ 3,14. On attire l'attention sur le fait
que 72 # 2r.

Puis on passe aux applications (calcul de I’aire d’une figure complexe, calcul de l'aire
d’un secteur angulaire).

Triangle

La page de présentation de ce chapitre fait référence en quelques lignes & une méthode
attribuée aux Egyptiens : il s’agit d’approcher I’aire du disque par celle d'un octogone. Les
Egyptiens se trompaient-ils beaucoup dans ce calcul ? Telle est la question qui clot cette
présentation dont la thématique ne sera pas reprise.
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Le chapitre propose neuf activités, aucune activité ne vise & introduire la formule de
’aire du disque dont la formule est directement donnée puis appliquée; & cette occasion, la
valeur approchée 3,14 est rappelée. Une activité s’attarde sur les différentes interprétations
erronées de la formule (confusion avec la formule du périmétre, confusion rayon/diamétre,
confusion double/carré). Ce chapitre ne revient pas sur l'idée de détermination de I’aire
par pavage.

La rubrique « Connaissances » donnent les formules d’aires figurant au programme et
en remarque rappelle que la calculatrice donne directement une valeur approchée de 7 .
Les méthodes concernent la détermination de 'aire par application d’une figure ou par
décomposition en figures simples.

Magnard

Ce manuel propose 7 activités sur les aires. L’activité 4 (1 page, p.105) est consacrée &
Paire du disque. Elle comprend trois approches différentes :

1)Aire et quadrillage.

Sur du papier quadrillé 5 x 5, trace un cercle de rayon 5 em. Evalue le nombre de carrés
nécessaires pour couvrir & peu prés Uintérieur du disque. Evalue le nombre minimum

de carrés nécessaires pour recouvrir le disque. Déduis-en un encadrement de Paire du
disque en cm?

2) A la maniére des Anciens.

Le processus proposé est analogue & celui qui est abordé au Chili (secteurs angulaires
identiques disposés téte-béche). Aprés avoir montré la manipulation sur des quarts de
disques, on demande :

Fais le méme travail avec un disque partagé en 10 secteurs identiques. Imagine la figure
obtenue si I'on découpe le disque en 100 secteurs angulaires identiques et dessine son
contour. Que peux-tu dire de sa longueur 7 De sa largeur 7 De son aire ?

Ecris une formule donnant ’aire d’un disque.

3) Des calculs

Il s’agit d’appliquer la formule en donnant d’abord une valeur exacte puis une valeur
approchée en prenant 3,14 pour w

La rubrique « L’essentiel » donne une définition du disque puis dans un formulaire, la
formule de 'aire du disque, accompagnée de deux valeurs arrondis de 7 .

Nowveau Transmath
Ce manuel propose six activités d’introduction (3 pages) ; deux sont consacrées  l'aire,
d’un triangle puis du disque (1/2 page). Celle-ci commence par une Info :

Le géométre grec Archiméde (-284,-212) a été le premier & expliquer comment calculer
Paire d’un disque en le découpant réguliérement en beaucoup de triangles.

Suivent deux questions.

La premiére est illustrée par deux dessins représentant respectivement un hexagone et
un dodécagone inscrits dans un cercle. On demande aux éléves de dire quel polygone a
Paire la plus proche de celle du disque puis de dire ce qui se passe si on trace un nombre
encore plus grand de triangles.

La seconde question donne la formule de 'aire du disque sous deux formes :

Rx2rR . . C
———— =7 X R x R; il est alors demandé aux éléves d’imaginer une explication en

observant un dessin qui reprend un dodécagone inscrit en introduisant une représentation
de la hauteur h de I'un des 12 triangles, un codage du rayon et de la base d’un triangle
par R et b respectivement.
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L’objectif annoncé pour le professeur est de donner une image mentale qui permet de
comprendre la formule de laire d’un disque.

Le cours reprend la formule en insistant sur la lecture et le sens de R2. Un exemple
d’illustration fait la distinction entre la valeur exacte (25 = cm?), la valeur donnée & la
calculatrice et Parrondi. Rien n’est dit sur le nombre .

Conclusion.

Sur six manuels, deux (Magnard, Nouveau Transmath) font véritablement un effort
pour justifier la formule. Deux (Bordas, Magnard) lient aire du disque et quadrillage mais
pour Bordas, ’encadrement obtenu est trés grossier. Un troisiéme manuel obtient un en-
cadrement grace & deux dodécagones inscrit et circonscrit mais, contrairement a ce que
propose le Nouveau Transmath, le travail effectué sur le périmétre d’un polygone régulier
ne sert pas de point d’appui pour justifier la formule.

Les deux derniers manuels donnent la formule sans aucune activité préparatoire.

Le nombre 7 n’est 'objet d’aucune réflexion particuliére. ‘

Nous terminerons ces analyses par la remarque suivante : les manuels de collége ne
donnent aucune indication de gestion; il n’est jamais envisagé que certaines activités
puissent &tre traitées en groupe ou par paires.

4.2.3 Synthése

Le programme francais introduit les formules de périmétre et d’aire du disque sépa-
rément (CM2 pour le périmétre dans les programmes en vigueur jusqu’en 2003-2004, 6e
aujourd’hui, 5e pour laire), & un moment ot la réflexion sur I'idécimalité et Iirrationnalité
n’est pas en vue. Le programme chilien aborde la méme année (8B, ce qui correspond & la
4¢) dans une méme unité ces différentes notions, idécimalité comprise.

Les Dacc chiliens proposent un ensemble riche d’activités qui mettent les éléves en
situation de construire un sens aux notions de périmétre et d’aire du disque puis aux for-
mules ainsi qu’a I'idécimalité de . Un premier travail repose sur 'invention et la réalisation
de procédés de mesures effectives du périmétre comme de laire. En prolongement de cette
approche matérielle, la formule du périmétre est justifiée par une vérification expérimen-
tale de la proportionnalité Périmétre/Diamétre. Pour celle de I’aire, deux justifications plus
intellectuelles puisque reposant sur un passage a l'infini, sont proposées.

Certaines réflexions, toutefois trés confuses, laissent & penser qu'une certaine différen-
ciation entre cercle idéal et objet matériel est envisagée en liaison avec l'idécimalité de
.

La description des modalités de mise en ceuvre des activités fait réguliérement mention
de consigne visant & impliquer les éléves, notamment dans des travaux collectifs ; il est clair
qu’on ne peut savoir & ce niveau de 1’étude si ces conseils pédagogiques sont suivis dans les
classes.

Les manuels agréés analysés reprennent & leur compte I’essentiel des suggestions minis-
térielles & I’exception de la réflexion sur ’idécimalité du nombre 7 ; le changement possible
de paradigme n’est donc pas du tout envisagé. Il apparalt toutefois que d’autres manuels
peuvent faire des choix radicalement différents de ceux du Ministére.

Les textes officiels francais ne définissent aucun projet détaillé. L’analyse des manuels
montre une grande diversité. Nous nous autoriserons & résumer les résultats de ’étude de
la fagon suivante :

— un tiers des manuels (ce ne sont pas au collége les plus utilisés) adoptent une démarche

comparable & la démarche chilienne, c’est-a-dire s’efforcent de donner du sens aux
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notions et aux formules en impliquant les éléves dans des activités réelles, n’excluant
pas la réalisation de mesures;

— un tiers des manuels se contentent de donner les formules puis de les faire appliquer;

— le dernier tiers propose certaines activités d’approche mais le mesurage en est exclu.

Dans ce dernier tiers, on trouve plutot des activités relativement guidées dans lesquelles
les éléves surtout un réle d’exécutants mais on ne peut affirmer que les activités plus riches
rencontrées dans d’autres manuels ne dérivent pas vers le méme genre de gestion réductrice,
dans la mesure oll, contrairement aux Dacc chiliennes, les manuels de collége frangais (y
compris dans leur version destinée aux professeurs) ne donnent pas d’indication sur la mise
en ceuvre.

Rien, dans les manuels, ne vient interroger la nature des objets mesurés. Aucune des
deux formules n’est établie selon des critéres internes au paradigme géométrique de GII,
pourtant en vigueur au moins en Cinquiéme. On ne trouve cependant aucun avertissement
particulier sur la validation de ces résultats.
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4.3 La problématique des figures de méme forme et de la
semejanza de figuras

Dans ce chapitre, nous abordons I'étude d’un théme mathématique apparemment com-
mun & la scolarité des deux pays et dont ’apprentissage s’étend sur plusieurs années. Il
n’est pas facile de désigner ce théme sans risquer de donneér la prééminence & la conception
d’un des deux pays. Au Chili, le terme de similitude (semejanza) est d’un usage courant
dans les programmes, les programmes frangais n’utilisent pas ce mot qui est exclusivement
réservé aux transformations du plan. Ainsi les figures sont dites de méme forme ou, trés
souvent dans les manuels, semblables reprenant ainsi 'usage trés courant de ce terme dans
les anciens programmes de géométrie.

Sur le cas de la similitude des figures, nous revenons comme dans les deux thémes
précédents sur la question de la nature de la géométrie mise en ceuvre. Il s’agit d’identifier
le paradigme dominant, ou le jeu des paradigmes, éventuellement assumé ou lisible dans
les intentions décrites par les auteurs des programmes et des manuels.

L’étude du paradigme géométrique enseigné passe aussi par la mise en évidence des
espaces de travail géométrique développés dans chacun des pays. Nous interrogerons ici
notamment les objets proposés & ’étude du point de vue de leur statut mais aussi de leur
fonction, notamment sur le réle d’outil social ou interne aux mathématiques qu’ils peuvent
jouer.

4.3.1 Approche chilienne
4.3.1.1 Dans les Programmes et Documents d’accompagnement (Dacc)

Au Chili, la premiére rencontre avec le théme étudié apparait en 6B & travers I’agran-
dissement /réduction de figures planes :

Sexto Ano Basico

Perimetro y area : Ampliacion y reduccién de cuadrados y rectdngulos en papel cua-
drilado, expresando como razones las variaciones de los lados, el perfmetro y el area.

Les Dacc proposent une activité explorant les conséquences sur l'aire et le périmétre
d'un agrandissement des dimensions d’un carré puis d’un rectangle (multiplication par
2, 3, 4, 5). On demande aux éléves de formuler des régles & partir des cas étudiés puis
de les confronter au cas d’une multiplication par 6 (la validation du résultat obtenu par
application de la régle s’obtient par réalisation d’un dessin sur papier quadrillé ou par un
calcul utilisant les formules connues sur P'aire et le périmétre). On ne sait pas sous quelle
forme sont institutionnalisées les régles formulées qui n’auront été confrontées qu’a des cas
particuliers.

Une deuxiéme activité porte sur la réalisation d’objets :

"Planifican la construccién de objetos determinando sus medidas reales y elaborando
planos esquemaéticos a escala de sus piezas.
Ejemplo: construyen los planos para una conejera o casa para el perro."

On peut remarquer que la tache se termine par un calcul du cotit de la réalisation et
que les commentaires envisagent la possibilité d’une construction effective :

"Si se construyen efectivamente alguno de los objetos propuestos, deberan enfrentar
el desafio de dibujar rectas paralelelas, perpendiculares, 4ngulos rectos, en pliegos
grandes de papel, por ejemplo. Esto plantea desafios adicionales mayores que dibujar
en hojas de cuaderno, por ejemplo." p. 110
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On se situe ainsi dans une problématique réaliste dans le cadre du cours de mathéma-
tiques. Signalons enfin que les propositions pour I’évaluation incluent une tache analogue.

La proportionnalité est abordée en 7B ; & ce niveau, le programme de l'unité consacrée
4 ce théme ne fait pas mention de questions géométriques. Parmi les activités proposées
par les Dace, le point de vue de 'agrandissement est absent. On rencontre seulement une
recherche sur la place de la proportionnalité dans les arts avec un travail sur le nombre
d’or.

Le théme de la proportionnalité est repris en 8B et cette fois, un point de vue géomé-
trique est développé :

Octavo Ano Basico

Proporcionalidad : Resolucién de problemas geométricos de proporcionalidad (produ-
cir figuras semejantes). Realizacién e interpretacién de planos de tipo esqueméticos a
escala.

L’ Activité 4 des Dacc est consacrée 4 la construction de figures géométriques semblables
par application de critéres de proportionnalité. Deux thémes sont abordés :

1 Etant connues les dimensions d’un écran de télévision, quelles doivent &tre les
dimensions d’un écran dont la longueur de la diagonale est double pour que I'image ne soit
pas déformée?

2 Un travail sur des rectangles emboités (il s’agit d’une photographie et de son cadre),
dans quels cas les diagonales se superposent-elles 7

Il apparait dans les commentaires que des figures sont dites semblables si leurs dimen-
sions sont proportionnelles. Dans les deux cas, la similitude des rectangles est mise en
relation avec la superposition des diagonales, particuliérement lorsque l’on fait coincider
un sommet et les deux c6tés correspondants, ce qui fait apparaitre une configuration d’ho-
mothétie. Il semble que ce travail débouche sur une méthode géométrique pour tester si
deux rectangles sont semblables. Ces propriétés sont-elles institutionnalisées ? Rien n’est
dit sur le sujet. Quoiqu’il en soit aucune validation générique n’est évoquée.

L’Activité 5 porte sur la représentation a 1’échelle. Les éléves doivent savoir :

Ampliar o reducir segin una razén dada. Caracterizar la razén como una escala. Deter-
minar la escala adecuada para ampliar o reducir dibujos en determinadas situaciones.
Determinar la escala en que se ha ampliado o reducido un determino dibujo. p. 71

Le premier travail proposé est la réalisation et I'utilisation effective d’un pantographe
avec le commentaire suivant :

"El pantografo se puede construir con cartén rigid. Es en el proceso de construccién en
que se observan las relaciones entre las medidas. Por esta razén, la actividad requiere
que los alumnos y alumnas lo construyan y no es conveniente que lo compren y sélo
lo usen para dibujar"

Un second travail est centré sur la notion d’échelle : analyse de cartes et plans dis-
ponibles (il s'agit de repérer 1’échelle, de déterminer quels sont les éléments reliés par
I’échelle) ; réalisation d’une représentation & ’échelle & partir d’un objet réel :

"[...]. Explican los criterios utilizados para elegir una escala.
Realizan el dibujo correspondiente.

Registran el proceso de dibujo y explican, por ejemplo, como resolvieron el dibujo de
los angulos, en caso de haberlos, o el trazado de rectas paralelas.
Justifican adecuadamente por qué pueden asegurar que su dibujo representa adecua-

damente el objeto elegido y que, efectivamente, se mantienen las proporciones." p.
74
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Nous notons le souci de mettre en relation la proportionnalité des dimensions et la
forme géométrique, notamment & travers la conservation des angles. On peut cependant se
demander quelle justification est attendue des éléves dans la derniére question de 'activité
ci-dessus, les connaissances nécessaires n’étant pas encore disponibles (les cas de similitude
sont enseignés en 2M).

Nous retiendrons que, si les activités proposées comprennent quelques calculs, elles
intégrent aussi au moins & part égale, sinon plus, un travail géométrique que 'on peut
considérer comme un processus d’acculturation & la notion de figures semblables.

Pour ce qui concerne le paradigme géomeétrique, l'espace de travail des éléves est clai-
rement composé d’objets matériels. Si des justifications sont attendues, elles semblent, du
coté des éléves, internes 4 la Géométrie I. La formulation des instructions ne permet pas
de savoir si des résultats sont institutionnalisés; on ne sait pas non plus si le professeur
fait la différence entre conjecture et résultat général validé comme cela est demandé en 7B
ou s’il reprend & son compte le type de validation expérimentale fourni par les éléves.

La premiére année de I’Ensefianza Media est en géométrie centrée sur les transforma-
tions isométriques et la congruence des figures. On n’y revient donc pas sur I’agrandissement-
réduction qui est au contraire un objet central en deuxiéme année.

Segundo Ano Medio

L’unité 2 du programme de géométrie est intitulée « Semejanza de figuras planas ». Les
contenus visés sont les suivants (p. 36) :

Contenidos

a. Semejanza de figuras planas. Criterios de
semejanza. Dibujo a escala en diversos contex-
tos.

b. Teorema de Thales sobre trazos proporcio-
nales. Divisién interior de un trazo en una
razén dada.

c. Distincion entre hipétesis y te-
sis.Organizacién logica de los argumentos.

d. Planteo y resolucién de problemas relativos
a trazos proporcionales. Analisis de los datos
y de la factibilidad de las soluciones.

e. Teoremas relativos a proporcionalidad de
trazos, en tridngulos,cuadrildteros y circun-
ferencia, como aplicacion del Teorema de
Thales. Relacién entre paralelismo, semejanza
y la proporcionalidad entre trazos. Presencia
de la geometria en expresiones artisticas ; por
ejemplo, la razén surea.

Aprendizajes esperados

Los alumnos y alumnas :

1. Conocen los criterios de semejanza de tridn-
gulos y los aplican en el analisis de diferentes
poligonos y en la resolucién de problemas.

2. Reconocen y describen las invariantes que
se establecen al ampliar oreducir figuras.

3. Conocen el Teorema de Thales sobre pro-
porcionalidad de trazos y loaplican en la reso-
lucién de problemas.

4. Conjeturan y demuestran propiedades geo-
métricas asociadas a laproporcionalidad de
trazos y a la semejanza de figuras pla-
nas,distinguiendo entre hipétesis y tesis.

5. Conocen acerca de la mutua influencia entre
la geometria y algunasexpresiones artisticas.
6. Estiman distancias y longitudes aplicando
semejanza de tridngulos.

On voit donc rassembler dans cette unité un réseau de connaissances liées & la notion
d’agrandissement/réduction.

L’Activité 1 (p. 39) proposent plusieurs exemples relevant de pratiques sociales concer-
nant Pagrandissement /réduction (travail sur les cartes géographiques allant jusqu’aux pro-
jections de Mercator et Peters, sur des plans de machines, sur des maquettes de batiments,
sur I’emploi d’un plan pour implanter des meubles, sur les échelles de photographie). L’in-
tention affichée est que :

"Los alumnos y alumnas se familiarecen con el fenémeno de la ampliacién y la reduc-

ci6n de figuras y cuerpos; que visualisen que se mantiene la forma y que el cambio en
las medidas de longitud se rige por una escala..."
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Cette familiarisation, qui se situe tout & fait dans le prolongement du travail proposé en
8B, se poursuit dans ’Activité 2 (p. 40) par des tracés de dessins semblables® (réalisation
et utilisation d’un pantographe, agrandissement d’un puzzle, effets de ’homothétie) avec
la perspective que les éléves :

"Construyen figuras semejantes, comparan las medidas de los &ngulos y de las longi-
tudes de los lados; construyen tablas y gréaficos; establecen las invariantes asociadas
a la semejanza de figuras planas."

Si aucune définition n’est explicitée dans le texte, il semble que la notion de figures
semblables sous-jacente soit 'identité de formes traduites par 1’égalité des angles et la
conservation des rapports de longueurs. Mais un peu plus loin, on trouve la phrase suivante
qui donne une autre définition :

Actividad 5 : Sistematizan los teoremas de semejanza par cualquier triangulo

"Se puede definir la semejanza como la sucesion de una isometria y una homotecia o
viceversa." p. 48

Les instructions aux professeurs pour le puzzle montrent bien que les auteurs ne consi-
dérent pas encore comme acquis le fait que le modéle multiplicatif soit celui que les éléves
mobilisent dans un agrandissement non décimal® :

"En este ejemplo, algunos alumnos y alumnas suelen sumar 3 cm a cada medida,
probablemente porque es la diferencia entre 8 y 5; si en la actividad se propusiera
duplicar la medida: lo que mide 5 cm pasas a medir 10 cm, las alumnos y alumnas
aplicarfan el modelo multiplicativo; en ese caso el factor de multiplicacion es 2.

En este ejemplo, el factor multiplicativo es 8/5; que este factor no sea un nimero
entero plantea dificuldad mayor que cuando el factor es entero; los alumnos y alumnas
aplican, en este caso, errébneamente, el modelo aditivo.” p. 41

Nous donnerons le texte de 'exemple C pour ce qu’il laisse entrevoir des indications de
gestion données aux professeurs :

"Se organiza al curso en grupos; cada grupo recorta 10 o més rectangulos considerando
dos o tres razones diferentes entre sus lados; se pasan estos rectdngulos a otro grupo
para que los clasifique por semejanza.

Indicaciones al docente: Analizar y discutir los procedimientos que presenten los estu-
diantes. Invitarlos a comparar las medidas de los lados y de las diagonales. Analizar
la comparacién por diferencia y por couciente. "p.41

Nous trouvons ici un exemple de gestion d’une activité par un travail de groupes qui
est une constante dans les activités suggérées par les Dacc.

I1 semble que les différents travaux proposés dans I’ Activité 2 débouchent sur la formu-
lation de résultats concernant notamment les figures semblables :

"A partir de trabajos de este tipo [il s’agit ici du puzzle| se pueden inducir "teoremas"
de semejanza de las figuras en relacion con sus regularidades. " p.41

Les textes font référence 4 des figures (figuras) mais conformément & notre cadre théorique, nous
parlons de dessin lorsqu’il s’agit d’un tracé effectif, au crayon ou & l'ordinateur.

5La longueur 5 cm doit &tre agrandie & 8 cm. La raison est donc décimale (multiplication par 1,6). De
plus les piéces qu’il faut agrandir ne s’imbriquent pas les unes dans les autres, elles servent par juxtaposition
4 « dessiner » un bonhomme. Seule une appréciation visuelle peut donc permettre & 1'éléve de contrdler
sa production, contrairement & ce qui se passe dans un véritable puzzle - voir la situation bien connue de
Brousseau.
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Seule la présence des guillemets donne & penser que les théorémes en question ne sont
que des conjectures, mais rien n’est dit sur ce point. Or, les travaux proposés dans cette
unité concernent la réalisation de dessins, objets de GI qui ne permettent en aucun cas de
valider des théorémes de GII.

Les Activités 3, 4 et 5 passent & un niveau différent : il s’agit d’utiliser le théoréme de
Thalés et les critéres de similitude dans la résolution de problémes.

Comment sont établis ces résultats ?

Le théoréme de Thalés est abordé dans I’ Activité 3 mais celle-ci ne propose aucun travail
qui puisse étre considéré comme une préparation 4 ce théoréme, ce qui est peu conforme aux
orientations didactiques constatées sur d’autres thémes (voir études relatives au Théoréme
de Pythagore et aux formules de périmétre et d’aire du disque). Il est précisé (p.43) que les
éléves doivent connaitre et pouvoir comprendre une démonstration, la formulation laisse &
penser que cette démonstration est donnée par le professeur.

En ce qui concerne les critéres de similitude, nous avons déja vu que leur découverte par
les éléves était envisagée dans les travaux de ’Activité 2. La premiére situation proposée
dans I’ Activité 5 semble viser & la découverte et & la formulation des critéres par les éléves
eux-mémes :

Actividad 5, Ejemplo A (p.48)
"Organizar un juego de comunicacién, considerando un tridngulo escaleno como el
siguiente. " [dessin fourni]

";Cual es el minimo de informacién que una persona necesita conocer para construir
& q p b

otro tridngulo semejante con el dibujo? Establecen los teoremas de semejanza para

cualquier triangulo..."

Les indications pour le professeur ne précisent pas si on attend que les éléves produisent
une démonstration ou si le professeur doit en produire une. ‘

Les textes sont muets sur l'ordre de présentation des résultats et sur la nature des
démonstrations possibles, deux dimensions évidemment liées. Les auteurs semblent hésiter
entre les deux stratégies envisageables. En effet dans la liste des contenus, le théoréme de
Thalés suit les critéres de similitude. Ceux-ci seraient ainsi considérés comme des connais-
sances premiéres & partir desquelles on pourrait démontrer le théoréme de Thalés. Notons
que dans ce cas, il est difficile de proposer une démonstration pour les critéres et on peut
s’attendre & ce que le travail expérimental proposé aux éléves dans 1’Activité 5 soit consi-
déré comme une justification suffisante. Si, au contraire, le Théoréme de Thalés dans le
triangle est vu en premier, il peut &tre démontré avec les aires (démonstration d’Euclide) ; il
permet ensuite d’établir le théoréme de Thalés général et les critéres de similitude & partir
des critéres de congruence. L’organisation des Activités laisse & penser, en contradiction
avec celle de la liste des contenus, que cette seconde approche est envisagée.

Nous noterons ici une absence d’explicitation sur un point délicat qui peut constituer
un probléme pour les professeurs.

Analyse des activités d’application

Dans I'Activité 3, parmi les six exercices d’application du théoréme de Thalés proposés,
trois sont classiques (division d’un segment dans un rapport donné, calcul d’une longueur
manquante), un autre suppose d’utiliser le théoréme de Pythagore. Les deux autres sont
beaucoup plus ouverts, ils sont représentatifs du type de taches suggérées au titre d’appli-
cation des théorémes enseignés, dans la plupart des unités :

"Se quiere fijar un cuadro de 80cm por 60cm sobre un rectangulo de papel. La persona
duefia quiere que se mantega la razén entre las medidas de los lados de la tela. Ademas,
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agrega que le gustarfa que este marco de color no tuviera a mas de 5 cm de ancho.
. Qué soluciones se pueden proponer para las medidas de este marco? "p. 44

Ce probléme n’est accompagné d’aucune modélisation. Les instructions envisagent une
gestion ouverte de I’étude de la question. Le dernier probléme est le suivant :

"En un dibujo como el siguiente en que AB//CD//FG, anotar medidas posibles de
los trazos que se generan. ;A cuéles y a cudntos trazos, como minimo, es posible
asignarles medidas arbitrariamente para que la figura quede determinada? "

Le texte est accompagné d’une configuration de deux droites sécantes en E, coupées
par trois droites paralléles; on obtient ainsi trois triangles dont deux seulement ont leurs
sommets du méme codté de E.

L’ Activité 4 porte intégralement sur des procédés de détermination de grandeurs in-
accessibles (pp.45-47). Ces procédés sont décrits en termes trés pragmatiques mais sans
donner aucun résultat numérique. Au contraire, I’énoncé commun aux six tiches envisa-
gées précise :

" Realizar algunas de estas estimaciones aprovechando alguna salida a terreno que
el curso realice u organizando una actividad especifica fuera de la sal de clases o del
establecimiento educacional. " p. 45

Le conseil suivant est donné au professeur :

"Sea interesante que los alumnos y alumnas realicen algunas de estas mediciones es-
timativas; que se organicen en grupos de trabajo par analizar los distintos casos y
explicar las razones que justifican estas estimaciones. Es importante que los estu-
diantes diferencien una estimacion de la exactitud, que utilicen las cifras significativas
y el rodeondo en los calculos y que, ademés, valoren las estimaciones de medidas y
resultados." p. 47

11 s’agit ici vraiment d’une posture comparable & celle des physiciens, qui n’ignorent
pas la mesure et cherchent & prendre en compte les erreurs dues aux instruments.
a) Avec un miroir

o Con n'espsio

Fi1G. 4.3 — La méthode du miroir
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b) La méthode du bacheron

b) Lai el Jefindar

Micaida con un solo ojo, se cubre 13 Bltuea del #rbol con Lo varita o un @iz que se
sostiena ad la mans, Giror la mane 4n90? ¢ due Ona persenn su ublguis-an o punts e
corospanda af extrano (bra de lavatita,

Fic. 4.4 — La méthode du bacheron

Les méthodes possibles sont communiquées par un texte accompagné de dessins super-
posant dans tous les cas sauf un une représentation réaliste et une schématisation. Dans 4
cas, le schéma. est codé : les points et certaines des grandeurs sont nommés. La modélisation
n’est donc pas a la charge de 1’éléve sauf dans le dernier exemple (p. 47).

g‘
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f-Buinog alternatnog

3
bt

o
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Con el braio sxticids, utilifar comaniira el dadopulgar paiy ubicsr dosiplnkes sobre sl

sdificio; miratidé prifero’coniun ojoy despiish con eldiro. Estinar la distancia enfreaimbps:
mntm,%mult?iplifcafrflagpnr 10 p:am.d:bsﬁsr:uné» wstimationde fa distancia que los: separa

&él sdifﬁib.&i factor 0 decive: tﬁiei'_la,lﬂmﬁn’smra la: madida,apszjmada e Fa-clistancia :
enire ambios cjas (8 el y Ta Jongitd da loa besaos (81 én).un promsdio 4 proximado’y
oémoda parg b cer los cdlculos,

F1c. 4.5 - Hauteur d’'un immeuble

L’Activité 5, aprés avoir proposé une situation visant & la découverte des critéres de
similitude (cf ci-dessus), les utilise dans deux exercices sans indication. Les triangles sem-
blables pertinents ne sont pas indiqués. Dans le deuxiéme exercice, entiérement littéral,
il faut utiliser plusieurs paires de triangles semblables. On retrouve la tendance signalée
ci-dessus & proposer des exercices d’application d’un niveau de difficulté assez élevé.

L’Activité 6 concerne 'effet du rapport de similitude sur les aires. On demande dans
I'un des deux exemples de doubler 'aire d’un carré.

L’Activité 7 est centrée sur le nombre d’or. Elle commence par un travail exploratoire
sur une suite de Fibonacci et se compléte par des recherches sur la présence du nombre
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d’or dans la nature et dans les arts (activité qui pourrait se dérouler en collaboration
avec le professeur d’arts), sur 1’école Pythagoricienne et sa présence au Moyen-Age, sur
les relations entre la proportionnalité et les canons de la beauté (chez les Grecs, a la
Renaissance, aujourd’hui), sur Leonard de Vinci et la proportionnalité des mesures du
COTpS.

L’évaluation : entre construction pratique et démonstration

Les documents se terminent par des conseils sur I’évaluation de l'unité en insistant plus
particuliérement sur trois points : celui de la construction des figures semblables, puis celui
de I'utilisation du théoréme de Thalés et enfin celui de I’élaboration de démonstration grace
a 'usage des propriétés liées 4 la semejanza. De maniére ambigué, ces activités d’évaluation
se proposent ainsi d’aller au-dela de la simple évaluation de 'unité. « Construyen figuras
semejantes y establecen las invariantes asociadas a la semejanza de figuras planas. »

Ejernplo
Senacesita seer una bandera. Se dispons da una estralla come 1o del dibijs an laque
ABmide 8 e

Esty estredla o3 muy pecuena pars el cuadrady blarico de la bandera que mide 25 e por
lado. Es neceserie agrandarla para disponer de una snque la distancie AB sea igual e 17em,
1Cime se pusde agrander ssta modelo? Explique of procedimiento y los razenss que lo
sustentan,

FI1G. 4.6 — Agrandir une étoile

Des commentaires précisent les points & observer pour ’enseignant. Il est fait référence
aux procédés de construction et & leur maitrise ainsi qu’aux critéres utilisés pour expliquer
cette construction :

Interesa observar:

i) qué procedimientos utilizan para agrandar el modelo: pantégrafo al que ajustan las
medidas, homotecia de razén 2,5, ensayo y error, u otro;

it} Si las explicaciones son claras y hacen referencia a que la forma es la misma, pero
mé4s grande; o bien, si lo explican haciendo referencia a las medidas de los 4ngulos y
de los lados.
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Les deux points suivants sont davantage axés sur la justification théorique des résultats et
sont décrits de la maniére suivante :

Resuelven problemas y elaboran demostraciones utilizando el Teorema de Thales o los
teoremas de semejanza.

puis

Aplican los teoremas de semejanza en la elaboracién de demostraciones y en la reso-
lucion de problemas.

Ainsi trouve-t-on cet exemple qui propose en évaluation la découverte de la configura-
tion appelée en France configuration de Varignon. Une discréte allusion & un usage possible
des logiciels de géométrie est esquissée.

Ejemplo C
Dibujar un cuadrilatero cualquiera, determinar los puntos medios, unirlos y demostrar

que la figura que se forma es un paralelogramo. Sugerencia : unir los vértices opuestos
del cuadrilatero.

(Este problema puede proponerse para que se utilice un programa computacional de
geometria).

Les indications fournies 4 ’enseignant par le texte d’accompagnement mettent en évi-
dence cette idée de préparation & la démonstration en pointant la différence entre les
conclusions tirées du dessin sans justification et celles qui s’appuient sur les propriétés et
une distinction entre données et but a démontrer

"Observar si el dibujo los impulsa a plantear conclusiones no razonadas.

Observar si relacionan la figura con la semejanza de tridngulos o con el Teorema de
Thales; si distinguen entre los datos y lo que quieren demostrar"

Le théme des figures de méme forme développé sous différentes formes en 2M n’est que
peu repris pendant les deux derniéres années :

Tercer Ano Medio

L’unité de géométrie est centrée sur la trigonométrie des triangles rectangles. Les cri-
téres de similitude y sont donc utilisés pour établir certains résultats qui feront passer au
second plan la problématique des triangles semblables dans le cas de triangles rectangles.

L’enseignement optionnel n’apporte rien de nouveau sur le sujet.

Cuarto Ano Medio

L’enseignement commun est en géométrie centré sur la géométrie vectorielle et n’aborde
donc pas le théme étudié ici. Dans 'option, I'unité consacrée aux processus infinis propose
une activité entiérement consacrée aux processus itératifs en géométrie; les éléves y ren-
contrent les notions de fractales (une telle approche figure explicitement dans la liste des
contenus exigés ; Mandelbrot est cité dans le texte présentant les Orientations didactiques)
et d’autosimilitude & propos du triangle de Sierpinski. Une recherche sur la présence de
I’autosimilitude dans la nature est proposée. P. 17

Conclusion

Le programme chilien contient en 6B une premiére approche de l'idée d’agrandissement-
réduction, uniquement sur papier quadrillé, en liaison avec ’étude des effets sur le périmétre
et I'aire. Un travail sur les figures semblables et les représentations & 1’échelle est proposé
en 8B dans le cadre de 'unité consacrée & la proportionnalité. Si les activités proposées
comprennent quelques calculs, elles intégrent aussi au moins & part égale, sinon plus, un
travail géométrique centré sur des objets réels ou des dessins que ’on peut considérer
comme un processus d’acculturation a la notion de figures semblables, prenant appui sur
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une idée intuitive d’identité de formes et envisageant autant les aspects angulaires que la
proportionnalité des mesures.

Le programme de 2M revient dans 'une des unités de géométrie sur les aspects déja
rencontrés, les intégrant dans un réseau assez complet qui intégre les représentations a
1’échelle, les figures semblables et les critéres de similitude, le théoréme de Thalés, la division
d’un segment dans un rapport donné, le nombre d’or dans le cadre d*une étude des rapports
entre géométrie et monde des arts. Les activités proposées par les Dacc abordent également
la notion d’homothétie et ’effet sur les aires du rapport de similitude. Plusieurs points de
vue sont présentés sur la notion de figures semblables : identité des formes, traduite en
égalité des angles et proportionnalité des mesures, effet de la composition d’'une isométrie
(étudié en 1M) et d’une homothétie sur une figure.

On trouve enfin dans ’enseignement optionnel de 4M un travail sur les fractales et
Pautosimilitude.

En 2M qui est donc ’année décisive pour ce sujet, les activités suggérées par les Dacc
poursuivent ou reprennent le travail accompli en 8B visant & familiariser les éléves avec la
notion de figures semblables, en s’appuyant d’une part sur les pratiques sociales de lecture et
réalisation de cartes, plans et maquettes, d’autre part sur des procédés d’agrandissement-
réduction de dessins, notamment par homothétie et réalisation puis usage d’'un panto-
graphe. Plusieurs activités, dont certaines menées en groupes, sont orientées vers la décou-
verte par les éléves des critéres de similitude pour les triangles. Ces critéres doivent &tre "
établis " par les éléves mais le texte ne précise pas quel type de preuve est attendu. Tou-
tefois, cette unité intégre un travail sur les notions d’hypothése et de conclusion, on peut
donc escompter qu'il s’agit de démontrer les critéres, ce qui est possible grace au théoréme
de Thalés et aux critéres d’isométrie vus en 1M, & condition toutefois d’établir d’abord
le théoréme de Thalés. Or sur la question de la chronologie des résultats, les textes sont
muets et les implicites que l’on peut y déchiffrer sont contradictoires.

Le théoréme de Thalés n’est pas directement 1’objet d’un travail préparatoire ; si le texte
précise que les éléves doivent en connaitre une démonstration, rien n’est dit de celle-ci (une
démonstration avec les aires est possible).

Les résultats de cette unité sont utilisés dans de nombreuses situations d’application, de
contexte strictement mathématique ou dans la détermination de distances. Parmi les pre-
miers, on rencontre des énoncés peu guidés, ayant plusieurs fois un caractére exploratoire.
Pour les seconds, plusieurs situations de la vie réelle sont décrites mais aucune mesure n’est
donnée ; au contraire, on encourage les professeurs & confronter leurs éléves & des situations
de mesurage effectives et a réfléchir aux questions liées aux erreurs de mesure.

Enfin, plusieurs thémes de recherche documentaire sur les liens entre la géométrie,
I’histoire et les arts sont fournis.

Concernant la question du paradigme géométrique dans lequel s’inscrit le travail pro-
posé, il semble que cette unité soit congue par les auteurs des programmes comme une
unité permettant la transition de 'espace de travail des éléves vers un type de Géométrie
IT avec mise en place de quelques régles de démonstration. Le raisonnement sera fortement
étayé par des dessins sur lesquels il faudra reconnaitre les configurations qui déclenchent le
raisonnement. Mais ’ensemble des résultats étudiés ou produits ne semble vraiment trou-
ver sa justification que dans la possibilité qu'’il offre de résoudre des problémes de la vie
de tous les jours, plus spécifiquement liés 4 la Géométrie I. Les théorémes jouent le role
d’outils pour une géométrie du monde réel, dispensant de recourir sans arrét & des mesures
effectives. C’est une forme avancée de Géométrie I qui s’articule sur la mise en place de la
Géométrie II mais sans se stabiliser dans ce modéle.
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4.3.1.2 Dans les manuels de 2 Medio

L’étude des manuels va nous permettre de voir comment et dans quelle mesure, la
direction donnée par les programmes officiels est proposée aux enseignants pour étre mise
en ceuvre dans les classes. Il sera notamment intéressant de voir la place et la gestion de
Papprentissage de la démonstration.

Dans cette partie, nous présentons une analyse détaillée de I'unité 2 : Semanjanza de
figuras planas du manuel Arrayan 2001 ; on trouvera en notes des éléments complémentaires
issus de trois autres manuels Mare Nostrum 2003, Santillana 2001 y Zig-Zag 2003 .

Ce chapitre comporte 46 pages.

Ces pages différencient ce qui semble &tre le cours et des rubriques encadrées intitulées
suivant les cas Actividad personal , Actividad grupal, Para explorar.

~ Deux pages d’introduction rappellent les apprentissages attendus et lient le chapitre
3 venir avec les problémes rencontrés par les architectes qui doivent réaliser des plans
et des maquettes pour représenter fidélement la réalité.

— Quatre pages reviennent sur des connaissances rencontrées les années précédentes.

— Deux pages définissent un projet, intitulé « Cine y Proporcionalidad » que les éléves
doivent mener en groupe, projet consacré au cinéma au cours duquel ils devraient
notamment rencontrer la notion d’image comprimée, s'informer sur les différents
types de projecteur et en donner une représentation & ’échelle, utiliser le plan &
Péchelle d’une salle de cinéma pour différents calculs (par exemple, taille sur ’écran
de la projection d'un objet suivant sa position dans la salle, variation de la taille de
I'image si on déplace le projecteur).

On aborde ensuite successivement les thémes suivants, chacun sur deux pages :

~ Figures semblables : un travail introductif sur deux photographies de la méme batisse,
font constater par mesures effectuées par les éléves la proportionnalité des longueurs
et I’égalité des angles. On généralise en posant comme définition que des figures sont
semblables si elles ont la méme forme. Un énoncé précise, sans plus de validation
que ce qui a été fait précédemment sur les photographies, que des polygones sont
semblables s’ils ont le méme nombre de cotés, des longueurs des cotés correspondants
proportionnelles et les angles correspondants égaux. Est-ce une définition? Le texte
est ambigu puisque la rubrique qui énonce ce résultat est intitulée « Resumiendo ».
Les exercices s’interrogent sur la similitude de polygones particuliers.

— Comment obtenir des figures semblables : deux procédés sont présentés, par utili--
sation d’un quadrillage superposé au dessin & agrandir, par projection polaire (le
terme homothétie n’est pas introduit & ce moment mais ce chapitre consacrera plus
loin 3 pages & cette transformation faisant démontrer aux éléves en exercice que les
cotés homologues de deux polygones homothétiques sont paralléles et que deux po-
lygones homothétiques sont semblables -notons que ceci ne figure pas au programme
mais compléte le panorama des notions traitées dans cette unité). Les exercices font
construire des homothétiques, notamment de rectangles en prenant un des sommets
puis le centre du rectangle comme centre de ’homothétie. Le pantographe est évo-
qué, plus loin une page intitulée Atelier, est consacrée 4 la réalisation effective d’un
pantographe.

— Plans, maquettes et cartes.

Sur les neuf exercices proposés, quatre demandent de calculer des dimensions réelles
connaissant la dimension sur le plan et I’échelle (les éléves n’ont pas & mesurer eux-
mémes), un demande de déterminer I’échelle connaissant les deux mesures utiles,
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deux consistent 4 réaliser un plan, de la maison de I'éléve au 1 : 100 et, avec le
professeur d’histoire, un plan du collége ou du quartier (échelle non précisée).
— Théoréme de Thalés et ses corollaires.
Une activité basée sur des mesures effectives réalisées par les éléves vise & faire
constater la proportionnalité des segments homologues déterminés par des droites
paralléles, d’abord équidistantes puis dans le cas général. Le théoréme est alors énoncé
sans autre commentaire, ¢’est-a-dire qu’il n’est pas signalé qu’il n’a pas été démontré.
Notons que c’est la version la plus générale du Théoréme de Thalés qui est enseignée.
Sont ensuite énoncés des corollaires du théoréme, sans démonstration : cas des tri-
angles homothétiques dans les deux cas de figure (corollaires 1 et 2), réciproque
(aucune hypothése ne porte sur I’ordre des points), extension du premier corollaire
au cas ol trois droites sécantes en A sont coupées par deux paralléles. Les 6 exercices
consistent & calculer des longueurs.
- Similitudes de triangles.
Cette partie est un prolongement direct de la partie précédente. Aprés avoir rappelé
la définition de triangles semblables (angles égaux et cOtés proportionnels), on fait
démontrer aux éléves le fait qu’étant donné un triangle ABC, une droite paralléle &
un c6té du triangle détermine un triangle semblable & ABC (Théoréme fondamental
de similitude). Tous les exercices portent sur des triangles issus de configuration de
Thalés.

~ Criteres de similitude : les critéres sont énoncés sans démonstration, il est seulement -
dit qu’ils peuvent &tre établis par le Théoréme fondamental de similitude. Un exercice
fait controler la similitude de triangles

Trois pages sont ensuite consacrées aux applications de la similitude de triangles au
calcul de longueurs (détermination d’une hauteur par mesure de 'ombre, par visée, dis-
tance inaccessible par visée). Dans ces trois cas, le texte décrit le procédé de maniére
générale. Pour les deux premiers problémes, les connaissances acquises permettent d’ob-
tenir le résultat cherché par calcul. Dans le troisiéme cas, il s’agit de déterminer les cotés
d’un triangle connaissant la mesure d’'un c6té et deux angles. Les éléves n’ont pas & ce
niveau les connaissances nécessaires pour traiter ce probléme par calcul. La méthode pro-
posée consiste & dessiner une représentation & P’échelle : il faut noter qu’a ce moment, un
théoréme permet de justifier qu’en reproduisant les deux angles, le triangle obtenu est bien
semblable au triangle d’origine (le manuel fait explicitement référence & I’application du
critére en question) ; il faut alors mesurer sur le dessin la longueur homologue & la longueur
cherchée qui s’obtient ensuite en appliquant 1’échelle utilisée. .

Les exercices d’application proposés fournissent dans ce manuel toutes les mesures
nécessaires. Un schéma modélisant géométriquement les situations accompagne 1’énoncé.
Un des exercices toutefois doit étre distingué : il reprend la situation de détermination
par double visée qui nécessite la réalisation d’un dessin & 1’échelle et conduit les éléves &
mesurer sur le dessin; de plus, le schéma qui illustre ’énoncé est une vue en perspective
qui ne préserve pas 'une des données essentielles du cas particulier étudié (angles de 30 et
120) & savoir le fait que le triangle étudié est isocéle. La schématisation proposée est donc
insuffisante, il faut en produire une autre.

Ce chapitre contient ensuite deux pages consacrées & 'apprentissage de la démonstra-
tion, précisant les notions d’hypothése et de conclusion (Hipotesis, Tesis).

Suivent cing pages consacrées & la similitude de polygones. Aprés avoir formulé une
conjecture concernant le périmétre et l'aire de carrés et de triangles équilatéraux sem-
blables, le manuel établit quatre théorémes (les énoncés sont désignés comme tels) qui
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permettent in fine d’établir la relation des aires et des périmétres de deux polygones sem-
blables. La démonstration de ces derniers résultats est laissée & la charge des éléves, le
manuel donnant les démonstrations des quatre théorémes intermédiaires. On peut remar-
quer que ces démonstrations ne sont pas mises en texte mais sont présentées sous forme
de tableaux.

Deux pages présentent la méthode pour diviser un segment donné dans un rapport
rationnel donné (méthode présentée de maniére générale, démonstration laissée & I'éléve).
Suivent 3 pages centrées sur la division dorée. Le nombre d’or est présenté comme solution
3 une condition de proportions, il est précisé qu’il est irrationnel, deux constructions géo-
métriques sont proposées : la premiére est présentée dans la partie cours, sa justification,
qui est demandée aux éléves, repose sur le théoréme de Pythagore, la seconde est 'objet
d'un exercice assez guidé, la justification s’appuie sur la similitude de triangles isocéles.
On définit enfin ce qu’est un rectangle d’or, un exercice donne un procédé de construction
et demande de justifier que le rectangle obtenu est bien doré.

Les deux derniéres pages présentent des éléments culturels directement inspirés par les
suggestions des Dacc.

Les exercices proposés en fin de chapitre, dans la rubrique Evaluacién sont de forme
classique : il s’agit d’utiliser les théorémes du chapitre pour calculer des dimensions ou
montrer que des triangles sont semblables. L’éléve n’a jamais & procéder lui-méme & des
mesures. Notons cependant deux exercices plus particuliers :

"Si deseas conocer la altura de un poste y dispones de un espejo, una huincha de medir
y la buena voluntad de un amigo, ;qué harfas para calcularla ?"p.91

"Una persona desea determinar la distancia desde un punto P de la playa a un barco
que se encuentra en alta mar frente a P. ;Cémo puede calcular dicha distancia?" p.
93

Conclusion

Le manuel reprend I’ensemble des contenus de connaissance figurant dans le programme
et les Dacc, les étendant dans une certaine mesure avec une étude formelle de ’homothé-
tie, un procédé de construction du nombre d’or et un trés long travail sur les polygones
semblables et leurs aires dont les résultats prennent la forme de théorémes.

Le manuel respecte une certaine stratégie de construction du sens des concepts ou des
théorémes de ’unité mais les choix ne sont pas exactement les mémes que ceux des Dacc :
un travail de familiarisation avec la notion de figures semblables est effectivement proposé,
relativement proche de celui que suggérent les Dacc; pour les théorémes, le théoréme de
Thalés est introduit en premier et il est préparé par un travail de mesurage, les critéres de
similitude ne font 'objet d’aucune exploration préliminaire. Aucun de ces résultats n’est
démontré et ’on ne trouve aucune expression du fait que de tels résultats ont un statut &

part (théorémes admis)’.

7Le Mare Nostrum propose une activité expérimentale de découverte du corollaire 1 du théoréme de
Thalés dans le cas ol les droites sont équidistantes (obtenues par pliages, mesures obtenues par comptage
des écarts ou mesures) et ensuite le résultat est admis. Les autres résultats liés au Théoréme de Thalés ne
sont pas abordés. Par contre, ce manuel donne une démonstration de 'un des critéres de similitude.

Le Santillana propose une démonstration du théoréme de Thalés dans le triangle par les aires (sans
l’égalité du rapport des cotés paralléles). Ensuite, il propose en activités de démontrer le théoréme de
Thalés général, sa réciproque et le deuxiéme corollaire. L'un des critéres de similitude est enfin démontré
(8 angles égaux).

Le Zig-Zag prépare 1’énoncé général du théoréme de Thalés par une vérification expérimentale par
mesure et donne une démonstration par les aires. Il présente ensuite les corollaires dans le triangle (pour le
premier, le manuel donne les figures qui supportent la démonstration par les aires et demande aux éléves
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Concernant les applications aux situations de détermination de mesures, les méthodes
sont décrites de maniére générique mais les exercices donnent les mesures nécessaires.
Aucune mise en situation réelle n’est évoquée. Les schémas utiles sont fournis. Les éléves
n’ont donc ni & mesurer eux-mémes, ni & modéliser la situation.

Nous retiendrons cependant un fait qui contredit cette éviction du mesurage. Une des
méthodes décrites suppose de réaliser & 1’échelle un dessin sur lequel est ensuite mesurée la
distance cherchée®. Ainsi, une activité du cours de mathématique envisage, & ce niveau de
la scolarité, qu'une réponse puisse &tre déterminée & partir d’un travail dans la Géométrie I.

Notons que les résultats théoriques au programme concernant les cas de similitude
des triangles peuvent étre utilisés pour justifier les trois techniques permettant d’obtenir
une représentation 4 une échelle donnée d’un triangle donné : 1. & partir des longueurs
des trois cotés, 2. de deux cotés et de 'angle qu'ils déterminent, 3. de la longueur d’un
coté et des deux angles qui lui sont adjacents. Cette derniére technique qui ne nécessite
méme pas de connaitre I’échelle est celle qui est utilisée pour déterminer une distance
inaccessible & partir de deux visées angulaires et d’'une mesure de distance. Ces mémes
résultats théoriques permettent également de justifier les techniques permettant d’obtenir
des informations relatives & la situation réelle (mesure d’angle ou de longueur) & partir de
mesures sur la représentation & I’échelle : par exemple, on peut justifier la proportionnalité
des hauteurs ou médianes. L’organisation mathématique chilienne peut donc intégrer des
techniques de production et de lecture de dessins & I’échelle (travail situé dans GI) en les
justifiant par des résultats théoriques relevant de GII (nous sommes ici en présence de ce

une rédaction ; pour le second, tout est & la charge des éléves). Une activité de vérification par mesures
des différentes formes du théoréme de Thalés conclue cette partie. La réciproque n’est pas évoquée. Les
critéres de similitude sont donnés sans démonstration; 'un d’entre eux est I'objet d’une vérification par
mesure.

Les 4 manuels examinés traitent donc en premier du théoréme de Thalés

8Le Mare Nostrum présente le méme type de situations et recourt abondamment au mesurage sur dessin
4 Véchelle. Ce manuel commence par 10 pages consacrées & des problémes de déterminations de distances.
7 situations sont présentées, 4 d’entre elles nécessitent de mesurer certaines longueurs :

— Détermination de l'aire d'un terrain en forme de quadrilatére connaissant les mesures des 4 c6tés et

de la diagonale;

— résolu par représentation & I'échelle, décomposition en triangles et mesures des hauteurs nécessaires;

— Détermination de la hauteur d'un araucaria si on n’a pas accés & son pied; résolu par double visée,

représentation & I’échelle et mesure sur le dessin - Détermination des dimensions d’une maison & partir
d’un plan dont V'’échelle est connue (mesure sur le plan)

— Détermination des distances séparant des lieux & partir d'une carte (mesure sur le plan).

Le Zig-Zag introduit la problématique du chapitre d’une maniére assez proche de celle de I’Arrayan en
posant la problématique de la représentation sans déformation. Ceci donne lieu a 4 activités impliquant la
réalisation de mesures sur des plans, cartes ou photographies; l'effet des erreurs de mesures sur le résultat
est abordé numériquement. Il est également fait référence dans cette partie introductive & des problémes
de détermination de grandeurs inaccessibles abordés par Thalés : mesure de la hauteur de la grande
pyramide et détermination de la distance d’une barque au rivage. Une activité de groupes trés guidée
propose de vérifier expérimentalement la proportionnalité de la hauteur d’un baton et de son ombre. Ce
manuel reprend en application toutes les activités de détermination de mesures suggérées par les Dacc.
Mais aucune mise en situation réelle n’est suggérée, pas méme des applications numériques dans le cadre
de la classe 4 partir de mesures données. Cette partie apparait comme une information culturelle sans
véritable importance dans le cadre du cours de mathématiques. Ce manuel ne présente pas la situation
nécessitant mesure sur la représentation a 1’échelle que nous avons remarquée dans ’Arrayan et le Mare
Nostrum. Si 'acte de mesurer n’est pas absent de ce manuel, ¢’est exclusivement dans le but d’introduire
ou de vérifier les théorémes. Une fois ceux-ci introduits, on évite de revenir dans un espace de travail interne

- & GI. Au contraire, de nombreuses applications géométriques sont proposées comme la démonstration des
théorémes dits d’'Euclide dans le triangle rectangle (cf 3M Dacc), du concours des médianes d'un triangle
ou, en application des homothéties, la construction d’un carré inscrit dans un triangle acutangle. On est
alors trés proche de la pratique rencontrée dans les manuels frangais.
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qu’Y. Chevallard nomme technologie de la technique —logos de la techne)

Enfin, la dimension historique et artistique de l'unité est respectée avec un travail
approfondi sur la raison dorée complété par quelques informations d’ordre artistique sur
la divine proportion .

Ce manuel apparait donc assez fidéle aux textes ministériels dans les contenus. Par
contre, on ne peut pas dire qu’il reprenne a son compte I'organisation du travail des éléves
dans les situations de recherche suggérées par les Dacc.

L’étude des autres manuels montre une certaine variabilité : si nous trouvons une
constante intention de lier le théme abordé A la nécessité d’une représentation fidéle du
monde et d’introduire expérimentalement les théorémes enseignés, des variations ont été
repérées au niveau du nombre de démonstrations proposées, du recours & la mesure dans
les situations d’application et enfin de la place accordée aux dimensions historiques et
artistiques.

4.3.2 Approche francaise

L’organisation frangaise est comme nous allons le voir sensiblement différente dans la
mesure oil ’enseignement de ce qui au Chili est essentiellement enseigné en 2M s’étend sur
plusieurs années. Ceci nous conduit & adopter dans ce qui suit une organisation différente
de celle que nous avons utilisée dans la partie I : pour chague année, nous présenterons
dans la méme section P’analyse des textes et des manuels.

Cinquiéme : représentation a I’échelle

La représentation & I’échelle apparait dans 'organisation francaise au sein de la partie
Gestion des Données, plus précisément dans le cadre de la proportionnalité.

A Travaux géométriques p.45.
Contenu : Construction de triangles

Compétences exigibles : Construire un triangle connaissant la longueur d’un coté et
les deux angles qui lui sont adjacents, les longueurs de deux c6tés et 'angle compris
entre ces deux coOtés, la longueur des trois cotés.

C. Organisation et gestion de données, fonctions p.49
Contenus 2. Exemples de fonctions. Proportionnalité

Compétences exigibles : [...] Mettre en ceuvre la proportionnalité dans les cas suivants :
utiliser des unités combinant le systéme décimal et le systéme sexagésimal (mesure
du temps), calculer et utiliser ’échelle d’une carte ou d’un dessin, reconnaitre un
mouvement uniforme [...], calculer un pourcentage, un coefficient de proportionnalité,
effectuer pour des volumes des changements d’unités de mesure.

L’accent est mis sur la proportionnalité des mesures. Les éléves disposent de connais-
sances concernant la construction de triangles. Par contre, ils ne disposent ni du théoréme
de Thalés ni des cas de similitude. Dans ces conditions, la seule technique de construction
d’un triangle & 1’échelle qui puisse &tre étayée repose sur la donnée des 3 longueurs ; aucune
technologie compatible avec le paradigme géométrique GII installé en 5° n’est disponible
pour fonder une autre technique. De méme, on ne peut pas justifier qu'un triangle ayant
été ainsi construit, les distances mesurées 3 l'aide de cette représentation seront bien pro-
portionnelles aux dimensions de 'objet représenté et les angles égaux. Pour étre utilisé,
ces résultats devraient recevoir le statut de théorémes admis.

Analyse de manuels
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Nous avons examiné dans un premier temps le cours proposé par quatre manuels (Edi-
tion 2001) :

1. Nouveau Décimale (Belin), Ch.6 Autour de la proportionnalité;

2. Cing sur Cing (Hachette), Chapitre 7 Reconnaitre et utiliser la proportionnalité;
3. Triangle (Hatier), Chapitre 6 Pourcentages, échelles;

4. Transmath (Nathan), Ch.6 Proportionnalité.

Dans les manuels, la notion méme de représentation & 1'échelle est considérée comme
une connaissance déja 1a. Partant de cet a priori, deux manuels (Cing sur Cing, Trans-
math) affirment que, pour un plan, toutes les longueurs sont proportionnelles entre elles,
le coefficient de proportionnalité étant appelé ’échelle. Ils ne cherchent ni & justifier cette
propriété ni méme 4 la faire vérifier sur un exemple. La proportionnalité de toutes les lon-
gueurs est une donnée dont on peut noter qu’elle ne prend pas le statut de théoréme (ni
admis, ni évidemment démontré), ceci contredit la recommandation du programme pour le
cycle central ; « pour tout résultat mathématique énoncé, on précisera explicitement qu’il
est admis lorsqu’il n'a pas été démontré. » (Programme du cycle central p.41). Est-ce & dire
que ce résultat n’est pas considéré comme mathématique? Tout comme pour la notion
méme de plan & 1’échelle, le cours de mathématique s’appuie sur une connaissance sociale
sans l'intégrer & son propre corpus de savoirs.

Nouveau Décimale prend un peu plus de précaution en proposant d’abord en activité
de vérifier la proportionnalité de trois longueurs & partir des données relevées sur un plan
. ¢Oté puis en posant ce qui peut &tre considéré comme une définition des représentations
4 Déchelle : « Lorsque les longueurs sur une reproduction (carte, plan, dessin...) sont pro-
portionnelles aux longueurs réelles qu’elles représentent, 1’échelle de la reproduction est le
quotient e = longueur sur la reproduction/longueur réelle ... ». Triangle pose également ce
style de définition, sans vérification expérimentale antérieure. _

Mais, quelle que soit ’"approche choisie, aucun de ces manuels ne se demande comment
obtenir une représentation telle que la condition de proportionnalité de toutes les longueurs
soit vérifiée. Le cours n’aborde pas la question de la réalisation de dessins & 1’échelle. Re-
marquons que le programme ne mentionne pas ce type de travail. Pourtant, une technique
aul moins serait accessible pour construire un triangle & 1’échelle (a partir de la longueur
des cotés). Ce travail permettrait de construire par triangulation des polygones & 1’échelle
et de faire vérifier ensuite la proportionnalité de longueurs associées (hauteurs, médianes,
diagonales) ; on pourrait ainsi donner un statut de théoréme géométrique en Géométrie II
(vérifié sur des exemples, non démontrés mais admis) & la proportionnalité des longueurs
et & l'égalité des angles. Mais ceci n’est pas le point de vue adopté. La question de la
conservation des formes, de I’invariance des angles n’est pas traitée; le pantographe n’est
pas évoqué.

En résumé, la notion d’échelle n’est pas abordée dans le contexte géométrique, c’est pure-
ment une affaire de proportionnalité de longueurs envisagées comme étant indépendantes
les unes des autres.

On peut supposer que I’absence de technologie mathématique adéquate relégue la repré-
sentation & I’échelle et la propriété de proportionnalité des longueurs en dehors du domaine
géomeétrique, focalisant le travail sur des techniques de calcul de longueurs ou d’échelle,
justifiées dans le domaine numérique par la technologie de la proportionnalité.

Retrouve-t-on cette priorité au numérique dans les tiches proposées aux éléves?
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Une analyse des activités d’introduction et exercices proposés par les manuels étudiés
nous permet de répondre 4 cette questiong.

Dans I'ensemble des exercices, la proportion de ceux qui sont consacrés aux représen-
tations & I’échelle est variable (de 13 sur 119 dans Transmath & 25 sur 70 dans Triangle),
ce théme peut donc étre assez marginal.

Différents types de tiches mettent en jeu les représentations & l'échelle :

Dans le premier, on part d’une situation réelle, représentée & une échelle connue et
il faut calculer une longueur sur le plan; la mesure réelle peut étre fournie par 1’énoncé
ou & déterminer par ’éléve; nous avons incorporé dans ce groupe, les exercices qui par
proportionnalité permettent de déterminer une longueur sur le plan & partir d’une longueur
sur le plan et de deux longueurs réelles.

Dans le deuxiéme type de taches, le propos est de déterminer I’échelle; une ou deux
mesures (au sens action de mesurer) peuvent étre nécessaires, dans la situation réelle d’une
part et/ou sur le plan.

Enfin, le troisiéme type consiste 4 déterminer une longueur réelle & partir d'une longueur
sur le plan, mesurée ou donnée, et de 1’échelle; nous avons incorporé dans ce groupe, les
exercices qui par proportionnalité permettent de déterminer une longueur réelle & partir
de deux longueurs sur le plan et d’une longueur réelle. _

Dans les quatre manuels, le nombre d’exercices demandant la réalisation d’un dessin &
I’échelle est assez faible (Triangle : 5/25, Cing sur Cinq : 3/22, Nouveau Décimale : 1/14,
Transmath 2/13). Aucune activité ne demande un tel travail.

Cette réalisation n’est jamais & linitiative de 1’éléve et le plan n’est pas utilisé pour
obtenir une information dans le domaine réell®. De plus, si 'on excepte deux exercices du
Triangle, ’éléve n’a pas 8 mesurer lui-méme dans le contexte réel.

La conservation de la forme et des angles est en jeu dans ces exercices de représentation.
En premier lieu avec la conservation de 'orthogonalité pour la représentation de rectangles
(5 exercices) ou éventuellement d’un losange (1fois). Dans Triangle et Transmath, on trouve
au moins un exercice s’appuyant sur la conservation d’angles moins spécifiques, avec dans
le premier manuel, le cas d'un hexagone régulier et dans le second la représentation d’un
secteur angulaire dont I’angle a été calculé pour l'objet réel.

Aucun exercice ne confronte I’éléve & la question de la proportionnalité avec les lon-
gueurs correspondantes réelles de longueurs obtenues indirectement sur le plan (par exemple,
si on construit un rectangle grace a ses cotés et & la conservation de I’angle droit, on obtient
de fait une représentation de ses diagonales, sans avoir utilisé leur mesure).

Le nombre d’exercices nécessitant d’effectuer une mesure est lui aussi faible, sauf dans
le Transmath, par comparaison avec celui des exercices dans lesquelles toutes les mesures
sont données (Cing sur Cing : 4 pour 18, Nouveau Décimale : 3 pour 11, Transmath : 4
pour 9; Triangle : 3 pour 23). On note méme dans les manuels Triangle et Cing sur Cing
la présence d’exercices dans lesquels la mesure est donnée alors que 1'éléve aurait pu la
mesurer.

®Quand nous parlons d’exercices, il s’agit des énoncés figurant en fin de chapitre ; leur fonction, comme
le terme V'indique, est d’exercer les éléves a 'utilisation des résultats du cours. Les activités sont des travaux
situés avant le cours dans les manuels; leur fonction est d’introduire le cours.

1ONouveau Décimale, en activité pose le probléme de la détermination d’une distance connaissant une
longueur et deux angles puis réinvestit la démarche dans deux exercices (détermination de la hauteur d’une
tour, du troisiéme c6té d’un triangle connaissant deux cotés et un angle). Ces exercices sont résolus par
mesure sur une représentation & 1’échelle comme en 2M au Chili. Ceci est le seul exemple d’une situation
utilisant une représentation & I’échelle pour obtenir une information rencontrée dans les 5 manuels analysés.
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Si l'on s’intéresse au nombre d’exercices qui utilisent pour des calculs ultérieurs les
données calculées a partir des longueurs mesurées, on obtient un comportement variable
suivant les manuels : Nouveau Décimale : 0/3, Triangle : 1/3, Transmath : 2/4, Cing sur
Cing : 3/4). La démarche de mesure n’est donc pas mise en évidence en tant qu’outil intégré
3 une démarche de résolution de problémes concernant le monde réel.

Conclusion

La représentation & ’échelle n’est pas étudiée du point de vue de sa réalisation. Les
éléves sont trés peu amenés & tracer des représentations. Toutefois dans les quelques
exemples ol ils le sont, la conservation de la forme et des angles (surtout des angles droits)
est une propriété nécessaire. Comment le professeur de mathématiques gére-t-il la contra-
diction entre le silence du cours sur ce point et I'implication de cette propriété ? Nous ne
le savons pas.

La fonctionnalité de la représentation & I’échelle est au mieux évoquée dans des exer-
cices qui ne cherchent pas & faire dévolution aux éléves de véritables questions concréetes
que la représentation & 1’échelle permettrait de traiter. En particulier, dans tous les cas,
Pexistence d’un plan est une donnée de I’énoncé ; les éléves n’ont jamais & prendre initia~
tive d’en construire un & une échelle qu’ils choisiraient. Sauf cas exceptionnels, les exercices
se réduisent au calcul d’une longueur (dans la réalité ou sur le plan) ou de I’échelle sans
utiliser la réponse obtenue dans des questions ultérieures. Enfin, ’acte de mesurer, dans
le réel pour réaliser le plan ou sur le plan, pour en déduire des informations concernant le
réel, est massivement évacué .

Quatriéme/Troisiéme : théoréme de Thalés, division d’un segment dans un
rapport donné, effet de I’agrandissement-réduction sur les aires et les volumes

La question des représentations & I’échelle n’est plus mentionnée explicitement dans
les programmes de 4°¢ et 3°. Toutefois en 3%, la rubrique « Proportionnalité et traitements
usuels sur les grandeurs » aborde la question des grandeurs composées :

p.86 Commentaires : Les grandeurs produits sont, aprés les grandeurs quotients déja
rencontrées en classe de quatriéme, les grandeurs composées les plus simples. On
pourra remarquer que les aires et les volumes sont des grandeurs produits.

Par ailleurs, au sein de cette méme rubrique, sont abordés les effets d’une réduction ou
d’un agrandissement sur des aires et volumes avec un commentaire qui fait le lien avec le
travail accompli en géométrie dans ’espace :

p. 77. Contenus : Problémes de sections planes. Compétences exigibles : [...] Représen-
ter et déterminer les sections d’un cone de révolution et d’une pyramide par un plan
paralléle & la base.

N

Ces deux contextes peuvent donc donner lieu en 3° & un retour sur des représentations
a D’échelle. L'intérét du chapitre sur les sections planes est de faire apparaitre sans le dire
des figures homothétiques.

Par ailleurs, en géométrie, le théoréme de la droite des milieux et sa réciproque ainsi que
le théoréme de Thalés dans une configuration particuliére que ’on peut lier & 'agrandisse-
ment/réduction apparaissent en 4¢, le cas général du théoréme de Thalés et sa réciproque
sont vus en 3°.

4¢ p. 51 Compétences : Connaitre et utiliser la proportionnalité des longueurs pour les
cotés des deux triangles déterminés par deux droites paralléles coupant deux sécantes
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Commentaires : I’égalité des trois rapports sera admise aprésd’éventuelles études dans
des cas particuliers; |[...Jon n’examinera pas le cas ol les demi-droites [AM) et [AB),
de méme que les demi-droites [AN) et [AC) sont opposées.

3¢ p. 78 Contenus : Propriété de Thalés

Il s’agit d’un prolongement de 1’étude faite en classe de 4° en abordant le cas ou
les demi-droites envisagées ci-dessus sont de sens contraire ainsi qu’une réciproque
faisant intervenir 'ordre des points. [...] On s’intéressera particuliérement au probléme
suivant : étant donnés deux points A et B, construire les points C de la droite (AB)
sachant que le rapport CA/CB a une valeur donnée sous forme de quotients d’entiers.

Notons que le théoréme de Thalés général (conservation des rapports par projection
paralléle) ne figure pas au programme.

Analyse de manuels

Nous avons analysé les manuels de 4° et 3¢ des collections étudiées pour la 5. (Cing
sur Cing, Nouveau Décimale, Transmath, Triangle — 4¢ édition 2002, 3¢ édition 2003).

Dans tous les manuels de 4° et de 3¢ examinés, le théoréme de Thalés est interprété
dans le cours en terme de proportionnalité sous la forme égalité de rapports. Une seule
collection (Nouveau Décimale) met en évidence P’existence d’un coefficient multiplicatif
(opérateur entre lignes du tableau de proportionnalité en 4°, formulation linéaire AM =
kAN en 3°). Mais, comme tous les autres, ces deux manuels ne font jamais référence aux
notions d’agrandissement/réduction ou d’échelle dans le chapitre consacré au théoréme de
Thalés.

Les angles sont totalement absents de la partie cours dans tous les cas; le fait que
dans une configuration de Thalés, les deux triangles aient les angles homologues égaux
n’est donc jamais mis en évidence. Dans chaque manuel, un nombre trés réduit d’exercices
(maximum 5 sur 61, Nouveau Décimale) met en jeu des angles; il s’agit alors de prouver
un parallélisme grace aux valeurs connues. Deux manuels seulement, Triangle et Cing sur
Cing, posent des exercices utilisant la réciproque du théoréme de Thalés (cas particulier
des milieux, en 4¢) pour déduire des propriétés angulaires.

Le théoréme de Thalés ne donne pas lieu & des exercices mettant en jeu la notion de
représentation 4 1’échelle ou dans lequel 1’éléve serait amené & produire un agrandissement
d’un dessin donné. Enfin, le nombre d’exercices utilisant le théoréme de Thalés pour ré-
soudre des problémes concrets est variable mais reste réduit, surtout en 4¢ (4° : de 0 dans
Triangle & 4 sur 61 énoncés — 6.6 %— dans Nouveau Décimale; en 3° : de 3 sur 64 dans
Cing sur Cing - 4.7%- & 6 sur 57 —10.5 %— Nouveau Décimale) ; en aucun cas, les éléves
n’ont & effectuer une mesure.

La problématique des représentations & ’échelle est en réalité quasi-absente des manuels
de 4¢ (sur la totalité des chapitres, pas d’exercice dans Cing sur Cing, 2 dans Transmath
et 1 dans les deux derniers ; un seul exercice suppose que les éléves effectuent une mesure).

Concernant la validation du théoréme de Thalés, deux stratégies sont combinées en
4¢ : vérification par mesure sur un ou quelques cas, en nombre trés limité (la notion de
conjecture est alors utilisée), démonstration & partir du théoréme des milieux dans un cas
particulier (rapport numérique fractionnaire simple). Le théoréme est ensuite admis. Ce
contexte est le seul qui donne lieu a la réalisation de mesures par les éléves.

En 3°, la généralisation du théoréme au cas ol les triangles sont opposés par le sommet
est 'objet d'une démonstration utilisant une symétrie centrale.

Concernant ’agrandissement/réduction et son effet sur les grandeurs aire et volume
en 3%, on rencontre deux stratégies. Trois manuels reviennent sur les représentations &
Péchelle dans un chapitre spécifiquement consacré a la proportionnalité, I’autre (Cing sur
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Cinq) aborde ce point dans le cadre du chapitre sur la géométrie dans I’espace.

Pour ce manuel, un rappel rapproche en géométrie plane représentation a 1’échelle et
agrandissement/réduction en notant la conservation des angles et des formes; les idées
de réduction et de modéle réduit sont reprises pour les sections de pyramides; on peut
considérer que les dessins en perspective réalisés pour ces sections ainsi que ’emploi du
théoréme de Thalés pour les démonstrations réalisent un rapprochement (qui reste cepen-
dant implicite) du théoréme de Thalés avec les problématiques précédentes.

Pour les autres manuels, 'approche est variable. Transmath a une approche unificatrice
comparable & celle du Cing sur Cing (identification de la représentation & 1’échelle k et de
l’agrandissement /réduction de rapport k, mise en évidence sur un exemple de la propriété
de conservation des angles, association configuration de Thalés/agrandissement, association
section d'un cone/agrandissement). Nouveau Décimale par contre s’en tient strictement
aux instructions du programme abordant P’effet de agrandissement/réduction sur les aires
et volumes dans le chapitre sur la proportionnalité, I'idée de réduction pour les sections
de pyramide et cones dans le chapitre sur la géométrie dans l’espace. Il n’y a pas de
réflexion relative aux angles et la notion d’échelle n’est pas intégrée. Quant & la liaison
avec Thalés, elle reste implicite comme dans Cing sur Cing. Le dernier manuel a une
stratégie intermédiaire entre les deux précédents.

Conclusion

La classe de Troisiéme donne lieu dans certains manuels & une reprise unificatrice dans
un contexte géométrique de la notion de représentation a I’échelle (5°) et du théoréme de
Thalés (4°-3°) en ajoutant la démarche d’agrandissement/réduction et 'observation de la
conservation des angles. Mais ceci n’est pas obligatoire : conformément au programme,
on peut laisser de coté le point de vue angulaire et 1'échelle, s’en tenir & l'agrandisse-
ment/réduction et son effet sur les grandeurs, ne sollicitant le théoréme de Thalés et les
configurations associées qu’en tant qu’outil pour 1’étude des sections de pyramide.

Le théoréme de Thalés est admis aprés vérification expérimentale et démonstration sur
cas particulier en 4%, généralisé par démonstration en 3°.

Seconde : triangles de méme forme

Les objectifs principaux de la géométrie enseignée en Seconde sont au nombre de deux :

Développer la vision de I’espace;

Proposer aux éléves des problémes utilisant pleinement les acquis de connaissances et
de méthodes du collége. Pour dynamiser la synthése et éviter les révisions systéma-
tiques, trois éclairages nouveaux sont proposés : les triangles isométriques, les triangles
de méme forme et des problémes d’aires.

Le programme souhaite s’inscrire dans la continuité du collége, en évitant toute nouvelle
piste. Il s’agit de clore pour la majorité des éléves leur apprentissage de la géométrie.

Le programme de Seconde introduit les notions de triangles isométriques et de triangles
de méme forme. Il n’y a pas dans le programme de définition des triangles isométriques
mais on trouve dans la brochure d’accompagnement la précision suivante (p.17) :

Cela supposera au préalable le choix par l’enseignant d’'une définition des triangles
isométriques; celle qui s’inscrit le plus naturellement dans le fil des programmes du
collége, ou 'on a construit des images de figures géométriques par symétries axiale
ou centrale, par translation ou par rotation pourrait s'énoncer ainsi : deux triangles
sont isométriques si 'un est I'image de 'autre par une translation, une rotation, une
symétrie axiale ou une succession de telles transformations. Une autre définition, plus
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intuitive, pourrait &tre : deux triangles sont isométriques s’ils ont des cotés et des
angles respectivement égaux .

Ainsi d’emblée nommés « triangles isométriques », les triangles congruents sont mis en
relation avec les transformations rencontrées au Collége. Il n’en est pas de méme pour les
triangles semblables : faute d’introduire en Seconde les notions d’homothétie et de simili-
tude, les programmes s’interdisent I’emploi de cette expression et parlent de « triangles de
méme forme ». Cette frilosité est d’une certaine maniére en contradiction avec la tendance
générale des programmes francais qui font des transformations une dimension essentielle
de la géomeétrie (comme il a été vu précédemment, le groupe des similitudes est I’abou-
tissement du programme de la section scientifique). Ceci correspond & la volonté signalée
plus haut de faire de ’année de Seconde en géométrie une année de cldture.

Pour les triangles de méme forme, les commentaires précisent :

On pourra utiliser la définition suivante « deux triangles ont la méme forme si les
angles de 'un sont égaux aux angles de 'autre ».

Notons que la définition proposée pour les triangles semblables est minimale, contrai-
rement & celle qui est adoptée au Chili et contrairement & la seconde définition proposée
par les textes d’accompagnement pour les triangles isométriques.

Analyse de manuels

L’analyse de neuf manuels de Seconde!!) montre que 5 d’entre eux ne suivent pas les
recommandations officielles pour la définition des triangles isométriques. Pour eux, deux
triangles sont isométriques lorsqu’ils ont des cOtés égaux, cette définition est minimale.
Parmi les 4 derniers, 3 choisissent la premiére définition référant aux transformations, un
la seconde définition (égalité des cotés et des angles).

Tous les manuels choisis adoptent la définition figurant dans les textes pour les triangles
de méme forme.

Lien avec les notions d’échelle, de proportionnalité et d’agrandissement/réduction.

Ni dans les textes officiels ni dans les 9 manuels examinés la notion de triangles sem-
blables n’est liée & la problématique des représentations & 1’échelle. Par contre, elle est
évidemment associée dans le cours 4 la proportionnalité dans tous les cas et & I'idée d’agran-
dissement/réduction dans 7 manuels sur 9 examinés, ce qui est un changement par rapport
au traitement du théoréme de Thalés dans les manuels de 3° (Transmath est le seul manuel
qui ne fait pas du tout cette association ; Nouveau Pythagore ne la mentionne qu’incidem-
ment dans un TP consacré & un objet fractal, le triangle de Sierpinski).

Les manuels s’intéressent-ils 4 la réalisation de triangles semblables 7

Tous font un lien entre configuration de Thalés et triangles semblables, ne serait-ce que
pour démontrer les cas de similitudes mais ce lien n’est clairement mis en avant comme
une méthode permettant d’obtenir un triangle semblable & un triangle donné que dans
un manuel (Belin) qui est le seul & véritablement poser comme un probléme & résoudre la
question de la construction d’un triangle isométrique, puis semblable & un triangle donné.
Au total, 3 manuels sur 9 seulement présentent 4 un moment donné un procédé permettant
d’obtenir un triangle semblable & un triangle donné. 6 font construire des triangles dont
trois mesures sont données numériquement, essentiellement dans des cas qui déterminent
le triangle & isométrie prés. Enfin deux manuels ne soumettent jamais les éléves & une

U Belin, Fractale et Indice (Bordas), Bréal, Delagrave, Déclic et Pyramide (Hachette), Nouveau Pytha-
gore (Hatier), Transmath (Nathan), édition 200
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tache de construction de triangles dans le chapitre consacré aux triangles isométriques et
de méme forme.

Quel est ’espace de travail proposé aux éléves?

~ On I'a vu, la Géométrie II est, en France, mise en place de maniére implicite & partir
de la Cinquiéme, sinon de la Sixiéme, par un changement du statut du dessin et par une
insistance mises sur les régles de la démonstration. Le programme de Seconde se situe
totalement dans cette perspective :

« Les problémes seront choisis de fagon

& inciter & la diversité des points de vue, dans un cadre théorique volontairement
limité,

& poursuivre 'apprentissage d’une démarche déductive, ,

3 conduire vers la maitrise d’un vocabulaire logique adapté (implication, équivalence,
réciproque). »

L’accent est mis sur le travail interne 4 la Géométrie II. Ainsi les Dacc qui annoncent
vouloir par les exercices proposés de montrer " I'intérét du point de vue nouveau des
triangles isométriques et de méme forme " ne proposent aucune situation issue de problémes
concrets. Les énoncés sont strictement internes au modéle :

3.2 ABC est rectangle en A H est Ie pied de la hauteur s Mat N
sont les prajections orthugonales de Hosur les edtés s Tost ls
milieu do BC,

Pes tiangles rectangles semblableg 7

Hauteur et médiane du wisngle AMN 7

Commeritaire ; iy ena neul’sur dix !

3.3 Dans le earré, on-utmed wng disgonale et un segment joignant
i gonner et lo-miliou.d'un ¢d1e.
Rapport-eitre 'aire de la zone grisée ot lairg du ¢areé 7

Tidication s reconnaitre deux tripngles seinblables, d'oiild hauter du trigngle sriss,

34 Dans le carrd; on‘a tiacé une diagonale et des segments
jeignant sommots etnilious.de cbtds,
Rapport entre. ire de Ja zone gitsde of Paird du gmrd ©

Indication.: reconnaitre des triangles rectanples seimblables.

F1G. 4.7 — Un probléme de grandeurs inaccessibles

Notons avec un peu d'ironie que ces exemples officiels illustrent la remarque des pro-
grammes sur le fait que « de tels triangles sont souvent faciles & percevoir par les éléves :
une fois pergus, il reste & construire la démonstration permettant de conclure. »

Les manuels reproduisent cette tendance : un seul, Delagrave, aborde des problémes
concrets dans le chapitre consacré aux triangles semblables; aucun manuel n’évoque la
question de la proportionnalité ombre/hauteur et la méthode de mesure de hauteur qu’elle
procure.

La Géométrie mise en place est donc une géométrie qui travaille dans un modéle de
la réalité mais le probléme de la modélisation est évacué ainsi que le retour sur l’espace
réel. L’espace local proposé aux éléves est celui de la feuille de papier, les dessins sont
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les représentants d’objets géométriques définis par leurs propriétés et ce sont a priori sur
ces objets que porte le travail. Toutefois les textes qui font réguliérement mention de la
reconnaissance ou de la perception de triangles isométriques ou de méme forme n'’ignorent
pas ’appui heuristique que constitue le dessin. Dans quelle mesure les éléves comprennent-
ils le jeu subtil entre les deux géométries , il est clair que dans le cadre de cette étude nous
ne pouvons que soulever la question ?

Notons pour terminer cette analyse du niveau de Seconde en référence a ce qui est
développé au Chili, que le nombre d’or est présent dans quatre manuels.

Conclusion

La notion de triangles de méme forme n’est pas mise en relation avec celle de représen-
tation & I’échelle. La définition adoptée par tous les manuels (trois angles égaux) est celle
qui est suggérée dans les textes, c’est une caractérisation minimale qui ne se préoccupe pas
des relations de longueur. Mais le lien avec I’agrandissement-réduction et la proportionna-
lité est présent dans tous les cas. Un tiers des manuels seulement proposent des procédés
de construction, la notion semble considérée comme allant de soi.

Enfin, un seul manuel présente des situations d’application de contexte non mathéma-
tique ; le nombre d’or apparait mais dans moins de la moitié des cas.

Les critéres de similitude pour les triangles sont démontrés 4 partir des cas d’isométries
et du théoréme de Thalés et de sa réciproque. Il faut par ailleurs signaler quun travail sur
les aires conduit & ce niveau & une démonstration des théorémes de Thalés et de Pythagore.

Premiére et Terminale S

En Premiére S, la rubrique « Géométrie yintroduit les translations et homothéties du
plan et de ’espace :

Contenus : translations et homothéties du plan et de I’espace ; définitions; image d’un
couple de points; effet sur 'alignement, le barycentre, les angles orientés, les longueurs, les
aires et les volumes; image d’une figure (segment, droite, cercle,...)

En Terminale S Spécialité, sont abordées les similitudes (comme transformation conser-
vant les rapports de distances) et les similitudes directes. Il est recommandé dans les
commentaires de faire le lien avec les triangles semblables et isométriques introduits en
Seconde.

Les textes officiels ne parlent pas du rapport d’une similitude mais les Accompagne-
ments associent d’emblée la définition donnée ci-dessus & 1’existence d’un nombre k par
lequel les distances sont multipliées. Toutefois les termes agrandissement-réduction n’ap-
paraissent pas.

Ni les textes des programmes, ni les brochures d’accompagnement ne font un lien entre
ces notions et celle de représentation a 1’échelle. Aucun exemple proposé dans les brochures
d’accompagnement n’a trait 4 une situation concréte ; les problémes traités sont de nature
théorique (étude de configurations, problémes de lieu et de construction).

De plus, les textes (Instructions et Dacc) attribuent explicitement une finalité de niveau
de conceptualisation supérieur & ’enseignement sur les similitudes :

Avec ’étude des similitudes planes, on vise 4 la fois une synthése des études antérieures
sur les transformations et une premiére approche implicite de la structure de groupe
" (Programme de Terminale S Enseignement de spécialité).

Pourquoi ’étude des similitudes ?

[..] Elle [une telle étude] permet ensuite de construire un ensemble théorique consis-
tant :; les éléves de spécialité pourront ainsi &tre confrontés 4 une expérience mathé-
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matique fondamentale : celle de batir un " morceau " de ’édifice mathématique. Dacc,
p.60

L’examen des manuels (Premiére S : Terracher et Déclic (Hachette), Transmath (Na-
than), Fractales (Bordas) et Bréal -édition 2001-; Terminale S : mémes collections -édition
2002-) fait apparaitre des attitudes variées :

En Premiére, le lien entre homothétie et agrandissement/réduction est fait (§) mais pas
avec la notion d’échelle (%) Deux manuels étudient le fonctionnement du pantographe; ce
sont les seuls exercices ayant trait & une situation concréte dans les manuels examinés.

En Terminale, trois manuels n’utilisent & aucun moment les termes d’échelle ou d’agran-
dissement/réduction & propos des similitudes. Les deux autres évoquent ces notions en
faisant référence aux fractales et & la notion d’autosimilarité. Mais un seul d’entre eux
consacre un véritable développement & ces objets, mettant & contribution les éléves par
quelques exercices ; des liens avec d’autres disciplines y sont évoqués.

Conclusion

Les deux classes scientifiques de Premiére et Terminale (Spécialité Mathématique) sont
centrées sur le point de vue « Transformations » avec les notions d’homothétie et de
similitude. Le lien est fait avec les triangles de méme forme et la notion d’agrandissement-
réduction. Par contre, la notion de représentation & 1’échelle reste en marge du réseau
conceptuel, seulement évoquée dans deux manuels de Terminale sur 5 avec la notion de
fractales et d’autosimilarité. Ces chapitres ne donnent pas lieu & des applications non
mathématiques, celles-ci étant présentes dans un seul manuel de Terminale. La finalité de
cet enseignement est clairement interne aux mathématiques.

4.3.3 Synthése

Au Chili, le réseau conceptuel centré sur les figures de méme forme, abordé de maniére
limitée une premiére fois en 6B (agrandissement-réduction sur papier quadrillé, effet sur
les aires) puis en 8B (triangles semblables, représentation a I’échelle) est présenté dans son
intégralité en 2M. Il associe les notions et théorémes suivants : représentation & 'échelle,
agrandissement-réduction, triangles de méme forme, homothéties, théoréme de Thalés,
critéres de similitude, point de vue historique et artistique sur la question des proportions.

La notion de figures de méme forme est motivée par la question de la production de
représentations fidéles du monde réel : il s’agit de construire des représentations qui ne
déforment pas la réalité et permettent en retour d’obtenir des informations inaccessibles
dans la situation grandeur nature. Par ailleurs, la notion de figures de méme forme n’est
pas considérée comme allant de soi ou comme déja disponible chez les éléves. Ces options
se traduisent dans I’enseignement & deux niveaux :

— Des situations d’introduction multiples sont proposées; la moitié d’entre elles posent
la. question de la non déformation et s’appuient sur les représentations du monde
présentes dans ’environnement social, autre moitié conduit les éléves a réaliser
eux-mémes des figures de méme forme par différents procédés permettant d’obtenir
des agrandissements-réductions (pantographe, homothétie notamment).

— Les connaissances enseignées sont appliquées & des situations de détermination de
grandeurs inaccessibles; certaines passent par la réalisation d’une représentation &
’échelle et la réalisation de mesures sur le dessin qui est donc ainsi doté d’une véri-
table fonctionnalité.

— Les critéres de similitude des triangles permettent d’étayer au niveau théorique plu-
sieurs techniques de construction de représentations & l’échelle utilisant égalité des
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angles et/ou proportionnalité des longueurs et valident la prise d’information sur la

représentation.
Les docuinents d’accompagnement comme les manuels proposent une exploration expéri-
mentale de I'un des deux résultats théoriques de ce réseau, théoréme de Thalés (manuels)
ou critéres de similitude (Dacc), les activités proposées par les manuels étant plus direc-
tives que celles qui sont présentées dans les Dacc. Les textes officiels font référence & des
démonstrations de ces deux résultats sans plus de précision. Le théoréme de Thalés est
démontré dans 2 des 4 livres examinés, dans les 2 autres, il est institutionnalisé sans re-
marque particuliére relative au fait qu’il a seulement été vérifié expérimentalement. Quant
aux critéres de similitude pour les triangles, ils sont énoncés sans démonstration dans deux
manuels, 'un est démontré dans deux autres. Qutre les applications au monde réel déja
évoquées, ces résultats sont utilisés dans des exercices internes aux mathématiques.
~ Nous retiendrons enfin une attention réelle aux liens de ce réseau avec des questions
artistiques, comme par exemple la place de la divine proportion dans les Arts.

Concernant la question du paradigme géométrique dans lequel s’inscrit le travail pro-
posé, il semble que cette unité soit congue par les auteurs des programmes comme une
unité permettant la transition de l’espace de travail des éléves vers un type de Géomeétrie
II avec mise en place de quelques régles de démonstration. Mais il reste envisageable de
travailler dans le paradigme de la. Géométrie I, si les connaissances acquises en Géométrie
II ne permettent pas de traiter les problémes issus de la vie réelle qui jouent un réle central
pour donner sens aux connaissances enseignées. Dans cette géométrie transitoire, les théo-
rémes remplissent deux fonctions : d’une part, ils jouent le réle d’outils pour une géométrie
du monde réel on ils dispensent de recourir sans arrét a des mesures effectives; d’autre
part, dans les cas ol la Géométrie IT n’est pas encore efficace pour traiter complétement
le probléme concret posé, ils permettant éventuellement de justifier certaines techniques
de Géométrie 1. Il faut toutefois retenir qu’en Pabsence d’un statut de « théoréme ad-
mis », demeure une certaine ambiguité & propos des résultats qui dans certains cas sont
institutionnalisés aprés une simple vérification expérimentale.

En France, 'espace de travail dans lequel on souhaite que les éléves s’inscrivent est
explicitement dés la Cinquiéme, de fait dés la Sixiéme, celui de la Géométrie I1. Ce choix
se traduit en particulier par une quasi-exclusion de toute activité supposant que les éléves
aient & déterminer eux-mémes des mesures inconnues, dans le monde réel comme sur les
dessins géométriques. Tout résultat est démontré ou regoit le statut particulier de théoréme
(provisoirement) admis.

Les différentes notions du réseau conceptuel sont présentées successivement : représen~
tation & ’échelle en 5°, théoréme de Thalés en 4° puis 3¢, effet de I’agrandissement réduction
sur les aires et les volumes en 3¢, triangles de méme forme en 2%, homothéties en Premiére
S. Enfin Penseignement de-Spécialité de Terminale S aborde la notion de similitudes.

Si les chapitres successifs voient (mais de maniére inégale suivant les manuels) se réaliser
une mise en relation des différents éléments, le réseau obtenu n’intégre pas la probléma-
tique de la représentation & 1’échelle qui reste marginale et quasiment cantonnée & ’année
de 5e. Dans la mesure ou la conception des mathématiques exclut & partir du collége que
dans le cadre du cours de mathématiques, l’'on puisse obtenir des informations par réalisa-
tion de mesures sur un objet matériel, y compris un dessin, les représentations & 1’échelle
ne regoivent aucune véritable fonctionnalité. Les taches proposées aux éléves se réduisent
a des calculs de proportionnalité; ’exercice de cette notion apparait comme la motiva-
tion principale de la présence des représentations & 1’échelle dans le domaine des travaux
numériques et non géométriques.
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Par ailleurs, on constate qu’aucune technique de réalisation de représentation & I’échelle
n’est enseignée, il s’agit 14 d’une pratique sociale avec laquelle les éléves sont supposés
étre déja familiarisés. Le fait que différentes techniques existent nécessiterait pourtant une
certaine institutionnalisation mathématique, sous forme de théorémes admis, ce n’est pas
fait. Ce qui s’explique par ou explique le fait que les éléves ne soient que marginalement
confrontés au tracé de plan & 1’échelle.

La notion de triangles de méme forme n’est pas motivée par la problématique de non
déformation du réel, rien ne vient justifier son introduction. En Seconde, aucun processus
de familiarisation s’appuyant notamment sur la réalisation matérielle de dessins de méme
forme n’est proposé, cette notion semble aller de soi.

L’agrandissement-réduction est une problématique interne aux mathématiques, qui
reste cantonnée avec I’homothétie puis la similitude aux limites des figures géométriques,
représentées dans le cadre de la feuille de papier. Les applications se situent elles aussi dans
le cadre strict de la géométrie (étude de configurations, problémes de lieu et de construc-
tion). En Terminale S, les textes officiels situent au plan de I’expérience d'une synthése
théorique la finalité du chapitre sur les similitudes. Sauf exception, ces chapitres ne donnent
pas lieu & la confrontation & des situations du monde réel. La dimension artistique de la
question est un peu plus présente, en Seconde.

Sur le plan de la validation, si 'on excepte le cas des représentations & I’échelle non
traité en géométrie, les théorémes sont démontrés. Seul le théoréme de Thalés est 1'objet
d’un traitement différent en 4° : il est vérifié expérimentalement sur un nombre trés limité
de cas, démontré dans un cas particulier (rapport rationnel donné) puis prend le statut de
théoréme admis ; mais sa généralisation en 3¢ est établie par démonstration et la classe de
2nde propose une démonstration par les aires.

Le théme des triangles de méme forme apparailt comme une entrée particuliérement
pertinente pour la comparaison des deux systémes puisqu’y sont illustrées les principales
différences entre deux systémes mis en évidence par les différents outils utilisés dans notre
étude.
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Chapitre 5

Autour des conceptions de la
géométrie de futurs enseignants

L’étude des programmes chiliens et frangais fait apparaitre de grandes différences dans
les enjeux de la géométrie enseignée. D’un coté, la géométrie est fortement reliée au monde
de la pratique auquel elle est censée fournir des solutions et des techniques, de 'autre
elle reste trés proche d’une propédeutique du raisonnement rationnel. Cette opposition se
traduit par une distance entre les deux paradigmes dominants : la Géométrie I au Chili, la
Géométrie II en France.

Les deux études qui suivent dans ce chapitre et le suivant se proposent de voir si
cette différence perceptible dans les programmes et les manuels se confirme aussi dans
P’épistémologie spontanée des futurs professeurs.

5.1 Quelle vision de la géométrie

5.1.1 La méthodologie

Dans cette partie, nous essayons de voir & partir d’un petit. questionnaire si la diffé-
rence d’approche du travail géométrique dans les deux pays a des répercussions sur les
conceptions de la géométrie chez les futurs enseignants.

Nous avons pour cela simplement demander & des groupes d’étudiants en formation de
donner trois verbes et trois adjectifs évoquant la géométrie. Nous sommes conscients que
ce type de questionnaire aboutit souvent & des résultats trés relatifs mais il s’agit de voir
ici si les données que nous obtenons confirment ou non les éléments apportés par nos autres
analyses. Ce questionnaire ne doit pas &tre congu comme un élément isolé de la recherche
mais comme un point supplémentaire de notre investigation.

Voici la forme retenue pour ce questionnaire.

Vous avez regu un enseignement de géométrie, vous aurez i enseigner
la géométrie.

Donner 3 adjectifs et 3 verbes qu’évoque pour vous la géométrie. In-
diquer a chaque fois, si ’adjectif ou le verbe a pour vous une conno-
tation positive ou négative 7 Expliquer pourquoi ?

Une question supplémentaire a été posée en France pour distinguer les différents sens
du mot rigueur qui apparait réguliérement dans les différents types de discours tenus sur
cette discipline. S’agit-il de la rigueur propre & la Géométrie II et qui porte davantage sur le
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raisonnement logique ? Ou bien parle-t-on de la rigueur des tracés des figures qui importe
surtout en Géométrie I 7

Qu’appelleriez vous rigueur (un mot qui revient souvent) en géométrie ?

Ce questionnaire a été donné au Chili et en France 4 des groupes d’étudiants se des-
tinant & devenir professeur soit dans le 'enseignement primaire soit dans I’enseignement
secondaire. C’est ainsi que nous avons pu recueillir ’avis de quatre populations différentes :

— des étudiants professeurs d’écoles en premiére année d’IUFM. et de la basica,

— des étudiants en faculté de pédagogie se destinant & devenir professeur & la basica
Dans les deux cas il s’agit d’étudiants polyvalents.

— des étudiants en mathématiques inscrit en premiére année d’IUFM pour devenir
professeur de Lycée et Collége :

— et enfin des étudiants de la faculté de mathématiques préparant le magistére de pé-
dagogie mathématique nécessaire pour pouvoir devenir professeur de ’enseignement
medio au Chili.

L’analyse de ce type de questionnaire pose toujours de nombreuses difficultés liées

a Pinterprétation plus ou moins approximative des relations entre les divers mots. Pour
limiter les effets de ces interprétations nous nous sommes en partie appuyés sur la notion
de champ sémantique.

Ainsi considérons le champ sémantique de rigoureux, ce terme est fréquent chez les
étudiants frangais mais il recouvre des significations différentes. On peut déterminer la
clique suivante® & 'intérieur de notre corpus & partir des cliques proposées dans le travail
du Laboratoire de linguistique de 1'Université de Caen?.

: “Prédis

Pifg_:;wem I

Ce champ est rattaché aux mots déductif et propre par rigoureuz, mais ici il ne s’agit
plus d’un graphe complet car ces mots ne sont pas synonymes des trois autres mots. Ils ne
sont pas non plus synonymes entre eux.

- ___Précis
Déductif —_— | '

T e

Soigné

Propre

Si le premier mot déductif renvoie au raisonnement, le second propre évoque la présenta-
tion et les tracés. Dans ce cas, la question supplémentaire posée en France aux Professeurs
d’Ecoles sur le sens du mot rigueur tente de déterminer & quel sens se référe plutét 'en-
semble des mots de la clique précédente. S’agit-il de la rigueur propre & la Géométrie II et
qui porte davantage sur le raisonnement logique et alors la relation s’oriente vers déductif.

il ’agit d’un graphe fermé
http ://elsapl.unicaen.fr
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Ou bien, parle-t-on plutét de la rigueur des tracés de figures qui importe surtout en Géo-
métrie I et alors c’est la référence a la netteté et a la propreté qui apparait et la relation
s’oriente alors vers propre.

Dans notre corpus, apparaissent aussi des mots antonymes comme déductif et intuitif ou
le couple concret-abstrait. Ces mots sont souvent regroupés par les étudiants par association
d’idée et non parce qu’ils ont le méme sens. Nous avons noté avec des segments pointés au
lieu de fleches ces regroupements par opposition.

5.1.2 La classification

A partir du corpus ainsi constitué, nous avons pu progressivement créer des classes
regroupant les adjectifs. En nous basant sur la notion de travail géométrique, nous avons
distingué les adjectifs qui caractérisent de maniére interne le travail géométrique et ceux
qui donnent un point de vue externe sur ce travail géométrique.

Une caractérisation interne de ’'ETG

Sous cette dénomination, nous retenons quatre classes d’adjectifs. La premiére, le Pdle
théorique logico-déductif, regroupe des adjectifs comme logique, raisonnée, abstracta, théo-
rigue. En opposition sémantique & ce pdle nous avons retenu un Péle empirique avec la
distinction intuitif/concret.

Certains termes sont trés spécifiques de l’espace de travail géométrique comme eucli-
dienne, spatiale, dimensionnelle, paralléle. Enfin, nous avons retenu une classe Exactitude
avec des mots comme rigoureuz précis, propre. Celle-ci peut, suivant le sens attribué & ces
mots, se rattacher & un point de vue interne ou marquer une transition vers un point de
vue externe sur le travail géométrique.

Un point de vue externe sur le travail géométrique

Cette fois, grace & ces adjectifs, les étudiants peuvent émettre des points de vue sur
le réle ou sur les conditions d’accés a la géométrie. Ainsi, avons nous introduit une classe
associée & 1’Accessibilité que nous divisons en facile et difficile. Cette classe caractérise la
géométrie pour son utilisateur, elle peut étre soit aride, angoissante ou & ’'opposé amusante,
divertissante.

Une classe, particuliérement riche au Chili, se rapporte & l'utilité de la géométrie utile,
efficace, pratique. Dans cette lignée il y a aussi les adjectifs qui insistent sur la nécessité et
d’autres sur les aspects culturels et esthétiques.

Les diverses relations possibles entre les classes sont visualisées sur le diagramme sui-
vant.

En résumé voici toutes les classes que nous avons retenues retenues :
Le point de vue interne

PLD Pole logique et déductif

PEm Péle empirique

Exac Exactitude

ETG Les objets de 'ETG

Le point de vue externe
Util L’utilité
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[ Aspects culturel et

Difficile” esthéticue
¥
{ Théorique
Accessibilité R
’ ' Objets de Exactitude:
TETG Rigourewx
(}Emﬁitiqu.e
* Intuitifvisuel |
Facile:

Tmpottance

Utilité

F1a. 5.1 — Organisation globale

A+ ,A- L’accessibilité avec 'opposition entre le facile et le difficile
Nec La nécessité

Cult Les aspects culturels et esthétiques.

Le tableau des résultats que nous avons obtenu avec cette classification est le suivant :

» Etudiants PLD | ETG ExactitudEmpiriqus Utilite | Difficile |  Facile | Necessite|Culturel| Mots
BET 2301 43 15 24 1 4 10 ) 2 4 68
Basicos 26 & 3 8 5 8 7 19 9 i B4
PLEA 37 6 42 19 24 2 A8 8- 1, 4 104
Medio:( 28| b B 2. 7 19 8 23: 4 14 B89

F1G. 5.2 — Tableau des résultats

Une étude du Chi2 sur ces données fait apparaitre que les populations frangaises et
chiliennes sont indépendantes & un seuil trés élevé. Les deux groupes francais sont également
indépendants (seuil .97) et on ne peut pas considérer les deux populations chiliennes
comme indépendantes.
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5.1.3 Présentation détaillée des résultats par catégorie d’étudiants
Les étudiants professeurs chiliens pour ’enseignement medio

Les trois classes d’adjectifs les plus représentées concernent toutes des points de vue sur
la géométrie qui est massivement jugée utile, facile et riche culturellement et esthétique-
ment. Ces trois classes représentent prés des deux tiers des réponses. Ces réponses sont en
parfaite conformité avec notre attente et les résultats des différentes analyses curriculaires
qui ont montré la place spécifique de la Géométrie I articulée avec des applications a la vie
quotidienne dans ’enseignement medio.

Une caractéristique propre aux étudiants en mathématiques chiliens est 'importance

qu'ils accordent aux termes évoquant ’aspect esthétique et culturel de la géométrie.

Accessibilité
Péletlicoiique "Empirique Difficile
Logico déductif . Diffieil 5/2
Absiracta 4/t Intuitif Compleja /0
Creativo 2/1 Complicada 1/0
TOTAL: 411 TOTAL 1211
TOTAL 1872
Exactitnde Rl
Cmdadps_o 1 - Interesante 4/0
Exacto 110 ; Concret Attractivai1/0
TOTAL: 2/1 Concreto 3/1 Efitretenida 8/2
Visible: 2/0 Didactica 341
Objets de 'ETG Tangible 1/0 Llsmativa2/0
Construcciones 1/0 Real 1/1 Desafiante1/0
Analitica.2/0 S ndente 1/1°
Représentativa 3/0 TOTAL:72 Tacien 110 Dinamica 11
TOTAL : 670 ' TOTAL ; 23/5
TOTAT: : 9/4
Vtilité TOTAL : 31/7
Practico 53 Util 815
Aplicble 2 Cotidiana2/1
“Herramientas'1/0 .
Aspects esthétique et cyltuiel TOTAL: 191
Hermosa 3/2 INécessite
Bopita %0 ‘Amg]ia 2n Tnprescinidible 1/]
Universal 2/0. Clasica 10 “Necesaria 1/0 Importante 20
Eteina 1/0 Infifiita 1f1 ‘ TOTAL : 4/1
Bella:1/0 Perfecta 20 | ) .
TOTAL14/4

Fia. 5.3 — Etudiants chiliens de ’enseignement secondaire

Les étudiants professeurs chiliens pour ’enseignement de la basica

Cette fois la classe la plus représentée est celle qui fait allusion au caractére facile et
accessible de la Géométrie. Si 'on ajoute ensuite les adjectifs soulignant la nécessité et
l'utilité de la géométrie, on obtient 14 encore un point de vue externe sur la géométrie qui
renvoie & son role social et aussi 4 sa place dans 1’école élémentaire.
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Sergtond ‘Empivique Accessibilits:

Tntiiitf
TOTAL :'6/3/ '
Exactituds: Coneret:
Concreto 110
Objets deVETG :
Gfica 110 : T Din 3
 Andifica 0 TOTAL 410 TOTAL : 19/
‘Representativa:1/1 ’
lite TOTAL :36/9
. ‘Practica 2/2
TOTAL : 3/1: Agli able 2/1
Ttil /2 Nécessite.
— ) TOTAL 88" e iadf Siamficativa 11
Aspects esthétique ef culburel o ] fﬁ%ﬁ:ﬁ:gz /1[; 1

TOTAL 0, : escindible 1/}
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Les étudiants professeurs frangais pour ’enseignement secondaire

Il s’agit ici d’étudiants préparant le Capes de mathématiques. Les trois classes les plus
présentes sont d’une part Paccessibilité avec une égale répartition entre facilité et difficulté.
Et d’autre part, le pdle empirique associé & 'exactitude des tracés et/ou des raisonnements.
Il y a donc 4 la fois une centration sur le travail géométrique vu comme intuitif et concret
par opposition sans doute & ’analyse ou & ’algébre et aussi une grande sensibilité au
caractére 4 la fois facile et difficile de cette discipline : facile quand il s’agit de percevoir

les objets, difficile quand il faut batir des raisonnements.

Accessibilité:
Pole théorigue ‘Empiiique: —
Logico dédivctif: . Difficile
) Difficile:9/3
Togicue 271 _ Intuitif Complicué 1/0
Théssiaue 110 Intuitive 1/0 | Complese 613
Abstraite:2/2 Exactitude Lpaglr:lable 10 Dur.1/0 i
‘Synthétique 1/0 Rigoureuk 472 Astucioux 3/1 Ennuyeuk 200 :
; ; Mf e 170 Créatif: 1/0 TOTAL :18/6-
ieces
TOTAL 613 | | Propre 3/i Clie 10 TOTAT:: 71 Facile
. : Pointilleux-1/1 - Fadile:1/0
) Objets de I'ETG Simple 171
'gibﬁ:;;ﬂ 0 TOTAL :1978' Coneret Amusant 31
Dimensiotinelle 1/0 Congret 96 I}yqamxgggZ/l
Représentatif %3 Visuel 74 Ludiqge 10
Symétrique 1/0 Tangitle 110 Fiaan 110
Différentielle 1/0 ‘TOTAL :17/10 tressant 6/1
] Stupéfiant 1/1
uc _enne;} i Pagsionnant: 1/0
Analytique+1/0 - Eweilleuse
TOTAL: 12/4 » TOTAL 24711 TOTAL:.18/5
. TOTAL :36/11.
:Aspects-esthétiqne. et enlturel m Utilité:
Artistique 2/0 Efficace. 1/0 Necendite
ol 110 Applicable 1/t “Primordiale 1/0 '
Culturelle-1/0 T TOTAL: 21 TOT AL+ 1I0
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Les étudiants professeurs francgais pour ’enseignement élémentaire

Chez ces étudiants, les trois classes les plus présentes renvoient & l'exactitude, aux

termes spécifiques de la géométrie et aussi au pole démonstratif et théorique. Il faut sans
doute voir 1a l'effet de la préparation & un concours : en effet, ces étudiants non spécia-
listes en mathématiques doivent faire un important effort pour travailler ce domaine qu’il
maitrisent généralement assez mal. Il n’ont donc que trés peu de distance avec 'ETG.

“Pole théorigite. » | Empitique —
‘Liogico deductif Accessbilits
Raisontiée; 1/0 o
Tadtiif .
Reéfléchie 1/0 Tt 10 ., Difficile
Logique 744 Pt ‘Difficile 1/1
Abstraite 3/2 Imaginative :1/1 cne M
batraite:3/2 Astucieux 1/0 Cotnplexe 61
Scientifique 1/0 : L TOTAL+3/1 Angoissante. 1/0
TOTAL: 136 — . R “Labotieuse1/0
Exactitude Vicieuse 11
lrsjr%qggeux‘ 9 /o v Coneret “TOTAL 1073
buisi12id Concret 5/1:
Objets de 'ETG Soigne 20 Visuel 3/0
a ] el Exigeante 1/0 Facil
_Tonen
e . X 3 becss v
Planie 3/1 TOTAL :8/1 -Divertissante 1/1
Représentatif 1/0 TIntéressante 3/1
Parallgle 1/0 TAT . Valorisante:1/0
Euclidienne.1/0 TOTAL 1111 TOTAL:62
Angulaire 1/0 ! |
Iéo‘:fi 1[1,U0 . TOTAL: 16/5
ubique' Utilite
Graphique /0" Pratiqie:1/0
TOTAL: 156 Thile- 31 ‘ o . Nécessite:
TOTAL 2l Indispensable 2/0
Aspects esthétiqiieet culturd ' TOTATL 2,
Artistique 70 Joli 1/0 : TOTAL: 20,
Vaste 10
TOTAL:: 3/0"

5.1.4 Comparaison entre les catégories d’étudiants

Parmi les caractéristiques opposant les étudiants chiliens (Basica et Math Chili) aux

étudiants frangais (PE et PLC), nous avons particuliérement remarqué :

— chez les étudiants chiliens (Basica ou Math), en contraste avec les étudiants frangais,

il apparait une décentration importante par rapport & la géométrie.

1l est possible de donner plusieurs interprétations 4 ce phénoméne, la premiére a été
rappelée et tient 4 la différence entre les paradigmes dominants en France et au Chili.
Cette sensibilité 4 la forme enseignée de la géométrie peut aussi s’expliquer par le fait
que les étudiants chiliens suivent un cursus qui les sensibilise dés la premiére année
aprés I’équivalent du Bac & de des préoccupations éducatives. Ce n’est pas encore le
cas pour les PE1 et PLC1 francais qui & ce moment de leur formation (aprés la licence)
n’ont qu’exceptionnellement regu une sensibilisation & ’enseignement (modules de
pré-professionalisation pour PLC et PE et Licence de Sciences de 'Education pou
PE).

De nombreux adjectifs qualifient la géométrie comme wtile voire nécessaire chez les
étudiants chiliens. De plus ils ont souvent qualifié cet adjectif comme le plus impor-
tant parmi les trois qu’ils donnaient.
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En revanche, ce type d’adjectifs évoquant l'utilité de la géométrie est quasiment
absent du corpus donné obtenu & partir des réponses des étudiants francais. Il y a 13,
certainement, un effet de la différence d’approche de I’enseignement de la géométrie
dans les deux systémes. '

— Les étudiants frangais (PLC et PE) utilisent de nombreux adjectifs qui évoquent
Pexactitude et la rigueur. De plus un nombre important d’étudiants considére cet
aspect comme primordial. Ce point est nettement moins présent chez les étudiants
chiliens

— Les étudiants polyvalents en France et au Chili se distinguent trés nettement par le
fait que les étudiants francais proposent de nombreux adjectifs évoquant les contenus
et caractéristiques de la géométrie(objets de 'ETG, aspect théorique, démarches em-
piriques) alors que les étudiants de la Basica au Chili n’en proposent pratiquement
pas. Cela peut provenir de la nature de leurs études universitaires centrées principale-
ment sur les sciences de 1’éducation avec trés peu d’enseignement des mathématique
souvent présentées dans des options.

A coté de tous ces éléments de différenciation, il faut noter une caractéristique commune
aux quatre groupes, il s’agit des nombreuses évocations de 'accessibilité de la géométrie.
Mais ’analyse des différences précédentes montre que 1’évocation de ces termes communs
n’est pas faite dans le méme sens. Il semble (mais il faudrait approfondir I’étude) que pour
certains il s’agit plutét de 1'évocation de leur propre vécu par rapport & la géométrie alors
que pour d’autres cette évocation renvoie plus & la nature méme de l'objet étudié.
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5.2 Etude de I’espace de travail géométrique personnel

Dans la section précédente, nous avons commencé 1’étude de la composante personnelle
de Pespace de travail géométrique. A I'occasion de notre travail dans le groupe ECOS, nous
avons aussi approché cette dimension personnelle & partir de la résolution de problémes de
géométrie formulés de maniére identique dans les deux pays. Cette étude n’a pu é&tre que
partiellement menée & son terme aussi nous ne donnons dans ce chapitre que la description
du travail effectué autour de la situation « Charlotte et Marie ». Les travaux menés sur les
mesures inaccessibles ne figurent pas dans cet ouvrage 3

5.2.1 Etude d’un exercice posé aux étudiants chiliens et francais

Pour étudier, & la fois, les paradigmes privilégiés par les étudiants dans leur approche
de la géométrie et leur espace de travail personnel, nous avons proposé un exercice extrait
d’un dispositif de formation relativement complexe développé en France par Kuzniak et
Rauscher (2002 et 2003).

L’exercice clef « Charlotte et Marie »

L’exercice suivant (Hachette Cing sur Cing 4éme 1998, page 164) entre dans la catégorie
des exercices de géométrie ol se pose clairement la question de ’existence d’un espace de
travail idoine pour résoudre le probléme.

Q

1° Poupguoi petit-
on affirmer que le gua-
drilatére QELM ©st un
losaige ¥
2° Marie soutient que
CELM o5t unearé.
Charlome est slirequg ee |,
n'esl pus-vral. M
Qui a raison ?

s
e8| L

F1G. 5.4 — Le probléme Charlotte et Marie

Le dessin proposé 4 1’étude ressemble 4 un carré mais son statut dans le probléme n’est
pas clair. Il posséde certaines particularités d’un dessin coté : les co6tés du quadrilatére sont
codés et indiquent leur égalité, des mesures figurent sur le dessin. Mais quelle est Porigine
de ces mesures 7 S’agit-il de mesures effectuées sur une figure préexistante ou sont-elles,
notamment pour la diagonale, le fruit d’un calcul. La longueur de la diagonale [ME] est
donnée au dixiéme de ¢cm prés (5,6 cm), ce qui peut incliner & penser qu’il s’agit d’une
mesure réelle. Mais, comme d’autre part le probléme est issu d'un livre de fin de collége,
on peut penser 4 une mesure théorique plus conforme au contrat didactique usuel dans ce
type de classe.

3Voir cependant p 143
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Ainsi, le dessin est-il une donnée premiére, un objet réel, que le probléme se propose
d’étudier ou résulte-t-il d’une construction & partir d’un cahier des charges précisé dans un
texte. Dans ce cas la réalisation pratique est-elle importante ou n’est-elle quun support
pour aider le raisonnement 7

En général, le texte du probléme doit permettre de répondre & ces questions et de
déterminer le statut de l'objet figuré. Mais, ici, ’énoncé ne donne aucune indication sur
ce point car comme le signale un étudiant : il n’y a pas de textes pour Uénoncé, il n’y a
qu’un dessin qui peut tromper. Seul semble acquis le fait que le quadrilatére soit un losange,
savoir §’il s’agit d’un carré ou non est laissé & la charge de 1’éléve.

Finalement, est-ce Charlotte ou Marie qui a raison? Une facon classique de résoudre
ce type d’exercice consiste & utiliser le théoréme de Pythagore qui évite le recours & une
mesure effective de 'angle. Mais 14 encore, comme nous allons le voir resurgit ’ambiguité
sur le choix de I’espace de travail. Pour cela, nous introduisons deux formes du théoréme de
Pythagore, une forme abstraite classique portant sur des nombres réels et sur des égalités

Si le triangle ABC est rectangle alors AB? + BC? = AC?

et une forme concréte pratique qui utilise des nombres approchés et, de facon moins
courante, des figures approchées

i le triangle ABC est « & peu-prés » rectangle alors AB? + BC? ~ AC?

La premiére forme permet de basculer simplement dans une Géométrie qui s’écarte
des données de ’expérience en raisonnant ici de maniére élémentaire dans le cadre numé-
rique. Quant & la seconde formulation, elle apparait plutdét comme une forme avancée de
Géométrie 1.

Si ’on se place en Géométrie II, en utilisant la forme abstraite du théoréme de Pytha-
gore, alors on peut raisonner comme le propose un étudiant et donner raison a Charlotte :

On sait que si OEM est rectangle en O alors on a OE? + OM? = M E?

On vérifie 42 + 42 = 5,62 et 32 ~ 31,26. Donc OEM n’est pas un triangle
rectangle.

Si on utilise le théoréme de Pythagore approché dans un cadre mesuré alors on suivra
plutdt le raisonnement proposé par un autre étudiant :

C’est un carré si un angle au moins est droit entre deux cotés.
L’angle MLE est droit si et seulement si :

MI? + LE? = ME? d’aprés le théoréme de Pythagore
16+16=320r32~5,6

Marie a raison OELM est un carré.

En fait, il faudrait conclure quOFLM est « presque » un carré mais comme on le
sait, faute d'un langage adapté, il n’est pas possible aux éléves et aux étudiants de jouer
sur ces différentes distinctions. Ils vont étre ainsi confrontés & un malentendu & la fois
épistémologique et didactique qui nous permet d’analyser dans leurs productions écrites le
jeu entre la Géométrie I et la Géométrie II.

Nous avons pu dégager quatre populations? dans notre étude des réponses données par
des étudiants professeurs d’école francais.

“Voir Kuzniak (2006) ou Kuzniak-Rauscher (2005)
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PII Une premiére population (PII) est composée des étudiants qui ont utilisé la forme
classique du théoréme de Pythagore. Celui-ci est appliqué & l'intérieur du monde des
figures abstraites sans considérer I’apparence réelle de 1’objet. Seules comptent les
informations données par 1’énoncé et les codages (code de segments, indications sur
la dimension des longueurs). Pour prouver que le quadrilatére est un losange (quatre
cotés de la méme longueur) et montrer que ce n’est pas un carré (contraposée du théo-
réme de Pythagore), les étudiants utilisent des propriétés minimales et suffisantes.
Nous considérerons cette population comme raisonnant au sein de la Géométrie II.

PlIprop Une autre population regroupe les étudiants qui appliquent le théoréme de Pytha-
gore approché, en fait sa réciproque pour conclure que Marie a raison. Dans ce cas,
les étudiants reconnaissent 'importance du dessin et de I'approximation des mesures.
Le théoréme de Pythagore pratique apparait comme un outil de Géométrie I. Nous
désignons cette population par Plprop pour insister sur le fait que les individus de
ce groupe utilisent des propriétés pour argumenter.

Deux autres groupes concluent sans référence au théoréme de Pythagore.

Plexp Nous regroupons ici les étudiants qui utilisent la mesure et les outils de dessin
pour parvenir & une réponse. Ils se sont placés dans le monde expérimental de la
Géométrie I.

Généralement, ce type d’étudiants conclut que Marie a raison. Mais, ce n’est pas
toujours le cas : un étudiant, utilisant son compas, vérifie que les sommets du qua-
drilatére ne sont pas cocycliques et conclut qu’OFLM n’est pas un carré.

Plperc Dans cette derniére catégorie, nous plagons les étudiants dont les réponses ne
paraissent basées que sur la perception : leur interprétation du dessin fonde la réponse
et ils ne donnent pas d’information sur leurs moyens de preuve.

Cette catégorie d’étudiants nécessite une analyse complémentaire pour déterminer la,
nature du travail géométrique effectivement entrepris. Il n’est notamment pas évident
de savoir §'il s’agit d’une réponse par défaut et oubli des propriétés ou alors d’une
réponse clairement basée sur la seule vision de la figure.

5.2.2 L’analyse statisi:ique

Nous avons utilisé deux méthodes statistiques pour traiter nos données, une analyse
factorielle et une analyse implicative.

Pour effectuer ces diverses analyses statistiques nous avons retenu les productions de
deux groupes d’étudiants frangais soit 57 personnes se destinant & devenir Professeur
d’école. Nous n’avons pas retenu pour cette étude statistique, les étudiants PLC qui se
sont révélés étre assez homogénes; ils ont tous sauf un répondu Charlotte et ceci de ma-
niére assez stéréotypée. Du cdté chilien notre analyse n’a retenu qu'un groupe d’étudiants
en mathématiques. Nous expliquerons plus loin 'absence de productions d’étudiants pour
enseigner en basica qui a contrario ont pratiquement tous répondu Marie avec un minimum
de justification. (Voir le paragraphe 5.2.3).

L’approche factorielle

La premiére approche statistique repose sur les outils de I’analyse en composantes
principales. Le principe consiste & étudier, grace 4 un codage, les réponses fournies par
les étudiants aux trois questions posées dans le cadre du probléme Charlotte et Marie.
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Ce codage prend en compte huit aspects qui apparaissent dans les diverses réponses des
étudiants.

Pour la premiére question qui demande de prouver que le quadrilatéres est un losange,
Paspect 1 s’intéresse aux sources d’information utilisées par I’étudiant, prend-il ou non des
informations sur la figure. L'aspect 2 examine les justifications données pour prouver que
la figure est un losange : accumulation d’arguments, usage d’'une propriété caractéristique.

Pour étudier la question 2 qui demande de savoir qui de Charlotte ou Marie a raison,
nous avons retenu la réponse donnée par I’étudiant & la question (aspect 3) : Charlotte
ou Marie. Notons qu’en France parmi des étudiants non spécialistes en mathématiques,
20 étudiants ont répondu Charlotte, 28 Marie, 7 les deux et enfin deux étudiants ont
affirmé qu’on ne pouvait pas savoir. Au Chili, sur les 31 étudiants effectuant des études de
mathématiques dans la filiére enseignement, 20 répondent Charlotte, 7 Marie, 1 les deux et
enfin trois disent qu’on ne peut pas savoir. Pour le traitement statistique de cette aspect,
nous utilisons deux variables binaire CHA et MAR. La premiére prend la valeur 1 quand
un étudiant a répondu Charlotte, de méme pour MAR quand la réponse est Marie. Nous
pouvons ainsi prendre en compte la réponse « les deux » qui donne la valeur 1 & la fois &
CHA et MAR.

L’aspect 4 recense les arguments donnés : références & un théoréme, usage et type de
calculs, remarques sur les angles ou les cOtés, correction et cohérence du raisonnement
utilisé.

L’usage éventuel des cas d’isométries des triangles est pris en compte dans I’aspect 5
(il ’agit d’'une demande des collégues chiliens, cet usage n’apparait jamais en France, il est
apparu trés rarement au Chili et ne figure pas dans 1’échantillon que nous avons retenu).
L’aspect 6 précise si les étudiants ont signalé une relation entre les losanges et les carrés
pour étayer leur argumentation.

L’aspect 7 s’intéresse aux tracés ajoutés par les étudiants sur le dessin. Nous le codons
par la variable FIG qui prend la valeur un dés qu'une marque ou un trait sont fait sur le
dessin.

Enfin la troisiéme et derniére question, qui portait sur les doutes et difficultés exprimés
par les étudiants, est prise en compte dans 1’aspect 8. cet aspect est décliné en trois parties :
propriétés, dessin et approximation.

Pour étre soumis a I’analyse statistique, ces divers aspects sont ensuite traités sous la
forme de réponses disjonctives (oui/non) ce qui donne 14 caractéres. Nous n’avons retenu
dans cette analyse ni ’aspect 5 ni 'aspect 4c.

De 'é¢tude effectuée avec le logiciel Statistica, nous donnons ici la représentation des
variables dans le premier plan factoriel. :

Le fait que les deux populations étudiées soit différentes apparait nettement et nécessite
une analyse séparée. Dans les deux cas, les deux variables les plus marquantes sont celles
qui expriment la réponse Charlotte (CHA) ou Marie (MAR).

L’intérét de ’étude statistique est de corréler ces variables avec d’autres qui nous ont
semblé importantes comme 1'usage des racines carrées (RAC) ou 'usage de la figure comme
support de dessins (FIG). Dans le cas chilien, ces deux variables sont liées et 'opposition
due & I'usage ou non de la racine carrée (SRAC) est également une variable déterminante. 11
faut ici voir qu’elles permettent de différencier une population qui a opté majoritairement
pour Carolina (La Charlotte de la version chilienne).

Et voici cette méme représentation pour les étudiants chiliens souhaitant enseigner en
Lycée.
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Plan des deux premiers facteurs
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Fi1G. 5.6 — Représentation des réponses des étudiants chiliens

D’autre part, dans I'approche du raisonnement les deux variables importantes sont
celles qui insistent sur 'usage de propriétés caractéristiques dans la premiére question
(CAR) ou non (ACC).

Le graphe fait également apparaitre le positionnement des trois variables liées aux
doutes exprimés par les étudiants : DES pour dessin, APP pour 'approximation et enfin
PROP pour Pexpression de problémes liés aux propriétés. La variable LOS qui précise
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Papparition dans le raisonnement des étudiants de la relation entre losange et carré va
également &tre intéressante & étudier.

L’approche implicative

L’analyse factorielle permet d’esquisser une premiére carte qui permet de placer les
étudiants dans le premier plan factoriel. Mais pour regrouper les variables déterminantes
avec plus de sfireté, nous avons utilisé le logiciel CHIC de fagon & obtenir & la fois les
arbres de similarités classiques entre variables mais aussi I’arbre cohésitif qui indique des
relations orientées entre les différentes variables. Cette approche devient essentielle dans
cette phase de I’étude qui cherche & comprendre la structuration de la pensée géométrique
des étudiants de fagon & décrire de maniére plus dynamique les ETG mis en jeu.
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F1aG. 5.7 — Arbres de similarité et cohésitif en France
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FIG. 5.8 — Arbres de similarité et cohésitif au Chili

L’étude implicative fait clairement apparaitre en France quatre regroupements a priori
intéressants et qui vont s’articuler sur la classification que nous avons présenté dans la
section précédente. Un premier ensemble permet de grouper les variables [CHA, SRAC,
PYT, CAR, IND]. I renforce la compréhension des réponses des étudiants qui privilégient
Charlotte (CHA) en organisant le raisonnement autour du théoréme de Pythagore (PYT)
avec un calcul sans racines carrées. Ces étudiants paraissent maitriser la notion de propriété
caractéristique (CAR) et n’utiliser que des informations fournies par I’énoncé (IND). Ce
groupe est trés proche de celui que nous avons identifié sous le nom de PII.

Un autre groupe s’organise autour des variables [LOS, MAR]. L’analyse implicative
confirme la relation privilégiée qui existe chez les étudiants ayant insisté sur les relations
entre le losange et le carré avec la réponse Marie, Ce groupe est proche de celui que
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décrivent les variables [ACC, PROP, FIG], mais il s’en différencie car les étudiants de ce
groupe s’appuient sur la figure mais en énongant une série de propriétés sur lesquelles
dans le méme temps ils indiquent leurs doutes et leurs difficultés. L’ensemble des réponses
révélent chez les étudiants une gestion du raisonnement géométrique différente de celle du
premier groupe (PII) : appui visuel ou expérimental sur la figure, accumulation d’arguments
ou raisonnement global basé sur la forme de la figure.

Enfin, de maniére spécifique, ’analyse statistique montre la. cohérence d’un dernier
groupe autour de [APP, RAC, COR). Ces réponses s’appuient sur le théoréme de Pythagore
« approché ». Les étudiants semblent sensibles 4 la nature de ’approximation et aussi 4 la
question du dessin et de sa relation avec le probléme. Leur maniére de raisonner est proche
du groupe PII mais leur sensibilité au réel est différente.

Du c6té chilien, si quatre classes apparaissent encore, les regroupements sont différents,
cela s’explique par le fait que Charlotte a été majoritairement choisie et ’analyse fait appa-
raitre des différences dans cette population a priori homogéne. Elle permet d’approfondir
les différences dans une population proche de PII mais oli nous pouvons discerner deux
groupes. Nous avons un premier regroupement autour de [CAR, COR, CHA, PYT] orga-
nisé autour de l'usage des propriétés et théorémes. Le second s’articule autour de [IND,
APP, FIG, SRAC] et se montre plus sensible que le précédent a la relation entre la figure
et le monde réel. Les étudiants de ce groupe ont choisi Carolina conformément & leur calcul
mais celui-ci ne les satisfait guére car il est trop contradictoire avec ce qu'ils voient. Le jeu
(GI-GII) est ici en place et on peut parler d'une GII non aveugle contrairement & ce qui se
montre dans le groupe frangais plus homogéne.

Le autre groupe [MAR, PROP, DES] a privilégié Marie, et ses membres évoquent le
probléme de ce dessin qui ressemble & un carré et ils font aussi allusion & des difficultés
sur 1'usage des propriétés. Le dernier groupement [LOS, RAC, ACC]| semble a priori assez
curieux mais il semble réunir les étudiants ayant un ETG personnel assez peu performant
avec un raisonnement déductif peu sfir.

Une interprétation en terme d’ETG personnels

Pour aller plus loin, nous interprétons ces résultats en termes d’espace de travail de la
géométrie et nous observons plus particuliérement le jeu (GI/GII).

Une premiére population travaille dans un ETG qui repose sur le référentiel théorique
de la. Géométrie II. Cette population se sépare en deux groupes : un premier maitrise suf-
fisamment, au moins dans ’exercice en question le référentiel théorique et ses régles de
fonctionnement notamment argumentative. Le second groupe se place toujours en Géomé-
trie II mais avec une maitrise insuffisante qui est due soit & 'oubli de certaines propriétés,
soit & une compréhension superficielle des régles de la Géométrie II. N'oublions pas que
les étudiants ont nécessairement rencontré ce paradigme dans l'enseignement frangais et
savent qu’il est dominant.

Dans les limites de I’étude, on peut noter une différence assez nette dans 'emploi de
GII chez les étudiants frangais et chiliens qui maitrisent ce paradigme. Chez les francais, et
cela est encore plus net chez les PLCl que nous avons interrogé sans procéder & I’analyse
factorielle et implicative, GII est utilisé dans tout sa pureté sans relation avec avec le
monde réel.

Lorsque le dessin est évoqué c’est surtout son aspect trompeur qui est souligné comme
le veut l'usage didactique frangais & partir des classes de collége, moment ol la Géométrie
1T se met en place dans le curriculum en rupture avec la Géométrie I. Par contre chez les
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étudiants chiliens, pourtant spécialistes de mathématiques, le regard de GII ne parait pas
aveugle et tente d’articuler perception et raisonnement.

L’autre grande population que pointe notre analyse est celle dont 'ETG repose sur
I’horizon de la Géométrie I, le travail s’effectue sur un objet réel particulier qu’il s’agit
d’étudier.

Cette fois encore, nous pouvons repérer deux sous-groupes, un premier semble se situer
dans le jeu (GI GII). Mais cette fois, ce jeu GI/GII est bien différent du précédent et se
rencontre chez des étudiants francais chez : il s’agit alors plutét d’un travail en Géométrie I
éclairé par des utilisations de propriétés issues de GII. Ces étudiants semblent osciller entre
GI et GII mais les régles usuelles du contrat didactique leur laissent peu de possibilités de
s’exprimer clairement dans ce domaine.

Enfin, une partie importante des étudiants frangais travaillent dans GI en privilégiant
P’entrée instrumentale ou perceptive. Rappelons qu’il s’agit d’étudiants non spécialistes en
mathématiques et se destinant & devenir enseignant dans ’enseignement primaire. En toute
logique nous devrions les comparer avec leur équivalent chilien, mais le méme probléme
posé & ces étudiants s’est révélé inexploitable dans notre cadre. En effet, ces étudiants ont
jugé que la réponse était évidente et qu’il s’agissait de Marie. Il se sont donc résolument
placés dans un Géométerie I et ils ont répondu & nos questions d’une maniére trés bréve en
ne donnant souvent que la réponse sans aucun autre commentaire. Dans un premier temps,
nous avons interprété cela comme un signe d’'un ET'G personnel particuliérement pauvre,
nous allons voir dans le paragraphe suivant que c’est aussi le reflet de fagons radicalement
différentes de travailler dans les deux pays.

5.2.3 Question de styles

Pour comparer et analyser les copies des étudiants chiliens, nous avons rencontré une
difficulté inattendue qui aprés analyse semble due au niveau mathématique trés faible
de étudiants non spécialistes en mathématiques mais qui provient aussi d’une différence
radicale dans le rapport & l'oral et dans la fagon de gérer P’écrit. Ceci nous a conduit &
parler de styles différents ou pour utiliser la terminologie introduite dans TIMSS & pointer
des « characteristic pedagogical flow » propres & chaque pays.

Pour qui a eu 'occasion d’observer des classes dans un autre pays que le sien, I’existence
d’un style particulier propre & chaque systéme d’enseignement parait évidente au-dela
des variations individuelles. Cette constatation s’est imposée avec force aux auteurs de
la sous-étude TIMSS sur les pratiques dans six pays différents (Cogan et Schmidt 1998).
Mais évidemment la difficulté est d’étayer sur des bases solides ce que l'intuition donne
comme évident. Dans 'étude TIMSS, les auteurs introduisent la notion de « characteristic
pedagogical flow » pour rendre compte des formes récurrentes et typiques qu’ils ont pu
observer. Une fagon d’interpréter leur travail consiste & dire qu’ils tentent d’observer la
nature des contrats pédagogiques mis en ceuvre dans chaque systéme et d’en faire ressortir
les spécificités. Ils sont ainsi conduits & observer plus particuliérement la gestion de certaines
phases d'une séance d’enseignement.

Dans I’approche de la diversité mais comme nous l’avons vu, il importe de déterminer la
composition effective des espaces de travail personnels pour connaitre le travail géométrique
existant. C’est pour cela qu’il est intéressant de comparer des copies d’éléves de différents
pays confrontés & un méme exercice ou & des présentations de théorémes standards comme
celui de Pythagore. En France, des travaux récents ont été réalisés sur ce théme notamment
par Knipping (2003), Cabassut (2003) et Celi (2003).
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Dans notre étude, nous allons montrer cette différence d’approche entre le Chili et la
France & partir d’un exemple portant sur les grandeurs inaccessibles proposé a des futurs
professeurs de Lycée en France (Université Louis Pasteur) et au Chili (Université catholique
de Valparaiso).
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F1G. 5.9 - Un probléme de grandeurs inaccessibles

Nous retenons ici deux copies qui suivent exactement la méme démarche de résolution
mais adoptent un mode de présentation radicalement différent.
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F1G. 5.10 — Une copie frangaise et une copie chilienne

D’un c6té, au Chili, un dessin codé qui contient les résultats d’un raisonnement qui n’est
pas explicité par écrit. De 'autre, en France, un texte trés détaillé que nous transcrivons
ici et olt aucune assertion, méme la plus triviale, n’est omise.

La somme des angles d’'un triangle fait 180°. Donc 'angle ACB mesure 30°
(180-120-30). Donc ABC est un triangle isocéle en B. D’ot AB = BC et donc
BC fait 50 m.
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Soit I le milieu de [AC]. On a donc AC = 2AI. Sin 60°=4L car AIB est un
triangle rectangle en I.

Donc AI = ABsin60° Or sin60° = %3 D’ou Al = 50@. On déduit donc
AC =50v/3~85m
Camille se trouve donc & environ 85 m d’André

L’observation des classes au Chili montre que les traces écrites des activités sur le
tableau sont souvent semblables 4 celle que nous avons reproduite. Elles sont accompagnées
par un discours oral qui justifie les résultats alors qu’en France toutes les justifications
doivent é&tre écrites.

Ces différentes observations montrent qu’au dela de la différence bien marquée de
conception de la géométrie chez les étudiants des deux pays, il y a aussi des invariants
liés & la culture et aux habitus de deux pays & la fois proches par certains cotés mais fort
éloignés par d’autre.

5.2.4 Codage du probléme Charlotte et Marie / Carolina y Maria

Question 1 Pourquoi est-ce un losange 7

Aspect 1 : source de 'information IND

— Code 1 Utilisation exclusive des informations données dans 1’énoncé.

— Code 2 Utilisation d’informations non données explicitement par 1’énoncé.

Aspect 2 Pourquoi est-ce un losange ? CAR et ACC

— Code 1 Justification correcte basée sur une condition nécessaire et suffisante utilisant
les cotés.

— Code 2 Justification correcte basée sur une condition nécessaire et suffisante mais
sans utiliser les cotés.

— Code 3 Justification utilisant une accumulation d’arguments.

— Code 4 :Justification fausse

Question 2 Qui a raison ? Pourquoi ?

Aspect 3 Qui a raison ? CHA et MAR

— Code 1 : Charlotte

— Code 2 : Marie

— Code 3 : On ne peut pas savoir

— Code 4 : Les deux

Aspect 4a) Justification de la question 2 Pourquoi? PYT
— Code 1 : Fait référence au théoréme de Pythagore

— Code 2 : Ne fait pas référence au théoréme de Pythagore
Aspect 4b) (Calculs) RAC et SRAC

— Code 1 : Calculs sans les racines carrées

— Code 2 : Calculs avec les racines carrées

— Code 3 : Sans calculs

Aspect 4c¢) ( Arguments )

— Code 1 : Seulement avec les angles

— Code 2 : Seulement avec les cotés

— .Code 3 : Avec les angles et les cotés

— Code 4 : Avec la diagonale

Aspect 4d) COR
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— Code 1 : Arguments pertinents

- Code 2 : Arguments faux

Autres remarques .

Asgpect 5 Utilisation de la congruence des triangles

Code 1 : Qui

Code 2 : Non

Aspect 6 : Relation entre carrés et losanges LOS

Code 1 : Référence A la relation entre carrés et losanges

Code 2 : Aucune référence 3 cette relation

Aspect 7 : Présence de marques ou de traits sur le dessin FIG
Code 1 : Traces visibles ou référence dans la réponses a 'usage d’instruments
Code 2 : Traces non visibles

Question sur les doutes et les difficultés

Aspect 8a) ( Connaissances) PROP

Code 1 : Doutes sur les connaissances des définitions et des propriétés

Code 2 : Pas de doutes exprimés sur ce point

Aspect 8b) ( Dessin) DES

Code 1 : Doutes & propos du statut ou des renseignements donnés par le dessin
Code 2 : Pas de doutes sur ce point

Aspect 8¢) ( Approximation) APP

Code 1 : Doutes sur ’approximation

Code 2 : Pas de doutes sur ce point



Conclusion

La recherche menée par les deux équipes rattachées I'une & I’Université Catholique et
Pontificale de Valparaiso et I’autre & I’Université Denis Diderot de Paris, avait pour but la
comparaison de ’enseignement des mathématiques en France et au Chili avec I'ambition
4 terme d’apporter des éléments sur la comparaison plus générale des deux systémes de
formation chiliens et frangais.

Pour limiter ce sujet extrémement vaste, I’étude a été restreinte a l'analyse de 1’en-
seignement de la géométrie. Dans ce cadre, trois questions principales ont été envisagées
sur lesquelles nous présentons a la fois 'état de notre réflexion et le chemin qui reste a
parcourir pour les traiter complétement.

La place de la géométrie dans les objectifs d’éducation

Cette question a été abordée grace & une succession d’analyses de plus en plus fines
des objectifs énoncés dans les programmes officiels nationaux et repris dans les manuels
d’enseignement.

Dans un premier temps, une comparaison de la liste des contenus obligatoires sur toute
la totalité de la scolarité a été effectuée (enseignement primaire et secondaire en France, B4
sica et Media au Chili). Deux tableaux synoptiques visualisant toutes les connaissances géo-
métriques mises en jeu dans les deux systémes ont ainsi été élaborés. L’analyse s’attachait
plus particuliérement aux concepts et théorémes enseignés, aux procédures de construction
avec instruments, aux formes de raisonnement en mathématiques et enfin aux savoirs de
nature culturelle, sociale ou historique. Cette premiére étude a montré que le programme
global chilien, jusqu’a dix-huit ans, proposait un ensemble de concepts et théorémes équi-
valent & celui proposé dans la scolarité obligatoire frangaise qui va jusqu’a seize ans. Le
« temps didactique » est ainsi plus rapide en France qu’au Chili.

Mais, les deux pays différent par ailleurs. Ainsi les programmes du Chili accordent une
part plus importante & la pratique du « dessin géométrique » et comportent une part signifi-
cative (dans ’enseignement au Lycée) d’histoire des mathématiques et d’étude des relations
entre mathématiques et arts, cette derniére partie étant en France soit facultative soit ré-
servée aux seuls étudiants des sections littéraires. De leur c6té, les programmes frangais
du Lycée destinés aux classes scientifiques, semblent pilotés par orientation universitaire
de 'enseignement avec une premiére sensibilisation & des objets mathématiques qui seront
généralisés 4 I'université (exemples de groupe non commutatif ou d’espace vectoriel). Cette
remarque permet de retrouver les résultats d’études internationales comme TIMSS qui ont
montré la spécificité francgaise dans le domaine des « mathématiques avancées » par rapport
aux « mathématiques de base ». »

En complément & cette premiére étude, une analyse didactique des différences repé-
rables dans les documents ministériels d’orientation et les manuels, a été conduite en uti-
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lisant les outils théoriques développés antérieurement en grande partie par des membres
de P’équipe frangaise (notion de registre sémiotique de représentation et paradigmes géo-
métriques, Géométrie naturelle et géométrie axiomatique naturelle - Géométrie I et IT -,
notion d’espace de travail géométrique). Il s’agissait de mettre en évidence les particularités
de chacun des espaces de travail géométriques des deux pays et de suivre leur évolution.
Pour cela, les programmes et les documents d’accompagnement produits dans chacun des
pays par le Ministére de ’'Education ont été analysés pour ’ensemble du cursus. Ce travail
a été suivi d’études locales sur trois thémes géométriques communs aux deux pays : théo-
réme de Pythagore, périmétre et aires du disque et enfin figures de méme forme. Ces sujets
apparaissent au Chili en septiéme et huitiéme année de la Bésica pour les deux premiers
thémes et en deuxiéme année de l’enseignement Medio pour le dernier. En France, ces
notions sont rencontrées dés la fin de 'enseignement primaire et travaillées jusqu’a la fin
de P’enseignement secondaire.

L’étude fait apparaitre des pratiques trés contrastées d'un pays & l'autre. Au Chili,
la Géomeétrie I domine dans toute la scolarité obligatoire ce qui se manifeste notamment
par le refus d’un réel apprentissage de la « démonstration formelle » -formal proof-, et
par linsistance mise sur les activités de construction. Le dessin joue un roéle déterminant
pour obtenir des résultats et remplit ainsi souvent une fonction proche de la carte en
géographie ou du schéma pour un dessinateur : il est possible de s’appuyer directement
sur elle pour résoudre un probléme. Dans l’espace de travail géométrique ainsi développé,
la visualisation et la construction sont privilégiées dans une approche expérimentale du
domaine. L’évidence visuelle, la validation par une construction ou un pliage, 'utilisation
de mesures sur un dessin restent ainsi autorisées trés longtemps. Une transition entre les
deux paradigmes géométriques s’amorce 4 la fin de la scolarité mais il est plus exact de
dire qu'il n’y a pas de réelle initiation a la Géométrie II, aucun des résultats de cette
géométrie ne s’appuie réellement sur un étayage démonstratif hiérarchisé. Le role attribué
& cette Géométrie se résume a ’aspect technologique pointé par Chevallard : des résultats
importés de la Géométrie II permettent de valider des pratiques menées en Géométrie 1.

En France, 'apprentissage de la démonstration est visé dés la quatriéme, il semble que
cet apprentissage soit une des justifications majeures donnée 4 la présence d’un enseigne-
ment de la géométrie dans le cursus scolaire. Le fait que cette fonction d’introduction &
la démonstration ne puisse étre assumeée entiérement en Géométrie I, motive sans doute
le passage trés précoce & la Géométrie II (au moins en géométrie plane). Dans I’espace de
travail géométrique, cette insistance sur la démonstration se traduit par un bannissement
rapide des instruments de construction comme supports d’information : la détermination
des mesures se fait par calcul et non par recours aux instruments. De méme, une certaine
défiance par rapport aux constatations visuelles est mise en avant. La Géométrie développée
ne se propose pas de résoudre des problémes de la vie courante mais des problémes internes
a la géométrie méme. Comme nous 'avons déja évoqué, I'horizon mathématique univer-
sitaire justifie et oriente trés précocement cet enseignement, Cependant, la forme actuelle
de la. Géométrie II proposée dans ’enseignement peut étre qualifiée de forme « molle ». Le
raisonnement démonstratif ne s’articule pas autour d'un systéme fort d’axiomes présenté
comme tel aux éléves mais plutét autour d’ilots de cohérence dont il n’est pas facile de
percevoir Particulation globale.

D’autre part, ces analyses ont montré que les deux pays, au moins dans leurs pro-
grammes officiels, accordaient une place importante aux activités d’enseignement permet-
tant aux éléves de construire le sens des notions enseignées. Cependant au Chili, par le
biais des exemples précis proposés par les documents ministériels, il semble exister une



149

politique d’incitation institutionnelle plus active qu’en France. Ce point est renforcé par
le mécanisme de la « licitacién » qui permet au ministére de sélectionner les manuels au-
torisés dans les classes et conformes aux orientations officielles. Par ailleurs, le rythme de
la, progression curriculaire plus lent au Chili favorise la mise en place de cette démarche
pédagogique que le rythme frangais rend plus difficile.

Enfin, ’enseignement de la géométrie accorde au Chili une vraie place aux situations
liées aux pratiques sociales et professionnelles alors qu’en France ce point en reste au niveau
des intentions générales.

La connaissance précise d’un systéme d’enseignement suppose aussi ’étude de 1’ensei-
gnement donné dans les classes ordinaires aussi avons nous procédé & des observations
conjointes de classes (un chercheur chilien et un chercheur francais) en essayant de dégager
les éléments les plus surprenants pour 1’observateur étranger au systéme observé. Nous
avons décidé de privilégier l'observation de ’enseignement donné dans certains niveaux
d’enseignement plus cruciaux dans la mise en place de ces espaces de travail différents :
en France le CM2, la sixiéme, la quatriéme et la seconde, au Chili les niveaux 6 et 8 de
la Basica et 1 et 2 de 'enseignement Medio. Les observations de classes ont permis d’ob-
server ce que les anglo-saxons appellent des CPF (Characteristic pedagogical flaw) - nous
parlerons plus modestement de styles d’enseignement - manifestement différents en France
et au Chili; Citons deux points parmi les plus marquants : la gestion du tableau et la place
de l'institutionnalisation. Cependant, les conclusions auxquelles nous parvenons sont trop
pointillistes pour &tre qualifiées de scientifiques. Aussi, une étudiante chilienne (Andrea
Pizarro) a entamé une thése de doctorat & I’Université de Paris VII, qui porte spécifique-
ment sur 'observation de ’enseignement effectif de la géométrie en classe de septiéme et
huitiéme au Chili. Les résultats qu’elle obtiendra pourront étre comparés avec ceux déja
obtenus par des chercheurs de I’équipe Didirem et aussi avec I'étude internationale SMSO
sur ’enseignement donné dans six pays dont la France.

Connaissances et conceptions de la géométrie

L’étude de la place de la géométrie dans les programmes nous a conduits & envisager la
question des connaissances et des conceptions des futurs enseignants a partir de deux types
d’enquéte. La premiére porte davantage sur le rapport & la géométrie des étudiants, elle
vise & mesurer les effets et les écarts entrainés par la différence des approches géométrique
que nous avons relevée dans 'enseignement secondaire. La seconde demande aux étudiants
de mettre en ceuvre leurs connaissances sur des problémes susceptibles d’étre abordés avec
des approches paradigmatiques différentes : I’enquéte repose ainsi sur un choix de pro-
blémes de géométrie pouvant étre résolus avec des outils et des connaissances trés variés.
La méthodologie mise en ceuvre a utilisé les travaux déja développés par des membres de
I’équipe pour comparer des approches de la géométrie dans les différents niveaux d’ensei-
gnement. Notons que cette étude a été menée sur des échantillons certes assez petits (a
chaque fois 30 personnes) mais appartenant aux quatre types de population intéressés par
le métier d’enseignant : professeurs d’école et de lycée en France, professeurs de la Bésica
et du Liceo au Chili.

L’analyse comparative du rapport des étudiants & la géométrie semble mettre en lu-
miére de fortes différences quant & la perception des finalités du travail géométrique. Les
étudiants chiliens privilégient les références & la modélisation de l'espace réel et aux appli-
cations des mathématiques, les frangais se placent plus volontiers & I'intérieur d’un espace
clos d’axiomes, de théorémes ou de définitions purement géométriques. D’autre part, les .
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étudiants chiliens semblent avoir une vision plus positive de la géométrie que les étudiants
frangais : elle leur apparait facile et utile alors que pour les francais elle est vue comme dif-
ficile et abstraite. Ces résultats corroborent les conclusions de notre étude curriculaire sur
la place des mathématiques dans la société et dans ’enseignement. D’un c6té une concep-
tion de la géométrie tounée vers ses applications au monde réel, de ’autre une vision de la
géométrie comme un domaine particulier des mathématiques ol s’exerce prioritairement
le raisonnement déductif.

Quant & ’étude sur la résolution de problémes ambigus, elle montre que les étudiants
chiliens se placent plus spontanément en Géométrie I alors que les étudiants francais sont
majoritairement en Géométrie II pour les professeurs de Collége et Lycée et équirépartis
pour les professeurs d’écoles. L’étude semble aussi révéler le niveau mathématique faible
des professeurs de la Bésica, ce point devrait étre davantage étayé mais il rejoint un constat
émis par le Ministére chilien de ’éducation. De plus, la maniére de rédiger est également
trés différente, nettement plus formelle et discursive en France qu’au Chili, ce qui résulte
dans doute de la différence d’importance accordée 4 la démonstration dans les deux pays.

La préparation au métier de professeur

Nous avons commencé & envisager la question de la formation des enseignants et no-
tamment essayé de savoir comment les étudiants étaient aidés pour transformer dans une
perspective d’enseignement, les connaissances de géométrie qu'ils avaient apprises & I'uni-
versité et qu’ils devaient ensuite enseigner & I'Ecole, au Collége et au Lycée.

Cette question, reliée & la précédente, reste encore largement en suspens et comme nous
le supposions est trés complexe 4 traiter. En effet, pour étre correctement appréhendée, elle
supposait menée & bien I’étude préalable présentée dans cet ouvrage. Il est en effet néces-
saire d’avoir une représentation la plus fidéle possible de la situation existante dans chacun
des deux pays avant de se lancer dans une étude fine de la comparaison des formations
d’enseignants. D’autre part, aux différences déja pointées dans cette étude, s’ajoute une
différence radicale dans le recrutement et la formation initiale des professeurs. En France,
cette formation est conduite dans les IUFM ot sont accueillis en premiére année des étu-
diants licenciés de I’Université et en seconde année des professeurs stagiaires recrutés par
le Ministére de 'Education. Tandis qu’au Chili, les étudiants s’engagent dés la premiére
année de I’Université dans un cursus de neuf semestres qui leur donnera un dipléme de
pédagogie pour enseigner en Bésica ou pour enseigner les mathématiques au Lycée. Il leur
faut ensuite se faire recruter soit dans le secteur public soit dans le secteur privé. Il n’y a
pas de systéme centralisé de formation et celle-ci dépend des choix effectués par les Univer-
sités. Pour aborder ce sujet particuliérement complexe, une étudiante chilienne Elizabeth
Montoya a obtenu une importante bourse de la part du gouvernement chilien pour enga-
ger un travail de thése sur ce probléme. 1l s’agira notamment, pour elle, de préciser les
diverses contraintes qui s’exercent sur la formation mais aussi d’observer des situations de
formation dans les deux pays.

Perspectives

D’un point de vue plus scientifique, 'étude comparatiste entreprise a suscité ’élabo-
ration et le développement des outils nécessaires pour mener & bien ce type d’enquéte sur
un domaine mathématique particulier et ceci dans un contexte international qui privilé-
gie plutdt les études macroscopiques sans entrer précisément dans les contenus enseignés.
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Pour I'équipe frangaise, cette recherche a permis de tester différents outils élaborés dans le
contexte de 'enseignement frangais et ainsi de voir leur pertinence dans un cadre différent.

D’autre part, la recherche a rendu possible I’étude concréte de deux conceptions trés
différentes de la géométrie effectivement enseignée et ainsi de renouveler notre réflexion sur
la possibilité d’envisager d’autres approches de la géométrie dans ’enseignement. Il s’agit
de penser un enseignement d’une géométrie mieux articulée & la réalité et & la demande
sociale mais sans renoncer & 'ambition de développer le raisonnement déductif. Dans cette
« Géométrie I assumée », le raisonnement s’exerce pleinement mais en privilégiant 1’ap-
proximation et la maitrises des contraintes de construction des figures. Cette maniére de
voir permet d’aborder de facon originale la thématique de la mathematics litteracy mise en
avant par PISA et qui explique en grande partie la réussite des pays comme la Finlande
ou les Pays-Bas déja engagés dans un courant dit des Realistic mathematics. Suivant cette
orientation, Caroline Bulf, a par ailleurs commencé une thése 4 'université de Paris 7 sur
le réle possible de la réalité et des pratiques techniques dans I’approche de I’enseignement
de la symétrie au collége.

Enfin, en communiquant les résultats obtenus par notre groupe de travail, nous espérons
lancer des collaborations avec d’autres équipes ou personnes intéressées par des études
comparatiste des systémes d’enseignement en suivant la perspective qui est la notre.
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Tableaux synoptiques

Comparaison des contenus enseignés pendant la scolarité pri-
maire et secondaire

Cette annexe présente sous forme de tableaux une vision synoptique des contenus d’ap-
prentissage réglementaires en géométrie, de 1'élémentaire jusque dans les classes scienti-
fiques du lycée et de I’Ensefianza Media respectivement. Cette étude permet de constater
que, & peu de choses prés et & horaires annuels sensiblement équivalents, les contenus
enseignés au long de la scolarité chilienne dans ’enseignement non professionnalisé corres-
pondent aux programmes de la scolarité obligatoire en France, de ’école élémentaire & la
classe de Seconde de ’enseignement général.

Par contre, on constate que la liste des contenus contient au Chili plus d’items consacrés
& la pratique du dessin géométrique. Enfin le programme du Medio comprend des éléments
précis relatifs & 'histoire des mathématiques, y compris 4 I’histoire récente, et aux relations
des mathématiques avec les arts ce qui en France apparait au mieux dans les éléments
facultatifs ou dans les classes littéraires.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous complétons cette étude de fagon & étayer la
conclusion suivante ; en France, I’enseignement obligatoire des mathématiques est piloté par
P’enseignement supérieur des mathématiques, considérées dans leur développement propre;
au Chili, est visée une formation pour tous, faisant une large part aux applications des
mathématiques.

Descriptif de la scolarité

La. scolarité au Chili comporte deux phases : éducation dite basique (8 ans), éducation
dite moyenne (4 ans) . La scolarité est obligatoire de 6 & 18 ans depuis 2002. Dans la suite
nous noterons les niveaux chiliens de la fagon suivante : 5B désigne la cinquiéme année de
I’enseignement basique, 2M la deuxiéme année de I’enseignement moyen.

En France, la scolarité est également divisée en deux phases : enseignement primaire
(bans), enseignement secondaire (7ans), ce dernier se déroulant dans deux institutions
différentes, collége (4 ans) et lycée (3 ans). La scolarité est obligatoire de 6 & 16 ans.
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Equivalence des classes

France ‘Ecdle dlémentaire’. I “Collége Lycée

dasse  [Cycle2 Cyled 6™ s i 3™ 2 1% | Terminale
CP CEL |CE2CMi MR _

Ciil Béice [ e

Curso 1952 ;34 5 6° 7° 8o ] ® 2° 3° 49

Au Chili, les deux derniéres années de I’Ensefianza Media proposent aux éléves de
choisir un enseignement optionnel, la formacidn diferencioda, humanistico cientifica ou
tecnico-profesional. La formation différenciée humaniste-scientifique correspond & un ap-
profondissement de certaines matiéres de la formation générale; la formation différenciée
technico-professionnel correspond & une spécialisation dans certains secteurs professionnels
(par exemple métiers du bois, agriculture, construction, électricité...). Nous nous restrei-
gnons & la premiére et au sein de celle-ci & approfondissement en mathématiques.

En France, dans les lycées d’enseignement général, les éléves se spécialisent & l'issue de
la Seconde et peuvent choisir une filiére scientifique. Nous nous sommes intéressés exclusi-
vement aux programmes de cette filiére. En fin de Premiére, les éléves doivent & nouveau
choisir une spécialité (Biologie, Mathématiques ou Physique). Le programme de Terminale
S est donc composé d'une partie commune et d’un programme spécifique pour les éléves
qui choisissent la Spécialité mathématique.

Comparaison des horaires francais et chiliens

11 s’est révélé assez difficile de comparer les horaires attribués aux mathématiques aux
différents niveaux de la scolarité dans la mesure ot au Chili les horaires sont flexibles.
Ceci répond & la diversité (régions, établissements) et permet 'innovation, & I’intérieur de
standards nationaux : aux heures explicitement attribuées aux différentes dimensions de
la formation s’ajoutent un contingent d’heures & Libre Disposition dont I'utilisation est
déterminée par les établissements, ceux-ci peuvent ainsi augmenter le volume minimum
conseillé dans le curriculum général, en proposant par exemple des ateliers complémentaires.
dans certaines disciplines :

El 4mbito de Libre Disposicién, corresponde a un espacio para ser llenado por las
definiciones curriculares y extracurriculares de los establecimientos. En este sentido,
no es regulado por las deficiones de objetivos y contenidos del presente marco.

Le tableau suivant, pour ’Ensefianza Media, donne une idée de la variabilité ainsi créée :

Cuadiro N1 Maico termporal.de la Formacidn Humanistlco ~ Clentifica

Nivel Formigion General _F 160 Diforenciai Libre Dip
HORAS HORAS HORAS
Semianales £ Antalés  “Samaniler / Antiales Sémanales / Antales

[ 3 a2y o ¢ 9 35

r 3 I2687 Q o 9 351

3 2P LOl4 10 390 [ 34

£ r1] 1Lof4 10 390 4 234

Total Anal A.802 780 LI

% 70%: 12% 8%

(Total 430s do'Educacion Media: 6552 horas)
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Il ressort de différents entretiens que nous avons pu avoir®, que les établissements
utilisent fréquemment ces heures pour augmenter ’horaire attribué aux mathématiques.
Ainsi dans les deux derniéres années de I’Ensefianza Bésica -B7 et B8-, 'horaire minimale
est de 4 périodes, il est en réalité généralement de 6 périodes; dans 'Ensefianza Media, on
trouve en général 5 périodes en M1 et M2, 3 périodes en M3 et M4 auxquelles s’ajoutent
3 périodes pour ’option.

Le tableau suivant doit donc &tre considéré a titre indicatif :

 Fravce ‘Ecole diémertaire Codllége I Lycée

‘dldsse’  |Cyeled ‘Cyetes id S 4 Jeus.  pule 1%8  |Taminges

horaives | [ 4h 3M0ouwdn30 | 4h  dh SH. |5H30%

‘hebdama:|deShd | -deShaShio ) - itindraire de dontdhi-| dontih: |2hspéeialité

taires.  |Sh30 e _ découvette. module: | dédoublée-

9% | (H19% temps)
R k- 3.5 g o -

(Chili Bdsica. “Media:

‘otitso 1972 93542 |31 6% Foo[ 8 i 1T 7 3° 4°

erairsg B ah ‘ ah ' enfre 4 ot 6h. entte ‘dh'et Sh ' Ehtr'e_2h30 ét~3h‘+'
Idem Hour option miath

Comme il est d’usage dans les textes officiels, nous utilisons dans ce tableau la notion
d’heures pour désigner en réalité des périodes, celles-ci sont de 45 minutes au Chili, de 55
minutes en France. Par ailleurs, I’année scolaire comprend 39 semaines au Chili, environ
35 au Primaire et au collége en France, plutot 31-32 au lycée.

Dans ce contexte assez flou, nous retenons que les horaires sont sensiblement équiva-
lents, la classe de Terminale S avec Spécialité mathématique étant la seule exception.

Pour dresser les tableaux synoptiques présentés dans ce chapitre, les documents pris
en compte sont essentiellement les textes réglementaires, les différents accompagnements
(introduction, commentaires et Accompagnement proprement dits) interviennent ici a mi-
nima, uniquement 8&’ils explicitent des contenus précis. L’étude commence en cinquiéme
année de la scolarité.

Les différentes rubriques présentes dans les tableaux synoptiques

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux concepts et théorémes enseignés en
géométrie plane puis en géométrie dans ’espace ; les données sont organisées suivant quatre
rubriques : configurations, transformations, vecteurs, grandeurs et mesures.

Puis, en lien avec la problématique théorique présentée dans le chapitre précédent,
nous présentons les objectifs d’apprentissages liés d’une part au dessin aux instruments
et a la réalisation de représentations d’objets de l’espace, d’autre part, & la maitrise du
raisonnement et de la démonstration.

Nous terminons par un descriptif des éléments relatifs 4 une approche culturelle des
mathématiques, dont nous nous sommes apercus qu’elle occupait une place importante au
Chili dans les textes réglementaires.

Remarques pour la lecture L’expression Voc apparait pour signifier que le pro-
gramme exige l'utilisation d'un vocabulaire précis essentiellement dans des taches d’ordre

5C.Houdement a en particulier rencontré en Novembre 2004 plusieurs collégues chiliens responsables au
niveau national de I’établissement des curricula en mathématiques
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descriptif. Pour le tableau du Chili, les éléments figurant en italique sont issus des situa-
tions proposées par les documents d’accompagnement mais non explicités dans les contenus
introductifs.

Un premier bilan synthétique

Deux orientations différentes pour ’enseignement des mathématiques

Un corpus plus étendu de savoirs strictement mathématiques en France

L’étude des programmes & travers les tableaux synoptiques fait apparaitre que, pour
des durées d’enseignement sensiblement équivalentes, I’ensemble des concepts et théorémes
du programme chilien de géométrie, & quelques éléments prés, équivaut au programme de
la scolarité obligatoire en France qui va jusqu’a 16 ans et se termine en Seconde.

Si ’on considére les objets du savoir savant, ’avancée du temps didactique est donc
nettement plus rapide en France qu’au Chili.

Une analyse plus précise des contenus enseignés dans les classes scientifiques des deux
derniéres années du lycée en France montre l'orientation universitaire de 1’enseignement.
Les éléves ont ’occasion de rencontrer des exemples d’objets qui seront définis et étudiés
4 un niveau de conceptualisation plus élevé & l'université, ces exemples pouvant alors
constituer un point d’appui pour la compréhension du cas général :

— Premiére rencontre avec un espace vectoriel (dimension 2 et 3), avec un produit sca-
laire, avec un espace affine euclidien (sous-espaces affines, barycentres, présentations
des principales applications affines dont en dimension 2 les isométries et similitudes;
aspects analytiques)

— Premiére rencontre avec un groupe non commutatif (groupe des similitudes)

— Premiére rencontre avec des fonctions de plusieurs variables.

Nous faisons 'hypothése qu’en France les programmes des classes scientifiques sont
pilotés par les exigences de l'université; ils doivent assurer le bagage minimal considéré
comme indispensable par les mathématiciens qui enseignent & ce niveau. Cette fonction
reste implicite dans les programmes sauf pour la notion de groupe

Avec I’étude des similitudes planes, on vise 4 la fois une synthése des études antérieures
sur les transformations et une premiére approche implicite de la structure de groupe
(Programme de Terminale S Enseignement de spécialité)

Ce méme théme des similitudes est 1’occasion d’une seconde manifestation de cette
perspective d’anticipation :

Pourquoi 1'étude des similitudes? Une telle étude permet d’abord une synthése de
tous les aspects de géométrie plane étudiés. Elle permet ensuite de construire un
ensemble théorique consistant : les éléves de spécialité pourront &tre ainsi confrontés
4 une expérience mathématique fondamentale, celle de batir un morceau de P’édifice
mathématique. (Terminale S - Accompagnement des programmes - Programme de
spécialité, Similitudes p.60)

Cette orientation vers l'université des deux derniéres années a pour effet de diminuer le
temps imparti 4 'enseignement des éléments du savoir mathématique que les deux pays
estiment constituer la culture géométrique nécessaire & toute personne.

On peut comprendre que dans ces conditions, le temps consacré & chaque notion et

N

notamment aux divers travaux nécessaires & son apprentissage, le temps consacré plus
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généralement 4 la pratique mathématique des éléves est réduit en France par rapport aux
possibilités offertes par le rythme chilien. Nous verrons, d’abord dans le chapitre suivant,
consacré & une étude de I’espace de travail géométrique puis plus précisément dans les
trois études thématiques, que ’enseignement chilien accorde une grande place aux activités
préparatoires aux résultats enseignés. Dans le temps plus réduit dont il dispose pour chaque
notion, I’enseignement francais, malgré les déclarations d’intentions générales, choisit de
développer surtout les travaux de mise en fonctionnement des théorémes.

Des mathématiques mieux insérées dans la culture artistique, historique,
scientifique et professionnelle au Chili

Si les programmes frangais sont plus ambitieux quant aux contenus proprement mathé-
matiques, les tableaux synoptiques montrent clairement que les programmes chiliens sont
plus attentifs que leurs homologues frangais & 'enseignement des techniques du dessin géo-
métrique. Par ailleurs, le programme de I’'Enseflanza Media comprend des éléments précis
relatifs & histoire des mathématiques, y compris & ’histoire récente, (Apports d’Euclides
au développement de la géométrie 1M, de René Descartes au développement de la relation
entre algébre et géométric 2M.Théoréme de Fermat-Wiles 3M, Fractales 4M-Option) et
aux relations des mathématiques avec les arts (Escher 1M, Razon aurea 2M), ce qui en
France apparait au mieux dans les éléments facultatifs ou dans les classes littéraires.

Ainsi Penseignement chilien chercherait & mettre en relation les mathématiques avec
les autres domaines culturels. Cette impression est confirmée par une étude des situations
proposées dans les textes d’accompagnement du Mineduc. Il apparait alors que le systéme
chilien accorde une place importante & 1'utilisation des connaissances enseignées dans le
traitement de situations de la vie quotidienne ou professionnelle, des situations nécessi-
tant, au moins partiellement, une certaine modélisation par les éléves. Nous en donnons
ci-dessous quelques exemples représentatifs extraits des suggestions du Ministére et ren-
voyons aux études thématiques pour d’autres développements. Ce point différencie les deux
pays puisque, en dépit des déclarations générales d’intentions, le systéme frangais privilé-
gie les applications internes aux mathématiques. Seule la brochure d’accompagnement de
Terminale S propose des exemples interdisciplinaires.

Les exemples suivants ont été choisis pour donner une idée du caractére véritablement
concret et ouvert sur les milieux professionnels des activités suggérées au long de la scolarité

— Reéalisations d’objets matériels - 6B : une situation évoque la possibilité de construire

des objets de mesures déterminées (par exemple une niche pour lapin). Aucune mo-
délisation par un dessin n’est fournie aux éléves & qui on demande au contraire de
réaliser eux-mémes un plan 4 ’échelle. Une remarque est intéressante en ce qu’elle en-
visage explicitement une possibilité de réalisation effective et pose alors les difficultés
inhérentes & un travail sortant du micro-espace de la feuille de papier

'Si construyen efectivamente alguno de los objetos propuestos, deberan enfrentar
el desafio de dibujar rectas paralelas [...] en pliegos grandes de papel, por ejemplo.
Esto plantes desafios adicionales mayores que dibujar en hojas de cuaderno, por
ejemplo. p. 110

-~ Enquéte auprés de certaines professions ou dans ’environnement.
8B : les élévs doivent rencontrer des artisans (menuisiers, traceur de terrain de
sports...), pour savoir pourquoi ils sont conduits & tracer des cercles et comment
ils font (par ex, fabrication d’une table ronde).
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1M : dans une unité consacrée aux isométries, sont proposées les activités suivantes,
la seconde étant une activité pour I’évaluation :

Reconocen simetrias, rotaciones y traslaciones en la naturaleza y en obras de arte
tales como las de Escher, el palacio de la Alhambra, algunas artesanias, etc. "

"Disefiar composiciones sencillas y describir y analizar transformaciones isomé-
tricas presentes en el arte, en la naturaleza, en el mundo de la ciencia y/o en
disefios estructurales y tecnologicos.

— Détermination de grandeurs inaccessibles dans des situations réelles.

3M : détermination de la hauteur d’un immeuble dont le pied est inaccessible, il faut
faire deux visées angulaires. Un dessin accompagne ’énoncé, les grandeurs mesurées
sont désignées, mais la modélisation algébrique est partiellement & la charge des éléves
car il faut introduire deux autres grandeurs, I'inconnue et une longueur intermédiaire.
Cet énoncé ne contient aucune mesure. Il pourrait étre traité de maniére littérale
(c’est le cas en France en Premiére S) mais les points suivants laissent penser que ce
n’est pas ce qui est attendu :

Es también conveniente dejar que los estudientes constaten, comparando sus re-
sultados que si la diferencia entre ay a’ [les mesures d’angles| es pequefia se puede
incurrir facilmente en un error excesivo, de un 10 % o mas, en la estimacién ob-
tenida para la altura de la torre .

Si es necesario medir el angulo de elevacién, se puede construir un goniémetrico
artesanal, elaborado con un transportador, un hilo de plomo y un tubo de més o
menos 15 a 20 cm de largo, como lo ilustra el siguiente dibujo. [suivent un dessin
et un petit texte expliquant comment fabriquer cet instrument]" pp.84-85

On voit donc nettement poindre une problématique réaliste, proche de celle qui est utilisée
en Physique.

Dans la méme unité, 8 taches différentes sont proposées pour 1’évaluation, 4 renvoient
a des problémes concrets, deux ne sont accompagnés d’aucun dessin et il est recommandé
au professeur de s’intéresser dans son évaluation au fait que les éléves réussissent ou non a
schématiser la situation. Ceci confirme 'importance accordée & ce type de travaux.

Conclusion

Méme si 1'étude présentée dans cette annexe s’en tient & une description de surface, nous
nous autorisons & formuler dés & présent un premier résultat qui sera confirmé par les cha-
pitres suivants. Nous retenons ce qui apparait comme une différence notable d’orientation
entre les deux systémes :

— Piloté par une visée universitaire, I’enseignement francais réduit a 10 ans la formation
commune en mathématiques; ceci lui permet de proposer un enseignement spécialisé
en Premiére et Terminale qui constitue une propédeutique & ’enseignement supérieur
scientifique. Dans ce contexte, les mathématiques sont essentiellement travaillées pour
elles-mémes.

— Les 12 années de 'enseignement obligatoire chilien sont consacrées & délivrer une
formation en mathématiques susceptibles de s’intégrer & la culture de base de tout
citoyen. Les mathématiques sont présentées dans la diversité de leurs liens avec les
autres dimensions, y compris professionnelles, de la culture humaine.
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Titre , -

Paradigmes géométriques et géométrie enseignée au Chili et en France.
Une étude comparative de I'enseignement de la géométrie dans les systémes sco-
laires chilien et francais.

Auteurs
C. Castela, L. Consigliere, I. Guzman, C. Houdement, A. Kuzniak, J.C. Rau-
scher

Résumé

Cet ouvrage présente une recherche sur 'enseignement de la géométrie en France
et au Chili. Cette étude a été menée par deux équipes rattachées 'une a la PUC de
Valparaiso et 'autre & 'Université de Paris 7. Elle met en ceuvre un processus de
comparaison original sur un contenu précis de mathématiques ce qui la distingue
des grandes études internationales plus généraliste.

La conception de la géométrie en vigueur aux différents niveaux de la scolarité
est analysée en s’appuyant la notion de paradigme géométrique. Le but est ici de
suivre tout au long de la scolarité, ’évolution de I'espace du travail géométrique
proposé aux éléves dans les deux pays. Sur quels objets travaille-t-on ? Comment
valide-t-on les résultats ? Quels instruments utilise-t-on ?

Par une suite de zooms successifs, la recherche envisage des points de plus en
plus précis. Le premier niveau porte sur la nature du programme attendu et il s’ap-
puie essentiellement sur les textes officiels nationaux qui définissent les attentes
institutionnelles dans la scolarité (enseignement primaire et secondaire en France,
Basica y Media au Chili). Puis trois thémes communs aux deux pays sont présen-
tés et analysés en détail : Théoreme de Pythagore, Périmeétre et aire du disque,
Figures de méme forme. Ces études thématiques confirment et illustrent des diffé-
rences dans les choix des deux pays, repérables au niveau des textes officiels mais
de maniére souvent allusive.

Enfin, 'ouvrage présente des éléments sur la relation qu’entretiennent avec la
géométrie les étudiants des deux pays qui se destinent a 'enseignement.

L'étude ainsi menée se veut une illustration de 1a méthode d’investigation choi-
sie et souhaite constituer une canevas pour d’autres études comparatives sur la
géométrie enseignée.

. Mots-clés
Didactique de la géométrie, Etudes comparatives, Espace de travail, Paradigmes,
Chili.
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