DANS NOS CLASSES (2)

.ﬂppro%mations de solutions d’équations du type f(x) = a

Méthode de Newton
Martine Buhler

Le probléme suivant a été donné en devoir & la maison en terminale scientifique. Il 5’agit de déterminer
le nombre de solutions d’'une éguation polynomiale grice & l'étude d’une fonction, puis de calculer des
approximations de ces solutions par I’étude d’une suite.

La quatriéme question de la partie II se traitait dans les anciens programmes a Iaide de Uinégalité des
accroissements finis et peut maintenant U'8tre par intégration d’inégalités sur un intervalle [a ;b]avec a <b.

La derniére question fait le lien entre tangente et approximation affine d’une fonction. D'une maniére
générale, peu d'8léves voient ce lien (mais la situation s’améliorera peut-étre avec les nouveaux programmes, la
méthode d’Euler étant abondamment traitée dés la classe de premiére scientifique, ce qui devrait aider les éléves
& mieux percevoir ce lien). I parait nécessaire lors de la correction d’insister sur la comparaison demandée a

la toute derniére question et de réexpliquer la relation entre langente, dérivée et approximation affine.

Texte du probléme

On considére 'équation (E} : vy — 2y — 5 = . Le but du probléme est de déterminer le nombre de

solutions de (E) dans R et d’en calculer des approximations de précision donnée.

1.Nombre de solutions de (E).

1°)Soit la fonction numérique f définie sur R par fiy)= y —2y—35.
a)Etablir le tableau de variations de f.
byMontrer que (E) posséde une solution unique of dans P’intervalle [2 ; 2,2].
2%Ya)Dxéterminer le signe de f{y).
b)L'équation (E) posséde-t-elle d’autre solution gue ¢ dans R ?

3°) Montrer que : 00 < 2,1,
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I1. Méthode d’approximation de Newton.
1°)Le texte suivant est extrait de La Méthode des Fluxions et des Suiles infinies de Newton.

XX. Soit I’Equation y’— 2y — 5 = 0 & réduire en suite infinie, prenez un Nombre comme 2, qui ne différe
pas d’une de ses dixiémes Parties de la vraie valeur de la Racine, & faites 2 + p =y, substituez 2 + p poury
dans I’Equation donnée, & vous aurez p’+6p 2110p-1 = 0, dont il faut chercher la Racine pour I’ajoiiter au
Quotient ; rejettez p*+6p * a cause de sa petitesse, il restera 10 p— 1 =0, oup = 0,1, ce qui est trés prés de la
vraie valeur de p; c’est pourquei I’écrivant au Quotient, je fais 6,1 + ¢ = p, & substituant comme
auparavant, j’ai q3+6,3q2+1 1,23q+0,061 = 0, négligeant les deux premiers Termes, il reste 11,23¢+0,061 =
0, ou g = -0,0054 & peu prés.

a)Reliez I"affirmation des deux premiéres lignes aux résultats du L.
b)Partant de 1’approximation 2 de o, Newton obtient comme deuxiéme approximation 2,1. Puis il
recommence le méme type de calcul ; terminez le travail et déterminez Ia troisiéme approximation.

c¢)Calculez en employant la méme méthode la quatriéme approximation a 10" prés par défaut.

2%)Reprenons le calcul de g. Au lieu de remplacer p par 0,1 + g dans I’équation p+6p*+10p-1= 0, remplacez

v par 2, /+g dans I"équation (E) : que constatez-vous ?
3°)Formalisation de la méthode de Newton.

On appelle u la suite des approximations de o obtenues par Newton. On a donc up=2, u;=2,1,etc. Pour
obtenir u,,; & partir de u,, on remplace y par u,+p dans I'équation (E) et on néglige les termes en p de degré
supérieur ou égal 4 2. On peut alors calculer p en fonction de u,. La relation de récurrence définissant la suite u

est alors ; 1, = u,+p. Déterminez cette relation de récurrence.

4°)Etude d’une fonction awxiliaire.
3

+35
Soit la fonction g définie sur [2 ; +eof par: g(x)= 3x2 5
P
a)Vérifiez que o est un point fixe de g.
6xf(x)

b)Montrez que, pourx & [ 25 +oo[, g'(x)= . En déduire les variations de g.

(3x2-2)?
c)Soit I'intervalle I = [o ; 2,1].Montrez :
Sixe I alors 0 < g’(x} £0,008.

Si a et b sont deux éléments de 1 tels que a <b, alors 0 < g(b) — g(a) < 0,008(b —a).
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5°)Etude d’une suite,

On définit la suit ar
asmieup { Pour n dans N, u,,,| = g, )

a)Montrez que, pour tout # dans N*, u,, € [a; 2,11

b)Montrez que, pour toutn 2 1, 0 <u, , —a <0,008(u, — &) .(On pourra utiliser 4°)c).

1
¢)Déduisez-en que, pour n > 1, 0 <u, — or< 0,008" x0,1.
d)Concluez sur la convergence de la suite u.

e)Déterminez un entier nptel que 0 <1, —~ o< 107.

IIL. Interprétation géométrigue.

On appelle C la courbe représentative de la fonction £ du I dans un repére orthonormeé ; pour plus de commodité,

nous revenons & 1a dénomination x pour la variable.
1%)Soit xy = 2.
a)Déterminez une équation cartésienne de la tangente Ty & la courbe C au point A de C d’abscisse 2.

b) Ty coupe I’axe des abscisses en un point A, d’abscisse x,. Calculez x; .

29Y0n définit 1a suite x de la maniére suivante :

Xo = 2
X1 st I absisse du point d' intersection de 1' axe des abscisses et de la tangente & C au point A, de la courbe.

Déterminez I’expression de x,.;en fonction de x,.

3°yComparez an résultat du I1.3°) et expliguez le résultat de cette comparaison.
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Le texte suivant est extrait de La méthode des Fluxions et des Suites Infinies d’Isaac Newton, paru en
1736 et traduit en frangais par Buffon en 1740,

On considére Newton et Leibniz comme les fondateurs du calcul différentiel et intégral. Newton{1642-
1727} a peu publié, entre autres par crainte des critigues. Etudiant & Cambridge, Newton dut interrompre ses
études en 1665-1666 @ cause de la peste qui sévissait dans la région de Londres. C’est durant ces deux années
que Newton posa les fondements de sa mécanigue et congut la théorie des fluxions, Grice a Uinsistance et
I'appui de son ami Halley, Newton publie en 1687 les Principes mathématiques de la Philosophie naturelle qui
contiennent toute sa théorie (gravitation universelle, lois des mouvements et leurs relations avec les forces). La
Méthode des Fluxions et des Suites Infinies est publiée aprés sa mort. Il y expose sa méthode mathématique la
plus fameuse : le calcul des « fluxions » (qui correspondent & nos dérivés) et résout les problémes de recherche

de tangentes & une courbe et de « quadratures » (calcul d’aires limitées par des courbes).

X X. Soit 'Equation 3 — 2y —- § == 0  reduire en fuite infinie,
prenez un Nombre comme 2, qui ne differe pas d'une de fes di-
xiemes Pardes de la vraie valeur de la Racine, & faites 2 ~p =y,
fubflituez 2 ~k p pour y dans I'Equation donnée, & vous aurez
£ =i= 6p* ~t= 10p=— 1==0, dont il faut chercher la Racine pour I'a-
jotiter au Quotient; rejettez p3 ~4-6p 4 canle defa petitcﬂ:e, il reftera
10p == 1= 0, OU p==0,1,ce qui eft trés-prds de la vraic valeur de

. p5 ceft pourquoi I'écrivant au Quotient, je fais 0,1 -g=p; &
fubftituant comme auparavant, jai g3 =~ 6,342 =~ 11,237 = 0,061
=0, négligeant les deux premiers Termes , il refle 11,239 4=
0;061 == 0, Ou g==-=0,0054 & peu prés (& celaen divifant 0,061
par 11,23 jufqu’d ce qu'on ait antant de Figures quil y a de places
entre les premieres Figures de ce Quotient &.le principal Quotient
exclufivement , comme ici ol il a deux places entre 2 & 0,005 ) J'é-
cris donc— 0,005 4. dansle Quotient , mais au-deffous parce que ce
Terme eft Négatif; & fuppofant— 0,005 4 -+r==4, je {ubflitue
comme auparavant, & je continue ainfi 'Opération aufli Jong-tems
quil convient, commeon le peut voir ci-deflous.

yre—1y—szm o0 v}~ 2, 10000000
—0,00544852

209455143, Eeo =2y
2bp=y ¥ o8 wbe 12p e 6pR fa p?
: —1y | —4—2p :
bl § - : .
.SOMME, ——I+|-.°P+‘P:+P3
O I-=g =p eoopl wim 0,001 »i= 0,039 = 0,39% =1 4%,
e £ p* 0,06 1z A6
Aop s ol PO N 12

— _I,

SOMME, h 0,061 11,0374 6,39 4}
— 0,005 4 ~r= 4.

= g% | 0,00000015} g8 43~ 0,00088Y 4Br-—0, ek Fx7* -1}
H 6,1 9' |4eo0,000123708 =—o,06888 oA
j:“: %339 |}~ o0,060642 1123 : .

0,061 L4 0,061

CSOMME. - .. - 000074+ 6 e 11,1687

—=0,00004%¢ 2 -5sT=r

———
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XXI. Onpeutabreger le Calcul versla fin de I'Opération, & cela
principalement dans les Equations qui ont plufieurs Dimenfions; vous
déterminerez d’abord julqu’ols vous voulez poufler votre Extrac.
tion, c’eft-d-dire combien vous voulez que le Quotient contiennc de
Chiffres ; enfuite vous compterez autant de Chiffres moins un aprés
Ia premiere Figure du Coeflicient du dernier Terme des Equations,
qu'il refte de Places & remplir dans le Quotient, & vous rejetterez
les Decimales qui fuivent; dans le dernier Termeil faudra négli-
ger les Decimales qui feront au-deld du nombre des Figures du Quo-
tient; dans le Terme antepénultiéme toutes celles qui feront en-deci
de ce méme nombre de Figures, en procedant ainfi Arithmetiquement,
fuivant lintervalle des Chiffres; ou bien, ce qui eftla méme chofe,
‘yous couperez par-tout autant de Figures que dans le terme pénul-
tiéme; deforte que leurs Places les plus éloignées Toient en progref-
fion Arithméiique, felon la foite des Termes, ou foient fuppofées
remplies de Chiffres , lorfque celaarriveautrement. Ainfi dans l'exem-
ple ci-deffus, fi je ne veux pas pouffer mon Extra&tion, on conti-
neer mon Quotient plus loin que la huitiéme Figure des Decimales;
lorfque jPaurai fubftitué 0,005 4 ~4=7pour 7, il yaura dans le Quotient
quatre Places de Decimales remplies, 8 autant qui demeureront
remplir ; je puis donc négliger les Figures dans les cing places les plus
éloignées,, & ceft pour cela que je les ai croifées de petites lignes ;
& & la véried aurois pit négliger auffi le premier Terme 75 quoique
fon Coefficient foit 0,59999 , &c. Ainfi en ne tenant plus compte
de ces Figures, 'on aura dans 'Opération ci-deffus 0,00054.16 —=
11,162 7 pour la fomme, ce qui par la Divifion continuée aufli loin
que le terme preferit, donne pour la valeur de 7, — 0,00004852 , ce
qui remplit le Quotient jufqu’au Terme preferie; il ne refte qu’a fouf-
traire le Négarif du Quotient de I'A firmatif, & Ponaura 2,0945 5 14.8
pout la Racine de I’Equation propofée.
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