FONCTIONS IMPLICITES :

de [a notion au théoréme

Renaud Chorlay

Ce texte est issu d’une conférence donnée i 'I.R.E.M. Paris 7. Le principe en était la lecture commentée d’une
série de textes permettant de retracer ’histoire du classique théoréme des fonctions implicites. Le lecteur est
donc invité, au fil de Darticle, & prendre le temps de lire les documents rassemblés a fa fin. Rappelons pour

mémoire |'énoncé du théoréme, ici dans sa premiére version publi€e :

Proposition. Soit fix,y) une équation entre les deux variables x et y, et xo, yo un couple de valeurs des variables
pour lequel flxyvy) = 0 Supposons gue la fonction et ses dérivées partielles du premier ordre sont finies et
continues au voisinage du point (xpyo), et que f,(xoyo) n’est pas nul ; alors il existe une et une seule fonction y
de x, y = @(x), qui vérifie I'équation au voisinage du point x = xy, ie. on a identiquement pour chaque x,
fix,0(x)) = O, et qui pour x = xp prend la valeur y,. Cette fonction y = @fx) est continue et posséde une dérivée
finie.

(Genocchi-Peano 1884)
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Introduction

De nombreux travaux classiques ont largement permis de baliser 1’histoire de 1’analyse au 19°™ sigcle, sous le
signe d’une rigueur toujours croissante. On a étudié la fagon dont la mise au jour de contre-exemples améne 3
préciser les notions de continuité, de développement en série, de convergence uniforme, de continuité uniforme,
etc. On a raconté le lent passage d’une notion de fonction identifiée & son expression symbolique jusqu’a une
notion abstraite de relation entre ensembles de nombres (puis d’auires choses que des nombres, avec la notion
générale d’application). On sait que le rejet progressif de certaines évidences géométriques a conduit, de Bolzano
3 Weierstrass, Cantor, Méray et Dedekind, 3 une arithmétisation de "analyse et une définition claire de
I’ensemble R. On a suivi les avatars de la querelle des infiniment petits, 1’émergence des limites, 1’algébrisation

des différentielles.

Le théoréme des fonctions implicites, au premier abord, ne semble pas relever tout & fait de la méme strate :
théoreéme utile, certes, mais qui ne constitue pas une pierre de touche de tout 1’édifice analytique ; en un mot, il
ne s’agit pas de la question des fondements. Nous pensons pourtant que son étude permet de compléter les
analyses classiques et de toucher par un coin différent les questions fondamentales. Ce théoréme est utilisé ici
comme représentant d’une large classe de théorémes d’analyse : c’est un théoréme d’existence fonctionnelle, et
c’est un théoréme local. On en apprend beaucoup — et peut-&tre autre chose gue ce qu’enseigne la lecture des
seules définitions - sur ce que le 19°™ sigcle met sous ce mot de fonction en se demandant depuis quand, et dans
quel contexte, on cherche 2 établir qu'une fonction vérifiant telle ou telle propriété existe. On ne peut
s’interroger sur I'émergence des problémes de passage du local au global, centraux au 20°™ sigcle, sans

examiner les phases préalables qui voient la prise de conscience du caractére local des principaux théorémes

d’existence.

Nous montrerons dans une premitre partic combien la notion de fonction implicite est, pour un large 19%me
sidcle, 4 la fois centrale et non problématigue - en un mot, familiére. Elle ne pose donc pas de probléme auquel
un théoréme patiemment démontré viendrait répondre. Nous nous intéresserons ensuite un peu longuement au
travail de Cauchy, pour montrer que si, le premier, il établit des théorémes d’existence fonctionnelle locale, son
travail ne ’améne pas a4 remettre en cause le cadre traditionnel dans le cas des fonctions implicites. Nous
présenterons enfin deux démonsirations données 4 la fin du siécle d’un théoréme autonome répondant & une

question bien identifiée. On le voit, notre histoire sera celle du passage de la notion de fonction implicite au

théoréme des fonctions impliciies.

Précisons d’emblée quelques limites : premigrement, nous examinerons essentiellement les sources frangaises ;
deuxiémement, nous n’étudierons pas les problémes, pourtant historiquement premiers, posés par la recherche de
développement en série des fonctions implicites, d’Euler 2 Puiseux ; enfin nows nous limiterons au cas d'une

seule équation : I'identification du réle du déterminant jacobien ne sera pas ici examinée.
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1 Un modéle stable
a. La classification d’Euler (1748)

Le premier document présente des extraits du premier chapitre de ' Introductio in Analysin Infinitorum (1748)',
chapitre consacré aux généralités sur les fonctions. La présence d’un tel chapitre dans un traité de mathématiques
est en soi une nouveauté, le terme de fonction ne s’étant jusqu’alors pas réellement imposé ; ainsi, si Jean

Bernoulli définit en 1718 :

On appelle fonction d’une grandeur variable une quantité composée de quelque maniére que ce soit de cette

grandeur variable et de constantes.

le Lexigue Mathématique de Wolff (1716) ne retient pour 'analyse que les termes de quantité variable et
quantité constante. La définition eulérienne reprend celle de Bernoulli ; encore le mot définition est-il mal
adapté : dans cet ouvrage & vocation pédagogique, ce chapitre introductif est plus consacré a poser un
vocabulaire qu’a réellement définir des objets. On le voit aux flottements qu’Euler admet dans la distinction
entre fonctions algébriques et fonctions transcendantes : il confesse qu’on peut considérer les fonctions du type
2% olt ¢ est un irrationnel, comme des fonctions transcendantes, méme si lui préfére les inclure parmi les
fonctions algébriques. La fonction & Iz Buler est avant tout une expression (déf. 3), soumise & I’opération
fondamentale de substitution d’une guantité déterminde 3 la quantité variable (déf. 4). Le souci de défimir
’égalité des fonctions lorsque plusieurs expressions formellement distinctes conduisent aux mémes valeurs,
n’est pas un souci enlérien. La notion d’ « expression analytigue » ne fait pas 1’objet d’une délimitation a priori ;
elle s’élargit lorsque le besoin s’en fait sentir, incluant en particulier, outre les symboles d’opérations
arithmétiques ( addition, soustraction, multiplication, division, extraction de racine), le symbole = , puisqu” « il
faut aussi considérer la résolution d'équations » (déf. 6). Les fonctions implicites se retrouvent dans le
paragraphe 7, et sont nommées au paragraphe 8. Qutre ’identification d’une fonction 4 une expression, la notion
eulérienne de fonction différe de la nétre sur un point essentiel : pas de domaine de définition. Euler insiste
méme sur le contraire : « aucune valeur déterminée n’est exclue de celles que la fonction peut prendre, puisque
la guantité variable accepte les valeurs complexes. »... le probléme en 1748 est de légitimer Putilisation en
analyse des nombres négatifs et imaginaires ; il s’agit d’ouvrir des possibilités, non de les resireindre. On ne
trouve i restriction d’existence de Pimage, donc pas de délimitation d’un domaine de définition en dehors
duquel le calcul d’image n’est pas possible ; ni restriction d’unicité de I'image, ainsi qu’Euler I’explicite trés
clairement dans le paragraphe consacré aux fonctions multivoques (on multiformes). Cette innovation eulérienne
lui permet de clore la queretle des logarithmes en désignant le caractére naturellement multiforme de I’extension
au domaine complexe de la fonction logarithme, dont "uniformité® sur les réels positifs n’était finalement
qu accidentelle. La multivocité était d’ailleurs inévitable une fois la notion de fonction implicite admise comme
élémentaire : la fonction racine carrée, définic implicitement par Z> = z donne naturellement deux valeurs de la
fonction Z pour chaque valeur de la variable z ; la fonction Z définie au paragraphe 7 par 7’ = a’Z’ - br'7% +

¢z’Z — 1 a aussi pen de risque d’étre uniforme. On le verra, faire ’histoire de la notion de fonction implicite,

! Document !
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c’est faire Dhistoire de la notion de fonction multiforme, et la notion de fonction implicite ne deviendra
problématique (et donc susceptible d’éwre I'objet d’un théoréme, et non d’une simple explicitation de
vocabulaire), que lorsqu’on imposera aux fonctions d’&tre uniformes, du moins pour certaines plages de valeurs
de la variable. Notons la grande stabilité du couple (fonctions implicites, fonctions multiformes), qui survit

9*™ sidcle ; qui survit en particulier A la définition des fonctions comme des expressions de

jusqu’a la fin du I
calcul. Déja Euler, dans le deuxidme tome de I'Introductio in Analysin Infinitorum associait une fonction a toute
courbe tracée librement par la main dans le plan (sans lever le crayon); le débat sur les cordes vibrantes
Paménera dans les Institutiones Calculi Differentialis (1753 A une formulation abstraite de la notion de

fonction :

« 8i certaines quantités dépendent d'auires quantités de telle maniére que si les autres changent, ces

guantités changent aussi, on a I'habitude de nomimer ces quantités fonctions de ces derniéres. »

b.  Une formule de dérivation (Lagrange, 1806).

Lagrange explique dans [’avertissement de ses Legons sur le Caleul des Fonctions le souci de rigueur qui
I'anime. T s’agit de fonder en raison I'ensemble du caleul des fonctions en I'épurant de toute notion
métaphysique, & savoir des notions d’infiniment petit, de limite, ou de la notion cinématique de fluxion. e
moyen universel en est le développement en série entiére : pour toute fonction f et toute valeur de la variable x,
on peut développer flx+i) en une série de puissances de i. Lagrange met au premier plan la notion de fonction
dérivée d’une fonction £: dans le développement de fix+i) en puissances de i, la fonction dérivée est donnée par
le coefficient de i'; réciproquement, une fois connu le mode de calcul de £ & partir de f, des dérivations
successives permetient de reconstituer le développement en série. L’ensemble du traité exploite cette dualité de
points de vue entre la dérivation et Ie développement en série. En particulier, le développement en séric permet
d’obtenir les formules usuelles de dérivation d'une somme de fonctions, d’un produit de fonctions, d’un quotient

de fonctions, etc.

On le voit, 'objectif de rigueur n’embrasse pas une remise en cause de la « définition » eulérienne de fonction.

La définition de Lagrange, telle qu’on la lit dans la premiére legon, ne s'écarte en rien de celle de U Introductio :

« Nous appellerons donc simplement fonction d’une ou de plusieurs quantités toufe expression de calcul dans

laquelle ces quantités entrent d’une maniére quelconqgue (...). »?

Pas un mot dans ce chapitre introductif sur les fonctions implicites ou le probléme de la multivocité ... les
fonctions implicites sont-elles pour autant bannies ? Le suspense ne dure guére : si elles ne font pas ’objet d’une
définition, ce n’est pas parce qu'on doit les rejeter, mais parce qu’elles font partie des notions tellement

communes qu’elles ne méritent pas de mention particulitre. On ne parle d’elles que lorsqu’il s’agit de savoir par

% Nous suivrons I'usage du 19*™ siécle en utilisant indifféremment les termes « uniforme » et « univoque »
3 Document 2, 1% extrait.
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quelle formule les dériver. L extrait de la legon 6 étudie ainsi le cas ol « la fonction y pourrait n'étre donnée que
par une équation entre x et y. »* Lagrange déduit la formule de dérivation de celle permettant de dériver une
fonction composée. Notons qu’il esquive le passage par les fonctions de deux variables en ne donnant la formule

de dérivation de fip,q) que sous I’hypothése oll p et g sont deux fonctions de la méme variable x.

La plupart des traités d’analyse du 19*™ gidcle s’en tiendront 1 : il n’y a pas de probléme des fonctions
implicites (encore moins de théoréme) ; il n’y a qu’une formule de dérivation des fonctions implicites. Ce n’est
toutefois pas exactement le procédé de démonstration de Lagrange qui s’imposera. Les manuels incluront la
dérivation des fonctions implicites 4 la fin du chapitre consacré aux fonctions de plusieurs variables : notion de
dérivée partielle, notion de différentielle totale. La déduction est d’une simplicité évangélique : puisque y est
fonction de x de telle sorte que fx,y) = 0 soit réalisé identiquement pour toute valeur de x, on en déduit
'
fidx+ fdy=0, dob é)i:_fif.
¥

¢. Une implaniation dans d’autres branches.

Si notre exposé nous conduit naturellement A suivre les manuels d’analyse, on doit €largir brievement le champ
d’étude pour se faite une image plus exacte du r6le des fonctions implicites dans I’ensemble des mathématiques

du 19%™ sigcle. On se limitera & deux apercus.

En 1827, Gauss renouvelle le champ de la géométrie différentielle en publiant ses Disquisitiones Generales circa
Superficies Curvas. On sait qu’il y introduit la notion de courbure en un point d’une surface (plongée dans RY,y
généralise le théoréme reliant la courbure totale d’un triangle géodésique 4 la somme des mesures de ses trois
angles, et y formule le programme de recherche sur 1’étude inrrinséque des propriétés métriques des surfaces,
considérées comme des films souples sujets & des déformations et non comme des bords de solides
indéformables. Ces progrés s’appuient sur un nouveau mode de description des surfaces : 12 oll on décrivait
classiquement une surface par une équation f{x,y,z) = 0, Gauss utilise systématiquement une description
paramétrique x = x{i,v}, ¥ = ¥(1n,v), z = z{u,v). L'étude métrique des surfaces repose sur I’étude de la forme
différentielle quadratique Edi’+2Fdudv+Gdy’, obtenue en tirant en arridre le produit scalaire de 1’espace
ambiant. La possibilité de passer indifféremment d’une représentation implicite & une représentation
paramétrique n’est pas problématisée. Gauss note toutefois que sa théorie me s’applique qu’aux surfaces
admettant en chaque point un plan tangent, et qu’on peut toujours passer de fix,y,z) = 0 & une représentation
paramétrique du type particulier z = gfx,v}, pour peu qu’on choisisse le plan tangent comme plan (x,y). On peut
certes y voir une formulation implicite du théoréme des fonctions implicites ... ce n’est pas ce qu’y voient les
contemporains — qui ont, il est vrai, des choses plus importantes & apprendre de ce traité. Pour prendre la mesure
du passage du temps, notons qu’a la fin du siécle le traitement du probléme devient explicite. Ainsi en 1895,
lorsque Poincaré ouvre son article sur I’ Analysis Situs par la définition des variétés (i.e. des sous-variétés de R"),
il appuie 1’équivalence entre les deux modes de représentation des variétés sur des conditions de non-nullité de

déterminants jacobiens. Notre théoréme des fonctions implicites, & plusieurs variables, est donc utilisé dans

# Suite et fin du document 2
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I’exposé comme relevant des connaissances communes. On notera par confre que Poincaré n’inclut dans ses
caractérisations des variétés que des conditions locales obtenues an moyen de notions différentielles (nous
dirions : conditions pour qu’une application C” soit une submersion ou une immersion) : les conditions globales

d’injectivité ou de propreté ne figurent pas.

Qutre le champ de la géométrie différentielle, on doit avoir  I’esprit que les fonctions les plus étudiées au 195
sidcle sont les fonctions elliptiques puis abéliennes. 11 s agit, au départ, de calculer des intéprales du type Iydx

olt y est une fonction algébrique de x, donc définie implicitement par une équation polynomiale fx,y)=0. Les
questions de classification de ces «intégrales abéliennes », de décomposition en somme d’intégrales

élémentaires, prennent un nouveau tour par extension au domaine complexe : il s’agit d’étudier les fonctions
Z

complexes de la forme z > I ydx of toujours fix,y) = 0 pour un polyndme f, I'intégrale étant une intégrale
2

curviligne. Le nombre zy étant fixé, cette fonction est multivoque pour deux raisons : multivocité de y,
multivocité due 2 la multiplicité des chemins reliant zp & un méme z. On ne peut surestimer I'importance de cette
théorie : en sont sorties une bonne partie de la théorie des fonctions d’une variable complexe, une bonne partie
de la topologie algébrique et de I’analyse sur les variétés (grice & la formulation « géométrique » du probléme
par Riemann en 1857), une bonne partie de ’algébre commutative (grice aux études algébriques du corps obtenu
comme extension de C(x) par 'équation fix,y) = {). Bien qu’a I'origine d’une grande partie des mathématigues

sophistiquées du 20°™

siécle, cette théorie des fonctions abéliennes — du moins des fonctions elliptiques — n’en
fait pas moins partie au 19°™ sidcle des notions communes 2 tout mathématicien. Dans la deuxiéme moitié du
sidcle, une part importante des cours de Licence est en France consacrée A ¢& que nous nommerions des
« fonctions de référence » : outre les fonctions rationnelles, circulaires, exponentielle et logarithme, sont étudiées
les fonetions elliptiques. On ne peut se vanter d’avoir étudié les mathématiques sans connaitre les procédés de

calcul d’intégrales ou de résolution d’équations différentielles au moyen de fonctions elliptiques.

II Canchy a d’autres chats a fouetter

La conclusion de cette seconde partie sera netie : Cauchy n’a pas démontré le théoréme des fonctions implicites.
Pourquoi donc s’y arréter ? Parce que, sous la platitude apparente de cette conclusion se cachent deux théses
qu’it nous appartient d’établir: (1} c’est Cauchy qui aurait dfi, le premier, démontrer ce théoréme; (2)
comprendre pourquoi il ne Pa pas fait permet de cerner assez finement le mouvement général de I"analyse dans

la période 1820-1870.
az. Les années 1820 : des doutes sur les fondements.

Quelques « évidences » dans les traités d’Euler ou de Lagrange soulévent des doutes pour quelques uns des

grands noms du début du 19°™ sigcle.
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Un premier point est 1'identification des fonctions & des expressions. Cauchy introduit dans son cours d’analyse a

xt>x six20 . '
Polytechnique l'exemple de la fonction définie par . ; fonction qu’Buler appelait
x>-x six<0

discontinue, ¢'est-a-dire définie an moyen de plusieurs expressions. Cauchy fait remarquer que cette fonction

peut aussi s’écrire au moyen de 'unique expression '\/x2 , faisant ressortir I’ambiguiié de la notion eulérienne.

Une deuxiéme interrogation remet en cause non le vocabulaire mais la méthode méme de I’analyse. Ainsi Abel

écrit-il en 1826 :

« Partout on trouve la malheureuse maniére de conclure du spécial an général, et ce qu'il y a de
merveilleux, ¢’est qu’aprés de tels procédés on ne frouve que rarement ce qu’on appelle des paradoxes.
Il est vraiment trés intéressant de chercher la raison de ceci. Cette raison & mon avis il faut la voir dans
ce que les fonctions dont s’est occupée jusqu’ici I'analyse, peuvent s exprimer pour la plupart par des
puissances. Quand il s'en méle d’autres, ce qui, il est vrai, n’arrive pas souvent, on ne réussit plus
guére, et pour peu qu’'on en tire de fausses conclusions, il en naft une infinité de propositions vicieuses

qui se tiennent les unes les autres. »°

La belle confiance que Lagrange place en la représentation des fonctions par des séries enticres fait aussi 1'objet
des critiques de Cauchy dans son avertissement du Résumé des Legons données a I’Ecole Royale Polytechnique
sur le Calcul Infinitésimal®, texte qui reprend les cours de premigre année de la période 1819-1823. Dualité de
I’interrogation : on peut douter que la série de Taylor converge ; on peut douter, lorsqu’elle converge, que ce soit
vers la fonction de départ. Le contre-exemple que Cauchy donne 4 ce propos 2 la fin de la Legon 38 est toujours
celui que nons utilisons : la fonction exp( -1/¢), prolongée par continuité en 0, a toutes ses dérivées successives
nulles en 0, et n’est pourtant nulle sur aucun voisinage de 0. Ainsi que I’annonce Cauchy, 'existence de
primitives i toute fonction {continue) lui parait aussi nécessiter une démonstration. Il la donnera par un procédé
que nous retrouverons bientdt : (1) utilisation d’une méthode numérique d’approximation comme procédé de
démonstration d’existence d’une fonction (2) renversement de la démarche usuelle: 13 ot 'on partait de
I’existence de primitive pour expliquer fe mode de calcul d’intégrales définies, démonstration de I’existence de

Iintégrale définie, d’oll existence de fonctions primitives obtenues en faisant varier les bornes d’intégration.

Notons que ces doutes sur la représentation des fonctions par des séries concernent aussi Jes séries

trigonométriques : Dirichlet établit en 1829 son théoréme sur les séries de Fourier.
b. A lombre des équations différentielles.

Avant d’aborder le cas spécifique du cours de seconde année professé par Cauchy a I'X jusqu’en 1823, il faut

rappeler les éléments du contexte qui font que, jusque dans les années 1870, la question des fonctions implicites,

3 Cité dans Uarticle de A. Monna.
* Document 3
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dans les rares cas ol elle se pose, n’est formulée que dans le cadre de la théorie des équations différentielles

ordinaires. La raison en est triple :

¢ Pour peu que I’on suppose toute fonction dérivable, la formule de dérivation des fonctions implicites permet

de considérer que la fonction y définie implicitement par flx,y) = 0 n’est autre que la solution de I’équation

[ y)

différentielle y'= ——*—"=

£y (%)

e Plus généralement, le fiou dans la définition de ce qu’est une « expression » définissant, explicitement ou
implicitement, une fonction, permet de considérer les solutions d’équations différentielles comme cas
particuliers de fonctions implicites : I'expression les définissant implicitement comprend, outre les symboles
algébriques et Ie symbole =, les symboles de dérivation ; rien la-dedans qui répugne & I'idée générale
d’ « implicite ». On le trouve sous la plume de Cauchy : dans le texte sur le calcul des limites’, il présente un
premier théoréme concernant « une fonction implicite u de la variable x (...} déterminée par une équation
algébrigue ou transcendante (...) », puis généralise: « Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent
encore facilement étre étendues au cas ot les fonctions implicites seraient déterminées par des éguations
aux différences finies ou infiniment petites, ou aux différences partielles, ou aux différences mélées. ».
Réciproguement, si f{x,y,y?) = 0 est la forme générale d’une équation différenticlle ordinaire, une définition
de fonction implicite au sens strict, de la forme fix,y) = 0, apparait comme un cas particulier d’équation
différentielle : une équation différentielle sans différentielle !

s [e premier chapitre du cours de deuxiéme année® relie les fonctions implicites, non aux notions générales

sur les équations différentielles, mais a leurs méthodes de résolution. Le procédé, classique, se trouve déji

P(x,y)
Q(x.y}

chercher une fonction u, dont P{x,yldx+Q(x,y)dy soit la différentielle totale. Clairaut a montré que la

chez Clairaut en 1740 : résoudre une équation différentielle du premier ordre v’'= fix,y) = - revient a

condition P,” = Q,” est nécessaire et suffisante’ & I'existence de u. Cette fonction u définit elle-méme
implicitement les solutions y de 1’équation différentielle initiale au moyen des équations u(x,y} = ¢, ol ¢ est

une constante réelle.

On peut lire dans le chapitre 7 de ces cours de deuxiéme année'’ ce qui est sans doute la premigre démonstration
abstraite d’existence de solutions & une équation différentielle ordinaire. Le simple fait de chercher une
démonstration oblige 4 une réorganisation conceptuelle. L’idée de la démonstration consiste en ceci : partir d'un
couple (xg,¥o) arbitraire ; découper un intervalle [Xg,x] en un nombre fini de sous-intervalles, sur lesquels on
interpole lindairement par la méthode d’Euler ; x étant fixé, montrer que la valeur Y qui lui est associée converge
vers une valeur déterminée lorsque la taille du découpage de [x,,x] tend vers 0. C’est ce que résume le théoréme
3. La nécessité d’établir la convergence fait ressortir des conditions suffisantes sur le comportement de f en

(%p,yo) {au niveau des hypothéses du théoréme 4), et conduit & formuler explicitement le caractére local du

" Document 7

8 Document 4

? Nous ne serions sans doute plus de son avis quant au caractdre suffisant de cette condition !
1 Document 5
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résultat (conclusion du théoréme 4). Le probléme du recollement global des solutions locales est abordé trés

clairement dans le chapitre 8, dont nous donnons un extrait dans le document 6.

On retrouve dans ces pages historiques les traits que nous avions relevés & propos de la démonstration
d’existence des primitives dans le cours de premitre année. Dans les deux cas Cauchy, le premier, formule
explicitement le probléme trés abstrait de 1’existence de fonctions soumises 4 des conditions formulées en termes
généraux. Dans les deux cas il transforme une méthode numérique d’approximation en une méthode de
démonstration, ce qui Ie conduit & chercher des fonetions particuliéres avant des fonctions générales : I'existence
de lintégrale définie est démontrée d'abord, avant de laisser varier une des bornes d'intégration pour obtenir une
primitive ; l'existence d'une solution A I'équation différentielle vérifiant une condition initiale (probleme "de
Cauchy") est démontrée sans s'appuyer sur l'existence, admise jusqu'alors, d'une solution générale . Le caractere
local de la solution, enfin, est clairement explicité. Les démonstrations du théoréme des fonctions implicites

partent du mé&me souci et peuvent se faire par les mémes méthodes ... mais elles ne seront pas le fait de Cauchy.
c.  Sous le signe du « calcul des limites » {1831)

Les travaux de Cauchy prennent une autre direction i partir des années 1830, avec la découverte d’un
merveilleux « calcul des limites ». Lisons le théoréme 1 du document 7 : les méthodes usuelles de détermination
des fonctions implicites y sont rappelées ; cette fonction étant supposée développable en série, le caicul des
dérivées successives a partir de la formule implicite ou la méthode des coefficients indéterminés permet,
théoriquement, de déterminer la fonction. Aux doutes théoriques sur la possibilité de représenter toute fonction
par une série entiére s’ ajoute, sous 1a plume de Cauchy, une critique de la pénibilité de ces caleuls. Cauchy nous
assure que sa méthode nouvelle garantit I'existence de la série entiére convergeant vers la fonction, et permet
d’en calculer aisément les coefficients. En quoi consiste donc ce prodigieux « calcul des limites » 7 La suite du
document 7 montre qu’il s’agit des premiéres formules sur les fonctions que nous nommons holomorphes. Aprés
une introduction heuristique oll les coefficients d’un simple polyndme (identifiés aux coefficients du
développement en série en 0) sont obtenus comme intégrales curvilignes le long d’un cetcle autour de I'origine
(notons que l'interprétation géométrique n’est pas, ici, donnée), Cauchy énonce la formule intégrale générale
permettant de calculer £0), f{0)...., f 40). De la formule intégrale on déduit, 4 la fin de Dextrait, le

développement en série ; I'extension du « disque de convergence » fait "objet de la derniére remarque.

On remarque 1’absence de formulation géométrique ; le fait que I'on travaille dans le domaine complexe est [ui
méme plus implicite qu’explicite — discret, A tout le moins. Le travail d’analyse de Cauchy se dirige pour de
nombreuses années vers Pexploitation de ce merveilleux calcul des limites, et du « calcul des résidus » quw’on
obtient par son moyen. Il serait historiquement faux de dire que Cauchy se détourne de la variable réelle pour
fonder et exploiter la théorie des fonctions d’une variable complexe ... la distinction entre les deux n’est pas
claire avant de nombreuses années, On assiste dans un premier temps 2 la formulation géométrique de la théorie
de la variable complexe. Pour preuve, Cauchy donne en 1835 une nouvelle démonstration du théoréme

d’existence pour les équations différentielles, démonstration qui repose ... sur le calcul des limites. La ol nous
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verrions un autre théoréme, spécifique au domaine complexe, Cauchy pense donner une nouvelle démonstratios,

plus rapide et élégante, du méme théoréme.
d. Combien de fonctions pour une fonction ?

La pidce suivante & joindre au dossier des fonctions implicites porte non pas sur un éventuel théoréme
d’existence, mais sur leur place parmi les fonctions — et plus généralement sur I’évolution de la notion de
fonction elle-méme. L utilisation progressive du registre géométrique en théorie des fonctions conduit Cauchy a
réfléchir sur ce que nous nommerions le domaine de définition, et & s’interroger sur la place des fonctions
multiformes. Le document 8, extrait d’un Mémoire sur les fonctions continues des quantités algébriques et
géométriques est A ce titre significatif. La distinction entre domaine réel et domaine complexe y est parfaitement
claire, une fonction réelle reliant les mouvements de deux points mobiles sur une droite alors qu’une fonction
complexe relie deux points mobiles dans le plan. Le passage reproduit ne traite que du cas réel ; Cauchy y
congoit qu’'une fonction implicite pourrait avantageusement étre regardée comme réunion de plusieurs fonctions
explicites ... encore ne s"agit-il ici que d’une question de commodité et non d’une remise en cause théorique de
la multivocité. Pour parler librement de ces différentes fonctions (explicites) cachées dans une seule fonction
(implicite), c'est le registre géométrique qui fournit le vocabulaire : il y aura des «branches » de courbe,
chacune associée 4 une fonction explicite. Notons que la question de Ia multivocité n’est pas la seule en jeu dans
cette réinterprétation géométrique : ainsi une fonction réefle univogue mais discontinue présente-t-elle aussi
plusieurs branches ... faut-il y voir pour autant plusieurs fonctions ? II semble d’ailleurs dans ce passage que
Cauchy utilise le terme de « fonction explicite » pour parler des « fonctions univoques », On voit que le coeur de
la réorganisation conceptuelle est la notion de fonction univoque continue ; les fonctions multivogues et les
fonctions discontinues sont sur la sellette, non tant & cause de la multivocité de certaines que parce qu’elles
posent le probléme du prolongement par continuité. Notons que la suite de ce mémoire étend ces réflexions au
domaine complexe, en proposant d’introduire des « coupures » dans le plan pour définir des fonctions univoques
associées 4 une fonction multivoque.

.....

e. Une identification tardive de la spécificité du domaine complexe.

C’est 25 ans aprés avoir fondé la théorie des fonctions d'une variable complexe que Cauchy explicite ce qui les
distingue des fonctions d’une variable réelle... il aura fallu un siécle pour que la possibilité soulignée par Euler
(« la quantité variable accepte les valeurs complexes ») soit problématisée. Certes les nombres complexes sont
des extensions des nombres réels, mais il n’est pas vrai que la théorie des fonctions d’une variable complexe soit
une généralisation de la théorie des fonctions d’une variable réelle — ce qui impliquerait que tout théor&me
démontré dans le domaine complexe admette, comme cas particulier, un théoréme réel; cette idée pourtant si
évidente, si utile un siécle durant, repose sur une assimilation abusive de la dérivation complexe & la dérivation
réelle. C'est de cela que Cauchy prend conscience dans Sur la théorie des fonctions'" (1856) : une fonction de
deux variables n’est dérivable au sens complexe en un point que si sa dérivée partielle au sens réel ne dépend pas

de la direction selon laquelle on approche le point — Cauchy parle alors de fonction monogéne. Ses réflexions sur

"' Document 9
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le registre géométrique et les questions d’existence et d’unicité de I'image lui servent ensuite & isoler la classe
des fonctions simples qui doivent &tre au cceur de la théorie, et 2 partir desquelles les autres doivent étre
décrites : ces fonctions seront monogénes (C-dérivables), monodromes (univoques) et ne prendront que des
valeurs finies ... le terme de synectique qu'il choisit sera bientSt remplacé, dans le traité de Briot et Bouquet

(1859), par celui d’holomorphe.

* k&

Dans 1’ceuvre de Cauchy, on retrouve les fonctions implicites en de nombreux endroits, mais jamais au centre de
la réflexion ... elles font partie du paysage, elles font ’objet d’une formule de dérivation bien connue de tous les
étudiants et que Cauchy, 3 'instar de tous ses collégues, a dii enseigner mille fois; on les retrouve dans de
nombreux problémes d’analyse pure ou appliquée. Par cette omniprésence familigre, elles bénéficient de chacun
des progrés de la théorie des fonctions sans jamais poser de probléme spécifique : il y a chez Cauchy un
probléme de représentation des fonctions par des séries entiéres, un probléme d’existence des primitives et, plus
généralement, de solutions A toute équation différentielle ... mais pas de probléme des fonctions implicites.
Cauchy s’est approché de trés prés de cette question, toutefois, dans ses cours de seconde année de X an début
des années 20, mais celle ligne de recherche se trouva marginalisée pour plusieurs raisons. Raison pratique : a
partir de 1823, la direction de 1"Ecole demande i Cauchy de ne plus embarrasser ses étudiants avec des sujets
aussi ésotériques. Ces cours de seconde année ne seront pas publiés, ne seront pas repris dans les ceuvres
complétes. Ce qui aurait pu servir & tout un siécle de modeéle de démonstration pour une large classe de
théorémes locaux d’existence ne fut connu que par I'ouvrage de I’ Abbé Moigno (1845}, rédigé d’apres les cours
de Cauchy, mais en affaiblissant la portée novatrice'>. Raison théorique : dans un contexte d’indistinction des
domaines réels et complexes, Cauchy pense résoudre par le calcul des limites la plupart des problémes qu’il avait
lui méme soulevés dans les annde 1820, 1égitimant aprés coup les méthodes usuelles de développement en série

entiére ou trigonoméirique.

111 Différentes versions d’un théoréme autonome

a. Les années 1870 : un nouvel intérét pour la variable réelle

On avait vu dans les années 1820 quelques grands mathématiciens, Abel, Dirichlet, Cauchy, exprimer des doutes
sur 'universelle validité des méthodes de leurs prédécesseurs et produire des contre-exemples ; les questions en
jeu étaient celle du développement en série (entidre ou trigonométrique), et, dans une moindre mesure, la notion
méme de fonction et la définition de la continuité. La nette séparation entre les domaines réel et complexe
permet de prendre conscience A partir des années 1860 de problémes spécifiques & la variable réelle. Des contre-

exemples surgissent :

" Le texte dont nous avons reproduit des extraits a été retrouvé au début des années 1980 par Christian Gilain.

25



e A propos de la définition de la continuité pour les fonctions de deux variables réelles :
o Schwarz 1872: fixy) = ;:i—i’%— prolongé par 0 en (0,0). La discontinuité est manifeste si I’on pose,

par exemple, x = y.

_Iz

X
o Darboux: f(x,y)=—e’ ) prolongée par f{0,0) = 0 et fix,0) = 0 : 1a fonction n’est pas continue en
y
0 (regarder x = y°) mais le semble lorsque (x,y) se rapproche de I’origine selon n’importe quelle droite.
¢ Schwarz, Thomae en Allemagne, Darboux en France soumettent & la critique la formule «usuelle»:
d’z _d’z
dxdy dydx

*  Pour les fonctions d’une seule variable, le Mémoire sur les fonctions discontinues publi€ par Darboux en

1875 marque une étape critique : nécessiié de soumettre « bien des points, qu’on regarderait 4 bon droit
comme évidents ou que I'on accorderait dans les applications de la science aux fonctions usuelles, {...) &
une critique rigoureuse dans ’exposé des propositions relatives aux fonctions les plus générales. » Darboux
y démontre entre autres résultats confre-intuitifs « gu’il existe des fonctions continues qui ne sont ni
croissantes ni décroissantes dans aucun intervalle, qu’il y a des fonctions discontinues qui ne peuvent varier

d’une valeur & l'autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. »

Notons que cet effort de rigueur n’est pas spécifique au domaine réel : les cours de Weierstrass explorent avec
une rigueur toujours croissante les propriéiés topologiques de la droite réelle et du plan complexe nécessaires 4

fonder la théorie des fonctions holomorphes.

On doit toutefois souligner la marginalité de ces travaux. Dans les senls cours de Weierstrass, on peut suivre le
progrés de la rigueur en lisant les différentes versions rédigées par les étudiants ; il ne semble pas qu’avant 1870
Weierstrass ait douté de la dérivabilité des fonctions continues. Du Bois-Reymond rapporte que, jusqu’en 1873
en Allemagne, mil ne doutait que la série de Fourier de f convergedt vers f. Pour la France, Darboux travaille
dans I’isolement et une relative incompréhension : « On raconte qu’en 1875 Darboux fut quelque peu bldmé de
§'étre laissé aller a étudier de telles questions. », rapporte Lebesgue. On connait la boutade de Hermite, écrivant
a Stieltjes : « je me détourne avec effroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions continues qui n’ont

point de dérivées. »

Nos critiques marginaux vont toutefois enseigner et rédiger des traités ... aucun de leurs étudiants ne croira plus
que toute fonction continue est dérivable. Pour illustrer le changement d’esprit trés net dans cette nouvelle
génération de traités d’analyse, nous avons reproduit dans le document 10 le début de 1a table des matigres de
trois traités. Le cours de Hermite, publié en 1873, est le représentant de I’ancienne génération. Les premiers
traités novateurs paraissent en Italie : Fundamenti per la Teorica delle Funzioni di Variabili reali, publié par
Dini en 1878 ; cours de calcul différentiel et intégral de Genocchi et Peano (1884). Malheureusement, le cours
complet que Dini professait 4 Pise dans les années 1876-78 n’a été publié que trente ans plus tard ... la
démonstration du théoréme des fonctions implicites de Dini est sans doute la premiére exposée, mais la premiére

publiée fut celle de Genocchi et Peano. Pour [a France nous avons reproduit le début de la table des matiéres de
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la 3™ &dition du cours de calcul différenticl. 1.’ attitude de Jordan est i cet égard significative. Nommé a ’Ecole
Polytechnique, il rédige rapidement un cours A la maniére classique. Ainsi le tome 1 de la premicre édition de
son cours (1883) est-il proche de celui de Hermite ; 2 peine note-t-il I'existence de fonctions continues non

3% tome de la

dérivables : « ces fonctions anormales ne seront pas abordées dans ce cours ». .a publication du
1% &dition, en 1887, lui donne ’occasion de revenir sur certains points admis trop rapidement en 1883 : le
théoréme des fonctions implicites est ainsi démontré en 1887, alors que seule la formule de dérivation avait sa
place dans le traité de 1883. C’est en fait la deuxidme édition « entiérement remaniée », en 1893, qui marque la

rupture avec I’ancienne mode, et propose i la période moderne son ouvrage classigue.

On peut dans ces extraits de tables des matiéres lire les traits caractéristiques de cette nouvelle maniére.
L’analyse ne repose pas sur la manipulation des infiniment petits mais sur les propriéiés de la droite réelle : Ja
notion de limite est premiére ; elle permet de poser le probléme des bornes inférieures et supérieures, de définir
I’adhérence et la frontidre d’un ensemble de points. Selon les auteurs, d’autres propriétés sont mises en avant :
propriétés « topologiques » {conmexité, densité de certaines parties), propriétés ensemblistes (distinction
cantorienne entre P’infini dénombrable et le non-dénombrable), propriétés de mesure. Vienment ensuite les
fonctions, caractérisées non plus par leur expression (algébrique, rationnelle, implicite...) mais par une propriété
caractéristique (continue, 3 variation bornée...). Un cheminement standard est adopté pour entrer dans le calcul
différentiel : démonstration topologique du théoréme dit de Rolle, théoréme des accroissements finis. Ce

théoréme est la pierre de touche : peu de résultat qui n’en soit corollaire.
b. Les démonstrations italiennes : Dini, Genocchi, Peano.

La démonstration donnée par Jordan du théoréme des fonctions implicites est la méme que celle qu’on lit, pour
la premiére fois imprimée, chez Genocchi et Peano (1884) : nous en avons donné dans le document 11 une
traduction, d’aprés ’édition allemande de 1899. Comme depuis un siécle, ce théoréme trouve sa place dans le
chapitre sur les fonctions de plusieurs variables ; le souci nouveaun est de démontrer I’existence de la fonction

puis sa dérivabilité, avant d’établir la formule usuelle de dérivation. L'idée générale est élémentaire: la

condition f," (x50} # O et la continuité de f," garantissent la stricte monotonie des fonctions y > f(x,v),

pour les valeurs de x dans on intervalle suffisamment petit autour de Xq. La condition flxsye) = ( garantit que ces
fonctions de la seule variable y changent de signe dans un intervalle suffisamment petit autour de y,, intervalie ne
dépendant pas de x. Ce théordme d’existence garantit aussi la continuité, la construction ayant lieu dans une
« bolte » arbitrairement petite autour de (xpy,). La dérivabilité est établic dans un deuxiéme temps au moyen du

théoréme des accroissements finis.

¢. Une variété de points de vue.

L’énoncé du théordme va se stabiliser, du moins jusqu'a ce qu’on ressente le besoin de travailler directement
dans tout espace de Banach. Par choc en retour, la notion méme de « fonction implicite » se voit définie : une

fonction implicite est ce dont parle le théoréme des fonctions implicites ! Le théoréme a priorité sur la notion,

aprés plus d’un sidcle oit la notion commune n’avait pas semblé appeler de théoréme. La démonstration donnée
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par Dini, puis Genocchi et Peano va elle aussi s’'imposer longtemps. On peut trouver un exposé classique des
différents aspects de la question dans les Cours d’Analyse Mathématigue d’Edouvard Goursat, qui font référence

en France dans la premigre moitié du 20

siecle. Les fonctions implicites méritent un chapitre entier, aprés
celui consacré aux fonctions de plusicurs variables. Goursat commence par démontrer le théoréme ¢ lg Dini, en
précisant que ce théoréme n’épuise pas la question : il ne donne que des « éléments de fonctions » et laisse entier
le probléme du prolongement maximal ... qui ne sera pas abordé dans ce manuel éiémentaire ; est donnée
ensuite une méthode numérigue d’approximation des valeurs de la fonction implicite : pour une valeur de x fixée
est construite une suite y, convergeant vers y = @x) (pour reprendre la nofation de Genocchi); dans un

troisiéme temps, deux des usages standards de ce théoréme sont étudiés : application en géométric différentielle

élémentaire ; application au probléme de I’inversion d’un systeme de n équations i n inconnues.

Nous voudrions terminer cet exposé en montrant comment deux des questions étudiées par Goursat comme
subordonnées au théoréme des fonctions implicites vont &tre appelées A passer au premier plan dans la seconde
moitié du 20°™° siecle. T ne s’ agit ici que d’indiquer des perspectives.

La méthode numérique d’approximation mentionnée par Goursat utilise le théoréme du point fixe dans R : x est
fixé, ¢’est donc la suite numérique v, qui et construite et étudiée. Dans le traité de Hadamard"?, si Iénoncé du
théoréme des fonctions implicites ne change pas, le procédé de démonstration n’est plus celui de Dini, Genocchi
ou Jordan. Limitons nous & une variable : au paragraphe 247" la recherche de y vérifiant F{x,y) = 0 (au

voisinage du couple ({ab) annulant F) est reformulée comme un probléme de point fixe

y—b= —;((F a,bY(b—y)+ f(x, y)) ; en réécrivant cela ¥y —b = @(x,y) olt @ est continue et
F'ab)" ’
s’annule en (a,b},0n peut choisir un voisinage de (a,b} sur lequel ig¥x,y}-¢Ax, Y)| < K |Y-y| pour une constante K
strictement inférieure & 1, indépendante de x. Cette application contractante permet de construire récursivement
une suite convergeant vers un point fixe y. Il est significatit que cette démonstiration ne se trouve pas, dans le
traité de Hadamard, dans le chapitre consacré aux fonctions de plusieurs variables mais dans le chapitre sur les
théorémes généraux d’existence pour les équations différenticlles. On y voit I'influence des travaux d’Emile
Picard dans ce domaine : les méthodes de point fixe, dans les espaces fonctionnels, sont entre temps devenu
I'outil essentiel des démonstrations d’existence de fonction. Le rapprochement des fonctions implicites et des
intégrales d’équations différentielles ordinaires n’a donc plus le sens qu'il pouvait avoir un siécle plus t5t : une
équation différentielle n’est plus tant un cas particulier de définition implicite de fonction ; ¢’est 'existence d’un
procédé général de démonstration qui fonde le rapprochement. Un point commun cependant avec la démarche du
Cauchy des années 1820 : c¢’est un algorithme numérigue classique qui change de sens pour devenir le coeur
d'une démonstration d’existence. On trounvera dans le document 13 1'un des premiers articles (1891) dans
lesquels Picard démontre par la méthode du point fixe qui porte son nom le théoréme général d’existence pour

les équations différentielles ordinaires.

On a va que Goursat signalait, parmi les applications classiques du théoréme des fonctions implicites, I’existence

d’un critére différentie]l simple permettant d’étudier le probléme de l'inversion, i.e. de la résolution implicite

13 Document 12
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d’un systéme de n éguations & n inconnues. Ce probldme d'inversion va passer au premier plan, pour devenir le
théoréme d’inversion locale dont on déduira le théoréme des fonctions implicites. Nous avons donné en
document 14 le début d’un article novateur de Hadamard dans lequel celui-ci entreprend d’étudier les problémes
posés par le caractére local du théoréme d’inversion ainsi obtenu. Le soin avec lequel la question est formulée
suffit & montrer combien, en 1906, il n’est pas courant de s’interroger sur la surjectivité (probléme d’existence)
et I"injectivité (probleéme d’unicité) d’une application de R" dans lui-méme. A titre heuristique, Hadamard étudie
dans un premier temps la situation dans KR: la fonction dérivée ¢étant, par hypothése, de signe consiant,

I’injectivité ne pose pas probléme ; la surjectivité peut &tre étudiée au moyen d’un critere simple : dans le cas ol

f est strictement croissante, f est surjective si et seulement si lim f(x)=—co et lim f(x)=+eo. La
X—3—o0 X~ytoa

sitnation dans R" (m>1) connalt un curieux renversement : un critére généralisant celui donné dans 3 permet

d’étudier assez simplement la surjectivité ; Pinjectivité par contre, qui ne posait pas de probléme dans fe cas 4

une dimension, devient problématique en dimension n. La suite de Darticle (non reproduite ici) consiste en

I’étude d’un critére calculatoire permettant de passer de I'injectivité locale A P'injectivité globale.
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Conclusion

Nous avons construit cet exposé autour de deux périodes, les années 1820, les années 1870, caractérisées
chacune par une forme de progrés de la rigueur en analyse ... ce sont bien les périodes identifi€es par Jes études
classiques sur les fondements de I’analyse. Le fil conducteur des fonctions implicites permet d’éclairer sous un
autre jour ce qui, & chague époque, fait probléme pour certains mathématiciens - souvent marginaux dans leurs
scrupules de rigueur. Pour I'immense majorité des étudiants en science du 19%™ sidcle, les fonctions implicites
ne posent pas de probléme théorique : notion commune, elles font 1’objet d’une formule de dérivation simple qui
s’ajoute & la liste des formules usuelles (dérivation d’une somme, d'un produit ...). Dans les années 1820 se
voient posés deux types de questions fondamentales 3 propos des fonctions : les questions d’existence et les
questions de représentation. Par une ironie de 'histoire, la démonstration fondamentale donnée par Cauchy au
début des années 20 d’existence de solutions au « probléme de Cauchy » pour les équations différentielles
ordinaires n’a pas été le point de départ d’une série de démonstrations d’existence locale en théorie des
fonctions ; le manuscrit fut oublié, et Cauchy se détourna de ces questions du jour ot son calcul des limites parut
pouvoir résoudre plus simplement 2 la fois les questions d’existence et les questions de représentation par des
séries entigres. Pour encore cinquante ans les questions d’existence demeurent marginales”. Ce qui, en théorie
pure des fonction, pose probléme dans les anmées 20, c’est la continuité et jamais la dérivabilité : tant que toute
fonction continue est supposée dérivable (et analytique), un éventuel probléme des fonctions implicites demeure
subordonné au probléme des équations différentielles ordinaires. Tant que les fonctions peuvent étre
multivoques, la notion de domaine de définition ne pewt émerger. Dans ce modeste exposé, nous n’avons pas
suivi ce fil assez systématiquement pour se faire une idée nette de la montée de la condition d’univocité ; les
réflexions qui ont jalonné le sidcle, autour des notions de branche, de coupure, d’élément de fonction, de

prolongement analytique ... appelleraient une étude autonome.

I’ identification tardive de la spécificité des théorémes d’analyse concernant les fonctions holomorphes fait ré-
émerger un continent de {’analyse réel au relief autrement escarpé, dont une nouvelle génération de
mathématiciens entreprend, dans les années 1870, ’exploration. C’est ce contexte qui voit apparaftre une
premigre démonstration d’existence locale des fonctions implicites, nos auteurs ayant soin de démontrer
I'existence, puis la continuité, enfin la dérivabilité. La génération Bourbaki préférera, dans ses manuels « grand
public » des années 1960, une autre voie : démonstration dans les espaces de Banach du théoréme d’inversion
locale, corollaire sur les fonctions implicites ... les cours d’Henri Cartan, Laurent Schwartz, Serge Lang, ou les
Eléments d’Analyse de Jean Diendonné en témoignent. Ce changement de perspective, dont nous sommes les
héritiers, prend acte de I’émergence, dans les derniéres années du 19°™ gidcle, d’une méthode générale et d’un
méta-probléme. Méthode générale de démonstration d’existence fonctionnelle par des méthodes de point fixe : la
nécessité d’étendre anx ensembles de fonctions les notions de distance utilisées dans les algorithmes numériques
usuels ouvre la voie &4 ['analyse fonctionnelle. Méta-probléme: la formulation ensembliste en terme
d’application fait ressortir en toute clarté les problémes d’injectivité et de surjectivité ; les théorémes locaux
d’existence ne sont plus tant une réponse aux questions du mathématicien que le point de départ d’une recherche

sur le passage du local au global.

" L histoire du « principe de Dirichlet » compléterait cette remarque allusive.
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Document 1 : Buler, Introduction & I’ Analyse Infinitésimale, 1748 Extraits du chapitre L.

7. Les fonftions fe divifent en algébriques & en tranfeen-
danzes ; les premieres font formées par des opéravions algébriques

ferlement, & les dernicres fuppofent pour lenr formation des
opérations rranftendantes. | '
Les multiples & les puiffances de z font donc des fonc-
tions algebriques , ainfi que tonres les expreffions , .qui n'ad-
mettent que les opérations algébriques, dont nous avons .
paclé ; telle eft la quantité == 2L {"_'_f ‘;i :f =20, Souvent
Ies fon&ions algébriques ne peuvent &rre repréfentées expli-
citemeng ; telle feroit la fonftion Z de g, fielle éroir ex-
primée par Péquation Z* = ayy ' — 3V 2 ey’ 2 —1,
Car, quoique cette équation ne puille &re réfolue, il n'en
eft gaﬁ moins cereain que Z eft égal A une expreflion compofée
de Ja variable y & de conftantes, & que par conféquent

Z elt une fontion quelconque de 7.
()

8. Les fonctions algébriques fe fubdivifent en rationnelles &
er irrationnelles. Dan les dernieres la variable et affectic de
radicaux , &dans les premicres elle i’en ¢ff point a e'gée,

(-

Celles-ci fe divifene commodément en'‘explicites & en implicizes.

Les explicites font développées au moyen des radicaux ;
nous en avons donné des exemples , & lesimplicites dépen-
dent de la réfolution des équations. Ainfi Z fera une fonc-
tion irrationnelle implicite de y, {i elle .eft repréfencée par
ceste équation 27 == ¢ yZ* -——E 7%, En effer jon ne penten
tirer la valeur explicite de'Z, méme en admerrant les fignes
radicaug , par lasaifon que lAlgébre n'eft pas encore parvenue
3 ce degré de perfedlion,

(-.) ‘ :
9. Les fonctions rasionnelles enfin , f¢ divifent en entieres &
en fradlionnaires.
¢.)
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Document 1, suite.

R by 2 ; i - »
v Une quantité conflamte eft une quanticé dérerminde, qui
conferve roufoirs la méme wvaleur. .

(...) | | o

2. Une quantité yariable eft unc quantité indéterminée , ou,
Ji Dont veury nne quantité wrverfelle , qui comprend toutes les
valeurs dérerminées.

(..)

" 3. Une guantiré variable devient déterminée,
artribue nne valewr déterminée quelcongue.

(...) : ' :

4. Une fonclion de quantité variable eft une expreffion analy-
tigiie compofit , de quelque maniere que ce foit , de certe méme
quansité G -de nombres , ou de quanurés conflantes, .,

Ainfi toure expreffion analytique, qui ontre la variable
% contiendra des quantités conltantes, eft une foncltion de g,
Par exemple, a - 335 ay—4%%7; ey + 6V aa—3gy;
ct; &e, fonr des fonchions de 7.

Gy

5. Une fonction de variable eff. donc anffi une gquantité
vartable. | | _

En cffer, comme on peut meutre 4 la placede la variable
toutes les valeurs détermindes , la fon@ion recevra elle-méme.

une infinité de valears, & il ‘eft impoffible d'en concevoir
aucune , dont elle me foir {ufceptible, puifque la variable -
comprend méme les valeurs imaginaires.

() -

6. La principale diffétrence des fonllions confifte dans Ia
;‘gm&irm{fén de Az: vnn'gge & des quanticés m&f:es s “qui les
orment. '

Elle dépend donc des opérations par. lelquelles les quan-
titds peuvent &wre compofdes & combindes entr'elles. Ces
opérations font 1*Addition & la Souftrattion ; la Muleipli-
cation & la Divifion ; 'Elévadion auxPuiffances 8 FExtradhon
des Racines; 4 quoi 1l raut ajouter emvore Ja Ré{olution
des Equations. Ou re ces opérations,qu'on appelle algébriques,
il y en a pluficurs autres qu'on nomme tranfcendantes :
comme les exponentielles, les logarithmiques, & d'aucres
fans nombre, que le Calcul Incégral faic connofrre.

(.)
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Document 1, fin.

0. Il faue enfuite remarquer principalement la divifion des
Jondtions en uniformes & en multx’ftﬁmes.

La fonétion uniforme eft celle qui n'obtient qu'une feule
valeur déterminée , quelque valeur déterminée qu'on donne
& la variable 7. La ?on&wn multiforme eft celle qui, pour
chaque valeur déterminée quion mer 3 la gl[ace de la varia-
ble, donne plufieurs valeurs déterminées. Toutes les fonc-
tions rationnelles foit entieres , {oit fractionnaires, fonr des
fontions uniformes , parce que ces fortes d’expreflions.
quelque foit le nombre quion fubftitue & la variable , n'ob-
tennent quune feule valenr; mais les fonctions irration-
nelles font coutes multiformes, A caufe de Pambiguiré des
fignes radicaux , & de la double valeur qu'ils indiquent. Iy
3 aufli parmi les fonflions tranfcendantes des fonctions
uniformes & multiformes, on penr méme admettre des fonc-
tions infinitiformes ; tel feroit Varc de cercle qui répondroeit
au finusy, car il y a une infinivd dlarcs circukires qui ont
tous le m%me finus, Dans ce qui {uit pous {uppoferons que fés
lecres P, Q, R, 8, T, &c. repréfentent chacune des fone-
tions uniformes de y. '
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Document 2 : Lagrange, Lecons sur le Calcul des Fonctions, 1806

Extrait du Nous appellerons done simplement fonction d'une ou de plusieurs

chapitre I quantités toute expression de calcul dans laquelle ces quantités entre-
ront d'une maniére quelconque, mélées ou non avec d’autres quantités
regardées comme ayant des valeurs données et invariables, tandis que
les quantités de la fonction sont censées pouvoir recevoir toutes les
valeurs possibles.

Extraits du Chapitre VI : dérivée d’une fonction composée (p et q sont supposés fonctions de x)
Ainsi I'on aura d’abord ¥ = p’ f'(p), d’oit résulte ce principe: que la

fonction dérivée d'une fonction, qui est elle-méme une fonction de x, est
égale au produit des fonctions dérivées de ces deux fonctions.

(...) .
Huppesons ensuile que y soit une fonstion de g et g, que nous dési-
gierons par fip, ¢i;
de sorte qu'on aury
Y=pripl+4 Flel =/ gl
(.-

Mais la fonction y pourrait n’étre donnée que par une équation entre
v et y. Représentons en général cette équation par

Fly, z)=0;

1 est clair que, si on regarde y comme une fonction de # déterminée
ar cette équation, et qu’on imagine cette fonction substituée au lieu
le ¥ dans F{y, ), il en résultera une fonction de = qui sera identique-
nent nulle, quelle que soit la valeur de «, et par conséquent anssi en
nettant #+7 4 la place de «, quelle que soit la valeur de £

Dénotons cette fonction par =, et comme 2, devenant z -+, =z devient

. 2, . . , .
+ 13’ - 2"+ ..., on aura, quelle que soit la valeur de ¢, I'équation

S48 —F .. =o0;

o]

"olt 'on tire les équations

=0, 5'=0, =0

Maintenant, z étant =F( ¥, &), on aura, par les formules ci-dessus,
F=y'Fy)+Flz),

1 dénotant par ¥(y) la fonction prime de F(y,x) prise relativement
¥ seul, et par F'(z) la fonction prime de F(y, =) prise relativement
. et faisant &/ =1, puisque x devient simplement 2 -+ ;.

Ainsi I'équation dérivée s'=o sera

Y F(y)+Fx)=o0,
ol1 Pon tire



Document 3 : Cauchy, Résumé des Lecons données a I’Ecole Rovale Polytechnique sur le
Calcul Infinitésimal. Buvres Complétes, série 1, tome 1V.

AVERTISSEMENT.

Car ouvrage, eniscepris sur la demande dn Gonsell dinstraction

de IEcole ropale polytechnique, offre fc résumé des Legons que J'si
données & cene Ecole sur le calcul infinfrésimal. H sera composé
de deux volumes correspondans aux deux années qui forment k2
durée de lenscignement Je publie anjourd'hui le premier volume
divisé en quarante Legons , dont des vingt promidres comprennent
le calcul différentict, e Jes vingt dernidres une parde du calout
intégral. Les méthodes que jal suivies différent & phisteurs égards
de celles qui s¢ wouvent exposées dams Jes onvrages du méme
geove, Mon buc principad 2 & de concilier Ia vigneur, dont je
s'éaais falt une loi dans won Gy d'analyse , avec Ja simpliché qui
sésube de by considération. directe des quantités infiniment petites.
Pour cette mison, Jai con devoir rejeser les développemens des
fonctions en sévies infinles, routes les fols que les séries obtenues
RE SONL pas comvergentes ; ¢t je.me suls va forcé de renvoyer
an cafowl intégral la formule de Tavror, cette formule ne
powvant plus &re adimise comme générale quautant que la série
qu'elle renferme se trouve réduite 3 un nombre fini de tetmes, et
complétée par une intégrale définic. Je nlignore pas que Milstre
awtewr de fa Mévanigue analytigie a pris ta formule dony H s"agiy pour

base de sa théovie des fowetions dérivées, Mais, malgré tout lerespect
que commande une d grande aworile, h plupart des géomises

saccordent maintenant & reconmafire {inceritude des résulias

amrquels on peut éwe conduiz par femploi de séries divergentes,

<t pous ajouterons que, dans plusieurs cas, le théoréme de Tarion

semble fournir le développement d'unc fonction en série conver-

gente, quoique Ia somme de 2 série différe essentieliement de la

fonction proposée [wyez iz fin de 1a 38,5 Legon ] Au reste, ceux

qui liront mon ouvrage, se convaincronz, je lespére, que les prin-

cipes du caleul différentiel, erses applications fes plus importantes,

peuvent éxe faciloment exposés, sans Pinvervention des séries, ,

Dans lo calcul intégral, il ms paru nécessaire de démonwer
généxalemens Lexistence des intdgrales ou_fonptions primitives avan
de faire conuaitre lewrs divetses proprideés, Pour y parvenir, il a
fallu d'abord établiv &2 notion dintégrales prises entre des Gmites
donmicy Qu intéigrales définies, .
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Document 4 : Cauchy, Résumé des Legons données & I’Ecole Royale Polytechnique
(cours de 2°™ année : équations différentielles ordinaires).

Lecon 1

ON nomme équations différentielles, celles qui établissent des relations
entre une variable indépendante x, des fonctions y, 7 ... de cette va-
riable ; et les différentielles Je ces fonctions ou leurs dérivées des divers
ordres. L'ordre de Ia plus haute dérivée qui se trouve comprise duns
une dquation diff¢rentielle, sert & fixer ce qu'on appelle Fordre de ceute
méme équation. Cela posé, nue équation différentielle du premier ordre
entre la variable x et les fonctions y, z ... renfermera seulement avec
%, ¥, ¢ .- les dérivées du premier ordre y, g’ ... 5i les fonctions y, z...
se réduisent 4 une seule y, 'équation difféventielle du premier ordre ne
contiendra plus que les trois quantités

d-
x, y e y=— di'

Intégrer des équations différentielles , c'est trouver les fonctions qu'elles

déterminent, ou du moins des équations nouvelles qui ne renferment
que la variable et les fonctions dont il s'agit. Ces équations nouvelles
se nomment intégrales ou éguations primitives. L'intégrale d'une équation

vy . d S, .
diffiérentielle entre x, y et 2 ne peut contenir que les deux quantiiés
dx

variables x et y.
Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre est résolue par

rapport & la fonction dérivée y' = %—, elle fournit pour cette dérivée
une ou plusieurs valeurs de Ia forme
d
(1) 7= = flx )
St f'on suppose dailleurs f{x, y) :———5—: [P, Q désignant des fone-
tions nouvelles de x et de y], I'équation (1), mu[tipﬁée par Q, deviendra
dr
Q—-=—2PF, ou
(2) Pdx—+ Qdy—o.

Nous allons maintenant faire connatire les principales méthodes & Faide
desquelles on parvient, dans certains cas, & intégrer ['équation (2).

Intégration immédiate. Lorsque les fonctions P et Q vérifient {a con-
dition

4P d

(3) ay = —;—g— »
fe premier membre de Féquation (2} est la différentielle exacte d'une
fonction # des deux variables x et y. Alors cette équation peut étre
présentée sous la forme

4) du = o;
et, pour y satisfaire, il faur évidemment supposer
(s} == C,

e désignant une constante arbitraire,
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Document 5 : Cauchy, Résumé des Lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique
(cours de 2°™ année : équations différentielles ordinaires).

D¢ébut de la Legon 7 : position du probléeme et idée de 1a méthode

TouTes les fois qu'une équation différentielle de Ia forme

(1) dy= f(x,y)d=
est intégrable par Tune des méthodes exposées dans les legons précé-
dentes, on en conclut aisément, comme on ['a fait voir, quil est pos-
sible d’cbtenir, pour linconnue y, une fonction de x propre & vérifier
cette équation différentielle, et de plus 2 prendre une valeur particu-
litre , mais arbitraire, y,, dans le cas ou l'on attribue & la variable x
une valeur donnée x,. Réciproquement, il sera certain que l'équation
(1) est intégrable, et qu'elle admet une intégrale générale comprenant
une constante arbitraire , si Fon démontre quil existe une valeur gé-
nérale de y propre & remplir les deux conditions énoncées. Or, on
y parvient aisément, dans un grand nombre de cas, 4 l'aide des prin-
cipes que nous allons établir. '

Concevons que, X étant une nouvelle valeur particuliére de x, on
désigne par

X,s Xyp eree- X,

des quantitds intermédiaires entre les limites wo, X, et qui aillent

toujours en croissant ou en décroissant depuis la premidre limite jus-
qu'a la seconde. Supposons, en outre, quaux qnamités

(2) Xosg N,y Xy cvews Xnoys X,

on fasse correspondre d'autres quantités

(3) J’O; )’;: }'sl e v e .’,ﬂ-—'l’ Y,

dont la premitre soit précisément y., les suivanies étant déterminées
par le moyen des équations

i — Yo == (%, — %o} [ (%01 Ya) s

Ja— X, :(x;-——-x.)f(x.,y,),
&cieun.

Y“_‘J"u-—l - ("Y'—":u-!)f(xﬂ"' __y""")'

(4)

U suffira évidemment d'éliminer, entre ces équations, §., Ya +++ Fumss
pour obtenir une valeur de Y exprimde en fonction des seules quan-

titds

{s) Noi N1y Xay ceeer Xpmps KXo For
Soit

{6) == F(Xos X;5 X215 on e Xnepo X, 3)

cette méme valeur. Elle jouira de plusicurs propriétés remarquables qui
résulteront des divers théorémes que nous allons faire connaltre.

)
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Document 5 (suite et fin) : Cauchy, Résumé des Legons données a I’Ecole Royale
Polytechnique (cours de 2°™ année : équations différentielles ordinaires).

Fin de la Legon 7 : énoncé des théorémes. Les hypothéses sont la continuité de f et #

[ rd * o+ ) .
3-° Théoréme. Les mémes choses étant adwmises que dans les théorémes 1.
e [ - s # A * . |
j 2: » i Pon fait décrofire 4 linfini les valeurs numeériques des élemens de la
ifférence X -~ termine, quati
. iffe i X—xo, la valeur de Y déterminee par I'équation (6) convergera yers
une limite qui dépendra unigquement des trois guantités

X0 X e Fa-

(...)

[ 4 { 1 A L .
4.° Théoréme. Les mémes choses étant admises que dans les théorémes
précedens , désignons par 3(X) la limite vers laguelle converge la valeur de
. 1] . rd ] £ p ,y ¥
Y, tandis que l'on fuit décrotire les valeurs numeriques des élémens de la dif-
Jerence X ——x., ot par

(45) ) = ¥(x)

ce que devient cette [imite quand on y remplace la quantité X par x. y

sera une foaction de x, qui awra la double proprieté de se réduire a v,
pour x=—ux,, et de vérifier | équation differentielle

(l) d)’:'—-f(—\’:y)dx;

. [ ] .
£t restant couliuue par rapport a la svariable x, du moins pour toutes les
valeurs de cette vatiable comprises entre les limites x, et X,
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Document 6 : Cauchy, Résumé des Legons données a l'Ecole Royale Polytechnique
(cours de 2°™ année : équations différentielles ordinaires).

Lecon 8 : formulation par Cauchy du probléme de recollement des solutions locales.
Ici xzfy’

Concevons maintenant que, la quantité 4 étant assujettie aux con-
ditions énoncées dans le premier, le sccond ou le troisiéme théoreme,
la quantité X varie entre les limites x,, x, -~ a, et sapproche indé-
finiment de la limite x,—4-a. La valeur de y=—=J(x) correspondante &
v = X, savoir, §(.Y), s'approchera elle-méme indéfiniment d'une cer-
taine limite quon pourra désigner par §(x.—ta), et qui sera com-
prise entre les deux quantités y, — Aa, Yo+ Aa. Cela posé, si les
deux fonctions ¢ {x,5), X (,7) restent continues dans le voisinage du
systtme des valeurs particulidres == x,~+a, y==§ (xo~~4}, on prou-~
vera , par des raisonnemens semblables & ceux dont nous avons déja
fait usage, que les théorémes de Ia leqon précédente subsisteront, non-
seulement lorsque la quantité X variera entre les [imites xo, X, ~+da,
mais encere tandis que ceite quantité, ayant dépassé la limite x~4-a,
sapprochera indéfiniment d'une nouvelle limite x,~-a,. Par suite, on
pourra calculer, avec telle approximation qu'on voudra, les valeurs de
(X'} correspondantes & des valeurs de X' comprises entre x, ¢t x,—+a,.

Si d'ailleurs les fonctions f (v, y), % (x, y) restent continues dans le voi-
sinage du systtme des valeurs particulitres y=—=x,~-a,, y = f(.x;,-;-a,) ,
on déterminera encore une valeur de x situde au-deld de la limite
Xo=ta,, et vers laquelle on pourra fuire converger la quantité X dans
la fonction #{X). Désignons par x.~a, ceite nouvelle limite, et con-
tinuons de méme. Les quantités

(35) x°‘+ﬂ, '\"5+aiﬂ xo+a‘| &C----

formeront une série croissante ou décroissante , et leurs valeurs numé-
riques finiront par surpasser tout nombre donné, ou par s'approcher
indéfiniment d'une certaine limite. Dans le premier cas, la quantité X
pourra croitre ou décroftre ind¢finiment, de manidre & devenir supé-
rieure ou infériedare & toute quantité donnde. Dans e second cas, Ia
quantité X poursa sapprocher indéfiniment de fa limite vers laquelle
convergeront fes différens termes de fa séie (35). Soit = cette méme
limite. La limite correspondante vers faquelle convergeront les valeurs
de y==F(x), pourra ttre désignée par F(=); et, pour qu'on ne puisse
plus faire passer la quantité X au-dela de la fimite =, dans la fonetion
F(X), il sera nécessaire, ou que la quantitd F (=) soit infinie, oun que
Fune des fonctions

(36) e[x, F(x)]. x[x. 7(=}],
devienne infinie pour la valeur particuli¢re v ==X, ou enfin que F'une

de ces fonctions devienne discontinue dans le voisinage de la valeur
particuli¢re dont il s'agit.
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Document 7 : Cauchy, Résumé d’un Mémoire sur la Mécanique Céleste et sur un
Nouveau Calcul appelé Calcul des Limites. (Euvres Complétes, série I tome XII

(...

G-

Tutonese L. — Supposons qu'une fonction implicite u de la variable =
soit determinée par 1 ] b, .

it deter ¢e par une équation algébrique ou transcendante, gu'elle se
réduise & u, pour une valeur nulle de z, et que 'on ait developpé cette
Jonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de x par 4 ; , ;

a formule ;
fanies P S ; de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce qui
revient au méme, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme
de cetie série représentera la fonction u, si la valeur de x est tellement
choisie rie €. - z cl.

- que, la série €tant convergente, la fonction explicite de @ et u qui
constitue le premier membre de {équation donnée soit elle-méme dége-

! 141 ] 1
oppable en une série convergente grdonnée suivant les putssances ascen-
dantes de la variable z et de la différence u — i,

Les propositions eci-dessus mentionnées peuvent cncore étre
facilement étendues au cas ou les fonctions implicites seraient déter-
minées par des ¢quations aux différences finies ou infiniment
pelites, ou aux différences partielles, ou aux différences mélées. Ainsi,
en partictlier, on pourra énoncer le théoré¢me suivant :

Tuconkus 1. — Sotent donndes plusieurs équations différenticlles
simulianées entre la variable x, des fonclivns tnconnues Y, 5, -.. de
cette variable, et leurs dérivées de divers ordres y', g’y ..., ¥"y 575 ... Sup-
posons d’ailleurs que par la meéthode des coefficients tndéterminds on ail
développé y, 5, ... en séries ordonnées suivant fes puissances ascendanies
de z. Les sommes de ces séries représenteront les valeurs genérales de
¥y Ty eeey 8L A valenur de x est tellement choisie que, les séries dont
il sSagtl, el par suite celles qui représenteront les déricees de v, =, ...,
étant convergentes, les Jfonctions explicites de ,v, 5,000y My T, ey
qui constituent les premiers membres des équations donndes, sotent elles-
mémes deéveloppables en séries convergentes ordonnées sutvant les puis-
sunces ascendantes de v, et des différences qu'on obtient en retranchant
des valewrs générales de y, 5, ooy V5 T4 o.es leurs valenrs int-

tictles correspondmm's a4 x = o.
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Document 7, début du « calcul des limites »

Caleul des limites (!).

Soient p un arc réel et n un nombre entier. On trouvera, en suppo-
sant n > 0,

¥ T — 'n—\ -
(1) [ enr/=1 dp ::f e~"N=Tdp =o,
ot

v—r

et, en supposant n = o,

{z) ‘[:::d_;_)szﬁ.

Soit de plus
fz)=ay+ a1z + ayz?+. ..+ a,z"

une fonction entitre de la variable z. Sil'on attribue 3 cette variable
une valeur imaginaire « dout le moduale soit X, en sorte qu’on ait

z = Xer'— 1,
on tirera des formules (x) et (2)

[T r@ o= (L) dp = 2mas

on auradonc

(3) [ (@) dp=2rfio).

1} est d'ailleurs tacile d’étendre 1a formule (3) au cas ot £ {«x) cesse
d’étre une fonction entiére de . En effet, on a généralement

D f(Z) = \_\‘C__; D,f(Z).

Or, si 'on intégre les deux membres de Péquation précédente : 1° par
rapport & X et 4 partir de X = oj 2" par rapport 4 p entre les limites
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Document 7, suite du « calcul des limites »

p= —=, p="=; etsil'on suppose que la fonction de X et de p, repré-
sentée par £ (), reste finie et continue (avec sa dérivée), quel que
50it p, pour la valeur attribuée & X et pour une valeur plus petite, on
relrouvera précisément la formule (3).

D’aulre part, comme on a dz =z dpy — 1, si les fonetions dérivées
S (&), f7w), .., f (%) restent elles-mémes finies et continues
pour la valeur attribuée & X et pour des valeurs plus petites, il suffira
d'appliquer I'intégration par parties & U'intégrale

L dp,
o .’t’-ﬂ

.\.f .Z‘)
pour en conclure

fm) ij’“f_;(E)d[): L [0,

i n r{n—1} f__ Za—t

et par suite

f-f(“') ap = 1.2.?:...raf:f{n)(;)dj)’

ou, en vertu de la formule (3),

N f "=, '"‘(o)

.2" - .2.3.

Si la function f{z) s’évanouit pour une valeur nulle de =, I'¢qua-
tion (3) donnera simplement

(5) f F(@)dp=o,

Des formules (3), (4), (5) on peut aisément déduire, comme on va
le voir, celles qui servent a développer une fonction explicite ou
implicite de la variable x en une série ordonnée suivant les puissances
ascendantes de cette variable.

Si, dans la formule (5), on remplace f (x) parle produit

A ey Ca)

T
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Document 7, fin,

x étant différent de x, et le module de z inférieur 2 X, on en con-

clura
T el — T = 2
f z2£) 4 =f 22 gy pay [ (r-‘.— Z L Z -i-...)dp“-—:-‘2ﬁf(-r).
— T — T e Yo X x!
et par suite ou refrouvera la formule connue
o=
(6) f(:r):z—IT-Ef f;.‘—f-gf)dp.
o L

L’équation (6) suppose, comme les équations (3) et (5), que la
fonction de X et de p représentée par /' () reste finie et continue pour
la valeur attribuée & X et pour des valeurs plus petites.

p . T
est la somme de la progression géomé-

Comme le rapport =
€r — T

trique
x ot

F. -3 == ey

x  xt

qui est toujours convergente, tant que le module de x reste inféricur
au module X de «; il suit de la formule (6) que £ () scra dévelop-
pable en une séric ordonnée suivant les puissances ascendantes de ux,
si le module de la variable réelle ou imaginaire = conserve une valeur
inférieure & celle pour laquelle la fonction £ (x) (ou sa dérivée du
premier ordre) cesse d’étre finie et continue.
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Document 8 : Cauchy, Mémoire sur les Fonctions Continues des Quantités Algébriques
et Géométrigues, Euvres Complétes, série II tome XIV

Cela posé, pour qu'une fonction de lavariable réelle = reste continue
dans le voisinage d’une valeur donnée de z, il est nécessaire qu’a cette
valeur de @ corresponde une valeur finie de la fonction. Mais est-il
pareillement nécessaire que, pour la valeur donnée de z et pour
chacune des valeurs voistnes, Ja fonction acquiére une valeur unigue
représentée par un seul type f(z)? A la rigueur, cette question
pourrait étre résolue négativement; et, dans le cas oi il s'agit d"une
fonction implicite qui offre diverses valeurs représenties par divers
types, ou, en d’autres termes, d’une fonction liée i la vaviable o par
une équation qui admet plusieurs racines, on pourrait dire que cette
fonction implicite est continue entre des limites données de 2, lorsque
entre ces limites, un accroissement infiniment petit attribué a 2 pro-
duit toujours un aceroissement infiniment petit de I'un quelconque
des types. Mais il est plus simple de considérer chacun de ces types
comme une fonction déterminée de z; et pour énoncer clairement
Phypothése admise, il sufflt de dire que chacune des valeurs de la
fonction implicite est une fonction explicite de =, qui reste continue
entre les limites assignées 4 cette variable.

Ainsi, par exemple, si I'on nomme y une fonction implicite de 2,
déterminée par I'équation

(1) R SR RN

les deux valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une vaieur
réelle dex, comprise entre les limites

seront deux fonctions explicites représentées par les deux types

Vi—ae, — 1=z,

et dont chacune restera continue entre les limites données.

Ainsi encore, si 'on nomme y une fonction implicite de = déter-
minée par I'équation
(2) gy = 4
les valeurs qu'admetlra cette fonclion implicite, pourune valeur réelle
de x, seront les fonctions explicites représentées par les divers termes
de la progression arithmétique

— am - arctang.. — © - BPclang.e,  arclanz.e,

e~ arclane.e, S Arctang e

et chacune de ces fonctions explicites restera coniinue ecnire
limites qquelconques de la variable, par conséquent entre {es lim

LTI — 3T, J= K,
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Document 8, fin.

il nest pas sans intérét de rapprocher 'une de 'autre les notions
de continuité dans les fonctions et de conlinuité dans les courbes.
C'est ce que nous allons essayer de faire en peu de mots.

Concevons que, dans un plan donné, en construize une courbe dont
les coordonnées rectilignes, rapportées a des axes reclangulaires ou
obligues, soient la vyariable réelle x et une fonction réelle y de cetlte
variable. Si I'ordonnée y, considérée comme fonction de 'abscisse x,
est explicite et continue entre deux limites données

[LaR—— 7Y L=,

la courbe sera certainement continue entre deux peints qui auront
pour abscisses &, £, 1l y a plus; elle offrira entre ces deux points,

une seule branche correspondante i ia valeur unique de la fonction y.
Si, au coniraire, la fonction y demeurant explicite, devient discon-
tinue entre les limites données, pour certaines valeurs particuliéres
2, Tu, . .. de 'abscisse x, [a courbe deviendra elle-méme disconlinue
et se décomposera en diveises branches que limiteront des ordonnées
correspondantes i ces valeurs particulieres de . Enfin, sil'ordonnéey,
considérée comme fonction de =, est implicite et déterminée par une
équation qui admette plusieurs racines, chacune de ces raciues,

quand 'équation sera résolue, deviendra une fonction explicite, con-
tinue ou disconlinue, i laquelle répondra ou une seule branche de
courbe, ou le systime de plusieurs branches que limiteront les ordon-
nées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des
branches distinctes pourront répondre, non seulement h des valeurs
diverses, mais encore i une valeur unique de abscisse . D'ailleurs,
dans le cas ou, entre deux limites données de @, chaque valeur de la
fonction implicite y est une fonction continue de =, et représente en
conséquence une seule branche de courbe, il peut arriver que les
diverses branches correspondantes aux diverses valeurs de y se
joignent par leurs extrémités, de manikre & former une courbe con-
tinue.
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Document 9 : Cauchy, (Euvres Complétes, série I tome XII p.333-334

§ L. — Considérations génédrales.

Soient z, Z les affixes de deux points mobiles dans un plan. Si ces
deux points se meuvent sur I'axe polaire, les variables z, Z seront
réelles, et la seconde sera dite fonction de la premiére, quand le mou-
vement du premier point entrainera le mouvement du second. I} était

naturel, il était convenable d’étendre cette définition au cas ot le pre-
mier point se meut d’'une manisre quelconque dans le plan donné. Ce
parti, que j'ai osé adopter, et qui a paru d’abord étonner quelques
géom-étres. est pourtant, je.crois, l'unique moyen d’écarter les diffi-
cultés sans nombre qui se présentaient & 'esprit quand on méditait
sur la nature et sur I'existence méme de ce qu'on appelait des fonctions
de variables imaginaires. D'ailleurs, & cette notion générale des fone-
tiéns, il importe de joindre, en 1'étendant, la notion de continuite,
telle que je I'ai donnée en 1821 dans mon Analyse algébrigque (1), et
de dire que Yaffixe Z est fonction continue de la variable z, dans le
voisinage d'une valeur finie attribuée & cette variable, quand une
variation infiniment petite de z produit dans ce voisinage une varia-
tion infiniment petite de Z. La limite vers laquelle converge le rap-
port de la seconde variation & la premitre, tandis que chacune des
variations s'approche indéfiniment de zéro, est précisément la fone-
tior dérivée, et dépend en général tout a la fois de 'affixe 5 et de la
direction suivant laquelle se meut, quand z varie, le point dont
I'affixe est 5. Mais, si la fonction dérivée reprend la méme valeur pour
deux directions distinctes, elle deviendra complétement indépen-
dante de la direction, et sera une forction monogéne. Enfin une fone-
tion continue de la variable s est monodrome lorsque, pour chaque
valeur de z, la valeur de Z demeure unique tant qu’elle n’est pas
infinie. '

Une fonction syrectigue est une fonetion monodrome et monogéne

qui ne devient pas infinie pour des valeurs particuliéres de la variable.

Une fonction peut étre monodrome, monogéne, ou synectique seu-

lement entre certaines limites-déterminées par le systéme des lignes
droites ou courbes qui enveloppent une certaire aire, ¢'est-a-dire
tant que la variable z représente I'affixe d’un point rénfermé dans
Iaire dont il s’agit.

Ces principes étant posés, on reconnait sans peine que les fone-
lions wmonndeomes vt monogetes sonk précisément celles auxquelles
suppliquent lex formules genérales que j'ai déduites du Caleud des
résidus, comme aussi celles que 'zl données pour ko délermination
des intégrales définies, pour Uénnmération des racines réclles on
imaginaires des équations algébrigues ou méme transcendantes, ol
pour le développement des functions explieites ou implicifes en séries
gonvergenles ef en produits convergents, les fonelions implicites
pouvant d'ailleurs étre déterminges, soil par des dyuations finies, «oit
pir ui systéme d'équalions différentielies.
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Document 10

Table des matiéres : Dini, Fundamenti per la Teorica delle Funzioni di Variabili Reali,
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1878

Enoncé du théoréme des fonctions implicites dans Dini, Calcolo Differenziale, 1907
(publication des cours de 1876-78)

Se per un valors z, di x la equaxione fle,y)=0
é soddisfatta da un valove y, 9% y, e @ punio {z,,1.) viene ad cssere un
punto interno af campo C nel quale & date flx ,9); ¢ se al tempo stesso
asiste un indorno (cha poird essere anche assal gronde} di {2, 1) ned punti
del quale la funzione fix,y) ¢ finita e conlinua insieme alle sue derivate
paraiaki __f., P -.1:, e la seconda di queste derivate nel punls {(z,,3) & anche
diversa du zevo, allora esisiert sempre un intervallo relaiivo alin variabils ©
(g — o , T+ By} cu appartiene & punip x, ¢ pei punti del quale la equa-
zdone flx,y) =0 definisce completamente ung funxione y di =, che olive
essty semprs fintia & continya, ha anche lo sue derivala prima dgtﬁ-mmm
¢ finiig, ¢ nel pundo iniziale x, ¢ upale a 3, ™.

E in questa ipetesi lz derivaic % d{ questa funzione y 5% ottiens dalin
fmm!a Sf of g‘% == che pmﬁen& da fi{x,y) eguagliando & zero la de-
rivaia di f { ,y} ca.leolata colla Tegola di derivazions delle funzioni composte,
per mode che guesia derivale gy; delia funzione y pud anche riguardarsi

of
coms data dalla fomoia%—’———“'ﬁj-
%
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Document 10, suite.

Un exposé traditionne! : le cours d’analyse de Hermite, 1873

(...)
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Document 11 : A Genocchi, Calcul Différentiel et Fondements du Calcul Intégral, 1884,
(traduction libre R. Chorlay)

§5 Fonctions implicites. Egalité entre variables.

110. Une fonction d'une ou plusieurs variables peut étre donnde analytiguement, lorsque sont -
écrites ies opérations 2 effectuer sur la variables indépendantes pour caleuler la fonction ; on
dit que cette fonction est donnée explicitement, ou qu'il s'agit d*une Jonction expliciie. Elie
peut d’auire part ire déterminée par des équations qui la lis aux varizbles indépendantes ;
dans ce cas, elle est donnéde implicitement, il sagit d'une fonction implicite. Nous ellsiis
rechercher sous quelles conditions upe ou plusisurs égalités entre variables permet dPen
déterminer une quelcongue comme fonction des autres ; lorsque cest le cas, il rests & étudisr
la nature et les propriétés de cette fonction.

Propostiion. Scit fik,y) une dquation entre les dews veriables X el y, el xg, Yo un couple de
valeurs des variables pour lequel flxoyy = 0 ; Supposons que lu fonction ei ses dérivées
partielles du premier ordre somt finies et continues au voisinage du point (Xoyyl, ef gue
B lenye) wlest pas nul ; alors il exisie ure et une seule Jonction y de x, y = ofx), qui vérifie
{égquation aur voisinage du point x =x; i.e. on identiquement pour chague x, Ji, @) = 0,
ef qui pour x = xp prend la valeur y, Cette fonction'y = pfx) est continue et posséde une
dérivée finie. _ .

En effet, solent by et ky dewz nombres positifs, assez petits pour que pour chague x entre xo-k,
et xpth; et chague y enire yo-k; et yotk: la fonction f et ses dérivées premidres soient
confinues. On peut choisir hy et ky simultanément de sorte que &'(x,¥) soit en valeur absolue
plus petit qu’un nombre fixé A, et f/(xy), qui ne s’2nmule pas pour % = xg et ¥ = vyp, soit en
valeur absolu toujours plus grand qu’une grandeur fnie B, On peut méme supposér Ah; <
Bk, '
En utilisant ia formule de Taylor, en tenant compte de f{xg,y¢), on obtieni :
xoth,yotk) = b £ (xot8h, 70+0k) + k £y (ot Ol yo Bk, (0<B < 1),
Prenons dans cette formule [l < by et Ik =k, de sorte que xo+0h est enire xe-h; et xgth; et
yotOk entre yo-lo; et vorks ; alors © _ .
[ (ot Bh,y050K) [ < A, | b (060, yoHBK) | < A,
Par ailleurs, on a toujours | k B t0h,y040k) | > B et donc dans I'expression pour
f{xath, votrk), dans laquelle h et k sont & choisir librement parmi ceex vérifiam les conditions
posées plus haut, le premier terme est en valeur absolue plus petit que le second ; par
conséquent, cette somme a le signe de sen second terme.. Ce dernier change de signe
lorsqu’on pose k = +k; et k = -k, car il en est ainsi de son premier facteur, tandis que le
second f{xo+h,yo+k) garde son signe constant. Mais si Pon regarde f{xo+h, votk) comme une
fonction de k, continue et prenant des valeuss de signe coniraire, selon qu’on donne 2 k s
valeurs +k; on . f{xoth,30+k) 5*annule done pour vme valeur de k comprise entre +k; et ;.
Pour b fixé, cette valeur d’annulation est unique, car des €quations
o, yo k) = 0 et fxg+h, yotk?) = 0 B
il ’en suivrait par théoréme de Rolle que pour un k° entre k et k' on aurais B lxethyetk™) =
0 ce qui contredit le fait que £/(xy) ne s’annule pour aucun couple de valeur de notre
intervalle. '
On voit que lorsque les conditions ci-dessus son vérifides, il existe pour toute valeur
arbitrairement fixée x entre xg-hy et xthy une valeur y entre yo-k; et yotky qui vérifie
I"équation f(x,y) = 0 et qui pour x = x, prend la valeur ¥ = yo. L’ensemble des valeurs de v
forme une fonction continue, étant donnée que la valeur de y différe de y, de moins de k, et
que ki peut étre rendu arbitrairement petit.
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Document 11, fin.

r

111 La fonction v de x, déterminée de la maniére précédente par I'éguation fxy) =
posaéde an point x = xo une dérivée. Car si Pon donne 2 x la E%U Xgth et & Pon nomme‘
votk la valeur correspondants de v, alors

Hxoth,yetH) =0

i

Ol encare
B E (et Bhvo 8k + k _;_r’(xé'i"aiwﬁ@k) = {,

B s’an suit S

j (r ; é?h,yn + 8k}

Jvl“""o t Gr? .«Vo 'i‘U!s\‘

L
B

St on rend h nl, X devient ,mssl uel, ear ¥ est une fonction coniinge d¢ x De plus, pour dea b

s a"nm__?qn. .
o /053070 = (k03
et
’ limn £/ (2 +Oh, yot 8k) = £ (Xo 0) # O
k .
Par cense&ue H averge vers une valeur Hmite déterminée et finie, et
: ' X .
Lmkh_q}’____ __ f;:( o:yu)

bodt e,y
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Pocument 12 : Hadamard, Cours d’Analyse, 1930.

247. Application des approximations successives & 1a
théorie des foncllons implicites. — Nous avons énoned sans
démonslraticn, an lome |, e

Tugonhivue. — L'dqnation
(&) WPy, &, 0wy, 3) = 0,
dont on connail une premitre solution m, — Qy, Ty == ...
Lo = ttar, ¥ = b, admet en y, pourlz, —af, |2, — ag), ...
2w — el suffisamment petils, une solution voisine de b et une

senle, sila fonction V', supposde continue par rapport & loutes les
variables dont elle dépend, adwet, par rapport ¢ y, une dérivde
parlielle éyalement continue, différente de o au point(a,, ag,... Gu, b).
Dans le cas d'une seule variable indépendante x,, co Lhéoréme
se raméne immédialement au théoréme fondamental de Cauchy,
du moins en admettant 'existence de dérivées parlielles continues,
non sculement par rapporl & ¥, mais par rapport A o« : car la
recherche d'une solution de I'équation Pz, ) = o équivaui {en
vertu de I'égalité F(a;, b) = o) & celle d’une solulion de 'équation
différenticlic

dy g,
d=y — T,

avec In condilion initiale ¥ = b pour z; — q,.

Nous allons, avee M. Goursat, démontrer le théordne pour m
quelconque, et -sous les geules bypothéses de I'énoncé, par une

méthode d’approximations successives analoguc & la précédente,
Considérons d'abord Féqualion

(e) ¥y —b =z, x4 ... T, y

o9 est nul au point @y, a;, a., b, continu dans lg domaine

(@) [zl—mlga,|ma—a=[<a,...|m,"_am;<a,

(a) ly — bl &

par Tapporl A foutes les variables et, de plus, satisfait, par
rapport & y, dans ce méme domaine, & la condition de Lipsehilz
W) Tet@n ma, oo 2, Y) = glw 22, o002, ) | < KIY — g,

K étant, cette fois, un nombre fixe plus peiif gue 1,

Soit & résoudre cette équation pour des valeurs donnédes de
Eys Tgroron Tm. Soit y, une valeur arbilcaire do Y telle que
1Yo — b1 < 8 ; déduisons en uoe valeur ¥, par

Yr—b= LIETIN Yo)-
Je dis tout d'abord que
[ — bl =]?($h Ly; o v Ty ¥o) |

est également inférieur 4 3, du moins si
(EDI) fes —a| < o, lzg — o) ayy -0 {Zm — @m} << ay,
@, étantun nombre convenablement choisi (égal ou inférienr 4 &),

En effet, -une application de Tinégalité (L) fournit d'abord
Eo{o, @, -0 Tmy Yo) — L CTIE P . b” <K [Fo — bl < KB,

D'autre part, o dtant supposé conlinu par rapport 4 {'snsemble
des'variakles, on peut trouver un nombre fixe @, assez petit pour
que les indgalilés (9') entralnent, — en 'tenant compte de

?(ah L PR Doy b) = 0_,

felz, o <0 e i< (1 — K)g,

relation dont la combinaison avec la précédente fournit bien la
conclusion anponcée.
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Document 12, suite.

© 2% 8i on remplace y, par y,, ce qui est possible en vertu da 1o,
st qui fournil une nouvelle vateur Yz i Puis g, par y,, ce qui fournit

une nouvelle valeur g, ; ete..., 47 élant, d’une manitre générale,
déduit de gy par

{#% Yi—bm=glay, 2y .00, 2, Frwi)s
tous ces nombres successifs vérilieront (10} et on aura
L¥i—p <K g — 3] :

ar Yar » - » lendront donc vers ung limite y, puisquela série Sy -y, )
sera majorée par une progression géomélriue décroissante.

La limite ainsi trowée y vérifie ['dguation, comme on le déduit
immédialement de (A) en passant & [a limite,

Celle solution est unique, c'est-b-dive ln seule qui vérilie aussi (4) :
ar, sans méme reisonmer comme au n° 244, si {e) é1ait vérifige

par une valeor Y autre qu’y, on en déduirait, par différence,
une relation en contradiction avec {1

Elle est d'ailleurs fonction continue des ¢, en vertu de la conver-
gence unilorme des approximations,
‘Rexanque. — Ce qui précdde s"appligue, que les variables soient
réelles —— auquel cas les seules hypolhéses & faire sor ¢ sont cslles
"qui ont é1é énoncdes plus haut — ; ou qu’elies solent complexes
— auquel cas ¢ doil étre supposé holomorphe par rapport anx
variables dont il dépend dans le domaine défin par (2) et {A),
notre raisonnement prouvant alars que g sst une fonclion holo-
morphe des , en vertu du thidortme du n° 486 (%

247t Il reste & appliquer ceci 3 Péquation généenle (1),
Mais il es! facile de sassurer que, moyennant F'hypothése
F’y(ar_» G e - iy, b} 2% o,

on peul la ramener, et méme d’une inlnits da Tagons dilférentes,
4 la forme (¢).

Seit, en ellet, B la valeur de F'fay, €.+ v am, 1), de sorts que
Foz By — ) + Gl v y) avee G =o,
En écrivant
(17) y=b Gy, oy,
ot lui donue bien la forme demandée, car, cn verta de la conti-
noitd de Iy, on peat choisir el {2 assex pelits pour que, dausle
domaine (D), (4),

L, . . .
B G’yl 501 constaminent inlérieur d un nombre

fixe K < 1, Cecienlraine (1) en vertu de la formule des aceroisse-
ments finis (1),

Plus généralement, on wrrive encore au résullat en dcrivant &
sous ja (orme

{ty) Foe= By — b) -+ ligzy, -0, )
d'al
y=bh%m%n”m
le nombre B3; &lant choisi do wanibre que EEI Wilay, .., b)ait un
module inférieur & 1, cesl-d-dire que :
Pmm
B -

i -

<t

. B—-D, . -
K sera alors un nombra voisin de —— (d'aulanl plus veisin
3 1
que #, 5 sont plos pelits),
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Document 13 : Picard 1891, (Buvres tome II.

Sur le théoréme général relatif a Uexistence des intégrales
des équations différenticlles ordinaires.

Dans mon Mémoire sur les équatiens aux dérivé.es .partielles
(Journal de Mathématiques, 18g0), j'a pm?osé mcldemm;:l:}t
une démonsiration nouvelle el extrémement sm}ple pour'éta: ie
existence des mntégrales des équations diﬂ'érem.lelle‘zf .ord'u'{mres.
M'étant borné a I'équation du premier t-)rdlf.e, q'ne jai d.a.ll‘lem's
traitée trés rapidement, je ne crois pas inutite d'exposer ici ce‘u.e
démonstration d'une maniére compléte el dans loute sa généra-

lité.
1. Envisageons le systéme des m équations du premier ordre
% = fil{®m, mv 0w
j_'; = fi(a:' Wyt -0y “’)l
diw

T = fu (T 1y ¥ oy W)

Les fonctions f sont des fonetions conlinues réelles des quan-
tités véelles x, w, v, ..., v dans le voisinage de g, 1o, to, ..., w0y,
Elles sont définies quand =, z,
compris dans les intervalles

(#o—a, z+ a),
(o — 6, ua+b),
(po_bx "’0+b),

©; .., P restent respectivement

(wo—b, we- b)),
@ et b désignant deux grandeurs positives.
De plus, on suppose que 'on puisse déterminer m quantités po-
sitives A, B, ..., L, telles que '
|z w0’y — fla i, ey, w)|
<A —u| B —p| e L — |
(o | x| désigne, suivant 'usage, la valeur ahsolue de «), x ainsi
que les 1, v, ..., w restant dans les intervalles indiqués. Il en
sera évidemnment ainsi, en particulier, si les fonctions J ont des
dérivées partielles du premier ordre, restant finies, par rapport
du, o0, 0w
Ces hypothéses trés générales dtant faites, on veut démontrer
qu'il existe des fonctions u, v, ..., w de z, continues dans le
voisinage de xy, satisfaisant aux équations différenticlles et
se réduisant respectivement, pour xz = x,, it ty, Vo, - .y g

2. Nous procéderons Par approximations successives. Considé-
rons d'abord le systéme

d. di
--&-!2 = i (&, s, Vg ey we ), ey ‘d—:‘l = (>, iy, Pay ~s ., W)}

nous en tirons, par quadratures, les fonctions w,, ¢, ..., vy, en
les déterminant de mapidre qu'elles prennent poeur z, les va-
leurs wy, 04, ..., wo. On forme ensuite les ¢quations
du, iiw,
az = fi{z, u, [STESET. IO R veeg e =ﬁu(-’~": Uy ¥y, o 0oy W),
‘€t lon détermine uy, g, ..., wy par la condition qu’elles pren-
nenl respectivement pour z, les valeurs u,, vq, ..., tvg. On con-

tinue ainsi indéfiniment. Les fonclions Hon oty Corepy ooy Wy, SE-
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Document 13, suite.
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Document 14 : Hadamard, Les Transformations Ponctuelles, 1906, (Euvres Completes,

tome I p. 349
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Document 14, fin.
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