NOMBRES CONSTRUCTIBLES

A LA REGLE ET AU COMPAS

Martine BUhler

Les constructions géométriques A la régle et an compas sont une source ancienne d’inspiration pour les
mathématiciens. 11 parait difficile d’aborder le sujet sans parler des travanx des géométres grecs. Nous nous
intéresserons ici plus particuliérement aux constructions exposées par Euclide dans ses Eléments. Nos sources
principales sur la géométrie grecque sont les ouvrages de Pappus et Proclus. Proclus (412 ap 1.C~ 486 ap J.C) a
écrit un Commentaire an premier livre des Eléments, précédé d’un prologue traitant entre autres de la géométrie
et de son histoire. Pappus (vers 300 ap J.C.- 350 ap J.C.) est célébre pour sa Collection Mathématique écrite au
quatriéme siccle aprés Jésus-Christ. Les commentaires écrits sont donc fort tardifs : on estime généralement
qu'Eunclide a été actif an début du troisieme siécle avant Jésus-Christ et qu’il appartenait & ’école d’Alexandrie.
Il a écrit d’autres ouvrages que les Eléments, la plupart perdus. Les Eléments sont une compilation de travaux
antérieurs avec des ajouts personnels. Ce texte a ét€ abondamment édit€ et commenté ; on possade entre 400 et
500 manuscrits des Eléments (tous trés tardifs) et il y a eu plus de mille éditions imprimées, ce qui en fait le
second best-seller aprés la Bible. Les Eléments ont donc eu une grande influence sur le développement des
mathématiques occidentales, mais il ne faudrait cependant pas réduire les mathématiques grecques aux Eléments.
En particulier, en géométrie, les Grecs ne se sont pas contentés de la régle et du compas ; ils ont étudié les

coniques, l1a spirale, les conchoides etc.

Les constructions a la régle et au compas dans les Eléments
Les Eléments se composent de treize livres. Les quatre premiers livres sont des livres de géométrie
« élémentaire ». Le livre 1 débute par des définitions, des demandes et des notions communes. Les trois

premiéres demandes donnent au géomefre ses instruments : 1a régle et le compas’.

DEMANDES.

‘1. Conduire une droite d’un point quelconque X un point quelcongue.

2., Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finie.

3. D'un point quelconque, et avec un intervalle quelconque, déerire une
circonférence de cercle. '

! Les extraits donnés sont tirés des Eléments traduction Peyrard (1819) Réédition Blanchard. Dans e texte, nous rencontrons
les abréviations def, not, dem qui renvoient aux définitions, notions communes et demandes ainsi que des nombres entre
parenthéses gui renvoient aux propositions précédentes.
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Le livre déroule ensuite 48 propositions, chacune étant démontrée & ’aide des demandes et/ou des
propositions précédentes. Les propositions sont, soit des théorémes affirmant des résultats (par exemple la
proposition 47 est ce gue nous nommeons théoréme de « Pythagore »), soit des problémes de construction (dont
nous étudierons quelques exemples). Dans le cas d’un probléme de construction, Euclide indique la construction

a la régle et au compas, puis en justifie 1a validité. La premiére proposition donne la construction du triangle

équilatéral.

PROPOSITION PREMIERE.

Sug une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.

ExposiTion. Soit A8 une droite donnée et finie.

Dixenyination. 1 faut construire sur la droite finie AB un triangle équilatéral.

Consrrucrion. Du centre 4 et de l'intervalle A8, décrivons la circonférence Bra
(dem. 3); etde plus, du centre B et de l'intervalleBa, décrivons la circonférence
ATE; et'du point T, ot les circonférences se coupent mutuellement, conduisons
aux points A, B les droites A, r8 (dem. 1).

T

Demonsrrarion. Car, puisque le point A est le centre du cercle Bra, I
droite Ar est égale & la droite a8 (déf. 15); de plus, puisque le point » est le
centre du cercle ArE, la droite Br est égale & la droite BA ; mais on a démontré

que la droite Ta éuait égale 2 la droite 4B ; donc chacune des droites TA, TB est
¢gale A la droite aB; or, les grandeurs qui sont égales A une méme grandeur,
sont égales entre elles (not. 1); done l droite ra est égale 4 }a droite 18 ; done
les trois droites TA, 4B, Br sont égales entre elles.

Covncrusion. Dong le triangle ar (def. 24) est équilatéral, et il est construit
sur la droite donnée et finie 4B, Ce qu'il fallait faire.

On voit bien 13 le déroulement usuel d'une proposition chez Enclide, avec un énoncé écrit de maniére
générale, puis réécrit en nommant les points, puis la construction, enfin la démonstration. La suite du livre I méle
théorémes et problémes de construction. Euclide démontre dés la proposition IV un cas d’égalité des triangles
(un angle €gal entre deux cétés égaux), pierre angulaire d’un grand nombre de démonstrations. La proposition
VIII énonce le troisigme cas d’égalité (trois c6tés égaux). Euclide donne les constructions géoméiriques
élémentaires : bissection d’un angle, milieu d’un segment, perpendiculaire 4 une droite donnée passant par un

point donné, report d’un angle donné, parallgle 4 une droite donnée. Voici quelques-unes de ces constructions.
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Bissecfion d’un angle

PROPOSITION IX.

Partager un angle rectiligne donné en deux parties égales.

Soit BAT un angle rectiligne donné; il faut le partager en deux parties égales.

Prenons dans la droite A8 un point quelconque 2, retranchons de la droite Ar
une droite AE égale i la droite A4, joignons AE, sur la droite AE, construisons
le wiangle équilatéral axz (1), et joignons Az; je dis que P'angle BAT est partagé
en deux parties égales par la droite az.

A

A :

B z r

Puisque Aa est égal b AE, et que la droite AZ est commune, les deux droites
AA, AZ seront égalés aux deux droites EA, Az, chacune & chacune; rhais la base
sz est égale & la base Ez; donc l'angle aaz est égal i I'angle Eaz (8).

Donc I'angle rectiligne donné Bar est partagé en deux parties égales par Iz
droite 4z; ce qu'il fallait faire,

On voit bien 1a fonctionner le raisonnement déductif d’Euclide. 1l renvoie & 1a premiére proposition
pour la construction du triangle équilatéral AEZ, puis 4 l1a proposition 8 pour I'égalité des triangles AAZ et EAZ.
Dans la proposition 10, nous allons le voir utiliser la proposition 9 pour bissecter un angle, puis le « deuxidme
cas d’égalité des triangles » (proposition 4) pour conclure 4 la validité de sa construction.

Milien d’un segment

PROPOSITION X.

Partager une droite donnée et finie en deux parties égales.

8oit donnée une droite finie aB; il faut partager la droite finie AB en deux
parties égales,

Construisons sur cette droite un triangle équilatéral ABr (1), et partageons
Pangle aTB en deux parties égales par la droite ra{g); je dis que la droite A est
partagée en deux parties égales au point a.

T
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Car puisque la droite At est égale i la droiie T8, et que Ja droite I'a est coromune,
les deux droites AT, T2 sout égales aux deux droites Br, Ta, chacune i chacune;
mais Pangle ara est égal & I'angle Bra ; doncla base a4 et égale 2 la base Ba (4).

Donc la droite donnée et finie AB est partagée endenx parties égales au point 4;
ce qu’il fallait faire,

Perpendiculaire & une droite donnée

PROPOSITION XL

A une droite donnée, ¢t i un point donné dans cette droite, mener une
ligne droite & angles droits.

Soit AB une droite donnée, et T le point donné dans cette droite; il faut do
point r mener i la droite AB une ligee droite 4 angles droits.

Z

A A T E B

Prenons dans la ligne droite Ar un point quelconque 4, faisons 1 égal & ra (3),
construisons sur AE le triangle équilatéral Zak, et joignons zr; je dis que la droite
TZ est menée i angles droits 4 la droite A3 du point r donné dans cette droite.

Car puisque la droite ra est égale 4 la droite rE, et que la droite rZ est commune,
les deux droites ar, rz sont égales aux deux droites Er, 12, chacune 4 chacune ;
mais la base az est égale a la base zE; donc Pangle arz est égal a Yangle Erz (8) ; mais
ces deux angles sont de suite, et lorsqu’une droite placée sur une droite fait les
angles de suite égaux entre eux, chacun des angles égaux est droit (déf. 10) ; done
chacun des angles arz, zrg est droit.

Donc la ligne droite zr a éié menée 4 angles droits & Ia droite donnée aB du
point I donné dans cette droite.

Le livre II, assez court, est constitué de propositions démontrant ce qu’on pourrait appeler des
« identités remarquables » géométriques. Comme on 2 pu le remarquer en lisant quelques propositions du livre I,
il n’y a ancune numérisation de la géométrie chez Euclide : il iraite d’égalités de figures, de grandeurs, mais pas
de nombres. Le livre IT donne des égalités de figures en aire et ces égalités sont utilisées dans des problémes
ultérieurs & la maniére de nos identités remarquables en alggbre, mais A aucun moment Euclide n’aitribue un
nombre 4 une grandeur. Nous donnons dans 'annexe 1 un exemple d’une de ces identités (proposition VI) et son
utilisation pour résoudre un probléme de construction. Le livre I résout deux problémes de construction : un
partage de segment (proposition 11 dans ’annexe 1} et la quadrature d'une figure rectiligne, c’est-a-dire la

construction 4 la régle et au compas d’un carré ayant méme aire qu’une figure rectiligne donnée.
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Le livre III est consacré au cercle. Le livre IV débute par des définitions de figures inscrites et
circonscrites ; il donne des constructions de polygones réguliers inscrits dans un cercle donné. Euclide construit
ainsi un carré, un pentagone régulier, un hexagone régulier et un quindécagone régulier. Rappelons qu’un
polygone régulier est un polygone A cbtés et i angles égaux. Nous ne suivrons pas I'ordre d’exposition

d’Euclide, et commencerons par les figures les plus simples i obtenir, le carré et I'hexagone régulier.

Construction du carré

PROPOSITION YL

Inscrire un quarré dans un cercle donné.

Soit ABra le cercle donné; il faut inscrire un quarré dans le cercle ABra.

Meooos les diamétres AT, Ba du cercle asra perpendiculaires P'un & Vautre
(11. 1), et joignuns aB, Br, ra, sA.

‘Ptxisqlle 2E est €gal a4 EA, car le point E est le centre, et que la droite
EA est commune et A angles droits, la base AB est égaleala base aa (4. 1).
Par la méme raison, cbacune des droites BT, ra est égale & chacune des
droites BA, Aa; done le quadrilatére ABra est équilatéral. Je dis aussi qu'il est
rectangle, Car puisque la droite Bs est un diameétre du cercle asra, la
figure Baa est un demi-cercle, Douc langle Baa est droit (51, 1). Par la

méme raison , chacun des angles ABr, Bra , TAA est droit aussi ; donc le gua-
drilaiére ABTa est rectangle. Mais on a démontré quil est équilatéral; donc
ce quadrilatére est v quarré, Et ce quarré est inscrit dans le cercle apra.

Donc on a idserit le quarré asra dans le cercle donné asra. Ce qu'il fal-
]ail‘. f&il‘eo

Si la construction est bien celle dont nous avons 1’habitude, la démonstration différe de celle que nous
donnerions sans doute & nos éléves. On voit de nouveau utilisée la proposition 4 du livre I. La construction de
I’hexagone régulier est également habituelle, mais la démonstration en est un peu lourde ; nous la renvoyons 4
I’annexe 2.

La construction du pentagone régulier est plus délicate & obtenir. Euclide utilise des propriétés
angulaires du pentagone pour obtenir une construction « élémentaire » n'utilisant pas d’autres théorémes que
ceux des livres 1 et II, et en particulier n’utilisant pas les proportions. If commence par construire un triangle
isocéle ayant Ies angles & 1a base doubles de I"angle au sommet, puis I'inscrit dans un cercle donné et en déduit la

construction du pentagone. Nous donnons dans I’ annexe 3 le texte complet d”Euclide.
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Il est intéressant de voir comment les constructions précédentes lui permettent alors de construire le
quindécagone, car la méthode sera reprise par les mathématiciens vltérieurs et généralisée par Gauss, qui la
reliera clairement & des propriétés arithmétiques. Le texte d’Euclide (proposition 16 du livre IV) est donné dans
I’annexe 4. Examinons la méthode utilisée. On inscrit dans le cercle donné les cordes AB et AC (B étant sur Iarc
AC) telles que AC est le ¢6té d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle (facile 4 obtenir & partir de
I'hexagone par exemple) et AB est le c6té d’un pentagone régulier. Alors I’arc AC vaut un tiers de circonférence

et 'arc AB vaut un cinquiéme de circonférence ; donc ’arc BC vaut :

lcirconféjf'en:ce~-lcircor.zfémnce:~-2--¢:ircor.eﬁz’rence :

3 3 15

11 suffit donc de bissecter ’arc BC en E pour obtenir le ¢6té du quindécagone régulier inscrit dans le cercle

donné.

Ala fin du livre IV des Eléments, nous avons donc les moyens de construire les polygones réguliers 4 3,
4,5, 6, 15 cités et tous les polygones obtenus par simple bissection (décagone A partir du pentagone par
exemple). On trouve chez les mathématiciens ultérieurs d’autres constructions, éventuellement plus simples, de
ces mémes polygones. Mais il faut attendre Ganss an dix-neuviéme siécle pour trouver des constructions d’autres
polygones, qui ne peuvent pas &tre obterrus a partir de ceux construits par Euclide.

La construction des polygones réguliers n’est pas le seul probléme de construction abordé€ par les Grecs.
La construction de I’ennéagone (polygone a 9 c6tés) régulier méne directement & un probléme célébre, celui de
la trisection de 1’angle, qui permettrait de passer du triangle équilatéral 4 'ennéagone. Le fait également qu’on
puisse bissecter facilement un angle a pu amener les mathématiciens & se poser le probléme de 1a trisection. Les
deux autres plus célébres problémes de construction sont ceux de la quadrature du cercle (construire un carré
d’aire égale a celle d’un cercle donné) et de la duplication du cube (construire un cube de volume double de celui

d’un cube donné). Nous aurons I’occasion de reparler de ces trois problémes.

L’apport de Descartes : ’irruption de ’algébre dans les problemes de géométrie (1637)

Nous avons souligné la séparation totale du numérique et du géométrique chez les Grecs. En 1637,
parait & Leyde le Discours de la Méthode de Descartes, qui est I'un des textes décisifs de la pensée scientifique
au dix-septidme siécle. Le titre complet est : Discours de la Méthode. Pour bien conduire sa raison et chercher
la vérité dans les sciences. Le Discours a pour but essentiellement de proposer les régles permettant de
construire une science dont la certitude égale celle des mathématiques, puis d’en déduire une métaphysique
rationnelle, conciliant I'Homme et Dieu.

Ce texte introductif est suivi de trois essais scientifiques : La Dioptrique, Les Météores et La Géométrie.

Cet ouvrage est écrit en frangais, et non en latin comme le voudrait la tradition. Descartes s’en explique -

Et si jescris en Frangois, qui est la langue de mon pais, plutost qu’en Latin, qui est celle de mes
Precepteurs, c’'est & cause que j'espere que ceux qui ne se servent que de leur raison naturelle toute pure,
Jugeront mieux de mes opinions que ceux qui ne croivent qu’aux livres anciens et, pour ceux qui joignent le bon
sens avec ['estude, lesquels seuls je souhaite pour mes juges, ils ne seront point, je m’asseure, si partiaux pour le

Latin qi’ils refusent d’entendre mes raisons pour ce que je les explique en langue vulgaire.
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La Géométrie fut percue comme un ouvrage difficile par les contemporains et disparut souvent des
éditions ultérieures du Discours de la Méthode. Par contre, elle fut trés étudiée par les mathématiciens et souvent
éditée « 4 part» avec d’abondants commentaires. L’apport principal de Descartes est la numérisation de la
géométrie par le choix d’une longueur unité. It raméne les problémes géométriques A des problémes algébrigues
de résolution d’équations en désignant par des lettres les quantités géométriques (a, b, ¢ ... pour les quantités
connues, X, y, Z...pour les quantités inconnues). A 1'inverse, des constructions géométriques permettent de
résoudre graphiqguement des équations. Le premier livre nous intéresse particulierement, car il traite des

problémes plans, ¢’est-a-dire de ceux qui ne font intervenir que des droites et des cercles.

La Géométrie Livre Premier, Descartes (1637) Ré-édiiion Dover New-York (1954)

Qus les Problefimes de Geometrie &
7 penuent facilement reduire atels termes,
quiiln'eft beloin paraprds que de connoi-
ftrelalongeur de quelques lignesdroites,
Sk pour les conftruire.

Et commetoute | Arithmetique n'eft compofée, que Commee
de quatre ou cing operations, qui font I'Addicion, Ia!? et
Souftradtion, la Multiplication, la Diuifion, & IEXtra- chmeris
&ion des racines, qu'on peut prendre pour vae efpece 1%

) tappotce
de Divifion ; Ainfi 0’at’on autre chole a faire en Geo- suxope-

metrie touchant fes lignes qu'on cherche,, pour les pre- foom
arera eftre connués, que leur en adidufter dautres , ou e

enofter, Oubicn en ayant vie, que 1¢ nommetay I'voué

pour la rapporter d'autant mieux aux nombres , & qui
peutordinairement eftre pnfe a difcretion,puis enayant
encore detx autres, en trouer voe quatriefine, quifoit

al'vne de ces deny, comme Pantre eft alvnitd, ce quieft

1e mefine que la Multiplication ; oubien en trouuer vie
quatrielme , qui foital'voe de cesdeux, comme ['vpite

eft al'autre, ce quieftle mefine que la Divifion; ou enfin
trouuer vie,on deux ou plufieurs moyennes proportione
nelles eatre I'vnité, & quelque antre ligne; ce quieftle
me(me que tirer 1a racine quarrée, oncobique,&c. Etie
ne craindray pas d'introduire ces termes d’Arithmeti-
que cn la Geometrie , affin de me rendre plus ingel-
ligibile.

LaMulsi- .
plication. : Soit par cxcmp[e

g A Blvnit¢, & qu'il fail-

le multiplier BD par

\C B C, ien'ay qu'aioindre

les poins A & C, puisti-

rer DE paralleleaC A,

& BEeft le produit de
cete Multiplication,

La Divi-  Qubiens'il faut divifer BE par BD, ayant ioint Jes

fion. poins E & D, ie tite AC parallele a DE, & B Ceftle
produit de cete divifion.

b A
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VExtra-

f:i:'i’:jch ) Ous'il faut tirer 1a racine
quarrée, quarr édede GH » ie llly ad-

ioufte en ligne droite F G,

- quieftPvnire, & divifant FH
M — H en deux parties efgales au
- pointK, du centre K ie tire

le cercle FIH, puis eflenant du point G vne ligne droite
infques2 1,2 angles droits fur FH, ceft G1 laracine
cherchée. Ienedisriedicy delaracine cubique, nydes

autres,a caufe que i'en parleray plus commodement cy
aprés,

Ainsi, connaissant deux longueurs, Descartes en construit la somme, la différence, le produit, le
quotient ; il sait également construire la racine carrée d’une longueur et les solutions positives d’une équation du

second degré & coefficients donnés.

Car fifay par exemple

.. g0 ag+bb

" iefais le triangle reétan-
gle N LM, dont le co-
fteL Melt efgal 2 fra-
cine quarrée de la quan-
tité connue 4 6, & l'au-
treLNeft § 4, lamoi-
ti¢ de I'autre quantite
connue, qui eftoit multiplice par g que ie fuppofe cftre la
ligne inconnue. puis prolongeant M N labaze de ce tri-

angle, infquesa O, en forte qu'N O foitefgalea N 'L,
latoute OMeft g laligne cherchée. Et elle s'exprime
en cete forte

303a-V35aaA bb
Ne manipulant que des nombres positifs, Descartes donne une aufre construction® pour 1’équation
z?=az—bb .

Une interprétation moderne des résultats de Descartes : nombres constructibles a la
régle et au compas

On se donne deux points distincts O et I. On dit qu’un point M est constructible 4 la régle et au compas
i partir de {O, 1} 5°il existe une chaine finie de points {M;, My, Ms,... M} tels que M = O, M, =1,..., My=Met
Mj (pour j = 3 2 k) est Pintersection de droites et cercles obtenus :

& Soit en joignant deux points de {My, My, Ma.....M;,}=Cp4
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& Soit en prenant comme centre un point de C;; et comme rayon la distance entre deux points de C; ;.

A partir de {O, I}, on peut construire a la régle et au compas le point J tel que, OI étant choisi comme unité,
{0, 1, I} est un repére orthonormé. On dit qu'un nombre réel est constructible & la régle et au compas s'il est
}’abscisse ou 'ordonnde d’un point constructible. En &largissant les résultats de Descartes aux nombres réels
négatifs (ce qui n’offre aucune difficulté, car, si a est constructible, -a I’est aussi), on voit que, si a et b sont
constructibles, a+h, a-b, ab, a/b (si b20) le sont aussi. De méme, si un nombre réel a posifif est constructible, sa
racine carrée est constructible. L’ensemble des nombres réels constructibles est donc un sous-corps de R (done
contenant Q) stable par racine carrée. On peut étendre la définition aux nombres complexes : un nombre
complexe est constructible 4 la régle et au compas s’il est I’affixe d’un point constructible, ou, ce qui revient au
méme, si ses parties réelle et imaginaire sont constructibles. Comment s’inscrivent dans cette théorie les
problémes « classiques » de construction 3 la régle et au compas ?

& La construction d’un polygone régulier & n c6tés dans un cercle donné (dont on peut toujours prendre le

fayon comme unité) revient 4 construire la longueur de son c6té (point de vue de Descartes) ou 4
2m

construire le nombre e[ 1 (nous verrons comment Gauss utilise magistralement ce point de vue).

& La quadrature du cercle ; il s’agit de construire i la régle et au compas, & partir d’un cercle donné (dont
le rayon peut étre pris comme unité), un carré de méme aire que le cercle, c’est-a-dire de c6té -JT_E L
s’agit donc de construire le nombre ﬁ . 0u, ce qui revient au méme avec les constructions effectuées
par Descartes, le nombre 7.

& La duplication du cube : il s’agit de construire le nombre V2- .

La trisection de I’angle : 14 encore, on peut travailler dans un cercle de
rayon unité, I et A étant donnés, il faut construire P et Q tels que les
angles I0P, POQ, QOA sont égaux. Le point de vue de Descartes
I’ameéne A chercher A construire la longueur z =IP dont il montre
gu’elle est solution d’une équation du troisiéme degré : 7 =3z- g ou

g =Al (avec OA = 1)°,

Le travail de Gauss : polygones réguliers et équations cyclotomiques (1801)

Descartes a montré que les solutions d'une équation du second degré sont constructibles & partir de
segments dont les longueurs sont les coefficients de 1’équation (rappelons que Descartes ne considére que
les nombres réels positifs). Il y a donc un lien entre la théorie des équations algébrigues ef la constructibilité
4 la régle et au compas. Dans le cas des polygones réguliers, Gauss explicite totalement ce lien et donne une
caractérisation des polygones réguliers constructibles a [a régle et au compas.

Gauss commence par généraliser la remarque d’Euclide permettant de construire le quindécagone a
partir du triangle équilatéral et du pentagone. Si on sait constraire les cOtés des polygones réguliers 3 m et n

cOtés avec m et n premiers entre eux, alors on sait construire le cdté du polygone & mn cdiés.

2 Nous donnons dans I’annexe 5 un extrait plus complet du texte de Descartes.
? Voir I’annexe 6.
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En effet, d’aprés le théoréme de Bézout, on peut trouver u et v tels que um+nv =1, c’est-2-dire

60° 360°
A L . On appelle [AB] et [CD] les cordes soutendant les arcs de et de
m mn m n

+ . On met 2 la snite

==

u cordes de longueur AC et v cordes de longueur AB (en changeant de sens pour celui des deux nombres u

. o 60 360 . . °
et v qui est négatif) ; comme u3_6_0_ +v'3— === on obtient ainsi une corde soutendant I’arc de 360 ,
n

m it WA

c¢’est-a-dire le c6té du polygone régulier 4 mn cHtés.

Gauss en conclut qu’il suffit de chercher  construire les polygones réguliers & p® c6tés, oli p est un
nombre premier impair, la bissection d’un angle étant toujours possible a la régle et au compas. Il s’attaque
alors au probléme de la construction du polygone A n cdté€s, avec n premier impair, Un repére orthonormé

el
étant donné, il faut construire les points d’affixe e " (k =0 an)c’est-d-dire les solutions de I’équation

x" — 1= 0. Cette équation n’est pas irréductible sur Q car elle posséde la racine 1. Aprés division par x -1,

on obtient I'équation cyclotomique : x" '+ " >+ .+ x+1=0, dont les racines sont les racines " de

I'unité différentes de 1. On appelle @ I'ensemble des solutions de 1'équation.
2
27

2 a—1
Q=9rr...r }avecr:e "

Extrait des Recherches Arithinétiques, Gauss
“342. Le but de nos recherches, qu'il n'est pas inutile d'annoncer ici en plus de mots, est de
décomposer X graduellement? en un nombre de facteurs de plus en plus grand, et cela de maniere i ce que
les coefficiens de ces facteurs puissent étre déterminés par des équations du degré le plus bas possible,
jusqu'it ce que, de cette manidre, on parvienne i des facteurs simples, ou aux racines £. Nous ferons voir que

si 'on décompose le nombre p - 1 en facteurs entiers quelcongues o, B, v, etc. (pour lesquels on peut prendre
. ) , h—1 -
les facteurs premiers), X est décomposable en o facteurs du degré o dont les coefficiens seront

déterminés par une équation du degré o ; que chacun de ces facteurs est décomposable en f3 facteurs du degré

n—-1
——, & U'aide d’une équation de degré f, etc. De sorte que v étant le nombre des facteurs o, 3, y, efc., la

op
recherche des racines Q est ramenée i la résolution de v équations des degrés o, B, v, etc.
Par exemple, pour n=17, on a: n-1=2.2.2.2; il faut résoudre quatre équations du

second degré ; pour n = 73, il faut en résoudre trois du second et deux du troisiéme.”

La méthode de Gauss consiste & grouper astucieusement les racines de I'équation cyclotomique
et & les obtenir par la résolution « en cascade » d’équations de degré moindre. Nous allons examiner la

méthode en détail pour deux exemples : n=5 et n=7.

-1

“Xestle polynéme x" +x" " +..+x+1
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Premier exemple : construction du pentagone régulier

. 2i . 4,3 2 ) .
Ii faut construire r=e's', solution de x' +x +x +x+1=0. L'ensemble des solutions de cette

PR 2 3 4 ; .

équation est Q = {r, FLELr } On groupe les racines deux par deux :

ox=r+ .'r4
B=rt+r’
I.a somme des racines cinquié¢mes de I'unité est nulle, donc on obtient :
G+ B=r+r +0 +rt=-1

aB:G-+r4Xr2 +r3)=r3-3-r6-i-r4 +ri=r et rt=—1

Donc o et P sont solutions de I'équation : x° + x — 1= (. On obtient ainsi o et § comme solutions d’une
équation du second degré A coefficients rationnels, donc on peut construire® o et . On utilise ensuite :
rert=a
rrt = =1
Donc r et r*sont solutions de Péquation : ¥ —ax—-1=0.
On trouve donc r en résolvant deux (nombre de facteurs premiers dans n-1=4) équations de degré 2
{(seul nombre premier intervenant dans la décomposition de n-1=4).

Cette méthode est celle utilisée dans les exercices de Terminale S sur les nombres complexes pour faire

construire le pentagone régnlier. Simplement, pour simplifier les choses, on fait remarquer aux éléves que
4 - 2r . L. sz . 2
Qa=r+r =rtr= Zcos? donc o est la solution positive de ’équation x” +x—1=0 ct 5 en est la

solution négative.

1
Sur la figure : (O, A, B) est un repére orthonormal. On place le point I d’affixe — 5 ; le cercle de centre

I  passant par B coupe l'axe des  abscisses en M e N. On a alors:

OM + ON =201 =—1 et OMXON =-0B* = -1 donc on a 0_11-4=o:et-0"ﬁ:ﬁ. Le milieu H de [OM] a

5 Descartes a montré ce résultat pour les solutions réelles positives de telles équations, mais ceci s’étend sans probleme aux
solutions complexes car construire les racines carrées d'un nombre complexe revient & bissecter un angle (son argument) et
construire la racine carrée de son module. On peut méme dans le cas qui nous intéresse différencier o et {§ en remarquant que
¢ est un nombre réel positif.
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alors pour affixe cos " La construction du pentagone régulier inscrit dans le cercle trigonomeétrique est

ensuite immédiate.

Deuxiéme exemple : impossibilité de 1a construction de I'heptagone

26

Cette fois, il s’agit de construire 7 =e ' solution de I’équation : Al e v x+1=0et
ona,n—1=6=23 (deux facteurs). La théorie de Gauss prévoit donc qu’il faudra résoudre deux équations
pour déterminer r, I’une de degré 2 et I’auire de degré 3. On groupe les racines 3 par 3 :

S=r+rt+r*

T=r*+r’+/°

S+T=-1

ST=r*+r8+7 + P +r7 +r%+ 77+ 2+ 70 =3+ +r8 43 +r 472 473 =3-1=2

Done S et T sont solutions de I’éguation du second degré : x% +x+2 =0 (on peut méme distinguer S et
T en remarquant que Im(S)> Q). On a alors :
r+ritrt=§

4

R ek T o ¥ i

it erT =1
Donc #, %, r* sont solutions de I'équation du troisiéme degré ¥ —Sx2+Tx-1=0.
Or, comme nous le verrons plus lotn, il est impossible de construire a la régle et au compas les solutions

d’une équation irréductible de degré 3.

Gauss fait un travail général sur I’équation cyclotomique x" ' + x* %+ ...+x+1=0 et prouve qu'on
peut toujours faire le travail que nous avons fait pour n = 5 et n = 7, en groupant astucieusement les racines.
La facon dont il groupe les racines repose sur des propriétés du groupe multiplicatif (Z/»Z)*, méme si
Gauss n’utilise pas cetie notion.® 1l fait un travail convaincant, mais peu éclairant, sur les racines de
I"équation ci-dessus. Nous verrons plus loin comment la théorie de Galois permet de mieux comprendre les

ressorts de la démonstration.

6 1 utilise des propriétés des résidus modulo n, démontrées dans les chapities précédents : en termes modernes, le groupe
multiplicatif (Z/x2)* est cyclique et ce que Gauss appelle une racine primitive modulo n {dont il démontre I’existence) est
en fait un générateur du groupe (Z/nZ y*.
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Recherches arithmétiques (Gauss)
“365. Nous avons ainsi réduit par les recherches précédentes la division du cercle en n parties, si n est
un nombre premier, i la solution d'autant d'équations qu’il y a de facteurs dans le nombre n - 1, et dont le degré
est déterminé par la grandeur des facteurs. Ainsi, toutes les fois que n - 1 est une puissance de 2, ce qui arrive
pour les valeurs de n
3,5,17,257, 65537, etc.,

la division du cercle est véduite & des équations du second degré seulement, et les fonctions trigonométriques des
P 2P . o . . : . )

angles =, =, etc. peuvent étre exprimées par des racines quarrées plus ou moins compliquées, suivant la
n’on

grandeur de n ; donc, dans ces différents cas, la division du cercle en n parties, ou la description du polygone

régulier de n cOtés, peut s'exécuter par des constructions géométriques. Par exemple, pour n=17, on tire

facilement des n¥S 354, 361

sy =1 16V + 101 ) {0 20) 26 2}

les cosinus des multiples de cet angle ont une forme semblable, les sinus ont un radical de plus. 11 y a

certainement bien lieu de s'étonner que la divisibilité du cercle en 3 et 5 parties ayant été connue dés le temps

d’Euclide, on n'ait rien ajouté d ces découvertes dans un intervalle de deux mille ans, et que tous les géometres
aient annoncé comme certain, qu’excepté ces divisions et celles qui s'en déduisent (les divisions en 2¥, 15,
3.2K 5,21 15 . 2K parties), on ne pouvait en effectuer aucune par des constructions géométriques.

Au reste on prouve facilement que si un nombre premier n est = 2" 1+ 1, le nombre m lui-méme
ne peut avoir d’autres diviseurs que 2, et qu'il est par conséquent de la forme 2V, En effet si m était divisible par

un nombre impair { plus grand que 'unité, et qu'on eft ainsi m = {n, 2™ + 1 serait divisible par 21 + 1, et

partant composé. Toutes les valeurs de n qui ne conduisent qu'a des équations du second degré, sont donc

v
contenues sous la forme 22 + 1, ainsi les cing nombres 3, 5, 17, 257, 65537 s’en déduisent en faisant v=0,

1, 2,3, 4oum=1, 2, 4, 8, 16. Mais la réciproque w'est pas vraie, et la division du cercle n'a lieu
géométriquement que pour les nombres premiers compris dans cette formule. A la vérité Fermat, trompé par
Uinduction, avait affirmé que tous les nombres compris sous cette forme étaient nécessairement premiers ; mais

Euder a remarqué le premier que cette régle était en défaut dés la supposition v=>5 ou m = 32, qui donne

232 £ 1=4294 967 297, nombre divisible par 641,

Toutes les fois que n-1 renferme des facteurs différents de 2, on est toujours conduit i des
équations plus élevées, par exemple, @ une ou plusieurs équations du troisieme degré, si 3 est une ou plusieurs
fois facteur ; & des équations du cinguidme degré, quand n - 1 est divisible par 5, etc. , et NOUS POUVONS
DEMONTRER EN TOUTE RIGUEUR QUE CES EQUATIONS NE SAURAIENT EN AUCUNE
MANIERE ETRE EVITEES NI ABAISSEES, et quoique les limites de cet Quurage ne nous permettent pas de

développer ici In démonstration de cette vérité, nous avons cru devoir en avertir, pour éviter que quelqu’un ne
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vouliit essayer de réduire 4 des constructions géométriques d'autres divisions que celles données par notre

théorie, et w'employit inutilement son temps i cette recherche.
“Enfin si l'on doit diviser le cercle en N =a%bcY ... parties, a, b, c, efc. étant des nombres

premiers, il suffit de savoir effectuer les divisions en at blB, cY, etc parties (n° 336). Ainsi, pour connaitre le
degré des équations nécessaires, on doit considérer les facteurs premiers des nombres

@-1.2% 1 @-1).68-1,(c-1).cV 1, etc,
on, ce qui revient au méme, les facteurs de leur produit. On remarguera que ce produit indigue combien il y a

de nombres moindres que N et premiers avec lui (n°38). Ainsi la division ne pourra s'exécuter

géométriquement que lorsque ce nombre est une puissance de 2 ; mais quand il renferme d’autres facteurs

premiers p, p’ efc., on ne peut éviter en aucune maniére les équations de degré p, p’, eic.

Gauss montre ensuite que, pour construire le polygone régulier & p” cbtés (o >1), avec p

premier, il faut résoudre des équations dont les degrés sont les facteurs premiers de (p— l)p""1 .

11 suit de 1a généralement gue pour que la division géométrique du cercle en N parties soit possible, N doit étre 2
ou une puissance de 2, ou bien un nombre premier de la forme 2™ + 1, ou encore le produit d"une puissance de

2 par un ou plusieurs nombres premiers différens de cette forme ; ou d'une maniére plus abrégée, il est nécessaire

que N ne renferme aucun diviseur impair qui ne soit de la forme 2 + 1, ni plusieurs fois un méme diviseur

premier de cette forme.

Om trouve de cette maniére, au dessous de 300, les trente-huif valeurs suivantes pour le nombre
N:
2,3,4,5,6,8,10,12, 15,16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128, 136, 160,
170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272."

Dans son texte, Gauss affirme qu’il peut « démontrer en toute rigueur que ces équations
ne sauraient en aucun cas &tre abaissées » mais ne le démontre pas. En admettant méme qu’il le
démontre, il faudrait encore prouver quon ne peut pas construire les solutions d’équations
irréductibles de degré p, avec p premier impair. Il faut attendre 1837 pour que Wantzel (1814-1848),
alors encore éléve ingénieur a '’Ecole des Ponts et Chaussées’, démontre qu’on ne peut pas construire
a la régle et au compas les solutions d’équations irréductibles de degré n, si n n’est pas une puissance

de 2.

Il vésulte immédiatement du théoréme précédent que tout probléeme qui conduit & une éguation irréductible
dont le degré n’est pas une puissance de 2, ne peut étre résolu avec la ligne droite et le cercle. Ainsi la
duplication du cube, qui dépend de I'équation ¥ -24"=0 toujours irréductible, ne peut étre obtenue par la

Géométrie élémentaire. Le probléme des deux moyennes proportionnelles, qui conduit ¢ I'équation

" Wantzel : Recherche sur les moyens de reconnaitre si un probléme de géométrie peut se résoudre avec la régle et le compas
Journal de Mathématiques Pures et Appliguées (1837). Pour une courte introduction i ce texte et pour le lire en entier, voir
Mnémosyne n°3.
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£ I - . N ; .
x°—a b=0 est dans le méme cas toutes les fois que le rapport de b 4 a n’est pas un cube. La trisection de

3 1 ,
Pangle dépend de I'équation x - Zx -i-za =0 ; cette équation8 est irréductible si elle n’a pas de racine qui

soit une fonction rationnelle de a et c’est ce qui arrive tant que a reste algébrigue ; ainsi le probléme ne peut
étre résolu en général avec la régle et le compas. Il nous semble qu’il n’avait pas encore été démontré
rigoureusement que ces problémes, si célébres chez les anciens, ne fussent pas susceptibles d’une solution par
les constructions géométriques auxquelles ils s'attachaient particuliérement.

La division de la circonférence en parties égales peut toujours se ramener a la résolution de I éguation

x™ ~1=0 dans laquelle m est un nombre premier ou une puissance d’un nombre premier. Lorsque m est

m

premier, ['équation =0 du degré m-1 est irréductible, comme M.Gauss 'a fait voir dans ses

Disquisitiones arithmeticae, section VII ; ainsi la division du cercle ne peut étre effectuée par les constructions
géométriques que si m-1 = 2°. Quand m est de la forme a°, on peut prouver, en modifiant légérement la
démonstration de M. Gauss que I'équation de degré {a~a®", obtenue en égalant & zéro le quotient de

-
aﬂ

x* -1 par x° ' 1, est irréductible ; il faudrait donc que (a — D" fut de la forme 2" en méme temps que a-
1, ce qui est impossible & moins que a = 2. Ainsi, la division de la circonférence en N parties ne peut élre
effectuée avec la régle et le compas que si les facteurs premiers de N différents de 2 sont de la forme 2" +1 et
8’ils entrent senlement a la premiére puissance dans ce nombre. Ce principe est annoncé par M. Gauss é la fin

de son ouvrage, mais il n’en a pas donné la démonstration.

Théorie de Galois et constructions a la régle et au compas

Ce qui est sous-jacent dans le travail de Gauss, c¢’est en fait la théorie des extensions de corps et de leurs

groupes d’automorphismes. Rappelons quelques définitions et résultats de cette théorie.

& Soit K C L une extension de corps. L est un K-espace vectoriel e, si la dimension de L. sur K est
finie, on 1a note [L : K] et on I’appelle degré de L sur K ou degré de I'extension.

Si les extensions successives K ¢ L < M sont de degrés finis, alors M : K] =M : L] x L : K].

& Siaestun élément de €, on note Q(a) le plus petit sous-corps de C contenant a.

& 2 est algébrique (sur Q) signifie : il existe un polynéme P de Q[X] tel que P(a) = 0. Dans ce cas, il
existe un unique polyndime unitaire de Q[X] de degré minimum tel que P(a) = 0. Le degré de ce
polyndme est appelé degré de a.

& aest algébrique (sur Q) st et seulement si I'extension Q . Q(a) est de degré fini. Dans ce cas, on & ;

[Q(a) : Q] = degré de a.

'n s’agit bien de la méme équation que celle de Descartes en posant a=q/2 et x=2/2(et en prenant pour données et inconnues
les demi-cordes plutdt que les cordes, ¢’est-2-dire en pensant en termes de sinus plutst que de cordes).

73




Un nombre réel a est constructible si et seulement §°il existe une chaine d’extensions de @ : Ly=0Q C
Lcl.c..cLyoull;:Ligl=2ectaec L,
En effet, si a est constructible, il est ’abscisse d’un point constructible et on peut trouver une chaine de points
{M;, My, M;,...,. My} tels que M; = O, My =1,..., My = M et M; (pour j = 3 & k) est I'intersection de droites et
cercles obtenus :
& Soit en joignant deux points de {M;, My, Ms,....M;, }=C;,

& Soit en prenant comme centre un point de C;., et comme rayon la distance entre denx points de Cy ;.

Formons alors une chaine d’extensions de Ly = Q en prenant pour Ly, le plus petit sous-corps de R
contenant L; et les coordonnées de M,,; ; celles-ci sont dans L; si My, est obtenu par intersection de droites’, et
solutions d’équations de degré 2 & coefficients dans L; sinon. L'extension L; C L;,, est donc quadratique si L; #
L., et on obtient ainsi la chaine désirée, en supprimant éventuellement les corps inutiles. Réciproquement, une
telle chaine d’extensions permet la construction de a puisqu’on sait construire les solutions d’équations de degré
2. Ceci redonne le résultat de Wantzel, carona alors Q c Q(a)CLyetcomme [L,: Q@] =[Ly: Q@) x [ Qa):
Q ]avec [L,:Q ]égal i une puissance de 2, a est obligatoirement de degré une puissance de 2.

Quant aux nombres complexes constructibles, ils s’obtiennent & partir des nombres réels constructibles et, si
z = a + bi et si K est le corps Q(a,b), le corps Q(z) cst tout simplement le corps K(i} et I'extension K < K(i) est
quadratique’®. On dispose donc d’un théoréme analogue pour les nombres complexes constructibles.

Reprenons nos deux exemples de constructions de polygones réguliers a n ¢ités pour n=5etn =7 et

voyons comment intervient la théorie des corps.

Construction du pentagone régulier
2

1l faut construire le nombre r=e > . On s’occupe done du corps K=Q(r).0na: 1+r +rt ¥ +r* =0 done

. A . N . N . . . .
rt=-1-r-r*=r"; toute puissance de ¥ ol n > 3 s’exprime & 'aide de puissances inférieures. Donc,

{I,r o } est une famille génératrice du Q-espace vectorie] K. Remarquons qu’on sait que K est de dimension

4 sur Q car on peut montrer que le polynéme xt+x’ +x° +x+1 est irréductible sur @ (comme d’ailleurs tous
les polynémes cyclotomiques) ; done notre famille génératrice est une base. On appelle G le groupe des
automorphismes du corps K. Si o est un automorphisme du corps K, alors on a: o (1) = 1 et pour n entier
natute, c (M=o (l+ 1+ .. +D)=ag (D +c{)+..+0c(l)=1+1+1+...+1 =n; on obtient alors, pour

Erationncl, o{£)= £ Q est donc invariant par o. L’image par ¢ d’une racine d’un polyndme de Q[X]
q

q q
(x* +x* + x> +x +1 par exemple) est donc une racine du méme polyndme ; donc o(r) =rour® our’ our*. La

connaissance de o(r) suffit pour déterminer ¢ car tout élément de K s”écrit comme combinaisons de puissances

* Onaalors Lys=L;
' Une extension quadratique est une extension de degré 2.
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de r & coefficients rationnels et O'(ri)= a(ry. Le groupe G est donc d’ordre 4 et en bijection avec

{-,rz i rd}“. En fait, G est un groupe cyclique : soit g 'élément de G tel que g{r) = r*.Ona:

gog(r)=g(r) =(g(r)? =(*)" = /*
gogog(r)= g™y =(e(r)' = =¥ =1
8080g0g(r) = g(r3) =(J"2)3 — ?‘6 =r

3

Ainsi, g est un générateur du groupe Get G = {Id,g,g 2,33}. Ceci vient de ce que 2 est un

générateur du groupe multiplicatif (Z/52)* car g" (r)= . On appelle alors :

G, = G le groupe engendré par g

G, = {Id . g2 }le sous - groupe engendré par g2

G, = {1}
On a une chaine de groupes : G2 C Gy © Gy 2 laguelle correspond une chaine d’extensions de corps ; en effet, an
sous-groupe G; de G, on associe le sous-corps K; de K des éléments de X invariants par les automorphismes de
G,. Onaalors:
Kp=0cK cK;=KavecKy#K;#K,etona: K:Ql=1K:KJIKpQl=4d4donc [K: K j=[K;:Q]=2.
On a trouvé la chaine d’extensions quadratiques montrant la constructibilité de r. Ou sont les groupements de
racines de Gauss ? On peut les retrouver grice au générateur g de G. On pose: & =r+ g (ry=r+r*. Alors:
gz(a') = gz(r) + g4(r) =+* +r = donc o€ K; mais g(a) = ¥ + ¢ # o donc 0. n’est pas élément de Q. En fait

K= Q(0t) et on obtient bien o en résolvant une équation de degré 2 & coefficients rationnels.

Cas de Pheptagone régulier

2ig

7

On s occupe du corps K =Q(#) avec r=¢ ' . Comme 1+r +1% 4.+ r® =0, toute puissance 1" avec

3

E .. e .. . 2 4 .
n 2 6 s’exprime comme combinaison linéaire 2 coefficients rationnels de {l,r,r et }, qui est donc une

famille génératrice de K comme Q-espace vectoriel (et méme une base car Uirréductibilité du polyndme
cyclotomique garantit que [Q(r) : Q] = 6). Soit G le groupe des automorphismes de K=0(r). Si g € G, g est
entiérement déterminé par g{r} etona g(¥) =rou P our ourt ous our’ Gestun groupe d’ordre 6 isomorphe
a {(Z/7Z)*,x}. En effet, soit g 'élément de G défini par g(r) = # ; g est un générateur de G :

£" ()= 208() =) =[g()] =Y =7 =" =7

(=g (M =g0H) =[gnf =(* =+

gt =g )=(")" ="

g (n=g(r=0Ht=r’

8 6(1‘) = g(rs) = (Y = rdonc g est ' identits.

2

Y On obtient bien ainsi 4 automorphismes du eorps K, ia définition donnée de o assurant que o est non seulement un
automorphisme d’espace vectoriel, mais aussi un automorphisme de corps.
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Ceci vient de ce que 3 est un générateur du groupe multiplicatif {(Z/7Z )*,x}. En effet : g" r)= r3n .
Le groupe G admet un sous-groupe (&’ d’ordre 3 engendré par g2 : {g2 ;g4 ;Id}. On appelle K le sous-corps de K

des éléments invariants par G. On obtient une chaine de corps emboités : Kg = Q@ < K, © K; = K avec
Ko7 K, #K,. Onadeplus: [K: 9] =[K:K|J[Ki: Q] =6avec [K: K] = 3 et [K;: @] = 2. On retrouve encore 1a
les groupements de racines de Gauss ; soit S =7 + g r+gitr) =r+ 7 +r,

Ona: g%(S) =S et S est élément de K, mais pas de Q. On détermine donc S en résolvant une équation de degré 2
A coefficients rationnels. La racine cherchée r est élément de K mais pas de K ; on la détermine donc en

résolvant une équation de degré 3 dont les coefficients s’expriment rationnellement a I'aide de S. On obtient

ainsi €5 en résolvant en cascade deux équations irréductibles de degré 2 et 3 ; donc I’heptagone régulier n’est

pas constructible i la régle et au compas.

Ces deux exemples montrent le lien entre groupes de Galois et groupements de racines. Le groupe de Galois de
2in

extension @ C Q() ot r=e " est le groupe multiplicatif(Z/nZ)*(d’ordre n-1) dont il faut chercher un
géne’:rateu.r;2 m (ce qui n’est d’ailleurs pas une tache facile ; Gauss admet lui-méme ne pas connaitre d’autre voie
que le titonnement). Ce générateur m (ou racine primitive selon n pour reprendre la terminologie de Gauss)
fournit alors un générateur g du groupe de Galois, g étant défini par g(r=r". Les sous-groupes du groupe de
Galois sont également cycliques, engendrés par un élément du type g'; une chaine de sous-groupes emboftés
correspond A une chaine de sous-corps, de la maniére suivante : a chaque sous-groupe H de G correspond le
sous-corps L de Q(r) formés des éléments invariants par H. Dans le cas qui nous occupe”, cette correspondance
est bijective, le degré [Q(») : L] est I'ordre n' du groupe H et [L:Q] est (n-1)/n’. Le groupe de Galois de
Pextension @ « L est le groupe-quotient G/H. Ces emboitements fournissent les équations & résoudre en cascade

2in

pour déterminer e " ainsi que leurs degrés. Quant aux groupements de racines, ils sont obtenus grice aux
générateurs des sous-groupes du groupe de Galois, comme on I’a bien vu dans I'exemple de I’heptagone. Si on
veut que chaque extension intermédiaire soit de degré 2, il faut donc que n-1 soit une puissance de 2.

Réciproquement, si (G est un groupe d’ordre 2° de générateur g, alors la chaine des sous-groupes engendrés par

2 Pl N - . N . .
g2,32 ,..g” correspond 2 une chaine d’extensions quadratiques. On retrouve ainsi les résultats de Gauss

concernant les polygones constructibles a la régle et au compas.
Les grands problémes grecs

Ainsi, les problémes de construction 2 Ja régle et au compas sont régis par la structure des groupes
de Galois des équations correspondantes. Wantzel avait montré dans son article 1'impossibilité de la trisection de
I’angle et de la duplication du cube. H avait également situé le probléme de la quadrature du cercle : ce qui
importe, c’est la mature du nombre 7. En 1882, Lindemann démontre la transcendance de 7 et donc

I’impossibilité de la quadrature du cercle.

12 Gauss démontre que ce groupe est cyclique (sans le vocabulaire des groupes bien siir). Voir en annexe le texte de Gauss.
13§ extension cyclotomique est normale, ¢’est-a-dire que Q(r) contient toutes les racines du polyndine cyclotomique.
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i ] ~ e 4 = 14
Annexe 1 : une résolution de probléme géométrique " dans les Elements

Propositions 6 et 11 du livre II

PROPOSITION VL

Si une ligne droite est coupée en deux parties dgales, et si on lui ajoute
directement une droite, le rectangle compris sous la droite entiére avec la
droite ajoutée, et sous la droite ajoutée, avec le quarré de la moitié de la droite
enticre, est égal an quawré déerit avee la droite composée de. la moitié de la
droite entiére et de la droite ajoutée, comme avec wne seule droite.

Qu’une ligne droite 4B soit coupée en deux parties égales au point I; quion
Jui ajoute directement une auire drcite Ba; je dis que le rectangle compris
sous As, AB, avec le quarré de 18, est égal au quarré de ra.

Avec la droile 14 décrivous Je quarré tEzA (46. 1); joignons AE; par le poiat
B conduisons BH paralidgle h I'nne ou i Fautre des droites TE, 2z (31. 1); par
le point @, conduisons ¥ paralléle 4 1une ou i l'autre des droites a4, Ez,
et enfin par le puint A conduisons Ak paralltle i I'une ou a autre des droites
TA, AM, ‘

Puisque AT est égal & 1B, le rectangle AA est égal au rectangle re (36 ).
Ma's le reciangle ro est égul au rectangle &2 (43. 1); donc le rectangle Aa est
égal au rectangle ©Z; ajoutons le rectangle commun M, le rectangle entier
aM sera égal an gnomon N=O. Mais AM est le rectangle sous 4a, 4B, car am
est égal 3 AB (4. 2); douc le gnomon N=O est égal au rectangle compris sous
AA, AB. Ajoutons le quarré AH qui est égal au quarré derB, le rectangle compris

A By BE__.a
| 0%
K A N / M

O
E H

sous AA, AB avec le.quarré de I8 sera égal an gnomon N=2O et au guarré Am.
Mais le gnomon NeO, et le quarré AH sont le quarré entier FEza, qui est le
guarré de Ta; donc le rectangle compris sous aa, 4B avecle quarré de 13 est
égal an quarré de ra. Donc, etc. '

' pour une utilisation possible de ces textes en classe, voir Mnémosyne n°1 ou Brochure M. :A.T.H. tome 3(n°90 de I'IREM
Paris V).
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PROPOSITION XI

Coupér une droite donnée, de maniére_ que le rectangle gompns -:5@5’. Ia
droite entiére et I'un des segments, soit égal av quarré du ‘Seg[;.}:eﬁﬁ_tﬁ restant.

Soit AB la droite domnée; il faut couper 4B de maniére que le _rectaﬁg}e
compris sous la droite entitre et I'un des segments, soit égal au quarré du seg-
nient restant. _ _

Avec la droite AB décrivons le quarré ABAT (46. 1) ; coupons ar en denx- parties
égales an point E (ro. 1); joignons BE, prolongeons ra vers z ; faisons 52 égal 4 B2
(3« 1); décrivons avec AZ le quarré 20 ; et prolongeons H6 vers K ; jo dis que ‘al
droite 4B est coupée en ®, de maniére que le rectangle compris sous 45, 10 est
égal au quarré de e,

H_ 2
B A
\E

¥
AT

Puisque Ja droite AT est coupée en deux parties égales en E, que Az lui est ajou-
tée; lerectangle compris sous les droites T2, zA avec le quarré de A% est égal au
quarré de Ez (6. 2). Mais Bz est égal 4 EB ; donc le rectangle compris sous 1z, za
avec le quarré de AE, est égal au quarré de EB. Mais les quarrés des droites BA,
AE sont égaux au quarré de EB (47. 1), car Pangle en A est droit; donc le rec-
tangle sous Iz, z4 avec le quarré de AE est égal aux quarrés des droites 34, AE.
Retranchons le quarré commun de AE; le rectangle restant compris sous 1z, za
sera égal an quarré de 4B. Mais le rectangle sous les droites 1z, z4 est le rectangle
ZK, parce gue AZ est égal & zH, et le quarré de A5 est le quarré 4a; done
le rectangle 2« est égal au quarré aa. Retranchons le rectangle commun ax;
le quarré restant 7o sera égal au rectangle ea. Mais zo est le quarré de A, ct @a

est, le rectangle sous A8, 30; done le rectangle compris sous 4B, 56 est égal au
quarré de ea.

Donc la droite AB est coupée en ®, de maniére que le rectangle compris sous
AB, B® est égal au quarré de @4 ; ce qu'il fallait faire.
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Annexe 2 : construction de ’hexagone régulier dans les Eléments

Propesition 15 du livre IV

PROPOSITION XV,

Inscrire dans un cercle donné un hexagone équilatéral et équiangle.

Soit asrarz le cercle donné; il faut dans ce cercle inscrire wn hexagone
équilatéral et équiangle. '

Menpons lé diamdtre Aa du. cercle ABTAEZ , prenons le cenitre-H.de. é¢g cetcle
du centre A, et de l’mtervaﬂe a4 déerivons le cercle Bire (dém.. 53, o 18
les droités EH, TH, prolongeons-les vers les points B, z, et }mﬂnons AB M Br,
TA, AE, BZ; Z&; je dis que Fhexagone ABTAEZ est équlhteml et équiangle.

Puisque le point H est le centre du cercle ABrasz, la droite HE eat égale A
Ha, De plus, puisque le point 4 est le centre du cercle EHre, la dmne &E
est égale & an. Mais on a démonteé que HE.est dgal i Ha; donc me est ¢gal
3 B8 ; donc le tr;anaie EHA est équilatéral ; donc les trois an«les EHA , HAE,
AEH sont égaux ent’ eux, puisque dans les triangles iscctles, les anales a Ia
base sont éaaux entr’eux (5. 1). Mais les trois angles L’on triangle sont éganx
a deax droits (52. 1); donc l'angle Exa est le tiers de deux droits. Nous
démontrerons semblablement que AHT est lo-ters de deux droits. Mais la
droite TH tombant sur la droite -EB fait les angles de suite ®Hr, rus égaux
i deux droits (15. 1) donc l’anale restant THB est le tiers de deux drmts,

donc les angles EHA, AHT, THB sont égaux entr'eux; mais les angles sma,
AHZ , ZHE sont égaux aux angles EHA, AHT, THB, parce que ces angles sont
oppesés par le sommet (15. 1), donc les six angles EHa, Anr, THS, BHA,
AHZ , 7HE sont égaux entr’eux. Mais des angles égaux s'appuient sur des arcs
€gaux (26. 3); donc les six arcs 4B, Br, I'a, AE, EZ, Za sont égaux éntr'eux.
Mais des arcs égaux sont soutendus par des droﬁes égales (2g. 5), donc ces six
droites sont egales entr’elles ; donc Phexsgone ABraez est équilatéral. Je dis
quil’ est équiangle. Car puisque I'arc za est égal 2 larc Ea, ajoutons l'arc
commun ABra, Varc entier zaBra sera égal i Varc entier EaTBA. Mais Vangle
ZEA s'appuie sur I'arc zaBra, et langle AzE s'appuie sur Varc EatBA; domc
Vangle a2& est égal & Vangle zBA (29. 3). On démontrera semblablement
que les angles restants de Fhexagone ABraEz sont égaux un & un & Lun et 2
Pautre des dogles aze, zea; done Vhexagone ABrarz est équiangle. Mais on
a démoniré qu’il est Equilatéral, et il est inscrit dansle cercle ABrarz,

Done on a inscrit un hexagone equllateral et équiangle daus le cercle donue.
Ce qu'il fallait faire.
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Annexe 3 : la construction du pentagone régulier dans les Eléments

Propositions 2, 10, 11 du livre IV

PROPOSITION 11

Dans un cercle donné, inscrire un triangle qui soit

: équiangle avec un triansle
dotiné. equiang angle

Soit 43T le cercle donné, et aBz Je teiangle douné ; il faut dans le cercle
ABT 1pscrire un triangle qui soit équiangle avec le triangle donné arz.

H 4 a

Menons la droite He, de maniére qu'elle touche le cercle 4RI en un peint 4,
et sur la droite 4@, et au point & de cette droite faisons Pangle oar égal &
I'angle aBz (23. 1). De pl ' i i ;
o g EZ (23. 1). De plus sur Ia droite H4, et au point A de ceute droite
atsons Vangle ma® égal i Vangle zaE , et joignons er.

Puisque la droite 4@ touche le cercle ABT, et quela droite 4T a été menée
dans le cercle du point de contact 4, Vangle @Ar est égal & Vangle 4»r placé
dans le segment alterne du cercle (32. 3). Mais I'angle oar est égal i l’angle
4EZ ; done Pangle ABr est égal & I'angle AEZ. Par ]a méme raison Yangle ars est égal
4 Vangle zaE ; donc l'angle restant.Bar est égal & l'angle restant Eza (32. 1) ;
donc le triangle ABT est équiangle avec le triangle aEz, et il est iuscrit dans le
cercle ABr (déf. 3. 4).

Donc dans le cercle donné, on a inscrit un triangle équiangle avec un triangle
donné, Ce qu’il fullait faire.
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PROPOSITION X,

Construire un triangle isocéle, qui ait chacun' des angles de la base double
de l'angle restant. :

‘Soit une droite AB ; que cette droite soit coupée en un point I, de maniére

qué le rectangle compris sous 4B, Br soit égal au quarré de ra (z 1. 2); du

‘centre A et de intervalle aB (Iecrwons le cercle 2AE (dém. 8) ; dans le cercle

3aE adaptons une droite BA égale 4 la droite ar, qui n’est pas plus grande que le-

diamétre du cercle BAE (r. 4) ; joignons Aa , Ta, et circonscrivons le cercle ara
au trxangle ATA (5 FAN

Puisque le rectangle sous AB , B est égal au quarré Ar, et que AT est e#al
a Ba, Je: rectangle sous AB, Br est égal au-quarré de Ba, Et puisque le point
Ba été pris hors du cercle ara, que les droites Ba, Ba vout du point B au
cercle ata, que l'une d’elles le coupe, et que Yautre ne le coupe point, et
que le rectangle sous AB, Br est égal au quarré de Ba, la droite BA est
tangente au cercle Ara (sy 3). Donc, puisque la droite BA est tangente , et
'que la droite AT 2 éié menée du point de comact 4, Pangle BaT est égal a
Pangle aar p¥ace dans le segment alterne du cercle. (52. ). Puisque Va ncle
Bar est égal & langle aar, ajoutons langle commun r1A4, l'angle entier
BaA sera €gal aux’ deux angles Taa, Aar. ‘Mais Vangle esiérieur Bra est égal
aux angles Tas, aar (32. 1); donc Vangle Baa est égal & Tangle sra.
Mais Fangle BAA est égal & Vangle r8a (5. 1), puisque le cdté 24 est égal au
cHté AR ; donce Tangle aBa est égal 4 Vangle Bra. Donc les wrois angles Baa,
4BA, BTA sont égaux entr’eux. Bt puisque Pangle aBf est égal & l’ancvle BTA,
le'coté Ba est égal au coté ar (6. 1). Mais le coté Ba est supposé égal au coté
Tar; done le coté ar est égal au cdié Ta; donc Pangle taa est ég ai i I'angle

547 (5. x), done les angles Tas, aar sont doubles de Pangle asr. Mais Vangle
Bra est égal aux angles Taa, aar (32. 1); donc Yangle Bra ést double de Pangle
sar. Mais Uangle Bra est egal 2 chacun des angles Baa, aBa; donc chacun
des angles Baa, aBa est double de Pangle Baa,
Donc on a construit un triangle isocdle aaB, ayant chacun des angles de la
base Ba double de Tangle restant. Ge qu'il fallait faire.
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P'ROPOSITION XL

Daus un cercle donné, inscrire un pentagone équilatéral et équirngles
Soit 4Brat le cercle donné ; il faut inscrire dans le cercle ABrAE un pentagone
équilatéral et équiangle. '
Soit posé le iriangle isocéle zH®, ayant chacun des angles en H, edouble de
Yangle 2 (10. 4); inscrivons daus le cercle ABrak le triangle Ara éguiangle avec .
le triangle zue (2. 4), de maniére que Vangle raa soit égal a Yangle 2, et quer
chacun des angles H, © soit égal & chacun des angles ara, TaA; chiacun ‘des

angles Ara, TAA sera double de angle Tas. Coupons chacun des angles ATA

rsa en deux parties égales par les droites TE, 8B(g. 1), et jolgnons’ AB , BT,
AE, EA. '

A

e

. 4 g

Puisque chacun des angles ATA, TaA est double de Vangle TAa, et que ces
angles sont coupés en deux parties égales par les droites TE, 2B, les cinq
angles AAT, ATE, ETa, TAB, BAA sont égaux entr’eux. Mais les angles égaux
sont appuyés sur des ares égaux (26. 3) ; donc les cing arcs AB, BI'; TA, AE, E4
sont égaux entr’eux. Mais les arcs égaux sont soutendus par des droites égales
{(29. 3); donc les cing droites AB, BT, Ta; AF, EA sout égales entr’elles ; donc
le peatagone ABrak est équilatéral. Je dis aussi qu'il est équiangle. Car puisque
Yarc a8 est égal & l'arc AE, ajoutons Parc commun Bra ; I'arc eniier ABTA sera
égal h Varc entier rar. Mais 'angle AEa est appuyé sur Yarc ABTA, et I'angle
BAE sur l'arc EaTB; donc angle BAE est égal 2 Pangle AEA (27. 3). Par la méme

‘ i } N [ 4 . " - . oy ’ r 2=
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Annexe 4 : construction du quindécagone régulier dans les Eléments

Proposition 16 du livre IV

PROPOSITION -XVI.

Inscrire dans un cercle donné wn quindécagone équilatéral et équiangle.

Soit asra le cercle donné; il faut dans ce cercle inscrire ui quitidécagone
‘équilatéral er équiangle.

Inscrivons dans le cercle Asra le cbté Ar d’'un triangle équilatéral imserit,
et le coté a8 d’un pentagone équilatéral. Puisque la circonférence entiére aBra
doit éire partagée en quinze parties égales, I'arc ABT qui est la woisiéme partie
de Ja circonférence, en contiendra cing, et Tarc 4B qui est le cingui¢me de
la circonférence, en contiendra trois; done Varc restant 3r en contiendra
deux. Partageons l'arc restant 3r en deux parties égales au point & (%0. 3),
chacun-des arcs BE, Er sera la quinzidme partie de la circonférence du cercle
AsrA, Done, si ayant joint les droites BE, Er, nous adaptons dans le cercle
a8rA, h la suite les unes des autres, des droites égales i ces droites (1. 4), on
aura inscrit dans ce cercle un quindécagone équilatéral et équiangle. Ce qu'il
fallait faire. '

[:1

Conformément 2 ce qui a été dit pour le pentagone, si par. les points de
divisions d'un cercle, on mdue des tangentes & ce cercle, om circonscrira &
ce cercle un quindécagone équilatéral et équiangle. De plus, corformément 4
ce qui a été dit pour les. démonstrations du pentagone, nous inscrirons et
nous circonscrirons une circonférence de cercle & un quindécagone équila-
téral et équiangle donné. :
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Annexe 5 : Extraits de La géométrie de Descartes

Livre premier

cemmé Ainfi voulant refoudre quelque problefme, on doit d'a-
ﬁi’;“:‘::"' bord le confiderer comme defia fait, & donnerdes noms
Equatiss a toutes les lignes, qui femblent neceflaires pour le con-
qul &r fraire, aufly bien a celles qui font inconnugs , qu'aux
foudre les aurres, Pois faos confiderer aucune difference entre ces
f,f?:flc " lignes connués, & inconnués, ondoitparcounrla diffi-
culté, felon Pordre qui monftre le plus naturellement
de tous enqu'elle forte-elles dependent mutuellement.
les vnes des antres, iufques a ce qu’on ait trouud moyen
‘d’exprimer vne mefme quantit¢en denx fagons: ce qui
{e nomme voe Equatio; carlestermes de l'voe de ces
deux fagons font efgaux aceux de J'autre, Et on doie
trouner antant de telles Equations,qu'ona fuppof¢ de li-
gnes, quieftoientinconnués. Oubiens’ilnes’entronue
pas tant, & que nonobftant on n'omettericn de ce quieft
defiréen la queftion,celatefmoigne qu'elle n'eft pasen-
ticrement determinée. Et lors on peut prendre a difcre-
tion des lignes connués , pour toutes lesinconnués auf-
qu’elles ne correfpond aucune Equation. Aprés celas'il
enrefte eicore plufieurs , il fe faut feruir par ordrede
chafcune des Equations qui reftent aufly, foitenla con-
fiderant toute fenle,foit enfa comparant auec lesautres,
pour expliquer chafcune de ceslignesinconnués; & faire
ainfi en les demeflant, quil n'endemente qu'vae feule,
efgale 2 quelque antre, qui foitconnug, oubien dont le
quarré, oulecube, onlequarrdde quarré, oule furfoli-
de; oule quarréde cube, &c. foitefgal a ce, qui fe pro-
duift par 'addition, ou fouftraction de deux ou plufienrs
attres quantitds , dont 'vne foit connué , & les autres
foient compofees de quelques moyennes proportions
nelles entre l'vnit€, & ce guarré, ou cube , ou quarrd de
quarrd,&¢. multiplices par d’autres connués. Ce quei'e-
feris en cete forte.
2 boon

{19,0—-4 z b6 on
_{’m ~+a g;:{r*bé{w-é’. on
{:n 4{ -r’{—i- 4. e
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Ceftadire, 2, que ieprens pour la quantit inconnug,
cftefgaldas, oulequarrd de 7 eft efgal au quarrd de &
moins & multipli¢ par 2, ou le cabe de 3eft efgald &
multipli¢/par le quarrede g plus le quarré de & multiplid
parzmoinslecubede s &ainfi desautres.

Eton pent toufiours reduire ainfi toutes les quantitds
inconnués 2 vae feule, lorfque le Problefine f& pent con-
ftraire par des cercles & deslignes droites, ou aufly par
des fections coniques,on mefme parquelque autreligne
qui ee foit que d'vo ou deux degrés plus compofee. Mais
ie ne m'arefte point a expliquer cecy plus en detail, a
caufe que ie vous ofterois le plaifir de I'apprendre de
vous mefme, & L'vtilité de cultiver voftre efprit en vous
y exerceant, qui eft a mon auis la principale, qu'on puiffe

‘urer de cetefeience. Auflyque ien yremarque rien de
fi difficile, que ceux qui ferontvopeuverfés en la Geo-
metrie commune, & enl'Algebre, 8 qui prendront gar-
deatout ce quieft ence traitd, ne puiffent trouer.

C’eft pouirquoy ie me contenteray icy de vous auer-
tir, que pourvil qu'en demeflant ces Equations on ne
manque point a feferuir de toutesles diuifions, qui fe-
ront poflibles, on aura infalliblement les plus fimples
termes,aufquelsla queftion puifle eftre reduite.

Qs Etque fi elle peut eftre refolue par la Geometrie ordi-

problel- naire, c’eft a dire, en ne feferuant que de lignes droites

TSP g circulaires tracées fur vae {uperficie plate, lorfque la
derniere Equationaura eftd entierement démeflee,iln’y
reftera tout auplus qu'vn quarréinconnn, efgal a ce qui
{e produift de I'Addition , ou fouftraction de faracine
multiplice par quelque quantitdconnue , & de quelque
autre quantite anily connue

r...1
Enfinfit'ay

Nk {co az--bb: _
ie fais NLefgale 2 L o, & LM
_ efgale 3 b c6me dendr, puis,aulien
N : deiocindreles poins M N , ie tire
M QR paralleleal N. &ducen.
tre Npar L ayant defcrit vo cer-
cle qui Ia couppe anx poins Q &
R, la ligne cherchée 7 et M Qs
 oubi8 MR, carencecaselle s'ex-
prime en deux fagons, afgauocirg 0 o =~ ¥ m
&z o0ta- V'-‘;aau-éé.

~ Etfile cercle, quiayant fon centre au point N, paffe
par le point L, ne couppe ay ne touche fa ligne droite
MQUR, iln'yaaucune racine enl'Equation, de fagon
gu'on peut affurer que la conftrudtion du problefme
propoféeft impoflible.

a,

L 8
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Annexe 6 : Ia trisection de angle’ dans le livre 111 La Géométrie de Descartes

L+ ficoy . . Toutdemefme fion veut dinifer langle NOP, ou-
de dinifer bienl'arc, ou portion decercle N QT P, en trois par-
ynangle ties efgales; faifant N O 20 1, pourle rayondu cercle, &
N P 20 ¢, pour la fubtendue de Parcdonnd, & N Q 3,
pour la fubtendue du tiers de cet arc ; FEquation
vient,
3130%37--4. Car ayant tiré les lignes NQ, O Q,
O T, & faifant QS parallelea T O, onvoit que comme
NOefaN QuainfiNQaQR, &QRaRS enforte

que NOeftant 1,& N Qeltant 1,QReft 27, &R Seft
g% Etacaufe qu'ils’en faut feulement R §, ou 3% que la
ligne NP, quieft ¢, nefoit triple de N Q, quieft g, ou
25203 {--{‘ oubien,

A E AT A

Puis [aParabole B A G eftant defcrite , & C A lamoi-
tie‘d_c fon cofté droit principaleftant {, fion prent CD

1» &laperpendiculire DE 50 L 4, & quedu centreE,

par A ondefcrinelecercle FA g G, il couppe cete Pa-
raboleaux troispoins F, g, & G, fans conter le point A
quieneftle fommet. Ce qui monfrre qu'ity atrois raci-
nesen cete Equation, 2 {gauoirlesdenx G K, & g &, qui
font vrayes; & latroifiefine qui eft faufle, 4 fgaucir F L.
Etde ces deuxvrayes c’eft gk la plus petite qu'il faur
prendre pourlaligne N Q qui eftoit cherchée. Car l'au-
tre GK, eftefgalea NV, lafubtendue de la troifiefme
partie delarc NV P, quiauec I'autre arc N Q P acheue
lecercle. EtlafauffeF Left efgale a ces deux enfemble
QN & NV, ainfi qu'il eft ayféa voir parlecalcul.

13 Pour une utilisation de ce texte en classe, voir Brochure M. :A.T.H. tome 2 (Brochure n°79 de I'TREM Paris VII).
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Annexe 7 : racines primitives selon le module n

Recherches Arithmétiques (Gauss)

55. 1Tl y a un cas particulier de la proposition précédente qui mérite de fixer notre
attention ; le voici : il existe toujours des nombres dont aucune puissance plus petite que p - 1
n’est congrue & I'unité ; i1 y en a2 méme autant entre L et p - 1, qu’il y a au-dessous de p - 1 de
nombres qui lui soient premiers. Comme il s’en faut bien que la démonstration de ce théoréme
soit aussi évidente qu’elle le parait d’abord, nous en donnerons une un peu différente de celle
qui précéde, d’autant plus que la diversité des méthodes aide beaucoup a jeter du jour sur les

points les plus obscurs.

On décomposera p - 1 en facteurs premiers, de maniére qu’on ait p - 1 = a%bc? etc. a,
b, ¢, etc. étant des nombres premiers inégaux. Alors nous composerons la démonstration des

deux propositions suivantes :

1°. On peut toujours trouver un nombre A, ou plusieurs appartenant a ’exposant a, et

de méme des nombres B, C, etc. appartenant aux exposants b5, cv, etc.

2°. Le produit des nombres A, B, C, etc. ou le résidu minimum de ce produit

appartiendra & I’exposant p - 1 ; ce qui se démontre ainsi qu’il suit.

21
1°. Soit g un des nombres 1, 2, 3 ... p - 1 qui ne satisfasse pas a la congruence x ¢« =1

(mod. p) ; car tous les nombres ne peuvent pas satisfaire a cette congruence, dont le degré est
r1

<p-1. Alors je dis que si 'on fait gﬂa =h ou son résidu minimum appartiendra &

I’exposant a®.

1

. _
=g * , et par conséquent sera

En effet il est évident que h = gp—1 =1 ; mais h*

-2 a-3
. N . \ . . 7] a .
incongru A l'unité, et & plus forte raison les puissances h . h le seront aussi. Or

I’exposant de la plus petite puissance de & congrue i I'unité, ¢’est-a-dire ’exposant auquel A
appartient, doit étre un diviseur de a%(n® 48) ; et comme a* n’est divisible que par lui-méme,

ou par les puissances inféricures de @, il s’ensuit nécessairement que a* sera I’exposant
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auquel [#]16 appartient. On démontrera de Ia méme maniére, qu’on peut trouver des nombres
q pPp q p

appartenant aux exposants b8, ¢, etc.

2°. Si nous supposons que le produit de tous les nombres A, B, C, etc. n’appartienne

pas & ’exposant p - 1, etc., mais & un exposant 7 plus petit, # devra &tre un des diviseurs de

-1 . . . .
p-1(n°48),ou p_t_ sera un entier > 1. 11 suit de 14 que ce quotient sera un des nombres

premiers, a, b, ¢, etc., ou du moins qu’il sera divisible par quelqu’un d’eux (n° 17), par a, par

. n . . op-l
exemple, car le raisonnement est le méme pour les autres. ¢ divisera ainsi =2 . donc le
a

s H NE L} v, o, tYs N . "'1 .
produit ABC efc. serait encore congru a I'unité, en I’élevant a la puissance P_ﬂ_ (n° 46). Mais

il est évident que tous les nombres, B, C, D, etc. (excepté A) deviennent congrus a ’unité, si

P . -1 . . .
on les éléve a la puissance . puisque les exposants auxquels ils appartiennent bh, cv, etc.
i
p=t pl pl p-1

divisent E;;—l. Donc A*.B+.Ca etc.=A ¢ =1;donca®doit diviser pjl (n°® 48), c’est-

a-dire que % doit &tre entier, ce qui est absurde (n° 15). Donc enfin notre supposition ne
a

peut subsister, c’est-a-dire que le produit ABC etc. appartient réellement a I'exposant p - 1.

16 Le texte donne 5",
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Fig. 23 — «Quadrature du cercle ou les deux
tables». G. Apollineire. Extrait du Guette »
mélancolique suivi de Poémes retrouvées
(éd. consultée : Gallimard. Coll. « Podsle », 1870).
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