MATHEMATIQUES ET THEATRE

Breaking the code

Anne Michel-Pajus
(Traduction et commentaires)

Hugh Whitemore, Samuel French Ltd, 1987,1988

11 s'agit d'une piéce écrite d’apres le livre Alan Turing, The Enigma, &’ Andrew Georges.

Elle a été représentée en France durant ’hiver 2000 ( nous n'en connaissons pas de traduction francaise).

Alan Turing

Quatrieme de couverture

"Une piéce empathique ef souvent amusante sur Fesprit
remarquable et le tragique destin d’Alan Turing, mathématicien
et pionnier de I’informatique, qui brisa le code de deux fagons.
L’une en cassant le code de I'Enigma allemande & Bletchley
Park pendant la deuxiéme guerre mondiale, ce pour guoj il fut
décoré par Churchill et loué par la nation ; la seconde en brisant
le code de discrétion sexuelle du gentleman anglais par son
mangue d’efforts pour cacher son homosexualité, ce pour quoi
il fut arrété sous la charge d’indécence grave. La piéce de
Whitemore, construite en aller-retours dans le temps, cherche
constamment une connexion entre les deux événements et
aborde des questions majeures comme la relation entre les
mathématiques et la morale personnelle, tout en racontant une

excellente histoire.”

Nous reproduisons ci-dessons quelques extraits de la pidce ayant trait 3 1"Enigma.

Extrait de I' Acte I, scéne 6 ( pp.18-19)

[ Turing arrive & Bletchley Park, le siége des Services Britanniques de Décodage, pendant la seconde guerre

mondiale.]

" Knox : Le probléme, c’est que ce foutu code est une part vitale de Peffort de guerre nazi — vitale. L’armée

l'utilise, la Luftwaffe aussi, et — surtout — les sous-marins. Et si les sous-marins prenment le contréle de

I’ Atlantique Nord, notre flotte marchande n’a pas I’ombre d’une chance. Ils vont nous faire crever de faim. Done

— il faut casser I’Enigma. Top Priorité.
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Turing : De quel type de code s’agit-il ?

Knox rassemble ses documents éparpillés et les remet dans le dossier.

Pat - Mécanique.

Knox : Ce qui met la halle clairement dans votre camp.[...}

Knox sort.

Pat se dirige vers la porte apreés Iui.

Pat : Je vous verrai lundi.

Turing : Attendez , hum — pouvez-vous me dire — en quel sens I’Enigma est-elle mécanique ?

Pat : Eh bien, le code est créé par une machine. Ca ressemble un peu a une machine 4 écrire ; il y a trois rotors
derriére le clavier, avec les lettres de ’alphabet autour de chaque rotor, et derriére les rotors, un tablean
d’affichage. Si 'opérateur appuie sur une touche — disons la letire « A » — avec les rotors dans une position
donnée, une connexion se fait avec, par exemple, la letire « D » et une lampe s’allume sur le tableau 2 la lettre
«D».

Turing : Le texte « A » est encodé en « D ».

Pat : Oui, avec les rotors dans cette position déterminée. Ensuite, le premier rotor bouge. Appuyer sur « A » peut
maintenant donner un « P » ou un « H » sur le tableau. Quand le rotor a fait un tour complet, le deuxiéme fait de
méme, puis le iroisiéme. C’est une machine polyalphabétique avec vingt-six fois [vingt-six fois] vingt-six
positions.

Turing : Dix-sept mille cing cent soixante seize. Ce n’est pas un nombre terriblement grand.

Pat : Non, c’est exact. Une analyse 4 la main finirait pas conduire a la position correcte, avec un peu de patience,
mais cela pourrait prendre plusieurs jours, et la position est changée tous les jours. Les Allemands utilisent un
carnet de codes pour indiquer la position — nous ne l'avons pas, évidemment — mais au moins , nous savons
maintenant comment ¢a marche — et on a réussi 4 construire une machine qui simule la fonction de 1’Enigma, qui
est logique, symétrique et involutive.

Turing : L’expéditeur et le receveur ont Ie méme équipement.

Pat: Oui. L’ennui ¢’est que les Allemands viennent de rendre ’Enigma beaucoup plus sophistiquée, ce qui
signifie que notre machine est virtuellement obsoléte. Leurs opérateurs sont maintenant équipés d’une réserve de
cing rotors parmi lesquels n’importe quel groupe de trois peut étre utilisé, dans n’importe quel ordre, quand ils
branchent I'Enigma.

Turing : Soixante combinaisons possibles | Dix-sept mille cing cent soixante seize fois soixante !

Pat : Un million cingquante quatre mille cing cent soixante. Ils ont aussi ajouté un tableau de branchements a
I’appareil — comme un standard téléphonique. Hs connectent des paires de lettres avec des fiches et ceci échange
les lettres avant qu'elles ne soient entrées dans les rotors — et aprés. Il y a ainsi littéralement des milliers de
millions de permutations possibles ; et ¢’est le probléme que nous devons résoudre — le probleme de base en tout

cas ; 'Enigma utilisée dans les sous-marins est encore plus compliquée. { Une grimace) Bien, on se voit lundi."
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Extrait de 1'Acte I1, scéne 6 ( p.55)

{Les Services Secrets craignent que 'homosexualité de Turing ne le conduise a trahir involoniairement des

secrets et le soumettent & une étroite surveillance. |

"Turing : Je veux que vous sachiez que je n’ai aucun regret de mon implication dans les Services Secrets. Le
travail que j’ai fait & Bletchley était trés muportant pour moi.

Smith : Oui, j’en suis certain.

Turing : Imporiant en un sens que vous ne pouvez sans doute pas comprendre. Ca a demandé plus que des
mathématiques et de I’électronique pour casser 1'Enigma des sous-marins. 11 a fallu de la détermination, de Ia
ténacité — de la fibre morale, si vous voulez. Voild ce qui I’a rendu si profondément gratifiant. Tout se tenait
ensemble. Tous les fils de ma vie. Mon travail de mathématicien. Mon intérét pour les chiffres. Ma capacité a
résoudre les problémes pratiques. L'amour de mon pays. Pendant une anmée a peu prés, j’ai senti que j’avais

frouvé ce que je cherchais. Vous me faisiez confiance, alors. Pourquoi pas maintenant ?"

Extrait de Acte I1, scéne 7 ( pp.57-58)

[Lors de vacances 4 Corfou, Turing répare le poste de radio d’un amant grec, Nikos, qui ne comprend pas

Panglais. ]

" Nikos embrasse Turing, qui est a la fois ému et embarrassé.

Turing : Merci, mon cher Nikos ? Merci. ( I/ sourif) On se sent bien, n’est-ce-pas ? Résoudre un probléme,
trouver la réponse. Faire marcher. On se sent bien. C’est comume cette TSF, vraiment ; toute la question est de
faire les bons branchements. { Une courte pause, une idée se glisse dans son esprit) Vous confierai-je un
secret 7 Top secret. Je ne pourrais pas en parler & mon analyste. Mais puisque vous n’y comprendrez pas un
traitre mot, ¢a n’a pas vraiment d’importance. Tout cela remonte au début de la guerre dans une maisen de
campagne anglaise appelée Bletchley Park. Les Allemands avaient construit une machine appelée Enigma,
C’était trés astucieux. Elle fabriquait des codes -- personne ne savait comment casser les codes qu’elle fabriquait.
Voila le probléme qu’il nous fallait résoudre. Si on ne ’avait pas fait, si on n’y était pas arrivé, on aurait perdu la
guerre - c’était aussi simple que ¢a. Mais par ol commencer ? Et bien, d’abord, ¢’était une devinette. Le
processus de déchiffrage du code commengait toujours par une devinette. Il fallait deviner ce que les premiéres
phrases du message pouvaient signifier. Ce n’etait pas si difficile que ¢a en a Iair parce que les messages
militaires commencent invariablement par une phrase stéréotypée : la date, I’heure, le nom et le grade de
I'expéditeur, ce genre de choses. Ensuite, nous découvrimes qu’il était possible d’utiliser la phrase que nous
avions devinée pour former une chaine d’implications, de déductions logiques, pour chacune des positions des
rotors. Si cette chaine d'implications conduisait & une contradiction — ce qui était généralement le cas — ¢a
signifiait qu’on §’était trompé, et il fallait essayer la position suivante du rotor. Et ainsi de suite et ainsi de suite.
Un processus impossiblement long et laboriewx. On avait le temps contre nous ; on ne savait que faire. Alors,
tout & coup, un aprés-midi de printemps, je me suis souvenu d une conversation avec Wittgenstein ; on discutait
du fait qu'une contradiction peut conduire & n’importe quelle proposition — et je vis — immmédiatement — que je
pourrais utiliser ce théordme élémentaire de logique mathématique pour construire une machine qui aurait la

vitesse nécessaire : une machine avec des relais électriques et des circuits logiques qui sentirait les contradictions
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et reconnaitrait fes consistances, une machine de boucles fermées et de parfait synchronisme, une machine a
distinguer un motif dans I’absence de motifs. Si vous aviez mal deviné, 1’¢lectricité affluerait dans toutes les
hypothéses en corrélation et les ferait exploser en un éclair — comme la réaction en chaine d’une bombe
atomique. Si votre hypothdse était correcte, tout serait consistant, — et le courant électrique s’arréterait a la
combinaison correcte. Notre machine pourrait examiner des milliers de millions de possibilités 4 une vitesse
stupéfiante, et avec un peu de chance, nous donnerait la « voie d’accés ». Plus que cela : toutes les connections
avaient &té faites. C’était la beauté pure du schéma logique. L’¢lément humain. La relation profondément
gratifiante entre le théorique et le pratique. Quel moment ce fut. Absolument, absolument extraordinaire. (Pause)
Oh, Christopher ... Si seulement tu avais été 13, Plus jamais. Plus jamais wn moment comme ¢a. (Pause) Au bout

du compte, ce n’est pas de casser le code qui compte — ¢’est o on va ensuite. C’est ¢a le vrai probleme.”

les rotors b
le tableau d'affichage —»
le clavier P

La machine Enigma

Photo extraite de Cryptologia, , Vol XX, N°3,July 1999

La personnalité d'Alan Turing et la machine Enigma ont suscité de nombreuses ceuvres plus ou moins
de fiction. Parmi celles-ci, citons :

Jean Lasségue, Turing, Les Belles Lettres, 1998
{ une biographie philosophique)

Gérard Ramstein Requiem pour une puce, Seuil
(roman policier dont les protagonistes sont baptisés de noms de mathématiciens et dans lequel on retrouve les
idées qui ont donné naissance a 1’informatique)

Robert Harris, Enigma, Pocket 1997

(une fiction policiére qui se déroule a Bletchley Park durant la deuxiéme guerre mondiale)

52




DANS NOS CLASSES &

Thémes abordés ; arithimétique
Niveau : Terminale 5
Outils nécessaires : nombres premiers puis, pour un prolongement en classe, congriences

Texte étudié : une letire de Fermat § Mersenne ( 1643 )

Martine Biihler

Le probléme des pages suivantes est 1'aboutissement d'un travail effectué en 2000 avec des participants
4 un stage d'histoire des mathématiques a 'LR E.M. Paris VII ; il a été donné en devoir & la maison & des éléves
de terminale scientifique, spécialité mathématiques. 1l permet d'aborder le théme de la factorisation des grands

nombres' a partir d'une lettre de Fermat 2 Mersenne de 1643.

La premiére partie du probléme est assez aisée ; cependant, la deuxiéme partie, qui s'attaque 4 un
algorithme de factorisation indiqué par Fermat, a semblé difficile anx éléves et a nécessité une correction
soignée en classe. La troisiéme partie traite de longueur d'algorithime et introduit un début de réflexion sur les
nombres carrés, qui s'appuie sur ine remarque de Fermat. Lors de la correction en classe, nous avons travaillé
sur les congruences pour reconnaiire si un nombre peut &tre un carré ou non, puis nous avons visionné un film

sur la machine a congruences des fréres Carissan'.

Y Voir I'é¢tude Factorisation de grands nombres dans ce mémes numéro, page 17
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Devoir a la maison donné en Terminale S (spécialité maths)

En 1643, Fermat répond a4 Mersenne qui lui a lancé le défi de factoriser 100 895 598 169. Il trouve cette
factorisation (898 423 x 112 303), mais indigque dans une lettre ultérieure nune méthode générale. C’est cette lettre
gue nous allons lire ensemble.

LDIFFERENCE DE DEUX CARRES ET FACTORISATION

Soit N un nombre entier naturel impair.
1°) On suppose que N=a>-b* avec a et b entiers naturels. Déterminer deux entiers naturels p et q tels que N=pq.
2°) On suppose que N=pq avec p ¢t g entiers naturels et p > q.
a) Quelle est la parité depetq ?
b) Montrer qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que N=a*-b”.
¢) Démontrer que :
« p et g sont premiers entre gux » équivaut i « 4 et b sont premiers entre eux »,
3°) Fermat utilise les définitions suivantes :
Les nombres compositeurs sont les facteurs d’un nombre composé.
Ex : 45 =9x5;9 et 5 sont les compositeurs du nombre composé 45.
Les parties d’un nombre sont ses diviseurs, ¢’ est-i-dire les compositeurs.
a) Lire le texte lignes 1 4 14 (attention, & 1a ligne 2, traduire « ox » par « ¢’est-a-dire »).
b) Quelle est la phrase du texte de Fermat correspondant aux questions 1°) et 2°yh) ?
¢) Quelle est la phrase du texte de Fermat correspondant & la question 2°)c) ?
d) Que se passe-t-il si N est un carré ?
e) Lire les lignes 13 et 16 et les tracduire avec des notations algébriques.

ILALGORITHME DE FACTORISATION

1°) Quelies sont les questions que pose Fermat dans les lignes 20-21-22 ?
Dans la suite on pose N =2 027 651 281.
2°) Pour résoudre son probléme, Fermat cherche deux nombres a et b tel que a®-N est un carré.

a) Pourquoi ?

b) Quelle est la valeur minimale de a pour que a®-N soit un carré ?

¢} Si vous savez utiliser un tableur, rechercher a I’aide du tableur le plus petit entier a solution du
probléme ; vous joindrez 2 la copie la feuille de calcul du tableur et un tableau indiquant comment vous avez
rempli les cellules.

d) Ecrire un algorithme permettant de programmer votre calculatrice pour obtenir la plus petite solution
a. Donner a.

3°) Fermat, ne disposant pas d’un ordinateur, faisait ses calculs & la main et a préféré, avant de calculer,
améliorer Palgorithme ; il emploie donc une procédure de calcul équivalente 4 Ia vitre, mais évitant les
élévations au carré. Le but de cette question est de comprendre son algorithme.
Dans Ia suite XO:E(\fN) (partie entitre de \.’N): 45 029, R=40 440 et Aj=X+1.

a) Lire les lignes 23-24(jusqu’a « de reste ») et écrire une égalité liant N, Xjet R.

b) Pourquoi §’intéresse-t-on 4 A, ?

c) On pose : U=2X,+1 et B;=U,-R. Sans utiliser les valeurs numériques, montrer que B, = A02 -N.
La question est donc de savoir si By est un carré. Calculer les valeurs numériques de U, et By répondre 4 la
question ; lire les lignes 23 426 jusqu’i « ne finit par 19 ».
47) On pose, pour p entier naturel, A, = A+ 1, U, ,=U,+2 ;B ,=B, + UL,.;.
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a) Vérifier, sans utiliser les valeurs numériques, que A,° —N =B,.
Quelle question se pose-t-on sur B, ? Calculer B, et répondre a la question.
b) Montrer : pour p entier naturel, U, =2 A, + L et Ap2 -N=B,.
Lire les lignes 26 4 36.
5°)  a) A quel moment Fermat arréte-t-il ses calculs ?
b) Pour p entier naturel, exprimer A, & I'aide de X, et p, et exprimer p a I'aide de U et U,.
¢) Quelle cst la valeur numérique Bpo i laquelle Fermat arréte ses calculs 7 Quelle est la valeur

numérique U/ correspondante (voir les lignes 37 2 39) ? Calculer py, puis A_ .
! Po p P Po

d) Exprimer N comume différence de deux carrés, puis comme un produit de facteurs.
e) Lire 1a fin du texte.

III. COMPLEMENTS

1°) Utiliser un tableur pour programmer 1’ algorithme de Fermat.

2°) Ecrire un algorithme permettant de programmer votre calculatrice pour effectuer les calculs de Fermat.

3°) Expliquer les phrases suivantes du iexte

« reste 49 619, lequel n’est pas quarré, parce que aucun quarré ne finit par 19 ».

« car les carrés ne peuvent souffrir les finales qu’elles ont ».

4°) Lorsque N = a* - b’ quel est le nombre d’étapes nécessaires dans I’algorithme de Fermat pour trouver a ?

Quel est le nombre d’étapes nécessaires pour factoriser 100 895 598 169 ? Qu’en pensez-vous ?

5%) Si N est premier, la seule factorisation possible de N est N = N x 1. Quelle est alors Ia valeur correspondante
de a ? Quel est le nombre d’étapes nécessaires dans 1’algorithme de Fermat pour aboutir ? 1’algorithme de
Fermat peut ainsi servir de test de primalit€ ; je I’appellerai « test historique » bien que ni Fermat, ni ses
successeurs ne 1’aient utilisé comme test de primalité, Ce « test historique » est-il plus efficace que votre « test
habituel » ?
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Extrait des Euvres, éd.Tannery et Henry, tome 1, 1894, Lettre de 1643, pp. 257-253.
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LVII.
FRAGMENT D'UNE LETTRE DE FERMAT (®).

< 1643 >

(4, £ 374

Tout nombre impair non quarré est différent d’'un quarré par un
quarré, ou est la différence de deus quarrés, autant de fois qu'il est

composé de deux nombres, et, siles quarrés sont premiers entre eux,
les nombres compositeurs le sont aussi. Mais si les quarrés ont entre
sux'un commun diviseur, le nombre en question sera aussi divisible
par ie méme commun diviseur, et les nombres compositeurs seront
divisibles par le coté de ce commun diviseur.

Par exemple : 45 est composé de 5 etde g, de 3 etde 13, de 1 et de
45. Partant, il sera trois fois la différence de deux quarrés : savoir de
4 et de 49, qui sont premiers entre eux, comme aussi sont les compo-
siteurs correspondants 5 et g; plus, de 36 et de 3r, qui ont g pour
commun diviseur, ot les compositeurs correspondants, 3 et 15, ent Ie
coté de g, savoir 3, pour commun diviseur; enfin 45 est la différence
de 484 et 529, qui ont 1-el 45 pour compositeurs correspondants.

Il est fort aisé de trouver les quarrés satisfaisants, quand on a le
nombre et ses parties, et d’avoir les parties lorsqu’on a les quarrés.

Cette proposition se frouve quasi tout par tout. On en pourrait quasi
autant dire des pairements pairs, excepté 4, avec quelque petite mo-
dification. |

Cela posé, qu'un nombre me soit donné, par exemple 2 027651281,
on demande s'il est premier ou composé, el de quels nombres il est
composé, au cas qu'il le soit.

Fextrais la racine, pour conneitre le moindre des dits nombres, et
trouve 45 029 avec 4o 440 de reste, lequel j'ote du double plus 1 de la
racine trouvée, savoir de go 059 : reste 49 61g, lequel n’est pas quarré,
parce que aucun quarré ne finit par 19, et partant je lni ajoute go 061,
savoir 2 plus que go o5g qui estle double plus 1 de la racine 45 02g.
Bt parce que la somme 13¢ 680 n'est pas encore quarrée, comme on le
yoit par les finales, je lui ajoute encore le méme nombre angmenté
de 2, savoir go 063, ef je conlinue ainsi d'ajouter tant que la somme
soitun quarré, comme on peut voir ici (*). Ge qui n’arrive qu'a 1040 400,
gui cst qﬁarré de 1020, et partant e nombre donné est composé; car
il est aisé, par inspection des dites sommes, de voir qu'il n’y a au-
cune qui Sf}inﬁ n;)mlx}ﬁre quarré que la derniére, car les quarrés ne
peuvent soullrir les finales qu'elles ont. si ce n'est /4 TPy
moins n’est pas quarré, : O e mEst 00 9ad qut néan-
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Pour saveir maintenant les nombres qui eomposent 2027651287,
j'éte le nombre que jal premidrement ajounté, savoir go 081, du dernier
ajouté go oBr. 1l reste 20, & la moitié daquel plus 2, savoir & 12, ja-
joute la racine premibrement trouvée 43 o2g. La somme est 435041,
auquel nombre ajoutant et dtant 1020, racine de la dernibre s0mme
1040 400, on aura 46061 et 44021, qui sont les deux nombres plus
prochains qui composent 2627651281, Co sont aussi les senls, pource
que I'on et 'autre sont premiers.

SiI'on alleit par la voie ordinaire, pour trouver Ia composition d’un
tel nombre, au lisu de onze additions, il etit fallu diviser par tous lfes
nombres depuis 7 jusqu’s 44 o27.

Plusieurs abrégés se psuvent trouver, comme lersqw’on ne fait
qu'une addition au liew de dix, aux endroits ot les somimes ont leurs
finales guarrées, quand les compositeurs sont beaucoup éloignés I'un

de I'anirs.

LYI.
FERMAT A MERSENNE ('
MARDY T avmin 1643,

(4, P 19-20; B, fo 22 yo)

4 Vous me demandiez done quelle proportion a le nombre, qui se
produit des nombres suivants, avec ses parties aliquotes :

A =AR 3 2 ‘ . -
214 748 364 Soc 000, 131, 1g, 43, 61, 83, 169, 223, 331, 35¢, Go:, 757, ofi,

1201, o019, 823543, 6-16318177, 6361, 1¢0 895 59816y,

Yous me demsandiez ensuite si ce dernier nombre est premier cu
non, et une méthode pour décowvrir dans espace d'un jour s'il est
premier ou composé. -

Ala premidre question, je vous réponds que fe nombre qui se fait
de tous les nombres précédents multipliés entre eux, est sous-guin-
tuple de scs pariies.

A la seconde question, je vous réponds que le dernier de ces

nombres est composé et se fait du produit de ces deux :
808425 et 11230l

qui sont premiers ('),
I= suis toujours, mon Révérend Pére,

Voire tres humble et trés affectionné serviteur,

Fernar.

A Toulouse, ee 7 avril 1643,
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NOTES DE LECTURE

Anne Michel Pajus

Mathématiques et physique letbniziennes Revue d’histoire des sciences, Tome 54-2-

Avril-Juin 2001, PUF.

La revue consacre deux parutions 4 Leibniz. Celle de juin 2001 esi consacrée aux mathématiques, celle de
Septembre 2001, que je n’ai pas lue, est davantage tournde vers la physique. Elles repremnent des
communications données en mars 1998 dans le cadre d’um colloque coorganisé par I’'TREM Paris VIL

Les passionnés de Leibniz trouveront dans ce premier tome de quoi se délecter, avec trois articles de
Eberhard Knobloch, Michel Serfati et Jacques Bouveresse. Les deux premicrs articles « Déterminants et
élimination chez Leibniz » (Knobloch) et « Mathématiques et pensée symbolique chez Leibniz » (Serfati)
explorent en détail 1’aspect « caractéristique combinatoire » et les tAtonnements d’ une pensée 4 la recherche de
structures et de méta-concepts, si neuve pour 1’épogue. Inscrite dans une doctrine métaphysique de Iharmonie,
cette démarche suscite de nombreux échos jusque dans la pensée mathématigne contemporaine. Le troisiéme
article « Mathématiques et logique chez Leibniz », étudie I'influence de Leibniz sur Gédel et s’interroge sur ce
qui rend si actuelles les idées de Leibniz en logigue, sur la démonstration et la démontrabilité, la formalisation, 1a
dialectique entre‘ mécanisation du raisonnement et liberté de F'invention mathématique.

A ce propos, et pour alimenter notre réflexion pédagogique, je ne résiste pas au plaisir de vouns soumettre
cette citation de Whitchead en 1911, rapportée par Bouveresse ( p.245) :

« C’est un truisme profondément erron€, répété par fous les cahiers d’écriture et par des gens éminents
quand ils font des discours, que nous devrions cultiver I"habitnde de penser & ce que nous sommes en train de
faire. C’est exactement le contraire qui est vrai, La civilisation avance en dtendant le nombre des opérations
importantes que nous pouvons effectuer sans v penser. Les opérations de la pensée sont comme Ies charges de
cavalerie dans une bataille — elles sont strictement limitées en nombre, elles exigent des chevaux frais et doivent

étre faites uniquement dans des moments décisifs. »

Je terminerai par le sommaire de la deuxieme partie ( Tome 54-3 — juillet-septembre 2001):

Marc Parmentier : Démonstrations et infiniment petits dans la Quadratura arithmetica de Leibniz

Michel Blay: De 1’apparition subreptice des futures formules de conservation & 1'occasion de
1"algorithmisation de la science du mouvement des XVII et XVIII® siécles.

Laurence Devillairs : Immutabilité divine ct principe de la conservation de la quantité de mouvement chez

Descartes et les éléments de Ia critique leibnizienne.
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CONTE DU LUNDI II

Rudolf BKOUCHE

Riemanrn au carrefour de la physique,
de la géométrie et de la philosophie

Contrairement 3 I’idée couramment répandue selon laquelle les mathématiques sont un outil pour la
physique, on pourrait dire qu'avec la révolution galiléenne la physique est devenue une partie des mathématiques,
et ce d’aun moins trois fagons :

- la physique prend une forme hypothético-déductive analogue 3 celle des Eléments d'Euclide.

- au temps-devenir des Grecs est substitué un temps géométrisé que I'on peut représenter pas une droite', un
temps statique pourrait-on dire.

- sous la double impulsion des constructions perspectivistes et de I'étude du mouvement, les philosophes de la
nature inventent le concept d'un espace vide, infini, triplement étendu indépendant des corps gu'il contient et des
phénoménes qui s'y déroulent, espace qui satisfait les propriétés de la géométrie enclidienne’.

Cet espace cuclidien, invention des mathématiciens-physiciens du XVIIéme siécle sera remis en
question au début du XIXéme siécle avec la découverte (l'invention !} des géométries non-euclidiennes.

Le postulat des paralléles a posé probléme aux géomeétres a la fois par son manque d'évidence et par sa
nécessité, puisque c'est lui qui permet l'nsage de la méthode des aires et de la théorie des proportions
géométriques, ce qui explique les nombreuses tentatives de le démontrer’. Au XVIIIeme siécle nous citerons Jes
travaux de Saccheri et de Lambert.

Saccheri® considére un quadrilatére ABCD dont les cotés AD et BC sont égaux et perpendiculaires au
cbté AB (quadrilatére déja étudié par Umar Al-Khayyam®) on montre aisément que les angles en ¢ et D sont
égaux. Trois cas sont alors possibles, ces angles sont droits, aigus ou obtus, le cas des angles droits correspondant
a la géométrie euclidienne. On élimine 1'hypothése de l'angle obtus contradictoire au fait que l'on peut toujours
prolonger une droite, reste alors a éliminer Thypothése de I'angle aigu ce que Saccheri ne peut faire. Il termine
son ouvrage en affirmant que les conséquences de cette hypothése sont incompatibles avec l'idée de ligne droite.

Quant 4 Lambert®, il considére un quadrilatére ayant trois angles droits, posant la question du quatriéme
angle (cette situation avait déja été étudiée par Ibn Al-Haytham’). Ici encore trois cas sont possibles, I'angle droit
correspond 4 la géoméirie euclidienne, le cas de l'angle obtus étant incompatible avec le fait que l'on peut
toujours prolonger une droite. Lambert étudie alors les conséquences de 'hypothése de l'angle aigu, en particulier
les relations trigonométriques dans un triangle. Comparant ces relations avec celles que satisfait un triangle
sphérique il montre que Ihypothése de T'angle obtus correspond & la géométrie sphérique et que Thypothese de
I'angle aigu correspond & la géométrie dune sphere de rayon imaginaire. Lambert a ainsi mis en place les
propriétés de ce qui sera la géométrie non-euclidienne mais cette spbére de rayom imaginaire ne saurait
représenter le plan de notre perception {le plan physique si 'on veut).

1saac Newton, The Principles of Natural Philosophy (1686) Motte's translation revised by Cajori, University of
California Press, Berkeley 1962, p. 6

*ibid. p. 6

*Pour une histoire de la théorie des paralléles, nous renvoyons & l'ouvrage classique de Roberto Bonola, La
Geometria non-Euclidea (1912), english translation by H. 8. Carslaw, Non-euclidean geometry, Dover
Publications, New York 1955. Signalons l'anthologie de Jean-Claude Pont, L'Aventure des Paralléles, Peter
Lang, Berne 1986 ; si cet ouvrage nous semble contestable sur le plan épistémologique, il offre un vaste
panorama des tentatives de démonstration du postulat des paralleles depuis les Grecs jusqu'a 'époque moderne,
lesquelles nous éclairent sur la signification autant géométrique qu'épistémologique du postulat et du "besoin” de
le démontrer, Enfin pour les travaux des mathématiciens arabes sur ce sujet nous renvoyons, outre les ouvrages
cités, a Fouvrage de K. Jaouiche, La théorie des Paralléles en Pays d'Islam, Vrin, Paris 1986.

*H. Saccheri, Euclides ab omni neevo vindicatus, Milano 1733

SUmar Al-Khayyam in K. Jaouiche, o.c. p. 185-199

Y. H. Lambert, Theorie der Parallellienen, Leipzig 1786

"Ihn Al-Haytham in Jaouiche, o.c. p. 161-184
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La géométric non-cuclidienne naftra lorsque des géométres considéreront que I'hypothése non-
euclidienne peut s'appliquer au plan physique, autrement dit si la physique peut étre non-euclidienne ; ce sera
I'objet des travaux de Gauss, Bolyai et Lobatchevski®. L'apparition des géométries non-euclidiennes conduira &
I'idée d'une multiplicité de géométries, ce qui posera un double probléme : probleme physique d'une part : quelle
est la géométrie de l'espace ? probléme logique d'autre part : sl y a une multiplicité de géométries, comment
assurer la rigueur du raisonnement si l'on sait Ia part d'intution qui sous-tend le raisonnerment géoméirique. Le
probléme logique sera réglé lorsque l'on construira des modeles cuclidiens de géométries non-euclidiennes
(Klein, Poincaré) lesquels montreront que toute contradiction de la géométrie non-euclidienne implique une
contradiction dans la géométrie euclidienne. Quant au probléme physique il donnera lieu 4 de nombreux travaux
dont le texte de Riemann est un point essentiel. Notons que la possibilité dune géométrie non-euclidienne
donnera longtemps lieu a controverse comme le montrent les réticences de Cayley’ et de Frege'.

La mise en évidence dune multiplicité de géométries va conduire 4 penser une multiplicité d'espaces
possibles, ce qui permettra de reformuler le probléme physique sous la forme suivante : parmi les espaces
possibles, lequel est I'espace physique ? Cette question exige de définir ce que peut étre un concept général
d'espace et c'est ce que propose Riemann dans le texte d'habilitaion de 1854 : Sur les Hypothéses qui servent de
Fondement & la Géométrie". Ce texte, I'un des plus beaux et des plus difficiles de I'histoire des mathématiques,
se situe au carrefour de la géométrie, de 1a physique et de 1a philosophie,

Ce texte est le discours d'habilitation prononcé par Riemann devant les professeurs de 'Université de
Gottingen, ce qui explique en partie le caractére non technique de ce texte, caractére non technique qui n'en rend
pas la lecture plus aisée.

Si le concept d'espace est a redéfinit, Riemann se propose, dans une démarche que I'on peut considérer
proche de celle de Leibniz, de chercher 2 définir le concept général d'espace avant d'étudier I'espace physique en
tant que tel. Cela l'améne a distinguer parmi les propriétés de l'espace les propriétés méiriques de celles qui
concernent la notion générale de grandeur étendue ; c'est sculement aprés avoir défini ces deux types de
propriétés que Riemann aborde la question de l'espace physique, renvoyant a l'expérience pour décider parmi les
diverses propriétés possibles celles qui correpondent 4 I'espace physique. Aboutissement des recherches liées 2 Ia
découverte des géométries non euclidiermes, Riemann passe ainsi de la notion d'espace & la notion d'espaces.

Si, 4 I'époque ol il crivait sa dissertation, Riemann s'intéressait 4 des problémes de physique, ceux-ci
n'apparaissent pas en tant que tels dans son texte, méme si la physique est présente dans tout le texte, et pas
seulement dans la dernidre partie consacrée a ce que l'on appelle l'espace physique ; ce que Riemann nous
propose, c'est une promenade 3 travers ces nouveaux espaces qu'il présente, promenade au sens que cette
présentation propose un élargissement de l'intuition spatiale usuelle comme le montre sa description des espaces
multidimensionnels, Mais cet élargissement de l'intuition est lui-méme préparé par un iexte antérieur de Gauss
publié en 1827 : Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas' ; la notion de surface v apparait autant dans
son aspect intuitif que dans la représentation qu'en propose Gauss mettant en place les coordonnées curvilignes et
les calculs correspondants. C'est vig ces calculs que Gauss va faire la découverte qui conduit & l'egregium
theorema, lequel va permettre de penser la notion de surface abstraite.

(Gauss se propose de calculer la courbure d'une surface et pour cela s'appuie sur une construction relative
aux courbes planes. On considére un arc de courbe A28 et, un point ( étant donné dans le plan, on associe a tout
point M de T'arc 4B le point Ty, tel que le segment OT), soit paralléle 2 la tangente au point M, orienté dans le
sens AB et unitaire {en langage moderne on dira que le OT), est égal au vecteur unitaire tangent en M a l'arc de
courbe A8 orienté de A vers B), lorsque M parcourt l'arc 4B, le point Ty, parcourt un arc de cercle ; si 'on note s
la longueur de I'arc AM et o la longueur de l'arc de cercle 7,7}, la courbure au point 4 n'est autre que la limite de
o/s lorsque le point M tend vers le point A. Notons qu'au lieu de prendre la tangente on aurait tout aussi bien pu
prendre la normale, une fois les questions d'orientation précisées. Gauss propose une construction analogue pour
les surfaces.

Notons d'abord quune surface Z étant donnée rapportée a des coordomnées curvilignes (p,g), on
détermine 1'élément lindaire dont le carré est défini par la forme quadratique

*Pour ces travaux nous renvoyons a 'ouvrage cité de Bonola.

’A. Cayley, "Presidential Adress to the British Association, September 1883" Report of the British association of
Science" 1883, p. 3-37 ; n°784 in Collected Mathematical Papers, o.c. vol, X1, p. 429-459

"G. Frege, "Sur la géométrie euclidienne” in Ecrits posthumes, traduits de Tallemand sous la direction de
Philippe de Rouilhan et Claudine Tiercelin, Editions Jacqueline Chambon, Nimes 1994, p. 199-201

"Bernhart Riemann, "Sur les hypothéses qui servent de fondement A la géométrie", traduction Jules Hougl, in
Oeuvres Mathématiques, Blanchard, Paris 1968, réédition Gabay, Paris 1990

12Signa.lons une fraduction frangaise par Roger, Remarques générales sur les surfaces courbes, ré-édition
Blanchard, Paris 1967, et une traduction anglaise par P. Dombrowski in /50 Years after Gauss, Astérisque 62,
Société Mathématique de France, Paris 1979.
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ds® = Edp® + Fdpdg + Gdq*

qui donne la distance entre les deux points de coordonnées (p.q) et (ptdp,gtdg). On peut alors calculer la
longueur d'une ligne tracée sur la surface et 'angle de deux lignes au point on elles se coupent. On peut aussi,
utilisant le calcul des variations, déterminer la ligne de plus courte distance (géodésique) qui joint deux points.

Pour étudier la forme de la surface Gauss introduit Fapplication suivante (aujourdhui comnue comme
l'application de Gauss). Soit O un point donné de l'espace, on associe & tout point M de cette surface le point Ny,
tel que le segment ON), soit paralléle & la normale au point M, le sens de la normale étant défini par un c6té de la
surface fixé une fois pour toutes, et unitaire. Lorsque le point A parcourt un morceat de la surface X le point Ny,
parcourt un morceau de la sphére unitaire de centre O. On associe ainsi 4 tout morceau de la surface un morceau
de spheére et Gauss appelle courbure intégrale d'un morceau de surface le quotient de l'aire du morceau de sphére
correspondant sur I'ajre du morceau de surface donné. Un point 4 de la surface étant donné, si I'on note S l'aire
d'un morceau de surface entourant le point A et o l'aire du morceau de sphére correspondant, Gauss appelle
mesure de la courbure au point A la limite du rapport 6/5 lorsque le morceau entourant 4 devient infiniment
petit, on retrouve ainsi la courbure précédemment définie par Euler. Par analogie avec les courbes on peut
considérer que la mesure de la courbure représente la forme de la surface dans l'espace, or Gauss a montré que la
mesure de la courbure ne dépend que de la premiére forme fondamentale de la surface, celle qui permet de
calculer les longueurs ct les angles des courbes tracées sur la surface ; ainsi si I'on déforme isométriquement une
surface la mesure de la courbure ne change pas méme si la forme change", par exemple un plan et un céne ont
méme mesure de la courbure, soit 0. La mesure de la courbure définit donc une grandeur intrinséque
imdépendante de la forme de la surface dans I'espace, ce que lon appellera wune grandeur géodésigue. Le
théoréme de Gauss, que celui-ci appelle egregium, c'est-a-dire remarquable’, conduit 4 penser une géométrie
intrinséque des surfaces définies par Ia premiére forme fondamentale et les grandeurs géodésiques. On ne peut
douter que, bien qu'il n'ait jamais rien publié sur les géométries non-cuclidiennes", Gauss a compris le lien enfre
sa théorie des surfaces et les questions de géométrie non euclidienne comme le montre le calcul de la somme des
angles dun triangle géodésique ou la courbure interviemt, ce qui permettra ultérieurement de redéfinir la
géométrie non-euclidienne comme celle s'une surface & courbure constante™. Cette redéfinition de la géométrie
des surfaces et le développement de la géométrie non-euclidienne conduiront Gauss a poser le probléme de
T'espace sous une forme nouvelle et on comprend pourquoi Gauss ait tenu 4 ce que Riemann aborde ce sujet!’.

Comme nous l'avons déja dit Riemann, pour aborder le probléme de 'espace, va poser la question de la
construction du concept d'espace, c'est seulement le concept une fois défini que l'on peut en expliciter les
développements théoriques et voir ensuite comment ce concept peut intervenir en physique. On peut comparer la
démarche de Riemann & celle de Leibniz se proposant de définir les grandeurs géométriques a partir du seul
raisonnement et de construire a priori les étres de raison qui lui permettront d'étudier le monde'®,

Riemann divise son exposé en trois parties, la premiére est consacrée 4 la notion générale de grandeur
multidimensionnelle (mannigfaltigkeif)"’, 1a seconde s'intéresse aux propriétés métriques et c'est dans la troisiéme
partie que Riemann pose le probléme de l'espace.

Dans la premiére partic Riemann définit le concept de grandeur n-fois étendue. Il remarque alors que ce
concept est indépendant de tout rapport métrique, renvoyant sans autre explication & des travaux antérieurs>. 11

Pplus généralement si deux surfaces sont applicables 'une sur Fautre les mesures de courbure en deux points
correspondants sont égales.

“littéralement : qui sort du troupeau

Bpar peur des cris des Béotiens comme il I'écrit 2 Bessel en1829,

"®0On peut citer ici les travaux de Minding (Journal de Crelle, vol XIX. 1839, p. 370-387 et vol. XX, 1840, p.
323-327) et de Beltami ("Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea”, Giornale di Matematica 6,
1868, p. 284-312, traduction francaise, "Essai d'interprétation géométrique de la géométrie non-euclidienne",
Annales de I'ENS, tome V, 1868, p. 251-288). Pour une étude systématique des relations entre géométrie
différentielle nous renvoyons a l'ouvrage de L. Boi, Le probléme mathématigue de I'espace, avec une préface de
René Thom, Springer, Berlin-Heidelberg-New York 1995.

" Alors que Riemann avait le choix entre trois sujets Gauss lui a imposé ce sujet.

¥pour Leibniz l'espace, ordre des coexistences, est un étre de raison, une construction intellectuelle. Clest cette
construction intellectuelle qui permet d'étudier les problémes du monde, ( Correspondance Leibniz-Clarke,
présentée par André Robinet, PUF, Paris 1957, p. 53). En un sens, la notion d'espace comme ordre des
coexistences est proche de linvention de l'espace par les perspectivistes de la Renaissance comme mode de
coordination des divers lieux qui interviennent dans les problémes de représentation.

Ples variétés différentiables de la géométrie différentielle

Bparmi ces travaux il cite, sans plus de détails, coux de Lagrange, Abel, Pfaff et Jacobi.
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explique alors que dans cette branche générale de la théorie des grandewrs "on ne suppose rien de plus que ce qui
est déja renfermé dans le concept de ces grandeurs”. Pour préciser cette affinmation il explicite les deux points
qu'il va développer dans cette premiére partie, le premier portant sur "la génération du concept de variété a n
dimensions", le second sur “le moyen de ramener les déterminations de liew dans une varidié donnée & des
déterminations de quantités"” et il ajoute : "c'est ce dernier point qui doit faive clairement ressortir le caractére
essentiel d'une étude & n dimensions”.

Pour définir la dimension Riemann rappelle que le mouvement d'un point engendre une ligne, que le
mouvement d'une ligne engendre une variété  deux dimensions et que le mouvement d'une telle variété engendre
une variété a trois dimensions. Il ajoute alors, et c'est I'un des points essentiels de sa conférence : ... il est aisé de
voir comment on pent poursuivre celte construction”, ce qui lui permet d'écrire :

"Si, au liew de considérer le concept comme déterminable, on considére son objet comme variable, on
pourra désigner cette construction comme la composition d'une variabilité de n+1 dimensions, au moyen d'une
variabilité de n dimensions et d'une variabilité d'une seule dimension.”

On peut noier ici le pas effectué par Riemann dans une construction qui reléve plus dun élargissement
de l'intuition que dune définition analytique. Elargissement de l'intuition spatiale qui permet de concevoir le
mouvement comme une opération générale qui permet d'augmenter la dimension ad libifum. Dans ses écrits sur la
caractéristique géométrique, Leibniz faisant une remarque analogue sur le mouvement d'un point, d'une tigne ou
d'une surface n'osait pas imaginer qu'un volume puisse sortir de l'espace pour engendrer un objet dune dimension
plus grande ; c'est ainsi qu'apres avoir défini une trajectoire comme "un lieu continu successif” et remarqué que
la trajectoire d'un point est une ligne, il écrit ;

"La trajectoire d'une ligne, dont les points ne prennent pas constamment la place les uns des autres, est
une Swrface. Celle d'une surface dont les points ne prennent pas toujours la place les uns des autres, est un
Corps. Un corps quant & lui ne peut étre mii sans que tous ses points prennent la place les uns des autres (il
Jaudra démontrer pourquoi le moment voulu) et ce mouvement ne produit aucune nouvelle dimension™

Dans un texte ultérieur, Leibniz explique que si un point peut étre 'extrémité d'une ligne, un ligne peut
étre l'extrémité d'une surface et une surface l'extrémité d'un solide, "urn solide ne peut plus étre l'extrémité de
quelgue chose d'autre™

Ainsi le rationaliste Leibniz reste enfermé dans la conmaissance sensible” alors que Riemann, plus
proche de empirisme, propose moins une définition rationnelle de ces nouveaux espaces qu'un élargissement de
l'intuition sensible, ouvrant ainsi un nouveau champ d'étude. Cela remet en question la classique, et facile,
opposition entre empirisme et rationalisme si I'on considére que lactivité scientifique se situe au carrefour de
I'empirisme et du rationalisme, permettant a la fois un élargissement de l'intuition sensible et la construction d'un
discours rationnel qui assure & son tour une meilleure prise sur le sensible.

Une fois définie la notion de grandeur mmltidimensionnelle, Riemann explique comment définir des
systémes de coordonnées : une fonction continue™ sur une multiplicité de dimension n permet d’y distinguer des
muliiplicités de dimensions n-1, une telle multiplicité étant le lieu des points ol cette fonction prend une valeur
constante ; un mouvement inverse du mouvement d’engendrement permet ainsi d’établir la possibilité de repérer
les €léments d’une multiplicité abstraite 4 n dimensions par n fonctions numériques jouant le réle de
coordonnées. Notons que Riemann ne s'embarrasse pas des difficultés liées & ce que nous appellerions
aujourdhu la transversalité, se contentant d'annoncer : "Les cas d'exception, dont I'étude est importante, peuvent
étre ici laissés de coté".

Ici encore tout se joue sur le qualitatif, y compris la constroction du quantitatif. La fagon dont s'élabore
unt concept est ici plus importante que les constructions analytiques ou formelles qui en seront données plus tard,
constructions certes nécessaires mais c'est la définition qualitative qui donne sa force au concept™.

AG.W. Leibniz, la caractéristique universelle, texte établi, introduit et annoté par Javier Echeverria, traduit,
annoté et postfacé par Marc Parmentier, "Mathesis", Vrin, Paris 1995, p. 155

“ibid p. 285

#0n peut considérer le travail de Leibniz sur la caractéristique géométrique comme une tentative de construire
une méthode rationnelle permettant de se dégager du sensible pour mieux I'étudier, mais ce travail demande de
rester proche du sensible.

*41 faut prendre ici la notion de continuité dans son sens intuitif,

®Dans un article ultérieur Riemann s'appuiera sur des constructions analytiques mais nous n'en parlerons pas ici.
cf. Bernhardt Riemann, "Commentatio mathematica, qua respondere tentatur quastioni ab III™ Academia
Parisiensi propositiz" (1864) in Riemann's Gesamm. Math. Werke XXII, 2, Aufl, (1892}, p. 391-423
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La notion de grandeur multidimensionnelle une fois mise en place, Riemann peut aborder dans une
deuxiéme partie fa question des rapports métriques.

Aprés étre revenu sur "/ indépendance entre les grandeurs ef le lieu", Riemann va déterminer les
rapports métriques dans 'infiniment petit ce qui le conduit 4 définir V'élément linéaire (dlstance de deux points
infiniment voisins) ds comme une grandeur homogeéne du premier degré des accroissement” dx des coordonnées

; I'élément linéaire étant une grandeur positive, ds peut &tre défini comme la racing niéme d'une forme
homogéne de degré pair n en les accroissements dx. Rieman s'intéresse ici au seul cas ol I'élement linéaire ds est

la racine carrée d'une forme quadratique®, soit ds=,] E gidxidx; . On peut imaginer des cas plus généraux qui

"n'exigeraient pas des principes essentiellement différents” mais compliqueraient les calculs.
Le cas classique est évidemment celui des variétés planes pour lequel I'¢lément linéaire peut s'écrire

dans un systéme de coordonnées convenables
2
ds=[> b

mais on sait que tout élément linéaire ne peut en général se ramener 4 cette forme.

On voit ici se poser d'abord le probléme de la caractérisation des variétés planes, ensuite le probléme de
I'équivalence de deux ¢léments linéaires.

Un élément lindaire étant donné, on peut alors déterminer les éléments métriques : longueur d'un arc de
courbe, angle de deux courbes se rencontrant en un point. En particulier on peut définir les géodésiques (courbes
de plus courte distance entre deux points) et le calcul des variations montre qu'entre deux points suffisamment
voisins, 1l existe une géodésique et une seule les joignant.

Pour caractériser les variétés qu'il vient de définir, Riemann, s'appuyant sur l'article cité de Gauss, se
propose de définir la mesure de courbure. Pour cela il introduit, 4 la fagcon de Gauss, les coordonnées
géodésiques : un point étant donné (point-origine), on considére les lignes géodésiques (lignes de plus courte
distance) issues de ce point, "la position d'un point indéterminé pourra éire fixée alors au moyen de la direction
initiale de la ligne de plus courte distance sur laguelle il se trouve et de sa distance comptée sur cette ligne
partir de l'origine et par conséquent elle pourra s'exprimer qu moyen des rapports dx° des quantités dx sur cette
ligne de plus courte distance et au moyen de la longueur s de ceite ligne”. On peut alors construire un systéme de
coordonnées tel que les lignes coordonnées passant par le point-origine solent orthogonales et que le
développement du camré de 'élément linéaire au voisinage du point O soit tel que le terme du second ordre
s'écrive Tdx;” et le terme du quatriéme ordre s'écrive Zpijldx; xja'x,)2 les termes py representant la mesure de la
courbure de la surface définie par le triangle géodésique mﬁmment petit dont les sommets sont le point origine,
le point de coordonnées (x;,xs,...,%,) et le poit infiniment voisin (dx;,dxs,.. ., ) . Ce terme est évidemment nul
lorsque la varicté est plane.

A cdté des variétés planes, Riemann s'intéresse aux variétés dont la mesure de la courbure est constante,
il remarque que sur de telles variétés "les figures peuvent s'y mouvoir sans subir d'extensions", propriété qu'il ne
démontre pas se contentant de montrer qu'elle n'est pas satisfaite pour une variété dont la mesure de la courbure
n'est pas constante. Il montre de plus que sur une variété & courbure constante la métrique est déterminée par la
mesure de la courbure. II termine cette seconde partie en étudiant le cas des surfaces™.

Enfin dans la troisiéme partie, Riemann aborde la question de l'espace.

Riemann explique que les propriétés de l'espace se définissent essentiellement dans l'infiniment petit et
pose alors une série d'alternatives .

Soit l'espace est discret, anquel cas I'étnde de I'espace est une question de dénombrement, soit I'espace
est continu et dans ce cas son étude reléve de la théorie générale qu'il a exposée.

Dans ce dernier cas il remarque que si "les corps existent indépendamment du lieu, la mesure de
courbure est constante”, autrement dit la géométrie ne dépend pas de la distribution des corps dans I'espace. 1

%en termes modernes on pourrait parler de différenticlles !

Mce qui correspond au théoréme de Pythagore.

*Riemann signale que pour retrouver la courbure de Gauss il faut mulitplier les coefficients py par —3/4.

®Une étude générale des variétés a courbure constante sera publiée par Beltrami ("Teoria fondamentale degli
spazii di curvatura constante”, Annali di Matematica pura ed applicata, 2™ série, tome 11, 1868-1869, p. 232-
255, traduction francgaise, "Théorie fondamentale des espaces a courbure constante", Annales de I'ENS, tome V],
1868-69, p. 347-375 ). Ce travail fait suite 3 son essai d'interprétation de la géométrie non-euclidienne (cité note
10), lequel s'appuie sur les travaux de Gauss sur les surfaces et se propose d'interpréter en termes de géométriie
différentielle les travaux de Lobatchevski. Beltrami avait écrit ce texte avant de connaitre le texte de Riemann,
aprés avoir lu celui-ci il généralisait son essai aux variétés de dimension quelconque.
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