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UNE INTRODUCTION DES SUITES RECURRENTES EN DEUG UTILISANT MAPLE
J. MAC ALEESE ET A. ROBERT

Premiére édition : le texte qui suit n’a pas été expérimenté avec des étudiants, une deuxiéme édition est donc
prévue aprés expérimentation en vraie grandeur (étudiants de Deug). D'autre part, nous n'avons indiqué aucune
référence bibliographique car n'importe quelle source peut convenir pour compléter les parties classiques de ce

texte.

Introduction

Trois idées directrices ont orienté nofre travail:

1) Nous voulons intégrer I"utilisation du logiciel Maple dans I’activité mathématique des éléves, et
non simplement travailler sur Maple, comme un but en soi. De ce fait nous donnons aux étudiants soit
des graphiques tout faits, soit des procédures leur permettant d’obtenir tous les graphiques utiles.

Cette utilisation du logiciel est donc essentiellement graphique, mais demande une certaine
familiarisation spécifique : notamment certains graphiques, pour étre intéressants, ne sont pas produits
dans un repére orthonormé ; leur lecture nécessite de ce fait une adaptation des habitudes anciennes (la
droite d'équation y = x n’est pas toujours la droite a laquelle on s attend, si le repére est orthogonal
mais pas orthonorme).

De plus les possibilités spécifiques du logiciel permettent d’interroger graphiquement, plus
complétement que les ressources manuelles, une situation donnée, mais cela demande aussi une
familiarisation pour pouvoir interpréter rapidement les courbes fournies.

Enfin les ressources de calcul et calcul formel de Maple seront aussi utilisées, mais cela nous semble
en continuité avec ce que fait une calculatrice évolude.

2) Nous pensons que cette utilisation du logiciel peut renouveler I’étude des suites récurrentes en
DEUGQG, en centrant d¢’emblée les problémes sur la question des points fixes et de leur nature.

Cela pourrait éviter ces exercices classiques treés répandus ol une premicre étude, éventuellement
laborieuse, est menée en utilisant un théoréme des suites monotones bornées, puis reprise
implicitement, mais pour étudier la vitesse de convergence seulement, en utilisant la formule des
accroissements finis (¢’est a dire en prenant le point de vue « nature du point fixe » sans le dire).

3) Un des avantages potentiels de I'utilisation de Maple est la possibilité d’introduire trés
facilement un travail sur trois cadres en interaction : le cadre graphique (fourni par le logiciel), ie cadre
formel de l'analyse et le cadre numérique. Nous considérons qu’une utilisation adéquate de cette
interaction peut aider les apprentissages des étudiants. Plus précisément il s’agit de provoquer chez les
étudiants des activités ou ils s’appuient sur le graphique pour émetire des conjectures, le numérique
leur servant & valider leurs interrogations, et, réciproquement, de les habituer 4 interroger une situation
en la traduisant graphiquement, de différentes maniéres, avant de se lancer dans les justifications et
caleuls.



I Les procédures Maple proposées
Nous avons €crit quatre procédures qui permettent d’obtenir des graphiques.
1) Graphe pour repérer la nature d'un point fixe.

La premiére procédure (infer) permet de représenter simultanément, dans une méme fenétre, 4
choisir, pour une fonction f (a choisir), 4 graphes associés 4 un point fixe de f situé dans la fenétre : le
graphe de la fonction f, le graphe de la droite y = x (premiére bissectrice des axes s’ils sont
orthonormés), le graphe de la paraliéle menée par le point fixe a la droite y = -x (deuxiéme bissectrice
des axes s’ils sont orthonormés), et le graphe de la tangente a f an point fixe.

Ce point fixe est évidemment un point d’intersection du graphe de f et de Ia droite y = x — autrement
dit un point dont I’abscisse et I'ordonnée (égales) appartiennent aux intervalles de "axe des x ot de
I’axe des y fixés pour la fenétre.

Cela permet de comparer visuellement & 1 la valeur absolue de la dérivée en ce point fixe (sauf
lorsque cette valeur est trop proche de 1 ou -1). D’ailleurs les valeurs approchées des coordonnées du
point fixe et de la dérivée apparaissent aussi sur 1’écran (comparaison numérique possible).

Si la dérivée est positive, et si la tangente est « au dessus » de la droite y =x 4 droite du point fixe,
cette dérivée est plus grande que 1 ; si la dérivée est négative, et si la tangente est « an-dessus » de la
paralléle & vy =-x a gauche du point fixe, la dérivée est en valeur absolue plus grande que 1.

Les points attractifs et répulsifs sont ainsi repérables graphiquement (sauf pour des valeurs de la
dérivée trop proches de 1 ou-—1).

Si on commence par localiser les points fixes d’une fonction f, cela permet de tracer ces 4 graphes
autour de chaque point fixe, grice a un choix convenable de la fenétre pour chacun.

Attention : les graphiques ne sont pas toujours représentés dans un repére norme, cela oblige a

interpréter les données visuelles en tenant compte de cette donnge.

Texte de la procédure et exemples de sorties:

Procédure "infer” permettant de tracer les graphes de la fonction, de la "lere bissectrice”, de la
tangente et de la paralléle 2 la "2*™ bissectrice” au point fixe:

inter : = proc(f, a, b}

local s, v, oi, p, vr, voi, vp, fprime, eqig, b2, gt, ghl, gh2, gf;
8 := [solvefx - f{x} = O},
r:=op(l, s);
vr = evalffop(1, s));
Jprime := unapply(diffifix}, x), x);

p = fprime(r);
vp = evalf{fprime(r)};
oi ;= fir);

voi :— evalfifir});

Dprint(vr, voi, vp);

eqlg 1= unapply(p*(x - v) + oi, x);

gt .= plotfeqtg, a .. b, color = black);
ghl = plot(x -> x, a.. b, color = blue);
b2 ;= unapply(-x + ¥ + 0i, x);



gh2 := plot(b2, a.. b, color = yellow);
gf:=plotff, a.. b, color =red);

display(gt, gf’ gbl, gh2)
end

Dans 1'appel de cette procédure, le premier paramétre & donner est la fonction £, les 2 suivants
sont les abscisses extrémes de la fenétre observée.

ATTENTION : dans cette brochure, la tangente est en trait noir pointillé et toutes les autres courbes sont en trait
noir plein; sur I'écran, en revanche ; le graphe de f est en rouge, la *1*° bissectrice” en bleu, la seconde en jaune
et la tangente en noir.

Exemple 1: f{x) = 2/(1+3 x) sur [0,2]

On lit que f est décroissante, a un point fixe o tel que if (o) > 1.

7474152502, 7474152506, -1.252584750




Exemple 2: f{x) = 1/(1-+x%) sur [0,1.5]
On lit que f est décroissante, a un point fixe o tel que |f ()] < 1.
.6823278040, 6823278038, -.6353443924 /

Exemple 3 : f{x) = x* — x sur [-0.5,0.5]
On lit que f est décroissante, a un point fixe 0 tel que £’(0) = - 1.

0,0,-1.
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Exemple 4 : f{x) = 0.5 x - x* sur [-0.2,0.2]

On lit que f est croissante, a un point fixe 0 tel que 0 <f'(0} < L.

0,0,.5
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2} Graphe pour étudier la stabilité d'une fonction fautour d’un point fixe.
La deuxiéme procédure (boite) permet de dessiner une boite (c’est a4 dire un carré aux cités

paralléles aux axes) autour d’un point fixe ; on représente dans une fenétre (4 choisir) le graphe de f (a
choisir), le graphe de 1a droite y = x, qui coupe le précédent puisqu’on travaille autour d’un point fixe,
et la boite dont on choisit Ia largeur.

Ceci permet de visualiser le fait que I’intervalle correspondant a la largeur de la boite est stable ou
non. Ainsi cet intervalle est stable par f si et seulement si le graphe de f « sort » de 1a boite (& droite et
a gauche) par les ¢Stés verticaux.

Attention : les graphiques ne sont pas toujours représentés dans un repére normé, cela oblige a
interpréter les données visuelles en tenant compte de cette donnée. Le carré peut €tre représenté par un

rectangle par exemnple.



Texte de 1a procédure et exemples de sorties:
Procédure "boite” permettant de tracer un carré autour de la limite éventuelle:
boite :— proc(f a, b, I}
local s, r, bo, gbo, gbl, gf. ¢, d;
s := [solve(x - f{x) = W],

rr=op(l, s);
c:=r-1
d:=r+1

bo :=[[c cf, [c, d], [4 d], [d ], [c, c]];
gho = plotfbo, a .. b, color = green);
ghl :=plot(x -> x, a .. b, color = blue};
gf:=plot(f, a.. b, color = red);

display(gf, gbl, gho)
end

Dans I'appel de cette procédure, le premier paramétre 4 donner est la fonction, les 2™ et 3°™ les
extrémités de la fenétre et le dernier la demi- largeur L de 1a boite tracée autour du premier point fixe

de f trouvé dans la fenétre.
ATTENTION : dans cette brochure, la bofte est en trait noir pointillé, le graphe de f et la "1 bissectrice" sont

en trait noir plein; sur 'écran ; en revanche, le graphe de f est en rouge, la "1°™ bissectrice” en bleu, la boite en
vert.

Exemple 1 : f{x) = (2+x)/(1+x) sur [1.2,2.2], L= 0.2

On lit que f est décroissante, a un point fixe dans I'mtervalle et que celui-ci est stable.

22} v

/

18+




Exemple 2 : f{x) = (2+x)/(1+x) sur [-2.2,-1.2], L=0.2

On 1it que f est décroissante, a un point fixe dans l'intervalle et que celui-ci est non stable.

R — 2 -1 18 A4 12
o et j [ i
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Exemple 3 : f{x) = 1/(l+xj Zsur [-0.1,1], 1.=0.5

On lit que f est décroissante, a un point fixe dans l'intervalle et que celui-ci est non stable.

0.7+




Exemple 4 : f{x) = 1/(1+x%) sur [0,2], L= 0.5

On Iit que f est décroissante, a un point fixe dans l'intervalle et que celui-ci est stable.

24

15+

0.5+

0 05 i 15 2

Exemple 5 : f{ix) = (1+x)/(2+x) sur [-1.5,1.5], L=0.5
On hit que f est croissante, a un point fixe dans l'intervalle et que celui-ci est stable,

1.5+




Nous terminons la présentation de ces 2 premiéres procédures par une suggestion d'exercice :
compléter les 4 premiers exemples par nne étude de stabilité et les 5 suivants par une étude de Ia

valeur de la dérivée au point fixe,

3) Graphe pour étudier une suite récurrente . ; = fli,).

La troisiéme procédure (sirecu) permet de représenter a partir d’un terme initial v, {4 choisir) les n
termes suivants (n & choisir), sous forme de points (U, ,1,.).

On dessine, dans une fenétre calculée par 1’ordinateur a partir des données, le graphe de la fonction £
(& choisir), le graphe de la droite y = x, et alternativement,  partir de w;, le segment horizontal [y = u],
enire la courbe et la droite y = x, et le segment vertical [x = u;], entre la droite y = x et Ia courbe.

La fenétre est un rectangle ; les extrémités de sa projection sur I'axe des abscisses sont calculées &
partir des valeurs u; demandées, comme I'inf et le sup de celles-ci.

Ceci permet de visualiser les escaliers ou colimagons convergeant vers les points fixes de f ou
divergeant.

Attention : les graphiques ne sont pas toujours représentés dans un repére normé, cela oblige a

interpréter les données visuelles en tenant compte de cetie donnée.

Texte de la procédure et exemples de sorties:

Procédure "sirecu” permettant de tracer la suite (u,,u,4 ):
sirecy : = proc(g, u, nj
local i, j, a, b, M, N, L, H, GF, GL, GB;

x0:=u
Joritondoxi:=gx(i-1)) od;
forjtondo

Mj:=Mkg- 1) xj]:

Nj = [xg, xj};

Lj:=[Mj, Njf
od;

L= [seqop(L.j),j=1. n)]
H = [seqlop(l, Mj),j— 1. nf;
a ;= minfop(H)),
b := max(op(H));
GF := plot(g, a .. b, color = red);
GB :=plot(x -> x, a .. b, color = blue);
GL := plot(L, a.. b, color = green);
display(GL, GF, GB)
end

Dans 1'appel de la procédure, le premier parametre & donner est la fonction, le second le terme initial
1, et le dernier le nombre de termes a calculer.

ATTENTION : dans cette brochure, les escaliers et les colimacgons sont en trait noir pointillé, le graphe de fet
la "1%° bissectrice" sont en trait noir plein ; sur l'écran, en revanche, le graphe de f est en rouge, la "1°°

bissectrice” en bleu, les escaliers et les colimagons en vert.



Exemple 1: f{x)=0.5x - x* , & partir de 0.2, 10 termes

On voit une fonction croissante sur l'intervalle et un escalier " descendant”.

a.2+

0.5+

Q.14
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Exemple 2 : f{x) = 0.5 x - x* , a partir de - 0.2, 10 termes
On voit une fonction croissante sur I'intervalle et un escalier "montant".

0.2 <018 0.16 014 .12 0.1
T
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Exemple 3 : f{x) = 2/(143 x%), a partir de 1, 10 termes

On voit une fonction décroissante sur l'intervalle et un colimacon "déroulant”.

18
18+ 1
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Exemple 4 : f{x) = 1/(1+ x*), 4 partir de 1, 10 termes

On voit une fonction décroissante sur l'intervalle et un colimagon "enroulant",

14 Vs

-

0.9+




Remarque : on pourra déja mettre en relation pour ces 4 exemples les divers renseignements

obtenus par les procédures précédentes.

4) Autre représentation possible d'une suite u,

Nous avons écrit une quatriéme procédure qui permet de représenter la fonction qui 4 n associe u,:
I'axe des abscisses est celui des n et sur celui des ordonnées on lit Ia valeur de u,  Clest la procédure
bande, qui trace d'une part trois droites horizontales: y=Lim + e, y=Lim - e ety = Lim, ot Lim est la
limite éventuelle et e I'écart a cette limite et d'autre part les points (n,u,). Cela permet de visualiser trés
nettement le comportement de Ia suite et sa convergence ou non convergence, monotone ou non, vers
cette limite suspectée. Il n'y a pas ici de probléme d'échelle : celle de I'axe des abscisses dépend du
nombre de termes calculés, celle de l'axe des ordonnées des valeurs prises par la suite.

Texte de la procédure et exemples:

Procédure "bande" tragant la suite (n,u,):
bande ;= proc(f, w, n, I, e
local b, b, i, M, GP, GH, GB, GM, &, m;
o= unapplv(l + e, x);
b :=unapply(l - e, x);
x0:=u
m ;= unapphfl, x);
Joritondoxi:=fix.(i-1}); Mi:=[i xi] od:
MO := [0, x.0];
M := [seqiM.k k= 0. njf;
GP :=plotiM, x = 0.. n, style = point, symbol = cross,
color = red);
GH := plotth, 0.. n, eclor = green);
GB := plot(h, 0 ... n, color = green);
GM := plottm, 0 .. n, color = blue);
display(GP, GH, GB, GM)
end

Dans I'appel de cette procédure, il faut donner, dans Y'ordre, la fonction, le premier terme, le

nornbre de termes 4 calculer, la limite éventuelle Lim et enfin la demi - largeur de 1a bande, e.

ATTENTION : dans eette brochure, les droites extrémes sont en trait noir pointillé, la droite médiane est en trait
noir plein et les points sont des croix noires ; sur I'écran, en revanche, les droites extrémes sont en vert, la droite
médiane en bleu et les points sont rouges.

On comparera les 4 exemples suivants aux 4 précédents.

12



Exemple 1 ; fix)=0.5x-x* , 4 partir de 0.2, 10 termes, Lim = 0 et e = 0.05

On voit une suite décroissante qui "a I'air" de rester dans 1a bande.

024

Ao+

o
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Exemple 2 : f{ix) =0.5 x - x* , 4 partir de - 0.2, 10 termes, Lim = 0 et e = 0.05

On voit une suite croissante qui "a F'air" de rester dans la bande.
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Exemple 3: f(x) = 2/(1+3 x?'), a partirde 1, 10 termes, Lim= 0.7 et e = 0.05
On voit une suite formée de 2 sous-suites monotones et qui "ont I'air" de ne pas rester dans la

bande. 187

1.6+
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Exemple 4: f{x) = 1/(1+x?), 4 partir de 1, 10 termes, Lim = 0.45, ¢ = 0.05

On voit une suite formée de 2 sous-suites monotones et qui "ont l'air" de rester dans la bande,

1+
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H Convergence, divergence des suites récurrentes (u, = f(u,)) et points fixes de f.

Nous proposons une séquence de cing séances comprenant soit essentiellement des exercices soit
principalement une exposition de connaissances. Ces cing séances prévues sont les suivantes : les deux
premiéres utilisent des graphes tracés grice a Maple, et ont pour objectif de faire faire aux étudiants
des conjectures & partir des graphiques sur les relations entre les points fixes de f (existence, nature) et
Ia nature de la suite (selon le premier terme) ; la troisiéme séance penmet les mises au point théoriques
(théorémes et démonstrations), la quatriéme séance est une mise au point méthodologique et la
derniére séance propose des études de suites récurrentes variées (on étudie en particulier le cas ou fest
affine, et certains aspects du cas ot f est homographique). Nous indiquons pour les premiéres séances

les idées générales et leurs mises en ceuvre (scénarii, exemples de feuilles de TD).

A) Convergence , divergence et existence de point fixes pour une fonction f continue

Les idées générales (obiectifs A atteindre) sont les suivantes :

e donner divers exemples, dessinés par Maple (grice a la troisiéme procédure sirecu), de suites (u, =
f{u,1)) qui convergent ou non, et faire expliciter, quand f est continue, le rapport entre la convergence
de la suite et I’existence d’un point fixe de Ia fonction £,

L’image dynamique fournie par la procédure sirecu doit étre explicitée, la convergence est associce
visuellement dans cette représentation 4 un tassement des points (u,.,u,) autour d’un point fixe
(modele dynamique).

On s’arrange pour avoir des colimagons et des escaliers convergents, ce qui permet de ne pas
cantonner les représentations a des convergences monotones.

Objectif complémentaire : enrichir le stock des images des étudiants, les amener & associer, dans le
cas des suites récurrentes, point fixe et limite.

e puis faire trouver a partir de graphiques (et démontrer par la suite) que, si f est continue et sans
point fixe, toute suite (u, = f(u,)) diverge, quel que soit le premier terme (cela donne une condition
nécessaire de convergence pour les fonctions continues).

o Donner un exemple de convergence pour une fonction non continue sans point fixe.

Objectif complémentaire : distinguer « idée », « représentation » et « démonstration » (nécessaire).

La définition formalisée de la convergence d une suite doit étre rappelée pendant ce temps-la, avec
utilisation simultanée d’une représentation graphique différente, en termes de bande autour de la limife
(procédure bande).

On aborde certaines démonstrations, mais en indiquant qu’on y reviendra juste aprés, pour introduire

des moyens spécifiques pour un certain nombre de ces suites.

15



Une illustration : un exemple (scénario et feuille de TD
a) Le scénario
1) Une premiére partie « qualitative », pour introduire I'idée et le r6le des points fixes, rappeler

la définition formalisée et arriver aux démonstrations.
» Faire réfléchir les étudiants aux représentations graphiques possibles des premiers termes d’une
suite récurrente | on trace sur une droite (u,), dans le plan (n, u,), enfin (u, vy+1)-
e S’assurer du sens de la représentation graphique choisie (par exemple tracer les lignes
intermédiaires a ’envers, ou obliques et demander si c’est encore utile).
¢ Donner un certain nombre de graphiques (obtenus avec la procédure « sirecu ») de suites
récurrentes convergentes et divergentes, monotones ou non, et demander de caractériser la limite des
suites qui « ont I’air » de converger en utilisant la fonction f (avec le point fixe).

On présente des exemples de types vatiés :
- spite convergente monotone, escaliers, f continue, deux exemples : f{x) = 0.5 x + I, f{x) =I-
V(+Hx+1?)
- suite convergente, colimagon, { continue, un exemple : f{x) = 1/(1+x%)
- suite divergente, f continue avec point fixe, un colimagon et un escalier : f{x) = 2/(1+3 x%) et f(x) =
0.5x-1
- suite divergente, f continue sans point fixe : f(x) = 1+x*
- suite convergente, f non continue, { sans point fixe : f{ix) =0.5 (x + E(x) + a), aveca=0, 1 ou2
o Rappeler la définition formalisée de la convergence, illustrer graphiquement en terme de bande (a
1a main, puis sur I’ordinateur, avec une autre représentation graphique).

ii) Une deuxiéme partie, comportant des démonstrations : rappeler que les représentations aident

mais ne démontrent pas.
o Une condition nécessaire pour une fonction continue : P’existence d’un point fixe. Démontrer que si
f est continue et n’a pas de point fixe, toute suite récurrente (u, = f(u,.1)) diverge (on traitera avant ou
apreés le cas particulier ci-dessus).
o Faire établir que la condition n’est pas suffisante (démontrer que la suite ci-dessus illustrant ce cas
converge) : suites convergentes définies 4 l'aide d'une fonction non continue avec ou sans point fixe.
e Reprendre une 4 une les antres suites mtroduités dans la premiére partie et démontrer ce qui se fait
facilement, ou qu’on ne poutra pas faire autrement que directement, en indiquant justement qu’il y a

des moyens spécifiqgues pour économiser le travail dans certains cas, moyens qui vont tre vus ensuite.

16



b) Feuille de TD 1:1er travail sur les suites récurrentes: diverses représentations et mise en

évidence du rile de I'existence des points fixes.

A, Comment représenter graphiquement les premiers termes d'une suite récurrente définie par ug et
g1 = fuy) 7 Réfléchir & partir de 'exemple fix)=0.5x+1,u5=0etn=10.

B. Etude d'exemples (voir Annexe 1) :

On donne les graphes de 10 fonctions numérotées de 1 & 10 et des représentations graphiques de
suites récurrentes obtenues 4 partir de ces fonctions avec plusieurs choix du premier terme, numérotés
la, 1b,...2a, 2b ...( représentations réalisées grace a la procédure Maple sirecu). Sauf cas particuliers,
on a demandé les 10 premiers termes. Attention aux €chelles en abscisse et en ordonnée: les repéres,
orthogonaux, ne sont pas toujours normes |

1. fx)=05x+1 la:uy=0; lb:y=1; Ic:uy=3

2. f{x)=1-1(1+(1+x)’ 2a:1y=0; Zb:wy=2; 2c:ug=-15

3. f(x)=1/({1+x°) 3a:1,=0; 3b:my=1; 3cruy=-1

4, fx)=0.5x-1 da:u=05 4db:u=1; 4dc:u=15 4d:uy=18
de:uy=17 4f:u=175 4g:u =177

5. fix)=1.5x-1 Sa:uy=1; Sh:u=3

6. f(x)=2/(1+3x") 6a:uy=05; 6b:uy=1

7. fix)= 1+x72 Ta:uy=10; Th:uy=3

8. fix)=0.5(x+E(x)+1) Ba:up=4; 8b:u;=4.5

9. f{x)=0.5(x +E(x)+2) 9a:u,=4; 9b:uy=4.5

10. fix) =0.5 (x +E(x)) 10a:u=4.5; 10b:uy=39

1. Retrouvez le mode de représentation choisie.
2. Donnez une description des fonctions et des suites, en précisant vos critéres. Lorsque ces
suites "ont I'air" de converger, essayez de caractériser la limite 4 I'aide de la fonction £
3. On reprend les exemples 7:
a. Essayez de dégager une propriété qui explique la situation.
b. Propriété générale a démontrer (donnée par l'enseignant).
¢. Vérifiez que l'exemple 7 reléve bien de cette propriéte.
d. Cetie condition est-clle suffisante ? (revenir amx exemples).

4. Etudiez les exemples 8, 9, 10. ( travail sur la continuité).

C. On compléte les graphiques d€ja donnés (voir Annexe 1bis).
1. Quel est ce nouveau mode de représentation ?
2. Etudiez systématiquement les exemples 1 4 6 : dans le cas ou les graphes permetient de faire
une conjecture, essayez de trouver des idées de preuves de la convergence ou de la divergence des
suites.

D. Bilan: ‘
Ecrire une condition nécessaire de convergence pour des fonctions continues.
Ecrire la définition formalisée de la convergence d'une suite et faire une liste des démonstrations
possibles de convergence.
L'idée est de trouver des critéres spécifiques de convergence.
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B) Convergence, divergence et nature des poinis fixes de la fonction f (continue, ou méme dérivable)
Les idées générales et les objectifs sont les suivants :

e Faire associer visuellement convergence, intervalle de stabilité et point fixe atiractif (valeur absolue

de la dérivée plus petite que 1). Méme chose avec point fixe répulsif.

Les procédures infer et boite permeitent d’étudier un point fixe (valeur de Ia dérivée avec infer,
stabilité avec boife). 1La procédure sirecu permet d’avoir une idée de la convergence (avec le probléme
résolu par le prof du choix du premier terme).

o Donner des exemples de fonctions croissantes et décroissantes, et associer la nature probable des

suites a ce caractére de la fonction.

Une illustration : un exemple de scénario et de feaille de TD (n°2),

a) Scénario:

La premiére question permet de rappeler les résultats précédents, ef de remetire en mémoire les
graphes déja étudiés.

La deuxiéme question, qui est trés importante dans la démarche suivie, doit amener les étudiants &
associer visuellement convergence (ou divergence), intervalle de stabilité (grace a la boite autour du
point fixe), valeur de la dérivée au point fixe (on peut comparer 4 1 la valeur absolue de la dérivée
grice aux dessins des bissectrices des axes).

La troisiéme question est un premier travail un peu systématique (généralisant ce qui vient d’étre

fait) autour de la nature des points fixes, qui mélange les deux points de vue graphique et numérique.
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b) Feuille de TD 2 : convergence d'une suite récurrente définie par u,.;= f(u,) et nature des
points fixes de la fonction £

1) On reprend les exemples 1 a2 6 du TD1:

1f{x)=05x+1 la:ug=0; Ib:uy=1; Ic:ug=3

2.4(x) = 1-1(1+(1+x) 2a:uy=0, 2b:u=2; 2c:u=-1.5

3.6(x) = 1/(1+x%) 3a;u,=0; 3b:u=1: 3c:up=-1

4.f(x)=0.5x3—1 4a =05 4b:uy=1; 4d¢c:mp=15 4d:u=18
de:uy=17 4f:u=175 A4g:uy=177

5.6x)=1.5x-1 Saiuy=1; 5bruy =3

6.£(x) = 2/(1+3x%) 6a: uy = 0.5; 6b:ug=1

Monirez que ce sont des fonctions continues qui admettent un ou des points fixes.

2) a) Pour I'exemple 4 et 'exemple 6, voici des représentations de la fonction an voisinage d'un
point fixe obtenues a l'aide de 2 procédures Maple : infer qui trace quatre courbes (le graphe de £ Ia
1% hissectrice”, la paratiéle 3 la "2°™ bissectrice” passant par le point fixe et la tangente au graphe de

p grap
" ére

f en ce point fixe), hoife qui dessine le graphe de f] la bissectrice” et une boite carrée autour du

"1%° bissectrice" (attention : le carré peut ne pas I'étre en

point fixe dont une diagonale est portée par la
raison des échelles différentes sur I'axe des abscisses et 1'axe des ordonnées). (voir annexe 2)

Quelles propriétés de f au point fixe pouvez-vous lire sur ces représentations en terme de dérivée et

d'intervalle de stabilite ?
b) On donne ces mémes représentations pour les autre exemples.(voir annexe 2) Cherchez
s'il v a un lien apparent entre convergence, divergence et allure du graphe de f au voisinage du point
fixe. Quelles conjectures pouvez-vous faire ?
3) On définit les notions de point fixe attractif et de point fixe répulsif pour une fonction
continue f:

Un réel o est un point atfractif powr f §'il existe un voisinage V(o) tel que pour tout up de V(o) la
suite récurrente u,.;= f{u,) de premier terme u, converge vers d.

Un réel o est un point répulsif's'il existe un voisinage V(o) tel que, pour tout uy de V(o) différent
de o, il existe un rang p tel que le terme u, de la suite récurrente 1,1~ f{u,) de premier terme u, ne
soit pas dans ce voisinage V{a).

a) Montrez que si le point fixe o est répulsif, la suite u,= f{u,) ne peut converger vers o
sauf si elle est stationnaire et égale 4 o 4 partir d'un certain rang.

b) Réécrire les conjectures précédentes avec ce vocabulaire.

¢) Faire le graphe d'une fonction continue croissante ayant 2 points fixes : peut-on deviner la
nature de ces points fixes 7

d) Méme question pour une fonction continue croissante ayant 3 points fixes ?

e) Peut-on donner la nature de 2 points fixes consécutifs pour une fonction quelconque ?

) Tout point fixe est-il attractif ou répulsif ?

4) Bilan: si une fonction continue a des points fixes dont on connait la nature, on peut conclure

sur la convergence des suites récurrentes issues de points d'un certain voisinage de ces points fixes.
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C) Mises au point théarigues et méthodologiques

Les deux séances suivantes consistent i revenir systématiquement sur ce qui a déja été faif, tant sur
le plan des théorémes (et de leurs démonstrations) que sur le plan méthodologique. La premicre de
celle-ci peut étre congue comme un complément de cours. Pour la deuxiéme en revanche, ce sont les
étudiants qui sont chargés de mettre au point une méthode d’étude pour ce type de suites, en intégrant
les graphiques que Maple peut leur fournir. Cette derniére séance est trés importante dans la démarche

suivie, pour permetire une appropriation de ce qui a ét¢ fait.

a) Feuille de TD 3 : Théorémes sur la détermination de Ia nature des points fixes d'une fonction
f réelle au moins continue
1) Cenditions suffisantes d'existence de point fixe attractif sur un intervalle.

Théoréme 0. Si f est une fonction réelle continue, définie sur un intervalle I fermé borné stable, si de

plus f est croissante, alors il existe des points fixes de f dans I et toute suite récurrente u,.= f(u,) de
premier terme dans I est convergente.

Remarque: il peut v avoir des points fixes répulsifs dans L.

Ce théoréme résulte du théoréme des valeurs intermédiaires et de celui sur les suites monotones
bornées. Attention : une suite u,.,= f{u,) peut étre décroissante, siug > u;.

Théoréme 1.Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I fermé stable, sur lequel elle est

contractante de rapport k (k<1). Alors il existe un unique point fixe de f dans I et ce point est attractif.
Toute suite récurrente u,.,= f{1,) de premier terme dans I converge vers ce point fixe.

MAIS en général on ne connait pas I.

L'existence, I'unicité et la convergence résultent par exemple du caractére contractant de f ,qui
permet de montrer que la suite (u,) est de Cauchy en la comparant 4 une suite géométrique.

Théoréme 2. Soit f définie sur un intervalle I fermé borné stable sur lequel f vérifie , pour tout x et
tout y de I, |Ax)-f(y)| < |x-yl . Alors il existe un unique point fixe et ce point est attractif. Toute suite
récurrente u,:,= f{u,) de premier terme dans I converge vers ce point fixe.

MALIS en général on ne connait pas L.
L'existence résulte du théoréme des valeurs intermédiaires, I'mmicité de l'inégalité stricte et la

convergence est due a la compacité de I'intervalle L

2) Conditions suffisantes d'attractivité pour un point fixe sur un intervalle
"Théoréme 3 . Soit f une fonction réelle de classe C; sur un intervalle I, ayant un point fixe « dans I
tel que {f{a) < 1. Alors aest un point fixe attractif de f.
Il existe un voisinage (inconmu) de o tel que toute suite récurrente u,.= f{u,) de premier terme

dans ce voisinage converge vers d.
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Théoréme 4 .(dil a D. Perrin) Soit f une fonction réelle de classe C1, monotone, définie sur [a,b] et a
un point fixe de f dans [a,b]. On suppose que [f ] < 1 sur ce méme intervalle. Alors on peut déterminer
un intervalle stable I autour de o : si f est croissante, I = [a,b] et si f est décroissante, I = [a,f{(a)] ou
bien I = [f(b),b].

C'est le seul cas ol on explicite un intervalle stable.

3) Liens entre ces théorémes:
a) La CS du théoréme 3 implique que les hypothéses du théoréme 1 sont vérifides.
b) Comparer les hypothéses des théorémes 1 et 2.
¢) Réfléchir aux moyens d'obtenir les hypothéses du théoréme 1.
d) Reprendre les exemples 1 4 6 du TD1 en essayant d'utiliser les théorémes précédents.
¢) Peut-on toujours déterminer la nature des points fixes d'une fonction f dérivable ?

4) Exploration de certains cas oti la dérivée au point fixe vaut 1 ou —1.
a) Cas ol la dérivée au point fixe vaut 1 :

I y a quatre possibilités de graphes au voisinage d'un tel point fixe o

Exemple 1 : f{x) = x (1-x) ou encore f(x)=x ™, a=0.

Exemple 2 ; f{x)=¢e*-1,a=0.

Exemple 3 : f{x) =sinx, a=0.

Exemple 4 : fx)=x"+x, a=0.

b) Cas ou la dérivée au point fixe vaut -1 :
11 est difficile d'énumérer tous les cas possibles !

Exemple 1 : f{x) =% (x-1), a =0

Exemple 2 : f{x) =2/(1+%) , o= 1.

Exemple 3 : f{x) = x* - b x™x, ou b est un paramétre (0 et b sont des points fixes)

5) Bilan : a) Si tous les points fixes sont répulsifs, aucune suite ne peut converger sauf les

suites stationnaires.
b) S'il existe un seul point attractif, les suites qui convergent ne peuvent converger
que vers ce point attractif. Mais comment choisir le premier terme de la suite u,.,=f(u,) pour que la

suite converge : le probléme est de déterminer le domaine d'attraction de ce point attractif.

b) Feuille de TD 4: mise au point d'une méthode d'étude des suites récurrentes.

L'idée de cette séance est de laisser les étudiants sans directive et de rassembler les différentes
productions pour en tirer des éléments de méthode. On sattend & voir proposer au moins : une étude
graphique et numérique de la fonction f (points fixes et nature de ces points fixes), une exploration
pour trouver des intervalles de stabilité autour des points fixes attractifs, si f est croissante une

utilisation du théoréme sur les suites monotones bornées. ..



D} Applications de ce qui précéde
Le but de cette séance est de mettre en ceuvre les éléments de méthode élaborés précédemment.

Feuille de TD 5 : exploration systématique
On peut penser proposer I'étude de suites récurrentes particuliéres comme ug.; = €xp (u,) ouu

w1 =a/ (1 + exp (buy))... ou bien proposer quelques études plus systématiques comme le cas des
suites définies par des fonctions affines ou des fonctions homographiques.

Le cas des fonctions affines s'explore totalement de plusicurs fagons (en utilisant le théoréme 4
ou par des méthodes élémentaires pour se ramener 3 des suites géometriques).

Dans le cas des suites homographiques, on peut faire établir plusieurs résultats : par exemple, si
on éerit f{x) = (a2 x + b) / (¢ x + d), demander de trouver une CNS sur les coefficients (a, b, ¢, d) pour
que f ait 2 points fixes distincts o et B, montrer qu'alors £ '(cr) £'(B) = 1, en déduire qu'en général un
des points fixes est attractif et l'antre répulsif, étudier l'ensemble K des valeurs réelles a partir
desquelles la suite de premier terme dans K n'est pas définie, montrer que si uy n'est pas dans K la suite
{u,) converge vers le point fixe aitractif...

Une autre idée est de faire étudier les suites définies a partir de la famille de fonctions du second
degré f(x) =ax (1 —x), ol a est un paramétre qui selon sa valeur va permetire une premiére rencontre
avec le "chaos" (voir I'exemple 1 du paragraphe 5a du TD 3).

Enfin, on peut aussi étudier des suites provenant de modélisations physiques. Par exemple, des
relations de récurrence, issues d'une modélisation de circuits électriques formés de n cellules ot on
calcule la résistance globale du circuit, fournissent des suites du type suivant :

Ry = a+ W{(U/byH1/R,)) ou Rpsy = M((1/b)+(1/ atR,))

R = a2 + 1/((1/b)H1/(a/2 +R,))) ou encore R, = 1/((1/2b)+(1/ (a+ 1/((1/2b)H1/R. D).
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IIT Vitesse de convergence : quelques pistes

a) Les idées générales

1) En s’aidant cette fois-ci d’un tableau de nombres établi avec Maple, donner une idée de ce
qu'est une vitesse de convergence en comparant les valeurs des termes successifs de suites (non
récurrentes) de limite nulle.

2) Retour anx suites récurrentes : reprendre des graphes précédents, avec des suites monotones
convergentes, et essayer de mettre en rapport vitesse de convergence et « hauteur » des marches de
« I’escalier » dessiné par sirecw, donc vitesse de convergence et valeur de |£°(a)} oni a est le point fixe

limite.

b) Feuille de TD 6 . étude de la vitesse de convergence des suites u,= g(n) et des suites
récurrentes = flu,).
I)  Exemples de vitesse avec des suites de la forme u,~ g(n).

a) Voici des fonctions simples qui ont pour limite 0 quand la variable tend vers co:
go(x) = 1, gy(x) = 1/Ln(x) , ga(x) = 1x, ga(x) = VLa(La(x)) , ga(x) = Ux,
gs(x) = 1/(x Ln(x)) , gs(x) = 0.1°, g5(x) = 0.9 7, ge(x) = €™, gol(x) = 0.9, gio(x) = 0.17* .
Vérifiez cette assertion.

b) On donne des tableaux des valeurs prises par ces fonctions pour des n allant de 2 a 100
éventuellement. Comparez-les valeurs de n pour lesquelles ces fonctions sont inférieures 4 10 107
¢) Classez ces fonctions d'aprés le critére de rapidité de convergence vers 0,

2) Exemples de vitesse de convergence de suites u,.;= flu,) qui se raménent & des suites u, = g(n)
(exemples dus a M. Rogalski)

a) Pour les fonctions suivantes, vérifiez que 0 est un point fixe, calculez explicitement u, en
fonction de n et en déduire la vitesse de convergence, c'est a dire comparez avec les fonctions g du
paragraphe précédent:

fo(x) = XA(1+x) ; Hix) =x/2 ; Hx) =x2; H{(x) =20 six 20 et 0six = 0;
£4(x) = x/(1+x" N on o > 0 ; (%) = VLn(1+e"™) six 2 0 et 0 six =0.
Ces 6 exemples sont immédiats et motivent des conjectures on des réflexions sur les 3 cas:
£(0)=0,0<|£0) <1 etlf'()] =1.

b) Voici encore deux exemples, plus difficiles :
f5(x) = x/In(1/x) si x > 0 et 0 si x = 0: £(0) = 0 mais f "(0) n'existe pas. Encadrez u, par des suites
de la forme (1/n")”.
£2(x) = x - exp(-exp (1/x)) : u, décroit vers 0 mais, pour tout ¢t > 0, on peut minorer u, par
¢o/(Ln n)* ot ¢, > 0.

3) Vers un peu de théorie et une idée d'accélération de convergence.
On peut compléter le théoréme 1 du TD 3 par la vitesse de convergence en k', utiliser les
développements de Taylor au voisinage du point fixe pour préciser la vitesse, évoquer la méthode
d'Attken pour accélérer la convergence ...
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[ STUDENT > girecul{x->»0.5%xz+1,0,10};

16+

18

sl
-

X
-
S
-
o

04 06 08

[ STUDENT > sirecu{x->0.5%z+i,1,10);

1.4+

1.2+

1.2 1.4 16 R}

T2



Ezﬂe,mP\L Ae

28+
26t
244

22+

[ STUDENT > girscou{z->0.5%x+l,3,10);

28

27

Y

28

-



AN NEXE A
E‘M—W\P\& 2

10

r STUDENT > plot{x~>1-1/{i+{x+1}52),-10..10,color=rad);

0.8

0.6




Eve mple 2 al

0.7+

0.6t

PESS

03+

0.2+

01

[ BTUDERT > sirecui{x->1-1/{i+{x+1)"*2},0,10);

Btewpgle 2 '

18+
184
1.4+

1.2+

01

2

0.3

04

[ STUDENT > sirveco(x->1-17{l+{=+1}°2).2,10);

a5

06

0.7

[



TXe v \(;\e_ o M

[ STUDENT > sirzacu{z->1-1/{1i+{x+1}"2),~-1.5,10};

1
S ~
-1E . 1 e 05 / 0:5 ~
daos
1
+15

T6



ANvEXE A
E‘z&L\M !p\&-w )

[ STUDENT > plot{z->1/{i+x"2},-10..10,color=rad}

0.2+

T %+



E\{@m p\L Do

T STUDENT > sirecu(x->1/{il+x"2},0,10};
1 __l\\\\
\\-\\\
.
T
RNy

0.8
06|
0.4+
0zt

0 0z 04 o8 08 1

'E_ﬁ(e_w\.r)\e_ > b
[ STUDENT > sivecu{x=->1/{l+x"2},1,10);

44
(W28
0.8 SR

\\\
.
\_\\
0.7+ i
s \\

06t -
0.5 L I 1 Iy i

05 o8 07 05 09 1



Exaw?

\e_ %C_._

[ STUDENT > givecu{z->1/{l+x*2},-1,10};

-~ ,__“—4__‘\‘\
\\
R
e,
-~ ]
7 i
/ i i
a5
1 o8 06 04 02 0 02 0.4 05 08
-+05

I3

A




ANNERE A
EﬁqunkFAz_E;
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08 08

02
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T a
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T STUDENT > inter {x->1/{L+x*2},0,1}:

1.2+

04+

0.2+

.6823278040, .6823278038, - 6353443924

ol 02 04 06

[ STUDENT > boite {x->1/{1+x°2),0,1,0.2);
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2.8+
0.6+
041
0.2+
o : i | foo e —
02 04 08 0.8 1
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T STUDENT > inter{x~>2/{1i33%x2°2),0,1};
JFATA152502, 7474152506, -1.252584750
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STUDENT > inter(x“>0u5*{x+floor{x}},1.5,4.5);
L Brror, (in floor} filoor is not differentiable at x+I*y, x+-y integral

T STUDENT > boite{x->0.57 (x+floor{x}),2.5,4.5,0.2);

4.5
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TITRE :

UNE INTRODUCTION DES SUITES RECURRENTES
UTTLISANT MAPLE (DEUG 1)

AUTEUR :

JACQUELINE MAC ALEESE
ALINE ROBERT

RESUME

Cette brochure présente une introduction des suites récurrentes (au miveau DEUGI). Cing
séances de TD sont proposées, précédées de leurs objectifs développés. Les deux premiéres
séances utilisent divers graphiques obtenus avec Maple (les procédures correspondantes sont
indiquées) : tracés du graphe de la fonction concemée, des 2 « bissectrices » des axes, de la
tangente au point fixe étudié, d’une boite autour du point fixe, des escaliers ou colimagons
associés aux points (u,, f (u ) etc...
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