DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES A L'TEMERGENCE DU CONCEPT

DE GROUPE

Martine BUhler

En 1770 et 1771, Lagrange public dans les Mémoires de L'dcadémie Royale des Sciences et des Belles-
Lettres de Berlin un important mémoire intitulé Réflexions sur la résolution algébrique des équations. 11 s'y
interroge sur "chec des mathématiciens dans la résolution des équations de degré supérieur ou égal & 5. La
voie sembiait pourtant tracée 4 partir des remarquables succes de Cardan (Ars AMagna 1545) et Ferrari pour les
degrés 3 et 4, qui avaient jusque-la résisté aux efforts. Lagrange ne cherche pas de nouvelles méthodes de
résolution : il s'interroge sur les raisons pour lesquelles les méthodes efficaces pour les degrés trois et quatre
sont inopérantes pour des degrés plus éleves. Cet article a pour objectif d'étmdier en détail de larges extraits du
mémoire de Lagrange. Il doit beaucoup au travail remarquable effectué par IP. Friedelmeyer et je conseille
vivement aux lectrices et aux lecteurs que le sujet intéresse de lire la brochure de 'APM.E.P, Fragments
d'histoire des mathématiques III "Emergence du concept de groupe”, 4 laquelle j'ai d'ailienrs emprunté le titre
de l'atelier. Elles ou ils y trouveront un exposé éclairant et complet de I'histoire de la résolution des équations.
Mon objectif ici, plos modeste, est de faire comprendre les idées de Lagrange, en espérant que la lectrice ou le
lecteur y trouvera le méme plaisir que moi.

Comme Lagrange, nous considérerons que nous savons résoudre une équation polynomiale si des
changements de variables raménent cetfe résolution & celles d'équations "bindmes" du type Y" = « oun 4 des

¢quations de degré inféricur dé&jd "résolues”, sans nous poser de questions sur P'extraction algébrique d'une

racine ni€™M€ d'un nombre o qui peut &tre complexe. C'est bien un tel changement de variable qui permet de

résoudre la foute simple équation de degré 2 :

b s e s
En posant X = x+ 3 On se ramene 4 une équation bindme,

L'introduction du texte présente les progres de l'algébre au dix-huitiéme siécle, mais aussi ses limites.
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La théorie des éguations est de toutes les parties de I'dnalyse celle qu'on et cru devoir acquérir les
plus grands degrés de perfection et par son importance et par la rapidité des progrés que les premiers
inventeurs y ont fait ; mais quoique les Géométres qui sont venus depuis n'aient cessé de s'y appliquer, il s'en
Jfaut de beaucoup que leurs efforts aient eu le succés qu'on pouvait désirer. On a & la vérité épuisé presque tout
ce qui concerne la nature des équations, leur fransformation, les conditions nécessaires pour que deux ou
plusieurs racines deviennent égales, ou aient entre elles une relation donnée, et la maniére de trouver ces
racines, la forme des racines imaginaires, et la méthode de trouver la valeur de celles qui, guoique réelles, se

présentent sous une jorme imaginaire, efc.

A légard de la résolution des équations littérales, on n'est guére plus avancé qu'on ne I'éiait du temps
de Cardan, qui le premier a publié celle des équations du troisiéme et du quatriéme degré. Les premiers succés
des Analystes italiens dans cette matiére paraissent avoir été le terme des découvertes qu'on ¥ pouvait faire ;
du moins est-il cerfain que toutes les tentatives qu'on a faites jusqu'a présent pour reculer les limifes de cette
partie de I'dlgébre n'ont encore servi qu'a frouver de nouvelles méthodes pour les équations du troisiéme ef du
quatriéme degré, dont aucune ne parait appiicable, en général, aux équations d'un degré plus élevé.

Je me propose dans ce Mémoire d'examiner les différentes méthodes que l'on a trouvées jusqu'a présent
pour la résolution algébrique des équations, de les réduire & des principes généraux, et de faire voir & priori
pourquoi ces méthodes réussissent pour le troisiéme et le quatriéme degré, et sont en défaut pour les degrés
uliérieurs.

Cet examen aura un double avantage : d'un coté il servira & répandre une plus grande lumiére sur les
résolutions connues du troisiéme et du quatriéime degré ; de l'autre il sera utile & ceux qui voudront s'occuper
de la résolution des degrés supérieurs, en leur fournissant différentes vues pour cef objet et en leur épargnant

surtout un grand nombre de pas et de tentatives inutiles.

L'idée fondamentale de Lagrange est que, pour progresser désormais, il ne famt pas chercher des
méthodes nouvelles mais commencer par s'interroger sur les méthodes efficaces pour les équations du troisiéme
et du quatriéme degré. POURQUOI les changements de vatiables utilisés dans la résolution de ces équations
permetient-ils de résoudre, d'abaisser le degré des ¢quations proposées ? Lagrange eifectue ce travail pour
toutes les méthodes connues & l'époque ; nous nous contenterons d'examiner en détail la méthode "de Cardan”
pour le troisiéme degré et celle "de Ferrari" pour le quatriéme degré, afin de comprendre quelle est 1a raison

profonde de l'efficacité de ces méthodes.

1. Comme la résolution des équations du second degré est trés facile et n'est d'ailleurs remarquable que
par son extréme simplicité, j'entrerai d'abord en matiére par les équations du froisiéme degré, lesquelles
demandent pour étre résolues des artifices particuliers qui ne se présentent pas naturellement.

Soit done l'égquation générale du froisiéme degré

%% +mx? +nx+p=0,
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et comme on sait qu'on peuf foujours faire disparaitre le second ferme de foute équation en augmentant
ses racines du coefficient du second terme divisé par l'exposant dy premier, on pourra supposer d'abord, pour
plus de simplicité, m = 0, ce qui réduira la proposée & la forme

X +mx+p=0.

C'est dans cet état que les équations du troisiéme degré ont été d'abord traitées par Scipio Ferreo et par
Tartalea, a4 qui I'on doit leur résolution ; mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus
naturelle pour y parvenir me parait étre celle que Hudde a imaginée, et qui consiste & représenter la racine
par la somme de deux indéterminées qui permeitent de partager l'équation en deux parties propres & faire en
sorte que les indéterminées ne dépendent que d'une équation résoluble & la maniére de celles du second degré.

Suivant cette méthode on fera donc x=y+2z , ce qui étant substitué dans la proposée la réduira a
celle-ci

v +3ytz+z2 +nly+2)+p=0,
gu'on peut mettre sous cette forme plus simple

y? 42 -5-(y +2)3yz+n}+ p=0.
Qu'on fasse maintenant ces deux équations séparées

y3+z3+p=0

3yz+n=0
on aura
I3
Z = —
3y
et, substituant dans la premiere,
3
3 R
y - +p=0,
27y°

c'est-g-dire

6 3 A
+ —— =),
Yy +py 27

Cette équation est & la vérité du sixiéme degré, mais comme elle ne renferme que deux différentes
puissances de l'inconnue, dont 'une a un exposant double de celui de Uautre, il est clair gu'elle peut se

résoudre comme celles du second degré. En effer, on aura d'abord

el de la

Ainsi l'on connaitra y et z, et de la, on aura

i
x=y~§~z=y—§
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2. Il se présente différentes remarques a faire sur cette solution. D'abord il est clair que la quantité y
doit avoir six valeurs, puisqu'elle dépend d'une équation du sixiéme degré ; de sorte que la quantité x aura
aussi six valeurs ; mais comme la quantité x est la racine d'une équation du troisiéme degré, on sait qu'elle ne
peut avoir que trois valeurs différentes ; donc il faudra que les six valeurs dont il s'agit se réduisent & trois,

dont chacune soit double. C'est aussi de quoi on peut se convaincre par le calcul, en éliminant y des deux

équations

3

6 3 ¥ n
-0, x=y-
y +py 7 ¥ 3y

Le calcul aboutit alors . (x3 + 1+ P)z =0

C'est pourquoi x prend "six valeurs qui se réduisent & trois”.

On peut également voir comment les six valeurs de x se groupent deux par deux en examinani de plus

3
prés la fagon dont on les obtient. y &tant une racine de y® + py° ——72% =0 (1), on obtient une soltion x de

T%quation initiale (E) par : x = y——;——. Or, si vy est solution de (1), :z=—31 en est une autre car
¥ Y

6 3 3 3 3
S U Sy [ S s (n EJ +py* +y° [=0. On obtient alors comme solution de (E)
3y 3y A

I—— Em———————— = y—%, c'est-d-dire la méme sohrtion que précédemment. Mais Lagrange ne

s'arréte pas la.
5. L'équation du sixiéme degré

6 3 n’
+ ~—=0
y orpy 77

s'appelie la réduite du troisiéme degré, parce que c'est a sa résolution que se réduit celle de la
proposée e+ p=0.
Or nous avons déja vu plus haut comment les racines de cette derniére équation dépendent des racines

de celle-td ; voyons réciproguement comment les racines de la réduite dépendent de celles de la proposée.

2 3
. p 4 n
Soit y = 3 -S4 F—t—
Y \/ 2 4 27
Les anires racines de la  réduite somt, avec les potations de  Lagrange,

R . . e i
y'=ay, y'=py,z= __n_’ Pt =l et B sont les racines cubiques de I'nnité différentes de 1.

3y 3y|’ 3.}/"
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Les trois racines de la proposée sont alors © @ = y—— b= y'——— =y ——— ¢ = P T =py- |
3y 3y 3oy 3" 3Py
Le calcul de a—b et a~c et I'dlimination de 3i entre les expressions obtenues donne : y= a+pb- Bz toc
ad

T

Lagrange échange alors les rdles de «r et #(il n'a jamais précisé lequel était e:zrg ) et obtient :
_a+ab+fe
==
6. On voit d'abord par cette expression de y pourquoi la réduite est nécessairement du sixiéme degré ;
car comme cette réduite ne dépend pas immédiatement des racines a, b, ¢ de la proposée, mais seulement des
coefficients m, n, p, ot les trois racines entrent également, il est clair que dans Pexpression de y on doit
pouvoir échanger a volonté les quantités a, b, c entre elles ; par conséquent la quantité y devra avoir autant de
valeurs différentes que !'on pourra en _former pay toutes les permutations possibles dont les trois racines a, b, ¢
sont susceptibles ; or on sait par la théorie des combinaisons que le nombre des permutations, c'est-a-dire des
arrangements différents de trois choses, est 3.2.1 ; donc la réduite en y doit éive aussi du degré 3.2.1., c'est-¢-
dire du sixiéme.
1l y a plus : la méme expression de y montre aussi pourquoi la réduite est résoluble & la maniére des
équations du second degré ; car il est clair que cela vient de ce que cette équation ne renferme que les

puissances ¥ et Y° , c'est-d-dire des puissances dont les exposants sont multiples de 3 | en sorte que, si r est

une des valeurs de y, il fuut que or et fr en soient aussi & cause de a® =1 et [33 =1 ; or c'est ce qui a lieu

dans l'expression de y trouvée ci-dessus. Pour le faire voir plus aisément nous remarquerons que p= o? | car,

puisqu'on a af =1 ef o —~1=0, on aura aussi of = ol | et de la B a? ; de sorte quee l'expression de y

pourra se metitre sous cette forme

_atob +ole
3 .

d'on, en faisant toutes les permutations possibles des quantités a, b, ¢, on tire les six valeurs suivanies

_atob +a’le
3

_ a+oc+o’h
3

B b+aa+o¢2c
3

_ b+oc+o’la
3

_ctab +a’la

3

_ croa+a’h
3 ,
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qui seront les six racines de la réduite. Maintenant si I'on multiplie la premiére par o, et ensuite par f§

2 . 3 , croa+o’h broc+ala ) =

ou par @& “, on aura, & cause de w” =1, cesdewx-ci y= 3 ef y= 3 , qui sont la sixiéme
, - R b+oa+alc
et lo quatriéme ; et si l'on multiplie de méme la seconde par o et par a”, on aura y :—3-——

2
c+ob+aa , - L . . . .
= T qui sont la troisiéme ef la cinguiéme. Il en sera de méme si Von multiplie la troisiéme et la
quatriéme, ou la cinguiéme et la sixiéme par « et par o’ car on aura par la également toutes les autres.
Ainsi donc on comprend pourquoi le changement de variable proposée méne 4 une réduite qu'on sait
résoudre ; en fait, on a augmenté e degré de l'équation, passé de 3 4 6, mais scules les puissances 3 et 6 de y
intervenant, on peut résoudre cette réduite a la maniére d'une équation du second degré. En analysant les autres

méthodes connues pour résoudre les équations do troisiéme degré, Lagrange s'apercoit qu'elles reviennent

toutes & prendre comme nouvelle inconnue, soit y=a-+ob+ ale,

soit y3 = (a +ab -z—oczc)3 {ou des quantités proportionnefles 4 celles-ci). Il conchut (avec un changement

de notations: les trois racines g, b, ¢ de la proposée deviennent x°, x", x™) :

20. Telles sont les principales méthodes qu'on a trouvées jusqu'a présent pour résoudre les équations du
troisiéme degré. Par l'analyse que nous venons d'en foire il est visible que ces méthodes reviennent toutes au

méme pour le fond, puisqu'elles consistent a trouver des réduites dont les racines soient représentées en

général par x'rox+a?x", ou par (x‘+ax"+a2x“')3, ou bien, ce qui est la méme chose, par des guantités

proportionnelles a celles-ci. Dans le cas o la racine de la réduite est x'+ox"+o"x'"", cette réduite est du
sixieme degré, résoluble a la maniére du second parce qu'elle ne renferme que la froisiéme et la sixiéme

puissance de l'inconnue. Nous en avons donné la raison dans le numéro 6. Dans l'autre cas, ot la racine de la

réduite est (x’-!—ax‘ o x”‘)s, cette réduite ne peut 8tre que du second degré, ce qui suit nécessairement du cas

précédent, et que nous avons aussi démontré d'une maniére directe.

11 faut bien comprendre l'intérét de cette remargue de Lagrange. Faire un changement de variable, c'est
poser y= f (x'x"x"" ) ol f est une fonction rationnelle des trois racimes, & coefficients s'exprimant
rationnellement a 1'aide des coefficients n et p de 1'équation de départ. Lorsqu'on effectue les six permutations
possibles des trois racines x’, x”, x”, v prend a priori six valeurs y; = y;¥2;¥3:V4: V5, g . Ces six valeurs
sont solutions dune équation du sixiéme degré dont on sait calculer les coefficients & l'aide de n et p car ces
coefficients sont au signe prés les fonctions symétriques élémentaires de yyi¥;1V3:¥4 Vs Vs, (ui sont

invariantes par toutes les permutations de x’, x", x™ (étant donnée la génération des y; ) ; ces coefficients,
fonctions symétriques de x', x", x'", s'expriment donc rationnellement a l'aide des fonctions symétriques

élémentaires de ¥, x”, x'" donc de » et p. Or que se passe-i-il si on choisit y = (x’+ax' oty ) 7 Cette fois, y
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ne prend que deux valeurs y;, y, lorsqu'on effectue les six permutations possibles des trois racines x', x", x'",

car les six valeurs de x'+ox''+ax'"

3
sont du type z,0z,a°z,2', 02", 0’2" et (az) =a®=1.Donc y; +y, et
Ny, sont des fonctions symétriques des racines et s'expriment 2 l'aide de » et p. Donc y est solution d'une

équation du second degré puis on obtient la valeur de x'+ox'+o.’x""" en résolvant nne équation bindme du type

¥? = y . La méthode permet de trouver ensuite x', x", x" car ces trois nombres s'expriment 3 l'aide de Y. Nous

reviendrons sur ce point plus loin avec Lagrange.
La section seconde du mémoire est consacrée & I'examen des méthodes de résolution des équations dn

quatriéme degré,

26. On sait que Louis Ferrari, contemporain et méme disciple de Cardan, est le premier qui ait trouvé
une régle générale pour la résolution des équations du quatriéme degré. Sa méthode consiste & partager
léquation en deux membres, et & ajouter ¢ 'un et & l'autre une méme quantité telle, qu'on puisse extraive
séparément la racine carrée des deux membres de 'équation, en sorte qu'elle soit par la abaissée au second

degré.

Je suppose d'abord avec Ferrari que I'équation du quatriéme degré qu'il s'agit de résoudre soit privée
de son second terme, ce qu'on sait d'ailleurs éfre toujours possible, en sorte que cette équation soit représentée
ainst

xt+nx? + px+g=0.

Ou'on fasse passer dans le second membre tous les termes excepté le premier, ef qu'ensuite on ajoute ¢

I'un et lautre membre la quantité 2yx® +y*, y étant une indéterminée, on aura
xt 2 4yt = (2y—n)x2 —px+y2 -,
squation ou le premier membre est évidemment le carré de x*+y, de sorte qu'il ne s'agira plus que de

rendre aussi carré le second ; or pour cela il faut, comme on sait, que le carré de la moitié du coefficient du

second terme -px soit égal au produit des coefficients des deux auires, ce qui donne celte condition

p—::@y—n)(yz—q),

laguelle produit I'équation cubique

2
3_h o2 dng-p
—— —_ +—:0.
Y 2)’ qy 3

Supposant done la résolution de cette équation en sorie qu'on connaisse une valeur de y, le second

membre de la proposée deviendra

erlgsi]

donc, tirant la racine carrée des deux membres, on aura
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2 p
¥ tym|r——m——
4 |: 22y -n

équation ot 'inconnue x ne monte qu'au second degré, et qui n'a par conséquent plus de difficulté.

De la méme maniére que pour l'équation du troisiéme degré, Lagrange veut éclaircir les raisons qui
rendent le changement de variable efficace. Pourquoi y est-elle solution d'une équation du troisidme degré ?

Pour cecla, nous allons exprimer v a i'aide des quatre racines z, b, ¢, d de l'équation de départ (E)

x*+nx? +px+g=0. Pour le ‘"bon choix" de y indigué par Lagrange, on a

2
(x ’+ y)2 = [x - m} (2 Y- n) , C'est-3-dire

|:x2 +y+{x—2—(25q}/2y——n:|l:xz -}~y—[x—»m}/2y——n} =0 équivalente &

2 _ r . z e P P
() x +y+[x —Z(Zy—n)}/zy n=0ou{2) x“+y [x —_2(2);—11)} 2y—n =0,

Dong parmi les racines a, b, ¢, d de (E), deux (par exemple a et &) sont racines de (1) et les deux autres

(c et ) de (2). Dans les deux cas, on pent obtenir 1a somme et le produit des racines :

a+b=—/2y—n c+d=+f2y-—n

P r
242y~n 24/2y—n
+
d'odt y:abZCd.

Cette valeur de y nous fait voir d'abord pourguoi la réduife en y est du troisiéme degré. En effet il est
visible que la quantité v doit avoir autant de valeurs différentes qu'on en pourra former por foules les

ab+cd

permutations possibles des racines a, b, ¢, d dans l'expression ; on ne peul avolr de celte maniére

que les trois quantités suivanies

ab+ed ac+bd ad+be

2 2 2

de sorte que l'équation dont y sera la racine, devra donner chacune de ces frois quantités et, par conséquent,

devra étre du troisiéme degré.

ab+cd

On comprend maintenant pourquoi on sait résondre I'équation en y. Puisque y= prend

seulement trois valeurs y, = ¥, , ¥, lorsqu'on effectue les 24 permutations des quatre racines a, b, ¢, d, alors
VoV Vas Yo +Yi +Va, YeVi +Ya¥o + 31y, sont des fonctions symétriques de o, b, ¢, d et s'expriment donc

rationnellement A I'aide des coefficients de ['équation de départ, donc v, ., v, , ¥, sont racines d'une équation du
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troisiéme degré. Si on sait exprimer a, b, ¢, 4 4 Vaide de y,.y, .y, , alors on sait résoudre I'équation de

départ. C'est le calcul de Lagrange dans le numéro 31 (avec une nouvelle notation : # = 2y).

31. Voyons maintenant comment, en connaissant une des valeurs de u, on powrra trouver les quatre
racines a, b, ¢, d. Puisque :
u=ab+cd el abed =g,
il est clair que les deux guantités ab et cd seront les racines de cette équation du second degré
12 —ut+q=0,
de sorte qu'en nommant t' et ' ces deux racines on connaitra les deux produits
ab=t ef cd=1";
de plus on a

-p = ab{e+d) + edfa+bh) = t'letd) + t'(a+h)

Comme ag+b+c+d = 0, on obtient : g +b = ;'—‘%'—' et c+d =;;£E|—, et puisque ab =r¢ted =1, aeth
sont solutions de : x* — wa': 0 etcetdde x* ——;i—lx+ t'=0 . La connaissance d'une des racines de la

1 t"
réduite permet donc de calculer les quatre racines de la propos<e.
Lagrange examine alors les antres méthodes connues de résolution des équations du quatriéme degré et

conclut :

50. Nous terminerons ici notre analyse des méthodes qui concernent la résolution des équations du
quatriéme degré. Non seulement nous avons rapproché ces méthodes les unes des autres, et montré leur liaison
ef leur dépendance mutuelle | nous avons encore, ce qui éiair le point principal, donné la raison a priovi
pourguoi elles conduisent, les unes & des réduites du froisiéme degré, les autres a des réduites du sixiéme,
mais gui peuvent s'abaisser ay troisieme ; et l'on a dit voir que cela vient en général de ce que les racines de
ces réduites sont des fonctions des quantités x' x", x", xV, telles gu'en fuisant foutes les permutations
possibles entre ces guatre quantiiés, elles ne peuvent recevoir que frois valeurs différentes comme la fonction

"

X"l V ou six valeurs, mais deux & deux égales et de signes contraires, comme la fonction x+x
x"-xI¥ ou bien six valeurs telles, qu'en les partageant en trois couples ef prenant la somme ou le produit des
valeurs de chague couple, ces irois sommes ou ces trois produiis soient foujours les mémes, quelgue
permulation qu'on fasse enfre les quantités x', x", X', V. Comme la Jonction trouvée au numéro 42. Clest
uniquement de l'existence de telles fonctions que dépend la résolution générale des équations du quatriéme

degré.
On commence i voir 1a changer I'objet d'étude du mathématicien. On ne s'intéresse plus aux racines de

I'équation proposée, mais a l'effet des permutations des racines sur une fonction de ces racines. A priori,

lorsqu'on effectue les 24 permutations des guatre racines, une telle fonction prend 24 valeurs. On s'intéressera
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aux fonctions gui ne prennent pas "trop" de valeurs par ces 24 permutations, sans pour autant &tre symétriques,
car alors on ne saurait pas exprimer a, b, ¢, d avec elles.
La section troisiéme comsiste en des réflexions sar les changements de variable possibles lorsqu'on

cherche a résoudre une €quation et leurs chances d'aboutir :

Il serait donc fort 4 souhaiter que P'on pit juger & priori du succés que !'on peut se prometive dans
l'application de ces méthodes aux degrés supérieurs au quatriéme ; nous allons tdcher d'en donner les moyens
par une analyse semblable & celle dont nous nous sommes servis jusqu'ici & l'égard des méthodes connues pour

la résolution des équations du froisiéme ef du quatriéme degré.

Enfir, la guatriéme section domne la CONCLUSION DES REFLEXIONS PRECEDENTES, AVEC
QUELQUES REMARQUES GENFERALES SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS. ET SUR LEUR
REDUCTION OU ABAISSEMENT A UN MOINDRE DEGRE.

86. On a dii voir par l'analyse que nous venons de donner des principales méthodes connues pour la
résolution de équations, que ces méthodes se réduisent foutes & un méme principe général, savoir ¢ trouver des
Jonctions des racines de l'équation proposée, lesquelles solent telles : 1°)que I'équation ou les équations par
lesquelles elles seront données, c'est-d-dire dont elles seront les racines (équations gqu'on nomme
communément les réduites), se trouvent d'un degré moindre que celui de la proposée, ou soient au maoins
décomposables en d'autres équations d'un degré moindre que celui-la ; 2°)que 'on puisse en déduire aisément
les valeurs des racines cherchées.

L'art de résoudre les équations consiste donc a découvrir des jfonctions des racines, qui aient les
propriétés que nous venons d'énoncer | mais est-il toujours possible de trouver de telles fonctions, pour les
équations d'un degré quelconque, c'est-a-dire pour tel nombre de racines qu'on voudra ? Clest ce sur quoi il

parall rés difficile de pouvoir se prononcer en général.

87. Comme jusqu'ici nous n'avons fait que chercher ces sorfes de fonctions & posteriori et d'aprés les
méthodes connues pour la vésolution des équations, il est nécessaire de faire voir maintenant comment il
Jaudrait 8’y prendre pour les frouver a priori el sans supposer d'aulves principes que ceux qui suivent
immédiatement de la nature méme des équations . c'est l'objet que je me propose principalement dans cette
Section.

Je donnerai d'abord des régles directes et générales pour déterminer le degré et la nature de l'équation
d'oit une fonction quelconque proposée des racines d'une équation de degré donné devra dépendre ; quoique
ceite matiére ait déja é1é traitée par d'habiles Géométres, je crois qu'elle peut 'étre encore d'une maniére plus
directe er plus générale, surtout dans le point de vue oit nous l'envisageons ici, relativement & la résolution
générale des équations.

Je ferai voir ensuite quelles sont les conditions nécessaires pour que l'équation dont il s'agit puisse

admettve la résolution en supposant celle des équations des degrés inférieurs & celui de l'équation proposée ;
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et je donnerai & cette occasion les vrais principes et, pour ainsi dire, la mélaphysique de la résolution des
éguations du Iroisiéme et du quatriéme degré.

Je traiterai enfin en peu de mots de la réduction des équations qui peuvent se décomposer en dautres
plus simples & cause de quelque relation particuliére qu'il y a entre leurs racines, et je montrerai par quelques
exemples comment on peut découvrir ces relations, et abaisser par l& les équations proposées & des degrés

moindres.

On slintéresse a4 l'équation de degré p : x*+me" 4+mx*2+.=0 qui a p racines
o, x" 1 ¥ De maniére générale, si f est une fonction rationnelle quelconque des racines

neaey

i ,...,x(*‘]) est solution. Lagrange note

ox" " xT L, X , on va chercher de quelle équation f{x', x", ¥'"", x
& =0 cette équation et il commence par faire le travail pour p=2, p=3, p=4 pour expliquer comment son
point de vue hui permet de trouver a priori les bons changements de variable.

" ... x") prend 4 priori ! valeurs

Lorsquion effectue les p ! permutations des p racines, f{x', x", x'"", x
fo» firn fu €t est donc solution d'une équation de degré p! : (t—fﬂ)(t—ﬁ)....(tmfw)=0 ie. ®=0, dont
les coefficients, étant les fonctions symétriques élémentaires de [, fi......f, sont symétriques en

a2 ,...,x(”) et s'expriment donc rationnellement a l'aide des coefficients m, n, ... de l'équation de

départ. Peut-on abaisser le degré de ® 7

97.Quoique l'équation © = 0 doive étre, en général, du degré 12.3..n=w 1.2.3.. .u=mw, qui est égal

au nombre de permutations dont les y racines x', x", x"", ... sont susceptibles, cependant s'il arvive que la
fonction soit telle, qu'elle ne regoive aucun changement par quelqu'une ou quelques-unes de ces permutations,

alors 'équation dont il s'agit s'abaissera nécessaivement & un degré moindre.
Car supposons, par exemple, que la fonction fJ(e), ("), "), (™ )...] soit tette , quelte conserve la
méme valeur en échangeant x' en x", x" enx'", et x" en x', en sorte que l'on ait
A6 6 )= A0 6. 6. 67,

il est clair aue 'dguation @ = 0 aura déjo deux racines égales ;| mais je vais prouver que dans celte
q g 7 g J p q

hypothése toutes les autres racines seront aussi égales deux a deux.

1l faut bien comprendre que, lorsque Lagrange dit que la fonction f conserve la méme valeur en
effectuant unc permutation des racines, il s'agit, non pas de conserver la méme valeur numérique, mais de
conserver la méme fonction . Autrement dit, aprés permutation, on obtient une fonction des racines qui, en

tant que fonction, est égale & f Avec des notations plus habituelles, soit f (X e g X p) une fonction

rationnelle de p variables. Pour toute permutation o de {1,2,...., p}, ont obtient une nouvelle fonction de p
variables | glX,, X, ’“"XH): f()(ﬁ(l),XG(z),...Xs(u))g(Xl,X;,.. .,Xp )= f(XG(l),XG(g), ---:Xc(p))- On peut

noter : g =of . Lorsque o parcourt l'ensemble X, de toutes les permutations de {1,2,.,.., u}, on obtient ainsi -
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4 priori- Wl fonctions rationnelies. Supposons que Jfsoit invariante - en tant que fonction - par une permutation
o, clest-a-dire que g=of =j (en tant que fonction). Alors, pour toute permutation T de I,
(vo)f =lof)=1/. En particulier . o* f=0c""(of)=c*"/ = f. Soit H le groupe engendré par o : f est
invarianie par toute permutation de H = ﬁd, 6,6%,...,677 } Mais alors, on va pouvoir grouper p a p les valeurs
prises par f ( en tant que fonction) lorsqu'on effectue les u | permutations de X, . En effet, les classes 4 gauche
selon H forment une partition de X, : H, TH {m’ =04 p}, T'H, eic., le cardinal de chaque classe étant égal 4
p =card(H) ( puisque tc' =10’ = ' =’ ). Or, on a déjd vu que fest invariante par toute permutation de H.

I est clair que f prend la méme valeur ( en tant que fonction) par foutes les permutations de tH car

(1:0") f = ’C(O‘j ¥ ): 1/ . Dong, les valeurs prises par f se groupent en valeurs €gales p 4 p et donc f prend =

valeurs distinctes lorsqu'on effectue les ! permutations de =, Ax',x",x"', x™ ,»x®y est donc solution
!

d'une équation de degre L . Ce n'est bien siir pas le langage employé par Lagrange, mais l'idée de base est
P

bien celle-ci. Reprenons le texte :

En effet, considérons une racine quelconque de la méme équation, laquelle soit représentée par la

Sfonction

A", 6. ),

comme celle-ci dérive de la fonction
f[(x'), (x"), (x!n)’ (x”’ )’ ) ]

en échangeant x' en o V x"enx" x"enx' IV en x" il s'ensuit gu'elle devra garder aussi la méme

valeur en y en changeant XV enx™ x" enx' et x' en xIV ; de sorte qit'on aura aussi

ATV, 6,6, 1= A6, 6. 67 ) @)

Donc, dans ce cas, la quanlité © sera égale d un carré 8%, et par conséquent i'équation & = 0 se
i . . . w
réduira d celle-ci © = 0, dont la dimension sera 5

On démontrera de la méme maniére que, si la fonction

A 6,609, 67)...]

est de sa propre nature lelle, qu'elle conserve la méme valeur en faisant deux, ou trois, ou un plus

grand nombre de permutations différentes entre les racines x', X", x", IV .., les racines de I'équations © = 0
seront égales trois d trois, ou quatre & qualre, ou etc. ; en sorte que la quantité © sera égale a un cube 0% ou

4 un carvé-carré 84, ou etc., et que par conséquent l'équation © = 0 se réduira a celle-ci O = (0, dont le degré

¢ ) . , W
sera égal 3 ou égal & 7 ou, ete.
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On remarquera que l'interprétation moderne en termes de groupes conduit accessoirement au fait que
l'ordre du sous-groupe H divise I'ordre de ¥, cas particulier du "théoréme de Lagrange" ( l'ordre d'un sous-
groupe divise l'ordre du groupe).

Le travail de Lagrange montre qu'il faut s'intéresser a l'effet des permutations de X, sur les fonctions de

p variables. C'est donc ce que Lagrange va faire dans les paragraphes suivants. Deux fonctions f et g de

X,,X,,.. X, sont dites semblables si elles sont invariantes par les mémes permutations. Nous venons de

voir que, dans ce cas, elles prennent le méme nombre de valeurs distinctes. Lagrange écrit :

99. De tout ve que nous venons de démontrer il s'ensuit done, en général : I°que foules les fonctions
semblables des racines x', x", x'",... d'une méme équation sont nécessairement données par des équations du
méme degré ; 2°que ce degré sera toujours égal au nombre 1.2.3. 1 (1 étant le degré de Uéquation donnée),
ou & un sous-multiple de ce nombre ; 3°que pour trouver directement l'équation la plus simple 0= 0, par
laquelle devra étre déterminée une jfonciion quelconque donnée de x', x", x', ..., il n'v aura qu'a chercher
toutes les différentes valeurs que cette fonction peut recevoir par les permutations des quantités x', x", x, ...

entre elles, et, prenant ces valeurs pour les racines de l'équation cherchée, on déterminera par leur moyen les

coefficients de cefte équation suivant les méthodes connues et emplovées déja plusieurs fois dans ce Mémoire.

Puis Lagrange démontre des résultats essenticls sur les fonctions de p variables ;

104. Done :
1°5% 'on a deux fonctions quelconques t et y des racines x', x", x'", ... de I'équation
_ p-2
™ x4 =0,
et que ces fonctions soient felles, que toutes les permutations entre les racines x', x", x'", ..., qui feront

varier la fonction y, fassent varier aussi en méme temps la fonction t on pourra, généralement parlant, avoir la
valeur de y en t et en m, 1, p, ..., par une expression rationnelle, de maniére que connaissant une valeur de t
on connaltra aussi immédiatement la valeur correspondante de y ;| nous disons généralement pariant, car s'il
arrive que la valeur connue de t soit une racine double , ou triple, efc., de l'équation en I, alors la valeur
correspondante de y dépendra d'une équation carrée, ou cubique, efc., dont tous les coefficients seront des

fonctions rationnelles de tet de m, n, p, ...

2°Si les fonctions t et y sont telles, que la fonction t conserve la méme valeur par des permutations qui
font varier la fonction v, alors on ne pourra trouver la valeur de y en [ el en m, n, p, ... qu'au moyen d'une
équation du second degré, si & une méme valeur de t répondent deux valeurs de y , ou du troisiéme degré, si a
une méme valeur de t répondent trois valeurs différentes de y, et ainsi de suife. Les coefficients de ces
équations en y seront, généralement parlani, des fonctions rationnelles de t et de m, n, p, ..., en sorte qu'étant
donnée une valeur de t, on aura y par la simple résolution d'une équation du second ou du troisiéme degré,

etc. ; mais s'il arrive que la valeur connue de t soit une racine double ou triple, eic., de l'équation en I, alors
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les coefficients des équations dont il s'agit dépendront encore eux-mémes d'une équation du second ou du
troisiéme degré, efc.

De ia on peut déduire les conditions nécessaires pour pouvoir déterminer les valeurs mémes des racines
x, x", x™, ..., au moyen de celles d'une fonction quelconque des racines ; car il n'y aura pour cela qu'a prendre

la simple valeur de x & la place de la fonction v, et d appliquer & ce cas les conclusions précédentes.

Examinons & la lumiére de ces résultats la méthode de Ferrari pour résoudre les équations de degré

2 4 1
quatre. Nous noterons [01(1) o (2) 023) - (4)) une permutation ¢ de %.. Par exemple [2 i i iJ est la

permutation o telle que : o(l)=2,06(2)=3,6(3)=1,6(4)=4 .
Considérons les fonctions suivantes des racines g, b, ¢, d d'une équation du quatrieme degré :
folab,e,d)=a+b+c+d flab,e,d)=ab+ed f,(abc,d)=ab filab,c,d)=a
Jo est symétrique, invariante par tountes les permutations o de Z,, donc st connue : c'est la somme des
racines, nulle dans le cas étudié (résolution de I'équation x* +nx* + px+g=0).

Les permutations laissant f] invariante sont celles de
H—Id1234 1 2 3 43(1 2 3 4y(1 2 3 431 2 3 43(1 2 3 4 1234]
2 1 3 4t 2 43121 437341 2342 17431 2fi43 2 1)
]
qui est d'ordre 8. Cela signitfic que f; prend %: %4 =3 valeurs lorsqu'on effectue les 24 permutations de Z,.

Donc f; est racine d'une équation de degré trois dont les coefficients s'expriment rationnellement a l'aide des
coefficients de I'équation a résoudre ( ¢t de f;, mais fo=0).

Examinons maintenant I'effet des permutations de H; sur /5. Parmi les permutations de H, |, celles qui
. . 1 2 3 431 2 3 43y(1 2 3 4 )
laissent f> invariante sont celles de H, =</, N R , qui est d'ordre 4.
21 3 411 2 4 3712 v 4 3

d(H . . .
Cela signifie que f> prend % =2 valeurs lorsqu'on lui applique les permutations de H,. Le résultat du
card{H,
numéro 104 du texte de Lagrange affirme donc que  est solution d'une équation de degré 2 dont les coefficients
s'expriment rationngtlement a 'aide de /] et des coefficients de I'équation de départ.

Enfin examinons l'effet de H; sur /5. Les permutations de H; laissant f; invariante sont celles de

H, = {Id,ﬁ i Z :J} . qui est d'ordre 2. Cela signifie que f; prend j;—: 2 wvaleurs lorsqu'on lui applique les

quatre permutations de H, . Donc /5 = a est solution d'nne équation de degré 2 dont les coefficients s'expriment
rationnelienient a l'aide de f£; et des coefficients de 1'équation de départ.

Résoudre une dquation, c'est donc trouver une chaine de fonctions des p racines telles que la premiére
est symétrique, la derniére est une des racines, chacune d'elles prenant "peu de valeurs” par les permutations
qui laissent la précédente invariante. Lorsqu'on veut résoudre une équation de degré quatre, "pen de valenrs"
signifie 2 ou 3 afin d'abaisser le degré de 1'équation & résoudre. Le fait de terminer par ;= a répond au souci de

Lagrange de pouvoir déterminer une des racines & l'aide d'une fonction des racines (numero 104). Lagrange ne
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parle qu'en termes de valeurs prises par une fonction des racines lorsqu'on effectue des permutations des
racines, mais c¢'est ce type de réflexions qui ménera Galois 4 dégager le concept de groupe d'une équation. 11 est
clair que la résolution de I'équation de degré quatre est liée a 1'existence d'une chaine de sous-groupes de I, et
c'est ce que précisera Galois dans son Mémaire Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux
paru en 1846 dans le Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.

Le travail de Lagrange ouvre de maniére remarquable un champ nouvean aux investigations des
mathématiciens ; les créateurs du concept de groupe tels Cauchy, Abel, Galois, Gauss ont lu les écrits de
Lagrange. Et on peut voir dans ce mémoire 'amorce des changements fondamentaux des objets d'étude de

Falgébre qui, de résolution d'équations numériques, va devenir étude des structures.

Bibliographie

FRIEDELMEYER I.P. Emergence du concept de groupe 4 travers le probléme de la résolution des équations
algébriques, Fragments d'histoire des mathématiques III . Brochure A.P.M.E.P. n°83. 1991

FRIEDELMEYER §P. Recherche inconnue désespérément in Histoires de problémes, hisicire des

mathématiques, Ellipses, Paris, 1993,
LAGRANGE Réflexions sur la résolution algébrique des équations (Mémoire de I'Académie Royale des
Sciences et Belles-Lettres de Berlin, 1770 in (Euvres de Lagrange publiées par Serret, Gauthier-Villars,

Paris, 1861 (tome 3, p. 205 - 421).

MUTAFIAN Equations algébriques et théorie de Galois, Vuibert, Paris, 1980.

51



