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Muémosyne
personnification de la mémoire.
Elle s’unit 4 Zeus pendant 9 nuits de suite ;
de cette union naquirent les neufs Muses.

(Dictionnaire Robert des noms propres)

Ilustration de 1a couverture : « La mémoire »

gravure allégorique d’aprés Gravelot (XVII® siécle)
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EDITORIAL

Voici donce le seizieme numéro de Mnémosyne,

L’Arithmétique —ou plut6t une présentation des fondements de cette discipline - ouvre le fascicule.
Michéle Grégoire nous présente un mathématicien fort peu connu de nos jours, Jean Prestet (1648-1690), dont le
nom n’est iméme pas repris dans les dictionnaires usuels. If s’agit pourtant d’un personnage qui a joué un réle
non négligeable A la fin du XVIICME giscle dans cette synthése mathématique et philosophique cartésienne
réalisée autour de Malebranche. En 1675 paraissent simultanément (ce n’est pas un hasard !) I’édition définitive
en deux volumes de la Recherche de la Vérité de Malebranche et les Eléments des Mathématigues, ou principes
généraux de toutes les sciences de J. Prestet. L’ intérét principal de cette premigre édition est, au début du livre
second, un véritable traité des combinaisons sous le titre * De la résolution des questions par la composition ™,
Nous reviendrons sur ce sujet dans un numéro ultérieur de Mnémosyne. Cet ouvrage fut trés attaqué, notamment
par Wallis (Treatise of Algebra, 1684) qui y voyait la paite de Malebranche et a cherché 2 discréditer Prestet
comme exécuteur des basses ceuvres et reproche A I’auteur de ne citer que Vidte et Descartes, en ignorant... les
auteurs anglais. Signalons enfin que, vers cette époque, dans le cadre des oratoriens réunis autour de Malebranche,
Prestet rencontre Leibniz, B. Lamy (qui se déclare son redeveur), C. R. Reynaud qui le remplace en 1676
I'Université d’ Angers. Mais c’est ici 1a seconde édition (1689) des Eléments des Mathématigues, wuvre de
maturité, qui nous concerne. Le livre I de 'ouvrage (qui parait maintenant en deux volumes) est augmenté d’un
sixiéme chapitre qui est le premier exposé théorique de 1’Arithmétique depuis Euclide. Nous FENvVoyons i

Uanalyse du texte donnée ci-dessous pour en dégager I"originalité et Ia modernits,

Avec I'étude centrale de ce numéro, vous avez accds 3 un texte clef, considéré comme tel par tous les
historiens de 1’ Alggbre, le mémoire de Lagrange intitulé Réflexions sur la résolution algébrique des équations .
Le probleme de la résolubilité des équations algébriques était jusqu’alors posé en terme de transformation de lear
expression algébrique. Ici Lagrange, 4 partir de 'analyse des résolutions connues des €quations du troisieme et dy
quatridme degrés, met en évidence le réle de fonctions symétriques des racines invariantes par certaines

permutations et introduit la notion d’équation résolvante.



Ce texte de 1771 est Ie point de départ d’une approche entidrement nouvelle, qui dégage —comme Ie dit
Lagrange lui-méme- la “métaphysique de la théorie des équations”. Il me semble particuliérement intéressant pour
nous dans notre lecture d’un texte ancien. Les indications données par Martine Biihler, qui nous permettent
d’appréhender le texte, montrent la difficulté qu’il y aurait 2 une lecture directe, pour un non spécialiste de cette
époque de ’histoire des mathématiques. Qu’ont pu comprendre les contemporains de Lagrange qui ignoraient la
théorie des groupes et ia théorie de Galois 7 Et pourtant de 1 sont sortis les travaux de Ruffini, Gauss, Abel,

Galois et les débuts de I’ Algébre moderne.

La rubrique “Dans nos classes” nous propose I’étude d’un texte de la Collection mathématique de
Pappus sur 1a quadratice d’Hippias qui sensibilise les éléves & deux problématiques qui traversent ’histoire des
mathématiques :
(a) Le célebre probléme de la quadrature du cercle, dont on ne sait rigourcusement que depuis 1882 qu’il est’
impossible,
(b) L’ingéniosité d’inventeurs (depuis I Antiquité) qui, 4 défaut de pouvoir résoudre certains problémes 2 la

régle et au compas, ont inventé des  instruments mathématiques ” capables de réaliser ces constructions.

Bonnes vacances!

Jean-Luc Verley




BONNES VIEILLES PAGES

Michéle Grégoire

Nouveaux Elémens des Mathématiques de Jean Prestet, LivreVI, Paris, 1689

Nous vous présentons un livre extrait d'un ouvrage peu connuy, qui constitue un trés intéressant traité
d'arithmétique élémentaire ; son confenu est assez comparable a ce qu'on enseigne actuellement en terminale
scientifique, et on peut s'étonner de remarquer qu'il est Ie premier recucil de résuitats fondamentaux aussi

complet depuis les livres arithmétiques dEuclide.

On connait assez peu de choses sur son auteur, Jean Prestet. Né 4 Chalons sur Marne en 1648, il est
assez jeune employé au service de Malebranche, puis devient son éléve. Sans doute poussé par Malebranche qui
écrit et publie alors La recherche de la vérité, Prestet publie en 1675 des Elémens de Marthématiques, un traité
de référence pour soutenir la réflexion philosophique de Malebranche. Prestet se destine a la prétrise et,
pendant qu'il enseigne dans différentes écoles de T'ordre de I'Oratoire, réécrit différentes versions de ses
Elémens de Mathématiques. 11 public en 1689 ses Nouveaux Elémens dont sont extraites les pages ci-apres, et
meurt I'année suivante.

L'ouvrage propose une compilation de résultats mathématiques fondamentaux a la maniére des Llements
d'Buclide, contient bien entendu la géométrie élémentaire, mais il insiste surtout sur I'étude des nombres et des
proportions et sur les méthodes algébriques héritées de Descartes. Ce sont les méthodes utilisées pour résoudre
de nombreux problémes tant géométriques que de théoric des nombres - quand il reprend par exemple un
certain nombre de problémes issus des Arithmétiques de Diophante -. Son intention, explicite dés le titre, est
de donmer les "principes généraux de toutes les sciences qui ont les grandeurs pour objet”. Ainsi qu'il l'expose
dans sa préface : "Par le mot grandeur on entend pas seulement I'étendue en longueur largeur et profondeur
mais généralement tout ce que l'on congoit comme capable du plus et du moins et qui se peut mesurer
exactement soit parce qu'il est exactement connu soit parce qu'il est supposé tel (ainsi le temps, la pesanteuvr, la
vitesse, les qualités méme sensibles, les degrés de perfection...). (...)Tous les rapports exactement connus s¢
pouvant donc exprimer par nombres, il est évident que les nombres renferment toutes les grandeurs de manicre
intelligible."

Prestet reconnait sa dette a I'égard des mathématiciens de l'antiquiteé, mais & la maniére de son temps il
considére qu'il faut réécrire et réorganiser leurs traités afin de les rendre plus accessibles et surtout plas

éclairants pour les commengants. 11 veut mettre en ¢vidence, dans la clarté et la facilité, le bon ordre des




propositions qui permette de comprendre ; et aussi, dans l'esprit de Descaries, son maitre 4 penser, il souhaite
“donner a l'esprit assez de force et de lumiére pour inventer par lui-m&me", en proposant une méthode. "Clest
un défaut qui n'est que trop ordinaire aux mathématiciens des siécles passés que de se contenter d'¢tablir leurs
propositions et leurs régles et de les prouver sans s¢ mettre en peine de donner a I'esprit assez de force et de

fumiére pour les inventer par lui-méme. (...) La méthode générale est ce que l'on doit principalement établir
sans se mettre inutilement en peine de toutes les vérités qu'on peut découvrir."! L'ouvrage de Prestet, bien qu'il

constitue une somme des connaissances de bases et des méthodes de la premiére partie du KVITEME sigcle eut
assez peu d'influence, car il arriva un peu tard, au moment ot le calcul infinitésimal, tout a fait absent des

Nouveaux Elémens, se diffuse plus largement et éclipse les autres domaines des mathématiques.

......

les nombres premiers enire eux, le PPCM et le PGCD de deux ou plusicurs nombres, la relation qui lie PPCM
et PGCD (prop.48), 'infinité des nombres premiers {prop. 50), le crible d'Eratosthéne (prop.52 & 56), des
propositions sur le pair et I'impair, une démonstration simple, dans un cas générique tout & fait convaincant,
du critére d'Euclide pour constraire un nombre parfait , une liste correcte (a une coquille d'imprimerie pres) de
huit nombre parfaits (prop.33). Le premier résultat fondamental, intitulé théoréme I (ou proposition 19),
énonce que le produit de deux entiers premiers entre eux est leur plus petit multiple commun. Sa
démonstration repose sur une utilisation assez complexe de l'algorithme d'Euclide et ce résultat servira d'outil
de démonstration dans de nombreux raisonnements. Un de ses corollaires immédiats est, a la proposition 22, ce
que l'on appelle le théoreme de Gauss. Une autre conséquence tout 4 fait remarquable que Prestet tire de son
théoréme I est la détermination de tous les diviseurs d'un nombre, qu'il soit donné explicitement comme il le
fait dans un certain nombre d'exemples, ou qu'il soit écrit sous forme d'une expression littérale (prop. 23 a 32).
1t effectue donc en pratique, sur ses exemples, la décomposition en facteurs premiers d'un entier mais démentre

aussi qu'un nombre quelconque ainsi décomposé en facteurs premiers n'a pas d'antres diviseurs que les divers

produits que Fon peut fabriquer & I'aide de ces facteurs2. Prestet est, en avance sur son temps, le premier gui
cherche a prouver qu'il a bien tous les diviseurs d'un enticr et sa démarche est en fait celle de Gauss énongant
ce quon appelle maintenant le théoréme fondamental de l'arithmétique, c'est a dire l'unicit¢ de la

décomposition en facteurs premiers de tout entier.

Nous remercions chaleureusement Catherine GOLDSTEIN de nous avoir permis de reproduire ici ces
pages de Vexemplaire des Nouveaux Elémens qu'elle posséde et renvoyons le lecteur plus curieux & son article
On a Seventeenth Century Version of the "Fundamental Theorem of Arithmetic”, in Historia Mathematica 1%

(1992), p.177-187.

1 préface
2 1 livre VI fait suite 4 un livre de combinatoire dans lequel Prestet donne, entre autres, des techniques pour dénombrer
ot faire la liste de tous les produits que l'on peut former 3 T'aide d'un certain nombre de grandeurs données.
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NOUVEAUX ELEMENS

MATHEM ATIO

LIVRE S§IXI1EME.
DE LA D;V;S-léN 'GE-N'E__TRA;EE.,
"DES GRANDEURS.

DEFINFTIONS

o
Al

MO ISR IGIISIIOK P D G U L LA S

= | nomme grandenr entifretonte grandeur. ot T'on ne
1l congoit aucun parrage, & méme chacun des nombres
f entiers. - . : SRR
70 Et jappelle divifeur entier s ou fimplement divifenr
| ou mefiers 'un iombre ou d'une'grandeur enciére; cha-
| que nombre ender qui-peut divifer an juftelon tribre,
fissssssssol] ou chague grandeur entiére qui peut diviferlagran-
deur éxactement & fans réfte ; 8 mbme Tundeé, Ainfir & a8y le-
ront chacun un divifenr” ou ‘une. mefiire-du ‘nombre 6 yparceiquily a6
fois 1 au jufte dans 6,& aufli » fois 3,8 encore 1 fois 6. E@lpareiﬂgmazi!; 1,4,
¥ , &b, font chacune un’ divifeur ou une miefure de lag rapdeseab yparceque
divifant #b par 1, Pexpofant eft ab3 & Ic divifanc par &, Pexpofant eft 4
~ &le divifant par ab , Pexpofant cft 1. Et pareillemene 1, At b, a—b,
¢ aa—— bk, font chacuneun divifeur eu une mefure dé la grandeur i b
{Juifquc’d_ivifant da—bb par 1, & para—+ b, & para— b, & parai—bb;
¢ premier expofant eft 44 = bh,&le fgcond as—b , 8 l6 troifiéme g~ 4,

& le quatxiémc 1,

Yo s S e
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i Al diviffur comminit ol mefiive commnne-de divers nom-
¢ diverfes grandeurs entiéres; rour nombre: entier qui pottrra di-
acun des divers nombses ; ou toure grandeur entiére qui ponrra
ifer chactine des diverfes grandenss éxafement & fns ancan refke, Alefy
23 35 6, fontchacunun divifeur commun, ouune mefure commung
¢ detty, nombres 18 8¢ 24 5 parce quon trouve en 18 qwily a aujufte 13
s1,& g fois 2, &&fois 3,8 3 fois 65 &dans 24 quily a pareille-
nt an jule 24 fois1, & 12 fois 2, & 8 fois 3, & 4 fois 6. Et
apila méme raifon 1 & ¢ font chacun une mefurc commune , ol un
ivifeur commun: des wois nombres 10, 15, 25. Et pareillement
‘v & « font chacune up divifeur commun, on une mefure commurne
des granders ub Scar. Bt 1, 4, &, ab, chacuneun divifeur commun,, ou
wre melise. commune des ‘prandeurs ab S ac, Bt 1, 4, b, ab, chacune
n divifeur commun, o une mefure commiine des trois diverfes gran-
devrs abe , abd, abe, Evy 8 a—+b.des divifeurs communs des grandeurs
ik 248 e b & it bl & Aot 24B — bb - 210 5 e,
Je nommeiai aambres. fimples ol premiers , ceux qwon ne peut divifer au
iifte ou fans refbe par ancun autre enticr que pat ens-mdmes ou par Punités
mme chacun des diX I, 253,557 I8, ¥3 5175 195 23.
¢ Frrous lesautres , -ou ceux qui peuvent ue divifez fans refte par un an-
ftte encicr que par cux-mémes ou par Punité , feront nommez des #ombres
vhipofez s comme chacun des douze 2, 4, 65 8, 95 105 125 145 X5,
5 a 13 s 20
Etondicauflique ces nombres compofez font muleiples de lenrs divi-
curs. Ec qu'ils font danbles sils les contiennent au jufte 2 fois. Et gua-
iple L guintuples - ou fextuples , on feptuples , ou déeuples; fi ceit 4
 on.7 fois ;- ou 1o fois.
ts fout anfli nomimez Bdmultiples de ceux qu'ils divifent
selbe Soidabies on leurs vy ?%’ Lils 'y trouventaujufte o fois. Et
BAteiples o tiers , fiCoft' 3 Fois au jufte. Etfohguaedruples ot guarts, fic'oft
Fois. Et foufquintuples’, fonffextuples , fouffepruples’, fondécupless f-c'eft
fois , ou 6 tois , ou fepe fols, ouro fois, &ec. Bu plusfimplement cin-
temtes 5 fividmes o fepriemes , dixiémes. Ev pour les aptres pareillement
 buiitidmes , newviémes , onlicmes 5 douziémes, & ainfi du refte julques 4
On nomme #ombres pairs toUs ceux que 2 peut divifer fans rofte. Er
irement pairs ceux que 2 fois 2, ou 4 , divife anili fans refte. Ettous ceux,
que ne peut diviferfans refte , font nommez wombres impairs. Et onnom-
encote mombres pairement impairs , tous ceux qui peuvent Cure au jufte
fez par 2, & nele peuvent Exre av jufte ou fans refte par 4.

. Nombres pairs 2. 4 6. 8. 10, X2. 14. 16,18, 20. 22: 24. 26.
o pairement pairs + 4. 8. 12, 16. 20, 14s
ambres impairs 1. 3. 5. 7. 9. TI. 13,15, I7. 1g. 21. 23+ 250 27.
. privement impaits 2. G, 10, 140 18, 224 26,

' S iij

10
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b. difinition.

b. 2.
L. 3

142 NOUVEAUX ELEMENS

Je nommerai encore ¢n généial grandenr fimple toute grandenr:
I & linéaire. Ect grandeut compoge toute autre ,-oun plane, ou fol
de divers degrez, Ainfi les grandeurs 2,6, 4~ 8, a— 4, fero -
mées fimples, & Ies grandeurs ab, ab — ad, ab’—pcd y A3 —— B3 feionr
appellécs compofées. : T o
Si divers nombres n’ont point de divifeur commun autre que. -Tunité,
on dit qu'ils font premiers entrenx , quoi qu'ils foient fouvent comipofez
en eux-memes. Ainfi les nombres » & ¢ font premiers entr'emx ; quoique
g foit compafé. Et parcillement les deux 6-& 13 font premicrs snireux, -
Et aufli les wois 2, 6, 25, quoique z & ¢ aient wi divifeur compmun
2. Etlesquatre 8, 15, 35, 49, font premiers entr'eux. . AT
Mais fi deux rombres ont un divifeur commun ou une mefiite commu- -
ne autre que Punité ; on dic qu'ils font compofez. ent¥’en,- quvique fouyent
Pun d’entr'zux foitun nombre fimple. Ainfiles nombres 38 ¢ font com-
pofez entr’cux , quoique 3 foit un nombre fimple.. Et pare; rlef*deux
§ & 10 font compolez. entr’eux. Evavfliles wois 2, 124
tres, 1§, 95 E§. . 3 ; R
Et je dirai pareillement que les grandeurs font premiéres entr'ells
elles n’ont ancun divifeur commun excepté Punité.. Er qielles fo
pofees entrelles, fi elles en ont quelque autre.. Ainfi les grandeurs ab & cd
font premiéresentrelles; & les'deux 2 & 4b font compoftes enrt’él[g's,‘ )
Un nombre eft appellé parfair, losfqu'il eft parf‘:iitcmexi’t égaligoug :
fes divifeurs enfemble, qui font moindres que luy, Comms ¢ qui-eft par-
faitement égal & tousdes: divifenss enfemble 1, 2, 3. < Y e

R S R I A D G U o b S b
E COROLLAIRE.

1.. P Oute grandeunr peut &tre divifée fans: refte par elle

E quelle eft totijours au jufte une fois: dans. ellc-mémy

' IT CORQLLAIKRE. :

3. LE- plus grand divifeur entier dg-chéque'-gtaﬁ}iéﬁrf.c&,.@fa_ :

~méme; puis quelle:nien: peut b jamais. contenir aw. ji

plus grande.. ' L ST

- Ll €OROLLAIRE. |

3. LE moindre divifeur d’in nombre ef mﬁg‘oﬁrs Punité -phiis quetur

autre divifeur enticr eft totijouts wh nombse ;. qui coniticht Biau jr

fle 'Pluﬁeurs unitez. Coed sl

IV COROLLAIRE. -
4 iE plus grand divifeur -commun de deus ou de phuficur:

ne furpaffe jamais le® moindic d¢ ces- nombres;. ni Fiihité I plos

petit ©de levrs-divifeurs communs,.

11
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. ¥ COROLLAIRE.

ibr é:"ﬁefurg'ou divife fans refte un autre nombre ¥, il
rand divifeur commun des deux 2 &< ;
ifeur® de luy-méme, & quil n'en peut
plus grand,” .

VI GOROLLAIRE.

mbies # & ¥ font compofcz enteux, & aun nombre fim-

y-méme un € divifeur de ¥, Puifque le nombre fimple

ppofition , ne peit aveir aucun divifear que p

 Punicé s ni par confequent les deux 2 &3, : 1{: b. définition.
divifeur commun que le nombre 4 ou 1. .12 ok
VII COROLLAIRE

w5, 1] deux nombres # & = font premiers entr'eux, & qu'un nombre ¢
¥nefiwe Fun fans refte; ceméme g eft b premicr 4 Pégard de lautre.
 gWaucun nombre, autre que I'u-

, en peutd mefurer dewy quifont AR “ T &

miers entreux. . 6. 25- 3. 6. 25+ 5

C ¥vI11I COROLLAIRE. ‘

1 un:nombre-4implé 4 ne peut divifer un nombre y fans refte; ces
Jdeux nombresa & z font premiers entreux. Puifque le nombre &
point » de divifeur.que. luy-méme ou Tunité, ni les b. définitio.
& 7 par conféquent que lunité {eule pour mefu- ;‘
(Ung, ' Ea
IX COROLLAIRE

G S’I une grandenr 2 mefure ou_divife fans refte une autre grandeur 7,
k8 queda grandeur z en mecfure aufli fans refte une rroifiéme 33 la
premiére « mefure enfuitte la troifiéme y.
“ Cat nommant 4 I'expofant entier dela divifion de z par #; Ie produit b
i divifeur # par Fexpofant b eft b égald la grandeur ¥, & peutaufli divifer
afte la grandeur y. ;81 donc ¢ eft Pexpofant de la divifion de la gran-
deiir y at -db , ou par z31e produit abe du divifeur a6 par Pexpofant ¢
kb égas":‘i la grandeur y, Comme donc  mefure
-#be fans refte,on que Pexpofant b, qui eft un pro-
-uir des grandeurs entiéres 5 & ¢, eft une gran-
deurentiére, laace grandeur 4 mefure auffila 3
#au jufte ou fans refte.
X COROLLAIRE.
10. S-I un nomibre # divife au jufte un nombre 2, & qu’un nombre b di-
b vife encore au jufte Pexpofant ly » & un nouveau ¢ Uexpofint x, &
?uatriémc 4 Pegpofant #,- & que le dernier expofant ¢ foit aufli divife
uy-méme; de nombre § eft égal an produit abede des divifeurs fuccel

a4, Z. by
3. Iz, € %

b, définitions

J

”-

3.°6- 30, 2. §. 10, D182
4.z yoboe be
ab. abe,

AL
.fax'

12




b.1%.2,

€9,

- unité,ou qui {era fimple, Mais ce nombre étantun divife

‘t:f o2,

all.
b.s.

144 NOVUEAUX ELEMENS
fifs, ¢, b, ¢, d, e, & peut avoir pour diverfeur chacun de ces. mémes
nombres , & chacun de leurs divers produits alrernatifs. S
Car le produit de du divifeur 4 par lc dernier expofant seft égal Faupénul<
me v. Et pareillement le produit cv, oucde , du divifeur ¢ par 9.5 ou parde;
égalb an pénuleiéime expofant x. Et le produit bx, oubcde’, eft b-égal &
Fexpofant 7+ Etle produit a4y, ow abede , du divifear 4 par y, ou par &cz!f et
¢égal® au nombre méme z. Ecles cing divifeurs fucceflifs 4,6, ¢; 43¢, &
leurs 10 plans alternatifs ab , ac; ad, ac, be, bd, be, od, ce, de; &leurs
1o folides alternarifs abe,.abd, abe, acd , ace, ade, bed | bee, bde - cdes
& lenrs cinq furfolides alternatifs abed , abee , abde, acds, bede 5 & le
produit méme enticr abede 5 font chacun un divifeur ¢ éxadt du nombie

abede . ou de L qui eft le méme,

| db. ac. ad. ac. b, B, bei-cdl ce. .
c;b;dg. bede. cg;e:. de. e 1. %x + 6. 2X. 33. FOi 35.5§n T4e 22077
) %4 ¢. abd, abe. acd. ace. ade. bed. bse. bde. cde.

z3ro{770 (154 (77.(rx. (1. 30-T0f. 165, £2. 66. 131 70.110. 385.154.

A e TN cabid. aboe.” abd, aods. bede  \abrde.-
(4. b ¢ 4. e %zxo- 330, LE§g. 4620 770 %ii;,f&.g.
XI' COROLLAIRE. T e
11.. Out nombre entier 2 eft divifible par un nombre fmples. =
' Car s'il eft fimple , il {e peut divifer luy-mEme b aw jufte & fans
refte.Ers'ileft compofésun dé fes divifeurs,comme yreft funpré(}!l 7 1

i ce divifeur eft fimple , ¢'éft ce quelon prétend. Et 8'il eft compal
fes divifeurs, comme y , qui eft moindre que luy; eft fimple o ¢
s'ileft encore compofésun des fiens,comme x,moindre encore que I
reillement ou fimple ou compofZ. -Et comme on n¢ peur pas feitrer
blablss raifonnemens plus de fois qu'il y a d'unitez dans y o
dta venit enfin 4 'un dernier divifeur comme r moindreque:
qui lauront précédé, & quin’aurapoint d’autre divifer qu

eft aufli un € divifeur du précédent.xr que le pénultiéme v m
me x mefure encorelé divifeur 7> &y le:premicr nonib
bre fimple # mefure « an jufte y . TR
& ¢ Fantre z enfuitte que lon
apropofé.. =
XII COROLLAIRE: /.|
12 SI deux nombres 4 & z font compofcz entr'eux;-qu
fimple en peut étre un divifeur commun, Parce. qu
commun g des nombres 4 & z'aura pour mefure "
quelque anombre fimple e our, quimefurs aufli-
chacun ¥ de ces mémes 2 & 3, ' .
_ XI1II COROLLAIRE.. T
13. £ T'denx nombres w’ont aucun divifeur commun qui foit fmpl
{ont premicrsentrieux: Puifque tous ceux quine font po

&
Az

13
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._ﬁféﬁx-,ﬂﬂ qui font compofez entr'eux , peuvent avoir b quclquc
. % X1V COROLLAIRE,

nombre 4 mefure chacune des parties 2 &y 'd'un nombre ; il
mefute 20ffi- ce-méme nombre entier z — y. Car i & cft Pexpofant
¢ fa partie Y -divifée fans reflepara, & ¢ Texpofant entier de Pau-
epartie y avfli divifée par#; le produit ab eft ® gal 3 lapartie, & I
produit asd la b partic y, & routle nombre ab - ac égal © au nombre cn-
< {L& y- Mais le divifeur # mefire au julte wb —t ac , puilque Pexpo-
fznt: b:. 16 eft-un nombre entier,.

Bt par conféquent le méme di-
vifeur 4 mefure auffi z — y fams
refte,

 ab-tag.
. b 2ty 0 b -1
_ 3. §- I§~+6. 2, §~+20U7

XV COROLLAIRE.

1 uit nombic 4 mefure une partic = dun certain nombre x, &
s v quil wen puifle mefures Pautre partie x =z quirefte 5 il ne 2 peut
thefurer au jufte ce méme nombre x. Puifque sil de pouvoit , il mefu-
terojtb aufli Ia pardex — 7 @ T x x—z
g ﬂ:e.. Ce _qnm repugne a : 3¢ 210 31, FI=2I 0¥ 10,

X¥1 COROLLAIRE.

I un nombte 4 ricfure un nombre x & fa partie y ; il mefure aufli
. dla partie &~ [] qui refte. Car fid oft lexpofant du nombre v di-
¥ilepar e, 8 blexpofant de n pattic y auffi divifée para; le produit ad
eft egal®au nombre x, & ke produit «b cgal 4 lab partic y. Et ad— ab
égale d Ia ¢ partie x - qui :eiﬁ - Etpar conféquent 2, qui mefure au ju-
ﬁcad-—sf, puifque 'expo- :
fant d=— b eft un nombre en-
ter . doit aufli mefurer fans
refte la partie x — y.

XVII COROLLAIRE.

3%, € .1 denx nombres & & ¢ font premiers entr'eux; chacun eft premier
. a9 Iégard de la fomme b —+ ¢ des deux. Car nul divifeur de é ne
_pouvant b cftre un divifeurde ¢, fi ce n’eft Lunité, nul aufli que Puniré feu-
Je-ne peut mefurerau jufte ¢ la fomme &+ ¢, oun Etreun divifeur commuan
des deux nombres b & b— ¢, Eenul nombre par -
Ia'méme raifon ne peut &tre un divifeur commun - &
desedenx ¢ & b+ ¢, fice n’eftPunité. 31-7- 31—+ 70m39.

 XVIII COROLLAIRE.

8. E -;I deux nombres & & ¢ {ont premiers entreux , & qu’on 6te une ou

A B d--—é
30210 05 2I=—1g, 7— g,
ad— ab,

b,

pluficuss fois le moindre ¢ de 6, autant de fois, par éxemple, quil

b. 1a.

b.18. 27
C. 9.1

2.¥6. 1.

b 14.

b.z8. 2,
Ci1c.1,

b feppofition.
€. 14,

Pt
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146 NOUVEAUX ELEMENS

y 2 d'unitez dans «; le nombre ¢ & le refte 4 font premiers entr’eux., Car s'ils
éroicnt compofez entr'eux , ol qu'un nombre ¢ plit Erre leur divifeur com-

. mun; ce méme divifeur e mefureroit anfli ® tous les nombres ¢ exprimez par

ac, qu'on auroit Eﬂs dans & & par une fuitte néceflaire € il mefureroit tout
le nombre 4, 0u chacun des denx 6 & ¢ qui :
P . : T . b.oc # b——ac £
ont premiers entreux. Ce quirépugned . © ok Tou 1
la Iuggoﬁtion. Et par conféquent ¢ & d 51+ 7- 331772 Or e
p

font 4 premiers entr’eux.
I THEOREME.
19. 1 denx nombres b& ¢ font premiers entr'euxslenr produic be eftle plus
SPCEiE nombre que Fun & lantre puiffe divifer au jufle on faps refte,
DEMONSTRATION. '
Soit Y le plus petit des nombres que b & ¢ mefurent Pun & Pautre fane
refte, & ¢ le moindre des deux b & ¢. Afin que ¢ mefure les nombres & tous
enfemble que z comprend au jufte , il faue que ¢ érant pris dans chacun
de ces nombres & aurant de fots qu'il s’y peut trouver, lesreftes 4 puificnt
encore &tre tous enfemble ® mefurez par ¢, ou que ¢ & 4 mefurent Fun
& Pautrela fomme y de tous cas reftes d. Etchaque b qui ¢ft dans ¥ four-
niflane une fois d poury, il eft clair que b cftau jufte autant de fois dans

- zque d dans y. Mais¢ & 4 ; qui peuvent chdcun mefbrer y , font € premiers

entr’eux. Etd qui mefure an jufte les nombres ¢ tous enfemble que com-
prend y , érant pris dans chacun de ces nombres ¢ autant de fois qu'il s’y
peur trouver , mefire ® encore la fomme x de rous les reftes e. Et chaque
¢ qui eftdansy fourniffant aufli une fois ¢ pourw, il eft clair quee cft an
jutte autant de fois dans y que le nombre ¢ dans ». Et continuant de Ia
méme forte jufquau dernier reftc qui eft tolijours r, commeici julqu’an
dernier refte f5 le nombre e qui mefure au jufte lés nembres 4 tous enfem-
ble que comprend x au jufte, mefire € encore la fomme v de tous les reftes
£ Et d eft dans » antant de fois au jufte que le nombre f dans #,

Mais il eft évident que Lunité £ v'eft pas moins de fois dans v que dang
e qui mefure wau julte, Etainfid qui cft dans x autant de fois aujufte que
le nombre £ dans v, weft pas moins de fois dans x que l'unité dans ¢, on
que 4 méme dans le produit 4, puifque d cft dans de autant de fois9 au
jufte quily 2 d'unitez f dans ¢. Donc x w'eft pas moindre que de, ni ¢ par
conféquent moins de fois dans x que dans le produit de , ou quilyaddu-
nirez dansd4; le nombre e érant au jufte autant de fois dans de, quiily a
d’unitez dansd. Et on prouvéra en remontant de Ia méme forte que ¢
n'cft pas moins de fois dans y que dans le produit ed, ougquilydadu-
nitez dans 4. Et pareillement que b n'eft pas moins de fois dans z que
dans ¢, ou quil y 2 4 d'unitez dans¢; ou ce qui revientan méme , il fera
clair, quele moindre nombrez, que b &¢ puiffent chacun mefurer an ju-

s . . :

fie, n'eft pas moindre que Iel}f Pl‘Oilult b e bo.d od e de. . of
b, ouquey & benefont quun méme 13.7.8 s 10 102
nombre, & l¢ plus petit que & & cpuif- ‘7 :' 5-35» 2ni0. 1. 2.
fent mefurer au jufte A e v
_ juite.
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I1 COROLLAIRE,

I deux divets nombres b & ¢ font fimples ; leur produit £ cft le plus
- xJpetitnombre b que 'un & l'autre pniffe mefu. 5 5
rer au jufte. Puifque ces deux nombres ¢ fone pre- P oon

miéss entr'enx, - _
' I COROLLAIRE.

21, ¥ I deux nombres & & & mefurent an jufte Tun & ['autre un méme
o S nombre 4 ; le moindre comme z que chacun desdeux 4 & ¢ puifle
mefurer au jufte, peut aufli mefurer cer autre 4 fans refte, Car % ne peut
furpaffer 4 parla Elp ofition. Etfi & afont égaux ; le nombre 2 ou 4 f&
mefure ® lay-méme, gtﬁ { et moindre que le nombre 23 les deux 4 & ¢ p, ¢ 4
qui mefurent » Pun & Fautre aujufte , mefurent aufli tous les nombres z
enfemblc € qu'on ponrra prendre en 4, & encoreledrefe ¢ s'il s'en peut ¢. 9.
trouver un. Etainfi l¢ nombre z, plus grand que le refte ¢, n'eft pas le d. 15

;.o' .‘x.

b.1g.
1. 7. 77. C.définitid8

‘moindre que chacun des deux 6 & ¢ puiffe mefurer 5
aujulte, Ce qui repugne 4 la fuppofition. Le refte e ) 8 ¢ ;' G &
eft donc © nul, & Y mefure* aujofte le nombre 4. 12: 84-168. 7.0 e 16. 1.

ITI COROLLAIRE.

$1. 'SI un nombre 4 mefirre au jufte un Eroduit be de deux nombres 4 & ¢,
Al & quec & 4 foient premiers entreux 3 le nombre 4 eft un divifeus
de l'autre nombre 4. Car ¢ 8¢ érant premiers entr'ens , & chacun mefir-
rantay julte le produit b¢ 5 leur produited,, qui eftle moindre nombee b que b. 19,
Yun & Taatre puiffe mefurer au jufte, eft € un divifeur de 4e. Sidonc ¢ eft c. 21.
b expofant entier de la divifion de b¢ par ed; le nombre beeft égald an pro- d.18. z,
duit ede du divifeur ¢d par expofante. Er fi on divife 'un & %au tre par c;
les expofans b & de fonc © égaux , ot ne font 4 be. b J e 1
§u’un méme nombre. Mais fion divife e par "6 Oebicd e €173
&, on'aura Pexpofant entier ¢, Etzinfid cftun
divifeur du nombre de ou &.

IV COROLLAIRE.

23. 1 denx divers nombres # & & font ﬁméples; tout divifear de leur
plan , ou produitad, eft 1, oua, ou &, ou ab. Car nommant 7
. tel divifeur qu'on voudra du nombre plan &b, Si les nombres « & z fonr
premiers entreux , le nombre 7 fera un s P p
divifeur » du nombre ﬁmfp[eé,c’eﬁa‘t di- i 3{9 ' fe2e3. 6.
- L 1. 4. b. ab. 1. a. b. ab,
fe1oub, quifont cux feuls ¢ les divi- M
feurs du nombre fimple 4. <

Et {iles nombres2 & % fontcompofez entr'eux ; Je fimple £ feraund di- g, 4,
vifenr de z, Et nommant y Pexpofant ¢ntier de la divifion de z para, le
produit ay eft égal © au nombre 2, & peur aufli mefurer ab , dont z eft di- e 13, o

vifeur, Et nommant encore x I’expofant enticr de la divifion du nombre
T ij

4.84.12.7.28. 3.
ede, de.

22,

¢ Aifinition.
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e 18,12,
£27. 3.

b. 22,
€ 23,

d. s,

e.18 2.

£27.3.

g. 23.

Je produitcyx eft égal € au nombre gbe. Et divifane cyx & abe pare,

nombres 1¢, ac, be, abe. Si donc trois

ab par ay ouz, le produic ayx eft-¢gal ® au nombre ab. Et divifant #y» &
ab par a, les expofans % &blontf égaux , ou ne font qunn méme nu:_m;brc.
Et par conféquent 1 & &, qui fon les divifenrs de &, font auffi les feuls di-
vifeurs du nombre yx.Etainfile divifeur ¥ quiclt entier,eft nécéffairement
roub;&ay, ouy fonégal,eft
le nombre fimple 14, oule nom- Ie
bre plan 4b. Si donc desx nom- I. &
bres # & b font fimples , tout di- Y <
vifenr z de lear plan a6 eft un
feul des quatre 1, «, &, ab.
V COROLLAIRE.
24. I trois divers nombres4, &, ¢, font fimples § tout divifene dg’leu:;.‘-(
folide abc eft un des quatte du nombre b, ou un des bpmdﬂit;é'

de ces quatre par e, ceft 3 dire un deshuit 1, &, 4, ab, ¢, ac, bc, abe.

Car nommant g tel divifeur qu'on voudra du folide zbe. Si les nombreg,
¢ & z font premiers entr’eux , le nombre % feraun divifur du nombre
plan® 46, oul'un des ¢ quatre 1 , 4,.4, ap,

I.2.3- 6.5.30. (1. 2.3. 6530, (L. 2.4 6.5. 30. (1. 2.3, 6.5.3al .
% I. 4. b, ab, ¢ abe, % 146, ab. ¢, abe. % La.b.ab.c.qbe. J1.4.b.ab. abg,
z. ” R, < %
Etfiles nombres ¢ & z font compofez entr’cuy ;le nombre ¢ fera d un i
vifeur dez. Et nommant y Pexpofant de la divifion du nombre pace, le
produit ¢y © eft égaliz, & {)cut auflt divifer au juftc 4be dont g eft divi-
fenr. Et nommant encore x lexpofant dela divifion du nombre #bc iiar €75
des ex~
pofans yx 8cab fontf égaux , ou ne font qu'un méme nombre. Et par con..-
{équent 1, a, b, ab, quifontles feuls divifeuss du nombre plan 44, font
aufli les feuls du plan yx, &le divifeur 7 dunombre yx eft £ néceflzirement
ou.r,ous, ous, ouab; &le pombre ¢y sou quiluy eft égal, un pro=
duit de ¢ par 1,.6u par 4, oupar 4, ou J;ar'lc plan ab; ceft § dircun des.
: ivers nombres 4, 4, ¢, font fim-
ples, rourdivifeur de leur folide 267 eft un deshuit 1 »@5b,ab, ¢, ac, b,
abe , qui font aufli les mgmes que les quatre fmplesy, o >0, ¢, & leurs 3
plans alternatifs a6, ac , be, &leur (olide unique e, ’

2. 3. 6. i 2. 3. B
k. ab. I. 4 b ab.
X ayx. X Po R
Je. A
APXo:

Lo 2. 3. 6.5 30. I. 2. 3. 6. 5. Io. 3o0.
1. a b ab. ¢ sbe. V1. a b ab o a4 abe,
). X Z. ) x z, '
Y. 6. eyx. . £ oy,
I. 2. 3. 6. 5. I35. 30. ("1 2. 3. 6. 5. 0.
M. 4. boabe e be. abe. \1. a b, ab. o abe.
X Y z, x. » z,
Je . g F
_ £%, .
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Y1 COROLLAIRE.
[ nombres 4, 6, ¢, d, fonr fimples; leur furfolide abed ne peus
~ayoir aucun divifeor que Pun des huie du folide #be, ou Lun des pIDﬁE}it&
deces huit pard , ou qu'un desfeize 1,4, 5,4k, ¢, a5, be, abe,d yad  bd,
abdyed, acd , bed , abed, quifont les fimples méme 1, 4, &,¢,4, & lenrs

‘N pourra démontrer en fuivant le méme ordre, que fi quarre

"6 plans alternatifs, &leurs 4 folides alternatifs, & leur fusfolide unique.

Abed, . .
- Et paceillement ke produi abede des cing nombres fimples 4, 6, ¢, 4, ¢,
ne peur avoir que les 16 précddens ) & les produits de ces 16 pare; cefbad
dige que xfois 16, ou 32 diyifeurs , qui ferontles 6 fimples1,4,6,¢, 4,0,
leurs 1o folides aleernarifs , & leuss ¢ fuir-
ides alternatity, & ledarproduitunique des 5 dégrez abede.

2= Er le produit abedsf nauroft parcillement que. 3 fois 33, ou 64 divi-
;ﬁurs > qui-feroient lesfimples 1, ay b, e, d, e f, &leurs s plans alter-

i1s 6 produits alrernatifs de ¢ degrez , & leur produit unique de 5 degrez
def.- Evon penr continuer de fa méme forte jufques & L'infini.

VII COROLLAIRE,
LE plan de.deux nombres fimples, oule folide de trois, oule fur~

folide dequatre, oule produir de plufieurs, ne peut avoir aucun
ur fimple.que b Lunité,ou I'an des deux;ou des trois,ou des quatre fime
: nton fuppefe qu'il eftun produit; commele produitabedefyl
£k aucun:divifeur fimple que Fun de ces

osquarré-as eftun feul

Ilenombreaeft “tourdivifen :
jdes trois’s s, a4 Er toutdivifeur de fon cube &7, un foul dés

“Tya, ai; & Ft dedon quarré de quarré a4, un feud descing 1,

> 5 et Etdela 5 puiflince o5, unfeul des fix 1, 2, aa , &, 44, a5,

nfi des aueres julquesd Pinfini, Parce que tous les divifeurs fimples

cs:diverfes puiffances ne font quetunité, & le feul nombrefimple 45 &

i1s-Jeurs plans alternatifs quan piéme quarré 4a ; & rous leurs furfolides
mibme cube 2. B ainfi du refte.

- Puiffances 1. a. aa. &, at. 4%, ab. a7, 45 a9, &, A gr, 8lcl
mbres des divifenrs X, 2. 3. 4. 5. 6, 7. 8. 9. 10, 1L I2 13 Bic.

IX COROLLAIRE

'Ies nombres 4 & & fonefimples 5 tout divileur gad des trois 4, o,
Y%, eftun destrois 1, @, aa, ou [un des divers produirs de ces
achycelta dire, un des fix 1, 2, 24, 18, 4b, aab. Parceque wous
saliernaifs des fimples «, «, &, font ae & a8,
T ij

s, & leurs-g 0 folides aleernatifs , & leurs 15-furfolides alrernarifs , &

b.ozg. 240240

I8




6. ac.
1c6. e
1d. ad.
1¢d. acd,

150 NOUVEAUX ELEMENS

Et eour divifeur du furfolide aabb des quatre#, 4,6, 4, cft un desé
précedens, ou Lun des produirs des 3 derniers par 3 ceft d dire un des
gdivileurs 1,4, a4, 1b, ab, asb, 16, abb , M}Z. Parceque tous les planis
alternatifs des quatre nombres fimples 2, 2, &, &, font az, ab, bb; &
tous leurs folides altcrnatifs , les dewx a4b , abb ; Ou parceque les 6 produis
alternadifs aa, 26 ,aab , bb , abb ; aabb, font rous cenx des 4 nombres fim-
plesz, a, &, 4. :

Et parcillement rout divifeur du produit #ebbé des cing nombres fim=
plesa,a, &, 6,4, cftundeso précédens, ou un des trois produits des
trois derniers de ces g par & Mais tout divifeur du produit 4ab’ auroit un
des 12 précédens, ou un de leurs produits par ¢. Et tour produit du nou-
veau gablce des fept nombres fimples w2, 2, 5, 6, b, ¢, ¢, auroit ['un de
ces 24 divifeurs,ou Pun des produits des 32 derniers 1. 2. a4 3.

ar ¢. Et 2ab’ced auroit ces 36, & 16, #b. aab. 3.
es produits de ces 34 pard, ouyz 1bb. abb. aabb, 3. z
divifeurs, Et ainfi des autres. 153, ab3, 2203, 5.5
aac. 1be. abe, aabe. 1bbe. abbe.  aabbe. e, abic. askie. 1s
aace. Vbeo. abee. anber. 1bboc. abboe. aabbec. 1Bce. ablce. aabier. 13
aad. 1bd, abd. wabd. 1bbd. abbd. aabbd. 1634, ab3d. m&‘a’.?
aac?, 1bed. 1abed. aabed. 1bbed. abbed. aabbed. 163cd. abed. aabicd. 36

1

gcd. aced, aaced. 1bocd. abecd. anboed, 1 bbeed, abbecd, aabbecd, 1 Bccd. abiced. a2abieed.

B2 28,

I PROBLEME.

29. P Ovur tronver taus les divifeurs fimples éganse on inéganx dun cevtain
nombre T, : .
Onle divifera par 2, s'il cft pair; & I'expofant pareillement par z, &'il eft
encore pair; & aufli expofant nouveau par 2, s'il eft pair. Et ainfi de
fuitte julqu’au premier expofant impair. Et on divifera pareillerhent par 3,
s'il eft poflible , I'expofant impair ; & par 3 encore, 'l eft poffible , Pexpo-
fant qu’on attra trouvé, Etainfi de fuicee jufques au premier expofant, que
3 n¢ pourra plus divifer au jufte. Eton tentera par ordre de femblables di-.
vifions par 53 & enfuitte parv; & aprés ecla par 115 & par chacun des
fimples qui les fuivent, jufques & un dernier expofant qui foit fimple. Ex
Ie probléme alors fera b réfolu.
PremrgRr gxEMrPLE. : :
Pour trouver tous les divifeurs fimples de 462. Je divife ce iombre pre-
muerement par 2 5 & enfuitte par 3 lexpofant impair 2315 & par 7 Pexpo-
fant 77, que 3 & s ne peuvent divifer au jufte. Et comme Pexpofant 11
eft un nombre fimples Fopération eft faite Divifir 162(231(77(x1(
& donne d connottre gue tous les divifeurs o4 er:r MH2ITT77ULIL
23357511 I,fonttousiesﬁmples de 462, parx 3 7 Ix
SECOND EXEMPLE. : ' :
Pour trouver tous les divifeurs fimples de 180. Je le divife par 3; & lex

19




- DES MATHEMATIQUES. Livrs VL g1
:“-2‘1'-“' ¢ft un nombre Pair » encore par 2 3 & .de nouvycau I’eng_
pait 45 par 3;& l'expoflent 1 g aufli par 3. Er comme le dernier cxpo-

- ¢ft (imple; je rouve enfin que Divi
T ’ 17 8
fes divifeurs fimples égaux ou i’ ff"; ;r 2( 92{4 ; (1 35 { ; {1

tols &
inépaux de 180 font 1,2,2,3,3,5-
- Et ontrouvera de laméme forte que tous les divifeurs fimples ¢gaux on
inéganx de 540 font1, 2,2, 3, 3, 3, 5. Etque tous ceux de 144 font
B3 2522232533 3
Diviftr 40 (270(135 (45 (15 (5.(1. Dimifer 144072 (36(18{s(3(x.
para 2 3 3 3§ parz x 2 233

- LLDEMONSTRATION.

I quelques puiffances de divers nombres fimples 4 & &, comme le quar-

1é aa, & lecube B, peniventTun & Pautre divifer z fans refte ; Saque
Fexpofant de la divifion de 7 par az foit y : e produit aay eft égal bau nom- b- 13- 2¢
brez, & on peut divifer 'un & l'autre par a3 & l’expofantay encore par
. Etcomme # & & font premiers € entt’eux , puifque un & Pautre eft fim- ¢. définition
ple; le cube #5qni mefure au jufte le nombre z, ou aay, divife aufli fans
refte Pexpofant ay , & cnfhitte 'expofant y parla méme raifon. Ernom-
mant x l'expofant entier de la divifion du nombre y par le cube 43, e pro-
duit b3x eft égal b au nombre y, & lautre 2abdx au < nombre {ouaay, Et d.20.3.
on pent divifer #x ou y par §; & Fexpofant bbx parb; & cencore Pexpo- '
fant bx par b, Et on démontreroit de la
méme fgrre que tout divifeur fimple du 2+3 540.4:155.27. 5.
nombre 24b’x ou T, & qui eft différent 5 R L ”» 53 xe
des deux 2 & b, peut encore divifer x @. 0. ‘;? - A4 R B
an jufte. Et ainfi du refte, Ao

o g4e(270(x35 (45(r5(5(z. 540 (270( 45 (15 ( 5{ (n.
- Diviferz (aay( ay (y(Bx (bbx(bx(x(1. Erz(aabix(abix(b3x(bbx(bxx(1.

para & & b b x ptara & b b b x
2 2 i 3 3 5

IT PROBLEME.

s0. WyO0ur trowver tous les divifeurs dun certain nombre ensier,
P On en prendra b tous les divifeurs fimples égaux ou inéganx, & 4, , 5.
tous les divers proguits ¢alrernarifs de ces divifeurs fimples. Etle problé- c. ;. 5. 6.
e ferad réfolu, dit Livre g,
PREMIER EXEMPLE. do2s 2425,

Pour trouver tous les divifeurs de 462, Ten cherche tous fes fimples 2 ,
35> 7, 11, négligeant Punité quine change pointles produits. Etje mul-
tiplie le premier 2 parle fecond 33 & Pun & lautre, & leur plan's, par
Ie troifiéme 4. Erchacun des trois 2., 35 7, & des quarre produits 6, 14,
21, 42, par Je quatriéme 7. Et prenant encore 1, je connois que tous
les divifcurs de 462 fontles 16 qu'on expofe ici,
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x:‘ 13 Divifer 462 (231(77(r1(x
2,‘;1-6 par 2 3 7 1L
3% 7,14» 21 43

4%111.22. 33, 77. 664 T540 231, 462,
1
SEcoND EXEMPLE

Pour trouver tous les divifeurs de 144, Fen cherche tous fes fimpless
252525 2, 3, 3+ Erjemalriplic le premier 2 parle fecond qui eft enco-
re 2. Etle quarré 4 par letroifiéme 2. Et Io cube 8 par le quacriéme 2. Et
le premicer 2, & chacun des produits 4, 8, 16, par le cinquiéme 3. Et
chacun descinqnombres 3, 6,12, 24, 48, parle fixiéme 3. Et prenant
encore 1, je connois que tous les divifeurs de 144 font les 15 quw'on ex-

pofe ici.
1t Divifer r 44(71(36(18(9(3 (1
zz 1;13.. par 2 2. 2 2 3 3
3|2
PARFYE TS

5 316 12: 240 485
6 13l9. 18, 36. 72 144
7% |

Er om trouvera.de la méme forte lés 24 divifeurs dis niombre compef&
5 40- Et parcillement les 24 du compofé 350.

Divifer 360 (18 0(9 oy s(is(s(r  Divifer 5.40(2707(713‘5(4.;5(:'5(_5"(1@
2' .

IEr 2 Ifl’

ad 2l 4l 2dlal 4

3* |2t 8 3°[31 6 1z

457130 6.1z 24, 4511 9. 18. 36.

52 3! 9.18, 36, 72. i3] 27. g4.108.

6e 5 %Io. I§. 20. 40. 30, 60. 6: 5 %Io.. I§. 20: 30. 60: 4§.90
7711] t120. 450 go. 180.360:  7°[1].1  180.135.270.540.

: II1 PROBLEME.

31, P Our connoitre combien un nombre compofe penr anoir de divers di-
vifenrs. :

b.zg.  On enchercherabrous les fimples, & on prendra ¢le nombre . de-tous
48 1 les divers produits alternarifs.- '

&1 Livre 5.
ExzMprL 5.

Comme pour {cavoir combien 15876000 peut avoir de divers diyifeurs.
On cherchera tous les fimples égaux ou inégaux 1, 2, 25 25 25 235 5>
353555 5> 5575 7. Evon prendra 6, pour 1 & pour les ¢ égaux 2,
252, 2,25 &g4fois ¢, pourles 4égaux 3, 3, 57, 3. Bt raffesblanc 6

& 24, lafomme 30 fera prife 5 fois,PourIés 3 €gaUX §, 5, 5. Et rag;‘:m- .
ant
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.ENCOIE 65 245 90, lafomme 120 fera prife encore 2. fois pour les
7 &7 Et enfin les nombres enfemble 6, 24, 90, 240, forine-
{afomme oule nombre 360 de tous les divifeurs du nombre propofé,
‘quifont 1, 8les 4 fimples 25 35 §5 75 &tousles 355 produits alerna-
t_ifsi'dgs_j:_.Q,ﬁm“PIeS égatix ouinégauxzs 2, 2525 25 3, 3,3, 3, 555>
§.5 45 7. Etfion prend 4 pour 2, &b pour’; s &¢ pours , & d pour 7.
]‘gnombfc propofé 187600 répond au produit #'64¢344, & on le peut
encore exprimetainfy 2544 %72,

 Divifér 5876000 (7938606 ( 5969000 (1984500 (992250 ( 496125

. pm' 2 x 2 2 x
Ef 4967125 (165575 ( 55125 (1835756125 (1225 (245 (49 (7(1
par 3 3 3 3 5 s 5 77

1Y PROBLEME.

2. POur'trmmr rous les divifenrs dune grandewr Littérale.
u On la divifera pat'une linéaire ou fimple , ou par une qui n'ait
oint daiere divifeur qu'elle:mEore ou Linird, Et on divifera Pexpofant de _
gméhlg"forré. Etainfi dir reffe, Ev on cherchera enfuitte tous bﬁ?s divers b. 5 b ¢
roduits alternatifs de rous les divifeurs égaux ou inégauy qu'on aura 4% Livre 5.
découverts, Er le problémie fera réfolu.. Les éxemples éclairciront ces

régles. )
PREMIER EXEMPLE
Pour trouver tous les divifeurs de la grandeur ath-tanbh, Je la divife
premiérement par 45 & Pexpofant aab—iabh encote par a; & Fexpofant
x}oqveau-aﬁ-—-{-ﬁ_- par . Er commele dernier expofant a— b eft fimple on
linéaire: je multiplic le premier divifeur 4 par le fecond 2; & les deux:
gr,a_ndcnrs a 8 aa par letroifidme b3 &lesdeuxa & b, & les produirs sa,
ab, aab , par le quatriéme 4-.b. Et je trouve enfin que tous les divifeurs
de I grandeur propofée font les 18 qu'on expofe ici , fans conter I'u-
4
ze Z 2 pﬂr &
At
L

'Il" F Divifer ash—yanbh (aab—tabl { ab—1bb ( a—tb(x
@ b a—+b

‘ ab. aab. _ _ ,
4 ad—tab. ab—tbb. B-t1aab. asb-tabb. Pb—taabb.
S_C

SECOND EXEMPLE.

Pour trouver tous les divifeurs dela grandeur #6—2a%op—taact, Jela
divifc premiérement par a3 & Pexpofant a5-y-2a%c—tact parcillement par
#5 & expolant nouveau #4-t2aac6~+c+ ne pouvant &tre divifé ni par#, ni
par ¢, Di par 4—x¢, ni paris——c} jcle divife par ae—tce. Etcomme Pexpo-
fant eft encore certe méme grandeur z2—jce, quin'a point d’autre divifeur
qu'elle-méme on Punité: je multiplie le premier divifeur « par le fecond 4
&le premicr 4, 8cle produitas , par ke troifiéme aa—y.ce; & ce troifidme

A4
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aa—+c6 5 & chacun des deux derniers produits #*-racc, 8 at—~t+Adec,.
le quatriéme aa—tcc. Etje trouve enfin que tous les divifeurs de la gran-
deur 46—z atce—asctfontles dix qu'on expofe ici. '

Divifer a®—2a%c—panct { aS—2a3c0—tact (a4—2alco—c4 ( @a—tec (I
aa. par a a An—tCE | AAeC

At 24406+ ¢4, aS—tamoe—-ack. ab—vaateo—taact,
I COROLLAIRE.

33. SI on prend par orde 1, & 2, & les puiffances fucceffives de s,
jufquesd ce qu'on ait une {fomme qu_i_foil: un nombrc ‘ﬁmpljl: 3 ke
produit de ce nombre fimple par la derniére des puiffances fitcceflives de 2,
quelon aura prifes, cft un nombre parfait, -
_ DEMoNsSTRATION
Sile nombre 2 eft dénommé par 4,8 que la fomme,patéxemple, s ~t2—3a6
~+a*—ta4 foit un nombre fimnple;fon produic par la puiffance a4,qui eft la der-
niére des fucceflives 1,4, 24, 4%,a4, quela {fomme comprend, eft 1a%—+ a5t af
~—+a7—-4%, dont tous les divifeurs, qui {fontmoindres que luy, font ® leg
neuf 1, 4, ak, a3, 4%, I—td — da— &+ at, 14—+ ad—p D} b4,
1aa—t a3t a4t -tal, 1a3—yat—taS—tab—ta?, Maisle fixiéme de tous ces
divileurs eft égal aux § premiers enfemble 1, 2, aa; %, a4, Puifqu’il en
eft la fomme, Etle feptiémc e¢lt double du fixiéme 1—tat-ga—Fad—tat,
puifquil eft un produit de ce fixiéme méme par 4 ou par 2. Et zinfi k¢ .
feptiéme cft égal luy feul au fixiéme & aux 5 premiers enfemble; puifque
le fixiéme & les § premiers font auffi tous enfemblele double du fixiéme,
Et par la m&me raifon 3 lo huiriéme , qui et encore le double du feptiéme
Y Atititt-dtd4 -, eft é?al aux y premiers enfemble. Et le neuviéme pa=
reillement égal aux 8 qui le précédent. £t enfin le produit 124—ta'te®
—ta7—+a8, qui eft ¢ double du neuviéme divifeur 13-4 at—ta5—t.a6—ta?,
eft égal 4 rous les neuf divifeurs enfemble 1, 2, 2%, 43, a4 , 1 —va—taa
pedd—tat , 1A—taatdrtate g’ , 108t AGtA a5 a8 , 1P patras,
—traf a7, Et comme il ne peur avoir ancun divifeur que Lun de® ees g
ouluy-méme; il eft chair que ce nom-

bre cft € parfait, Ex c’cft laméme chofe R L, 8. 16
de tous les autres femblables jufques L A aa . at] 31
i l'infini, 6 14 a~taa—tatat| 31

Le nombre ¢ eft le premier des 7: 1atag—t By atL a5 | 62,
nombres pasfaits. Ec28, quicfkégala 8 14e—tai-tadtaitafinzg
tous {es divifeurs 1,2, 4, 7, 14, eft 9% 1ad—tad—taSotaf—a7 |248

le fecond de ces mémes nombres. Produst 1a*—pas—t-aS—t-a7-14% 496
Divifer at—taS—ab—a7—1-a® (Btat a5t aSa? (aa—t it a4t a5 —1af

Pﬂ}’ ia ‘ a2
Et aa—ta3-rat—tad—tal (a—tag—td—tat—raS (1—ra—taa—tdd—at (T
_ par x4 xn It Ia-t+ 2aat- 14’ —tad
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=16 ‘troifiéme eft 406 égal d tous fesdivifeurs 1, 2, 4, 8, 16, 31, 63,

124, 248. Et le quarriéme cft 8128, Etle cinquiéme 2355036, Etlefixié- 33550
me 8589869056, Et le feptiéme 137438691328, Et le huitiéme

23 3_3 84300813952128, Etla letire 4 dénommant tofijours 2 , le neuvié-

me dés nombres parfaits eft 4513256, c’eft & dire la puiffance §13%du

‘nonibre 2 moins Ea', puiffance 256°, La longueur du calcul n’a pas permis

d’en trouver encore dautres.

1II COROLLAIRE.
F4e Ou divifeur fimple du produit é¢ de deux nombres b & ¢ eftun
“o B divifeur fimple delun ou de I'autre. Car tout divifeur fimple 4

du ﬁprodifzjit ¢, qui ne peat divifer fans refte P
Pun des deux b & ¢, eft premierdbl'égard ©oI b. 3.
de ce méme nombre qu’ifJ ne peut divifer, & T ¢ 225

& par conféquent il eff un ¢ divifeur de Produit be. 3;( 21
Divifenr d. 4

Pautre.- ‘
11T COROLLAIRE.

Fi Tﬁut divifeur fimple dd’un nombre quareé b4, ou d’un cubique
L& $, ou dune aurre puiffance de b, eft aufli un divifeur® fimple b, 5.
-dw méme nombre 4 5+ Puifque le quarré b ¢ft un produit ou un plan des '
deuxh & b. Erle cube b3 un folide de & par W
I quareé bb. Etlapuiffance 44 un furfolide | cose 5 5' 12.
‘g cube & par leméme coté b, Er ainfi du %“.ﬂe - 144- (36
. rcﬁe.- : zwﬁur d. 4
_ IV COROLLAIRE.
- 36. @I deux nombres # 8 Y font premiers entr'eux , & les deux b & z
' aufli premiers entcux j le produit 4b des deuxa & b & le nom-
- bre z fonr premiers entr'eux. Car tour divifeur fimple du produir b cft
auffi Pun des fimples ® dunombre 2 ou b, Mais parmi t8us les divifeurs de p, 34

chacun des nombres 4 & & & du nombre z , il ne s'en wouve aucun que

Tunité qui puiffe étre commun “aux deux 2 & ¥, ou aux Cdeux & &z, )
; ' ¢ fuppofition.

" Donc avfli parmi tous les fimples du produit 4b
& du nombre z - il pe s'en trouve aucun qui z' 3
Yeur foit commun, Et parconféquent le produit AR VL d
_ab& le nombrez font d premiers entr'eux. ab. go. 28
o & définition.

V COROLLAIRE.

$7. SI deux nombres 2 & b {ont premiers 'un & Pautre 4 Mégard de cha-
cn dés deux ¥ & y; les Eroduits ou les nombres 4 &:;g font pre- b, 3,
-micrsentr’eux. Car le produit#¥ & le norabre 2 font premicers ® entreus. '
Ex le produit ab & le nombre y- aufli pre-

miers b entr'eux. Et par conféquent ke 5 Z' L o7

produit «b & l'antre zy font b premiers Sl

entr'eux. 60. ab. zy. 77,
V i

33¢

( feir)
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¢. juppofition.

d.37.
© ¢ definition.

<. 36,

b 40.
€ 26,
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VI COROLLAIRE.

38.. SI deux nombres 2 & vé font premiers entr’eux; chaque puiffance
_wJdefun de ces deux nombres eft premiéred I'égard dechacune des
Euiﬂances del'autre, Car rout divifeurdimple de telle puiffance du nom-
te¢ & quon voudra eft un divifeur ® fimple -ge ce:-méme nombre 4. Et tout
fimple de telle qu'on voudra de z, un fimple b aufli dez. Comme done
fmrml tous les divifeurs des nombres 28 Y, il ne s’en trouve aucun qui
cur foit® commun, fice n’eft Punité; deux telles puiffances qu'on vou -
dra, I'une du nombre #, & I'autre g 29.218
du nombre 7,n'ontd aucun divifeur - §3+ 927 X 245-729:2107
. ] e & an, & &' &5, a% al,
qui leur foit commun,ou font € pre- & -
1 ; ) (LW VB
miéres entr'elles. :1 . e
2. 4 816 32. 64 128,

¥II COROLLAIRE.

39 LE folide bed de trois divers. nombres ﬁmrplgs b, e, d, eltlé maoin~
dte que chacun de ces fimples puifle mefurer au jufte, Carle moin~
dre , que chacun des divers nombres fimples#, ¢, d ,-pui_i'{'e.smefurcr-au U
fte, peut étreluy-meme mefuré par le moindre e, que chacun® des deux’
b & ¢ peur mefurer fans refte ; & il peur 2tre encore divifé par 4. -Mais
be & d fone® premiers entr’eux. Et par conféquent bed eft Ie plus b petic
nombre que les deux ¢ & 4 puiflent chacun mefirer au julte. Er cememg
produit bed des divers fimples &, ¢,d, eft b o d. b;,-d" b
le plus petit nombre qu'ils puiffent chacun 2.3 5. 30. 6.

meforer au jufte, ,
¥II1I COROLLAIRE.
40. .ET on démonttera en fuivant le méme ordre quele furfolide de
quartre , eule produir de divers nombres -fimples , eft totijours de”
moindre que chacun c¥ cux puifle mefurer aujufte. - T
IX COROLLAIRE.

41. 1 un nombre eft le-plus petit que divers fimples ¢, 5,6, 4, aiffent -
Schacun mefurer au jufte ; nul aucre fimple n'eft .diviﬁzu’r dcg._ Par—

ceque le nombre 7 cftle produitb méme absd —
de tous ces divers fimples , qui ne peur %, & b o d"._,
avoir aucun divifeur ¢ fipple que Lun dep- o ’:5:_3' A A

ireux, on 1.

V PROBLEME.

42 Ounr trowver 1a mefure commune la plus. grande de doux grans
denrs. ' _ :

On btera Ja moindre ¢ de la plus grande b autant de fois qu'on {¢
pourra ; & le refte 4 pareillement antant de fois qu'en e pourra de'la
moindre ¢; & le nonveau refte e de Ja méme forte du premior refted - &
Pagwre refte £ du fecond refte 6. £t ainfi de fuitee jufques 3 celuy des tee
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§5 comme g, qui n'en laifle aucun. Er ce refte g farisfait enfin au pro-

- ’ DeMmowsTRATION.

“La mefure commune Ja plus grande des grandeurs 4 & ¢ divifant 4fans
tefte, & voutes les grandeurs ¢ que l'on peut prendre en &, mefure enco-
#g:au jiulte & le premier tefte 4. Et par conféquent elle eft encore une mefure
«commyune .des deuy grandeurs ¢ & 4, Et pareillement la plus grande com-
mune des deux ¢ & f eft encore commune b aux deux 4 & e. Et enfuitte aux
geftes £ 8¢ £ Et aufli b anx deuxf& g. Et ainfi de fuitte jufquan dernier &
qui_divife ou mefure au jufte le penultiéme £. Maisle dernier refte ¢ ne
?éﬁ?..avoir une mefure jufte plus ¢ grande qu'il n'eft luy-méme; pi par con-

é‘gttent’[es deux reftés F & ¢ unc commune qui furpafle g5 ni pareillement
les deux ¢ & f; ni enfnitee les deuxd & e ni encore les grandeurs ¢ & ;
ni enfin les deux & & ¢. .

Mais g mefurant £, & {e mefurant < luy-m&me,mefire auffi an jufte 4 tous
les reftes £ quifont danse, & leorefte g»oufle refte entiere. Er parla
mémc raifon, il mefure encore tous les reftes ¢ qui font en d, & le refte
ou le refle entier 4; Et pareillement tous les reftes 4 qui {font compris dans ¢,
&lereftee, oula grandeur ¢; & enfin toutes les grandenrs ¢ qui font com-
prifesens, & le refte 4, ou la grandeur 6. De forte que le refte g, qui cftle
degtiicr, étant un divifeur commun des grandeurs b & ¢ 5 & ces denx gran-
deurs b & ¢ ne pouvant en avoir un commun qui furpafle ¢; il eft évident
que cc dernicr refie g eft la mefare commune la plus grande des gran-
dsuts & 8 ¢. Et quainfi e probléme a preferir cc qu’ﬂ falloit faire,

La grande b. 86 (2 1% expofant
la petite c. 36 (2 24 expofant
X reffe d. 14 (1 3° expofamt
24 refle e, 8 (1 4° expofans
3° refle f. 6 (3 §¢ expefant jufte
4° refte g. 2 plus grand divifeur commun,

_ PREMIER EXEMPLE
Pour trouver Iz mefure commune la plus grande , oule plus grand di-
vifeur commun,des deux nombres 3 2 & 64 je divife 54 par 32. Et parceque
ka divifion cft jufte ou fans refte ; je connois que le divifeur 3 2 eft luy-méme
le plus grand divifeur Divifer 64 ( 2 expofimt juffe

l(;:):;i‘;:l;{d;ldcux hom- par 32 plus grand divifenr commun,

Srconp ExXEMPLE

Pour trouver le plus grand divifeur commun des deux nombres 2¢ &
0. -Je divife 30 par 2 §s & 25 par le refle 5, qui fair la divifion fans
refte, & qui cft Ie ..
- plus grand divifeur Divifer 30 (1 expaﬁ:; ufte

commun de 25 & par 25 {5 expo #
de 30, : par s lplm gmﬂd d:mﬁﬂr comImU,

‘ Y iij
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TROISIEME EXEMPLE

Et pour trouver le plus grand divifeur commun des denx nombres.
27 & 21, Je divife 25 par 21; & 21 par le refte 65 & ce refie -par Pan..
we refte 3, qui fair la .. - :
divifion fans reftc, & Divifer 27 (1 expofant

wi elt aufli e plus par 21 (3 exprfant
1 pa par 6 (2 expofant jufte

grand divifeur commun . 9
des nombres 27 & 21. par 3 plus grand divifeur commi

(ETJATRIEME EXEMPLE-

Et on trouve de laméme forte que 2 eft le plus grand divifeur commun
des nombres 86 & 36. Evpareillement que le dernier refte , ou lunité feu-

le,eft fe plus grand . _ -
divifeur Pcon?mun- Divifer 9 S: (2 :gxp ofant
des deux nom- per 47 (ru expofint
bres98 & 47 , qui g:i‘ 4 g I ejgzﬁ::i
R ¥ 3 3 E
font premiers en- par 1 plus grand divifeurcontmun,

tr'eux.
¥l PROBLEME.

A3 POur tronver la mefure communne la plus gramie , on e pls grand:
divifeur commun , des grandenrs litrerales. '

On cherchera afli rous les divifeurs fimples' égaug ou inéganx de
P'une & de lautre. Erprenantenfuitte le produit de tous ceux qu’on trow-
ve également diftribuez de part & d'autre 5. on aurat le divifeur qu'on:
cherche..

PREMLIER BEXBEMPDLE

Pour trouver le- plus grand divifeur commmun des grandeurs abe; 2cd?

Ye prens vous les fimples 2, £,.c, delune, & tous les fimples#,-¢, d,de

Pautre. Et le produit ardes deux 2 & ¢, qui b g
font une fois chacune de pare & d’autre, eft 4\.; - ach. £
Ie plus grand divifeur commun des deux -6 ac #2:0s fu-

grandeurs. abc & acd.. )
Et pour trouver le plus grand divifeur commun des grandeurs #5%bed’
& a3b3dde. Je prens le.produit a36bd des ¢ ﬁmPIes aya,a,b,6,d, qui A
tércoc;{ ‘;:.fl?:c e%feé: ;riggilf :éf @Sbbed.. APdde.
foutla queftion, ad.aaabbed adaabbb.dde
SECOND EXEMPLE

Pour trouver le plus grand divifeur commun des grandeurs 4stScom’p
—}abccoomm 8c oopp 4t gmpT4. Je prenstous les divifeurs fimples#, 4, 4,
Rsds 8,650, m, m, 00—+4mp, de 'une, & rous les fimples 'p’,fg,JE,
X % X 00—+4mp de Lautre Er parceque le feul 00— gmp eft une fois de
parc & davrre, & que.nul autre ne s’y trouve; il ¢ft ke fegl commun, &
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par Coﬁﬁ?ucnrle plus'grand des grandeurs propofdes. Pour abbréger , on
peue divifer d’abord la premiére grandeur par aSemm , & la feconde par
pprd. On donnera nne .régle plus méthodique ailleurs pour trouver facile-
mene ces plas grands divifeurs communs , fans gere obligé d’en chercher
~aofts les fimples.

Divifer abecoomm—t gabeom’p (oo-tymp expafant ( 1
par zaccmm - Zoo—tgmp

Divifer oopp4—t4mp>L4 (oo—tamp expofant (1
par xppit Foo—L-qmp
LOROLLAIRE.

Ade Oute mefure commune de deux grandeurs divife ou mefure aufli
leur plus grande au jufte.

Comme fiz eftune mefure commune des grandeurs & & ¢, & gla plus

grande quileur eft communc; # cft vifible que z 5

mefure au jufte toutesles grandeurs ¢ qu'on pour- Ioé (r
ra prendre en &, & I¢ rolte 435 & parcillement o 76 (2
tous b les reftcs 4 qu’on pourra prendre en ¢, & 28 (1 b.1¢é:
encore lerefte e;& aufli tousles b reftes e qu’on pour- o 29? (2
raprenidre en 4,& ke nouveaurefte f5& enfin tous® les f (2
reftes fqu'on pourra prendre en e, & lerefte ou la me- ‘zg :‘ (2

fure communela plus grande ¢ des grandeurs & & e,
' vII PROBLEME.

A5 P’Oyr trosver le plus grand divifeur commun , oulamefure commune la
plus gmnde, de trois grandenrs.
Comme Eour trouver la plus grande destrois 4, ¢, 4, 0n cherchera pre-
smiérement ® la plus grande g des grandeurs & & ¢, Et enfhitte ® la plus gran- b. 42 ¢ 45,
de b des grandeurs d & g. Etla mefure / fera la plus grande cominune
des grandeurs &, ¢, 4.
Car [a plus grande , qui leur cft commune, étant commune € aux deux e. [uppofitione
¢ &c, eftauflitun divifeur deg; & par conféquentun divifeur commun ¢, 4.
des deux 4 & g. Comme donc b cft l¢ plus grand
de ces deux 4 & £ ileftanfli le plus grand des g
trois b, ¢, 4. Erainft ona preferit ce quil fal- 2 : 2 ‘g 24
loit faire. 4o 2 B8
Et on trouvera en {uivantle méme ordre le plus grand divifeur commun,
on lamefure commune la plus grande , de quatre grandeurs; & pareille-
ment de trois , ou de quarre divers nombres; ou d’aurant de grandeurs , on
de nombres qu'on voudra.
_ I COROLLAIRE. )
46. SI dewx nombres z & ylont'un & l'aurre divifez par leur plus grand
divifeur commun g; les expofans f& e font premicrs entr’eux.
Car i on divife premiérement z & y par ua divifeur fimple 2, quileur

7. b
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roit commun ; & les detry expofans x 8 v par un fimple &, qui leur foirpr
feillsment commun; & encore les nouveanx expofans # & f'par un fim-
ple 5 & ainfi de fbitre jufques auy derniers expofansy comme les det:
7 % 7, quifoient premiers entr’eux, ou qui n’ayent plus ancun divifeur
fimple qui leur foic commun, I] eft vifible que ces divifeurs fimples & {uc<
ceflifs ¢gaux ou inégaux font® tous ceux qui peuvent etre également di-
ftribuez de part & d'anwe; & que les deux nombress 2 & y ne peuvent’
avoir ¢ aucun divifeur commun , qu'un des divers produits alternatifs des’
fimples méme 4, b,¢, 4, ou 'un des fimples r, @, &, ¢, 4. ¥ais abed
eft le plus grand de tous ces divers produits alternarifs. Et abed mefare:

audjufte. Etpar conféquent g, quieftle plus © grand des c.hvﬂfcurs com-
muns des nombresz & y, & quine peut {urpaffer le produit abed , eft un:
méme nombre que ce produit; .

Comme donc en divifant chacun des nombresz & y par #bed, on a pout”
expofans f deux nombres p & #, qui font premiers éntr'eux; fion divife:
chacun des mémes z & y par ¢, on trouve faufli les m&mes expofans p-& #,.
ouf& ¢, qui font premiers entr’sux

£z g6 . Zeae xi b He ndop

2. 120, 180, 3- %I-zo. 2.60.2: 30,3 L0 §- 2o

r Go. %o %’I 80.2.90. 2. 45+ 3+ 1§+ 54 3+
£ s s vobe foo goed o ne
abed.

AUTRE DEMONSTRATILON: -
Ou pour démontrer encore par une autre voie la méme propofition.
Si g cft le plus gl'andrdiviﬁ:ur commun des deux nombres fg & g% les ex—~
pofans f& e font premiers entr’enx, Car fiun nombre 4 pouvoit gtre un
divifeur commun; & quePexpofant du nembre £divifé pard fulte, & &
celuy du norgbre ¢ divifé pard+ Ie produit ¢d feroit égal aunombre f; &
le produit &d 4. autre nombre ¢. Bt multipliant f 8¢ ed par g, 8 enco-
¢ e & bd par g; les produits fg & cdg ne feroient ¢’ quun méme nombre.
Et los produits eg & bdg pareillement qu'un ¢ méme. Maisdg quiteft un
divifeur encier & commun des deux nombres bdg & cdg, ou-des-deux e
& fz quincfont que les mémes ; ne peut furpaffer leur plus grand divi--
{feur commun quieftg.Etd par con- Ao f 8o e0. bd
{&quernt divifeur commun dEe’:s-nom- e d:g. § !ég' I sz eﬁ. dj’
bies ¢ & f, ou bd & cd, ne peut i fooa 3. % bd.

furpaffer 1. Er ainfi les deux ex—

Pofaﬂs € & f fOl'lt Premlers d en- do- I. I, °
’ e 2w 3 &..

wenx..

IT COROLLAIRE.

47+ T T ondémontrera dans un ordte €mblable , que fi pluficuts nom-
E bres font chacun divifez par leurplus grand divifeur commun; les
expolans font premiers entrieux..

VIIE
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~'VIII PROBLEME.

YOt trouverle plus petit nombre , que deux z & y puiffent Nun &
tre divifer fans refte.
8 y font premiers entr'eux leur produit zy fatisfait bau pro- b. 1s.

i Jes nombres 2 & yfont compofez ent’eux; on chercheracleur ¢, 4a,
pl gtand divifeur’ commun g ; & divifant par ¢ Fun des deux 2 8¢y, on
- muldpliera le-premier expofant « par Ie nombre , oule fecond expofant

&par Pauere nombse 7, Ecle pr‘ofuin ay ou bz refoudrale probléme.

o : : DiMoNsSTRATION
~Le nofnbre # étant l'expofant de z divifé par ¢, & & de Tautre y auffi

divifé par £ l¢ produit ap & le nombre 2 font ® égaux , ou ne font quun

méme nombre. Et le produit g & le nombre y pareillement b qu'un méme. 1,15,
Et fion nomme p le moindre nombre; que chacun des deux 7 & y peut
diyifer au jufte ; ce nombre p eft aufli le moindre que chacun des deux ar&

bg puiffe divifer au juffe, Etfi d{: eft divifé par g; Fexpofant » pentben- b.s,
eore &tre divif¢ fans refte par chacun des nombres s & 4. Erainfile nom-

brex 'fn’cﬁ'ﬁais moiridre que ¢ nombre ou le produit 46, qui eft ¢le plus ¢y,
petitque. chacun des deux « & & peut mefurer au jufte, puifque ces cﬁaux

#&-& font premiers 4 entr’eux, Le nombre gwous preft donc pas moin- d. 4s.
dre que le produit ay ou 67, oud abg , du nombre y ou by para, on de ¢ 12, 1.
JFautrez ow g Ear b. Mais agou g, & bgouy , mefurent chacun au ju-
e le.nombre abg. Et ainfile le nombrs abg ou ay ou bz, qui ne ¢ peut £ démonfiran
farpafler le nombre gxoup, convienr parfaitement avec luy. Etil eft au sien.
Eﬁe le ﬁglus peticdes. nombres queles deuxz & y puiflent chagun divifer

. 2 % 6o. 3. bg.
£ 12, 12, g
4 6. [T _
abgs gx. p. 4. 360. 360. bz p. gx. abg.
gr' 125 12. £
ab, x. 30. 7o, %, ab,

I COROLLAIRE ET PROBLEME IX.

4. T3 Our trouver k plus: pesic nombre que les wois z, y, &, puiffent
’ chacun divifer iSns refte.
On cherchera b le moindte v que les denx z & y puiffent déja divifer
B refbe.. Et enfuitte® le moindre 2 que les deux x & w puiffent auffi cha- b. 48
cun divifer fans refte. Et on fuivroit un ordre femblable , fi Pon en pro-
pofoir plufieurs,
PREMIER EXEMPLE.
- Pour trouver le plus petitnombre, queles deux 7 & 11 puiffent divifer
fans refte,  Je prends lear produit 77 , parce ”
- quils-font premiers ent’eux, 7 & 11 Prodit 77

X
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E¢ pour trouver le moindre que 72 & 6o puiffent divifer fans refte. Je
prens leur plus grand divifeur commun quicft 12, &je divife 72 par 125
& enfuitte je mulriplie par lexpofant ¢ lautre nombre 60, Ou, ce qui f6-
vient au meéme, je divile 6o par12; . ga :

& par expofant 5} je multiplic hi: nom.  uhiplier 7. 62' e
bre 72. Et de part & d’autre ke pro- P 2
duit 360 réfoutla queftion. Produit 360. 360 Produit

SECOND EXEMPLE.

Pour trouver le plus petit nombre que 72 & 6o & 25 puiffent di-
vifer au juite. Je cherche le moindre 360 , que les deux 72 & 6o
puifent divifer fans refte. Eten- e e,
fuitte le plus petit 1800 , que 360 Muhiiplier 360.  25. 5.

- P . Par 5@ 71-
& 25 puiffent divifer au jufte, & . par 5. T2 ,
qui fatistait au probléme. Produir 1800. 1800 Produi

I1T COROLLAIRE

50 Es nombres fimples vont jufgw a Uinfini. :
Car foit donnée telte multitude qu'on voudta de ces nomibres
fimples, comme lescing #, #, ¢, 4, e. Si on cherche? le moindre nomi.
bre ¥ que chacun deux peut divifer fans refte , & quon luy ajotite 1 3 nul
de tous les divers nembres ﬁmples qu'on aura propofé ne pourra© divifér_‘_
au jufte le nouyeau nombre -4 1 puilque chacun d'eux divife la partie{;
au jufte , & ne peut divifer d.au jufte Paumre parde 1 qui refte. D'ouil et
évident que chacun des divers fimples, qui diviferont fans € refte le nombre
—+1, fera différent de chacun des fimples qu'on aura propofé Etongs
pourra toljours trouver de la bood e o
méme forte tant d’autres qu’on %’-"' b B B EeK ;‘
Voudfajufqu’é. I’inﬂni. : 2o 3 S. ik L. 23 IQ. 2311

11 THEOREME.

ST, Ous les nombres entiers peuvent &tre chacun mefurez au jufte
ar 1. Puifque Punité fe mefure tolijours elle-méme, & qu'elle
mefure aufli la différence 1, quicftentre 1 & 2 ; & par conféquent# le nom-
bre méme 2 ; & enfnitte 3 par< la méme raifon; & ¢ pareillement 43 &:
chacun des naturels ou confécutifs 1, 2, 3, 4> §> 657,85 95
. : 1 qer L
g; i?unes jufques 4 l'in- 141 0% 211 on 341 o 4 &c. Revolution; .
5 2. Etparmi ces mémes nombres naturels, il yen a tor‘."ij'ours de ‘deuxitin
{fenl qui eft un nombre impair. Car 2 ne® peut divifer 1a différence r qii
eft entre 2 & 3 , ni 3 par € conféquent. Mais il pent divifer les différen
enfemble 1 & 1, quifontentre 2 & 3, &entre 3 & 45 oula feule diff
ce 1, qui eft entre 2& 4. Et par conféquent 2 qui {uirlanicé, mefured o
vife 4. Et commc la révolution des différences 1 & 1 rewient witjours
en 2;il y aura tolijours de deux en deux nombres, un impair 8 un aptre
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- Rbvolution 1-FT 082y mb 13108 4 —LX~+1 04 6 , &C.
Wombres naturels 1. 2. 3. 4 5. 6. 7. 8. 9. 10, 11, 13, ¥3. 14.15.16.
Wombres impairs 1. 3. 5.0 7. 9. Ir. 13, 1§
 Nombres pairs 2, 4 6. 5. 10. 12, 14 16.

patini tous les pombres impairs , il y en a tolijours un feul de trois
eIt 1615, que 3 mefure au julte, en commengantpar 3.

- Car 3 ne peut divifer aujufte P la différence » , qui eft entre e premier
impair 1. & lc fecond 3 5 ni la différence 2, qui eft entre le fecond impair
¢ roifiéme ¢3 ni los deux enfemble 282, qui fontentre 3 & 5, &
entre 5.& 7. Bt par conféquent 37, qui fo divile ou mefure au jufte, ne
 poit ¢ ivifer ou mefarer ayjufteni ¢ ni 7, Mais comme i} peur mefurer au
jufte les différences enfemble » & 2 & 2., qui font entre 3 & 5, & entre 5
& 75 8centre 7 & g+ ou lafeule différence 6 qui-eft entre 3 & ¢ 2 il mefu-
x¢ ¢anfli 9. Et parceque Ia méme révolution des différences 2, 2, 2, re-
vient rofijours de trois en trois 3. il y aura tolijours- de trois en trois parmi
les nombres impairs , e commengant par 3 , deux impairs que e fimple 3
ne-pourta divifor ;- &un fenl dont il fera divileur..

Nombres impairs 3. §v 7. 9. U113, 1§ 17. 19, 2T. 23, 25. 27,
divifibles par 3. 3. 9 I5. 21. 27,
‘Révolution 21— 3-+2.  2-42~t2. 2—ta—tz20 2-pa2-tla,

LI THEOREME.
%4 € Londee de tous les nombres impairs tous ceux qui font divifibles

) arg 5 il y aura précifément de dix en dix parmi tous ceux qui re-
ftent, cg:ux {euls divifibles par .

Car § ne peut divifer la différence 2, quieftentre g & 73 ni les deux
enfemble 2 & 4, quifontentre 5 & 7, &entre 7 8 11 ; niles trois enfem-
ble2, 4, 2, qui fontentre s & 7, & entrey & 11, &entre 11 X133 ni
les quarre enfemble 2, 475 25 43 niles cinqenfemble 2, 4, 2, 4, 23 niles
fixenfemble 2, 4, 25 4,25 43 niP par conféquencaucun des 6 nombres
¥s 115 13,17, 19, 23. Mais comme il peur mefurer les {'eFt enfemble

234525 45 25 4> 2>0ulafeulezo, quichentre § & 2 ; il peut ¢ auili
mefurer 2 5. Et parce Txe‘ ne peut encore mefurer la différence 4, qui
¢Fentre 25 & 29 ni les c{fux- enfemble 4 & 2, qui font entre 2§ & 24,
& entie 2.9 & 315 il ne pent aufli mefurer ni 29 ni 31. Mais comme il peur

* mefurer les trois enfemble 4, 2, 4, qui {ont entre 2§ & 29, &entre 2 9

& 31, &entre 31 & 353 il peut encore ¢ mefurer 35. Et comme Ja méme

tévolation de fept difféizences 2, 4, 2, 45 25 452, & des wols 4, 2,

_4;,— ou la révolution des dix 25 45 25 4 » 2545 25 45 25 4, fevient

tolijours: de dix en dix; il y aura tofijours de dix en dix de ces nombres
qu'on fuppofe, huit que § ne pourra diviler fans refte, & deux dontil
fora divi.(gur ; Ceft 4 dire alternativement un de fepe, & enfujtte un de trois ;
& un auere de fept, & apres unde trois. Erainfi durefte jofques 4 Pinfini,

Revolution 2—t 4—+2~+4—+2—rg—+2. Et 4~t2-+4.
X ij

b. 6.1,

b. 5.

C. T4,
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IV THEOREME.

55 ET fi on Steencore tous cesnembres divifibles par § 5 il yen aurs
huit au jufte parmi rous ceux du refte, de cinguante-fix en i
quante-fix , divifibles par 7, en commengant pary.

Car 7 pourra fealement divifer les 12 différences enfemble 4, 25 4, 2,
436y 2,65 4525 45 25 Scenfuittelesyenfomble 4,6, 2,65 4, 2,48
& encore enfuitte les quatre enfemble 2 , 4, 6, 2. Et Ies 7 autres ens
femble 6, 4, 2, 4 2, 4>6. Et denonvean les 4 enfemble 2,6, 4, 2,
Et aprés cala les fopr autres enfemble 4, 2, 4, 65 25 6, 4. Et encore
tousi)cs 1zenfemble 2, 45,25 456,25 65 45 25 4> 25 4 Et enfinles
trois enfemble 6, 2, 6. De forte que panmi les 56 nombres, entre lefs
quels on trouve fucceflivernent toutes ces différences, il y aura {eulement
8 nombres, quey pourra divifer fans refte, Et comme la m@me révolus
tion des 56 différences revient tofijours de 56 en 56 nombres; dyed au,
ra auffi tolijours 48 au jufte de 56 en §6, g 7 ne pourra pas divifer fHng
tefte , & 8 doneil fera r{ivi{éur 3 Ceftddire, unde gouze > 8cun defepe, &
un de quatre , & enfuitre encore un de fepe, & un de quatre , & de nouyeay’
unde fept, & un de douze, 8 un detrois,

' Revelntion, _
4—r2—tg-totgt by 2t6—tg~t2—tg—t2, ( 4H6—F b6t gta—t g,
(Rt 4t 6t 26— 4+ 2-b gt 2~ 46 {2+ G+ g—t2. (4 21—+ 4~k 62—} Gt 4
{2—+q—ti—tq4—t6—t2t6tq—t2—t-gt3—F 4 (61216,

Y THEOREME,

§6. ET fi on bte auffi rous ces nombres divifibles par 7 5 il y aura 38 deg
nombres au jufte parmi tous ceux du refte, de 432 en 432 , diviz
fibles par 11 , en commengant par 13, o
Car on trovera tofijours une méme révolution des 48 différences quon
expole ici. Et une autre révolution auffi toljours la méme de. pousr .
tes ces 48 différences difpofées felon le méme ordre , & réitérées jufques
& 9 fois, Et chacune de ces grandes & nouvelies révolutions, qui com»
prendra tofjours 43 2 différences, fournira au jufte 38 de leurs divers afe
femblages , dont chacan fera divifible par 11, De fores que degg2 eny3z
des nombres fuppofez , ily en auga tolijours 394 aujuftc, quele nombre
fimple 11 ne pourra pas divifer fans reftc , & 38 dont il fera divifeur ; c'efi
d dire un premiérement de 26, & enfuitee unde 5, & encore un de ro,
&undeys, &unde 11, & parcillement un, & de 15, & de 4, & de 14,
&dero, & des,&des, &de1s, &dexg, &deg; &derg, & de
10,8&des, 8 derg, &derr, &deryg, & dero, & de11, &desy
&deg, &deg,&derr,&dero,&derg,&derr,&derg,&dey,
&dero, &de 23,& dey, & dero, & deg, &dery, &k dery, Er
comine cette réyolution reviendra tofijours Ia méme; il y 2ura rofijours aw
julke de 432 en 432 des nombres queYon a fuppofe , 38 divifibles par 15
en commengant per 11, Et on powsra éxaminer de la méme forte ks révos
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Tagions pour les autres nombres: divifibles par 133 & enfuitte par 17; &
parzg; & par23; & parags & par les autres qui les fuivent, & qui font
premiers efr’eux. Evsil yavoirquelque fuitre uniforme, que l'on puit ob-

ferverdans ces révolutions ; on en pourroit titer fans doute un grand jour,

potar découvrir d’abord fi un nombre propofé eft compolé ou fimple.
Reévolution des 48 diffévences prifes  fois.

ﬁd 4..; z, 4- 6-‘ 20. 6-' 4- 2.-4.- 6- 6- x. 6- 4- 1 '6-'4.- 6- 8- 4"0 2.-_4-‘- 2a
4 8. 6. 406 2. 446, 2. 6. 6. 4. 2. 4. 6. 2. 6.°4u 2. 4 2. TO. 2. IO

- Révolntion des nombres des différences qui fourniffent chacun 1.
_%.,26; §4 E0¢ §o ITa T 5w 4016, 10 §0 90 T§. 16,4+ I§.10. .15+ 1Ts L4
';z_'p.ltng. 9v §. 11 20. 14.11. §§. 5. 10, 23.7. 10, §o E7. 120

~ 1 COROLLAIRE,

§7. ¥ ’Aflemblage z de plufienrs nombres pairs«, 4, ¢, 4, eft un nom-
r¢ pair. Car fi 2 divife chaque nombre, il divife ® au jufte a fom-

e de deux, & enfuitte bla fomme

ide trois,& celle de quatze b parlamé. {4’*'&_” -+ =
ape eaifon , & ainfi du refte, I-hg—+8—6. 20

| i 11 COROLLAIRE

438 TOute multitude paire de phufieurs nombres impairs 4, b, ¢, 4,
o donneun nombse pairz. Car ayant 6té unité de chacun, rous
Aes reftes y, x,w,1, font

% pairs, De forte que raffemn- EN ‘;‘ AF y 2
b‘faﬂ: tous ces reffes & la 7% b—i. x 6
~fomme paire (e touyes les e v 4
.Amiitez retranchées, Paffem- ar. 4 A1, t Io
- blage entier z ou 7 - feft 260 R Re=g, ¥ 22
a1 € nombre pair. [

IIICOROLLAIRE.

9. ET toute multitude impaire de plufieurs nombres impairse, &, ¢, cft

: up nombre impair z. Car Stant l'un des nombres,comme ¢, Paflem-
blage 2 —+ & dc tous ceux qui reftent
eft un nombre® pair; anquel ayant 3- ? a—+b. 10.
gjofité I'impair ¢, qulon avoit mis 7 O R S
3 part, tout Pafemblage z eft un - &
slombre € impair,

5 <
_ Ig. &
iIv COROLLAIRE,
#o. 1 d’un nombre pair on Ote un nombre pair; le refte eft un nombre
5 air. Parce que fi 2 divife un nom}brea {ans refte, & ['une de fes
i:l}“ufé 5 5 il divife aufli Pauere > partic g-—b a—b  ommy

v COROLLAIRE.

¥° T fi on &te un nombre impair 4 d’un nombre pair 45 le refte
ftd==b eft-un nombre pair. Cardrant 1 du nombre impair 4, le refte
X iij

b. r4.

b. 52

L. 14,

b.y8.

b.15.
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b——1 eftb pair. Et cerefte érant retranché du nombre pair «#, dotine utt
nouveau tefie 4—b— 1 quiceft
pair. Ecfionluy &te 1, le refle
- impair,

a—b, x.o«--g;
ranew SN R ¥

vI COROLLAIRE.
61, E T fi on &te un paird d'un impair 43 le refte a—p cft impair.. Car
btant ¢ du nombre impair 4, le refte g1 fora pair. Ecfi onluy
dte & le nouvean retke a—1~—b feraSen~
core pair. Etajotitant 1 4 ce nouveau refte,.
on trouvera le b nombre impair pa—y .
VII CORQLLAIRE. _
63« Y T fion bteun impair b d’un autre impair 4 le refte g—b eft? pair.
E Car Otant 1 de la partie impaire 4; fon refte b1 eft ? pair. Erfion
dte cerefte b—1 du nombre impair a3 '
Ic refte @bt 1 eft ©impair. Et fron:
Ty &te 1 ; le refte a— & fera b pair. _
’ VIII CORCGLLATRE, _
64 TOu: produit 6 d’un impair & par unpair & cft * pair. Pois qu'en
prenant le produit de ces nombtes,. '
enne fait autre chofe que prendre une mul- ';f ¢
titude paire , exprimée par « , dunombre im~ > 3
Pair b.. b, 18;

ﬂ"""‘b. 7 he B B
fmssn T s Fr—L—2s.

41—-5. I""—‘.l- .

IX COROLLAIRE.
6s. YT rout produit 4b d'un impair 4 par un impait & cft b impair. ‘Piis
Equ’en prcnant'le produit de ces nom-~

. : & :
Bres, on ne fair autre chofe-que: prendre une. s 7
multitude impaire, exprimée par # 5. du nem- A Sl

65;-':“ BT

bre impair & :
- X COROLLAIRE.
66. €1 un nombre impair & divife au jufte un-nombre pair z43'
vife b aufli {2 moitié 4 fansg: : 18, 24 4 g
refte.. 3 b bz
XI COROLLAIRE. o
67. Y T fiun nombre impair & eft premier 4. I'égard’ duit notobré #5il
El’eft encore 4 'égard ® du double 24 de. & . b 2 i
ce méme nombre 4.. 5 I 4
_ X11I COROLLAIRE -
68. iEs puiffances fucceflives du nombre fimple 2 n’ont aucun divifeu
que lane de fes ® puiflances.. 2% 4 8 ¥6. 32. Gan.

Derinrtion: .
Quoique les nombres divifibles par 4 foient pairement pairs; s'ils font e
core divifibles par un nombre impair, on dit qu’ils font pairement impairss .
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DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES A L'TEMERGENCE DU CONCEPT

DE GROUPE

Martine BUhler

En 1770 et 1771, Lagrange public dans les Mémoires de L'dcadémie Royale des Sciences et des Belles-
Lettres de Berlin un important mémoire intitulé Réflexions sur la résolution algébrique des équations. 11 s'y
interroge sur "chec des mathématiciens dans la résolution des équations de degré supérieur ou égal & 5. La
voie sembiait pourtant tracée 4 partir des remarquables succes de Cardan (Ars AMagna 1545) et Ferrari pour les
degrés 3 et 4, qui avaient jusque-la résisté aux efforts. Lagrange ne cherche pas de nouvelles méthodes de
résolution : il s'interroge sur les raisons pour lesquelles les méthodes efficaces pour les degrés trois et quatre
sont inopérantes pour des degrés plus éleves. Cet article a pour objectif d'étmdier en détail de larges extraits du
mémoire de Lagrange. Il doit beaucoup au travail remarquable effectué par IP. Friedelmeyer et je conseille
vivement aux lectrices et aux lecteurs que le sujet intéresse de lire la brochure de 'APM.E.P, Fragments
d'histoire des mathématiques III "Emergence du concept de groupe”, 4 laquelle j'ai d'ailienrs emprunté le titre
de l'atelier. Elles ou ils y trouveront un exposé éclairant et complet de I'histoire de la résolution des équations.
Mon objectif ici, plos modeste, est de faire comprendre les idées de Lagrange, en espérant que la lectrice ou le
lecteur y trouvera le méme plaisir que moi.

Comme Lagrange, nous considérerons que nous savons résoudre une équation polynomiale si des
changements de variables raménent cetfe résolution & celles d'équations "bindmes" du type Y" = « oun 4 des

¢quations de degré inféricur dé&jd "résolues”, sans nous poser de questions sur P'extraction algébrique d'une

racine ni€™M€ d'un nombre o qui peut &tre complexe. C'est bien un tel changement de variable qui permet de

résoudre la foute simple équation de degré 2 :

b s e s
En posant X = x+ 3 On se ramene 4 une équation bindme,

L'introduction du texte présente les progres de l'algébre au dix-huitiéme siécle, mais aussi ses limites.
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La théorie des éguations est de toutes les parties de I'dnalyse celle qu'on et cru devoir acquérir les
plus grands degrés de perfection et par son importance et par la rapidité des progrés que les premiers
inventeurs y ont fait ; mais quoique les Géométres qui sont venus depuis n'aient cessé de s'y appliquer, il s'en
Jfaut de beaucoup que leurs efforts aient eu le succés qu'on pouvait désirer. On a & la vérité épuisé presque tout
ce qui concerne la nature des équations, leur fransformation, les conditions nécessaires pour que deux ou
plusieurs racines deviennent égales, ou aient entre elles une relation donnée, et la maniére de trouver ces
racines, la forme des racines imaginaires, et la méthode de trouver la valeur de celles qui, guoique réelles, se

présentent sous une jorme imaginaire, efc.

A légard de la résolution des équations littérales, on n'est guére plus avancé qu'on ne I'éiait du temps
de Cardan, qui le premier a publié celle des équations du troisiéme et du quatriéme degré. Les premiers succés
des Analystes italiens dans cette matiére paraissent avoir été le terme des découvertes qu'on ¥ pouvait faire ;
du moins est-il cerfain que toutes les tentatives qu'on a faites jusqu'a présent pour reculer les limifes de cette
partie de I'dlgébre n'ont encore servi qu'a frouver de nouvelles méthodes pour les équations du troisiéme ef du
quatriéme degré, dont aucune ne parait appiicable, en général, aux équations d'un degré plus élevé.

Je me propose dans ce Mémoire d'examiner les différentes méthodes que l'on a trouvées jusqu'a présent
pour la résolution algébrique des équations, de les réduire & des principes généraux, et de faire voir & priori
pourquoi ces méthodes réussissent pour le troisiéme et le quatriéme degré, et sont en défaut pour les degrés
uliérieurs.

Cet examen aura un double avantage : d'un coté il servira & répandre une plus grande lumiére sur les
résolutions connues du troisiéme et du quatriéime degré ; de l'autre il sera utile & ceux qui voudront s'occuper
de la résolution des degrés supérieurs, en leur fournissant différentes vues pour cef objet et en leur épargnant

surtout un grand nombre de pas et de tentatives inutiles.

L'idée fondamentale de Lagrange est que, pour progresser désormais, il ne famt pas chercher des
méthodes nouvelles mais commencer par s'interroger sur les méthodes efficaces pour les équations du troisiéme
et du quatriéme degré. POURQUOI les changements de vatiables utilisés dans la résolution de ces équations
permetient-ils de résoudre, d'abaisser le degré des ¢quations proposées ? Lagrange eifectue ce travail pour
toutes les méthodes connues & l'époque ; nous nous contenterons d'examiner en détail la méthode "de Cardan”
pour le troisiéme degré et celle "de Ferrari" pour le quatriéme degré, afin de comprendre quelle est 1a raison

profonde de l'efficacité de ces méthodes.

1. Comme la résolution des équations du second degré est trés facile et n'est d'ailleurs remarquable que
par son extréme simplicité, j'entrerai d'abord en matiére par les équations du froisiéme degré, lesquelles
demandent pour étre résolues des artifices particuliers qui ne se présentent pas naturellement.

Soit done l'égquation générale du froisiéme degré

%% +mx? +nx+p=0,
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et comme on sait qu'on peuf foujours faire disparaitre le second ferme de foute équation en augmentant
ses racines du coefficient du second terme divisé par l'exposant dy premier, on pourra supposer d'abord, pour
plus de simplicité, m = 0, ce qui réduira la proposée & la forme

X +mx+p=0.

C'est dans cet état que les équations du troisiéme degré ont été d'abord traitées par Scipio Ferreo et par
Tartalea, a4 qui I'on doit leur résolution ; mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus
naturelle pour y parvenir me parait étre celle que Hudde a imaginée, et qui consiste & représenter la racine
par la somme de deux indéterminées qui permeitent de partager l'équation en deux parties propres & faire en
sorte que les indéterminées ne dépendent que d'une équation résoluble & la maniére de celles du second degré.

Suivant cette méthode on fera donc x=y+2z , ce qui étant substitué dans la proposée la réduira a
celle-ci

v +3ytz+z2 +nly+2)+p=0,
gu'on peut mettre sous cette forme plus simple

y? 42 -5-(y +2)3yz+n}+ p=0.
Qu'on fasse maintenant ces deux équations séparées

y3+z3+p=0

3yz+n=0
on aura
I3
Z = —
3y
et, substituant dans la premiere,
3
3 R
y - +p=0,
27y°

c'est-g-dire

6 3 A
+ —— =),
Yy +py 27

Cette équation est & la vérité du sixiéme degré, mais comme elle ne renferme que deux différentes
puissances de l'inconnue, dont 'une a un exposant double de celui de Uautre, il est clair gu'elle peut se

résoudre comme celles du second degré. En effer, on aura d'abord

el de la

Ainsi l'on connaitra y et z, et de la, on aura

i
x=y~§~z=y—§
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2. Il se présente différentes remarques a faire sur cette solution. D'abord il est clair que la quantité y
doit avoir six valeurs, puisqu'elle dépend d'une équation du sixiéme degré ; de sorte que la quantité x aura
aussi six valeurs ; mais comme la quantité x est la racine d'une équation du troisiéme degré, on sait qu'elle ne
peut avoir que trois valeurs différentes ; donc il faudra que les six valeurs dont il s'agit se réduisent & trois,

dont chacune soit double. C'est aussi de quoi on peut se convaincre par le calcul, en éliminant y des deux

équations

3

6 3 ¥ n
-0, x=y-
y +py 7 ¥ 3y

Le calcul aboutit alors . (x3 + 1+ P)z =0

C'est pourquoi x prend "six valeurs qui se réduisent & trois”.

On peut également voir comment les six valeurs de x se groupent deux par deux en examinani de plus

3
prés la fagon dont on les obtient. y &tant une racine de y® + py° ——72% =0 (1), on obtient une soltion x de

T%quation initiale (E) par : x = y——;——. Or, si vy est solution de (1), :z=—31 en est une autre car
¥ Y

6 3 3 3 3
S U Sy [ S s (n EJ +py* +y° [=0. On obtient alors comme solution de (E)
3y 3y A

I—— Em———————— = y—%, c'est-d-dire la méme sohrtion que précédemment. Mais Lagrange ne

s'arréte pas la.
5. L'équation du sixiéme degré

6 3 n’
+ ~—=0
y orpy 77

s'appelie la réduite du troisiéme degré, parce que c'est a sa résolution que se réduit celle de la
proposée e+ p=0.
Or nous avons déja vu plus haut comment les racines de cette derniére équation dépendent des racines

de celle-td ; voyons réciproguement comment les racines de la réduite dépendent de celles de la proposée.

2 3
. p 4 n
Soit y = 3 -S4 F—t—
Y \/ 2 4 27
Les anires racines de la  réduite somt, avec les potations de  Lagrange,

R . . e i
y'=ay, y'=py,z= __n_’ Pt =l et B sont les racines cubiques de I'nnité différentes de 1.

3y 3y|’ 3.}/"
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Les trois racines de la proposée sont alors © @ = y—— b= y'——— =y ——— ¢ = P T =py- |
3y 3y 3oy 3" 3Py
Le calcul de a—b et a~c et I'dlimination de 3i entre les expressions obtenues donne : y= a+pb- Bz toc
ad

T

Lagrange échange alors les rdles de «r et #(il n'a jamais précisé lequel était e:zrg ) et obtient :
_a+ab+fe
==
6. On voit d'abord par cette expression de y pourquoi la réduite est nécessairement du sixiéme degré ;
car comme cette réduite ne dépend pas immédiatement des racines a, b, ¢ de la proposée, mais seulement des
coefficients m, n, p, ot les trois racines entrent également, il est clair que dans Pexpression de y on doit
pouvoir échanger a volonté les quantités a, b, c entre elles ; par conséquent la quantité y devra avoir autant de
valeurs différentes que !'on pourra en _former pay toutes les permutations possibles dont les trois racines a, b, ¢
sont susceptibles ; or on sait par la théorie des combinaisons que le nombre des permutations, c'est-a-dire des
arrangements différents de trois choses, est 3.2.1 ; donc la réduite en y doit éive aussi du degré 3.2.1., c'est-¢-
dire du sixiéme.
1l y a plus : la méme expression de y montre aussi pourquoi la réduite est résoluble & la maniére des
équations du second degré ; car il est clair que cela vient de ce que cette équation ne renferme que les

puissances ¥ et Y° , c'est-d-dire des puissances dont les exposants sont multiples de 3 | en sorte que, si r est

une des valeurs de y, il fuut que or et fr en soient aussi & cause de a® =1 et [33 =1 ; or c'est ce qui a lieu

dans l'expression de y trouvée ci-dessus. Pour le faire voir plus aisément nous remarquerons que p= o? | car,

puisqu'on a af =1 ef o —~1=0, on aura aussi of = ol | et de la B a? ; de sorte quee l'expression de y

pourra se metitre sous cette forme

_atob +ole
3 .

d'on, en faisant toutes les permutations possibles des quantités a, b, ¢, on tire les six valeurs suivanies

_atob +a’le
3

_ a+oc+o’h
3

B b+aa+o¢2c
3

_ b+oc+o’la
3

_ctab +a’la

3

_ croa+a’h
3 ,
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qui seront les six racines de la réduite. Maintenant si I'on multiplie la premiére par o, et ensuite par f§

2 . 3 , croa+o’h broc+ala ) =

ou par @& “, on aura, & cause de w” =1, cesdewx-ci y= 3 ef y= 3 , qui sont la sixiéme
, - R b+oa+alc
et lo quatriéme ; et si l'on multiplie de méme la seconde par o et par a”, on aura y :—3-——

2
c+ob+aa , - L . . . .
= T qui sont la troisiéme ef la cinguiéme. Il en sera de méme si Von multiplie la troisiéme et la
quatriéme, ou la cinguiéme et la sixiéme par « et par o’ car on aura par la également toutes les autres.
Ainsi donc on comprend pourquoi le changement de variable proposée méne 4 une réduite qu'on sait
résoudre ; en fait, on a augmenté e degré de l'équation, passé de 3 4 6, mais scules les puissances 3 et 6 de y
intervenant, on peut résoudre cette réduite a la maniére d'une équation du second degré. En analysant les autres

méthodes connues pour résoudre les équations do troisiéme degré, Lagrange s'apercoit qu'elles reviennent

toutes & prendre comme nouvelle inconnue, soit y=a-+ob+ ale,

soit y3 = (a +ab -z—oczc)3 {ou des quantités proportionnefles 4 celles-ci). Il conchut (avec un changement

de notations: les trois racines g, b, ¢ de la proposée deviennent x°, x", x™) :

20. Telles sont les principales méthodes qu'on a trouvées jusqu'a présent pour résoudre les équations du
troisiéme degré. Par l'analyse que nous venons d'en foire il est visible que ces méthodes reviennent toutes au

méme pour le fond, puisqu'elles consistent a trouver des réduites dont les racines soient représentées en

général par x'rox+a?x", ou par (x‘+ax"+a2x“')3, ou bien, ce qui est la méme chose, par des guantités

proportionnelles a celles-ci. Dans le cas o la racine de la réduite est x'+ox"+o"x'"", cette réduite est du
sixieme degré, résoluble a la maniére du second parce qu'elle ne renferme que la froisiéme et la sixiéme

puissance de l'inconnue. Nous en avons donné la raison dans le numéro 6. Dans l'autre cas, ot la racine de la

réduite est (x’-!—ax‘ o x”‘)s, cette réduite ne peut 8tre que du second degré, ce qui suit nécessairement du cas

précédent, et que nous avons aussi démontré d'une maniére directe.

11 faut bien comprendre l'intérét de cette remargue de Lagrange. Faire un changement de variable, c'est
poser y= f (x'x"x"" ) ol f est une fonction rationnelle des trois racimes, & coefficients s'exprimant
rationnellement a 1'aide des coefficients n et p de 1'équation de départ. Lorsqu'on effectue les six permutations
possibles des trois racines x’, x”, x”, v prend a priori six valeurs y; = y;¥2;¥3:V4: V5, g . Ces six valeurs
sont solutions dune équation du sixiéme degré dont on sait calculer les coefficients & l'aide de n et p car ces
coefficients sont au signe prés les fonctions symétriques élémentaires de yyi¥;1V3:¥4 Vs Vs, (ui sont

invariantes par toutes les permutations de x’, x", x™ (étant donnée la génération des y; ) ; ces coefficients,
fonctions symétriques de x', x", x'", s'expriment donc rationnellement a l'aide des fonctions symétriques

élémentaires de ¥, x”, x'" donc de » et p. Or que se passe-i-il si on choisit y = (x’+ax' oty ) 7 Cette fois, y
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ne prend que deux valeurs y;, y, lorsqu'on effectue les six permutations possibles des trois racines x', x", x'",

car les six valeurs de x'+ox''+ax'"

3
sont du type z,0z,a°z,2', 02", 0’2" et (az) =a®=1.Donc y; +y, et
Ny, sont des fonctions symétriques des racines et s'expriment 2 l'aide de » et p. Donc y est solution d'une

équation du second degré puis on obtient la valeur de x'+ox'+o.’x""" en résolvant nne équation bindme du type

¥? = y . La méthode permet de trouver ensuite x', x", x" car ces trois nombres s'expriment 3 l'aide de Y. Nous

reviendrons sur ce point plus loin avec Lagrange.
La section seconde du mémoire est consacrée & I'examen des méthodes de résolution des équations dn

quatriéme degré,

26. On sait que Louis Ferrari, contemporain et méme disciple de Cardan, est le premier qui ait trouvé
une régle générale pour la résolution des équations du quatriéme degré. Sa méthode consiste & partager
léquation en deux membres, et & ajouter ¢ 'un et & l'autre une méme quantité telle, qu'on puisse extraive
séparément la racine carrée des deux membres de 'équation, en sorte qu'elle soit par la abaissée au second

degré.

Je suppose d'abord avec Ferrari que I'équation du quatriéme degré qu'il s'agit de résoudre soit privée
de son second terme, ce qu'on sait d'ailleurs éfre toujours possible, en sorte que cette équation soit représentée
ainst

xt+nx? + px+g=0.

Ou'on fasse passer dans le second membre tous les termes excepté le premier, ef qu'ensuite on ajoute ¢

I'un et lautre membre la quantité 2yx® +y*, y étant une indéterminée, on aura
xt 2 4yt = (2y—n)x2 —px+y2 -,
squation ou le premier membre est évidemment le carré de x*+y, de sorte qu'il ne s'agira plus que de

rendre aussi carré le second ; or pour cela il faut, comme on sait, que le carré de la moitié du coefficient du

second terme -px soit égal au produit des coefficients des deux auires, ce qui donne celte condition

p—::@y—n)(yz—q),

laguelle produit I'équation cubique

2
3_h o2 dng-p
—— —_ +—:0.
Y 2)’ qy 3

Supposant done la résolution de cette équation en sorie qu'on connaisse une valeur de y, le second

membre de la proposée deviendra

erlgsi]

donc, tirant la racine carrée des deux membres, on aura
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2 p
¥ tym|r——m——
4 |: 22y -n

équation ot 'inconnue x ne monte qu'au second degré, et qui n'a par conséquent plus de difficulté.

De la méme maniére que pour l'équation du troisiéme degré, Lagrange veut éclaircir les raisons qui
rendent le changement de variable efficace. Pourquoi y est-elle solution d'une équation du troisidme degré ?

Pour cecla, nous allons exprimer v a i'aide des quatre racines z, b, ¢, d de l'équation de départ (E)

x*+nx? +px+g=0. Pour le ‘"bon choix" de y indigué par Lagrange, on a

2
(x ’+ y)2 = [x - m} (2 Y- n) , C'est-3-dire

|:x2 +y+{x—2—(25q}/2y——n:|l:xz -}~y—[x—»m}/2y——n} =0 équivalente &

2 _ r . z e P P
() x +y+[x —Z(Zy—n)}/zy n=0ou{2) x“+y [x —_2(2);—11)} 2y—n =0,

Dong parmi les racines a, b, ¢, d de (E), deux (par exemple a et &) sont racines de (1) et les deux autres

(c et ) de (2). Dans les deux cas, on pent obtenir 1a somme et le produit des racines :

a+b=—/2y—n c+d=+f2y-—n

P r
242y~n 24/2y—n
+
d'odt y:abZCd.

Cette valeur de y nous fait voir d'abord pourguoi la réduife en y est du troisiéme degré. En effet il est
visible que la quantité v doit avoir autant de valeurs différentes qu'on en pourra former por foules les

ab+cd

permutations possibles des racines a, b, ¢, d dans l'expression ; on ne peul avolr de celte maniére

que les trois quantités suivanies

ab+ed ac+bd ad+be

2 2 2

de sorte que l'équation dont y sera la racine, devra donner chacune de ces frois quantités et, par conséquent,

devra étre du troisiéme degré.

ab+cd

On comprend maintenant pourquoi on sait résondre I'équation en y. Puisque y= prend

seulement trois valeurs y, = ¥, , ¥, lorsqu'on effectue les 24 permutations des quatre racines a, b, ¢, d, alors
VoV Vas Yo +Yi +Va, YeVi +Ya¥o + 31y, sont des fonctions symétriques de o, b, ¢, d et s'expriment donc

rationnellement A I'aide des coefficients de ['équation de départ, donc v, ., v, , ¥, sont racines d'une équation du
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troisiéme degré. Si on sait exprimer a, b, ¢, 4 4 Vaide de y,.y, .y, , alors on sait résoudre I'équation de

départ. C'est le calcul de Lagrange dans le numéro 31 (avec une nouvelle notation : # = 2y).

31. Voyons maintenant comment, en connaissant une des valeurs de u, on powrra trouver les quatre
racines a, b, ¢, d. Puisque :
u=ab+cd el abed =g,
il est clair que les deux guantités ab et cd seront les racines de cette équation du second degré
12 —ut+q=0,
de sorte qu'en nommant t' et ' ces deux racines on connaitra les deux produits
ab=t ef cd=1";
de plus on a

-p = ab{e+d) + edfa+bh) = t'letd) + t'(a+h)

Comme ag+b+c+d = 0, on obtient : g +b = ;'—‘%'—' et c+d =;;£E|—, et puisque ab =r¢ted =1, aeth
sont solutions de : x* — wa': 0 etcetdde x* ——;i—lx+ t'=0 . La connaissance d'une des racines de la

1 t"
réduite permet donc de calculer les quatre racines de la propos<e.
Lagrange examine alors les antres méthodes connues de résolution des équations du quatriéme degré et

conclut :

50. Nous terminerons ici notre analyse des méthodes qui concernent la résolution des équations du
quatriéme degré. Non seulement nous avons rapproché ces méthodes les unes des autres, et montré leur liaison
ef leur dépendance mutuelle | nous avons encore, ce qui éiair le point principal, donné la raison a priovi
pourguoi elles conduisent, les unes & des réduites du froisiéme degré, les autres a des réduites du sixiéme,
mais gui peuvent s'abaisser ay troisieme ; et l'on a dit voir que cela vient en général de ce que les racines de
ces réduites sont des fonctions des quantités x' x", x", xV, telles gu'en fuisant foutes les permutations
possibles entre ces guatre quantiiés, elles ne peuvent recevoir que frois valeurs différentes comme la fonction

"

X"l V ou six valeurs, mais deux & deux égales et de signes contraires, comme la fonction x+x
x"-xI¥ ou bien six valeurs telles, qu'en les partageant en trois couples ef prenant la somme ou le produit des
valeurs de chague couple, ces irois sommes ou ces trois produiis soient foujours les mémes, quelgue
permulation qu'on fasse enfre les quantités x', x", X', V. Comme la Jonction trouvée au numéro 42. Clest
uniquement de l'existence de telles fonctions que dépend la résolution générale des équations du quatriéme

degré.
On commence i voir 1a changer I'objet d'étude du mathématicien. On ne s'intéresse plus aux racines de

I'équation proposée, mais a l'effet des permutations des racines sur une fonction de ces racines. A priori,

lorsqu'on effectue les 24 permutations des guatre racines, une telle fonction prend 24 valeurs. On s'intéressera
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aux fonctions gui ne prennent pas "trop" de valeurs par ces 24 permutations, sans pour autant &tre symétriques,
car alors on ne saurait pas exprimer a, b, ¢, d avec elles.
La section troisiéme comsiste en des réflexions sar les changements de variable possibles lorsqu'on

cherche a résoudre une €quation et leurs chances d'aboutir :

Il serait donc fort 4 souhaiter que P'on pit juger & priori du succés que !'on peut se prometive dans
l'application de ces méthodes aux degrés supérieurs au quatriéme ; nous allons tdcher d'en donner les moyens
par une analyse semblable & celle dont nous nous sommes servis jusqu'ici & l'égard des méthodes connues pour

la résolution des équations du froisiéme ef du quatriéme degré.

Enfir, la guatriéme section domne la CONCLUSION DES REFLEXIONS PRECEDENTES, AVEC
QUELQUES REMARQUES GENFERALES SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS. ET SUR LEUR
REDUCTION OU ABAISSEMENT A UN MOINDRE DEGRE.

86. On a dii voir par l'analyse que nous venons de donner des principales méthodes connues pour la
résolution de équations, que ces méthodes se réduisent foutes & un méme principe général, savoir ¢ trouver des
Jonctions des racines de l'équation proposée, lesquelles solent telles : 1°)que I'équation ou les équations par
lesquelles elles seront données, c'est-d-dire dont elles seront les racines (équations gqu'on nomme
communément les réduites), se trouvent d'un degré moindre que celui de la proposée, ou soient au maoins
décomposables en d'autres équations d'un degré moindre que celui-la ; 2°)que 'on puisse en déduire aisément
les valeurs des racines cherchées.

L'art de résoudre les équations consiste donc a découvrir des jfonctions des racines, qui aient les
propriétés que nous venons d'énoncer | mais est-il toujours possible de trouver de telles fonctions, pour les
équations d'un degré quelconque, c'est-a-dire pour tel nombre de racines qu'on voudra ? Clest ce sur quoi il

parall rés difficile de pouvoir se prononcer en général.

87. Comme jusqu'ici nous n'avons fait que chercher ces sorfes de fonctions & posteriori et d'aprés les
méthodes connues pour la vésolution des équations, il est nécessaire de faire voir maintenant comment il
Jaudrait 8’y prendre pour les frouver a priori el sans supposer d'aulves principes que ceux qui suivent
immédiatement de la nature méme des équations . c'est l'objet que je me propose principalement dans cette
Section.

Je donnerai d'abord des régles directes et générales pour déterminer le degré et la nature de l'équation
d'oit une fonction quelconque proposée des racines d'une équation de degré donné devra dépendre ; quoique
ceite matiére ait déja é1é traitée par d'habiles Géométres, je crois qu'elle peut 'étre encore d'une maniére plus
directe er plus générale, surtout dans le point de vue oit nous l'envisageons ici, relativement & la résolution
générale des équations.

Je ferai voir ensuite quelles sont les conditions nécessaires pour que l'équation dont il s'agit puisse

admettve la résolution en supposant celle des équations des degrés inférieurs & celui de l'équation proposée ;
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et je donnerai & cette occasion les vrais principes et, pour ainsi dire, la mélaphysique de la résolution des
éguations du Iroisiéme et du quatriéme degré.

Je traiterai enfin en peu de mots de la réduction des équations qui peuvent se décomposer en dautres
plus simples & cause de quelque relation particuliére qu'il y a entre leurs racines, et je montrerai par quelques
exemples comment on peut découvrir ces relations, et abaisser par l& les équations proposées & des degrés

moindres.

On slintéresse a4 l'équation de degré p : x*+me" 4+mx*2+.=0 qui a p racines
o, x" 1 ¥ De maniére générale, si f est une fonction rationnelle quelconque des racines

neaey

i ,...,x(*‘]) est solution. Lagrange note

ox" " xT L, X , on va chercher de quelle équation f{x', x", ¥'"", x
& =0 cette équation et il commence par faire le travail pour p=2, p=3, p=4 pour expliquer comment son
point de vue hui permet de trouver a priori les bons changements de variable.

" ... x") prend 4 priori ! valeurs

Lorsquion effectue les p ! permutations des p racines, f{x', x", x'"", x
fo» firn fu €t est donc solution d'une équation de degré p! : (t—fﬂ)(t—ﬁ)....(tmfw)=0 ie. ®=0, dont
les coefficients, étant les fonctions symétriques élémentaires de [, fi......f, sont symétriques en

a2 ,...,x(”) et s'expriment donc rationnellement a l'aide des coefficients m, n, ... de l'équation de

départ. Peut-on abaisser le degré de ® 7

97.Quoique l'équation © = 0 doive étre, en général, du degré 12.3..n=w 1.2.3.. .u=mw, qui est égal

au nombre de permutations dont les y racines x', x", x"", ... sont susceptibles, cependant s'il arvive que la
fonction soit telle, qu'elle ne regoive aucun changement par quelqu'une ou quelques-unes de ces permutations,

alors 'équation dont il s'agit s'abaissera nécessaivement & un degré moindre.
Car supposons, par exemple, que la fonction fJ(e), ("), "), (™ )...] soit tette , quelte conserve la
méme valeur en échangeant x' en x", x" enx'", et x" en x', en sorte que l'on ait
A6 6 )= A0 6. 6. 67,

il est clair aue 'dguation @ = 0 aura déjo deux racines égales ;| mais je vais prouver que dans celte
q g 7 g J p q

hypothése toutes les autres racines seront aussi égales deux a deux.

1l faut bien comprendre que, lorsque Lagrange dit que la fonction f conserve la méme valeur en
effectuant unc permutation des racines, il s'agit, non pas de conserver la méme valeur numérique, mais de
conserver la méme fonction . Autrement dit, aprés permutation, on obtient une fonction des racines qui, en

tant que fonction, est égale & f Avec des notations plus habituelles, soit f (X e g X p) une fonction

rationnelle de p variables. Pour toute permutation o de {1,2,...., p}, ont obtient une nouvelle fonction de p
variables | glX,, X, ’“"XH): f()(ﬁ(l),XG(z),...Xs(u))g(Xl,X;,.. .,Xp )= f(XG(l),XG(g), ---:Xc(p))- On peut

noter : g =of . Lorsque o parcourt l'ensemble X, de toutes les permutations de {1,2,.,.., u}, on obtient ainsi -
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4 priori- Wl fonctions rationnelies. Supposons que Jfsoit invariante - en tant que fonction - par une permutation
o, clest-a-dire que g=of =j (en tant que fonction). Alors, pour toute permutation T de I,
(vo)f =lof)=1/. En particulier . o* f=0c""(of)=c*"/ = f. Soit H le groupe engendré par o : f est
invarianie par toute permutation de H = ﬁd, 6,6%,...,677 } Mais alors, on va pouvoir grouper p a p les valeurs
prises par f ( en tant que fonction) lorsqu'on effectue les u | permutations de X, . En effet, les classes 4 gauche
selon H forment une partition de X, : H, TH {m’ =04 p}, T'H, eic., le cardinal de chaque classe étant égal 4
p =card(H) ( puisque tc' =10’ = ' =’ ). Or, on a déjd vu que fest invariante par toute permutation de H.

I est clair que f prend la méme valeur ( en tant que fonction) par foutes les permutations de tH car

(1:0") f = ’C(O‘j ¥ ): 1/ . Dong, les valeurs prises par f se groupent en valeurs €gales p 4 p et donc f prend =

valeurs distinctes lorsqu'on effectue les ! permutations de =, Ax',x",x"', x™ ,»x®y est donc solution
!

d'une équation de degre L . Ce n'est bien siir pas le langage employé par Lagrange, mais l'idée de base est
P

bien celle-ci. Reprenons le texte :

En effet, considérons une racine quelconque de la méme équation, laquelle soit représentée par la

Sfonction

A", 6. ),

comme celle-ci dérive de la fonction
f[(x'), (x"), (x!n)’ (x”’ )’ ) ]

en échangeant x' en o V x"enx" x"enx' IV en x" il s'ensuit gu'elle devra garder aussi la méme

valeur en y en changeant XV enx™ x" enx' et x' en xIV ; de sorte qit'on aura aussi

ATV, 6,6, 1= A6, 6. 67 ) @)

Donc, dans ce cas, la quanlité © sera égale d un carré 8%, et par conséquent i'équation & = 0 se
i . . . w
réduira d celle-ci © = 0, dont la dimension sera 5

On démontrera de la méme maniére que, si la fonction

A 6,609, 67)...]

est de sa propre nature lelle, qu'elle conserve la méme valeur en faisant deux, ou trois, ou un plus

grand nombre de permutations différentes entre les racines x', X", x", IV .., les racines de I'équations © = 0
seront égales trois d trois, ou quatre & qualre, ou etc. ; en sorte que la quantité © sera égale a un cube 0% ou

4 un carvé-carré 84, ou etc., et que par conséquent l'équation © = 0 se réduira a celle-ci O = (0, dont le degré

¢ ) . , W
sera égal 3 ou égal & 7 ou, ete.
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On remarquera que l'interprétation moderne en termes de groupes conduit accessoirement au fait que
l'ordre du sous-groupe H divise I'ordre de ¥, cas particulier du "théoréme de Lagrange" ( l'ordre d'un sous-
groupe divise l'ordre du groupe).

Le travail de Lagrange montre qu'il faut s'intéresser a l'effet des permutations de X, sur les fonctions de

p variables. C'est donc ce que Lagrange va faire dans les paragraphes suivants. Deux fonctions f et g de

X,,X,,.. X, sont dites semblables si elles sont invariantes par les mémes permutations. Nous venons de

voir que, dans ce cas, elles prennent le méme nombre de valeurs distinctes. Lagrange écrit :

99. De tout ve que nous venons de démontrer il s'ensuit done, en général : I°que foules les fonctions
semblables des racines x', x", x'",... d'une méme équation sont nécessairement données par des équations du
méme degré ; 2°que ce degré sera toujours égal au nombre 1.2.3. 1 (1 étant le degré de Uéquation donnée),
ou & un sous-multiple de ce nombre ; 3°que pour trouver directement l'équation la plus simple 0= 0, par
laquelle devra étre déterminée une jfonciion quelconque donnée de x', x", x', ..., il n'v aura qu'a chercher
toutes les différentes valeurs que cette fonction peut recevoir par les permutations des quantités x', x", x, ...

entre elles, et, prenant ces valeurs pour les racines de l'équation cherchée, on déterminera par leur moyen les

coefficients de cefte équation suivant les méthodes connues et emplovées déja plusieurs fois dans ce Mémoire.

Puis Lagrange démontre des résultats essenticls sur les fonctions de p variables ;

104. Done :
1°5% 'on a deux fonctions quelconques t et y des racines x', x", x'", ... de I'équation
_ p-2
™ x4 =0,
et que ces fonctions soient felles, que toutes les permutations entre les racines x', x", x'", ..., qui feront

varier la fonction y, fassent varier aussi en méme temps la fonction t on pourra, généralement parlant, avoir la
valeur de y en t et en m, 1, p, ..., par une expression rationnelle, de maniére que connaissant une valeur de t
on connaltra aussi immédiatement la valeur correspondante de y ;| nous disons généralement pariant, car s'il
arrive que la valeur connue de t soit une racine double , ou triple, efc., de l'équation en I, alors la valeur
correspondante de y dépendra d'une équation carrée, ou cubique, efc., dont tous les coefficients seront des

fonctions rationnelles de tet de m, n, p, ...

2°Si les fonctions t et y sont telles, que la fonction t conserve la méme valeur par des permutations qui
font varier la fonction v, alors on ne pourra trouver la valeur de y en [ el en m, n, p, ... qu'au moyen d'une
équation du second degré, si & une méme valeur de t répondent deux valeurs de y , ou du troisiéme degré, si a
une méme valeur de t répondent trois valeurs différentes de y, et ainsi de suife. Les coefficients de ces
équations en y seront, généralement parlani, des fonctions rationnelles de t et de m, n, p, ..., en sorte qu'étant
donnée une valeur de t, on aura y par la simple résolution d'une équation du second ou du troisiéme degré,

etc. ; mais s'il arrive que la valeur connue de t soit une racine double ou triple, eic., de l'équation en I, alors
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les coefficients des équations dont il s'agit dépendront encore eux-mémes d'une équation du second ou du
troisiéme degré, efc.

De ia on peut déduire les conditions nécessaires pour pouvoir déterminer les valeurs mémes des racines
x, x", x™, ..., au moyen de celles d'une fonction quelconque des racines ; car il n'y aura pour cela qu'a prendre

la simple valeur de x & la place de la fonction v, et d appliquer & ce cas les conclusions précédentes.

Examinons & la lumiére de ces résultats la méthode de Ferrari pour résoudre les équations de degré

2 4 1
quatre. Nous noterons [01(1) o (2) 023) - (4)) une permutation ¢ de %.. Par exemple [2 i i iJ est la

permutation o telle que : o(l)=2,06(2)=3,6(3)=1,6(4)=4 .
Considérons les fonctions suivantes des racines g, b, ¢, d d'une équation du quatrieme degré :
folab,e,d)=a+b+c+d flab,e,d)=ab+ed f,(abc,d)=ab filab,c,d)=a
Jo est symétrique, invariante par tountes les permutations o de Z,, donc st connue : c'est la somme des
racines, nulle dans le cas étudié (résolution de I'équation x* +nx* + px+g=0).

Les permutations laissant f] invariante sont celles de
H—Id1234 1 2 3 43(1 2 3 4y(1 2 3 431 2 3 43(1 2 3 4 1234]
2 1 3 4t 2 43121 437341 2342 17431 2fi43 2 1)
]
qui est d'ordre 8. Cela signitfic que f; prend %: %4 =3 valeurs lorsqu'on effectue les 24 permutations de Z,.

Donc f; est racine d'une équation de degré trois dont les coefficients s'expriment rationnellement a l'aide des
coefficients de I'équation a résoudre ( ¢t de f;, mais fo=0).

Examinons maintenant I'effet des permutations de H; sur /5. Parmi les permutations de H, |, celles qui
. . 1 2 3 431 2 3 43y(1 2 3 4 )
laissent f> invariante sont celles de H, =</, N R , qui est d'ordre 4.
21 3 411 2 4 3712 v 4 3

d(H . . .
Cela signifie que f> prend % =2 valeurs lorsqu'on lui applique les permutations de H,. Le résultat du
card{H,
numéro 104 du texte de Lagrange affirme donc que  est solution d'une équation de degré 2 dont les coefficients
s'expriment rationngtlement a 'aide de /] et des coefficients de I'équation de départ.

Enfin examinons l'effet de H; sur /5. Les permutations de H; laissant f; invariante sont celles de

H, = {Id,ﬁ i Z :J} . qui est d'ordre 2. Cela signifie que f; prend j;—: 2 wvaleurs lorsqu'on lui applique les

quatre permutations de H, . Donc /5 = a est solution d'nne équation de degré 2 dont les coefficients s'expriment
rationnelienient a l'aide de f£; et des coefficients de 1'équation de départ.

Résoudre une dquation, c'est donc trouver une chaine de fonctions des p racines telles que la premiére
est symétrique, la derniére est une des racines, chacune d'elles prenant "peu de valeurs” par les permutations
qui laissent la précédente invariante. Lorsqu'on veut résoudre une équation de degré quatre, "pen de valenrs"
signifie 2 ou 3 afin d'abaisser le degré de 1'équation & résoudre. Le fait de terminer par ;= a répond au souci de

Lagrange de pouvoir déterminer une des racines & l'aide d'une fonction des racines (numero 104). Lagrange ne
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parle qu'en termes de valeurs prises par une fonction des racines lorsqu'on effectue des permutations des
racines, mais c¢'est ce type de réflexions qui ménera Galois 4 dégager le concept de groupe d'une équation. 11 est
clair que la résolution de I'équation de degré quatre est liée a 1'existence d'une chaine de sous-groupes de I, et
c'est ce que précisera Galois dans son Mémaire Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux
paru en 1846 dans le Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.

Le travail de Lagrange ouvre de maniére remarquable un champ nouvean aux investigations des
mathématiciens ; les créateurs du concept de groupe tels Cauchy, Abel, Galois, Gauss ont lu les écrits de
Lagrange. Et on peut voir dans ce mémoire 'amorce des changements fondamentaux des objets d'étude de

Falgébre qui, de résolution d'équations numériques, va devenir étude des structures.
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DANS NOS CLASSES

La quadrature du cercle:
Pappus et la quadratrice d'Hippias

Martine Buhler

Jusqu’a I'année 1997-1998 incluse, le programme de terminale scientifique comprenait I’introduction de
la notion de continuité et quelques résultats relatifs & cefte notion . Tout ceci disparait 4 la rentrée 1998, et on
peut lire dans le B.O. hors sériec n°4 du 12 Juin 1997, page 17 « les fonctions étudides dans le cadre du
programme sont dérivables par intervalles. C'est donc ou théoréme des valeurs intermédiaires énoncé en
classe de premiére que I'on se référe, nolamment pour résoudre une équalion du type fix} = A et pour définir
une fonction réciproque. Ces divers fravaux seront ['occasion de donner une premiére approche non
Jformalisée d’une fonction continue sur un intervalle ou d’une fonction discontinue en un point. Mais la notion
de continuité demeure en dehors des objectifs du programme. »

il nous faut donc, a travers les travaux que nous faisons faire & nos éléves, leur donner une idée de la
notion de continuité et de son intérét, et ce d’autant plus qu’ils en auront besoin pour leur études aprés le
-Baccalauréat. C’est dans cet esprit que nous avons élaboré e probléme snivant i€ 4 la quadrature du cercle ; il
permet d’utiliser les courbes paramétrées ( revenues en 1998 dans le giron du programme « obligatoire » de
TS) et de faire comprendre 1a nécessité de prolonger une fonction par continuité pour le résoudre.

Les mathématiciens grecs, plus de trois siécles avant notre ére, s’intéressaient - entre autres - au
probléme de la quadrature du cercle : il s’agit, un cercle étant donné, de construire 2 la régle et au compas un
carré de méme aire que ce cercle. Le probléme est entiérement géométrique mais on peut le formuler ainsi : un
segment unité étant donneé { le rayon du cercle), peut-on construire 4 la régle et au compas un carré dont I’aire a
pour mesure 7 ? les mathématiciens grecs, tout comme leurs successeurs, échoudrent dans cette construction
dont Yimpossibilité ne fut prouvée qu’en 1882 ; cette longue quéte a laissé des traces jusgue dams notre
vocabulaire, puisque 'expression «c’est la quadrature dn cercle » est communément utilisée pour désigner une
tche trés difficile, voire impossible 4 accomplir. Cependant, les grecs imaginérent d’autres moyens de «
quarrer le cercle », utilisant en particulier des courbes dites « mécaniques », que 1’on ne peut tracer a Ia régle et
an compas. C’est ce qu’explique Pappus dans le texte - extrait de la Collection mathématigue que nous allong
étudier.

Pappus d’Alexandrie (fin III*™ siécle- début TV™™ siécle) a écrit principalement la Collection
mathématique qui comportait huit livres. Il s’agit ¢’une compilation de travaux de mathématiciens antérieurs -
en particulier Euclide, Archiméde, Apollonius, Ptoiémée - enrichie de nombrenx commentaires et résultats
nouveaux. Bien que ne nous soient parvenus quune partie du livre I et Ies six derniers livres, ils nouns sont un

témoin précieux des mathématiques grecques.
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L Préliminaires sur les fonctions trigonométriques

3
On définit sur R* Ia fonction ¢ par () = sin t - ¢ +fg .

1°y Déterminer ¢, @7, ¢ 7.
2°y a) Etudier le signe de @™ (t} pour teR™.
b) En déduire les variations de o™ puis son signe sur R
3%} Etudier de méme les variations puis le signe de ¢’ sur R"; enfin faites de méme pour @ .

4°) En déduire les indgalités, pour ieR",

2
l1-—=<cost=1
2

P
t-—<sint st
6

5°) a) Rappeler limim‘ .
t—0

1.1 _1f, &
b) Montrer que pour te J01], PE L 14—t — |,

¢ sint 6 30
3 L t1
¢) Montrer que pour te |01}, - % < &S: - -1- < é« +~;+-6 et en déduire lm{g?—?] )
s r 0\ SiTd
t>0

I1. Définition de 1a quadratrice

1°y Lire le texteS suivant (les "droites” désignent, pour nous, des segments) :

Une ligne qui tire sa dénomination de sa propriété méme a été adoptée por Dinostrate, Nicoméde et certains
autres auteurs récents pour effectuer la quadrature du cercle ; ils ont appelée la quadrairice, et voici sa

%énéréziion. .
Posons un carré ABCD et décrivons ’'are BED autour du centre A. Faisons mouvoir

E la droite AB de telle sorte que, le point A restant fixe, le point B se déplace suivant
Z Parc BED et que la droite BC, se maintenant toufours paralléle & la droite AD,
accompagne le point B qui se déplace suivant la droite AB. De plus, que la droite 4B,
se mouvant d’'une maniére uniforme, parcoure ['angle compris sous les droites B4,

AD, c’est-a-dire que le point B parcoure ['arc BED dans le méme temps que la droite
EBC se déplace le long de la droite BA, c’est-a-dire que le point B se déplace suivant
la droite BA.

I se fera évidemment que les droites AB et BC coincideront simultanément I'une ef I’quire avec la
droite AD. En conséquence, un fel mouvement ayant liey, les droites AB, BC se couperon! mutuellement en un
point qui est continuellement transporté avec elles, lequel décrira une ligne concave d’un méme cdté, telle que
BZH, dans Despace compris entre les droites BA, AD et ['arc BED ; ligne qui parait commode pour trouver un

carré équivalent 4 un cercle donné.

3 PAPPUS d’ Alexandrie, trad. P. VER EECKE, La collection mathématique, Blanchard, 1982, t. I, p. 191.
Dinostrate : géométre grec, début du V™™ siecle av. J. C.. Proclus en parle comme d’un frére de Menechine,
ui-méme éléve d’Fudoxe et de Platon. On pense qu’il fut fe premier 4 ntiliser la quadratrice pour la résolution

de 1a quadrature du cercle.
Nicoméde : géométre grec, on ne sait rien de sa vie, il vécut aux environs de 250 av. J. C..
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Commentaire : e segment [BC] se déplace d’un mouvement de translation uniforme parallélement & (BA) et le
segment [AB] d’un mouvement de rotation uniforme autour de A. Lorsque [BC] prend la position [AD], [AB]
ia prend également. A chaque instant, les deux segments se coupent en un point Z qui décrit donc une certaine

courbe BZH

2°) Tragons quelques points.

Les deux mouvements étant uniformes, les segments arrivent « & mi-

B ¢ parcours » en méme temps ; donc [BC] prend la position [BoCy] (avec By milieu
Eo de [AB] ) en méme temps que [AB] prend la position [AE,] ( oit (AEy est la

5 C bissecirice de BAD). Le point Zy est donc un point de la quadratrice. Il en est de
¢ Zy méme pour le quart de parcours (avec By milien de [ByB] et ( AE;) bissectrice de
BAEg), les trois-quarts de parcours, les huitiémes de parcours, etc. On peut donc

A b placer une infinité de points de la quadratrice grdce & des bissections successives

obtenues a la régle et au compas.

Tracer un carré ABCD ayant 16 cm de c6té et placer 7 points de 1a quadratrice en appliguant la

méthode expliquée ci-dessus.

Remargue ; en utilisant la régle et le compas on peut placer autant de points que 'on veut par bissections
successives ; mais on n¢ peut pas placer ainsi tous les points ct donc la quadratrice n’est pas constructible 4 ia

régle et au compas.

3%) a) Lire la fin du paragraphe XXX

B T c
E
B’ C Du reste, sa propriété principale est felle que, si une droite quelcongue AZE est
z mende transversalement & 'arc, la droite BA sera & la droite ZT comme arc
enfier est a l'arc ED) | car cela résulte manifestement de la génération de la ligne.
A T g D

BA _ arc(BD)
ZT arc(ED)’

b) Commentairc: Pappus énonce 13 que: c’est-d-dire que le rapport de

proportionnalité entre les longueunrs BA et ZT est le m&me que celui entre les arcs BD et ED.

Justification : la construction précédente permet de comprendre que, si T désigne le temps de parcours de B

_ arc(BD) T BA
jusqu'a D sur I’arc BD, et T" le temps de parcours jusqu’en E, alors : arc(BE) T BB

BA _ arc(BD)
ZT  arc (ED)

En déduire :

55




II1. Etude de la quadratrice, Paramétrisation

—_— ——
Le plan est rapporté au repére orthonormal (A, AD, AB ). On note t ]a mesure en radians de I’angle

T
DAZ, t appartenant & {O,—Z{] et Z étant un point de la quadratrice.

Z a pour coordonnées ( X(t), (1)), dans le repére ( A, KB: KE ).
1°) Trouver une relation entre x(t), y(t) et tan t.
2°) Déduire de II 3°) U'expression de y(t) en fonction de t, puis celle de x(t) a I'aide de 1, cost, sint.
3°) Voyez-vous un probléme apparaitre ?

4°) Lire ’extrait suivant ;

XXXI.
C’est a juste titre cependant gue Sporos n'’a pas agréé cette ligne [...]

Ensuite, Dextrémité de la ligne dont certains se servent pour la quadrature du cercle, c’est-a-dire le
point ot la ligne coupe la droite AD, n’est nullement trowvée. Représentons-nous d'ailleurs les choses que
nous avons dites sur la délinéation proposée : lorsque les droites CB, BA mises en mouvement seront
stabilisées simultanément, elles s’appliqueront sur la droite AD et ne feront plus section entre elles ; car, la
section cesse avant application sur la droite AD ; section qui deviendrail, au contraire, 'extrémité de la
ligne oir celle-ci rencontrerait la droite AD ; & moins qu'on ne dise d'imaginer la ligne comme étant prolongée

jusqu'a la droite DA de la maniére dont nous établissons les lignes droites.

Commentaire : le probléme posé par Pappus - et d’autres avant lui - est que, lorsque les segments [AB]
et [BC] terminent leurs mouvements, ils sont tous les deux confondus avec [AD] et donc on ne peut plus
déterminer Z,

Question : comment s¢ traduit ce probléme dans la paramétrisation de la quadratrice ?

Pappus explique qu’il faudrait « imaginer la ligne comme étant prolongée jusqu’a la droite DA ».
Autrement dit, il faut prolonger la quadratrice par la « position-limite » qu’occuperait le point Z lorsque t tend
vers 0. C’est ce que nous allons faire pour obtenir le point H.

5%y Déterminer ¢ = lim x(t) .
{—0

6°) On définit alors la fonction f sur {0, %] par:
2 _cost L3
J{ty==f——pourte ]D, WJ
. sint 2

J)=£

La fonction f et la fonction x sont-clles les mémes ou sont-elles différentes 7 Pourquoi ?
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Remarque : f, définie sur [0, %], coincide avec x sur 0, g] et vérifief (0) = lim x(). On dit que f est
t—p

le « prolongement par continuité » de x en 0.

7°) La quadratrice I" est alors définie de Ia maniére snivanie

Xt = ()

n
our t € {0,—], Z(t) a pour coordonnées :
P 1021 Zhap vy =21
T

a } Quel est le point de parametre % ?
b ) Etablir le tableau des variations simultanées de X et Y sur [0, % I

. . . 3 n
¢ ) Déterminer la tangente 4 I au point de paramétre 7

d ) T est-elle dérivable en 0 7 (Attention : il faut revenir a la définition de ia dérivabilité d’une
fonction en un point).
€ ) Quelles sont les coordonnées du peint H de paramétre 0 7 Déterminer la tangente 4 I en ce point.

f) Terminer alors le tracé de la guadratrice commencé au I, 2°),

8°) a ) Lire la proposition 26.

B c PROPOSITION 26.
E
Z Ayant un carré ABCD, I’arc BED décrit autour du centre A ef la quadratrice
BZH étant obtenie comme nous ’avons dit précédemment, il faut démontrer
que la droite B4 est & ia droite AH comme ["arc DEB est & la droite BA.
A H b

b ) Traduire la conclusion en termes d’égalité de rapports.
¢ } Dans le travail que vous avez fait précédemment, quel est le résnltat équivalent 4 celui énoncé par

Pappus ? (Vous expliquerez clairement ia réponse).

Remarque : Pappus, luvi, établit ce résultat en utilisant une méthode démonstrative assez technique, Ia
méthode d’exhaustion ou encore méthode par double réduction & I’absurde. Cette méthode sera utilisée jusqu’an

XVII*™ sigcle ; Pascal ’appelait « la méthode des Anciens ».

IV. Mais quel est donc le lien avec la quadrature du cercle ?
Soient deux nombres réels non nuls a et b. On appelle « troisiéme proportionnelle des nombres aetb»

Ll
.

Ie nombre ¢ tel que : %:
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19y Deux segments [AB] et [AC] de longuecurs a ot b étant donnds, comstruire la troisiéme

proportionnelle de a et b.

2°) Lire la conclusion de la proposition 26 de Pappus , la justifier et 1a traduire en termes de rapports

Ft il est clair que lo droite prise comme froisiéme proportionnelle des droites AH, AB sera égale & are

BED, et que le quadruple de cette droite sera égal & la circonférence du cercle entier.

On peut donc construire la longueur de Uarc BED.

3°) Lire la proposition 27 :

Proposition 27
Or, la droite égale & la circonférence du cercle étant trouvée, on voif clairement que ’on construira

 facilement le carré équivalent au cercle.

Cette proposition affirioe que si I'on sait « rectifier » le cercle (ie. construire un segment ayant pour
longuenr le périmétre du cercle), alors on sait le « quarrer ».
Expliquer comment on pent constrnire 4 la régle et au compas un carré d’aire r, un segment de longueur

unité et un segment de longpenr r €tant donnés.

Calculez MK. ¥
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XXX.

Une ligne. qui tire sa dénomination de sa propriété meéme
a été adoptée par Dinostrate, Nicomede et certains autres auteurs

‘récents pour effectuer la quadrature du cercle; ils I'ont appelée
la guadratrice (1), et voici sa génération.
Posons un carré ABTA et décrivons l'arc BEA autour du
centre A. Faisons mouvoir Ia droite AB de telle sorte que, le
point A restant fixe, le point B
B I* se déplace suivant l'arc BEA,
et que la droite BI, se main-
tenant toirjours paralltle a la
droite AA, accompagne le point B
qui se déplace suivant la droite
AB. De plus, que la droite AB,
-se mouvant d’une maniére uni-
forme, parcoure l'angle compris
sous les droites BA, AA, c’est-
: a-dire que le point B parcoure
A a T A Parc BEA c.lans le méme temps
que la droite BI' se déplace le
long de la droite BA, c’est-a-dire que le point B se déplace sui-
vant la droite BA. 11 se fera évidemment que les droites AB et BI
coincideront simultanément l'une et l'autre avec la droite AA.
En conséquence, un tel mouvement ayant lieu, les droites AB, BT
se couperont mutuellemnent en un point qui est continuellement
transporté avec elles, lequel décrira une ligne concave d’'un méme
coté, telle que BZH, dans Pespace compris entre les droites BA, AA
et arc BEA; ligne qui parait commode pour trouver un carré
équivalent a un cercle donné. Du reste, sa propriété principale
est telle que, si une droite quelconque AZE est menée transver-
salement A l'arc, la droite BA sera 4 la droite Z® comme l'arc
entier est 4 l'arc EA; car cela résulte manifestement de la
génération de la ligne (3.

I. Tetpaywvifovsa ypapph, la ligne tétragonisante ou quadratrice.

2. Le texte exprime d'une maniére un peu confuse que, si une droite BI' se
meut uniformément et parallélement 3 elle-méme le long du rayon AB ef, qu'en
méme temps qu'elle part du point B, le rayon BA tourne uniformément autour
du centre A, vers le point 4, de maniére qu’il se confonde avec AA an moment
ott la droite BT s'y confondra aussi, on aura, par lintersection continuelle de
ces deux lignes, une courbe BZH, appelée quadratrice de Dinostrate, mais dont
I'invention remonte probablement au sophiste Hippias d'Elis qui vécui dans
la seconde moitié du cinquiéme siécle avant J.-C. L'équation cartésienne de

PAPPUS D'Alexandrie, trad. P.VER EECKE, La collection mathématique, Blanchard, t.1, p.191-196.
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LIVRE IV DE LA COLLECTION 193

XXXI

C’est & juste titre cependant, que Sporos (1) n'a pas agréé
cette ligne, parce qu'on y assume d'abord comme hypothése ce
4 quoi elle semble pouvoir étre utilisée (2). ,

En effet, s deux points commencent & se mouvoir i partir
du point B, comment pourront-ils se stabiliser en méme temps,
I'un au point A suivant une droite, l'autre au point A suivant
un ar¢, sans connaltre au préalable le rapport de la droite AB
& arc BEA? (3 Car, il faut nécessairement que les vitesses des
mouvements soient dans le méme rapport. Dés qu'on use de
vitesses non ordonnées, comment ces points se stabiliseront-ils
ainsi simultanément, & moins que cela n’arrive par hasard ? Or,
cela n'est-il pas déraisonnable ? Ensuite, I'extrémité de la ligne
dont certains se servent pour la quadrature du cercle, c'est-a-dire
le point ol la ligne coupe la droite AA, n’est nullement trouvée.
Représentons-nous d’ailleurs les choses que nous avons dites sur
la délinéation proposée : Lorsque les droites I'B, BA mises en
mouvement seront stabilisées simultanément (%), elles s’applique-
ront sur la droite AA et ne feront plus de section entre elles : car,

M—jlﬁ ; mais son équation polaire: g sing=R f_ est
- ™

tang. 7 ©
Uexpression la plus simple qui corresponde 4 la définition qui en est donnée par
Pappus.

PIP Sporos de Nicée est mentionné comme commentateur(X T0p0g b bmopynpetiaTig)
par quelques auteurs, notamment daus le petit traité: Sur la Sphére d'Aratus,
4l au mécanicien Léontius, au sixitme siécle aprés J.-C. Paul Tannery a cherché
4 établir l'existence d'une compilation intitulée : Le Rucher Aristotéligue
{Aptotorshixdt wmola) qui aurait été composée par Sporos vers la fin du troisitme
siécle aprés J.-C., laquelie contenait des extraits math¢matiques sur la quadrature
du cercle et sur la duplication du cube, et a pu étre utilisée par Pappus. Voir:
Paur TannNev, Sur Spores de Nicée, dans Archives de la Faculté des Lettres de
Bordeaux, n° 3, 188z, t. IV, pp. 257-267, ou bien: Mémoires scientifigues de Paul
Tannery, vol. 1, pp. 178-184.

2. 51 'on pose : y = o dans léguation cartésienne de la note avant-pré-
cédente, on a: x = AH = EL::E d'olr : w = ZKA}%— La critique de Sporos vise Ia
difficulté de calculer = au moyen d'un rapport en I'absence d’un procédé méca-
nique permettant de tracer la courbe d'un mouvement continu, et de déter-
miner par conséquent le point H.

3. Clest-a-dire sans connaitre le rapport de la circoniérence au rayon.

4. C'est-d-dire lorsque les droites I'B, BA seront arrivées en fin de course.

cette courbe est: x=

Pappus d’Alexandrie. — I 21
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194 PAPPUS D'ALEXANDRIE

la section cesse avant l'application sur la droite AA; section qui
deviendrait, au contraire (*), l'extrémité de la ligne ot celle-ci
rencontrerait la droite AA; 4 moins qu'on ne dise d’imaginer la
ligne comme étant prolongée jusqu’'a la droite AA de la maniére
dont nous établissons les.lignes droites (*). Or, cela ne répond
pas a ce qui a €té supposé au début, notamment que le point H
soit pris en ayant pris au préalable le rapport de I'arc & la droite.
Dr’ailleurs, & moins que ce rapport ne soit donné, il ne convient
pas que, se confiant A la réputation des hommes qui I'ont inventée,
Von admette une ligne qui soit en quelque sorte trop mécanique
[et utile aux mécaniciens pour beaucoup de problémes] (3}. Mais,
exposons d'abord le probléme qui se démontre au moyen de
cette ligne (4.

PRrOPOSITION 26. — Ayant un carré ABTA, arc BEA décrit
' autour du centre I' et la quadra-
A trice BH® étant obtenue comme
nous 'avons dit précédemment,
r il faut démontrer que la droite
BI' est 4 la droite T'® comme
H I'arc AEB est 3 la droite BT
En effet, sl n'en est pas
ainsi, la droite BI' sera 4 wune
droite plus grande ou plus petite
que la droite T'® ().
Qu’elle soit d’abord, si pos-
T o A sible, & une droite plus grande
I'K. Décrivons, autour du centre
I, Yarc ZHK qui coupe la ligne (%) au point H ; menons la perpen-

[8e]

1. C'est-d-dire d’aprés les protagonistes de la guadratrice.

2. C'est-a-dire & moins de considérer la ligne courbe comine étant prolongée
4 partir du dernier point de section de la méme maniére que Fon prolonge une
ligne droite.

3. Hultsch considére ce membre de phrase comme ayant été interpolé (Cfr.
loc. cst., vol. I, p. 254, 1. 24). 51l s’agit cependant d’une interpolation trés ancienne,
la phrase peut avoir été puisee dans l'ouvrage de Sporus, et indiquer que des
équerres en forme de quadratrices étalent utilisées dans la pratique.

4. Voir le probléme dont il est question au début du chap. XXX.

5. Sous-entendu ; comme 'arc AEB est 4 la droite BT,

6. C'est-a-dire la quadratrice BH®,
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LIVRE IV DE LA COLLECTION 195

e

diculaire HA et prolongeons la droite de jonction I'H jusqu’au
point E. Des lors, puisque la droite BI, c’est-a-dire la droite
TA, est & la droite I'K comme l'arc AEB est a la droite BT (M,
et que l'arc BEA est 4 I'arc ZHK

comme la droite TA est 4 la B 5 — A
droite I'K (car une circonférence
de cercle est A une circonférence & g

comme le diameétre de ce cercle
est au diametre) (%), il est clair
que Yarc ZHK est égal a la
droite BI'. Et puisque, en raison
de la propriété de la ligne, la
droite BI' est & la droite HA
comme l'arc BEA est 4 'arc EA,

il s’ensuit que la droite BI' est A 0 K A
aussi a la droite HA comme

Yarc ZHK est & arc HK. Or, on a démontré que 'arc ZHK est
égal 4 la droite BI'; done, 'arc HK est aussi égal 4 la droite HA ;
ce qui est absurde. En conséquence, la droite BI n’est pas & une
droite plus grande que la droite T'® comme 1'arc BEA est 3 la
droite BI' (3).

XXXII,

Mais, je.dis qu'elle n'est pas non plus 4 une droite plus
petite (4.

I. Par hypothése. _

2. Théoréme démeontré par Euclide, dont Pappus donnera deux démonstra-
tions & sa maniére, I'une a la proposition 1x du livre V, aiitre 4 la proposition 2z
du livre VIIT; et il admet donc ici tacitement que les arcs qui mesurent des
angles égaux sont entre eux comme les rayons des cercles auxquels ils appar-
tiennent. i .

3. Cette démonstration apagogique se déroule comme suit. On a, par

hypothése: BT _ FA _ arc ALB ; arc AEB  TA, d . arc AEB
P "TK>1® FK_ B ' " arc ZHK — TX’ " ArcZHR T
a%g, d’ol : arc ZHK = droite BT. Or, la propriété de la quadratrice {voir

BT arc BEA arc BEA

chap. XXX, in fine) donne: HA™ arc BL tandis que Yon a: e BA =
arc ZHK .BI' arc ZHK ., . . s e _
CHE donc ‘HA= e TR d’oll en. présence de ’égalité : arc ZHK = BT,
i vient : arc HK = droite HA; ce qui est impossible.

BF arc BEA.

4. Clest-a-dire que l'on n’a pas non plus : KT < T6 * droiie BT
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196 PAPPUS D'ALEXANDRIE

En effet, qu’elle soit, si possible, & une droite KI'. Décrivons
I'arc ZMK autour du centre I';.menons, & angles droits sur la
droite T'A, la droite KH qui
B A coupe la quadratrice au point H,
E et prolongeons la droite de jonc-
tion I'H jusqu’au point E. Deés
H lors, pareillement 4 ce que nous
avons écrit précédemment, nous
démontrerons que Parc ZMK est
égal a la droite BI, et que la
M droite BI' est a4 la droite HK
comme Yarc BEA est & P'arc EA,
c’est-d-dire comme larc ZMK
r K o A est a arc MK. D’aprés cela, il
est clair que 'arc MK sera égal
2 la droite KH; ce qui est absurde. En conséquence, la
droite BI' ne sera pas a une droite plus petite que la droite T'®
comme I'arc BEA est 4 la droite BI' (). Or, on a démontré qu’elle
n’est pas a une droite plus grande ; donc, elle est 4 la droite
I'® méme.

Et il est clair aussi que la droite prise comme troisiéme pro-
portionnelle des droites ®I, I'B sera égale 4 l'arc BEA, et que
le quadruple de cette droite sera égal a la circonférence du cercle
entier.

ProrosiTiON 27. — Or, la droite égale 4 la circonférence du
cercle étant trouvée, on voit clairement que 'on construira facile-
ment le carré équivalent au cercle.

En effet, le rectangle compris sous le périmétre du cercle et
le rayon est le double du cercle, comme Archimeéde I'a démontré (2).

1. Cette démonstration apagogique se déroule comme dans la note avant-
précédente,

2. Pappus énonce en d'autres termes la proposition I du traité De la Mesure
du Cercle d’Archimeéde : « Tout cercle équivaut au triangle rectangle pour lequet
on a le rayon égal 4 'un des cbtés adjacents 4 I'angle droit et le périmétre égat
4 la base ». Voir (Buvres d’Archiméde, trad. de P, Ver Eecke, p. 127.
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IBrochures du groupe M.:A.T.H)

n° 61 : Mathematiques : Approche par des textes historiques - Tome 1 -....... S50F 450 gr
n® 79 : Mathématiques ;| Approche par des textes historiques - Tome 2 - ... 60 F 530 gr

n° 90 : Mathématiques : Approche par des textes historiques - Tome 3 ( parution juillet 2000)

Reproduction de textes anciens

(Ancienne série) :

I Disme Simon Stevin. 14F 80 gr

I Géométrie élémentaire Félix Klein 25F 186 gr
I Dictionnaire Mathématiques M. Ozanam (ler fascicile) 31F 250 gr
v Dictionnaire Mathématique M. Ozanam (2¢me fascicule) 32F 250 gr

(Nouvelle série) :

N° 1 : Histoire des recherches sur la quadrature du cercle

J.E Montucia 38F 340 gr
N° 2 : Elémens du calcul des probabilités ~ Marquis de Condorcet 28F 240 gr
N° 3 Traité des Indivisibles Gilles-Personne de Roberval ~ 32F 270 gr
N° 4 : Les Porismes d'Euclide Michel Chasles 35F 300 gr
N® 5 : Sur la théorie des Ensembles Georg Cantor 52F 450 gr
N® 6 : Traité des sections coniques M. de La Chapelle 42F 450 gr
N°© 7 Traité élémentaire de calcul des probabilités

S-F Lacroix 37F 300 gr
N° 8 : Elémens d'algébre Alexis-Claude Clairaut 41F 350 gr
N® 9 : Recueil d'exercices sur le calcul infinitésimal

Jean-Frédéric Frénet 44F 384 gr
N° 10 Problémes pour les arpentevrs Lorenzo Mascheroni 21F 156 gr
N°®11 Me¢thode des moindres carrés Cari-Friedrich Ganss.................. 36r 295 gr
N° 12 Traité du calcul différentiel et du calcul intégral

Sylvestre-Frangois Lacroix 70F 600 pr
N°13 Géométrie ou de Ia mesure de 1’éiendue

P. Lamy 52F 395 gr
N°14 Algibre J Peletier du Mans 36F 291 gr
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VOUS Propose:

Le groupe M. A T.H.
(Mathématiques: Approche par les Textes Historiques)

La revue Mnémosyne pour échanger experiences et réflexions a propos de I'histoire et de l'enseignement des

mathématiques.
Numéro 1 : La démonstration par exhaustion chez les grecs et les arabes. 26F 200 gr
Numéro 2 : La guerelle entre Descartes et Fermat. 30F |210 gr
Numére 3 Fragments d’étude des systémes linéaires. 30F | 220 gr
Numéro 4-5 : L’¢laboration du calcul des variations ¢t ses applications 4 la dynamique. |40 F | 300 gr
Numéro 6 : Leibniz et 'Ecole continentale. 30F 220 gr
Numeéro 7 Autour du théoréme de Fermat : C. Goldstein 33F 230 gr
Numéro 8 Isaac Newton. Détermination de tangentes 4 des courbes 4 I’aide de 1a 33F 1250 gr
meéthode des fluxions,
Numéro 9 : Desargues et Pappus. R, Tossut 33F |240 gr
Numéro 10 : Le jeu des paradoxes dans I’élaboration des séries. A. Michel-Pajus 33F | 260 gr
Numéro 11 : Des cartes-portulants 3 1a formule d’Edward Wright. M.T. Gambin 33F|255¢gr
Numéro 12 : Histoire de quelques projections cartographiques. M. Benedittini 33F (255 gr
Numéro 13 : Leibniz, Histoire et origine dn calcul différentiel. A Michel-Pajus 33F 1210 gr
Numéro 14 : La méthode des pesées chez Archiméde, M. Bathier —Fauvet 33F 214 gr
Numéro 15 ; Recherche de deux grandeurs connaissant Jeur somme et leur produit, 33F (217 gr
Odile Kouteynikoff
Numéro 16 De la résolution des équations algébriques a 'émergence du concept de 33F (210 gr
groupe. M, Buhler
Numéro spécial : | N° 1 : Histoire de Pyramides. M. Grégoire 46 F | 380 gr
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Nous vous indiquons le prix des brochures sans le port, le poids et le tarif postal pour
calculer le coit du port.

Poids jusqu'a Ordinaires
20 gr 3,00 F
50 gr 450F
100 or 6,70 F
250 gr 11,50 F
500 gr 16,00 F
1000 gr 21,00 F
2000 gr 28,00 F
3000 gr 33,00F
<
BON DE COMMANDE
Je désire recevoir les numéros suivants de Mnémosyne:
Prix port
n° 1
n°2
n°3
n® 4
n° 5
n° 6
n®7
n° 8§
n°9
n° 10
n° 11
n°12
n° 13
n° 14
n® 15
n° spécial
Total:
Nom:
Prénom:
Adresse:
Date:

Ci-joint un chéque d'un montant de
A T'ordre de I'Agent comptable de 'Université Denis Diderot Paris 7
Désirez-vous recevoir une facture? QOui Non
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