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A L'ATTENTION DES UTILISATEURS
DU FICHIER

[ORGANISATION]

Les FICHES ont été classées suivant 5 rubriques selon les types de problémes posés en classe
de mathématiques :

- DEMONTRER, montrer, prouver, justifier, ...

- CALCULER, déterminer, ...

- TRANSFORMER, écrire autrement , factoriser, développer, ...
- CONSTRUIRE, tracer, ...

- RESOUDRE, trouver les solutions, ...

Chaque rubrique est elle méme partagée suivant les domaines mathématiques concernés par des
types de questions posées :

Exemple : Si le probléme posé est du probléme de démonstration portant sur I'analyse, il
faut se reporter a la partie "Analyse" de la rubrique "Démontrer".

En géométrie, dans chaque rubrique, les méthodes ont été classées suivant la nature des outils
qui entrent en jeu :

- géométrie des figures
géométrie vectorielle
géométrie analytique
géométrie complexe
géométrie des transformations
géométrie des angles




IMISE A JOUR ET PERSONNALISATION DU FICHIER|

Pour que ce fichier soit efficace il semble souhaitable de le personnaliser :

- par l'illustration d'exemples pour chaque méthode. Cela peut se faire, quand la méthode
est rencontrée pour la premiére fois, soit sous la direction du professeur si celui-ci le souhaite,
soit sous l'initiative méme de l'utilisateur.

- par des commentaires :

exemple : ©.0® Comment démontrer une inégalité du type
m(b-a)<f(b)-f(a)<M (b-a).

commentaire : cette inégalité dite des accroissement finis est souvent utiliser pour
montrer la convergence des suites du type Up41 =f(Up).

- par des figures : qui aident & mémoriser les méthodes (par exemple en géométrie ou en
analyse).

- par I'adjonction de méthodes données par le professeur ou par la suppression de certaines
méthodes jugées peu importantes par le professeur.




\UTILISATION DU FICHIER|

Le fichier est un ensemble de méthodes :

« Il peut servir a retrouver une méthode oubliée.

Exemple : Y a-t-il une méthode avec 'homothétie pour démontrer que des points
sont alignés ?

» I peut servir a retrouver l'algorithme d'une méthode.

Exemple : Je ne sais plus déterminer une équation cartésienne d'une droite
passant par deux points

« Il peut aider a trouver une stratégie pour résoudre un probléme.

Exemple :

Q

ABC est un triangle.

M est le milieu de [AC].

P est le point de [BC] tel que
PC =2 PB.

segment [AB] tel que AQ =2 QB.
Démontrer que M, P et Q sont alignés.

1) Que dois-je faire ? Calculer ? Démontrer ? Construire ? Transformer ? Résoudre ?

Q est le point de (AB), extérieur au

C'est un probléme de démonstration, on se reporte 4 la rubrique COMMENT DEMONTRER

QUE

2) Comment le faire ?
Il faut démontrer que des points sont alignés.
On trouve la fiche "Comment démontrer que TROIS POINTS SONT ALIGNES"



Les cadres proposent diverses méthodes, il faut choisir :

CONFIGURATION : N'ayant aucune mesure d'angle, la méthode n'est pas applicable.
Il n'y a pas de droite parallele 3 (MP) ou & (MQ) apparente. Cette méthode parait difficile &
appliquer.

VECTEURS : Les données et la conclusion vont se traduire facilement, cette méthode parait
intéressante.

ANALYTIQUE : Il n'y a pas de repére orthogonal apparent, les deux méthodes semblent
difficiles a appliquer.

TRANSFORMATIONS : On ne reconnait pas de configuration connue au niveau
seconde/premiére, ces méthodes semblent difficiles & appliquer.

1.’ outil raisonnable semble étre le vecteur...

Ayant choisi la méthode de résolution, on peut développer la démonstration et répondre a la
question posée.

« 11 peut étre utilisé lors des révisions de contrdles et du bac :
exemple : Si l'utilisateur veut faire le point sur les méthodes pour calculer la valeur
exacte d'une intégrale...

Comme tout outil il faut I'utiliser souvent pour le rendre efficace.

L'utilisation fréquente permet aussi de mémoriser les méthodes, s'en servir c'est donc aussi
apprendre a s'en passer...
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(1 K1] Comment démontrer une implication ?
(c'est a dire aYrouver que : si la propriété A est vraie
ors la propriété B est vraie)

|Méthode 1|

En procédant par déductions successives justifiées.
Siona A alorsona Aj (car...)
siona A; alorsona Aj (car...)

........................................

siona Ap alorsona B (car...)

Exemples :

|Méthode 2|

En procédant par 'absurde
On suppose que A est vraie, que B n'est pas vraie (on contredit le résultat que 1'on souhaite

démontrer) et on essaie de parvenir 3 une contradiction.

Exemples :

|Méthode 3|

En procédant par contraposition
On reprend la méthode 1 en montrant que si B n'est pas vérifiée alors A ne I'est pas non
plus.

Exemples :



'0 K2) Comment démontrer une équivalence
entre deux propositions A et B ?

[Méthode 1|

En procédant par équivalences justifiées
A & Ay (car...).

A1 & Ay (car...).

Apn &> B (car...).

[Méthode 2 |

En démontrant une double implication
Siona A alorsona B
Siona B alorsona A.

Exemples :

Commentaire : ‘
L'équivalence se cache sous les mots : "équivaut”, "si et seulement si", "nécessaire et

suffisant”, "signifie".



"0 © Comment démontrer 1'égalité de deux "

ensembles E et F ?

[Méthode 1|
En démontrant que : x appartient a2 E équivautd x appartient & F.

Exemples :

IMéthode 2|

En démontrant que ECF et FCE ; c'est & dire
que si x appartient 3 E, il appartienta F et
que si x appartient a F, il appartienta E.

Exemples :



(1 K4 Comment démontrer 1'unicité d'un objet “
possédant une certaine propriété ?

[Méthode 1)

En utilisant les théorémes d'unicité vus dans le cours.

Exemples :

|Méthode 2|

En raisonnant par l'absurde : on suppose qu'il existe deux objets différents et on essaie
d'arriver a une contradiction.

Exemples :

[Méthode 3|

En supposant qu'il existe deux objets et en démontrant que ces objets sont identiques.

Exemples :




“0 @® |Comment démontrer une égalit¢ X =Y ? u

[Méthode 1|

En partant de X pour arrivera Y
X =Xj (car...)
X1 =Xy (car...)

..........

|Méthode 2|

En partantde Y pour arrivera X
Y=Y (car...)

..........

IMéthode 3|

En partantde X, en transformant X on arrived Z
en partantde Y, en transformant Y onarrived Z
ainsi X=Z et Y=7 donc X=Y.

\Méthode 4

En montrant que X et Y ont méme image par une bijection.

Exemples :

IM éthode 5 ] (valable pour les vecteurs, les nombres... )

En montrant que X-Y =0

Exemples :
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|Méthode 6| (valable pour les nombres)

En montrant que —)Y(— =1 si Y=0.

IMéthode 7| (cas particulier de la méthode 4 avec X et Y réels positifs)
En montrant que X2 = Y2 ou que VX = VY.

|Méthode 8 | (casod X et Y sontfonctionde n o n estentier et si les méthodes

précédentes ont échouées)
En utilisant la récurrence.
Exemples :
Commentaire :

IMéthode 9| (cason X et Y sont deux fonctions définies sur un intervalle I dérivables
surl, X =1f(x), Y =g(x) siles méthodes précédentes ont échouées)

En montrant que : f'(x) = g'(x) pour tout x de I
f(a) =g(a) pourun a de I

Exemples :

11



“0 ® I Comment démontrer une inégalité ? “

1 - Du type A <B (ou f(x) < g(x))

\Méthode 1|

En partantde A eten allant jusqu'a B.
A<Aq (car...)
A1 <Ay (car...)

Ap<B (car...).

[Méihode 2|
En partant d'une hypothese donnée et en la transformant jusqu'a obtention de A <B.

Exemples :

Commentaire :

|Méthode 3|

En montrantque A-B <0

Exemples :

Commentaire :

[Méthode 4|

En utilisant la monotonie d'une fontion f.
(A <B & f(A) < {(B) dans le cas ot f est croissante)

Exemples :
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IMéthode 5| (valable éventuellement pour une inégalité du type f(x) < g(x) ol f et g
sont définies et dérivables sur un méme intervalle I).

En étudiant la fonction f- g et en montrant & l'aide du tableau de variation que pour tout x de
I, f(x) - g(x) <0.

Exemples :

|Méthode 6] (cas ou A et B sont fonctions d'un entier n)

En utilisant la récurrence.

Exemples :

2 - Du type If(x) IS M ou m<f(x) <M. (ot f est continue sur un

intervalle I)

En montrant que I'image de I par f est inclus dans l'intervalle [- M; M] ou [m; M].
(pour déterminer f(I) voir CALCULER).

Exemples :

3-Dutypem(b-a)<f(b)-flay<M(b-a) (avec a < b)

ou l f(b) - f(a) l <M l b-a I (ot f est une fonction dérivable sur un
intervalle I contenant a et b

En montrant que pourtout x de I, m<f'(x) <M (ou 'f 'x) l <M) eten utilisant le
théoréme des accroissements finis.

Exemples :

13



“0 @ Comment démontrer qu'une application u

f est une bijection de E sur F ?

\Méthode 1|

En montrant que tout élément de 'ensemble d'arrivée F posseéde un unique antécédent.

Exemples :

IMéthode 2| (cas d'une fonction numérique définie sur un intervalle I)

En utilisant : si f est continue sur I et f est strictement monotone sur I alors f est une
bijection de I sur £(I). '

Exemples :

14




} ©® | Comment dém

ontrer une proposition par
- récurrence ?

1ére étgpe
En formulant clairement la propriété & démontrer.

2éme gtape :
En démontrant que la propriété est vraie au rang ng.

3¢éme grape :
En démontrant I'hérédité de la propriét€ : si la propriété est vraie au rang n elle I'est au rang
n+ 1.

4éme érape
En concluant que la propriété est vraie pour tout n 2 ng.

Exemples :

15



0.0 Comment démontrer l'existence de
quelque chose ?

[Méthode 1|

En utilisant les théorémes du cours.

Exemples :

IMéthode 2|

En procédant en 2 phases.
- on suppose l'existence de 'objet et on recherche les conditions nécessaires que vérifie 1'objet.
- on vérifie que I'objet vérifiant ces conditions est solution au probléme posé.

Exemples :
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2 - Complexes

2.2 Comment démontrer qu'un complexe est imaginaire pur 2.........ccccveeeeceevennne 20
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"@ 1) Comment démontrer qu'un nombre ___l"l

complexe z est réel ?

[Méthode 1|
En montrant que Im (z) =0.

Exemples :

IMéthode 2|

En montrant que z = z.

Exemples :

|Méthode 3|

En montrant que z=0 ou arg (z) =0 (n).

Exemples :

|Méthode 4|

En montrant que son point image appartient 2 I'axe des absisses.

Exemples :

19




Comment montrer que z est imaginaire
pur ?

|Méthode 1|
En montrant que Re (z) =0.

Exemples :

|Méthode 2|

En montrant que z=-Z

Exemples :

[Méthode 3|

En montrant que z=0 ou arg (z)= 122 ()

Exemples :

[Méthode 4

En montrant que son point image appartient a I'axe des ordonnées.

20









3 - Analyse

3.1 Comment démontrer qu'une courbe admet un centre de symétrie 7.................... 23
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lig) f=+4+% oi B est+®, a, a+, a- ou -© ?

3.4 Comment dEMONLIET QUE.......c.cccririererrerminiereseeretrseeseseeteseseeseaesseseseseenssesssessaenaen 26
lir.nfz -0 ou B est +, a, a+, a- ou - ?

3.5 Comment déMONLIET QUE.......coeerrreeereerenrereeeeeeriseeinnane ettt et e neas 27
liﬁnf:f ou B est+00, a, a+, a- ou - ?
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1 - La courbe est la courbe représentative d'une fonction f dans
(09 -i.a j)

[Méthode 1] (si A estlorigine O)

En montrant que f est impaire (O est centre de symétrie).

|Méthode 2|

En se ramenant au cas précédent par changement de repére et de fonctions.

* En se plagant dans le repére (A, ;, 3) ol A(a,a") dans (O, i, j).

* En cherchant les formules de changement de repére

M(X, Y) dans (A,1,]), M(x,y) dans (O,1,))
X=x-a Y=y-a.

* Enécrivant Y +a'=f(X + a) (on obtient Y = g(X)).

* En montrant que g est impaire. A est alors centre de symétrie.

2 - La courbe est définie paramétriquement dans (O, i, j) M(x(t), y(t))

[Méthode] (A =0)

En montrant que t — x(t) et t—> y(t) sont impaires, on montre que la courbe admet O
comme centre de symétrie.

Exemples :

Commentuaire :

23




.0 Comment démontrer qﬁ'une courbe
admet
un axe (A) de symétrie ?

1 - La courbe est la courbe représentative d'une fonction f dans
0, 1))

|Méthode 1| (A)=(Oy)

En montrant que la fonction est paire.

[Me'thode 2! (A) a pour équation x =2

En se ramenant au cas précédent :
= En se plagant dans le repére (A, f, 3) ou A(a, O).

* En cherchant les formules de changment de repére
M(X, Y) dans (A,1]) et M(x,y) dans (O,1,}). X=x-a Y=y
(on écrit Y =£(X + a) = g(X)).

*x En montrant que g est paire.
(A) est alors axe de symétrie.

2 - La courbe est définie paramétriquement M(x(t), y(t)

|Méthode 3|
En montrant que t— x(t) est paire et t— y(t) impaire alors Ox est axe de symétrie.

|Méthode 4|

En montrant que t— x(t) est impaire et t —> y(t) paire alors Oy est axe de symétrie.

24



5 ~ Comment démontrer que

ou -00 ?

[Méthode 1|

En utilisant le tableau sur les opérations algébriques (voir tableau général dans "Calculer") et les

résultats connus sur les fonctions usuelles.

Exemples :

IMéthode 2|

En utilisant la composition :

sif=goh etsi imh=A etlimg=+o0 alors limf=+o0,
| A |

Exemples :

|Méthode 3|

‘En minorant f par une fonction h telle que lim h = +o0,
|

Commentaire . h est trés souvent une fonction de référence.

Exemples :

[Méthode 4|

En calculant lim f (voir calculer).
B

25



.0 Comment démontrer que

imf=-00 ou B est+o00, a, at, a- ou
B

=00

\Méthode 1|

En utilisant le tableau sur les opérations algébriques (voir tableau général dans "Calculer”) et les
résultats connus sur les fonctions usuelles.

Dans la rubrique "calculer”.

Exemples :

[Méthode 2|

En utilisant la composition :

si f=goh etsi limh=4 etlim g=-°0 alors lim f =-00,
| A |

Exemples :

|Méthode 3|

En majorant f par une fonction h telle que lim h=-09,
B

Commentaire : h est trés souvent une fonction de référence.

Exemples :

\Méthode 4|

En calculant lim f (voir calculer)
B

26




0.6 Comment démontrer que

imf=0 ou M est+o00, a, at, a- ou
B

=00

|Méthode 1|

En utilisant les opérations algébriques sur les limites (voir tableau général) et les résultats
connus sur les fonctions usuelles.

[Méthode 2

En utilisant la composition

sif=goh, silmh=A etlimg=_[ alors imf=[.
B A |

Exemples :

[Méthode 3|

Enmontrantque lim [fx)-L1=0
x—

Exemples :

[Méthode 4|

En utilisant le théoréme " de I'encadrement”

sih<f<getsi img=Ilmh=L alors limf=[.
i | |

Exemples :

|Méthode 5|

En calculant lim f (voir calculer).
]
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.0 Comment démontrer que f est |
continue en a ?

[Méthode 1|

En montrant que f est dérivable en a.
Exemples :

\Méthode 2|

En montrant que f est définieen a et que lim f = f(a).
a

Exemples :

[Méthode 3|

En montrant que f est définieen a et que lim f = lim f = f(a).

+ -
a a

Exemples :

28



(SN7) Comment démontrer qu'une fonction est
dérivable en a ?

[Méthode 1|

En utilisant les opérations sur les fonctions dérivables.

\Méthode 2|

En utilisant la composition des fonctions dérivables.

{Méthode 3[ (en cas d'échec de 1 et 2)

En montrant que lim -t;%)—}fé(—?—) existe et est finie.

X—*a

Commentaire : pour calculer un nombre dérivé : voir calculer.

|Méthode 4

Dans certains cas, en calculant les nombres dérivés a droite et 4 gauche en a et en montrant
qu'ils sont €gaux.
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~ Comment démontrer qu'une fonction f
admet une primitive sur un intervalle ?

En démontrant que f est continue sur cet intervalle.

Commentaire :
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®.0 Comment démontrer qu'une suite
(Un) € IN est arithmétique ?

|Méthode 1]

En démontrant qu'il existe un réel r tel que pour tout n entier Up 4+ 1-Up=r.

|Méthode 2|

En démontrant qu'il existe a et r tels que pourtout n Up= a+nr.
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® @® | Comment démontrer qu'une suite
(Un)n € IN est géométrique ?

|Méthode 1|

En démontrant qu'il existe unréel q# o tel que Up 4+ 1 =q Uy pour tout n.

[Méthode 2|

En démontrant qu'il existe deux réels a et q tels que pour toutentier n Uy =aq™.
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- Comment démontrer qu'une suite est

croissante ?

[Méthode 1|
En montrant que Uy £ Up 4 1 ou que Uy 4 1 - Uy 2 0 (voir inégalité) éventuellement par

récurrence.

Exemples :

Commentaire :

[Méthode 2|

Si Up =f(n)
En montrant que la fonction f est croissante.

Exemples :

|Méthode 3|

Si (Up) est a termes strictement positifs

En montrant que U{j‘ +1l>1.
n

Exemples :

|Méthode 4|

Dans le cas oit Up 4+ 1 =f(Up) : en montrant que x > f(x) - x est positive.

Exemples :
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©. .00 Comment démontrer qu'une suite
est majorée (Up<M pourn 2 ng)
ou minorée (m<Up pour n2ng)
ou bornee (m < Un < M | pour n =1np)

[Méthode 1|
En utilisant les méthodes générales sur les inégalités. (voir méthodes générales)

[Méthode 2|

Si Up =f(n) en montrant que f est majorée sur [ng; +°°[ (ou minorée, ou bornée)

[Méthode 3| (valable pour montrer que la suite est bornée lorsqu'elle est définie par une
relation du type Up +1 = f(Up)).

En montrant par récurrence que m < Uy <M.
(I'hérédité est souvent obtenue en montrant que f([m; M]) C [m; M])

Exemples :
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©®© ©@©® | Comment démontrer qu'une suite (Un)

[Méthode 1|

En utilisant les opérations sur les suites (voir tableau général.)

|Méthode 2|

En minorant (Up)ne Iy par une suite (Vp)ne N avec hm V, =+ o0 .
+ oo

(Si Va<Uy pour n2ng, si lim Vp=+00 alors lim U, =+00)

Il = 4 OO + o0

Commentaire : trés souvent Up est une suite de référence : géométrique avec la raison
supérieure et Up >0 a 1 ou arithmétique avec une raison positive.

Si Un= 100

En montrant que lim f =+ o0,

+ 00
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© @0 | Comment démontrer qu'une suite est
convergente vers [ ?

IMéthode 1|

En utilisant les opérations sur les suites convergentes (voir tableau général).

[Méthode 2|

En utilisant le théoréme de l'encadrement.

(SanSUnSVn et si limVnz thn‘:[; alors limUn=£)

+ 00 + 00 + 00

Exemples :

[Méthode 3|

En montrant que Uy -L1<Vy ot V est convergente vers 0 (onaalors lim Up = L).
+ 00

Commentaire :

[(Méthode 4|
Si Up =£f(n)

En montrantque lim f=L.

+ 00
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|Méthode 5|

En se ramenant & la méthode 3 par le résultat :
silUp-Ll<klUp.1-LI avec O0<k <1 alors [Up-CLl<knIUg-LI.

Commentaire : L'inégalité est souvent obtenu dans le cas ot Up 41 = f(Up) par 'inégalité des
accroissements finis.

|Méthode 6] (permet de justifier mais pas de calculer la limite)
En montrant que (Up)ne Iy est une suite croissante majorée (ou décroissante minorée).

Exemples :

|Méthode 7| (cas dune suite définie par une relation de récurrence du type
Un 4 1 =1(Up)).

* En montrant que (Up) est convergente (vers une limite [ ).
* En montrant que f est continue en L.
* [ est alors solution de I'équation f(x) = x.

Commentaire :On utilise souvent la Méthode 6 pour montrer que la suite (Up) est
convergente.

Exemples :
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4 - Géométrie dans P’espace

4.1 Comment démontrer que deux plans sont paralléles ?............oovueeerrevennenn.. 41
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Comment démontrer que deux plans
(P) et (P') sont paralleles ?

1 - Géométrie des figures

[Méthode 1|

En montrant que (P) et (P') sont paralléles 3 un méme plan.

|Méthode 2]

En montrant qu'une droite orthogonale a I'un est orthogonale a I'autre.

[Méthode 3|

En montrant que deux droites sécantes de I'un sont paraliéles & deux droites de l'autre.

2 - Géométrie vectorielle

|Méthode 1|

En montrant qu'un vecteur normal 2 I'un est colinéaire & un vecteur normal 2 l'autre.

|Méthode 2|

En montrant que deux vecteurs directeurs non colinéaires de 1'un sont vecteurs directeurs
de l'autre.

3 - Géométrie analytique

En montrant que le systéme constitué par deux équations cartésiennes des plans
* n'admet pas de solutions (plans paralléles disjoints)
* est équivalent a une seule équation (plans confondus)
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D O Comment démontrer que deux plans sont
I perpendiculaires ?

1 - Géométrie des figures

|Méthode 1|

En montrant qu'une droite de I'un est orthogonale a 1'autre plan.

|Méthode 2|

En montrant qu'une droite orthogonale & I'un est orthogonale & une droite orthogonale &
l'autre.

2 - Géométrie vectorielle

[Méthode 1|

En montrant qu'un vecteur normal de 1'un est orthogonal & un vecteur normal de l'autre.

Commentaire :
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(4 N3 Comment démontrer qu'un plan et une
droite sont orthogonaux ?

1 - Géométrie des figures

|Méthode 1|

En montrant que la droite est orthogonale 2 deux droites sécantes du plan.

[Méthode 2|

En montrant que la droite est orthogonale 2 un plan paralléle au plan initial.

|Méthode 3|

En montrant que le plan est médiateur d'un segment porté par la droite.

2 - Géométrie vectorielle

|Méthode 1|

En montrant qu'un vecteur directeur de la droite est orthogonal & deux vecteurs directeurs
non colinéaires du plan.

\Méthode 2|

En montrant qu'un vecteur directeur de la droite est colinéaire & un vecteur normal du
plan.

Commentaire :
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QO Comment démontrer qu'un plan (P) et
une droite (D) sont =paralléles ?

1 - Géométrie des figures

\Méthode 1|

En montrant que la droite est parall¢le & une droite du plan.

\Méthode 2|
En montrant que (D) est orthogonale & une droite orthogonale au plan.

IMéthode 3|

En montrant que (D) et (P) n'ont pas de points communs.

2 - Géométrie vectorielle

|Méthode 1|

En montrant qu'un vecteur directeur de (D) est I'un des vecteurs directeurs du plan.

|Méthode 2|

En montrant qu'un vecteur normal du plan est orthogonal & un vecteur directeur de la
droite.
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3 - Géométrie analytique

En montrant que le systéme formé par les équations paramétriques de la droite et une
équation cartésienne du plan

* n'admet pas de solution alors la droite et les plans sont disjoints.

ou

* admet une infinité de solutions alors la droite est incluse dans le plan.

Commentaire ;
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Comment démontrer que quatre points
A, B, C, D distincts 2 a 2 sont

coplanaires ?

1 - Géométrie des figures

\Méthode 1|
En montrant que (AB) et (CD) sont sécantes ou parallgles.

\Méthode 2|

En montrant que 'un des points appartient au plan formé par les trois autres (si les 3
points ne sont pas alignés).

\Méthode 3|

En montrant qu'ils appartiennent au plan médiateur d'un méme segment.

2 - Géométrie vectorielle

[Méthode 4|

En montrant qu'il existe deux nombres réels a et b tels que AB=3aAC + b AD,

3 - Géométrie analytique

|Méthode 5|

En traduisant analytiquement la méthode 2 :
- on recherche une équation du plan passant par les 3 points non alignés

- on vérifie que les coordonnées du 4i®me satisfont I'équation.
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1 6] Comment démontrer qu'une base
orthonormée (u,v,w) est directe ?

En montrantque w=uAv.
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’ ~ | Comment démontrer que deux vecteurs
| uetv sont colinéaires ?

1 - Géométrie vectorielle

IMéthode 1|

En montrant que 'on peut trouver k telque u=k v.

[Méihode 2|

En montrant que u A v =0.

2 - Géométrie analytique

En traduisant analytiquement la méthode 1 ou la méthode 2.
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médiateur d'un segment [AB] ?

|Méthode 1|

En montrant que le plan est orthogonal au segment en son milieu.

|\Méthode 2|
En montrant que A et B sont équidistants de trois points non alignés du plan.

[Méthode 3|
En montrant que B est I'image de A par la réflexion du plan.
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P4 . [ l
(5 1] Comment démontrer que trois droites
sont concourantes ?

1 - Géométrie des figures

|Méthode 1]

En montrant que ces trois droites sont les trois hauteurs ou trois médiatrices ou trois
médianes ou trois bissectrices d'un triangle.

|Méthode 2]

En montrant que I'une des droites passe par le point d'intersection des deux autres.

2 - Géométrie analytique

Méthode| (traduction de la méthode 2)

En recherchant des équations des trois droites et en prouvant que les coordonnées du
point d'intersection de deux de ces droites satisfont une équation de la troisiéme.

3 - Géométrie des transformations

En montrant que ces trois droites sont les images de trois droites concourantes par une
isométrie ou une similitude directe.
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52 Comment démontrer que deux droites
sont paralleles ?

1 - Géométrie des figures

[(Méthode 1|

En utilisant les relations parallélisme - orthogonalité.

[Méthode 2|

En utilisant la réciproque du théoréme de Thales.

|Méthode 3|

En utilisant les configurations classiques (parallélogrammes, trapézes... ).

2 - Géométrie vectorielle

En montrant qu'un vecteur directeur de I'une est colinéaire & un vecteur directeur de
I'autre.

3 - Géométrie analytique

En recherchant des équations des droites et en prouvant :
» qu'elles ont méme ceefficient directeur,
* que des vecteurs directeurs sont colinéaires.
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4 - Géométrie complexe

En montrant que arg (%—E——g—) =0 (%) ou:

D(d) C(c) sont deux points distincts de la premiére droite
B(b) A(a) sont deux points distincts de la deuxiéme droite.

5 - Géométrie des transformations

[Méthode 1|

En montrant que les droites sont les images de deux droites paralléles par une similitude
directe ou une isométrie.

|Méthode 2]

En montrant que I'une est I'image de l'autre par une translation, une symétrie centrale ou
une homothétie.

6 - Géométrie des angles

En montrant que (A~}§, C—IS) =0 (m) en utilisant les relations angulaires.
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Comment démontrer que l'on a deux
droites perpendiculaires ?

1 - Géométrie des figures

[Méthode 1|

En utilisant les relations parallélisme - orthogonalité.

IMéthode 2|
En appliquant la réciproque du théoréme de Pythagore dans un triangle.

[Méthode 3|

En utilisant les configurations classiques (hauteur d'un triangle, médiatrice d'un
segment, tangente & un cercle, triangle inscrit dans un demi-cercle...).

2 - Géométrie vectorielle

En montrant qu'un vecteur directeur de I'une est orthogonal a un vecteur directeur de
'autre.

3 - Géométrie analytique

En recherchant des équations des droites et en prouvant :
 que le produit des coéfficients directeurs est - 1,
* que le produit scalaire des vecteurs directeurs est nul.
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4 - Géométrie complexe

En montrant que arg (g——:—;i) = g— (w) ot D(d) C(c) sont deux points distincts de la
premiére droite et B(b) et A(a) sont deux points distincts de la seconde droite.

S - Géométrie des transformations

|Méthode 1|

En montrant que les droites sont les images de deux droites perpendiculaires par une
similitude directe ou une isométrie.

|Méthode 2|

En montrant que I'une est I''mage de l'autre par une rotation ou une similitude directe
. T

d'angle * 5 2n).

6 - Géométrie des angles

En montrant que (Kﬁ, 5[3) = g () alaide des relations angulaires.

(Angles des triangles isoctles, équilatéraux - Somme des angles d'un triangle. Angles
inscrits et angles au centre... ).
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Comment démontrer que trois points
A, B et C deux a deux distincts sont
aligneés ?

1 - Géométrie des figures

|Méthode 1|
En montrant que les droites (AB) et (AC) sont paralleles.

\Méthode 2|

En montrant que I'un des points appartient & la droite passant par les deux autres.

2 - Géométrie vectorielle

En montrant que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

3 - Géométrie analytique

\Méthode 1|

En cherchant une équation de la droite (BC) et en vérifiant que les coordonnées de A
satisfont cette équation.

[Méihode 2|

En prouvant que det (A—I§ : K(E) = (). (traduction de la colinéarité)
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4 - Géométrie complexe

En montrant que arg ([%E%) =0 (%) (a#b a=c).

c-a .
En montrant que P— est réel.

5 - Géométrie des transformations

|Méthode 1|

En montrant que A, B et C sont les images de trois points alignés par une similitude
directe ou une isométrie.

|Méthode 2|

En montrant que B est l'image de C par une homothétie de centre A.

6 - Géométrie des angles

En montrant que (A—_ﬁ : A—x_é) =0 (m).
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Comment démontrer que quatre points

distincts deux a deux sont
cocycliques ?

1 - Géométrie des figures

[Méthode 1|
En montrant qu'il existe O tel que OA =0B =0C =0D.

|Méthode 2|

En montrant que 1'un des points appartient au cercle passant par les trois autres.

2 - Géométrie analytique

En traduisant I'une des méthodes précédentes.

3 - Géométrie des angles

Méthode
En montrant que 2 (E, K_(’?) =2 (ﬁﬁ, D?) 2 ).
ou (AB, AC)= DB, DC) (n).

(Cas particulier : En recherchant deux triangles rectangles ayant leur hypoténuse
commune)
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Comment démontrer que deux vecteurs
uetv sont colinéaires ?

®.6

[Méthode 1|

En démontrant que I'on peut trouver k tel que u=kv.

|Méthode 2|

En démontrant que le déterminant (det (u , v)) est nul.
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Comment démontrer que deux segments
ont la méme longueur ?

|Méthode générale| voir comment démontrer une égalité.

1 - Géométrie des figures :

|Méthode 1|

En calculant les longueurs.

[Méthode 2|

En utilisant les configurations (parallélogrammes, losanges, carrés, rectangles, triangles
isoceles ou équilatéraux ou rectangles).

|Méthode 3|

En utilisant les théorémes de Thales, Pythagore ou la trigonométrie.

2 - Géométrie analytique

En calculant les longueurs.

3 - Géométrie complexe

En montrant que les modules 1d-c| et Ib-al sontégaux (ot A(a), B(b), C(c) et
D(d)).

4 - Géométrie des transformations

En montrant que l'un des segments est image de I'autre par une isométrie.
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“Comment démontrer que deux angles
orientés sont égaux ?

|Méthode 1| (voir Méthode générale)

|Méthode 2]

En utilisant les relations angulaires (angles inscrits, angles au centre, somme des angles
d'un triangle... ).

|Méthode 3]

En montrant que I'un est image de l'autre par un déplacement ou une similitude directe.
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1 - Géométrie des figures

[Méthode 1|

En montrant que c'est un losange avec un angle droit.

[Méthode 2|

En montrant que c'est un rectangle avec deux cotés consécutifs égaux.

2 - Géométrie complexe

Enmontrantque c-d=b-a=i(c-b)
ou -1i(c - b) (ou (A@@) B(b) C(c) D(d))

3 - Géométrie des transformations

|Méthode 1|
En montrant qu'il existe une rotation de centre O (point d'intersection des diagonales)
d'angle g— (2w) ou --;C— (2w) transformant A » B, B »C, C » D, D— A,
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t

équilatéral ?

1 - Géométrie des figures

En démontrant qu'il a trois c6tés de méme longueur, ou trois angles égaux, ou des angles

., T
égaux a i—g-.

Commentaire :
Pour calculer les longueurs ou angles (voir fiche calculer une longueur).

2 - Géométrie complexe

Si A(a) B(b) C(c). ‘
En démontrant c-a=e*im/3 (b-a).

3 - Géométrie des transformations

[Méthode 1|

. . , n
En démontrant que la rotation de centre un sommet d angle * 3 (2r) transforme le

deuxiéme sommet en le troisiéme.

[Méthode 2]
2n

En démontrant que le centre de gravité est centre d'une rotation d'angle 3

(ou - %E) (2n) transformant A—— B, B— C, C— A.
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Comment démontrer qu'un triangle est
rectangle isocéle ?

1 - Géométrie des figures

En montrant qu'il est rectangle (voir 5.1) et isocele (voir fiche calculer une longueur).

2 - Géométrie des angles

En calculant les angles.

3 - Géométrie complexe

Si A@a) B(b) C(c).
En démontrant c-a==xi (b - a) (ou une relation analogue).

4 - Géométrie des transformations

|Méthode 1|

¢ . . i
En démontrant que la rotation de centre un sommet d'angle £ 5 (2w) transforme le

deuxiéme sommet en le troisiéme.

\Méthode 2|

En démontrant que la similitude de centre un sommet d'angle i-g'- (2m) de rapport V2 (ou

1 ' o .
—\—F-Z-) transforme le deuxiéme sommet en le troisi€me.
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0.0

de démonstration en géométrie ?

En suivant le plan :

a/ Que demande t-on ?

b/ Quels peuvent étre les outils ?
- vecteurs,
- géométrie des figures,
- transformations,
- les complexes,
- 'analytique,

- les angles.

¢/ Comment choisir l'outil pour résoudre un probléme de géométrie ? .
1l faut s'assurer que données et conclusion se traduisent facilement 2 1'aide de l'outil choisi
(voir transformer).
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Comment résoudre un probleme de |
lieu ?

[Méthode 1|

En se ramenant 2 lieu connu (voir déterminer - calculer)

Commentaire :

[Méthode 2|

+ En identifiant ce qui bouge et ce qui est fixe.

* En conjecturant 'ensemble € cherché.

* En montrant que € estinclus dans un ensemble 3.

» En montrant que tous les points de ® conviennent (réciproque).

Remarque : souvent, on prouve que gest I'image d'un ensemble fixé par une transformation
usuelle. Dans ce cas I'étude de la réciproque est superflue.

Exemples :
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® | Comment résoudre un probleme de
I - conructin ? -

En distinguant les 2 phases :
al phase analyse
* En supposant le probléme résolu.

* En analysant la figure obtenue et en repérant comment les éléments a construire sont liés avec
les éléments fixes de la figure (c'est la recherche de conditions que doivent nécessairement
vérifier les éléments 2 construire).

b/ phase synthése
En partant des éléments donnés, on effectue la construction en justifiant (trés souvent des
discussions apparaissent).

Exemples :
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2 - Equations

2
2.1 Comment résoudre az +bz +c=0 ?
zcomplexe ot a, b, CSONLTEEIS €1 a7 0 wveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeoeeeeon 77

. n
2.2 Comment résoudre z =1 ?
z complexe et n entier NAUFE] fiXE ..ccovvvvivuiiereieeieereeceeeeee e 78

n
2.3 Comment résoudre z =7 ?

Z complexe donné et n entier nAtUTel fiX€ ....ooeveveveervveeeeeeieeeeeeeee e 79
. . a+b=

2.4 Comment résoudre le systéme { ab=P S Y s - 80
2.5 Comment résoudre une équation du type acos X + b Sin X =¢ ? ervvevererevenennn.. 81
2.6 Comment résoudre une équation du type sin [ A(x) ] +cos [B(x) ]=02..... 82
2.7 Comment résoudre une équation différentielle du type

ay'"+bycy=0 oudutype ¥ -ay =07 oo, 83
2.8 Comment résoudre un syst@me lRERITe 7 .......covevvveeeeivrereeeeeeereeeeeeeeere e, 34

75
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quation

az2 +bz+c=0dans C ?
(a,b,c,réels a=0

* En calculant A = b2 - 4ac.

* En appliquant les formules :

: _ bt +VA
SiA>0 z= 3
. b
SiA=0 Z=—'2:-E.

- +'\/-
SiA<Q z= ba‘a A
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En écrivant z sous forme trigonométrique puis en utilisant la formule de Moivre.

Exemples :
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"@ ® Comment résoudre zD —

I NE
13

]

IMéthode 1|

En posant z sous forme trigonométrique, en écrivant Z sous forme trigonométrique et en
utilisant la formule de Moivre.

Exemples :

\Methode 2|

* En cherchant une solution particuliére z(.

N . z
« En seramenantd u=1 oll u= —2(—) .

Exemples :
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0.0 Comment résoudre le systeme
| { a+ b =S8 0
ab =P :

En montrant que les solutions du systéme sont celles de 1'équation
X2-SX+P=0.

Exemples :
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25 Comment résoudre une équation du type
acosx+bsinx=c?

En se ramenant & une équation du type cos (x - €) = ¢' (voir transformer).

Exemples :
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(2) ® | Comment résoudre une équation du type
sin (A(xX)) + cos. Bx) =07?

|Méthode 1|

En factorisant a l'aide des formules

cosp+cosq
sinp +sinq
cosp+sing

Exemples :

[Méthode 2|

En se ramenant & sin (A(x)) = sin (C(x))
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(27 Comment résoudre une équation
différentielle
du type ay" + by' + cy =0 ?

|Méthode 1|

a/a=0 b=0
I'équation est du type y' - Ay =0
les solutions sont de la forme y = KeAx

b/a=0
« En résolvant I'équation caractéristique ar? +br +c =0.

* On appelle A =b2-4ac.

Si A >0 les solutions sont de la forme y = Ae™x + Be™* o 1y etrp sontles 2 racines
réellesde ar? +br+c=0

Si A=0 les solutions sont de la forme y = (A + B x) e™X
ol r est la racine double.

Si A <0 les solutions sont de la forme
y=(AsinBx+BcosPx)e™™ ol r=ctif} sontles solutions de I'équation
caractéristique.

Remarque : y s'écrit aussi A cos (Bx + @) eox

Exemples :
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H@ [S) I Comment résoudre un systéme linéaire ? I

|Méthode 1|
En utilisant les techniques d'additions ou (et) de substitution.

Exemples :

IMéthode 2|
En utilisant la méthode du pivot de GAUSS.

Exemples :
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»Si ¢ >1 pas de solution.

*Si -1<c <1 en utilisant le cercle trigonométrique :
-Xo+ 2k < A(x) <xo + 2 km.

* Sic < -1 toute valeur x pour laquelle A(x) existe, est solution.

Exemples :

Commentaire :
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© 6 Comment résoudre
acosx+bsinx>C?

En se ramenant 2 une inéquation du type cos (x - €) >¢' (voir transformer).

Exemples :
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1M1 Comment résoudre un probleme de
dénombrement ?

En se ramenant & un modéle connu : celui des tirages.

+ simultanés. Eléments distincts, 'ordre n'intervient pas : modéles des combinaisons (c}i).

+ successifs et sans remise. Eléments distincts, I'ordre intervient : modeles des
arrangements (Ag).

+ successifs et avec remises. Eléments non nécessairement distincts et I'ordre intervient :
modeles des p-uplets (nP).

Commentaire : Dans certains cas plus complexes, on utilise la méthode précédente a plusieurs
niveaux.

Exemples :
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L= ADBLYSE Lottt ettt et ettt 95
1.1 Comment calculer li;n ettt 97 a 101
1.2 Comment calculer une équation d'une dvroite asymptote a une courbe
représentative d'une fonction f 2. 102
1.3 Comment calculer un nombre dérivé ?2......c.c.cccoeevvvctiviirsivennrnsereereenene 103 -104
1.4 Comment calculer une équation d'une tangente 2 une courbe 2...........cceeu.nn... 105

AT T AT

v,

B

o5 5

1.6 Comment déterminer Une primitive Z.......c.ccceceiecveeereeeerreeresee e eseeeereeseenens 107
b
1.7 Comment calculer la valeur exacte d'une intégrale [ f(t)dt 2............. 108
a
b .
1.8 Comment calculer une valeur approchée de fldt 2 109
a
1.9 Comment calculer la limite d'une suite 2.........coceveeieriivieneseee e 110
2 - Géométrie plane et eSPace|...............cccceiiiriiiiiniiei e 111
2.1 Comment calculer une [onGUEUT 2........ooveeieemeeecieeieeieerreeee et 113
2.2 Comment calculer un angle 2.........cocuvcuiieiecieceeereiececeeeereeere e 114 -115
2.3 Comment calculer Une aire 2........c..cccoueveeeeeenieeeireesieseesete e et eseseenneens 116
3 - Géométrie dans Pespace|............ccovviieiiiininienntecentee et eaene e 117
3.1 Comment déterminer une équation cartésienne
(ou des équations paramétriques) de plan 2.......ccceeveerrriirvesvenncnneneeeee e, 119
3.2 Comment déterminer les équations paramétriques d'une droite 2..................... 120
3.3 Comment déterminer un vecteur normal a un plan ......ccoeeveeerivievecerenenennn. 121
4 - COmPIEXES [.....oveiiiiiiiiieieteteetetete ettt ettt e et et neensenaan 123
4.1 Comment calculer 'affixe d'un point 2..........cccvvveeenecevcerieeeeeceeeereer e 125
5 - GEométrie PIANE |......co.oviiiiiiiiiice et 127
5.1 Comment déterminer les éléments d'une similitude directe ?...........c.ccoeveeun.... 129
5.2 Comment déterminer une isométrie et ses éléments ?........ccecevveerereerennee 130 -131
5.3 Comment déterminer les éléments d'une conique ?.......c.occcevevvecerreeennane. 132 -133
5.4 Comment déterminer un ensemble de points ?......c.ccceevvverceeenririesieerennne 134 -135
6 - Probabilités | ...t 137
6.1 Comment calculer la probabilité d'un événement 2........c.cccvevveveimvrveervieeeennnen. 139
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1 - Analyse

représentative d'une fonction £ 2..........cooiiiiiiiiiiieiire e 102
1.3 Comment calculer un nombre dérivé ?.......c..ccccoceviniennvinineeiereeen, 103 -104
1.4 Comment calculer une équation d'une tangente a une courbe 2..........cocueee.. 105

1.6 Comment déterminer une primitive 2.........ccceeverveinrerirsnrenrescnseresesseseseseesenen, 107
b
1.7 Comment calculer la valeur exacte d'une intégrale | f({) dt Z..ccevevreeennnn. 108
a
b
1.8 Comment calculer une valeur approchée de f)dt 2 109
a
1.9 Comment calculer la limite d'une suite ?.........c.ccoccoieriiieiieiieiceeeeeeeeeene 110
95
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0.0

Comment calculer 1im f ?
=

(B est + o, a, - o, at, a-)

\Méthode 1|

En utilisant les opérations (voir tableau) et composition.

|Méthode 2|

En démontrant que lim f =+ o ; - oo ou [ (voir démontrer).
B

[Méthode 3|

En se ramenant & des limites connues & l'aide de certaines techniques.

a/ En factorisant les termes prépondérants.

Exemples :

b/ En effectuant des changements de voisinage d'étude

lim f(x) = lim f(- x).

XF¥4o0 X300

lim f(x) = lim f(- x).

XF3-c0 X400
. . 1
m f(x) = lim f(H) .
Xreoo 0"

lim f(x) = lim f(%).

x—0 hi— 400
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im f(x) = lim f(%).

XHO hl—-)oo

lm f(x) = lm £G).

lim f(x) = lim f(a +h).

X+3 h—O

m f(x) = lim f(a+h).
x—a h—O

Im f(x) = lLim f(a +h).

X3 h—QO

¢/ Lorsque les méthodes précédentes ont échouées, et pour les fonctions irrationnelles en
utilisant la quantité conjuguée.

Exemples :

d/ Pour les fonctions trigonométriques, en utilisant les formules de duplication ou d'addition.

Exemples :

e/ En faisant apparaitre un taux d'accroissement du type

. f(x) - f(a) . f(a+h)-1f(a)
lim % .a Ou Iim h :
X3 h=QO

Exemples :
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f/ En se ramenant a une limite connue  l'aide de certaines techniques :

lim LnxX =+ oo Iim Inx=-00 lm eX=+oc lim e*X=0.

X400 xt—>0+ X400 Xi¥-00

lim 22X =g lim xex=0 lim 2200
XH-3400 X300 h—0O

X
@>0)  lm S=te lim L“ﬁ":o lim x®Lnx = 0.
X3-oo X Xiddoo x*—>0+
. ) x

im 222_ 1 lim cosx-1_ 0 lim & 1 1 (cas particulier du e/)
x—0 x>0 x=0
Exemples :

g/ En utilisant les propriétés algébriques des fonctions [n et exponentielles.

Exemples :
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12 Comment calculer une =équati0n d'une
droite asymptote a une courbe
représentative d'une fonction f ?

|Méthode 1| (asymptote verticale)

Silimf= + o alors x=a estasymptote

a ou
ou - oo
at

ou

a-

[Méthode 2| (asymptote horizontale)

Silimf=L alors y =L estasymptote
+oo
ou

- 00

|Méthode 3| (asymptote oblique)

En conjecturant une équation de I'asymptote a l'aide de la calculatrice

y=ax +b etenmontrant lim (f(x) - (ax + b)) =0.

X+-d4o0

|Méthode 4| (demier recours)

En montrant que:  lim ﬂ)’z‘l —a lim (fx) - ax) = b (ol a et b réels finis) alors y=ax +b
Xk¥-}oo o0

est asymptote en + oo (idem en -o0).
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(1 N3] Comment calculer le nombre dérivé en a
d'une fonction f ?

[Méthode 1]

En utilisant les théorémes sur les opérations et compositions de fonctions dérivables en un
point, puis en utilisant les formules usuelles (voir tableau)

\Méthode 2|

f(x) - f(a) )

En revenant & la définition ((lim =22

X+23

|Méthode 3|

En calculant les nombres dérivés a droite et & gauche en a et en montrant qu'ils sont égaux.

Commentaire :
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(144 ] Comment calculer une équation d'une
tangente a une courbe ?

[Méthode 1|

Si la courbe est la courbe représentative d'une fonction f dans un repére (O, 1, j)

Tangente non verticale :
En montrant que f est dérivable en xg, et en calculant

y =1'(xg) (x - x0) + f(x0) on obtient une équation de la tangente en Mg (xg, f(x))

Demi-tangente verticale : x = xg

En montrant que lim f();) : i(; ) _ +oo QU -oo,

XXyp
ou

XF*Xg

[Méthode 2|

Si la courbe est définie paramétriquement dans un repére (O, i, })
OM= x(1) i+ y(t) 3

En montrant que t—=>x(t) et t—>y(t) sont dérivables en tg et que (x'(tg), y'(tg)) = (0, 0) ; on
obtient alors une équation en écrivant que cette tangente passe par Mo(x(tp), y(tg)) et a pour

vecteur directeur v (t) (x'(t0), y'(tp)).
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(1 5] - Comment déterminer 1'image d'un
intervalle I par une fonction
continue f ?

IMéthode 1| (Si f estde plus strictement monotone)

* Si I =[a, b] alors I'image est [f(a), f(b)] ou [{(b), f(a)]

* Si I =]a, b[ alors on cherche lim f et lim f (éventuellement a etb peuvent étre infinis).
a b

xS1 I=1]a,bloula, b[...

Exemples :

|Méthode 2| (Si f est dérivable)

En étudiant les variations de f et en utilisant le tableau de variation.

Exemples :

Commentaire -
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1 K6, Comment déterminer une primitive d'une
fonction continue ?

[Méthode 1|

En utilisant les primitives usuelles (lecture inverse du tableau des dérivées)

|Méthode 2|

En reconnaissant que la primitive est celle d'une fonction de 1a forme

1 ' 'V_V' [ ' f ' f' v
uv' + vu ou—-‘-l——VZ——E on (f'ou) Xu' ou —= ouf’fl ou F ou fref

20

Exemples :

|Méthode 3|

En utilisant une intégration par parties.

x> [ ) dt est une primitive de  si £ est continue).

Si f=uv [ ) de=[u) vl [ u®v®dr o uet v sont dérivables
u' et v'sont continues.

Exemples :

|IMéthode 4| (cas particulier d'une fonction trigonométrique)

En linéarisant pour une fonction du type x—>cosPx sindx.
(voir comment transformer 3.2)
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Comment calculer la valeur exacte d'une

intégrale [ 'f® dt ?
(f intégrable)

|Méthode 1|

En utilisant les primitives.

Exemples :

|Méthode 2|

En utilisant l'intégration par parties.

Exemples :

Commentaire :

IMéthode 3|

En utilisant la linéarité de l'intégrale

f (af(t) + Bf) dt = f bf(t) dt+ f bg(t) dt.

|Méthode 4|

En utilisant la relation de Chasles

L "f(e) dt = f a o) dt + f c ") dt.

Commentaire :
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(1 K 8) Comment calculer une valeur approchée

de [t dt ?

|Méthode 1|
En encadrant f par deux fonctions g et h dont on sait calculer les intégrales

Exemples :

[Méthode 2|
En utilisant la méthode des rectangles

b

Sn =" (f(2) + f(a + bn‘a)+...+f(a+(n-1) bn'a))

lim Sy= [ ) dt.

Nk->4-00

b
(L'erreur commise en remplagant f f(t) dt par Sy, est de 'ordre de% )

Commentaire :
11 existe bien d'autres méthodes.
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’0 ® Comment calculer la limite d'une suite ?

En montrant qu'elle est convergente (voir démontrer).
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2 - Géométrie plane et espace e

o CEs:
2.1 Comment calculer une longueur 7.......c.covcevevviecrenrereerenecneneseensnennne R 113 e;%&%

2.2 Comment calculer un angle ..o iincenereninnireeseescenessasse e snnens 114-115 gl
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0.0 Comment calculer une longueur AB ?

|Méthode 1| (valable dans le plan ou I'espace)
En utilisant le theoréme de Pythagore ou de Thalés.

|Méthode 2| (valable dans le plan et I'espace)

En utilisant la trigonométrie.

|Méthode 3| (analytique valable dans le plan et I'espace muni d'un repére orthonormé)

En utilisant IABI =V(xg - xA)2 + (yB - ya)2
ou IABI =V(xp - x4)2 + (VB - yA)2 + (zB - za)2 .

Wé thode 4 l (valable dans le plan complexe)

En utilisant AB =1Ib-aloll b et a sontles affixes respectives de B et de A.
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.0 Comment calculer un angle (géométrique
ou orienté de 2 vecteurs) ?

IMéthode 1|

En utilisant les angles géométriques (somme des angles d'un triangle, angles d'un triangle
rectangle ou isocéle ou équilatéral , angles alternes - internes et angles transformés pas une
isométrie ou une similitude directe).

|Méthode 2| (valable dans le plan)

En utilisant les angles orientés de vecteurs (somme des angles d'un triangle, angles d'un
triangle rectangle ou isocéle ou équilatéral , angles transformés pas une isométrie ou une
similitude directe, angles inscrits ou au centre, relation de Chasles).

[Méthode 3| (analytique, valable dans le plan orienté)

En utilisant le produit scalaire et le déterminant

sin (3, v) = 9L @ V)

all v
cos @ v = &=V
tall v
[Méthode 4|

En utilisant les points cocycliques.
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|Méthode 5| (complexe, valable dans le plan complexe)

En utilisant les arguments ;/'(z) v' (z) (;,\7‘) = arg (—Zz—) 2r)

Commentaire : En particlulier A(a) B(b) C(c) (b=a et c #a)
(AB, AQ) = arg (—5) 2m)

Exemples :

|Méthode 6]
En utilisant la formule d'Al-Kashi

lha + V12 = Iigli2 + 19112 + 2 1l 191 cos (a, v)

Exemples :
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X3 Comment calculer une aire ? “

\Méthode 1|

En utilisant les formules connues si on posséde les éléments.

Exemples :

[Méthode 2| (aire d'un parallélogramme ABDC dans un repére du plan orients)
En calculant Idet (AB, AC)!.

|Méthode 3|

En utilisant les transformations.

Commentaire :
* Les isométrie conservent les aires.

« Les similitudes directes (donc les homothéties) de rapport k les multiplient par k2.

[Méthode 4| (valable dans le plan)
En utilisant le calcul intégral.

Commentaire :

[Méthode 5| (valable dans l'espace orienté pour calculer I'aire d'un parallélogramme
ABDC)

En utilisant le produit vectoriel : IAB o AQI.
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3 - Géométrie dans P’espace

3.1 Comment déterminer une équation cartésienne

(ou des équations paramétriques) de plan 2........cocceveevereciverirecennieeeeeeeee e, 119
3.2 Comment déterminer les équations paramétriques d'une droite 2..................... 120
3.3 Comment déterminer un vecteur normal & un plan ?.......c.cccoeveeeviivrecrevrennennee, 121
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Comment déterminer une (ou des)
équation d'un plan (P) dans un repeére
orthonormé (O, i, j, k) ?

—

Sion a1 point A et 2 vecteurs directeurs ﬁ, v:

|Méthode 1] (équations paramétriques)

En écrivant que : M€ P & il existe (a, B) € R 2 tels que
AM=ou+Bv.

|Méthode 2| (équation cartésienne)

En cherchant un vecteur normal w 2 (P) et en écrivant
MEPS AM.w=0 (W=1 a V).

Si on a 1 point A et un vecteur normal W :

|Méthode 3|
En écrivant MEP & AM . w = 0.

Si on a 3 points :

|Méthode 4|

En se ramenant aux méthodes 1, 2 ou 3.

\Méthode 5|

* En écrivant que les coordonnées des points vérifient une équation
dutypeax+by +cz+d=0.

* En résolvant le systéme de 3 équations a 3 inconnues obtenues.

Commentaire :
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(32 Comment déterminer les équations
paramétriques d'une droite ?

D est déterminée par 1 point A et un vecteur u:

|Méthode 1|
Enécrivantque : M€ D &Hilexiste A€ R tel que AM=A u.

D est déterminée par 2 points A et B:

[Méthode 2|

En se ramenant au cas précédent.

D est déterminée par des équations cartésiennes de 2 plans sécants en N

|Méthode 3|

ax +by+cz+d=0
ax+by+cz+d =0

En recherchant deux des variables (par exemple x et y) en fonction de la troisieéme (z).

Exemple :
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0.0 Comment déterminer un vecteur normal
a un plan (P) ?

[Méthode 1|

A T'aide du produit vectoriel : si on connait 2 vecteurs directeurs u et v non colinéaires du

plan, u A v est normal 2 P).

|Méthode 2|

En utilisant une équation cartésienne du plan.

Si (P) apour équation ax + by +cz+d =0, alors

a
u ( b ) est un vecteur normal au plan.
c
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4 - Complexes %

4.1 Comment calculer I'affiXe d'Un POITL Tenreeeeeeeereercereeeeeiesesseseeeressssssssessessessssens 125 Rl
p 5 g

123 S h







point C ?

On connait A(a), B(b), AB, AC, (AB,AC) =6 (2n):

[Méthode 1|

En utilisant le fait que I'on passe de B & C par une rotation d'angle 9, de centre A suivi

d'une homothétie de centre A de rapport %% doncc-a= %g— (cos 8 +1isin 8) (b - a).

Commentaire :

* triangle rectangle isocgle.

* triangle équilatéral.

|Méthode 2|

En utilisant la forme complexe des similitudes directes.
(Voir méthode 1)

Exemples :
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5 - Géométrie plane

5.1 Comment déterminer les éléments d'une similitude directe 7.......cceevevvereennn. 129
5.2 Comment déterminer une isométrie et ses €léments 2.......ccocevvvecvrrerenrennn. 130 -131
5.3 Comment déterminer les éléments d'une conique 2.......ccceevevceerervennnnne. . 132-133
5.4 Comment déterminer un ensemble de points 2.......ccccceveveverennecenencncennne. 134 -135
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Comment déterminer les éléments d'une
similitude directe ?

|Méthode 1|

En utilisant les résultat sur les compositions de similitudes.

sif=s0s'etsets sont deux similitudes, alors f est une similitude

- de rapport le produit des rapports de s et s'

- d'angles la somme des angles de s et s'

(dans le cas ol fn'est pas une translation, on cherche alors un point invariant par f).

\Méthode 2|

En utilisant les nombres complexes.

L'expression complexe d'une similitude est
M(z) — M'(z') avec z' = az + b.

-le rapportde s est lal
- son angle a pour mesures arg(a) (2m)

- son centre a pour affixe 7—— sia=1

|Méthode 3|

En utilisant des procédés géométriques.

si f est définie par 2 points A et B distincts et leurs images A'et B' alors le rapport de s est
A'B'

AB
l'angle de s est (AB ; A'B") = o

Si f n'est pas une translation, le centre I peut &tre déterminer par :
- les arcs capables (car (17*: ; IK) =0 (27),
- les cercles ensemble des points M tels que —hl%%—. =k,

- souvent, il est utile de faire une étude du triangle IAA' (ou IBB') pour rechercher ses
particularités.
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|Méthode 1|

En faisant coincider f avec une isométrie connue en 3 points non alignés.

Commentaire :

[(Méthode 2|

En montrant que f est un déplacement et en utilisant :

* que si (Amé, f(A) f(B)) = 0 (2) pour 2 points quelconques distincts alors f est la translation
de vecteur A f(A).

* que si (A—I§, f(A) f(B)) # 0 (2r) pour 2 points quelconques distincts alors f est une rotation
d'angle (AB, f(A) f(B)).

[Méthode 3|

En utilisant les compositions :

*Si f=r'or ol r' etr sontdes rotations alors f est une translation si la somme des angles

de r et r' estnulle 3 27 prs, de vecteur Af(A) ot A est quelconque ; f est une rotation si la
somme des angles de r et r' est non nulle & 21 prés. La rotation a pour angle la somme des
angles des rotations, on cherche alors un point invariant par f.

#Si f=tor ou rot oll t estune translation et r une rotation, alors f est une rotation dont
I'angle est celui de 1, on cherche un point invariant par f.
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|Méthode 4|

En utilisant les points invariants

* Si f admet un seul point invariant c'est une rotation.

* Si f admet 2 points invariants et n'est pas l'identité f est une symétrie axiale.
+ Si f admet 3 points invariants non alignés c'est l'identité.

* Si f est un déplacement ayant 2 points invariants distincts c'est l'identité.

* Si f est un déplacement sans point invariant c'est une translation.

|[Méthode 5| (valable pour les déplacements)

En utlilisant la forme complexe

* Si la forme complexe est de la forme z'=z + b c'est une translation de vecteur u(b).

* Si la forme complexe estde laforme z'=¢el®z+b 00 (2r) c'est une rotation d'angle 6,
l'affixe zg du centre vérifie zg=ei® zg + b.
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5 3) Comment déterminer les éléments d'une
conique ?

IMéthode 1|

(€) est donnée par son foyer, sa directrice et son exentricité.
En utilisant la configuration suivante et les formules
+0<e<1
B
c=ea / \
b=vVa2 - c2 .
¢ =0F = OF Kl sy O F Js [k
a=081 =08,
=

2
b=OB=OB',OK=OK'=§C—

* e>1
c=ea b="7Vc?2 - a2 \ A /

%

F
les droites d'équation s
y=gx et y=-2x S ZNER

a
sont asymptotes -
¢ =0F =OF
a=08; =08,
2

b=OB=OB’,OK=OK'=§C—

*e=1

y2=2px avecp=FK
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\Méthode 2|

((®) est donnée sous la forme Ax2 + By2+2Cx+2Dy+E =0
dans (O, 1, }))

En déterminant un repere orthonormé (K, i, }) dans lequel (€) admet une équation du type
2 x2_ y? x2 y?
y4=2px ou 5§+b2=1(a>b)ou 2 -b2=1

L'axe focal est alors D (K, ).
Pour la parabole, le foyer et la directrice sont déterminés par p.

Pour les coniques & centres, les foyers et les directrices sont déterminés par les relations c =ea

2
a
OK—-E".
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Comment déterminer un ensemble de

8.0 ;
points ?

(ou ligne de niveau)

|Méthode 1|

En se ramenant 4 un ensemble de points connus & 'aide d'une relation caractéristique.

AM =R cercle ou sphere dans 'espace.

M,
* { A fixe, R>0

* {M, MA =MB, A et B fixés } médiatrice dans le plan, plan médiateur dans l'espace.

k} ot les (A, aj) et k sont fixés est un cercle (ou sphére

i=1

n n
i=

dans I'espace), un pointou @ .

n n
*si 3 aj=0 ,{M, 231 MA;2 = k} ou les (A, aj) et k sont fixés est une droite (ou plan

i=1 i=1
dans I'espace) ou @, ou le plan (ou l'espace)

} est une droite (ou plan dans 'espace) dont u est un vecteur

} est un cercle (ou sphére dans l'espace) ou un point ou @.

LIM,MA.MB = k
A, B, k fixés
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MA
* Ma o = kK A, B fiXéS '
{ MB K50 kel } est un cercle (ou sphére dans l'espace).

LM, MA.MB) = (27) | oo 0 arc capable si o # 0 (%).
A, B, a fixés

*{M’ (MA . MB) = a () } est un cercle privé de A et B.

sia %0

* J[M, % = e} out e >0, F sont fixés et H est la projection orthogonale de M sur une

droite fixe est une conique.

|Méthode 2|

En procédant analytiquement et en faisant apparaitre une équation d'un lieu connu : droite,
plan, cercle, conique...

[Méihode 3|

(voir Résoudre un probléme de lieu)
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6 - Probabilités . il

6.1 Comment calculer la probabilité d'un événement 2..........ccccoceeeeneeencnecennnenns 139

137 i 1






®.0 Comment calculer la probabilité d'un
évenement ?

|Méthode 1|
En calculant card A (cas d'équiprobrabilité).

Exemples :

IMéthode 2|

En se ramenant au calcul de probabilités d'événements connus 2 l'aide des formules.

n
n
=P ( U Ai) = 'le (Aj) (les évenements Aj étant disjoints deux a deux).
1=

i=1

«* P(C U B) +P(C N B)=P(C) + P(B).

« PA) =1 - P(A)

Exemples :

Commentaire : on modélise (éventuellement plusieurs fois) A 'aide d'urnes en utilisant des
tirages équiprobables.
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1 - Complexes |..... PPN D P PPN traeseteserstaiseraresesnansisenes

1.1 Comment écrire un nombre complexe sous forme algébrique ? ................... 145
1.2 Comment écrire un nombre complexe sous forme trigonométrique

ou exponentielle 7 ..................... veereerrenreans cverareanerenne retereetesiresrasareseeraaeseeanes 146
2 - Géométrie plane | .........ccccoeuuenen.e. et et
2.1 Comment passer d'un outil 3 un autre ? ..........ccoceverevervenennen RPN 149 a152
2.2 Comment effectuer un changement de TEPETE ? .......cvevevvevereveveceeveriecnrrennene 153

2.3 Comment transformer une équation du type

ax2+by2+2cx+2dy+e=0

pour faire apparaitre une équation de conique ou de cercle ? .......... rvenrseneens 154
n
2
2.4 Comment transformer Z“i MA G e st ere e eaen 155
i=1
B u AIZEDIE oottt aeee e e st et e enaene 1157
3.1 Comment développer (2 + D)™ 7 e cevererresresesersians 159
3.2 Comment linéariser COS™X SINPX 7 .o eeesee e e eernes 160
3.3 Comment transformer asinx+bcosx?........ cererreereseenraans erereerneeesaeeanes 161
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1 - Complexes

1.1 Comment écrire un nombre complexe sous forme algébrique ? ................... 145

1.2 Comment écrire un nombre complexe sous forme trigonométrique
0u eXPONENHENIE 7 ..eviiiiiiiiiiieitrrite ettt et 146

143







e e e T NI

Comment écrire un nombre complexe z
sous |

forme algébrique ? ]

IMéthode 1|

En regroupant parties réelles et imaginaires dans le cas de somme ou de produits de nombres
complexes donnés sous forme algébrique.

Exemples :
|Méthode 2|
En utilisant la technique du complexe conjugué

_ 1 _a-ib __a . b
Z=A+1b a2+b2 a2+b2 ‘a2 +b2
Exemples :
\Méthode 3|

Si z est donné pour forme trigonométrique z =[r, 0] alors

z = (r cos0) +1 (r sinB).
a b

Exemples :

|Méthode 4|

Si z est donné sous forme exponentielle on se rameéne a la méthode 3.
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1N 2) Comment écrire un nombre complexe z
non nul sous forme trigonométrique
ou exponentielle ?

|Méthode 1|

z est donné sous forme algébrique (z # 0)

z=a+ib lzl=Va2 + b2 z=Izl (cos O +1i sin 6)
a b

cosb = ——— sin B = —————u etalors z =[lzl, 6].
Va2 + b2 Va2 + b2
\Méthode 2|

. b 1 " Z 4] "
z est produit ou quotient de 2 nombres complexes z=z'z" ou z =_w, Z #0, z'=0.
z =121 1z"l (cos (8" + 8") +1i sin (68" + 6")) = Iz'| I2"] &i(8"+ 6")

"] MY i l 'l t 1 L t "
z = ei®-0) = Zo (cos (6'- 6”) +1 sin (9" - 8").

Exemples :

\Méthode 3|

Si z=2zy" oli zy5=1[r, 8] alors z =[r", n0] (formule de Moivre).

Exemples :

146










2 - Géométrie plane

2.1 Comment passer d'un outil & Un AUTE 7 ......ccecereerirrereenencseernresenieseens 149 2 152
2.2 Comment effectuer un changement de TEPETE 7 .......oeeeereererererireerrenereneens 153

2.3 Comment transformer une équation du type
ax2+by2+2cx+2dy+e=0

pour faire apparaitre une équation de conique ou de cercle 7 ..........cccuvueeee. 154
I
2
2.4 Comment transformer zaiMAi Y s 155
i=1
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(22 ) Comment effectuer un changement de
repére ?

M(x,’y) dans (O,1,); M(X,Y) dans (A, u, v)
odu=ci+B] v=ai+pj A, a)dans (0,1}

Onécrit AM=Xu +Yv
AO+ OM=X (i + Bj) + Y (o + B).

On a alors le systéme :

x-a=0X+a'Y
y-aa=BX+pY.

Commentaire : Cas les plus fréquents

©,L,) - @A)

<) o) %
i

i
B iy ey
.s

x-a=X
y-a =Y

Qo
=}

0,1,) = (,], D

*

u=i A=0
V=i

ona: {g 27
Exemples :
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"g N3 Comment transformer une équation du
type ax2 + by2 +2cx +2dy+e=0
dans (O, i, j)
pour faire apparaitre une équation de
conique ou de cercle ?

* Regrouper les termes ol figure x et les termes ol figure y en faisant apparaitre des identités

remarquables pour se placer dans les conditions d'un changement de repere (A, i 5) :

x-o)2  (y-B)?
5t =1

ou

(x-a)2=2p(y-B) ou (y-B?=2p(x-o)

« Effectuer les changements de repére (O, 1, ) = (A, 1 ) ot A(c, B) (éventuellement (A, J, 1)
ou (A, -1, ).

X2  Y?
zfigi:l.

* Conclure

Exemples :
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;

0.0 n

n

* Si Z 0 # 0, en faisant intervenir le barycentre des points (A;, o;)
i=1
n n

n
2 0 MAZ = (21 ai) GM2 + Z o; GAZ.
i=1 i: 1=1

Commentaire :

n

* Si Z o; = 0, en faisant intervenir un point quelconque A

Iy

i=1
n n n

Zoci MA;2 =2MA. ( Zoci A_Kl) + Zai AA; 2.
i=1 i=1 i=1

Commentaire ;

Zoci A“Ki est un vecteur constant (ne dépendant pas du choix de A).

Comment transformer z oj MAj2 2
i=1

n

En général le point A est judicieusement choisi pour faciliter le calcul de Z ai AA; 2.
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3 - Algebre

3.1 Comment développer (@ + b )% 2 oo 159
3.2 Comment linéariser €oS™X SINPX 7 oot eer e 160
3.3 Comment transformer a Sin X + D COS X 7 evurivirrriiiiineriiieenrerereesenecnreseeeasanenns 161
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N@ K1) ~ Comment développer (a + b)n ?

«(a+bi=an+ Cpanl b+C§ an2b2+...+CEanPbp+.. +b0.

«Les CP se trouvent & I'aide du triangle de Pascal

P_ ~P pl
Cn - Cn-] + Cn—l

Exemples :
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= En utilisant les formules d'Euler
eiX 4 e-ix . eiX - e-ix
§X = ——s—— in X =—xr——
co 5 s A

+ En développant a l'aide de la formule du bindme
(eiX + e-ix)m sinPx = (elX - e-ix)p

my =
o 2m 20()p

* En regroupant les termes suivant les formules d'Euler utilisées dans l'autre sens.

Commentaire : Cette méthode est utilisée pour calculer des primitives (ex : _’.cos“x dx).

Exemples :
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33 Comment transformer I'expression

asin x+ bcos x?
((a,b) # (0, 0))

* En mettant en facteur Va2+b2

) sin x].

acos x + b sin x =V a2+b2 [( & )cosx+(
\a2+b2

b
Va2+b2

b

a :
et sin{ =
a2+b2 Va2+b?

+ En déterminant { tel que cos { =

« On obtient a cos x + b sin x =V a2+b2 cos (x - §).

Exemples :
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1 Comment construire la représentation graphique d'une fonction f

. - -
dans un repére (01 3] ) et et s st et enareesann 165

2 Comment construire la représentation graphique d'une courbe

définie paramétriquement ? ......c.cceccevcerrnierrneenreneennennns ettt et e basenennne 166
3 Comment construire une figure géométrique soumise a des conditions ? AN

Voir Comment résoudre ? @@ Résoudre un probleme de construction ....... 167
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(1) Comment construire la représentation
graphique d'une fonction f dans un

repere (O, i, j) ?

En étudiant 1a fonction :

*x Recherche du domaine de définition.
* Réduction du domaine d'étude (si possible) par parité€ ou périodicité.

* Calcul de la dérivée aux points ou la fonction est dérivable en appliquant les théorémes portant
sur les opérations et compositions.

* Etude de la continuité et de la dérivabilité aux points ot le cas précédent ne s'applique pas.
* Etude des limites aux bornes du domaine de définition.
* Etude des variations de f a l'aide du signe de la dérivée.
* Tableau de variation.
» Etude des asymptotes éventuelles.
* Tracé de la courbe en prenant soin de :
- Choisir les points remarquables.
- Placer les points remarquables.

- Tracer les tangentes horizontales et les demi-tangentes.
- Tracer les asymptotes.
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@ Comment contruire la représentation
graphique d'une courbe définie
paramétriquement

dans un repére (O, i, j) ?

OM(®) = x(t) 1+ y(©) ].

+ Recherche des domaines de définition des fonctions
X:t=x(t) et y:t— y).

* Réduction des domaines d'étude par parité et périodicité des
fonctions x et y (voir démontrer).

+ Etude des fonction x et y et construction d'un tableau de variation commun aux fonctions x
et y.

+ Placer les points remarquables (éventuellement les tangentes en ces points).

= Tracer les tangentes horizontales et verticales.
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Comment construire les éléments d'une
conique définie par son équation
réduite ?

Parabole :
y2=2px p>0

Ie foyer : F(O, % ), ladirectrice x = - g- .

Ellipse :

{az ) =1
a>b

1'axe focal est I'axe des abcisses.

Les foyers F et F' ont pour coodonnées F(-c, 0), F'(c,0)

ol ¢>0 c=Va2- b2,

2 2
. . P a a
Les directrices ont pour équations X = "~ et X=- 7= .

Les sommets ont pour coordonnées (a, O) et (- a, 0).

L'exentricité est e =

® 0

Hyperbole :
az b2

L'axe focal est l'axe des abscisses.

Les foyers F et F' ont pour coordonnées F(- ¢, O), F'(c, 0)

ol ¢>0 c=Va? + b2,
o : a2 a2 b b
Les directrices ont pour équations x=- -~ €t X = 7~ ¢t les asymptotes y = - X €t ¥y =- o

X.

Les sommets ont pour coordonnées (a, O) et (- a, 0)

L'exentricité est e =

.

™0

Commentaire .
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