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Questions pour approfondir la notion de démonstration.

Nous proposons au lecteur cette liste de questions. La lecture des aides
lui permettra de se faire une opinion. En ce sens nous ne donnons aucune
réponse.

Qu'est-ce qu'une démonstration juste ?

. Qu'est-ce qu'une démonstration élégante ?

Qu'est-ce gu'une démonstration astucieuse ?

Enseigner les mathématiques est-ce apprendre a démontrer ?

. Quelles différences peut-on faire entre les mots "preuve",

Yraisonnement", "démonstration", "vérification" ?

La mesure peut-elle étre une preuve ?

Un enfant de six ans sait-il raisonner ?

Une démonstration peut-elle &tre juste et non convaincante ?

Une démonstration peut-elle &tre fausse et convaincante ?

10. Quel est le rdle de la figure dans une démonstration ?

11. Pourquoi doit-on démontrer en mathématique ?

12. Quelle est la place de la démonstration dans l'activité
mathématique ?

13. Quelle est la place de la démonstration dans l'enseignement
des mathématiques au collége ?

14. Quel est le r6le de la démonstration ?

15. Démontre-t-on ailleurs qu'en mathématiques ?

16. Peut-on faire des mathématiques sans démontrer ?

17. Qui a inventé la démonstration ?

18. Qu'est-ce que démontrer ?

18. Est-ce utile de démontrer ?

20. L'induction est-elle utile pour démontrer ?

21. L'apprentissage de la démonstration est-il réservé a la
géométrie ?

22. Un dessin est-il preuve ?

23. Un éléve est-il apte a faire des raisonnements par 1l'absurde?

24. Un résultat, vérifié un certain nombre de fois, est-il prouvé ?

25. Existe-t-il différents types de preuves ?

26. Quel effet peut produire un contre-exemple ?

27. 1Initier au raisonnement déductif est-ce apprendre 3 démontrer ?

28. Qu'est-ce qu'une démonstration rigoureuse ?

28. Le symbolisme est-il utile 3 la démonstration ?

30. Peut-on tout démontrer ?

31. Doit-on tout démontrer ?

32. Une démonstration par pliage est-ce une démonstration ?

33. Doit-on démontrer des propriétés évidentes ?

34. Le raisonnement ne peut-il é&tre que déductif ?

35. Peut-on apprendre a démontrer ?

36. Quelles propriétés choisir pour initier & la démonstration ?

D W N -

(Yo 2R - IR Yo




Questions 1 2 3 4 5 7 8 9 10] 111 121 13 14} 154 16
Aides 1 4 1 2 1 2 4 6 4 |5 4
2 3 3 1 6 6 4
3 6 2 4 4 6 2 1
Questions 1711819120 {21 |22}23|24125{26127]| 28|29 30| 31
Aides 112 |4 6 |1 |6 (4 |1 2 3
5 4 5 1 3 |4 6 3 6
Questions {32 33| 34} 35| 36
Aides 1 1 4 6 |6




AIDE ®E° 1

Preuves et démonstrations

Preuve = démonstration

Preuve # démonstration

Les deux fonctions de la démonstration

Les preuves, les explications, la démonstration
Dessin et démonstration

Conclusion

Bibliographie







PREUVES ET DEMONSTRATIONS

1. Preuve = démonstration.

Les mots preuve et démonstration, qui font partie du langage courant, ont
un champ d'utilisation relativement étendu : de la démonstration du repré-
sentant de commerce pour prouver la qualité de son produit & celle du théo-
réme de Pythagore, de la preuve par neuf & celle de la culpabilité d'un as-
sassin, les sens de ces mots varient selon le contexte jusqu'a devenir par-
fois synonymes. C'est le cas en mathématiques ol les mots prouver, montrer,
démontrer sont souvent employés 1l'un pour l'autre. Voici un exemple élo-
quent extrait du probléme de Bac série C (Juin 1986. Nouvelle Calédonie).

"2. Montrer que F est dérivable sur [0 + eof
X
3. Démontrer que, pour tout x > 0, F(x) £ J} %5 .

4. Prouver que, pour tout x > 0, F{(x) < j}?x e2t gt.»

Il pourrait étre intéressant cependant de voir s'il n'y a pas des habi-
tudes, des types de questions qui appellent plutdét un terme que l'autre.
Par exemple si l'on feuillette les annales du Brevet 87 on est frappé de
voir qu'apparaissent presque exclusivement montrer et démontrer (un seul
“prouver"™ : Nice I).

D'autre part, en France on semble, dans les manuels, privilégier le mot dé-
monstration pour les théorémes alors que dans les pays anglo-saxons c'est
le mot "proof" qui est usuel.

2. Preuve # démonstration

Pourtant, méme si dans sa pratique courante le mathématicien confond les
mots preuve et démonstration, ces deux mots existent et sont nettement dis-
tingués en logique. Il suffit de consulter des dictionnaires pour y voir un
peu plus clair.

Voici la définition du mot démonstration dans deux dictionnaires.

* "1. Opération mentale qui établit une vérité (preuve, induction) .
- Log. (opposé & preuve). Raisonnement déductif destiné a établir la
vérité d'une proposition & partir de prémisses considérées comme vraies.
- Par ext. Tout ce qui sert & démontrer.V. Preuve ; argument; justifi-
cation.
2. ..., "[1].

* "A. Au sens étymol.: action de montrer.

B. Log. - Action de démontrer. Le processus qui démontre.

1. BABu sens strict : opération mentale qui établit la vérité d'une propo-
sition déductivement, c'est-a-dire en la rattachant par un lien nécessaire
4 d'autres propositions évidentes ou déja démontrées. En ce sens n'est pas
syn. de preuve.

2. Au sens large (syn. de preuve) : toute opération mentale qui établit
la vérité d'une proposition, y compris la preuve (ou démonstration) indi-
recte et la preuve par les faits™ [2].

En paralléle voici deux définitions du mot preuve.
* "Opération amenant l'intelligence d'une maniére indubitable et universel-

lement convaincante (du moins en droit), & reconnaitre la vérité d'une pro-
position considérée d'abord comme douteuse.



La preuve est, en général, un raisonnement ; mais non pas toujours : elle
peut consister en une présentdtion de faits qui léve le doute. De 1la vient
que ce mot, en un sens pour ainsi dire matériel, s'applique aussi au fait,
au document qui prouve quelque chose.

D'autre part, la preuve se distingue, par son caractére de vérité, des
formes du raisonnement hypothético-déductif, ol l'on montre seulement qu'il
Yy a un lien nécessaire entre certaines prémisses et certaines conséquences,
sans rien prononcer assertoriquement sur celles-ci. L'idée de preuve ap-
partient au méme ordre de notions logiques gque celles de doute, de réfuta-
tion, de certitude™ [3].

* "A. Processus intellectuel par lequel on prouve, c'est-d-dire par lequel
on établit la vérité d'une assertion mise en doute.
Syn. : démonstration.

B. Ce qui est ou peut étre mis en avant pour prouver.

Ce fait, ce témoignage, ce texte, sont des preuves de ce que j'avance.
Preuves matérielles.™ [2].

Ce gue l'on peut conclure de la confrontation de ces définitions c'est
qu'au sens strict preuve et démonstration différent.

Premiérement par la forme . La démonstration a une forme "“canonique"
c'est un raisonnement déductif qui relie une proposition & d'autres tenues
pour vraies. Alors que la preuve peut prendre des formes diverses.

Deuxidémement par la fonction. La preuve sert & lever un doute. La dé-
monstration sert & établir un lien nécessaire entre des "vérités".

Avant de développer ces deux points, citons une analyse de Foulquié qui
fait bien le point sur preuve et démonstration.

"Preuverest un terme du langage courant et il évoque un contexte psycholo-

gique et social : la preuve s'attague d& un doute ou a une objection réelle
elle a pour objet de faire partager une conviction.

Démonstration est un terme du vocabulaire scientifique, et il évoque le
processus de la pensée hypothético-déductive qui cherche & savoir, non pas
ce qui est, mais ce qui serait si certaines conditions gqui constituent la
donnée du probléme se trouvaient réalisées. De plus, si toutes les démons-
trations peuvent étre appelées preuves, toutes les preuves ne constituent

pas des démonstrations. (...). Dans certains cas, pour prouver on se
contente de produire un fait qui met fin au doute : nous avons 13 une
preuve qui n'est pas une démonstration". (Cité dans l'article preuve de

{21y

3. Les deux fonctions de la démonstration.

Nous allons développer le deuxiéme point évoqué précédemment en nous pla-
cant dans le cas ou la preuve prend la forme particuliére de la démonstra-
tion, c'est-a-dire dans le cas usuel du mathématicien qui emploie indiffé-
remment le mot prouver & la place de démontrer.

Nous pouvons alors distinguer deux types de démonstration.
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La démonstration pour convaincre.

Cadre : concerne una"résultat" non évident.
Ex 1
Démontrer que :
aire AKNM = aire ABC.
u
Ex 2 : somme des 3 angles d'un triangle.
Elle a fonction de preuve : convaincre, &tre sfr, rendre évident.
Réponse a la question : Est-ce vrai ? Il s‘agit donc de savoir.

Type de preuve particulier : codifié.

Dans ce cas, démontrer = prouver

La démonstration pour expliquer.
Cadre : concerne un "résultat"™ évident.

Ex 1 : si deux droites sont paralléles, toute droite qui coupe l'une coupe
lfautre.
Ex 2 : si un guadrilatére est un parallélogramme alors ses angles opposés

ont méme mesure.

Ex 3 : (0, 1 ,7J) est un repére orthonormé : A(8;-2) B(2:;6) C(0;2).
Montrer gue le triangle ABC est rectangle.

Elle a fonction d'explication : montrer des liens logiques.

Réponse & la question : Pourquoi est-ce vrai? Il s'agit donc de
comprendre.

Type d'explication particulier : codifié.

Dans ce cas, démontrer = montrer

Nous retrouvons cette distinction dans les deux courants de pensée qui ont
favorisé 1l'éclosion de la démonstration dans la mathématique grecque.
(Voir : Naissance de la démonstration)

Toutefois elle n'est pas toujours facile & mettre au jour car elle est
fonction du lieu d'olt 1l'on parle, du niveau d'exigence ou l'on se place
il n'y a pas d'évidence absolue {(méme chez les mathématiciens. Voir la
citation de Thom Aide 2). Pour le commun des mortels si deux droites sont
paralléles, toute droite gqui coupe l'une coupe l'autre. Mais pour le
mathématicien tant qu'il n'y a pas eu démonstration il subsiste un doute
c'est d'ailleurs le jeu qu'il joue ou qu'il se joue.

Néanmoins cette distinction nous parait importante car elle permet de nous
mettre au clair sur le pourquoi des démonstrations que nous faisons & nos
éléves. Si nous faisons une démonstration pour convaincre les éléves que si
deux droites sont paralléles toute droite qui coupe 1l'une coupe 1l'autre,
nous faisons fausse route, car il faudrait que les éleéves comprennent pour-
quoi cela pourrait étre faux. Par contre si nous le faisons pour montrer
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comment cet énoncé peut se rattacher & des propositions tennues pour
vraies, nous donnons aux éléves des éléments pour comprendre quel est le
jeu du mathématicien.

Si pour convaincre les éléves de la vérité du théoréme de Pythagore, nous
faisons une démonstration du type de la suivante :

THECREME DE PYTHAGORE

Soient denx axes portés par deux droites A er A’ de direcrions distinces qui se coupent en A,
soit B un point distncr de A sur {a droite 4, B’ I'image de B par la proiection orthogonaie de 2 sur ',
k le rapport de cette proiection. Le point B’ est aussi la protection orthogonale de A sur 1a droite A”
détermunee par les points disunces B et B'; soit alors &' le rapport de proiecton orthogonaie de 'axe
porte par A sur un axe porte par A et B” 1a proiecton orthogonaie de B sur A.

Nous avons les reladons :
AB =4 AB « AB =kAB donc AB =3B
de plus :
BFB=#88 e« FBFB=#.38 dmc BB=#rt3IB
on en déduir que
BB =3B + BFB=#.3B + ¥.3B = (B + ¥? &B
donc :
ABe= (R +¥)AB etpuisque A=B AB#=0 R +ht=l
Certe reiation a éré obtenue en supposant A J7 A’ et AL A7, -
Si maintenanr A,/ A" et AL A" alors |kj=1 et comme alors AL A R =0,

on a encore :
Birbt=]l4+0=1

THEOREMY DE PYTHAGORE (PREMIERR FORME)
i

Si k et k’ sont les rappores de projections orthog d'un méme axe sur deux axes de
suppores perpendicuisires, on 3 la refation . ;

I8 g k' = 1

THEOREME DE PYTHAQORE (DEUXIEME FORME)

Si M et N sont deux points d'une droite A et M’ et N’ les projections orthogonales de ces points
sur une droite A, si & est [e rapport de projection orthogonale d'un axe porté par A sur un axe porté
par A, ona: '

MN = kMN donc |MN'|=|k|.|MN|
ce qui se traduit par :
d(M',N") == [k].d(M, N)

Soient alors A, B et C trois points distinets du plan Euclidien, tels que les droites (AB) et (A, C)
soient orthogonales. .
Si & et &' sont les rapports de projections orthogonales, d’un axe porté par (BC) sur deux axes
portés respectivement par (AB) et (AC)on a:
d(A,B)=|k.d(B,C) e d(AO)=[F]d(B,C)

or comme (AB) L (AC) I'application de 12 premiére forme du théoréme de Pythagore nous donne :
R4 2=
donc :
{d (A, B)F + [d(A, O = #[d(B, O)* + &*[d (B, OF = (¥ + 1) [d (B, O
et finalement :
[d(A, B)* + (d (A, O = [ (B, OF



Nous avons bilen des chances de ne convaincre personne.
(voir partie Pythagore 2&me séquence :
risque d'étre bien plus efficace.
et non une démonstra-

page type puzzle chinois
sur la démonstration.
Mais nous aurcns donné la une preuve [(au sens strict)

tion.

Dfautre part cette distinction des deux fonctions de la démonstration per-
met de construire un apprentissage de la démonstration par deux biais

Deuxiéme exemple*)

- des preuves de plus en plus élaborées,
- des explications de plus en plus élaborées.

Ces deux bilais sont les deux fonctions entre lesquelles
une fonction psychologique
(organiser les propositions en systéme)”,
[5]1. Nous terminerons ce paragraphe avec son analyse.

tration :
fonction
Blanché

*{Voir

logigue

Si Pon met au premies plan ls vérité du conteny, alorg
démonstration et définirion deviennent de simples moyens
pour Péablir. Le vle do la définition sera de faire conce-
voir ssactement le sens des termen qui compesent les
propesidens, celui de {3 démousmation de feire aﬁrz}cmc
1a vigité de celles-ci. Définition et démonstration relévent
alors, & proprement purler, de la thésorique ::vlwr fﬂng{ion
sat essentiellement psychologique ; pédagogiqueoa didac-
tigue, Dags Uauire hypothise, au conmure, eiles plont

slus quiine foncton logique : relier toug fos temmes o
toutes les propositiens en un coswmmble syseématique.
Or i est

ir, dabord gue les dews exigenees, efficience

SEER

cigy

sens opposés, ensuite que, dés qu'on s'anache & I pre-

£

mitre, on read la valens dune démonstraton ou diune
défnition eladve, of méme doublement relative @ une
“ddmonstraton ou une définidon nlest plus bongse ou
toagyaise, clle est seuloment meilleurs ou mcin§ honne
qa’zﬁx&a autre ; ef cone quslitd, & son tour, varie selon

e lecizmh ou lsw
définidon, la bonne démonsiy e ’
comprend. Cele peur mener lein, Pour Peafant, la vraie
affinition de Vallipse pesy pos celle 'l apprend par
coeur, maals quelgus choss comme ¢ wi rend allongd ia
bonne démonstration mest pas celle qu'il derit sur son.
eahier, clest ko figuse qui accompagae, Jeulem at, s
s bonne démonstraiion cst Vargument officace, ofy ¢'ar-
shternet-on ? On coonaiz Panecdowe de o pr,éﬁcngur
princies qui, 2 bour de roosowrces, pArvind néammoins
A faive admetire son théoréme en ¢ écriant cofin, excédé
Maonseigneur, i vous en donpe ma parole dhonneur §

ation, o'est celle que Péléve

i semble que, chez los mathématiciens eux-mémes
les deuz foactions waienr pos tonjowrs & chirement
diggocides, On comprendreis mal, sinon, que certaing
nient parisgd Pétonnement que proveque, chez le pro-
fane, mainie démeonsmadon CEuclide 1 pourquol ¢'éver-
taer & nous persuader par un rasonnement difficile de
chases dont novs somanes diovance perfaiiement assurds ?
pu méme & démonwer lo plus dvident par ie moias évix
dens ¥ La Logigus de Por 2l compte pasmd les « dé-
{fauts qui se renconirent dardingice dans la méthode des
géombives » celul do « prouver dos choses qui n'ont pes
besoin de preuves v s-uns chercheny des explica-
vions et dev erouses, commes faic Cleiyane (1)« Qu'Buclide
g donng le peine de démonirer que deux cercles qui
se poupkut n'ont pos le miwme cenire, qu'un uwinngle
venfermé dans un auwe a lo somroe de ses obiés plus
potite que celle des oftés du miangle dans lequel i est
reafenmd © on n'en sera pas surpeis. Ce glométre avait
i gonvainere des sophistes obstinds, qui se [nisalent
glaire de go refuser aux vériids les plus dvidenwes; il
fallaic dome gielors ka géoméirie efit, comune la logique,
= secours des relsopnements en forme, pour frmer la
bouche 3 la chicane, » Br Clairaut ajoute 1 « Mals les
vhozes ont chaosd de face, Tourt ralsonnement qui tombe
gur ce que o bon sens décide d'aveance, st aujourd’hul
en pure perte, of n'est propre qu'd obscurcir la vénitd,
£t & dégodicr los lecreuss. » Méme conception fondamen-
tald du yole de ln démonswation chez le philesophe
Schopenhaug? qui, moins indulgent, juge [ranchement
« shsurde v o méthode "Buclide et cotie manie de subs-

{8} Blimens de plomdivie, 1741 cité par ¥, Gouswrit, La gdomss
§r36 €3 do prodiseos Ju Uespuce, 1L, poo14a,

aussi {71 ou PLOT n® 27 ou [8])

ur logique, drent parfois en des )

cur. Pédsgogicuoment, la bonne ~

{déterminer l'assentiment)

fituer ke discouss & Vlntuition : Cest comme si un homme,
dit-il, se coupait les deux jambes afin de marcher avec
fies béquilles, | . L

i Cependant, ' « absurdité » méme qu'on y trouve e
devrait-clle pas faire soupgonner qu’on se méprend peut-
«dtre sur les intentions ¢'Euclide ? Quion puisse, commie
faiz Puscal, regarder le raisonnement géométrique comme
up modiée de ['art de convainere, lui-méme partie de
Vart de persusder, n'implique pas que tefie soit ‘4
fonction premitre ot essendelle. En fair, nois savong
fiue beaucoup des proposidons d'Euclide ésient connues
avant lu, er il o'y a gudre de doute quelles fusseq

pdmifes comume vraies par jous les cuperts: Mais i

restais & les organiser logiquement, & les relier les uneg
gur auires par un résean serré. Clest apparemment cg
gwa voulu fnire, en tout cas ce qu'a réellement faig

- Buclide. It tel est bien maintenant ls propos de plus
- en plus avoué du mathémaricien. Depuis Iépoque de

{Clairaut, les choses ont encore une fois « changé de
face » « Dans e sysitme de tous les jugements vraig,

“w'dcrivait déjd Bolzane, régne une .coanesion objective

indépendante du fair contingent que nous la connaissons
subjecrivement ; c'est pac elle que certains jugementd
sont le fondement des autres (1), » Dégager cez connexiong
objectives, tel apparair désormais le vrai but de e démongs
tration dans une théorie déductive. En méme temps qua

.. Ia certitude subjective, la véritd marériellé des Propae

sitfong eS8t Inissée-deobid;-er 1o mathémarique devicng
Byfotiticomtdductiver Das fe débit dif zxe sidcle, cetes
séparation entre log deux conceptions de la science &

. ¥ .

18103 ‘ci:é par J. Cavairids,
v Dy 4647,

T (1) Philosopiis Sor Math
Sf 2etsmed, g “/'

de i3 démonstation mathématiques avait té marquée,
sves une nertetd porfaite, par un philosophe sujourd’hui
hien oublié, victime du discrédit dans lequel est tombée
-Péooie fcossaise. « En mathématiques, remarquait Dugald
' Brewast {1), nos raisonnements ... ont pour bur, non
st coastater des vérités concernant des existences réelles,
puais de déterminer la filiation logique des conséquences
8 découlent d'une- hypothése donnée. Si, parmnt de
gette hypothése, nous raisonnons avec exactitude, il est
manifeste que rien nie ssurait manquer 3 Pévidence du
pésuliat; car ce résultar se borne 4 affirmer une liaison
tidpessaire enme la suppesiton et la conclusion.,. On
he' peut dire de ces propesitons qu'elles sont vrases et
fausses, au moins dans le sens ol on le dit des proposi-
tlons reladves aux fals.. Lorsquon dit de ces propo-
sftions qu'clles sont les vnes wrares, les autres fausias,
pes épithiies se rapportent uniquement 4 leur connexion
avec les dafa, non A leur reladon avee des choses actuel-
jement existantes ou & des événements futurs, »

41y Bltmaents de la philosophie ds Puspric husain, wol. 11, 1813,
wad, L. Poissa, po 1067, Clest Pauteus qui souligne.
[5]
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Par contre un décou-
réfléchir

"hésite la démons-
et une
comme le dit
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4. Les preuves, les explications, la démonstration
Voici les définitions proposées par N. Balacheff dans [6].

"...les expressions raisonner, prouver, démontrer, sont souvent considérées
comme synonymes par les mathématiciens, particuliérement lorsqu'il s'agit
d'enseignement. Cela constitue & notre sens un obstacle aux recherches sur
ces questions.

Nous appelons explication un discours visant & rendre intelligible le ca-
ractére de vérité, acquis pour le locuteur, d’une proposition ou d'un ré-
sultat. Les raisons avancées peuvent étre discutées, refusées ou acceptées.
Nous appelons preuve une explication acceptée par une communauté donnée &
un moment donné. Cette décision peut étre 1'objet d'un débat dont la signi-
fication est 1l'exigence de déterminer un systéme de validation commun aux
interlocuteurs.

Au sein de la communauté mathématique ne peuvent étre acceptées pour preuve
gue des explications adoptant une forme particuliére. Elles sont une suite
d’énoncés organisés suivant les régles déterminées ; un énoncé est connu
comme étant vral, ou bien est déduit de ceux qui le précédent a 1l'aide
d'une régle de déduction prise dans un ensemble de régles bien défini. Nous
appelons démonstrations ces preuves.

Nous »réservons le mot raisonnement pour désigner 1l'activité
intellectuelle, la plupart du temps non explicite, de manipulation
dfinformations pour, & partir des données, produire de nouvelles
informations..."”

Nous retrouvons la des éléments vus aux paragraphes précédents. Or si nous
voulons pouvoir repérer parmi les preuves et les explications données
celles qui relévent du nom de démonstration il faut dégager les caractéris-
tiques de celles-ci. Il nous semble que nous pouvons tous nous mettre
dfaccord sur les caractéristiques suivantes :

- ses objets sont idéaux
- ¢'est une .explication reliant,
. de fagon déductive
. les données du probléme au résultat
. n'utilisant que des énoncés répertoriés, autorisés.
Crest donc une explication & caractére interne.
Donc des preuves ou explications n'ayant pas ces caractéristiques ne pour-
ront s*appeler démonstration.

Voici des exemples (voir aussi partie Pythagore 2&me séquence).
Ex 1 : somme des angles d'un triangle [7].

"... 1l peut aussi en connaitre une démonstration. En voici une qui nous
vient de Chine et qui se fait par pliage:

A
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Pour nous ceci est une preuve, mais pas une démonstration : l'enchainement
des étapes est non verbal et ne fait aucune référence explicite & des
énoncés mathématiques. Si de plus l1l'éléve découpe un triangle et le plie
effectivement (ce qui est vivement recommandé !), le triangle n'est pas un
objet idéal, mais un objet physique sur legquel on manipule. Cependant on
peut noter qu'il y a 1& une bonne idée qui pourrait, peut-&tre, étre
"traduite” en démonstration.

Ex 2 : Dessine cing points R, H, O, M, B de telle fagon que :

-~ B soit le milieu de [RO] et de [HM]

~ RO =5 cm et HM = 9 cm

- (RO) soit perpendiculaire & (HM).

Que dire de RHOM ? Pourquol ? {(extrait de [9]).

Voici deux réponses

"c'est un losange car ses quatre cbtés ont la méme longueur"
"c'est un losange car ses diagonales sont perpendiculaires et se coupent en
leur milieu®.

Chacune de ces réponses est une explication qui est Jjuste. Mais aucune
n'‘est une démonstration.

Pour la premiére si j'ajoute :"ils mesurent tous 5 cm"™, alors j'ai affaire
a une preuve de type empirique. J'ai bien une explication de type déductif
{malgré la ©présentation), utilisant des énoncés répertoriés
{caractérisation du losange) mais qui ne fait pas référence aux données du
probleéeme, et pour laquelle la figure est un objet physique sujet & des me-
sures instrumentales.

Pour la deuxieme il pourrait s'agir d'une preuve du méme type :"j'ai véri-
fié avec mon équerre gue les diagonaless sont perpendiculaires et avec ma
regle (et mon compas) que B est le milieu des diagonales™. Par contre si

] Y

jfajoute :"d'aprés les données du probléme” Jj*ai alors affaire & une dé-
monstration.

Ex 3 : Pour toute fonction £ continue sur [a, b] telle que

£ (a). £{(b) < O, l'équation f({(x) = O a au moins une racine xg.
ew F- - -~ - Si f(a). £(b) < 0, la courbe coupe né-
! cessairement l'axe des abscisses en un
! point dont l'abscisse est solution de
‘ ltéqguation f£(x) = O (voir dessin).
i
a i
j i
£lay = - °

Ce type diexplication était la méthode de démonstration courante au début
du XIXéme sieécle. Mais en 1817 Bolzano la trouve insuffisante : il est
intéressant de voir les raisons qu'il donne. On pourra pour cela consulter
[10]. D'aprés nos critéres c'est seulement une preuve.

Donc, mesure, pliage, découpage, dessin peuvent fournir des preuves mais
pas des démonstrations. De méme la vérification d'un résultat sur plusieurs
exemples peut constituer une preuve (c'est le cas en sciences expérimen-
tales, wvoir aussi la citation de Balacheff a la fin du paragraphe), mais
nfest pas une démonstration. Quant aux explications fournies, méme enchai-
nées déductivement, elles peuvent étre justes sans pour cela constituer une
démonstration. Pour avoir droit & ce label, et c'est ce qu'il faut gque
l'éléve comprenne, 11 y a des conditions supplémentaires 3 remplir
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—- on doit remonter aux "causes premidres" cl'est-a-dire aux données du pro-
bléme,

- on doit justifier les étapes par des énoncés connus.

Cela montre qu'avant de faire faire des démonstrations 3 1l'éléve on doit
susciter chez lui la production de preuves et d'explications. Celles-ci
vont évoluer avec l'dge des éléves et la richesse des situations rencon-
trées : elles seront le terrain sur lequel la démonstration prendra son
sens en s'en différenciant. Voici pour terminer une hiérarchie é&tablie par
N. Balacheff a partir d‘expériences

L’empirisme est dans cette hiérarchie le premier type de preuve que nous
rencontrons. Il consiste 4 tirer de I'observation d'un petit nombre de cas
la certitude de la vérité d'une assertion.

L'expérience cruciale est un procédé de validation d'une assertion dans le-
guel l'individu pose explicitement le probléme de la généralisation et le
résoud en pariant sur la réalisation d'un cas qu’il reconnaisse pour aussi
peu particulier que possible. Ainsi dans le cas du dénombrement des diago-
nales d'un polygone c'est le cas de cette éléve qgul propose & propos de
leur conjecture "on va faire une immense figure pour vérifier" ou le cas de
cette éleve qui, 4 la suite d'un différend avec son partenaire, propose
"essaie une fois avec 15 et puls si ¢a marche, ben ¢a veut dire qu'ca
marche avec les autres". Ainsi 1'expérience cruciale consiste & provoquer
un événement sur lequel "on ne se fait pas de cadeau"” en affirmant que "si
cela marche, alors cela marchera toujours". Cette démarche qui reste fonda-
mentalement empirique se distingue de 1'empirisme naif en ce que le pro-
bleme de la généralisation est effectivement posé et que 1'éléve se donne
un moyen de décider autrement que péremptolirement.

L'exemple générique consiste en l'explicitation des raisons de la vali-
dité d’une assertion par la réalisation d'opérations ou de transformations
sur un objet présent non pour lui-méme, mais en tant que représentant ca-
ractéristique d'une classe d'individus. La formulation dégage les proprié-
tés caractéristiques et les structures d'une famille en restant attachée au

S

nom propre et a l'exhibition de 1'un de ses représentants.

L'expérience mentale invogue 1'action en l'intériorisant et en la déta-
chant de sa réalisation sur un représentant particulier. Elle reste marquée
par la temporalité anecdotique, mais les opérations et les relations fonda-
trices de la preuve sont désignées autrement que par le résultat de leur
mise en oceuvre, ce gui était le cas pour l'exemple générique.

C'est la, quelque part entre l'exemple générigque et 1'expérience mentale
gue s'opére le passage des preuves pragmatiques aux preuves intellec-
tuelles. Une marque de ce passage est une évolution des moyens langagiers
mis en oeuvre."” [§6]

5. Dessin et démonstration.

Le dessin, la figure, permettent bien évidemment de conjecturer un certain
nombre de propriétés plus ou moins évidentes. Il permet aussi par mesurage,
découpage, assemblage, pliage..., de fournir des preuves, de vérifier, de
conforter ou d'infirmer des conjectures. Mais quand 1l s'agit de démonstra-
tion son statut change : la figure niest plus que la représentation d'un
objet idéal auquel on ne peut se référer dans la démonstration que par sa
définition ou par une caractérisation, c'est ce qu'exprime clairement le
texte suivant de Platon [11] ainsi que le tableau extrait de [12]..

"....tu sais, j'imagine, que ceux gqui s'appliquent 4 la géométrie, a
ltarithmétique ou aux sciences de ce genre, supposent le pair et 1'impair,
les figures, trois sortes d'angles et d'autres choses de la méme famille,
pour chaque recherche différente ; qu'ayant supposé ces choses comme s'ils
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les connaissaient; il ne daignent en donner raison ni a eux-mémes ni aux
autres, estimant qu'elles sont claires pour tous ; qu'enfin, partant de 14,
ils déduisent ce qui s'ensuit et Ffinissent par atteindre, de maniére
conséquente, 1'objet que visait leur enquéte.

Je sals parfaitement cela, dit-il.

Tu sais donc qu'ils se servent de figures visibles et raisonnent sur elles
en pensant, non pas & ces figures mémes, mais aux originaux qu'elles repro-
duisent ; leurs raisonnements portent sur le carré en soi et la diagonale
en soi, non sur la diagonale qu'ils tracent, et ainsi du reste; des choses
gqu'ils modelent ou dessinent, et qui ont leurs ombres et leurs reflets dans
les eaux, ils se servent comme d'autant d'images pour chercher & voir ces
choses en soi qu’on ne voit autrement que par la pensée.[11]

Physique réel t Mathématique idéal

S
7N
.
-’ .
od .,
.

Idéalisation ~Objet ™,
Comstruction 7 idéal
de modéle e
i Vérification Déduction
dans e monde réel mathématique

e
i

whnpiie&tion pour
le monde réel

Néanmoins pourrait-il y avoir des démonstrations en géométrie sans figure ?
Pour cela nous vous proposons la lecture d'une démonstration célébre d'un
théoréme célébre extrait de [12].

PROPOSITION XLVII
Dans les triangles reciangles, le carré du c6t€ opposé
Vangle droit est &gal aux carrés des cbtés qui comprennent

Vangle droit.
M 2 e - H
Seit ABC un triangle rectangle, que BAC soit I'angle
droit; je dis que le carré du c6té BC est égal aux carrés G Nk
des cbiés B4, AC A

Décrivons avec BC le carré BDEC, et avec BA, AC les
carrés GB, HC, [1,46] et par le point A menons AL -
paralldéle 4 Pune ou Vautre des droites BD, CE et B c
joignons AD, FC . '

Puisgue chacun des angles BAC, BAG est droit, les
deux droites A, AG, non placées du méme cbté, font
avec la droite B4 au point A de cette droite, deux angles
de suite égaux 4 deux droits; donc la droite CA est dans
la direction de AG [1,14]

La droite BA est dans la direction AH, par la méme
raisor.

Et puisque l'angle DBC est égal a Pangle FBA, étant
droits 'un et l'auwre, si nous leur ajoutons I'angle com-
mun ABC Pangle eatier DBA sera égal 2 l'angle enter
FBC [N.C. 3)
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X ’Et puisque DB est égal 3 BC et FB & BA, les deux
cotes AB, BD sont égaux respectivement aux deux cdtés
FB, BC, mais I'angle ABD est égal & angle FBC, donc la
base AD est égale 3 la base FC, et le triangle ABD est
égal au triangle FBC [1,4] .

Mais le parallélogremme BL est double du triangle
A?D, car ils ont la méme base BD et ils sont entre les
memes paraliéles BD, AL [1,41}; le carré BG est double
du triangle FBC, car ils ont la méme base BF et ils sont
entre les mémes paralidles FB, GC [1,41]; et les gran-
deurs qui sont doubles de grandeurs égales sont égales
entre elles; donc le paraliélogramme BA est égal au carré
GB. Ayant joint AE, BK, nous démontrerons semblable-
ment que le parali¢logramme CL est égal au carré HG
donc le carré entier BDEC est égal aux deux carrés GB,
HC [C.N. 2]

Mais le carré BDEC est décrit avec BC, et les carrés
GB, HC sont déerits aver BA, AC donc le carré du coté
BC est égal aux carrés des cbtés BA, AC Donc dans les
triangles, etc.

Sans figure pourrions-nous faire une telle démonstration ?

La suivre ? La trouver ? La comprendre ?

Le rdle de la figure est-il indispensable ? ou simplement commode ? ou
franchement nuisible ?

Faut-il faire des figures volontairement fausses, ou les tracer & main le-
vée (cf.l'adage "démontrer c'est railsonner juste sur des figures fausses")?
Quoi qu'il en soit il faudra que l1l7éléve percoive clairement que lorsqu'il
s'agit de démonstration la régle du jeu est de ne faire intervenir des fi-
gures que par des données (ou hypothéses) et par leurs définitions ou ca-
ractérisations; par contre, la figure peut avoir un rdle important pour
aider & trouver la démonstration, pour vérifier un calcul ou une

conjecture.

6. Conclusion.
Notre objectif en 4éme-3éme est d'abord d'amener 1'éléve & comprendre que

parmi les différents types de preuves et d'explications que l'on peut don-
ner, en mathématiques on en privilégie un qui a des exigences bien définies
et que l'on appelle la démonstration.

En mathématiques, prouver cela voudra désormais dire donner ce type parti-
culier de preuve qu'est la démonstration et c'est 1la une des spécialités
des mathématiques.

Ensuite notre objectif est diapprendre & l'éléve & fournir de telles
preuves, a construire de telles explications.
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Comment valide-t-on un résultat dans la communautéd
des mathématiciens ?

Un résultat ou un énoncé sont-ils validés nécessairement par une dé-
monstration ?

L'autorité scientifique de celui qui énonce un résultat peut servir
(ou non) de caution & la justesse du résultat.)

Y

"On s'est intéressé & des nombres construits de la facon suivante (on ap-
pelle cela des séries de Riemann) : on prend par exemple les cubes de tous
les entiers, on calcule leur inverse

1 1 1 1 . ..
.Ig ; E; ; Sg ; z;.etc, et on ajoute tous les nombres ainsi obtenus. On
voit par des arguments mathématiques que cette somme est un nombre réel,
noté { (3) pour rappeler que chacun des termes de la série est 1'inverse
d'un cube. Notons que { est appelée la fonction dzéta de Riemann. Le

nombre { (3) est-il ou non rationnel ?

La réponse @ des questions semblables est connue depuis longtemps :

1 1 1 1
C(Z) =1‘5+5“2-+5~5+2r+ ........
ou

1 1 1 1
Ly ~14+24+34+44 + ...

sont des nombres irrationnels, on savait méme que

2 4
7t ki
2 = e et €4y = 9G
: C3~_]:._+_].;.+_:.l'._+_].‘_+ ! it 1 &
mais pour (3) = 13 >3 33 FERREEEEERE on ignorait a réponse

lorsqu'en 1978, Apery a annoncé qu'il avait prouvé 1'irrationnalité du
nombre { (3). L'annonce de ce résultat par Apéry eut lieu quelques mois
avant le Congrés International des mathématiciens d'Helsinski en 1978,
sous une forme tellement provocatrice que les auditeurs, tous spécialistes
de théorie des nombres, chahutérent le conférencier et ne prirent pas son
résultat au sérieux. Malgré tout, certains comprirent que ce "vieux" mon-
sieur renommé pour une certaine extravagance, qu'il cultive avec soin af-
firment ses relations, avait peut-étre eu une intuition décisive & un &ge
(60 ans) ou beaucoup pensent & leur retraite. Plusieurs chercheurs se pen-
chérent quand méme sur la "démonstration" d'Apery.

Ce travail s'avéra long et difficile d'autant plus qu’aux demandes de pré-
cisions, Apéry répondait par des boutades, méme durant le Congrés ol on
reconnaissait en quelque sorte le bien fondé de son affirmation.
Aujourd'hui des démonstrations complétées, améliorées, ont été publiédes,
notamment par F. Beukers ; d'autres sont probablement en cours de publica-
tion. "Bien que l'intuition qui a guidé Apéry reste mystérieuse, sa dé-
monstration a été épurée et a acquis droit de cité"™ (Nordon et Rousseau).
Ce résultat est connu et restera probablement connu sous le nom de théo-
réme d'Apéry. Mais qui I'a réellement "prouvé" ?

Donnons le verdict de deux spécialistes de théorie des nombres : C. Batut
et M. Mendés~France
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"Quoi qu'il en soit, Apéry a découvert la démonstration*. (C'est-a-dire,
il en a décrit toutes les étapes). Mais il n'a pas voulu démontrer (c'est-
d-dire, il n'a pas voulu écrire en syntaxe mathématique les détails de la
démonstration). Peu de temps aprés la conférence de Marseille, Henri Cohen
(alors de 1'Université de Bordeaux, maintenant & Grenoble) et A. Van der
Poorten (Australien), avec l'aide de D. Zagier (Américain) ont réussi a
combler les trous apparents et & "légaliser" les calculs d'Apéry. Leur
tdche était difficile et si l'exploit d'Apéry est tout & fait é&tonnant,
l'exploit de Cohen, de Van der Poorten et de Zagier n'en est pas moins re-
marquable”._ [1].

Mais des résultats admis, & une époque (& cause de la signature de
l'auteur), par la communauté des mathématiciens se sont révélés faux aprés

- plusieurs décennies comme le montre l'histoire du théoréme de Cauchy.

"Dans son cours d'analyse, Cauchy affirmait en 1821 que :

a) la somme d'une série convergente de fonctions continues est une fonc-
tion continue ;

b) toute fonction continue admet une intégrale de Cauchy.

Mais en 1842, Seidel publiait un contre-exemple pour le premier résultat
et Heine (1821-~1881) en 1870 pour le second, c'est-a-dire respectivement
vingt ans et cinquante ans plus tard™.[1]..

Certaines démonstrations actuelles ne peuvent &tre vérifides car
illisibles (trop longues et dans des domaines trop pointus). Comment
vérifier une démonstration de 300 pages ? Qui se sent la compétence et
l'envie dfainsi sacrifier des mols pour une vérification dans un domaine
qui n'est jamais exactement le sien ?

Le consensus des "pontes" est jugé plus important que la rigueur de la dé-
monstration comme 1'illustre l'exemple cité par A. Bouvier.

"Au congrés international des mathématiciens de 1970, la solution d'une
célébre conjecture fut annoncée par Feit et Thomson. Sa preuve ne fut ren-
due publique qu'en 1974 avec une démonstration de trois cents pages, 1'une
des plus longues publiées & cette époque. Peut-on affirmer qu'il n'y ait
aucune erreur dans cette preuve ? On prétend que chacun des deux cher-
cheurs a rédigé la moitié de la démonstration, mais que ni 1'un ni 1’autre
n'a lu la moitié qu'il n'a pas rédigée ! L'important n'est pas de savoir
si cette rumeur est fondée ; 1l faut retenir qu'elle a pu se propager, ai-
dée en cela par d'excellent mathématiciens et sembler tout & fait plau-
sible aux autres spécialistes.

§'il n'’y a qu'une erreur toutes les trente pages, dans la démonstration de
Feit et Thomson, statistiquement, il y en aurait au total au moins dix.
Pourtant, personne ne pense & remettre en question la validité de cette
preuve. En serait-il de méme dans l'enseignement ?"[1].

Des démonstrations sont rejetées car incompréhensibles. (voir ce
qu'en dit R. Thom).

"Une démonstration d'un théoréme (T) peut se définir comme un chemin qui,
partant de propositions empruntées au tronc commun et de ce fait intelli-
gibles par tous, conduit par étapes successives & une situation psycholo-
gigue telle que (T) y apparalit comme évident. La rigueur - au sens usuel,
non formalisé - de la démonstration se constate au fait que chaque étape

* Nous préférerions dire une preuve. Apéry n'a pas voulu 1l‘'affiner pour qu'elle
devienne une démonstration.
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est parfaitement claire & tout lecteur, compte tenu des extensions de sens
déja opérées dans les étapes antérieures. En mathématique, si on rejette
une démonstration, c'est plus souvent parce qu’elle est incompréhensible
que parce qu'elle est fausse. Cela vient en général de ce gue 1'auteur
submergé en quelque sorte par la vision de sa découverte, a indfiment
gonflé le présupposé commun.

Peu aprés, des colleégues viennent expliciter ce qui avait été admis im-
plicitement par 1'auteur, ce qui comble les lacunes et rend compléte la
démonstration. La rigueur, comme 1'intendance, suit toujours.”[2].

Las démonstrations sont souvent entachées d'erreurs.

"Un éditeur du "Mathematical Reviews" revue américaine publiant des ana-
lyses critigues des articles de recherche, estimait que 50% des articles
publiés sont entachés d'erreurs.” [1].

Bouvier ajoute

Des démonstrations et résultats faux abondent donc ; le besoin de prouver
du chercheur semble si fort qu'il se convailnc avant méme d'avoir le
moindre argument réellement convaincant pour d'autres. De plus, comme
W.Higginson le fait remarquer, les scientifiques ont de la difficulté "3
voir les évidences qui entrent en contradiction avec leurs hypothéses et
beaucoup sont prés de refuser d'abandonner leurs conjectures réfutées.”
[1].

Souvent les erreurs sont facilement repérables par les spécialistes du su-
jet. Mais comme le remarquent Bouvier et Thom (ci-dessus) les chercheurs
fournissent plus des preuves & leurs conjectures que des démonstrations.
Socuvent ce sont dfautres chercheurs (cf. Apéry) qui transforment les
preuves en réelles démonstrations en explicitant les points obscurs ou
précisant le domaine de validité des résultats.

Les résultats sont bien souvent wvalidés par des preuves non par
des démonstrations.
Sur l'importance d'une preuve voilci ce que répond Atiyah.

“Une preuve est importante comme vérification de votre compréhension. Je
peux penser que je comprends. Mails la preuve est la vérification que
jravais compris, c'est tout. Ciest la derniére é&étape dans 1'opération -~
1'ultime vérification -~ mais ce n'est pas la premiére chose du tout.[3].
Pour le mathématicien, la validité d'un résultat repose sur sa conviction
intime qui elle-méme repose plus sur des preuves que sur des dé-
monstrations dans le sens ou nous l‘'entendons.

Néanmoins toute la communauté s'accorde pour dire que théorigquement on
pourralt tranformer les preuves en démonstrations ou rectifier les er-
reurs en relisant.

"Nous croyons que la mathématique est destinée & survivre, et qu'on ne
verra jamais les parties essentielles de ce majestueux édifice s'écrouler
du fait d'une contradiction soudain manifestée ; mails nous prétendons que
cette opinion repose sur autre chose que l'expérience. Clest peu, diront
certains. Mais voila vingt cing siécles que les mathématiciens ont
1'habitude de corriger leurs erreurs et d'en voir leur science enrichie,
non appauvrie ; cela donne le droit d'envisager l'avenir avec sérénité."

[41.

Derniérement d'autres formes de validation sont apparues avec
l'arrivée des ordinateurs.
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"Au dix-neuviéme siécle, la question suivante fut posée : toute carte géo-
graphique du plan peut-elle étre coloriée de quatre couleurs seulement, de
facon & ce que deux régions adjacentes ne soient pas de la méme couleur ?
Essayez vous-méme de trouver une carte de géographie qui nécessite cing
couleurs pour étre coloriée selon la régle énoncée.

Ce probléme, dit probléme des quatre couleurs, suscita de nombreuses re-
cherches ; ce défi posé & la communauté mathématique semblait d'autant
plus exaltant que le méme probléme, pour des cartes dessindes sur des sur-
faces autre que le plan ou la sphére avait déja été résolu.

La solution du probléme des quatre couleurs n'a été obtenue qu'en 1976.

Au début des années 70, la communauté mathématigque avait acquis la convic-
tion que ce probleéme pourrait étre résolu & condition d'étudier une liste
finie, mais gigantesque, de cartes particuliéres. Vers 1972, Appel et Ha-
ken décidérent de s'attaquer & cette guestion en utilisant des ordinateurs
trés puissants. Une premiére estimation fit apparaitre que le temps de
calcul nécessaire serait de 1'ordre de 100 000 heures, c'est-a-dire dix
ans.

Ils changérent leur tactique et entamérent un dialogue avec la machine &
qui ils demandaient d'effectuer un certain nombre de calculs particuliers
dont ils tiraient des observations pour envisager d'autres calculs, puis
d'autres observations, puis d'autres vérifications, etc. Vers 1975, aprés
avoir modifié a plusieurs reprises le programme de 1'ordinateur, ils arri-
vérent a le programmer, & la fagon des ordinateurs qui jouent aux échecs:
non seulement ils appliquent les régles données au départ, mais ils font
des progrés, ils apprennent des trucs et des astuces ; aux échecs,
l'’ordinateur qui a joué un coup perdant, ne le jouera plus.

Un phénoméne fantastique se produisit : 1l'ordinateur se mit en enseigner
ses trucs aux chercheurs, eux-mémes se déclarant surpassés ! Ce nouveau
type de dialogue se poursuivit et permit & Appel et Haken d'imaginer une
nouvelle stratégie* [utilisant encore 1'ordinateur NDRL] qui, pendant
l'été 1976, fournit la preuve de l'exactitude de la conjecture : toute
carte du plan est coloriable avec quatre couleurs."

La "preuve" qui fait appel a l'ordinateur n'est-elle pas une preuve de
physicien : "¢a marche avec 3 ordinateurs, c'est toujours wvrai"? - Est-ce
une démonstration ?

Le fonctionnement de la communauté des mathématiciens ne doit-il pas nous
inciter & réfléchir sur la validation des énoncés telle que nous la pra-
tiquons en classe ?
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Styles de démonstrations

Il s'agit de styles de démonstrations et non de styles de preuves.
Une preuve peut &tre astucieuse, élégante sans avoir la forme d'une démons-
tration mathématique.

Preuves élégantes, astucieuses.

Exemple 1

Soit Aj ... Ap un polygone (P) convexe. M un point & l'intérieur de ce po-
lygone. Dj .... Dp les perpendiculaires issues de M au cbété (Aj Aj + 1) ou
bien il existe au moins une droite Di qui coupe un segment [A;, Aj+1] ou
bien D, coupe [Ap Aj].

Preuve :

Imaginons un prisme droit de base P et
de hauteur h. Disposons une masse cy-
lindrique en M telle que :

- 1l'axe du cylindre est perpendicu-
laire au polygone (P) et passe par M,
- la masse du solide se réduit a
cette masse.

Posons ce solide sur 1'un quelconque de ses c6tés. Si la conclusion est

fausse ce solide est en mouvement perpétuel.

Exemple 2
De nombreuses preuves peuvent &tre obtenues par découpages et pliages.
C'est considéré comme astucieux par beaucoup d'entre nous.

Les points M, N et P divisent les segments dans le rapport 1/2. L'aire
hachurée est le septiéme de l'aire du triangle ABC.

Preuve

Démonstrations élégantes et astucieuses.

Qualifier d'élégantes, d'astucieuses ou rigoureuses des démonstrations est
subjectif.

Elégantes, astucieuses ? quelques exemples pour se faire un jugement.

Exemple 3

Démontrer que
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2
S sVabsa;b.a>o,b>o.
+

o e

1
b
(Moyenne harmonique £ moyenne géométrique < moyenne arithmétique.

Démonstration 1 par le calcul.

<Vab & 232 .

2z
+

[
o

= a+b-24vYab 2o )

= Wa - V;)Z > o ce qui est vrai.

Vab < 2

+
——EJQ & (Va-V0)2 20 ce qui est vrai.

Démonstration 2 par la géométrie
Construisons un triangle ABC rectangle en A tel gque, si H est le pied de la

hauteur issue de A, on ait : BH = a, CH = b.
Appelons AM la médiane issue de A,

AH = VBH.HC = Vab
A (relation métrique dans le triangle
rectangle) .

N
P Dans le triangle (APH)
B C
a
H b AP x AM = AH?
done ap = BAHZ _ _ab B 2

one - aM  a+b 1,1
2 a b

or AP < AH £ AM c.q.f.d.

Exemple 4

Le rectangle est formé de 3 carrés.
a b Que vaut a + b ?
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Démonstration 1

1
tg a = 3
1
tg b = >
tgla + b) = g2t Etgd

l.-tga tgb
donc a + b = 45°,

Démonstration 2
Complétons la figure

a=a + b
B ABC est rectangle isocéle
aABZ = 10

/////// BCZ = 5
] ac2 = 5

Donc o= 45°

Exercice 5 : a")
A 8 - i ABCD est un rectangle
M un point de AC,
B' est le symétrique de B par rapport
) H 5 a M,
L ¢ E et F sont les projections orthogo-
@A) nales de B' sur (AD) et (DC)
| E, M et F sont alignés. Pourquoi ?
f
E ‘ 8'
By

Démonstration 1.
— —
Prenons le repére (A,AB, AD).

C(1,1) M (o, )

Coordonnées de B' : o = > B = %
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d'olt B' (20 - 1, 28)

E (0, 2a) F (200 1,1)

— —

EF 200 - 1 EM o les vecteurs sont colinéaires.
-200 + 1 - o

(Noter que le choix du repére est astucieux).

Démonstration 2.

Soit s la symétrie par rapport a(A), s' la symétrie par rapport a A' sy
la symétrie par rapport 4 M

[}

sMm(R) A' , s8'(A) = E A' est sur (EB') car (EB'}) = sM(AB)
8'(C) = F car s'"(C) € (DC) ((DC) 1 (A')) et BB; B'B,, est un rectangle donc
s' (BC) = (B' B2)

A'M et C sont alignés.
s'(A), s*(M) et s'(C) sont donc alignés.
Exemple 6.

Trois cercles de méme rayon r se coupent en 0. Ils se coupent deux 3 deux
aux points Pj, Pp et P3  Démontrer que P;, P», P3, sont situés sur un
cercle de rayon r.

Démonstration

Les quadrilatéres (Cj; P2 C3 0), (C1 ©
C2 P3) et (C3 P3 C2 O) sont des lo-
sanges. Ils forment la perspective
d'un cube. Tracons les arétes cachées
qui se coupent en O'.

On a : O'P; = O'P2 = O'P3 = r [1]

Exemple 7.

Le triangle ABC est équilatéral. Un point M est situé & 3cm de A, & 5cm de
B et & 4cm de C. Quelle est l'aire du triangle ABC.

<
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Démonstration 1 par analytique.

>
cd

A B

Prenons un repére tel que A(O, 0), B(a, 0), le point C a pour coordonnées
o a3

277 2 -
V.

Exprimons MA2, MB?, MC?2, avec M (x, y) afin de déterminer =x et

MA? = x2 + y2 = 9 (1)

MBZ = (x - a)? + y? = 25 (2)
MC? = (x—g-ﬁ + (y-%ﬁ>2= 16 (3)

Nous avons ainsi un systéme de trois équations & trois inconnues. On déter-
mine ainsi a puis l'aire du triangle ABC.

. 2 -
(2) - (1) donne - 2a x + a? = 16 d'ob x = é“;;rlé et dans (1)
4 2 .
o = 5 x w2 = &t 68a 256
4a?

En reportant dans (3).

4 2 2
256 + 2 + 68a 256 aydg . 3a - 16
4a? 4a2 4

ce qui donne a% - 50a? + 193 =0

D'ou on calcule a et S =

Démonstration 2.
3, 4, 5 est un triplet pythagori-

cien.

Ce n'est certainement pas un hasard !
Montrons gque le triangle M3 Mz M3
est rectangle.

Mj CMp = Mp BM3 = 120°.
on a x = 2b sin 60 = bV3

Dol M1 M3 = 4J§ M1 M2 = 3J§

Mp M3 = SVE. Par suite M, M32 =

Mp Mp? My M3°

M7 AM3

ft
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. . X
L'aire de ces triangles est 2 x = x b cos 30 =

xb
2 2"

L'aire de l'hexagone est donc égale &
A(M1 M2 M3) + A(AM] M3) + A(M] C1 M2) + A(Mp BM3)

= %’x 3J§ X 4V§ + % X 4J§ x 4 + % 53 x 5 +

%3@x3=18+25\/§.

A(ABC) est la moitié de l'aire de l'hexagone. D'ol le résultat.

On peut noter certains critéres qui sont souvent utilisés pour qualifier
d'astucieuse ou d'élégante une démonstration.

—- L'outil utilisé est performant donc abrége la démonstration. Cela peut se
faire aux dépens de la compréhension du probléme.

- L'outil est bien considéré par la communauté des enseignants : la solu-
tion géométrique pure est préférée a une solution analytique.

- L'outil est tout & fait inattendu pour résoudre le probléme.

On peut remarquer qu'astuce et élégance sont affaire de spécialistes

(personnes qui connaissent suffisamment de mathématiques et ont é&té formées
de la méme facon) et de culture.

Démonstration rigoureuse.

* Des exemples

Les démonstrations suivantes sont-elles rigoureuses ?
Exemple 1
ABCD est un triangle rectangle en A,

H est le pied de la hauteur issue de
A. Démontrer que AH x BC = AB x AC.

Démonstration. D

Construisons les rectangles BKLC et ABDC.

Les aires des deux rectangles sont égales: l'aire commune est le double de
ltaire du triangle ABC. Or l'une des aires est AH X BC 1l'autre est AB x
acC.

Est-ce rigoureux ?

* Les constructions sont-elles possibles ? Doit-on les expliciter ? si oui
sous quelles formes ? ~

Pour (BKLC)

-~ je trace la paralléle (A) i BC passant par A,

~ la perpendiculaire a BC passant par B coupe (A) en K. Doit-on le démon-
trer?

- la paralléle a (BK) en C coupe {(A) en L. Doit-on le démontrer ?
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* Doit-on justifier que (BKLC) est un rectangle.

(BKLC) est un rectangle car (BK) // (LC) car deux droites perpendiculaires
a& une méme troisiéme sont paralléles. (KL) // (BC) et (KB) L (BC).

Donc (BKLC) est un parallélogramme qui a un angle droit ; c'est un rec-
tangle.

* Tous les outils utilisés lors de cette démonsrtration sont ils "fiables"?

Qu'est-ce qu'une aire ? Un triangle a-t-il une aire ? A-t-on le droit de

les ajouter ? Qu'est ce qui nous autorise & dire gque les aires de (ABC) et
de (BCD) sont égales ?

Exemple 2

Extrait de "Géométrie" par A.BECHE 1933 P.9%0-91.

§2. — Relations de grandeur entre deaz arcs de méme rayon et
les cordes gui lea sons-tendent. '
- THEOREME o -
473. — Dans un méme cercle ou dans deux cercles éganx,
deux arcs dgaux sonl sous-tendus par dénx cordes égales.

. . oty
. (Hyp.). —Solent les arcs égaux AMB, A’M’B’ respectivement
situés sur les circonférences égales O, O’ (fig. 122).

(Concl.). — Je dis que les coides AB, A’B’ sont égales.
- B 8

(Dém.). — En effet, les arcs AMB,

A/'L—l-’B\‘ étant égaux, on peul les super-
poscr de manidre que leurs extrémités

. colncident : A’ avec A, B’ avec B. Dans 3
ces conditions, les cordes AB et A'B’ Fig. 122
ayant mémes exirémités cofncident; S
donc, clles sont égales.

Est-ce rigoureux ?
* La rigueur évolue avec le temps.

Pourquoi un résultat admis & une époque a~t-il &té refusé par les mathéma-
ticiens & une autre époque si ce n'est par le manque de rigueur de la dé-
monstration.

Exemple : (Bolzano).

Dans la méthode de démonstration la plus courante, on s'appuie sur une vé-
rité empruntée a la géométrie : & savoir que toute ligne continue & cour-
bure simple dont les ordonnées sont d'abord positives, puis négatives (ou
inversement), doit nécessairement couper quelque part 1'axe des abscisses
en un point situé entre ces ordonnées. Il n'y a absolument rien & objecter
ni contre la justesse ni contre l'évidence de ce théoréme géométrique, Mais
il est tout aussi manifeste qu'il y a 1a une faute intolérable contre la
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bonne méthode qui consiste a vouloir déduire les vérités des mathématiques
pures (ou générales) (c'est-d-dire de l'arithmétique, de 1'algébre ou de
1’analyse) des considérations qui appartiennent & une partie appliquée (ou
spéciale) seule, & savoir & la géométrie.... [3].

"Tout mathématicien acceptera l'affirmation que la rigueur n'a pas toujours
eu les mémes critéres, et qu'il existe bien une histoire (et méme une pré-
histoire si 1l'on croit & la naissance de la rigueur au dix-neuviéme
siécle). Mais alors, pourquoi prétendre la rigueur achevée en notre fin de
vingtiéme siécle et ainsi la mathématique débarrassée de 1l'erreur ?..."[2].

* Quand peut-il y avoir démonstration rigoureuse ?

Il ne peut y avoir de démonstration "rigoureuse" qu'au sein d'une théorie
axiomatique ot objets et relations "primitives"™ ont été spécifiés, et les
axiomes qui les relient énumérés de fagon exhaustive....[4].

Cela suffit-il & garantir la rigueur des démonstrations ?
Pour étre complétement sfir, ne devrait-on pas éviter d'employer le langage
courant souvent ambigu ?

"on arrive ainsi & la conclusion qu'un texte mathématique suffisamment ex-
plicite pourrait étre exprimé dans une langue conventionnelle ne comportant
qu'un petit nombre de "mots'" invariables assemblés suivant une syntaxe qui
consisterait en un petit nombre de régles inviolables : un tel texte est
dit formalisé"...

..."La vérification d’un texte formalisé ne demande qu'une attention en
gquelque sorte mécanique, les seules causes d'erreur possibles étant dues a
la longueur ou d@ la complication du texte ;

..."Par contre, dans un texte non formalisé, on est exposé aux fautes de
raisonnement que risquent d'entrainer, par exemple, 1'usage abusif de
1'intuition, ou le raisonnement par analogie. En fait, le mathématicien qui
désire s'assurer de la parfaite correction, ou, comme on dit, de la
"rigueur'

d'une démonstration ou d'une théorie, ne recourt guére & l'une des formali-
sationd complétes dont on dispose aujourd’'hui, ni méme le plus souvent

aux formalisations partielles et incomplétes fournies par le calcul algé-
brique et d'autres similaires ; il se contente en général d’'amener 1'exposé
4 un point ou son expérience et son flair de mathématicien lui enseignent
que la traduction en langage formalisé ne serait plus qu’un exercice de pa-
tience (sans doute fort pénible)"...

..."La méthode axiomatique n'’est 3 proprement parler pas autre chose que
cet art de rédiger des textes dont la formalisation est facile & conce-
voir.[7].

Pourquoi, pour atteindre la rigueur absclue ne formalise t-on pas les ma-
thématiques ?

Si la mathématique formalisée était aussi simple que le jeu d'échecs, une
fois décrit le langage formalisé que nous avons choisi, il n'y aurait plus
qu'a rédiger nos démonstrations dans ce langage, comme 1'auteur d'un traité
d'échecs écrit dans sa notation les parties qu’'il se propose d'enseigner,
en les accompagnant au besoin de commentaires. Mais les choses sont loin
d'étre aussi faciles, et point n'est besoin d'une longue pratique pour
s'apercevoir qu'un tel projet est absolument irréalisable ; la moindre dé-
monstration du début de la Théorie des Ensembles exigerait déja des cen-
taines de signes pour étre complétement formalisée.([7].



- 37 -

Voici & titre d'exemple un texte formalisé.

GISEPPE PEAND

&p 380
ARITHMETICES PRIRCIPIA.

§ 1. De nomeris of de sadditione.

Brplicaliones,
8igno X significatur mumerus (integer poritirue)
> 1 B unias,
» a-41 » sequens @, Bive & plue 1.
B om= » esl aegualis. Hoc ul povum signnm consideran-

duwm est, etsi Jogicse signi Bguram Labeat
Aziomnla,
1. 1¢N.
2. satN.p. 6= a.
3 abER.pro=b.=.b=a,
4 a,b.cEK:g.'.e.-:b.&:—.c:a.e:c.
5. a=b.06R:5.e¢€K,
é et RX.p.a-f1eK,
i e, bt¥N.pra=b.=.a41=db41,
8. atR.p.a4 Jwe=3,
9. &eK.’.15&.'.4:{}:.351::0,.:-{»1(&::0.1\'0&.

Definitiones,
1. 2=1+413;3=2+F3;6=341; el

Theoremata,
2 ZEN.,
Demonstratio :
Pil.p: e (1)
1{a](P6).D: : iIteR.g.1 43¢k 2)
) (2).p: i41ex )
P10.g: 2e 141 {4)
4).03).(2,1 4+ e, b} (PBl:g: LeX (Theorema).

* La formalisation, l'axiomatisation ne se font-elles pas au détriment du
sens ?

"On n'a pas, je crois, tiré de 1l'axiomatique hilbertienne la vraie lecon
qui s'en dégage ; c'est celle-ci : on n'accéde & la rigueur absolue qu'en
éliminant la signification ; 1'absolue rigueur n'est possible que dans et
par 1l'insignifiance. Mais s'il faut choisir entre rigueur et sens, je choi-
sirai sans hésitation le sens. C'est ce choix qu'on a toujours fait en ma-
thématique, ol on opére pratiquement toujours dans une situation semi-for-
malisée, avec un métalangage gui est le langage ordinaire, non formalisé.
Et toute la profession se contente de cette situation impure et n'en de-
mande pas de meilleure.

On a d'ailleurs, treés probablement, surestimé l'importance de la rigueur en
mathématique.

"Les férus d'axiomatique feraient bien de réfléchir au probléme philoso-
phique suivant : pourquoi le langage ordinaire n'est-il pas axiomatisable"”

[6].

Cette perte de sens est caractérisée par l'anecdote de H. Freudenthal [8]
qui décrit une théorie mathématique des assemblées.
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"Une assemblée est un ensemble ordonné <A,P,p,s,Cl,C2,c,il1,12,D,1i3> consti-
tué de :

une partie bornée A de 1l'espace euclidien ;

un ensemble fini P, celui des participants ;

deux éléments p et s de P appelés président et secrétaire ;

un ensemble fini C1 dont les éléments sont appelés chaises ;

un ensemble fini C2 dont les éléments sont appelés tasses de café ;

un élément c¢ appelé clochette ;

une injection il de P dans Cl;

une application i2 de C2 dans P ;

un ensemble ordonné D1 1'ensemble des discours ;

une application i3 de D dans P dont 1l'image contient p.

Si i3 est une surjection, on dit généralement que tout le monde a eu le
crachoir"®.

* Dans notre enseignement.

Dans notre enseignement le langage utilisé en mathématique n'est pas forma-
lisé méme si nous utilisons quelques symboles. La démonstration
"rigoureuse" ne peut donc jamais l'étre absolument.

Par conséquent contentons-nous (quand nous le pouvons !) dlexpliciter le
niveau d'exigence de rigueur.

-~ Certaines étapes évidentes n’ont nul bescin d'étre explicitées au col-
lége.

Exemple.
ABC sont trois points distincts alignés sur une droite (D).
Démontrer que (AB) = (BC).

Démonstration

*Ag{d), Be(d) or par deux points distincts il ne passe qu'une seule droite
donc (AB) = (d).
*De méme (BC) = (d4).

Or deux choses égales & une méme troisiéme sont égales entre elles donc
{AC) = (AB).

- D'autres étapes non explicitées & un niveau donné devront 1'étre & un ni-
veau supérieur. Ainsi convenons que le niveau de rigueur doit évoluer
de la 6éme & la 3éme (et méme plus loin dans le cursus).

Exemple
(D) et (D') sont paralléles que dire de x ?

(D)

(D)

En cinquiéme les éléves tracent la paralleéle (A) & (D) passant par M et
calculent x par les angles alternes-internes. L'étape

(Ay // (D') peut é&tre passée sous silence en 5éme mais doit apparaitre en
4éme.
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Alde n° 4
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Place de la démonstration dans l'activité mathématique de
l'éleéve.
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Place ot réle de la démonstration et de la preuve dans
I'activité mathématiqus.

Peut-on faire des mathématiques sans démontrer =2
* L'histoire des mathématiques nous apprend que de nombreuses civilisations
faisaient des mathématiques sans démontrer (au sens ol on entend le mot
"démontrer™). Ainsi les Chinois (IIIiéme siécle avant notre é&re) utilisant
"le principe de rapiécage pour les figures géométriques™.

R R
B
B
R B
J
8 B —p J
Calcul du c6té du carré inscrit dans J J
un triangle rectangle (Liu Hui, R
e siécle de notre 2re) : assemblant A c
comme en (b) les pidces correspon- & b

dant & deux exemplaires du triangle )

rectangle initial (a), on forme un rectangle de longueur AB + AC et d’aire S. Comme
Paire totale de toutes ces piéces n’a pas changé en passant de (a) & (b) et qu’au départ
S = AB x AC, on trouve que le c6té du carré est égal & (AB X AC)/(AB + AC).

Nous avons noté J, R, B ces piéces car Liu Hui utilise des figures colorées en jaune,
rouge et bleu.

[7]
* Dans nos classes ne nous arrive-t-il pas de faire des mathématiques sans

démontrer mais en fournissant des preuves ? Ainsi le pliage, le découpage
sont utilisés.

Exemples

° La somme des angles d'un triangle est 180°.
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Par découpage le quadrilatére ABCD a

quadrilatére ayant pour sommets les milieux de ses cétés.

* Il est intéressant de constater qu'd une méme époque les mathématiciens
fournissaient des explications en algébre et en arithmétigue qui n'étaient
pas des démonstrations alors qu'en géométrie les explications fournies en

étaient.
Exemple en arithmétique

THEOREME,
0 Lwmultislié par plus, donner produidt plus, & moins mlti-
i8¢ par moins , donner produs@plus, & plus ssilriplic par
s, o moins multipliépar plus, donner produsél moins.
Explication du AonnéSoicS—g multipliépilf g—7,en
wd:fone ;7 fois— g font + 35 (+ 35, par czque,
- ’ commae

156 Le IL cvivre pArrrn.

comme di¢t lecheoreme, ~— par—, fai& -~) Puis~
fois 8 faict — 56 (—6 , par ceque, comme ditc?
theoreme, — par -4, R —) Ec femblablement foz]
— gy multiplic parle g, &donncmntprodui&s 72
Puisajouftez + 72 +-35.font1o7. Puisajoultez les—
— 45.font—101; Ecfoubltrai@ le1or de 107 refle-
pour produictde e=lle muldiplication.De laquellciac]

pofition des characteres dcl'operation efttelle:

Explicarion du requis. 1l faur o
38—y . monftrer par ledi€t donné , qu:

9 —7  muldiplié par -, fic +-, &que
— 6435  par—failt 4, & que par—s
72— 45 — par +, faict —. Demonitras

G

donne produict —, doncques lc theoreme eft verit

Autredentonftration geomerrique.

D :F > Soit AB8—t
fcavoit AD 8T

5) Puis ACg-!

(4 fgavoir AEg~
e 3§ b ¢ 7)" leur proded
fera C B: ou big 4
B G lonl multiplicas
§ 2r precedante E DA

3 5 —ETFs6— xg{ G.
GF 3¢, Lelg
A 2C 7 E + 35 q}

Lenombred multiplicr 8— g
3, &le multiplicatcur g —7v3
2; Maismuldipliant2 par3, le pmdq.xi& eft 6; Doncary
Ieproduictcy deffus aufli 6, eft Ie vray produict T M
lemiefine eft trouvé par multiplication, 4 ou nousarcs
di& que + mulriplié par 4, donne produi& + »&
par — donne produiét +-, & - par —, ou— par-4

{(Stevin)

i pE L'OPERATION. 157
It:nous demonitrerons eftreegales 3 C Ben cefte force.
Dontle ED + GF, loubftrait EF, & D G, refte CB.
‘L lafion. Plus doncques multiplié par Rlus,donnc pro-
tedplus. & moins multiplié par moins, dc_mnc pro-
f_}:.::}ylus,& plus muleiplic parmoins, ou moins mulci-

gt pacplus, donne produict moins; ce qu'il falloit de=
‘wonftrer.

une aire double de celle du
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Notons qu'il paraissait difficile dans certains domaines de l'analyse, de
ltalgébre ou de l'arithmétigque d'aller au-deld d'explications {(gui ne sont
pas des démonstrations). En effet les objets sur lesquels portaient les
travaux n'étaient pas clairement définis (par exemple les nombres relatifs
ont acquis leur statut de nombre a la fin du 1% me siécle par Hankel). En
géonmétrie par contre l'axiomatisation d!'Euclide permettait de faire des
démonstrations.

On peut penser que jusqu'au XIXéme siécle les domaines mathématiques autres
que la géométrie restaient 3 explorer. Pour avancer il suffisait donc
d'utiliser des résultats dont on était intimement convaincu qutils étaient
justes. De nombreux résultats et théories furent ainsi découverts.

A contrario on peut aussi penser que le souci de rigueur des Grecs a été un

N

frein a leurs découvertes, notamment sur les nombres.

L'activité mathématique est-elle faite essentiellement
de démonstration *?

La démonstration (ou la preuve) est-ce le dernier maillon de toute activité
mathématique ?
Nous donnons deux éléments de réflexion.

*# La place de la démonstration dans la résolution de problémes
selon Polya.

La résolution d'un probléme comporte selon lui 4 phases.

1. Comprendre le probléme (voir clairement ol celui-ci se situe).

2. Trouver des relations entre les données et 1l'inconnue, éventuellement
considérer des problémes auxiliaires, faire un plan.

3. Exécuter le-plan.

4. Examiner la solution.

La démonstration n'intervient que dans la troisiéme phase pour s'assurer
que le plan n'a pas de faille. Mais selon Polya c'est la partie heuristique
{phases 1 et 2) qui est la plus importante comme en témoignent ses
ouvrages:

"Comment poser et résoudre un probléme?", "Les mathématiques et le
raisonnement plausible®, "la découverte des mathématiques"™ ; qui sont des
cours d'heuristique.

Voici le fonctionnement que préconise Polya sur un exemple :

construire un triangle connaissant les longueurs des 3 médianes.

1) Compréhension du probléme :
* supposons le probleme résolu

A Le triangle se divise en 6 triangles,

je connais les médianes, Jje ne
J connais pas les coOtés.
Comment construire un triangle ?
B
J
K
C

2) Elaboration d'un plan.

Recherche du plan

a) Pour construire un triangle il faut 3 données (3 cbtés ou 2 angles un
cb6té, deux cbtés un angle).
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b) Si un des 6 petits triangles {(exemple AGJ) &était construit on pourrait
construire (ABC). Or on ne connait que deux cdtés pour chacun de ces
triangles, pour chacun de ces triangles une des longueurs des médianes
n'est pas utilisée.

c) I1 faut rechercher un triangle en utilisant les longueurs des 3
médianes.

Dans (AGI) (AG) est connu, (GI) est
connu. La longueur de [BJ] n'est pas

B utilisée.
On fait intervenir le point D milieu
de [AG].
Le triangle (DIG) peut é&tre
construit.
d) Plan

- construire (DIG)
- construire (ABG)
- construire (ABQC).

3) Exécution du plan

C'est dans cette phase gu'interviennent les démonstrations et les
justifications des constructions.

La démonstration nous assure que notre raisonnement inductif est correct.

4) Examen de la solution
Ce n'est pas vraiment utile sur cet exemple car aucune discussion n'est
nécessaire.

* La place et le =rdéle de la preuve dans la création des
mathématiques selon I.Lakatos.

Pour Lakatos (1922-1974). La preuve n'est pas le point £final de la
résolution d'un probléme ou de l'élucidation d'une conjecture. Il n'y a pas
d'un cbété la preuve et de l'autre les réfutations. La résolution ne peut se
faire que par une dialectique preuve-réfutations. Ce faisant on procéde par
induction.

"A partir d'un probléme ou d'une conjecture, 1l y a une recherche
simultanée de démonstrations et de contre-exemples. De nouvelles
démonstrations élucident les vieux contre-exemples, de nouveaux contre-
exemples sapent les anciennes démonstrations. Pour  Lakatos,
"démonstration”, dans ce contexte de mathématiques informelles, ne signifie
pas un procédé mécanique qui apporte la vérité en une chaine incassable
depuis les hypothéses jusqu'aux conclusions. Cela signifie plutét
explications, justifications, élaborations qui rendent la conjecture plus
plausible, plus convaincante, tandis qu'elle devient plus détaillée et plus
précise sous la pression des contre-exemples.

Chaque étape de la démonstration est elle-méme sujette & la critique, qui
peut étre le simple scepticisme ou encore la production d'un contre-exemple
d propos d'un argument particulier. Un contre-exemple qui défie une seule
étape de 1'argument est appelé par Lakatos "contre-exemple local" ; un
contre-exemple qui défie, non 1l'argument, mais la conclusion elle-méme, est
dit "global™. [2].
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Un exemple de tel fonctionnement peut se schématiser ainsi :

Conjecture 3
v 1 5
Essai naif
2 -
> > Démonstration
3 6 v 4
A A > Réfutation
Comme résuitat 7
d’un contre-exemple |—¢ Reformulation
local
5
Comme résuitat
< d’un contre-exemple <

global

Examinons maintenant -le fonctionnement de ce schéma.
(Pour plus de détails consulter [1]) au travers de l'exemple développé par

Lakatos.

Conjecture : S - A + F = 2 ou S, A et F désigne respectivement le nombre
de sommets, d'arétes et de faces d'un polyédre.

a)—@—=> : démonstration (l'aspect heuristique de la démonstration est
caché!)

Figure 1

Figure 3 .
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1.Imaginons le polyédre creux et sa surface faite d'un caoutchouc mince. S5i
nous découpons l'une des faces, nous pouvons étirer la surface restante a
plat sur le tableau, sans la déchirer. Les faces et les arétes vont peut-
étre se déformer, des arétes devenant courbes, mais ni S ni A ne seront
modifiés, si bien que S - A + F = 1 dans le graphe plat si et seulement si

S - A + F = 2 pour le polyédre initial. Souvenez-vous que nous avons 6té
une face. (La figure 1 montre le graphe plat obtenu dans le cas d'un cube).

2 Maintenant nous triangulons notre carte (on dirait effectivement une
carte géographique) : c'est-da-dire gque nous tragons des diagonales
(éventuellement curvilignes) dans les faces polygonales (éventuellement
curvilignes). En trac¢ant chaque diagonale nous augmentons a8 la fois A et F
d'une unité, ce qui ne modifie pas S -~ A + F (fig. 2).

3.Maintenant, nous enlevons un 4 un les triangles du graphe triangulé. Pour
enlever un triangle, nous enlevons soit un cfté, ce qui fait disparaitre
simultanément une face et une aréte

(fig. 3 (a)), soit deux co6tés et un sommet, dans ce cas une face, deux
cbtés et un sommet disparaissent (fig.3(b). Alors, si

S -~ A+ F =1 avant qu'un triangle ne soit enlevé. [1].

b) Si pour le cube (fig. 2) on commence par enlever un triangle a
l'intérieur du cube la preuve est fausse. Nous avons ici_un contre-exemple
local. La preuve n'est pas rejetée mais & reformuler. —(:)—9 2 *

c) Contre-exemple global.-@-—>-—@——» ‘

{Un cube avec un "cube creux" 3
l'intérieur).

S 0 S,
!
1

~

T

N
~

N

Il remet en cause la conjecture (nombre de faces 12, nombre d'arétes 24,
nombre de sommets 16).

Ce contre-exemple (monstre) peut &tre relégué : il faut alors redéfinir la
conjecture (ici définir ce que l'on entend par polyédre) ou admettre que la
conjecture n'est pas valable pour tous les polyédres ; c'est-a-dire qu'il y
a des exceptions (exemple : tout polyédre sans trou est tel que

s ~a+ £ = 2).

Ce contre-exemple global ne remet pas en cause la preuve. Selon Lakatos la
preuve méme si elle ne prouve pas ce que l'on a cherché & prouver, peut-
étre créatrice de mathématiques.

Dans ce fonctionnement la recherche des réfutations joue un rdle aussi
grand que la recherche de preuve. Les réfutations aident & préciser la
preuve {celle-ci tend & devenir une démonstration).

La méthode décrite, Lakatos 1l'a baptisée méthode de preuve et réfutations.

I1 1'a résumée en 5 régles.

Régle 1. En présence d'une conjecture, mettre en chantier sa preuve comme
sa réfutation. Examiner la preuve avec précaution pour préparer une liste
de lemmes non triviaux (la preuve-analytique) ; trouver des contre-exemples
4 la fois & la conjecture (aspect global) et aux lemmes suspects (aspect
local).
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Régle 2. En présence d'un contre-exemple global, écarter votre conjecture,
ajouter 4 la preuve-analytique un lemme convenable, réfuté par le contre-
exemple, et remplacer la conjecture écartée par une version améliorée en
lui incorporant ce lemme sous forme de condition. Ne pas accepter qu'une
réfutation soit écartée comme un monstre. Essayer d'expliciter tous les
"lemmes cachés"”.

Régle 3. En présence d'un contre-exemple local, vérifier s'il n'est pas
non plus global. Si oui, il est aisé d'appliquer la Regle 2.

Régle 4. En présence d'un contre-exemple local et non global, essayer
d'améliorer la preuve analytique en remplacant le lemme refuté par un autre
qui ne le soit pas.

Régle 5. En présence de contre-exemples quel qu'en soit le type, essayer
de trouver par une spéculation déductive un théoréme plus profond pour
lequel ce ne sont plus des contre-exemples.[1].

Place de la démonstration dans 1l1l'activité mathématique
de 1l'éleve.

Mais comme l'ont montré Polya et Lakatos, la démonstration n'est qu'un
moment de l'activité mathématique.

Celle-ci est essentiellement constituée de résolutions de problémes (de
"vrais problémes") dans lesquels la partie heuristique est trés importante.

En conséquence, a cbté d'exercices plus didactiques sur la démonstration,
ne convient-il pas de mettre les éléves en recherche sur de tels problémes
afin que la démonstration reprenne tout son sens ?
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Naissance de la démonstration.

Une certitude

Tout le monde est d'accord pour dire que la démonstration, telle que nous
la pratiquons en mathématiques, vient de la Gréce antique, vers le Véme
siécle avant Jésus Christ, et que son avénement a partie liée avec la nais-
sance de la philosophie : c'est le "miracle" grec, l'émergence d'une ratio-
nalité qui marquera la pensée occidentale jusqu'a Descartes, et qui in-
fluence encore la pensée actuelle. Un exemple en est la mathématique axio-
matique de notre siécle ; ainsi le tout début du traité de Bourbaki, Elé-
ments de mathématiques, commence par une référence a la Gréce.

"Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration ; certains dou-
tent méme qu'il se trouve, en dehors des mathématiques, des démonstrations
au sens précis et rigoureux que ce mot a recu des Grecs et qu’on entend lui
donner ici. On a le droit de dire que ce sens n'a pas varié, car ce qui
était une démonstration pour Euclide en est toujours une 4 nos yeux ; [1].
Bourbaki a raison, car pour une majorité d'entre nous, enseignants, les ca-
nons de la démonstration selon Euclide sont ceux que nous voulons inculquer
4 nos éléves en 4éme, parfois méme depuis la 6éme, et nous en pensons
l'apprentissage essentiellement & partir de la géométrie "pure”, celle
d'Euclide. Nous ne pouvons nier la qualité de démonstration & celles pro-
duites par Euclide dans ses Eléments : méme si parfois nous ne les trou-
vons pas assez rigoureuses (cf. &. Styles de démonstration) elles restent
pour nous des modéles. On pourra en juger 3 travers l'exemple

suivant

Proposition premiére

Sur une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.
Exposition. Soit AB une droite donnée et finie.
Détermination. Il faut construire sur la droite finie AB un triangle

équilatéral.
Construction. Du centre A et de l'intervalle AB, décrivons la circonfé-
rence BIA {(dem.3); et de plus, du centre B et de l'intervalle BA, dé-

crivons la circonférence AI'E ; et du point I' , o0l les circonférences se
coupent mutuellement, conduisons aux points A, B les droites T'A, TIB (dem.
I).

T

/

Démonstration. Car, puisque le point A est le centre du cercle BIA,
la droite Al est égale a4 la droite AB (déf. 15) ; de plus, puisque le
point B est le centre du cercle AI'E, la droite BI' est égale 3 la droite
BA ; mais on a démontré que la droite TA était égale 3 la droite AB ;

donc chacune des droites I'n, TB est égale 3 la droite AB; or, les
grandeurs qui sont égales & une méme grandeur, sont égales entre elles
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{not. I) ; donc la droite TIA est égale & la droit I'B ; donc les trois
droites T'a, AaB, Bl sont égales entre elles.

Conclusion. Donc le triangle ART (déf.24) est équilatéral, et il est
construit sur la droite donnée et finie AB. Ce qu'il fallait faire. [2].

<

Mais pourquoi en Gréce ? Pourquoi a cette époque, le Véme siécle avant J.C.
On pourra se reporter utilement & l'article de G. Arsac [3] auquel nous
allons faire quelques emprunts. Tout d'abord une citation de J.P. Vernant
que donne Arsac.

Ce n'est certainement pas le fait du hasard et la raison surgit en Gréce
comme une conséquence de cette forme si originale d'institutions politiques
qu'on appelle la Cité. Avec la Cité, et pour la premiére folis dans
l'histoire de 1'homme, le groupe humain considére que ses affaires communes
ne peuvent étre réglées, les décisions d'intérét général prises, qu'au
terme d'un débat public et contradictoire, ouvert & tous et od les
discours argumentés s’'opposent les uns aux autres. Si la pensée ration-
nelle est apparue dans des cités grecques d'Asie Mineure comme Milet, c'est
parce gue les régles du jeu politique dans le cadre de la cité - débat pu-
blic, argumenté, librement contradictoire, étaient devenues aussi la
régle du Jjeu intellectuel®

quelques lignes plus loin J.P. Vernant ajoute

"A contrario, il ne peut y avoir de démonstration en mathématiques dans une
civilisation d'ou le débat, la discorde sont bannis, car la démonstration
s'adresse & un interlocuteur qu'il faut convaincre, qui a donc le droit
d'étre a priori en désaccord. Donc, pas de démonstration & proprement par-
ler dans les mathématiques babyloniennes, égyptiennes, hindoues, chi-
noises".

Si les jeux agonistiques ou combats d'arguments, menés par les sophistes,
qui se faisaient en public et donnaient lieu & l'attribution de prix, ont
modelé l'esprit grec et se sont certainement transférés sur les mathéma-
tiques, il faut dire aussi que le travail des mathématiciens grecs a été
d'affiner ces méthodes oratoires au point qu'elles deviennent un modéle
pour l'argumentation philosophique, comme en témoigne ce passage du Ménon
de Platon :

"Nous allons donc, si je ne me trompe, essayer de découvrir la qualité
d'une chose dont nous ignorons la nature. Que ta toute-puissance du moins
me fasse une trés légére concession : accorde-moi d'examiner "par hypo-
thése” si la vertu peut s'enseigner ou non. Je prends ces mots, "par hypo-
thése”, dans le sens des géométres. Quand on leur demande, & propos d'une
surface, par exemple, si tel triangle peut s'inscrire dans tel cercle, un
géométre répondra : "je ne sals pas encore si cette surface s'y préte ;
mais je crois & propos, pour le déterminer, de raisonner par hypothése de
la maniére suivante : si telles conditions se présentent, le résultat sera
ceci, et dans telles autres conditions, il sera cela. Ainsi est~ce par hy-
pothése, que je puils te dire ce qui arrivera pour l'inscription du triangle
dans le cercle, si elle sera possible ou non.

"Un autre mode de pensée a certainement aussi fag¢onné la méthode des mathé-
maticiens c'est celle des philosophes éléates pour lesquels : "le monde
sensible, celui des apparences et des phénoménes, ne peut pas &tre l'objet
d'une connaissance véritable, non contradictoire. La vérité est inacces-
sible par l'observation, elle n'est accessible qu'a la pensée pure™ . [3]
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Ils raisonnent alors sur des objets idéaux (voir texte de Platon dans Aide,
preuves et démonstrations). Ils utilisent souvent des raisonnements
indirects, par exemple le raisonnement par l'absurde que 1l'on retrouve sou-
vent chez Buclide (36% des raisonnements des livres VII et IX sont de ce
type cf. l'étude de Itard dans [4] } et que l'on retrouve aussi dans des
manuels de mathématiques de 4&me comme premier exemple de démonstration, &
propos de la transitivité du parallélisme.

Un deuxiéme apport des éléates est la dialectique dont le pére est Zénon
d'Elée (bien connu pour ses paradoxes dont celui d'Achille et de la tox-
tue). Cette facon de dialogue qu'est la dialectique a des régles bien éta-
blies : définitions préalables, demandes et déductions. Ce sont ces régles
qui ont donné sa forme & 1'édifice euclidien, c'est-d-dire a la premiére
axiomatigque connue. Mais cet édifice, les Eléments, est une organisation
du savoir de l'épogue, et dans cette organisation la démonstration joue un
r6le d'enchainement des propositions : l'aspect débat s'est estompé. En té-
moigne la définition que donne Aristote de la démonstration : "ce que nous
appelons savoir c'est connaitre par le moyen de la démonstration. Par
démonstration j'entends le syllogisme scientifique™. [5] . Or syllogisme
veut dire, étymologiquement, assemblage de propositions (sun-logoi). Les
Eléments vont ensuite devenir la référence : c'est ce que lfon cherchera a
imiter. On sera alors plus sensible & la forme gu'au fond. C'est ce gue
l'on retrouve chez Descartes ("les longues chaines de raison dont usent

les géometres....") {61 ou chez Leibniz ("la connaissance démonstrative
n'est qu'un enchainement des connaissances intuitives dans toutes les
connexions des idées médiates™. [7]. C'est en fait l'image classigue de

la démonstration qui est venue Jjusqu'd nous : il ne s'agit plus de mettre &
l'épreuve une affirmation, mais d‘*enchainer des propositions.(Voir Aides
preuves et démonstration/démonstration et enseignement)

Que retenir ?

L'important est de savoir

1 - Que l'origine de la démonstration est liée au débat et c'est donc peut-
8tre en organisant de tels débats de preuves, en classe, que l'on pourrait
arriver & la démonstration.

2 - Que ce type de raisonnement qu'est la démonstration est historiguement
et culturellement situé, il répondait & des finalités précises et relevait
dfune conception du monde qui n'est plus la ndétre.

I1 faut donc revoir le rdle que peut jouer la démonstration au sein des ma-
thématiques actuellement ({(cf.place et rb6le de la démonstration et de la

preuve dans l'activité mathématique).

3 - Que l'utilisation de la démonstration dans les Eléments dfBEuclide et
dans toute axiomatique (dont les Eléments sont le modéle) comme procédé
d'exposition joue un réle théorique, est le travail du théoricien, cet as-
pect pourrait donc étre omis dans l'enseignement, 2 moins gue... comme le
pensent beaucoup, l'apprentissage de cette exposition n'ait des vertus for-
matrices. Mais alors il faudrait peut é&tre enseigner une théorie compléte
mais comment sera percu alors le choix des axiomes ? ses finalités éven-
tuelles, c'est ce que dit Arsac [3] :

"Est-1i1 besoin de souligner aussi combien la rationalité scientifique
contemporaine est différente, et combien, au contraire, elle tient & subir
1'épreuve de 1'expérience. Cette rationalité a marqué les mathématiques,
auxquelles nous n'avons plus le méme rapport que les Grecs : les critiques
adressées par Descartes au XVIIéme siécle a la mathématique grecque mar-
quent déja nettement une coupure. Contrairement & ce gque pensent certains
mathématiciens, nos mathématiques, & la différence de celles d'Euclide,
sont marquées par le rapport au concret. A fortiori, 1l'enseignant de mathé-
matiques, qui intervient auprés de ses éléves en général dans le cadre
d'une formation scientifique globale, me semble devoir étre conscient de la
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différence qui nous marque par rapport & Euclide, Platon et Zénon. Il n'a
donc pas d reproduire purement et simplement la démarche, nécessaire en son
temps, des premiers mathématiciens qui ont utilisé 1'axiomatique et la dé-
monstration. La place de la nécessaire abstraction par rapport au concret,
de la démonstration, de 1'axiomatique, la construction des concepts, ne se
fait plus avec pour arriere-plan la pensée de Platon ou celle de Parménide.

La démonstration n'existe-t-elile qu'en mathématiques ?

Si la démonstration est originellement et essentiellement grecque, est-elle
spécifique du domaine mathématique comme semble l'affirmer Bourbaki dans la
citation faite au début ? En fait nous avons déjd vu que Socrate sous la
plume de Platon incite & l'utilisation de ce type de raisonnement en philo-
sophie. Mais Leibniz voit aussi dans d'autres domaines que les mathéma-
tiques des démonstrations de méme nature.

Théophile: "Il y a des exemples assez considérables des démonstrations hors
des mathématiques, et on peut dire qu’'Aristote en a donné déja dans ses
premiers analytiques. En effet la logique est aussi susceptible de démons-
trations que la géométrie, et 1'on peut dire que la logique des géométres,
ou les maniéres d'argumenter qu'Euclide a expliquées et établies en parlant
des propositions, sont une extension ou promotion particuliére de la lo-
gigque générale. Archiméde est le premier, dont nous avons des ouvrages, qui
ait exercé l'art de démontrer dans une occasion ot il entre du physique,
comme il a fait dans son livre, De 1'Equilibre. De plus, on peut dire que
les jurisconsultes ont plusieurs bonnes démonstrations ; surtout les an-
ciens jurisconsultes romains, dont les fragments nous ont &té conservés
dans les Pandectes. Je suls tout & fait de 1l'avis de Laurent Valle, qui ne
peut assez admirer ces -auteurs, entre autres parce qu'ils parlent tous
d'une maniere si juste et si nette et qu'ils raisonnent en effet d'une fa-
¢on qui approche fort de la démonstrative, et souvent est démonstrative
tout & fait. Aussi ne sais-je aucune science, hors de celle du droit et
celle des armes, ou les Romains aient ajouté quelque chose de considérable
4 ce gqu'ils avaient recu des Grecs.

Tu vegere imperio populos, Romane, memento
Hae tibi erunt artes : pacique imponere morem,
Parcere subjectis, et debellare superbos (*).

(*) "Toi, Romain, souviens-toi qu'il t'appartient d'étendre ton empire sur
les peuples, tels seront tes arts & toi, et de dicter les lois de la paix,
d'épargner les vaincus et d'abattre les superbes "Virgile.Enéide

[71.

Cette maniére précise de s'expliquer a fait que tous ces jurisconsultes des
Pandectes, quoique assez éloignés quelquefois les uns du temps des autres,
semblent étre tous un seul auteur, et gqu'on aurait bien de la peine a les
discerner, si les noms des écrivains n'étaient pas a la téte des extraits ;
comme on aurait de la peine a distinguer Euclide, Archiméde et Apollonius
en lisant leurs démonstrations sur des matiéres, que 1'un aussi bien que
l’autre a touchées. Il faut avouer que les Grecs ont raisonné avec toute la
justesse possible dans les mathématiques, et qu'ils ont laissé au genre hu-
main les modéles de l'art de démontrer : car si les Babyloniens et les
Egyptiens ont eu une géométrie un peu plus qu'empirique, au moins n'en
reste-t-il rien.

Et que dire de la présentation "More geometrico" & la facon d'Euclide, des
1'Ethique de Spinosa [8]?
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DEMONSTRATION ET ENSEIGNEMENT
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La place de la démonstration dans les nouveaux programmes
collége

1 - Les textes

Au cours des quatre années de collége, les éléves recoivent une formatior
commune. L'un des 3 objectifs généraux communs & toutes les disciplines est
"de développer la pensée logique“.

Ainsi dans la partie “"orientation et objectifs" (page 18) on peut lire

"Les éléves doivent devenir progressivement capables d’observer des
tés, d'analyser des idées et des concepts, de les organiser pour cons
des raisonnements, de commencer & argumenter de maniére rigoureuse.,.".

Considérons l'enseignement des mathématiques en particulier ; & la lecture
des programmes, on s‘'apergoit que le mot démonstration n'apparalit nulle
part, mais par contre, il est question de raisonnement, de raisonnement dé-
ductif, de séquences déductives. Est-ce synonyme ?

Dans la partie I, "Nature et objectifs" (p.77), on peut lire,

"Développer les capacités de raisonnement : observation, analyse, pensée
déductive”.

Dans la partie II "Instructions générales, méthodes™ (p.81l) on trouve,

"Ménager des séquences déductives motivantes de plus en plus prolongé
nombreuses et de difficultés progressives au long des guatre années de col-
lege”.

En ce qui concerne les programmes des quatre années, le travail effectué
doit permettre,

En 6ame~5a&ma
"de s'initier progressivement au raisonnement déductif?,

En 4déme
"de s'entrainer progressivement au raisonnement déductif™.

En 3éme
"de s'entraliner constamment au raisonnement déductif®,

Les compléments et les commentaires précisent les travaux permettant ini-~
tiation et entrainement.

En 6éme.

Dans la partie "travaux géométriques" des compléments figures planes

*les travaux faciliteront la mise en place de courtes séguences
déductives™.
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Et a propos de la partie “symétrie orthogonale™ par rapport a une droite:

"Les travaux permettront sous la direction du professeur de mettre en
oeuvre de bréves séquences déductives”.

En 5S5éme.
Dans le document de travail, on peut noter toujours dans la partie géomé-
trie plane :

"Les diverses activités de géométrie plane habitueront les éléves 3 expéri-
menter et & conjecturer. Elles permettent la mise en oeuvre de bréves sé-
quences déductives mettant en jeu les outils mathématiques du programme’,

A propos de la symétrie centrale :

"Les propriétés de la symétrie centrale sont & relier &8 la caractérisation
du parallélogramme, aux caractérisations angulaires du parallélisme... sur
ces points aucune démonstration n'est exigible des éléves™.

En 4éme.
Dans le document provisoire sur les compléments au programme, on peut lire:

"Les travaux mathématiques de la classe de 4eme prolongent ceux de Géme et
de S5eme... ils accentuent progressivement, sans rupture avec 1'esprit des
classes antérieures, l'entrainement au raisonnement déductif tout en évi-
tant les exigences prématurées de formulation....

"En particulier il [le professeur] lui revient de déterminer selon le ni-
veau de sa classe les résultats qui seront démontrés et ceux qui seront ad-
mis..."

"De nouveaux outils, notamment les projections, le théoréme de Fythagore,
les translations, viennent s'ajouter aux cutils des classes antérieures ; &
ces enrichissements correspond un développement des capacités de découverte

et de démonstration®.

En 6éme comme en Séme,
"On évitera de prouver des propriétés percues comme évidentes".
2 =~ La lecture de ces textes suggere quelgues réflexions.

a) L'initiation au raisonnement déductif apparait des la 6éme, gu'entend-on
par 1la ?

- Est-ce apprendre & faire de courtes démonstrations & une ou deux étapes &
partir de propriétés données (type 4&me, ancien programme)?

- Est-ce apprendre & utiliser des arguments qui ne sont pas nécessailremsnt
des énoncés ou & utiliser des énoncés pertinents par rapport & la figure
mais non par rapport aux données ?

Mais obtient—~on alors nécessairement des démonstrations ?

b) Le raisonnement ne semble-t-il pas se réduire dans les commentaires de

téme-5&me au raisonnement de type direct, si..... alors ?
Exenple :
En 6éme : Si deux segments de méme milieu sont perpendiculaires, ce sont

les diagonales d'un losange.

En Séme : Si un quadrilatére a ses diagonales de méme milieu alors c’est un
parallélogramme.
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De ce point de vue ne s'agit-il pas dés la 6éme d'un apprentissage concer—
nant l'enchainement logique des énoncés ?

Quelle place accorder aux autres types de raisonnements évoqués dans les
programmes des colléges ?

c)Notons que les programmes oscillent entre les deux fonctions de 1la
démonstration : preuve et explication (voir aide: Preuve et démonstration).
On peut noter :

Ainsi la fonction explicative apparait dans le livre des programmes P.18-
19: "les éléves doivent devenir progressivement capables d'observer des
réalités, d'analyser des idées et des concepts, de les organiser pour
construire des raisonnements...", mais la fonction de preuve apparait aussi
p.18-19, "commencer & argumenter"™ et dans les instructions générales
p.81..."ménager des séquences déductives motivantes...".

Dans les compléments 6,5,4 il en est de méme : la fonction de preuve appa-
rait dans la phrase "les diverses activités de géométrie plane habitueront
les éléves a expérimenter et conjecturer” {complément de 5eéme), la fonction
d'explication apparait aussi : “Des travaux permettront sous la direction
du professeur de mettre en oeuvre de bréves séquences déductives”®
(compléments de 6eéeme) .

d) Les projets des commentaires pour la quatriéme et & un moindre degré les

commentaires de 6éme-5&me incitent & raisonner en utilisant les transforma-
tions, mais n'est-ce pas la accroltre la difficulté ?

Le paradoxe pédagogique de ces transformations est que leur intérét réside
essentiellement en la puissance et l'efficacité de l'outil qu’'elles consti-
tuent mais, bien que leur description et leur étude solent relativement
simples, savoir s'en servir & bon escient est une toute autre affaire. En
effet, méme au premier cycle 1'étude des symétries centrale et orthogonale,
des translations, ne pose pas de difficultés insurmontables mais quel abime
entre la quasi évidence, pour l'éléve de quatriéme, que 1'image dfune
droite paralléle et son utilisation dans un exercice pour démontrer une
propriété.

En classe de quatriéme

Les hypothéses sont

(A, B, C, D) est un parallélogramme de centre O. Les droites (AI) et (DI}
sont respectivement paralléles & (BD) et (AC), idem pour les droites (CJ)
et (BJ).

La question est par exemple, prouver
que les points I, O et J sont alignés.

Il est clair (en utilisant le résultat cité plus haut) que la symétrie cen-
trale de centre O échange les points I et J, dfou le résultat, avec en
prime le fait que O soit le milieu de ([IJ]. Cette dernieére particularité,
qu'on peut d'abord essayer de faire deviner en faisant réaliser des dessins
trés soignés, pourrait étre le déclic faisant penser a l'emploli de la symé-
trie centrale (interaction dessin-raisonnement).

Mais, expérience faite, 11 s'avére qu'obtenir ce type de raisonnement d’un
éléve de quatriéme est trés difficile car il bute sur deux points
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a) Appréhender suffisamment la symétrie centrale pour y penser et avoir en-
vie de s'’en servir est trés difficile & ce niveau, méme pour de bons
éléves, et méme si on essaie d'y inciter les éléves par une observation at-
tentive de la configuration, comme indiqué plus haut.

b) A supposer qu'un "entrainement..." intensif les habitue 3 avoir ce ré-
flexe, ou bien si on donne d'entrée l'indication d’utiliser cette symétrie
centrale et méme des questions intermédiaires demandant par exemple quelle
est l'image de la droite (AI)... etc.., nous avons constaté que subsiste
une grosse difficulté (de type ensembliste) : comprendre vraiment que
1l’intersection des droites (AI) et (DI) a pour image l'intersection des
droites (BJ) et (CJ).

Si on essaie de creuser ce que peut alors étre la compréhension des éléves,
on s'apercoit que la plupart veulent bien accepter, & la rigueur..., cette
explication du maitre, mais qu'elle ne les convainc absolument pas et
gu'ils préférent une résolution de cet exercice, plus longue, utilisant
plusieurs fois le Thalés du milieu. [1].

Evolution possible vers la démonsiration
1) Difficultés rencontrées dans 1'apprentissage.
* Construction des connaissances.

Aujourd'hui, on sait qufapprendre clest changer de structure cognitive,
dépasser les idées toutes faites et les conceptions initiales fausses. "Le
sujet atteint un certain équilibre, régresse, puis avance & nouveau. Il
rencontre des conflits et des contradictions qu'il ne surmonte pas aussi-
tét."

CONFLIT
CONTRADICTION
RUPTURE

nouvelle conception

nouvelle avancée

conception initiale

regression
Cette citation de Bouvier est précisée dans le texte de Berbaum suivant

"Commengons donc par faire le point sur les conceptions de l'apprentissage.
On estime actuellement que l'apprentissage intellectuel est un processus
qui consiste, pour l'apprenant, & intégrer les données nouvelles aux
connaissances déjad acquises antérieurement. C'est ce que l'on appelle habi-
tuellement "comprendre"™, qui, pris au sens littéral, correspond & cette in-
sertion des éléments nouveaux dans la structure constituée par les éléments
anciens, pour "faire que le nouveau soit compris dans l'ancien". La struc-
ture & laquelle nous faisons allusion ici est appelée structure cognitive.
I1 faut se la représenter comme un réseau de concepts, de notions et
dtattributs dont nous disposerions comme base de notre activité mentale. Au
cours de notre activité de mémorisation, nous incluons ces données nou-
velles au milieu des données anciennes, tout en remaniant ainsi cette
structure. Le «résultat de <ce travail est la constitution de
représentations. On peut parler d'images mentales, sans vouloir dire par 1a
que la représentation corresponde nécessailrement & une élaboration de type
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visuel. Il peut s'agir aussi bien d'images auditives ou cénesthésiques que
visuelles. Ce sont ces représentations que nous construisons et
reconstruisons constamment lorsque nous recevons des informations
nouvelles. Mais on comprendra aisément que, pour qufune telle construction
puisse avoir 1lieu, il importe que des "points dl'ancrage" existent. Une
information nouvelle qui ne trouverait pas des éléments auxgquels se
rattacher ne pourrait é&tre retenue. Nous abordons 1lad le probléme des
prérequis nécessaires & un apprentissage, mais aussi celui des
représentations que possédent les éléves et par rapport auxquelles doit
étre congue la formation quil leur est proposée. En effet, s'il s'agit pour
1'éléve de suivre une formation donnée, ceci ne pourra se faire de maniére
bénéfique que s'il posséde les "bases"™ sur lesquelles peuvent se fixer les
données nouvelles. Si, par contre, on souhaite élaborer une formation &
l'intention d'un public donné, il importera de commencer par s'informer sur
la nature des représentations qui luil sont propres. Chaque éléve a ses
propres représentations. C'est a partir d'elles qu'il s'agira de construire
les concepts qui correspondent & l'état actuel des connaissances telles
qu'elles sont partagées par la communauté scientifique. On parle du passage
des percepts aux concepts par 1l'intermédiaire des représentations,
structures transitoires toujours & reprendre,lLoujours remises en question,
mais qui peuvent aussi constituer des obstacles & 1l'évolution vers les
concepts™.

* Les obstacles dans l'apprentissage de la démonstration.

La notion d'obstacle.

Un obstacle se manifeste par des erreurs qui se reprodulsent et persistent
; elles ne doivent rien au hasard.

Brousseau (R.D.M. 42) distingue trois types d'obstacles,

- les obstacles épistémologiques,

- les obstacles ontogéniques,

- les obstacles didactiques.

* Les obstacles épistémologigues (p.178 - RDM 42).

"Les obstacles d'origine proprement épistémologique sont ceux auxquels on
ne peut ni ne doit échapper, du fait méme de leur rdle constitutif dans la
connaissance visée. On peut les retrouver dans l'histoire des concepts eux-—
mémes...".

Exemple : la symétrisation de IN pour la multiplication est un obstacle
épistémologique a 1l'émergence des nombres décimaux chez 1'éléve
(historiquement les fractions ont précédé les décimaux).

* Les obstacles ontogéniques (RDM 4.2 p.177).

"Les obstacles d'origine ontogénigue sont ceux gui surviennent du fait des

limitations (neurophysiologiques entre autres) du sujet a8 un moment de son
développement....".

Exemple : La notion d'infini pour un enfant de 5 ans.

* Les obstacles didactiques.
"Les obstacles d'origine didactique sont ceux qui semblent ne dépendre que
d'un choix ou d'un projet du systéme éducatif (RDM 4.2).

Exemple : Lorsque l'on dispose systématiquement les carrés sur leur base st
les losanges sur la pointe, les éleves appellent ceci : un losange
(sous—entendu qui est non carré).

s
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Comment se manifestent ces obstacles dans 1'apprentissage de la
démonstration ?

- Les gbstacles ontogéniques.

* Pour que l'enfant soit capable de démonstration il faut qu'il ait atteint
le stade des opérations formelles.

La pensée formelle s'épanouit durant 1'adolescence. L'adolescent, par oppo-
sition & l'enfant, est un individu qui réfléchit en dehors du présent et
élabore des théories sur toutes choses, se plaisant en particulier aux
considérations inactuelles. L'enfant ne réfléchit au contraire qu'a
l'occasion de 1l'action en cours, et n'élabore pas de théories, méme si
1l'observateur, notant le retour périodique de réactions analogues, peut
discerner une systématisation spontanée dans ses idées. Or, cette pensée
réfléchie caractéristique de 1'adolescent prend naissance dés 11-12 ans, &
partir du moment ou le sujet devient capable de raisonner de maniére hypo-
thético-déductive, c'est-d-dire sur de simples assomptions sans relation
nécessaire avec la réalité ou avec les croyances du sujet, et en se fiant &
la nécessité du raisonnement lui-méme (vi formae), par opposition a
1’accord des conclusions avec 1'expérience.

PIAGET, "La psychologie de
l'intelligence™.
Armand Colin 1967, p.157.158.

PIAGET distingue quatre stades

- le stade sensori-moteur,

- le stade symboligque

- le stade des opérations concrétes
- le stade des opérations formelles.

Les opérations concrétes et formelles sont des actions réversibles (ouvrir-
fermer) mais les premieres sont attachées & des objets réels.

* D'autre part l'affectif joue un grand réle lors de débuts de preuves,
ré6le d'autant plus grand que l'éléve est jeune (" il a raison parce que je

1'aime bien").

- Les obstacles épistémologiques

* La démonstration mathématique va pour 1'éléve & l'encontre de la logique
naturelle, de la logique courante et du principe d'économie de logique".
[10].

Exemple:

~ 8i tu ranges ta chambre, Jean, tu auras un chocolat !
Jean a eu un chocolat, donc il a rangé sa chambre ! (logique courante).

- Le pére de Jean est plus grand que sa mére. Tous les péres sont plus
grands que les méres. {(logique naturelle).

- Constater une propriété sur deux ou trois exemples et en déduire
l'universalité de cette propriété (logique courante ou naturelle).

~ Les nombres qui se terminent par 2 sont des multiples de 2, ceux qui se
terminent par 3 sont des multiples de 3 : (principe d'économie de logique
[11]).
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* La démonstration mathématique suppose un passage des objets physiques (le
triangle isocéle que je trace et qui n'est pas isocéle) & l'objet idéal qui
est réellement isoceéle.

* La démonstration suppose l'acceptation des régles précises : n'utiliser
que des énoncés et des données et les enchainer logiquement.

- Les obstacles didactiques.

Quel type d'apprentissage veut l'institution 2

Initier au raisonnement déductif en 6éme-5&me ?
Entrainer au raisonnement déductif en 4éme-3éme ?

Stagit—-il de raisonnement déductif ou de démonstration ?

Un exemple d'obstacle.

Dans les manuels de 6&me figurent des démonstrations type 4éme actuelle.
Pour l'éléve qui en effectue brutalement ne crée~t-on pas des obstacles di-
dactiques en passant sous silence (ou trop rapidement) des questions du

type

- "ca se voit",

- "on peut le mesurer",

- "le compas, c'est précis, ....¢a prouve’,

- "pourquoi aller chercher ce discours alors gu'on 1l'a vérifié" ?

Le risque est que l'éléve ne comprenne pas l'utilité d'un tel discours et
alors :
- soit il le refuse ("¢a ne sert a rien")

- soit le discours est "illogique"™ : énoncé avec des données incor-
rectes...{les régles ne sont pas comprises),

- soit 1'éléve se soumet & l'autorité du professeur sans en comprendre
l'enjeu : si ¢& fait plaisir au professeur autant le faire (il y a la
note!!).

Toute démarche crée des obstacles de type didactique. On peut limiter
leur importance mais surtout les repérer pour, le moment venu, organiser
leur franchissement.

2) Choix didactiques.

Un objectif du collége, est A notre avis, qu'un éléve sache rédiger une dé-
monstration et qu'il sache pourquoi une démonstration est nécessaire.

Pour cela il faut organiser le franchissement des obstacles précédemment
cités tout en évitant de créer trop d'obstacles didactiques.

1) La démonstration a deux fonctions : 11 ne faut pas les confondre.
La démonstration a deux fonctions : l'une de preuve, l'autre d'explication
(voir Aide "Preuve et démonstration®™).

Rappelons que dans sa fonction de preuve le rdle de la démonstration est de
savoir s8i un résultat est vrai (cela concerne des résultats non évi-
dents), dans sa fonction d'explication le rdle de la démonstration est
d'expliquer pourquoi le résultat est vrai. (Cela concerne des résultats
évidents) .
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Exemple 1

Démontre que BICE est un parallélo-
I gramme.

(La démonstration est ici une explica-

tion : il est évident que BICE est

un parallélogramme) .

[

E C
Exemple 2
T R

TRAP est un trapéze.
Démontre que ITP et RIA ont méme aire.
La démonstration a un rdle de preuve.
Le probléme n'est pas évident.

P A

Il ne faut pas confondre ces deux fonctions. Or, nous constatons que
bien souvent ces deux fonctions sont confondues : dans bien des problémes,
on veut que les démonstrations prouvent 134 ol elles ne sont capables que
d'expliquer. Dans ces problémes les preuves sont pour l1l'éléve plus de na-
ture pragmatique (vue, mesure, multiplicité de l‘'expérience).

2) Faire comprendre 1l'utilité d'une démonstration.

* Comprendre 1l'utilité d'une démonstration c'est :

a) comprendre gu'une constatation (par exemple vue) ne suffit pas il faut

expliquer tout résultat ou le prouver.

b) Comprendre gue preuve et explication doivent avoir une certaine forme
celle d'une démonstration. Cette compréhension n'est possible que si
1'éléve a assimilé que

° les objets sont idéaux et non physiques (un triangle isoc@le n'existe
qu'idéalement),

® les explications et preuves que l'on privilégie sont des raisonnements
qui utilisent uniquement les données et des énoncés validés.
Le passage le plus délicat est incontestablement le point b.

Exemple LOSA

Construis un quadrilatére LOSA tel que
(LS)L(oa)

[LS] et [OA] aient le méme milieu.
Que peux-tu dire de LOSA ? Explique.

L'éléve peut fournir une explication externe au probléme (sans recours
aux données, avec recours a la mesure, au pliage ...)
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LOSA est un losange car il a ses quatre cbdtés de méme longueur
"(sous~entendu "j‘'ai mesuré)"™.
L'éléve peut fournir une explication interne (recours aux données).

"LOSA est un losange car [LS] et [OA] sont perpendiculaires et ont méme mi-

2 "
lieu". ¢
Remarque:
L'explication semble ici interne mais rien ne dit que 1'éléve n'a pas eu
recours a la mesure (et non & l'énoncé : un quadrilatére qui a ses diago-

nales perpendiculaires et de méme milieu est un losange).
L'éleéve peut fournir une démonstration

"[LS] et (OA] sont perpendiculaires et ont le méme milieu or un quadrila-
tére qui a des diagonales perpendiculaires et de méme milieu est un lo-
sange, donc LOSA est un losange.

La difficulté majeure va donc &tre de faire évoluer le type d'explication
c'est-a~dire passer progressivement de l'explication externe (vue, mesure,
pliage) & l'explication “"interne" (recours aux données et & la logique)
puis & la démonstration.

Notons que la démonstration ici ne prouve rien. Ce n'est pas sa fonction.

- Lors d'un probléme ne relevant pas de l'évidence, le professeur va deman-
der des preuves. Le réle de celles-ci va étre de convaincre la classe de la
véracité d'un résultat conjecturé. Ainsi un débat entre éléves devra étre
organisé afin qu'il puisse y avoir échange d'arguments.

Le débat prendra fin quand la classe aura été convaincue par un argument.
La est la difficulté : cet argument peut étre une démonstration mais bien
souvent en collége elle n'en sera pas. Dans ce dernier cas comment at-
teindre la démonstration, car pour les éléves le probléme est terminé
(tout le monde est convaincu). Bien entendu la preuve fournie peut é&tre
peaufinée pour devenir une réelle démonstration mais c'est un exercice
didactique ou 1l'utilité de la démonstration ne prend pas sens.

* Comment faire comprendre 1'utilité d'une démonstration.

a) Habituer l'éleve a2 expliquer: un moyen peut étre les
constructions questionnées.

Tout probléme de construction doit étre suivi d'une guestion du tvpe
"expli " _Upourguei” 7 pour habituer 1'éléve & aller au-dela de 1la
constatation. Dans ces problémes "explicatifs", des explications internes
et externes sont fournies. Il convient de faire comparer les différentes
explications et de montrer que celles-ci ne sont pas de méme nature :

1) Certaines recourent & la vue, sont-elles fiables ? (illusions
d'optique) .

2) D'autres recourent a la mesure (les mesures sont-elles les mémes pour
tous les éléves ?).

3) D'autres recourent au pliage, au découpage, sont-elles fiables ?
(Pythagore : deuxiéme partie, compte-rendu de 1l'expérimentation.)

4) D'autres recourent 3 des énoncés pertinents par rapport a la figure mais
non par rapport aux données (exemple LOSA, l'explication est externe) car
recourt a la mesure).

5) D'autres recourent & des énoncés pertinents par rapport aux données.
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I1 nous semble important de ne rejeter en début d'apprentissage au-
cune explication.

En effet méme dans une explication externe (LOSA) qui nécessite la mesure
il peut y avoir utilisation d'un énoncé pertinent par rapport a la
figure et, & notre sens il y a alors initiation au raisonnement
déductif. On pergoit alors tout 1l'intérét des problémes explicatifs.

b) Habituer 1l'éléve & manipuler les énoncés, A& recourir aux don-
nées.
Un moyen peut étre les constructions Jjustifiées.

Exemple : construire un carré dont une diagonale mesure 7 cm. Justifie ta
construction.

Pour construire un tel carré l'éléve doit nécessairement utiliser les don-
nées et implicitement (au moins) utiliser 1l'énoncé :"un quadrilatére qui
a deux diagonales perpendiculaires égales et de méme milieu est un carré.
La justification n'est qu'une explicitation de la construction.

Notons cependant que dans les problémes de constructions et dans les pro-
blémes d'explications, les statuts des énoncés ne sont pas les mémes : dans
le premier type de probléme ce sont des outils pour construire, dans
l'autre des outils pour expliguer.

¢) Passer de l'explication externe a l'explication interne : au
moyen; peut é&tre des problémes de preuves.

Comme il a été dit précédemment les problémes de preuves {on cherche 2
convaincre) permettent, lors de débats, d'échanger des arguments. La preuve
est l'argument qui va convaincre l'ensemble de la classe. Les débats per-
mettent souvent de passer de l'explication externe (qui utilise en particu-

~

lier la mesure) & l'explication interne.

Exemple

— Laguelle des aires pointée et hachurée
"L est la plus grande ?

Dans cet exemple, le débat permet d'abord de confronter les mesures et de
montrer devant la multiplicité des résultats que l'on ne peut conclure. Les
autres preuves alors recherchées sont en général internes (égalités et dif-
férences d'aires).

Ainsi pour favoriser le passage explication externe - explication interne
on peut

- proposer des problémes ouverts [9],

- présenter de maniére ouverte des notions par des activités (voir les
comptes~rendus de l'expérimentation des nouveaux programmes de 1'IREM de
Poitiers).

d) Le passage de l'objet physique & l'objet idéal.

Le passage de l'explication externe & l'explication interne s'accompagne du

changement de statut de la figure. Celle-ci d'abord physique (sur laquelle
ont peut mesurer, que l'on peut plier, ou découper), devient idéale : la
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figure n'est plus alors qu'une aide pour raisonner, elle ne peut plus étre
utilisée dans les explications que par référence a sa définition mathéma-
tique, c'est-ad-dire de facon interne.

Ce passage est facilité par la distinction valeur exacte (calculée)/ valeur
approchée (mesurée). Ainsi en 4éme, l'énoncé de Pythagore, le cosinus per-
mettent la distinction valeur exacte/valeur approchée et donc la distinc-
tion objet idéal/objet physique.

Exemple : un triangle isoceéle en A est tel que AB = 7 cm et la hauteur AH =
6 cm. Est-il équilatéral ?

Pour un géométre, la réponse est oui, pour le mathématicien la réponse est
non car ce dernier fait référence 3 une figure idéale : seule la "stricte®
égalité des 3 cdtés permet de répondre oui.

e) Apprendre a faire des démonstrations

~ Y

Ces étapes étant franchies, reste 4 apprendre & agencer les énoncés.

1 - Pour cela, il est nécessaire que le rdle des énoncés change : ceux qui
sont objets de connaissance ou outils pour construire doivent devenir ou-
tils de démonstration : 3 cette fin il faut les faire analyser d'une ma-
niére différente.

Exemple un quadrilatére qui a 4 cdtés de méme longueur est un losange.
L'analyse démonstrative de 1l'énoncé donne :

Question : comment démontrer que l'on a un losange ?

Réponse : en sachant qu'il a 4 c6tés de méme longueur.

Autrement dit 1l'énoncé est devenu une méthode pour apprendre & démontrer.

2 - Pour que ces méthodes soient opérationnelles il faut habituer les

éleves en début d'apprentissage & raisonner par conditions suffisantes
(analyse ascendante)

Exempla

Démontre que RUKL est un parallélo-
gramme

* Comment démontrer qu'un quadrilatére est un parallélogramme 2
Choix de la méthode : en sachant qu'il a des cdtés paralléles.
* Comment démontrer que 2 droites sont paralléles ?

3 - Pour que l1l'éléve puisse apprendre & démontrer il est nécessaire de le
libérer des efforts de mémoire au moins en début d'apprentissage. Ainsi :

- les méthodes peuvent é&tre classées dans un fichier méthodologique
"comment démontrer que..."

Exemple de fiche
Comment démontrer que l'on a un triangle équilatéral ?

. En sachant qu'il a 3 cétés de méme longueur.
. En sachant qu'il a 3 angles égaux.



- le raisonnement étant ascendant et la rédaction descendante il est sou-
haitable que 1'éléve garde trace de son raisonnement. L'usage des organi-~
grammes est alors efficace. Sur l'exemple précédent.

1

Un quadrilatdre dont les

cédtds opoosédés sont parallé- Etape 2
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Conclusions

L'objectif est qu'un élé&ve sache, en fin de 4éme, faire une démonstration
simple et qu'il comprenne pourquoi il fait cette démonstration.

En sixiéme-cinguiéme.

Initier au raisonnement déductif dans deux directions.

- Explications : cela peut se faire sous forme de constructions question-
nées ou des justifications de constructions (cf. ce qui a été écrit plus

haut) .

- Des débats de preuves : ceux-ci peuvent avoir lieu & propos
. de probleémes ouverts,
. dtactivités pour introduire les notions,

de calculs d'aires, d'angles [2],

de dessins & main levée.

Comme nous l'avons mentionné, la pratique conjointe des explications et des
débats de preuves permet 1l'évolution du type d'explication.

En quatriéme.

Mettre en place la démonstration. Pour cela il faut

~ définir précisément ce qu' est une démonstration,

- faire différencier les objets physiques des objets idéaux,
- apprendre 3 agencer les énoncés.

Notre choix est d'abord d'organiser les contenus de quatriéme pour que les
éléves franchissent au mieux ces passages obligés.
La progression gue nous proposons est la suivante
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1 - Pythagore et le cosinus car

- les problémes sont & données numériques,

- la distinction valeur exacte - valeur approchée facilite la compréhension
de la différence entre objets physiques et objets idéaux,

- les problémes permettent de mettre en place le fichier méthodologique en
analysant sous forme d'outils démonstratifs des énoncés déja connus (sur
les triangles, quadrilatéres).

Exemples

Ex 1 : n
$
8
PAF est-il isocéle ? Pourquoi ?
? = L2 r
Ex 2
I
;7/0\\\{;
3
« > r Que dire du point O ? Explique.
i
s 3
¢
[
Ex 3 .
.“: /5 : Que dire de ECOL ? Pourquoi ?
= e o
Ex 4

A
B
Que dire du quadrilatére ABCD ? Jus-
tifie.
] 3,5 e
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Ex 5
A B
01) Les droites (Di1) et (D2) sont paral-
4,2 45 léles, ,
3 BH = 3, AC = 4,2 et HBE = 45°,
¢ mz) ABEC est-il un parallélogramme ? Dé-
E H montre.
Ex 6 :
Calcule l'aire et le périmetre de ce
triangle isoceéle.
Précise si les valeurs sont exactes ou
approchées.
2 - Triangle rectangle

L'énoncé de la propriété de la médiane d'un triangle rectangle permet le
passage de la figure particuliére a la figure générale : les figures sont
sans données numériques. Mais les démonstrations sont relativement simples
car les éléves démontrent des égalités de longueurs a l'aide de méthodes
aussi utilisées en algébre du type : comment démontrer que A = B ?

- En partant de A et allant & B.

- En partant de B et allant & A.

~ En partant de A et allant 3 C et en partant de B et allant & C.

(cf. Démontrer et prouver en algébre. Suivi scientifique B87-88).

Exemple : T
TOC est un triangle.
Les perpendiculaires a (OT) en O et &
(TC) en C se coupent en I. On note M
le milieu de IT.

o Que dire de MOC ? Démontre ton affir-
mation.
o
I\
3 - La droite des milieux dans le triangle, projection.

Les figures sont sans données numériques et bien que certaines propriétés
soient métriques (BC = 21J), les démonstrations font intervenir des pro-
priétés affines.
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o
Exemple
L M
u
s OURS est un quadrilatére M, I, E, L
E sont les milieux des cétés [0U], [UR],
[RS], et [SO]. Que dire de MIEL. Dé-
¥ montre-le.
4 - Les droites remarquables du triangle.

Les droites sont connues, leurs propriétés ne le sont pas (orthocentre,
centre de gravité). Les démonstrations sont sophistiquées. Elles font in-
tervenir des méthodes difficiles (points de concours) qui sont peu ou pas
réinvesties au collége.

LA PLACE DES TRANSFORMATIONS

Pour la rotation et la translation, il s'agit d'un travail d'initiation,
d'une connaissance de ces transformations par la construction dfimages de
figures et d'étude de figures simples invariantes.

Ces transformations et les symétries vues en 6éme-5&me peuvent éventuelle-
ment intervenir dans des activités de recherche (problémes ouverts) pour
trouver des constructions, mais en aucun cas dans des démonstrations utili-
sant l'aspect ponctuel des transformations (qui est hors programme) comme

- démontrer qu'un point est image d'un autre par une transformation,

- utiliser des points comme intersection d'ensembles transformés.

Exemple : ABC est un triangle isocele de sommet principal A.
O est un point de 1l'axe de symétrie de ABC, (BO) et (AC) se coupent en C',
(CO) et (AB) se coupent en B'.

Démontrer que AB'C' est isocele.

Un tel exercice n'a pas, pour nous, sa place en premier cycle.

Par contre un réinvestissement des symétries vues en 6éme-5éme peut étre
fait

- par utilisation de propriétés simples ("définition", conservations) dans
des démonstrations.

Exemple : un triangle ABO est isocéle en 0. Construis le point, A' symé-
trique de A par rapport a O.
Que dire de ABA'? Démontre-le.

- Par utilisation des axes et centres de symétrie de figures connues, en
particulier les polygdnes réguliers et le cercle : cela permet d'obtenir
rapidement des propriétés de la figure que l'on peut ensuite utiliser pour
des calculs
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Exemple

ABCDEF est un hexagone régulier.

1. donc (AD) est un axe de symétrie.

Donc

(3D} L1 (BF) (d'ol calcul de BH,
HO, FDB...)

BD = DF (d'ou CDF isocéle)

BE = FC

2. O centre de symétrie.

Donc :

BFEC parallélogramme

(d'od BFEC rectangle, calcul
CE....).

AH,

de
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CALCULS D' ELEMENTS METRIQUES

CONDITIONS D'EXPERIMENTATION

Le College .
Collége de Vouneuil-sur-Vienne. Ce collége rural compte 530 éléves ; ces
éléves sont issus pour la plupart de milieux ouvriers.

Les classes

Deux quatriemes de 24 éléves sont concernées.

Ces éléves ont participé au suivi scientifique en 6éme-5&éme sur la tota-
lité des programmes de 6éme-5&me.

L'équipe
Elle est composée de trois professeurs du collége et de l'ex~directeur
d'études de mathématiques du centre de P.E.G.C.

Les contenus

Les contenus du programme ont été répartis en dominantes (nous appelons
dominante un théme fédérateur qui nécessite un apprentissage spécifique).
En quatriéme nous avons retenu les dominantes suivantes :

1)Caicul numérique
Exemples des contenus : fractions, relatifs, puissances.

2) Calculs d'éléments métriques d'une figure
Exemples de contenus : Pythagore, cosinus, sphére...

3) Calcul littéral
Exemples de contenus : équations, conventions d'écritures, priorités
opératoires, distributivité.

4) Parallélisme et orthogonalité ‘ ,
Exemples de contenus :triangle rectangle, réciproque de Pythagore, projec-
tion, médianes.

5) Transformations
Exemples de contenus : translations, rotations, vecteurs....

6) Gestion de données
Exemples de contenus : proportionnalité, application 1linéaire,
statistiques.

7) Manipulation d'inégalités

Exemples de contenus : inégalité triangulaire, relation d'ordre, inéqua-
tions...

L'ordre de présentation de ces dominantes n'est pas important dans le
domaine numérique, certaines peuvent étre coupées en plusieurs parties
afin de ne pas lasser les éléves.
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Présentation des contenus aux éléves - gestion des classes.

La présentation des contenus, la gestion des classes sont élaborées en
fonction des buts gue nous nous sommes fixés

- développer l'autonomie des éléves,
- faire en sorte que chacun atteigne les objectifs, ce gqui nous oblige a
tenir compte de l'hétérogénéité des classes.

Présentation des contenus
Sauf cas contraire, les contenus sont présentés de la maniére suivante :

- Une activité
Pour définir une activité nous avons retenu les critéres suivants :
. 1'énoncé est court (en général) et compris de tous les éleéves,
. la réponse n'est pas évidente,
pour répondre, l'éléve devra
- soit découvrir la connaissance visée,
- soit découvrir ce qu'il faudrait savoir pour résoudre le probléme,
- soit mobiliser les notions antérieures.

Le probléme est riche (plusieurs démarches sont possibles ou (et) plusieurs
solutions sont possibles). L'éléve peut formuler des questions in-
termédiaires (ce qui exclut un recours & un découpage a priori fait par le
professeur) .

- Synthése de l'activité (effectuée collectivement)
formulation des résultats et des démarches par les éleéves,
validation des résultats par la classe et le professeur,
énoncé des objectifs par les éléves en accord avec le professeur.

- Exercices didactiques et auto-tests

- Test

Gestion des classes

Les éléves sont groupés par 4 depuis la sixiéme, ce qui signifie que le
travail est d'abord individuel puis des échanges ont lieu & l'intérieur des
groupes. Ces échanges peuvent revétir plusieurs formes :

- échanges de résultats,
- entraide.

Les groupes_se sont constitués par affinité. Le professeur apporte soit
des aides individuelles soit des aides aux groupes.
Les énoncés des activités et des exercices sont sur fiches.

Avant chaque série d'exercices didactiques, est imposé un contrat composé
d'un certain nombre d'exercices et d'une durée.

Exemple : "les 6 premiers exercices sont obligatoires, durée de la fiche
2 heures.

Cela signifie pour 1'éléve, que ces 6 exercices doivent é&tre faits &
1'issue de ces 2 heures, libre & 1'éléve de s'avancer chez lui.
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A 1'issue des résolutions d'exercices didactiques, nous nous efforcons de
proposer aux éléves des auto-tests portant sur des objectifs purement
techniques pour vérifier si ceux-ci sont atteints. Aucune contrainte n'est
imposée & 1'éléve pour ces auto-tests, il est libre de les faire ou non.

En cas de non atteinte des objectifs, les éléves peuvent consulter un re-
cueil d'exercices supplémentaires auto-correctifs (& faire seul).

A 1'issue du test des groupes de besoin peuvent étre établis : on regroupe
les éléves ayant des difficultés pour un réapprentissage bref (2 ou 3
heures maximum). Cela est permis par les horaires en paralléle.

Matériels utilisés

Outre le matériel classique (instruments de géométrie, calculatrice)
les éléves ont & leur disposition un répertoire ol sont consignés les
résultats vus depuis la 6éme, le répertoire est complété cette année.
(Annexe 1). Il suit l'éléve de la sixidéme a4 la troisiéme.

DEMARCHE EN GEOMETRIE

Introduction

Le programme comporte deux objectifs

- mettre en place des notions nouvelles (théoréme de Pythagore, cosinus,
rotation....)

- mettre en place la démonstration.

L'apprentissage de la démonstration est concomitant 3 l'acquisition des
connaissances. Il faut cependant é&tre conscient que certaines parties du
programme permettent d'assurer au mieux la progressivité de 1l'apprentissage
de la démonstration. C'est ce qui nous a guidés dans le choix de notre
démarche.

Nos éléves ont été familiarisés avec l'explication, l'argumentation* en

cinquiéme : des situations ont fait prendre conscience que les explica-
tions, les preuves ne sont pas toutes du méme type (mesure, vue, lo-
gique...). ‘

En quatriéme il importe de faire comprendre que toute assertion énoncée
{non admise) doit étre non seulement expliquée ou prouvée mais que cette
explication ou cette preuve doit avoir la forme d'une démonstration (cf.
aide “preuves et démonstrations™....). Cela ne signifie pas que l'on re-
jette les autres types d'explications ou preuves fournies ; mais celles-ci
changent de statut ou doivent étre affinées.

Exemple
P A

Le triangle ABC est-il rectangle ?

L'usage de 1l'équerre fournit une preuve ou une explication en 6éme-
5éme, mais ne fournit pas une explication en 4&me.

A
Exemple : 5

Que dire de ABCD 72
D, B

C

*Voir "Géométrie plane en 5éme" : Aire et initiation & la preuve.
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L'usage d'un instrument pour mesurer les cdtés est ici une preuve en 6eme-
Séme. Celle-ci doit é&tre affinée pour devenir une démonstration en 4éme
{(utilisation d'énoncés en particulier Pythagore).

Le passage & la démonstration nécessite une explication du jeu mathématique
qui consiste & :

- distinguer objets physiques et objets idéaux

- analyser les données '

- utiliser des énoncés validés

- appliquer des régles de déduction.

Certains de ces points sont en cours d'acquisition, plus ou moins avancée.
L'analyse des données d'un probléme est nécessaire dés la sixiéme, pour
construire des figures par exemple.

Certains énoncés sont connus : ils le sont en tant qu'objet de
connaissance et en tant qu' outil pour construire et non en tant
qu'outil pour démontrer (cf. R. Douady - Dialectique outil-objet R.D.M.
7.2).Ce qui signifie gue les él&ves ne savent pas nécessairement les ana-
lyser.

Exemple : "un quadrilatre (convexe) qui a deux cbtés paralleéles et de
méme longueur est un parallélogramme".

Cet énoncé sert a démontrer que l'on a des parallélogrammes. Pour pouvoir
s'en servir il faut que l'on ait un quadrilatére, deux cbtés paralleles et
de méme longueur.

Notons que ces énoncés méme rencontrés en 6éme-5&éme doivent étre remémorés
et classés suivant leur usage.

La distinction objet physique, objet idéal n'est pas clairement faite
pour un certain nombre d'éléves. (Le recours. & la mesure, a la vue, est
encore rencontrée). Cette distinction va de pair avec la distinction ma-
thématiques pratiques, mathématiques théoriques. En mathématiques pra-

tiques, %- = 1,66 ; pour déterminer l'hypoténuse d'un triangle rectangle
dont les autres c8tés mesurent 3 et 5 un dessin & l'échelle suffit, et le
triangle 7, 7, 10 est rectangle... En mathématiques théoriques, le

probléme est tout autre.....

Notre démarche en géométrie

Afin d'expliciter au mieux les ré&gles du jeu mathématique et afin de les
faire pratiquer dans des bonnes conditions nous avons choisi la démarche
suivante .

- Calculs d'éléments métriques et utilisation de ces calculs pour dé-
montrer des propriétés.

Ces calculs concernent deux parties du programme :

- théoréme de Pythagore direct

- le cosinus d'un angle.

Cette partie permet d'assurer un palier entre les figures comportant des
données numériques et les figures générales (sans données numériques).
D'autre part, les raisonnements conduisent & des résultats numériques, ils
peuvent donc &tre vérifiés par la mesure. Les raisonnements faux sont
palpables.

- Orthogonalité et parallélisme
Dans cette partie, il s'agit de faire apprendre aux éléves a enchainer les
énoncés (cf. Pour apprendre & démontrer). De tels enchainements ont été
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rencontrés dans les calculs d'éléments métriques, il s'agit de systé-
matiser.

Les parties du programme concernées sont :

* Le triangle, médianes, centre de gravité, hauteurs, bissectrices, tri-
angle rectangle , cercle circonscrit, orthogonalité et parallélisme
(réciproque de Pythagore, projection du milieu..)

- Transformations

Les translations (vecteurs), rotation sont vues en tant qu'objets et non en
tant qu'outils. En particulier l'usage des transformations pour démontrer
peut étre rencontré mais pas systématisé.

~ Manipulation d'inégalités
Cette partie est reliée & ce qui concerne l'inégalité en algébre.







PYTHAGORE

Nous avons décomposé cette partie en 3 séquences :

lére séguence
Savoir utiliser le théoréme de Pythagore.

2éme séquence
Réflexions autour de la démonstration de Pythagore.

3éme séquence
Utilisation du théoréme de Pythagore pour démontrer.
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iéze BEQUENCE
Savoir utiliser le théoréme de Pythagore.

Activité 1
Choisis deux nombres puis trace un triangle rectangle dont les cétés de
l'angle droit ont ces deux nombres pour mesures.

N' y a-t-il pas un moyen de calculer l'hypoténuse lorsque l'on connait les
deux autres cdétés?

OBJECTIFS

Contrat :Exercices obligatoires : 1-2-3-4-6-7-8-9-10-11-12-15-16~17-19-22.
Durée : 4 heures.

Ex 1 :
Le triangle EFG est rectangle en E.
6.5 Calcule FG.
E
M 2 6
3,9 F
L Le triangle KLM est rectangle en L.
////,/—L G Calcule KL.
7
o}
1 Le triangle SOL est rectangle en O.
’ Calcule 1S.
s
]
r
Ex 2 ._
: Ces triangles sont construits sur
! un quadrillage a mailles carrées de
\ cété 1.
! . Poue chacun de ces triangles, donne
bl iy e - la mesure des trois cétés.
[JPi_L+
‘_ N
I R ¢ ¢ !
Ty e T
RIS TR SRS
t ot
Ex 3

ABC est un triangle tel que AB = 6 et BC = 5. Trouve le troisiéme coté.

Ex 4

TAC est un triangle rectangle en T, TC mesure les de TA et

2
3
1l'hypoténuse mesure 6.

Détermine la longueur des deux autres cdtés.
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Ex 5 :

Trace un triangle ABC rectangle en A tel que AB = 5.

Sur la demi-droite [AC) place le point C' tel que AC' soit le double de AC
l'hypoténuse du nouveau triangle rectangle ABC' est-elle le double de
l'hypoténuse du triangle ABC ? Justifie.

Ex 6 :
F EFHG est un carré de cbété 2. Calcule
la mesure de sa diagonale.
G
H
Ex 7 :
g R TRI est un triangle isocéle en T et
TR = 6.
Quelle est la mesure de chacun des
autres cotés.
Ex 8 : 2 ¢
///. R F Une araignée veut se rendre de E & F
AL : ou sommeille une mouche, en restant
: sur la surface du pavé.
] Calcule la longueur du chemin le plus
LQ' _______ S P court,
il AD = AA' = 4 cm, AB = 6 cm
. ’ AE' = 1 cm, CF = 1,5 cm.
A
Haute tour
Ex 9
Quelle taille minimale d'échelle doit
prévoir le malheureux pour délivrer
| Foged profond sa bien-aimée enfermée par un pere
3 e cruel.



Ex 10

A

9m

}
R

D C
Ex 12
B C
t
Af—
1
!
Vo
ML -)G
okt H
Ex 13
100
¢ ,;40 N
C
1
A
60 100
B NA
N 200 m >
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Calcule l'aire du toit de cette mai-
son. Pour couvrir le toit, il faut
prévoir 20 tuiles au m?. Quelle est la
quantité de tuiles & acheter ?

Calcule l'aire et le périmeétre de
chacune de ces figures.

RSTU est un losange, RS = 5 et
SU = 6.

ABCD est un rectangle, AB = 7 et
BD = 8.

MATH est un carré, AH = 8.

Ce cube a pour aréte 4 cm. Calcule
l'aire et le périmétre du triangle
ACG.

Les cbtés [BC] et [ED] sont paral-
léles. Calcule l'aire et le périmétre
de cette piéce (les cb6tés sont en
mm) .

On coupe ce pavé suivant la ligne en
pointillé. Calcule 1l'aire latérale
des deux morceaux obtenus.
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D€ 12 >&-35C
Ex 15 : 4
: ABCD est un rectangle de centre O.
< 0 w (KO) coupe (AB) en I et (J0) coupe
(AD) en L. Calcule le périmétre du
5 quadrilatére IJKL.
A
B
Ex 16 :

Construis deux carrés de cdétés quelconques. Construis, & la régle et au
compas un carré dont l'aire est la somme des aires des deux autres carrés.
Donne ton programme de construction et justifie-le.

Ex 17

: Les diagonales du parallélogramme PARL
mesurent 14 et 9. Calcule son aire et
son périmetre.

Ex 18 :

P

R est un point gquelcongque du demi-

cercle de diamétre [ST]. SRT est un

triangle rectangle en R. Compare

l1'aire hachurée et l'aire du triangle
T RST.

Ex 19

M N MNPS est un carré de cdH6té 1. K est le

milieu de [SP].Le cercle de centre K
1 , et de rayon [KN] coupe en J la demi-
droite [KP) .Calcule les distances KJ,
JM et JN.

/"‘
w3
=+

\
<
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Ex 20 :
¢ Une ficelle a 100 m de 1long. On
1'allonge de 1 m et on la tend au mi-
o lieu comme le montre la figure. A
A B guelle hauteur h se trouve le point
& 100 > c?
Ex 21 :

Construis un triangle OA; A, rectangle isocéle en A; tel que OAq = 1.
Place le point A3 tel que OAp A3 soit un triangle rectangle en A, et
Ay Az = 1.

Calcule OA; et 0OAz .

Construis un segment de longueur V12. Justifie ta construction.







AUTO-TEST

Ex

Ex

Ex

Ex

Ex
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KLM est un triangle rectangle en L,
KM = 17 et LM = 8. Calcule KL.

Calcule l'aire et le périmétre de ce
triangle. Les mailles du réseau sont
des carrés de 1 cm de cdté.

Calcule 1le périmétre et l'aire de
ABCD.

Calcule 1l'aire et 1le périmétre de
chacun de ces triangles.

Calcule le c8té qui manque.
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Analyse a priori des difficultés.
Elles sont de 3 types.

Liées au théoréme de Pythagore lui-méme.

- Reconnaitre les triangles rectangles quelles que soient les positions des
cbtés de l'angle droit par rapport au bord des feuilles.

- Reconnalitre un triangle rectangle dans une figure complexe.

- Formuler le théoréme quelle que soit la dénomination du triangle PQR, TOC
ou ABC. ‘

- Manipuler le symbole V

Lides au contexte démonstratif.
- Repérer les données du texte ou de la figure.
~ S'assurer des requis pour utiliser le théoréme de Pythagore.

— Justifier 1l'angle droit par référence & un énoncé.
- Distinguer valeur exacte et valeur approchée.

Lides au contexte des problemes.
- Mathématiser une situation de la vie courante.

Objectifs
* Connaitre le théoréme de Pythagore.
* Savoir l'utiliser pour calculer des longueurs.

Objectifs secondaires

- Revoir les énoncés sur les triangles et quadrilatéres.

- Analyser ces énoncés pour élaborer un fichier "démonstration”
("comment démontrer gque").

- Justifier une propriété par référence & un énoncé.

- Apprendre 3 écrire données et conclusions d'un probléme.

- Distinguer valeur exacte et valeur approchée.

- Revoir les aires, les périmétres, le pavé.

Utiliser la touche v de la calculatrice.

Déroulement et commentaires.
Les éléves disposent de calculatrices scientifiques.

-~ ACTIVITE : Durée 1h 30 y compris la synthése.

Cette activité vise & faire intérioriser le probléme aux éléves : "il doit
exister une formule permettant de calculer 1l'hypoténuse d'un triangle
connaissant les deux cdtés". v

Le mot hypoténuse est recherché dans le répertoire puis la recherche
s'organise dans les groupes.

Quelques démarches
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- A partir des aires
* Recherche d'une formule algébrigque en calculant l'aire de deux facons :

et
dans ce genre de démarche les éléves

T~ s'interdisent la mesure :

t
t
[}

.ot
~t

* Recherche en mesurant la hauteur, alors, en calculant l'aire du triangle
de 2 facons, le calcul de l'hypoténuse est effectué.
La consigne doit étre alors reprécisée.

- A partir des angles :
Une formule est cherchée a partir des mesures d'angle.

-~ A partir d'un tableau de données :

(Cette méthode est adoptée par tous les éléves aprés qu'ils aient é&ven-
tuellement utilisé les méthodes précédentes). Les éléves relévent pour
chaque triangle les mesures des cdtés et analysent le tableau pour
conjecturer une formule. Différentes formules sont alors trouvées puis
rejetées; un contre-exemple étant fourni. Celles-ci sont parfois compli-
quées, pas toujours facilement rejetées compte tenu des erreurs de mesure.
Dans une classe deux groupes ont conjecturé la formule de Pythagore. Aucun
exemple ne l'infirmant, les groupes ont recours & un dictionnaire pour
vérifier. Dans 1l'autre classe une aide collective est nécessaire pour
découvrir la formule. Le tableau des valeurs des cbétés des triangles
rectangles tracés est dressé. A ce tableau le professeur adjoint les carrés
des cbtés.

a b c puis a a2 b b2 c c2

La formule est alors trouvée.

Lors de la synthése le professeur valide la conjecture tout en précisant
que la recherche précédente ne peut en assurer la véracité. Les éléves
formulent en francais 1l'énoncé.

A la fonction "a quoi peut servir cet énoncé ?" les réponses données sont

- & calculer l'hypoténuse d'un triangle rectangle

- & calculer le cété d'un triangle rectangle

- & calculer la diagonale d'un rectangle

- & calculer la hauteur d'un triangle rectangle (hauteur principale).

Les réponses prouvent que les éléves ont compris l'enjeu de l'activité et
ils n'ont aucun mal & annoncer les objectifs. Leur attention est alors
attirée sur les conditions d'application de 1l'énoncé de Pythagore : il faut
un triangle rectangle. Notons que les éléves doivent rechercher chez eux
qui était Pythagore.

Ce qui est écrit sur le répertoire.

T rTriangle rectangle.

T Enoncé de Pythagore dans le

triangle TRO. Le triangle TRO est
rectangle en R : TR? + ROZ = TOZ.
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Enoncé général :
Dans un triangle rectangle la somme des carrés des cdtés de l'angle droit
est égale au carré de l'hypoténuse.

LES EXERCICES : Durée 4 heures, le contrat est précisé sur leur feuille.
Pour tous les exercices, les éléves doivent préciser le triangle auquel ils
veulent appliquer 1'énoncé de Pythagore et ensuite écrire la formule en
utilisant les lettres de la figure. (Nous avons volontairement varié les
noms des sommets) .

Ex 1 : Les éléves considérent souvent une valeur décimale comme é&tant une
valeur approchée, cet exercice permet de revenir sur cette difficulté.
L'usage de la touche V est expliqué & propos des cas 2 et 3.

Ex 2 : Le premier triangle a pour hypoténuse V32. Il faut & ce propos
préciser

- la notation JEE-(les éléves proposaient 32 J; suivant en cela la cal-
culatrice)

- la nature de VEE’: ce n'est pas un décimal ni une fraction, c'est le
nombre qui multiplié par lui-méme donne 32 et par conséquent c'est la va-
leur exacte de 1l'hypoténuse. La calculatrice permet de donner une valeur
approchée ou un encadrement.

Le triangle 2UT n'étant pas rectangle, il est affirmé que l'on ne peut
calculer ses cbtés !

Ex 4 : Les lettres apparaissent rapidement aprés que les données soient
écrites. Les difficultés sont d'ordre algébrique.

2 2 4 1
* f — ) m =
(3 y) X (3 y) 3 Y
v g2 ¢ 22 40 .2 42 o 2
y*+rgy- = (1 +3) vy, ¥y étant pas vu comme 1 X y<-
Ex 6 : Cet exercice constitue une premi&re approche de la démonstration.

En effet, les éléves utilisent le triangle EFH sans préciser pourquoi ce
triangle est rectangle. Il est alors convenu pour les exercices suivants
qu'avant d'effectuer tout calcul, il faut écrire les données du probléme et
justifier la présence de l'angle droit en utilisant les données et les
énoncés.

Ex 8 : Cette situation a déja été rencontrée en cinquiéme. Il s'agissait
alors de mesurer le plus court chemin sur un dessin de patron en vraie
grandeur ou & 1l'échelle. Cet exercice montre aux é&léves qu'avec
l'utilisation d'énoncés le dessin change de statut, il n'est pas nécessaire
de le faire a 1l'échelle pour trouver le résultat. Cependant il est
indispensable de faire un schéma pour comprendre la situation.

Ex 9 et 10 : Une mathématisation des situations est nécessaire et les
résultats ne peuvent &tre que des valeurs approchées.

Ex 11 : L'utilisation de 1'énoncé de Pythagore n'est pas immédiat dans les
trois cas. Les éléves doivent justifier les étapes de leur raisonnement
(angles, mesures) en utilisant les énoncés connus sur les quadrilatéres.
De telles justifications ont déja été faites oralement en 5éme (voir
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fascicule "Géométrie en 5&me -~ Initiation & la preuve). Une formulation
écrite est maintenant exigée.

Ex 16 : L'énoncé de Pythagore est formulé dans cet exercice dans un autre
cadre : celui des aires. Les éléves ajoutent les aires des deux carrés puis
tentent de tracer le c6té du nouveau carré ce qui n'est pas possible compte
tenu des contraintes. Une aide est nécessaire pour faire le lien avec le
triangle rectangle.

Ex 22 : Cet exercice permet de revenir sur le sens de VE R VE

(V232 = 2.....

Les auto-tests ont &té& utilisés par quelques éléves lors de la préparation
du contrdle.

Tests : deux tests ont été passés & l'issue de cette premiére séquence. Un
seul était prévu, mais les résultats presque décevants par rapport a notre
attente nous ont conduits & rechercher les causes de l'échec. Il est apparu
aprés l'analyse que nous avions une grande responsabilité (voir l'analyse
ci-aprés), aussi a-t-on fait passer aux éléves un second test "isomorphe".

Analyse a posteriori du test n° 1

Ex 1 : Bien souvent les éléves tronguent l'écriture décimale de 3,752
14,0625 est tronqué en 14,06 ou méme en 14, certainement pour ne pas dé-
passer la taille "habituelle"™ des nombres. Cette taille "habituelle" est
due & notre apprentissage méme : n'apprend-on pas a négliger certaines
décimales suivant le contexte ? Ainsi la valeur "exacte" trouvée est V23

( V14 + 9) ou 423,06 (V14,06 + 9 ce qui ne peut é&tre considéré comme
juste.

Cette erreur ne se produit pas pour SRT : La valeur exacte V640 est trou-
vée.

Ex 2 : Généralement nous essayons d'expliciter au maximum le contrat di-
dactique (c'est-a-dire l'ensemble des régles implicites ou explicites qui
régissent les rapports éléves-professeur). Or dans ce texte nous ne l'avons
pas fait. "Que dire du triangle DEC ?" La réponse attendue était "DEC est
isoceéle™.

Or qu'ont répondu les éléves ?

- son aire est ...

- son périmétre est ...

- c'est la moitié du rectangle...

Voici ce que nous a répondu un éléve (note de 1'éleve : 7)

"Ce qu'on peut dire du triangle EDC

- Son aire est la moitié de celle du rectangle ABCD car quand on trace la
hauteur du triangle passant par E coupant le segment [BC] en F on re-
marque que [ED] est la diagonale d'un rectangle AEDF et que comme la dia-
gonale d'un rectangle partage le rectangle en 2 parties égales, l'aire de
EFD est égale 4 l'aire de AEB. Et encore avec la hauteur du triangle EF on
remarque que [EC] est la diagonale du rectangle EBCF et comme encore la
diagonale d'un rectangle partage le rectangle en 2 parties égales.

- EC est le cbté de ce triangle et aussi 1'hypoténuse du triangle EBC.
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~ DE est le cété de ce triangle et aussi 1'hypoténuse du triangle AED.
(Donc que ses cétés [DE] et [EC] sont les hypoténuses des 2 triangles AED
et EBC)."

Ces réponses sont conformes d'ailleurs aux attitudes que l'on veut faire
acquérir par les activités. Des questions ouvertes méme habituelles
doivent donc étre bannies en test.

Les éléves ont perdu énormément de temps avec cette question et n'ont pas
terminé le test.

Nous avons noté cependant des points positifs qui sont confirmés par le
deuxiéme test.

- Les élé&ves savent utiliser 1l'énoncé de Pythagore et la touche vV
- Ils savent écrire les données.

- Beaucoup savent distinguer valeur exacte et valeur approchée.

Ils font un schéma pour raisonner et non un dessin exact.
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TEST n° 1

Ex 1 - Calcule la valeur exacte et une valeur approchée du troisidme coté
du triangle, dans chacun des cas suivants :

B 3 ¢
S "
75 4
8
A R

Ex 2 - ABCD est un rectangle.
Que dire du triangle EDC ? Justifie tes affirmations.
A 4 E 6 B

. D C

Ex 3 - ABC est un triangle tel que AB = 5.

[AH] est la perpendiculaire & (BC), issue de A, et coupe [BC] en H. AH = 3
1

et HC = 5 X HB.

Calcule la valeur exacte de BC et celle de AC.

Justifie tes affirmations.

Calcule l'aire et le périmétre du triangle ABC.
Précise si chacune des valeurs est exacte ou approchée.
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Test n® 1

Nombre d'éléves 42 éléves

Note moyenne : 10,9

15

H ’_] Notes




- 103 -

TEST n° 2.

Ex 1 : Donne la valeur exacte de chacun des cdtés non marqués sur les
dessins.

Quand la valeur exacte n'est pas un nombre décimal, donne une valeur ap-
prochée au dixiéme.

g '

Ex 2 : Pense 3 justifier en citant les propriétés utilisées.
ABCD est un rectangle.

a) Le triangle EBD est-il isocéle en D ?
L'est-il en E 2?2

b) Calcule une valeur approchée de l'aire du triangle EBD.

B 3,5. A B
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Test n° 2

Nombre d'éléves 46 éléves

Note moyenne : 14,8

f_1 } Notes

0 123 45 67 8910 12 14 16 18 20

Remarques : 3 sur 46 utilisent mal 1'énoncé de Pythagore.
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2éme SEQUENCE
Réfléchir sur la démonstration.

Activité

Figure 1
ABC est un triangle rectangle dont
les c6tés mesurent : 3, 4 et 5.

Les quadrilatéres I, II, III sont des
carrés.

Vérifie que l'aire du carré III est
égale & la somme des aires des carrés
I et II.

Qu'est-ce que cela prouve ?

) TOC est un triangle rectangle.

Les quadrilateres I, II, III sont des
carrés.

{(TQ) est paralléle & (0OC)

(RP) est perpendiculaire a (TQ)

PR, X

1l -

m// .
-
>

Peux~tu & l'aide des piéces 1, 2, 3,
4 et II reconstituer le carré III 2
133 Qu'iest-ce que cela prouve ?

Figure 3

Voici comment le président Garfield
(USA 1831 - 1881) a prouvé Ile
théoréme de Pythagore.

I1 s‘'agit de montrer que
aZ? =bpl2+c?

Je place le point D sur la demi-
droite [AC), D & l'extérieur de [AC]
tel que CD = AB.

Puis je trace (ED) perpendiculaire a
(AD) en D, tel que ED = AC.

Le triangle ECD est alors identique
au triangle ABC.

Je dis: "ABED est un trapéze®.
Pourquoi ?
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Je calcule l'aire du trapéze de deux maniéres différentes : l'une en uti-
lisant la formule de l'aire du trapéze, l'autre en faisant la somme des
aires des 3 triangles, puis en comparant les deux résultats je trouve la

relation.
Aire du trapeéze par la formule %‘X (ctb) x (c+b)
1 2 2
= E'x (cc +2 X b X ¢ + b?)
Aire du trapéze par les triangles Aire de ABC = % Xb x ¢
. 1
Aire de CDE = E X b X ¢
. 1 2
Aire de BCE = 5 X a

car le triangle BCE est rectangle
et isocéle.
Pourquoi ?

1 1
Aire du trapéze : . %—xbxc+5—beC+'2-Xa2

Je compare les deux facons

1 2 ) 1 1 1.,
a—— . — 4 - + —
> X (cc+ 2 X b X c + b%) > X b X c > X b X c > X a
1 2

= 5- X (b XxXc+bxc + a
¢?2 +2xbxec + b = bxc + bxc + a°

= 2 XbXc + a2

c?+b? = a?

As-tu compris ?
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OBJECTIFS

Cette séquence vise a faire distinguer différents types d'explication :
3 exemples d'explications sont fournies

* 1 exemple numérique

* 1 découpage

* une démonstration.

Ce que nous voulons montrer

* Un exemple numérique ne suffit pas & démontrer une généralité, un
contre-exemple 3 ce propos doit étre mentionné.

Contre-exemple possible

Peut-on en déduire que tous les nombres ayant O comme chiffre des unités
sont multiples de 3 sous prétexte que 30 l'est.

* Un découpage peut étre une preuve (on est convaincu) mais il peut y avoir
des doutes. La aussi un contre-exemple est nécessaire. La preuve est
externe a la figure.

* Une démonstration est une explication interne qui est constituée de
données et d'énoncés enchainés logiquement.

Durée ! 2 B (y compris la synthése)

Déroulement

L'objectif est de réfléchir sur le statut des preuves.

Le dossier est distribué aux éléves. Ils doivent lire et discuter de ces 3
preuves. Le professeur n'intervient que pour apporter une information sur
les textes ou expliquer une partie d'un texte (par exemple la 3&me partie).
La synthése n'est faite que lorsque les éléves ont terminé les activités I
et II et réfléchi sur la partie III.

Pour la partie 1.

Le professeur doit préciser aux éléves le sens de la question posée. Ils ne
comprennent pas ce que l'on attend d'eux, pour eux il n'y a pas de
probleéeme, le résultat est normal car ils utilisent déja l1'énoncé de Py-
thagore. (Voir partie 1 du travail).

Le professeur rappelle que lors de lfactivité 1 sur Pythagore, ils avaient
fait différents dessins, des mesures et dégagé une propriété qui semblait
vraie pour tous les triangles. Lors de la synthése, c'est le professeur qui
a validé cette propriété en disant : “cette propriété semble vraie, rien ne
le prouve pour le moment, mais moi je vous dis qu'elle est vraie".

Le professeur annonce que le but de cette activité 2 est d'étudier diffé-
rentes facons de prouver que l'énoncé de Pythagore est bien vrai.

"Pour chacune de ces 3 parties, a~t-on une preuve dans le cas général et
pourquoi®?

Synthése

Partie 1. Les éléves comprennent bien que l'on prouve que l'aire du
carré III est égale & la somme des aires des carrés I et II. A
la question "est-ce que cet exercice prouve que la relation est toujours
vraie ?" les éléves répondent non car les 3 mesures sont particuliéres, on
est seulement sGr que la relation existe dans ce cas particulier.

Partie 2. Ici on n'a pas de mesures pour les cétés, le puzzle semble
donc réalisable pour n'importe quel triangle rectangle et les éléves
pensent que ce découpage constitue une preuve.
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Le découpage (2) est alors proposé:

Consigne

Cette figure est un carré. Pourquoi ?

Découpe les quatre piéces, peux-tu a l'aide de ces quatre piéces former un
vrail rectangle (autre que ce carré) ?

Calcule les aires de ce carré et du rectangle.

Explique le résultat.

Aprés calcul des aires, ils reviennent sur leur affirmation au sujet du
découpage. Le professeur fait remarquer qu'il ne faut pas pour cela bannir
tout découpage, il peut aider & conjecturer, mais ne peut constituer une
preuve irréfutable.

Partie 3. La démonstration est reprise avec les éléves pour préciser
certains points et expliquer des passages. La démonstration photocopiée sur
transparent, est projetée & l'aide du rétroprojecteur.

Le professeur s'assure que les éleves ont bien compris le but :

"montrer que le carré de 1'hypoténuse d'un triangle rectangle est égal & la
somme des carrés des cdtés de l'angle droit".

Les éléves Jjustifient l'existence du trapéze en disant que (BA) et (ED)
sont deux droites perpendiculaires & (AD). Pourtant 1l'énoncé "deux droites
perpendiculaires & une méme troisiéme sont paralléles entre elles™ n'a

jamais été validé.

Le passage (c + b) x (c + b) = (2 + 2x b x c + b?) est expliqué par
le professeur. Les éléves connailssent la propriété k(a + b) = ka + kb mais
la double distributivité, méme si elle a déja été rencontrée n'a jamais été
étudiée. Un changement de variable est fait et 1'égalité est ainsi prouvée.
Le fait que BCE soit un triangle rectangle en C est justifié par les
éléves.

* les triangles ABC et CED ont mémes mesures

* la somme des angles d'un triangle est 180°

* la somme des angles BCA et ECD est 90°

* 1'angle ACD vaut 180°

* l'angle BCE vaut 90° par différence.

Les éleves utilisent implicitement des cas d'égalité des triangles.

Aprés l'explication de cette 3éme partie, la question est alors posée aux
éléves. "Parmi ces 3 preuves, laquelle nous permet d'étre sdrs de la véra-
cité de 1l’énoncé de Pythagore dans le cas général ?

Les éléves semblent bien comprendre la différence entre ces 3 types de
preuves. Le professeur insiste sur le fait gque la 3éme ne fait intervenir
ni mesure, ni découpage. Elle s'appuie seulement sur des propriétés in-
ternes a la figure, et chague étape peut étre justifiée par une propriété
connue.
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3éme SEQUENCE.
Savoir utiliser 1'énoncé de Pythagore pour démontrer.

OBJECTIFS :

Contrat : Les exercices 1 & 7 sont obligatoires.
Temps : Nous consacrerons 7 heures en classe a ce travail.

A
Ex 1 :

PAF est-il isocéle ?

Que dire du point O 2

Ex 3

Y80 Que dire de ECOL ?

EX 4 :

[AB] est un segment de longueur 7 cm. I est son milieu. C est un point de
la médiatrice de [AB] tel que CI = 6 cm.

Que dire de ABC ?

Ex 5 :
ABCD est un rectangle tel que AB = 5 et AC = 7. Construis-le.
Qu'en penses-tu ?

Ex 6 :

[AB] est segment de longueur 8 cm et de milieu O.

(A) est la perpendiculaire & [AB] en 0. Sur (A), place un point M 3 5 cm de
B. Place un point N tel que
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. N soit un point de (A)

N ne soit pas sur la demi-droite [OM) et,
. NO = 3 cm
Que penses-~tu du quadrilatére ANBM ?

Ex 7 1 6,8 J
X 5
X IJKL est-il un trapéze isocéle ?
!
0
L 15,8 K
Ex 8 A 4 B
i ABHC est un rectangle.
L 10 I5 . EH = 6 cm
: . BD = 10 cm
' . AB = 4 cm
‘ Que dire de ABCD ?
D C H
Objectifs

- Savoir utiliser l'énoncé de Pythagore pour démontrer.

Objectifs secondaires

- Distinguer objet physique et objet idéal.

- Repérer données et conclusion dans un texte.

- Apprendre & raisonner par conditions suffisantes.

- Analyser les énoncés en s'aidant d'un organigramme.

- Utiliser l'organigramme pour apprendre a démontrer.
- Remplir le fichier démonstration.

Choix de la situation

- Les figures comportent des données numériques.

- Le calcul des éléments montre que la vue, la mesure ne sont pas fiables.
- Les situations permettent de revoir des énoncés (connus en tant gu'obijet
ou outil pour construire et non en tant qu'outil pour démontrer.)

Durée : 7 h.

Déroulement et commentaires

Ce dossier est donné aux éléves & la suite de la 2&éme séquence.
Ils énoncent donc "l'objectif™ "je dois savoir démontrer en utilisant
1l'énoncé de Pythagore'" et le notent sur le dossier.

Pour chacun de ces exercices, les éléves doivent écrire les données du
texte, la conclusion et éventuellement faire un dessin. Puis une analyse
ascendante du probléme est menée grice & un questionnement du type "comment
démontrer que ....?".

Le professeur intervient alors pour valider les énoncés : il s'agit ici de
les analyser pour pouvoilir les utiliser dans une démonstration.

Tout au long de cette séguence, les éléves mettent en place et complétent
une série de fiches "comment démontrer que" (voir annexe 1) : chaque énoncé
est noté au moment ol il est rencontré dans une démonstration et son

N

fonctionnement est expliqué & l'aide d'un organigramme.
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Ex 1
Les énoncés abordés sont :
- Comment démontrer qu'un triangle est isocéle ?
* en montrant qu'il a 2 cbtés de méme mesure.
—~ Comment montrer gue 2 distances sont égales ?
* en calculant.
- Comment calculer une distance ?
* en utilisant 1'énoncé de Pythagore.

Ces 3 fiches sont alors commencées et les énoncés notés. Les éléves font
ensuite les calculs nécessaires pour vérifier si le triangle est isocéle et
si oui pour quels cétés. Ensuite, ils rédigent 1l'exercice en notant
1%énoncé utilisé.

A ce stade, aucune forme précise n'est exigée pour la rédaction, il est
seulement demandé de noter l'énoncé de Pythagore, de dire dans quel tri-
angle rectangle on travaille et de détailler les calculs. Le travail ef-
fectué lors de la lére partie est réinvesti et complété.

Ex 2 :
Une nouvelle fiche est commencée : (avec l'énoncé correspondant).

"Comment démontrer qu'un point est milieu d'un segment"?

* En montrant qu’il est sur le segment et a égale distance des 2
extrémités.

Les éleves effectuent ensuite les calculs et rédigent l'exercice cette
rédaction est corrigée par le professeur comme exercice d'essai.

Ex 3 :

Pour cet exercice, deux méthodes sont utilisables.

Les éléves connaissent de nombreux énoncés concernant le parallélogramme ;
le professeur demande de sélectionner les énoncés qui pourront étre
utilisés compte tenu des données de liexercice.

La fiche "Comment démontrer gqu’un quadrilatére est un parallélogramme?" est
élaborée, les 2 énoncés sont notés.

Pour chaque méthode, l'analyse et la réalisation de l'exercice est menée
par un organigramme {(du bas vers le haut).

Exemple : en montrant que ECOL a 2 c¢6tés a4 la fols paralléles et de méme
mesure.

L'organigramme est scindé en 3 parties.

- Comment montrer que ECOL est un parallélogramme °?

EC = LO (EC} // (LO)
Y

Un quadrilatére gui a 2 cdtés a la
fois paralléles et de méme mesure
est un parallélogramme.

ECOL parallélogramme.
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- Comment montrer que EC = LO

? : utilisation de 1l'énoncé de Pythagore dans
triangle ECL rectangle en C pour le calcul de EC.
[0 - 8| lEo) Lewn] e - 1 cL = V80
ECL triangle
rectangle en C
. g
Dans un

triangle rectangle le carré
de l'hypoténuse est égal a la somme
des carrés des 2 autres codtés.

Comment montrer que 2

droites sont paralléles ?

Une nouvelle fiche est faite avec 1l'énoncé et l'organigramme de l'exercice est fait.

(EC) L (CL)I l (cL L (LD)!

£
Deux droltes perpendiculaires & une méme
troisiéme sont paralléles entre elles

7

(EC) (LO}

Le professeur montre alors au rétroprojecteur que ces 3 petits organigrammes se
complétent pour obtenir la résolution de l'exercice.

le
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LO = 8 L(EC).L {cL) lEL = E {SJ = \/567 EEC).L (CL)‘ lEL) L (LO)[

I

ECL triangle
rectangle en C

ans un triangle rectangle Deux droites perpendiculaires

> : 4 une méme troisiéme droite
égal a4 la somme des carreés sont paralléles entre elles

des 2 autres fiiii;~“"”“w“4

(EC) // (L)

/

Un quadrilatére qui a 2 cdtés a la
fois paralléles et de méme mesure est
un parallélogramme.

!
ECOL parallélogramme.

Cet organigramme est alors utilisé pour effectuer la rédaction de
l'exercice.

L'organigramme ayant 3 parties, la rédaction comportera 3 paragraphes,
chaque paragraphe comportant ce que l'on sait, l'énoncé utilisé et ce que
l'on déduit. Par exemple

"on sait que (EC) (CL) et que (CL) (LO), or deux droites perpendiculaires
a4 une méme 3éme droite sont paralléles entre elles donc (EC) // (LO)".

La rédaction est alors dite oralement puis rédigée par écrit a la maison.
Le méme travail permet de trouver l'organigramme de la démonstration fai-
sant intervenir les cétés opposés isométriques.

Ex 4 : Le triangle ABC peut étre isocéle et méme équilatéral.
Pour démontrer que les 2 distances CA et CB sont égales, deux méthodes sont
possibles. La fiche "comment montrer que 2 distances sont égales” est

alors complétée

1) en calculant (déja marqué)
2) en utilisant la médiatrice d'un segment.

L'énoncé sur la médiatrice est explicité. Les élédves peuvent alors faire
l'organigramme pour démontrer que le triangle est isoccéle en C.

La question "est-il équilatéral 7" est alors posée et la fiche "comment
montrer qu'un triangle est équilatéral” est commencée.

Les éléves font facilement les calculs nécessaires et en déduisent qu'il
n‘est pas équilatéral.

Cet exercice est rédigé & la maison..
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BEx 5 : Sur le dessin & l'échelle ce rectangle semble carré. La question
est alors posée et les éléves proposent de nombreux énoncés pour montrer
qu'un quadrilatére est un carré, liénoncé qui peut é&tre utilisé ici étant
moins bien connu gque dfautres.

Pour calculer BC, il est nécessaire de montrer que le triangle ABC est
rectangle en B.

Deux nouvelles fiches sont élaborées.

"Comment montrer gquiun quadrilatére est un carré ?".

*en montrant que c'est un rectangle qui a 2 cb8tés consécutifs isomé-
trigues.

"Comment montrer que deux droites sont perpendiculaires ?7.

*en utilisant les angles d'un rectangle.

Les calculs faits sans probléme donnent un résultat surprenant, le qua-
drilatére semblant carré. Cet exercice permet donc de montrer une fois de
plus que la mesure ne suffit pas, seul le calcul peut amener ici une cer-
titude. Les éléves ne disent plus maintenant "il est presque carré’” ou "pas
tout a fait carré”. Les notions diobjet physique et d'objet idéal semblent
se mettre en place progressivement.

Ex & : Les deux méthodes utilisables pour montrer que le quadrilatére est
un losange sont données par les éléves
* en montrant que les 4 cétés sont isométriques,

* en montrant que les diagonales sont perpendiculaires et de méme milieu.
Les énoncés sont notés sur la fiche "comment montrer qu'un quadrilatére
- est un losange™.

Un autre énoncé est nécessalre pour calculer les distances OA et OB en
utilisant le milieu O de [AB]. La fiche "comment calculer une longueur” est
complétée par un deuxiéme énoncé

¥ en vtilisant le milieu d'un segment.

Les éléves choisissent lt'une ou l'autre des méthodes pour la démonstration
et élaborent l'organigramme. Certains ont besoin d'aide car 1l'organigramme
comporte beaucoup d'étapes. La difficulté réside plus dans l'organisation
matérielle de l'organigramme que dans le raisonnement.

Ex 7 : Pour démontrer que ABCD est un parallélogramme, 1l'énoncé a déja été
rencontré, les éléves consultent leurs fiches et commencent la recherche.
Un autre énoncé est nécessaire pour montrer que CH = 4.

La fiche "comment montrer que 2 distances sont égales" est complétée par:

~ en utilisant les cétés opposés d'un rectangle.

L'exercice est alors recherché individuellement, le professeur intervenant
pour aider certains éléves & organiser leur travail.

Il est 3 noter gue pour des éléves qui débutent l'apprentissage de la dé-
monstration, cet exercice comporte comme lfexercice 6, de nombreuses
étapes.
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Test n° 3

ABCD est un rectangle.
4,8 6 Le triangle BDE est-il isoceéle ?
Justifie ta réponse.

E

. 3.6

& e
(Tu écriras les données, la conclusion, l'organigramme n'utilisant que
des énoncés des fiches, la rédaction).
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Test n® 3

Nombre d"éléves Note moyenne 14,2

47 éléves.

o123 4 6 '8 10 12 14 16 18 20
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CONCLUSION

A 1l'issue de cette troisiéme partie, il nous semble que les él&ves :

- distinguent correctement les objets physiques et les objets idéaux,

- ont compris les reégles du jeu : les données et les énoncés doivent
“s'enchainer™,

- ont compris qu'une démonstration peut se décomposer en morceaux et qu'il
‘suffit d'étudier morceau par morceau.

Des erreurs d'apprentissage ont lieu et sont nécessaires :
- mauvais choix de l'énoncé (celui-ci est alors réanalysé par l'éléve),
~ Y“cercle vicieux".
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COSINUS D'UN ANGLE
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Activité

Trace des triangles rectangles dont un des angles mesure 60° ou 66° ou 53°
ou 76° ou 41° ou 26° (une mesure par groupe).

Outre l'angle, ces triangles ont des points communs, lesquels ?

OBJECTIFS

Contrat : Exercices obligatoires :1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 12, 13, 14,
15, 16.
Devoir a la maison : 10 et 17.

Durée : 4 heures en classe.
Ex 1 : Trouve une valeur approchée a 1° prés de chacun des angles de ces
triangles.
I R )
P
. 8,1 10,8
4
B A
Ex 2 : A l'aide de la calculatrice, trouve une valeur exacte si possible

ou une valeur approchée au centiéme de cos 35° cos 60° cos 20° cos 88°,
cos 27°.

Fa)
>

Ex 3 : Donne un encadrement a un degré prés de l'angle x dans chacun des

cas suivants : cos x = 0,73, cos x = 0,12, cos x = 0,5.

Ex 4 : Dans le devoir d'Héléne, le professeur a relevé ces 3 erreurs, ex-
plique-les.

a)

0

——

¢} Dans le triangle ABC rectangle en B, on a cos BAC = 1,2.
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Ex 5 : Calcule les c6tés et angles qul manguent pour chacun de ces tri-
angles.
Précise si les valeurs sont exactes ou approchées.

S M

T

~

Ex 6 : Sans chercher un encadrement de K et sans utiliser ton rapporteur,

———

construis un triangle IJK tel que cos IKJ = 0,42. Donne ton programme de
construction et Jjustifie-le.

Ex 7 : Construis un triangle rectangle dont un cbété de 1l'angle droit me-
sure 2,6 et l'hypoténuse 4,7. Construis un autre triangle rectangle dont un
cbté de l'angle droit mesure 2,1 et l1'hypoténuse 3,8.

Ces deux triangles ont-ils les mémes angles ? Justifie ta réponse.

Ex 8
P 7 A Calcule wune valeur approchée au
50° dixiéme de l'aire de ce parallélo-
gramme .
3
R
L
Ex 9
P
rd
7/
P On s'est placé a3 30 m d'un chateau
s d'eau HT que l'on voit sous un angle
/’ ’ de 40°.
P Trouve la hauteur du chlteau d'eau &
pid 50 cm pres.
1407
1,5m 3 {

gf————— 30m -——-———-—)T
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Ex 10 :

Un géométre veut mesurer la distance
gui le sépare d'un point inacces-
sible, par exemple la croix C qui
est plantée sur 1'ile qu'il voit

au loin.

Muni de son goniométre, il se place
en un point A du rivage et parcourt
45 m dans la direction perpendicu-
laire & (AC). Il arrive en B et dé-
termine par une nouvelle visée

———
l*angle ABC, il trouve 75°.
A quelle distance se trouve la croix?

Trouve les trois valeurs qui man-
quent .

Pour les exercices 12 a 16, tu prouveras avec précision tes af-
firmations.

Ex 12
Que peux-tu dire du triangle TOC ?
Justifie.
0] C
Ex 13
A B
60° Que dire du quadrilatére ABCD ? Jus-
tifie.
7
D d ¢

3,5
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Ex 14
A B (a,) Les droites (D1) et (D2) sont paral-
- léles, BH = 3, AC = 4,2 et HBE = 45°.
5o ABEC est-il parallélogramme ?
4,2 3
-t (d,)
c E H

Ex 15
Calcule l'aire et le périmétre de ce
triangle isocéle. Précise si les va-
leurs sont exactes ou approchées.

I
Ex 16
A
3 . ‘o
ABCD est-il un losange ? Justifie.
o
c 36 4 B
D
Ex 17 : Sur la route de Bonnes, tu as slrement vu le panneau

Q

gnifie que la route a une pente de 10 %.
Sur une route dont la pente est de 10 %, la dénivellation est de

10 m pour un déplacement horizontal de 100 m. A,/’///”///’:}
0

100
a) Une route est dans un plan gqui fait un angle de 15° avec un plan

horizontal et sur une autre on a ce panneau :
Quelle route est la plus pentue ? A

b) Que signifie "une route a une pente de 100 %" ?

c) Sur les pistes d'une station de ski, on peut lire

Teleski de la Pointe
altitude de départ 2 875 m
altitude d'arrivée 3 175 m
longueur de la piste 700 m.

Calcule la pente de la piste et l'angle de la piste avec l'horizontale.
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AUTO-FHST.
D
Ex 1 :
Calcule les longueurs de tous les
segments de cette figure.
>3 C Dis si les valeurs sont exactes ou
approchées.
A .
0
140
B

Bx 2
O est le milieu de [DB], OC = 6,
DBA = 45° et COB = 60°.
Calcule 1l'aire et le périmétre de
cette figure.

Ex 3 :

MNP est un triangle rectangle en M, MN = 7 et MP = 24.

Donne un encadrement a un degré prés de la mesure de N.

Calcule les cb6tés et angles qui man-
quent.

Précise si ces valeurs sont exactes
ou approchées.

Ex 5 : LOSA est un losange de 30 cm de périmétre et tel que LS = 12 cm.

Donne un encadrement de la valeur de l'angle ALO et calcule l'aire du lo-
sange.

Prouve avec précision tes affirmations.
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Nos choix

Le cosinus peut &tre vu comme :

- un rapport de projection orthogonale,

- un moyen pour calculer des angles connaissant des longueurs et inverse-
ment .

Autrement dit le cosinus peut &tre un moyen pour initier 4 1l'énoncé de Tha-
les ou & la trigonométrie.

("La trigonométrie plane étudie les relations qui existent entre les cdtés
et les lignes trigonométriques des angles de polygénes plans, en particu-
lier de triangles™ Taton - Histoire du calcul).

Notre point de vue est de privilégier 1l'aspect trigonométrigue du cosinus :
l'essentiel est de faire comprendre qu'il existe une relation entre des
longueurs et des angles.

Notre démarche se déroule en trois phases :

- découverte du cosinus,

- utilisation du "cosinus®™ pour calculer,

- utilisation du "cosinus" pour démontrer.

Objectifs

- Calculer le cosinus d'un angle et donner la valeur de cet angle dans un
triangle rectangle.

- Calculer une distance connaissant le cosinus d'un angle dans un triangle
rectangle.

Objectifs secondaires

- Utiliser la calculatrice pour trouver la valeur approchée d'un cosinus ou
d'un angle (cos et Inv cos ).

- Rechercher les éléments manquant dans un triangle rectangle : angles et
cotés.

- Réinvestir 1'énoncé de Pythagore.

- Poursuivre l'apprentissage de la formulation d'une démonstration.

SITUATION DANS LE DTEMPS
Aprés un travail sur le calcul littéral, au mois de février.

Déroulement et commentaires

Activité : Durée 1 heure.

Les six groupes de la classe travaillent & partir d'un angle différent. Ils
dessinent différents triangles ayant l'angle choisi et observent.

Voici les principales remarques énoncées.

~ Les triangles ont les mémes angles (remarque Jjustifiée par la somme des
angles d'un triangle).

~ On peut utiliser l'énoncé de Pythagore car les triangles sont rectangles.
- Les triangles ont la méme forme.

- Les proportions sont gardées, les dessins semblent &tre "a l1l'échelle".

~ Des éléves réalisent ces dessins pour montrer la proportionnalité entre
les cOtés correspondants des différents triangles (le mot
"proportionnalité" n'est pas prononcé).
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(1) (2)

Pour le premier dessin, le parallélisme des hypoténuses est prouvé orale-
ment par l'égalité des angles correspondants (énoncé qui n'a pourtant pas
été institutionnalisé en S5éme) .

Dans le deuxiéme dessin, le parallélisme est prouvé oralement par les
droites perpendiculaires & une méme troisiéme droite.

Dans le groupe qui avait des triangles avec un angle de 60°, les éléves re-
marquent que le cbté de l'angle droit qui est un cété de l'angle de 60° me-
sure environ la moitié de l'hypoténuse et ceci pour tous les triangles tra-
cés. Le professeur demande de poursuivre l'étude en choisissant un autre
angle parmi les six cités dans l'activité pour voir si la remarque reste la
méme .

Dans les autres groupes, pour trouver une relation entre les cbtés les dé-
marches le plus souvent utilisés sont

- somme, différence, produit des mesures des cotés,

- quotient des mesures (qui vient en dernier).

Lors de la synthése, les dessins (1) et (2) sont projetés au rétroprojec-
teur et commentés par les auteurs. Les éleves du groupe
gui avait un angle de 60° énoncent leur remarque interprétée par eux par

Cette remarque fait renaitre la curiosité et la recherche dans les
différents groupes.
Les résultats des groupes sont organisés en tableau.

Angles ’ 20°

41°
Valeur de 0,9 0,7 0,6 0,5 0,4 0,25
a
b

Un éléve remarque aussitdt que plus l'angle est grand, plus le rapport est
petit.

Le professeur valide donc le fait que ce rapport est une caractéristique
de l'angle appelée cosinus. Un angle est caractérisé par sa mesure et par
son cosinus.

Le lien est alors fait avec la calculatrice ou les touches Cos et INV
Cos sont utilisées. A cette occasion, les éléves vérifient les résultats
trouvés dans le tableau. Il est fait remarquer que toutes les valeurs trou-
vées sont approchées, sauf celle de cosinus 60°.

Ainsi se dégage que le Cosinus d'un angle peut &tre trouvé,
- avec la calculatrice,
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- avec un triangle rectangle (on fait le rapport du cé6té adjacent & 1l'angle
et de 1l'hypoténuse).

Le professeur demande alors
- & quoi peut servir cette nouvelle notion ?
- quelles sont les données minimales que 1l'on doit connaitre dans un tri-

angle rectangle pour pouvolr en déduire les angles et les cdtés ?
Le lien est alors fait avec l'énoncé de Pythagore.

Ce gqgui a &té noté sur le répertoire
C cosinus d'un angle aigu.

Dans le triangle TRI rectangle en I :

-~ TI -~ RI
T == R = = |
Cos TR Cos TR

T = I
Les objectifs sont formulés par les éléves et notés sur le dossier.

Je dois savoir:

- utiliser la calculatrice pour trouver le cosinus d'un angle et un angle
dont on connait le cosinus.

< Calculer un c6té ou un angle d'un triangle rectangle lorsque je connais
deux cbtés ou un cbté et un angle.

* Exercices : Durée 4 heures.

Les exercices de 1 & 11 sont des exercices d'application directe du cours.
Ils mettent aussi en oeuvre
- la calculatrice (touches |Cos| et [Inv Cos | ),
- l¥énoncé de Pythagore,

~ la somme des angles d'un triangle,

- wvaleurs exactes et approchées.

Quelgues erreurs de notation sont faites au ler exercice, erreurs dues &

l'utilisation de la calculatrice. Ainsi cos 35° était noté 35° cos et Inv
4 4

cos g = 63° pour Cos F = 5 donc F =63°.

La question c) de l'exercice 4 permet de préciser la valeur extréme du co-

sinus d'un angle aigu. Les éléves ne sont d'ailleurs pas étonnés, ils ont

expliqué que c'étalt normal car dans un triangle rectangle les cbtés de

l'angle droit sont toujours de mesure inférieure & celle de l'hypoténuse.

A l'exercice 5, une difficulté liée au calcul est introduite

o~

-~ IK , .
trouver IK lorsque l'on connait I, IS et Cos I = ==, difficulté accrue pour

18’
. ”~ AT ~
l'autre triangle avec cos T = ;ﬁ lorsque T et AT sont connus.

Le probléme est résolu par recours au sens des opérations.
Pour la majorité des éleves, l'exercice 6 n'est pas résolu spontanément.

Le professeur doit rappeler ltactivité ol l'on a tracé de nombreux tri-
angles rectangles ayant méme angles donc méme cosinus , et engager les

éléves 3 tracer un croquis du triangle et & écrire le cosinus de IJK comme
rapport de deux cbtés du triangle.

Les notions dfobijet physique et objet idéal, de valeur exacte et valeur ap-
prochée sont revus avec l'exercice 7. En effet les cosinus ne sont diffé-
rents qu'ad partir du millieme.
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L'exercice 9 exige la mathématisation de la situation, le triangle rec-
tangle utile n'était pas tracé sur le dessin.

L'exercice 11 pose plus de difficultés surtout pour obtenir les valeurs
exactes de AD et de DE. En effet, dans leur majorité, les éléves calculent

une valeur approchée de l'angle A en travaillant dans le triangle ABC et en
déduisent une valeur approchée de AD et de DE par l'utilisation du cosinus

de l'angle A dans le triangle ADE. Le professeur doit apporter une aide en
demandant de donner des valeurs exactes (ce qui suffit pour certains

groupes) et de ne pas calculer le cosinus de A
Les exercices 12 & 17 sont des exercices d'initiation & la démonstra-—

tion. Le fichier “comment démontrer gque® est complété au fil des exercices
et de nouveaux énoncés sont analysés et institutionnalisés.

Ainsi, avec lfexercice n° 12, on compléte les fiches

-~ Comment démontrer qu'un triangle est équilatéral,
* en montrant gqu’'il a 3 angles de 60°.

- Comment trouver un angle
en calculant son cosinus dans un triangle rectangle,
* en utilisant la somme des angles d'un triangle.

S

Ces fiches ainsi complétées, les éléves cherchent individuellement
l'organigramme. La rédaction est faite & la maison et vérifiée en classe.

Pour cet exercice, quelques éléves ont fait la démonstration en montrant
que les 3 cdtés étaient égaux. Ce raisonnement correct ne peut aboutir,
seules des valeurs approchées pour les mesures des cdétés sont obtenues.

Pour l'exercice 13 on compléte la fiche -
"Comment démontrer qu'un quadrilatére est un rectangle”,
- En montrant qu'il a 3 angles droits.

Les autres énoncés nécessaires d la démonstration sont déjd connus et notés
sur les fiches.

A l'exercice 14 le cété BE est calculé en utilisant le cos B dans le tri-
angle rectangle BEH. L'organigramme n‘est pas fait pour cet exercice, seule
une courte rédaction est demandée, l'organigramme ne se prétant pas & ce
genre d'exercice.

A l'exercice 15 la symétrie orthogonale est réinvestie.

La fiche

"comment démontrer que deux droites sont perpendiculaires" est complétée,
~ en utilisant la médiatrice d’'un segment.

Une nouvelle fiche est élaborée
"comment démontrer qu'une droite est médiatrice d'un segment",
- en montrant gu'elle est axe de symétrie d'un triangle isoceéle.

Les calculs pour trouver les valeurs de la hauteur et de IS ne présentent
pas de difficulté, mais une aide est nécessaire pour la réalisation de
l'organigramme. Les étapes sont nombreuses et souvent les éléves négligent
la justification d'étapes qui leurs semblent évidentes. Les erreurs faites
sont plus des omissions que des fautes de raisonnement.
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TEST

3,9 A 1'aide d'un calcul, donne un enca-

; drement des angles T et I & un degré
R 5,2 T preés.

A l'aide d'un calcul, donne une va-
leur approchée au centiéme de AC.

A l'aide d'un calcul, donne une va-
leur approchée au dixiéme de RS.

Calcule la valeur exacte de AD.

Pour cet exercice, écris les
a 3 B données et la conclusion, fais
un organigramme et la rédaction.

ABCD est un rectangle tel que AB = 3

——

et ABD = 60°

H est le point de [DC] tel que
DH = 6.

Que dire de BDH ? Prouve-le.
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10

TEST - Cosinus

Nombre d'éléves

44 éléves

Moyenne : 12

1

!

11

13
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SPHERE
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Activité n° 1
Recherche le patron d'une sphére.

Activité n° 2

Une sphére a 5 cm de rayon. On coupe une calotte sphérique d'épaisseur 1 cm
4 l'aide d'un "tranchoir®.

Dessine, en vraie grandeur, la section obtenue.

Activité n° 3

Les dessins suivants t'expliquent comment construire une sphére.

Construis une sphére de rayon 5 cm avec trois disques (tu utiliseras du
carton souple) réguliérement espacés.

| |

OBJECTIFS :

Contrat :tous les exercices sont obligatoires sauf 2c. Durée 2 heures

Ex 1 :
On coupe une sphére de rayon R par un plan perpendiculaire & un rayon et

4 \ :
aux g du rayon a partir du centre.

Calcule le rayon du cercle d'intersection en fonction de R.

Ex 2 :

a) Recherche dans un dictionnaire ce qu'on appelle "latitude d'un lieu"™ sur
la surface de la Terre et ce qu'est un "parallé&le". .

Quelle est la longueur d'un paralléle qui correspond & une latitude de 45°
? de 30° 72

b) Recherche dans un dictionnaire ce qu'on appelle "longitude d'un lieu”
sur la surface terrestre et ce gu'est un "méridien”.

Deux villes sont situdes & la méme latitude 40° Nord, l'une a pour
longitude 30° OQuest et l'autre 25° Est.

Quelle distance sépare ces deux villes & la surface de la terre si l'on
suit un paralléle ?

¢) Est-ce la plus courte distance entre ces deux villes sur la surface de
la terrxe ?

Un avion relie ces deux villes en suivant le trajet le plus court, quelle

distance parcourra-t-il ?
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Ex 3 :

Une boite cylindrique sans rebord contient trois balles de tennis qui, sans

étre serrées, ne peuvent bouger.
Dessine le patron de la boite.
(diamétre d'une balle = 6,5 cm).

Ex 4 :
Introduction historique

\
,”“-_-‘——“‘\\

. N
\\______—_/
\ : /
\ /
N <.
'/’ ~N e ~ J

S

\

N

En 1l'an 212 avant J.C., un
légionnaire romain tue un citoyen de
Syracuse, &gé de 75 ans : ce citoyen
est Archiméde.

Sur la tombe d'Archiméde, quelqgues
amis représenteront une sphére placée
d 1l'intérieur d'un cylindre, la
hauteur et le diamétre du cylindre
ayant méme mesure que le diamétre de
la spheére.

Ce dessin évoque une expérience
simple donnant un résultat remar-
quable. Si le cylindre est rempli
d'eau, le volume de liquide déplacé
par la sphere est exactement le
double du volume de 1'eau qui reste.
Les résultats de cette expérience,
Archiméde les a justifidés par le
calcul.

Nous vous proposons, dans le probléme
suivant, de retrouver, notamment, ces
résultats.

Une sphére loge exactement dans un cylindre.
a) Montre que l'aire de la sphére est égale a l'aire latérale du cylindre.

b) Montre que le volume de la boule est les 2 du volume du cylindre.

3

Retrouve les résultats de l'expérience (introduction).
¢) Montre que l'eau qui reste entre le cylindre et la boule remplirait
exactement un cédne de rayon R et de hauteur 2R.

(Rappels : l'aire d‘'une sphére de rayon R

4
est 4MR2 ; le volume de cette sphére est ;
RR3; le volume d'un cylindre de base B,
de hauteur h est Bh; le volume d'un cdne

1
de base B, de hauteur h est S'Bh.)
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Ex 5

Une boule de pétanque a pour diamétre 9 cm.

Quel est le rayon d'une boule dont le volume est le double du volume de la
boule de pétanque ?

Ex 6 :
Etudie les variations du volume d'une sphére en fonction de son rayon R.
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AUTO-TESTS.

Ex 1

Un aquarium a la forme d'une sphére
incompléte comme 1'indique le dessin.

Calcule le diamétre de 1l'ouverture
AB.

Une boule de 10 cm de diamétre flotte
sur l'eau. Son point le plus haut dé-
passe le niveau de l'eau de 2 cm.
Quel est le diamétre du cercle
délimité par 1l'eau sur la balle ?

Ex 3
Prouve que le volume restant en (2) est le double du volume restant en (1).

(1) Une boite avec quatre boules de rayon R.

{2) Une boite avec une boule de rayon 2R.

Wl (2)

vue de face 2R
\ R /

vue de ///

dessus

R—
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Nos choix

Nous avons, outre les connaissances propres & la sphére, choisi des activi-
tés, des exercices qui permettent de réinvestir des connaissances :

- de 6éme et 5éme concernant les volumes,

- de géométrie plane de 4éme (Pythagore et Cosinus),

- sur le calcul littéral et éventuellement les puissances de 10.

Objectifs

- Montrer que le patron d'une sphére est impossible.

- Savoir que la section par un plan perpendiculaire au rayon est un disque
et calculer son rayon. {(Pythagore, Cosinus d'un angle).

~ Calculer l'aire et le volume d'une spheére.

Objectifs secondaires.

- Utiliser les connaissances géographiques (méridiens, paralleéles,
latitude, longitude).

- Utiliser la proportionnalité (longueurs des arcs, angles).

- Réutiliser le calcul littéral.

- Manipuler la calculatrice.

Durée :

Activité 1 : 15 &8 20 mn

Activité 2 : 30 mn

Activité 3 : 20 nmn en classe, terminée & la maison
Exercices : 2 h.

Déroulement et commentaires. ‘

Activité 1

Réactions des éléves :

- certains recherchent dans leur livre de géographie, d'autres préférent
imaginer.

~ Lors de la synthése, différentes propositions sont présentées :

1) fuseaux identiques dessinés avec des cercles de grands rayons.

2) Fuseaux identiques, plus petits avec deux disques pour assembler ou
"boucher les trous" (précision donnée par 1l'éléve).

3) Fuseaux limités par un cercle.

4) Disques accolés par un diamétre et pliés.
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'5) Rectangle surmonté de 2 "triangles"™ (les cbtés sont des arcs de cercle).

La synthése permet de :

* Montrer les défauts de chacune des propositions,

- existence de plis dans les assemblages des fuseaux,

- existence de trous avec les disques accolés par un diamétre.

* Faire sentir que le patron de la sphére n'existe pas
- la sphére n'a qu'une face, on ne peut pas la déplier,
- la surface de la sphére n'est pas plane.

* Faire dessiner la sphé&re en perspective cavaliére : dessin proposé
facilement par les éléves.

Activité 2

Pour la majorité des éléves la forme de la section ne fait aucun doute, un
groupe cependant pense & une ellipse. Une manipulation est proposée avec
des boules de polystyréne et le fil & couper le polystyréne.

Le résultat est validé par le professeur et admis par les éléves.

Pour touver le rayon, des éléves réalisent un dessin en vraie grandeur,
mesurent et trouvent 3 cm. D'autres utilisent directement 1'énoncé de

Pythagore pour calculer x. ////,

A

Les résultats découverts sont admis et validés par le professeur,

- une sphére a une infinité d'axes de symétrie et de plans de symétrie qui
passent par le centre,

- une section de sphére par un plan perpendiculaire & un rayon est un
cercle.

Activité 3

Pour construire la sphére en vraie grandeur, il est nécessaire de calculer
le rayon des disques, pour cela les éléves se situent dans un plan
perpendiculaire a l'équateur et utilisent 1l'énoncé de Pythagore.
L'orthogonalité de (OH) et (AH) est admis.

//
a a
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La construction de la sphére est achevée & la maison.
Ces activités ont intéressé vivement les éléves et les recherches furent
fructueuses.

Ce qui a été noté & 1l'issue des activités :

Objectifs : je dois savoir :
- que la section d'une sphére par un plan est un disque et calculer son
rayon,

~ calculer l1l'aire et le volume d'une sphére.

Exercices (2 h.)

A l'exercice 1, les difficultés sont liées au calcul littéral.

La situation traduite par un dessin codé, la mise en équation est bien
réalisée par un grand nombre d'éléves. Pour les autres les erreurs les plus
fréquentes sont :

4 4
* x2 4 (gﬂz = R? T du rayon mal traduit
2 + & 2 ; 4 .2
* x c R® =R oubli des parenthéses (E'R)
* x2 4 f% R = R? (-g--R)2 mal calculé R x R non vu encore comme RZ,
* x2 = R? - = R? mal résolue car R? n'est pas vu comme 1 x R2.

5

L'expression "en fonction de" semble encore mal maitrisée par des éléves en
difficulté.

Exercice 2 :

Deux difficultés majeures apparaissent dans cette partie :

~ ramener une situation de l'espace & une situation plane (bon choix du
plan sécant a la sphére),

- se repérer sur la sphere : comprendre que pour se repérer il faut :

* choisir 2 plans, 1l'un perpendiculaire & l'équateur, l'autre paralléle &
l'équateur,

* savolr que 2 angles suffisent pour localiser un point. .

o : par rapport & 1l'équateur

(latitude)

B : par rapport au méridien origine
¢~ équateur ~ (longitude).

méridien

origine



- 143 -

A ces deux difficultés s'ajoute celle de comprendre les définitions données
dans le dictionnaire et de les retrouver sur la sphere terrestre. Une
explication collective est nécessaire.
Les sphéres construites lors de l'activité 3 sont un support indispensable
pour la compréhension de ces notions.

A la question b), une aide est nécessaire pour retrouver les 2 plans :

- le plan perpendiculaire & 1l'équateur (longueur du paralléle 40°)

- le plan paralléle & l'équateur pour 1'écart angulaire de 55° et la
distance entre les deux villes.

Exercices 4 - 5

Ces exercices permettent d'utiliser le calcul littéral et la mise en équa-
tion. Ces deux parties souvent rencontrées dans les exercices semblent
mieux maitrisées par les é&léves.

Exercice 6
Pas de difficulté pour les calculs. Quelgues erreurs sont rencontrées dans
la réalisation du graphique.
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TEST

Ex 1 :

On coupe cette sphére de rayon 15 par deux plans paralléles & 1'équateur.
Le point M est le centre de la sphére.

a) Calcule h. Précise si cette valeur
est exacte ou approchée.
b) Calcule t. Précise si cette valeur
est excate ou approchée.

Ex 2 :

Archiméde (-287 ; -212) disait que l'aire de la sphére est quatre fois
ltaire d'un disque de méme rayon. Qu'en penses-tu ? Prouve-le.

Ex 3 :
Ce solide est formé d'un cylindre et
d*une demi-~sphére.
Q Par un calcul, donne une valeur
approchée au dixiéme du volume de ce
3 solide.
Ex 4 :
Ce solide est formé d'un cube et
LT ‘ d'une demi-sphére.
L Exprime son volume en fonction de a.
all
1
/}.-_F.—
S V—
Ex 5 :

L'aire d'une sphére S§j est 9 fois plus grande que l'aire d'une sphére S,.
Exprime le rayon R; de la sphére S; en fonction du rayon R, de la sphére
Sy. '

Ex 6
Le rayon d'une boule B; est 102 fois plus grand que celui d'une boule By.
Montre que le volume de B; est un million de fois celui de Bj.
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10

TEST

Nombre d'éléves Moyenne : 10,15

45 éleéves

r~T [_- Notes

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Baréme : Ex 1 : (5) - Ex 2 : (2) - Ex 3 : (4) -~ Ex 4 : (3) - Ex 5 : (3)
Ex 6 : (3).

Les difficultés rencontrées sont dues principalement
- & des confusions entre rayon et diamdtre (exercices 3 et 4),
- & des calculs littéraux encore mal maitrisés
a _ a3
(2 = 2 J
(102 R2)3 = 102 Rr23
— & une mauvaise compréhension de l'expression "en fonction de",

- & une mauvaise connaissance des formules de volume.

Remargue

Il semble cependant que, méme si des éléves se sont trompés entre rayon et
diamétre, la connaissance de la sphére est acquise.

Le baréme que nous avons adopté ne montre pas les acquisitions des é&léves
sur ce sujet, 1l pénalise les erreurs de calcul numérique ou littéral de
maniére importante.
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®

Annexe 1 Fiches “Comment démentrer gque®.

COMMENT DEMONTRER QUE DEUX DROITES SONT PERPENDICULAIRES ?

1) En utilisant les angles d'un rectangle. ! ABCD rectanglel

Un rectangle a 4 angles droits

l A droit, B droit, C droit, D droit l

2) En utilisant 1 ad i i '
a mediatrice d'un (A) médiatrice de {AB]H(A) coupe [AB] en I]
segment .,

La médiatrice d'un segmen
est perpendiculaire & ce
segment et passe par son

[(A)A.(AB) et I milieu de. [AB]

* Le fichier complet paraitra dans le fascicule 2
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COMMENT MONTRER QU'UN TRIANGLE EST EQUILATERAL ?

AB = BC = CA
En montant qu'il a les 3 cbétés de méme

mesure. Un triangle qui a les 3 cétés de méme
mesure est équilatéral

! ABC est équilatéral.l
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COMMENT MONTRER QUE 2 DISTANCES SONT EGALES ?

1) En calculant. . .

(A) médiatrice de [AB] M € [AB]
2) En utilisant la médiatrice d'un i
segment.

Tout point de la médiatrice d'un segment
est 3 égale distance des extrémités de ce

segment .
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COMMENT DEMONTRER QU'UN QUADRILATERE EST UN PARALLELOGRAMME ?

1) En montrant qu'il a les cbtés AB = CD
opposés de méme mesure

Un quadrilatére qui a les cotés opposés de
méme mesure est un PARALLELEGRAMME

lAABCD parallélogramme.l

(AB) (CD) AB = CDO
2) En montrant qu'il a deux cétés a la - - -
\ - Un quadrilatere qui a 2 cétés 3 la fois
fois // et de méme mesure. R .
paralléles et de méme mesure est un

PARALLELOGRAMME

{ABCD est un parallélogramme.
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COMMENT MONTRER QUE DEUX DROITES SONT PARALLELES ?

1) En utilisant les cdtés opposés d'un
rectangle.

IABCD rectangle

Un rectangle a les cbtés opposés
paralléles

(AB) //(CD) (AD) // (BC)

2) En montrant qu'elles sont _‘Dl)l(DZ) l D2.L (D3)
perpendiculaires 4 une méme 3éme droite. " 3

Deux droites perpendiculaires 3 une méme
3éme droite sont PARALLELES ENTRE ELLES.

[ (o1 7/ (03)




- 152 -

COMMENT CALCULER UNE LONGUEUR ?

1) En utilisant 1l1'énoncé de Pythagore

2) En utilisant le milieu d'un segment.

3) En utilisant les cbétés opposés d'un
rectangle.

ABC est un triangle| |AB =... AC
rectangle en ....|

Dans un triangle rectangle le carré de
1'hypoténuse est égal a4 la somme des
____carrés des deux autres cdtés.

BC = ...

[ M milieu de (AB] |

Le milieu d'un segment est le point de ce

segment qui est i égale distance des 2
extrémités.

LkiA, M, B alignés AM = MB = 1/2 AB

l ABCD rectanqlel

Un rectangle a les cétés opposés de méme
mesure

AB = CD et AD = BC ]
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COMMENT MONTRER QU'UN QUADRILATERE EST UN LOSANGE ?

| aB = Bc = cp = DA |
1) En montrant qu'il a 4 cdtés de méme

mesure, 1 J/

Un quadrilatére qui a les 4 cotés de méme
mesure est un losange.
—_— ;

! ABCD iosange!

2) En montrant qu'il a les diagonales de ‘(AC)J-(BD)[ [AC] et ([BD] ont le méme

méme milieu et perpendiculaires. .miltﬁy

Un quadrilatére qui a les diagonales de
méme milieu et perpendiculaire est un
losange.

! ABCD losange[
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COMMENT DEMONTRER QU'UN QUADRILATERE EST UN CARRE ?

' i
1) En montrant que'c est u? rectangle qu l ABCD rectanglei r—
a 2 cdtés consécutifs de méme longueur. i

Un rectangle qui a 2 cdtés consécutifs d
méme mesure est un carré,
—

' ABCD carrél
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COMMENT DEMONTRER QU'UN TRIANGLE EST ISOCELE ?

1) En montrant qu'il a deux c&tés de méme AB = AC
mesure.

Un triangle qui a 2 cétés de méme mesure

est ISOCELE

ABC est isocéle en A
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COMMENT MONTRER QU'UN POINT EST MILIEU D'UN SEGMENT ?

1) En montrant qu'il est sur le segment et (M, A,B alignés ‘ MA = MB l
4 égale distance des extrémités.

i § N

Le point d'un segment qui est & égale
distance des extrémités est le milieu du

M milieu de [AB]










