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AVERTISSEMENT

Ce document 4'adresse aux enseignants de mathmatiques et plus précisément
aux propesseuns de collige.

Ce document componte deux volets :

- un volet histornique,
- unhe mise en ceuvhe en classe de 4eme en Lialson avec L'expdrimentation
des nouveaux programmes .

Le premien volet ne peut pas etre que culiurel. Pour comprendre pleine-
ment Les difpicultés d'une notion, pour batin une proghession négléchie
d'une notion on ne pewt Lgnornen Les événements historiques qui ménent a La
découvente de cette notion.
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[L]- L'USAGE DES RELATIFS

Ce qui est a noter en premier est une énorme différence due & un fait de
civilisation.

1. En Chine

Les Chinois ont utilisé depuis le ler siécle de notre ére les nombres néga-
tifs pour faire leurs calculs et résoudre des équations rlj ; ces nombres ne

leur posent aucun probléme : ils sont représentés par des baguettes noires
et les positifs par des baguettes rouges que 1l'on manipule sur un échiquier
pour résoudre tous les problémes. Les régles de manipulation des nombres
relatifs (addition, soustraction, multiplication) sont connues et utilisées
constamment pour résoudre des systémes d'équations a plusieurs inconnues [2].

Les Indiens ont aussi trés tdt utilisé les négatifs pour résoudre leurs équa-
tions. Au VIIéme siécle Bhramagupta donne la régle suivante "une dette re-
tranchée de zéro devient un bien et un bien retranché de zéro devient une

dette" [3] .

3. En Occident

Les nombres négatifs apparaissent vers la fin du XVéme siécle et au XVIéme
siécle, en méme temps que les nombres complexes, chez des mathématiciens

qui s'intéressent aux équations et & leurs racines : par exemple Chuquet
(Triparti en la science des nombres 1484), Cardan (Ars Magna 1545),(voir [4]).

Mais d'autres mathématiciens de la méme époque ou postérieurs, tel Viéte, ne
donnent pour les équations que des racines positives. D'autre part les régles
de calcul sur ces nombres sont connues au XVéme siécle et on les trouve

déja chez Diophante (vers 325-410) mais il s'agit en fait le plus souvent de
régles de calcul "algébrigue" concernant des quantités ou des grandeurs que
l'on ajoute ou retranche et non de nombres positifs ou négatifs, comme le
montrent les textes suivants de Cardan et Arnauld

Définition X.

Clest un simple conseil de ne pas confondre les quantités
défaillantesaveclesquantités abondantes, 11 faut ajouter entre elles
les quantités abondantes, ajouter entre clles aussi les quantités
défaillantes, et retrancher les quantités défaillantes des quantités
abondantes, mais en tenant compte des espéces, c'est-a-dire
n’opérer que sur les semblables,; combiner les nombres entre eux;
aussi les carrds; de méme les cubes, ete.

Définition 1X.

La multiplication de deux (quantités) défaillantes produit une
{quantité) abondante; et la multiplication d'une (quantité)

déhi“ann:par'unc(quanlné)abonduntcproduh une (quantité)

défaillante.
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U
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SOVSTRACTICN
PES GRANDEuRS COMPLEXES.,
Pour fouftraire une grandeur.complexe d’une autre
randeur ou complexe ouincompléxe, il ne faur que I'y
joindre en changeant rous les fignesde la grandeur qu'on
foultrait, & obfervant totjours quele figne affirmarif eft
fous-entendu ou il n’y en a point.
De 6 .
ofter m —+ ﬂ‘.} relte —+c—m—n.
De &6~
ofter m__n 5. ,
I n'eft pas difficile de juger pourquoy on change le
#lus fous-entendu en moins dans le premier terme de l4
grandeur 4 {ouftraire : car C'eft en cela méme que confifte
la fouftraction. Maisd’abord oneftfurprisde cequ'itfaue
changer les fignes desautres termes de plas en moins & de
moins en plus. Et peanmoins cela eft aflez facile 4 com-
prendre, fi on confidere que pout oftet m moins g, il ne
faur pas ofter m rout feul; car ce feroit trop qfter de p
{ puilque m eft plus grand que m moins p) &ainfi ayane
ofté m parce qu'onatrop ofté, il faur ajoiiter p qui eft
cequonaoft¢ detrop. D’ou il senfuit qu'il faue chan. -
ger le figne de moins quieftoitavant p, & qui faifoit qu'en
oftant 7 on oftoit trop, au figne de ples qui remecce p
qu'on avoir ofté de trop. - y
Et par laméme raifon il faue changer en moinsle figne
de plus quieftoit avant ¢, parce quon n'ofteroit pas af.
fez fiorfbftoit cet o ; ce qui fe faic-en affectant du figne
MOINS — 0. , ‘ [e]

g refted —+¢c—m — 5o,

Note : Les grandeurs complexes n'ont nien & voin avec Les nombres complexes.
1L 4'agit en fait de grandeurs "composées” Lerminologie que £'on retrouve

en aithmétique Blémentaire oll des expressions felles que 3h 20 mn 32 4 sont
appelées nombres complexes.

Voicd La définition donnde par Arnauld [6] des grandeurs complexes et incom-
plexes.

xxxvry  LElesappelleincomplexes quand on confidere une aran-
eur d’'une ou de plufieurs dimenfions 4 part , comme 4,
oucd,oumn o, fansyrien ajofiter ouen rienofter. .
xxxviry, . Etjelesappelle complexes quandon y enjoine d’aueres
~ de mefme genre par un plus ou un meins , ou qu'on mar-
qucrpar un chiffre que laméme §mndeur (e doir prendre
pluficurs fois, comme b —-¢,0ud ~+¢ —+Jd,0us ~+ f—g,
oube, —+fgoube ~+fg,~—mn. 4 :
- Qu pardes chiffres 3 4.




A partir de Viéte (1541-1603) le calcul "algébrique" c'est-a-dire littéral

va se développer et aix XVII et XVIIIéme sidcles, avec 1'essor du calcul

infinitésimal ses régles sont parfaitement maitrisées mais elles ne concer-

nent que des quantités positives au sens oi les lettres ne représentent

pas des quantités négatives. C'est ce qui apparait clairement dans ce texte

du Marquis

de 1'Hopital [7] .

REMARQUE.
8. 1¢ ents propos de bien remarquer que F'on a ton-

jours fuppofe en prenant les différences, qu'une des va-

* Jr:‘. f.

yrdx — xydx — x

riables x croiffane, les autres y, z, &c. croffforent auffiy
c’elt 4 dire que lés x devenant x + dx, lesy, z, &c. de-
venoient y + dy, g + dx, &c. Ceft pourquoi s'il arrive

ve quelques unes diminuent pendant que les autres croif-
?ént, il en faudraregarderles différences comme des quan-
tircs négacives par rappore a celiesdes autres qu'on fuppo-
fe croftre, & changerpar confcquentles fignes destermes
ot les différences de celles qui dimninuent fe rencontrent.
Ainfi (i 'on fuppofe que les x croiflant, les y & les z_di-
minuent, c’eft 3 dire que les x devenant x + dx, les y &
les £ deviconent y — dy 8 z — dz, & que l'on veuille

rendre la difference du produit xyg; il faudra changer
dans la différence xydz + xzdy + yzdx trouvee * les fi-
gnes des termes olt dy & dx {e rencontrent : ce qui donne

af; pour la différence cherchee,

Donc ce ne sont pas des nombres relatifs qui sont utilisés contrairement
a ce qui s'est passé en Chine et en Inde, les nombres négatifs ne sont uti-

lisés que par certains mathématiciens dans la résolution des équations.

En voici un exemple chez Albert Girard dans son Invention Nouvelle en Algé-

bre (1629)extrait de [4] ot il résoud x3 = 300x + 432 puis donne la solution

"oubliée" par Viéte son contemporain i propos de 1'équation 124x - x3

Notez au passage que Viéte n'écrira jamais ~x3 + 124x = 240 une telle

équation.
(faction =

coefficients et nous noterions (3), (2), (1) : x3 ; X

(Folio F recto). — Item 1 (3) esgale & 300 (1) -+ 432, laquelle remise en
ordre alterne ce sera 1 (3) — 300 (1) esgales & 0(2) - 432; les factions seront
0, — 300, 432 : donc trouvons trois nombres & ¢. Or I'un est 18; donc la

somme des deux autres sera — 1‘8',' & leur produit 24; parquoy 1 (2) sera

esgale & — 18 (1) — 24, les deux solutions séront — 9 + V57 & — 9 — V57

b

puis I'autre cy-dessus 18 feront les trois solutions requises : de mesme si 1 (4)
est esgale & 4 (1) — 3, alors les quatre factions seront 0, 0, 4, 3, & partant les
quatre solutions seront

1

i
—14+)—2
—1—}=2

(Notez que le produit des deux derniers est 3 ) :

2
; X).

240.
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(Folio F verso). — Touchant Frangois Viete, qui surpasse tous ses devan-
ciers en l'algebre; /- .. ; il ne trouve que deux solutions (comme
aussi en beaucoup de lieu dans ses livres) soit dit-il 124 (1) — 1 (3) esgale &
24{)1 2 :l ne tzrouve que 2 & 10, & je trouve encor — 12, car voicy les factions 0,
— 124, — 240,

Mais leur utilisation est sujette & de nombreuses controverses, comme nous
le verrons par la suite (quant & leur droit & l'existence et & la validité
de certaines régles de calcul les concernant) jusqu'au milieu du XIXéme
si@cle ol alors ils acquiérent un statut & égalité avec les nombres positifs

en particulier avec les travaux de Hankel (1867). Mais il faudra encore un

siécle pour que leur usage se répande en physique notamment [8] .

4. Conclusion

Cette bréve perspective montre que la pratique et l'utilisation des nombres
relatifs ont été bien antérieures & leur définition comme pour beaucoup
d'autres notions mathématiques. D'autre part ces nombres, concrets pour les

orientaux, "faux" pour les occidentaux [voir § 2.3.] sont apparus comme outil

de calcul facilitant la résolution des équations pour lesquelles on ne
retenait que les solutions positives. Il s'agit donc d'un outil théorique
et algébrique. D'ailleurs dans les manuels scolaires du XXéme siécle,
jusqu'a une époque assez récente, les nombres positifs et négatifs &taient
classés dans la partie algébre et portaient le nom de nombres algébriques,

(cf par exemple [9] - [10] - [113). Ils sont aussi intimement associés & la

notion de mesure algébrique.

Note : L'utilisation des nombres relatifs dans La vie pratique comme outil
de codage (graduation d'une droite) n'a commencé qu'au XVITIéme sicle

avec £'invention du thermometre, mais L€ est 4 notern que Fahrenhelt a choist
sa ghaduation powr eviten des températurnes négatives, et 44 Réaumur en

1732 chodisit 0 pourn point de fusion de La glace L faudra attendre un
siecke pourn que £'on s'habitue a L£'expression de température au-dessous de

zéno (cf. [8]).




— LES OBSTACLES A LA COMPREHENSION DES RELATIFS

Un premier obstacle est que le zéro est une limite infranchissable : en
dessous de "rien", il ne peut rien y avoir.

Voici ce que dit Lazare Carnot (1753-1823) , membre de 1'Académie des
Sciences

Pour obtenir réellement une quantité négative isolée, il faudrait retrancher
une quantité effective de zéro, ter quelque chose de rien : opération impossi-
ble. Comment donc concevoir une quantité négative isolée ?

(Géométrie de position 1803) (cf. [8] ou [12] ).

Avancer qu'une quantité négative isolée est moindre que 0, c’est couvrir la
science des mathématiques, qui doit étre celle de I'évidence, d’un nuage
impénétrable et s’engager dans un labyrinthe de paradoxes tous plus bizarres
les uns que les autres: dire que ce n'est qu'une quantité opposée aux quantités
positives, C’est ne rien dire du tout parce qu’il faut expliquer ensuite ce que
c’est que ces quantités opposées, recourir pour cette expression a de nouvelles
idées premiéres semblables a celles de la matiére, du temps et de I'espace,
c'est déclarer qu'on regarde la difficulté comme insoluble, et c’est en faire
naitre de nouvelles, car si 'on me donne pour exemple de quantités opposées,
un mouvement vers I'orient et un mouvement vers P'occident, ou un mouve-
ment vers le nord et un mouvement vers le sud, je demanderai ce que c’est
un mouvement vers le nord-est, vers le nord-ouest, vers le sud-sud-ouest, etc.,
et de quels signes ces quantités devront étre affectées dans le calcul.

Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal, 1797. [ 1 2]

De son c&té F.C. Busset, auteur d'un manuel trés utilisé au milieu du
XIXéme siécle, fait porter 1'échec de l'enseignement des mathématiques en
France sur 1l'admission des quantités négatives. Il est choqué que l'on dig-
cute de savoir "s'il existe des quantités plus petites que rien". Pour lui,
c'est "le comble de 1l'aberration de la raison humaine" et il critique

Euler (sic) d'avoir admis de telles quantités [13] .

Voyez aussi l'article Négatif de d'Alembert au paragraphe 6.

Comme on vient de le voir l'existence des nombres négatifs est niée :

ce ne sont pas des nombres. D'ailleurs a la rubrique "nombre" des dictionnai-
res et encyclopédies ("Ozanam - 1691, Trévoux - 1743, d'Alembert - 1789) ne
figure jamais le qualificatif négatif ou positif. Les nombres ne peuvent

étre que "positifs". Ce sont les quantités gui peuvent &tre négatives ou
positives, comme le dit Cauchy dans son Cours d'Analyse de 1'Ecole Rovyale
Polytechnique (P. 102-103) (1821).
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Si €auchy donne des régles de calcul sur les quantités négatives
(c£.3.7), par contre 45 ans plus tard, il v a & peine un peu plus
Duhamel, professeur aussi & l1'Ecole Polytechnique, écrit en 1866

3.

oa

Xous prendrons toujours fa dé¢nomination de rombres dans le sens
ot on I'emploie en Arithmétique, en faisant naitre les nombres de la
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la
dénomination de quantites aux quantités reelles posilices ou negalives,
c’est-3-dire aux nombres précedés dos signes + ou —. De plus. nous
regarderons les quantités comme destinées & éxprimer des accroisse-
ments ou des diminutions: en sorte qu'une grandeur donnée sera
simplement représentée par un nombre, si I'on se conlente de ia
comparer a une autre grandeur de méme espice prise pour unité, el
par ce nombre précédé du signe =+ ouv du signe —, i on la considdre
comme devant servir & I'accroissement ou 3 la diminution d'une gran-
deur fixe de Ia méme éspi*c«. Cela posé, le signe + ou — placé devant
un nombre en madifiera la signification, & peu prés comme un adjectir
madifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numeérigue d*une
fquartité le nambre qui en fait a hase. quantités égales celles qui ont
fe méme signe avee Ia méme valeur fumnérique, et quantités opposées
deux quantités égales quant i leurs valeurs numériques, mais alec-

tées de signes contraires.  (Cits aussi dans CIBE

Toute démonstration de régles sur les quantiiés né-
gatives isolées, ne peut étre qu'une illusion, puisqu’il
n'y a aucun sens a attacher & des opérations arithmé-
tiques sur des choses qui ne sont pas des nombres, et
n'ont aucune existence réelle. [8] .

isolées
d'un siécle,

les négatifs auraient davantage le statut de nombre c'est comme racines
d'équations. Mais 14 encore on ne parle pas de nombre mais de racine et
qui plus est de racine fausse.

%:!“: Mais fouvent il arriue, que quelques vnes de ces raci-
faufles ra- Des font fauffes , ou moindres que rien. comme fion
dacs.  fuppofe que x defigne aufly le defaut d'vne quantité,
quifoit 5,003 %+ 5200 , qui eftant muliplide par
xS~ 9x X+ 26%--240fait
244X’ ~19xx 4+ 106512000
pour voe equation en laquelle il y a quarre racines, a
{gauoir trois vrayes qui font 2, 3, 4, & voe faufle qui
el v,

[14] ou [12]




On peut remarquer que Descartes parle d'une racine fausse qui est 5, pas de
=5. On peut faire la méme remarque dans la suite ol Descartes donne le
moyen de faire que les "fausses" racines deviennent vraies :

Deplusileft ayfg’, de faia:e en voe mefme Equation, cgmen
que toutes les racines qui eftoient fauffes deuienent onf:;it
vrayes,& par mefme moyen que toites celles qui eftoidt ‘;}::
vrayes deuienent fauffes : a fgauoir en changeant tous Pincy

. voe L.
les fignes ~+- ou -- qui font en Ja feconde , en la gusion
quatriefme , en la fixiefme , ou autres places qui fe w::‘;:f&&
defignent par les nombres pairs , fans changer ceux fes vrayes
de la premiere , de la troifiefme, de Ia cinquiefme fauffes.

& femblables qui fe defignent par les nombres

impairs, Comme i au lieu de

txte-gxt-igxxH 106X --120 Do

on efcrit ‘

- xt 44X - 19X E 106X~ 12000

onavne Equation en laquelle il n'y a qu'vne vraye ra-

cine, qui eft 5, &troisfaufles quifont 2,3, & 4. [14] .

On peut aussi remarquer dans le texte suivant que Descartes ne raisonne
que sur les "valeurs absolues” et pour lui quand on ajoute 3 4 la racine 5
celle-ci augmente mais quand on ajoute 3 & -4 on obtient ~1 et la racine
fausse 4 a diminué. A noter aussi 1 qui est une racine vraie et une fausse
qui est aussi 1.
f;’;‘;:‘;‘ Que fi fans conuoiftre la valeur des raciaes d'vie Ee
augmen- quation, on fa veut augmenter, oudiminuer de quelque
f:\j:u“cf" quantit¢’connué, il ne fant quiau licu du ferme inconnu
lestacines en fuppofer vn autre, qui foit plus on moins grand de ce-

dvne E- vemefine quantit¢, &le {ubftituer par tout en la place

uation, A
ansles  du premier, ‘
fee. Comme fi onveut augmenterde 3 la racine de cete
Equation ‘

XA A4 e (PN X106 X 120D 0
ilfaut prendre yaulieud's, & penfer que cete quantitd
yeftplus grande qu'x de3, enforte que y -- 3 eft efgal
ax, &aulicud’ x x, ilfavr mettrele quarrd d'y--.3 qui
eftyy-- 6y -+ g8caulieud’s ! il faur metrre fon cube
quieftyi--gyy-tayy—27, &enfinauliead x ¢ il faue
mettre fon quarréde quarséquieft y 4-- 12y 1 -5 4 ¥y

--Io8y-i8r. P
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Etilefta remarquer quen augmentant les vrayes ra- 3.‘3:*:
- » - . - men-
cinesd'vne Equation, on diminue les faufles de la mef. o jos
i i i vrayes xa
me quantite; ou au contraire en diminuant les vrayes,on cines on

augmente les fauffes. Et que fi on diminue foit les vnes diminuc

foit lesautres, d’vne quantité qui lenr foit efgale, elles lf:: 2 ‘;f:

deuienent nulles, & que fic’eft d'vne guantit€quiles fur- conaire.

paflc, devrayes elles devienept fauffes, ou de faufles

vrayes. Comme icyenaugmentantde 3 la vrayeracine

quieftoit 5, on adiminué de 3 chafcune des fauffes , en

forte que celle qui eftoit 4 f'eft plas qu'r, & celle qui

eftoit 3 cft nulle, & celle quieftoir 2 eft deuenue veaye

&eft5,a caufe que — 2 3 fait+ 1. ceft pourquoy

cocete Equationy’ - 8yy--1y-+8 00ilny a plosque

3 racines, entre lefquelles il y en adeux qui font vrayes,

1, &8, & voe faufle qui eft aufly 1. & en cete autre
y*+ti16y i+ 7ryy -4 y-- 42000

iln’y enaqu'vne vraye quieft z, acaufe que - 5 --  fait

-+ 3, &trois faafles quifont 5,6, & 7. [14]

En fait ces solutions négatives vont poser des problémes aux mathématiciens
car il faut alors les interpréter. Par exemple Lacroix dans ses Eléments
d'Algébre de 1800 tout comme Clairaut dans ses Elémens  d'Algébre de 1768
dit "toute solution négative marque que la quantité cherchée doit &tre prise
dans un sens opposé & celui dans lequel elle 1'a été d'abord" [13].

Mais (voir [13]) dans la septime édition de son livre en 1808 il qualifie

les solutions négatives d'absurdes. Voici ce qu'il dit & propos de

60 + 7y = 46 : "la seule inspection de cette équation y fait reconnaitre une
absurdité. En effet, il n'est pas possible de former le nombre 46 en ajoutant
quelque chose au nombre 60, qui seul surpasse déja 46".

Il est intéressant de voir ce qu'il en est dans un traité d'Algébre 3 1'usage
des €léves des lycées di & E. Tombeck (1878) (pages reproduites dans [15]).

On pourra noter la phrase "on les admet dans les calculs, bien qu'elles
n'aient aucun sens par elles-mémes" et le fait qu'on transfére les régles
de calcul des polyndmes aux quantités négatives.




THRORIR DRS QUANTITES NROATIVES.

£48. On arrive souvent, en appliquant les régles précedem-
ment données pour ls résolution des équations, & des expressions

de la forme — 8, --%. Ces expressions, appelées des quantités nd-

gatives, sont formées de quantités arithindtiques que I'on appelle
lours valeurs atsolues, précédées du signe —. Comme les sym-
boles singuliers que nous avons déjh renconirés, on les admet
dans les calculs, bien qu'elles n'aient aucun sens par elles-mémes,
et elles fournissent & I'algebre un des plus puissants moyens de
généralisation dont elle dispose.

Par opposition aux guantités négatives, les quantités ordinai-
res ou erithmétiques, prennent le nom de quantitds pasitives, -

— Nous allons voir d'ebord comment les quantités néga-
tives ge présentent dans les problémes; nous verrons ensuite

quclles régles on leur applique, et quel usage on en falt, en les
introduisant dans les calculs,

Usage dos quantités négatives dens les probld

443, 1~ Exzxerz. Proposons-nous ce problame, déja régolu
sur d’autres données :

Un pire avait 58 ans en 1850; son fils en avait 0. 4 gualls dpoque
l‘lgadﬁph’oo—t'ﬂwdwbkd“’a‘goduﬁh?

L'énoncé ne nous apprend pas si Fépoque cherchde est anté-
rieure ou postérienre A 1850, Supposonsa postéricurs, et soil ®
le nombre d’années ¢coulées depuis 1850 jusqu’h cette époque.

& années aprés 1850, P'age du pare était 88-+ o, I'dge du fls
30 -, et d’aprés 'énoncs, on doit avoir :

'2(30-}-@)::58-{-47. [a]
En résolvant cette équation, nous trouvons successivement ;
60-- 82 =58+ =,
82— @ == 58 — 60,
Le= B8 w58 — 8,
g==>—9.

Ce réeultat privé de sems nous apprend, non pas que le pro-
bléme propoes est impossible, mais bien que nous avons eu tort
de supposer I'époque inconnue postérieure & 1850,

Supposons-la donc antérieure, el svit o' le nombre d'années

-qui Ja sépurent de 1850. A celte époque, 'dge du pirs était
88~—af, I'ége du fils 30—o', ot en vertu da I'énoncs, 'on doit

avolr;
2(30— ) =58 —0. (8]
Résolvant celte équation, on trouve successivement s
80 - 80’ == 58 — o,
60— b8 =2%a' — &,
=3
Ainel I'époque cherchéa est arrivée deux ans avani 1850,

EQUATIONS DU PREMIER DECRE,

~ Nous' pouvons tiver de ce qui préctde celte premiéré con-
séquence :

Quand Pinconnue d'un problims sst susceptible ddtre comptds en
deiar gens, o, en rdsolvant le probldme, on arrive & uns quantitd né-
gating, oh aet avertl par 1A, au moine en géndral, qu'on doit shanger
Io 2ens attribud A ootte inoonnus dans la mizeen dquation, -

144, Nous pouvons observer de plus que la vrale solution

=1, du probléme précédent, n'est autre chose que la quantité
négative trouvde en premier leu, prise en valour absolue. Or ce
n'ast pas par hasard que ca falt se préasonts, et il devalt nécassal-
remsut en étre ainsi,

Pour lo faire voir, nous remarquerons d'abord que la quantits
négativo~ 8, est solutlon da '4quation {a] qui I'a fournle, ¢'eat-
4-dire qu'en remplagant @ par —8 dans celte équation [a}, on
vbtiendra une égalité vérifide, pourvu que I'on convicnno d'appli-
quer A celle quantité négativo— 8, les mémes régles de caleul
qu'aux termes goustraciife des polynomes.

8i en effet nous nous reportons & la sulte des calenls falts
pour résoudre cetie équation, nous voyons que —8 satisfait &
I'équation finale w==—4, pulequ'en y mettant —3$ au liev de o,
on obtlent I'égnlit¢ évidents ——8:==—9 ; par sulte, —2 satisfait
aux précédentes qui n'en diffdrent que par des réductions ou des
Inversions de terines. Psr sulte enfln, —$ satisfalt & la premitre
de ces équations, c'est-4-dire & I'équation {a].

8i done, en substituant —2 & » dans I'dquation {a], on luf sa-
tisfait, on lul satizfera en substituant — 2’ au lieu de =, et enfai-
sant aprés coup o' ==2. Or, si daus I"équation [a], on met —2’ ay
lieu de z, eile devient:

%30 —2') =58 —2,

c'est-b-dive précisément I'équation {3]. Cette équation [b) devail
donc bhien admeltre la solution 2’ ==%.
On déduit de 1a cette seconde conséquence @

Aprds qu'on a dté averti, par la valeur ndgatios obtenus pour x,
quis 'on et trompd sur ls sens atirfbud & cetls inconnue dans la miss
en dquation, il w'est pat nécessaire de vemstire ls probléms en dgua-
tlon. Il suffit, au moins ls plug souvent, ex méme temps qus lon
compts {'inconnus en sens inverss, de prendre pour ea valeur, la va-
leur absolve de la quantild négative trouvés d'abord.

C'est en ce sens que I'on peut dire que & = — 2 fournit 1a vrale
solution du probléme précédent. :

D'sillours la compnraison de I'équation (] & I'équation [a],
montre que, pour avoir I'équation rectifiée du probléme, il suffit
de changer © en — &', ou, ce qui revient au méme, ¢ en —z
dane I'dquation primitive.

[15] .




Pour terminer voici un exemple de manipulation de nombres négatifs & propos
de la solution numérique d'une équation & partir de son expression littérale
extraite des Elemens d'Algébre de Clairaut (1768)

de lafuge ¢ Qu'on fé prdpofls, par exemple, de trouver
" des quanc - gueﬂeﬁ doivent étrs  ‘dang le Probléme précé
_Ssconnues  dent, les dépenfles-des deux fouirces, pour-que
faives nége- 1a feconde fourniffant de Peau pendanc fix joors,
S tandis que la'feconde en dérobe pendagt trois -
*Z‘U’ J\  jours,un wéfkrvoir de 180 muids foit fempli 3
eandeantd ft@i@ﬂn premiere fource enfuite fourniflant de
~ Peau-pendant 3 jours s & la:feconde pendant 4
jours, un réfervoir de 320 muids foit rempli.
On n'aura qu'd faire Sans la folution générale
den 80, bwa— 3, com b, de=g10, '
¢ o= 3, f =4 W '
Eelon aura d ¢ = 1920, a f =750, .
. 66 m=m 18, b f o= w12, a =540,
- - d b kgl B P conféquened ¢ — a f
Jo B ERE0 o Y e B L e RS
‘ S eam gf
4

R AR L RS T A T R
| ,@.sgat’g b qut dontiéht & o= oo

o seepdb ) ’
%ﬁg;@?ﬁ&fjrzz ct-—-§éf-=s fQﬁmPag
. Jefguelies on apprend que.de; épanfe'du fa.
miere fource oft de o mbids pur jour ,. {oi
pour dérbbes Eommeslls fait dans 12 premiera
ration ; foit pour fournir , ainfi qu'il arrive
dans la fecondé ; & que le dépenfe de la-fon
_ gondé eft d¢ yo muids per. jour qu'elle four-
‘iz dans chacune des deux ‘?dmior‘w. It &eoic
fi fgcurel d'imaginer que & devoit étre néga-
aifidazttrjcetre application , & fi aif¢ de s'eny
affizgr <ef-mamontans 3 Iufage qu'on faic. de
éette’ lettre, en exprimant les condifions du
- Probléme , qu'il eft inutile de s'arrérér ¥ le faire -

VOotr. ) [ 1 6] )




4. Les _régles de_calcul

Un des obstacles & 1l'adoption des nombres négatifs est le non fonctionnement
de certaines régles connues pour les "positifs" et considérées comme univer-

selles c'est-a-dire devant s'appliquer & tous les nombres.

En voici un exemple chez Carnot dans son ouvrage La géométrie de position
(1803) :

~—
"Soit cette proportion 1 : -1 :: -1 : 1 ; si la notion combattue était exac-
te, c'est-a-dire, si -1 était moindre que O, & plus forte raison serait-il
moindre que 1 ; donc le second terme de cette proportion devrait &tre moindre
que le premier ; donc le qguatriéme devrait étre moindre que le troisiéme ;

c'est & dire, que 1 devrait étre moindre que -1 ; donc -1 serait tout ensem=
ble moindre et plus grand que 1 ; ce qui est contradictoire....

Une multitude de paradoxes ou plutdt d'absurdités palpables résulteraient 5
de la méme notion ; par exemple, -3 serait moindre que 2 ; cependant (-3)

2
serait plus grand que 2 , c'est-d-dire qu'entre deux quantités inégales le
carré de la plus grande serait moindre que le carré de la plus petite,
ce qui choque toutes les idées claires qu'on peut se former de la quantité.

Passons & la seconde notion, qui consiste 3 dire que les quantités négatives
ne différent des positives qu'en ce qu'elles sont prises dans un sens opposé.
Cette idée est ingénieuse ; mais elle n'est pas plus juste que la précédente.
En effet, si deux quantités, l'une positive, l'autre négative, étaient

aussi réelles l'une que l'autre et ne différaient que par leurs positions,
pourquoi la racine de l’une serait-elle une quantité imaginaire, tandis que
celle de l'autre serait effective ?

Pourquoi ¥-a ne serait-elle pas aussi réelle que v+a ?

Congoit-on une guantité effective dont on ne puisse extraire la racine
carrée ? Et d'ou viendrait le privilége que la premiére, -a, aurait de don-
ner son signe au produit -a x +a ? "(cité dans [8]).

Lacroix, quant a lui, distingue dans son traité de 1800 les opérations algé-
brigues et arithmétiques :

"L'extension que les signes généraux employés dansg 1l'algébre donnent aux
résultats, ne permet plus leur comparaison exacte avec ceux de l'arithméti-
que... La soustraction b-a, indigquée algébrigquement, n'euporte pas nécessai-
rement 1'idée gque b surpasse a". Mais il revient en arriére dans son
traité de 1808 ol il restreint la soustraction au cas oG la différence est

positive ou nulle [13] .




On voit donc que rapport, ordre, racine carrée, soustraction sont sources
de problémes lorsqu'on veut y méler des nombres négatifs. Méme pour 1'addi-
tion Clairaut prend des précautions : '

On demandera peut-&ure [t on peut ajoiiter
du néganf avec du pofrif, ou plutit fi on peut
dire qu'on ajoiite du réganif. A quoi je réponds
que cette expreflon cft exalte quand on ne
confond point ajoiizer avec augmenter. Que
deax perfonnes, par cxempls:, joignent leuss
fortunes, quzlles qu’clles toient, je dirai que
c’eft-13 ajoirer leurs biens, que 'un aic des
dertes & des effets réels, fi fes dertes furpaffent
fes effets, il ne roffédera que du néganif, & la
jonction de fa fercune 3 celle du premier dimi-
minuera le bien d= c:lui-ci, enforte que la fom-
m: {¢ ouvera, ou moindre que c= que poffé-
doit le premier, cu m?me entiercment négative.

[8] et [16]

Reste le probléme de la multiplication, avec la fameuse régle des signes dont
nous reparlerons au paragraphe 3, car sa justification a posé beaucoup de
problémes. Cependant nous pouvons dire que cette régle utilisée depuis au
mpins Diophante (voir 1.3.) est néammoins sujette au doute. Par exemple
Cardan (1505 - 1576) tantdt donne une version correcte de la régle des
signes,

Plus ductum in plus (ducere in veut dire multiplier par}, e/
divisum per plus; el minus ductum in minus, et divisum per
minus producunt semper plus, et ita (de méme) plus in minus,
vel minus in plus, vel plus divisum per minus, vel minus per
plus, producit minus.

tantdt une version erronnée,

Igitur minus in minus, seu alienum in alienum (ce qui n'existe
pas sur ce qui n'existe pas), et minus in plus, seu plus in minus,
quod est in alienum, seu alienum in id quod est, producunt.
minus solum, seu alienum .

Clest-a-dire : donc moins multiplié par moins, ou ce qui
nexiste pas par ce qui n’existe pas, ¢t moins multiplié par plus
ou plus multiplié par moins, ne produisent jamais que moins,
ou quelque chose qui n'existe pas,

It idéo patet communis error dicentiim quod minus in minus
producit plus. Neque eninvmagris minus in minus producit plus
quam plus in plus producat minus. [5]

Clest-ia-dire 1 ¢t ainsi est mise en évidence Perreur commune
de ceux qui disent que moins par moins fait plus. Car moins par

moins ne fait pas davantage plus, que plus par plus ne fait moins.




et méme essaie de concilier les deux points de vue :

Et quia nos ubique diximus contrarium, idéo docebo causam
hujus, quare in operatione minus in minus videatur producere
prlus, et quomodo debeat intelligi.
Cest-a-dire : et .comme nous avons dit le contraire en divers
endroits, j’enseignerai ici la raison pour laquelle, dans une opé-
ration, moins par moins parait faire plus, et comment cela doit
¢tre entendu, [5]

et ce qu'il dit aussi & propos de la division laisse perplexe.

« Nous avons dcrit ailleurs que moins multiplié par plus, et
moins multipli¢ par moins, produisent moins. Il en résulte que
moins divisé par moins produit tant6t plus et tantét moins. Ou
bien si deux quantités négatives sont divisées I'une par l'autre,
ce qui proviendra pourra étre plus ou moins; mais toutes
les choses qui sont divisées par plus donnent des semblables a
ce qui estdivisé : c'est-a-dire plus érant divisé par plus produit
plus; et moins étant divisé par plus, il en sort moins. Ce qui est
évident par la multiplication. » [5]

Il s'est méme trouvé (cf. [13}) un certain Klostermann, correspondant de
la Société royale des sciences de Géttingen, pour démontrer, en 1804,

que moins multiplié par moins donne moins.

Alors que les Chinois utilisent par exemple deux couleurs différentes pour
les positifs et les négatifs (voir 1.1.), en Occident cette distinction
n'a été faite clairement qu'au début du XIXéme siécle par des mathémati-.
ciens allemands (Wilkens 1800, Busse 1804, Forstemann 1817) qui notent &
au lieu de -a, l'opposé de a, et définissent la soustraction par 1'addi-
tion de 1l'opposé : a - b = a + B . Busse montre gue les problémes

de Carnot viennent essentiellement de cette confusion entre signe opéra-
toire et signe du nombre (signe prédicatoire) et c'est aussi cette confu-
sion qui rend fausse la démonstration de Klostermann (voir 2.4.) [13]_

Cette confusion est en effet constante jusqu'a la fin du XIXéme. Par exem-
ple quand Descartes écrit - 2 + 3 '= + 1 (voir 2.3.), + 3 désigne une aug-
mentation de 3 et on ne sait pas trés bien si ce + n'est pas en méme
temps signe d'une addition. De méme dans le texte d'Arnauld (voir 1.3.), il
est question de signes que 1l'on change, qui sont parfois sous enténdus .; il
semble donc qu'il s'agisse 1a de signes prédicatoires. Mais dans les expli-
cations il est fait par contre référence explicitement aux opérations :
"oster"”, "ajdﬁter". (On pourra aussi se reporter au paragraphe suivant).
Cela est 40 au fait gu'il s'agissait toujours de quantités a& ajouter ou

4 soustraire, c'est-a-dire de quantités en plus ou en moins.

6. Un document intéressant

L'Encyclopédie méthodigue mathématique issue de la Grande Encyclopédie
de Diderot est un document de référence sur 1l'état des sciences & la fin

du XVIIIéme siécle.




Aussi est-il intéressant de voir ou l'on en était & cette épogque & propos
des nombres relatifs en lisant les articles Négatif et Quantité.

NEG

rande quantité, & aflez rapprochde pour aqulell

E’arron(g‘llrc par Fattraction ngfmdle df?es 3t

Mais M. Herfchel ayant vu, dans toures

leufes , une quantité de petites érojles, il ya lieu

de croire gue la blancheur pevienr que de la
e

multitude de celles que pods me pouvons diftin-
guer. Philof. Tranf: 17%4.(D. L.

NEBULEUX (£¢ dit du ciel lorfqu'il eft oblcurci
par des nugges )

STES; jours nefaffes éroient ceux ol 'on
ouvoit rendre la juftice. ¥. CALENDRIZR.
NEG

NEGATIF, adj. ( 4lg.), quantitds négatives ,
en algébre, font celles qui font affectées du figne
— , & qui font rc‘gardées par pluficurs mathéma-
ticiens , comme plus petites que zéro. Certe der-
nitre idée n'eft cependant pas jufte, comme on le
verra dans un moment. ¥. QUaANTITE.

. Les quantités négatives font le contraire des pofi-
tives :ou le pofidif finit, Ie négatif commence. Voy.
Posirir. :

It faut avouer qu'il n'eft pas fadle de fixer I'idée
des quantités négatives , ue quelques habiles
g¢ns onr méme contribué i Pembrouiller les
notions peu exactes qu'il en ont doandes. Dire que

quantitd negarive eft au-deflons du rien , ceft
avancer une chofe qui me fe peur pas concevoir.
Ceux qui prérendent que 1 n'eft pa: comparable
a—1, & que le rapport entre 1 & — 1 efl diffe-
rent du rapport entre — 1 & 1, font dans une
double erreur : 1.° parce quion disife tous les
jours, dans les opérations algébriques, 1 par—1:
2.° Végalitd du produit de — 1 par — 1, & de
+1 par -+ 1, fait voir que 1 ¢f a—1 coxme
—~1ar

Quend on confidére 'exaftitude & la fimplicicd
des opérations algébriques fur les quantités negz-
8ives , on eft bien tenté de croire que lidée pré-
<ife que I'on doir atracher aux quancirés pégatives
doit erre une idée fimple, & n'écre point déduite
@'une métaphyfique alambiquée. Poor ticher den
découvrir la vraie notion, on doir d’abord remar.
quer que les quantiiés quon appelle négarives, &
quon regarde fauflement comme an-deflous du
2ro, font rrés-fouvent repréfentées par des guan-
tmés réelles,, comme daos la géoméirie, on les
lignes reégatives ne différent des pofidives que par
leur fituarion 3 I'égard de quelque lkigone au point
commun. Voyey CournEe. De-a il eft affez naru-
rel de conclure que les quantitds mépetives, que
Yon rencormre dans le calcul, (ont en effer des
quartités réelles auxquelles il faur amacher une
idée antre que ceiie quion avoit fuppofée. Imagi-
Bows , par exemple, qu'on cherche la valeur d'un
Bombse x, qui, ajoutd & 100, fafie 0 00 aura,
Par les régles de 1'Algebre, x 4 100 = 50, &
8 =— §0;¢ce qui fait voir que Ia guande g eft

‘ N EG - 44§
égale & 50, & quau lieu d’étre ajoutde & 100, elle
doit en étre recranchée ; de foree qu'on auroit diy
€noncer le probléme ainfi : trouver une quantité
x qui, éant retranchée de 100, donne §o pour
refle ; en énongant le probléme ainfi, on auroit
100 —x =50, & x==40; la forms negative de
z ne fubfifteroit plus. Ainfi, les quantités negatives
indiquent réellement, dans le ca?cul , des quantités
pofiuves , mais qu'on a fuppofées dans une faufle
pofition. Le figne — que P'on trouve avant une
quantité, fert 4 redrefler & 4 corriger une erreur
que Pon 3 faite dans Uhypothife, comme Fexemple
ci-defTus le fait voir trés~clairement. Voyeg Equa-
TION.

Remarquez que nous ne parlons ici que des quan-
titds negatives tlolées, comme — a, ou des quan-
titds @ — b, daos lefquelles b eft ?lus grand que
a; car, pour celles ou a-b eft pofitif , c'eft-4-dire ,
ou b eft plus perit que a, le ggne ne fair aucune
difficuled,

Il o'y a donc point réellement & abfolument de
quantité negacive ifolde: — 3 pris abftraitement ne
prélente 3 P'efprit aucune idée; mais, fi je dis
qu'un homme 2 donné & un autre — 3 éeus, cela
veur dire en langage intelligible, quil Iui a &1&
3 écus.

Voild pourquoi le produit de — a2 par—5,
donne + 2b: car a & b érant précédés du figne —
par la fugpoﬁ:ion » C'eft une marque que ces quan-
titds ¢, b, {e trouvent mélées & combindes avec
d’autres 3 qui on les compare , puifgue, fi elles
éroient confidérées comme fzules & ifolées, les
fignes — , dont elles font précédées , ne préfen-
teroient rien de net a l'efprit. Donc ces quandirés
~—z & —B ne {e rouvent précédies du figne —
que parce qu'il v a quelqu'erreur tacite dans Phy—

théf: du probiéme ou dans I'opéazion: i 1e pro-

léme éroit bien énoncé, c23 quantités— g, ——p
devroient fe trouver chacune avec le figne 4, &
alors leur produit feroit 4 ab; car que fignifie
Ia mulriplication de—a par— b2 ceft qw'on re-
rranche b de fois la quantité regative—a : or,
par I'idée yue nous avons donnée ci - defius des
quantités negatives , ajouter ou pofer une qua nrité
negative , C'eft en remancher une pofitive; donc,
par la méme raifon, en retrancher une négrave ,
c'eft en ajouter une pofitive; & I'énonciation fimple
& naturelle du probléme doit étre, noa de muls-
plier —a par—b, mais <4-e par 4 b, ce qui
donne le produit - 2 b. Il n'eft pas poffible, dans
un ousrage de la nature de celui-ci, de développer
dacantage cette idée; mais elle eft fi fimple, que
je doute qu'on puiffe lui en fubftiuer une plus
rere & plus exacte; & je crois pouvoir affurer
que, fi on I'appligue 4 rous les problémes que l'on
peut réfoudre , & qui renferment des quanticés
négtives , on ne.la trouvera jamais en défaut. QUOI}
qu'il en foir, les régles des opérations algébrigues
fur les quanrités négatives ,. {ont admiles par tour
le monde, & regues généralement comme exafles,. |

[17] et [8]
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cualou's = qu'on attache d'ailleurs & czs quantités.
Sur ks oo é2s négatives d'unz courbe & lenr
ficuation gar rappors aux ordonrées pofitives, voyeg
Cocrse.

Nons 2jcarerons fenlement i ce que tous avons.

¢it daps cec arvicle, que, dans 1a folurion d'un pro-

. v -

bizme zéoméwrique , les quantiés negntives ne font.

fa5 tonjours d'un. coes oppold anx pofitives , mais
d'un cité oppulé & celui ot 'on les a fuppolées
dazs le clenls Je fuppofe, par exemple, que Uon
ait P'4gnarion- d'une courbe entre les ravons par-

7t d'mm cenre ou pole; que jappellz y , & les
anzics correfpondans que je nomme g; en forte

aa . . -
cr2 v, par exemple, == ————, il eft évi-
= ¥oF npic, ¢+bcoL;’
deoe goe, lofque cof. ¢ fera==—1, alors, fi

e =& >3, y (era dans une pofidon direftement

cormaire 3 celle qulelle avoir lor{gue coll (=1,
ctpendart Pors & Vacere valeur d= v feront fous
ure forme pofidve dans I'équation. Mais, fi e efl
<3, alors la valeur algébrique d2 7 fera nege-
tioe, & ¥ devra dure prife du méme c6t¢ que quand
cof. ;=1 , c'eft-3dire, du cdii concraire i celui
vers legrel on a fuppole qu'elle devoir érre prife.
3t {2 préferts encore d'aumres 15, en gfomltrie,
o 125 cuanuds adgstives paroifent {2 trouver éu
cdzé o clles ne devroient p1s dtre; mais les prio-
cize; quz nous venoans dérablir, & cenx que nous
avons pofés oa indiqués a I'erticle Equatiow,
fuffiront pour réfoudre ces forres de difficulids.
Xoes zvons expliqus, dars cet articls, en quoi les
Ti5ines ~pzives des équarions diffzrotent dey ra-
=z feludon da problime envifags fous un afpect
1 zen difidrene, & qui ne diffirz point mime
d2uz le ford de la qusiiion propcfie; mais les
irzzimaires n2 donrent aucuse {olurion polible
€rprotiime, de quelque manizes gu'on Uenvifaga,

C'<% coales rztings négarives , avec €2 I¢zers chan-
gimers 2 12 enalion, peuvent devenir poficives

=1 Iizu gue lzs imaginaires ne lz peovent jamais.
Je fuprofe que jaiebby=—=x% —a%, ou en fai-
zor =g, y==x'—a}; lofgue et <, y
Eavient rigasive, & doit &rre prife da Vaurre cotd
{ eyer Corrae ); pourquoi czla? Ceft que, fion
avolr reculé laxe dune quandeé ¢, ce qui eft
zloluniznc arbiiraite, en forrz qu'au leu d3s5 co-
ariczzéss x & y, on et en 125 co - ordon-
nizs x & 7, rejles que ¢ fu=y 4 ¢, alor;
oz aureit e == ¢ + 2 —=23 5 & en failant e,
1 oaurcit plus éid nézarive, ou plazét aurcit con-
tdinud & éire encore pofitive pendine un cermin
rems @ d'oi Lon voitque la valeur nigative dey,
xt—a¢, appartient auffi-bien 4 la courbe queles
valsurs pofitves; ce qui a éié développé plus au
lung au ot CoURBE. Au contraire, {i on avoit

y=y zx—ca, & que r fit<e, alors on
awroit beau tran{porter laxe, fa valeur de y refte-
Koit imaginaire 5 ainfi, les moines rézudves indi-

«€inis wragiraires; Ceft que les premicres donnent

NEG
guent des folurions réelles, parce que cx rict
eviennent pofitives par d {32215 chanzemens d::
Ia folution; mais les racines imaginaires ird;
des foludions impoflibles , parce que ces racines
ne devieanent jamais ni pofitives ni réalies
ces mémes changemens. Vg;e( Equatiox & Ra-

_CINE.

Quand on a dit plus haut que le nip=eif com-
mence ou le pofitif finit, cela doit s'entendrs 1vec
certe refiri€lion, que le pofinif ne devienn: pas
imaginaire. Par exemple, foit y=mzx 24, il et
vifible que, fi x> a, y fera poliif; que, i r=2,
y fera=so, & que, i x <{a, y fera nézzeif. Ainh .
dans ce cas, le pofiiif finit 04 y== o, & le nz2z

————

commence 2lots ; mais, fi onavoit y={/ xz—ar,
alors x> a doone y pofitif, & x=a donnz y=0 ;
mais < e donse y imazinzire.

Le paffage du pofiif au megarif €z fiic toujours
par zéro, ou par F’inﬁni. Soit, par exemple, y=»
—a, on aura y pofiif tant que x> 2, y rigzaf
lotfque =<z, & y=o lorlque x =a; dims ce

cas, le patlage fe faic par zéro. Mais, fi 5= °

b7
cn anra y pofiif uant que x et > 2, g

roea?
régatif lorfque x eft <l e, & y === lorfque z=a;
Ie pafiage fe fair alors par Pntini

gc n'eft pourtans pas i dire qunne quanrit qui
pafle par linfini 6u par le zéro, devicnne ndveflai-
rement de pofiive, nigative; car ellz peut rzfter

pefitive, Par exemplz, foit y—ma—=x ;ouy=

e 23 lorfque e =x, y eft==0 dan; I= pre-
a~—Xx

mier cas, & == o= dans le fecond; mais foic que
e foit > x, ou que g foit< x, y demeurs tou-
jours pofitive. V. Maxixvew. (0)
NEGLIGER, v. adl. ( Alz.) : on emploie
mot dan: certains caleuls, pour difigner lomip
dz plufieurs termes , qui , ¢rane forr peties pay

3 iy
port 2 ceux done on uent compre, re penvgdtdon-
ner un réluliar {enfiblement différent e celud

uquel ou arrive en ometaant ces termes.

Cerre méthods eft principalement A'ufage dans
les calculs d’approximation, voyey/APPROXIMA~
Tiox. Erelle ef en général foaddffur ce principe ;

2, {i on a une quantité trés-plrite r, les rermes
ol entrera le quarré xx de/Certe quantice feront
tres-petits par rapport 4 gy od entrera la quan-
titd fimple x; cn effer; £ eft incomparablement
plus petit que x, pydque xx eft 4 r::comme
zeftd +, &que r efifuppolée une tres-petite partie
limicde. A plus fogee raifon, les termes cu fe trou-
veroit x', x¥, fofit trés-perits par rapport i ceux
qui contiennep(r. Ainfi, on neglige tous ces termes
6u au moingfeux qui contiennent les puiffances les
plus hdut

Certe/mithode a été employée avec fuccds pat
métres, pour la (olution approchée dun
nombre de probidmes ; cependanr on nedoit
mployer qavec précaution : car fi, par excims

[17] et [&]
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Article QUANTITE

702 QUA .
Les guantitds font proprement le fujar de Ual-
Arcesre & CarcuL. .
On marque ordinairement o5 . quand:ds con-
nues par les premidres letrres de alphaber, o,

b,y c,d, &c. & les quentitds inconnues par les der-

nidres, 7,y, &c. . ° : :
- Les quazticés algdbeiques font ou pofitives ou
cégatives. ¢ . - I T

«. On appelle. guantite” pofitive -celle qui efi au-
deflus de zéro-, & qui. et précédée , tou que

Von. fuppofe: ttre précédde . du figne 4=, voyeg

Posttir.. .. .
Quantitss negasives font celies qui font regar-
dés comme moindres que rien., & qui font pré.
cidles dusfigne ~, voyer NEGATIF. "'
Puis donc que 4-eit l¢ figne :de I'addition; &
—celui de la ?ou!‘-.raaion, it s'enfuit quil . ne fane
pour produire vne guizsite pofiiive, qu ajouier ure
gu2nzicd réelle i rien; pur exemple o 3=+ 33
& c+a=-4 a. De mimz pour.produire. une
gilzneied nézative il ne fawr qua rewrancher une
guzneizé rézlle de o par exemple o — 3 =3
& T 2,

EclairciZon; ceci par un exemple. Suppofez cue
veu; r'ayez point dargert, & que guelju'un vous
€anre cant &ous § vous aurez alors cent écus plus
€u2 rizn, & ce'fonr ces cent écu; qui confliruent
guzzitd fofirive. .

1 au contraire vous n'avez point d'argent, &
vous deviez cent écus, vous acrez alors cent

CUi INOINS QUE Fiwn j Car vous cever faier ces
cezt éeus pour dtre dans la condidon ¢un bogure
¢z ='a risn & qui 62 dokr rizaicens dexs ot une
vaize pigative.

. De 1wréme dans le mouvement Iccal, 2 progrés
‘peut érre appellé une guantite pofitive , & le re-
tour une guantird négative; i caufe que le premier
avgmerte & le fecond diminue le chemin qu'on
peut avoir déja fair. o

Sil'on regarde en gloméirie une ligne drde vers
‘quelque coré que ce foit comme ure guantite po-
fitive, celle que 'on menera du coté oppele fera
ure quzntité négative. Voyey Covrer. . -

Stlon quelques auteurs, les quaaticés négatives
font l2s défauts des pofitives. :

Selon ces mémes auteurs, puifqu’un défaut peut
excéder un aurre { car, par exemple, le défaur de
7 eft plus grand que celui de 3); une guastite
ndéganve prife 'un cerrain nombre de fois , peut
érre plus grande qu'une autre.

D'ou il fuic que les grantites négatives font
homogénes entr'elles. .

Mais , ajoutent - ils’, puifque le défaut d’une
guartite pofitive prife tel norbre de fois que I'on
voudra, ne peut jamais furpafler la guanticd po-
lirive, & qu'elle devient toujours plus défective:
les quartieds nézatives font hétérogénes aux pofi-
tives s doit ils concluent que les guegsieds néga-

-
v

th tRy 1y b

gthré, qui roule entiérement fur lewr caicul.:Voyeg”

QUA
tives iane: hiedrogénes aux pofitives , & homo-
g&nes aux négxives, il nxpeut y avoir de rapport
enre une gamice pafitive & une nizative, mais
il pour s'en trouvér-estzz deux ‘négatives. Par
sxemple, —321—32:i3:5. Le rapporteftici
Iz niime que fi los quzerites éoisne pofitives.

“Mais ils prérzndzat obfurver qulentrer & —1,

& entre—1 & 1, la raiton eft rour-A-faic diffé-
rent2. I eft vrsi pourtant, d'un autre thé, que
Ti—i:t—1:1, puifgue le produic des exirémes
et ¢l au produit des moven:; ainfi la notion
que donncnt ces auteurs dos l;uzﬁtite's négatives,
n'eft pas parfaitenent exadle. Voyey NEGATIF.
-+ Adfition des guantitds. 1.° Biles juantieds expri=,
mdes par la mdme lettre onc aofli le mime figne,
on ajourcra les nembres doms elle; (oat p:écécfées R
commz dans Varithmérique ocdinaire, - - .-

"2.° Si elfes ont difftrens fignss, l'addition de-
vizne une fouflradtion, & l'oa ajourc "au reftant
le fizne de la plus grande guantics. ‘

3. On ajoute les quantitds exprimées par dif-
férertes letres par le moyen du fize 4, comme
dacs Vexemple fuivant:

4etrb—rec—g5d—9 a—b
Setrbt2ctd2d—39 c
9ad-ab—"yd—23 e—btc

Soofiraétion des guewitds. Voyey SousTRace
TION. e :

Meldplication & dittficn et cuzmzizds. Foyeg
MorTipLicaTioy ¢z Division. .

Ciomtinvadon €25 suozites. Poyep CoMzival-
50N, PraNcratov, §o

Lorigu’on muliipliz cu gu'on divife deux gvans
tices polizives U'une par l'autre, il en rélules une
guenieie pofitive. : .

2.° Quand on muliplie ou qu'on divile une
guantite nézative par ure pofitive, le produit &
le quotient fonr nézarifs.

3.* En muldpliant cu divilant deux quantitds
rézatives I'une par V'autre, il en réfulte uné quan-
tizg pofirive. o

4.° Loclqu'on muliiplie ou qu'on divife une
quaxtite pofitive par une négative, ce qui en vient
cft une quantitd négarive. (E)

QUARANTIEME, f. m. (Aritkmetig. ) en faig
de fractions ou nombres rompus de quelque
que ce foit, un quaranzieme $'écrit de ¢
nidre 7555 ou dit aulli un guizrarte-unignte , un qua-
rante-deuxiéme , un quarance-troifichre, &e. & ces
différentes fradtions s'¢crivengde mime que celle
ci-deffus , & V'exception ‘on métun 1, un2,
un 3, A la place du 2¢fo qui eft aprés le quatre,
ce qui fe marqueatfili %, &, &, &e. ondirencore |
rkmes , trois guarantiemes , &c. que
de ccte maniére X, %, b, Le qua-
range< huitiéme de vingt fols cft cing deniersg




- LA-REGLE DES SIGNES : UN CHOIX D'EXPLICATIONS

1. Les_difficultés de_Stendhal

Mon enthousiasme pour les mathématiques avail
Faut-étr? eu _pour hase principale mon horreur ‘pour

hypocrisie, I'hypocrisie 4 mes yeux c'était ma tante
Séraphie, Mme Vignon, et leurs pr[étres}. e

Suivant moi 'hypocrisic était impossible en mathé.
matiques et, dans ma simplicité juvénile, je pensais qu'il
en était ainsi dans toutes les sciences ol ) avais oul dire
qu'elles s’appliquaient. Que devins-je quand je m'apergus
que personne ne pouvait m'expliquer comment il se
faisait que : moins par moins donne plus (— x — = 4)7

(C’est une des bases fondamentales de la.science qu'on:
appelle algébre).- :

On faisnit bien pis que ne pas m'expliquer cette
difliculté (qui sans doute est explicable ear elle conduit
& la vérité), on me I'expliquait par des raisons évidem-
ment peu claires pour ceux .qui me les présentaient.

M. Chabert pressé” par moi s’embarrassait, répétait
sa lecon, celle précisément contre laquelle je frisais des
objections, et finissait par avoir I'air de me dire :

« Mais c'est 'usage, tout le monde admet cette expli-
cation. Euler et Lagrange, qui apparemment valaient
autant que vous, I'ont bien admise. Nous savons que
vous avez beaucoup d’esprit {cela voulait dire : Nous
savons que vous avez remporté un premier prix de
belles-lettres et bien parléd M. Teste- Lebeau et aux autres
membres du Département), vous voulez apparemment
vous singulariser. » C 4
.. Quant-& M. Dupuy il traitait mes timides objections
{timides & cause de son ton d’emphase) avec un sou-
rire de hauteur voisin de I'éloignement. Quoique beau-
toup moins fort que M. Chsbert, il était moins bour-
geois, moins borné, et peut-dtre jugeait sainement de
son savoir en mathématiques. Si aujourd’hui je voyais
ces Messieurs huit jours, je saurais sur-le-champ 2
quoi m’en tenir. Mais il faut toujours en revenir & ce
point.

Je me rappelle distinctement que, quand je parlais
de ma difliculté de moins par moins & un fort, it me riat
au nez ; lous étaient Plus OU mMoins comme l’mxl-‘l‘,m.llc
Teysseyre et apprenatent par caur. Je leur voyais dire
souvent au tableau & la fin des démonstrations :

« Il est done évident », ete. )

Rien n'est moins évident pour vous, pensuis-je. Mais
il $'agissait de choses évidentes pour moi, ot desquelles
malgré la meilleure volonté il était impossible de douter.

Les mathématiques ne considérent qu'un petit coin

.0’4"{1&% P
f 4:.
\/—Jf ’ |
RV | Pt

s, 7T
4;.,.:7‘”, <

{Ardoise ou tableau proprement dit. -~ Tablean. — M. Dupuy dans.

son grand fautewd )




des objets (leur quantité), mais sur ce point elles ont
Iagrément de ne dire que des choses sires, que la
vérité, et presque toute la vérité.

Je me figurais & quatorze ans, en 1797, que les hautes
mathématiques, celles que je n'ui jamais sues, compre-
naient lous ou & peu prés tous les cotés des ohjets,
qu’ainsi, en avancant, je parviendrais & snvoir des choses
stires, indubitables, ot que je pourrais me prouver &
volonté, sur toutes choases. :

Je fus longtemps & me convainere que mon objection
sur -— X - == -}- ne pourrsit pas sbsolument entrer
dans la téte de M. Chabert, que M. Dupuy u'y répondruit
jamais que par un sourire de hauteur, et que les forts
auxquels je faisais des questions se moqueraient toujours
de nioi.

JFen fus réduit & ce que je me dis encore aujourd’hui :
il faut bien que — par — donne -+ soit vrai, puisque
évidemment, en employant & chaque instant cette régle
dans le calcul, on arrive & des résultats vrais et indubi-
tables. ,

Mon grand malheur était cette figure :

R LJ

Supposons que RP soit la ligne qui sépare le positif du

négatif, tout ce qui est au-dessus est positif, comme
-négatif tout ce qui est au-dessous ; comment, en prenant
le carré B autant de fois qu'il y a d'unités dans le
carcé A, puis-je parvenir & faire changer de cété au
carré C?

Et, en suivant une comparaison gauche que I'accent
souverainement trafnard et grenoblois de M. Chabert
rendait encore plus gauche, supposons que les quantités
négatives sont les dettes d'un homme, comment en
multipliant 10 000 francs de dette per 500 francs, ecet
homme aura-t-il ou parviendra-t-il & avoir une fortune
de 5 000 000, cing millions ?

M. Dupuy et M. Chabert sont-ils des hypocrites
comme les pr{8tres] qui viennent dire la [messe] chez

mon grand-pére ¢t mes chéres mathématiques ne
sont-elles qu'une tromperie? Je ne savais comment
arriver & la vérité. Ah! qualors un mot sur Ja logic ue
ou P'art de trouver la vérité eit été avidement deouté :mr
mot! QL‘u:l moment pour m'expliquer la Logigue de
M. de Tracy! Peut-&tre J'eusse été un autre homme
Jaurais eu une bien meilleure téte, '

Je conclus, avec mes pauvres petites forces, que
M. {)upuy pouvait bien étre un trompeur, mais que
M. Chabert était un bourgeois vaniteux qui ne pouvait
comprendre qu'il existat des objections non vues par lui,

[18] et [8]
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On notera l'obstacle auquel se heurte Stendhal : le modéle des gains et
des pertes qui fonctionne ponr 1’addition des relatifs ne fonctionne plus
pour la multiplication.




e THEORE ME. )
22 1) Lo multizli par plus, donner produidt plus, & moins multi-

Nz & B¢ par mioins , donner produid plus, & plus multiplic par
s, o4 moins multipliépar plus, donner produicl moins.

Explication du donnéSoit§— g multipli¢ parg—7,en

grs . DE..- L \\.i S ui:fonc;:7fbis.7—sfgqg—§-55 (435, par czque,
7:SIMON STEVIN |\ R : comme
i DE BRVGES, - |EJilE o
P iReucué, corricee & auemendie o FHE L .
{ Bl ¥ ¥ 1C Le IL civre p'ArrTin 1

de Bluﬁcur s.n-mc'"fc:z : corame diét le theoreme, — par —, fai€ -4-) Puis—
¢t annotations | fois 8 fai€t — 56 (—~56 , par ceque, comme dictei §
- par ..~ JEE theoreme, — par-+, faiét —) Et femblablement foz
NIBERT CIRARD fA&t: 7, ~ 5 n.mlrxphc parleg, &donncront produiéts 72—
\rmielois Mathemati: 4 ; Puisajouftez +72 + ;5,font107. Puisajouftez les—
e : by — 45.font—101; Etfoubftrai@ leror de 107 refte-

\ pour produié¢tder:lle muldiplication.De laquellelae
polition des characteresde I'operation eft telle:
Explication’ du requis. 1l faur 4

JINUN TS ‘ 38—y  monftrer par lediét donn¢, qu: §
AN e "9 —7  muleiplié par 4-, fai@ +, & qued
y = : _:;g‘;';‘;_-’ par-—-,fah‘_} -, & que 4 par—.

cien.

is:

;-.. /{":"KA R R
i"’d&l]mfzimcrit des

; IE » 7r—yg . —par+,fai&—. Demoiitrad
. ELZEVIERS. / Y= . Le nombred muldplicr 8—gx:

CI Ibc xxv. A ¥ -6 ) 3, &le muldplicatcur 9 — 713

e O, e 23 Massmuldpliant 2 par 3, le produi@ eft 6; Doncqs

"" le produié cy deflus aufli 6, eft le vray produi@ : M

P: w maltphe par plus, donne produscplus, & moinsmulri- lemefine cft trouvé par multiplication,ld ou nousarcs

plec par motns . denne produiit plus, ¢ plus mnltiplec par
sotns, ex mons multsplic par plus, donne produict moms.

dict quc -+-multiplié pat 4, donne produict -, &+
par —donne produi& +, & + par —,ou— pu-

Fxplication du denné.Soit8— g muldpliéparg—y,en

cefteforte :— 7 fors —gfont -+ 3¢ ( + 3¢, pat ce que, donnc produict —, doncques le theoreme eft verit
connme di¢t le cheoreme, —par—, fact 1 jPuis—7y - : - . .
toir 8 f — 56 (— ¢4 , par ccque, comme dicteftau Aatrcdcmonﬂr.ztiangeometriqae.
theoreme, —par |, faict—) Et femblablement foit 8 . - .
— g, mulplicparic 9, & donncrontproduills 71—45; D:2F 7 Soit AB8—¢
Puisajouttez -2~y 5 3¢ fontina. Pusajouficz les—56 (g:lVOiL'A DS ~I1
— g font—101; Erfoubftai@ lcror de 197 refic 6, ) o
pour produd de telle multiplication.De laquelle Ladit . 5) PUIS' AC 93
pofition des charadteresde Poperation cftecile: 5 10 : 5 (;i fgavou: A E9 -
Fplicatson dre requis. 1 faut de- 3¢ C ) leur prode
R monthier parledi donne, que - 7) P et
a- nmlurhélur St & que— B : . G fera CB: ou blq’:j
ey l’-"——»f-‘*&(“v}& e - pat o lon la multiplicaA
- : w0027 -8 {3t . Dentonstrsreon .
e P l.c};umblc.i mulnphcl e gvant 3} 6 2t 3 PI'CCCd.'lntC E D 1
v S e mnlnrlu A g -~ v i ——E F 56-.. DG‘
23 Macmbuphant s pa g dopodant at o) Doncgues ) ol
I prnbinct v'-h flus .ntuﬁ 6.\I'I loveay poodunt - Mas A 12 C 7 E + G “F 35> LC@;
Lot et rpeevy par waliphaanonliounous avons -

did ey nmlnplicx:\r iy donne produsct 4+, 8 —
,n:r--—dunnclnmluu e, & r:r —,0u— par ¢, ) . . . '
donne Prmluld —, doncques le theoreme et vertable.

Autredemonflration geomctrique g.- PE OPERATION. 17

DT z Soit ABS— ¢ 74 {rnous demonttrerons eftreegales & C Ben defte forre.
fLavoir ADS — DB Droutle ED + GF, foubftrait EF, & D G, refte CB.

5] o s s zz) (9‘:::,‘""[‘(&" =z Llafion. Plus doncques multiplié parplus,donne pro- !
C7) feur prgduh'l Qﬁ::} plus. & moins {m{l'nphé par moins, dgnnc pro-

R G feraCB:ou hien fie- & dyplas, & plus muleipli¢ parmoins, ou moins multi-

¢ 1¢ fonlamulupheation A . : s . .

; b precedante £ 1 72 ft:parplus, donneproduit moins; ce qu fl Ezl.lou: de-
—FFs6—DGas ‘xoaftrer. ‘ o R

A1 C 7 E . Garys. Lefuel- :

: 3 CBenccllefmre,
tes nous demonttrerons ¢ ﬂrccgnlcﬁs d y for
Detoutle LD+ GF, foubftiud l-: F,& DGaclte CB.
Comdnfion. Plusdoncques multiphe par plus,donne pra-

dui&plus. & moins mul(ipllt‘ }mrmuins, d(.mnr pro- [8] ot [19]
duict plus & Plu; multiplic pat moms, o monns k-
plic P'l“ plus, donneproduickmotns; <€ qu itfallow de-

monfter.




On peut constater que l'explication de Stevin est fondée sur la distributi-
vité et que Stevin prend la peine de faire deux "démonstrations”™ : 1l'une

arithmétique et l'autre géométrique. Cette régle est introduite par Stevin
pour pouvoir calculer des produits du type :

V7 + V5 - VB (/4 - V8 + V3) qu'il appelle "multinomie radicaux
entiers".

On pourroit de la déduire la regle des signes telle qu’on
a coutume de l'énoncer, qui est que les signes sem-
blables dans les termes du multiplicateur & du multi-
plicande donnent + au produit, & les signes différens
donnent — . Nous avons €vité cette maniere de présen-
ter la regle, pour épargner aux Commencgans !'expres-
sion révoltante — par — donne +, gui est cependant
une conséquence nécessaire de la regle: on peut,

comme nous avons fait, la déguiser, mais non [’anéantir
ou la contredire; le Lecteur, sans s'en appercevoir, en a
observé tout le sens dans les exemples précédens; fami-
liarisé avec la chose, pourroit-il encore 8'effaroucher
des mots ? 8'il lui resie la-dessus quelgue scrupule, qu'il
Jasse attention a la démonstration suivanie qui attaque
directement la difficulté. :

+ a—a = o, ainsi par quelque guantité qu'on multiplie
+ a — g, le produit doit éire o: & je le multiplie par n;
Jaurai pour le premier terme + na, donc j'aurai pour le
second — na, puisqu'il faut que les deux termes se dé-
truisent. Donc les signes différens donnent — au pro-
duit. Si je multiplie + a — a par — n, par le cas précé-
dent, jaurai — na pour premier terme; donc jaurai
+ na pour second, puisqu’il faut toujours que les deux
termes se détruisent; donc — multiplié par — donne +
au produit. )

Ls]

McLaurin utilise la distributivité mais de fagon plus formelle et générale
en utilisant 1'astuce du zéro. On peut noter le r3le que joue la démonstra-
tion pour McLaurin : éliminer les scrupules éventuels de ceux qui n'auraient
pas été convaincus par les exemples.
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D'abord voici la méthode suivie par Clairaut pour introduire la régle des

signes.

1. Calcul algébrique du type
2. Calcul algébrique du type

ab - c + d)
(a - b)(c - d + e)

ou a, b, ¢, d, e, sont des nombres entiers positifs.

La régle est utilisée sans &tre énoncée.

3. Résolution d'un probléme (mise en équation) de deux facons différentes

4. Conséquences :
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Léonard Euler (1707-1783) fut assurément un virtuose
du calcul. Dans ses articles scientifiques, il manie les nom-
bres relatifs et.complexes avec ingéniosité et hardiesse, sans
trop soulever de questions au sujet de la légitimité de ses
constructions. Mais dans un ouvrage destiné aux débutants
(Euler 1770), il fait ceuvre pédagogique et se trouve dans
I'obligation de fournir des explications. Notamment il
essaie de justifier la régle des signes. Nous découpons son
argumentation en trois parties:

1. La multiplication d’une dette par un nombre positif
n’offre guére de difficulté: trois dettes de a écus font
une dette de 3a écus. Donc b x (-a) = -ab.

On remarquera que dans cet exemple, la multiplica-
tion est une opération externe. L’argument est donc
sans valeur si le multiplicateur n’est pas un entier
naturel.

2. Par commutativité, Euler en déduit que (-2} x b = -ab.
Argument sans valeur pour une loi externe, que
signifie (-3) gains de a écus?

3. Il reste a déterminer ce qu’est* le produit {-a) par (-b).
Il est clair, dit Euler, que la valeur absolue est ab.
Il s’agit donc de se décider entre +azb et -ab. Mais
comme (-8) x b vaut déja -ab, il ne reste plus comme
unique possibilité que (-a) x (-b) = +ab. (1 11)

Cette pirouette ne dépasse guére le niveau de la vulgarisa-
tion. Mais si Euler ne fournit pas ici de meilleure justifica-
tion de la régle des signes, c’est sans doute qu’il n’en con-
naissait pas de plus valable.

Dans les célébres conférences pédagogiques que Pierre-
Simon de Laplace (1749-1827) fit 4 I'Ecole Normale Supé-
rieure (pluvidse an III), il commence par manifester le méme
embarras que ses prédécesseurs, témoignant ainsi que la
théorie des nombres relatifs n’était pas considérée comme

. facile. Mais il entrevoit les éléments de la solution :

«(La régle des signes) présente quelgues difficultés: on
a peine & concevoir que le produit de -a par -b soit le méme
que celui de & par b. Pour rendre cette identité sensible,
nous observerons que le produit de -a par +b est -ab {puis-
que le produit n’est que -a répété autant de fois qu'il y a
d’unités dans b). Nous observerons ensuite que le produit de
-a par b-b est nul, puisque le multiplicateur est nul; ainsi le
produit de -a par +b étant -ab, le produit de -a par -b doit
étre de signe contraire ou égal & +ab pour le détruire».

On notera dans ce texte:

a. la méme maladresse que chez Euler pour démontrer
b x {-a) = -ab.

b. la mise en évidence du rdle de la distributivité, dans la
démonstration.

c. I'absence de référence & un modéle physigue, {'ob-
stacle (6} est ainsi contourné) et une approche, en appa-
rence, purement formelle.

d. Mais I'idée d'une extension formelle du systéme numé-
rique ne semble pas avoir éffleuré I'esprit de Laplace. L’em-
ploi des mots que nous soulignons {«sensiblen, «doit
étren, etc) ne révéle-t-elle pas une croyance implicite en un
systéme numérique préexistant, dont il suffirait de déchif-
frer les propriétés?
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D'aprés ces conventions, si 'on représente par A soit
un nombre, soit une quantité quelcongue, et que l'on
fasse

a=+A b=-4,
on aura

+a=+A4, +b=-A,

-a=-4, -b=+A.
Si dans les quatre derniére équations, l'on remet pour
a et b leurs valeurs entre parenthéses, on obtiendra les
formules

(1) +(+A4)=+A, +(-4A) = -A,

~(tA)=-A, -(-A}= +A.
Dans chacune de ces formules le signe du second mem-
bre est ce qu'on appelle le produit des deux signes du
premier. Multiplier deux signes I'un par Pautre, ¢’est
former leur produit. L’inspection seule des égquations
(1) suffit pour €tablir la végle des signes, comprise dans
le théoréme que je vais énoncer.
18" Théoréme: Le produit de deux signes semblables
est toujours +, et le produit de deux signes opposés
est toujours -.

Cité dans

8. L explication de Hankel (1867)

La révolution accomplie par Hankel congiste & aborder le

probiéme dans une foute cutre perspective. Il ne g'agit plus
dé déterrer dans la Nature des exemples pratiques qui «ex-
pliguent» les nombres relatifs sur le mode métaphorique.
Ces nombres ne sont plus ddcouverts, mais inventés, ima-
gings.
" Connaissant par exempie fes propriéi;éa additives de R
et la multiplication de mY, Hankel propﬂse explicitement
de prolonger la multapiscatmn de R+ & I, en respectant un
principe de permanence: la structure algébrique cherchée
doit avoir de bonnes propriétés,

L’exnstence et Punicité du proiongemem régulte du théo—
réme suivant:

Théoréme: La seule multiplication sur R, qui pm;ange ;a
multiplication usuelle sur R™ en respecient leg distribu-
tivités (& gauche et & droite) est conforme § la zég}e des
signes.

Dés que 'on & formulé ce probieme ia démanstrahon est

trivigle:

O0=gxl=eax {b+oppb)- ab + a x (oppb)

0= 0x(oppb)= (oppa)x(oppb) + ax (oppb)
Dol

(opp 2) x (opp b) = ab
D’asilleurs cette démonstration n’est méme pas ofiginale,

Elle se retrouve essentiellernent dans beaucoup de fextes.

antérieurs, notamment chez MacLaurin et Laplacg. Ceperi-
dant, on poters une différence considérable: Laplace croit
oen l'existence, o prior{, d’une multiplication des relatifs,
dans la Nature. Selon lui, il ne reste qu'a la découvriy, et I8
raisonnement précédent prouve que cels n’est pommbie que
conformément & la régle des signes .
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Elle utilise pour modéle concret le déplacement d'un mobile & vitesse cons-
tante. Le livre est un manuel pour 1l'enseignement primaire supérieur.

30 . CALCU_L ALGEBRIQUE,

30. — Multiplication. — On appelle produil de denz
nombres algébriques n el b un lIroisiéme nombre algd-
brique dont la valeur absolue est égale au produil des
valeurs absolues des deux nombres, et qui est affecté du

signe 4 8i les deux nombres sont de méme signe, et du

signe— 8'tla sonl de gignes contraires,

Pour justifier celle définition, cherchotis l'eapick =
parcouru par un mobile qui se déplace d'un mouvement
rectiligne uniforme avec la vitesse v pendant le lemps £.

On a vu (n* 7) que l'cspuce € parcouru est doané par
la {ormule :

e-= v,

Le mobile se déplagant sur la droile XY, nous smp«

poserons v posilif, lorsque le mobile marche dans |
sens de X vers Y, gons pmth
et v négatil iorscgun lo moh:ie

0 marcho on sens invorsa,

¥ig. 0. Do mbéme, { acea posilif &'l

s'agit d'un lomps qvenir, ol nd-

gatif il e'agil d'un temps passd. Dans co dernior

oas, on chercho la position du mobile avant V'dpogue

acluelle, ou origine des temps.

L'origine des disiances O est ls point ol le mobile se
trouve & Porigine dos Lomps, c'oal-A-dire au terapd zéro,
ou époquo actueile,

Lo nombrs algébrique rgm mesurs lo segment com-
pris ontre Porigine & ol In posilion finale du mohile
aw tompn ¢ roprésentorn lo produil of géndralird,

— 1° Dans lo cas ol v ol { sont posilifs, lo mobile est
évidemment silué & droile de O au bout du temps {; de
sorie quele nombre qu: mesure le segment parcouru cst
positif.

Donc : le produit de deux Pwmbres posilifs est un
nrombre posifif.

® ' Y

Y

NOMURES POSITIFS ET NOMBRES NEGATHS, 3¢

Ce produil n'estautre que le produit de deux nombres
arithmdliques.
— 2° Multiplicalion d'un nombre négatif par un
nombre posilif.
Soit
p=—2 el

[ ==-}- 3 ({valué en secondes).

La vitesse &lant négalive, Je mobile se déplace dans e
sens de Y vers X. Dans 3 secondes, le mobile sera en un
X ) ) \]

A 0
Fig. 10.

hoind A silud & gauche de O & une distance égale & 3 Tois
ja vilesse 2 en valeur absolue, c'est-d-dire & la dis-
tance 6. On a done :
ﬁ—/"\-:73 —
[Par suile, on a
(—2)(-

Daone @ le produil d'un nombre négaiif par un nombre
posilif esl un nombre négalif.

— 3° Multiplication d’un nombre positif par unnombre
négalir. '

Soit

[-3) = — 0,

pe=-}-2 ot I=—3.

Le vitesae élant p(mhvo le mobile se déplace dans
le sons do X vors Y ; mais { &tant négatif, il s'agit do
irouver la posilion du mobile il 4y a 3 secondes. I} est
tvident qu'd co moment le mobile dlail & gauche du
point 0.4 la distanece 6(fig. 10). On a donc :

(4 2)(—3)=—0.
Done : le produil d'un nombré post{zfpar un nombre
négatif esl un nombre négatif.
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b | CALCUL ALGRDRIQUE.

. = 4° Multiplication d'un nombre négalif par un nont-
‘bre négalif. .
Seit ¢

v==—9 . el [ == — 3,

La vitesse étaut négalive, le mobile se déplace dans

le sens de Y vers X;

3 .
or, att temps zéra if

Fig. 11 est au point O, dong -

o il y a3 secondes il
8tait évidemment @ droife de O & unc distahce OA
égalo & 8. Le segment OA étant posilif, on a done :
(—2) . (—3)=-}-6.
. Done : le produil de deux nombres négalifs est un
nombre posilif.
La définition se Lrouve donc justifide,
— Ainsi, on résumé : 1° le produil de deux nombres
-algébriques de méme signe. esl posilif.
2° Le prodwit de deux nombres algdbriques de signes
coniraires est négalif,
On a ainsi In régle des signes relalive & la multipli-
cation, el qu'on peut énoncer comme il suil :
' + par - donne |-,
— par — donne 4-,
-+ par — donne —, .
~— par -~ donne —,

31. — Remargue. — Si l'on compare les produils
‘suivanls : : .
+9(+3)=-+8,
(~-2) (+3) = —8,

(+2)(—3) =,
(— 2)(—3) =+,

on cn tire los censdguences auivanles :

%

NOMBRES POSITIFS ET NOMBRES NAGATIFS. .33

10 St, dans un produil de deux facleurs, on change }e
signe d'un facleur, le produil change de signe.

20 Sty dans un produil de denx: facleurs, on change
les signes des deux facleurs, le produil ne change pas
de signe.’ o : '

— La définition du produit d’'un nombre quelconque
de facteurs est analogue & celle donnde en arithmd-
lique, et I'on vérifie facilcment que : o

1» St,dans un produit de plusieurs facteursyon change
les signes d'un nombre impair de facleurs, le produit
ehange de signe. D

2°St, dans un produil de plusienrs facleurs, on change
les signes d'un nombre pair de facleurs, le produil ne
change pas de signe.

32. — Puissance. — Rappelons que : la puissance n
d'un nombre est le produif de n facteurs égaux a ce
nombre, S

En appliquant la régle de Ia multiplicalion, on a
successivement, : B
(- a)? :(m o )(—a)=-+a%,
(—ay=({a*)(—a)=—d,
(—at =(—a")(~a)= 4,

LA

© On voil done que :
1" Les puissances paires d'un nombre négatif soni
positives.

2" Les puissances impaires d'un nombre négalif son!
néyatives. . . . ;

33..— Division. — Diviser a par b, c'est chercher un
nombre qui, mulliplié par b, reproduise a.

Ce nombre est le quolient de a par b.

Je dis que I'on peut éerire :

(+ 15) : (—— 3\ .z ———-5.

Navyy, — Gours d'alaébre.

10. Dans un bulletin de L'APMEP des années 80

En vertu du principe de continuitsé....

4 x (=3) = - 12
3x (=3) =~ g& T3
2 x (-3) =~ 6 + 3
1 X (=3) =~ 39 + 3
0% (=3) = 0 + 3
(=1} x (=3) = L+ 3
(-2) x (=3} = 2 * 3
(-3) x (-3) = o+ 3
(-4) x (-3) = el + 3

donc (=1) x (=3) = + 3
(=2) x (-3) = "+ 6
(=3) x {(~-3) = + 9
(-4) x (~=3) = + 12




- 33 -

11. Les aires orientées : L'histoire revisitée en 1788
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Voici la présentation donnée par un collégue de 1'IREM de Lille [21]

qui fait la synthése de 1'idée de déplacement et de la représentation
du produit de deux nombres par un rectangle comme le faisait Euclide.

Une unité étant choisie un nombre relatif est représenté par un segment
orienté, matérialisent un déplacement, soit horizontal, soit vertical

+ —_—
La somme de deux relatifs se représente & 1l'aide de deux déplacements succes-

sifs.

Pour le produit il procéde ainsi

D +3 A -3 D
| IS .
n 2 42 <//Q/ % =2 <::> A
e - — 2
(+3) x (+2) (+3) x (-2) (=3) x (+2) (=3) x (-2)

On n'obtient alors que deux sens de parcours possibles.
On attribue le signe + & celui dont on sait qu'il représente un produit

positif : (+3) % (+2) = 3 x 2 =6 =+ 6

Donc on a

i
)
+6 +2 f -6 )

+3
(+#3) x (#2) =+ 6 (+3) x (=2) = -6 (-3) % (+2) = -6 (=3) x (=2) =+ 6







- CONSEQUENCES POUR L'ENSEIGNEMENT

Je:me -shis convaincu de:plus en plus, &
chaque cours, que la considération” des quan~
tités. négatives isolées était en géndral placée
trop prés du commencement, dans la plupart
des livres élémentaires; et cela est d'ailleurs
confirmg par lhistoire de la science, out I'on
vuit que P'explication- des.solutions négatives
des problémes .est un-des derniers progreés de
Yanalyse ,~dtt & Descartes. Aussi la plupart des
auteurs ne se sont adressds sur ce sujet'qu'lila
mémoire; el ceux qun ne voulant pas en faire
un objet d'autorité, ont cherché b expliquer la
natupe de es quantités, ent eu recours i des
eomparaisons forcées , commes celles des biens
et des defies, qui ne conviennent qu "4 des cas
partlcuhers de cette théorie. = ! ~‘

Cg n'est d'ailleurs que par Iapphcatxdm de
lAlgebre ala Géométrie, qu'on peut concevoir
dans son ensemble la théorie des quantités né-
gatives, puisque les principales circonstances
de cette théorie sont des faits algébriques qu'il
faut se contenter de hien constater et de classer.
ensuite dans I'ordre qui les fait le l,rmeux res-
sortir. Cest aussi ce que j'ai taché de faire,
craignant, d'apiés une observation' trés ré

petee, Vobscurité que des détails - méuphyu
siques trop étendus et- trop multiphiés: jettent
dans l'esprit des commencans; e¢ar on abuse
aussi en- Mathématiques da raisonnement,
lorsqu’on s'ohstine & ne pas reconunaltre cers
tains faits résultant des combinaisons du calcul,
qui ne peuvent s ‘expliguer plus clairement que
par eux-mémes. ; . :

[21]
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Connaissant maintenant le temps qu'il a fallu pour élaborer la notion de
nombre négatif et toutes les difficultés que son apparition a créées, il

= =

nous reste a mettre & jour les obstacles qui vont s'opposer & la mise
en place des relatifs chez les éléves et i ménager le franchissement de
ces obstacles.

Pour 1l'éléve de 6éme le zéro est absolu et toute soustraction n'est pas pos-
sible. Il s'agit donc de faire comprendre & 1'éléve que l'on crée de nou-
veaux nombres qui vont résoudre des problémes impossibles. Pour faire une
soustraction "impossible” au CM2, du type 7-10, il faut aller au "dessous"
de zéro.

Le bon sens, les bonnes images anciennes doivent évoluer : dans une notion

tout ne se généralise pas, ce qui est dur & admettre et surtout 3 mettre
en pratique.

Pour l'addition déja il y a conflit : une addition de relatifs peut &tre
obtenue & partir d'une addition arithmétique ou d'une soustraction arithmé-
tique. Il faut donc utiliser des soustractions pour faire des additions !
Il faut donc que 1'éléve comprenne qu'il y a alors généralisation du sens
de l'addition et que le + qui signifie "et" change de sens quand le nombre
qui le suit est négatif. (cf. Texte de Clairaut 2.4.)

Seul est conservé le sens du "et" : "et ensuite", c'est-a-dire le sens de
concaténation.

Pour la soustraction elle garde son nom mais perd son statut puisqu'on la
remplace par une addition, celle du nombre opposé. Mais tout d'abord ce
qui arréte 1l'é€léve c'est que pour lui "la différence c'est le nombre qu'il
faut ajouter au plus petit pour obtenir le plus grand" alors que ce qui se
généralise c'est "la différence c'est le nombre qu'il faut ajouter au

second pour obtenir le premier". (cf. Lacroix 2.4.). Et méme si 1'éléve
comprend que 7 - 10 = -3 car c'est relativement immédiat, il a beaucoup de
mal & comprendre que (~20) - (+2) soit possible.

Des exercices sur des gains et des pertes traduits sous la forme+-3 - 5 + 1
confortent la perception du nombre comme absolu et du signe comme une
affectation : augmentation ou diminution. C'ést ce qui a été le cas jusqu'
au XIXéme siecle (cf. 2.5).De plus si lé statut du nombre est flou, celui
des opérations est aussi flou. Dans + 3 - 5 + 1 le signe - par exemple
désigne une diminution mais en méme temps une soustraction !

Face a de telles écritures, deux problémes se posent :

- ou est le nombre négatif ?
- ou est l'opération ?
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En effet quand j'écris + 3 - 5 (cf. Descartes 2.3.) je fais une soustraction
avec des nombres entiers "positifs" et je donne un résultat négatif, + indi-
que que j'ai 3 francs en poche par exemple et - que je perds 5 francs.

A proprement parler il ne s'agit ni d'une addition, ni d'une soustraction
avec des relatifs. Si 1l'on veut que les relatifs aient leur statut de nombre
avec leurs opérations il faudrait donc traduire je gagne 3 et je perds 5

par : (+3) + (-5) en mettant bien en évidence le sens de + (qui,lui, a
changé alors de statut cf. 4.3).

Par contre une écriture simplifiée du type 3-5 désigne en fait une soustrac-
tion et devrait donc &tre interprétée ou traduite par (+3) - (+5).

5. La _ multiplication

Pour la multiplication il faut bien mettre en évidence que le modéle concret
adopté pour 1l'addition ne fonctionne pas. On peut rechercher un autre modéle
(c£.3.9. et 3.11) mais il faut se rappeler qu'originellement la régle des
signes prend racine dans la distributivité donc dans les problémes de calcul
algébrique liés aux équations. Pour lui donner sens peut &tre vaudrait-il
mieux la replacer dans son contexte.

Des textes des paragraphes précédents montrent bien comment certains modéles
concrets,donnés pour faire comprendre ou fonctionner une regle peuvent soit
en entraver la compréhension, soit étre un obstacle a la compréhensxon d'une
autre régle : par exemple, un modéle pour 1l'addition ne fonctionne plus
pour la multiplication. C'est .le probléme de Stendhal (3.1.), c'est ce que
rappelle aussi Lacroix (4.1.) et ce qui apparalt aussi dans les objections
de Carnot (2.1.). Il faut donc bien avoir conscience, lorsqu'on donne de tels
modéles pour faire comprendre, que l'on peut en méme temps créer des obsta-
cles, ce qui est peut-étre inéluctable : mais il faudra alors prévoir ensui-
te leur dépassement par les éléves.

En ce qui concerne les relatifs 1'important est de se rappeler que ces
nombres ont pour fonction de résoudre des problémes théoriques de type algé-
brique, et non des problémes concrets : les modéles concrets ne sont que

des aides pédagogiques, et qu'il n'est pas toujours possible, ni méme sou-
haitable, d'en donner.

7. Conclusion

s s s i S B e

Pour 1l'enseignement des relatifs nous avons peut-&tre a4 tenir deux points de
vue complémentaires.

Le point de vue moderne : les relatifs sont de nouveaux nombres pour les-
quels on essaie d'étendre et de généraliser les opérations connues. Il
s'agit alors de revenir sur le sens de ces opérations.

Le point de vue ancien : les relatifs s'imposent dans la resolutlon des
équations et leurs régles d'emploidécoulant du calcul littéral. Il s'agit
alors essentiellement d'un outil algébrique. Ceci devrait inciter & ne pas
séparer calcul algébrique-littéral et calcul numérique.
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- 38 = CHAPITRE PREMIER
HOWBRES PLUITHNS BT NOMBRES NEGATIFS

. 3. — Soit & retrancher lo nombre 7 du nombre 5. Au
sens méme arithmélique, cetlo opération est impos-
sible; on ne peut, en effet, retrancher 7 de 5.

Dans un bul de généralisation, 'algébre ne rejella

pas celle opéralion. On convient do représenter le
résultal parse-2; on écritdonc: - - - '
' _ 5 — 7= 9,

v

Le nombre '— 2 est dit un nombre négatif, et tout
nombre précédé du signe -+ est appelé nombre positif;

Les nombres positifs ct les nombres négatifs forment
ce qu'on appelle les nombres algébriques. . :

L'introduction des nombres négaltifs simplifie cer-
laines questions el permet d'inlerpréler des résullats
1ui, tout d'sbord, paraissent impossibles ou absurdes.
C'esl ce qui arrive duns lous les problémes ou la quan-
lité demandée peut 8lre complée dans deux sens oppo-
sés, comme, par exemple, le lemps avenir ou passé; un
gain ou une perle; une distance qui peut 8lre porlio
dius un sens ou duns un anire par vapport & une origine
chioisie ; une lempdeature, ele. o

Ainsi, imaginons un joucur qui convient de repré-
senter les gains qu'il réalise par des nombres posilifs et
les pertes par des nombres négalifs, puis reprenons
Popération indiquée par 5—7. Elle indique’ qu'une
perte de 7 francs a succédé & un gain de 5 francs; le
résullat des deux opéralions est donc une .perte do
2 francs, qui, par conséquent, sera roprésentée par le
nombre négalif —2; ce qui donne un sens & I'égalité

ol —2, -

Si P'on veut exprimer que la perle —7 s;ajoutc an
gain + 5, on écrira, en plagant les nombres entre paren-

théses :
(+5)+ (=7,

el Fon voit que, en véalité, ajouler — 7 vevienl & refran-
cher 7 do sorte que l'on peut écrire :
{+5}-+- (-—-7):..: BT =y

¢ e @

Le signo 4 ou — placé devant lo nombre arithmé-
liquo qui mosure [ distance n'est donc pas ici un
signo d'opération ; il est employé exclusivomont pour
indiquer lo gens daus loquel la distanco doit 8tre porlde.

Aiusi, un point A situé & la distance + 3 du .point O

X y sera adroite de

[} 0 T ce point & une

Fig. 2. distance ¢égale

4 3 fois I'unité

de longueur; un point B situé & la distance — 2

du point O sera & gauche de ce point & une distance

égalo & 2 fois l'unité de longucur. De sorte que l'on
derirg : -

OA =43,
OB = —29,
3 et 2 représentant des métres, des décimétres, des
cenlimelires, ..., suivant que Punilé de longueur est le
métre, le décimblre, le centimétre, ...
— Alnsi, en résumé : un nombre positif est un nombre
arithmélique précédé du signe +. '
Un nombre négatif est un nombre arithmétique précédé
du signe —. A .
En général, un nombre alyébrique est un nombre
posilif ou négalif.

22. — Valeur absolue d'un nombre algébrigue.
— On appelle valeur absolue d'un nombre algébrique,
la valeur abslraction faite du signe. :

Aiunsi, les nombres algébriques 42 ot —2 ont la
méme valeur absolue qui est 2. -

La valeur oblenue en tenant compte du signe cst la
valeur relative. T .

Deux nombres algébriques do signes différents, mais '
dc méme valeur absolue, sont dits égaux et de signes
contraires. On les appelle encore des nombres opposés.

OPERATIONS SUR LES NOMBRES
ALGEBRIQUES .~

24. — Addition. — On appelle.somme de deuxz nom-
bres algébriques un troisidme nombre algdbrique oblenu
camme il suit

12 Si les deux nombres algébriques sont de méme signe,
leur somme est un nombre algdbrique de méme signe dont
la valeur absolue est dyale a la somme des valears abso-
lues des deuzx nombres.

2° 8t les deux nombres alyébriques sont de signes con-
lrairves, lear somme est un nombre algdbrique dont lgy
valeur absolue est la différence des valeurs absolues des
deuz nombres, ¢l qui a pour signe le signe du plus grand
des deux nombres en valeur absolue. '
~ Ainsi, en plagant chaque nombre avec son signo
enlre parenthéses, on Scriva : '

(+3) + (+5) = 48,
=84 = s,
N () (=2,
D= =—2

Pour juslifier celte définition, nous allons faire la
somme des deux segmenls ayant respectivement pour
mesures les déux nombres algébriques dont on veul
faire la somme.

Pour faire la somme de deux segments, on porte le
second 4 la suite du premier dans le sens indiqué par le
signe, en placanl l'origine du second & V'extrémité du
premier : le segment compris entre l'origine du premier

et lextrémité du second est alors la somme des deux
segmenls.

2 oo
98. — Soustraction. — Relrancher b de a, c'est cher-
cher un nombre el qu'en l'ajoutant & b on retrouve a.
Soit & calculer : 5 —(— 3). .
~ Je dis que la différence est 54 3. En effet, si & ce
hombre on ajoule — 3, on oblient :

5-43—3=05.

Donc 5 4 3 représente la différence cherchée. Ainsi,

ona:
5—~(——-3)=5+3:8.

Retrancher — 3 revient done & ajouter |- 3; de sorte
que la souslraclion ainsi généralisée n'impligue plus
néeessairement Pidée de diminution, pas plus dailleurs
que Paddition qui n'implique pas nécessairement idée
d'augmentalion. Aunssi, pour éviter P'ambiguilé, on
emploie les expressions somme algébrique et différence
alyébrique.

On aura de méme :

FEY ¥ & 2 “
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CALCUL NUMERIQUE - EXPERIMENTATION EN 4éme

&8 CONDITIONS D'EXPERIMENTATION

Collége de Vouneuil-sur-Vienne. Ce collége rural compte 530 éléves 4 ces
éléves sont issus pour la plupart de milieux ouvriers ou employés.

Les classes

Deux quatriémes de 24 éléves sont concernées.

Ces éléves ont participé au suivi scientifique en 6éme-5éme sur la totalité
des programmes de 6éme—5éme.

Les horaires de ces classes sont en paralléle.

L!équipe

Elle est composée de trois professeurs du collége et de l'ex-directeur
d'études de mathématiques du centre de P.E.G.C.

Les contenus

o o Vot e o o s

Les contenus du programme ont été répartis en dominantes (nous appelons
dominante un théme fédérateur qui nécessite un apprentissage spécifique).

En 4éme nous avons retenu les dominantes suivantes :

1) Caleuls numérniques

Exemples de contenus : fractions, relatifs, puissances....

2) Caleuls d'élements métriques d'une figunre

Exemples de contenus : Pythagore, cosinus, sphére, triangle, rectangle....

3) Caleul Littérnal

Exemples de contenus : équations, conventions d'écritures, priorités opéra-
toires, distributivité.

4) Parallelisme et orthogonalits

Exemples de contenus : réciproque de Pythagore, projection, triangle rectan-
gle, médianes...

5) Thansformations

Exemples de contenus : translations, rotations, vecteursa....

6) Gestion de données

Exemples de contenus : proportionnalité, application linéaire.

7) Manipulation d'inegalités

Exemples de contenus : inégalité triangulaire, relation d'ordre, inéquation...
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L'ordre de présentation de ces dominantes dans le domaine numérigue n'est pas

important et certaines peuvent &tre coupé€es en plusieurs parties afin de ne
pas lasser les éléves.
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La présentation des contenus, la gestion des classes sont élaborées en fonc-
tion des buts que nous nous sommes fixés :

- développer 1l'autonomie des éléves,
~ faire en sorte que chacun atteigne les objectifs, ce qui nous oblige
tenir compte de 1l'hétérogénéité des classes.

Qs

Présentation des contenus

Sauf cas contraire, les contenus sont présentés de la maniére suivante

- Une activité

.

Pour définir une activité nous avons retenu les critéres suivants :

- 1l'énoncé est court (en général) et compris de tous les éléves
- la réponse n'est pas évidente
. pour répondre, l'éléve devra

- soit découvrir la connaissance visée
- soit découvrir ce qu'il faudrait savoir pour résoudre le probléme
- soit mobiliser les notions antérieures.

Le probléme est riche (plusieurs démarches sont possibles ou (et) plusieurs
solutions sont possibles). L'éléve peut formuler des questions intermédiaires
(ce qui exclut un recours & un découpage a priori fait par le professeur).

- Synthese de £'activif? (effectuée collectivement)

- formulation des résultats et des démarches par les éléves,
- validation des résultats par la classe et le professeur,
- énoncé des objectifs par les éléves en accord avec le professeur.

- Test

Gestion des classes

Les €léves sont groupés par & depuis la sixiéme, ce qui signifie que le tra-
vail est d'abord individuel puis des échanges ont lieu & 1'intérieur des grou-
pes. Ces échanges peuvent revétir plusieurs formes :

-~ échanges de résultats,
- entraide.

Les groupes se sont constitués par affinité. Le professeur apporte soit des
aides individuelles soit des aides aux groupes.
Les énoncés des activités et des exercices sont sur fiches.

Avant chaque série d'exercices didactiques, est imposé un contrat composé
d'un certain nombre d'exercices et d'une durée.
Exemple : "les 6 premiers exercices sont obligatoires, durée de la fiche 2H".

Cela signifie pour 1'éléve, que ces 6 exercices doivent étre faits & 1'issue
de ces Z2H, libre & l1'éléve de s'avancer chez lui.

A 1l'issue des réscolutions d'exercices didactiques nous nous efforgons de pro-
poser aux éléves des auto-tests portant sur des objectifs purement techniques
pour vérifier si ceux-ci sont atteints. Aucune contrainte n'est imposée a
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l'éléve pour ces auto-tests, il est libre de les faire ou non.
En cas de non atteinte des objectifs, les éléves peuvent consulter un recueil
d'exercices supplémentaires auto—-correctifs (& faire seul).

A l'issue du test des groupes de besoin peuvent &tre établis : on regroupe
les €léves ayant des difficultés pour un réapprentissage bref (2 ou 3H maxi-
mum) . Cela est permis par les horaires en paralléle.

Matériels utilisés

Outre le matériel classique (instruments de géométrie, calculatrice) les
€éléves ont & leur disposition un répertoire ol sont consignés les résultats
vus depuis la 6éme, le répertoire est complété cette année. (Annexe 1). Il
suit 1'éléve de la sixiéme & la troisiéme.

B LES PROGRAMMES

1. Nombres relatifs en écriture décimale ou fractionnaire : multiplication ;
régle des signes- Division ; approximations décimales d'un guotient.
Addition en écriture fractionnaire. Puissances entidres d'exposant positif ou
négatif. Ecriture des nombres en notation scientifique et en notation ingé-

nieur ; ordre de grandeur d'un résultat. Conventions et priorités opératoires.

2. Généralisation des études précédentes aux calculs portant sur des écritu-~
res littérales. Développement d'expressions du style (a + b)(c + a).
Exemples simples de factorisation. Réduction de sommes algébriques.

3. Ordre : comparaison de nombres relatifs en écriture décimale ou fraction-
naire. Effet de l'addition et de la multiplication sur 1'ordre.

4. Résolution de problémes aboutissant a des équations, & des inéquations
du premier degré & une inconnue.
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Thavaux numériques

La résolution de problémes (issus de la géométrie, de la gestion de données,

des autres disciplines, de la vie courante) constitue 1l'objectif fondamental de
cette partie du programme. Elle nourrit les activités, tant dans le domaine nu-
mérique que dans le domaine littéral. Il convient de ne pas multiplier les exer-
cices de technique pure.

La pratique du calcul exact ou approché sous différentes formes compléméntaires
(calcul mental, calcul & la main, emploi d'une calculatrice) a pour objectifs :

- la maitrise de régles opératoires de base,
- l'acquisition de savoir-faire dans la comparaison de nombres,

- la réflexion et l'initiative dans le choix de l'écriture appropriée d'un nom-
bre selon la situation.

Le calcul Littéral sera introduit avec prudence.

Nombres relatifs en écriture décimale ou fractionnaire

Multiplication; régle des signes. Division ; approximation décimale d'un quo-

Commentaires

Les é€léves ont la pratique de la multiplication des nombres positifs en écritu-
re décimale ou fractionnaire. L'extension de cette opération au cas des nombres
relatifs s'appuie sur la régle des signes : on pourra s'en tenir aux justifica-
tions qui relévent d'un modéle concret gquand cela est possible, par exemple pour
le produit d'un nombre relatif par un entier positif, et admettre le résultat
dans les autres cas.
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Toute étude théorique des propriétés de la multiplication est exclue.

1 . . . . .
L'usage de la touche — pourra aider a l'introduction de la notion d'inverse
d'un nombre relatif.

L'addition de deux nombres relatifs en écriture fractionnaire ou la recherche
d'une simplification d'écriture peut demander dans certaines situations la déter-
mination de multiples ou de diviseurs communs & deux nombres entiers.

Le plus petit multiple commun et le plus grand diviseur commun pourront étre in-
troduits en situation, mais aucune connaissance n'est exigible.

Capacités exigibles

- Effectuer le produit de nombres relatifs simples dans les différents cas de
signes qui peuvent se présenter.

- Déterminer une valeur décimale approchée du quotient de deux nombres décimaux
positifs.

- En calcul mental, écrit ou a la calculatrice, savoir utiliser les égalités :

a C ac a C. a d
—_— % - = ea—— ' -y = = M —
b d bd b d b c
ac a a b a+ b
—_—= =, _— = = -
be b c le: c

od a, b, ¢, 4 sont des nombres décimaux relatifs.

- Effectuer la somme de deux nombres relatifs en écriture fractionnaire.

Commentaires

Cette rubrique ne doit pas donner lieu & des calquls artificiels sur les puis-
sances entiéres d'un nombre relatif. On s'en tiendra au cas d'exposants simples

, P 1 -1 ,
et l'on fera le lien entre les deux écritures (= x ") de 1'inverse d'un nombre
relatif non nul. X

Les activités insisteront sur l'usage des puissances de dix. Elles seront moti-
vées par l'emploi de calculatrices, lesquelles utilisent la notation scientifi-~
que. La notation ingénieur n'est pas exigible.

Capacites exigibles

- Sur des exemples numériques, écrire un nombre décimal sous différentes formes
faisant intervenir une puissance de 10.

1

Par exemple : écrire 18207,5 sous l'une des formes 182075.10 ; 1,82075.104.

- Utiliser, en liaison avec les calculatrices scientifiques, les égalités
m n m+n 1 -n N : . . ,
107 10" = 10 P 10 ou m et n sont des nombres entiers relatifs.
10 '

- Savoir utiliser, pour des exposants trés simples, des égalités telles que :

a? x a = a0, & o 73 , (a2 = adp?

ol a et b sont des nombres relatifs non nuls.

—- Encadrer un nombre positif par deux puissances de 10 successives.
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Comme en cinquiéme sur les nombres positifs, 1'étude de situations faisant inter-
venir des enchainements d'opérations sur les nombres relatifs entrainera les
éléves :

- & l'usage des priorités opératoires et aux conventions usuelles d'écriture,

- & l'organisation et & la gestion d'un programme de calcul, par exemple en pla-
¢ant ou en supprimant des parenthéses dans une expression correspondant & un
calcul donné.

Capacites exigibles

- Sur des exemples numériques issus en particulier de situations géométriques
ou de la vie courante écrire, en utilisant correctement des parenthéses, des
programmes de calcul portant sur des sommes ou des produits de nombres relatifs.
Organiser et effectuer les séquences de calcul correspondantes.

Commentaires

On évitera de donner & ce paragraphe une place excessive.

Les activités de développement et de factorisation prolongent celles de la
classe de cinquiéme qui prenaient appui sur 1'expression k(a + b). Elles
devront répondre & un objectif précis (gestion d'un calcul numérique, résolu-
tion d'une équation) qu'il conviendra d'expliciter. Toute &tude d'expressions a
plusieurs variables introduites a priori est exclue, ainsi que tout exercice de

virtuosité.

Les activités s'articuleront essentiellement suivant deux axes :

- utilisation d'expressions littérales pour des calculs numériques,
- utilisation du calcul littéral dans la mise en €quation et la résolution de
problémes divers.

Le développement de certaines expressions du type (a + b)(c + 4) peut conduire
a4 des simplifications d'écriture, mais les égalités remarquables ne sont pas au
programme ; l'objectif est d'apprendre aux éléves a développer pas & pas

(a + b) (c + d) en une somme de quatre termes.

Capacités exigibles

- Sur des exemples numériques ou littéraux développer une expression du type
(a + b) (c + a).

- Effectuer une factorisation simple, le facteur pouvant étre numérique ou lit-
téral. -

- Enchainer deux mises en facteur, la premiére étant indiquée. Par exemple ache-
ver la factorisation de afa + 3) + 2a + 6.

- Réduire une expression algébrique par regroupement de termes semblables.

- Savoir contrdler un développement ou une factorisation d'une expression litté-
rale par des substitutions de valeurs numériques 4 la variable en jeu.
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La pratique de la comparaison de deux nombres relatifs acquise en classe de
cinquiéme doit s'étendre au cas d'écritures fractionnaires. Les éléves appren-
dront a utiliser selon la situation un procédé direct de comparaison (écritures
de méme dénominateur ou de méme numérateur, signe de la différence,...)_ou,

en l'argumentant, une procédure de comparaison s'appuyant sur des valeurs ap-

prochées des deux nombres.
Capacités exigibles

- Comparer deux nombres relatifs simples en écriture décimale ou fractionnaire.
- Ecrire les encadrements résultant de la troncature ou de l'arrondi & un rang
donné d'un nombre positif en écriture décimale.

- Savoir utiliser le fait que des nombres relatifs de la forme a + b et

a + ¢ sont dans le méme ordre que b et c.

- Savoir utiliser le fait que des nombres relatifs de la forme ab et ac sont
dans le méme ordre que b et ¢ si a est strictement positif.

Commentaines

Ces problémes interviennent dans les différentes parties du programme.

On dégagera, sur les exemples étudiés, les différentes étapes du travail : mise
en équation, résolution de l'équation, interprétation du résultat.

Pour les inéquations, on se limitera & une simple initiation.

Le programme porte uniquement sur des équations et inéquations du premier degré
sont donc exclus des problémes aboutissant par exemple a (x - 2) (2x - 3) = O,

-

Capacitis exigibles

- Mettre en équation et résoudre un probléme conduisant a une équation du premier

degré & une inconnue.

~ Déterminer, et placer graphiquement, les solutions d'une inéquation telle
que 2x » 3,5 ou 3x < -5. (Coefficient de x positif).
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B NOos cHOIX

@® Deux dominantes recouvrent la partie "travaux numériques" :

- calculs numériques
(fractions, relatifs, puissances,....)

- calcul littéral
(usage des lettres, mises en équation, résolution d'égquation, corwentions
d'écritures...)

Certains libellés du programme ont rapport avec ces deux parties voire avec
d'autres parties.

Exemples : les puissances interviennent aussi en calcul littéral, "les manipu-

T lations d'inégalité" interviennent aussi bien sur les fractions,
les relatifs et méme les écritures littérales qu'en géométrie
{(inégalité triangulaire).

Conformément & l'esprit du programme nous évitons le cloisonnement. Ainsi :
des résolutions d'équations apparaissent dans la partie calcul numérique
(ce qui permet de revoir certains résultats de 5éme sans pour autant faire
des révisions systématiques). Ceci est alors considéré comme un objectif
secondaire.

® Repérage des difficultés sur la partie calcul numérique

(Nous renvoyons & la brochure"Calcul littéral™en 5éme pour 1l'analyse des
difficultés sur cette partie).

* Mathematiques pratiques et mathématiques thioniques

Par mathématiques pratiques nous entendons les mathématiques qui servent a
résoudre des problémes de la vie courante.

Les mathématiques théoriques sont par opposition celles gui servent & résoudre
des problémes purement mathématiques. '

Au collége certaines notions n'ont de sens que dans un domaine précis (pra-
tique ou théorique) d'autres interférent avec les deux.
Les difficultés sont & deux niveaux :

- L'enseignant ¢ dans quelles mathématiques doit-il se placer ?
- L'éléve : dans quel domaine doit-il formuler un résultat ?

Einsi dans la dominante calcul numérique:

11 doit savoir, suivant le contexte, formuler le résultat dans le domaine
requis.

- X = %- s'il s'agit de trouver le nombre qui multiplie par 3 donne 5 (mathé-

matiques théoriques),

- x =1,66 s'il s'agit de trouver le prix d'un cahier sachant que 3 valent
5 F.
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Il s'agit essentiellement de mathématiques théoriques et non pratiques ;

le probléme est d'étendre le domaine de validité des opérations + ou x ,ou
de réduire le domaine des équations du premier degré que l'on ne sait pas
résoudre.

De ce point de vue deux phrases des projets de commentaires semblent
dangereuses:

- " L'extension de cette opération (multiplication) au cas des nombres rela-
Ligs s'appuie sur La négle des signes : on powrra s'en tenin aux fustifica-
tions qui nelevent d'un modele concret quand cela est possible, pan exemple
pour Le produdlt d'un nombre relatif, par un entien positif et admettre Le
nesultat dans Les authes cas".

- "Sun des exemples numériques Lssus en particuliern de situations géométri-
ques ou de La vie cowrante Bcrire en utilisant correctement des parenthises,
des programmes de calewl porntant surn des sommes ou des produits de nombres
nelatifs".

Le danger de la premiére phrase est que 1'éléve cherche une représentation
mentale de la situation 69 X (E) qui ne contredise par les représentations
mentales qu'on lui a plus ou moins données pour l'addition {(dettes, recettes
par exemple). Devant l'impossibilité d'une telle représentation il risque
d'y avoir blocage (cf. Stendhal cité par Glaeser).

En ce qui concerne la deuxiéme phrase, est-il possible de trouver des situa-
tions géométriques ou de la vie courante qui portent sur le produit de nom-
bres relatifs ?

L'inverse d'une fraction :  exprimer sous forme d'une fraction,
l'inverse ou le quotient de 2 fractions, semble relever plus du domaine
théorique que du domaine pratique contrairement a la multiplication de
2 fractions positives qui peut étre illustrée par de nombreux exemples concrets.

* Ondres de grandewws, valeuwns approchies, valeurs exactesd

La distinction de ces 3 notions n'est pas clairement faite par les éléves

et bien souvent les situations proposées ne font que renforcer des théorémes
en actes (résultats admis par les éléves par recours & l'expérience)qui sont
faux. Ainsi pour eux:

- Une valeur approchée ne peut s'exprimer que sous la forme d'un décimal.

- Une valeur exacte ne peut &tre gu'une fraction ou un entier.
- Un ordre de grandeur est identique & une valeur approchée.

7 3
§§§99l95 :-%— est une valeur exacte du résultat : B -7 0,125 en est

une valeur approchée.

—g;-est la valeur exacte dell (cité par les éléves).

o

——45- ¥ 2 est considéré comme une valeur approchée alors que

1,
c'est un ordre de grandeur.




-~ 51 -

* Mélange entre Les negles d'addition et de multiplication de fractions

Cette difficulté doit étre moins importante que les autres années car :

-~ des situations additives sur les fractions ont été rencontrées depuis la
sixiéme,
~ les éléves ont travaillé les différents sens de la fraction,

- les éléves sont habitués & représenter des fractions.

* les difficultis des notations sun Les fractions

Doit-on se contenter comme le prescrivent les capacités exigibles de la

a c , . .
notation B—: I ou introduire la notation :
a
b
E
)
N b b a c b
Deméme : a :— , —:a , ou —— ou a/ —
c c a c

nlo

ou a/b / ¢/d .......

* Puissances
Plusieurs difficultés.

- La lourdeur des programmes :

En une méme année, les éléves doivent voir :

. les notations an et a n'
. les priorités opératoires lides & 1'emploi des puissances,
2 2 4 4
2 x37, (2x3)", (-3) ' -3 ...
. les encadrements d'un nombre par des puissances de 10
. les notations ingénieur et scientifique,

s e e en

Ce qui fait beaucoup en une seule année !

- L'usage de la calculatrice

- Les calculatrices différent dans l'affichage des notations scientifique et

ingénieur. Ainsi 0,03 peut étre affiché 3.-02 ou 3_02....

. Les affichages peuvent induire en erreur :
* 3.0 2 peut étre traﬁsformé en 2,98

* 2.03 .peut étre transformé en 8 (23) ou en 2,03.

. Doit-on faire usage des touches i eprlou xy ainsi que de celles donnant

les notations scientifique et ingénieur ?

Il convient de faire foncticnner les puissances positives et négatives sur
des nombres autres que 10, sinon nous risguons de voir apparaitre des théo-
rémes—-éléves erronés du Lype
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10 = 0, 001
-

3 zéros

273 - 0, 00 2
Sros

N~
I—~—a 3 zé

Toute notion vue doit &tre largement réutilisée (cf. 1l'esprit du programme)

or cette partie peut-elle étre facilement réinvestie si ce n'est sur la partie
"sphéré" en liaison avec la géographie ? A moins que les physiciens ne l'uti-
lisent.

8 NOTRE DEMARCHE

Elle comporte 5 volets qui sont :

~ addition de 2 fractions,

~ comparaison de 2 fractions,

- multiplication de nombres relatifs,
~ division de fractions,

- puissances.




PREMIERE PARTIE

Addition de 2 fractions
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FEUILLE N° 1

ADDITION DE DEUX‘KOHBRES RELATIFS EN ECRITURE FRACTIONNAIRE

Activité 1 ‘ o ‘
Au collége de Vouneuil : 3 la rentrée 1985 : 160 éléves sont en sixiéme
: - en septembre 1986 : - 10% redoublent
- 1 sur 16 va en CPPN

en juin 1987 & -~ des éléves vont en quatriéme

redoublent leur S5éme

quittent le collége

- Les 27 qui restent vont en CPPN,
en Séme S2 ou en 4éme L.

Quelles questions peuﬁ4on‘se poser ?

Objectifs

Activite 2
Donne la valeur exacte et une valeur approchée de 1S
. : 1,02 0,3

Contrat : les exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6,7,°9, 10, 12, 13, 14, 16 et 17 sont
-.obligatoires. Les exercices 8, 11, 15 sont facultatifs.

Temps : le temps en classe sera de 4 heures.
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FEUILLE N° 2

Ex 1 : Ecris sous la forme d'une seule fraction. _ ,
Le résultat trouvé est~il conforme & celui donné par ta calculatrice ?

1 1 2 3 - S5 1,2 2 7
7 '3 3Tt T 9.2 Y 33 3+ 57
A { 5 2 7 4 5
57 % 7 "7 35 47 30+ 35
3 8 4 2 _ 4 3 1 1
AR PR T g~ U3t T 3 T Tx3

1 1 5 4 3 4 4 5
3 xl3 + 50 (g * 323 v - ‘3t g)
8 3 4 1,6 _ 3,7 21 11
§-+-Z-x—§ 4,8 7.4 (@4 §)X3+(‘3— '5-)
Ex 2 : Prouve que :

2 1.1

3 3 T 5t oag ,

2o A d - 6 7

12 51 68 289 3

: Les fractions en Egypte antique (2 000ans avant J.C.).
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FEUILLE N° 3

Les Egyptiens connaissaient seulement des fractions de numérateur 1 et la

fraction ‘%'

Notatzo_n des fractmns : a part 37 les seules fractions exprimées sont les

l;'é part n= 2, % se note par n, surmonté du hiéroglyphe <> qui signi-

n s
reme
n

fie bouche ou part. ‘=ﬁ' signifie donc "part n', ou partie, que

. . 1
par abus de langage on représente par notre fraction "

1

2 1 111 .
3. 7 3 ¢ 5 10 2190

fan
a9 77

- Ainsi le scribe Ahmes écrit toute autre fraction comme somme de fractions
différentes dont le numérateur est 1 : :

exemple :
' 5 1 . 1 1 1
3% " % Y sz Yol
Comment Ahmes aurait-il écrit :
2 4
20 :
2 4
18 :
- Voici comment il trouvait le double de -;— :
1 1 .1 1,01 _ 1 1 1 _ 1 1
Tr7Twmtuw Tt TGTTT T ® YT
Peux-tu verifier la jUstesse du caltcul ?
» . ' 1 1T . 2
- Avec ta techmque, peux—tu prouver que : 38 + 7 5 3
- Peux-tu prouver que le tiers de 1 + 1 + 1 est égal a 1 + U
; 3 % 2 3%

Ex 4 : Les —i— d'un nombre ajoutés a ses —g— donnent 46. Quel est ce nombre ?
. 7 4
Ex 5 : Peux-tu trouver x pour que 1Sx = % ?

Ex 6 : Les -§— d'un champ rectangulaire sont partagés en 4 lots de méme aire.

Quelle fraction de ('aire du champ représente chaque lot 7 .
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FEUILLE N° 4

Ex 7 : a et b sont deux nombres tels que :
2,1 x a = 0,35
39 xb = 4,2

bonne la valeur exacte et une valeur approchée de a + b et
de ab.

. 2 o
Ex 8 : Un champ est cultivé 3 en pommes de terre, %- en haricots verts

et le reste en fraises.
Quelle est la fraction de champ cultivée en fraises ?

. Si les dimensions du champ sont 120 m et 72,5 m, quelle est L'aire
de chaque parcelle ?

5
t 3 =7 2

wjw

Ex. 9 : Peux-tu trouver a pour que

. . 3
Ex 10 : On partage une somme entre 4 personnes. La premiére en a les 18
la deuxiéme le quart, la troisiéme le cinquiéme.

Quelle fraction de la somme a la giatriéme ?

: . . . . 1
Ex 11 : De combien doit-on augmenter le numérateur de la fraction 3

pour obtenir % ?

Ex 12 .: Une colonie de fourmis mange les %— de sa réserve de grains de

blé dans les deux premiers mois de l'hiver, puis Lle quart de ce
qui lui reste les trois mois suivants. Elle posséde encore 216
" grains de blé.

Quelle était sa réserve avant L‘'hiver ?

Ex 13 : Prouve que :

- b - 9 - S x 7 -6
S~-2x2 5
7 + 9,2 _ 58 + 35 x 7
0,2 3,2 g
3,6 .2+ 7 x4 + 3,5
2+3,2x5 72 x5 6 x5

Ex 14 : Calcule : 165 | 99 et 5 F3 i

Que constates-tu ? En es-tu sGr ? Pourquoi ?




FEUILLE N° 5

Ex 16

Ex 17 :

On sait que a = %- et que b = % .

Donne la valeur exacte et une valeur approchée de :

a+thb a-b
2 2 2

X
a +b (a + b) +

e o
[ vt

 Un grand pére partage sa fortune.

Il donne %- a son fils André, % a sa fille Jeanne, le double

de la part d'André a ses petits—-enfants et le reste & la recherche
contre le cancer. .

Quel pourcentage de la fortune est consacré & la recherche ?

Les ‘é d'un capital sont placés a 8% et le reste & 9%.

Les intéréts annuels sont de 1 540 F. Trouve le capital et le
montant de chacune des parties.
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B 0BJECTIFS

- Mettre en place le mécanisme de 1l'addition de fractions\}elatives?

- Situer cette connaissance dans le contexte des autres connaissances.

Objectifs_secondaires

- Réutiliser :

. les régles opératoires connues

a
24
" b

oia

c
x 3+ a X

ol
o'la

s

c
+ El a, b,c, d positifs

« les multiplications de fractions

. les connaissances sur les pourcentages

. les priorités opératoires

|

i

- Résoudre des éguations.

Distinguer valeur exacte, valeur approchée, ordre de grandeur.
BExécuter des programmes de calculs.

Gérer des données.

B SITUATION TEMPORELLE : septembre

8 ORGANISATION DE LA CLASSE

La classe est organisée suivant le schéma décrit page 44. Les éléves ont &
leur disposition des calculatrices.

I'DEROULEMENT ET COMMENTAIRES

Activités n°1 et 2 durée 2h - (feuille n°® 1)

Activite n® 1

Choix de Ltactivité

Cette activité permet d'introduire 1l'addition et la soustraction de 2 frac-
tions. Elle permet en outre de revoir :

- le
- le
- le
- le
- le

produit d'un entier par une fraction
calcul d'un pourcentage

calcul d'un taux de pourcentage
calcul d'une fraction de grandeur
passage fraction-pcurcentage

En outre les nombres sont ceux qui correspondent & leur promotion (certains
ont été arrondis & l'unité inférieure ou supérieure pour simplifier les
calculs).

A noter gque pour les éléves ce probléme est concret.

La "4 L" correspond a la premidre annde d'un cycle 4-3 sur 2 ans.




Déroulement prévu

- Recueil des questions que se posent les éléves.
~ Recherche des réponses aux questions.

Déroulement effectif

Les éléves sont nullement déroutés par ce genre d'activité. Il est & noter
que les premiéres gquestions concernent les nombres d'éléves, celles ayant
13 . I3 13 - 0 ~

trait aux pourcentages sont moins immédiates.

La synthése des différentes questions est copiée sur un tableau papier mural.
Voici une liste possible de questions que l'on a recueillies sur les deux

classes.

1) Combien d'éléves de 6&me vont en S5éme ?
2) Combien d'éléves redoublent la 6éme ?
3) Combien d'éléves vont en CPPN ?

4) Combien d'éléves ne vont pas en 5éme ?
5) Quel pourcentage va en CPPN ?

6) Quel pourcentage va en 5&me ?

7) Quelle fraction redouble la 6éme ?

8) Combien d'éléves vont en 4éme ?

9) Combien d'éléves redoublent la 5éme ?

10) Combien d'éléves quittent le collége ? .

11) Combien d'éléves restent au collége ?
ar'él

12) Combien éléves ne vont pas en 4éme ?

13) Quel est le pourcentage d'éléves de 5éme qui vont en CPPN, Séme'Sz, 4éme L
(lente).

14) Quelle est la fraction d'éléves de 5&éme qui vont en CPPN, 5&me S2, 4éme L
(lente) .

15) Quelle fraction d'éléves de 6éme représentent ceux qui vont en 4éme ?

A 1l'issue de cette synthése le professeur demande ce qu'il faudra savoir
faire pour répondre & ces questions et invite les éléves & se remémorer les
techniques opératoires.

Les premiers objectifs sont inscrits sur le dossier

Je dois savoin : - multipliern une fraction par un nombre
- caleulen un pourcentage

R I Y

Il est demandé aux éléves de répondre & ces questions pour 1l'heure suivante.

Au début de la deuxiéme heure la feuille de questions est remise au tableau
et les éléves proposent leurs solutions.
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Les difficultés

Des mises au point sont nécessaires sur le calcul d'un taux de pourcentage et
des explications concernant le probléme sont fournies.

Les é€léves ayant pris 134 comme nombre d'éléves de 5éme en 86-87 (nombre

de 6éme diminué du nombre de redoublants et du nombre de CPPN), leurs calculs
ne donnent pas un nombre entier d'éléves. Certains proposent d'arrondir ; le
professeur interroge les éléves sur la provenance des élédves de 5&me en

86-87. Ils en concluent que le nombre de 5éme est au moins de 134 car il

faut tenir compte des redoublants de 5&me, de ceux qui viennent de 1'extérieur
et dont on ne connait pas le nombre,

La question reste donc ouverte sur le nombre de 58me en 86-87. Habitués a
représenter des situations par des dessins, les éléves proposent donc cette
représentation. .

redou-| quittent 5/9 qui vont 27 qui

blants le en 4éme vont en

1/6 collége CPPN
1/9

Le calcul de la fraction représentée par les 27 éléves est effectué

. B , 1
par la somme de fractions. Puis la mise en équation g x= 27 permet de
trouver le nombre d'éléves de 5Séme.

Elle ne pose pas de probléme technique mais 1l'analyse préalable permet de
conclure que l'on ne peut répondre & cette question faute de données.

A la suite de cette synthése la case "objectifs"est complétée sur le dossier.

ajoutern des fractions

- calewlern un taux de pourcentage
- thansformen des fractions

- nésoudrne une équation.

Je dois savoin :
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Activite n° 2

Choix de l'activité

Les nombres ont été choisis fractionnaires non décimaux. Il s'agit de faire
différencier valeur exacte (domaine des'mathématiques théoriqueé3 et va-
leur approchée (domaine des"mathématiques pratiques®).

Déroulement

Les calculatrices sont & la disposition des éléves mais ils s'apergoivent
vite qu'elles n'apportent aucune aide pour la valeur exacte. La réduction
au méme dénominateur pour effectuer la différence ne pose pas de probléme
et des dénominateurs trés variés sont choisis.

=

Pour trouver une valeur approchée le recours & la division n'est pas automa-
tique, quelques éléves confondent ordre de grandeur et valeur approchée.

Ainsi TE%E' est transformé en %;- puis en 37.
r

I1 est donc nécessaire d'apporter une précision & ce sujet.
Les objectifs sont écrits sur le dossier :

Je dois savoir : - soustraire des fractions (mettre au méme dénominateur)
- Admplifien des fractions
Trouver une valeur approchée (division, caleulatrice) ot
une valeur exacte (caleul).

EXERCICES

Durée et contrat sont précisés sur le dossier, les &léves doivent donc orga-
niser leur travail. ’

Ex 1 : sa durée est environ 1 h 30 3 2 h en classe. Les éléves ont la possibi-
lité de s'auto-corriger, une feuille avec les résultats étant donnée aprés

une heure de travail. '

Cet exercice permet une mise au point sur l'addition et la soustraction de
nombres relatifs.

Les plus grandes sources d'erreurs portent sur :

- les additions et multiplications avec entiers et fractions

- les priorités opératoires pourtant connues

- la non simplification des termes ou facteurs avant les calculs ce qui
entraine 1'usage de grands nombres.

Ex 2 : il ne pose aucun probléme technigue mais pose des problémes de présen-
tation des résultats.

2 1 1 1
. —_— X = - — —
Exemple : 3 3 e * 18 )
2 3 1
9 T 18 Y 18
2 _ 4 _ 2
g 18 ~ 9

Ex 3 : il nous a semblé important d'introduire un cété culturel et historique
dans les exercices. La carte était celle de leur livre d'histoire de 6éne.

9 . , .
Pour l'écriture de >0 il vy a eu parfois recherche des diviseurs de 20

' 5 9 1 1
3 3 3 : ——2m e + e 3 3 1 £1 1 . — g — Pul
inférieurs 3 9 50 ) 55 Puis simplification 50 B 2
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Les résultats trouvés sont variés

9 _ 1 1 o1 5 1 1 1
20 20 "5 *t'3 18 - 18 T3ty
1 1 1 1
= = 4 = = —
5 ) 36 7 2
1 1 1 1 1
e _— = e —
10 0 T 2 6 39
I N S S SR
T 40 80 80 10 4
I S T S T
20 40 5 80 10 16
Le tiers de 1 + %— + %— est parfois compris comme le tiers de 1
. DR | .1
ajouteé a 3 et a 7 -

Certains éléves ont donné les résultats avec les hiéroglyphes !

Ex & : le texte est souvent interprété par :"chercher les de 46 ajoutés

3
5 4
aux g-de 46"

Une aide doit donc étre apportée pour le décodage du texte, le probléme est
alors mis en équation (certains éléves en difficultés écrivent

3 2 3 2

— — oz -— + - = -

7 3 46 ou - X 3 46 )

La mise en facteur de l'inconnue n'est pas faite systématiquement et il
faut un retour au répertoire, cette notion est donc en cours d'acquisition
et les exercices ultérieurs devront pallier ce manque.

Certains €éléves résolvent le probléme sans mise en équation bien qu'elle
t sous—jacente 2 s 2 = 2 o 4 s
soit sous-jacente 2 5 % 35 p

46 : 1,15 = 40

Ex 5 : 3 procédures sont utilisées.

~ Mise au dénominateur 15

7 ;é)< = 1{&35 puis calcul de x = 11,25 - 7
- Ecriture de %‘ sous forme décimale

! =X = 0,75 7+x = 0,75x 15 7+ x = 11,25 Cx = 11,25 - 7
- Mise au dénominateur 60 avec difficultéwpour écrire le numérateur de la

28 + x
60
bléme pour x et demandent conseil)

fraction (certains écrivent bien gu'ils pergoivent gqu'il y a un pro-

3§~%—9—5~§- = é%‘ puis 28 + 4 x x = 45
© 4 x x =17

x =17 : 4
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Ex 6 : le recours au dessin est utilisé par certains, on retrouve 1'apprentis-
sage de la 6éme. Le calcul est alors mené & bien malgré une confusion chez
1

quelques éléves pour le sens "du quart de %-" écrit comme %—: 7

Ex 7 : on peut s'dpercevoir que le probléme du nombre décimal reste latent.
Pour les éléves, lorsque l'ona 3 x x =5 il en découle immédiatement que

-
X = %-mais cette démarche n'est pas spontanée pour 2,1 *x a = 0,35. Une mise

au point est nécessaire.

Pour ces calculs la simplification n'est pas faite systématiquement, les
éléves n'ayant pas "subi" d'exercices répétitifs avec simplification de frac-
tions. Le professeur montre a chaque fois que l'occasion se présente que la
simplification donne souvent des nombres simples avec des calculs réalisa-
bles de téte ce qui élimine des sources d'erreur.

Le retour au répertoire est nécessaire pour le sens de ab (oubli du signe x)
En 5éme il a été vu dans quels cas on pourrait supprimer le signe "x" mais
il faut noter que cette "simplification" n'est pas du tout évidente pour
l'éléve (bien que rapidement traitée et utilisée dans de nombreux manuels).

Ex 9 : différentes procédures sont utilisées.

- mise au dénominateur 6 dans les deux membres

2xa + 1 = 42 puis 2 X a + 15 = 42 et calcul de a
6 6 6
- écriture de g» sous forme décimale
S+ 2,5=7 S = 45 a=13,5
- changement de variable
a 5 a 15 _ D 15 _
3tz 3 e twe 77
LD _ 4 _ 15 _ 27
6 6 6 6
27 . a _ 13,5 _
g 2 = 3 = T3 a = 13,5
a _ > _ 14 5 _ 9% _ -
3 = 7 - 3 = 3 5 = 5 = 4,5 a = 3 x 4,5
5 1 3 . 3 .
5 = 2 + 5 = 2 + 3 il faut donc ajouter 3 + 4 pour obtenir
- a 3 27
7 donc 3 = 3 + 4 = < = 4,5; a = 13,5. -~

Ex 12 : la premiére difficulté provient du décodage du texte. Ensuite diffé-
rentes procédures sont utilisées.

- Globalisation du probléme avec mise en équation

a - 2 Xa- (1-=) x é—x a = 216

3
2y5a -
3
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A ce stade la mise en facteur de a n'est pas du tout évidente car a
n'est pas pergu comme 1 X a.

Les éléves congoivent trés bien que 1 x a s'écrive a mais le passage
contraire leur semble dénué de raison.

Une étude plus systématique de la factorisation sera menée en calcul litté-
ral plus tard dans l'année. Ce type de factorisation est une réelle diffi-
culté méme pour les ''bons' éléves.

Pour isoler a le probléme est résolu en écrivant

12 9
—Z % - —— X =
15 a 15 a 216.
~ Le probléme est scindé en plusieurs parties et la mise en équation ne se

fait qu'en fin de recherche:

. recherche de la fraction qui reste, aprés les deux premiers mois,
. recherche de la fraction mangée pendant les 3 mois suivants,
. recherche de la fraction qui reste en fin d'hiver

1
. mise en équation Z~X x = 21e6.

1
- Probléme résolu graphiquement jusqu'a Z~X x = 216.

Noter que cet exercice fait fonctionner la multiplication et l'addition de
fractions.

Ex 13 : il permet de revoir les priorités opératoires y compris la priorité
du "'grand trait" de fractions.

Ex 14 : cet exercice permet de refaire le point entre les fractions et les
divisions. Aprés calcui des divisions ; les éléves écrivent que les fractions

165 5
<55 T 3 - D'autres se contentent de réponses plus impré-

cises : "f'en suls s can 165 est multiple de 5 et 99 est mulitiple de 3".

sont égales car

Ex 15 : cet exercice a été utilisé comme auto-test.

Ex 16 : le texte de l'exercice 16 est traduit de plusieurs fagons :

L2 Ly by e %034 6 03 15
5 8 5 5/ P 40 40 ~ 40 = 20 = 1oo
1 2 1

*'§+§+ 5X2
1 2 2

—— — — a =
5 gt s 1

Ex 17 : il faut revenir au sens des mots du texte : capital et intérét
ne font pas partie des préoccupations et du vécu des éléves.

A la fin du dossier un temps (30 mn)-a été consacré & recenser les difficul-
tés qui pouvaient subsister chez les éléves & la fin de cette série d'exerci-
ces. Les problémes abordés sont

- le sens de valeur exacte et valeur approchée, réponse d'un autre éléve,
"La valeur approchée est un nombre mals pas La valeur exacte"! Nous ne pou-
vons que nous interroger sur le statut de la fraction pour les éléves & ce

stade.

- les techniques opératoires avec les nombres relatifs.







TEST
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FEUILLE N° 6

TEST - béme

Ex 1 : Ecris sous la forme d'une seule fraction, la plus simple possible,
chacun des nombres suivants :

S3 .1 2,4 1,2 _ 0,8
5 A 3 7 ¢ 39 7,3 ¢
9 3 4 . 0,4 6
700 0,8 x5 i G 0,25
5 10
- . - £
A PR 3 '

Ex 2 : Ecris sous la forme d'une seule fraction, ta plus simple possible,
chacun des nombres suivants :
8 ) 13

g ¢ "~ ¢

wir s
X
ol

.

|

Ex 3 : Donne une valeur approchée de :

2,7 _+ 0,15, 6 . 0,8
2,4 ,06 <5 3

Ex 4 : Un alliage (le maillechort) utilisé pour du matériel de précision, est
composé de cuivre, de nickel, et de zinc.
. . 1 .
IL est composé de g» de cuivre, de 3 de nickel.
1° - Quelle fraction représente le zinc 2
2° ~ Pour 50 kg d'alliage, combient faut-il de zinc 2
3° - Si on met 12 kg de cuivre, combien faut-il mettre de nickel ?

71
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RESULTATS du TEST 1

Nombre d'éleéves

46 éléves

Note moyenne : 13,5

| Note
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Pourcentages de réussite
Ex 1 Ex 2 Ex 3 Ex &
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 1 2 3
ler|?2e tout
caL—caL-.us_
cul jeul Jte
98%| 70% | 67% | 54%) 91%| 76%| 56%| 52% | 76%| 54241 17%133%137% 137%1100%| 72%| 28%

4 9
K ) Pt ——
9>12kg 27+12k 27+9kg
* 12 g—= 27 kg d'alliage 27 % LI 9
4 1
* 12 kg >3 12 4 kg 5
3kg—>'é- 3x 3= 9 kg
* 12 kg + = (12 4) x 3 =9 %-+ 9%kg
4 1 1 _ 3
* 12 kg +'§~ 37 3 kg >3 T 3 3 x 3
* 12 x 4 = 9 kg

9 kg




DEUXIEME PARTIE

Comparaison de nombres en
écritures fractionnaires
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FEUILLE N° 7

Activité 1

A propos du nombre Il

1 Certgins Egyptiens prenaient pour valeur du nombre 1 : 3 + %% , d'autres
16
( 5 ) .
Archiméde a dit que I était compris entre 3 + ~——;L7—— et 3+ ;— .
7+ 5=
10
Les Babyloniens utilisaient pour valeur de I : 3 + % .

Compare ces nombres sans calculatrice.

2) Avec ta calculatrice, compare les nombres :
341 _ . 355 333
7 4 1 113 ’ 106

15

Quelle est la meilleure approximation de 1 ?

*
3) Bizarre, Bizarre ....

La grande pyramide de Khéops est une pyramide
réguliére a base carrée. C'est-a-dire que la
connaissance de’ sa hauteur et du cdté de sa
base la détermine parfaitement.

L'astronome Piazzi-Smith, en tenant compte du
revétement en partie disparu, lui restitue les
dimensions originelles suivantes :

hauteur : 148,208 métres
base : 232,805 métres.

Divisons le double de la base par la hauteur

2 x 232,805 _
58208 3,1415982
C'est-3-dire Il avec une erreur inférieure 3 6
millioniémes ! Résultat troublant quand on sait
que NI n'était connu, vraisemblablement, qu'ad la
grossiére approximation de 3, au moment de la
construction.

Que veut dire "erreur inférieure a4 6 millioniémes" ?

Les historiens s'interrogent........ . Pourquoi ?

* D'aprés Spécial N du "Petit Archiméde". .

75
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FEUILLE N° 8

Activité 2

Ecris

: 4
une fraction entre - 53 et - T

Contrat : tous les exercices sont obligatoires.

Temps :

Ex 1

le temps en classe sera de 1 heure.

: aprés un orage dans la vigne de Jean, 7 pieds de vigne sur 15 sont
détruits ; dans celle de Paul, il y en a 4 sur 9 de détruits.
Comment savoir lequel est le plus malheureux 7

53 13 . i _ 3 _5
Ex 2 : compare 13 et e ; o et 1,5 ; 7 et 5
1,2 ot 1,6 s ot 475 R _2 ot 3.
2,1 2,9 ’ 636 523 ’ 5 4 7
37 9 12
"“'—‘100 et ’é’s‘ ’ "'—““1000 et 0,013.
Ex 3 : compare le tiers de la somme de 18,3 et du double de 4,2 avec le
produit du triple de 16 et de la différence de 12,7 et de lﬁ? .
Ex & : trouve une fraction entre
5 6
7 ¢t 3
31
?6 et 1,5
- 2,28 et - 2,29.
Ex 5 : place les nombres suivants sur une droite graduée :
37 . .8 2
- 2,3 ’ 70 ’ 0,75 ’ 5 , 2 ; 9
Ex 6 : range les nombres en ordre croissant : -

5 17 . _ 17 . 231 | 333

s . 5 . 4 .17 353
’ 3 ’ 3 ’ 15 - 12 ’ 225 ’ 106 °
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B8 0BUECTIFS

- Apprendre a comparer des nombres par réduction au méme dénominateur ou par
quotient (utilisation de la calculatrice).

- Placer des nombres sur une droite graduée ou les mettre en ordre croissant.

Wtn s W e St s . i Y . . . S . e S it v P i

* savoir distinguer valeur exacte et valeur approchée

* revoir les techniques antérieures de comparaison de 2 fractions positives
(comparaison de fractions de méme numérateur ou de méme dénominateur, compa-
raison par recherche des parties entiéres, comparaison par division, compa-
raison par un dessin),

* savoir utiliser la calculatrice (touches
opérations ).

1
| M in{ , { MR| , ordre des

BB SITUATION TEMPORELLE

Cette partie s'est déroulée & la suite du test n® 1.

B8 ORGANISATION DE LA CLASSE

La méme que pour la partie "addition"

B pUREE : 2h 30.

B DEROULEMENT ET COMMENTAIRES
Activité n°t1 et 2 (feuilles n® 7 et 8).

Choix de L'activiteé

Cette situation a été choisie pour son aspect historigue.
Elle permet en outre :

- de comparer des nombres voisins positifs,

- de réinvestir l'addition des fractions,

- de transformer des fractions décimales en nombres décimaux,
- de distinguer valeur exacte et valeur approchée.

Procédures utilisées

13 243 13 256

. Réduction au méme dénominateur 3 + T = 75;- + 81 = -Eﬁ—
P e bre décimal 3 + — = 34—t 34t - 5,10
assage au nombre m - T = 77 o1 7.1 _‘ 71
10 .

. Calcul de la valeur approchée par la division.

""""""" 1 1
Souvent 3 + T est transformé, d'abord a la main en 3 + ————
TS 15

puis est déterminé avec la calculatrice.
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Ce calcul entraine une mise au point de l'utilisation de la calculatrice,
1
- ordre de calcul, usage de la touche ,

- utilisation de parenthéses,

— utilisation des touches !M inleq MRJ

La synthése des résultats ouvre un débat :

"Quelle est La meilleune approximation de T ?

* ??%- carn avee ma calewlatrice quand fe Zape sur fa touche 1, je thouve

Les mémes premiers chiffres
72

* Un 2leve dit que ce n'est pas vhal can 1 = = fe 2'al appris a £'école
primaire 1"

Il s'instaure un débat dans la classe a 1'issueduquel est expliqué que I
est un nombre inconnu dont nous ne connaissons que des valeurs approchées ;
selon les cas une valeur approchée est plus intéressante qu'une autre

2
( %7- lorsque le rayon du cercle est 7 par exemple) .
2 . B cqx
Le fait que f%‘ solt une valeur approchée trouble les éléves. Beaucoup pen-

sent en effet qu'une valeur approchée ne peut &tre qu'un décimal !

La lecture du texte sur les pyramides permet de revoir les valeurs approchées
au dixieme, centiéme, milliéme et de préciser la différence entre valeur
exacte, valeur approchée et ordre de grandeur. ‘

Choix de L'activité

- comparer des fractions négatives,
- initier & la densité des nombres rationnels.

Procédures
" - . 160 159
Les éléves réduisent au méme dénominateur - EV et - VR

Pour quelques uns il n'y a pas de fractions entre les deux (160 et 159 se
suivent) .

Pour d'autres, il y a passage aux dénominateurs 36, 24 ou 120 pour pouvoir

intercaler.
Cette activité permet de revoir l'ordre des nombres négatifs.

A la fin de ces deux activtés, lés objectifs :

"savoin comparer des nombres nelatifs,
savodn comparen des fractions relfatives'.

sont copiés sur le dossier.
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EXERCICES

Ils sont faits pour la plupart sans probléme,

Ex 2 : il permet de faire la synthése sur les différents procédés possibles
pour comparer des fractions,

. réduction au méme dénominateur

. division

. comparaison avec 1

. écriture sous forme d'une somme d'un entier et d'une fraction inférieure & 1
. nombres négatifs plus petits que les nombres positifs.

Ex 3 : il a posé des difficultés liées au vocabulaire. Il donne 1'occasion,

- de préciser les mots somme, produit, différence, terme.
- d'utiliser des parenthéses pour montrer les priorités de calcul.

Ex 5 : quelques difficultés subsistent chez les éléves plus faibles pour

classer é- et - g— par rapport a 1 et -1.

Ex 6 : il est réalisé par passage au quotient.

Ce_qui_a_éte noté sur le répertoire

ractions

Les différentes facons de comparer deux fractions sont notées.







TROISIEME PARTIE

Multiplication des nombres
relatifs
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FEUILLE N° 9

MULTIPLICATION DES NOMBRES RELATIFS

Activité 1

Comment peux-tu expliquer & quelqu'un qui ne sait pas, ce qu'est - 3 7

Activité 2

Peux-tu trouver x pour que l'égalité (-2,5) x x + 7 = 12 soit vraie ?

Explique.
Méme exercice avec ;% + (-4 =7

puis (=2) ((-x)=4) + 3,5 = ~4,9
Objectifs

Gu'en pense la calculatrice ?

Contrat : Les exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont obligatoires.
bDurée : 3 h.

Ex 1 : Prévois le signe du résultat, calcule te résultat puis vérifie avec
ta calculatrice. Précise si L'on a une valeur exacte ou une valeur approchée.

2 -3 3
3 x(~3) -0,8 + 3,7 4  * =
4 -5 4
ng ("7)><12,5 2 x -g

9 7 3 1 2
[(“E) + Z__] bt (- =) —3~ x (- -7-) x (‘_*')

_ 2 1

1 2 3 Z
¢ - é,) ¢ §>) t_Ef— &

2 5 1
Ex 2 : Catcule puis vérifie & la caleculatrice :

3 2
(=527 C=62) *+ 3 % oo T35 5 (= 1,2)
=%y » G )+ (6) x5

3 4 4

(—[:Xg-) * 1 +:—S')

5 3 5 3 _ & e
t-3 * 37 7§ C-7 7o) Ot sy

~
H
Ol N
l
W &
“
-~
w e
i
-~
-

~ 83
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FEUILLE N° 10

Ex 3 : x désigne un nombre relatif.

Peux=tu préciser le signe de (-x) ; x2 ; -x2 H (—x)2 ; x3 ?

Ex 4 : a et b sont deux nombres relatifs.
-a a a

Explique pourquoi v S % T "%
Ex 5 : Peux-tu trouver x pour que :
a) (-7) Xx = 2

b) 2(3 + x) - 4 = ~7

c) (~2,5) X (~x) =3

d) (=3 Xx = ~7

e) - (x + 9y =7

Ex 6 : Précise sans calculer, les signes des nombres :

-3,6)° (—%—)1‘ s (-7,9435)°
Ex 7 : Voici une transformation T du plan. Le plan est muni d'un repére.
T transforme un point en un autre point.

T transforme tout segment [AB] en un segment [A'B'] ou A' et B' sont
les transformés de A et B.

§Si M a pour coordonnées (x, y), son transformé M' a pour coordonnées
(x', y")
x' = (- 3») Xx + 3
3

y* (—%)Xy + 2

Place les points P, A, F tels que P (-1 ; 2) , A ( %‘ ;s )
FC1,3 ; -D.
Place les images P', A', F' de P, A et F.

1t

Peux~tu expliquer pourquoi P' A' F' est un triangle ? Reconnais—tu la
transformation ?

I' qui a pour coordonnées (-5 ; 0) est {'image de 1. Peux—tu trouver les
coordonnées de 1 7

Ex 8 : (& la maisonm). > > 2
Calcule les nombres a = x + (~y) ; B = (-y) Xx ; C=(=x) X (-~ y) ;

A-28B ; D= (2) X (-x) y+ (~y)3 PR .2 A" (-2) pour x = 1/2
x = (~y)
et y = -3,




FEUILLE N° 11

AUTO-TESTS

1) Coche la case si la phrase est exacte :

le produit de deux nombres positifs est positif

ta somme de deux nombres de signes contraires est négative
le produit de deux décimaux est un décimal

le quotient de deux nombres négatifs est positif

la somme de deux nombres négatifs est positive

le produit de deux nombres de signes contraires est du
signe du plus grand des deux nombres.

2) Calcule :

-2) x =5) (- %’> X (=4) (=3 x 7

1.2 3 -2 ) 8
NP R R & I e R
23 1

z X T5,2 x 3-1,9

3) x et y sont deux nombres négatifs, quel est le signe de
-(xy) 2

4) Calcule :

3
[« T x
0,2 x (-3

X{OM~
-+~
[a¥]
(IS ]

OoOoadad

(=x) X (-y)

’
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B OBJECTIFS

* Connaitre et utiliser les régles de la multiplication des nombres relatifs.

ot v O e o 0 i, 10 Y T " B> G0, s i s s

* Aborder la division (opération inverse de la multiplication).
* Réutiliser les régles de l'addition, les priorités opératoires.
* Lier les opérations avec les équations (exercices didactiques de résolution) .

B SITUATION TEMPORELLE

Aprés la partie II ‘“comparaison".

B8 ORGANISATION DE LA CLASSE

Identique a la partie précédente.

& DUREE : 4h 30.

& DEROULEMENT ET COMMENTAIRES
Activité 1 et 2 (feuille n°9)
Activite n° 1 (30 mn).

o . — g " —

Choix de L'activité

C'est pour la multiplication que se pose le probléme du concept de relatif.

Il nous a donc paru important de savoir si le nombre relatif était ou non atta-
ché a une représentation "concréte" (dépense wudette ....). La

confrontation des différentes explications peut alors faire évoluer les concep-
tions des éléves.

Déroulement
Réponses obtenues (sur les deux classes)

- c¢'est un nombre négatif,
. c'est un nombre relatif négatif,
- c'est l'opposé du nombre positif 3,
. c'est le contraire de 3,
. c'est 3 en dessous de O,
- 11 est plus petit que 0O,
. c'est 3 unités avant le O,
- il est opposé & 3 par le O,
i 1 %
-3 0 3 ;
- 1l peut représenter dans certaines circonstances un déficit,
- la longueur entre O et -3 est la méme que celle entre O et 3,
. c'est 0~ 3 tandis que 3 c'est O + 3,
- c'est plus petit que (-2) mais plus grand que (~4),
. c'est 3 - 6,
- c¢'est un nombre abstrait (idée explicitée par 1'éléve).

Pour la plupart des éléves, -3 est percu comme étroitement 1ié a 3 ou & O.

La synthése vise A4 faire comprendre que -3 appartient au domaine mathématique
et ne représente rien de concret (mesure, dénombrement..).
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Activité n° 2 (1 h).

Choix de L'activité

‘Pour savoir résoudre de telles équations il faut nécessairement connaitre
‘certaines régles (régle des signes). Cette situation confronte les é&léves
& ces régles.

La résolution de la lére éguation est menée de plusieurs fagons :

1) on s'arréte & 1'étape 5 : (-2,5) = x
5
ou x =55
ou (~2,5) xx =25

Les €leves demandent une aide car ils décrétent ne pas savoir diviser par un
nombre négatif. "je n'al pas appris" dit un éléve.

2) (-2,5) x x =5,
Le signe - géne,alors on l'enléve 2,5 x x =
Xx = 2

|
wn

puis on le rétablit x = -2,

3) (-2,5) x x = 5. On effectue gquelques essais en remplagant x par des nom-

bres positifs, les essais infructueux entrainent 1l'abandon de la recherche.

Le professeur distribue les calculatrices. Le résultat affiché (-2) étonne.
Quelques éléves vont méme jusqu'ad mettre en doute la fiabilité de la calcula-
trice (les piles sont usées....).

D'autres calculs sont donnés par le professeur et les éléves découvrent les
régles du produit et du quotient de nombres relatifs. Cette découverte provo-
que un étonnement chez les éléves qui finissent par admettre les régles &
propos des signes. ‘

La différence avec les régles de 1l'addition les destabilise. Certains se
reposent méme la question du signe du produit de 2 nombres positifs !....

La synthése est notée sur le répertoire

[:]elatifs

- Le produit (ou le quotient) de deux nombres relatifs de méme signe est posi-
tif.

~ Le produit (ou le quotient) de deux nombres relatifs de signe contraire est
négatif.

Les deux autres calculs de l'activité 2 sont alors cherchés. Pour la 3éme
équation, une mise au point est nécessaire sur le sens de -x.
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La résolution s'effectue souvent & 1'aide d'un changement de variable.

(-2) ((-x) - 4) + 3,5 = -4,9
(-2) xA = -8,4
A = -8,4 : (-2) = 4,2
(-x) -4 = 4,2
(-x) = 8,2
X = - 8,2

Des éléves(plus forts)utilisent la distributivité de la multiplication sur
1'addition

=2 ((-x) -4) = -2 % (-x) - (-2 x 4)

Les objectifs sont alors écrits sur le dossier :

Je dois savoin : - caleulern Le produit et Le quotient de 2 nombres nelatigs,
- nésoudne une équation.

EXERCICES

Durée 3 h.

Ex 1

. Pour prévoir le signe, peu d'éléves se trompent.

Une précision est cependant nécessaire pour - %- pergu comme 55- et non
comme ;;— ou 5%—(le signe { ) placé devant est distribué aux 2 nombres).

- Les calculs sont d'abord effectués sans calculatrice puis contrslés a 1'aide
de celle-ci.

- Quelques précisions sur les priorités opératoires s'avérent encore nécessai-
res chez des éléves en difficulté.

- On peut encore noter quelques hésitations entre valeur exacte et valeur
approchée.

2
Pour 2 les é€léves ne peuvent donner qu'une valeur approchée, par
- —— 1 .
>3
contre pour 2 ils peuvent donner la valeur exacte.
1

Ex 2 : pour le ler calcul, la barre de fraction pose un probléme pour l'ordre
des calculs. Elle doit &tre considérée comme un couple de parenthéses (c'est
une régle du calcul algébrique).

Ex 3 : aprés une recherche individuelle, une mise au point est nécessaire sur
les notions d’'opposé, de carré et leurs notations.

La présentation des résultats est faite sous forme de tableau.

x + | -
opp.xX = -x

Le carré de x
%2




Quelques éléves remarquent que :

- le carré d'un nombre est toujours positif,
- quand 1l'exposant est impair, le résultat est négatif. (Remarque faite aprés
d'autres essais pour les exposants 5, 7...).

Ex 4 : il provoque un blocage, les éléves ne voient pas comment expligquer.
La démarche utilisée chez les plus faibles est en fait une vérification sur
des exemples.

L'exercice est fait & l'aide d'un tableau regroupant les signes de a et de

Synthése copiée sur le répertoire.

s
b b ~b
e . 2
-b b

Ex 5 : pour b) et e) guelques erreurs liées aux priorités opératoires et
au signe - placé devant x.
Les difficultés sont surmontées grice au changement de variable.

Ex 8 : il est donné en devoir & la maison considéré comme devoir d'essai.
Les problémes qui subsistent sont :

- la différence entre valeur exacte et valeur approchée,
e 2 2

- la signification de -~ y confondu avec (-y) ,

- le calcul de x2 confondu avec x X 2.

Les erxreurs ont été moins nombreuses chez les éléves qui ont pris le soin
d'écrire au début du devoir :

N[

I
x= 3 =

y = -3 -y = 3.

Noteér qu'a 1'issue des exercices obligatoires les éléves ont souvent vérifié
s'ils avaient atteint les objectifs avec 1'auto-test.




QUATRIEME PARTIE

Divisions de fractions
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FEUILLE N° 12

Activité

Est-il possible de trouver un nombre qui, multiplié par ;' donne 1 7

%— est le produit de %- et d'un autre nombre. Est-ce possible ?

$i oui de quel nombre s'agit-il ?

Contrat : Les exercices 1, 2, 3, &4, 5, 6, 7, 8 et 9 sont obligatoires.
Durée : 3 h.

Ex 1 : Donne une valeur exacte de : : %

Sl

~
W -

"

o~

N

1
Wi

Ex 2 : Eric et Bernard s'associent pour acheter un ballon. Eric posséde les

% du prix du ballon et Bernard les %'. Aprés L'achat, il leur reste 7 F.

Quel est le prix du ballton ?
Qui a payé le plus ?

Ex 3 : Je multiplie un nombre par % . Au résultat, je retranche 11 et je
trouve 187.
Quel est le nombre ?

Ex 4 : Résous les équations :

2,:3 . 2.3
E IR A Y577
Ex 5 : §'= % et 2 x 6 =3 x4, es—tu d'accord ? observe 2 x 6 =3 x &4,
est-ce général ? 5 4 5 4
Réciproquement, 5 x 8 = 4 x 10 et = = % . Observe == =z , est-ce
- 10 8 10 8
général ? .
2 _ 1 ,
Ex 6 : y = - 5 et t = + 3 - ponne les valeurs exactes et approchées de :
_ 1 1 3 _y +t . _2 _ _ k
A—;i’-{ ’ B = 5 s C"A ’ b ==A+C x (-B)

Ex 7 : T rouve un nombre tel que, lorsque nous aurons enlevé le tiers et le
quart de ce nombre, il reste 3.

Ex 8 : Les pommes pressées donnent en jus les {%- de leur masse. On presse des

pommes et la masse du résidu est 420 Kg.
Quel était la masse totale des pommes ?

Ex 9 : Par quel nombre faut-il multiplier '%— pour obtenir 14 7

~ 93
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FEUILLE N° 13

Ex 10 : Quelle doit &tre la longueur de la petite base d'un trapéze pour que
son aire soit les %; de L'aire d'un carré de cbté 8 cm. On sait aussi que sa

hauteur est le tiers du cdté du carré et que la grande base est le triple de
La petite ?

e

Ex 11 : D'Artagnan dit aux mousquetaires : j'ai dépensé 3 écus de plus que le
cinguiéme de ma bourse et il me reste 6 écus de plus que la moitié de ce que
j'avais en entrant ici".

Combier d*Artagnan avait-il en entrant ?

Ex 12 : Donne la valeur exacte de chacun de ces nombres :

4 8 =2 .11 . -5 5,3 5
Teigdxzm 0 v = 5 0 ($+7) x5
5_ 4, . & _2 2 5 _ 1
(7-32: 5-7 5 S5x(3-F)vbhxz-C10-1)
1 2 3
! ‘“z’]"i"z
7
5 2




FEUILLE N° 14

AUTO-TEST

Ex 1 : bonne les valeurs exactes de :

_ 2 1 - ¢ 3 _1 _ 2
A= 3 3 +-§ B = ( T X ( ED +1,2) CA TE )
c=8°- 12 D=3 : & E=%'—%
2 x A
2 301
_ 6 _ 4 3 _ =2
F=—g 6 = T W= =
2 3 .
2 .2 5 20
> 4 32 "9x3s
I=(Z"'§X3)Z3 J = __3_
4
A _ 42 17 _26 21
EXZ.A——Z—g '17: et 8—210+36.
Donne le quotient exact de A par B .
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B oBJECTIFS
- Calculer, sous forme fractionnaire, le quotient exact de deux fractions
"relativeg".

- Trouver l'inverse d'une fraction.

Objectifs_secondaires

- Mettre un probléme en équation et résoudre ces éguations.
- Réinvestir les techniques opératoires sur les fractions.
~ Utiliser les priorités opératoires.

8 SITUATION TEMPORELLE

A la suite de la partie III "multiplication".

B8 ORGANISATION DE LA CLASSE
Identique & celle de la partie "multiplication".
@@DUREE : 4 n.

BB DEROULEMENT ET COMMENTAIRES
Activité (1 h.) (Feuilles 12 et 13)

Choix de L'activité

La division de 2 fractions peut étre résolue

- par recours au calcul des 2 quotients on obtient en général une valeur ap-
prochée,
- par l'utilisation de la régle "on multiplie par l'inverse".

Pour obtenir cette deuxiéme résolution nous nous sommes donc placés dans le
domaine théorique (recherche d'une valeur exacte).

Déroulement

. , - ) 3
Le probléme est aussitdt mis en équation 7-X x = 1.
Pour résoudre cette équation, différentes procédures sont utilisées.

- Utiliser la calculatrice. Cette technique est vite abandonnée car les éléves
s'apercgoivent vite qu'ils n'obtiennent qu'une valeur approchée et que le

: o 3} 3 -
produit de cette valeur approchée par £l n'est pas 1.

1
- Ecriture de 1 sous la forme de %T- car 21 est & la fois multiple de 3

et de 7 (42 est aussi utilisé comme dénominateur).
Le probléme est alors rapidement réselu’

3 _ 21 _7
X = e X_3

7 7% 1
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- Quelques €éléves raisonnent par recours au sens des opérations

7-X X = 1 3 xx =7 X = = ,

B 3 7 P
Les éléves remarquent que pour 7—et 3 les numérateurs et dénominateurs

sont inversés ce qui a permis d'aborder la notion d'inverse.

Aprés une mise en équation du probléme les &léves ont quelques difficultés
a résoudre.

- Certains cherchent a écrire les fractions avec d'autres dénominateurs :
45 ou 135.

4 3 4 27
k- X = — — e —

g & T3 5 "7 15
Ils font alors un changement de variable en écrivant a sous la forme %
avec x = %g— donc X = b6,75.

L4

5

a est alors écrit et une écriture sous forme fractionnaire avec numé-

rateur et dénominateur entiers est menée a bien :a = éﬁ;§-= g%%‘ =; %%
* 4 X a = jﬂ; 135 est choisi car 135 = 9 x § x 3

9 135

4 b'e 81 81

915 = 7135 x =7 = 20,2

_ 20,25 _ 2025 _ 81 - 27
8% 7157 T 71500 60 20 °
o = P 3 4 . . .

- D'autres éléves écrivent a = g-: 5 et demandent de l'aide car ils disent

ne pas savoir calculer le quotient de 2 fractions.

SYNTHESE

Elle porte sur la notion d'inverse et celle de quotient de deux fractions.
Les procédures utilisées par les éléves sont recensées au tableau et une
mise au point est faite.

. oax 3. 1 + a peut s'écrire 1 : = ou L ou 7
7 7 3 3
7

Le professeur définit alors le mot inverse :

. 3 7 .
Les fractions — et — sont des inverses.

7 3
3 17 3.7
1 : ('7 ) = ig- = 3 et 7-x 3 = 1.
7

Deux nombres inverses sont alors définis comme des nombres dont le produit
est 1.

Le paralléle est alors fait avec l'opposé et la somme.




- 99 -

. Pour la 2éme équation, les éléves sont invités a réfléchir sur le lien

27 3
et a = == trouvé par le calcul. La régle est alors décou-~

entr =
tre a 20

mlh'mlw

verte et le lien fait avec l'inverse d'une fraction.

I1 faut noter que cette régle de quotient de deux fractions trouble la grande
majorité des éléves. Ils comprennent la technique mais ne peuvent se 1l'expli-
quer par une image (contrairement & l'addition ou la multiplication oG un
dessin est possible).

Ce qui a été noté sur le répertoire

ractions

. Inverse d'une fraction
Le produit de deux nombres inverses est 1 .

3 x7_ .3_ _Z : y
5 3 = 1 5 et 3 sont des inverses

3 3 1 7
Inv.(7) = 1.7———3—*~-§

5
a et b représentent des nombres v
inv (&) = 2 inv (a) = = inv (L) = a
b a ) a a

Deux nombres inverses ont le méme signe.

. Quotient de deux fractions
Pour diviser par une fraction, on multiplie par son inverse.

a

a . ¢ . b o 2, (<) = 2« 4 . axd

b ° 4 < b d b ¢ b x ¢
d

Les objectifs sont donnés par les éléves et notés sur le dossier.

!

Je dois savoin : - trhouvern L'invense d'un nombre
- caleulen, sous fornme fractionnaire, Le quotient de
deux fractions "relatives" . :

EXERCICES

Durée : 3 heures en classe.
- Les principaux problémes rencontrés.
1) Décodage du texte pour les exercices 7, 8 et 10.

Par exemple & l'exercice 8, des éléves prennent 420 kg pour la masse de jus
obtenu, ce qui les améne a écrire :

4
'i“l—XX—42O.
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4
//,3 11
\\\9 résidu

jus

Un schéma du type : pommes " aide les éléves A mettre

en équation.

Pour l'exercice n° 10 un dessin oG figurent les données du texte permet de
clarifier la situation et le calcul de l'aire est facilité par le recours
au répertoire (la formule de l'aire du trapéze n'est pas exigible).

2) Résolution d'équations

- Lorsque l'inconnue est dans les deux membres :

3 2 ~ o
2 X a + 3 *a = a+ 7 (ex. n°® 2)
. Lorsque l'on est amené & une factorisation du style :
1 1 o
b - S'x b - ZAX b = 3 (ex. n° 7)

Ici b n'est pas vu comme 1 X b.

Notons que ces deux points étaient des objectifs secondaires de cette partie.
Ce type d'exercice sera repris lors du calcul littéral. Ces notions sont en
cours d'apprentissage, il est utile de les rencontrer souvent avant de les
formaliser.

- Des erreurs sont encore faites sur sens de -x. Certains hésitent également
pour la résolution de l'équation de l'exercice n° 3 et écrivent :

%,x x - 11 = 187 ;-x x = 187 - 11 .

Cette erreur persiste chez des éléves en difficulté.

- Ce qui semble bien acquis

* la technique de la division
* la priorité opératoire dans le cas d'un grand trait de fraction.

5+ 3 X

- 2
1 (ex. n°® 12) est bien traité.

ENESH SIS

2

- L'exercice n° 12 a été donné en devoir & la maison et généralement bien
réussi. Cet exercice est une synthése de toutes les techniques opératoires et

il permet de refaire le point sur valeur exacte et valeur approchée (8,6 a

; ' cq s - 43
maintenant pour beaucoup d'éléves le méme statut de valeur exacte que 7;—).

Seules quelques erreurs de signes ou d'oubli de dénominateur sont commises.

-2 2
Par exemple : T T T 3
; . 2 _ 92 2 _ 1
T3 T3 3 73
3 3 5 20 9 5
(3 + 7)) 55 =3 + 13 %3
= 29 x 2
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TEST n°2






FEUILLE N ° 15

TEST

Ex 1 : Compléte le tableau :

inv(a)

opp(a)

v

Wi ro

Ex 2 : Calcule et donne le résultat sous la forme la plus simple possible :

2 5 . _
lo“g—- '7.2“'
-2 =16 23 5 _
15 21 -7 21
-2 .3 1
(FEH7 = 3% C-0,4 + 3=
2 1 18 _ 3 -
3 *'[Tx-—s"- (“Z)XZ—
}.-—Ex.ﬁ_: E__(éx“lo):
5 12 15 7 5 7
1 3.
o + ir) 7 - 7 ) =
3 .2
5 16 i}
9 3
7 <7 "°

Ex 3 : Ordonne dans l'ordre croissant les nombres suivants :

2 1 1 -2 140

9 5 5 -22

Ex & - T -..Z..)( :i
X : rouve y pourque : 3z Xy =
...?_xyzz
oy -3 = 7
Yy 72 73

3x(10+y) +7 = 2

103 -
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FEUILLE N° 16

Ex 5 : Donne un ordre de grandeur de :

998 793
x

57 <371 *t 603

Donne une valeur approchée au centiéme de :

1 .
2 % T - 0,4
3.6, 10
7 5 3

Et si tu as fini

a - Le double de % d - le tiers de %
A . 2
b ~ la moitié de 3 e - Le triple de 3
. 2 2
¢ - le carré de 3 f - le quart de 3




Nombre d'éléves

RESULTATS DU TEST 2

47 éleves

105 -

Moyenne : 12,72
104
5. S
S Jam—— : Notes
0 2 A 8 10 12 14 16 18 20
Pourcentages_de_réussite par_guestion
EX 1 EX 2 Ex 3 Ex & Ex 5
tout | 1 [2fau- [T o0 51 4 s| ¢ 7] 8] 9} 10] 11} 12 IR ERRE
juste [fautejtes ou +
ssw | 3ex | 11n loex| 91zl vexl 83%| e2u] 34xul van| 83%| vox| e8x| 83x| 4Su| 57k | 83% | vvn| 43% | 15% | 26% | 28%
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CINQUIEME PARTIE

Puissances






FEUILLE H° 17
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Document n° 1

mille milhards
de mille
sabords

[ Tonnerre a’e Bresf’ J -

fiards de mille sabords !

Mille millions de mille mil - j

H ce FF‘O/?OS
&t é S)Gteme

Solan'e .

LE
TEAPLE
DU
SoLEIL

Pivion

ceinture d u(érmdos
(LO A :

Urenus Neptlune

Satyrne

Pian général du systéme solsire.







FEUILLE N° 18

Document n°® 2

Pour te faine une Adée des distances.

Distances des planétes au soleil
Attention : les planétes sont présentées en alignement pour la mise en page,

a5$§“étiés ne le sont pas dans la réalité. (Quand la Terre, La Lune et le
Soleil sont en alignement, il y a une éclipse).

MEKRCURE
\'ENUS\
: TERRE\
MARS\\‘
‘. ~ o, .

ASTEROIDES

JUPITER \

o

8.

SATURNE

NEPTUNE

DISTANCES DU SOLEIL
4§ mm reprérente

Voir dessin original au verso.

111
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NEPTUNE

URANUS

MERCURE
VENUS
TERRE

MARS\

ASTEROIDES

Y
/ffo/

/

JUPITER

SATURNE

DISTANCES DU SOLEIL
q mm représente
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FEUILLE N° 19

bocument n°® 3

Diamétres comparés des Planétes du Systéme solaire.

PLUTON e

NEPTUNE ‘

URANUS

SATURNE

JUPITER

MARS e
TERRE @

VENUS &

MERCURE e .
Diamétre du SOLEIL :
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FEUILLE N° 20

Document n° 4

Distance movesna Aul Masse Diambrae | DiamdTaz [Dunés b | Dunée pu [Poios p'un| Temreéu. | Nomsre
SOLRIL, ARRONDIE EN | PAR MOYEN N | MOvEN rar]rfvoLumioN] JouR =N ORJRY DE | TUME e
RAPPORT A RAPPOAT A [AUTOUR DU MASSR MOYENNE | BATELLITY
1A Tenne ta Terre |Soren, CONSTANTY | LE Joim A
t kg L uATEUR

UNTTES million hewre- maste de Km diamétre delen jours jours et - en degré

de km buwitrella Terre la Terre |jterrestres heures newton

minutes Y - ou anndes terrestres
bewcidre terrestres
seconde-

rranfrem bumdiéve®
MERCURE <8 gmnizs 0,08 4 Boo o4 88 s8 jours 2,6 + 300 °
VENUS 108 6 mn 0,82 12 400 0,97 225 § 2 mois 9 + 430 o
TERRE 150 8mniby 1 12 742 1 368 § 23 hsémn] 10 + 30 H
MARS 228 1amn3bs o,11 6 8oo 0,83 1 an 327 j | 24 h 37 mn; 3.7 — 25 2
JUPITER 778 43 mn 318 140 000 1 v & 314 ji 9 hssmnl 26 — 150 (D] 12
SATURNE 1 500 thzomn | 95 118 000 9 29 a 167 jloh1smn} 11 — 150 10
URANUS 3 000 zhsormn | 146 51 000 4 84 sns 10 h 42 mn| 9 -— 180 5
NEPTUNE | 4500 ehtomn| 17,2 48 000 1.5 164 2 380 j} 15 h 4B mn{ 11 144 2
PLUTON 6 ooo s hjomn 00 (1) ]6 & 12000f 1/2 8 1 248 ans 6 jours (1) 5 1 e ()

® Vitesse de la lumiére © 100 000 kmiseconde
1 seconde tumidre == distance parcourne par la lumidre en 1 seconde 1 300 000 km

1 minute lumidre = distance parcourue par la lumidre en 1 minute : 300 000 % 6o
t heure lumidre = distance parcourue par la lumitre en 1 heure @ 18 000

24

Masse de la Terre = 6 x 10

kg.

ooo x 6o

= 18 000 000 km
= 1 080 000 000 km

(Les documents sont tirés du B.T. n° 821 (Pédagogie Freinet)




FEUILLE N° 21

Document n° 5

TABLE DE DIMENSIONS en métres

Noyau atomique 10714,
Atome : 10—10
Macromolécule (polymére) 10"8
Cellule sanguine 10—5
Puce 10--3
Homme 10O
Tour d’habitation 102
Mont Everest 104
La Terre 107
Jupiter 108
Le Soleil 109
Distance Terre-Soleil 1011
Distance Soleil-Pluton 1013
Une année lumiére 1016
Distance & L"étoile la plus proche 1017
Une galaxie 1020

Voici des questions que l'on peut se poser en examinant ces différents docu—

ments, essaie d'y répondre.

1 -
2 -
3 -

Quel est le diamétre du Soleil d'aprés le document n° 3 2
En quoi peut nous aider le document n® 5 ?

Quelle est L'échelle du document n° 2 7
Un cm est représenté par combien de cm sur ce dessin ?

Quelle est la masse volumique de la Terre en kg/m3 ?
Quelle distance représente une année lumiére ?

Les planétes ont-elles toutes la méme masse volumique ?

La classe peut t'aider & répondre & des questions que tu te poses, quelles
sont ces questions ?

115
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FEUILLE N° 22

Objectifs :

Contrat : Les exercices 1, 4, 5, 7, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18 sont
obligatoires.

Durée : 2 heures en classe.

Ex 1 : Voici un extrait de L'Astronomie "Encyclopédie Bordas"

"Si on veut se faine une Ldée des dimensions nefatives de La Ternre, de fa

de 2,7 mm".
A L'aide de ce texte peux-tu :

- calculer le diamétre de Lla Lune
- montrer que le Soleil ne pourrait

Ex 2 : Une étoile explose en direct

Cette tache lumineuse dans la nuit
est une étoile en train de mourir

en produisant une gigantesque explo-
sion : on appelle ¢a une "supermova".
C'est par hasard qu'un astronome du
Chili a remarqué les débuts de L'ex-—
plosion Le 23 février.

Lune et du Sofell, on peut se nepriésenten La Teare comme une bilfe de 1 em
de rayon. la Lune seralt situfe a 60 cm de fLa Terre ot auradlt un nayon

pas passer entre la Terre et la Lune.

(Astrapi)

L'étoile a di exploser il y a 180 000
ans. C'est seulement maintenant que sa
lumiére aussi puissante que 100 000
soleils, arrive jusqu'a la Terre.

En fait, L'étoile serait située & .....
wesws km.

Trouve ce nombre de Km.
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FEUILLE N° 23

Ex 3 : Il était une fois un empereur hindou, Chiram, qui voulait récompenser
un de ses sujets, Seta, pour son invention merveilleuse : le jeu d'échecs.
"Comment veux-tu étre récompensé ?" dit Chiram.

"Donne-moi un grain de blé pour la premiére case de mon échiquier, répondit
Seta, 2 grains pour la deuxiéme case, & grains pour la troisieme case, le
double pour la quatriéme, et ainsi de suite, double ma récompense pour cha-
que case de l'échiquier, jusqu'a la soixante-quatriéme’.

Accordé ! dit Chiram.

Une charrette de l'époque contenait 1 métre cube de blé et it fallait 32
grains de blé pour un centimétre cube.

Combien L'empereur aurait-il di donner de charrettes a Seta ?

Ex 4 : L'Atomium de Bruxelles. ¥

Témoin de Ll'exposition universelle de 1958, L'atomium
domine de ses 102 m le plateau de Heysel. Symbole de
L'3ge atomique, il -représente un cristal de fer agran-
di 200 milliards de fois. Sa structure, en acier
revétu d'aluminium, est composée de 9 sphéres de 10 m
de diamétre, reliées entre elles par des tubes de 29 m
de long et 3 m de diamétre dans lesquels ont peut cir-
culer.

Quelle est (a taille du cristal de fer ?

S

.
-

o
B -

]

Ex 5 : 10 grains de riz pésent 0,23 g.
Combien y a t-il de grains dans un gquintal de riz ?

. 3
Ex 6 : Un cube de fer de 56 g contient 6.102 atomes.
Peux~tu trouver la masse d'un atome de fer ?

Ex 7 : Le micron ou milliéme de millimétre intervient en physique et dans la
mesure d'éléments qui ne sont visibles qu'au microscope (on le note )

- les globules rouges du sang ont un diamétre d'environ 7 microns,

~ L'épaisseur d'une feuille d'or est de 1,7 micron .

Exprime ces mesures en c¢m.

Le millimicron est un millijardiéme de métre. Combien y a-t-il de millimicrons
dans un micronlet dans un millimétre ?

i+
L'angstrom (A) est employé en microphysique, il vaut un dix-milliéme de
micron.
Ecris des égalités avec le micron, Le millimicron, l'angstrdm, le métre....

Ex 8 : Je vois un éclair et 10 s aprés j'entends le bruit du tonnerre. Sa—
chant que la lumiére se propage & 300 000 km/s et le son & 340 m/s, & quelle
distance l'orage se trouve-t-il ?

Ex 9 : Lles virus ont un diamétre de 300 nm. Combien faudrait-il mettre de _
virus & la file pour obtenir une longueur de 1 cm. (1 nm = 1 nanométre = 10 m)

Ex 10 : Cite le nombre qui suit 106 + 103.

* (Voir diapositives : Autour des Solides IREM de Poitiers
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FEUILLE N° 24

Ex 11 : Un livre de 1 142 pages a une épaisseur de 25,5 mm. Quelle est l'épais~
seur d'une feuille ?

Ex 12 = Ecris en puissance de dix :

midte mslhards
de mille
sabords

Ex 13 : Une année~lumiére vaut environ 1013 km.
Depuis le décret du 3 mai 1961, en France, on appelle :
1012 : un billion 1018

1024 : un quadrillion 1030 : un quintillion

:un tritlion

Voici les distances du soleil a quelques planétes, étoiles ou nébuleuses.
Range ces astres du plus proche au plus éloigné du soleil.

Alpha du Centaure : 380 billions de km

Sirius : 8,26 années-lumiére
Neptune : 4,5 milliards de km
Mars : 228 millions de km
Jupiter 2 7 792, 105 km

Uranus : 2,87 milliards de km
Nébuleuse : 2 millions d'années—lumiére
d'Andromeéde

Saturne : 1 428 000 000 km
Vénus : 10 810 104 km

Pluton : 6.10—4 années-lumiére
Mercure : 59 140 000 km

La Terre : 149,5 millions de km

. L. . 3
Ex 14 : Notation ingénieur : notation sous la forme a . (10 y7 avec

1 < lal < 1 ooo.
Notation scientifique : (celle donnée par la calculatrice) notation sous

la forme a . 10" ou 1 < |a] < 10.

Calcule A x B et écris sous les formes scientifique, ingénieur et décimale

dans chacun des cas suivants :
A=3x 10 et B =2,8x 10
27500 et B =3x 10
3 x 105 et B = 2,5 103

=2,51 et B =7 530

1

it

A
A
A




FEUILLE N° 25

Méme exercice avec

3,75 x 108 et = 20
21 000 et B = 500 000

1,6.10° et B =7.10"

Hoou
w m>

Ex 15 : Encadre par deux nombres entiers consécutifs multipliés par une puis-—
sance de 10.

Exemple : 1 x 102 < 123 < 2 % 102
<0,021< < 0,000 12 <
<0,27 x 104< <1 080 000 <

Ex 16 : Ecris sous forme décimale chacune de ces sommes .

A= 7x10° - 2x10° + 41070

B o= 12x103 + 190 x 1072 - 19 x 10"

. . n
Ex 17 : Ecris les nombres suivants sous la forme a . 10 avec a et n
entiers relatifs.

A = 0,000 1 x (0,000 000 1) x (-100) B = 0,05 x 3 000 000
0,007 ) ) . 5.2 2.3
F o= (=0,005° 6= ( (-0, 0H°

. . . . .o
Ex 18 : Ecris sous forme d'entier relatif ou de fraction relative chacun des

nombres

(- % s - §.>°5 x %—)8 2P s L ¢ % x ( —-% y> 2
1B ogl 92590 o 0,00% x 12« 127w -»?

25V .52 nt s 0" ugerT - (7 89s0y7 894

D7 6D ;s P ent s 8 - -8l

8% w47 107V ;i - o v e

Ex 19 : Ponne L'écriture décimale de chacun des nombres :

A= 8 dixiémes + 5 milliémes + 6 + 10 *

B = 4 centiémes + 3 milliemes + 15 x 107"
C = 29 dixiémes + 193 centiémes + 9 x 10 °
Do 283 L 04 o oS

10 100
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B oBJECTIFS

~ Utiliser les notations puissances.
- Connaitre et savoir appliquer les régles dans le cas oi, m, n, p, a, sont
numériques.
m m X
(a )P = a p

Xap=am+p

a
n
a n - 1
— = a p ou _—_1:1_
aP af
- Encadrer un nombre par deux entiers successifs multipliés par une méme
puissance de 10.
- Changer d'écriture,
écriture décimale > écriture scientifique

/

écriture ingénieur
- . -n
- Connaitre la notation 10 .

Objectifs_secondaires

—- Revoir les changements d'unités, la notion d'échelle, la notion de masse
volumigque.

- Calculer le volume d'une boule.

- Différencier valeur exacte, valeur approchée, ordre de grandeur.

~ Lire un tableau, un document.

BESITUATION TEMPORELLE

En décembre, pendant 8 heures (y compris test).

8 ORGANISATION DE LA CLASSE

Identique aux autres parties.

B DUREE :

B NoS cHOIX

~ A propos de la calculatrice : celle-ci est utilisée mais la touche r
est ignorée.

L'activité porte sur l'astronomie. En effet cela permet :

- un travail sur les grands nombres et donc de montrer 1'intérét d'une nota-
tion qui en facilite les écritures,

. de créer un lien avec la physique.
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B DEROULEMENT ET COMMENTAIRES

Activité : durée 3h (feuilles n® 17, 18, 19)

Les dossiers sont distribués aux éléves un jour ou deux avant le début du
travail en classe afin qu'ils puissent en prendre connaissance. Les €léves

ont bien accueilli les dossiers car le systéme solaire était étudié simultané-—
ment en Sciences-Physiques.

En classe, pendant 2 heures, les éléves cherchent les réponses dans 1'ordre
qui leur plalft. Le professeur circule de groupe en groupe pour enrichir les
travaux et apporter l'aide nécessaire. La synthése est réalisée au cours de
la 3éme heure.

Pour les questions 1 et 2, les éléves ont recherché le centre du soleil en
construisant les médiatrices de deux cordes. Cette méthode avait &té vue

en 6éme et est bien réutilisée. Ils ont ensuite comparé le diamétre du soleil
au diamétre des autres planétes puis utilise€ le document n° 4 pour trouver le
diamétre réel du soleil.

Les résultats different, ce qui permet de s'interroger sur la validité d'une
mesure. Quelques uns comparent leur résultat avec celui vu l'an dernier
lors d'un exercice (cf. "Calcul Littéral au collége’p. 65).

Le professeur invite ensuite les éléves & confronter le résultat obtenu avec
les nombres du tableau (document n° 5).

Ce tableau doit &tre expliqué :

9 D
~ que signifie 10~ ? Comment vérifier ? La touche x¥ est alors introduite.

- Que signifie 100 ? (réponses spontanées 0 et 10).

- Que signifie 10“3 ?

En conclusion on indique que le document n° 5 donne des ordres de grandeur.

Pour la question 3, les éléves sentent la nécessité d'utiliser les puissances
de 10 pour les grands nombres. Quelqués précisions sont apportées afin de
limiter les erreurs liées aux mesures,

- prendre les bords des planétes,
- prendre une planéte éloignée du soleil (le choix se porte sur Uranus ou

Neptune) .

A la question 4, quelques éléves demandent la formule pour calculer le volume
de la terre {(assimilée & une sphére).
Cette formule est notée dans le répertoire & V (volume).

La masse volumique, pourtant rencontrée en Sciénces-Physiques ne semble pas
connue de tous. Une mise au point est nécessaire (définition, unités).

Pour bien réaliser les calculs, il faut les organiser sur le papier avant
d'utiliser la calculatrice. Les éléves utilisent différentes méthodes qui
sont comparées lors de la synthése.

Les calculs de la question 6 sont terminés & la maison.

SYNTHESE

Les questions sont reprises une & une et les propriétés sur les puissances,
dégagées, sont notées sur le répertoire.

Pour les puissances de 10 d'exposant négatif, les éléves remarquent que le
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nombre de z€ros significatifs est indiqué par 1'exposant.

Le professeur demande alors la signification de 2_3, la réponse 0,002 immé-
diate ne correspond pas a ce que donne la calculatrice. Aprés réflexion un

3
€léve parle d'inverse de 27, le calcul effectué donne le méme résultat que
la calculatrice.

Les propriétés des puissances sont alors formulées par les éléves, admises
dans le cas général et copiées sur le répertoire.
Ce qui a été noté dans Le répertoire

|V iolume d'une boule de rayon R

4 3
v = 3 IR

[:] uissances : les lettres représentent des nombres.

On admettra que : Exemples
axaXax....*%as= a" 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 105
n
2 = 1 10° = 1
al = g 101 = 10
-3 , 1 -3 1 1
a = inv a = 3 10 = 3 = Taaa' = 0,001
a 10
273 o —% = —é— = 0,125
2
ab « ac _ ab + c 108 « 104 - 1012
X 4 X 2
a2)€ = P *¢ (10h = 102 3 o 1o
b
a b-c¢ 6
;‘E = a 104 - 106—4 - 102
10
2
(axb)° = a°xp° (10 x 3)% = 10° x 32
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EXERCICES

Durée : 4 heures.
Les objectifs sont énoncés par les éléves.
Objectifs : savodin utiliser Les puissances de 10
savoin utilisen Les proprlétiés sun Les pulssances.

Ex 1 ¢ Le texte est bien compris, les éléves utilisent les documents précé-
dents et maitrisent bien la proportionnalité.
Quelques problémes subsistent.

. Lecture de la calculatrice qui donne la notation scientifique :
6 371 x 10° > 6, 371 x 10°

. 8 8
. Confusion entre 6, 371 x 10 et 6, 371 .
L'écriture est incorrecte mais les éléves ont voulu dire

6, 371 x 100 00O 000.

Ex 2 : La structure atomique n'ayant pas été étudiée en physique le texte

est difficile a comprendre. Une explication est donnée, les atomes sont assi-~

milés & des sphéres et dessinés.

"

Le cbté du cristal se calcule ensuite sans difficulté.

Pour Les autres exercices les difficultés portent sur :

. "puissances de 10 multipliées par un entier".

- Utilisation abusive de la calculatrice qui fait perdre tout sens a la

puissance.

Pour y remédier des séances de calcul mental ont montré aux éléves que des
calculs peuvent se faire rapidement aprés une organisation des calculs.

Exemples de calculs demandés menés mentalement.

3 5 -5 6
10 10 10
8
(102)4 ; 1o3 + 1o2 ; —25~.

Le passage a la notation scientifique et & la.notation ingénieur nécessite
une aide du professeur dans les groupes.
Cela est dd au fait que :

. pour certains nombres les notations sont les mémes,
. les éléves ne voient pas la nécessité de la notation ingénieur.

La notation scientifique mieux comprise (car familiére avec la calculatrice)
est bien réutilisée par les éléves pour comparer les distances des planétes
au soleil dans l'exercice 13 donné en devoir a la maison.
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- Le calcul

- Les priorités opératoires avec les puissances :
8 8
-2 et (-2)
- Le signe d'un produit, d'une puissance, d'un quotient.

2 -
. Le calcul de (- 5—) 3 qui cumule.
° la notations des puissances négatives
° la régle ( %_)n = -,

° le signe d'une puissance.

-5
- Confusion entre 10 et 0,000 05

. b c b c
-« Confusion entre a + a et a %X a .

B NOS CONCLUSIONS sur cette partie

~- La progressivité des apprentissages ne semble pas prise en compte sux «cette
partie. Les contenus paraissent trop lourds pour la 4éme. (Il y a risque
de confusion entre les différentes notations).

- La calculatrice est utile mais y avoir recours systématiquement risque
d'entrainer une perte de sens des notations. Des exercices de calcul mental
(cf ce qui a été dit précédemment), des exercices de lecture (cf partie I
Calcul Littéral en 4éme) peuvent permettre aux notions de prendre un sens.

- Notons aussi que dans le temps imparti nous n'avons pas pu développer la
derniére partie de l'activité & savoir les questions que les éléves pou-
vaient se poser, ce qui est regrettable.
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TEST n®3







FEUILLE N° 26

TEST

Ex 1 : Trouve le nombre relatif qu'il convient de mettre dans [::] pour

que L'égalité soit vraie :

3 472 = 3,472 x 10 [::] 0,005 = 5,7 x 10 [::]
19 872 = 19,872 x 10[::] =~ 27 264 = ~ 2,7264 x 10 [::]
1 200 000 = 1,2 x 10[::] 0,000 01 = 10 [::}

Ex 2 : Ecris les nombres ci-dessous sous forme décimale :

6

1

7 345 x 10

3,5 x 107>

0,03 x 10°

it

i

2,7 x 107°

19,237 % 102

Ex 3 - Ecris sous forme du produit d'un entier par une puissance de 10 :
- 14,75 =

0,010 305 =

- 2300 =

10° + 10° =

Ex & : Ecris sous la forme d'une seule puissance de 10 :

1072 x 10° x 10° = ;o a0Hd =
(10”4 x 10° = 100 x 1073
10%

Ex 5 : Encadre par deux puissances consécutives de 10 :

< 4 235 < ; < 0,07 < ; < 7,53 millions <«
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FEUILLE N° 27

Ex 6 : Encadre les nombres donnés par deux entiers relatifs successifs
multipliés par une méme puissance de 10 :

< 0,41 < ! < 17 300 < ; < 0,007 4 <

Ex 7 :

Calcule : 2 =

-4 % (473 2
S2 x 2S =
-25

A la calculatrice

On te donne A = 2,25 » 10° et B = 3,75 x 10

Calcule Ax B . g , A+ B..

A
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RESULTATS du TEST 3

Nombre d'éléves 45 éléves

Note moyenne : 12

L 16 18 20 Notes
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