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1 — PRESENTATION.

Platon dans la République (voir généralités) cherchait quelles sont les

sciences " que chacun doit apprendre parmi les premiéres ". Nicomague de Gérase

dans le début de son Introduction arithmétique reprend le probléme du choix entre

arithmétique, géométrie, musique, sphérique et astronomie, posé par Platon :

" Laquelle de ces quatre méthodes faut-il donc apprendre en premier ? N'est-ce pas
évidemment celle qui par nature préexiste & toutes les autres et qui est plus sou-
veraine, parce qu'elle tient le rdle de principe, de racine, et pour ainsi dire de
mére pour les autres ? ". Il s'agit bien siir de l'arithmétique. De mé&me de nos jours
les fondements de 1'&difice mathématique reposent en derniére analyse sur ceux de
l'ensemble des entiers naturels : la crise des fondements a été marquée par la défi-
nition du nombre (ordinal et cardinal), l‘'axiomatisation de N et le probléme de la
non contradiction. de 1l'arithmétique. Mais ce que l'on entend par arithmétique a
beaucoup varié et évolué au fil des &dges et il est difficile de cerner son champ
tant sont étroits ses liens avec le calcul (la logistique des anciens), l'algébre et
l'analyse {(voir le panorama de Legendre t.12). Nous avons essayé de rester au coeur
de l'érithmétique dont la spécificité réside peut-é&tre dans le charme et la nature
de ses problémes : problémes aux énoncés souvent trés simples, sur des objets sim-

ples, gui incitent & la recherche mais dont les solutions nous entrainent dans le

labyrinthe du monde mystérieux des nombres.

Texte 1 : Anatolius : la nature et la beauté des dis premiers entiers.

Anatolius . Sur la décade et les nombres qu'elle comprend, traduit par Paul

Tannery dans Mémoires Scientifiques III, p. 12-28 & partir du
texte grec reconstitué par J.-L. Heiberg et publié dans Annales
internationales d'histoire (Congés international d'histoire com-

parée de 1900, 5& section, p. 27-41.

La nature de la décade et des nombres qu'elle comprend pré-
sentc mille beautés dvidentes pour ceux dont Vinjellect perspicace.
est capable d’une telle contemplation, Nous en dirons autant qu'il
scra possible sur chacun de ces nombres; pour le moment et
comme préambule, il suffit de remarquer que les Pythagoriens.
onl ramené tous les nombres 3 dix et qu’au-dessus de dix il o’y a
plus de nombre nouveau, puisque, quelle que soit I'sugimentation,
des qu’une dizaine est complétée, nous revenons a I'unité; d’au-
tre part, ils honoraient singulicrement le quaternaire, parce que

c'est lui qui constitue la décade <1 4+ 24+ 3+ f=10>% (o]



L’unité est antéricure a tout nombre ; tous naissent d'elle, elle-
médine ne nait d'aucun. Aussi est-clle appelie Semence, étant la
malitre des nombres, — car sans elle il 'y a plus de nombre, —
indivisible, in@runsi(ive, ne sortant point de sa propre nalure,
méme dans les multiplications!; et meéme, sinon eu acle, au moins
en puissance, a la fois impaire, paire, paircment impaire, cube,
carré, et lout le reste. Elle désigne le point.

Les Pythagoriens Jont appelée dntellect et Pont assimilée &
I'Un, au Dicu intelligible, inengendré, Beau ot Bien en sui; ’( . -

C’est 3 deux que commencent les nombres ; le premier accrois-
sement & partir de 'unité, le premier changement donne le binaire
ou le doublement. C'est le premier terme de la série des nombres
pairs; par addition, il équivaut A son propre carré; car en ajou-
tant le binaire 3 lui-méme, ou en le multipliant par lui-méme, on
obtient le mtne résultat, tandis que, pour les autres nombres, la
multiplication donne plus que I'addition. Le binaire désigne la
ligne, «ui vient aprés le point; il est en analogic avec la matidre
et toul ce qui est sensible. On J'a assimilé, dans la série des
Vertus, 2 la Force, — car il a déja fait un pas. (..}

Le ternaire provient de Paddition de I'unité au binaire ; c’est le
premier nombre imp.-‘“r. Quelques-uns Pappellent parfait, parce
qu’il est le premier qui signific le tout, comimencement, milicu et
fin. Nous I'employons pour wettre en relief ce qui est extraordi-
naire, comme quand nous disons lrois fois heareux; les priéres
et les libations se répttent trois fois. Le ternaire désigne, en pre-
mier lieu, coinmencement, milieu et fin, puis la surface, qui vient

aprés le point et la ligne; cest Vimage du plaa (...

Nous assimilons le terpaire, parmi les vertus, a la Tempérance,
car elle est la juste mesurc entre Vexcés et le défuut?. 'L- B

Le quaternaire est appelé Justice, parce que ‘Ie carré qui en
provient a une aire égale 4 son périmitre, tandis que, pm:r.les
nombres qui préctdent, le périmétredu carré est su péf'acur a l’a'tre,
et que pour ceux qui suivent, le péfimdire est inférieur & Iaire. .
11 est d’silleurs le premier carré, tant pour tous les nomb.res que
pour les pairs en particulier. C'est la premitre telractys, puisque la
somme des termes consécutifs de 1 & § fait 10, qui est dit nombre
parfait. C’est le premier nombre qui désigne la nature du golfde;
car’on a d'abord le poiut, pris la ligne, puis la surface, puis le
solide, c’est-d-dire le corps. On le voit dans le jeu yui consisie 4
construire des pyramides svec des noix.



Iy a quatre éléments, quaire ssienng qui divisent P'annce ea
quatre parties égules. D'sutre part, § est le premier nombre paire-
ment pair, le premier qui oit a un autre dans e rapport d’un tiers
en sus el fournisse la premitre consonance, celle de quarte. [l pré-
sente << comme carré> une égalité complete, entre la valeur de
Paire, le nombre des angles, celui des edtés. 1 ¥ 2 quatre climats
< directions >, le levant, le couchant, le septentrion, le midi;
quatre points < astrologiques >, celui du levant, celui du cou-
chant, celui du méridien, celui du milieu du ciel'; quatre vents
principaux. (..-)

Le nombre 5 est le premier a renfermer les deux especes, &
savoir Je premier pair et le preuier imnpair; car si 'unité est im-
paire, elle n'est pas nombre. Ainsi 5 provient en iongueur, ¢’est-
a-dire par addition, des premiers pair et impair, mile et femelle;
aussi Jui donne-t-on cette dernitre dénomination. En Pajoutant &
lui-mdine, on obtient 3o, tandis qque pour les autres nombres,
'+ 9=10,248=-10,3 4+ 7=10,4 + 6 =10, les ter-
lues sont indgaux et ont 5 pour moyen'. Si on éleve b au carré,
il reste conservé 3 1a fin du nombre formé, 5 > b = 25. Si on

passe au cube, le carré est conservé en entier et le nombre finit
toujours par 5; cu effet, 5 >¢ 205 === 125,

Iy a cing figures solides ayant tous leurs cotés égaux et tous
leurs angles égaux : le tétraddre ou pyramide, l'octaédre, P'icosad-
dre, le cube, le dodécaddre; ce sont d'aprés Platon, les formes
respectives du feu, de I'air, de I'cau, de la terre et de univers,
En deliors du soleil et de la lune, il ¥ 8 cing plandtes; les cercles
paralltles bien connus sur la sphére sont aussi au nombre de cing,
Féquateur, les deux tropiques, le cercle arctique el antarctique.
'y a cinq zones, deux glaciales, deux lempérées, une torride. Il
Yy a cing sens,

Le nombre 6 est le premicr parfait; car il est égal & ls somme
de ses parties aliquotes; 1 + 2 4 3 = 6, et une fois 6 fait 6;
deux fois 3 font G; "ois fois 2 font 6. Il est ainsi le premier qui
soil composé d'une mbitié, d'un tiers et «J'un sixidme. - G

Le sénaire pro-
vient par puissance ou mulliplication du premier pair et du pre-
mier impair, des premiers mile el femelle; aus:i a-t-il é1é appele
Male-femelle, Mariage, Paircinent impair. Le nom de Mariage lui
vient proprement de ce qu'il est égal, ainsi qu'on I'a vu, a la
somme de ses parties, et de ce que I'wuvre du mariage est de
produire des enfauts scmblables aux parents. ()



Le nombre 7 est le seul qui & la fois n’en engendre aucun autre
de la décade et n'est engendré par aucun, sauf P'unité; c'est
pourquoi les Pythagoriens I'appellent Vierge sans meére?, et en
effet des autres nombres de I décade, £ est engendrd par 2 et,
avee 2, engendre 8; 6 n’engendre pas, mais est engendré par 3;
enfin 3 et 5 sont génératears, 3 de 6 et de g, 5 de 10. L’addition
des sept terues conséeutifs de 1 & 9 doune o nombre parfait 28,
égal & la somme de scs parties aliquotes. 11y a 28 jours de la lune
formant des scmaines complétes. - .

Huit est le premier cube; on Pappelle Solidité et Fondement.
Sa racine est le premier pair. Il est la somme de 1 +3+4. L:
somme des huit premiers nombres en partant de P'unité fait 36,
nombre de jours pendant lesquels prennent forme, dit-on, les
embryons des enfants qui naissent a sept mois. La sphiire wui
renferme 'univers est la huiticme, d’ou le proverbe : Huit est tout.

L)
Neuf est le premier carré du premier impair, comme 4 Pest du
premier pair. Les neuf premiers nombres 4 partir de I'unité don-
nent comme somme 45; ¢’est le nombre de Jours nécessaire, dit-
un, pour que prennent forme les cinbryons des enfu{t}ts (ui nais~
sent 4 neuf mois. La terre est la neuvieme sphite autour de
laquelle tournent les huit autres. Cor )

Diz est engendré, par multiplication, d'un pair et d'un impair;
car 5 >< 2 = ro. C'est le cercle et la limite de tout nombre, car
c’est a lui que, nous {ournons el revenons en arritre, comme 2 la
borne les coureurs qui doublent le stade. }i esi, en efiet, la limite
pour Iindétermination des nombres; car nous comptons depuis
Punité jusqu’a dix, puis nows disons : dix ef un, dix et denx_ ete.
Quant & vingt, double de dix, il est forme par addition en répé-
tant deux fois les termes dont dix est formé; carsito=1 4+ 3
+ 3 4+ 4, 30 est la somme de deux fois 1, deux fois 3, deux
fois 3, deux fois 4; ct de méme pour les dizaines suivantes. La
décade est surnommée Force et Toute-Parfaite, parce qu’elle limite
tout nombre et qu'elle renferme & son intérieur toute nature, .
pair-impair, muable-immusble, bon-mouvais. On Pappelle aussi
{hil:has, parce qw'elle recoit tout?, 1o = b + 6; mais 10 est aussi .
la sonune des nombires du premicr quaternaire, 1 4 2 + 3+ 4. L)




Texte 2 : Legendre : panorama de la théorie des nombres en 1830.

LEGENDRE : Théorie des nombres 1830. Préface de la premiére édition,
p. VII, VIII, IX.

A. Ex juger par différents fragments qui nous restent, et
dout quelques-uns sont consignés dans Luclide | il parait
qque lesanciens philosophes avaient fait des recherches assez
étendues sur les propri¢tés des nombres. Mais il leur man-
quait deux instruments pour approfondir cette scicuce :
Fart de la numération, qui sert d exprimer les nombres avec
beaucoup de facilité, et I'Algthre, qui généralise les résul-
tats et qui peut opérer ¢galement sur les connues et les
inconnues. Linvention de Tun ¢t Pautre de ces arts dut
douc influer beaucoup sur les progresdelascience des nom-
bres. Aussi voit-on que Touvrage de Diophante d’Alexan-
drie, le plus ancien auteur d'Algébre qu'on conuaisse, est
entierement consacré anx nombres, et renferme des (ques-
tions difficiles vésolues avec beaucoup dadresse et de
sagacité.

Depuis Diophante jusquau temps de Viéte et Bachel .
les mathématiciens continuérent des’occuper des nombhres,
mais sans beaucoup de succes. et sans faire avancer sen-

siblement la science.

Viéte, cn ajoutant de nouveaus degrés de perfection a
I'Algcbre, résolut plusicurs problemes difficiles snr les
nombres. Bachet, dans son ouveage mtitulé Problémes
plaisans et delectables, résolut Féquation indéterminée do
premier dcgré parune mcéthode géncérale et fort ingénicuse,
On doit & ce meme savant un excellent commentaire sur

ainales de

Diophante, qui fut depuis enrichi des notes marg

FFermat.

Fermat, 'un des géometres dont les travaux contribue-
rent le plus aaceélérer la découverte des nouveaux caleuls,
cultiva avec un grand sucees fascience des nombres, et s’y
{raya-des routes nouvelles. On a de lun un grand nombre
de théoremes intéressants, mais il les a luissés presque
tous sans démonstration. C'était Fesprit du temps de se
proposer des problenmes les uns aux autres. On cachait le
plus souvent sa méthode, afinde se réserver des triomphes
nouveaux tant pour soi que pour sa nation; car il y avait

surtout rivalité entre les géometres francais et les anglais.



De la il est arrivé que la plupart des démonstrations de
Fermat ont été perdues, et le peu (ui nous ¢n reste nous
fait regretter d'autant plus celles (jut nous manquent.
Depuis Fermat jusqu'a Luler, les géométres, liveés en-
ticrement & la découverte ou i lapplication des nouveaux
caleuls, ne s'occupérent point de Ia Théorie des nombres.
Euler, le premier, sattacha i cette partie; les nombreux
Mémoires qu'il a publiés sur cette matiere dans les Com-
mentaires de Pétersbourg, et dans d'autres ouv ages, prou-
vent combien il avait & cacur de faire faire a la science des
nombres les mémes progres dont Ia plupart des autres par-
ties des mathématiqueslut étaient redevables. Hesta croire
ausst qu Fuler avait un godt particalier pour ce genre de
recherches, et quiil sy liveait avee une sgrte de passion ]
comme l! Zu'l'i\'lfﬂ IH‘('S(‘U(' tous ceux (l“i .‘i‘('“ (N'l'lll)(f“‘. (‘)U()i
quiil en soit, ses savantes recherches le condusivent w dé-
montrer deux des principaux théoremes de Fermat, savour,
1” que si @ est un nombre premicr, ot 2 un nombre quel-
conque nondivisible par a, laforimule o= = 1 est toujours
divisible par «; 2" que tout nombre premier de forme

4n+ 1, estla sonne de deux carees.

Note : Equation indéterminée du premier degré (dont parle Legendre & propos de
Bachet)signifie équation du premier degré & deux inconnues (ax + by = c¢),
qu'il s'agit en arithmétique de résoudre avec des nombres entiers, a, b et ¢

étant eux-méme des entiers.



2 - LES DEBUTS DE L'ARITHMETIQUE.

La plupart des propriétés élémentaires des nombres nous sont parvenues dans
les livres 7 et 9 des Eléments d'Euclide dont certaines démonstrations, en parti-
culier sur les nombres premiers, figuraient telles quelles il y a peu de temps en-
core, dans les manuels. Mais c'est de Pythagore et des Pythagoriciens, dont la de-

vise était : " tout est nombres ", gque nous viennent les considérations sur le pair
et 1l'impair, les multiples, la classification des nombres selon leurs relations
abstraites (nombres premiers, amicaux, parfaits, etc...), les nombres fiqurés. Et
la tradition pythagoricienne a fortement influencé 1l'enseignement de l'arithméti-

que jusqu'd la Renaissance. En effet, 1'Introduction arithmétique du néopythago-

ricien Nicomaque de Gérase (IIe sidele aprés J.C.) eut une influence considérable
sur tout l'enseignement mathématique médiéval, principalement & travers 1'Institutio
arithmética de Boéce au VIe siécle qui en est une adaptation en latin : ce texte en-

trait dans le quadrivium, partie essentielle de la formation donnée dans les écoles.

Quant A Diophante d'Alexandrie (IIe siécle aprés J.C.), si aucun texte de lui ne

figure ici, c'est que ses recherches sont d'un type différent. Son Arithmétique trai-

essentiellement de résolution d'équations donc de problémes que nous qualifierions
d'algébriques mais dont certains eurent une grande influence sur le renouveau des

recherches arithmétiques dvec Bachet de Méziriac et Fermat (voir §4).

Texte 3 : Nicomaque de Gérase : nombres figurés.

Les deux chapitres sur le nombres triangle et le nombre carré extraits

de 1'Introduction arithmétique de Nicomaque de Gérase font partie d'un ensemble de

onze chapitres du livre II consacrés aux nombres figurés (polygdnes et polyédres).

On retrouve ces nombres par exemple dans le Traité du triangle arithmétique de Pas-~

cal. Ils sont intéressants, en plus des liens qu'ils tissent entre arithmétique et
géométrie, dans la mesure ol ils permettent 1l'élaboration de procédés sommatoires.
Pascal fait d'ailleurs allusion & ces méthodes des Anciens au début de son petit

traité Sommation des puissances numériques.

NICOMAQUE DE GERASE : Introduction arithmétique.
Ile siécle aprés J.C. Livre II, chapitres VIII et IX.

Traduction J. Bertier Vrim 1978.

Chapitre VIII.

Le nombre triangle.

1) Est donc triangle le nombre qui, dans sa résolution en unités, configure en
triangle la position équilatérale dans le plan de ses parties ; il a pour exemples :

3, 6, 10, 15, 21, 28,



-8 -

et la suite ; car leurs configuration bien ordonnées seront et triangles et équila-
férales, et en progressant de cette facon jusqu'oll tu voudras, tu trouveras formé
en triangle, en rangeant avant tout autre le plus élémentaire, celui qui nait de
1'unité, pour que 1l'unité elle aussi apparaisse triangle en puissance, mais le pre-

mier triangle en acte est le 3.

2) Les cbtés s'augmenteront du nombre suivant car le c6té du premier nombre trian-
gle en puissance est 1'unité, le c6té du premier en acte, le 3, est la dyade, le co6-
té du second en.acte, le 6, est la triade, le cbté du troisiéme est la tétrade, ce-

lui du guatriéme, la pentade, celui du cinquiéme, 1l'hexade, et ainsi toujours.

3) I1 s'engendre quand le nombre naturel est exposé en ligne et que, toujours de~
puis le début, les nombres successifs sont ajoutés un a un, car les triangles bien

ordonnés se réalisent & chaque addition et entassement ; par exemple 3 partir de

cette ligne naturelle

.

i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15.

en prenant le premier nombre, j'ai le premier triangle en puissance, 1'unité, ensui-
te en entassant sur lui le suivant, j'ai le premier triangle en acte, car 3 est 2 et
1, et dans la représentation figurée, il se constitue ainsi : sous la premiére unité
on appose deux unités cdte & cSte, et le nombre 3 est triangulé ; ensuite 3, qui est
le nombre suivant, entassé sur ceux-ci, déployé en unités et réuni, produit 6, se-
cond nombre triangle en acte, et lui donne aussi une configuration ; et & son tour,
le nombre qui suit naturellement, 4, entassé sur ceux-ci et noté en unités, donne

le nombre 10, bien ordonné aprés ceux dont on vient de parler, et il prend un confi-
guration triangulaire ; et 5 aprés lui, puis 6, puis 7, et tous les suivants, de sor-
te que les cbtés de chacun compteront harmonieusement autant d'unités que de nombres

de la ligne naturelle réunis pour sa constitution.
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Chapitre IX.

Le nombre tétragone.

1) Est tétragone le nombre qui vient aprés celui-ci et qui donne, non plus trois
angles comme le précédent, mais guatre angles dans la représentation figurée, pour-

tant lui aussi dans une configuration équilatérale, comme :
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

car leurs tracés équilatéraux deviennent des tétragones de la fagon suivante :

o oo oo edese el acoaa
o103 oo s1s 26104 agooo

aod 83824 70 [s1s1¢ 20101

aooo Gooaa

acoaa

et ainsi de suite jusqu'ol tu veux.

2) Il1 advient & ces nombres, comme a& ceux qui les précédent, que la progression
des cbtés suit le nombre naturel ; car dans le premier en pﬁissance un, l'unité est
cbté, dans le premier en acte, 4, la dyade est co6té, dans le second en-acte, 9, la
triade est c&té, dans le suivant, le troisiéme en acte, 16, la tétrade est cbté,
dans le quatriéme, le pentade, dans le cingquiéme, l'hexade, et d'une fagon générale

ainsi de suite pour les suivants.

3) Celui-ci aussi s'engendre quand le nombre naturel qui s'étend par 1l'unité est
exposé en ligne, en entassant non plus les suivants sur les suivants, comme il a é&été
montré, mais toux ceux qui sont distants de un les uns des autres, c'est-&-dire les
impairs_% car le premier est 1, premier tétragone en puissance, le second 1 et 3,
premier tétragone en acte, le troisiéme 1, 3 et 5, second tétragone en acte, le qua-
triéme 1, 3, 5 et 7, troisiéme tétragone en acte, et le suivant nait de l'entasse-~

ment de 9 sur les précédents, et celui qui vient aprés lui, de celui de 11, et ain-

si toujours.

=

4) Il arrive & ces nombres que le cbté de chacun compte autant d'unités qu'il y

a de nombres entassés pour sa génération.

Note : pour bien comprendre la différence entre nombre triangle en puissance et
en acte on se reportera & la définition que donne Anatolius de l'unité.

(§ 1, texte 1).

Texte 4 : Nicomaque de Gérase : crible d'Erathosténe, nombres premiers entre

eux.

Le chapitre XIII du livre I de 1l'Introduction arithmétique de Nicomaque
nous donne la description du procédé connu encore de nos jours sous le nom de cri-
ble d'Erathosténe pour l'obtention effective des nombres premiers : on le présente

actuellement davantage sous forme de tableau gque de ligne. Il nous donne aussi le
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~

moyen de savoir si deux nombres sont, ou non, premiers entre eux & partir du cal~
cul de leur plus grand commun diviseur : on pourra comparer avec le texte d'Fucli-
de qui suivra (algorithme du PGCD) et mesurer la différence de point de vue et

-donc d'exposition.

NICOMAQUE DE GERASE : Introduction arithmétique.
II siécle aprés J.C. Livre I, chapitre XIII.

Traduction J. Bertier Vrin 1978.

CHAPITRE Xill

.LS NOMBRES IMPAIRS PREMIERS ENTRE EUX. LE CRIBLE D’ERATOSTHEME.
LA DETERMINATION DES NOMBRES PREMIERS. LA DETERMINATION
DES NOMBRES PRkHlERS ENTRE EUX.

2. La gendse de ces nombres est appelée caible par Eratos-
théne, puisque, prenant les impairs confondus, Indistincts per eux-mémes, nous
les séparons par cette méthode de gendse comme avec un fnstrumsnt oy un crible,
€t que nous trouvons & part les nombres premiers ot nom composls, & pere 108 nom-
bres seconds et composds, et séperément les nombres mintes.

3. Le procédé du orible est le sufvant : onposant tous les
4mpains successifs & partir de la triade, ie plus possible sur une ligne trés
longue, et partant du premier, §'eszamine lesquals 11 peut mesurer, et je trouve
qu'il peut mesurer ceux qui en laissent deux ontre eux, Jjusqu'ol nous voudross
avancer, et qu'il ne les masure pas au hasard et n'taporte comsent, mais qu'tl
mesurera le premier & se présenter, c'est-d-dire celui qui en laisse doux oy ai-
lieu, selon la quotité du tout premier disposé dans la ligne, c'est-é-dire se-
lon sa propre quotité (car 11 le mesure trois fois) ; celul qui en laisse deus
en partant de ce nombre, selon la quotité de celut qui est rangé second {car {}
e mesure cing fois) ; et plus lotn de nouvesu, celut qui en laisse deux, scion
l1a quotité de celul qui est rangé trofsiéme (car 11 la mesure sept fois) et
plus loin encore celut qui est disposd au-deld de deux, selon le quotité de co
Tul qut est rangé quatridme (car 11 le mesure neuf fols), et & V'infini do la
méme facon.

4. Puis apres celui-ci, a partir d'un autre debut , je vais
au second terme, j'examine lesquels 11 peut meésurer, et je trouve que ce sont
tous ceux qui laissent un intervalle d'une tétrade, mais le premier, selon la
quotité du premier terme rangé dans la ligne, car i) le mesure trois fois ; le
second selon celle du second, car i} mesure cing fois ; le troisiéme selon celle
du troisiéme, car 11 le mesure sept fois ; et toujours ainsi en suivant.

5. De nouveau en recommencant, le troisiéme nombre, le 7,
recevant 1a mesure, mesurera ceux qui laissent un intervalle de six, mais le
premier, selon la quotité duy 3 rangé premier, le second, selon celle du 5, car
ce nombre occupe le second rang, le troisieéme, selon celle du 7, car ce nombre
a le trofsiéme rang dans la ligne,



: 6. Suivant 1a méme régle, le processus avancera sans
entrave pour tol de tout en bout, de sorte que les nombres recevront successi-
vement 1a mesure selon le rang qui leur est réservé dans la ligne, le nombre de
termes passés Gtant réglé selon la croissance bien ordonnée des pairs & partir
de la dyade 4 1'infini, ou selon le doublement du champ selon lequel le nombre
qui mesure est rangé, et le oombien selon la croissance bien ordonnée des im-

pairs 3 partir de la triade .

7. Si donc tu marques les nombres par des signes, tu trou-
veras que ceux qui regoivent la mesure ne mesurent pas tous 3 la fois le méme
nombre (parfois 1) n'y en a méme pas deux qui le font) et que tous les nombres
exposés ne tombent pas purement et simplement sous 1'une de leurs mesures, mais
que certains échappent entidrement 2 la mesure par quelque nombre que ce
soit, alors que d‘autres sont mesurée par un seul nombre, et d'autres encore par

deux ou plus.

8. Ceux donc qui n'ont absolument pas &té mesurés, mais fui-

ent 12 mesure sont premiens et non composds, séparés en quelque sorte par un

erible

11. Si on nous fixe deux nombres impairs et que 1'on propose
et enjoigne de discerner s'ils sont premiers entre eux et non composds ou se-
conds et composls et, s'11s sont seconds et composts, quel nombre est leur comsu-
ne mesure, il faut comparer les nombres proposés et retirer toujours le plus pe-~
tit du plus grand, autant de fois que c'est possible |, puis, le plus petit
etant retiré, soustraire & son tour du nombre restant, autant de fois encore
que cela est possible ; car 1'alternance elle-méme et la soustraction récipro-
que cesseront nécessairement soit & 1'unité, soit & un unique et méme nombre
nécessairement impain.

12. Lors donc que les soustractions s'achévent & |'unité,
11s montrent que les nombres sont premiers et non oompoads entre eux, mails
torsquelles vont vers un autre nombre inpatr, qui s'@crit deux fols en quo-
tite , dis que ces nombres sont seconds entre eux et composls et que leur com-
mune mesure est ce nombre qui s'Bcrit deux fois ; par exemple, st on nous propo-
se 23 et 45, retire 23 de 45, 11 restera 22 ; en retirant & son tour ce nombre
de 23, le reste est 1'unité ; en retirant celle-ci de 22 autant de fois qu’ il
est possible, tu cesseras & 1'unité ; c‘est pourquot ces nombres sont premiens
€t non compusls entre eux, et leur commune mesure est 1'unité qui reste.



Note

13. Hais si on propose d'autres nombres, 21 et 49, retire
le plus petit du plus grand : reste 28 ; ensuite, de nouveau je retire de celui-
ci le méme nombre 21 (car c'est possible), reste 7 ; je retire 7 de 21, reste
14 ; de nouveau j'en retire 7 {car c'est possible), restera 7, mais il n'est pas
possible de retirer une hebdomade d'une hebdomade ; Ta cessation du processus
est achevée A 7 qui s'écrit deux fols ; proclame que les nombres {nitfaux 21
et 49 sont seconds et composls entre eux, et que leur commune mesure, en plus de
1'unité universelle, est 7.

: 999233? : nombre d'unités qui définit un nombre ; c'est la mesure du nom-
bre. Exemple la quotité du nombre trois est trois. S'oppose a 1'aspect gran-
deur du nombre, c'est-a-dire le nombre comme mesure. Voici la définition du
nombre que donne Nicomaque au chapitre VII : " Le nombre est une multiplici-
té définie, ou un systéme d'unités, ou encore un flux de quotité constitué

d'unités ".

Remarque. L'ouvrage de Nicomaque de Gérase dont sont extraits ces deux textes,

tout en étant un ouvrage d'arithmétique, est aussi une propédeuntique a la
philosophie, dans la perspective platonicienne (voir généralités) . Le titre

du chapitre I du livre I est en effet : la philesophie, la sagesse, leur

objet.

Texte 5 : Euclide : algorithme du PGCD.

Le texte d'Euclide qui suit donne le fameux algorithme du PGCD, souvent

appelé algortihme d'Euclide, et dénommé par les grecs anthypharése c'est-&>dire

action d'enlever tour a tour. C'est ce procédé qu'utilise Euclide au livre X pour

démontrer que deux grandeurs sont incommensurables (voir Analyse). Cet algorithme

se préte tout a fait & la programmation sur une calculatrice de poche. Pour voir

son fonctionnement sur des exemples numériques on pourra se reporter au texte

précédent de Nicomaque.

EUCLIDE : Eléments, IIIe siécle avant J.C., livre VIiI.

Traduction : J. Itard. Hermann 1961,

ProposiTiON 1

Deux nombres inégaux étant proposés, le plus petit étant continuel-
lement retranché tour & tour du plus grand, si le nombre qui reste
ne mesure jamais celui qui le précéde avant qu'il ne reste Punité,
les nombres originaires sont premiers entre eux.

HOF
L o e e T )

o S—

| Sy
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les mesurera. Que quelque nombre les mesure, et que ce soit E;
que CD, mesurant BF, luisse FA plus petit que lui. Que FA, mesu-
rant DG, laisse GC plus petit que lui, et que GC, mesurant FH,
laisse I'unité AH.

Puisque . mesure CD et que CD mesure BF, E mesure aussi BF.
Mais il mesure aussi le tout BA; donc il mesure le reste AF. Mais
AF mesure DG; donc E mesure aussi DG. Mais il mesure le tout
DC; donc il mesure le reste CG. Mais CG mesure FH; donc E
mesure aussi FH. Mais il mesure le tout FA; donc il mesurera le
reste, Punité AH, bien qu'il soit un nombre, ce qui est impossible.

Donc aucun nombre ne mesurera les nombres AB, CD; donc AB,
CD sont premiers entre eux. €.Q.F.D.

Prorosition 2

Deux nombres non premiers entre eux étant donnés, trouver lour
plus grande commune mesure.

Soient AB et CD les deux nombres donnés non premiers entre
eux. II faut trouver la plus grande commune mesure de AB et de CD.
At "

Cl-—:--—-40
(e s |

Si CD mesure AB, comme il se mesure lui-méme, CD est unc
commune mesure de CD et de AB. Il est évident qu'il est aussi la
plus grands; car aucun nombre plus grand que CD ne pout
mesurer CD.

Mais si CD) ne mesure pas AB, et si le plus petit des nombres
AB, CD est continuellement soustrait du plus grand, il restera
quelque nombre qui mesurera celui qui est avant lui.

Car il ne restera pas Vunité, sans quoi AB, CD seraient premiors
entre eux, co qui est contraire a 'hypothése, Il restera donc quelques
nombre qui mesurera celui qui est avant lui.

Que CD, mesurant BE, laisse EA plus petit que lui-méme; que
A, mesurant FD, lnisse FC plus petit que lui-méme, ot que CF
mesure AE,

Puisque CF mesure AE et que AL mesure DF, CF meosure
gussi DF. Mais il se mesure lui-méme; il mesure donc le tout CD.

Mais CD mesure BE; donc CF mesure aussi B, Mais il mesure
EA. 1l mesure donc le tout BA. Mais il mesure CD. Done CF mesure
AB, CD. Ainsi CF est une commune mesure de AB, CD.

Je dis de plus qu’il est aussi la plus grande.

Car, si CF n'est pas la plus grande mesure de AB, CD, quelque
nombre plus grand que CF mesurera les nombres AB, CD.

Qu’un tel nombre les mesure, et que ce soit G. Puisque G
mesure CD et que CD mesure BE, G mesure aussi BE. Mais il
mesure le tout BA; il mesure donc aussi le reste AL, Mais AE
mesure DF, donc G mesurera aussi DI, Mais il mesure le tout DC.
Il mesurera donc lg reste CF, le plus grund le plus petit, ce qui est
impossible.

Donc aucun nombre plus grand que CF ne mesurera les
nombres AB, CD; donc CF cst la plus grande commune mesure

de AB, CD.

Porisme

1l suit évidemment de la, que si un nombre en mesure deux autres,
il mesure aussi leyr plus grande commnune mesure. C.Q.F.D.



Texte 6 : Buclide : un exemple de démonstration par descente infinie et

la décomposition d'un nombre en facteurs premiers.

Egalement tirée de Eléments d'Euclide la proposition 31 montre un bel exem~
ple d'une technique arithmétique de démonstration gu'utilisera beaucoup Fermat

{(voir §5 texte 11 et §7 texte 20) et bien des mathématiciens & sa suite pour ré-

. o
soudre des problémes arihtmétiques : la descente infinie. De plus c'est ce théo

5 iti i remiers.
réme qui assure la décomposition d'un nombres entier en facteurs prem

EUCLIDE : Eléments, IIIe siécle avant J.C., livre VII.

Traduction : J. Itard. Hermann 1961,

Puorosition 31

Tout nombre composé est mesuré par quelque nombre premier.
Que A soit un nombre composé. fe dis que A est mesuré par
quelque nombre premier.
Car, puisque A est composé, quelque nomhre le mesurera. Qu'un
nombre le mesure et que ce soit B. Si B est premier on aura ce
qui est proposé. Mais 8il est composé quelque nombre le mesurera.

L e
[ ——
| S S——

Qu'un nombre le mesure et que co soit C. Comme C mesure B et
que B mesure A, C mesure aussi A. Si C est premier on aura cs
qui est proposé. Mais &'il est composé quelque nombre le mesurera.

Si la recherche est continuée ainsi on trouvera quelque nombre
premier qui mesurera. Car si I'on ne trouvait pas un nombre premier,
il y aurait une infinité de nombres qui mesureraient A, et qui
seraient plus petits les uns que les autres, ce qui est impossible
dans les nombres. On trouvera donc quelque nombre premier qui
mesurera celui qui est avant lui, et qui mesurera A. Donc tout
nombre composé est mesuré par quelque nombre premier. c.q.7.p.

ProrosiTion 32
Tout nombre est premier, ou est mesuré par quelque nombre
premier.

LY e

Soit le nombre A. Je dis que A est premier ou est mesuré par
quelque nombre premier.

Si A est premier, on aura ce qui est proposc. Sl est composé
quelque nombre premier le mesurera, done tout nombre est premier
ou est mesuré par quclque nombre premier. ¢.g.¢.0.
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Texte 7 : Fuclide : l'ensemble des nombres premiers est infini.

EUCLIDE : Eléments, IIIe siécle aprés J.C., livre IX.

Traduction : J. Itard. Hermann 1961,

ProrosiTion 20

Les nombres premiers sont plus nombreux que toute multitude pro-
posée de nombres premiers.
Soient A, B, C les nombres premiers que P'on aura proposés. Je
dis que les nombres premiers sont plus nombreux que A, B, C.
Car soit pris le plus petit nombre mesuré par A, B, C et que
ce soit DE. Ajoutons I'unité DF i DE. EF sera premier ou non.

A oy
Bpm— ey G g
C ey

4]

E oo - F

Qu'il soit d’abord premier. On aura trouvé les nombres premiers
A, B, C, EF, plus nombreux que les nombres A, B, C.

Mais que EF ne soit pas premier. Il est mesuré par quelque
nombre premier. Qu’il soit mesuré par le nombre premier G. Je
dis que G n’est aucun des nombres A, B, C. Car, si possible,
qu’il en soit un. A, B, C mesurent DE, donc G mecsurera aussi DE.
Mais il mesure encore EF. Donc G, qui est un nombre, mesurera
le reste, I'unité EF, ce qui est absurde.

Donc G n’est aucun des nombres A, B, C et il est premier
par hypothése.

On a donc trouvé les nombres premiers A, B, C, G, plus
nombreux que la multitude proposée A, B, C. c.q.r.p.



3 - NUMERATION.

La trop grande familiarité que nous avons avec notre écriture des nom-
bres nous fait perdre de vue le r8le que joue la base de numération dans les ques-
tions arithmétiques. Si les nombres décimaux, grdce & l'extension du principe de

numération de position aux puissances négatives de 10, sont inventés et utilisés
par quelgues mathématiciens isolés (Bonfils de Tarascon au XIVe sidcle et

Al Kashi au XVe siécle) ce n'est qu'ad la fin du XVIe siécle que Viéte et surtout
Stevin essaient d'en imposer 1l'usage ; dans le texte de Stevin proposé on pourra
apprécier sa verve et son talent pour faire adopter son invention et pour proposer
la division décimale des unités de mesure. Mais il faudra, en France, attendre la
Révolution pour voir la Convention adopter en 1795 le calcul décimal et le systéme
métrique, celui-ci devenant obligatoire en 1837. D'autre part nous avons peut-&tre
oublié certaines propriétés des nombres dépendent de la base de numération : ainsi
en est-il des caractéres de divisibilité dont nous parle Pascal dans le deuxiéme
texte. Enfin si la base dix 1l'a finalement emporté, il n'en demeure pas moins que
d'autres bases sont utilisées, en particulier en informatique, la base seize (sys-

téme hexadécimal) et la base deux (systéme binaire). C'est a ce dernier que Leibniz

consacre l'article reproduit ici.

Texte 8 : Stevin : les nombres décimaux.

L'extrait de la Disme de Stevin présenté ici est en fait le début d'un
ouvrage trés bref (8 pages) publié pour la premiére fois en flamand en 1585 et
traduit en frangais la méme année. Il donne ensuite, de facon analogue & 1'addi-
tion, la technique de la soustraction, de la multiplication et de la division. Le
livret se termine par un appendice expliquant comment appliquer concrétement les

11

calculs dans six métiers recouvrant tous comptes se rencontrant aux affaires
des hommes ". Le succés de cet opuscule, adressé aux utilisateurs, a été considé&-

ble.

STEVIN : Disme, 1585.

Adaptation de la traduction francaise de A. Girard 1634, pages 1, 2, 3.

THIENDE

Leerende door enghehoorde tichticheye
allen rekenngen onderden Menfilien
noodich vallends, afvccrdxghcndw(
heele ghetalen (under ghebrokencn.

Befchreven door Si1vmon Sreviw

vin Brarehe .
33

Tor Lesxoew,
By Chriftoffel Plantijn.

M. Do LXXXY.




L A DISME

Qui enseigne a expédier facilement avec des nombres entiers, sans
fractions (1), tous les comptes qui se rencontrent dans les affaires
des hommes. )
D'abord écrite en Flamand, et maintenant traduite en Franc¢ails, pér
Simon STEVIN de Bruges.

Aux Astrologues, Arpenteurs , Mesureurs de tapisserie, Jaugeurs,

Stéréométriens en général (2), Maitres de monnaie, et a tous les

Marchands,

SIMON STEVIN Salut.

Quelqu'un voyant la petitesse de ce livret, et la comparant a votre
grandeur, mes trés honorés Seigneurs, auxquels il est dédié, estimera peut-
étre absurde ce que nous avons congu. Mais s'il considére la proportion
qu'il y a entre, d'une part le petit volume de ce livret et 1'humaine fai-
blesse de ses destinataires, et d'autre part sa grande utilité et leur es-
prit profond et ingénieux (3), il se rendra compte qu'il a comparé des ter-
mes extrémes, qui ne permettent pas de convertir cette comparaison en une
proportion. Considérons donc le rapport du troisieme terme au quatriéme.
Mais que va-t-on proposer ? D'aventure quelgue invention admirable ? Non
certes, mais une chose si simple qu'elle ne mérite quasiment pas le nom
d’invention, car comme 1'homme rustique et lourd trouve bien d'aventure
quelque grand trésor, sans avoir pour cela usé de science, c'est ainsi quel-
que chose de semblable qui est arrivé en cette affaire. Pourtant si quel-
qu'un juge que je me vante de mon esprit & cause de 1'explication que je
donne de son utilité, sans aucun doute il démontre, ou qu’'il n'y a en luil
ni jugement, ni intelligence, pour savoir discerner les choses simples des
ingénieuses, ou qu'il est jaloux de ce gqui contribue & la prospérité com-
mune ; mais quoiqu’il en soit, i1l ne faut pas omettre 1l'utilité de celui-ci,
pour 1'inutile calomnie de celui-la. Or comme le marinier, gqui a d'aventure
trouveé gquelque ile inconnue, déclare franchement au Roi toutes ses richesses,
comme d'avoir de beaux fruits, de précieux minéraux, de plaisantes contrées,
etc, sans que cela passe pour de 1'orgueil, de méme nous parlerons ici libre-

ment de la grande utilité de cette invention, je dis grande, voire plus gran-

de qu'aucun de vous autres ne s'y attend, sans toutefois m'en glorifier.

Vu donc que la matiere de cette DISME (dont le nom sera justifié par la
premiére définition qui suivra) est le nombre, et que son utilité vous est,

Messieurs, bien connue par vos expériences continuelles, il ne sera point
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besoin d'en parler longuement. Car si quelqu'un est Astrologue, il sait que
le monde est devenu gréce aux calculs astronomiques (car ils enseignent au
pilote 1'élévation de 1'équateur et du pdle, au moyen de la table des décli-
naisons du soleil, on décrit avec celle-ci la vraie longitude et latitude
des lieux, etc...) un paradis, abondant en plusieurs lieux de ce gue toute-
fois la terre n'y peut point produire. Mais comme le doux n'est jamais sans
1'amer, le travail occasionné par de tels calculs lui est connu, a cause

des laborieuses multiplications et divisions qui découlent de la progression
par soixantiémes des degrés, minutes, secondes, tierces, etc... Mais s'il
est Arpenteur, il sait le grand bénéfice que le monde . recoit de sa science,
par laguelle s'évitent plusieurs difficultés et querelles, qui survien-
draient journellement, par ignorance de la surperficie des terres ; outre
cela il n'ignore pas (principalement celui qui a de grandes affaires) les
ennuyeuses multiplications qui découlent des verges, pieds et souvent doigts
(4), multipliés 1'une par 1l'autre, ce qui n'est pas seulement importun,mais
(méme si les mesures et autres choses précédentes étaient bien exécutées) est
souvent cause d'erreur, tendant & causer un grand dommage a 1'un ou 1'autre,
ainsi que la ruine de la renommée de 1'Arpenteur. Et de méme des Mailtres de
monnaies, Marchands, et autres métiers. Mais d’autant plus importants sont
ceux—-la, et les voies pour y parvenir plus laborieuses, d'autant plus gran-
de est cette découverte de la DISME qui Ote toutes ces difficultés. Mais
comment ? Elle enseigne (afin de dire beaucoup en un mot) & expédier facile-
ment sans nombres fractionnaires tous les comptes qui se rencontrent dans
les affaires humaines ; de sorte que les gquatre principes d'Arithmétique que
l'on appelle ajouter, soustraire, multiplier et diviser avec des nombres en-
tiers, pourront rendre un tel service, procurant la méme facilité & ceux qui
usent de jetons. Or si par un tel moyen sera sauvé ce qui se perdrait autre-
ment, si par un tel moyen sera 6té labeur, querelle, erreur, dommage, et au-
tres accidents communément associés & ceux~ci, je le soumets volontiers a

votre jugement.

Quant a ce que quelqu'un pourrait me dire, que beaucoup d'inventions
semblent bonnes au premier regard, mais quand on veut s'en servir, on ne
peut rien en faire, comme il arrive souvent aux chercheurs de grandes ins-
pirations, gqui semblent bonnes dans les petites épreuves, mais qui dans les
grandes, ou a l'usage, ne valent rien, nous lui répondrons qu'il n'y a ici
un tel doute, parce que 1l'on en fait journellement 1'expérience de facon
concrete ; a savoir par divers Arpenteurs Hollandais experts, auxquels nous
1'avons soumise, lesquels (laissant ce qu'ils avaient inventé chacun & sa
maniére, pour amoindrir le travail de leurs calculs) 1’utilisent & leur

grande satisfaction et avec le fruit qui, par nature, doit nécessairement
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s'en suivre. La méme chose chose arrivera & chacun de vous autres, mes Trés

honorés Seigneurs, qui fera comme eux. Vivez cependant en toute félicité.

ARGUMENT

La DISME a deux parties : définitions et opérations. Dans la premiére
partie on dira par la premiere définition, ce qu'est la DISME ; par la se-
conde, troisieme et quatriéme, ce gue signifie commencement, prime, secon-
de, etc et nombres de DISME. Dans l'opération on dira par quatre pro-
positions, 1'addition, soustraction, multiplication et division des nom-

bres de DISME, dont la structure peut se représenter succintement par cette

table :
Disme
définition de ce Commencement
qu'est : Prime, seconde, etc

Nombre de Disme
La Disme a

deux parties L'addition

Soustraction
Opération de : . .
P Multiplication

Division.

A la fin on trouvera encore un Appendice, disant 1'usage de la Disme par

quelques exemples concrets.

LA PREMIERE PARTIFE DE LA DISME

Des définitions

- DEFINITION I -

Disme est une espéce d'Arithmétique, inventée par la progression en dixiéme,
ayant pour caracteres des chiffres, par lesquels se décrivent tout nombre,
et par lagquelle 1'on expédie avec des nombres entiers sans fractions, tous

les comptes gqui se rencontrent dans les affaires des hommes.
EXPLICATION

Soit un nombre : mille cent onze, écrit avec les caractéres des chiffres de
cette fagon 1111, pour lesquels il apparait que chaque 1 est la dixiéme par-
tie du caractére précédent le plus proche. Pareillement pour 2378 : chaque
unité du 8 est la dixiéme de chaque unité du 7. Et de méme de tous les au~
tres. Mais parce qu'il est convenable que les choses dont on veut parler

aient des noms et gque ce type de calcul est obtenu par la considération
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d'une telle progression par dixiéme ou disme, voire qu'elle consiste entié-
rement en elle, comme il apparaitra dans ce qui suit, nous nommons ce trai-
té proprement et convenablement la DISME ; par 1& méme on peut opérer avec
des nombres entiers sans fractions dans tous les comptes se rencontrant

dans nos affaires, comme on le démontre par la suite.

- DEFINITION II ~
Tout nombre entier proposé s'appelle COMMENCEMENT, son signe est(g).
EXPLICATION

Par exemple soit un nombre quelconque : trois cent soixante quatre ; nous
le nommons trois cent soixante quatre COMMENCEMENTS, le décrivant ainsi :

364 (0) . Et ainsi pour tous les autres.

- DEFINITION III -

Et chagque dixiéme partie de 1'unité du commencement nous la nommons PRIME,
son signe est (I); et chaque dixiéme partie de 1'unité de prime nous la nom-
mons SECONDE, son signe est C) . Et ainsi pour chaque dixiéme partie de

1'unité de son signe précédent, toujours d'ordre un de plus.
EXPLICATION

Comme 3(:)7(:)5(:)9(:) c’'est-a~dire 3 primes 7 secondes 5 tierces 9 quartes ;

et ainsi on pourrait continuer 4 1'infini. Mais pour dire leur valeur il est
3 7 5 9

évident que les dits nombres font 70 100 1000 10000’ soit ensemble
3759 . 9 3 7 ,

Toooo - Pareillement 8(0)9 (D3 (2 7(3) valent 8 10- 100 1ooo ¢ Soit ensem-
ble 87%%%-. Et ainsi pour les autres. Il faut savoir aussi que nous n'utili-

sons dans la DISME aucun nombre fractionnaire, et que le nombre placé devant

les signes excepté (0) , n'excéde jamais le 9. Par exemple nous n'écrivons pas

7@12@ mais & la place 8(1) 2(2) car ils valent autant.

-~ DEFINITION IV -

Les nombres de la précédente et troisiéme définition s'appellent en géné-

ral NOMBRES DE DISME.

Fin des Définitions.
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SECONDE PARTIE DE LA DISME

DE L'OPERATION

- PROPOSITION I, DE L’'ADDITION -

Etant donnés des nombres de Disme a ajouter : trouver leur somme.

Explication de ce qui est donné. Soit trois nombres de Disme,
lesquels sont le premier 27(0)8(1) 4(2 73, le deuxiéme 37(0) e7@50Q.,

le troisiéme 8750078 Q) 203 .

Explication de ce qui est demandé. Il nous faut @ @ @ @
, 7
. C t t . O t
trouver la somme onstruction n mettra les 37 6 7 5
nombres donnés en les joignant ainsi, les ajou- 875 7 8 2
tant sel 1 Sthod 11 j ‘
ant selon la méthode usuelle pour ajouter les 941 3 0 4

nombres entiers, de cette maniere :
Ce qui nous donne pour somme (par le probléme 1 de 1'Arithmétique) 941304,
qui est (ce que démontrent les signes au dessus des nombres) 941 @3@0@4@

Je dis que les nombres donnés font la somme cherchée. Démonstration. Les

8 4 7
o — maso—
27(:)8(:)4@7@donnes, font (par la 3° définition) 27 — 70’ 156’ 1000 °
847 675
ensemble 27 ——= , et pour la méme raison 37@ 6172 5@ vaut 37 —==,
1000 1000
. 782 . . 847
et 875 @7@8@4@ fera 875 ——= Tooo ¢ €S trois nombres, soit 27 1000 *
37 675 875 782 font ensemble ( le 10 blé de 1'Arithméti
" 1000 * 000’ nt e par le e probleme de ri ique)
4 .
941 ——————1?)%0 , mais la somme 941 @3@0@4@ vaut autant, c'est donc la

vraie somme, ce qu'il fallait faire.
NOTA

Si aux nombres donnés mangue quelque signe de leur ordre naturel, on le
remplacera par celul manquant. Soient par exemple les nombres donnés
8 @5 @6@ et 5@ 7@ , auquel mangue, pour le dernier, le signe de
l'ordre@. On mettra a sa place O@, prenant alors pour nombre donné
5 @0@7@, les ajoutant comme ci-dessous de cette maniére :

QO

856

507

1 3 6 3

Cet avertissement servira aussi aux trolis propositions suivantes, 1a ou il

faut toujours remplir 1’ordre des figures manquantes, comme nous 1'avons

fait sur cet exemple ........
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NOTES :

1 - Dans le texte : rompus.

Rompu voulait dire fractionnaire.

2 - Les jaugeurs étaient ceux qui mesuraient les volumes des tonneaux.

Les stéréométriens mesuraient plus généralement les volumes.

3 - La proportion dont il est question est 1'égalité des deux rapports
suivant :

petit volume grande utilité

humaine faiblesse esprit profond et ingénieux

qui font intervenir gquatre termes comme tbute proportion :

c et d sont les troisiémes et quatriémes termes de la proportion.

4 - Anciennes unités de longueur.
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Texte 9 : Pascal : les caractéres de divisibilité.

Cet écrit de Pascal se propose de justifier les régles connuesde divisi~
bilité par 9, 3, etc..., et de les généraliser. Pascal met en évidence, & la fin,
la facgon dont elles dépendent de la base dix, et donc montre comment on peut uti--
liser la méthode décrite pour obtenir des caractéres de divisibilité dans une ba-

se quelconque. On pourra comparer la méthode de Pascal avec celle donnée par Gauss

4 la fin du texte sur les congruences figurant au § 5, texte 13.

PASCAL : Des caractéres de divisibilité des nombres déduits de la somme de leurs

chiffres vers 1654.

Pages 84 & 89. Oeuvres complétes, Seuil 1963.

DES CARACTERES DE DIVISIBILITE DES NOMBRES
DEDUITS DE LA SOMME DE LEURS CHIFFRES

REMARQUE PRELIMINAIRE

Rien de plus connu en arithmétique que la proposition
d’aprés taquelle un multiple quelconque de 9 se compose
de chiffres dont la somme est etle-méme un multiple de 9.
Si, par exemple, on additonne les chiffres dont se com-
pose 18, double de 9, on trouve | 4 8 = 9. De méme,
en additiounant les chiffires d’un nombre quelcongue,
on reconnaltra si ce pombre est divisible par 9. Ainsi
1719 est un maltiple de 9, parce que la somme 1 + 7
+ 1 + 9 ou 18 de tous ses chiffres est elle-méme divi-
sible par 9. Bien que cette régle soit communément
employée, je ne crois pas que personne jusqu'd présent
en ait donné une démonstration ni ait cherché & en géné-
raliser le principe. Dans ce petit traité, je justificrai le
caractére de divisibilité par 9 et plusieurs autres analogues;
Jexposerai sussi une méthode geénérale qui permet de
reconnaitre, & la simple inspection de la somme de ses
chifires, si un nombre donné est divisible par un autre
nombre quelconque; cette méthode ne s'appliqgue pas
seulement & notre systéme décimal de numération (sys-
téme qui repose sur une convention, d'ailleurs assez mal-
heureuse, et non sur une nécessité naturelle, comme e
pense le vulgaire), mais elle s'applique encore sans
défsut 3 tout systéme de numération ayant pour base
tel nombre qu'on voudra, ainsi qu'on le verra dans les
pages qui suivent.

PROPOSITION UNIQUE

Reconnafire, 3 la seule inspection de la somme de ses
chiffres, si un nombre donné es: divisible par un aurre
nombre donné.

Pour plus de généralité nous remplacerons les nombres
par des lettres. Soit donc un diviseur quelconque que nous
représenterons par la lettre A, et soit ur dividende TVNM
daas lequel les letires M, N, V, T représentent respecti-
vement les chiffres des unités simples, des dizaines, des
centaines, des unités de mille, et ainsi de suite : de teile
sorte que, pour passer des quantités littérales aux quan-
tités numériques, il suffirait de remplacer chacune
des lettres par 'un des 9 premiers nombres, par exemple
M par 4, N par 3, V par 5, T par 6, ce qui donnerai
pour dividende 6534, le diviseur A étant un nombre
quelconque tel gue 7. Mais nous laisserons de cére
les exemples particuliers afin de comprendre tous les cas
possibles dans une méme solution générale. Etant donné
doac le dividende TVNM et un diviseur quelcongue A.
il s'agit de reconnaitre, 2 le seule inspection de 1a somme
de seschiffres, sice dividende est exactement divisiblepar A.

Ecrivons sur une méme ligne, et dans 'ordre décrois-
sant, les nombres de la suite naturelle, puis au dessous.
une autre suite de nombres, de maniére & former le
tableau :

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
K I HGFEDCB !

Dans ce tableau, les nombres de 8 seconde ligne sont
formés comme il suit -

Au-dessous de l'unité on place I'unité.

De celle-ci prise dix fois, ¢’esi-3-dire du nombre 10,
on retranche le diviseur A autant de fois que possible,
et Pon écrit le reste B sous le nombre 2.

De B pris dix fois on retranche de méme le diviseur A
autant de fois que possible, et 1'on écrit le reste C sous
ie nombre 3.

De 10 C on retranche encore le diviseur A autant de
fois que possible, et 'on écrit le nouveau reste D sous
le nombre 4.

Et ainsi de suite.

Prenons maintenant le derpier chiffre du dividende,
M. qui est le premier & partir de la droite. et multiplions-
le par I'unité (qui dans notre tableau se trouve placé
sous le chifire 1).

Prenons ensuite le second chiffre, N, et multiplions-le
par le pombre B, qui dans notre tableau se trouve placé
sous le chiffre 2; puis écrivons le produt au-dessous
de M.

Prenons encore le troisitme chiffre vV, M
multiplions-le par C (nombre placé sous le, N x B
chiffre 3), et écrivons le produit sous les pro—’ VxC
duits précédents. !T x D

Opérons de méme pour T, et ainsi de suite.

Je dis que, pour que le nombre proposé TVNM
sait divisible par A, il faut et il suffit que la somme
M+NxB+VxC+TxD, e, soit elle-méme
divisible par A.

Il est évident que si le nombre propost p's gu'im
seul chifire M, M est divisible par A, car le nombre
tout entier se réduit & M.

Soit maintenant ur nombre de deux chiffres, représenié
par NM: je dis gue, pour qu'il soit divisible par A,
i faut et il sufft que 2 somme M 4+ N x B le soit.

En effet, le chiffre N plazé dans la colonne des dizaines,
équivaut 3 10 N,

Or, d'apres le calcul. 10—B est un multiple de A.

Multipliant par N, 10 N—B x N sera aussi un mul-
upie de A,

St donc il arrive que M + B x N soit un multiple
de A,

La somme de ces deux derniéres quantités, savoir
10 N 4+ M, sera elle-méme un multiple de A.

Donc 10 N + M, c'esi-a-dire le nombre proposé
NM est un makiple de A. C.qfd.

Scit encore un nombre de rrois chiffres VINM. Pour
qu’il soit divisible par A, je dis qu'il faut et suffit que la
somme M 4+ N x B+ ¥V x C soit elle-méme divisible
par A.




En effet, le chiffre V. placé dans la colonne des cen-
taines, équivaut a 100 V.

Or, d'aprés l¢ calcul, 10—B est un multiple de A

Multipliant 10—B par 10, 100—10 B sera sussi un
multiple de A:

Multipliant encore par V, 100 V—10 B x V gera
multiple de A;

Mais d’aprés le calcul. 10 B—C est un multiple de A:

Multipliant par V, 10 B x V—C x V gers multiple
de A;

Bt, comme on vient d'&ablir que 100 V—10 B x V
st un multiple de A,
ks somme de ces deus derniéres quantités, savoir 160 V
—C x ¥, sera elleméme un multiple de A;

Mais nous montrerons comme dans le second cas que
10 N—B x N est un multiple de A;

Donc la somme dés deux derniéres quantités, savoir
100 V + 10 N—C x V—B x N, sera un multiple de
A
Si donc il arrive que C x V + N x B + M soit un
multiple de A; la somme des deux derniéres quantitss
écrites, savoir 100 V + 10 N + M, sera encore un mul-
tiple de A;

Mais 100 V + 10 N + M, c’est le nombre proposé
VNM; doac ce nombre est un multiple de A.  C.q.f.d.

La démonstration serait Ia méme si le nombre donné
se composait de plus de trois chiffres.

Exemples

Soit & chercher quels sont les multiples du nombre 7.
Fécriy la suite des dix premiers nombres, et je forme
le tableau

10 9 8 7 6
6 2 3 1 5
en procédant comme il suit :

Jéeris 'unité sous unité.

De I'unité, prise 10 fois, je retranche 7 autant de fois
que possible, et jo place le reste 3 sous le chiffre 2.

Je multiplie le reste 3, par 10 et du produit 30 je
retranche 7 autant de fois que possible; je place le nou-
veau reste 2 sous le chiffre 3.

De 20 je retranche 7 zutent de fois que possible; il
reste § que j'écris sous 4.

De 60 jo retranche 7 -sutant de fois que possible; il
reste 4 que j'écris sous S.

De 40 js retranche 7 autant de fois que possible; il
rests 5 que j’écris sous 6.

5 4 3 21
4 6 2 3 1

De 50 je retranche 7 autant de fois que possible; il
reste I que jécris sous 7.

De 10 je rewanche 7 autant de fois que possible, ce
qui me fait retomber sur le premier reste obtenu, savoir 3,
que j'écris sous 8.

De 30 je retranche 7 autant de fois que possible: je
retrouve le second reste obtenu, savoir 2, que j'écris sous
9.

Les restes déja obtenus, savoir 1, 3, 2, 6, 4.5 se
retrouvent donc dans le méme ordre, et ainsi indéfini-
ment.

Soit alors 4 reconnaitre si un nombre quelconque
287 542 178 est un mukiple de 7.

Je prends le premier chiffre du nombre A partir de la
droite, et je le multiplie par 'unité (qui dans notre tableay
est placée sous le nmombre 1). J'écris donc le produit

de 8 par I'unité, c'est-d-dire. . . . . . . . . . 8
Jécris ensuite le produit de 7 par le chiffre 3
placé sous 2 dans potre tablesu, soit . . . . . . 21
Puisleproduitde lpar2 . . . . ., . . . . . 2
leproduitde2pars . . . . . . . . . .. 12
leproduitde ¢pard . . . . . . . . . 16
le produitde Spar§ . . . . . . . . ... 25
leproduitde 7par 1 . . . . . . .. . .. 7
leproduitde8par3 . . . . . ., . .. . 24
leproduitde 2par2 . . . . . . e 4
etjefaislasomme . . . . ., ... ... .. 119

Si 119 est divisible par 7, le nombre proposé 287 542 178
le serz mussi.

L2 méme méthode peut encore servir & reconnaitre
8i 119 est un muitiple de 7.

Ot multipliera 9 par I'upité, ce qui donne . . . . 9
PuisTpard . . . . . ... 3
Etenfic tpar2 . . . . ... ... .. 2
Etlonferalasomme. . . . . ., . . . . T4

Si cette somme est divisible par 7, 119 le sera &galement.

Enfin, et par curiosité plutst que par pécessitd, on
pourra traiter encore Je nombre 14 comme on a traité
119, c’est-a-dire )

Multiplier 4 par I'unité, ce qui donne. . . . . , 4
Puis Tpar 3. . . . . ... .. 3
Et faire la somme. . . . . ... .. 3

Celieci éuant évidemment divisible par 7, ke sombre 14
le sera mussi, partent 119 e sers. et par suite, enfin, lo
nombre proposé 287 542 178 sers lui-méme un mul-
tiple de 7.

Soit 4 chercher quels sont les pombres divisibles
per 6.

Les nombres naturels étant encore écrits bes uns
cbté des autres, je forme ke tableau

4 3 21
4 4 4 )
&u procédant comme il suit -

Je pose I'onitd sous I'unité; j& retranche € de 10, et
jrplwelemnc4wm2;jenn'm¢cm::6¢k4o
awmant de fois que ponibk,et'pphcekm4m3;
e:ainxidemiw:kmu4nreprodxmhdéﬁuixnent.

Soit dontebaebudmmcdoméw.
248 742, est divisible par 6.

J'écris le dernier chifite du nombre. e e e 2
puis le chiffre précédent multipli¢ par 4. , | | | 16
puis le chiffre précédent multiplié par 4, ete.. . . 28
Puis. . ..o L. se e . 32
.............. D 1
e e e e e e e “ e e e 8

102

Sila somme 102 es! divisible par 6, le nombre 248 742
sera lui-méme divisible par 6.

Un nombre quelconque étant donné, reconnaltre 3l
est divisible par 3.

On construira, comme dans les exemples précédents,
le tableau :
54 3 21
1111 1

Pour cela, on pose I'unité sous I'unité; on retranche
3 de 10 sutant de fois Que possible et on place Ie reste
I sous 2; puis on retranche 3 de 10 autant de fois que
possible ¢t on place I¢ reste | sous 3; et ainsi de suite
indéfiniment.

Soit alors & reconnaltre si un nombre donné quel-
conque 2 451, est divisible par 3. J'écris

le dernier chiffre . . . . . ... . i
le préctdent . . . . . . | s
PUBS. ... . 4
e e e e e e 2

n

8i la comme 12 eat divisible par 3, il en sern de méme
du nombre proposs.

Un pombre étant donné, reconnattre s'il est divisible
par 9.

Ici encore, si on forme le tableau obtenu en plagant
P'unité sous ['unité, retranchan: 9 de 10, etc., on voit
que le reste | se répéte indéfihiment. Donc, pour qu'un
nombre quelconque soit divisible par 9, il suffit que
la somme de ses chiffres le soit.

Un nombre étant donné, reconnaitre s'il est divisible
par 4.

Comime dans les exemples précédents, on forme le
tableay

4 3 2 i
0 0 21

Pour cela, on pose 'unité sous 1'unité; on retranche
4 de 10 autant de fois que possible et on place le reste
2 sous 2; de 20 on retranche 4 autant de fois que pos-
sible, et on place le reste 0 sous 3; de 0 on remanche 4 :
il reste toujours 0. ,

Soit alors donné le nombre 2 486, J'écris
le dernier chiffre . . . . . .. . . .. . ...
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Le chiffre précédent multiplié par 0 donne 0; et ainsi
de suite. La condition nécessawe et suffisante pour que
le nombre donné soit divisible par 4 est donc qus la
somme 22 le soit.

On trouvera de mé&me que, pour qu'un pombre soit
divisible par 8, il faut et il suffit que la somme formée
du chiffre des unités, du double de celui des dizaines
et du quadruple de celui des centaines (les autres chiffres
&ant négligds comme donnant 0), soit un multiple de §.

Prenons un dernier exemple.

Soit & chercher quels somt k2 pombres divisibles
par 16,

Les nombres naturels 1, 2, 3, 4, ... étant écrits, I
forme le tableau
76 5 4 3 2 1
0O 00 8 4 10 1
en procédant comme il suit

Féeris 1'unité sous I'unité. De 10 je rewranche 16
autant de fois que possible : il reste 10 (en effet d'un
nombre donné on ne peut pas retrancher un pombre
plus grand); j’écrirai donc sous 2 le nombre 10 lui-
méme. De 10 pris 10 fois suivant la régle habituelle,
c'est-4-dire de 100, je retranche 16 autant de fois que
possible - il reste 4 que je pose sous 3. De 40 je retranche
16 autant de fois que possible : je pose le reste 8 sous 4.
De 80 je retranche 16 autant de fois que possibie : il
reste 0.

Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 16, il
faut et il suffit qu'en ajoutant ensemble le chiffre des
unités, 10 fois celui des dizaines, 4 fois celui des cen-
taines et B fois oelui des unités de mille, la somme obte-
nue soit elle-méme divisible par 16.

On reconnaitra de méme que tous les nombres pour
lesquels le décuple de I'avant-demnier chiffre, ajouté
& tous les autres chiffres (chiffre des umités, chiffre des
centzines, eic.), pris une fois chacun, donne une somme
divisible par 45, 18, 15, 30, ou 90, ¢'est-a-dire par l'un
des diviseurs & deux chifires de 90, seront eux-mémes
des multiples de ce diviseur.

1l serait facile d’étendre encore ces exemples : mais
il suffit d'avoir ouvert la routs et éclairé par une démons-
tration précise ce sujet nouveau et assez obscur. Les
caractdres de divisibilitd des pombres déduits de Ia
somme de leurs chiffres reposent & la fois sur la nature
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intime des nombres et sur leur représentauior dans
le sysiéme de numération décimale. Dans tou: autre
sysieme, par exemple dans le systéme duodécimal
{svsitme fort commode sans doute) qui, outre ks neuf
premaers chiffres, emploie deux figures nouvelies pour
designer, I'une le nombre 10, 'autre le pombre 1I,
dans ce mode de numération, il ne serait plus vrai que
tou: nombre dont la somme des chiffres est un mul
tiple de 9 est lui-méme divisible par 9.

Mais la méthode que j'ai fait connaltre et la demons-
tration que j'en ai donnée, conviemnent encore & ce
svsteme ainsi qu'd tout autre.

Yeut-on, dans le systéme duodécimal, reconnaitre
si un nombre est divisible par 9, op écrit, comme on
I'a fait plus baut, k& suitc des nombres naturels, puis
ot forme e tableau

4 3 2 1

00 3 1
en procédant comme i} suit : sous Hunité on place
V'unité; de I'unité prise 12 fois, c'est-d-dire de $0 (qui
maintenant veut dire douze, et non plus dix) on regranche
9 et I'on écrit le reste 3 sous le nombre 2; du produit
3 (sez trenre-six ou trois fois douze) on retranche
encore 9 autant de fois que possible, ce qui donne
pour reste zéro, car trente-six contient quatre fois
exacternent le nombre 9. Les restes suivants seront
nuls. Il viendrs donc O sous tous les chiffres restants.

D'ol 'on conclut que tous les nombres, écrits dans
le systéme duodécimal. pour lesquels la somme du
premier chiffre de droite et du triple du second (il p'est
pas besoin de s’occuper des autres puisqu'ils donnent O
sera divisible par 9, seront eux-mémes des multiples de 9.

On reconnaitra aussi que, dans le méme systéme
de numéranon, tous les nombres dont la somme des
chiffres est divisible par 11, sont eux-mémes des mul
tiples de 11.

Dans notre sysiéme décimal av contraire, pour qu'un
nombre fit divisibie par 11, il faudrait que la eomme
formée par le dernier chiffre, puis le décuple de I'avant-
dernier, puis le chiffre précédent, puis le décuple du
précédent, etc., donnfit un multiple de 11.

Ii sermit facile de justifier ces deux régles et d'en
obtenir d'autres. Mais si j'ai touché ce sujet c'est parce
que je cédais volontiers & Pattrait de la pouvesutd;
maintenant j¢ m'arrée de peur de fatiguer le lecteur
en entrant dans trop de détails.

Texte 10 : Liebniz : arithmétique binaire.

Tout en nous familiarisant avec le maniement de la base deux (écriture

des nombres, pratique des opérations), Leibniz nous en montre les avantages ; et

14
~

a partir du décryptage, & l'aide du systéme binaire des hexagrammes chinois, il

évoque son projet de créer une langue logique universelle : la Caractéristique.

LEIBNIZ : Explication de l'arithmétique binaire ... Communication & 1'Académie
deg sciences. 1703 Opera Omnia Genéve 1768, p. 223-227.

XXI

EXPLICATION DE L'ARITIMETIQUE BINAIRE,
QUI SE SERT DES SEULS CARACTERES 0 ET 1, AVEC DES
REMARQUES SUR SON UTILITE, ET SUR CE QUELLE DONNE
LE SENS DES ANCIENNES FIGURES CHINOISES DE FONY.

-Le calenl ordinaire d'Arithmétique we fail suivant la progres-

sion de dix en dix.  On se sert de dix caractéres, qui sont

0,1,2,3,3,0,6, 7,40, qui sigmlient zero, un et les nombres

suivans jusqu'd peol inclusivernent.  Et puis allant & dix, on re-

- commence, el on éecrit dix par 10, et dix fois dix ou cent par

100, et dix fois cent ou mille par 1000, et dix fvis mille par
10009, et sinsi de suite.
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Mais au lieu de la progression de dix en disx, Jai employé de-
puis plusicurs annces la progression la plus simple de toutes, qui
va de deux en deux, ayanl trouvé yu'clle sert & fa perfection de

O la scienca des Nombres. Ainsi je n'y employe
} point d'auires caracléres que quo 0 et 1, et
3pui3 allant & deux, je reconnnence. C'est

pourquui deux s'éerit ici par 10, et deux fois

deux ou quatre par 100, et deux fois qua-
¢ lre ou huit par 1300, et deux fois huit ou
7 seize par 10000, et ainsi de suite. Voici la
8 Table des Nombres de cette fagnn, gu'on peut
9 continuer tant que F'on voudrn,

10

1} On voit ici d'un coup d'oeil la raison d'une
1_‘3 proprieté célébre de la progression
14 Géométrique donble en Nombres entiers,
15 qui porte que si on n'a quun de ces nombres
16 de chaque degré, on en peul comjposer tous
17 les autres nombres entiers au dessous du dou-
18 ble du plus haut degré.  Carici, C'est comme
“ si on dissil parexemple, que [J0U]4]
21 Htou 7 est la somme de| 102
99 quatre, de deux el un, et guo |_ 1 '
23 1101 on 13 est la somme de i1} i
?‘} huit, quatre et un., Ceflo i?gx
2‘5 proprieté serl aux Essayeurs |
97 pour peser toules sorles de Tini
ug masses avec peu de poids et Enea
29 pourroit servir dans les mennoyes pour don-

5(1) ner plusienrs valenrs avec peu de piéces.

- D
-
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Cette expressions des Nombres éfant établie, sert & faire trés
faciloment foutes sortes d’opérations.

11047 161 b ti10i4

Pour PAddition 111) 6  10iijt1 muox‘n

par ezsmple. D . e W

1013 Tosooite 11rnlian

Pour la Goustrac- 110118 1000016 11111]3}

tion. 17 Lot 1000817

Tfé\’é —toull s Tuolie

s 1015 T

Pour la Maltipli- — 1|2 L3 1018
cation. © " 101 iot

vl oo e

10T 0 TUr IS L1ool}ies

IS, ETLL[I0Y] 3
Pour In Division. 31111
11
EL toutes ces opérations sont si aisées, qu'on w'a jamais be-
soin de vien essayer ni deviner, comme il faut faire dans Ja divi-
sion ordinaire.  Un w'a point besoin non plus de rien spprendre
par covur ici, comme i Lt faire dans le caleal ordinaive, od il
faut savoir, par exemple, que 6 et 7 priz ensemble font 13, el que
S multiplié par 3 dovne 15, suivant la Table d'une fois un est
e, qu'on appelle Pythagorique.  Mais ici toul cela se trouve o
fa prouve de source, comme Pou voit dans les exemples précédens
sous les signes D et .
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Cependant je ne recommande point cette maniére de comp-
ter, pour la faire introduire & la place de la pratique ordinaire
par dix.  Cor outre qu'on est accoutumé A celle-ci, on n'y a point
besoin &'y apprendre ce qu'on a déji appris par covur: ainsi la
pratique pa. dix est plus abregée, et les nombres y sont moins
longs. Et si on éloit accoutwné A aller par douze ou par seize,
il 'y auroit encore plus d'avaniage. Mais le calcul par deux. c'est-
d-dire par 0 et par 1, en récompense de sa longuenr, est lo plus
fondamental pour la science, et donne de nouvelles découvertes,
qui se trouvent uliles ensuite, méme pour la pratique des nomhres,
el surtout pour la Géométrie, dont la raison est que les nombres
élant reduits aux plus simples principes, comme 0 et 1, il paroit
partoul un ordre merveilloux. Pour exemple, dans la Table
méme des Nomhres, on voil en chaque colonne régner des
Périodes qui recommencent loujours. Dans la premiére colonne
Cest 0}, dans Ia seconde 0011, dans la troisitme 00001111,
dans Ja quatridme 0000000011111111 , el ainsi de suite, Et on
® mis de petits zéros dans fa Table pour remplir le vuide au com-
®encement de la colonne, ot pour mieux marquer ces périvdes,
"™ & mené suswi des lignes dans la Table, qui marquent que ce
Ve eew lignes renlerment revient toujours sous elles, Et il so
fFense encare que les Nombves Quarrée, Cubignes ot d'sutres puis-
sances, ilem les Nombres Triangulaires, Pyramidaux et d'autres nom-
bres figurés, ont aussi de semblables périodes, de sorte qu'on en
peut écrire les Tables tout de suite, vans calculer. Et une pro-
liztié dans le commencement, qui donve ensuite le moyen d'epar-
gner le calcul et daller & Vinfini par reégle, est infiniment avan-
tageuse.

Ce qu'il y a de surprenant dans co calcul, e'est que celle
Arithmétique par 0 et ) sc trouve contenir le mystére des lignes
d'un ancien Roi et Philosophe nommé Fohy, qu'on croit avoir véen
il y a plus de quatre mille ans et que les Chinois regardent comme
le Fondateur de leur Empire et de leurs sciences. 1l y a plusicurs
figures linéaires qu’on lui allribue, elles revienneni toutes a celte
Arithmétique; mais il suflit de metire ici la Figure de huit
Cova comme on FPappelle, qui passe pour fondamentale, ot d'y
joindre lexplication qui est manifeste, pourvt qu’on remarque pre-
mi¢rement qu'une ligne cntitre — sipuifie Punité ou 1, et secon-
dement qu'une ligne hrisée - - signilie le zéro ou 0,

i 000 0 0
I T I i
loto] 1o || 2
ojenr ot s
v [ 1ov | 100 )] 4
HERTIRET TN
thy 10 Hiv [ 6
TIREIIEE IR N

Les Chinois onl perdu la sigmfication des Cova eun Linéations de
Fohy, peut-étre depuis plus d'un millenaire d’annees, et ils ont
fait des Commentaires la-dessus, oi ils ont cherché jo ne scai
quels sens éloignés, de sorte qu'il a fallu que fa vraie explicalion
lewr vint maintenant des Earopéens. Yoici comment: H n'y a gué-
res plus de deux ans que jenvoyai au R. P. Bouvet, Jésuite Fran-
gais célebre, qui demeure & Prkin, ma maniére de compter par 0
et I, et il w'en [allut pas davantage pour lui faire reconmaitre que
c'est la clef des figures de Fohy. Aiusi m'éerivant le 4 Novem-
bre 1701, il m'a envoyé la grande figure de ce Prince Philusophe
qui va & 64, et ne laisse plus lieu de douter de la vérité de notre
interprétation, de sorte qu'on peul dire quo ce Pére a dé(‘h'ﬂl"'
Yenigme de Fohy, 4 I'aide de ce que jo lui avois communiqus. L]
comme ces ligures sont peul-tire lu plus ancien monumeot L
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seience qui soit au monde, celte restitution de leur sens, aprés un
si grand intervalle de tems, paroitra d'amtant plus curicuse.

Le consentement des figures de Fohy et ma Table des
Nombres se [ait micux voir, lorsque dans la Table on supplée
les zéros initiaux. qui paroissent superflus, mais qui  ser-
vent & nicux marquer la période de la colonne, comme jo les Y
ai supplées en effet avee des petits ronds pour les distinguer des
2éros nicessaires, et cet accord me donne un grande opinion de
la profondenr des méditations de Foliy. Car ce qui nous paroit
ais¢ maintenant, ne I'éloit pas tout dans ces tems éloignés. L'A-
rithimétique Binaire ou Dyadique est en effet fort aisée aujourd’bui,
pour peu gu'on y pense, parce que notre maniére de compler Y
aide beaucoup, dont il semble qu'ou retranche seulement le trop,
Mais cette Arvithmétique ordinaire pour dix ne paroit pas lort an-
cienne, au moins les Grees et les Romaing l'ont ignorée et ont été
prives de ses avaulages. 1l semble que I'Europe en doit lintro-
duction a Gerhert, depuis Pape sous le nom de Sylvestre I, qui
Fa cae des Maures d'Espagne

Or comme Fon croit & la Chine que Fohy est encore auteur
des caracteres Chinois, quoigne fort altérés par la suite des tems;
son essit " Arithmétigue fait juger qu'il pourroit bien s'y trouver
encore guelyue chose de considerable par rapport aux nombres et
aux idées, si I'en pouvoit déterrer le fondement de P'écriture Chi-
noise, dautant plus qu'en croit a Ia Chine, qu'il o eu égard aux
nombres en Pétablissant.  Le R.P. Bouvet est fort porté a pous-
ser celle pointe. el trés capable d'y réussir en bien des maiiiéres.
Cependdant je ne s¢ai ¢'il y a jamais eu dans 'écriture Chinoise un
avautage approchant de celui qui doil étre necessairement dans une
Caractéristiyue que je projette. C’est que tout raisonnement
gw'on peul liver des nolions, pourroil étre tiré de leurs Caracléres
par une maniére de calcul, qui seroil un des plus importans mo-
yens d'aider P'esprit humain,

Note ': Pour les nombres figurés (carré, triangulaire) voir
Nicomaque de Gérase § 3, texte 3.
Les cubes sont évidemment : 1, 8, 27, 64 ...
Pour les pyramidaux voici la définition de Nicomaque de Gérase (livre II,

chapitre XIII) : " Les pyramides partant d'une base triangle sont donc, en

bon ordre, les suivantes :

1, 4, 10, 20, 35, 56, 84
et la suite, dont la génése est l'entassement, les uns sur les autres, des
nombres triangles eux-mémes, d'abord 1, puis 1 et 3, puis 1, 3, 6, puis,

en plus de ceux-ci, 10, et dans la suite, avec les précédents, 15 et en

A1

outre 21 et a la suite 28, et & 1'infini.
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- LE RENOUVEAU DE LA THEORIE DES NOMBRES.

Texte 11 : FERMAT : la descente infinie.

au 17° siécle, l'arithmétique spéculative retrouve une nouvelle
vigueur, en renouant naturellement avec les méthodes et les problémes légués
par 1'Antiquité grecque, en premier lieu Diophante. Pierre FERMAT est l'un
des acteurs de ce renouveau. Conseiller au Parlement de Toulouse, il n'a pas
laissé d'ouvrage complétement rédigé. Son oeuvre mathématique est composée
de lettres et de notes fort peu détaillées.

Le texte suivant est peut-&tre celui qui fournit le plus d4'indi-
cations sur les méthodes mises en oeuvre par FERMAT. Le probléme posé consis-
te & prouver que l'aire d'un triangle rectangle dont les cdtés sont mesurés

par des nombres entiers ne peut étre le carré d'un nombre entier : par exemple,
le célébre triangle 3-4-5 a une aire égale a 30.
Depuis Euclide, les c6tés d'un tel triangle sont connus. En langa-

. . . 2 2
ge actuel, nous dirons que les solutions de 1'équation diophantienne x + y = z

sont de la forme x = 2 Amn, y = )\(m2 - nz), z = A(m2 + n2)' ol m et n sont des
entiers premiers entre eux, l'un pair et l'autre impair. Si A = 1, le triangle
est dit primitif, il a ses c6tés premiers entre eux : c'est ce cas qu'envisage
FERMAT.

L'aire de ce triangle est mn(m2 - nz), produit de trois facteurs

deux & deux premiers entre eux. Si cette aire était un carré, on aurait :

2 2 2 2 4 4 2
m=a , n = b2, m -n =c¢, d'oita -b =c : " il y aurait deux bicarrés

"

dont la différence serait un carré ". La suite d'entend de méme : 1‘'é&galité
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a4 - b =c¢ s'écrit (& - Db )(a2 + b ) = ¢ et donc a - b2 =00 ,a +b =8,

2 2 2 2 2 2
ce qui équivaut & : o + 2b =B , o + b =a .

2 2 2
FERMAT sait résoudre 1l'équation diophantienne a + 2b = g ; il

2 2 2
dit que l'on a alors B =k + 2h , et devrait ajouter : a = k - 2h", b = 2kh.

2 2
Si 1l'on pose u = k et v = 2h , on voit bien alors que u et v sont les cbtés

de l'angle droit d'un nouveau triangle rectangle, car on a :

2 4 2
u2 + v = k + 4h4 = a2 + b2 = a

1 2
L'aire de ce nouveau triangle est 5 uv = {(kh)  : c'est un carré !

FERMAT luli applique le méme raisonnement qu'au triangle initial, et observe que

. ] . 2 2 2 2 . A
l'on doit avoir u = m1 - n1 , Vo= 2m1n1, a = m1 + n1 . Mais si l'on se sou-~

2
vient que v = Z2h , on voit que myn, = h? et donc m, et n, sont encore des car-
2 2 ' 2 2
rés : m1 = a1 r 0y = b1 . Reportant ceci dans 1'égalité u = mo-ng il

2
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. 4 4 2 2 2
vient : a1 - b1 =u =k , d'od deux nouveaux carrés, a1 et b1 , dont la
somme et la différence sont des carrés : méme situation que précédemment,

=

avec des nombres strictement plus petits. Ceci conduit 3 une impossibilité.

C'est la méthode de descente infinie dont nous avons vu un exemple précé-

demment (texte n°6 § 3).

FERMAT : Oeuvres tome III p. 271-272.

Traduction P. Tannery. Paris 1896.

45— Probléme 20 de Bachet sur Diophants, VI, 26.
« Bachet. — Trouver un triangle rectangle dont Faire soit un nombre donné. »

L'aire d'un triangle rectangle en nombres ne peut étre un carré.

“Je vais donner la démonstration de ce théoréme que j'ar-découvert;
Je ne I'ai pas trouvée au reste sans unc pénible ot laborieuse médita-
tion; mais ce genre de démonstration conduira & des progrés mer-
veilleux dans la science des nombres.

Si P'aire d’un triangle était un carré, il v aurait deux bicarrés dont
la différence serait un carvé; il s'ensuit qu'on aurait également deux
carrés dont la somme et la différence seraient des carrés. Par consé-
quent, on aurait un nombre carré, somme d'un carré et du double
d'un carré, avee la condition que la somme des deux carrés, qui ser-
vent & le composer, soit également un carré. Mais si un nombre carré
est somme d'un carré et du double dun carré, sa racine est également
somme d'un carré et du double d'un cavé, ce que je puis prouver sans
difliculté. On conclura de la que cette racine est la somme des deux
cotés de I'angle droit d'un triangle rectangle, dont I'un des carrés
composants formera la base, et le double de I'autre carré la hauteur.

Ce triangle rectangle sera donc form¢ par deux nombres carrés,
dontla somme et la différence seront des carrés. Mais on prouvera que
la somme de ces deux carrés est plus petite que celle des deux pre-
miers dont on a également supposé que la somme et la différence
soicnt des carrés. Done, si on donne deux carrés dont la somme et la
dilférence soient des carrés, on donne par lh méme, cn nombres en-
tiers, deux carrés jouissant de la méme propriété et dont la somme
est inféricure.

Par le méme raisonnement, on aura cnsuile une autre somme plus
petite que celle déduite de la premiere, et en continnant indéfiniment
on'trouvera toujours des nombres entiers de plus en plus petits satis-
faisant aux mémes conditions. Mais cela est impossible, puisqu'un
nombre entier étant donné, il ne peut y avoir unc infinité de nombres
entiers qui soient plus petits.

La marge est trop étroite pour recevoir la démonstration compléte
ctavec tous ses developpements.

Par le méme procédé, jai découvert et démontré qu'il n'y a aucun
nombre triangulaire, sauf 'unité, qui soit un bicarré.



Texte 12 : LEGENDRE : la réciprocité quadratique.

Nous venons de voir gue Fermat a repris le flambeau de la théorie
des nombres en s'attaquant aux problémes légués par Diophante. De méme, & sa
suite, Euler et Lagrange ont réexaminé des problémes posés par Fermat, en ont
donné des solutions et des généralisations, et ont restitué des démonstrations
absentes des écrits du mathématicien occitan. Citons par exemple le " petit
théoréme de Fermat ", démontré et généralisé par Euler, qui affirme que si le

. - . . I -1
nombre naturel premier p ne divise pas l'entier a, alors il divise ap -1

Le texte qui suit est le début de 1'article IV d'un mémoire pré-
senté par Legendre & l'Académie des Sciences en 1785. Il montre que les recher-
ches étaient encore trés actives autour de la question de la représentation

"

formes quadratiques ", ou des diviseurs de telles

1

des entiers sous certaines
formes. Si a désigne un entier quelcongue et p un nombre premier impair, Le-

. . 2 2 . : .
gendre observe que p div1§? t - au , avec t et u premiers entre eux, si et

. . 2 s
seulement si le nombre a donne comme restel lorsqu'on le divise par p.

Dans le cas contraire, ce resteest égal & p-1, d'aprés le petit théroréme de

Fermat. p-1 p-1

2 2
Legendre note respectivement ces deux cas : a =1 et a = - 1 , cé qui,
dit-il, " suppose qu'on a rejeté les multiples de p dans le premier membre "

{notons ici l'anticipation sur les congruences de Gauss).

Cela dit, si c et d son& ?eux ngm?res premiers impairs, il existe

) 2 2 . .
une relation entre les valeurs de ¢ et d , relation que Legendre consigne
dans les théorémes qui terminent le présent extrait. Cette relation a été nom-

mée plus tard loi de réciprocité quadratique et elle a eu une grande importan-

ce dans la Théorie des Nombres au 19e siécle. Par la suitSLILegendre perfection-

2

" "

nera son exposé : 1l notera (g? la valeur + 1 ou - 1 de a modulo p ",
et sa loi s'écrira:

p-1  g-l

BE - T

q p

ol p et g sont les nombres premiers impairs notés ici c et d ou bien a, A, b,
B, selon les cas. Les huits théorémes du présent texte s'exprimeront dans cet-
te unique formule, mais Legendre n'en trouvera jamais une véritable et complé-

te démonstration : c'est Gauss qui le fera.



LEGENDRE : Mémoires de 1'Académie Royale des Sciences. 1785.

ARTICLE 1V.
Contenant divers Théorémes Sur les Nombies premiers.

ON doit regretter beaucoup que Fermat, qui avoit
cultivé avec un grand fucces la théorie des nombres, ne
pous ait pas faiff¢ a démonftration des théorémes auxquels

il étoit parvenu. A la vérité, M.” Euler & de Ja Grange,
qui n'ont pas dédaigné ce genre de recherches, ont
démontré |[a plupart de ces théorémes , & ont méme
fubilitué des théories trés-¢tendues aux propofitions ifolées
de Fermat; mais il en eft plufieurs qui ont réfifté 3 Jeurs .
efforts, foit que Fermat n'en efit pas réellement une dé-
monftration ?olide, ce qui eft diflicile a croire, foit que
Vinftrument pour y parvenir nous foit- encore “tout-a-fait
inconnu. Parmi ces propofitions non démontrées, on doit
remarquer fur-tout les deux fuivantes': tout nomlre eff
compefé de trois triangulaires au -plus: tout nombre premier de
la forme 8n — 1, eff de la forme p* —+ q* —+ 2717,
ou, ce qui revient au ménie, fordouble efl la fomme de trois
¢arrés. Mais joblerve i I'égard de celle-ci, qu'elle ne
caraltérife nullement les nombres premiers de la forme
8 » — 1, car il n'eft aucun nombre impair, fimple ou
compofé, qui ne foit de la forme mentionnée, & méme
qui ne foit 4 fa fois des deux formes p* 4+ ¢* — r%
P° + ¢° =~ 21, excepté feulement les nombres ( pre-
miers ou non) de la forme 8 » — 1, qui ne peuvent
étre de fa premiére forme P’ —+ ¢° —+ 77, mais qui
fonc toujours de la feconde p' -+ ¢* - 2 r’. Néan-
moins la propofition de Fermat feroit d’autant plus inté-
reflante 3 démontrer, qu'il en réfulteroit, d'une maniére
fort direcle, que tout nombre eft Ja fomme de quatre
carrés: en effet, les nombres premiers 8 # — 3 font de
la forme p* -+ g? les nombres premiers 8 #» - 3 font
de la forme p* < 2 ¢*, les nombres premiers 8 # —+ 1.
font i la fois des deux formes p* —+ ¢, p* — 2 4%
Ces propofitions font connues & démontrées: fi donc les
nombres premiers 87 — 1 font de {a forme p* —+ g
-+ 2 r*, il senfuivra qu'un nombre quelconque eft a fomme
de quatre carrés au plus; car on fait d’ailleurs que le produit
des deux formules a* + & ¢ + &, & p* —+ ¢*
— r* — 5%, eft également 12 fomme de quatre carrés.
Au refle, il n'y a pas de doute que tout nombre ne
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foit compofé de quatre carrés, puilque cette propofition
a é1é démontrée par M. de la Grange, dans les Mémoires
de Berlin, année 1772 ; & enfuite un peu plus fimplement
par M. Euler, dans les alles de Léipfick,- année” 177 3.
Mais il eft remarquable que cette propofition fuive éga-
lement de I'une ou de 'autre des deux déji citées
car fi 'on fuppofe que tout nombre eft fa-fomme de trois
triangulaires,” il s'enfuivra que tout nombre de {a forme
87 —+ 3 eft {a fomme de trois carrés p* —— ¢* —— 72
donc on peut toujours fuppofer 82 - 4 =— p* -+ ¢
= 7 = 1; dob i fuit que 24 + 1, ceft-i-dire,
tout nombre impair fera la fomme de quatre carrés, &
conféquemment aufli tout nombre pair.

Mais je dis plus, les quatre carrés peuvent fe réduire
3 trois, ou au moins deux des quatre peuvent étre fup-
pofiés ¢gaux. De forte que tour nombre, ou au moins fon
double, eff la fomme de trois carres; fouvent méme fe nom-
bre- & fon double feront i la fois la fomme de trois
carrés; ceft ce qui arrive généralement aux nombres im-
pairs, comme nous {'avons déji dit, excepté ceux de la
forme 82 — 1, dont le double feulement eft fa fomme
de trois carrés. Ces propofitions que jindique en paffant,
acquerront par a fuite un plus grand degré de probabilité;
mais ce n'eft pas I'objet principal que j'ai en vue.

M. de la Grange a confidéré d'une maniére générale
( Mém. de Berlin 1773 & 1775], les-divileurs de la
formule ©* == a«*, & il en a déduit par rapport aux
nombres premiers une multitude de théorémes intérefians.
Les recherches de ce grand géometre, m’ont engagé a
confidérer plus particuli¢rement le cas ot a eft un nom-
bre premier dans la formule # —— a#’;. & & Vaide du
théoréme de V'arricle 111, je fuis parvenu a démontrer des
propofitions trés- générales fur les nombres premiers,
propofitions qui paroilent avancer cetie partie de I'analyfe
& mériter l'attention des géométres. e
"“unx. Comme il fera principalement queftion des nombres

premiers dans ce qui fuit, & que leurs diflfrenics forews
donnent lieu 2 différentes propriéiés, nous déligneron: pag
A,a,a, A &c. ceux de laforme 4w - 5, par B, &,
€, B, &c. ceux de fa forme g8 — 38, & par ley sutms
lettres, ceux dont {a forme n'elt pas déwerminfe. Nos
. g o= @

avertiffons aufli que cette expreflion @ = ¥
ou — 1, fuppofe qu'on & rejeté fes mn!l}gtgﬁ de e

le premier membre. Or, quel que foit @, premiay o mamy
pourvu qu'il ne foit pas multiple du vombre el ¢4

L G o G

”‘W @
oun 9

e Yo

on doit avoir oud = == 1,
De forte que, par rapport au_nombre premict ¢, $ous
Jes nombres non divifibles par ¢, fe pl{?ﬁ} cn deex

claffes également nombreufes, Pune qu ait & [ée
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quation @ == 1, l'sutre qui fatisfalt & Féquation
9 ° == — 1. Enfm, nous rzppeﬂémmoequ}e&
démontr¢ fort au long dans Varticle /7, que {i fa formule
" —+ 04 eft divifible par Je nombre premier ¢, i tnm

quon ait (— ) — -4- 1. Donc, fi on svolt

(—23) ° == — 1, onferoit {ur que ¢ ne peut
divifer 1a formule * 4 24", formule 0d foa [upfi?:
toujours ¢ & u des inddterminces, telles cependant que 3

& Jdu n'ont point de commun divifeur.
TutorinNME L-

" —— % b0

O ——

Sise ° = ¥, it senfuit @ -2 == =m
TutorEME IL
5——‘ & ooon "%
Sia * ——1,il Senluit §- 2 —=-=1I¢
Tutorime IIL
A & —F
Sia ' = 1, dsenluit4 ° = Te
"TuforEmmEe 1V
A— & — 1

Sia ' =—— 1, i senfuitd °*

— e

I

TuftorEmME V.

By a— 1
Sia ° =— 1, il senfuit & = 1.

TuitorREME VL

@ -3 b — 1
‘Sid = ——1x, il senhiit a. = — 1

TuftorEmE VIL

. J— b 1
Sisd 7 = 1, il senfuit8 ° 1.

TuftorEmMEe VIIL

B:—-—! 5-——'
Sifd °* =—wee1, il senfuitd 7 = 1.

Ces Théoremes ainfi détaillés, font encore d'une grande
g¢uralité, mais on auroit pu Jes comprendre tous dans
i'éroncé [uivant. '

¢ & ? éant deux nombres premiers, les expreflions

2 -t € 1

¢ ° ,2 °  ne feront de diflérens fignes que forf-
que ¢& 2 feront tous deux de la forme 4 n — x; dans
sous les autres cas, ces expreflions auront toujours le
méme figne. :

On fait d'ailleurs que chacune en particulier,  we peut
ftre que 4+ 1 ou — 1, winft il N’y a-pas d’embarras
fur le fens-de ce théoré¢me, -
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Texte 13 : GAUSS : les congruences.

En 1801, GAUSS, &gé de 24 ans, fait paraitre ses " Recherches
Arithmétiques ", dont voici le tout début. Il s'agit d'un ouvrage fondamental,
qui a dominé tout le 19%e siécle. Gauss reprend les résultats connus de la
Théorie des Nombres, mais il les expose d'une maniére ordonnée et rigoureuse,
en présentant des méthodes, des notations et des concepts nouveaux qui lui
servent a démontrer plus efficacement les résultats de Fermat, Euler, Lagrange,
Legendre, et surtout & étendre plus loin le champ de ses investigations. Com-
me nous le voyons ici, il commence par définir la notion de congruence, deve-
nue depuis indispensable. Dans une note, il observe que Legendre avait bien
pergu la nécessité d'une telle notion, mais qu'il avait utilisé le signe =
pour la représenter : c'est ce que nous avions vu dans le texte précédent.

On notera le caractére trés " moderne " de ce texte, qui le rend

immédiatement accessible & un lecteur d'aujourd'hui.

GAUSS : Recherches Arithmétiques. 1801. Pages 1 & 5.
Traduction Poullet-Delisle. Blanchard 1963,

SECTION PREMIERE.
Des Nombres congrus en général.

i. Sl un nombre g divise la différence des nombres b et ¢, b et o
sont dits congrus suivant ¢, sinon incongrus. a ’appellera le mo-
dule ; chacun des nombres betc, résidis de 'autre dans le premier
cas, et non résidus dans le second.

Les nombres peuvent étre positifs ou négatifs , mais entiers.
Quant au modale il doit évidemnment &tre pris absolument , c’est-a«
dire, sans ancun sigoe.

Ainsi —g et -~ 16 sont congrus par rapport an module 5; — %
est résidu de 15 par rapport an module 11, et non rdsidu par
rapport au module 3.

Au reste o étant divisible par tous ies nombres, il s’ensuit qu'on
peut regarder tout pombre comme congru avec lui-méme par rap-
port & un module quelcongue.

2. Tous les résidus d’'un nombre donné & suivant le moduole m;
tont compris dans la formule ¢ - km, & étant un entier indé-
germiné, Les plus faciles des propositions que nous allons expeser
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penvent sans peine se démontrer par-Ji; mais chacun en eentira Ia
vérité an premier aspect.

Nous désignérons dorénavant la congruence de devt nombres par
ce signe =, eny joignant, lorsqu‘il vera nécessaire, le module
renfermé entre parenthdses; ainsi —16=9 (mod.5), —7=15
(mod.x1)(*). '

8. Tufwi2Mg. Soien® w nomBres entiers successifs a, a4y,
a3, ....adm—1 eiun sutre b, un des pramicrs seracongry
avec A, suivant le module m, et il n’y en aura qu'un.

- a“‘A - . . « .
En effet, si —= est entier, onaura a=.d;¢'il estfractionnaire,

soit k& le nombre entier . immé&diatement plus grand ou plas petif:

a;” sera positif ou négatif, en ne faisant point d'at-

tention an signe, A-j~trn tambera nécepsairement entre g et a--mj5
ce sera donc le pombre cherché. Or il est évident que les quotiens
g—Ad adeyr— A4 )

m ° m ?

seul d’entr'enx pent_ &lre entier.

4. 11suit de 1a gue chaque nombre anra un résidu, tant dans I
suiteo, 1, 3,. . .(#~—1), que dans cellecio,—1,—3,.. ~{——1);
nous les appellerens résidas minima ; et il est clair qu'a woins gue
o ne soit résidu, il y 6@z aure toujours deuz, V'on pesitif, Pautre né-
getif. $'ils sont inégaux, I'an d’eux sexa <’-§-; #ils sont égeny , cha-

suivant que

etc., sont compris entre k—1 et k1, donc un

cun d'eux == ?ms avoir égard au signe; d'ot il evit qu’nn nombes
quelconque a nn résida gni ne surpasse pas la moitié du module,
et que norm appellerons vésidu miniouum absola.

Bar exemople — 15 sutvant le modale 5 ;. & pour réside minimuns’
positif 2, qui est en méme tewps minimum absolu , et —3 pour ré
sidu minimum négatif; -5, suivant Ie module 7, est lui-méme son
résidu minimum positif; — 3 est le résidu minimum pégatif et
en méme temps le minimum absolu. '

5. Des notions que nous venons d'établir, nous tirerons d'abord
les comséquences snivantes: _

Les nombres qui sont congrus suivart un module composé, k&
sont également suivant un quelconque de ses diviseurs.

Si plusicurs nombres sont congrus & un méme suivant le méme
module , ils seront congrus entre eux (foujours suivant le méme
module ). o

‘On doit sopposer la méme identité de module dans ce qui suit.
 Les nombres songrus ont les mémes résidus minima; les nom-
bres incongrus les ont différens.

€*) Nous avons adopté ce signe & cause de la grande anajogie (mi existe entre
l'ég&lit§ et la congroence. Clest porr la mésie raison que Legendre, dans des
mémnires gue nous smrans souvent occasion de citer, a employé le sigee mémede
l'égéﬂité, pour désigger la congrugnge; ngns en avops préféré ug auire , pows pre
vonir toute ambigniteé. ' :
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6. Si les nombres A, B, C, ¢tc.; a, b, ¢, etc. sont congrus
‘chacur & chacun , c'est-d-dire ,si A=a,B=b, etc.onaura. ..

A4+ B4 Cetec.z==a-+b -4 c-etec.
Si A=qg,B=0), on a aussi 4/ —B=qg-—b.
7. Si A=a, on a aussi kA =ka.
Si k est positif, ce n’est qu'un cas particulier de I'article précé-
. dent, en posant A =B=C, etc., a=b==c, elc.

Si k est négatif, — X sera positif’; donc —— kA = ka, et par-
tant AA = Za.

Si d=a, B=b, AB=ab; cax AB= /b= &a.

8. Si les nombres A, B, C, etc., a, &, ¢, ete. sont congrus cha=
cun & chacun, les produits ABC, etc., et abe, ete. seront congrusg,
Par Varticle précédent, 4B = ab; par la méme raison 4BC=abc,
et ainsi de suite, - .
En prenant tous les nombres 4, B, C, stc. , égeuy entr'eux,
ainsi que les correspondans @, &, ¢, etc, , on déduit ca théortme :
Si A=2a et gque k soit entier positif, on aura A®= e,
- 9- Soit X une fonction de Iindéterminée x , de cetie forms. ... .
Az Be*-4-Cx’; etc., A, B, C, etec, dtans des nombres antiers
- quelcongques, 8, b, ¢, elc. des nombres entisrs positifs. $i Fow
donne 3 & 3¢5 valeurs congrues, suivant un ocrialn module, les
waleurs résuliantes pour X , de seront aussi.

* Soent JFet g les valeurs congrues de x; par les articles précédens
Se=pg ot Ag*= Ag*; de tiBme Bf* = Bg?, etc. : donc

Af'—{-Bf’-}- Cf* - etc. = Ag* + Bg* -4 Cg* - ete. .

Au reste on congoit aisément que ce théordme pent s'étendre & des
fonctions de plusieurs indéterminées.

10. Si donc on snbstitue & la place de x tous les nombres entiers
consécutifs, et que I'on cherche les résidus minima des valeurs de X,
ils formeront une snite dans laquelie, aprés un intervalle de m termes
(m étant le module ), les mémes termes se représenteront; c’est-a-
dire que oette suite sera formée d’une période de m termes répéiée
indéfiniment.

Soitparesemple: X==z*~~8z-4-6et m=5, pourz==0, 1, 2, 3, etc.
les valeurs de X donnent pour résidus minima positifs: 1, 4, 3, 4,
3, 1, 4, etc., ol les cing premiers 1, 4, 5, 4, 5 se répetent in-
définiment; et si 'on continne la série en sens contraire , c'eat-3-
dire, si I'on donne & z des waleurs négatives , la méme période
reparait en sens inverse; d'o il suit que la série ne renferme pas
d’'autres termes que ceux qni composent la période.

11, Donc dans ozt exemple, X ne pent devenir==o, ni=21,
(mod. 5), et encore moins = o ou =13, d’o il suit que les &quations
x*— 8z 4 6=0 et 2*— Bz 4 4==0 n’onl point de racines entidres,
&t parconséquent point de racines rationnelles. Un voit en général
que lorsque X est de la forme z* - Ax"~' - Bx"—j-etc. 4 N;
A, B, C, etc. étant entievs; el & entier pesiti?, I'équation X=o,



(forme & laquelle toute équation algébrique pent se rameoer) n’aura
sucune racine rationoelle, 8°il arrive=que pour un certain meodule
la congroence X= o me roft pas satisfaite ; mais ce caractére qui
se présente ici de lni-méme, sera développé davantage daus la
section VIII. On peut au moins se former par cette esquisse une
idée de l'utilité de nos recherches.

12, Plusienrs d=s théoremes que 1'on a coutume d'exposer dans
les traités d'arithmétique , ¢’appuient sur cewx que nous avons pré.
sentés ; par exempls , la régle pour reconnaftre si un nombre est di-
visible par g, 11, ou tout autre nombre. Suivant le module g
_ toutes les puissarces de 10 sont congrues & Tunité; donc & le
nombre est de la forme a-}105--100¢-}1000d-}-¢tc., il aura,
suivant le module 9, le méme résida minimum que g ~4-b-}-c-}-etc.
I1 est clair d’apeds cela, que si l'on sjoute les figures du nombre ,
sans avoir égard au rang qu'elles occupent, la somme que I’on ob-
tiendra, et le nombre proposé auront les mémes résidus minima; si
donc ce dernier est divisible par g, la somme des chiffres le sera
aussi, et seulement dans ce cas. Il en est de méme du divisenr 5.
Comme -vivant le module 11, 100==-}-1, on aura généralement
16M=v, 10°*' =10==—1, et le nombre de la forme a-}-10 If-1000
- etc. , avra le méme résidu mirimum que g—b--c— efc.; d'odr
dérive sar-le-champ la régle connuve. On déduira facilement du
méme pripcipe toutes les rigies semblables.

Ce qui précide donne encore la raison des régles que 'on prescrit
drdinairement pour la vérification des opératipns erithmétiques ;
savoir, lorsque de nombres donnés on doit en déduire d’autres par
addition , ‘soustraotion , multiplication ou élévation aux piis-
sances. On n’s qu'a substituer dans les opérations, & la place
des, nombres donnés, leurs résidus minima, suivant un module
quelconque (ordinairement g ou 11, parceque dans le systéme dé-
cimal,, comme pous venons de le voir, on trouve facilement les
résidus relatifs & ces modules ); les nombres résultans devront étre

congrus a ceux qu'on déduirait des nombres donnés, sinon il y
anrait un vice dans le calcul.

Mais il serait superﬁu‘ de nous arréter plus long-temps sur ces ré-
sultats trés-copnus , ainsi que sur ceux du méme genre.
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5~ VERS LES FONDEMENTS.

Ce n'est gqu'au XIXe siécle que les mathématiciens ébranlés par l'appari-
tion des géométries non euclidiennes (voir Géométrie), se défiant de 1'intuition,
cherchérent pour leurs théories des modéles fondés sur 1l'arithmétique. Mais la
réflexion entamée sur les fondements des mathématiques les amenérent & se pencher
sur les fondements de l'arithmétique elle-méme. Dans le premier texte qui suit,
Leibniz fait figure de précurseur. Dans le texte suivant Fregé, qui reprend 1l'exem~
ple de Leibniz, met en évidence des propriétés de d'addition dans l'ensemble des
entiers et la possibilité d'une axiomatisation de N. Celle-ci sera réalisée quel-
ques années plus tard : la plus connue est celle de Peano (voir sa premiére ver-—
sion en illustration). Un des axiomes, et qui joue un rdle essentiel, est le prin-
cipe de récurrence. Ce dernier utilisé pour la premiére fois par Pascal de fagon
explicite (voir encadré) est devenu d'un usage courant en arithmétique, comme en
combinatoire ou en analyse (suites et séries). Dans le dernier texte Poincaré en

fait saisir le mécanisme et 1'intérét.

Texte 14 : Leibniz : deux plus deux égale quatre.

LEIBNIZ : Nouveaux Essais dur l'Entendement Humain.

Ecrits en 1703, publiés en 1765. Livre IV, chapitre vII, § 10.

PHILALRTHE. Notre habile auteur dit ici : Je voudrais
bien demander a ces Messicurs, qui prétendent que toute
auire connaissance {qui n’est pas de fait) dépend des prin-
cipes généraux innés et évidents par eux-mémes, de quel
principe ils ont besoin pour prouver que deux et deux est
guatre ? car on connait (selon lui) la vérité de ces sories de
propositions sans le secours d’aucune preuve. Qu’en dites-
vous, Monsicur ?

THEOPHILE. Je dis que je vous attendais 14 bien
préparé. Ce n’est pas unc vérité tout & fait immédiate que
deux et deux sont quatre, supposé que yuulre signifie trois
et un. On peut donc la démontrer, et voici comument |

Définitions ;
1) Deux est un et un.
2} Trois est deux et un.
3) Quatre est trois €t un.
Axiome. Metiant des choses égales & la place, Végalité

demeure.

Démonsiration :
2 et zest 2 et 1 et 1 {par la déf. 1) ..... 242
2etrertest3et 1(parladef2). ... ... 24141
3 et 1 est 4 (par la déf. 3) . "j:tsl

Donc (par 1'sxiome)
2 et 2 est 4. Ce quiil fulluit ddmontrer.

Je pouvais, su licu de dire que 2 €1 2 cit 2 et d et 1,
metire que 2 et 2 est égald 2z ety et g, et ainst des wutres,
Mais on le peut sous-entendre partout, pour avoir plus 161
fait; et celg en vertu d’un autre wiome yui porte qu'unc
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chose est égale & elle-méme, ou qgue ce qui est b méme

est égul.

PHILALETHE. [Cette démonstration, quelque peu
nécessaire qu’elle soit par rapport A& sa conclusion tro)
connue, sert 4 montrer comment les vérités ont %?Nl‘:
dépendunce des défipitions et des axiomes. Alnsi j¢ prévois
ce que vous ré(!wndrcz 4" plusicurs objections qu’on fait
contre l'usage des axiomes. On objecte qu'il y a une
multitude innombrable de principes; mais c’est quand on
compte entre les principes les corollaires qui vent des
dé¢hanitions avec 'uide de quelque axiome. Bt puleque igs
détinitions ou idécs soni innombrables, ies prinﬁpes le
scront aussi duns ce sene, et suppossnt méme avVEC VOUs
que les principes indémontrables sont les axiomes iden-
uques. s deviennent innombrables susel par P'exempli-
ficution, inuie duns le fond on peut compter A oft A, ot
Bes B gour un méme principe revétu diversement.

THEOPHILE. De plus cetie différence des degrés qu'il
y a dans P’évidence fait que je n’accorde point '& votre
cdlébre autcur que toutes ces vérités, qu'on appelle
principes, ¢t qui passent pour évidentes par elles-mémes,
parce qu'elles sont si voisines des premicrs axiomes indé-
montrables, sont entitérement indépendantes et incapables
de recevoir les unes des autres aucune lumiére ni preuve.
Car on les peur toujours réduire ou aux axiomes mémes, ou
4 d’sutres vérités plus voisines des axiomes, comme cette
vérité que deux er deux font quatre vous I'a fait voir

Texte 15 : Frege : peut-on démontrer les formules numériques ?

FREGE : Les fondements de l'arithmétique. 1884, chapitre 1, § 1.
Traduction : C. Imbert, Seuil 1969.

LES FONDEMENTS DE L'ARITHMITIQUE

5. 11 faut distinguer entre les formules numériques telles que
24 3 = 5, qui portent sur des nombres déterminés, et les lois
générales qui valent pour tous les nombres entiers.

Quelques philosophes  ont tenu les premiéres pour indémon-
trables et immédiatement claires comme des axiomes. Kant
les déclare indémontrables et synthétiques, mais il a scrupule &
les nommer axiomes parce qu’elles ne sont pas générales et que
leur nombre est infini. Hankel , A juste titre, refuse d’admettre
un nombre infini de vérités premiéres indémontrables et voit 1a
un paradoxe : il contredirait en effet au besoin qu'éprouve la
raison de dominer les premiers fondements. Voit-on immédia-
temont que !

135664 + 37863 = 173 5277

Non. Et c’est bien la raison que donne Kant en faveur de la
nature synthétique de ces propositions. Mais clle parle plus
encore contre leur indémontrabilité, Comment seraient-elles
comprises autrement que par une preuve, si leur vérité n’éclate
pas immédiatement? Kant veut s’aider de 'intuition de doigts
ou de points, en quoi il court le risque de donner un aspect
empirique A ces propositions, a I'encontre de ce qu’il pense.
Car Vintuition de 37 863 doigts n’est certainement pas une
intuition pure. Il semble méme que le terme d’ « intuition » ne
convicnne pas, cur si I'on tient compte de la maniére de les
grouper, 10 doigts peuvent d¢ja donner licu aux intuitions los plus
variées. Avons-nous vraiment unc intuition dc 135 664 doigts
ou points? Alors ct si nous avions ausst unc intuition de
37 863 doigts, puis une encore de 173 527, la justessc de notre
équation, 2 la supposer non démontrable, devrait apparaitre
d'emblée, au moins pour les doigts; mais tel n'est pas le cas,
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Visiblement, Kant nc pensait qu'aux petits nombres. Les
formules qui portent sur les grands nombres pourraient faire
I'objet d’une démonstration tandis qu’elies seraient immédia-
tement comprises par ['intuition quand elles portent sur de
petits nombres. Mais il est bien périlleux de faire une différence
fondamentale entre petits et grands nombres, pour cette raison
surtout qu’on ne saurait marquer la frontiére, sinon grossiére-
rement. Si les formules numériques étaient démontrables &
partir de 10 par exemple, il serait juste de demander pourquoi
pas & partir de 5, de 2 ou de 17

6. D’autres philosophes et mathématiciens n’ont pas hésité
a affirmer qu’on pouvait démontrer les formules numériques,
Leibniz  dit :

« Ce n’est pas une vérité immédiate que 2 et 2 font 4. Supposé
que 4 désigne 3 et 1, on peut le démontrer ainsi.

Définitions : 1) 2 est 1 et |
2) 3est 2 et}
N destIetl

Arxiome : Quand on substitue des €gaux Pégalité demeure,
Preuve : 24+ 2 =241 41=3+4+1=
Déf. 1 Déf. 2 Déf, 3
Donc, d'aprés Paxiome :2 4 2 = 4. »

A premiére vue, cette preuve est entiérement construite A
partir des définitions et de 'axiome. Ft de cet axiome, on pourrait
faire encore une définition, comme Leibniz I'n fait lui-méme
ailleurs . Il semble qu'il ne soit pas requis de rien savoir de plus
sur 1, 2, 3, 4 que ce qui est contenu dans les définitions. Un exa-
men plus serré révéle cependant une lacune, dissimulée par
l'omission des parenthéses. On devrait écrire plus exactement :

2+2=24(+1
QA D4 1=341=4

Manque alors la proposition :

240+ D=Q+1)+1
qui est un cas paiticulier de

a -f<(b+c)-—:(a+b)+c.

Sous I'hypothése de cette loi, on voit aisément qu’on peut
démontrer toutes les formules de 'addition. Cela revient & définir
chaque nombre A partir de son prédécesseur. Et je ne vois pas
comment le nombre 437 986 pourrait étre donné plus adéqua-
tement qu’en usant du procédé leibnizien. De la sorte, le nombre
tombe en notre pouvoir suns qtic nous en ayons une représen-
tation. Par ces définitions, on peut réduire 'ensemble infini des
nombres au nombre 1 et & 'adjonction d’une unité; chacune des
formules numériques infiniment nombreuses peut étre prouvée &
partir de quelques propositions générales.



GILSEPPE PEARTD
(pp. 1-200
ARITHMETICES PRINCIPIA.

§ 1. De numeris el de additione.

Explicationes.

Signo X significatur numerus (integer positirus).

» 1 » unitas.
» a+41 » sequene a, sive a plus 1.
» == » esl aequalis. Hoc ul povum signum consideran-

dum est, etsi logicse signi figurmin babeat,

Aziomata,
1. 1eN,
2, eatN.p.a=a.
3. a,beEN.pra=b.=.b=a.
4. alic€EN.pria=b.b=c:y.a=c¢c.
5. a::h.bE.I\’:().aEI\’.
6. aEN.{).a—{-‘](I\'.
7. e, beEXN . pra=b.=.a+4+1=0b-41.
8. atN.p.a+1e=1.
9. keRKolekozeN.z€k:p.2+1¢€kip.Ngk.

Definitiones.

10. 2=1+4+1;3=24+1;4=341; ele.

Theoremala.
11. 2EN.
Demonstratio :
Pl.yp: 1eXN (1)
1faj(P6).D: 1eN.np.14+1€XN 2)
H@.o: i41¢€eX 3)
P10.9: 2 =141 4
4).3). 2,1+ 1Ha, 0} (PB):09: 2€¢XN (Theorema).

Opere Scelta Edizioni Cremonese Roma 1958. vol. 1I, n.34.

Note : voici guelques indications pour déchiffrer la page de Peano donnée en

illustration.

D: signifie implique (2 ou==) ; c¢'est un C retourné premiére lettre de Conse-

quor.

€: le signe d'appartenance (€) ; c'est un epsilon premiére lettre du verbe &tre

en grec.
-: est le signe de la négation. Donc - = en 8. Veut dire #.
Les points ( . ; : ;..) remplacent les parenthéses : ils se mettent autour des

opérateurs, et s'accumulent autour de 1l'opérateur principal.
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Texte 16 : Poincaré : le raisonnement par récurrence.

POINCARE : La science et 1l'hypothése, 1902.

Flammarion, chapitre I, § V.

Le caractére essentiel du raisonnement par récur-
rence c’est qu'il contient, condensés pour ainsi
dire en une formule unique, une mhm;é de syllo-
gismes,

Pour qu’on s'en puisse mieux rendre compie, je
vais énoncer les uns aprés les autres ces syilogismes
qui sont, si I'on veut me passer 1’ cxprcwon, dwpom
en cascade.

Ce sont bien entendu des syllogismes hypothétiques.

Le théoréme est vrai du nombre 1.

Or s'il est vrai de 1, il est vrai de 2,

Donc il est vrai de 2.

Or 8'il est vrai de 2, il est vrai de 3.

Donc il est vrai de 3, et ainsi de suite.

On voit que la conclusion de chaque syllogigme
sert de mineure au suivant. -

De plus les majeures de tous nos syllogismes pcuvcnt
étre ramenées & une formule unique.

Si le théoréme est vrai de n — 1, il 'est de n.

On voit donc que, dans les raisonnements par
récurrence, on sc borne A énoncer la mineure du
premier syllogisme, et la formule générale qui contient
comme cas particuliers toutes lcs majeures.

Cette suite de syllogismes qui ne finirait jamais
se trouve ainsi réduite & une phrase de quelques lignes.

fl est facile maintenant de comprendre pourquoj
toute conséquence particuliére d’un théoréme peuwt,
comme je Pai expliqué plus haut, Etre vérifié¢ par
des procédés purement analytigues.

Si au lieu de montrer que notre théoréme est
vrai de tous les nombres, nous voulons seulement
faire voir qu'il est vrai du nombre 6 par exemple,
il nous suffira d’établir les § premiers syllogismes
de notre cascade: il nous en faudrait 9 si nous voulions’
démontrer le théordme pous le nombre 10; il nous
en faudrait davantage encore pour un nombre plus
grand; mais quelque grand que soit c¢ nombre nous
finirions toujours par 1'atteindre, et la vérification
analytique serait possible.

Et cependant, quelque loin ‘que nous allions ainsi,
nous nc nous éldverions jamais jusqu'au théoréme
général, applicable A tous les nombres, qui seul peut
#tre objet de science. Pour y arriver, il faudrait une
infinité de syllogismes, il faudrait franchir un abime
que la patience de 'analyste, réduit aux seules res-
sources de la logique formelle, ne parviendra jamais
A combler.

Je demandais au début pourquoi on ne saurait
comcevoir un esprit assez puissant pour apercevorr
d'un seul coup d'wil 'ensemble des véritds mathé-
matiques.



La réponse est aisée maintenant; un joueur d’échecs
peut combiner quatre coups, cing coups d’avance,
mais, 8i extraordinaire qu'on le suppose, it n'en
préparera jamais qu'un nombre fini; s'il applique
ses facultés A I'arithmétique, il ne pourra en apercevoir
les vérités générales d’une scule intuition directe;
pour parvenir au plus petit théoréme, il ne pourra
s’affranchir de 1'aide du raisonnement par récurrence
parce que c’est un instrument qui permet de passer
du fini 3 Uinfini.

Cet instrument est toujours utile, puisque, nous
faisant franchir d'un bond autant d'étapes que nous
Je voulons, il nous dispense de vérifications longues,
fastidicuses et monotones qui deviendraient rapi-
dement impraticables. Mais il devient indispensable
dés qu'on vise au théoréme général, dont la vérifi-
cation analytique nous rapprocherait sans cesse,
sans nous permettre de atteindre.

Dans ce domaine de 'arithmétique, on peut sc
croire bien loin de 'analyse infinitésimale, et, cepen-
dant, nous venons de le voir, Uidée de l'ipfini mathé-
matique joue déja un rdle prépondérant, et sans clle
11_W'y_aurait. pas-.de_science parce qu'tl n'y aurait
rien de général.

Le principe de récurrence dans le traité du triangle arithmétique

de Pascal.

Quoique cetto proposition ait une inflnité de cas, j'en
donnerai une démonstration bien courte, en supposant
2 lommen,

Le 1, qui est évident de soi-mdme, que ceite propor-
tlon so rencontre dans la seconde base ey

Le 2, que ai cette praportion g6 trouve dans une hase
quelconque, clle se trouvera nécossairement duns s hase
sulvante.

D'ou il so voit gu'elle est nécessairement dans toutes
les bases : car elle ost dans In secande hase par le promier
lemme; donc par le second clle est dans ia troisiéme hase,
donc dane la quatrid¢me, et & 1'infini.

It faut donc seulement démontrer fe second lemme,
en cette sorte.

| PASCAL : Traité du triangle arithméticue
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6 - PROBLEMES.

Les mathématiques, ce sont d'abord les problémes. Et la Théorie
des Nombres, c'est justement une source inépuisable de problémes, petits ou
grands, dont 1'énoncé le plus simple cache parfois de redoutables difficul-

tés.

Texte 17 : Diophante : un systéme du second degré.

Commengons par Diophante, le grand ancétre de notre arithméti-

que, qui a donné son nom aux équations diophantiennes : celles que 1l'on doit

résoudre en nombres entiers, ou rationnels.
Dans le cas présent, il s'agit de rationnels. En notation actuel-
le, 1l'auteur propose de résoudre en nombres rationnels le systéme :

2 2 2 2
X +y =a , ¥y +x =D .

1"

Le " premier nombre étant x, Diophante suppose que le second y, est égal

al + 2x, ce qui conduit & a = x + 1 et transforme la seconde éguation en :
2 2
dx + 5x + 1 = b
Il suppose alors que b = 2x - 2 et cette éguation devient alors :

4x2 + 5x + 1 = 4x2 - 8x + 4 ,

ou encore : 13x

i
w

or -3 =19
d’'ou X =73 et y = .

DIOPHANTE : Livres Arithmétiques. Livre II. Probléme 20.

Traduction P. Vereeke.

Trouver deux nombres tels que le carré de chacun d’eux, accru du
nombre restant, forme un ca:i ¢ '

Que le premier mombre soit 1 arithme, et le second nombre
1 unité plus 2 arithraes, de manidre que le carré du premier nombre,
accru du second nombi., forme un carré. Il faut encore que le carré
du second nombre, accru du premier nombre, forme aussi un carré.
Mais le carré du second nombre, accru du premier nombre forme
4 carrés d’arithme plus 5 arithmes plus 1 unité, ce qui doit étre égal
4 un carré.
" Formons le carré de 2 arithmes moins 2 unités ; ce carré sera donc
4 carrés d'arithie plus 4 unités moins 8 arithmes, et I'arithme
devient } Dés lors, le premier nombre sera §, le zecond sera g, et ces

nombres résolvent le probléme .

Bien str, il ne s'agit que d'fine solution. Euler a trouvé la
solution générale en posant

2 2 2 2
X+ y = (p - x) ety o+ x = (CI - Y) -

Le lecteur complétera.
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Texte 18 : NICOMAQUE DE GERASE : géruérai:iork(jes; cubes.

Voici encore un extrait, un peu obscur celui-ci, de Nicomaque de
‘Gérase. Le probléme en question est contenu dans le dernier paragraphe : 1'au-
teur traite de la suite des nombres impairs :
1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, ....
Le premier, qui est 1, est égal au cube de 1, bien sir.

Les deux suivants, 3 et 5, ont pour somme 8, cube de 2.

Les trois suivants, 7, 9 et 11, ont pour somme 27 = jB. Et ainsi de suite.

Pouvez-vous le démontrer ?

NICOMAQUE DE GERASE : Introduction arithmétique. IIe siécle aprés J.-C.
Livre II, chapitre XX § 5. Traduction J.Bertier. Vrin 1978.

Mais ce aui confirmera le mieux nue V'impair est absolu-
ment cause d'Idemtizé et jamais le pxir, i1 faut le démcrtrer dans toute ecthése
proportionnelle & partir de 1'unité, par exemple d=i e :

1, 2, &, 8, 16, 32, ¢4, 128, 256,

triple :

I, 3, 9, 27, 81, 243, 728, 2187,

et jusqu'ol tu veux ; ty trouveras que nécessairement tous les termes dans les
champs impairs sont coeeés, mais autres, jamais en aucune facon, et qu'aucun

n'est carrd dans un chamr pair ; et tous les nombres ur nombre de fois égal
&gaux un nombre de fois égal, c'est-a-dire les cubes qui sont étendus en

trote dimensions et qui semblent participer encore plus § 1'Identité, sont
}'ceuvre des impatrs et non pas des patrs :

1, 8, 27, 64, 125 et 716

et ceux qui progressent selon 1a méme loi par un procédé simple et invariable ;
car, une fois exposés les tmpatrs successifs & partir de 1'unité et & 1'infini,
observe ceci : Te premier produit le cube en puissance, Tes deux qui viennent
aprés lui, réunis, produisent le second, les trois qui viennent aprés eux
produisent le troisidme, les quatre oui succddent 3 ceux-1a, produisent le qua-
trigme, les cing suivants produisent le cinquitme, les six suivants, le sixidme ,
et cela toujours.

Note : ecthése : terme d'une progression.
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Texte 19 : Bachet : un probléme plaisant du premier degré.

Claude-Gaspar BACHET, sieur de Mériziac, est en fait le véritable
inventeur du théoréme dit identité de Bezout. C'est Bachet qui dans son ouvrage
" Problémes plaisants et délectables qui se font par les nombres " (édition
de 1624) a présenté pour la premiére fois la solution de 1'éguation en nom~
bres entiers ax + by = c.

Voici un exemple de ces " problémes plaisants ", qui fait justement

intervenir cette sorte d'équation (sachez qu'un sou vaut 12 deniers).

BACHET : Problémes plaisants et délectables qui se font var les nombres.

1624.

X

Il y a 41 personnes en un banguet tant honpizs que Jeninug et
enfants gui en tout dependent’ o sous, mais chague Bomse
Paye 4 sous, chaque femme 3 rouc, chaque enfint § deniers.
Je demande combien iy a dhommes, comlizn de femmes,
cuiibion d'enfanls.
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Texte 20 : FERMAT : un testament.

Le véritable seigreur des problémes d'arithmétique, c'est bien sir
Pierre de Fermat. Comme nous l'avons vu, son oeuvre ne comporte nul traité,
mais des lettres a d'autres savants de son époque, qui contiennent des défis
et des réultats.

Voici un extrait d'une lettre & Carcavi, d'aoit 1659, que Jean
Itard a qualifié de testament de Fermat en matiére de Théorie des Nombres.
Notre auteur y consigne un grand nombre de résultats trouvés ou conjecturés
par lui, les exprimant sous une forme qui appelle quelques explications.

Il commence par la propriété déja vue plus haut (Texte n°11) et
sur laquelle nous ne reviendrons pas.

Puis, un théoréme qui est peut-étre le plus beau de ceux qui
furent formulés & cette époque : tout nombre premier de la forme 4k + 1 est
somme de deux carrés. Par exemple 5 = 22 + 12, 13 = 32 + 22, 17 = 42 + 12;
etc... On pourrait ajouter que cette décomposition est unigue et qu'aucun
entier de la forme 4k - 1 n'est somme de deux carrés.

Ensuite, un résultat intéressant par sa généralité : tout entier
naturel est somme de quatre carrés, certains pouvant &tre nuls.

La guestion suivante pose un probléme de paternité : il s'agit de
1'équation : ax2 = y2 - 1 (ou ax2 = y2 + 1) gue les auteurs anglo-saxons, et
méme certains francails, nomment équation de Pell, et qu'il faudrait appeler
équation de Fermat, puisque celui-ci a proclamé plusieurs fois que cette équa-
tion admet une infinité de solutions entiéres dés lors que 1l'entier naturel
a n'est pas un carré.

" Il n'y a aucun cube divisible en deux cubes " traduit le fait
gque 1l'éguation x3 + y3 = 23 n'admet aucune solution en nombres entiers (ou

: 3
triviales " O3 + 0 = 03 et 03 + 13 = 13 .

"

rationnels) autre que les

On sait que Fermat a affirmé par ailleurs qu'il en était de méme pour 1'équa-

" L1

tion x + yn = 2z" avec n 2 3, mais que ce grand théoréme n'est toujours
pas démontré, méme si 1l'on sait depuis 1983, depuis la démonstration par Gerd
Faltings d'une conjecture de Mordell de 1922, que cette équation n'a qu'un
nombre fini de solutions.

Les deux assertions suivantes portent sur les égquations diophan-
tiennes x2 + 2 = y3 et xz + 4 = y3 , @& résoudre en nombres entiers. Les affir-
mations de Fermat sont exactes, mais il parait difficile de les démontrer en
se bornant a des considérations telles que la descente infinie, qui ne sort
pas du cadre des nombres entiers naturels. Il faut recourir & l'arithmétique

. ; . 2 2
complexe créée par Gauss, qul permet de factoriser x + 2 et x + 4.
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Tout grand homme a ses points faibles, et ce gqui suit va encore

le montrer. Quand il parle des " puissances carrées de 2 ", Fermat envisage

les nombres qui se déduisent de 2 par une suite d'élévations au carré : il

n
affirme donc que tous les nombres de la forme F = 22 + 1 sont premiers
n .

En effet,iyé = 3, {%'= 5,2;? = 17,'32 = 257 TF4 = 65537 sont premiers, mails

Fermat n'a pas vu que(§’5, qui s'écrit avec dix chiffres dans le systéme dé-
cimal, est composé : Euler a prouvé en 1732 quef;g est divisible par 641. A
vrai dire,fyg est composé pour tous les n tels que 5 < n < 19, et pour d'au-
tres valeurs de n. Selon l'opinion la plus répandue aujourd'hui, 1l'ensemble
des nombresfﬁ; premiers est fiﬂi! mais on ne sait pas le démontrer.

La suite du texte se comprend aisément : elle concerne 1'équation
diophantienne (2x2 - 1)2 = 2y2 - 1 , qui a pour seules solutions entiéres
x = 1 et x = 2, mais ceci n'a été démontré qu'en 1883 par Genocchi. Puis enco-
re quelgues diophantiennes, et le tout se termine par une gquestion sur les

nombres polygones, un sujet dont 1'étude remonte & 1'Antiquité (voir texte n°3

§ 3).

FERMAT : Lettre & Carcavi - AoGt 1659.

«s Pour es que les méthodes ordinaires, qui sont dans les
livres, §tefont incuffisentes & démontrer des propositions s
difficiles, je tromvai enfin nne route tout 2 fait singulidre pour
y parvenir,

J'appelal eotte manidre do démontrer la descents infinie ou
indéfinie ; {o ns m'en servis au commencement que pour
démontrer les propositions négatives, comme, par exemple :

Qu'il n'y & ancun nombre, moindre de I'nuité qu'un mul- -

tiple de 3, qul soit composé d'un carré et du triple d’un autre
earré |

Qu'il n'y a aucun triangle rectangle en nombres dont I'aire
eoit un nombre carré.

Le preuve ss fait per réduction & ['absurde en cotte
manidre :

S'il y avait aucan triangle rectungle on nombres entiers
qui efit eon aire égale & un carré, il y aurait un autre triangle
moindre que celui-ld qui aurait la méme propriété. S'il y en
avait un secend, moindre que le premier, qui efit la méme
propriéth, il y en aurait, par un pareil raisonnement, un
troisidme, moindre que ce second, qui aurait In méme pro-
priéid, ot enfin un quairidme, un cinguidme, 2 Pinfini on
descendant. Or est-il qu'étunt doané un nombre, il n'y on a
point infinis en dpecendant moindres que colul-1a (j’entonds
perler toujours des nombres entiers). D’od on conclut qu'il
est donc impossible qu'il y ait aucun triangle rectangle domt
Paire soit carrée.

On infére do & qu'll n’y en a non plus en fractions dont
Paire soit carzée ; eaz, o'il ¥ en avait on fractions, il y en aurait
en nombres eatlers, co qn?no psut pas 8tre, comme il se pout
prouver par la descente.

Jo n'ajoute pas la raison d'odt 'infdre que, ¢'il y avait un
triangle reciaugle do cetie nature, il y en aursit un autre de
mémo nature moindre que le premier, perce que le discours
en serait trop long et que c'est 12 tout le mystére de ma
méthode. Jo serai bica aise que les Pascal et les Roberval ot
tant d'autres savanta la cherchent sur mon indication.

Je fus longtemps sans pouvoir appliquer ma méthode aux
questions affirmatives, parce que le tour et le bisis pour y
venir est beaucoup plus maleisé que celui dont je me sers aux
négatives. De sorte que lorsquil me fallut démontrer que
sout nombro premier, qui surpasse de I'unité un muliiple ds 4,
est composé ds deu carrds, je me trouvai en belle peine. Mais
enfin une méditation diverses fois réitérée me donna les
lomisres qui me manguaiont, ot les questions affirmatives
passdront par ma méihode, & I'side de quclques nouveaux
principes qu'il y fallut joindre par nécessits, Ce progrds de
mon raisonnement en ces questions affirmatives est tel : ol
un nombre premier pris & di on, fqui sorpasse de l'unité
an multiple de 4, n'est point composé do deux carrés, il y
sura on nombre premisr de méme natare, moindre que le
donné, et ensuite un trolsldme encore moindre, ete., en descon-
dent & Pinfini jusques b co que vous arrivies au nombre 5, qui
est la moindre de tous ceux de cstte nature, lequel il e’ensui-
vrait n'8tre pas compesé do deux carrés, co qu'il est pourtant.
D’on on doit inférer, par Is dédustion & Iimpossible, que tous
ceux de oetts mature semt, per concéqesnt, composés do denx
carréa.



Il y a infinles questions de cotte capbos, mals il y en &
quelques autres qui demandent dez nouveaux principes pour
y appliquer la descents, et la recherche em est quslquefois of
malsisée quon n'y peut venir qu'avec une peins extréme.
Telle oat la gquestion suivants quo Bachet eur Diophante avous
n'aveir jamais pu démoantrer, sur Is sujst do laquelle M, Des~
cartes feit dans une do sea lottres la méme déclaration, jusque-
1a qu'il confesse qu'il la juge of difficlle qu'ill ne voit point do
vole pour la résoudra.

Tous nombre est carrd ou compoed do doux, do trols ou ds
quatrs carrds.

Je I'al oufin rangée sous ma méthods ot js démontre gus,
ol un nombre donné n"était point de cetts nature, i y an sursit
un meoindre qui ne le serait pas non plus, puls un troisidme
moindre quo le second, ete., & I'infini; d’odt Yon infire que
tous les nombres sont de cotte nature.

Celle que §'avails proposée & M. Frenicle et autres eet d°aussl
grande ou méme plus grande difficulté : Tout nombre non
carré est de telle nature qu'il y & infinis carrés qui, multipliant
ledit nombre, font un carré moins 1. Jo la démontre par la
dszcente appliquée d’une manidre toute particulidre.

J'avoue que M. Frenicle a douné diverses solutions partd
culidres ot M. Wallis anvssi, mais la démonstration générals
se trouvera par la descongs dment ot proproment appliquée :
ce que jo lour indique, efin qu'ils sjoutent la démonstration
ot construction générale du théordme ot du problime aux
solutions singulidres qu'ils ont données,

Jai ensuite considéré certaines questions gul, bien
négatives, ne restent de recevoir trds grande difficults, la
méthode pour y pratiquer Ia descents 6tant tout & fait diverse
des précélentes, comume il sera aled d’éprouver. Telles somt
les sunivantes :

Il n’y @ aucun cubs divisible en deuz cubas.

I n'y o gu'un seul carvd on entisrs qui, vugmentd du binaire,
Sfasss un cubs. Le dit carrd est 25.

I n'y a que doux carrds en entisrs, lesquels augmentés do 4,
Jascant un cubs. Les dits carrds sont 4 et 121.

Toutes les puissancer carrdos do 2, eugmentfes da Funitd, eons
nombres premiers.

Cotts derniire questlon est dune trde subtile ot trds lngé-
nieuse rocherche ot, blsn gu'ells soit congue affirmativernent,
olls est négative, puisqus dire qu'un nombre est premier, o'est
dire qu'il ne peut &txe divieé par susan nembse.

Je msto en oot endroit is question enivante dont §'ai envoyé
le démonstvation & M. Frenicle, aprds qu'll m'a avoud ot
qu'il & méme témolgné dans son Ecrit imprimé qu'il n’a pu
Ia wouver 3

B o'y o quo les dous nombres § o8 7 qui, &ant moindres de
rw'ﬁ:‘n double carvé, fossent un carré ds méma nature,
e'est-b qui soit molndre do I'unitd qu'un double carré.

Aprds avolr coura toutes ces questions, la plupart de
diverse nature ot de différente fagon de démontrer, J"al passé
2 Pinvention des rigles générales pour résondre les équations
simples et doubles du Diophante,

On propess, par exemple,

8Q + 7967 égaux b an carrd

Jal une r&ﬁe géunérale pour réscudre cette dquation, si

elle eat poseible, ou déoouvrir son iruposalbilitd, ot alnsi en

tona lew oas ot en tous nombres tant des carrds que des unités.
On propese cotte dquation doubis ¢

2N + 3 ot 2N 4 5 fgaux chacuon A un carré

Bachet ze glorifie, en see Commentaires sur Diophants, d'avoir
trouvé une riglo en doux cas particuliers ; jo la donne générale
en touts sorte de cas et détermine par el ollo est possible
ou non.

J'ai cnsuite vétabll In plupart des propositions défectususes
de Diophents et j'al fait celles gue Backet avoue me savoir
pas et in plapart de colles suxquelles il paraft que Diophents
méms a héeité, dont jo donneral des preuves ot des exemples
& mon premier loisir.

Javoue que mwon iovention pour découvrir sl un nombre
donné est pramier ou non n’est pas parfaite, mais §'al beauconp
ds volos et de méthodes pour réduire le nombre des divisions
et pour los diminuer beaucoup en abrégeent le travail ordi-
paire. & M. Frenicle baillo oo qu’il 8 méditb Ia-dessus, j'estime
que o oarm Un sesours trie considérable pour les savants.

La question qui m's cocupé cane gue §'ais encore pu trouver
wacane wivtien o5t bn suivante, guw est la dernidre du livre de

i e H
manidres un pommbre dooné pout

ygoue.
hpgaw do Diophante $tant corrompun, nous ne pouvons
poa deviner sa méthode ; colle de Bechet no m'agrée pas et

elfe ost trop difficlle sun grends nombres. J'en el blen trouvé
une meilleure, mais ollo ne me eatisfait pus encore.

Il faut chercher en suite de cotie propesition Ia solution
du probldme suivant :

Trouver un nombre qui sois polygons cutant ds fois e nom
plus qu'on voudra, et trouver is plus paetit de coux qui satigfors
8 la question.

Voil2 sommairoment lo compte de mes réveries sur I sujet
den nombres. Je ne I'ai écrit gua parce quo j'appréhende que
lo loisir d’6tondre ot do mettre au long toutss ces démonstra-
tione ot cos méthodea me manquers ; en tout cas, cotte indi-
cation servira Aux savants pour trouver d’euz-mémes ce que
ge n'étonds point, principalement ei B{M. de Carcavi ot Frenicle
eur font part de quelques démonstrations par la desconte que
je lour si envoyées sur le sujet do quelques propositions nége-
tives. Et pout-dtro la poetérith me saura gré de lui avoir fait
connafire que les Anclons n'ent pas tout su, ot ecotte relation
pourra paseer dans I'esprit de coux qui viendroat aprds mol
pour traditio lampadis ad filio. Doomme perle lo grand Chance-
lier d’Angletorro, suivent lo sentiment ot I devise duquel
j'ajouterai ¢

Multi pertransibunt o8 augebisur seisntia,

(1} La transmission du flambeau aux aénérations suivantes.

(2) Beaucoup iront au deld et la science sera augmenté.

Note

N désigne chez Bachet, le nombre inconnu et Q son carré.




Texte 21 : Collatz : le orobléme de Syracuse.

Contrairement & une opinion répandue, les mathématiques ne sont
par arrétées, elles comportent encore bien des problémes ouverts, que nul ne

salt résoudre. Leurénoncé est parfois fort simple. En voici un exemple, con-

nu sous le nom de " Probléme de Syracuse ".

Quand il était étudiant, L. Collatz demanda si la suite définie

par : a = an/2 (an pair), a = 3a + 1 (an impair) a une structure d'ar-

n+1 n+1 n
bre, mis & part le cycle 4, 2, 1, 4, ... (voir figure), c'est-a-dire que,

partant d'un entier positif a,, il existe une valeur de n pour laquelle a = 1.

1
. g sies . C e ~ 9
Ceci a été vérifié pour tous les entiers a1 inférieurs & 10° par D.H. et Emma

1
Lehmer et J.-L. Selfridge, et par d'autres jusqu'a 7 x 101 .

RICHARD K. GUY : Unsolved problems in Number Theory (1981).
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7 - POUR EN SAVOIR PLUS.

En général.
1) Arithmétique et théorie des nombres, J. Itard.
Que sais-je ? n° 1093.
2} Les nombres et leurs sytémes, A. Warusfel.
Points Sciences S 21, Seuil.
3) Les nombres remarquables, F. Le Lionnais.

Hermann (Anatolius revu et augmenté !).

Sur les nombres premiers.

4) Les nombres premiers, J. Itard.
Que sais-je ? n°® 571.
5) B nous les grands nombres premiers, H. Cohen.
dans La Recherche n°® 135, juillet-aolt 1982.
(Nouveaux algorithmes pour calculer des nombres premiers & 1l'aide de
1'informatique.)
6) Cryptograpvhie publique, A. Bouvier.
dans Bulletin de 1'APMEP n°® 336, décembre 1982.

Sur les nombres décimaux.

7) Vers une épistémologie des décimaux, M. Abdeljaouad.
dans Fragments d'histoire des mathématiques, brochure APMEP n° 41.

8) Introduction du calcul décimal et du sytéme métrique dans la région de
Rouen pendant la Révolution.

IREM de Rouen, juin 1979 et la Rigueur et le Calcul, CEDI 1982.

Sur le grand théoréme de Fermat.

9) Historique du dernier théoréme de Fermat, P. Ribenboim.
dans Fragments d'histoire des mathématiques.
Brochure APMEP n° 41.
10) Le grand théoréme de Fermat, H. Edwards.
dans Pour La Science n° 14, décembre 1978.
Une enigme mathématique : le dernier théoréme de Fermat, Th. Got.
dans Les Grands Courants de la Pensée Mathématique. Le Lionnais,

Blanchard 1762.

Sur la loi de réciprocité quadratique.

11) Histoire d'un théoréme d'arithmétique : la loi de réciprocité quadratique,

R. Cuculiére. IREM de Paris-Nord, 1980.

Sur les nombres transcendants.

12) Les victoires de la transcendance par M. Waldschmitt et J. Vélu.

dans La Recherche n° 84, décembre 1977 (sur les traces de Diophante).



ARITHMETIQUE.

LISTE DES NOMS CITES . (Une étoile figure & co6té de ceux pour lesquels figure

un texte, un extrait, ou une illustration ; les autres noms figu-

rent dans les commentaires ou dans les textes eux-mémes))

Al Kasi
Anatolius
Bachet
Bezout
Boéce
Bonfils
Carcavi
Collatz
Diophante
Erathosténe
Euclide
Euler
Fermat
Frege
Frenicle
Gauss
Genocchi
Girard
(Guerd Falting)

(Guy)

Hankel
(Itard)
Kant
Legendre
(Lehmer)

Leibniz

"Mordell

Nicomaque
Pascal
Peano
Pell
Poincaré
Pythagore
Roberval
(Selfridge)
Stevin

Viéte







BIOGRAPHIES.

ANATOLIUS D'ALEXANDRIE. (ITIé& siécle aprés J.C.)

Philosophe converti au christianisme. Ecrivit notamment une

Introduction & 1'Arithmétique, aujourd'hui perdue. Il nous reste de lui divers

fragments sur les nombres, surtout ce qui est cité dans un livre du Pseudo-Jam-
blique. Ces textes sont intéressants comme témoignage sur l'arithmologie des
Anciens ; il est difficile de savoir ce qui remonte véritablement aux Pytha-

goriciens ou & Pythagore lui-méme, qui vivaient sept ou huit siécles plus t&t,

et sur lesquels nous n'avons que des informations trés indirectes et trés pauvres,

dans des textes tardifs, et composites (cf. Walter BURKERT, Lere and Science in

ancient Pythagoreanism, Harvard U.P. 1972).

NICOMAQUE DE GERASE. (IIe siécle aprés J.-C.).

Originaire de Gérase, ville de Palestine, il a d3 mourir en
196 aprés J.-C.. Il était connu pour ses talents d'arithméticien et son oeu-
vre se situe aux confins de la philosophie et des sciences. Ses oceuvres écri-
tes en grec ont été traduites et commentées en latin et en arabe ce qui leur

a assuré une grande diffusion.

FREGE Goltlob. (1848 ~ 1925).

Mathématicien et logicien Allemand. Né & Wismar, professeur &
Iéna, il a surtout travaillé sur les fondements de l'arithmétique et a crée
un langage formalisé, origine d'autres travaux sur la logique formelle dont

il est un des précurseurs.

PEANO Giuseppe. (1858 - 1932).

Mathématicien et logicien italién. Né a Cuno, professeur é‘Turin,
il a surtout travaillé sur le calcul différentiel et intégral, les fondements
des mathématiques, et la linguistique. Dans ces trois domaines, il est resté
célébre par 1'exemple d'une courbe qui remplit toute l'aire d'un carré, une axio-

matique de N, la création d'une langue internationale : 1'Interlingua.

POINCARE Jules Henri. (1854 - 1912).

Mathématicien et savant frangais. Né & Nancy, il fut sans doute
le mathématicien le plus célébre du début du XXe siécle et un savant universel
dont 1'oeuvre est importante dans de nombreux domaines des mathématiques, mais
aussi en mécanique, astronomie, physigue mathématique et philosophie des scien-
ces. Ses ouvrages dans ce dernier domaine sont facilement accessibles. Il fut

aussi Un précurseur de 1' intuitionnisme.







