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AVERTISSEMENT

Cette brochure se compose de plusieurs parties gue nous avons

présentées dans un certain ordre.

1 - Pour réfléchir................ Ceeseaeaans v eereentaaae B 5
2 - Pour changer : des propoSitions .................ooooo. ... p 37
3 - Pour douter : points de départs pour démontrer............. o) 75
4 - Pour apprendre & démontrer : exercices et organigrammes- - - - - p 91
5 - Pour conjecturer et enrichi¥ : O C D E -vecercrnnnnnnenunn.. p 205

L'intégration de la démonstration dans, des activités géométriques.
6 - Pour ne pas conclure : recherches & VONIr «c-eeeverecennecns p 239

7 - Bibliographie et programme de la classe de 46me. -«vvvnnv... .. p 251

Mais cet ordre n'est pas un ordre de lecture ; chaque partie
se veut autonome et donc la lecture est plurielle : le lecteur peut com-
mencer n'importe ofi, ne lire gqu'une ou plusieurs parties..... chaque partie

comporte son propre sommaire.







PREAMBULE

"Je passai aussi parn £'Institut de Mathématiques, oil Le maitre
sutvalt une méthode d'enseignement que tout Europten jugerait presque
Anconcevable. On Eerlvait sur des gaufrettes, avee une encre composiée
de suc encéphalique, Les théondmes et Leun démonstration. Les dfudiants
devaient consommer ces gaugrettes & jeun ef ne rien prendre ensulfe
pendant thois jouws que du pain et de £'eau. la digestion 4aite, Les sucs
montaient au cerveau et y amenaient avec eux Le théondme. Cette méthode
n'étalt pas encore considénde comme infaillible, en paritie & cause
d'erewrns qui 5'etalent glissdes dans Le Quantum, ou joumule de composd-
ton, en partie a cause de L'indiscipline des écoliens. Car ceux-oi thou-
vent géneralement Le cachet si infect, qu'ils Le recrachent en cachette
ou Le vomissent avant qu'il ait agi, et on n'a pas pu encore Les persuaden
de se soumettre & La Longue abstinence prescrite.”

Extrait de
" Les voyages de Gulliver"

de J. SWIFT.







PARTIE 1

POUR REFLECHIR







PARTIE |

POUR REFLECHIR

"Ma conclusion est done qu'il faut cessen d'enseigner une géo-
métrie qu'on ne 4'est pas donné Le droit d'appliquern & La néalits.
La geometnie qu'on enseigne est une géométrnie tronquée, parce que nédui-
e a sa partie axiomatique. 1L faut, sans Y consacren Longtemps, pronon-
cen Les moils nieessaines pour que Les BLaves aient entre Lok mains une
géometrnie applicable, une géométrie totale.

On peut tirer une autre conclusion pédagogique de ce qui pré-
cede. Puisqu'une géométrie totale ne peut se dispensen d'avoir recounrs
a L'experience, pourquoi hdsiter, pour Les débutants, a eviter Les démons-
trations Longues ou délicates, en Les remplacant par des expériences
ou des intuitions. Les enfants trouvent Lewrs principales difiicultss,
non pas dans Les chainons successifs des démonstrations Logiques, mais
dans La compréhension de La nécessitd - de demonzae& centaines propositions
qui Lewrn paraissent gvidentes. (...). Qu'on retarnde La démonstration de
certaines asserntions géométrniques fusqu'au moment ol £'éL3ve 4 "apercolt
qu'elles ne sont pas Logiquement duidentes. Et que, d'autrhe part, on
aklege Les courns en deémontrant expérimentalement d'autres assentions qui
ne sont pas evidentes, mais dont La démonstration est compliquée.

On powrrait m'objecter que ces voeux sont difficiles a thaduire
dans un enseignement néel. J'ai cependant eu entre Kaé mains, verns 1920,
des ouvrages anglais qui adoptaient cette facon de p&ocede& (mélange de
Logique et d'expeérience), dans Le méme pays ot La tradition d'un enseigne-
ment exactement conforme & L'exposition d'Euclide est nesis £e plus Long-
Lemps en faveun.

Serait-AL possible que Les commissions, officielles ou o44icieu-
ses, qui s'occupent de La réfonme des programmes, Eiennent compite de
ces néplexions, néflexions dont nous avons £iré deux applications distine-
tes dont peut-eirne certains qui repousseraient £'une accepteraient £'autre."

Maurice FRECHET

(Dans bulletin APM n°® 125 en ...... 1948).
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1 DES CONSTATS

Constat 1 - Les éléves ont des difficultés en géométrie alors qu'en algé-

bre professeurs et éléves ne se plaignent pas en général.

Pourquoi ? Pourquoi les professeurs éprouvent-ils plus de difficulté a
enseigner la géométrie que 1'algébre ?

Quelles différences y a-t-il entre l'enseignement de la géométrie et celui
de l'algébre ?

Risquons des hypothéses.

En algébre il est demandé aux éléves d'acquérir des algorithmes,des méca-
nismes. L'enseignant fait peu de cours magistral, par contre beaucoup de
temps est passé & la résolution d'exercices. Ces exercices nécessitent

toujours une méme méthode ou une méme formule. Exemples : calculs sur les

fractions, équations, identités remarquables.

En géométrie les éléves passent trop souvent leur temps & copier un cours
magistral ou & regarder le professeur faire des acrobaties intellectuel-

les pour résoudre des problémes et les démontrer.

Exemple d'acrobatie intellectuelle vue dans un manuel.

Démonstration du théoréme : les hauteurs d'un triangle sont concourantes.

¥

Tragons le triangle A'B'C' "double"

de ARBC , les hauteurs de ABC sont

les médiatrices de A'B'C'

Or les médiatrices d'un triangle sont
concourantes donc les hauteurs de

ABC le sont.

Al

Ce théoréme présenté de cette fagon n'est-il pas un tour de prestidigi-

tation aux yeux des éléves ? (voir bibliographie (1) ).

Le temps passé 4 copier, & regarder c'est autant de temps de perdu pour
1'apprentissage* des éléves. Pour s'en convaincre il suffit de comparer
le temps d'apprentissage des éléves en algébre et en géométrie.

D'autre part contrairement & l'algébre les exercices sont trés divers

en géométrie ; on n'a pas pour une méme question une méthode générale.
Les éléves doivent s'adapter a chaque situation. (En général il n'est pas

donné de méthode).

* Par"temps d'apprentissage des éléves" on entend temps ol 1'éléve

apprend lui-méme & résoudre des problémes.




Exemple : Voici une liste d'exercices (niveau 4éme - 3éme) ayant trait

& l'alignement de points.

Exercice 1 : A,B et C sont trois points d'une droite D. O est un point
\ . . =
A \\ B cr du plan qui n'appartient pas a D.
Trace A' B' et C' les symétriques de

O par rapport & A, B et C.

a\ C Observe A'B' et C'.

Démontre ta conjecture.

Exercice 2 Place les points A,B,C tels que AB=3 AC=8 BC=5 1'unité

étant le centimétre. Que peux-~tu dire ?

Démontre-le.

Exercice 3 ABCD est un rectangle, O un point de [BD] .
E et J sont les projections orthogonales de O sur (AB) et
(CD) .

Observe O, E et J. Démontre,

Exercic§_§ Soit ABC un triangle. Place PQ et R tels que :
. P&[BC] et PB =2 PC
. gel[ac] et on=qC
. R appartient & la demi droite d'origine A ne contenant
pas B tel gque RB = 2 RA.

Observe P, Q et R. Démontre.

Exercice 5 ABCD est un parallélogramme. Construis E et F tels que
ADBF et ADEC soient des parallélogrammmes.

Observe B,C,E et F., Démontre.

Exercice 6

o)
o]
by



Soit ABC un triangle. Une droite D coupe le segment
[AB] en P, le segment [AC] en Q et (BC)en R.

Construis A', B' et C' tels que PQA'P ; RCOC' et PBRB'
soient des parallélogrammes.

Observe A'B' et C'. Démontre.

Exercice 7 TOC est un triangle. La médiatrice A de [TC] coupe OC
= en J . Soit O' le symétrique de O par rapport
a A . Observe 0'JT et T.

o 4/ IJ'// Démontre.
KOt N
Exercicé‘8 ABCD est un rectangle, M est un point de (AC).
B B' est le symétrique de B par rapport & M.
f\\\ P E et F sont les projections orthogonales de B'
c M sut AD et DF.

Observe E, M et P.

Démontre. : ;
1 B!
Exercice 9 RACE est un parallélogramme.
R, K, G, F et L sont tels que :
— —
RLL = 4 RA
- P
EF = 3 EC
—_— ——
AG = 3 AC
— —
RK = 4 RE

Observe K,G, F et L.

Démontre.




>
Exercice 10 soit (0, i, j) un repére du plan et A (3 ; -1) B(l ; 1)

C(-2 ; 4). Démontrer que A, B, C sont alignés,
ou soit £ : R — R

X 3 -x + 2

Tracer la représentation graphique (d) de f dans le repére

> >
(0, i, j). Prouver que A, B, C sont sur (d).

A travers ces dix exercices d'alignement combien de méthodes de résolution

différentes peut-on trouver ?
En conclusion : Pourquoi ne pas faire en géométrie comme en algébre ?

- définir le type d'exercice que l'on veut que les éléves sachent résoudre.

- mettre en oeuvre un réel apprentissage, c¢'est & dire, un nombre suffisant

d'exercices pour que l'élédve voit comment s'y prendre, acquiére une méthode.

. Constat 2 - Les éléves ne savent pas s'y prendre et éprouvent des diffi-

cultés & faire une démonstration. Peu y arrivent :

c'est un constat fréquent.

On peut essayer d'apporter guelques éléments de réponse a ces
deux questions.
a) Le temps d'apprentissage de 1'éléve est réduit en géométrie puisque

c'est souvent le maltre qui opére. (constat 1).

b) L'éléve ne posséde aucune méthode de recherche pour résoudre des exerci-

ces de géométrie.

¢) Comment corrigeons-nous trop souvent les exercices et problémes K
On part des hypothéses et on aboutit logiquement & la conclusion :
c'était évident !
On cache a nos éléves toute la partie heuristique soit parce que 1l'on
n'est pas capable d'expliquer sa méthode de recherche soit parce que
l'on ne sait pas comment on trouve la solution : c'est le flair ou
1'habitude. Il faut "voir" , c'est"l'esprit de finesse", l'intelligence.

On n'apprend pas & raisonner, & &tre logique : on l'est ou onne l'est pas

Exemple : Construire un trianglequand on connait les longueurs des trois
médianes. (Ce n'est pas un exercice pour un éléve de 4éme)

(Cf. Polya p.12 "A la découverte des maths T.1.)



Résg}ption classique : Je trace un triangle et ses trois

médianes qui se coupent en G.

Soit D 1le milieu de [AG]. Le triangle
DGC' a des dimensions connues donc
peut &tre construit.

ABC peut alors &tre construit & partir

de DGC'

~C
B Al
Commentaire : c'était évident seulement il fallait penser au point D.

Mais pourquoi s'intéresser & D ?

Comment 1'auteur de la démonstration s'est-il intéressé & D ? Pour celui
qui veut apprendre & démontrer c'est le fait fondamental. Or dans nos cor-

rigés c'est ce point 13 qui manque le plus souvent.

Autre résolution

Je veux construire un triangle. Il faudrait par exemple connaitre
les longueurs de ses 3 c¢dtés ou 2 cdtés et angle....
Est-ce que je peux,connaissant les longueurs des 3 médianes,déterminer

les longueurs des 3 c6tés ou de 2 cdtés et la mesure d'un angle etc...

Pour cela il faut tracer une figure, - observer la figure et conjec-
turer.

Si je sais construire A'B'C' alors je sais construire ABC et le
probléme est résolu. Mais peut-on tracer A'B'C' ?

En fait si j'arrive 3 construire un triangle avec des points de la
figure j'ai des chances de résoudre le probléme.

Que connait-on ? GA , GA' , GB' r GC' , GC . Le point D est alors
d notre portée.

Pour résoudre ce probléme en fait on est parti de la conclusion et on
essaie petit a petit de trouver des situations plus faciles a démontrer

qui permettent d'arriver i la conclusion.

Avec quelle résolution apprend-on le plus & démontrer ?

- Constat 3 - Inutilité de nombreux théorémes du cours dont on ne se sert

jamais.
Les &léves hésitent devant le fatras de définitions et de théo-

rémes gui pour la plupart ne sont pas opérationnels dans les démonstrations.
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Exemple : Rien dans les manuels ne différencie les définitions et les
théorémes opérationnels des définitions et théorémes accessoires.
Tous ont le méme statut (encadrés ou coloriés de la méme fagon).

Vu dans un manuel encadré de la méme fagon.

- Les demi-plans ouverts de frontiéres A sont convexes.

~ Considérons une droite A quil ne passe par aucun des points BQ et R.
Si A coupe un des 3 segments [PQ] [QR] et [RP] alors A en coupe
2 et 2 seulement.
D'autres énoncés de ce type sont dans ce méme manuel et ont le méme
statut (dans umnrectangle rose) aux yeux des éléves que des énoncés opé~
rationnels :

- la médiatrice de [A,B] est 1'ensemble des points égquidistants de A et
de B

- un quadrilatére est un losange si et seulement si ses diagonales se

coupent & angle droit en leur milieu.

i
Essayer de compter le nombre de théorémes figurant dans votre manuel :
Vous serez surpris de voir ce qu'il faut ingurgiter. S'il s'agit d'appren-

dre aux éléves & faire des démonstrations - et non d'exposer des mathéma-

tiques - alors i1l faut faire un tri.

. Constat 4 ~ Pour faire de l'axiomatique on fait table rase des connais-~

sances antérieures des éléves.

Or les réflexions des éléves le montrent : un gfand nombre des théo-
rémes et définitions du cours de géométrie des figﬁres de 4éme sont connus
des éléves de 6éme et 5&me : les &élé&ves ne voient pas la finalité d'une
nouvelle formulation (axiomatique) de ces connaissances, et ont 1l'impres-
sion de perdre leur temps. Et le professeur aussi, vu l'enthousiasme mani-

festé par les éléves.. !

. Constat 5 - Les éléves ne voient pas quand il faut démontrer . ne voient

pas l'utilité de la démonstration .

a) Par un exposé axiomatique (voir constat 4) les éléves sont
contraints de démontrer ce qu'ils savent déja. Ils finissent par ne plus
discerner ce qu'ils savent de ce qu'ils ne sont pas censéssavoir, par
suite, ne voient plus quand il faut démontrer ni 1'utilité de la démonstra-
tion.

b) Quels sont la motivation et 1'intéré&t de certaines démonstrations

présentées aux éléves ?
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Exemple vu dans un manuel de 4éme

Soit dans le plan P une droite 5) et un point A n'appartenant
pas a 2.

Démontrer gu'il existe au moins 2 droites de P passant par A.
Les éléves ne pergoivent-ils pas alors les mathématiques comme

des élucubrations ?
¢) Quelle part fait-on & la conjecture, au doute ?

(voir les parties 3 et 5 " Pour douter” ; "Pour conjecturer et

enrichir").

L2 doute, la conjecture sont les points de départ de la démonstra-
tion : démontrer c'est prouver & l'autre que sa conjecture est vraie.
On aura l'occasion d'yv revenir plus loin (voir "Preuve et démonstration
au collége" N. Balacheff - Revue Recherches en didactique des mathéma-

tiques vol. 3.3 1982).

d) Des difficultés d'ordre psychologique existent.
13
L'émergence de la pensée formelle se fait progressivement a partir

de l'adolescence:

Verns 9-10 ans, La conservation du polds est par contre admise, en
vertu des mémes raisonnements que celle de La matitre, mais celle du volume
est encore nide avant 11-12 ans, et en vertu des aalsonnements LAntultifs
inverses | Bilen plus, Les séniations, Les compositions d'égalite, efc...
suwlvent exactement Le méme ondre de développement : a § ans, deux quantités
de matiene égales & une thoisdlime sont Egales entre elles, mals non pas
deux poids (indépendants de La perception du volume, L va de s0i) ! Etc.
La naison de ces décalages est naturellement & chercher dans Les caractenes
Antuitifs de La substance, du poids et du volume, qui gacilitent ou relar-
dent Les compositions opératoires : une meme 4oame Logique n'est done pas
encone, avant 11-17 ans, Andépendante de son contenu concref....

On, La comstitution des opbrations formelles, qui débute vers 11-12
ans, nécessite également toute une reconstruction, destinie a thansposen
Les groupements "concrets" swr un nouveau plan de pensée, et cette recons-
twetion est caracténisde par une seile de décalages verticaux.
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La pensée formelle 4'épanouit durant £'adofescence. L'adolescent,
par opposition & L'enfant, est un individu qui néfléchit en dehons du
présent et dlabore des thornies sun toutes choses, se plaisant en particu-
Lien aux considénations inactuelles. L'enfant ne réfléchit au contraire
qu'a £'occasion de R'action en couwrs, et n'élabore pas de théories, meme
54 L'observateun, notant Le netourn périodique de rBactions analogues,
peut discernen une systématisation spontanie dans ses idées. On, cette
pensée néfléchie caracténisitique de £'adolescent prend naissance des
11-12 ans, a parntin du moment oll ée sufet devient capable de railsonnenr
de maniene hypothético-déductive, c'est a dire sur de sdmples assomptions
sans helation nécessairne avec La néalité ou avec fLes choyances du sufet,
et en se fiant & La néeessité du raisonnement Lui-méme (vi formae), par
opposition @ L'accond des conclusions avec L'expirience.

PIAGET "La psychologie de l'intelligence".
Armand Colin 1967 , p.157-158.

Constat 6 - Les éléves ne savent pas isodler les hypothéses, mélangent

hypothéses et conclusion ? Ils ont du mal & rédiger une

démonstration.

"a) La solution 3 ces problémes déborde le cadre de l'enseignement des
mathématiques. En effet les &léves lisent mal et analysent mal un texte.
Peut~&tre sommes-nous responsables en donnant des textes d'énoncés peu
compréhensibles pour des éléves de 13 & 15ans*. Ces difficultés pourraient
s'aplanir si un travail efficace était effectué avec les professeurs de

lettres.

b) Le mélange hypothéses~conclusion peut aussi étre de notre faute
si nous introduisons trop tdt (doit-on le faire en 4é&me ?) des raisonnements
sophistiqués).

Exemples: _
- Démonstration par contradiction

Soient D, D' et D" 3 droites. Démontrer que si D/ D' et D'/ D"
alors D/ D" .

% Un travail de réflexion a été amorcé dans un groupe de Formation Continue

en 1982/83.
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~ Vu dans unmanuel (c'est la premiére démonstration en géométrie de ce manuel),
Soit (A,B) un bipoint de A . Désignons par a l'abscisse de A
et b l'abscisse de B . Cherchons si un point I de A existe tel

que IA = f§~(1).

Démonstration : On a AI = x ~ a IB = b - x 1'égalité (1) est équivalente
X ~-a = b -x
a+b
2 So—
Il résulte qu'il existe un point I unique tel que AI = IB.

a
d'o

o]

x k-l

Commentaire : Quand on dit : "on a AT = x - a ....

c'est donc que I existe. Aux yeux des éléves que veut-on montrer ?

ou sont les hypothéses ? ol est la conclusion ?

. D'autres constats

- Ne sommes-nous pas, par notre enseignement, responsables de certaines
difficultés :
a) - en privilégiant le contenu du Programme par rapport aux attitudes
mathématiques de 1'éléve. Ce que l'on retrouve de maniére trés pronon-
cée dans 1l'évaluation : on évalue des connaissances et non des atti-

tudes (conjecture, critique d'une démonstration....)

b) - En faisant une trop large place & l'axiomatique en premier cycle.
L'axiomatique est-elle compatible avec un apprentissage de la démonstra-
tion ? Comment montrer & des éléves de 4éme que les résultats qu'ils
connaissent résultent d'un pétit nombre d‘axioﬁes alors qu'il ne sa-
vent pas ce qu'est une démonstration ?

En faisant de l'axiomatique n'est-on pas conduit & démontrer des résul-

tats évidents aux yeux des éléves ?

c) - En n'étant pas toujours conscient du niveau de rigueur demandé aux

€leves (Voir partie 6).

d) - En n'étant pas toujours conscient des implicites et sous-entendus

dans les textes posés, dans les démonstrations proposées.

Exemple d'algébre

. Résoudre dans &£ 2x + 3 » O

Commentaire : s'agit-il de résoudre dans [R et de donner les solutions
dans ZZ (c'est, nous pensons, ce qui est sous-entendu) ou de résoudre ef-

fectivement dans 2Z_ c'est i dire :

\
i
[

2x + 3 20 &=> 2x » - 3 d'od x
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Exemple de géométrie:

Soit ABC un triangle, I, J et K 1les milieux de AB , AC
BC; I J coupe la droite AK en 'M, etc....

Se pose-t-on la question de savoir si M existe ?

Combien d'exemples de ce type rencontrons-nous ?

Ce qui n'empéche pas de trouver dans les manuels ce genre de

texte :

D et D' sont paralléles A est perpendiculaire & D en A.
Montre que D' et A sont sécantes.

Qu'en penser ?




2 A PROPOS DE LA DEMONSTRATION

a) Qu'est-ce que démontrer ?

Larousse encyclopédique :

Démonstration : raisonnement par lequel on établit la vérité d'une propo-

sition.

Raisonner : faire usage de sa raison.

Démontrer est-ce convaincre ? Convaincre est-ce démontrer ? Si convaincre

est synonyme de démontrer que penser des exemples suivants :

Exemple 1
+
.Démonstrations de 1 + 2 + .... + n = E:ii%~—~ll

a - soit la propriété définie sur lN"par: n vérifie P si et seule~-
ment si
n (n+ 1)
2
- 1 vérifie P

- 8i n vérifie P , n o+ 1 1le vérifie aussi

+
14+ 2+..+n+ (n+1) = .r_l_LYZL_t_l_)+(n+1)=(n+1)2 (n + 2)
donc : o nemN* , n vérifie P .
b - un dessin
1T [ n
n -1

2
) =

n CTTT T T _aL’l”_"j t

ainsi 2 X(1 + 2+ ... n) = nx (n+ 1)

Quelle "démonstration" convainc le plus ?
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Exemple 2 : Démonstrationgdu théoréme de Pythadore.

On découpe le carré B

\\\ suivant Bl B2 B3 B4

/ En disposant correctement
B1 ’ B2 ’ B3 B4 et A
on obtient le carré C

(Voir Mathématiques dans la

réalité Cédic).

C On suppose connu le rapport de

projection orthogonale et sa

symétrie

c(p, D') = C(D', D)

C
A
N4
\\ “,
B / 3
1 /(Q
N
B4 -
D
o
BA = ¢ BC Jlon ﬁﬁ
BH = ¢ BA
CA=m CB 4ion HC =
CH = CA

on déduit BH + HC =

c'est & dire 1 =
BA
Or ¢ = E: m =
BC C
2
2 2 AB  + AC
c +m = 5
BC

=

Bl

o]

fw]
=]
|

BC ot c¢ = c¢ (BC, BA)

= ¢ (CA, CB)
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LA

On dispose un triangle (A' B C') de mémes dimensions que(ABC) (voir figire)

e M
L'angle CBC' est droit car mes(égﬁ) + mes (BCA) = 90°
l'aire du trapéze C A A‘C! est :
2
5 (AB + AC)
c'est aussi :

Aire (ABC) + Aire (CBC') + Aire(BA'C")

~

cette quantité est égale a

%~ BA x BC + %~x BCXBC' + %~ BA' x ¢C'a'
d'ol
1 2

2
5-(AB + AC) = BA X BC + %— BC
c'est a dire

AB2 + AC2 = BC2 .

Quelle démonstration parait la plus convaincante aux yeux des éléves ?

b) Quelques formes fréquentes de raisonnement

S que l'on peut rencontrer dans

le premier cycle.

1 - Exploration cas par cas

2 - Usage du contre~exemple

3 - Raisonnement direct

Exemple I, J et K sont les milieux respectifs des cotés AB , BC et
AC d'un triangle.

Démontre que BIKJ est un parallélogramme ,




Ce genre de raisonnement peut se mettre dans un organigramme trés

facilement.
I milieu de AB K milieu de AC I milieu de BC
(IK)// (BC) (JK) // (AB)

(IXJB) est un parallélogramme

4. Raisonnement par contradiction

Exemple :
On donne trois droites D, D' et D" telles que D et D' sont paral-
léles ; D' et D" sont paralléleé, démontre que D et D" sont paral-
léles.

Si D et D" ne sont pas paralléles notons A leur point d'inter-
section ....
Dans ce genre de raisonnement on suppose que les hypothéses sont
vraies et la conclusion n'est pas vraie. La négation de la conclusion

fournit une hypothése de plus.

5. Raisonnement par contraposition

Pour montrer que (P==Q) est vraie on montre que (non Q==bnon P)

est vraie

Exemple. Soit ABC un triangle tel que AB =7 , BC = 7, AC = 10.

Ce triangle est-il rectangle ?

49 + 49 = 98

2
Démonstration : AR + BC

AC2 = 100
2
donc AC2 # A32 + BC

donc ABC n'est pas rectangle d'aprés la réciprogue de Pythagore
FAUX ! c'est d'aprés le théoréme de Pythagore, et on utilise un raison-

nement par contraposition.

2 2 2
Pythagore : ABC rectangle en B donc AB + BC = AC

2
Contraposée : AB2 + BC = AC2 donc ABC n'‘est pas rectangle en B

alors que la réciproque de Pythagore serait :

2
AB2 + BC2 = AC donc ABC rectangle en B

g 2 2 2
et sa contraposée : ABC n'est pas rectangle en B donc AR” + BCT # ACT.
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Remarque : pour faire un raisonnement par contradiction (ou par 1'absurde)

il aurait fallu prendre en plus pour hypothése :

ABC rectangle en B, et la démonstration serait : ABC rectangle en

2 2
B donc AB  + BCT = AC2.

2 2 2 2
Or AB  + BC™ # AC® car aR® + Bc2 = 98 et AC2 = 100, donc il y

a contradiction, donc ABC n'est bas rectangle en B.

6. Raisonnement & l'aide des transformations

Exemples
Recherche le plus court chemin pour aller de A & B en "passant"

par la droite D.

- Construire un cercle tangent & 2 droites paralléles données et passant

par un point A

LYY

. Exemple 7 du constat 1.

:*4

Les raisonnements 4 et § interviennent souvent dans des démons-—

~ trations typiques de géométrie/par exemple confusion de points.

Ces 2 types de raisonnements présentent pour 1'éléve débutant deux
risques majeurs : confondre hypothése et conclusion ;i confondre la
démonstration d'un théoréme et la démonstration de la réciproque.

Par conséquent il est peut-&tre sage d'éviter de tels raisonnements
pour des débutants. A

Le raisonnement 6 est trés difficile au bPremier cycle car il

fait intervenir des €léments, des tracés extérieurs & la figure.
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Le texte suivant de J. HADAMARD illustre ce propos.

"s¢ L' etudiant 5'est habitul a mettre en pratique Les conseils qui précd-
dent : 5'AL substitue, en quelque sorte mécaniquement, Les définitions aux
définis, 8'iL sait thouver rapidement Les divernses formes sous Lesquelles
peut se posern Le probléme qu'il a en vue de xésoudre, (L serna blentdt en état
de traiter un grand nombre des exercices qui peuvent se proposer sur La géomd-
thie élementaine. D'autnes, cependant, powviont Lul sembler inaccessibles ou
thes digficiles, et sont, en nBalite, susceptibles de solutions parfois tris
sdimples ; seulement ces solutions ne dépendent pas uniquement du haisonnement
direct dont nous venons de nous occuper, mais exigent Le concourns de moyens
de simplification dont L nous neste a parler, et qui sont Les méthodes de
trans formation.

A proprement parlen, d'apres ce qui a 848 dit plus haut, toute méthode
géométrnique powvialt etne Légitimement appelée "méthode de thams foamation".
Mais on nésenve plus spécialement ce nom aux méthodes qui consistent a passen
de certaines propridtés d'une 4igure & des proprniités conrespondantes d'une
authe figure.

Déginin une transformation, c'est, a une figure quelconque donnde, 4aire
correspondre une autre figure sulvant une certaine Loi, de maniere que fa
premiene etant donnée, fa seconde solt détenminée, ot L{nvernsement. De foute
propriete de L'une on peut conclure une proprlété de L'authe qui en est, en
quelque sorte, La thaduction.

It n'y a d'alllewrs pas toufours Liew d'appliquen La trnansformation &
foute La fLgure considérnte. 1L y a, au contraire,souvent avantage a thans o/~
men une partie seulement de cette figure.

C'est ce qui arive, en paticuliern, pour Les transhormations simples
que nous venons de nappelern : déplacement, syméinie, homothétie et générale-
ment similitude queleonque. 1€ n'y awrait, Le plus souvent, aucun (ntérit
a appliquen de telles thansformations @ toute une jigure, attendu que Les
proprieles de La figure transformée ne sont ni plus nd moins simples que
celles de La primitive : elles sont Les mémes [1). Paxr contrhe, dans beaucoup
de questions, L est nécessairne de transfoamen ainsi une partie déterminde de

’ "
La éLgu&Q‘ J. Hadamard, Géométrie Plane, p. 272.

(1) La géometriie Etudie pricisément Les proprlétis qui ne varient pas par
Le déplacement.
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Certaines méthodes de démonstration qui peuvent relever du type 3
sont parfois sophistiquées pour les éléves. C'est le cas de 1l'égaliteé
de 2 ensembles. La difficulté est ici de percevoir 1l'égalité comme une

double inclusion.

Exemple : l'image d'une droite Par une translation est une droite.

C'est aussi le cas de la méthode de "disjonction des cas".

Quels sont alors les types de raisonnements accessibles & un éléve de

déme ?
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AU TRAVERS DE L'HISTOIRE : CE QUE DISENT DES
MATHEMATICIENS ET PHILOSOPHES

Ces textes, nous semble~t-il, incitent & réfléchir sur les finali-
tés de la géométrie, sur le statut de la démonstration et de 1‘'axioma-

tique.

1. DESCARTES (1596-1650)

"... 185 ont craint peut ethe qu'd cause de sa thds grande faciliteé et
sa simplicite, elle (La vérnitable Mathimatique) ne perdit de sa valeun
par La vulgarnisation, ef s ont préféné, pour se faire adminern, nous
presenter a sa place quelques vEritis steniles démontnées avec une sub-
tile nigueurn Logique comme Les effets de Leur arnt, plutdt que de nous
apprendre Leur arnt Lui-meme qui awralt complétement tarni notre admira-
tion".

¥

Quand f'ail commencé a m'adonner a £'étude des mathématiques, §'ai
d'abond Lu presque fout ce qui est habituellement enseigné par Les au-
Leuns qui en trhaitent ; et ce sont L'anithmétique et La géométrie que
j'al suntout cultivées, parce qu'on Les disait plus simples, et qu'on
Les considenalt comme une vodle qui méne aux autres sclences. Mais wni
pour L'une, ni pour L'autre fe ne mettais fa main sun des auteurs qui
m'alent pleinement satisfait : fe Lisais bien chez eux beaucoup de
choses touchant Les nombres, qu'apres avoin fait des caleuls fe reconnais-
sals vhaies ; et meme touchant Les figures s me mettaient en quelque
sonte sous Les yeux bien des vErnites, qu'ils tirnaient de certains prin-
edpes ; mais ALs ne me paraissalent pas faire voin assez clairement
L'esprit, pourquod il en est ainsi, et comment s'etait faite L'invention;
aussL je ne m'etonnais pas, qu'apris avoir goite a ces sciences, La plu-
part des hommes de talent et de savoin Les négligent aussitot comme
putriles et vaines, ou, au contraire, 5'ehfraient des Le début méme,

a £'idée de Les apprendre, tant elles sont difficiles et embrowillies.

(Régles pour la direction de l'esprit régle IV).
2. LEIBNIZ (1644 - 1716)

Centes, Les géom2trnes démontrent scrupuleusement Lewrs affirmations;
Loutefois s contraignent L'esprit davantage qu'ils ne L'éclairent ;
ce falsant, a coup sur, s s'attirent La plus grande admiration, exton-
quant malgn Lui son assentiment au Lecteur et Le circonvenant par une
technique qui Le surprend ; mais L5 ne font pas assez appel & La mémoire




et a La sagaciteé (ingenio) du Lecteur parce qu'ils Lui cachent en quel-
que sonte Les rnaisons et Les causes naturelles de Lewrs conclusions.

(Cité dans Leibniz critique de Descartes p. 134 Belaval Tel,Gallimard)

3.PASCAL (1623 - 1662). De l'esprit géométrique et de l'art de persuader.

Carn LL y en a un’, et o'est celui de La géometrie, qui est a La verai-
18 Ainfernieun ** on ce qu' il est moins convaincant, mals non pas en ce
qu' AL est moins certain. 1€ ne définit pas tout et ne prouve pas tout,
et c'est en cela qu'il Lul céde ; mais AL ne suppose que des choses
claines et constantes parn La Lumiere naturnelle, et c'est pourquod L
est panfaitement vénitable, La nature Le soutenant auw défaut du discowrs.
Cet ondre, Le plus parfalt entre Les hommes, consiste non pas a tout
déginin ou a tout demontrern, ni aussi a ne nien définin ou & ne nien démon-
tren, mais 4 se fenin dans ce miliew de ne point définin Les choses
claines et entendues de tous Les hommes, et de définin toutes Les au-
thes ; et de ne point prouver toutes Les choses connues des hommes, et
de prouvern ftoutes Les autres. Contre cet orndre péchent également ceux
qud entreprennent de tout définin et de tout prouver et ceux qui négli-
gent de Le faine dans Les choses qui ne sont pas évidentes d'ellfes-memes.
C'est ce que La géométrnie enselgne pargaitement. ELLe ne définit aucune
de ces choses, espace, femps, mouvement, nombre, &galité, ni Les sem-
blables qui sont en ghand nombre, parce que ces fermes-La désdignent s4
naturnellement Les choses qu'ils signifient, a ceux qui entendent La
Langue, que L'éclairncissement qu'on en voudrhalt foire apporteralt plus
d'obscunite que d'instruction.
Can AL n'y a nien de plus faible que Le discouns de ceux qui vewlent
déginin ces mots primitifs. Quelle nécessité y a-L-4L d'expliquer ce
qu'on entend par Le mot homme ? Ne salt-on pas assez quelle est La
chose qu'on veut désignern par ce fterme 7 EX quel avantage pensalt nous
procuren PRaton, en disant que c'étalt un animal a4 deux fambes sans
plumes 7 Comme 54 L'idée que §'en al naturellement, et que fe ne pulh
exprimer, n'étalt pas plus nette et plus sare que celle qu'iL me donne
par son explicitation inutile et méme ridicule ; pulsqu'un homme ne
pend pas L'humanit?é en perdant Les deux jambes, ef qu'un chapon ne
L'acquient pas en perdant ses plumes.

* un [ ondre)
xx infenieuwn (@ £'ondre pargalt)
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4. CLAIRAUT (1713 - 1765) Eléments de Géométrie - Préface.

Quodque La GEométrie soit par elle-méme abstraite, il faut avouenr
cependant que Les difficultds qu'Eprouvent ceux qui commencent @ 4'y
appliquer, viennent Le plus souvent de La manidhe dont efle est ensei-
gnee dans Les eléments ondinaires. On y débute Toufours par un grand
nombre de définitions, de demandes, d'axiomes et de princedipes préliminal-
nes, qui semblent ne promettre nien que de sec au Lecteuwr. Los PROPOSL-
tlons quié viennent ensuite, ne §ixant point L'esprit sun des obfets plus
Antenessants, etant d'ailleuns difficiles a concevoin, AL anive commund-
ment que Les commengants se fatiguent et se rebutent, avant que d'avoix
une Ldée distinete de ce qu'on voulait Yeur enselgnen. ..

Quelques riglexions que §'ai faites sur L'onigine de La Géoméinie
m'ont fait espéren d'@vitern ces inconvénients, en rdunissant Les deux
avantages d'intéressen et d'éclairer Les commencants. J'ai pensé que
cetle sedlence, comme toutes Les autrnes, devait s'étne fonmée par degnés,
que c'@tait vralsemblablement quelque besoin qui avait falt faire Les
premiens pas, et que ces premiers pas ne pouvaient pas trne hons de La
portée des commengants, puisque c'dtaient des commencants qui Les
avatent falts.

Prevenu de cette Ldée, fe me suis proposé de remonter d ce qui pou-
valt avoirn donné naissance d La Géométrnie ; et f'ladl tdché d'en dévelop-
pern Les principes par une méthode assez naturelle, pour dtre supposie
La méme que celle des premierns inventeurns, observant seulement d'dvifer
Loutes Les fausses tentatives qu'ils ont nécessairement di faire.

La mesure des terrains m'a paru ce qu'il y avait de plus propre
a fairne naitre Les premilres propositions de Geométrnie ; ef c'est en
effet £'onigine de cette science, puisque Geométrnie signifie mesure de
tervadin. Quelques autewrs pretendent que Les Egyptiens, voyant continued-
Lement Les bornes de Leuns hénitages detawites parn Les debordements du
NiE, jeterent Les premiens fondements de La Géométnie, en cherchant Les
moyens de 5'assuren exactement de La situation, de £'dtendue de fa
stgune de Lewrs domaines.

Mais quand on ne 5'en napporterait pas & ces auteurs, du moins ne
saurait-on douter que, d@s Les premiens temps, Les hommes n'aient chesi-
che des méthodes powr mesurer et pour partagern Leuns ternes. Voulant dans
La suite perfectionner ces méthodes, Les necherches particuliznes Les
conduisinent peu & peu & des hecherches générakes ; et 4'étant enkin
propose de connaltre Le napport exact de toutes sortes de ghandewrs, L5
formerent une science d'un objet beaucoup plus vaste que celul qu'.ils
avaient d'abord embrassé, et a Laquelle (L5 conserverent cependant Le




nom qu'ils Lul avaient donné dans son origine.

Agin de sulvre dans cet ouvnage une noute sembLable & celle des
Lnventeuwrs, fe m'attache d'abord & fairne découvnin aux commencants
Les prinedpes dont peut dépendre La simple meswre des terrains et des
distances accessibles ou inaccessibles, ete. De LA fe passe & d'autres
nechenrches qui ont une telle analogie avec Les premizres, que La curio-
8422 natunelle de tous Les hommes Les porte @ 5'y awidter ; et justi-
flant ensuite cette curlosdt? pan quelques applications utiles, fe par-
viens a fatre parcowrin fout ce que La Géométrie élémentaire a de plus
intenessant.

On ne saurait disconvenin, ce me semble, que cette méthode ne s0it
aw modins phopre a4 encourager ceux qui powviaient éthe rebutds par La
secheresse des venités géométrniques dénudes d'applications ; mais §'es-
pere qu'elle awra encore une wtilité plus imporntante, c'est qu'elle
accoutumena £'esprit & chercher et & découviin ; can §'8uite avec s04in
de donnen aucune proposition sous La forme de théontmes, c'est-a-dire
de ces propositions ol £'on démontre que' telle ou telle vBrnitd est, sans
gatrne voin comment on est parvenu a La découvnin. Si Les premiens
Auteuns de Mathématiques ont prnésenté Lewrs découvertes en thiorémes,
¢'a ete, sans doute, pour donner un ain plus mervellleux & Leurs produc-
Lions, ou pour uitern La peine de heprendre La suite des idées qui Les
avalent conduits dans Leuns necherches. Quod qu'il en s0it, L& m'a paw
beaucoup plus a propos d'occuper continuellement mes Lecteurs & résou-
dre des problemes, c'est-d-dire, @ chercher Les moyens de faire quelque
opération, ou de découviin quelque vernité inconnue, en déterminant Le
rapport qui est entre des grandewrs domnées, et des grandeurns Lnconnues
qu'on se propose de trouver. En sulvant cette vodie, Les commencants
apergodivent, a chaque pas qu'on Leur fait faire, La rnaison qui détermine
2 inventeurn, et par La ; ils peuvent acquérin plus facilement L'esprit
d'invention.

(A propos de CLAIRAUT et sa pédagogie voir: Racines Historiques de la
Didactique. des mathématiques p. 19-24.

Glaeser - Cours de 3é&me cycle . IREM Strasbourg).

5. ROUSSEAU (1712 - 1778) Extraits de 1l'Emile.

Je dis done que Les enfants, n'étant pas capables de fugement,
n'ont point de vérnitable mémoire. ILs netlennent des sons, des figures,
des sensations, harement des Ldées, plus rarement Leurns Liaisons.

En m'obfectant qu'ils apprennent quelques eléments de géométnrie,
on chodlt blen prouver contre mol ; et fout au contraire, c'est pour mod
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qu'on prouve : on montre que, Loin de savoir radisonnen d'eux-mémes,

s ne savent pas méme retemir Les haisonnements d'authul ; can suivez
ces pelits géometrnes dans Leurn méthode, vous voyez auss{tot qu'ils
n'ont retenu que L£'exacte Ampression de fa figure et Les termes de fa
demonstration. A La moindre objection nouvelle, s n'y sont plus ;
nenversez La figure, Ls n'y sont plus. Tout Lewr savoir est dans La
sensation, rien n'a passe fusqu'a L'entendement. Lewr mémoife elleo-~
meme n'est guere plus parfaite que Leurs autres facultes, pulisqu’il
faut presque Zoufowrs qu'ils nappremnent, otant ghands, Les choses dont
ALy ont appris Les mots dans L'engance.

Je suls cependant bien éloigné de pensen que Les enfants n'aient
aucune espéce de raisonnement. Au contraiie, je vods qu'ils raisonnent
thes blen dans tout ce qu'ils connaissent et qui e rapporte & Leun
Antenet présent et sensible. Mais c'est sun Lewws connatlssances que
L'on se trompe en Leur prétant celles qu'Lls n'ont pas, et Les faisant
nalsonnen sun ce qu'ils ne sawralent comprendre. On se thompe encone
en voulant Les rendre attentifs a des considonations qul ne Les touchent
en aucune maniere, comme celle de Leur Antérit a venin, de Lewr bonheur
etant hommes, de L'estime qu’on aura powt eux quand {Ls seront grands ;
discourns qui, tenus & des otnes dépourvus de foute prévoyance, ne sLgnd-
flent absolument rnien pour eux. Oxn, foutes Les Bfudes foncies de ces
pauvies Lnfortunes tendent & ces objets entitrement ethangens a Leurs
esprits. Qu'on fuge de L'attention qu'ils y peuvent donner.

J'al dit que La géométrie n'était pas a La pé&zéa des enfants ; mais
c'est notre faute. Nous ne sentons pas que Leur méthode n'est point La.
notre, et que ce qui devient pour nous L'art de raisonnen ne dodit étre
pour eux que L'arnt de voirn. Au Lieu de Leur donner noitre méthode, nows
fertons mieux de prendrne La Lewr ; car notrne manidne d'apprendre La

geométriie est blen autant une affaire d'imagination que de ralsonnement.
Quand La proposition est Bnoncée, L faut en Lmaginer La demonstration,
c'est a dire trouver de quelle proposition deja sue celle-La doit ethe
une conséquence, et, de toutes Les conséquences qu'on peut tirer de
cette meme proposition, choisin précisément celle dont il Alaglt.

De cette manishe, Le raisonneur Le plus exact, s'iL n'est pas Linven-
Lif, dodit resten cowrt. Aussi qu'aniive £-il de £a 7 Qu'auw Lieu de nous
falrne thouvern Les démonstrations, on nous Les dicte ; qu'au Lleu de
nous apprendre a raisonner, Le maltre raisonne pour nows et n'exeice
que notrhe mémoire.

(A propos de Rousseau voir Ibidemp. 16-18).




6. Lazare CARNOT (1753.1823) GEOMETRIE DE POSITION

La plupart des questions thaitées dans cet ouvrage appartiennent
a La géométrnie elémentaire ; mals quand on pense que c'est cette géome-
tie qui fut 84 4éconde entre Les mains des Archiméde, des Hipparque,
des Apollonius ; que c'est La seule qui fut connue des Nepern, des Vidte,
des Fermat, des Descartes, des Galilie, des Pascal, des Huyghens ; que
Les Newton, Les Haﬂzegl, La cultiverent avec une sonte de prnédilection,
on peut croire que cette géoméirnie a ses avantages. En effet, on convient
assez génetralement aufournd'hul, que La principale wtilits des sclencesd
exactes, poussées au deld de ce qu'4il y a de plus wsuel pour La pratique
des ants, est d'accoutumen L'esprit a La réflexion, 4 La fustesse et &
L'enchainement des Ldées. Un cet obfet est, par excellence, celul de La
géométnie des anciens. Carn 44 cette géométrie est dite élémentaire quant
au sufet dont elle s'occupe, elle ne L'est nullement quant & La difficul-
te ; et, sous ce happont, elle ne Le cede point aux spéculations analy-
tiques.

1. Astrhonome anglais (1656-1742)

7. LEBESGUE (1875-1941)

Le professeurn de mathématiques, celul de L'Enseignement secondaire
en particulien, n' a pas a fowmen de purs Loglelens, AL doit contribuen
a faconnern des hommes raisonnables et pour cela LL Lul faut 5'occuper
non seulement des rnaisonnements Logiques mals encore de L'acquisition
des prémisses de ces raisonnements. 7

({dans La Mesure des Grandeurs p.179 - Blanchard 19275).

8. THOM dans Pourquoi la Mathématique ? 10/18 1974. p.48 et suivantes

On n'a pas, fe chois, tind de L'axiomatique hilbertienne La vraie
Legon qui 5'en dégage ; c'est celle-ci : on n'accede a La rigueur
absolue qu'en ELiminant La signification ; L'absolue rigueur n'est
possible que dans et pan L'imsignifilance. Mais 5'Al fawt cholsin entre
rigueun et sens, fe choisinai sans hésitation Le sens. C'est ce choix
qu'on a toufouwrs fait en mathématique, ol on opére pratiquement fousours
dans une situation semi-formalisée, avec un métalangage qui est Le
Langage ordinaine, non formalisé. EX toufe La progession se contente
de cette situation impure et n'en demande pas de meilleutre.

On a d'aillewrs, thés probablement, swiestimé L'importance de La
nigueurn en mathématique. (P.49)

Les 4erus d'axdiomatique feratlent bien de né4léchin au probleme philo-
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sophique suivant : pourquoi Le Langage ondinairne n'est-il pas axiomati-
sable ?  (p.50: La ndponse suit).

La géométrnie permet un sclatement psychologique de La syntaxe, sans
avoir 4 sacrifien Le sens, toujours donnd par L' intuition spatiale .
Vouloirn - comme £'exige un dogme moderniste - eLiminer fa géométrnie
glementaine au profit du caleul et de L'algebre Lindaine, est une
operation psychokogiquement peu recommandable, parce que Les obfets
algebriques (Les symboles) sont trop pauvies sémantiquement pour se
Laissen apprehender directement comme une figurne spatiale. (p. 53)

Toute demonstration est une "maieutique” : il 5'agit de recnéen
chez ke Lectewr Les processus psychologiques propres a La mandfestation
de La vernite implicite, dont il détenait toutes PLos données mais qui
nestait voilie dans L'infornmuls . (p.66)

Lraxiomatisation est une trecherche de speelalistes qui n'a sa place
né dans £'enseignement secondaire,’ ni en facul® . (p.69).

La geomeitrie est un intermediaine naturel, et peut etre Luemplaga-

ble, entre La Langue usuelle et fe Langage formalise des mathématiques,
Langage dont L'obfet se néduit au symbole . (p. 70).




9. HARDY Texte distribué dans l'atelier de J., TONNELLE et Y. CHEVALLARD
au Colloque Inter-IREM de LYON (Mai 1982) sur le probléme.

EVIDENCE(S) ET DEMONSTRATION

DANS LA "CULTURE'" MATHEMAT IQUE

63. Some general theorems with regard to limits.
A. The behaviour of the sum of two functions whose
behaviour is known.

TaroreM I. If ¢(n)and () tend to limits a, b, then $(n) + Y(n)
tends to the limit a + b.

This is almost obvious®. The argument which the reader will
at once form in his mind is roughly this: ‘when n is large, ¢(n) is
nearly equal to a and y(n) to b, and therefore their sum is nearly
equal to a+b’. It is however desirsble to state the argument
quite formally. ‘

Let & be any assigned positive number (e.g. <001, -0000001, ...).
We require to show that a number ng can be found such that

[@n)+¥(r)~a—b| <8 ooeeerrennnn(D)
when n2n, Now by a proposition proved in Ch. III (more
geperally indeed than we need here) the modulus of the sum of
two pumbers is less than or equal to the sum of their moduli. Thus

[(n)+¢(n)—a-b|<|g(n)~a|+]|y(n)-B].
It follows that the desired condition will certainly be satisfied if
%2 c8n be 80 chosen that

[gn)=a|+|Yn)—b]<& vrrrreerenn(2)

when n 2 n,.

Given any positive number &, we can find n, so that
|¢(n)—a| <& fornzn, Wetake ' = {3, so that | ¢(n)—a|< 8
when n2n,. Similarly we can find n, so that | y(n)-b|<}é
when n2n,. Now take n, to be the greater of the two numbers
#,, n;. Then |@(n)—a|<4d and |Y(n)—b|<}s when n2n,,
and therefore (2) is satisfied and the theorem is proved.

® There is & certain ambiguity in this phrass which the reader will do well to
potice, When one saxrs ‘such and such a theorem is almost obvious’ ons may mean
one or other of two things. One may mean ‘it is dificult to doubt the truth of the
theorem®, ‘the theorem is such s common senss instinctively sccepts’, as it
socepta, for example, the truth of the propositions ‘242 = 4” or *the bass-angles of
ep isosceles triancles are equal’. That & theorem is ‘obvious® in this senss does not
prove that it is true, since the most confident of the intuitive judgments of common
gense are often found to be mistaken; snd even if the theorem is trus, the foct that
# is also *obvious’ is no reason for not proving it, if & proof can be found. The object
of mathemstics is to prove that certain premises imply certain conclusions; and the
fact that the conclusions may be as ‘obvious’ ss the premises never detracts from
ths pecessity, and often not even from the interest of the proof.

But sometimes (as for example here) we mean by ‘this is almost obvious® some-
thing quite different from this. We mean ‘s moment’s reflection should not only
comvince the reader of the truth of what is stated, but should also suggest to him the
general lines of & rigorous proof”. And often, when a statement is ‘obvious’ in this
eense, one may well omit the proof, not because the proof is unnecessary, but because
# is & waste of time to state in detail what the reader can easily supply for himself,

The substance of these remarks wes suggested to me many years ago by Prof
Littlewood.

(Extrait de : G. H. Hardy, A Course of Pure Mathematics, Cambridge
University Press, Cambridge, 10€ édition 1952)
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10. MOUY Dans Les grands courants de la pensée mathématique p.370-371.

F. Le Lionnais BLANCHARD 1962.

Aussi, AL est vraisemblable que pendant tris Longtemps, peut-etre
pendant plusieurs millénaires, Les mathematiques ont paru etrne des arts
empiniques et magiques, comme Llagnicultune et La médecine, une soite
de soncellerie efficace.

Mais Les Grees inventirent La démonstration mathématique. Quels
Grees 7 Peut dtne Pythagore, pewt-étre Thalis. "Le premien qui démontra
Le triangle isocile - qu'il 5'appelat Thales ou comme on voudra -
requit une iﬁkuminaiion, ol L& trouva qu'il ne fallait pas 5'attacher
a ce qu'Al voyait dans La figure. .. pour en Linen des propnidités, mais
qu'il Lul fallait engendrern par construction celte figwre au moyen de
ce qu'll pensait a ce sufet et se rephesentalt a priond par concept,
et que pour connalirne avec certitude une chose a priord, 4L ne devait
attribuer & cette chose que ce qui dérivait necessairement de ce qu'il
Y avait mis Lui-meme conformément & son concept." Ainsd 5'exprime Kant
dans La prégace de La deuxidme édition QQ La Crnitique de £a Raison pure.

Q'est-ce, en effet, que démontrer ? C'est d'abond hendre néces-
salre.  La nécessits, L'Anankd giecque, c'est, puimitivement, La gata-
Lite aveugle qui sont des choses et qui entraine Fes hommes @ Leun pente,
qui condult pernfidement Oedipe & £'inceste ef au paricide. Idée de
prAmCELf. Grlice @ La demonstration mathematique, L'ide, sans changer
de nom, passe de L'extériewr & L'intenieun, des choses de L'esprndit,
du domaine mystique au domaine rationnel. EffLe etait ce qui contraint
L' homme contre toute raison. ELLe devient ce que £L'homme, parn naiscn,
se contradint & sulivie. ELLe constitue une obligation de £'esprit, une
valeur intellectuelle, La valeur méme.

11. BALAIN (1868 - 1951) (Texte donné au Baccalauréat)

Comme &L est clain que L'art de gouvernen, de plaiden, et en un
mot de persuader, est un des plus anciens, puisque £'ondre humain jut
Le premien connu et est encore Le premier connu pouwr fous, Le plus pres-
sant, Le plus pres, et Le plus fLexible, ce n'est pas miracle 44 L'ora-
Leun fut ke premier maitre & penser, et 84 La prose dtudite fut d'abonrd
une soite de harangue, ce qui donna un sens bien étrnange et bien instruc-
tif a La gormule " avoin naison ". D'oll cette manie de prouver, qui
Lyrannise encore dans La mathématique, ol pourtant L est claixr que £'on
salt Lout ce que L'on peut savoin des que £'on connalt distinctement
de quodl LB 5'agit. C'est ainsi que nos phremi@res connaisdances conces-
nant L'ondre extérieur prirent La forme du plaidogyern et de La preuve,




convenables seulement powr Les choses douteuses et §Lexibles de L'ondre
humain (...)

12. MERLEAU-PONTY (1908 - 1962) (Texte donné au Baccalauréat).

Quoi qu'on doive pensen des essais de fornmalisation, il est sin
en tout cas qu'ils ne pritendent pas @ fowwnin une Logique de £'invention(1)
et qu'on ne peut construinre une dégfinition Logique du trhiangle qui égale
en gecondite La vision de RLa gigure et nous pernmette, par une sérnie d'owé-
nations formelles, d'atteindre a des conclusions qui n'auwralent pas d'abord
oté établies a L'aide de L'intuition. Cecd ne concerne, dira-t-on peut-
athe, que Les circonstances psychologiques de La découverte, et 44, apres
coup, AL est possible d'établin entre L'hypothese et La conclusion un Lien
qui ne dodve rndlen & £'intuition, c'est qu'elle n'est pas Le médiateur obli-
gé de tLa pensée et qu'elle n'a aucune place en Logique. Mais, que La forma-
Lisation s0it Zoufours nétrhospective, cela prouve qu'elle n'est jamais
complete qu'en apparence et que La pensie formelle vit de La pensée Anful-
Zive. Elle dévoile Les axiomes non formulés sur Lesquels on dit que Le
naisonnement repose, AL semble qu'elle Lul apporte un swichoif de rigueur
et qu'elle mette a4 nu Les fondements de notre cerntitude, mais en néalité
Le Lieu oil se fait La centitude et ol apparalt une vBrité est toufours
La pensée intultive, bien que Les phrincipes Yy solent Lacitement assumés
ou fustement pour cette raison.

(1) Des régles de la découverte.
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quelques suppositions, au moins en attendant gu'on en puisse faire aussi

POUR CHANGER
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"J'accorde qu'on peut et qu'on doit souvent se contenter de

des théorémes un jour, parce qu'autrement on s'arrdterait trop quelques

fois...." LEIBNIZ. Phil VII 165.
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POUR CHANGER

1 | Des remédes généraux du CM & la 4éme

L'apprentissage de la démonstration est un des grands objectifs de la
classe de 48me. Citons des extraits des préambules des programmes de 4éme

et 3éme.

"L'effort de réflexion gu'elles (1'observation et l'expérimentation) suggeé-
rent conduit au raisonnement déductif®

(Arré&té du 16 novembre 1978 classe de 4éme Géométrie).

" Le but de l'enseignement des mathématiques dans cette classe (4éme) est

de faire comprendre aux éléves ce que sont des démonstrations et de leur

apprendre & en rédiger" (arrété du 22 juillet 1971 classe de 4éme).

" Les élédves ont déjd appris, en quatridme, ce qu'est une démonstration".

(Ibidem classe de 3éme).

!
Mais cet apprentissage de la démonstration est aussi l'un des objectifs de
l'enseignement des mathématiques au collége. Dans le cadre de la formation
intellectuelle de 1'éléve cet enseignement doit :

" Entrainer 1'éléve i la pensée déductive, l'initier & la rigueur logique,

lui apprendre & b&tir une chaine de déductions, & déceler &ventuellement

une faille dans un raisonnement...." (Circulaire du 29 avril 1977).

Aussi peut-on et doit-on préparer le terrain dés le €M en proposant :
- des situations ouvertes qui permettent aux &laves d'observer , de

conjecturer, de douter. Les éldves ne devraient pas constater en 6éme -

5&me, mais émettre des conjectures, procéder & des vérifications. Plutét
que de dire "je vois que..." ils devraient dire : "on dirait que...."
~ des situations ol interviennent des démonstrations simples (un chafnon

déductif).

Exemple : A B E F

D C

Démontre (ou prouve) que ABCD et EFCD ont la méme aire.
On pourrait alors formuler les exercices ainsi : explique pourqguoi

plutdt que démontre que....




~ des travaux de groupes sur des sujets ouverts pour provoquer des chocs :

démontrer c'est aussi convaincre l'autre.

- des travaux sur 'la synonymie dés la 6éme
{voir article de F. Reynes "Langage, synonymie et démonstration.

Bulletin APM n° 331).

Note : Pour les différences entre preuve, démonstration, explication et
leur statut dans 1l'enseignement voir l'article de N. Balacheff " Preuve
et Démonstration en mathématiques au Collége" dans le volume 3.3. (1982)

de la revue Recherches en didactique des mathématiques (La pensée sauvage

Editions).

2 | Au niveau 4éme : comment faire ou faites-le vous-méme

Nous exposons notre méthode de travail dans ce qui suit.
Ce peut étre le point de départ d'un travail ou d'une réflexion sur

la démonstration en Quatriéme pour tout professeur ou équipe de professeurs.

¥

a) NOS OBJECTIFS

Il nous semble que pour tous les éléves les objectifs suivants devraient

étre accessibles (en faisant l'cbjet d'un apprentissage) et devraient étre

pris en compte dans notre évaluation :

\ . #* . .
1. Savoir lire un texte et le traduire sous forme d'une figure.
2. Savoir dégager du texte les hypothéses {(ou données) et la conclusion,
donc savoir ce qui est donné, connu et ce gui est & démontrer.
3. Savoir conjecturer
raisonnement direct.

5. Savoir un petit nombre de théorémes opérationnels.

b) NOS HYPOTHESES

1. Le raisonnement, la démonstration ¢a s'apprend.

2. C'est en résolvant exercices et problémes que les é&léves apprennent
et non en regardant faire.

3. Il faut un assez grand nombre d'exercices du méme type (et donc du
temps) pour apprendre une méthode.

4. L'appropriation des concepts et des méthodes ne suit pas l'ordre
d'exposition des connaissances.

5. La difficulté des exercices dépend du choix du raisonnement : il faut
se limiter, dans un premier temps, au raisonnement direct, & l'exploration
cas par cas, et au contre.exemple

# On peut rappeler & ce propos les difficultés de compréhension dues & notre

langage spécifique. Par exemple mener pour tracer....
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Lors de raisonnements directs la difficulté dépend de deux paramétres
au moins :
-~ le nombre de déductions & faire

- le nombre d'énoncés utilisés (axiomes, définitions, théorémes).

I1 n'y a pas un mais plusieurs niveaux de rigueur : il faut savoir ce
que l'on exige de 1'éléve et que les &léves sachent ce que l'on attend
d'eux.

" Le maitre doit choisir le degré de rigueur qui convient & 1'éléve,

et non celui auquel il a lui méme accédé : la science accroit sa rigueur
quand son progrés l'exige ; elle ne peut avoir une rigueur absolue,

méme si elle en donne 1'illusion aux esprits superficiels" (Jean LERAY).

(Voir partie 6 : "pour ne pas conclure®)

OPERATTIONNALISATION

Notre travail

Etape 1 : Recherche d'une liste d'exercices, d'illusions d'optique,
amenant 1'éléve & se questionner : & douter, & conjecturer, 3 ressentir

la nécessité de prouver (voir partie 3 "Pour douter").

Etape 2 : Faire un découpage du programme en quelques thémes fondamen-

- Pour la géométrie des figures :
- paralléles - parallélogramme
- orthogonalité - rectangle

- médiatrice - losange.

—- vecteurs - translations

- symétrie axiale

- symétrie centrale.

- projections

avec éventuellement un apprentissage spécifique pour certains points

difficiles, par exemple : comment démontrer que des points sont alignés ?

Etape 3 : Pour chaque théme, rechercher (autant que possible dans sa téte
et non dans des manuels) beaucoup d'exercices : il vaut mieux faire cette

recherche 3 plusieurs.

Etape 4 Pour chaque exercice, ou chaque question d'exercice :

- relever les énoncés utilisés
- relever le nombre de chainons déductifs.
On peut le faire au moyen de schémas déductifs (ou organigrammes).

On a parfois des surprises : ce qui nous semblait simple nécessite
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parfois beaucoup de déductions....

1" it
(voir partie 4 Pour apprendre a démontrer ).

Etape 5 Se constituer ainsi sur chaque théme :

- la liste des énoncés utilisés (ceux qui sont opérationnels et utilisés
le plus souvent)

- un stock d'exercices avec pour chacun d'eux l'indication du nombre de
déductions et les énoncés utilisés.
Ceci permet ainsi d'apprécier rapidement leur degré de difficulté et de
les classer.
I1 convient de faire attention & la fagon dont sont posés les exercices.

(Voir partie 6 "Pour ne pas conclure").

Etape 6 Prévoir sur chaque théme des activités

- permettant aux éléves de conjecturer des énoncés nouveaux qui seront
admis.
- de recherche, de déconditionnement....

(Voir partie 5 "Pour conjecturer, enrichir" ).
J i

Etape 7 Rechercher les liens de dépendance des énoncés entre eux, donc

chercher & démontrer certains énoncés & l'aide des autres et essayer de
réduire le nombre des énoncés utilisés & un noyau que seront les axiomes :
on part & la recherche d'une axiomatique minimale.
(Voir par exemple :
- Bulletin APM n° 320 sept 79 p. 591 a 596

Manifeste pour un enseignement naturel de la géométrie
- Cédic 4° livre du professeur. Entre nous : présentation de la géométrie

p8 & 10).

#% Le travail des éléves

1. Sur chaque théme les éléves regoivent une, ou plusieurs, fiche de
travail sur laquelle figurent les énoncés que l'on utilisera,
(admis car connus ou admis aprés des activités de conjecture) et les
exercices (pris dans le stock constitué & 1l'étape 5) (voir partie 4

"Pour apprendre & démontrer ").

2. Les éléves ont & résoudre les exercices.

En commengant par faire la figure et écrire les hypothéses (ou données) .
3. Ils relévent dans un fichier les méthodes de démonstration.
4. Ils utilisent leur fichiér pour résoudre des exercices.

5. Tls font un devoir de contrdle en fin de théme :

évaluation de 1l'apprentissage.
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1. A PROPOS DU FICHIER

L'intérét est de donner une méthode pour "attaquer les démonstrations".

Exemple : si dans un exercice figure la question.
"Démontre que d et d' sont paralléles", 1'éléve en peine pourra consul-
ter son fichier au mot "paralléle" et il trouvera : Comment démontrer

que deux droites sont paralléles ?

méthode 1 en sachant que ces deux droites sont paralléles & une méme
troisiéme.
méthode 2 en sachant que ces droites portent deux c6tés opposés d'un paral-

lélogramme.
méthode 3 en utilisant 1l'axiome des milieux.

méthode 4 en sachant qu'elles sont perpendiculaires 3 une méme droite.

etc....

¥

- Il est & noter que pour &tre utilisable 1'énoncé qui répond & la question
"comment faire pour démontrer que .... " doit étre formulé de facon diffe-
rente par rapport & la formulation usuelle, et ce n'est pas toujours
facile. Cela nous amé&ne a nous interroger sur les formulations des théorémes
et des définitions que nous donnons ! Ce travail de formulation fait avec
les éléves est trés important.

. Le fichier est un point capital de notre méthodologie pour apprendre &

démontrer.

2. A PROPOS DE LA METHODOLOGIE

Le but de la démonstration est de tisser des liens logiques entre les
données (hypothéses) et la conjecture (conclusion). Le moyen de trouver

la démonstration n'‘est pas, comme le laissent trop souvent croire les
corrigés, de partir des hypothéses pour aboutir & la conclusion, mais d'ana-
lyser la conclusion, le but, en utilisant les fiches méthodologiques c'est-
a~dire en se posant la question "comment démontrer que... ?" et en faisant
choix peut renvoyer & une autre question "comment démontrer que... ?" et
donc & l'utilisation d'une autre fiche méthodologique... Un moyen de facili-
ter cette recherche & partir de la figure est de tracer 1la figure traduisant
des hypothéses avec la couleur usuelle (en essayant d'utiliser des symboles
pour mettre en évidence les hypothéses sur la figure) et de figurer la conclu-

sion ou conjecture d'une autre couleur (quitte & superposer les traits).
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3. A PROPOS DES "HYPOTHESES"

Ce terme semble trés mal adapté et sujet de confusion avec 1l'acceptation

courante du terme que 1l'on trouve en sciences expérimentales et dans la vie de
tow les - jours. Donc nous proposons d'utiliser le mot données. Pour pouvoir
comprendre le terme hypothése, au sens mathématique, il faudrait en fait
savoir ce gu'est 1'édifice mathématique (ce que l'on commence a peine a
construire dans le meilleur des cas en 4éme) et savoi; que sa construction
est hypothético~-déductive.

D'autre part pour faciliter la rédaction des démonstrations il semble

utile de numéroter les données.

4. A PROPOS DES FIGURES

I1 semblerait souhaitable d'utiliser un registre plus varié de lettres

pour ne pas faire contracter aux éléves des habitudes qu'aprés nous déplo-
rons. Par exemple dés qu'ils voient ABCD certains éléves dessinent d'office

un parallélogramme..... I1 semblerait souhaitable aussi de varier leur

disposition. (voir partie 6 "pour ne pés conclure").

5. A PROPOS DES DEMONSTRATIONS

I1 va de soi qu'il faut apprendre & 1'é€léve a rédiger une démonstration

en frangais. Mais l'utilisation de schémas déductifs ou organigrammes pré-.
sente au moins deux intéréts :

- bien traduire la compréhension en éliminant le probléme de la langue,

de l'expression qui est parfois important pour certains éléves et méme pour
beaucoup comme le montrent certaines expériences de communication.

- Permettre une correction rapide et univoque, et permettre aussi une

autocorrection qui sinon est difficilement envisageable en géométrie.

6. A PROPOS DE LA FORMULATION DES ENONCES

Essayons de lutter contre la pauvreté de la terminologie et les "automa-

thismes" que nous montons chez nos éléves : triangle ABC rectangle en A ....

La rédaction en "que peut-on dire de .... ? Pourquoi ?" ou "que peut-on

dire de .... ? Démontre.le) laisse place & la conjecture et fait prendre
P

conscience & l1'éléve qu'il y a un probléme.

7. A PROPOS DU CONTENU DES FICHES D'EXERCICES

Nombre de théorémes importants peuvent étre traités comme exercices. Une

fois démontrés ces théorémes auront valeur d'énoncés. Il faut donc faire
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une synthése & l'issue de la fiche d'exercices.

Si la classe le permet, on peut en fin d'année, mais ce n'est qu'un
objectif accessoire, faire comprendre aux é€léves ce qu'est une axiomatique.
On peut leur montrer que l'on a admis beaucoup trop d'énoncés et a partir
de cette remarque rechercher le minimum d'énoncés permettant de montrer

les autres.

Postulat : il n'y a aucun point de départ privilégié ; aucune progression
meilleure que les autres. Cela peut et devrait peut~étre dépendre davantage
de la classe, de ce qui "marche" le mieux, ou que le professeur juge le
plus adéquat. L'essentiel est d'avoir un matériau modulable & disposition.
Il est & noter que les exercices proposées n'ont rien d'original (et c'est

tant mieux).

DES EXEMPLES

Exemple 1. Travail d'un bindme au collége de Parthenay

(voir partie IV "Pour apprendre & Démontrer"” B)

Exemple 2. Travail d'un groupe de Professeurs d'un CES de LYON dans le
cadre de 1'IREM. (Voir : La démonstration en géométrie (classe de 4éme)
p.37 dans Sans Tambour Ni Trompette n® 20-28 Mai 1982. IREM-APM Lyon)
Exemple 3. Travaux faits dans le cadre de stages de 1'IREM de Poitiers
en formation continue (1981-1982). Voici les travaux de deux groupes.
LES GROUPES DE COULONGES SUR L'AUTIZE

IL 8'agit du trhavail d'une quinzaine d'enseignants de mathématiques du
Ten cycle en stage cournt de fonmation continue (5 = 2h ; andimation IREM),
qui, apres discussion sur Les problemes posis par £'enseignement de La
geoméinie en 42me ont constitué 3 groupes de thavail sun 3 themes diffe-
rents du proghamme de géométnie des figures de 4eme,Le recouvhant a peu

ores.

Les objectifs du travail etaient Les suivants:

- & partin d'un nombre tres restreint d'énoncés, hechercher un assez ghand
nombre d'exercices simples ayant un but méthodologlque précis
apprendre & demonther .... (par exemole : un quadiilaténe est un paral -

LéLogramme) en se Limitant aux exemples fondamentaux

- analysen pour chaque exercice Les Enoncés mis en feu et Leur nombre.

- mise en oeuvre dans La classe.

Voici Les travaux des 3 ghoupes
URTHOGONALITE - RECTANGLE.
PARALLELTSME - PARALLELOGRAMME.

MEDIATRICE - [0SANGF.




ORTHOGONALITE - RECTANGLE

@ ORTHOGONALITE

1) Axiomes utilisés dans cette lecon :

<:> 2 droites perpendiculaires & une méme troisiéme sont paralléles.

<:> si 2 droites sont paralléles, toute perpendiculaire & l'une est

perpendiculaire & 1'autre.

(:) par un point, il ne passe qu'une droite perpendiculaire & une droite

donnée.

2) Les exercices suivants ont pour but de démontrer que 2 droites sont

paralléles.
Exercice I

Soient 3 segments [AB] ; [AD] et [DC] xtels que

[aB] L [aD] et [pc] L [aD]
démontrer que (AB) // (DC)

1 déduction ; axiome (:) utilisé

Exercice II

Soient 2 triangles (ABC) et (AMC)
Tracer les hauteurs [BI] et [MJ] relatives au c6té [AC] .
1°) Démontrer que (BI) // (MJ)
2°) Quelle condition supplémentaire faudrait-il pour que (B I M J)

soit un trapéze ?

1 déduction ; axiome (:)

Sachant que la tangente & un cercle est perpendiculaire au rayon, on peut

proposer les exercices suivants :

Exercice III

Soient A et B 2 points diamétralement opposés d'un cercle.

Démontrer que les tangentes au cercle en A et B sont paralléles.

1 déduction ; axiome (i)
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Exercice IV

Soient 2 cercles de méme centre O ; une droite (A) passant par O
coupe les 2 cercles en A; B; U; V.

Démontrer que les tangentes aux cercles en A; B; U; V sont paralléles.

1 déduction ; axiome <:)

Exercice V

Soient 2 cercles sécants de centres E et F

Tracer une tangente commune aux cercles. Soient A et B les points de contact.
1°) démontrer que (AEFB) est un trapéze

2°) l'hypothése "cercles sécants" a-t-elle une importance ?

2 déductions ; axiome (:)

Les exercices suivants ont pour but de démontrer gue l'on a un angle droit.

Exercice VI

Construis un trapéze (ABCD) ayant un angle droit.

Existe-t-il d'autres angles droits dans ce trapéze ? Justifie ta réponse.

1 déduction ; axiome (:)

Exercice VII

Dans un triangle (EFG), trace la hauteur [EU] relative au coté [FG].
Soit M e ] EF [ s la paralléle & (FG) passant par M coupe EG en N.

Démontrer que [ EU j est aussi une hauteur du triangle [ AMN ].

1 déduction ; axiome <:>




@ RECTANGLE

1) Introduction au rectangle

A. Construire un quadrilatére (ABCD) ayant :
1°) 4 angles droits
2°) 3 angles droits
3°) 2 angles droits
1

4°) angle droit

B. Construire un parallélogramme (ABCD) ayant :

1°) 4 angles droits
2°) 3 angles droits
3°) 2 angles droits
4°) 1 angle droit

Dans quels cas obtient-on un recﬁangle‘?
2) Définitjions :

DEF 1 un quadrilatére ayant 3 angles droits est un rectangle.
DEF 2 un parallélogramme ayant 1 angle droit est un rectangle.

3) Exercices ayant pour but de démontrer gu'un quadrilatére est un rectangle

1°) Soit un trapéze (ABCD} rectangle en A et D ; la perpendiculaire
& (DC) passant par B coupe (DC) en E.
Démontrer que (ABED)} est un rectangle.

ler procédé : def 1 - une déduction

2éme procédé : axiome 1 et def 2 - quatre déductions.

2°) Soit un trapéze (ABCD) tel que (AB) // (CD). Les perpendiculaires
& (CD) passant par A et B coupent (CD) en E et F.
Démontrer que (AEFB) est un rectangle.

ler procédé : axiome 2 et def 1. deux déductions

2&me procédé: axiome 1 et def 2. deux déductions.

3°) Soit un triangle (ABC) rectangle en B.
Tracer (IJ) // (BC) avec I € (AB) et J € (AC)
et (JK) // (AB) avec K € (BC)

Démontrer que (IJKB) est un rectangle.

ler procédé : axiome 2 et def 2 . trois déductions

2éme procédé: def 2 . une déduction
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4) Exercices ayant pour but de démontrer que 3 points sont alignés.

1 ) Soit un triangle (AMN) ; B E]AM[ , on trace la parallé&le & (MN)
passant par B qui coupe (AN) en C.
[AI] et [AJ] sont les hauteurs des triangles (ABC) et (AMN).

Démontrer que A, T et J sont alignés.

. On utilise l'axiome 2 et l'axiome 3 - deux déductions

2) Soient 2 rectangles (IJEF) et (JKAE).

Démontrer que I, J et K sont alignés.

. On utilise l'axiome 3. deux déductions.

3 ) Soit une droite (D) et A€ (D).
Soient 2 <cercles de centres E et F tangents en A & (D).

Démontrer que A, E et F. sont alignés.
3

. On utilise l'axiome 3. deux déductions.
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REMARQUE

$i, de plus, on connait l'axiome des milieux, on peut proposer les

exercices suivants :

<::>— dans un triangle (EFG), tracer la hauteur [EU]
soient M et N 1les milieux des cbtés [EF] et EEG].
Démontrer que (EU) est aussi une hauteur du triangle (EMN)

axiome des milieux

axiome <:> ; 2 déductions

<::>— soit un triangle (ABC) rectangle en A
soient I ; J; K 1les milieux respectifs des cdtés [AB] ; [AC] ; [BC]

démontrer que (IJKA) est un rectangle.

lére méthode : axiome des milieux

Def 2 ;: 4 déductions

axiome des milieux
axiome <:> ; 5 déductions
Def 1

2éme méthode
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PARALLELISME - PARALLELOGRAMME

Enoncés utilisés dans les exercices

Un quadrilatére est un parallélogramme si et seulement si ses cdtés

opposés sont paralléles.

Soient D, D' et D" des droites. Si D / D' et si D' // D" alors
D / D".

Deux droites paralléles ayant un point commun sont confondues.

Dans un parallélogramme, les c&tés opposés ont méme longueur.

Un quadrilatére est un parallélogramme si et seulement si ses diagonales

se coupent en leur milieu.

Notation : Il y a 8 fagons de noter le parallélogramme (ABCD)

L'ordre des lettres est important.




Exercices

1) Soit (ABCD) un parallélogramme. Soit A une droite paralléle & la droite
(AD). A coupe (AB) en E et (CD) en F. Montrer que (AEFD) et

{BEFC) sont des parallélogrammes.

e/ & B

5 déductions

0JO,

F D

A
2) Soient (ABCD) et (ABEF) 2 parallélogrammes tels que D, A, F ne soient

pas alignés.

Montrer que les droites (CD) et (EF) sont paralléles.

D A
.3 déductions
0®
c B

3) Soit (ABCD) un parallélogramme. Une droite A paralléle 3 la droite

(AC) coupe (AB) en M et (CD) en N. Montrer que (AMNC) est un

parallélogramme.

2 déductions

@

4) Soit (ABC) un triangle. Construire avec le compas le point D tel que
(ABCD) soit un parallélogramme. Construire de méme les points E et F
pour que (ABEC) et (ACBF) soient des parallélogrammes. (En tout 3

D

figures). A L

O,
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5) Soit (ABC) wun triangle.
a) Construire les points D et E pour que (ABCD) et (ABEC) soient des

parallélogrammes. a D

®

b) Montrer que les points C, D, E sont alignés. Que constatez-vous de
plus ?

4 déductions 4 déductions
¢) Construire le point F tel que (ACBF) soit un parallélogramme.

®

d) Montrer que A est milieu de [FD]

voir b)

e} Montrer que B est milieu de [EF]

voir Db)

Remarque : Dans le triangle (DEF), A est milieu de LFDW r B est milieu
de [EF] et la droite (AB) est parallédle A la droite (DE) .

Trouvez 2 autres situations analogues.

6) Soit (ABC) wun triangle ; [BO] est la médiane issue de B.

a) Construire avec le compas le point D pour que O soit milieu de

[80] . A D

b) Que peut-on dire de (ABCD) ? Justifier la réponse

(:) 1 déduction
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7) Soit (ABCD) un parallélogramme. Construire avec le compas les points

E et F pour que B soit milieu de [EC] et de [AF].

Montrer que (AEFC) est un parallélogramme.

<:> 1 déduction

E

A-t-on utilisé toutes les hypothéses ?

8) Soit (ABCD) un parallélogramme dont les diagonales se coupent en O.
a) Placer 2 points M et N sur la droite (AC) tel que O soit milieu
de [MN] . H

N7
0N

N

b) Montrer que (BMDN) est un parallélogramme.

2 déductions

®
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LA MEDIATRICE

Les éleves sont supposés connafitre toutes les propriétés étudides
dans les classes antérieures et les propriétés ci-dessous qui seront admises

aprés manipulation.

'Pii La perpendiculaire gqui passe par le milieu d'un segment [AB] est la

médiatrice du segment [aB] .

Tous les points de la médiatrice de [AB] sont équidistants de A
et de B.

PB Tous les points équidistants de A et de B sont sur la médiatrice

de [aB] .

Remarque . P2 et P3 ont été volontairement sépardes pour obliger les

€léves & &8tre trés précis sur la propriété utilisée.




1- Ia Médiatrice

Exercice 1
Soit ABC un triangle de hauteur [A;H] , M un point de [H;C] tel
que BH = HM. Montrer gue (AH) est la médiatrice de [B;M]

A

{AH} hauteur

=

> (an) L (BO)

) (AHYmédiatrice de EB;M]
=== H milieu de [B;M]

BH = HM

3 déductions -~ 1 propriété

Exercice 2

Soit le cercle C (0; OA) et B un point du cercle distinct de A

Construire la médiatrice 4 de A:B et montrer que A passe par O.
) e P

5]
/O est le centre =———=3» OA = OB O e A

2 déductions . 1 propriété
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Exercice 3
Soit un triangle ABC. Construire les médiatrices de [A;B] et [A;C].

Montrer que le point d'intersection O est équidistant des trois

®

sommets.
Montrer que O est sur la médiatrice de [B;C]

Construire le cercle passant par A; B; C.

O

B
A-
O
\
A C
!
1. A méd de [A;B] == OA = OB
Nméd de [A;C] == OA = OC
3 déductions - 1 propriété
%3]
2. OB = OC . > O est sur la méd. de [B;C]
1 déduction ~ 1 propriété
3. Construction. O centre du cercle.

Exercice 4

En utilisant l'exercice précédent retrouver le centre d'un cercle

(polycopié sans trace du centre).

/’,ﬂwmuu .
e,



On choisit trois points quelcongues &; B; C sur le cercle.

Scit O 1le centre Gu cercle.

®3

OA = OB == O e{A) mé&d. de [&;B] construction

an A= {0}
OB = OC =% 0¢(A') méd de [B;C] construction

2 déductions . 1 propriété

Exercice 5

Soit les cercles ¥ (0;0B) et € *(0';0'A) sécants en A et B.
Montrer que (00') est la médiatrice de [A:B]

O centre de ‘e.—:-_-—.)OA = 0B ===) 0 &€ méd. de ER;BE

3 =(00') est la mé .
0' centre de {'=90'A= 0'B==)0"' & méd. de [A;B |/ de [A-Bj

5 déductions . 1 propriété

Exercice 6

Tracer un segment [B,C] tel que BC = 3 om. Construlre les triangles
ABC et DBC de part et d'autre de (BC) tels que AC =DC = 6 cm et
AB = BD = 4cm. Soit M le milieu de [R;D] - Montrer gue B;C;M sont alignés,

A
Soit A la médiatrice de [&;Dj
P3
CA=CD = cel
P?
BA=RBD == Béel jouB .M sont slignés.
g

M milieu=——MA = MD==2 Mec &

5 déductions . 1 proprisété
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Exercf:e 7 ]
T ————, T
Soit le cercle € de diamétre [A;B] de centre O. AB = 6onm.
M e €.
1 Cénstruire N tel que (AB) méd. de [M;N].
2 Montrer ON = 3cm

3 Montrer que N est un point du cercle.

P ¥

2

(E) (AB) méd. de [MN]‘===$(MN) L (8B) en H et H milieu de [M;N]
Du point M, (MH) 1 (aB) €t BHN = HM.

, P,
(2) ocmea de [MN]== om = on sson = L a
=3
oM =V%-AB =3 cm

@) ON=3cm Neée& &€ ©; 3 cm

Exercice 8
Fontrer que dans le triangle isocéle ABC tel que AB = AC la
médiare [A;M] est aussi mégiatrice.

Py B c
RB = IC ===) A & méd. de [B:C]
P, }-~=—-—>(AM) est la
[AM] rédiane m—=3yM milieu de [B;C] ==3 M & med. [B;C] méd. de [B,C]

4 déductions . 1 propriété




Exercice 9
esicctohutmndait

Montrer que dans le triangle isocéle DEF de sommet principal D,

la médiane [D,H] relative & [E,Fj est aussi hauteur.

[D,H] médiane = HE=HF =—> H ¢ méd. de [E;F |

D

H

P

3

DEF isocéle=> DE=DF == D<€ méd. de [ E;F |

Exercice 1
—

Construire deux triangles isocéles ABC

[B,C]. Montrer que AELBC.

ABC isocéle =—> AB

EBC isocéle =—=> EB

Exercice

O

11

Soit [A;B] un

MA # MB.

7 déductions . 2 propriétés

A

B C
%]

AC == A€ méd.de [B,C]
fzf*

P

2L, 5 ¢ med.de [B,C]

it

EC

6 déductions . 2 propriétés

P

et ERC de base commune

P

1
=(DH) méd. de [E;F|= (DH)-L(EF):;[DH]

hauteur.

(AE) méd. _1_—:_7 (RE) L (BC)

segment. Construire une droite D telle que si M &€ D

Soit A la médiatrice de [A;B]
;]
MA # MB==> M ¢ A

M€ D

3 déductions . 1 propriété

%éAr\D =@ A strictement / & D




- 61 -

2—-Le Losange (utilise la médiatrice)

Exercice 1
Construire [A;C] et la médiatrice A telle que [a;c]na={o0}
Placer B et D sur A gels gue OB = OD.

e

e

A
<:> Montrer que (AC) est la médiatrice de [B;D]

Py P
(BD) méd. de [A;C](Ac) 1 80y =ty (ac) mediatrice de [B;D]

O milieu de [B;D]

2 deductions .'1 propriété

(:)définition

Un quadrilatére ayant ses diagonales médiatrices 1l'une

def de l'autre est un losange

<:>Montrer que les 4 cbtés de ABCD sont isométriques.

(8D) méd. de [a,c]=E {ma = cB

(AC) méd. de [B,Djxééé DA

DA = DC j=====3BA = BC = CD = DA

BA

3 déductions . 1 propriété

les cBtés d'un losange sont isométriques.




Exercice 2
Construire un triangle isocéle EFG tel qﬁe EF = EG

Construire H tel gque HF = HG = EF

E
Montrer que EF HG est un losange.
F G
P, :
FF = EG ==>E€ méd. de [F;G]
§=:>(EH) méd. de [F;G]
HF = HG ===> H¢ méd. de [F;G]
. D&f
FE = FH ==>F€¢ méd. de [E;H] ' = EFHG isz un
} ==>(FG) méd. de [E;H] osange
GH = GE == G€ méd. de [E;H]

7 déductions . 2 Propriétés

Tout quadrilatére ayant ses cdtés isométriques est un losange

Exercice 3

Tracer un demi-cercle de centre O de diamétre AB = 7,8 cm. La
médiatrice de [A;B] coupe le demi-cercle en M. Placer sur le demi-cercle
les points R et S tels que MR = MS = 3,9 cm. Montrer gque ORMS est

un losange.

A B
O centre —> OR = 038 = 3,9 P5
MR = MS = 3,9 OR = 08 M MS === MROS est un losange

3 déductions . 1 propriété
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Exercice 4
foatetictanindenk A
Construire un losange ABCD tel gque AB = 4cm.

Combien de solutions ? (A faire en classe.)

Exercice 5
ekt

Construire un losange ABCD tel que AC =6 cm et AB = 4 cm.

Combien de solutions ?

~- cbtés isométriques ==> placer [ACJ puis tracer deux cercles de centres

A et C et de rayon 4cm.

Exercice 6
ikttt

Construire 2 cercles de centres O et O' de méme rayon.zzn%g {a;B}

Montrer que OAO'B est un losange.

A e

"N, . B"
A€ %}
=>0A=0B
Be®
A€ ¢

{:ﬁO'A=O'B ==) OR=A0' = O'B=BO ==0A O'B est un losange
Be ¢
OA=0A"
4 déductions ., 1 propriété




Exercice 7
Construire un triangle isocéle ABC tel que AB = AC
Soit H le milieu de [B;C]. Construire le cercle € {(H;HA) et A'

intersection de € et (AH) . Montrer que ABA'C est un losange.

AB = AC =) A € méd. de [B;C]

gzga(AH) méd. de [B;C]
H milieu=sHB = HC == H € méd. de [B;C |

ABA'C est
un losange

== (RC) méd. deEA;Aﬂ

H centre de cercle==H milieu EA;A']

(AH) médiatrice = (aH).L (BC)

8 déductions . 3 propriétés
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LES GROUPES DE BRESSUIRE - ST VARENT

. I2 s'agit d'un travail anafogue au précédent.
Voicd Les trhavaux des thols groupes :

- RECTANGLE - ORTHOGONALITE

- PARALLELISME - PARALLELOGRAMME

RECTANGLE - ORTHOGONALITE

DEFINITIONS OU PROPRIETES UTILISEES

I ): Définition du rectangle : quadrilatére ayant 3 angles droits.

: Si deux droites sont paralléles, toute droite perpendiculaire & 1'une

est perpendiculaire & 1'autre.

: Si une droite est tangente & un cexcle %?(O,R) en un point A , alors

elle est perpendiculaire & (OA).

(::): Dans un triangle, la droite qui passe par les milieux de 2 cdtés est

paralléle au support du 3éme c8té.

Exercice 1

(8

Exercice 2

(8)

Soient deux droites (A) et (A') perpendiculai-
res en O. Soit A wun point du plan n'appar-
tenant ni & (A) ni & (A'). La perpendiculaire’
& (A) passant par A coupe (4) en H.

La perpendiculaire & (A') passant par A coupe
(A") en K.

Montrer que (AKOH) est un rectangle.
(a")

1 PROPRIETE : (::); 1 DEDUCTION

(AY) Soit une droite (A). Tracer 2 droites (Dl) et

(D2) perpendiculaires & (A). Par un point A
B a appartenant & (Dl)' tracer une droite (A')
o (Di) paralléle & (A). Les points B, C, E sont tels
que : (D)) a (8) = {B} (D)Nn®) = {c}
(a")n (D) = {E} .
Ly Montrer que (ABCE) est un rectangle.
C (D2)

2 PROPRIETES : (::) et(::> ; 2 DEDUCTIONS
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Exercice 3

A B

by
D H K C

Seoit un trapéze (ABCD) de bases [AB] et

[Dc].
Tracer les hauteurs EAH] et [BK].

Montrer que (ABKN) est un rectangle.

2 PROPRIETES :

©)

2 DEDUCTIONS

NOR

Exercice 4

A 5 ®)
) )
C H D K ah)

Tracer 2 droites (p) et (A') paralléles.

A et B sont deux points de (A) (distincts)

C et D sont deux points distincts de (AY)
Tracer le triangle (CAD) et sa hauteur [AH].
Tracer le triangle (CBD) et sa hauteur [BK]‘

Montrer gque (ABKH) est un rectangle.

2 PROPRIETES :(::)

et<::>j 2 DEDUCTIONS

Exercice 5

(a")
I's: (D)

(8)

(D)

1

Soiént 2 droites (D) et (A) perpendiculaires
en A. Placer un point B sur (A) et un point
E sur (D).

Tracer la droite (D') passant par B et
paralléle & (D)

Tracer la droite (A') passant par E et
paralléle & (A).

(D) et (A') se coupent en C.

Montrer que (ABCE) est un rectangle.

2 PROPRIETES : ‘EE' et<::>;

3 DEDUCTIONS

Exercice 6

Soient 2 droites (A) et (A') perpendiculaires
en 0. Tracer deux cercles (€} et Er) de
centre

®B)n (8) =

O, de rayons différents.

{a} et BN (A") = {B}
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Tracer la droite (D) tangente en A au cercle () et la droite (D') tangente
en B au cercle ') ; (D) et (D') se coupent en E.

Montrer que (OAEB) est un rectangle

(2 PROPRIETES @ et@ ; 3 DEDUCTIONS
& % E

Exercice 7
B Soit (ABC) un triangle rectangle en A.
Soit M un point de [BC] . La paralléle

N M 4 (AC) passant par M coupe (AB) en N.

La paralléle & (AB) passant par M coupe
(AC) en P.

Montrer que (MNAP) est un rectangle.

2 PROPRIETES : @ et @; 3 DEDUCTIONS
+

i

>y
v}
9]

Exercice 8 Soient 4 points A, B, C, D tels que :
A E B (2B) L (aD)
- -] (aD) L (DC)
(AB) L (BC)

Soit Eéi:AB]. La droite passant par E et

paralléle & (AD) coupe (DC) en F.

Montrer que (BCFE) est un rectangle.

2 PROPRIETES : @ et@; 3 DEDUCTIONS
o %

Soit un triangle (ABC) ; M est le milieu

Exercice 9

A
de [aB] et N le milieu de [AC].
//// Tracer par M et N les perpendiculaires &
M
/// (BC) . Elles coupent (BC) respectivement en
H et K.
o]
" H K Cc Montrer que (MNKH) est un rectangle.

3 PROPRIETES : @ @@ ; 3 DEDUCTIONS




- 68 -

Exercice 10 Soient 2 droites (D) et (A) sécantes

en O. Place un point A sur {A) et un
point B sur (D). On appelle I le milieu
de [OA] et J le milieu de [OB}.

Par le point B, on méne une perpendiculai-
re & (IJ) gui coupe (IJ) en K.

Par le point A, on méne une paralléle &
(BK) qui coupe (IJ) en L.

Montre - que (ABKL) est un rectangle.

3 PROPRIETES : (;;) (:j) et(::) ; 4 DEDUCTIONS.
#® W s

Exercice 11 A

Soit (ABC) un triangle rectangle en A.

On appelle M, N, P les milieux respectifs

de [BC] ; [aB] ; [ac].

Montrer que {MNAP) est un rectangle.

3 PROPRIETES : (::) <::> et I ; 5 DEDUCTIONS

(")
Exercice 12
D Soient 2 droites (4) et (A') perpendicu-
laires en O. Soient A et C deux points
de (A) distincts dee O et B et D
P
9 deux points de (A') distincts de ©O. On
appelle M,N, P, Q0 les milieux respectifs
Bpee de BB| ; |BCl;|CD| et DA
N
M \\‘\
0 a c (A) 1°) Montrer que (MN).L (OM)
2 PROPRIETES : @ et @; 4 DEDUCTIONS

B A ¥

2°) Montrer que (MNPQ) est un rectangle

3 PROPRIETES :@ @ et@; 6 DEDUCTIONS
W O et B

N.B. Pour le dessin, on pourra envisager plusieurs cas de figure. suivant

la position des points 2, B, C, D par rapport & O.
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PARALLELISME - INITIATION AU PARALLELOGRAMME

Introduction :
On suppose connues les notions suivantes :
- définition du parallélogramme (cétés opposés paralléles)
. transitivité du parallélisme
- Axiome d'Euclide (unicité de la paralléle & une droite, passant par
un point donné).
. Axiome des milieux (droite des milieux dans un triangle)

. (Dlj,D et D2L D) alors D1 A’Dz {si nécessaire).

A l'aide de ces notions, comment peut-on démontrer dans une figure simple,

la présence de droites paralldles ou de parallélogramme.

ler exercice :

(ABC) est un triangle quelcongue. Soient K; I; J les milieux respec-
tifs de [aB] ; [ac] et [BC] .
a) Démontrer que (KI) // (BC) et que (KJ) // (AC)

b) En déduire que (KICJ) est un parallélogramme.

a) 1 énoncé ; 2 déductions

b) 1 énoncé ; 1 déduction

2éme exercice :

(IJKL) est un parallélogramme dont les diagonales se coupent en O.

A ;B ; C; D les milieux respectifs de [OI] ; [OJ]‘; [OK] ; [OLJ

’

a) Démontrer que (AB) // (1J) et que (DC) / (LK)
b) En déduire que (AB) // (DC)

a) 1 énoncé , 1 déduction

[

b) 2 énoncés, 2 déductions

3éme exercice :

(EWZU) est un quadrilatére. I, J, K, L sont les milieux respectifs
dge [Ew] ; [wz]; [zu]; [&U].

a) Démontrer que (IJ) et (LK) sont paralléles.

b) Comment feriez-vous pour démontrer que (IJKL) est un parallélo~

gramme ?

a) 2 énoncés ; 5 déductions
b) 3 énoncés ; 4 déductions

(2+1) (3+1)
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4éme exercice :

(ABCD) est un parallélogramme, I, O, J les milieux respectifs

de [aB] ; [ac]: [pc].

Démontrer que O, I, J sont alignés

4 énoncés ; 5 déductions

M, N, P 3 points non alignés. Ils sont les milieux respec-

tifs de LAB] ; [BC] et [AC] . Construire A,B et C
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MEDIATRICE

Enoncés utilisés :-~ deux définitions de la médiatrice

- définition du cercle

- définition du triangle isocéle, du triangle rectangle

~ unicité de la perpendiculaire & une droite passant par
un point

~ unicité de la droite passant par deux points.

1) A,B,M sont 3 points tels gque AB = 7 ;s MA =5, MB = 7 .
M appartient-il & la médiatrice de [AB] ? B appartient-il & la média-
trice de {AM] ?

1 énoncé - 1 déduction 1 énoncé - 1 déduction

2) [BC] est un segment. A est la médiatrice de [BC]. M est un point

-y H
de A n'appartenant pas a [BCJ. Montrer cue MBC est un triangle isocéle.

2 énoncés ~ 2 déductions

3) AMB est un triangle rectangle en M. C est le point tel que M est

milieu de [BC]. Montrer que (AM) est médiatrice de [BC]

2 énoncés ~ 2 déductions

4) A et B sont 2 points d'un cercle de centre O. Montrer que la médiatrice

de [AB:‘passe par O.

2 énoncés -~ 2 déductions

5) A,B,C sont 3 points non alignés, les médiatrices de [BC] et de [AC]

Se coupent en O. Montrer que O est équidistant de A et B

1 énoncé - 3 dsductions

6) A et B sont 2 points tels que AB = 4. Construire O tel que OA=OB = 5
et O' tel que O'A = 0'B' = 3. Montrer que {00') est médiatrice de [AB].

En déduire la construction de la médiatrice d'un segment.

2 énoncés -~ 3 déductions




7) A, B, C sont 3 points non alignés tels que AC = CB. I est le milieu

de [AB]. Montrer que (CI) est perpendiculaire & (AB).

2 énoncés - 4 déductions

8)%?et 2?' sont 2 cercles sécants de centre§ A et B et de rayon différent.

Ils se coupent en C et D. Montrer que (AB) est la médiatrice de [CD].

3 énoncés - 5 déductions 1 énoncé - 2 déductions

9) [AB] est un segment. O est un point n'appartenant pas & [AB] et tel

que OA = OB. A est la perpendiculaire & (AB) passant par O. Montrer que

A est la médiatrice de [AB]

3 énoncés - 2 déductions
¥




L'image que nous nous faisons du monde qui nous entoure est subjective, purement
humaine et par la imitée. L'image qu'en a unc abeille, un chien ou un oiscau est
complétement différente. Chaque étre vivant est pourvu d'organes différents des
ndtres, percoit des impressions entirement différentes des nbtres et les images
enregistrées sont interprétées de facon absolument différente par les cerveaux
diversement organisés dont la nature a doté les éwres. En fait, chacun sent, entend,
voit avec son cerveau et chacun de la maniére mysiérieuse propre a son espeéce.
Il est singulier que nous autres hommes réfiéchissions si peu au fait que P'appareil
grice auquel nous pensons et sentons, grace auquel nous bitissens notre vie et
développons notre conception du monde, que I'instrument grice auquel nous
prenons toutes nos décisions, que cet apparei] de pensée, donc, non seulement
est une énigme restée insoluble, mais est souvent wictims d'erreurs,
scumis a des préjugés et sujet a des illusions. L'illusion n'est-elle
qu'une représentauon superiicielle du monde, que pure imagi-
nation dans la vie pratque ou bien une fagon
rassurante de s¢ tromper soi-méme au heu
de regarder froidement les faits® Si
nous examinons dun il cri
uque le mécanisme de 1'illu-
sion, la connaissance que nousy
trouverons de nos faiblesses nous
«désillusionneras  moins gu'elle ne
nous fascinera, en panicufier dans
tous les cas ol, bien gque nous
sachions avoir affaire 4 une
tllusion, 1l nous est impos-
sible de lui résister. Mais
il nc suffit pas de qualifier
Pillusion de déformation
ou de tromperic, elle est en
méme temps le principe de
tout ce qui est créateur, le
“mohile qui nous pousse
a transformer le
monde pour le
rendre tel que
nous le révons.
C'est pourquoi une
promenade & travers les
itlusions et les erreurs peu non
seulement &rre divertissante, mais aussi
donner une impulsion & I'examen personnel des choses
et & une méditation fructueuse.

Edi LANNERS "rllusions"
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PARTIE I11

POUR DOUTER
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PARTIE III
POUR DOUTER : points de départ pour démontrer
"L'oeil dort jusqu'a ce que l'esprit 1'éveille par
une question" Proverbe arabe.
"Le doute est le sel de l'esprit" (Alain)
SOMMAIRE
1. Voir est~ce suffisant 2 vv.eieenrronrcvoccossoancosssnnnans e p 75

2. Une figure géométrique permet~elle de conclure ou conjecturer ? . p 79

3. Les défis AU YalSONNEMENT.cc e v unosornncaonsosonsnsnossssossoas .. p 86

Trop souvent 1'élé&ve se contente de voir un résultat sur une figure
pour affirmer gue ce résultat est vrai. L'apprend-on & douter de ce qu'il

voit ? Liapprend-on & douter de la walidité d*un dessin ?

i
1 - Voir : est-ce suffisant ? (ou les illusions d‘optique)

Il s'agit d'une recherche d'activités pour essayver de Jjustifier la
nécessité, quli est loin d'étre évidente pour nos éléves de 4éme, de faire

des démonstrations.

Sans instrument de dessin, précise la-

guelle des demi-droites est le prolonge-

ment de la demi-droite supérieure.

Vérifie ta conjecture

Sans mesurer compare les longueurs des

deux segments.

\V

/N

Vérifie ta conjecture.




Sans mesurer compare les longueurs
MA et MB.
varifie ta conjecture.

Refaire des figures analogues.

Que constates-tu ?

Quelles sont les données pour que le

phénoméne se reproduise ?

Sans mesurer compare les longueurs

T des segments horizontaux.

vérifie ta conjecture.

Sans mesurer compare les longueurs

des segments horizontaux.

vérifie ta conjecture.

Sans mesurer compare les cercles.

vérifie ta conjecture.




Compare les cercles tracés en trait

fin.

Vérifie ta conjecture.

Compare les cercles.

Vérifie ta conjecture.

Compare la hauteur et la largeur.

&g 8 P Prends un carré de c6té 8 et décou-
? D pe-le comme le dessin 1l'indique. Avec
2 < les quatre morceaux tu peux former
l P — un rectangle. Compare l'aire du carré
T 3 et l'aire du rectanglé.
[ A [
l gg’ Que s'est il passé ?
- g%

¥ Les trois nombres qui interviennent
sont 3, 5 et 8. On peut recommencer avec

5, 8 et 13 ; 8, 13 et 21 etc....

(pour information:suite Fibonacci).




Ot est passé le cinquiéme carré °?

A%’///z

L

N
L)

o
Quel est le lien avec le probléme précédent ?
(on retrouve la suite des nombres 2, 3, 5 et 8.... )
Bibliographie : Documents pour rétroprojecteur : IREM d'Orléans

ou:faites vous mémes vos transparents a4 partir par exemple
des documents suivants

. P.A. (Petit Archiméde) n°® 61-62/63 - 64/65 - 66/67 - 68/69/70
octobre 1979 & Novembre 1980)

. Sciences et vie n°® 619 Avril 1969.
La recherche n°25 Juillet RolGt 1972.

_"Tllusions" de Edi Lanners (Editions Hiers et Demains 1975)
Ca m'intéresse n° 8 Octobre 1981
Illusions d'optique - Sélection du Reader's Digest

Expériences et problémes récréatifs, Y.Perelmann.

Editioné de Moscou.




- 79 -

2 - Une figure géométrique permet-elle de conclure ou de conjecturer ?

Ces exercices sont une "cueillette" d'exercices faits en classe pour
lesquels il se passe des choses : si les éléves ne sont pas trop "automathi-
sés" il y a divergence de conclusions. Les conclusions deviennent alors
conjectures ; le probléme de la validité du dessin se pose.

Si au fil de vos exercices de géométrie de la 6éme & la 3éme vous décou-

vrez de tels exercices envoyez-les nous pour enrichir le stock afin d'en

faire un recueil que nous vous adresserons.

L'adresse : Géométrie de 4éme
IREM de Poitiers
40, avenue du Recteur Pineau

86022 POITIERS CEDEX

1 - Place les points A,B et C tels que
4

AB = 2 BC = 3 AC

méme exercice
AB = 2 BC = 3 AC = 5

Compare avec tes camarades.

2 - Un triangle isocéle a pour base 7cm et pour hauteur principale un

segment de 6cm. Le triangle est-il équilatéral ?

3 -~ Soit ABC un triangle. Place les trois points EF et G tels que
E e [AB] EB=2EA ; Fe [AC] 3 FC=FA ;

‘e

G appartient & la demi~droite d'origine C qui ne contient pas B

et GB = 6 GC

Observe les points E, F et G.

Que peux-tu en dire '?




4 - ABC est un triangle acutangle. M, N et P sont tels que :
MA = MB = NA = NC = PB = PC (voir figure)

Les droites PA, BN et MC sont~elles concourantes ?

/

s

v

5 - Refais le méme exercice en supposant ABC isocéle.

ABC sont trois points de 2

&

A'B'C' sont trois points de D
Observe o , B et vy ,

Que peux-tu en dire ?

Observe o,B et vy

"~

Que peux-tu en dire

i
¢9]
(@]
3

I
[N
C
=

i
(K]

8 - Construis un triangle COT on ocC

est-il rectangle ?
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REC est un triangle rectangle.

Trace la hauteur RH.

H < Crois-tu que RH X EC = RC X ER ?

Les deux rectangles hachurés ont ils méme

aire ?
A M est le milieu de BC
11 Lequel des deux triangles

AMB et AMC possé&de la plus grande aire?

12 Compare les aires du parallélogramme et du

rectangle.

13

Classe par ordre croissant
selon leur aire les six trian-

gles découpés par les médianes.
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N
f
14
<
15
16

Un triangle ABC a pour dimensions

AB =7 BC =5 AC =9

On fixe AC sur un axe que l'on fait tour-

. . o ¥
ner. Le triangle engendre un solide.

Si on fixe AB ou BC sur un axe le solide
engendré change t-il ?
Que fait le volume ?

*% Ce solide est formé de 2 cdnes.

Le trapéze et le rectangle ont la méme aire.
Si on les fait tourner autour de l'axe ils
engendrent 2 solides. Lequel des 2 solides

a le plus grand volume ?

Dans une plaque de carton carrée de 20cm
de cbté on dessine 4 bandes (voir dessin)
de 2 cm de large. Puis on enléve les 4
carrés hachurés. En pliant suivant AB,
BC, CD et AD on obtient une boite sans

couvercle. Calcule le volume de cette boite.

Si tu traces des bandes de 3,5 cm de large
le volume de la nouvelle boifte obtenue

change~t-il ? augmente-t-il ? diminue-t-il ?

Remarque les conjectures des éléves des exercices 9 & 16 peuvent &tre
vérifiées.
17 Voici une construction d'un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
centre et de rayon R.




. AB et A'B' sont deux diamétres
perpendiculaires.

. I est le milieu de OB'.
Le cercle de centre I de rayon

IA coupe le segment OA' en C.

La longueur de AC est la lon-
gueur du c6té d'un pentagone

inscrit dans le cercle de centre O

et de rayon R.

Voici une construction de 1'heptagone
régulier (7 cbtés égaux) inscrit dans

un cercle de centre O et de rayon R.

« Tu traces un triangle éguilatéral inscrit
dans le cercle.

«La moitié de la longueur du cdété du
triangle te donne la longueur du cdté

d'un heptagone. (AI) inscrit dans le

cercle de centre O de rayon R.

Laquelle des 2 constructions te semble la plus juste ?

Les cordes AB et CD ont méme longueur.

Compare les aires des surfaces pointées.

=

(Le choix du rayon du grand cercle est laissé a 1'éléve celui ci peut

alors mesurer les rayons des cercles tangents et ainsi calculer les
aires).

19 MHP est un triangle rectangle en H. Les mesures de MP et MH sont
respectivement 12cm et 7,2cm. A est le point du segment EMH} tel que
MA = 2,7cm. La paralléle & la droite (PH) passant par A coupe MP en B.

MHB est-il rectangle ?
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20 API est un triangle tel que AP =9 PI = 10 et AI =5 1'unité
étant le centimétre. C est le milieu de [AI]. Par A on trace la paral-

léle & (CP) qui coupe (PI) en O.

P est il le milieu de [OI] ?

D,D' et D" sont concourantes
en O. Ai’ Az appartiennent &

b , B1 ' B2

C1 et C2 appartiennent & D".

appartiennent & D';

Observe o, B et vy

Que peux-tu en dire ?

ABC est un triangle. H est
son orthocentre. Scit M un
point quelconque. La perpendicu-
laire issue de H a MA coupe
BC en o. Celle issue de H &
MB coupe AC en B. Celle issue

de H & MC coupe AB en Y.
Observe o ,B , v-

Que peux-tu en dire ?
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23 Trace un cercle de rayon 3cm.
Puis une corde MN.
Trace un cercle concentrique au

premier et tangent & la corde.

Trace maintenant un cercle dont
le diamétre AB a méme longueur
que MN.

Compare les aires pointées.

Vérifie ta conjecture.

Prends six points au hasard sur

un cercle. Trace en chacun de

ces points les tangentes au cercle.
Chaque tangente coupe la suivante
en un point. Tu obtiens ainsi un
hexagone (circonscrit au cercle).
Trace les trois droites qui joi-
gnent chacune deux sommets opposés
séparés par deux sommets (voir
figure) .

Que peux-tu dire de ces trois

droites ?

%

l'aire d'une couronne ne dépend que de la corde MN.
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3 -~ Les défis au raisonnement : que vaut la figure 7

Exemple 1 - Tous les triangles sont isocéles.

Soit ABC un triangle quelconque (Fig. 1, ou 2 , ou 3).

AN | F. 2 F. 3

Menons la bissectrice de l'angle C, puis l'axe de symétrie du cdté AB
(c'est & dire une droite perpendiculaire & AR et passant par le milieu

M du segment AB). Examinons les différents cas de disposition mutuelle

de ces droites. En opérant avec une seule bissectrice et un seul axe de
symétrie, convenons de les appeler "bissectrice" et "axe" tout court.

CAS 1 : la bissectrice et l'axe ne se coupent pas, c'est & dire, soit

ils sont paralléles, soit ils se confondent. Etant donné que 1l'axe est per-
pendiculaire & AB, la bissectrice l'est aussi, c'est a dire elle se V

confond avec la hauteur, donc, le triangle ABC est isocéle (CA = CB).

CAS 2 : la bissectrice et 1l'axe se coupent & l'intérieur du triangle
BBC (fig.1), soit en un point N. Etant donné que ce point est équidistant
des cbtés de l'angle ACB, alors, en menant par ce point les perpendiculai-
res NP et NQ & CB et CA respectivement, on obtient NP = NQ. Mais
le point N est en méme temps équidistant des extrémités du segment AB,
c'est & dire NB = NA. Les triangles rectangles NPB et NQA sont égaux
comme ayant une hypoténuse égale et un c6té de l'angle droit égal, donc
NAQ = NBP. En ajoutant & ces angles égaux les angles de méme égaux NAB
et NBA (comme - . angles adjacents & la base d'un triangle isocéle ANB),
on obtient égﬁ = éER, d'ou il s'ensuit que le triangle ABC est isocéle
(notamment, CA = CB).

CAS 3 : la bissectrice et l'axe se coupent sur le coété BB, c'est &

dire au milieu M de ce cdté. Cela signifie que dans le triangle ABC
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la médiane et la bissectrice menées du sommet C se confondent, d'ou
il s'ensuit que ce triangle est isocéle.

CAS 4a : la bissectrice et l'axe se coupent en dehors du triangle
ABC ; les pieds des perpendiculaires, abaissées du point N de leur inter-
section sur les cbdtés CB et CA, se trouvent sur ces mémes cdtés et non
pas sur leurs prolongements. Comme auparavant on obtient les triangles égaux
NPB et NQA et un triangle isocéle ANB. Les angles adjacents & la base
AB du triangle ABC sont égaux, mais cette fois comme différences (et

non pas comme sommes, cas 2) d'angles respectivement égaux.

CAS 4b: la bissectrice et l'axe se coupent en dehors du triangle ABC;
les pieds des perpendiculaires, abaissées du point N de leur intersection
sur les cbtés CB et CA, se trouvent sur les prolongements de ces cotés
(fig. 3). Les constructions et raisonnements analogues aboutissent & la conclu-
sion sur 1l'égalité des angles extérieurs aux sommets A et B du triangle

ABC. D'ol il découle immédiatement 1l'égalité des angles intérieurs A et B

et, par conséquent, CA = CB. '

Exemple 2 - La longueur de l'hypoténuse est égale & la somme des longueurs

des cb6tés de 1l'angle droit.

Du milieu D de l'hypoténuse d'un triangle rectangle en C,
ABC, abaissons les perpendiculaires DE et DF sur les cdtés de l'angle
droit ; on obtient la ligne brisée BEDFA composée de guatre segments
dont la longueur est évidemment égale & la somme des longueurs des cdtés
de l'angle droit. Reprenons cette méme construction péur chacun des triangles
DBE et ABF : des milieux des hypoténuses DB et AD on abaisse les per-
pendiculaires sur les cdtés de l'angle droit et on obtient une ligne brisée
de méme longueur composée de huit segments de droite. On peut poursuivre
cette opération indéfiniment : l'hypoténuse sera successivement divisée en
2, 4, 8, 16, ... parties égales ; on obtient donc une suite de lignes brisées
en forme de scie (pour plus de simplicité on les appellera en abrégeant "scies")
gui joignent les points A et B et se composent de 2, 4, 8, 16 .....
"dents" c'est & dire de 4, 8, 16, 32, .... chainons). Toutes les "scies"
ont la méme longueur (autrement dit, la somme des longueurs des chalnons est
toujours la méme) qui est égale & la somme des longueurs des cdtés de l'angle
droit. A mesure que le nombre de dents de la "scie" augmente, celle-ci s'ap-
proche de plus en plus de 1'hypoténuse AB, de sorte gue si ce nombre devient
trés grand, il sera difficile de distinguer, pratiquement, cette ligne
brisée, composée d'un trés grand nombre de petits chainons, du segment rectili-
gne {(de méme qu'il est difficile de distinguer un cercle du polygone régulier

inscrit dans ce cercle et possédant un trés grand nombre de cdtés).




38 -

Servons-nous de cette image pour mieux

formuler le probléme : la suite de "scies"

a pour limite le segment AB dans le sens

que la plus grande des distances des points de
la "scie" & la droite tend vers zéro & mesure
qu'augmente le numéro d'ordre de la "scie” (en
effet, cette distance maximale n'est rien d'au-
tre que la hauteur abaissée sur l'hypoténuse de
1'un des triangles rectangles égaux formant \\f
les "dents:de scie" et la hauteur de la "dent™

est inférieure & son hypoténuse gul tend vers

zéro) . En d'autres termes, aussi étroite gque soit

la bande comprise entre 1l'hypoténuse AB et la

sécante aux cotés de l'angle droit, paralléle :
a4 AB (fig. ), il existe dans la suite de
fscies" une telle "scie” qui, le long de toute
la distance de A & B, s'insére entiérement avec .
C

toutes les "scies” suivantes au sein de cette
bande. Or, toutes les "scies" ont méme longueur,
par conséquent, la suite de ces longueurs est for-
mée de nombres égaux et a pour limite le nombre

qui est égal & la somme des longueurs des cbtés de
1'angle droit. D'autre part, une “scie” a pour 1i-
mite 1'hypoténuse dont la longueur est également

la limite de la suite des longueurs des "scies", or
une suite ne peut avoir deux limites différentes ;

notre hypothése est ainsi démontrée.

Exemple 3 : La valeur du nombre 7 est 2.

En prenant le segment AB pour diamétre cons-
truisons une demi-circonférence. Divisons le seg-
ment AB en deux et en considérant chaqgue moitié
comme diamétre tracons deux demi-circonférences
de part et d'autre du segment AB. Ces deux demi~
circonférences forment une ligne ondulée (qui par
son aspect extérieur rappelie une sinusoide) dont

la longueur de A a B est égale & celle de la

-

. . . s o s . W
demi-circonférence initiale, c'est & dire a §'AB
en effet, chacune des deux plus petites demi-cir-

conférences a une longueur deux fois plus courte,
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car son diamétre est deux fois moins grand.
Divisons maintenant le segment AB en gua-
tre parties égales et construisons une ligne
ondulée formée de quatre demi-circonférences

T
dont la somme des longueurs est -+ AB.

o o -
Poursuivons cette opération indéfiniment en 4 . 4 B ! L 3
A& T ) ! L} & 3

divisant le segment AB en 8, 16, ... par-

ties égales et en construisant chagque fois

des demi-circonférences disposées alternative-
ment de part et d'autre de la droite BAB.

On obtient une suite des lignes ondulées qui

se rapprochent de plus en plus du segment

AB en ayant ce segment pour limite dans le
sens que la plus grande distance des points de
chaque ligne ondulée de la droite AB{celle-ci
étant évidemment égale au rayon des demi-cir-
conférences formant la ligne ondulée) ténd vers
z&ro & mesure gu'on s'éloigne du point de départ
de la suite. Mais, la longueur de toutes ces
lignes ondulées est constante et égale & %-AB,
il en est de méme de leur limite, c'est & dire
du segment AB. De l'égalité — AB = AB il

2
s'ensuit que 1w = 2.
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EN GUISE DE CONCLUSION, une fable :

Un animal dans la lune

Pendant qu'un philosophe assure,
Que toujours par leurs sens les hommes sont dupés,
Un autre philosophe jure
Qu'ils ne nous ont jamais trompés.
Tous les deux ont raison ; et la Philosophie
Dit vrai, quand elle dit que les sens tromperont
Tant que sur leur rapport les hommes jugeront.
Mais aussi si l'on rectifie
L'image de l'objet sur son éloignement,
Sur le milieu qui 1l'environne,
Sur l'organe et sur l'instrument,
Les sens ne tromperont personne.
La nature ordonna ces choses sagemen% :
J'en dirai quelque jour les raisons amplement.
J'apercois le soleil : Quelle en est la figure ?
Ici-bas ce grand corps n'a que trois pieds de tour :
Mais si je le voyais la-haut dans son séjour,
Que serait-ce & mes yeux que l'ceil de la nature ?
Sa distance me fait juger de sa grandeur ;
Sur l'angle et les cOtés ma main la détermine.
L'ignorant le croit plat, j'épaissis sa rondeur ;
Je le rends immobile, et la terre chemine.
Bref, je démens mes yeux en toute sa machine.
Ce sens ne me nuit point par son illusion.
Mon &ame, eﬁ toute occasion,
Développe le vrai caché sous l'apparence.
Je ne suis point d'intelligence
Avecque mes regards, peut-étre un peu trop prompts,
Ni mon oreille, lente & m'apporter les sons.
guand 1l‘'eau courbe un bdton, ma raison le redresse :
La raison décide en maitresse.
Mes yeux, moyennant ce secours,

Ne me trompent jamais en me mentant toujours.

......

La Fontaine FABLE 18 LIVRE
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POUR APPRENDRE A DEMONTRER







POUR APPRENDRE A DEMONTRER

"Jusques & quand les pauvres jeunes gens seront-ils obligés d'écouter

et de répéter toute la journée ? Quand leur laissera~t-on du temps pour
méditer sur cet amas de connaissances, pour coordonner cette foule de
propositions sans suite, de calculs sans liaison ? N'y aurait-il pas

guelque avantage a

=

exiger des éléves les mémes méthodes, les mémes calculs,

les mémes formes de raisonnement, s'ils étaient & la fois les plus simples

et les plus féconds ?

Evariste GALOIS. Lettre sur l'enseignement des sciences. Gazette des

Ecoles du 2 janvier 1831.
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(::) Organigrammes : un travail de recherche et de mise & 1’ épreuve

Groupe de travail de mathématiques Mlle Maryannick BEAUBEAU
Collége JEAN ROSTAND Mme Jeanne GAY
79100 THOUARS ) M. Jean~Pierre GAY

Année Scolaire 1982-1983 Mme Frangoise SCOLAN

Recherche sur l'apprentissage de la démonstration en classe de 4&me

Nous sommes profondément persuadés que l'objectif principal de
1'enseignement des mathématiques en classe de 4éme est 1'apprentissage-du
raisonnement déductif ; malheureusement les différentes méthodes que nous
avons utilisées les années précédentes ont conduit & un &chec important. des

éléves.

Un stage IREM auguel nous avons participé au printemps 1982 sur
le théme "apprentissage de la démonstration en 4&me” nous a permis de cerner
certains problémes ; en construisant des exercices sur un théme donné
(médiatrice, cercle) et en analysant le degré de difficultés de ces exercices
(nombre de déductions et concepts qu'ils font intervenir, nombre d'énoncés
utilisés, choix du vocabulaire, rédaction du texte, rédaction de la démonstra~
tion....) nous avons constaté que les exercices habituellement proposés aux
élaves (et considérés comme simples) posaient déja de nombreuses difficultés.
Nous avons alors décidé de travailler ensemble avec deux objectifs
essentiels : - définition d'une progression qui tient compte des scquis
antérieurs (6éme et 5&me) : on ne redéfinit pas les notions
connues comme parallélisme, orthogonalité, milieu....
- recherche 'd'une méthode permettant de séparer les difficultés
d'ordre logique de celles liées au langage {compréhension du
texte, enchafnement logique et rédaction en francais de la

démonstration) .

lére étape : Nous commengons par quatre séances de dessin utilisant les
acquis de 6éme ; noOus nous Servons en particulier du chapitre "dessiner” de
leur livre Cédic 4éme.

- La transitivité du parallélisme (évidente pour leg éléves)

nous donne un premier énoncé,codé .
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- Un exercice de construction nous permet d'introduire 1'énoncé
suivant, codé : La droite qui passe par les milieux de deux c¢b6tés d'un
triangle est paralléle au troisiéme c&té.

- Aprés des rappels sur le parallélogramme nous en choisissons
une définition (cOtés opposés paralléles) mais plutdt que de la donner sous
forme de condition nécessaire et suffisante nous la décomposons en deux
énoncés :

(::) Si un quadrilatére a ses cdtés opposés paralléles alors c'est un
parallélogramme.
Si un quadrilatére est un parallélogramme alors ses cOtés opposés

sont paralléles.

2éme étape : Les éléves vont d'abord apprendre & utiliser ces quatre &noncés
indépendemment d'un texte d'exercice. Nous distribuons pour cela aux éléves
une collection de propositions écrites sur des étiquettes blanches en papier

(format 7 X 5Scm).

Par exemple :

I milieu de [AB]

d'autre part les é&léves ont fabriqué des étiquettes en carton de couleur

(7 x 5cm), sur chacune d'elles figure un énoncé et son code.

Exemple :

“r"fl" %

Le "jeu" consiste & poser des étiquettes blanches sur la table en les articu-

. A

lant & 1'aide d'un carton énoncé.




Bx 1 :

Ex 2 :

Ex :

Plusieurs éléves ont

Z// L )}
ABCD parallélogramme ( //i;j;; (B) // (CD)
7/
ITVITE /22
I milieu de [AB] A AN Y AL ) B
L :‘Oﬁ ‘. 424 Oi"‘.% /
,.[. l,,é‘;% (13) // (BC)
AM 77
J milieu de [AC]
Bien sfir chaque "manipulation" s'accompagne d'un dessin fait au
brouillon.

Aprés quelques confusions entre les énoncés @ et les

éléves comprennent bien comment "fonctionne" un énoncé. Pour parfaire cette
compréhension nous proposons aux éléves une série de chaines ol certaines

étiquettes manquent ; 1ils doivent compléter.

(EF) // (GH)

Cet exercice n'a pas non plus posé de probléme aux éléves ; ceci

a pris l'allure d'un jeu qu'ils réussissent. Dans certaines classes les

=

éléves ont travaillé par deux chacun posant & tour de rSle une étiquette.

découvert seuls la possibilité de construire des

chaines a plusieurs déductions.

Les chaines logigues sont recopiées sur le classeur de la fagon

suivante :
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[}

]

(13) // (AE)

milieu de [AB]
0 o vmo
milieu de [AC] i}::};i:>

(AE) // (BC)

3éme étape : Aprés trois ou quatre séances on aborde les exercices ; les
€léves travaillent par deux. Ils disposent de leurs cartons—-&noncés et d'un

lot d'étiquettes vierges.

Exercice 1 : ABCD est un parallélogramme ; (d) est une droite paralléle a
(CD). Montrer que (d) est paralléle a (AB).

Chaque éléve lit le texte, fait la figure, cherche les hypothéses ;
chacune d'elles est &crite sur une &tiquette blanche. Le groupe dispose donc
de deux exemplaires de chaque étiquette-hypothése ; elles sont placées 2
gauche sur la table. Si la formulation de la question le permet (c'est trés
souvent le cas) les éléves fabriquent une étiquette-conclusion gu'ils placent

& droite.

|

| e [
R 4
| :

| |

!

|
‘ -

Il reste au groupe & construire sur la table la chaine logique
permettant de passer des hypothéses & la conclusion & l'aide des énoncés.

L'organigramme est ensuite recopié sur le classeur.

i//ls >j (d)// (aB)

> N ‘
ABC paralleloi;gggﬁ% 7, (aB) // (CD)
L

(a /s (CD}{‘
2

I1 est suivi d'une traduction en frangais :

Par exemple : ~ ABCD est un parall@logramme ; donc (AB) / (CD) car dans un
parallélogramme les c&tés opposés sont paralléles.
(@) // (CD) (hypothése) et (AB) / (CD) alors (d) // (AB) car si
deux droites sont paralléles & une méme troisidme droite elles
sont paralléles entre elles.

ou - Dans un parallélogramme les cdtés opposés sont paralléles ;




ABCD est un parallélogramme ; alors (AB)/ (CD).

Deux droites paralléles & une méme troisiéme sont paralléles
entre elles. (AB)// (CD)

et par hypothéses (d)/ (CD) ; alors (d)// (AB).

On passe ensuite & l'exercice 2....

Dans le cas d'exercices & plusieurs gquestions il peut é&tre intéres-
sant de numéroter les hypothéses et les conclusions (Hl’ H2, HB"' Cl’ C2...
chaque point de départ d'une chalne logique étant impérativement une étiquette

numérotée H_ ou C,.
o B
Les thémes de travail proposés aux éléves ont été successivement :

- Parallélisme - Parallélogramme.

- Points alignés.

- Parallélogramme - Milieux (réciproque de <::> et diagonales d'un
parallélogramme) .

- Orthogonalité - Rectangle.

- Distance - Médiatrice - Cercle.

- Losange - Carré.

Ce travail (construction de chaines logiques puis rédaction en
francais) présente l'avantage de mieux décomposer la recherche et de pouvoir
la mener dans les deux sens : partir des hypothéses ou remonter & partir de
la conclusion.

Nous pensons qu'il faudrait procéder ainsi pendant au moins un tri-
mestre afin de faire acquérir aux éléves une méthode de recherche ; dans nos
classes les éléves ont petit & petit abandonné le travail sur table pour
faire l'organigramme directement sur le cahier. Certains 1l'ont sans doute
abandonné trop tot. Aprés quatre & cing mois certains éléves en arrivent a une
rédaction plus traditionnelle des démonstrations (sans passer par les organi-
grammes) alors que d'autres ont encore besoin des deux présentations. De
toute fagon il est indispensable de "prendre son temps" ; il faut que les
éléves aient le temps de chercher guitte & traiter moins d'exercices.

L'écriture des hypothéses sur les étiquettes avec la régley une
étiquette par hypothé&se (et si possible une écriture mathématique), oblige
les éléves & une analyse rigoureuse du texte.

Cette approche de la démonstration a modifié le comportement tradi-
tionnel des éléves par rapport & la géométrie ; les régles du jeu une fois
acceptées ils ont été vite séduits trouvant les premiers exercices tres

faciles. Aprés quatre mois de géométrie nous avons réalisé gqu'aucun éléve

nfavait encore dit "¢a se voit sur la figure". Les &léves n'ont pas l'impres-




sion d'un probléme insurmontable ; 11 est d'ailleurs significatif de remar-
quer que certains éléves qui ont des difficultés en algébre réussissent trés
bien en géométrie.

Notre travail a permis également de mieux situer les difficultés
des €léves ; dans la majorité des cas elles ne sont pas d'ordre logique.
S'ils ont bien compris la signification des énoncés et si les objets mathé-
matiques qu'ils manipulent leur sont bien connus/le raiscnnement suit. (Les

exercices sur parallélisme et orthogonalité ont "mieux marché&"” que ceux

sur la médiatrice, moins bien connue).

Pour les aider dans la compréhension des énoncés il serait peut-dtre
souhaitable de refaire, pour chaque nouvelle collection d'énoncés, le travail

préparatoire : chaines logigues & compléter.

Pour la connaissance des objets géométriques la géométrie de 6éme-

5éme semble essentielle.
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Exercices et Organigrammes

O. PRESENTATION

Structure de chague "chapitre".

1) Des énoncés donnés sous deux formes

2) D

rédigée

diagramme déductif ou organigramme

es exercices sous la forme suivante

3) U

une figure muette
un texte possible
un diagramme déductif de la démonstration

un cartouche avec les énoncés utilisés (Codés) et le nombre de déduc-

tions mises en jeu :

n bilan comprenant

- a fabriquer avec les éléves,servant de bilan au chapitre ou &
l'activité.

— & utiliser par les éléves lors de leurs problémes, exercices, devoirs.

- a classer (alphabétiquement) dans un mini-classeur.

4) Un exemple de feuille de travail pour 1l'éléve

A propos des exerc¢ices

1) 11

ne

nous semble que la difficulté d'un exercice de géométrie en ce qui concer-
la démonstration est liée & au moins deux facteurs :

le _nombre de déductions qu'il va falloir faire ; il vy a un c8té combi-
natoire dans lequel 1'éléve se perd facilement. Peut-&tre dans un premier
temps d’'initiation, faudrait-il se limiter & deux ou trois déductions

et, dans ce cas, pour certains exercices, poser des questions intermé-
diaires. On peut méme envisager d'avoir plusieurs textes du méme exercice

(2 ou 3) parmi lesquels l'éléve choisirait en fonction de ses capacités

(heuristiques) .
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2) A la suite d'expériences faites il semble que l'éléve dans un premier
temps :
- arrive plus facilement & présenter et faire sa démonstration sous forme
d'un diagramme déductif que sous forme rédigée.
~ appréhende mieux un corrigé sous la forme d'un diagramme déductif que
sous forme rédigée.

Il est évidemment essentiel que 1'é&léve sache rédiger correctement
une démonstration. Mais,vu ses difficultés,il semblerait préférable de lui
demander :

- dans un premier temps le diagramme déductif
- dans un deuxiéme temps, & partir de son diagramme, de rédiger la démons-
tration.

Il est & noter que la correction au niveau du diagramme déductif est

bien plus facile.

3) Nous avons voulu rendre au maximum les exercices indépendants de 1l'ordre
d'exposition choisi. D'od :
- pour chague "chapitre" nous avons essayé de faire que le maximum 4'exer-
cices ne dépendent que d'un petit nombre d'énoncés,
- pour chaque exercice nous avons indiqué la dépendance vis & vis des

énoncés (voir cartouche).

4) Les figures muettes permettent notamment de voir qu'une méme configuration

peut étre utilisée ailleurs en adaptant de fagon convenable 1'&noncs.

5) Pour les énoncés (nom des figures) nous avons essayé de lutter contre

la pauvreté des textes classiques. Faisons preuve d'imagination.

A propos des énoncés

Plusieurs points de départ, plusieurs progressions sont possibles pour

parcourir le programme de 4éme-3éme.

1) On peut démontrer avec presque rien :

Nous avons choisi pour cela un enchainement assez classique. Si nous l'avons
choisi c'est pour éviter de faire ce que 1l'on fait souvent en mathématique
en 6éme, en 4éme, en 2nde c'est-.a-dire table rase des connaissances anté-
rieures des éléves. LA au contraire nous faisons fond sur les connaissances
des éléves (ils connaissent quasiment tous les énoncés utilisés dans un
premier temps), et nous voulons leur montrer comment utiliser ces connais-

sances pour une activité trés précise : prouver, démontrer....

2} Avec des outils puissants

Une autre option, plus moderniste, est de partir des transformations en

supposant qu'une telle approche est plus dynamique et plus facile pour
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les éléves. Par contre cette optique sera pour eux entiérement nouvelle
et ils ne retrouveront qu'aprés coup les résultats qu'ils connaissaient.
Il faudra alors diment motiver ces nouveaux outils que sont les transfor-

mations.

A propos du bilan

" Il convient de ne faire écrire sur les cahiers qu'un trés petit nombre
de définitions ou de résultats importants, énoncds avec précision”.
(Instructions BO n°® 22 bis du 9.6.77)

Dans la majorité des cas cela pourrait se résumer donc aux énoncés et

aux bilans qui constitueraient l'essentiel du "cours" des &léves.







1 PARALLELES -~ PARALLELOGRAMME

PARALLELES

I

On va, l'espace est grand,
On se cbtoie

On veut parler.

Mais ce qu'on se raconte

L'autre le sait déja,

Car depuis l'origine
Effacée, oubliée,

C'est la méme aventure.

En réve on se rencontre

On s'aime, on se compléte.

On ne va pas plus loin

Que dans l'autre et dans soi.

PARALLELES

II

Vous criez dans l'espace

Qui doit vous séparer

Vous criez aussi fort
Au moins vers l'autre espace

Que vous coupez en deux,

Comme si vous étiez
A tout jamais les seuls

A ne pouvoir vous rencontrer

PARALLELOGRAMME

On pourrait m'aplatir,

Aussi me redresser.
Je n'ai pas d'idée fixe.

Que deviennent aigus
Mes deux angles obtus,

Je ne tremblerai pas.

Mais s'il me faut passer,
¥
Un instant de raison,

En forme de rectangle,

Alors j'ai peur,
Car un rectangle

Est autre chose.

Comme si ma surface

Pouvait ne plus m'appartenir,

Comme si guelque vent

M'ouvrait sur le volume,

Si mes angles veillaient
Sur gquelque chose d'autre

En moi-méme que moi.

GUILLEVIC

Euclidiennes.
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PARALLELOGRAMME

ENONCES

Définition du parallélogramme

Un parallélogramme est un quadrilatére dont les cdtés sont paralléles

deux a deux.

NB : énoncé double

P1

~ Pa"

Transitivité du parallélisme

Deux droites paralléles & une méme troisidme sont paralléles entre

elles.

P2

Enoncé des milieux pour le triangle

La droite qui passe par les milieux de deux c6tés d'un triangle est

paralléle au troisiéme.

EXERCICES

Textes possibles

ABCD est un trapéze de bases [AB] et
[DC] . DCEF est un trapéze de bases

[pc] et [EF].

Que dire du quadrilatére ABEF ? Prouve-le.

ABC est un triangle quelconque, I, J, K
sont les milieux respectifs de [AB], [AC],

{BC .

—

Que dire du quadrilatére AIKJ ? Prouve-le.

Soient A,B,C trois points quelconques,
I etJ les milieux respectifs de [AB] et
[AC], (d) une droite quelconque passant
par A. On méne par I et J deux droites
paralléles & (d) qui coupent (BC) en E

et F respectivement.

Démontre que IJFE est un parallélogramme.

LUCE est un parallélogramme. On trace une
droite paralléle a (LE) qui coupe les
droites (LU) et (LE) respectivement en A
et N.

Démontre que

1)ELAN est un parallélogramme
2)CUAN est un parallélogramme




PARALLELOGRAMME

ENONCES :

- 105 -

le libellé donné l'est & titre indicatif et devrait &tre établi

par 1l'éléve lui—méme,sous réserve qu'il soit correct.

(connu des éléves)

Pa A B Hypothéses - Conclusion
{ A
1( B) A/(DC)Lewn\)r——~—— ABCD parallélogrammeg
(AD) // (BC)p—p—" -
| [pa"|_, | (aB) A’(Dc)f
D C !ABCD parallélogramme (AD) A’(BC)E
(connu des éléves) 4 Hypothéses Conclusion
P1] di ] /30 S—
- ar /az r— > ar / azi
— a2z /4 " R ——
/ e st oo
Hypothéses Conclusion

ae]

[ac]

I milieu de

milieu de

— P2’
[;;;i(IJ) // (BC)

C

¥
A la fin de chaque exercice sont donnés, dans un cartouche, les énoncés utilisés

et le nombre de déductions & faire

(E) Hypothéses Démonstration

(aB) // (DC)

* Conclusion

[ aB) / (&F)

A4

(DC) /' (EF)

P

I milieu de [AB]~+—rEE+~ (IK) // (AC) Pa’

[acH (P2, x4 ()

[5c] 7

<§>
Jd milieu de

i

et

K milieu de

I milieu de [AB]
J milieu de [AC]

:JfEL*"IJ’ // (BC)
o /

5

: On peut compléter avec deux autres parallélogrammes

¥
~9—*7E§HF{ IJFE parallélogrammé1

ou ABEF trapéze
Pl /1

f AIKJ parallélogramme

| P2 pPa' / 3|

P2 P1 Pa' / 3.

! ELAN parallélogramme

(IB) /4 T— (IE) // (JK)—>—
(OK) // a
(:) LUCE parallélogramme:?éié(LA)A’(EN)Pa' >

(AN) // (LE)

1) {pa" pa' / 2‘

Lgé;iLE)A’(UC&EQ(AN)A’@C) x&iq CUAN parallélogramme

2)|pa" p1 Pa' / 4 |
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PARALLELOGRAMME

Soient O,U,R,S quatre points quelconques

et M,I,E,L les milieux respectifs des
segments [ou] ; [ur] , [rs], [os].

Que dire de MIEL ? Démontre-le.

<:) LUC est un triangle quelconque. O et R sont
les milieux respectifs de [LU] et [LC]. Les
médianes {CO) et (UR) se coupent en G. On
désigne par S 1le milieu de [UG] et par E
le milieu de [CG].

Que dire de ROSE ? Démontre-le.

(:) J4f§:\\\\\\n ECU est un triangle quelconque, et BLEU
N

'67 \\\ [ un parallélogramme. On appelle N,0,I,R les
f g S milieux respectifs des segments.

! / N [ce], [cr] . [c8], [cul.

’ : " ! '

;/ \1 i X

/ AN Quelle est la nature de NOIR ? Prouve-le.

Dessine deux segments [AC] et [BD] ayant le méme
milieu que l'on désignera par I.

Soit R et S 1les milieux respectifs de [AB} et EBC}.
1) Démontre que (RI), (BC) et'(AD) sont paralléles.

2) Démontre que (SI), (AB) et (CD) sont paralléles..
3) Que peux~tu dire de ABCD ? Justifie-le.

ENONCE

P3| Théoréme des diagonales

Si les diagonales d'un quadrilatére ont méme milieu alors ce quadrila-

tére est un parallélogramme (connu).

EXERCICES

Dessine un cercle (%) de centre O.
Soient EAB] et [CD] deux diamétres de ce
cercle.

i)Démontre que (AC) est paraliéle a (BD)
2) Quelle est la nature de ACBD ? Peux-tu

le prouver ? Que peux-tu prouver ?
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(:) A poursuivre : avec les diagonales et leurs milieux on peut encore obtenir

des tas de parallélogrammes.

—! M milieu
I milieu

E milieu

de [ou]

de [UR]

de [RS]

L milieu de [SO]

P2

—;?- (I
~;7- (E
P2

R4
[3%]

U
N

1) // (OR) Pl

E) // (SU) PL o aE) / am

L)/ (OR) ——

(LM) // (sU)

‘ Diagramme déductif identique.

(EL) // (M1)=2

MIEL parallélogramme

| P2 Pl pa' / 7|

| P2 Pl Pa' / 7|

A poursuivre pour montrer que les médianes sont concourantes .

. Pa EL)// (UB)
(E) BLEU parallélogramme; EU)A’(LB) %
—N milieu de [CE] ‘—~r—<No)// (EL) a2l (NO) // (Uszj(RI)// (NO):?&S Sglll?fz:
A v
0 milieu de [cL] L 22 (om) // (1B) >~ (o1) / (EU)/ Lon) // (mn) Zame
) I milieu de [CB] i (IR)A/(UB) > / ,pau P2 P1 Pa’' / 10‘
. |R milieu de [CU] PZ(RN)A/(EU) >
| 3
@ I milieu de [ACT 2 (R1) // (BC) 5 |(RT) /7 (BC) // (aD) D2 IABCD parallélogramme |
A i i
I milieu de [BD];—AQP—(RI)// (ny— ;

R milieu

S milieu

de LAB}— r—(sz)// (8B) ~+1—|(ST) // (AB) // (CDY[—

de [Bcje——g»(sn// (co)—

l PB.(Connu des éléves)

@ 1) | 0 milieu de EAB:]

O milieu de [CD] |5

2) ACBD parallélogramme

T milieu de [zac] P3

P2 Pl Pa‘/1)3/2)3/3)1

RO S

I milieu de [BD]

P3

ABCD parallélogramme

ﬂ»T—F—-ACBD parallélogramme ~¢££%-~i(AC)A/(BD)l

|

P3 Pa’// 25

cf.1) et rectangle, mais pas démontrable ici.
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ONU est un triangle quelconque. T et S
sont les milieux respectifs de [OU} et
[NU]. A est le symétrigue de T par
rapport & 8.

Démontre que OTAN est un parallélo-

gramme.

ABC est un triangle guelcongue, I et J
sont les milieux respectifs de [AB} et

[AC]. Les deux médianes (BJ) et (CI) se

coupent en G. Soit A' le symétrique de
A par rapport & G.

Que dire de A'BGC ? Démontre-le.

RIC est un triangle quelconque. D est
le milieu de [RC] et E le symétrique
de I pa£ rapport & D.

1)Démontrer gque ERIC est un parallélo-
gramme.

2)Soit O le milieu de [RI]. On trace

la droite (OD) gui coupe (EC) en S.
Démontrer que ROSE est un parallélogram-
me.

3)Que dire de SOIC ?

Soient D,E,L,N,0,R,U,¥ huit points tels
que E soit le milieu de [LO] et [NYJ
et U soit le milieu de [NR} et [OD].

1) Démontrer gque LYON et NORD sont
deux parallélogrammes.

2} Démontrer que LYRD est aussi un pa-

rallélogramme.

TAO est un triangle gquelconque, I et
U sont les milieux de [AT] et [OT]
respectivement. M est un point quelcon-
que. L est le symétrigue de M par
rapport & 1 et R celui de M par
rapport & U.

Que dire de ORLA ?

Démontre~le.




milieu

milieu

milieu

de [ou]
de [NU]
de [TA]
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P2 Pa

%
> OTAN
parallélogramme |

(AT) // (ON) J
P3  uan 22" (o) / (any

L

parallélogramme

| P2 p3 Pa" Pa' /4|

poursuivre pour démontrer que G est le centre de gravité.

milieu

milieu

milieu

de [AB]
de [AC]

de EAA']

P 1
(1) // (BA') —— A'BGC parallélogramme
/

==L—r” 22 mn/ ac) —

_+/’ (22 2 /3]

P2

@ P3 " Pal
i)} milieu de [RC] = I"ERIC Fa' (r1)/ (EC) ROSEll’l )
- \; | parallélo- p1 ] parallélo
milieu de [IE] b~ gramme RE) // (IC)T-(RE)// (osy- LIRS
— ipz A pa
2) milieu de LRI] ++——— (OD) // (IC) > > (SOIC parallé-
logramme
1) p3/ 1 2) ‘pz Pa" P1 Pa'/ 4 3y fpat /1]
"3 Pa p1 ' [LYRD

milieu

milieu

milieu

milieu

de [LO]
de [NY]
de [NR]
de [oD]

13 bis)

| LYON parall]—*hi (LY) // (NO)

parallé

(Ly) // (Dmfpi
logramme

P2 wey/ (RY)——\ , /
2" (bR)/ (MO /

B3 | NORD parall. P

P2 (gE)// (LD) —BEE (RY) // (LD}

1y | P3 / 1] 2) | P2 Pa" Pl Pa' / 7|

Méme diagramme déductif.

On peut fragmenter le début avec MALT et MORT

| P3 P2 Pa" P1 Pa' / 9 |

définition d'une droite par 2 points c'est & dire que si T, S, &

sont alignés nous écrivons  :

Remarque : Il est clair que nous utilisons de fagon implicite 1l'axiome de

(TS) = (TB) ....




PARALLELOGRAMME

S6it EVA wun triangle quelconque et M un
point du segment [EV]. Spoit U le milieu
de [EM] et I celui de [MV] . On désigne
par R et T les symétriques de A par
rapport & U et I respectivement.

Que dire de VERT ? Prouve-le.

Soit UVW un triangle quelconque, U', V', W'
les milieux de [VW] . [UWJ, et [UV] .

Les médianes (VV') et (WW') se coupent en G.
Soient E et F les symétriques de G par
rapport & V' et W'.

1) Démontre que les droites (UG), (EW) et
(FV) sont paralléles.

2) Démontre que EFVW est un parallélogramme

ABCD est un parallélogramme et (d) une droit:
paralléle & (AC). La droite (AD) coupe (4)

en Q, (CB) la coupe en N, (AB) en M et
(DC) en P.

Démontrer que ACNQ et ACPM sont des paral
lélogrammes.

ABC est un triangle. I, J, K, M, N sont
les milieux respectifs de [AB], [AC], [BC],
[ex], [cx] .

Montrer que IJNM est un parallélogramme.
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Méme diagramme déductif | P3 P2 Pa" P1 Pa' / 7|

On peut remarquer la "dualité” avec 7 , donc la formulation de

1'énoncé permet, & partir d'une méme figure, de fabriquer plusieurs

énoncés correspondant & des démarches différentes.

Peut se poursuivre pour prouver que les médianes sont concourantes.

— P n 1
@Eg } ABCD parallélogramme S {DQ) // (CB) +%E*- ACNQ parallélogramme
N J

| (@) / (aC) >
Pa" Pa' / 2|
. - ) Fa’
@ED I milieu de | AB ]| \> ,Z> (1J) // (MN) T | IOMN parallélo-
J milieu de [AC] =% gramme
K milieu de [BC] ¥
M milieu de [BK] > 22 (1) // (ax) »f»l‘ (IM) // (IN)—
N milieu de [CK] a (IN) // (AR~

| P2 P1 Pa' / 5

On peut remarquer l'inutilité (voulue) de la troisiéme hypothése et donc

essayer de faire une figure avec K quelcongque sur [BC] .
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(:) Définition - axiome - théoréme

Nous avons travaillé, c'est~a-dire fait des démonstrations, & partir de
quatre énoncés :
- une définition Pa
- deux axiomes P1l, P2

- un théoréme P3.

A partir de ce matériau trés simple, on peut, si la classe le permet,

-amener 1'élé&ve & distinguer, parmi les énoncés, les trois catégories citées.

(:) Fiches pour l'éléve "Comment démontrer que ... ?"

=~

Nous avons été, au fil des exercices et des démonstrations, confronté a
deux questions :
- comment démontrer qu'un quadrilatére est un parallélogramme ?
~ Comment démontrer que deux droites sont paralléles ?

Comment avons nous procédé ?

Fiche PARALLELOGRAMME |

p—

Comment démontrer qu'un quadrilatére est un parallélogramme ?

Méthode 1 : |Pa'l en démontrant que ses cStés sont paralléles deux a deux.

av}
w

Méthode 2 en démontrant que ses diagonales ont méme milieu.

Fiche PARALLELES |

Comment démontrer que deux droites sont paralléles ?

Méthode 1 : | P1 en démontrant gqu'elles sont paralléles & une méme troisiéme.
Méthode 2 : | P2 en démontrant que l'une passe par les milieux de deux cOtés

d'un triangle et gue l'autre est le troisiéme cdté du

triangle.

g

Méthode 3 Pa'l En démontrant gque ce sont deux cOtés opposés d'un parallélo-

gramme .

Ces fiches se compléteront au fil de 1'année.
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Enoncés

@ED Définition du parallélogramme
Un parallélogramme est un quadrilatére dont les cdtés opposés sont paral-
léles.

@ﬁ) Transitivité du parallélisme

Deux droites paralléles & une méme troisiéme droite sont paralléles entre
elles.

Propriété des milieux dans un triangle

La droite qui passe par les milieux de deux cbtés d'un triangle est paral-

léle au troisiéme cbté.

(Z) ORAN et ANGE sont deux parallélogrammes

Prouve que les droites (OR) et (GE) sont paralléles.

(:) ABC est un triangle ; I, J, K sont les milieux respectifs des segments
[AB] P [AC] P [BC]. Que dire du quadrilatére AIKJ ? Prouve-le.

(g) LUCE est un paralléllogramme. Une paralléle & la droite (LE) coupe les
droites (LU) et (CE) respectivement en A et N.

Démontre que ELAN et CUAN sont des parallélogrammes.

(:) Soient O,U,R,S5 guatre points quelconques et M,I,E,L les milieux res-
pectifs des segments [OU] ’ [UR] ’ [RS] ' [OS]

Que dire de MIEL ? Prouve-le .

<:> Dessine deux segments [AC] et [BD] ayant méme milieu que l'on désigne-
ra par I.
Soient R et S les milieux respectifs des segments [AB] et [BC].
1) Démontre que (RI) est paralléle & (BC) et a (AD).
2) Démontre que (SI) est paralléle & (AB) et & (CD).
3) Que peut-on en déduire (2) pour ABCD ? Justifie-le.
Remarqgues : (1) on dit : prouver, ou démontrer, ou montrer. Ces termes sont,
en mathématiques, synonymes.
(2) "que peut-on en déduire ?" signifie "quelle en est la consé-

quence ?".
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Enoncé :

Théoréme des diagonales

Si les diagonales d'un quadrilatére ont méme milieu, alors ce quadri-

latére est un parallélogramme.

(:) Dessine un cercle de centre O. Deux droites passant par O coupent le

®©

cercle respectivement en A et A' , et en B et B'.
1) Démontre que (AB) est paralléle & (A' B').
2) Quelle est la nature de ABA'B' ? Peux-tu le prouver ?

Que peux-tu prouver ?

ONU est un triangle quelconque. T et S sont les milieux respectifs de
[OU] et [NU]. A est le symétrique de T par rapport' & S c'est.a-dire
que A est placé de telle fagon que S soit le milieu de [AT] .

1) Démontre que TUAN est un parallélogramme.

2) Démontre que OTAN est un parallélogramme.

TAO est un triangle quelconque, I et U sont les milieux respectifs de
EAT] et [OT] ., M est un point quelcongue.

L est le symétrique de M par rapport & I et R celui de M par
rapport a U.

Démontre que ORLA est un parallélogramme.

ABC est un triangle quelconque. I et J sont les milieux respectifs de
[AB] et [AC] . Les deux médianes (BJ) et (CI) se coupent en G.
Soit A' le symétrigque de A par rapport & G.

Démontre que A'BGC est un parallélogramme.

A faire Un fichier avec tes deux premiéres fiches.

Fiche 1 : Comment démontrer qu'un quadrilatére est un parallélogramme ?

Méthode 1 :
Méthode 2 :

Fiche 2 : Comment démontrer que deux droites sont paralléles ?

Méthode 1 :
Méthode 2 :
Méthode 3 :

Ces fiches, tu les compléteras au cours de l'année.
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Voici une présentation du Livre I

. Le livre ] commence par la présentation de
23 définitions suivies de 5 postulats et de 5 notions
communes.

Les principales définitions sont:
Un point est ce qui 5’2 pas de partie.

2. Une ligne est une longueur sans largeur.

3. Les extrémités d'une ligne sont des points.

4. La ligne droite est une ligne qui est également
placée entre ses points.

5. Une surface est ce qui a seulement longueur et
largeur.

8. Un angle plan est I'inclinaison mutuelle de deux
lignes qui se touchent dans un plan et qui ne
sont point placées sur une méme ligne droite.

10. Lorsqu'une droite élevée sur une droite fait deux
angles adjacents égaux entre eux. chacun des
angles égaux est droit: et la droite placée au-des-
sus est dite perpendiculaire 4 celle sur laquelle
elle est placée.

I1. Un angle obtus est un angle plus grand qu'un
angle droit.

12. Un angle aigu est un angle plus petit qu’un angle
droit.

13. Une limite est ce qui est I'extrémité de quelque
chose.

14. Une figure est ce qui est compris par une seule

ou par plusieurs limites.

Un cercle est une figure plane. comprise par une

seule ligne telle que toutes les droites tombant

sur elle & partir d'un point parmi ceux intérieurs

a la figure sont égales entre elles.

17. Le diamétre du cercle est une droite tracée a
travers le centre. el terminée de part et dautre
par la circonférence du cercle. Une telle droite
partage le cercle en deux parties égales.

I8. Les figures rectilignes sont celles qui sont conte-
nues par deux lignes droites. les figures trilatérales
sont celles contenues par trois. quadrilatérales
celles contenues par quatre. et multilatérales
celles contenues par plus de quatre lignes droites.

23. Les parali¢les sont des droites qui. étant situées
dans un méme plan et étant prolongées indéfini-
ment de part et dautre, ne se rencontrent ni d’un
coté ni de lautre,

—
n

Les cing postulats sont:

L. Tracer une ligne droite d'un point quelconque &
un point quelconque.

2. Produire par continuité une droite finie dans une
droite.

3. Décrire un cercle d'un point quelconque et avec

une distance quelconque.

Que tous les angles droits sont égaux entre eux.

b P

Que. si une droite tombant sur deux aroites, fait
les angles intérieurs du méme cOté plus petits que
deux droits, ces droites, prolongées indéfiniment,
se renconireront du ¢té ol les angles sont plus
petits que deux droits,

des Eléments d'Euclide (II& sidcle avant J.C.)

Les Cing notions CoMmunes reconnues comme au-
thentiques sont:

L

Les choses qui sont égales 4 la méme chose sont

¢gales entre elles. ,
Si des égaux sont ajoutés a des égaux. les touts
sont égaux.

. Si des égaux sont retranchés d'égaux. les restes

sont égaux.

Les choses qui coincident entre elles sont égales
eatre elles.

Le tout est plus grand que la partie.

Aprés cette introduction, viennent 48 proposi-

tions qui peuvent étre classées en trois groupes:
pes:
Premier groupe: 26 propositions relatives 4 des pro-

prictés des triangles, comprenant les trois
théorémes d'égalité. des relations entre les élé-
ments d'un triangle, quelques constructions
géométriques comme la bissectrice d'un angle,
le milieu d’un segment, la perpendiculaire 4 une
droite.

Deuxiéme groupe: de 27 a 32, comprenant la théorie

des paralléles et la preuve que la somme des
angles dans un triangle est égale 4 deux angles
droits.

Troisieme groupe: de 33 2 48. concernant les parallé-

logrammes, les triangles et les carrés avec une
référence spéciale aux relations daire. La pro-
position 47 est le théoréme de Pythagore accom-
pagné d'une preuve universeliement attribuée
a Euclide, alors que la proposition 48 est la
réciproque de 47.

Remarque : Ce gue nous appelons
actuellement l'axiome d'EBuclide
est en fait le cinquiéme postulat.

Notez la différence de formulation.

Extrait de "Histoire des Mathématiques"
tome 1 J.P. Colette

Editions du Renouveau Pédagogique INC
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lEul Axiome d'Euclide : par un point il ne passe qu'une seule paralléle a

une droite donnée.

loul si par un point il passe deux droites paralléles & une méme droite,

alors ces deux droites sont confondues.

EXERCICES Textes possibles

Soit d une droite et M un point n'apparte-
nant pas & d. Par M on méne trois droites
gui coupent 4 en R, S, T. Soient O, I, E
les milieux respectifs de [MT| , [Ms] et
[MR] .

Les points O, I, E sont-ils alignés ?

¥

LARD et DATL sont deux parallélogrammes.
Démontrer que R, A, T sont trois points

alignés.

NOIX est un parallélogramme.

E est le milieu du segment EXI] s et F

est le symétrique de N par rapport & E.

Démontrer que les points O, I, F sont alignés

MATH est un trapéze dont les bases sont

[Ma] et [HT]. I, R, E, X sont les milieux
respectifs de [MH], [AH] R [MT] ’ [AT].

Les points I, R, E, X sont-ils alignés ?
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ENONCE Hypothéses Conclusion
e ”*/'
T B (ta) // @ (TA) = (TB)
PSS S Eu
T ou
, (TB) / 4 |7~ _(T,A, B alignés
N.B: sous sa premiére forme cet énoncé est connu des éléves.
EXERCICES Solutions
<i) O milieu de [MT] P2 (o) 4/ 4a 0, I, E alignés
I milieu de [MS]
E milieuw de [MR] p—¥2- (15) / 4
P2 Eu / 3]
" Eu
@ LARD parallélogrammel>—e—— (RA) // (DL) T R, A, T alignés
Pa"
DATL parallélogrammef3—e—— (AT) // (DL)
l Pa" Eu / 3

NOIX parallélogramme

'E milieu de [XI]

E milieu de [NF]

E milieu de [MT]

X milieu de [AT]

" E
—22 . (o1) // (NX) LN
P3 TNXE ——2&——(IF)A/(NX)~[ alignés
; parallélo-
L gramme
Pa" P3 Eu / 4

-«

=

(MA) // (HT)
I milieu de | MH] |s P2 (IR / (MA)4EE(IR) // ()
R milieu de [AH] P2 (RX) // (H’I‘)——‘—P—l—(RX)// (MA) Eu
PP

I,R,E alignés

R,E,X alignés

(IE) // (BF)

(EX) // (MA)

| P2 P1 Eu /

8 |
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Les points A, L, U sont les milieux
respectifs des cotés [BR] ’ [BE] et
[RE] du triangle ERB.

C et I sont les symétrigues du point

L par rapport & A et U respective-

ment.

C, R, I sont~ils alignés ?

LAC est un triangle, et I et E sont
les milieux de [ILC] et [IA] . R est
le point tel que I soit le milieu de
[RAj ets P est le point tel que E
soit le milieu de [CP].

Démontrer que P, L, R sont alignés.

A, B, C sont trois points d'une droite
d et M un point non situé sur d.
M est le milieu de [AA'] , [BB'] ’

[cc'] .

Montrer que A', B', C' sont alignés.
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(5) | & milieu
A milieu
A miliéu
U milieu

U milieu

de [BE] ;
P3 Pa" Eu
de [cL] j— 5%?%11é~ ~———e——(RC) // (BE) C, R, I alignés
de [BR] logramme |
de [1] jB—‘ giiillé_ ——P—i——-(RI)// (BEy— [ P3 Pa" Eu/5 |
de [RE] logramme

2)

Idem P3 Pa" Eu / 5

On remarque l'inutilité de 1'hypothése L milieu de [BE] .

L peut donc étre pris ailleurs... Faire d'autres figures .

L €[BE] ?

On peut étoffer l'exercice : il y a dans cette figure au moins

8 parallélogrammes.

P B P3 iRt oz 5 Pa” arge e ' i 2]
M milieu de | AA ]< ABA'B' parallélogramme ——(A'B )A’d—:7r—~A B'C' alignés

M milieu de [BB']

M milieu de [CC‘]

P 1"
L3 BCB'C' parallélogramme =2 (B'c") /@

P3 Pa" Eu / 5
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LEUR est un parallélogramme

M,0,I
[Le] , [10] et [ru] .

Démontrer que M, O, I

sont les milieux respectifs de

sont alignés.

@

2) T et N sont les milieux de [LR] et

[EU].

Démontrer de méme que T,0,N

1) voir

sont ali-
gnés.
Que peut-on dire alors du point d'inter-

section des droites (TN) et (MI) ?

¥

3) Soit O' 1le milieu de [RE] .

De méme que peut-on prouver ?

Quelle conclusion en tirer ?

{P4l Théoréme des diagonales du parallélogramme

Si un quadrilatére est un parallélogramme alors ses diagonales ont

pour milieu le méme point.

3)

4)

MISE et SURE sont deux parallélogram-

mes . On veut prouver gque MIUR est un

parallélogramme.

Prouve que (IM) est paralléle & (UR) .
Si on appelle P le point d'intersec-
tion des diagonales de MISE, gue peut-
on dire de P et pourquoi ?

Mé8me question pour O point d'inter-
section des diagonales de SURE.
Prouve que : (PO)/ (IU) et (PO)// (MR)
Qu'en déduis~tu ?

Pourquoi finalement MIUR est-il un

parallélogramme ?
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@ Pa" Pl Eu

M, O, I alignés

M milieu de [LE] jg-(mo)// (UE)
O milieu de [LU]

I milieu de [:RU:] jli— (o1) / (RL
(7 bis) 1) Voir @

2) Méme chose que 1) puis :
| M,0,1 alignés IT O = (MI) A\ (TN)
[ T,0,N alignés |

3) De méme O' = (MI)N (TN) donc O = O

LEUR parallélogramme | ———(RL)// (EU)T(MO)// (RL)

[ P2 Pa" P1 Eu / 5 |

(connu des éléves)
A B
T .

D \\\\ C

N.B : P4 est la réciproque de P3.

ABCD parallélogramme) P4 I milieu de [AC]

I = (ac)N (BD) I milieu de [BD]

1)] MISE parallélogramme —?i;(IM) / (SE))7Pl——> [(IM) /4 (UR)l

SURE parallélogramme —-—EE—)(SE) // (UR

[Pa" P1 / 3]

2) Application directe de P4.

arme] 247 7 oL - Tl 7 o |

3)[ MISE paraiiélosramme] B4 P milieu de [1E] ; (PO) // (1U)—4={(1U) / (MR)
P milieu de [Ms] (PO) // (MR

SURE parallélogramme 24{10 milieu de [_: v

O milieu de | SR

| P4 P2 P1 / 5

Pa'

4) (1M)// (UR) (1)—7——9 MIUR parallélogramme
(1) // (MR) (3) !Pa /1]
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MDR est un triangle. O et E sont
les milieux de [DR] et [DM] .

=

Par O on trace la paralléle 4 &
[ MR].
Montre que tout point X de d est

aligné avec E et O.

Sur une droite d on place trois
points quelconques S, M, E. Soit N
un point quelconque gqui ne soit pas
sur d. O est le milieu de [NS]
et I' celui de [NM].

On place enfin R de telle facon que
REMI soit un parallélogramme.

Que dire de R, 0, I ? Prouve-le.
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0 milieu de [DR] jge (OE) // (R) 7->Eu d = (0B)—4> [X, 0, E_aligneés ]
E milieu de [DM]
/

a / (rM)
0«d ! P2 Eu /3
Xe&e d

P2 Eu

O milieu de [Ns] _—]—(01)// (5M)
I milieu de [NM]

(0,I) = (IR)

+

ou 0,I,R ali-
gnés

S,M,E alignés > (IR) // (SM)—
REMI parallélogramme-—gé~9(IR)A’(EM%~/

P2 Pa"Eu / 4
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(:) Statut des énoncés

On peut montrer aux €léves (si la classe le permet) que l'axiome d'Euclide

entraine la transitivité du parallélisme : Eu==P1.

P1 "devient" alors un théoréme. Ce qui permet de réduire le nombre de
"demandes" au départ.
En outre cette démonstration permettrait d'initier les éléves au raison-

nement par l1l'absurde (mais cela est souvent hors de propos en 4éme) .

Démonstration : Hypothéses Conclusion

/76 at 7/ a a7 az
s . ou
R a2 a2 4 d a1 ¥ a2 2
‘h/’u o w‘/

Supposons d1l X’d2 . Alors par A )leur point

d'intersection)passent deux droites dl et a2
paralléles & d ce qui est impossible d'aprés
1l'axiome d'Euclide.

Donc dl / 42.

(:) Fiche pour 1'éléve. Une seule et nouvelle question s'est posée & nous :

Méthode 1. lEuI en démontrant qu'ils définissent deux droites paralléles

a4 une méme autre droite.

[Fiche MILIEU | Comment démontrer qu'un point est milieu d'un segment

Méthode 1. En démontrant que c'est le point d'intersection des diagonales

d'un parallélogramme.
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Enoncé

Axiome d'Euclide

Par un point, il ne passe qu'une paralléle i une droite donnée.
Autre forme

Deux droites paralléles ayant un point commun sont confondues.

<:>_

OIC

©

QY ©

Soit une droite (d) et un point M non situé sur (d). A, B et C sont
3 points de (d). A', B', C' sont les milieux de [AM], de [BM] et de
[cm] .

1) Montrer que la droite (A'B') est paralléle & (d4).

2) Montrer que la droite (A(C') est paralléle a (4).

3) Les points A', B', C' sont-ils alignés ?

A, B, C sont trois points d'une droite (d) et M est un point non
situé sur (d). Faire le dessin et placer les points A', B', C' de
fagon que M soit le milieu de [AA'], de [BB'] et de [CC'].
Montrer que les droites (A'B') et (B'C’') sont paralléles a (4d).

Les points A', B', C' sont ils alignés ?

(ABCD) et (BDCE) sont des parallélogrammes. Montrer que les points

A, B et E sont alignés.

(ABCD) est un parallélogramme et E est le milieu de [CD]. Construire
le point F tel que E soit le milieu de [AF]. Démontrer que les
points B,C,F sont alignés.

(ABC) est un triangle. I et J sont les milieux de [AB] et de [AC].
Construire les points E et F de fagon que I soit le milieu de [CEJ

et J soit celui de [BF]. Montrer gque les points A, E, F sont alignés.

Montrer que dans un'parallélogramme, les milieux des 2 cbtés paralléles

et celui d'une diagonale sont alignés.

Montrer que dans un trapéze, les milieux des 2 cb&tés non paralléles

et ceux des 2 diagonales sont alignés.
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ENONCE

THALES -

MILIEU

lTh’ Enoncé de THALES - (cas particulier)

Si une droite passe par le milieu d'un ¢6té d'un triangle et est

paralléle & un autre cb6té, alors elle coupe le troisiéme c6té en son milieu.

EXERCICES

ENONCE

Textes possibles

L UC est un triangle. M et N sont les
milieux de [L U] et [L C]. Par L on méne
une droite qui coupe le segment [U C] en T,
et le segment [M N] en O.

Que dire de O ?

Démontre. le.

E R I C est un parallélogramme et L est le
milieu de [E C]. Par L on méne la paralléle
a4 (C I) qui coupe (E I) en A et (R I) en 8.
Démontrer que A est le milieu de [E I] et S

le milieu de [R I] R

L UCE est un parallélogramme. Par le milieu
I de [L E] on méne la paralléle & (C E) qui
coupe [U C] en O. Que dire de 0O ?

lTh'l Si on projette le milieu d'un segment sur une droite parallélement &

une direction on obtient le milieu du segment projeté.

®

A B C est un triangle. D est le milieu de
[A Bj et E celui de {A C], Par D on méne
la paralleéle & (A C) qui coupe (B C) en D'.
Par E on méne la pnaralléle a (AB) qui coupe
(BC) en E',

Que dire de D' et E' ?




®

ENONCE | Th

EXERCICES

C

THALES - MILIEU

Hypothéses

I milieu de [AB]

(IX)// (BC)

et
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Conclusion

X milieu de [AC]

N.B. pour la démonstration voir exercice (:)

Solutions

P
M milieu de [LU]—%-—?r—~—-(MO) // (ue) ~—E?L%»

N milieu de [LC]

N.B."dual" de (:) {Euclide - Points alignés) l P2 Th / 2

ERIC parallélogramme
L milieu de [EC]
(LA) // (CI)

N.B: "dual" de 5

11

pa : 1
#+—— (ER) // (CI})——

—(AS) // (ER)T'

Th

S

O milieu de [LT] [

P

7/

Th

S milieu deERI]

A milieu de [EI ]

Idem. Th Pa P1/4

(Buclide - Points alignés)

A remarquer qu'il faut tracer la "bonne ligne"

heuristigque permet de la trouver.

I milieu de [AB]

(AR') // (I1')// (BB')

Th

D milieu de [AB]

Th

E milieu de [AC]
(DD*') // (AC)

// (BB)

(EE')

-

S

D' milieu de [BC]]

E' milieu de [BC]|

| 1) Th/t |

2) Pa PlTh/B

(LC) . Mais une étude

I' milieu de [A'B']

D' = E' =

milieu de[BC}ig

-




- 128 -

Thalés -~ MILIEU

AP I estun triangle et C le milieu de [AT]
Par A et I on méne les paralléles & (CP) qui
coupent (IP) et (AP) en O et L. (CP) coupe
(OL) en E.

Démontrer que :

1) P est le milieu de [AL]

2 AT L O est un parallélogramme

3) E est le milieu de [OL]

On considére trois droites concourantes en O.

On place sur chacune d'elles un point : on obtient
ainsi trois points E, A, U.

Par le milieu C de [OEJ on méne la paralléle

a4 (EA) qui coupe (CA} en B. Par B on méne la
paralléle & (AU) qui coupe (OU) en R.

Démoﬁtrer que (CR) et (EU) sont paralléles.

3
Y E U X est un trapéze dont les c6tés parallé-
les sont [YE] et [XU]f M est le milieu de [YX].

Par M on méne la paralléle d & (XU) qui

coupe (XE) en I , (YU) en R et (EU) en O.

Que dire de I, R, O7?

P RE est un triangle et D I A sont les
milieux des c&tés [PE] , [PR] et [RE] respec-
tivement. (AD) coupe (EI) en S.

Démontrer que S est le milieu de [EI] .

Démontrer que A I D E est un parallélogramme.

A TE est un triangle et H 1le milieu de [AT].
‘ Par H on méne la paralléle & (AE) qui coupe
9 [TE] en S, par S la paralléle & (AT) qui
coupe [AE] en L, par L 1la paralléle & (ET)

qui coupe [AT] en H'.

Que dire de H et H' ?
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C milieu de [AI]
(on) // (Cp)
(IL) // (CP)
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N.B. pour 3) on pourrait utiliser aussi

C milieu de [OE]
(CB) // (EB)

(BR) // (RU)

! Th \2
Thp milieu de [OA]—7r—R milieu de [OU]

Th P, / 3

au lieu de C milieu de [OE] .
C'est un cas particulier du Théoréme de Desargues, généralisable en 3é&me avec

C quelconque.

(YE) // (XU)
M Milieu de [yxj
a // (xu)

P
-——f——— a // (YE)

(En utilisant Thalés).

Th

[

Th

N.B: "dual"

R milieu de [YU]

de (:) (Euclide - Points alignés).

. P2 Pa‘
A milieu de [RE] > (aI) // (ED)
I milieu de [RP]FAE (ID) // (AE
Py Th
D milieu de [EP] (AD A’(RI)*“if““
1) P2Th/2
Th Th

H milieu de

[ar]
(#sy /
(sL) /

(AE)
(AT)

J

S milieu

de [TE]

¥

I milieu de [XE]

Th P3
P milieu de [AL] A ILO parallélogramme
Th Th
P milieu de [OI B milieu de [OL]
1) Th/ 1 2)1Th P3 2 3){ Th/ 1

| (CR) // (EU)

O milieu de

EU |

Th Pl/ 4

: variante avec la méme question en prenant pour hypothése B milieu de [OA]

A I DE parallélogramme

S milieu de [EI]

2)

T

L milieu Hf

de [AE]

(LH') // (TE)

miiieu

de [arT]

Y2

N.B.

1) On peut généraliser en prenant au lieu d'un triangle, un quadrilatére,

un pentagone....

2) On peut tenter une généralisation en prenant H au quart de [TA]

ou avec Thalés en 3éme.

.....
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AL O est un triangle, P le symétrique de A
par rapport & L et T le point situé au tiers
de [OA] 4 partir de 0. (TP) coupe (OL) en N.

Démontrer que N est le milieu de [OL].

On considére un cercle de centre O. Soit [BC]
un diamétre et A un point du cercle. Par C

on méne la paralléle & (OA) qui coupe {(BA) en D.

Démontrer que A est le milieu de [BD].

A B C est un triangle, [BI] et [CJ] deux de
ses médianes qui se coupent en G. On place
le point A tel gue B A' CG soit un

parallélogramme. (RA') coupe (BI) en G1 et
{CJ) en G2.
Que dire de Gl’ G2 et G ?

A B C est un triangle et P, N, M les milieux
respectifs de [AB] R [AC] et [BC]. De P et

N on méne les paralléles & (AM) gui coupent

(BC) respectivement en P' et N'. Soit Q le
point d'intersection de (AM) et (PN) . (BN)

coupe (PP') en H et (AM) en G.

Démontrer que :

1) P N N'P' est un parallélogramme.

2) 0 est le milieu de [AM] et de [PN] .

3) G est le milieu de [HN] et H celul de [BG].

Qu'en déduit-on sur la position de G sur [BN]?

A B C est un triangle, I 1le milieu de [AB]
et J celui de EAC]. Par I on méne la paral-
léle 4 (BC) qgui coupe [AC] en X.

oue dire de X ?
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P

milieu de [PA]
milieu de [TA]
milieu de [oz]

L
Z
T

j— (Lz) // (PT)

N.

N milieu de [01.]

PTh/2

- 131 -

B. La difficulté consiste & traduire la condition 1/3 en termes de milieux et

donc & placer le "bon" point Z. C'est essentiellement un travail heuristique.

O milieu de [BC]
(oa) // (cD)

@)

Th

A milieu de [BD]

I milieu de [AC] i G, milieu de [Aa']4| G =6, =6
J milieu de [AB] _ G, milieu de [aa’ = milieu
B A'C G parallélogramme >Pa (BI) //(A’C)—J de [AA']
L (c3) / (a'B
P_" Th/ 4
®)
P milieu de [AB] h Q'Hfilieu de [av]
N milieu de [AC] -—i————— (M) / (P'N") L~ [P N N'P
(PP') // (AM) (PP') // (NN') parallélogrammé
(NN') // (AM) j
M milieu de [BC] 1, P, P '/3 2a)[m /1
P milieu de [ABJ —E?~— P' milieu de [BM] H milieu de [BC]
N milieu de [ACJ Th N' milieu de [MC] 0 milieuTh G miliey]

(pP') // (AM)

I

Th 1

(NN') // (AM)

]

de [pN]

de [HN]

M milieu de [BC]

P N N'P parallélogramme

N.B.
rtir de son pied.

©

»

I milieu de [AB]
J milieu de [AC]

(I1X) // (BC)

:r'g— (13} // (BC)

Ey

M milieu 2 Bis
de [P'N'] ;

2 b)lTh 2bis / 4 (

3) |th /2]

(17) = (IX) —eo—

P. Eu

2 Bu /3

On démontre ainsi que le centre de gravité se trouve au tiers de la médisne &

™
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<:> Notion de réciproque
On peut montrer que l'énoncé de Thalés est réciproque de celul des milieux

ou vice versa, de la maniére suivante.

Hypothéses w3 | I milieu de [AB] ‘ Conclusion
5. P2 \ )
7 milieu de [AC] . 4 (13) // (BC)
N ,
Conclusion I milieu de‘[AB] |&— Hypothéses

(:) Statut des énoncés
Si on fait l'exercice (:) on montre, ainsi que P2 et Eu ayant statut

d'axiomes, Th a statut de théoréme.

<:> Fiche pour 1'éléve
Une seule et nouvelle question s'est posée & nous :

5
P
s

Fiche MILIEU| Comment démontrer gqu'un point est le milieu d'un segment

Méthode 2 :lTh len démontrant que c'est le point d'intersection d'un cbté

d'un triangle avec une droite passant par le milieu d'un autre cdté et

paralléle au troisiéme coté.

N.B.:0n pourrait réécrire les énoncés en utilisant le langage des projections.




- 133 -
Thalés - MILIEU

Exemple de feuille de travail pour 1'éléve :

Enoncé de Thalés (Théoréme)

léle & un autre c6té, alors elle coupe le 3éme c6té en son milieu.

Si une droite passe par le milieu d'un c6té d'un triangle et est paral-

IT

I11

Iv

VI

(LUC) est un triangle. M et N sont les milieux de [LU] et de [LC].
Par L on méne une droite qui coupe le segment [UC] en T et le
segment [MN] en O. Démontrer que O est le milieu de [LTJ .

(ERIC) est un parallélogramme et I est le milieu de [EC].
Par L on méne la paralléle & (CI) qui coupe (EI) en A et (RI) en S.
Démontrer que A est le milieu de [EI] et S le milieu de [RI].

(ABC) est un triangle. D est le milieu de [AB] et E celui de [ac].
Par D on méne la paralléle & (AC) qui coupe [BC] en D' -

Par E on méne la paralléle & (AB) qui coupe [BC] en E' -

Que dire de D' et E' ?

On considére 3 droites concourantes en O. On place un point sur chacune
d'elles. On obtient ainsi 3 points E, A, U. Par le milieu C de [OE],
on méne la paralléle & (AU) qui coupe (OU) en R.

Démontrer que (CR) et (EU) sont paralléles.

(YEUX) est un trapéze dont les cStés paralléles sont [YE] et [xu] .
M est le milieu de [YX]. Par M on méne la paralléle (d) & (XU) qui
coupe (XE) en I , (YU) en R et (EU) en O. Que dire de I, Ret O ?

(ATE) est un triangle et H est le milieu de [AT]. Par H on méne la
paralléle & (AE) qui coupe [TE] en S., par L 1la paralléle & (AT) qui
coupe [AE] en L , par L 1la paralléle a (ET) qui coupe [aT] en H'.
Que dire des points H et H' ?

VII -(ALU) est un triangle. P est le symétrique de A par rapport & L

et T est le point situé au tiers de [OA] & partir de 0. (TP) coupe
(OL) en N. Démontrer que N est le milieu de [OL].
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4 | ORTHOGONALITE - Rectangle

PERPENDICULAIRE

Facile est de dire
Que je tombe & pic. -
Mais c'est aussi sur moi

Que 1l'autre tombe a pic.

*

TANGENTE

Je ne toucherai qu'une . fois

Et vous saurez que c'est furtif.

Inutile de m'appeler,

Tout autant de me rappeler}

Vous aurez grandement le temps

De vous redire ce moment

Et d'essayer de vous convaincre

Que nous restons l'un contre 1'autre.

RECTANGLE

Se prétant pour le réve
De creux dans de 17épais,

D'ouvert dans de 1'opaque.

Toujours fenétre claire

Dans les prisons diverses,

Ouverture oli passer

Ou du moins regarder

‘Et parfolis vers soi-méme
¥

Plus & l'aise et plus soi

L3, de l'autre cété

Du rectangle qui s'offre.

#*

GUILLEVIC

Buclidiennes.
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ENONCES

0O,| Unicité de la perpendiculaire

Par un point on ne peut mener gu'une perpendiculaire & une droite.

Si par un point il passe deux droites perpendiculaires & une méme droite,

alors ces deux droites sont confondues.

02 Relation entre perpendiculaires

8i deux droites sont perpendiculaires i la méme droite, alors elles sont

paralléles.

03 Relation entre perpendiculaire et parallé&les

Si deux droites sont paralléles et si une troisiéme est prerpendiculaire

a l'une alors elle est perpendiculaire & 1'autre.

Re]Définition du rectangle

Un rectangle est un parallélogramme ayant deux c&tés perpendiculaires.

’Tg]Enoncé de la tangente
On appelle tangente & un cercle en un point, la droite qui est perpendi-

culaire, en ce point, au rayon du cercle qui passe par ce point.

EXERCICES Texte possible

(::) T, R, A, P sont quatre points tels que les
7 droites (TR) et (PA) sont paralléles, et les

droites (TP) et (TR) sont perpendiculaires.

(Trapéze rectangle).

Prouve que les droites (TP) et (PA) sont perpen-

diculaires.
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ENONCES Hypothéses Conclusion
O1 (connu des éléves) (MA) L a 01 (MA) = (MB)
mB) L.a > M, A, B alignés
A

3 N.B. Cet énoncé est le "dual" d'Euclide

M
‘02'(connu des éléves)
8

§, L. 4 o
§ 2 1 2
L
62 d

O.| {(connu des éléves)

(]
— -—-———j——
=]
&..
(o]}
O

d
2
§
IRe‘(connu des éléves)
A B Re
A B C D parallélogramme 5|ABCD
(aB) L (AD) &—eo—— | rectangle
D c NB: la réciproque compléte fait appel au résultat
de l'exercice
Tg| (connu des éléves) A e €
Tg
A & d & 3| d tangente
a L (on)k ° en A 3.
EXERCICES Solutions

0

3
@ (TP) L (TR) | (TP) 4 (PR)
(TR) //  (PA) :

04 / ?




o
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R O I est un triangle rectangle en O. Par O on
méne la droite A paralléle & (RI), par R on
méne A’ paralléle & (0I) et par I on méne A"
paralléle & (OR). A' et A se coupent en A, A®
et A en E, A' et A" en L.

Démontre que L E A est un triangle rectangle.

%iet %?/sont deux cercles sécants, de centres O et
O'. d est une droite qui est tangente aux deux
cercles en A et A'.

Que dire de O A A'O' ?

T R I estun triangle. Par le point A du c8té

[TIJ on méne la paralléle & (IR) qui coupe (IR)

en N,

Dans le triangle T I R on méne la hauteur issue
de I qui coupe (RT) en G.

Dans le triangle T A N on méne la hauteur issue

de A qui coupe (TN) en L.

- Dans ces deux triangles on méne les hauteurs issues

de T qui coupent (AN) ‘et (RI) respectivement

en E et S.

1) Compare les directions de (AL) et (1IG).
2) Compare les directions de (TE) et (TL).

FORT est un trapéze dont les bases sont [OR]
et [FT]. On projette orthogonalement sur (FT)
Oen N et R en I.

Démontre que I RO N est un rectangle.
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@ (or) L (o1) O3 (za) L (or) 73 (LE) L (LA)
(aE) // (RI) ou L EA triangle
(La) // (01) rectangle en L
(LE) // (OR)

03/2.

N.B.: 1) On peut compléter 1l'énoncé et faire démontrer par exemple que A O I R

est un parallélogramme, O milieu de [AE] .....
2) La difficulté ici est surtout 1'écriture des hypothéses.

Noter 1'hypothése superflue.

jo]

' O
(:::) d tangente Cen a %L a L (on) 2 (on) // (0'A")
) :

= Tg 1At ,
d' tangente a'Gen A a L (o'ar ou OAA'O' trapeze.

Tg.Ozl 3
@ (aN) // (IR) o .
2

(0 1 vy —2—] ) / ao) |

(L) L (RT) » o

(TB) L (aN) 4 (s L mo—Y— @m) = @9 |

3
(rs) L (RI) |
1) 02,1 2)‘03-01/2

N.B: La difficulté réside dans la construction de la figure et l'écriture des
hypothéses, alors que les preuves font appel a4 peu de déductions et aux

trois énoncés de base.

Pa Re

I RON
(:::) (oR) A7 () 02 __I Iaiaililo ramme rectangle
(oN)y L (FT) ON) // (RI) P g
(r1) L (FD)
0O, Pa Re 3
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(:) RECT est un parallélogramme dont 1'angle
PN
E est droit.
- PARR AN AY .
Démontrer que R, C, T sont aussi des

angles droits.

]

<§§E§> R RN i Démontrer qu'un quadrilatére ayant trois

angles droits est un rectangle.

(:) u L REAN et TAEC sont deux rectangles.

Démontrer que R, E, C sont alignés.

On trace deux cercles concentriques de cen-~
tre O et une droite (L) qui passe par
O, puis on trace les tangentes aux deux
cercles aux points d'intersection de la

droite (L) et des cercles.

Que dire de ces gquatre tangentes ?

Le prouver.

POS est un triangle rectangle en O.
M est le milieu de [OS] r . I celui de
[SP] et L celui de [OP] .

Démontrer que MILO est un rectangle.
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W

o O -
Pa 3 . [
@ R E C T parallélogramme { (RE) // (TC) (TC) L (EC) j (RT) - (TC)‘

oN I(RE) 4 (RT)

Pa 03 ! 4
0 Pa
i _. e
(ap) L (DQ) (AD) / (QU) —— Q UAD ‘Q U A D rectangle.
;02 —/ parallélo-
(pQ) 1 (ou) j (DQ) // (UR) gramme
(ou) L (un)
0, Pa Re / 41
k  Re 4 ——
@ REAN rectanglel—e— (RE) 1 (EA)j(R E) = (EC) ou R,E, C alignes
Re
T A E C rectanglie|—e— (AE) L (EC)

Re - O1 3

N.B. On peut poursuivre et faire démontrer que R C T N est un rectangle.

Tg o, Py
d1 tangente | —e— d1 L W d1 /4 d2 - dl / d2 /Y d3 //d4

Tg o, 1

4, tangente | —o— d2 1 @ d2 / d3
Tg 02

d, tangente | —+— d, L (n) dy /4d,
Tg

d, tangente | —e-— a, L @

® , -
(08) L (oP) MILO

, s T rectangle

M milieu de [0S (MI) // (OL) MILO
;Pz ‘ parallé-

I milieu de [SP] ———[—- (1LY // (oM) logramme

I, milieu de [OP]

P, Pa Re / 4
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ORTHOGONALITE -~ Rectangle

OHE est un triéngle rectangle en O et S
est le milieu de [OE] . Par S on méne la
paralléle & (OH) qui coupe (EH) en I,
et par I on méne la paralléle & (OE) qui
coupe (OH) en P.

Démontrer que (IP) est perpendiculaire &
(OH) et passe par le milieu de [OH] .

Que dire de (IP) ?

d et e sont deux droites perpendiculaires.

Soit M un point n'appartenant pas & ces deux
droites. Par M on méne d1 paralléle a d,
et d2 perpendiculaire & e.

Que dire de d1 et d2 ? Prouvez-le.

Soit d wune droite et A un point de d.

ffl ' '@ o 83 sont trois cercles de centres

O1 : O

Démontrer que O

5 03 tangents a8 d en A.

, O o) sont alignés.

1 27 93

Généraliser.

Deux cercles € et ti' sont tangents en T
et ont pour centre O et O'.

Démontrer que O, T, O' sont alignés, et

que si les cercles ont méme rayon alors T

est le milieu de [OO'] .




ORTHOGONALITE -~ Rectangle

{IP) médiatrice

. de [OH]

03 Me

(OE) .L (oH) ——T“-—' (IP) -L(OH) ‘[—'
S milieu de [OE] Ih I milieu Th P milieu

r de [EH] de [oH]
(s1) [/ (OH)
(rp) / (OE) =

1) [og ] 1

N.B: pour 1)kil existe d'autres démarches moins rapides (exemple :

S I PO parallélogramme, rectangle, donc .... )

0
‘“’ej}"
dl//d
dz‘l-e
M €& d

dlle?‘dl—
/

/

@ =

d tangente &

d tangente a

o
3y

d tangente 3

Tg O1
—e— d_ | (0,8)

Tg ;01
—ao— 4 1 (OZA)

Tg ,
—e—da l (0,A)

(0,n) =

ou A, 02, O3 alignés

(OZA)
ou A, 01, O2 alignés ;
(OZA) = (O3A)

01+0,5:04

alignés

Tg.

K
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ORTHOGONALITE - Rectangle

d'une démonstration par 1‘'absurde.

- Hypothéses Conclusion
6‘

p -

0 1 5, L a s, / 6.2
< 1 1 2
A 8 5. L 5. 6. 2

™ C 2 2 - @ 1 K8y

a.

Supposons 61 K 62, donc 61 n 62 ={A}- Alors par A on peut mener deux
perpendiculaires , 61 et 62 a d. Ce gui est impossible d'aprés O
Donc 61 A’Gz.

1°

N.B: Tout comme O, est le "dual" de Eu, QQ est le "dual" de P

1 1

2) O2 et Eu===§o3 donc O3 devient un théoréme.

8 ol dl y/4 d2 et § coupe d1 car S.L d1 donc §
1 coupe d2 en E, car si deux droites sont paral-
léles toute droite qui coupe 1'une coupe l'autre
5 EE (se déduit de l'axiome d'Euclide Eu par un raison-
nement par l'absurde). Menons par E la perpendiculaire: d &6 . D'aprés 02:
leﬁ § et 4 L 8§ entratne 4 / dl' Donc par E passent deux paralléles & ~§1

d et d2. Donc d'aprés Eu : d = d2.
Conclusion : d2.L 8 {(puisque d 1.§).

(:)Fiches pour l'éléve : Deux nouvelles questions se sont posées & nous,

donc deux nouvelles fiches. D'autre part nous avons vu des méthodes nouvelles

pour prouver le parallélisme et 1'alignement.




ORTHOGONALITE - Rectangle

Fiche - PERPENDICULAIRES

Comment démontrer que deux droites sont pervendiculaires ?

Méthode 1 : 0., | en sachant gue 1'une est paralléle et 1'autre verpendicu-

taire a4 une méme droite.

Méthode 2 : Re | si ce sont les supports de deux c6tés consécutifs d'un
rectangle.
Méthode 3 : Tg | si 1'une est tangente & un cercle et 1l'autre est le sup-

port du rayon correspondant.

Fiche - RECTANGLE

Comment démontrer qu'un quadrilatére est un rectangle ?

Méthode 1 : | Re | en démontrant

- que c'est un parallélogramme.
1 P

~ que deux cdtés consécutifs sont perpendiculaires.

Méthode 2 :(E”EEE) en démontrant qu'il a trois angles droits.

Fiche - ALIGNEMENT

Méthode 2 : O1 en démontrant qu'ils définissent deux droites perpendicu-

laires a une méme droite.

Fiche -~ PARALLELES

Comment démontrer que deux droites sont paralléles ?

Méthode 4 : O2 en démontrant qu'elles sont toutes les deux perpendiculaires

a4 une méme droite.
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ORTHOGONALITE ~ RECTANGLE

Enoncés

Unicité de la perpendiculaire

Par un point, on ne peut mener qu'une perpendiculaire d une droite.

Relation entre droites perpendiculaires

Deux droites perpendiculaires & la méme droite sont paralléles.

Relation entre paralléle et perpendiculaire

Si deux droites sont paralléles alors toute perpendiculaire i 1'une

est perpendiculaire & l'autre.

Définition du rectangle

Un rectangle est un parallélogramme dont 2 c6tés sont perpendiculaires.

Tangente 3 un cercle

Une droite est tangente & un cercle 'si elle est perpendiculaire 3 un
H

rayon en un point de ce cercle

(ABCD) est un trapéze dont les cdtés paralléles sont (AB) et (CD).
les perpendiculaires a (CD) passant par A et B coupent (BD) en A' et

B'. Démogtrer que (ABB'A') est un rectangle.
Démontrer que les 4 angles d'un rectangle sont droits.
Démontrer qu'un quadrilatére dont 3 angles sont droits est un rectangle.

(OAB) est un triangle rectangle en 0. Le point I est sur [AB]. Les

perpendiculaires & (OA) et (ORB) passant par I coupent (OA) en M et

(OB) en N. Démontrer que le triangle (IMN) est rectangle.

(ABCD) et (ABEF) sont deux rectangles. Démontrer que les points D, A, F
sont alignés ainsi que les points C, B, E. En déduire que le quadrilatére

(DCEF) est un rectangle.

ABC est un triangle. Une paralléle & (BC} coupe (AB) en B' et (AQO) en C°'.
Montrer que les hauteurs des triangles (ABC) et (A'B'C') sont paralléles

deux 3 deux.

Une droite est tangente & 2 cercles de centres O et O'. A et A' sont

les points de tangence. Quelle est la nature du quadrilatére (OAA'O') ?
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BILAN de 1. 2. 3. 4 : 13 énoncés

1. | 2. 1 3. :
L .
1 ¢ Eyu ! ! t
' L-‘_.I '
! l ' Th

D'old 3 Définitions

ve

3 Axiomes
7 Théorémes (:::)

La plupart de ces énoncés sont connus des €léves.

Re

Tg
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5 | DISTANCES - MILIEUX

Euclide, mathématicien grec du "Proposition 1.1 : Sur une droite
I1Te siécle avant J.C., écrivit donnée et finie, construire un

de nombreux ouvrages parmi lesquels triangle éguilatéral. (Euclide

13 livres intitulés "les éléments" ; appelle "droite', ce que nous appe-
bien des démonstrations présentées lons un "segment").

par Euclide sont proches de celles Voici BAB la droite donnée et

que nous faisons aujourd'hui. finie. On cherche & construire un

triangle équilatéral sur AB. Avec
1. Donne un programme de construc-

tion pour un triangle équilatéral. le centre en A et la distance

AB on décrit le cercle BCD.

2. Vois celui d'Euclide ; compare [Postulat 3]

avec le tien

Avec le centre en B et la dis-
tance BA on décrit le cercle

ACE. [Postulat 3] et du point C,
point d'intersection des cexrcles,
aux points A, B, on trace des
lignes droites Ca, CB [Postulat 1].
Maintenant, puisque le point A

est le centre du cercle CDB.

AC est égal a AB. [Définition 15]
Encore, puisque le point B est

le centre du cercle CAE.

BC est &gal & BA [Définition 15]
Mais on a déja trouvé que Ca -est
€gal & AB, de plus chacune des
droites CA, CB est égale & AB.
Et les choses qui sont égales &

la méme chose, sont égales entre
elles. ‘

[Notion commune 1]

Ainsi CA est aussi égal & CB.

De plus, les troisg droites CA, AB
BC sont égales entre elles. Alors
le triangle ABC est &quilatéral :
et il a été construit sur la droite
donnée et finie AB.

Ce qu'il fallait faire."

in Histoire des Mathématiques pour les colléges.
CEDIC,.
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DISTANCE - MILIEUX

ENONCE

Lp Propriété métrique du parallélogramme

Si un quadrilatére est un parallélogramme alors les cStés opposés

ont méme longueur.

Mi Définition du milieu d'un segment :

Le milieu d'un segment est le point :
- qui est aligné avec les extrémités du segment,

- qui est & la méme distance des extrémités du segment.

EXERCICES ENONCES POSSIBLES

On peut reprendre et compléter de nombreux exercices précédents en
particulier poser des questions sur des comparaisons de longueurs dans
PARALLELES - PARALLELOGRAMME, demander de prouver que des points sont des
milieux dans Euclide - POINTS ALIGNES.

Ces deux énoncés auraient donc pu étre incorporés & ce moment-la.

Une autre option peut &tre aussi de les voir aprés et de faire revoir
ainsi ce qui a été fait auparavant. Voir aussi MEDIATRICE.

Aussi nous limiterons-nous & un petit nombre d'exercices.

M A S est un triangle et E, P, I sont
les milieux respectifs de [sM], [Ma] .,

[as] .

Compare les distances EP et SA.
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DISTANCE - MILIEUX

ENONCES

L A (Connu des élévesg
AB = DC
ABCD parallélogramme ————-% AD = BC
D C
o T
Mi (connu des éléves) I milieu de [AB] . A, I, B alignés
x # AT = IB
A“““\
B
EXERCICES Solutions

E milieu de [ SM] (EP) // (AS) EPIS —P—— EP = SI EP = —AZ—S—
; parallé- —
P milieu de [MAJ ::;7—‘(PI)A’(M8;:; logramme

I milieu de [ASJ - SI = IA = ??

92 Pa Lp Mi / 6

@ P L Mi

1)} (EO) // (SD) | DUES parallélogramme —%— DU=ST SE=ST S milieu

de ET

L
(ET) // (UD) :];é- DUST parallélogramme —L— pu=Es

(oT) // (us)

S &« (ET)

Pa Lp Mi / 6

NB : 1) méme démonstration pour U et D
2) en fait il manque une étape préliminaire. Par exemple:
(EO) // (8D) ~ (EU) // (SD). On voit 1a tout le probléme de
U € (EO) J
l'écriture des hypothéses qui n'est pas un probléme aussi simple
qu'on veut bien le croire et qui est donc une premiére source de

difficultés pour les éléves.




DISTANCES - MILIEUX

<:> S UD est un triangle. On trace par
//// S, U, D les paralléles respectivement &

(UD), (s8D), (US) qui se coupent {(dans
l'ordze) en E, O, T.

1)Démontre que S, U, D sont les milieux
respectifs de [TE] R [EO], [OT].

2) Trace les hauteurs [SH], [UK], [DL] du
triangle S U D. Prouve qua ces haubeurs
sont les médiatrices du triangle T E O.

3) Que sais-tu des médiatrices d'un triangle ?

Déduis-en un théoréme & propos des hauteurs

d'un triangle.

(:) A BCD est un parallélogramme, M est le
milieu de [AB], {MD) coupe (AC) en I et on

trace la paralléls & (DM) qui passe par B:
ells coupe (AC) en J et (DC) en P.
Il semble que AI = IJ = JC.

? On veut le démontrer.

1) Démontre que I esit le milieu de [AJ]
2) Démontre que P est le milieu de [DC]
3) Démontre que J est le milieu de [IC]

4) Déduis-en que : AI = IJ = JC.

Une autre démonstration de

P4 Si un quadrilatére est un parallélogramme, alors ses diagonales ont

méme milieu.

<:> A BCD est un parallélogramme. Ses diago-

nales se coupent en I. On veut prouver que

I est le milieu de chacune des diagonales.
Pour cela on trace la paralléle & {AC) pas-—

sant par D qui coupe (BC) en E.

1) Prouve que I est le milieu de [BD].

2) Comment prouver de m®me que I est le
milieu de [ch ? Enonce un théoréme.




DISTANCES
o

:73-— (SH) L (ET)

(SH)  (UD)
(FT) // (UD)
S milieu de [ET]

2)

- MILIEUX
Me
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(SH) médiatrice de [ET]

O

N.B: 1) méme &monstration pour

3

Me / 2

(UK) et (DL)

2) ici encore il pourrait y avoir une déduction de plus :

[SH] hauteur de SUD ——s—— (SH)-L (UD) ; cela dépend de la fagon

d'écrire 1l'hypothése.

3} Les médiatrices de TEO sont co
Donc puisque ce sont les hauteur

sont concourantes.

ncourantes.

s de

(Voir MEDIATRICE - Cercle).

SUD, les hauteurs d'un triangle

Th
1)| ABCD parallé- 3){ (BP) // (MD) | I milieu de[IC]
logramme P milieu de ‘ Z
M milieu de [ABJ —M;;E— I milieu de [AJ] (bd ‘
(BP) // (DM)
[Th /1] _Th /1 ]
I M,
P AB = DC —- DP = %C- - [P milieu
p | P L de [bc]]
< a ‘ a P Dp=MB
2)} ABCD parallé- —— (MB) // (DP) MBPD 5
logramme parallé-
- Mi AB logramme
M Milieu de [AB]|—~— MB = 5 /
(BP)// (DM)
P € (DC) P L M /7
p i
Mi )
4)| I milieu de [aT]f—e~ AT = 17 T AI = 1J = JC
L i
Jd milieu de [IC]-——~&——- IJ = Jc Mi 73
@ ‘" .
AD=BC BC=CE gl
1)| aBcp 5 5. T j— “{C milien
parallélogramme [—e— (AD)// (CE) ACED -B— AD=CE_/ (C&(BE) ) de [BE]
parallé- e
(DE) // (aC) logramme
P_LM /6 I
a p i
‘q s Th Lo
2YiC milieu de [BE] /7 I milieu de [BD] l
(DE) // (AC) T

Pour prouver gque I est aussi le milieu de [AC] il suffit de mener par exemple

de A la paralléle & (BD) qui coupe (CB) en F. La démonstration est alors analo-

gue 4 la précédente.
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DISTANCES - MILIEUX

ABCD est un parallélogramme dont les
diagonales se coupent en I. On trace la
paralléle a (DB) passant par A : elle
coupe (DC) en A'. On trace la paralléle
d (AC) passant par B : elle coupe (DC)
en B'.

(AA'} et (BB') se coupent en O.
Comparer les longueurs OA et AA', OB et
BB'.

A quelle condition peut-on avoir OA=0OB ?

PANT est un parallélogramme.

T a pour symétrigque L, par rapport &

P et S par rapport & N. On veut démon-
trer que A est alors le milieu de [LS].
Soit I ie milieu de [TA].

1) Démontre que P, I, N sont alignés.

2) Démontre que L, A, S sont alignés.

3) Démontre que A est le milieu de [LS].

PANT est un parallélogramme.

On trace la paralléie & (PN) passant par

A : elle coupe (TP} en L et (TN) en -S.
A semble étre le milieu de [LS] .

Prouve-le.

HLE est un triangle , I, B, R sont les
milieux respectifs de [HL], [LE], [EH].
(HB) coupe (IR) en T.

1) Démontre que T est le milieu de [HB].

2) Démontre que T est le milieu de [IR]“




5

P
ABCD parallélogramme :;Ji-(AB)A/(DC//7h

DISTANCES - MILIEUX

(An") / (DB) et OG(AA'l

I (AC) n (BD)

De méme pour OB et BB'. Alors

condition que ABCD

NB:

P
a AQO BT
(BB')// (AC) et Oe(BB‘L:::>«~—parallélogramme

soit un rectangle,
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Py L
) Foaont o s
: rarallélogramme .
t Lp (: BD)
' ———— OA = 1IB
P4 Mi
+6—— I milieu de [DB] —~— DB = 2 1B PP,LM /8
adpi
BD
OA = 5 et OB = %?—, donc OA = OB &

Il y a d'autres démonstrations (en troisiéme on pourrait utiliser Thalés)

Nous avons privilégié une démonstration faisant intervenir les énoncés

nouveaux L, M., et P,.
D i 4
<:> 1 et 2) P Mi -
PANT parallélogrammel- I milieu de [PN] —s—P,I,N alignésl;y—-L,A,S alignés
P milieu de [LT] (PI)// (LA) : ou (PI)=(IN)
cq 2
N milieu de [TS] (IN) // (AS) 1) |pM, /2
I milieu de [Ta] '
2) {P.Eu / 3
2
= Pa Th
PANT parallélogramme f—-— (PA)// (TS) lA milieu de (LS)]
7 3) |P_Th / 2

P milieu de [LT]

/

L, A, S alignés

N.B: on peut faire 3) en utilisant uniquement PaLp Mi on a alors

P P

PaLpMi / 7_

L

PANT parallélogramme-—*jl' (TP) // (NA) NALP ~L.pN = AL
parallé- ]?i
(LS)// (PN) et Ae(LS) i logramme ~ A milieu de
IS {
PANT parallélogramme-—er (TN)A/(PA)ASElv PASN £ oy = ASj  [ ]
parallé- P L M -
logramme api
7 P2 p
1)I milieu de [HL] 7—- (IR) / (LE) f T milieu de [HB]
R milieu de [HE] 1P, Th / 2 !
e e
B milieu de [LE]
P B P,
2)I milieu de [HL] jl;— (IB)// (MR) " HRBI —e— | T milieu de [IR]'
‘g 2 ) parallélogramme
B milieu de [LB] :;7r—— (BR) // (HI) (et T milieu de
R milieu de [HE] 5 PP 74 [HB])
2°a 4
N.B: en ne séparant pas les questions, la démonstration de 1) devient inutile
et 2) donne les deux résultats ensemble.
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DISTANCES - MILIEUX

LNRV est un parallélogramme. Ses diagonales

se coupent en M. La paralléle & (LN) passant
. par M coupe (LV) et (VR) en A et I respec-
///\\\\///////;77 ‘\\ tivement.
A{i;//////\\\\//(,*'Ar 1)Démontre que I est le milieu de [NR] et A

celui de [LV]

2)Soit S le symétrique de M par rapport & I

Démontre que MNSR est un parallélogramme.

3)Démontre qgue LNSM est un parallélogramme.

Démontre que dans un rectangle les diagonales ont

méme longueur.

=

Deux fiches donc & compléter ou & constituer.

- Comment démontrer qu'un point est MILIEU d'un segment ?

- Comment démontrer que deux LONGUEURS sont EGALES ?




DISTANCES - MILIEUX

P, o milieu de [NV ]2

1)} LNRV
parallélogramme

M = (LR) (NV)

4:
M milieu de [LR] Th

A milieu de [LV}’

I milieu de [NR]
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MNSR

(A1) // (1N)

218 = s_ (M)

3)| MNSR

parallélogramme

e I milieu de [SM]

P P

a

LNSM
parallélogramme

-3-(MR)A’(NS)27~—

(AI)// (LN)

®

ABCD rectangle

ABC rectangle en B

ABCD parallélogramme

ABD rectangle en A

P,~I milieu de[ac]/ ATIB=IC=;

I milieu de[BDj_.l

R
e P4

M3 / 5

gramme

parallélo-

nie

Th / 3

2) P3 /1 ou 2

/ 2

3) Pa

AC

BD

IB=ID=TA=—-
M3 2

AC=BD[

N.B: La encore se pose le probléme du dénombrement des déductions mises

en oeuvre.




56 -

Exemple de feuille de travail pour 1l'éléve.

e e s e o i i o ot ot o i . e i . o e S A TR B s i i e o S . M B T e S, B S o, S T

Distances et paralléles

Enoncé

Les cb6tés opposés d'un parallélogramme ont la méme longueur

<:> (ABCD) est un parallélogramme. La paralléle & (AC) passant par D coupe
(BC) en K. Montrer que C est le milieu de [DK].

<:> (ABC) est un triangle. Par chaque sommet on trace la paralléle au cdté
opposé. Montrer que A, B, C sont les milieux des c&tés du nouveau

triangle ainsi obtenu.

<:> (ABCD) est un parallélogramme et I est le milieu de [AB] .
La droite (DI) coupe la droite (AC) en K. La paralléle & la droite (DI)
passant par B coupe la droite (AC) en L et la droite (DC) en H.
a) Montrer que H est le milieu de [DC]
b) Montrer que K est le milieu de [AL]
c) Montrer que L est le milieu de [CK],

d) Montrer que AK = KL = LC.

<:> (ABCD) est un parallélogramme. Ses diagonales sont sécantes en I.
La paralléle & la droite (BD) passant par A coupe (DC) en BA'.
La paralléle & la droite (AC) passant par B coupe (DC) en B'.
a) Montrer que D est milieu de [A‘C] puis que I est milieu de [AC].
b) Montrer que C est milieu de [DB'] puis que I est milieu de [BD].

(:) (ABC) est un triangle, B' est le milieu de [AC] et C' est le milieu

de [AB]. Montrer que BC = 2Z2B'C’' (on pourra utiliser le milieu de [BC]‘).

<:> (ABCD) est un parallélogramme. K, L, I sont les milieux respectifs de
[2B] , de [DC] et de [AC] .

a) Démontrer que K, I, L. sont alignés.
b) Démontrer que I est le milieu de [KL] en utilisant la propriété
démontrée dans l'exercice 5 .

c) Démontrer que les droites (AL) et (CK) sont paralléles.




6 | MEDIATRICE - Cercle

TRIANGLE ISOCELE

-

J'ai réussi i mettre

Un peu d'ordre en moi-méme

J'ai tendance & me plaire

CERCLE I

Tu es un freére,

On peut s'entendre

Fais moi pareil

Enferme~moi

Réchauffons-nous
Vivons ensemble

Et méditons

TRIANGLE EQUILATERAL

Je suis allé trop loin

‘Avec mon souci d'ordre

Rien ne peut plus vénir

CERCLE 1II
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4 Jean Lescure

Toi, profondeur

Dans ta surface

Profondeur assise
Au seul niveau

De la surface

Et pas de fuite

Dans aucun volume.

Parfaitement plein

Dans ta profondeur

Dans 1'immobile va et vient

Qui te nourrit

Profondeur en toi

De chacun des points

Pour les autres points qui te font le cercle

EUCLIDIENNES

Guillevic

L'ennui

Vaincu.
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MEDIATRICE . Cercle

ENONCES

Définition de la médiatrice

La médiatrice d'un segment est la droite perpendiculaire & ce segemnt

et qui passe par le milieu de ce segment.

Propriété 1
Si un point est sur la médiatrice d'un segment alors il est & la

méme distance des extrémités de ce segment.

Propriété 2
Si un point est a4 la méme distance des extrémités d'un segment alors

il est sur la médiatrice de ce segment.

Ce Définition du cercle
Un cercle est l'ensemble de tous les points qui sont & la méme distance
¥
d'un point fixe appelé centre : la distance s'appelle rayon.
Is Définition du triangle isocéle
Un triangle isocéle est un triangle qui a deux c6tés de méme longueur.
EXERCICES Texte possible

L et N sont deux points d'un cercle de
centre O. Démontre que la médiatrice de la

corde [NL] passe par O.

ABC est un triangle [AH] est la hauteur
issue de A.

A' est le symétrique de A par rapport & H.

N Que dire du triangle ABA' ? Démontre-le.
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MEDIATRICE - Cercle

Me [(connu des é&léves)

A
A L (AB) Me
P e SRS PN .
N = I milieu de [AB] : A médiatrice de [AB:”
& I & A
L1A
M, 7 4 A médiatrice de [aB] | M,
. — MA = MB|
Mo ’ Me A
& (Connu en général)
M s R
@ _2 5 M est sur la médiatrice
de [AB:] .

(connu en général mais pas sous cette forme)

(Ccercle de centre Ce
O et de rayon r [ 277 ’5”"'
Meg.
Is T ISO triangle isocéle Is
de base [SO] ou de IS = IO
< o sommet principal I
EXERCICES Solutions

Ce M
@Le‘e,Ne‘e -—ﬁ—*om:oz,c—l—%

d médiatrice de ENL]

CeM2/2

NB: en fait la premiére déduction pourrait se décomposer en trois :

Ce
Le€ —— OL = rayon OL = ON
Ce ;
Ne € —e— ON = rayon
Me M, Is
(ar) L (BC) (BC)médiatrice - BA = BA' —~ [A'BA isocéle |
H milieu de [AA'] de [AA']
H e (BC)

Me M, Ig / 3




MEDIATRICE - Cercle

CERF est un quadrilatére tel que

CE = CF et RE = RF. I est le milieu

de [EF].
Que dire des trois points R, I, C ?

Démontre~le.

Soit A et B deux points distincts.

Peux-tu tracer un cercle passant par
/ ! A et B?
/ Plusieurs ? OG sont leurs centres ?

\ ‘ Prouve-le.
P

Démontre que dans un triangle isocéle, la

O
. ‘ médiatrice de la base est aussi hauteur et
/// médiane.

IS0 est un triangle isocéle tel que

(::> , IS =I0 et M est le milieu de [OS].
//’A\\\\\\ Comment appelle-t-on (IM)? Démontre que (IM)
Y

/ . est perpendiculaire & (0S).

Enonce un théoréme.

lIs 1L THEOREME : dans un triangle isocéle la médiane principale est aussi

une hauteur. {(connu).

Soit A et E deux points d'un cercle de

centre L. Soit I 1le milieu de la corde’

[2e].

Démontre que (LI) est perpendiculaire & (AE).

G O A est un triangle isocéle tel que

OA = 0G. L est la projection orthogonale
de O sur [AG].

Démontre que (OL) est la médiatrice de [AGJ.

(Tu pourras appeler 4 cette médiatrice).

Enonce un théoréme :

‘Is ZL THEOREME : dans un triangle isocéle la hauteur principale est la

médiatrice de la base : elle passe donc par le milieu de la base.
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M

2
(::) CE = CF ~E—~'C ¢ médiatrice de [EF] C, I, R alignés]
2
RE = RF — R¢ médiatrice de [EF

I milieu de [EF] ~¥E-Ié médiatrice de [EF] M2 Me / 4

N.B. On peut simplifier(l MZ/Bl)en demandant : prouve que (CR) est la
médiatrice de [EF].

C M,
<::) A c¢¥, Be ﬁi;]ﬁz-OA = OB —% 0 € médiatrice de [AB]
0 centre def

Ce M2/2

Donc tous les centres sont sur la médiatrice de [AB].

M _
<::> AB = AC L2 __ A emédiatrice de LBC]}r~Aed » d médiane MZMe /3{
d médiatrice -
de [Bc] E\—_I milieu de [ BCJed. — TRTRE
d 1+ (BC) 2

N.B. Il pourrait y avoir une déduction de plus (Is) si l'on n'avait pas

traduit directement 1'hypothésé triapgle isocéle par AB = AC.

M X Me—
@ IS = IO -2 I emédiatrice de [05] (1M) médiaks. de[ 05 Jo—|(1M)-L (0S)|
ca s Me s . ;

M milieu de [OS]-~—- M ¢ médiatrice de [OS] MZMe 7 a

N.B. en X on utilise l'axiome non énoncé et souvent utilisé implicite-

ment : par deux points il passe une seule droite.

On se raméne a @ avec une déduction (Ce)

. M2 01
@ OA = 0OG Ced. d = (OL)

(o)L (aG) S 01/3 l
_J_ME_‘ a L (ag)— ’

d médiatrice de [AG]

.
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°C

A et B sont deux points d'un cercle €
de centre O. La perpendiculaire a4 (AB)

Passant par O coupe (AB) en H.

Prouve que H est le milieu de EAB].

Deux cerclesﬁ)1 et gé de centres O et P
se coupent en A et N.

Démontre que (AN) est perpendiculaire & (OP).

Démontre que dans un triangle les médiatrices
des trois cbtés passent par un méme point.
(Indication: on appelle O 1le point d'

intersection de deux médiatrices d1 et d2
¥
et on prouve que O est sur la troisiéme

d3).

Soit ABC un triangle guelcondque.
Prouve qu'il existe un cercle passant par

A, B et C et trouve ol est son centre O.

O S E est un triangle rectangle en E.
Par I milieu de [OEJ on méne la paral-
léle & (ES) qui coupe (0OS) en N.

Puis par N on méne la parallédle & (OE)

qui coupe (ES) en U.

Démontre que O, E, S sont sur un méme

cercle de centre N et énonce un théoréme.




- 163 -
MEDIATRICE -~ Cercle

On se raméne 3 @ avec une déduction (Ce) ou alors on utilise

directement 1Is 4 la suite de Ce :

N

Is
Ce 2
Ae‘i‘?, Be 8 ——~ OA = OB —]—— M milieu de [AB]
(on) L (aB)
Ce M 2
2/
N.B. en fait il y a en ‘“"toute rigueur" une déduction de plus
clest : OA=0B = 0aAB isocéle.
C‘:’ M2 X M
Ae € Nel |5 on-on y- O médiatrice de[AN] OP médiatrice —= (OP) (aN)
aet, nef ) C8 pA=PN 2 P mediatrice de[ AN de [pn].
‘ Ce M2 Me / 6

N.B. 1) en X on utilise l'axiome non énoncé et souvent utilisé
implicitement : par deux pointé il passe une seule droite.

2) On peut faciliter le travail en demandant de démontrer
que (OP) est la médiatrice de (AN).

3) On peut enrichir en posant la question : (AN) peut-elle

4

étre la médiatrice de [OP] ?

M
Pl s 0] I 2 e

@ d3 médiatrice de LBC] I _/ Oe d3 0=d, 0 d,n d3

d, médiatrice de [AC]|== o0A =oC Toc = OB

1
d, médiatrice de [AB]|-~ OA = OB
1 M. M /5
= N .

0O d1 d2 1.2

Un travail heuristique montre que si le cercle existe alors nécessaire-

ment OA = OB = OC et donc O se trouve sur la médiatrice de [ABjr

de [AC] , de [:BC] d'oli 1'on est ramené & @ .

Me .

o}
3 i cas .
@ DI (OE) L (ES) “7‘ (IN) (OE)-7— l (NI) médiatrice de (FO) {

I milieu de [OE] ’
(IN) / (ES) ——/ O3 Me / 2
(uN) / (EO)

O3 y (N#) mé-
2)| (oE) L (ES) (un) L (Es) <+ diatrice
I milieu de [OE:] ih N milieu de [OS] Ih U milieu de[ES]*J de [ES:(

(IN) // (ES)
(UN) // (EO) 0. Th Me / 4 l

3
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MEDIATRICE - Cercle

Si tu ne trouves pas utilise les étapes suivantes :
1) démontre que (NI) est la médiatrice de [EO].
2) démontre que (NO) est la médiatrice de [ES].

3) déduis-en le résultat.

ENONCE

M_ | Triangle rectangle et demi-cercle

3
8i un triangle est rectangle, il est inscrit dans un demi-cercle
ayant pour centre le milieu de 1'hypoténuse.
(::) Soit un cercle de diamétre [AB] et de

centre O, et M un point de .

Que penses-tu du triangle AMB ?

Prouve le en plagant sur la figure le point
I milieu de [AM],

(Indication,: prouve que (OI) est la média-

trice de [AM] et qu'elle est paralléle
a (MB) ).

Enonce un théoreéme.

M Demi cercle et triangle rectangle.

4
Si un triangle est inscrit dans un cercle et a pour cété un diamétre
de ce cercle, alors ce triangle est rectangle (et le diamétre est
son hypoténuse) .
//’ ~ «
// ~
V/ \
(::) /g \ ABCD est un rectangle et O est le milieu
| 1 ~ ;
! i { de LAC]. Démontre que A, B, C, D sont
{ ] .
. ] ; sur un méme cercle de centre O.
3 /
‘\ /
N e
~ -~
~ -

LICE est un rectangle et ALE un triangle

isocéle de sommet principal A.

Soit M 1le milieu de [LE] et X le
milieu de [LC] .

Que dire de A, M, X ? Prouve-le.
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3) | (NI) médiatrice de [EOJ 4-NO

(NU) médiatrice de [ES] ‘4— NE

My

NET NO = NE = NS
NS ou E, O, 8 sur %%N, 08S)

[, 73]

NB: On peut varier les énoncés : par exemple se contenter de I milieu

de [OEJ et N milieu de [081,

M3 AMB triangle rectangle M
en M E >{ 0A = OM = OB
O milieu de [AB7.
AR . (2]
M M
Ce 2
Me & ——OA=0M — O€ médiat.de LAM] (OI)médiatrice - (OI) L (AM) .
cas Me ; —
I milieu de [AM]-—«—IéEmedlat de [AMJ de [éﬁj//¢,,,< 05
O milieu de [AB] ZL;ROI) // (MB) — )Tiﬁyif?ﬁgﬂ
‘Ce Me M) P, 05 / 7 |
M , :
B 1
M4 { [AB] diamétre de 8’ Mﬁ ‘AMB triangle
A‘} M& B . rectangle en M

NB : M4 e

st le théoréme réciproque de M3

M

13

ABCD rectangle
O milieu de [AC]

3 ,
Re ::’ABC rectangle en B Tzw’A,B,C sur le cercle » ’
3 £de centre O diam. [AC] €.
ADC rectangle en D-f—— . ‘

A,D,C sur le cercle

Yde centre O diam. [AC]

Re M3 / 4

LICE rectangle
AL =

M milieu de [LE]
X milieu de [LC]]

M M
Re

3
M, (LE) L (EC) LX=XE=XL —A'XE médiatrice A,M,X
—L A ¢ médiat. de [LE]; de [LE] ; alignés

M2 Memediat.de [E] . /

N.B. on peut

Re Me M1 M3 / 6

M M

remplacer ﬂé' + ~i~ par P2 + 03
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LAUS est un rectangle dont les diago-

nales se coupent en G. M et I sont

les milieux de [AU] et [LS] R

—_——e e — — — P - AFU et SEL sont deux triangles iso-

céles de bases [AU] et [SL].
Que dire de F, M, G, I, E ?

Prouve-le.

(::) %fest un cercle de centre O et [AB]

un diamétre de ‘6 . £ est le cercle

de diamétre [OA] et I est un point
de € . 1a droite (A1) coupe &' en TI'!
1) Démontre que I' est le milieu de
[ar].
\ 2) Soit J wun autre point de € et J'
T~
. ~

le point d'intersection de (AJ) et de
- &

Démontre que (I'J') est paralléle & (1J).

~

~ 3) 4 est la tangente en A a8

-~

Démontre que d est aussi la tangente
en A & 2?'.
(On dit alors que les cercles sont tan-

gents en A.)

Yf et %? sont deux cercles de centres

0O et O' qui se coupent en A et B .

(BO) recoupe € en R ; (BO') recoupe
€' en T.
Les points R, A, T semblent alignés.

Vrai ou faux ? Prouve-le.
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(14 bis) se raméne &

@ M 0 Th
1) | [2B] diamétre de C. 5&:_(5_{)1—(131)-————-21—(31)// (01") I’milieu de
ael, Bel, 1 €. { O milieu de [AB; [21]

" -
EOA] diamétre de t?/ ::f—- (AI')L (O1I')—
AcB', 0e€', 1t

M4 OZTh /5

A, I, I' alignés

2) De méme pour J' milieu de [AJ]
P

I' milieu de [AI] —72— Laranz (o | 5

J' milieu de [AJ]

Tg Tg

3) | d tangente en A aff|——= dai (AB)~—:;7~—~ dL (p0) ——=| d tangente en A 3 G"

A, O, B alignés

O, R alignés
centre de g

B,
o)

4 1 —
R e¢.9 (BA)L(AR) - R, B, T alignés |
A e B nbE’
B
T
O!

rd

6 | (BA)L (AT)
centre de g ¥

e 6 n €
c

M401/3

B, O', T alignés

N.B: Une des difficultés ici est 1'écriture des hypothéses et leur prise en

compte pour l'utilisation de M4. Donc le nombre peu élevé de déductions

cache en fait un travail heuristique complexe.
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BILAN

1)

(:) Statut des énoncés.

Les propriétés M1 et M2 sont "intuitivement" évidentes :
pliage, symétries orthogonales. Elles peuvent se déduire du théordme
de Pythagore.

On peut remarquer gue cette propriété (M1 et sa réciproque M2)

est le seul axiome qul s'ajoute dans ce chapitre, tout le reste n'étant

que définitions.

(:) Fiches éléve.

De nouvelles questions se sont posées a4 nous :
- comment démontrer gqu'une droite est médiatrice d'un segment ?

-~ comment démontrer qu'un point est sur la médiatrice d'un segment ?

comment démontrer que des points sont sur un méme cercle ?

- comment démontrer que trois droites sont concourantes ?
¥

Nous ferons donc essentiellement deux fiches :

MEDIATRICE avec deux méthodes.

méthode 1 : en sachant gue la droite

- passe paxr le milieu du segment.

- est perpendiculaire au segment.
méthode 2 : en sachant que la droite passe par deux points chacun d'eux
étant équidistant des extrémités du segment.

Plus : comment démontrer gu'un point est sur la médiatrice d'un segment ?

méthode: en sachant qu'il est & la méme distance des extrémités du

segment.

CERCLE

méthode 1 : des points sont sur un cercle s'ils sont & la méme distance

d'un point fixe.

méthode 2 : s'ils forment un triangle rectangle.

Nous compléterons les fiches; points alignés (si des points sont sur
une méme droite, une médiatrice par exemplex,la fiche ; perpendiculaires
(si une droite est une médiatrice d'un segment de 1l'autre, triangle et

demi-cercle).....
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Exemple de feuille de travail pour l'éléve

MEDIATRICE D'UN SEGMENT

Enoncés

1) Définition de la médiatrice

La médiatrice d'un segment est la droite qui est perpendi-
culaire a4 ce segment et qui passe par le milieu de ce segment.

2) Propriété de la médiatrice

Un point est sur la médiatrice d'un segment si et seulement

si il est & méme distance des extrémités de ce segment.

<:> A et B sont 2 points d'un cercle de centre O. I est le milieu de [AB]

Montrer que (0I) et (AB) sont perpendiculaires.

(:) Deux cercles sont sécants en A et B. Leurs centres sont I et J.

Montrer que (IJ) et (AB) sont perpendiculaires.

(:)(ABC) est un triangle quelcongue. H est le pied de sz hauteur issue de
A. A' est le symétrique de A par rapport & H.

Montrer que les triangles (ABA') et (ACA') sont isocéles.

<:>Un quadrilatére a 4 co6tés de méme longueur. Montrer que c'est un paral-

lélogramme et que ses diagonales sont perpendiculaires.

<:>Un'parallélogramme a ses diagonales perpendiculaires.

Montrer que ses 4 cb6tés ont la méme longueur.

(:)(ABC) est un triangle quelconque. Les médiatrices de [AB] et de [AC]

sont sécantes en O. Montrer que O est la méme distance de A, B et C.

<:>(ABCD) est un rectangle dont les diagonales sont sécantes en O.
I est le milieu de .[AB]. Montrer que (OI) est la médiatrice de [AB].

En déduire que les diagonales de (ABCD) ont la méme longueur.

ontrer que, si un parallélogramme a ses diagonales de méme longueur,

c'est un rectangle (on pourra utiliser le milieu d'un cété).

<:>Un parallélogramme a deux cdtés consécutifs de méme longueur.

Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires.




MEDIATRICE D'UN SEGMENT (suite)

Deux cercles de centre O1 et O2 sont sécants en A et B.

[AMl] et [AM2] sont des diamétres respectifs de ces deux cercles
1) (0, 0,) est-elle la médiatrice de [AB] ?

2) Montrer que B, Ml’ M sont alignés.

2
3) Montrer que (AB) et (M1 M2) sont perpendiculaires.

[AB] est un diamétre d'un cercle de centre O et M est un point
de ce cercle. I est le milieu de [AM].
1) Montrer que (0I}) est la médiatrice de [AM].

2) En déduire que le triangle (AMB) est rectangle.

Montrer gue dans un triangle rectangle, le milieu de l'hypoténuse est
4 égale distance des 3 sommets. 50n pourra utiliser le milieu d'un coté

de l'angle droit).

(ABC) est un triangle isocéle en A. Montrer que la hauteur issue de A

et la médiatrice de EBC] sont confondues.

Montrer que si une hauteur et une médiatrice d'un triangle sont confondues

ce triangle est isocéle.
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LOSANGE CARRE
Un carré fatigué Chacun de tes cdétés
Qui s'est laissé tirer S'admire dans les autres.
Par ses deux angles préférés, Ot va sa préférence ?
Lourds des secrets. Vers celui qui le touche

T
Ou vers celui d'en face ?
Losange maintenant,

Il n'en finira plus Mais j'oubliais les angles
De comparer ses angles. Ot le dehors s'irrite

- S'] llai t .
S'il allait regretter Au point de t'enlever

L'ancienne préférence ? . .
Les doutes qui renaissent.

GUILLEVIC

Euclidiennes.
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ENONCE

Définition du losange.

Un losange est un quadrilatére dont tous les cdtés sont de méme longueur.

EXERCICES

Texte possible

Soit [AB] un segment de 3 cm de longueur.

En prenant A pour centre on trace un arc

de cercle de 3 cm de rayon qui coupe un arc de
de cercle de méme rayon, mais de centre B,

en un point C. On fait de méme en prenant
pour centres C et A. On obtient ainsi un
point D.

Que dire de ,ABCD ? Prouve-le.

Soit & un cercle de centre 0O et A un point
de ce cercle. On place sur Z? les points

L et S tels que AL = LS = rayon du cercle.
(S # 2). |

On construit ainsi le quadrilatére LAOS.

Quelle est sa nature ?

Démontre que les diagonales du losange
1) sont perpendiculaires

2) ont méme milieu.

Déduis-en qu'un losange est un parallé-

logramme.

Si un parallélogramme a deux cétés
consécutifs de méme longueur, c'est un
losange. Vrai ou faux ?

Prouve-le.
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ENONCE

Lo (connu des éléves)

O
' LO
L LOSA é:::::::q LO = 0OS = SA = AL
losange
S
EXERCICES Solutions
® Lo
AB = 3 }-— - AB = BC = CD = AD —— ABCD losange
AC = 3
Lo 2
BC = 3 -+—- /

@]
w)
il
W
|
]
—

&
i
W
%

N.B. une difficulté consiste & bien écrire les hypothéses.
On remarque aussi une hypothése superflue, d'ou la

la possibilité de concevoir d'autres constructions.

Ce

cercle de centre 0o  —|— oA = r OA = 0S = AL = Ls —2 [1aos
A appartient é\@ ] _losange

L et S appartiennent &Y

AL = LS rayon de B

Ce Lo / 4 l

= X

N.B. en séparant bien Le€et Se %2 on constate que Le¢ %?est superflue

M
(:) [ AB=EC ﬁg‘s sur média.dé [AC]—,(BD)média.de [ac] %&{(BD)L (A0)|
2 L
ABCD | /-BC=CD —= C sur média.de [ BD (BD) N (AC)=milieu de
— 2 I
losange Y‘CD=DA 7 D sur média.de [AC]- [ac] )
1 2
-DA=AB —~ A sur média.de [BD]-—i(AC)média.de [BD] %% (aC)n (BD)= milieu
de [BD] (2)
"3
(1i;:7~ milieu de [AC] = milieu de [BD] v ABCD parallélogramme‘
(2)
1) | L0 M, Me/5 f 2)|10 My we/7 [3) [ B, /1
L Lo
@ P B = CD AB = CD = AD = BC = |ABCD losange
ABCD parallélogramme -ﬂ~—~<iin = BC :

AB = AD e e ! Lp Lo / Bi

N.B. pour 1l'énoncé Lp. voir MILIEUX-DISTANCES
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<::) /////// Si dans un parallélogramme les diago-

nales sont perpendiculaires alors c'est

un losange. Vrai ou faux ?

//// Prouve-le.

OAB, OBC, OCD sont trois triangles
<::> €équilatéraux.

1) Démontre que OABC et OBCD sont
des losanges.
2) Que dire de A, O, D ? Prouve-le.

3) Démontre que O est le milieu de

[aD].

(::) LISE est un rectangle. N,0,R,D sont
~ les milieux respectifs de [LI], [IS],

<::;\\ [se], [EL].

- Quelle est la nature de NORD ? Prouve-le
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M M1 BA=BC (1)
N e s
5 e P, I milieu de EAC] ~?~&BD) média. de [AC]‘~»< DA=DC
ABCD parallélogramme _ oMy am-nd
I milieu de [BD] M (ac) media. de [ BD] -ﬁ{
(BD) 4+ (AC) / CB=CD —
I = (BD)n(AC) /
P, Me M,Lo 7
(1) — BB = BC = CD = DA —Egﬂ ABCD losange l ' 4 yLo /
Loy
(:)1)~OA = OB = AB ——7——»OA = OB = OC = CB ;ww O A B C losange ! Lo / 2 ou 3
OB = OC = cs‘i7r-—03 = BC = CD = OD “SW 0 B C D losange |
OC = OD = DCT
N.B : 3 déductions si 1l'on écrit l‘hypothése sous la forme triangle &quila-
téral.

2)| OABC losange

OBCD losange

3) |0, A,
oA =
OB =

OC =

OD

alignés t—

AB
CB
DC

-

NB: pour 1l'énoncé

|—+— OABC parallélogramme

—Ca—-OBCD parallélogramme

P

(OA)A’(BCl‘7ww 0,A,D alignés

Eu

(OD) // (BC

C)Pa Fu / 5

O milieu de [AD]

Mi / 2

Mi voir MILIEUX-DISTANCES

Lo

<:> LISE rectangle . wfil_mLS = EI
1
N milieu de [LI] ®) yo - 5 LS ——NO
;;(b) .
O milieu de [IS] "ND = 5 ET -1 ND
| B e
R milieu de [ES] ™ OR = 5 EI-
D milieu de [EL] | ¥PIpr = %~LSJ

il

DR

OR

LS

=N e

2— EI

=ND =0OR

i

a, b, Lo /9

NO = DR —— NORD
losange

N.Bl1)il y a beaucoup de démonstrations possibles pouvant réutiliser des

exercices précédents (par exemple (:) PARALLELOGRAMME) , et beaucoup de déduc-

tions c'est donc un exercice difficile. Nous avons choisi d'utiliser peu

d'énoncés (3)

(a) trés connu des éléves et pour (b) voir MILIEUX DISTANCES.

2) On peut enrichir l'exercice en demandant si LISE rectangle est nécessaire.
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Soit g un cercle de centre 0O et [AB]

et [PQ] deux diamétres perpendicu-
laires.

Quelle est la nature de AQBP ?

Enonce les propriétés du carré.

Donne toutes les méthodes pour prouver
qu'un quadrilatére est un carré. (Fais

une figure pour chacune pour voir si

tes hypothéses sont suffisantes).

@ RESQ

et RAUQ sont deux carrés.

S /,’\\\ 1) Démontre que E, R, A sont alignés.
‘\\',’ \\\ 2) Démontre que E Q A est un triangle
('/\‘~ \\\ rectangle.

. X \\\ 3) Démontre que R S Q A est un parallélo-

logramme.

Par
Par
Ces

re.

LISE

.....

est un quadrilatére tel que LS = IE
L et S on méne les paralléles & (IE).
I et E on méne les paralléles & (LS).

quatre droites forment un quadrilaté-

Quelle est sa nature ?




- 177 -
MEDIATRICE - Losange

¥ cercle de centre O | B @
[ABJ diamétre de G . O milieu de [AB] 72'AQPB parallélo- ‘ AQPB losange
[Po] diametre de 6. O milieu de [ PO} gramme
(AB).L (PQ) BN

® 0 I

1)} RESQ carré |—e—{ER)L (RQ) 1 ! E, R, A alignés . O1 /3
RAUQ carré *—"'-‘(RA).L(RQJ —

M

Ce 4
2)| RESQ carré [(—e—ER = RQ - E, A, Q9 sur EQA triangle

7 / -,Ce, M4 / 4|

RAUQ carré RA RO cercle de rectangle en Q

centre R //

it

L E, R, A alignés|

3) | RESQ carré ——— (5Q) // (ER) 7r—'(SQ)A’(RA) _22“‘RSQA parallélogramme
E, R, A alignés —574——— (ER) = (RA)—O
e— (SR) L (EQ) —#— (SR)// (QB) - 0y B /7
EQA rectangle }{—e— (QA) L (EQ)}— ’ N
en Q

NB 1} cette démonstration est bien entendue plus facile en utilisant les
vecteurs.

2) L'exercice peut se poursuivre.

LS = 1IE Pl L NO
(ND) // (LS) // (OR)

i

B P
s -g— _ ND
(ND) A(}OR) /? p NORD parallélogramme TN
T ﬁf\‘ 2 ONIE parallélogrammeifl NO

TR ; 5
(NO) // (1E) // (RD) fNQ{M4<(RD) ;ég;;LORS parallélogramme -8~ OR =

/

N, I, D alignés j—e—(NI) = (ND)}— /

0, E, R alignés |—e (OE) = (OR%—-/ Pl' Pa' Lp, Lo / 14
0, L, N alignés {-.. (OL) = (ON) ~—

R, S, D alignés | .o (RS) = (RD)—

(1)

L
NO = DR = OR = ND ———a— I NORD losange

N.B. L. I S E pourrait dtre un rectangle et on aurait une sorte de

"dual" de l1l'exercice (E}
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Médiatrice - losange

<:> Statut des énoncés

Une seule définition comme point de départ.

Tous les théorémes classiques sur les propriétés et caractérisations du
losange peuvent &tre traitées sous forme d'exercice.

Mais il est évident gue 1l'on peut aussi pour certains exercices partir
de ces propriétés et caractérisations pour faire des démonstrations.

I1 en est de méme pour le carré qui apparait & l'exercice .

On peut alors adopter plusieurs stratégies : soit demander aux éléves
une définition du carré et s’y tenir, soit demander toutes les méthodes
possibles pour savoir qu'un quadrilatére est un carré (les noter dans

les fiches) et laisser chacun faire.

(:) Fiches pour 1l'éléve
Il s'agit ici de faire deux fiches :
- une sur le LOSANGE en inventoriant toutes les méthodes pour démontrer
gu'un guadrilatére est un losange.

- l'autre sur le CARRE en faisant un inventaire analogue.
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Définition : un quadrilatére ayant ses quatre cétés de méme longueur

est un losange.

(:;) Propriété du parallélogramme : dans un parallélogramme les c&tés

opposés ont méme longueur.

Triangle équilatéral : triangle dont les trois cdtés ont méme longueur.

<:> ABCD est un losange
a) Démontre que ses diagonales sont perpendiculaires et ont méme milieu.
b) Déduis-en qu'un losange est un parallélogramme.
Que peux-tu dire des cétés opposéds d'un losange ?

Enonce toutes les propriétés du losange que tu viens de démontrer.

(:) Dessine un parallélogramme dont deux cdtés consécutifs ont méme longueur.
Que peux-tu en dire ? Prouve-le.
Enonce un théoréme. Compléte la fiche losange.
1

Quelle nouvelle définition du losange peux-tu donner ?

<:> RECT est un rectangle dont les diagonales se coupent en O.
I est le milieu de [RE]
1) Démontre que (OI) est la médiatrice de [RE].

2) Déduis-en que les diagonales d'un rectangle ont méme longueur.

(:) Un parallélogramme a ses diagonales perpendiculaires.
Montre ques ses 4 cbtés ont méme longueur.

Enonce un théoréme et compléte la fiche losange.

<:> LISE est un rectangle. N, O, R, D sont les milieux respectifs de
[LI] ’ EIS] p [SE] p [ELJ. Quelle est la nature de NORD. Prouve-le.

<:> OAB, OBC et OCD sont trois triangles équilatéraux.
1) Démontre que OABC et OBCD sont des losanges.
2) Démontre que A, O, D sont alignés.

3) Démontre que O est le milieu de [AD].

<:> Soit C un cercle de centre O et [ABJ et [PQ] deux diamétres perpen-
diculaires. Quelle est la nature de AQBP ?
Enonce les propriétés du carré.
Donne toutes les méthodes pour démontrer qu'un quadrilatére est un carré.
(Fais une figure pour chacune pour voir si tes hypothéses sont suffisantes).

Fais une fiche sur le carré.
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8 | VECTEURS - Un outil puissant

(sans base , ni repére)

ENONCES

Attention ! chacun des énoncés suivants renferme en réalité deux

énoncés.
B o R e
Vpa L U CE parallélogramme équivaut a LE = U0C (ou .......)
— — — —

Vm I milieu de [AB] équivaut & AI = IB (ou AI = %—AB ou....)

. _ . . - — e
Va A, B, C, alignés équivaut & AC = kAB (OU .v.u..)

- o L . - — el
Vp (AB) paralléle & (CD) égquivaut a AB = kCD (o1 ..... )
EXERCICES

Pour faire les exercices, on suppose connues les régles de calcul sur

les vecteurs (et tout particuliérement la relation de Chasles et 1'opposé

d*un vecteur).

Texte possible

MOLE et L OIR sont deux parallélo-
grammes. Démontrer que I RE M en est

aussi un.

A B C est un triangle, M et I sont
les milieux de [ABJ et [AC] .
Démontrer que (MI) est paralléle & (BC).

MULE et MUET sont deux parallélo-
grammes. Démontrer que E est le milieu

de [rT] .
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S

fait des traductions en langage vectoriel.

L U
/ / | Vpa
vpa| / ) L U C E parallélogramme ¢ -} LE = VC ou ...
B c
- .~;§3—-4 —_ — e 1 —
v A I B I milieu de [ABJ k.. | AT = IB i ou| AI = E-AB ou...
va
. _ gy — Pae
va A B ¢ A, B, C, alignés |, " | AC = k AB ou .......
Yo
B S S — 3
A CD — AB = Ch{| ou ......
o :,}//’i/ (aB) // (cp) | L k T | ou
//C/
D
EXERCICES.- Solutions
—_ m— —_— v
(E) MOLE parallélogrammea_zgﬁ- ME = OL ME = IR —&o REM parallélogramme
. vpa —
L O I R parallélogramme,._ s OL = IR
Vpa / 4
— —
@ M milieu de [aB] |2 aM = é« AB - Vm Vp/S
———e 1 —
I milieu de [ac] ¥ ar = 5 AC
MI = MA + AI MI = E-BA + E-AC
— 1 — Vp
MI = = BC ———| (MI) / (BC)
.-). 2

N.B. & noter le point de départ MI

-+- qui ne peut se trouver qu'aprés

une traduction & rebours de la conclusion (raisonnement par condition suffi-

sante).
(:) P Pa = T* g vm o
M UL E parallélogramme |—— UM = LE LE = ET —e—| E milieu de [LT]
Vpa —» —>
MU E T parallélogramme UM = ET
Vpa Vm / 4

N.B:E milieu de LT | donc en particulier L, E, T alignés.
P
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(::) ORTF est un parallélogramme et U

. — —
————————— le point tel que OU = 3 TR.
N\ i Démontrer que F, O, U sont alignés.

}

(::) : ABCD est un rectangle, E est le milieu
! de [AB] et M est le symétrique de D
i

| par rapport & E.

1) Démontrer que C, B, M sont alignés.

2) Démontrer que (AB) est la médiatrice de

[mMc] .

<::> Soit ABCD un parallélogramme.

—_— e
~ A 1) Démontrer'que AC = AB + AD

. i — —
~. . 2) Soit P tel que AP = DC + AC. Placer

SV A P et prouver que ABPC est un parallélo-

gramme.

. - e —_
L UCE est un parallélogramme et F est tel que LF = EC + EL.

faire une figure et prouver que FUEL est un parallélogramme.

. , - —
A, B, C, sont trois points, E est tel que CE = CA + ﬁE et

—
F tel que AB = BF.

1) Démontrer que ABCE et BFCE sont des parallélogrammes.
2) Démontrer que A,B,F sont trois points alignés.

3) Démontrer que’ (AF) et (EC) sont paralléles.

R O S E est un parallélogramme et C est le milieu ‘de [RS] .

1) Quel est le milieu de [OE] et pourquoi ?
. — — —
2) Soit I tel que RI = RC - OR. Placer I et prouver que R O I C
est un parallélogramme.
3) Soit F tel que I F O C soit un parallélogramme.

Démontrer que O est le milieu de [RF].

(::) A B C est un triangle. Place les points
— 1] — - —
P,Q0,R tels que BP = g-BC, cQ = 2 AC ,
- —> 1 —>
=~ - BR=:7BA.

Démontrer que P, Q, R sont alignés.
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i Vpa — — — — Va
(:) ORTF parallélogramme —e— TR = FO OU = 3 FO—— | F,0,U alignés
e — ;
OU = 3 TR
vpava/z
Re _,
ABCD rectangle T DA = CB
P v Va .
. 4 va - —> —_—
D|E  milieu de [aB] j— AMBD —&-— DA=BM CB=BM —— | C,B,M alignés
slo- v
E milieu de [DM] parallélo " . ?t
gramme B milieu de[CM]
Re Me
2)| ABCD rectangle | ~s— (AB)1 (BC) —77—- (AB) médiatrice de [CM]
] . inl L
B milieu de | CM |
1}Re P4 Va /5 2)] Re Me / 3
@ ~ V pa — — — — —
1) ABCD parallélogramme | — BC = AD AC = AB + AD
—_ - *+.~_u/27r~,
AC = AB + BC Ufa/z
_ Vpa — — —
2) | ABCD parallélogramme rs— CD = BA - -
— — — —_— —
AP = DC + AC -—e—CD+Ap=Ac?l\BA+Zﬁ§=Ac
—> BP = a¢ YB: [&BpC
parallélogramme
Vpa/5
T =15 =@
— —_
CO =2 AC
BR = 1/7 BA |
RP = RB + BB >RP = 1/7 AB + 1/5 BG 53 = 14 ® Y2 [p,0,R
55 -+ Eé alignés
»—>§§=F§+§5+5§~g5§=—1/5§?+§5+2§5
—~>P3 =4/5 B¢ + 2 A& 353 = 4/5 BC + 238 + 2 BS A
—> B3 = 14/5 BE + 2 ABB—PY = 14/5 BC + 14/753*._1

N.B: c'est un cas particulier

On peut fabriquer sur le

du théoréme de Menelaiis

méme modéle autant de cas que l'on veut.

—
Il suffit de prendre P, Q, R de telle sorte que BB = apC p
—>
QC = b@X} ﬁX = CRB avec abc = 1. Alors P, Q, R seront alignés.
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— 1 —> —_— — — —
Idem avec CP=§—BC, AQ = 3 AC , AR = BA.

R S T sont trois points alignés, 7? un
vecteur quelconque et R', S', T' les
points tels que :
— —p — B
RR' = 8S' = TT' = u.

Démontrer que R', S', T' sont alignés.

LERO, REONetDREN sont trois
parallélogrammes. S est le point tel que

— —
RS = NE.

1) Démontrer que L, O, N, D sont alignés

2) Démontrer que E est le milieu de [OS].

A B CD est un parallélogramme et O est

le milieu de [AC]. Soit M le point tel
— — —
que : BM = AO + AD .

Démontrer que A, C, M sont alignés.

L E O est un triangle quelconque, I est
le milieu de [OE] , U celui de [LE] .
S est le symétrique de L par rapport &

I,et T celui de O par rapport & U.

Démontrer que S, E, T sont’alignés.

VOLT est un parallélogramme. I et E
—) 1 — —3 2 —
sont tels que VI = 3 VO et TE = £l TL.

Démontrer que V I L E est un parallélo-

gramme.




—> 1
PQ=*2—'CB+2

milieu de [RQ] .

VECTEURS
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AC ; R = 2 A& + %-Eg . Donc RP = PO, et donc P est

— Va —» - = SoVa
R, 8, T alignés le— RT = k RS R'T' = kR'SL@-‘R;S;T'
— — — ->
RR' = SS' = TT' = u ali-
. — — —->_-‘ —_— > — > —_— — gnés
R'T' = R'R + RT + TT'—$—R'T' = —u + RT + U ~»R'T'=RT
— —_ — — L———> -> — -> — =3 P
R'S" = R'R + RS + SS'—6—R'S' = -u + RS + u —-9R'S'=RS lva / 6
@ e 3 — ——
1)L E R O parallélogramme YEE- RE=0L OL=NO yé~L,O,N alignés L,0,N,D
Vpa - —> —> —>Va s . Jr ..
R E O N parallélogramme P2 RE=NO NO=DN —=— O, ,D alignés alignés
_ vVpa et
D R E N parallélogramme 52 RE=DN ~§—-——7§~
— , pa Va
RS = NE =i ——
— —> — —
2)| RS = NE Y2 RSEN parallé- VP2 DoenA OE=ES “[E milieu
. \% ——*+ —> Jogra -
R E O N parallélogramme | ~%o NR=OE —_oromme / de [[0s]
' : Vpa Vm/5
e —
A B CD parallélogramme Y& DA = CB
—> > — — —— —r —— — — —* 1 —>vya
BM = AO + AD —o— DA + BM = AO B+BM = AO—7—CM=-2-‘ AC -~ A,C,M
o - vm — 1 — igné
O milieu de [ACJ —e— R0 = 5 AC alignés
l Vpa Vm Va / 6
P e — —
@ U milieu de [LE] drporn —R2 5. 1m TE=ES -vr ls,E,T
arallél igné
U milieu de [OT] parallélogramme allgnesi
Py v —
I milieu de [OE] 7— 0SEL —& [0 =EsS
I milieu de [LS] _/ parallélogramme
, P4 Vpa Va/6
—— —y — >
®v1=1/3vo Vi=EL B2 lvriLe
— — 5
TE = 2/3 TL §aralle
) vpa =  —» N . ogramme
VOLT parallélo- < TL = VO - EL=1/3 v
gramme
—> e —_— — 3
EL = ET + TL ——t— EL, = =2/3 TL + TI, B A
— . Vpa / 6
——3 EL = 1/3 70 —
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F O ND sont quatre points quelcongues
— —>

et U, E, S sont tels que : DU = FO,

P —3 e —> —>

ON = UE et FS = FD + FN.

Faire un dessin. Que dire ?

d et ¢ sont deux droites sécantes en O.
Sur 'd on place un point A puis un point

> e
E tel que OE = - 2 OA

Sur ¢ on place un point B puis un point

—_— —
C tel que OC = - 2 OB

Démontrer que (AB), (CE) sont paralléles.

R O C est un triangle et ¥, I, L sont

e

e —
trois points tels que FI = RO + OC et

— e — 2
IL = 2RO + 40C.
Faire une figure. F, I, L sont-ils alignés?

Prouve-le.

1) S UR est un triangle et E est le
— —r e .
point tel que RE = -2 SU - SR. Faire une
figure. E est-il un point de (SU) ? le
prouver.
e — —
2) Construire T +tel que UT = 3 US - 2 UR

T est-il un point de (SR) ?

3) Démontrer gque (TE) et (UR) sont parallé-

les.
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— —
= FO = FD + DU + UE —e— FS = FE —— | S = E

s | +

—>  —> ——>——>
= FD + FN > FS = FD + FO + ON i Z 4 ,

al 2] 8l
i
a
3]

> —
OE = - 20A e
e —
OC = - 20B
— — — —e — e
CE = CO + OE yCE = -~ 2BO -~ 20A l ’
— —> — Vp/4
—3CE = - 2(BO + ORA)
—_— —
—~CE = - 2BA —SB s | (CE) // (aB) l

N.B. En généralisant on peut ainsi démontrer la réciproque de 1'&noncé

de Thalés .

e 1 — e —— D Va R ~
(::) FI §~RO + OC IL =4 FPI- F, I, L alignés
— — ;

—
IL = 2 RO + 4 OC

il

Va / 2

e —_— — —> e —_— e e Va
1) RE =-2 SU - SR ‘-—v——-,SR + RE = -250—e—8E = 2 US —e——y| E&(SU)

va / 3,

— — — — - — e e 17 N —
2 UT = 3 US - 2 UR}Pe— US + ST = 3U8 - 2 (US+SR)—+— ST = —~2SR—e— T&(SR)
vVa / 3
)5 = 2 T2 TS4SE = 2 SR + 2 U2 —«~E§=26§E£'(TEW(UR)
Fer®
ST = -2 SR +—+— TS = 2 SR

.Vp / 4,

NB : L& aussi se pose le probléme du nombre de déductions a
compter : il est évident gue si l'on veut comptabiliser chaqﬁe
propriété utilisée il y a beaucoup plus de déductions que

cela.
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(::) Un outil puissant

1) Ils permettent de ramener des démonstrations & du calcul algébrique,

ce qui est souvent plus accessible.

2) Mais il faut remarquer qu'il est souvent nécessaire d'effectuer un
travail heuristique pour trouver les "bons" vecteurs i utiliser, la"bonne"
décomposition.

Ce travail peut se faire avec profit par :
- une analyse de la conclusion & la lumiére des hypothéses
(recherche de conditions suffisantes...)
~ une analyse de la figure sur lagquelle on met en relief les hypothéses
(utilisons de la couleur !) : on privilégie alors les lignes déja tracées,

les chemins déja connus....

3) Ils permettent de faire souvent des démonstrations plus rapides :
- pour des exercices déja vus. Pour le montrer nous en avons glissé quel-

ques~uns dans les exercices précédents ((:) ' <§> ’ <:> ,(:) R I

Il est alors trés intéressant de comparer les démonstrations.

- Pour des énoncés déjad admis ou démontrés.
Par exemple : énoncé des milieux, exercice e

réciproque de Thalés, exercice

On peut facilement prouver la propriété des diagonales du parallélogramme

et sa réciproque.

- Vpa —2> ==
- ABCD parallélogramme | —e— DA = CB
— Vm — —
I milieu de [AC | —e— AL = IC
—_ — -
DI = DA + AI bt = CB + 1€

fﬁ —XE—- I milieu de

[e0]

— D1
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e

. —>
I milieu de [AB|}e—AI = IB-J
—

: . — e
I milieu de [CD]'~P—CI = ID
—> — — —> — — — —
AD = AI + ID—-AD = IB + CI- AD = CB “£2 [ apsC
—_ )r— parallé-
CB = CI + IB logramme

<::>Fiches pour 1l'éléve

- On enrichit les anciennes fiches de nouvelles méthodes.

[Fiche PARALLELOGRAMME|

Comment démontrer qu'une figure est un parallélogramme ?

Méthode 3 leal: en démontrant que la figure "contient" deux vecteurs égaux.

fFiche PARALLELES]

Comment démontrer que deux droites sont paralléles ?

Méthode 5 [Vp|: (AB) // (CD) si AB = k CD.

[Fiche ALIGNEMENT]

Comment démontrer que trois points sont alignés ?

Méthode 2 lVa): en démontrant que deux vecteurs fabriqués a partir de

ces trois points sont colinéaires.

[Fiche MILIEU |

Comment démontrer qu'un point est milieu d'un segment ?

e
AB ....

N

méthode EE&: I milieu de [AB] si £§'= Eg ou X? =

. Une nouvelle gquestion s'est posée & nous au cours de tous les exercices :
Comment démontrer que deux vecteurs sont égaux ?

On peut étendre les méthodes & deux nombres, deux expressions.....
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Fiche : EGALITE

Comment démontrer que deux quantités & et B sont égales ?

Méthode 1 : on part de @, et on calcule jusqu'a obtenir P en utilisant
en cours de calcul les hypothéses et des propriétés (au niveau de chaque

signe =).

...............

Méthode 1 bis : on part de O. , on calcule

on part de > , on calcule jusqu'a obtenir des résultats

égaux.
a_.» =..".= ..... = ’ﬁ
I T = €

Méthode 2 : on part d'une égalité donnée dans les hypothéses : ¥ - %i

et on transforme jusqu'd obtenir A = 35 (principe des équations).

-

o
il

équivaut a

3
o

égquivaut a

Un peu d'étymologie

Vecteur (lat : vector, de vehere conduire )
Le vecteur est une sorte de "véhicule" : il conduit d'un point & un autre

(c£. vecteur comme é&lément d'un espace vectoriel opérant sur les points du
plan).
Dans la vie courante :

-~ rat vecteur de maladies
- virus vecteur de la grippe

- bombardier vecteur d'armes stratégiques.....

(::)Remarque :

Certaines propriétés et certains exercices peuvent &tre faits en quatriéme.
Les autres sont & faire en troisiéme. Nous les avons regroupés pour donner

un apercu des méthodes vectorielles.
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ABCDEFGHIJKLM NOPQRSTUVWXY?Z

On se donne un nom et on cherche son "symétrique". Pour lire le mot obtenu

on peut permuter circulairement les lettres.

Exemples: Avec 4 lettres : HOLD—>» SLOW ; FLIC —»ROUX (aprés permutation)
Mots invariants: LOVE (ou VELO ou VOLE) , FLOU, LOIR, FUIR ....
Avec 5 lettres : FILMS -3 HURON....

Le jeu des 7 reflets

Vacances 2000

Les petits vacanciers de U'an 2000 ont recu un colis SN CP
‘Société nationale de cosmonaiitique futurister. Mais o placer
le haut. et le bas. en ectat dapesanteur 7 Au {ait, ee nlest
pas votre probiéme Pour vous. 1} &ag: de trouver les sept detalls
qui ne collent pas, sachant que le dessin de droite devrait refléter
celul de gauche comme dans un murotr,

TP D e e
Le jeu des7 reflets
Especes en voie de disparition

Ces affreux gangsiers, et le reste du des-
«n de yauche, se reflctent i droite comme
dans un mirowr. A sept detrils pres. Cherches
oien...
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Un autre langage

ENONCES
Sy A' est le symétrique de A par rapport & une droite 4
veut dire que d est la médiatrice de [AA'].
si Tout point de "l'axe" a pour image lul méme par une symétrie orthogo-
nale.
Sr Si A' est l'image de A, alors A est l'image de A'.
sd L'image d'une droite est une droite.
Sa Si trois points sont alignés, leurs images sont trois points alignés.
Se La distance entre deux points et entre leurs images est la méme.
Sm L'image du milieu d'un segment est le milieu de 1l'image du segment.
S L'image d'un angle est un angle é&gal. -
Sp Si deux droites sont paralléles, leurs images sont deux droites paral-
léles.
So Si deux droites sont orthogonales, leurs images sont deux droites ortho-
gonales.
N.B. : 1) Seuls les deux premiers énoncés sont propres a la symétrie orthogo-
nale.
2) Le troisiéme est propre aux symétries : centrale ou orthogonale.-
3) Les sept autres sont valables pour toute isométrie : image veut
donc dire ici image par une symétrie orthogonale, mais peut vouloir
dire image par une isométrie.
4} Certains énoncés se déduisent des autres.
Saxe Une droite d est dite axe de symétrie d'une figure si tout point

de la figure a pour symétrique un point de la figure.




Sy

Si

Sr

sd

Sa

Se

Sm

H

So

Sp
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d médiatrice de [AA'j

53¢ A3 A

S3: A'—3A

Sy
- N 1 A

sg + A yA

d

axe si

Acd
Syt A—sa' | —535
Sy * A >AT sd Vi

B—B"'

Sy A —3AT
B-—>B'
C—aC?

A,B,C alignés

s : A—3 A"

B~ B'

Sa ;1 A', B', C' alignés

3¢

(AB)——(A'B’)

Se
—=+—>| AB = A'B'

- 1
%i : A—A
B3 B'

IT—31I"

I milieu de [aB]

Sm

g ¢ 00— O
0x%.—0x"'
Oy— Oy

sy @ a——a'
b yb'!

So

I' milieu de [A'B']

ad b

7 R 1
Sy @ a—>3a

b—>3b"

a / b

a'lt b’

.__§£_.>Fx_~7ﬁo‘_]

Sd :

M e (F)

M M’

d axe de symétrie de (F)

S axe

S 2RE [M’ & (F)

S s
axe a

! d axe de symétrie de F

M' €

M e (F)
: M—3 M'

(F)




SYMETRIE ORTHOGONALE

EXERCICES ENONCES POSSIBLES

d et d' sont deux droites sécantes en O.
M . un point quelcongue a pour symétrique N
par rapport a d et P par rapport & 4'.

Prouve que O appartient & la médiatrice de

[wp].

A est un point d'une droite d. B est un
point n'appartenant pas a d. B' est le
symétrique de B par rapport &8 d et A'
le symétrique de A par rapport & (BB').
1) Que dire de ABB' ? Prouve-le.

2) Que dire de ABA'B’? Prouve-le.

¥

O S E est un triangle isocéle tel que
///////[\\\\\\ SO = SE. R est le symétrique de S par
S j/ o rapport & (OE).
~ e

Quelle est la nature de ROSE ? Prouve-le.

<::) N d est une droite, V et L deux points n'ap-
] . .
\ partenant pas & d tels que la droite (VL)
\;
N coupe d en S.

AN

N E et O sont les symétriques de V et L
\\ respectivement par rapport a d.
N

Démontre que E, S, O sont alignés.

ABC est un triangle rectangle en A. A' est
le symétrique de A par rapport & (BC).

=

Démontre que (BA') est perpendiculaire & (CA').

CER est un triangle quelcongque. F est

l'image de E dans la symétrigue d'axe (CR).

~ - NN N
~ L} - Compare les angles CER et CFR.
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SOLUTIONS
0O e d T
Sy - yl M2
sa M— N |—* d médiatrice de [MNJ v OM=0N ?r-ONzop - O sur la média-
sq': M—> P —§X-d'médiatrice de [MP1~:7£-OM=OP—— trice de [NP]
Oe d o
Sy M1M2 / 6
A d M1
€ S “f AB=AR'—e— [ ABB' isocéle[
. 5y sdiatri ' !
Sq : B—?B d médiatrice de [BB ] M ; — Lo
s | Sy e P - B'A = B'A AB=AB'=B'A=BA~
pp': A—7A [BB ] médiatrice de LAA ]
BA=BA'
(1) | aBA'B' losange| 1) [syM, 73
2) SyM, Lo / 4
ou pour 1)
A i '
¢ d 5t S A-»A}e‘ AB = AB' *——IABB' isocéle
sy : B—B' 1) [sise / 3

Sgpt: A—>A'

e ,05 = OR *%—| ROSE
- sy M, 0s = OR = ES =ER losange
:S— Yehl i R

S(OE) S~—*R [=——e—= (OE) médiatrice de [S j ES = ER_
Sy MlLo / 4
= P
5. VI E I , O, S alignés
: L—>
Sg* L720 ot [sisa /2]

s egqd —— s4: S-S =

S € (VL) i

(ou V,L,S alignés)

@ So ]
A 1 (a'c
a5 T o =2 @B L (ao)]

®(BC) : A—> A" d s: (AB) —> (A'B)

. 1
(BC) axe. Si s : B—»B (AC) (A'C)
Cc—c! | si sd so / 3]
.
s E—F Sd s: (BEC)— (FC) - S ER = CF
(CR) — : 7__" m’
Si (ER) —> (FR) —

(CR) axe e~ g: C—>C -

, | si sd so/3]
R— R

N.B: en fait il ne s'agit pas de Sd mais d'un énoncé analogue pour les demi-

droites;

. K] /\ 0] 3
ou on peut directement utiliser 'S ainsi.




196 -

AL

SYMETRIE ORTHOGONALE

FLIC est un parallélogramme et d une droite
quelconque. O, U, X, R sont les images respec-
tives de F, L, I, C par la symétrie d'axe d.

Que dire de ROUX ? Prouve-le.

Démontrer que la médiatrice d'un cbté du rectangle

est axe de symétrie du rectangle.

Soit.c’un cercle de centre O et d une droite
passant par O.

Soit A un point de 6 et A' son symétrique
par rapport & d.

Démontre que A' est sur G .

Que peut-on en déduire pour tout diamétre d'un

cercle ?

AMIE est un parallélogramme. 2 et N sont les
symétriques de A et M respectivement par
rapport & (EI).

Que dire de ZNIE ? Prouve-le.




NB.

@ tions du paralléleogramme.

SYMETRIE ORTHOGONALE

s : C—C ~
S N P
E—F f—e— CER = CFR
R —R
@ Pa (FL) // (CI) °p (ou) // (Rx) 52 [RoUX Parallélo-
F S S
LIC parallélogramme o FC) // (LI) (LI) // (xU) ; gramme
s: F—0 —4—s: (FL)—> (0U)
sd
L —»U —+4—s: (LI)—> (OR)
sd [sd sp ra / 8]
I —X S: (IC)~—* (XR) -
’ Sd
C—R —+=—s: (FC)—> (OU)

N.B: D'autres démonstrations sont possibles avec les autres caractérisa-~

(co) // (ru) 5 aL[ru]

COUR rectangle Re (CR).L (CO)
‘ e O (0U)L(cO) , o .
d médiatrice de [CO ||~ d L (CO) d// (CR)// (OU) 5~ E milieu de [RU]—q

i

dN(Ry) = E / ERrg:eldlatrlce de
I milieu de (CO)

I Sy , ¢
d médiatrice de [CO] T %37 p—sc-\ S axe
R—U — Stri
d médiatrice de [RU] Sy s, U ]d axe de symétrie de COUR
U —R
Re Me O, O5 Th' Sy S axe / 9
S, : A—5 A’ sy ! Ce
d d médiatrice de [AA':] _T OA = 0A' - ate G.
0O e d
OA rayon du cercle Sy M,Ce / 3
ou ‘ 1
sq: A—>A' _/Se oa = oa' 52 IA%%I
oca SlSd: 06— 0 5i 8l Ce / 3
OA rayon du cercle

Le symétrique de tout point du cercle étant sur le cercle, tout diamdtre est

axe de symétrie du cercle (S axe). Sp
AMIE parallélogramme.f(i:-(AE)A/(MI) : (EZ) // (IN)—— .
(aM) // (EI) P- () / (BI)—é " a
s : A—%» 7 7
AT T S —
M—2>N 1
Si s: E—3E r/ (MI)—>(IN)— ZNIE
(EI) axe de s. e I—>1 S: (ET)—(ET)— parallélo-

gramme

sd

|Pa. sd si sp/8 |
Il y a plusieurs autres démonstrations possibles, suivant la caractérisation
que 1l'on utilise. On emploie alors d'autres énoncés par exemple Sm gsi 1'on
utilise les diagonales , etc....
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LOB est un triangle. I est le milieu de [LO]
0' et L' sont les symétriques de O et L
par rapport a (BI).

Quelle est la nature de OO'LL' ? Prouve-le.

JOUR est un parallelogramme. L et I sont
les symétriques de O et R par rapport
a  (Ju). ’

Quelle est la nature de LOIR ? Prouve-le.

J, O, U, R sont guatre points quelconques.
L et I sont les symétriques de O et R
par rapport a (JuU).

Quelle est la nature de LOIR ? Prouve-le.

.!I PORC

est un parallélogramme. On trace la

il K perpendiculaire & (CR) passant par P :
\ \\ elle coupe (CR) en H. Soient L, I, X les
\
. L \3 /, ; symétriques de O, R, C par rapport a (PH).

1) Démontre que O, L, P sont alignés, ainsi

que R, C, I, X.

2) Que peux-tu dire de LPXI ? Prouve-le.




SYMETRIE ORTHOGONALE

Py

I milieu de [OL]
s: 0—>0O"

L—> L'

de [O'

Sm . ;
::::::::::;7-1 miliew

L']

Si
s

(BI) axe de

NB: o:

les diagonales ont méme longueur que l'on peut déduire de

~= S:T—e]

Se

]

0o'LL’
parallé-—
logramme
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} OO'LL'
rectangle

oL = oL’

on utilise la caractérisation du rectangle

P

3

Sm Se Si a / 4

: parallélogramme dont

M,.

4
Méme démonstration en faisant intervenir le milieu S de [RO].

En fait on peut faire cet exercice avec comme hypothése plus restrictive

1)

2)

(Ju) .

Se

“‘*‘-—"-S:I—)RT IO

S appartient &
S
s : R>1 3
O—> L
(JU) axe __ﬁ\
s : R ‘.I\\"Sy

0— L ‘L———SY

(r1) 4+ (JU)
(o) L (JU)

1

(RI)A’(OL):

LOIR trapéze
isocéle

Sr Se Sy O / 6

N.B. On pourrait poursuivre en démontrant que les diagonales sont de méme

longueur, que (RO),

p” Pa
PORC parallélogramme|——e—

0

//

e

(PO) // (CR)—— (PH)L(PO)

3

SY (1o pm)

(PH) L (CR) p——
s : O0—L

R— I

C—~X

(1)L (PH)
(cx)L-(em)

(PH) axe de s.

Sp

(RI)=(CR)
(CX)=(CR)

O, L, P alignés

-

j

(IL) et (JU) sont concourantes.

ou

(PO)

(oL)

0, L, P alignés

R,

alignés

c, I, X

Pa O, O

1 73

S 9
y/

(LP) / (IX)

R, C, I, X alignés
PORC parallélogramme
O0—>L

R—>1I

s :

Pa/(PO)// (CR).

Sp

(pC) // (RO)

Sd

|

(OR)—> (LI}

C—>X

(PH) axe de s.

sd
BL . p-—;P—J

S:(PC)"’(PX)‘J

(LI) // (PX)

LPXI
parallélogramme

| pa

Sd Sp Si /7
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ROSE est un rectangle. R' et O' sont les

images de R et O dans la symétrie d'axe (ES).

' ' 1) Démontre que E est milieu de [RR‘W et
! _

i ! 5 milieu de [OO']
' .

1 x

2) Démontre que R'O'SE est un rectangle.

:: Démontre cue dans 'un triangle isocéle les deux
médianes issues des extrémités de la base ont

méme longueur.

RAP est un triangle rectangle en R. 4 est la
médiatrice de [AP] r et T le symétrique de R

par rapport & d.

1) Que dire du triangle PAT ? Démontre~le.

2) Que dire de TRAP ? Démontre-le.

3) Démontre que les droites d, (RP) et (TA) sont

concourantes.
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@) 0 i

R 1 A
1) | RO rectangle ~S-(RE)J,(ES)v—7f~—* (RE) = (RR'") —»— | E milieu
4 R aligné / de [ RR'
s : R_R S (RR*)L(ES) — ou R,E,R alignés // [ ]
/
L : S - - [
0O-30 ot /Sm RE R'E
(ES) axe de s | 5% s: E—E - -

Re Mi O, Sy Si sm / 6*]

— (RE) L+ (ES)}—- - - (R'E) L (ES)—
2) |ROSE rectangle E%tj(Ro)p’(Eg)‘; ) P (RIOYY f/ (BS)
S : R—3R’ (RE) // (0S) — (R'E) // (0's)—®Re
oot | A s: (ro)> (rU0") , |
(ES) axe de s._';*J:‘ S:E+E ~--<-:§~—-~~~~~~-~ s: (RE) ~ (R'E)zi_ R'O'SE
S> S Sd (0S) > (0'S) - rectangle

(SE) » (SE) —nrd

Re 8i sd So sp / 8

AB = AC
M milieu de [AB]
N milieu de [AC]

, - " S
d médiatrice de [Bcif - s5: B —>C [ _s:A-»a/" o
Sy Si e

MZSY Si Sm Se / 5

N.B: Sans introduire la symétrie il nous semble que de tels exercices sont
hors de propos en 4éme. L'utilisation de Sm en y regardant de prés
est délicate : il suffit d'essayer de rédiger la démonstration pour

s'en convaincre.

C:) | So, | (PT) L (TA)

1) (AR) L (RP)
d médiatrice [AP] §X~§d: A—> E<§gsa:(AR) —{PT)
. Sd . —
S3 : R -—T SN Sg * (PR)}—>(AT)
Sr
| Sy sd sr Sso / 5 |
2)|S3 : & —p %2 ar=opr
~ 02 S P —
R —T 2 A médiatrice de | RT ] ggdi%RT{:Y—(RT)A/(AP)~ TRAP
- médi - trapéze
d-médiatrice de [AP] Aﬁ%ﬁ%Ap) crape
Asocéle

e Sy Me 02/ 6 !

3l o=(e) N a 176 «(rp) §F‘“c’5 ¢ (amy 10 € _dn(aTy N RE|

Sa: (PR)— (AT) ﬁ__mwmw’—— LE*_M___

NB: Il y a pour 3) un réel probléme de présentation.
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A propos des transformations au niveau de la 4éme une gquestion
se pose : peut-on faire acquérir en méme temps la notion de transformation
et l'utiliser pour faire des démonstrations ?

I1 nous semble gque non. Les recherches récentes en didactique
des mathématiques faites & Grenoble tendraient & confirmer notre impression :
il semblerait qu'il ne puisse y avoir démonstration gu'aprés que la connais-
sance des objets en jeu soit passée par divers stades dont le dernier
est sa constitution théorique (pour le sujet).

Quant & nous, nous voyons plusieurs étapes :

1) familiarisation : aspect concret.

2) construction de figures

3) connaissance des propriétés de la transformation(les invariants)

4) démonstrations :

- premier niveau : traduction de la définition en langage de géométrie des
figures.

- deuxiéme niveau : utilisation des propriétés des transformations.

. o= . s * . 1, + -
- troisiéme niveau : utilisation d'une transformation pour résoudre un pro-

Pour la classe de 4éme, les trois premiers niveaux nous semblent largement
suffisants. Si nous avons guand méme donné des exercices et organigrammes,
et uniquement pour la symétrie orthogonale, c'est davantage pour montrer
que le "décorticage" des démonstrations peut se faire de la méme maniére.
Les démonstrations choisies sont relativement simples et ne font pas inter-
venir de techniques propres. Cependant le maniement dés propriétés de la
symétrie se révéle parfois délicat, en particulier l'intervention des
points invariants. Dfautre part certaines propriétés (image d'un parallé-
logramme....) sont évidentes et les démonstrations pour é&tre rigoureuses
sont longues et difficiles a rédiger. (cf ex (g)) et il est souvent difficile
de faire le partage entre les propriétés admises et celles qui sont &
démontrer.

De plus cela augmente d'un coup le stock d'une dizaine d'énoncés
et il nous semble que ce stock doit é&tre réduit au maximum. Il faudrait
aussi se demander si l'un des intéréts des transformations étudiées n'est
pas l'aspect isométrie (conservation de la distance) : c'est en tout cas
ce qui a motivé leur introduction pour remplacer les cas d'égalité des
triangles. Or si cela est/il faudrait revoir la géométrie des figures en

4éme et introduire davantage de notions métriques pour débuter.

Pour terminer, une question ouverte : est-ce que l'aspect morphis-
me des transformations (l'image du milieu d'un segment est le milieu....)
ne favoriserait pas les "automathismes" (le carré de la somme est la somme

des carrés....) ?
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1 - detd sont deux droites sécantes en O. M est un point quelconque.
N est son symétrique par rapport & d et P son symétrique par rap-

port & d'. Prouve que O appartient & la médiatrice de [NP].

2 - A est un point d'une droite d. B est un point n'appartenant pas &
d. B' est le symétrique de B par rapport 3 d et A' le symétri-
gue de A par rapport & (BB').

1) Que dire de ABB' ? Prouve-le.

2) Que dire de ABA'B' ? Prouve-le.

3 - d est une droite, V et L sont deux points n'appartenant pas & d tels
que la droite (VL) coupe d en S. E et O sont les symétriques de
V et L. respectivement par rapport & 4.
1) Démontre que E, S, O sont alignés.
2) Démontre que d, (VL) et (EO) éont trois droites concourantes.

3) Compare les longueurs VL et OE. ;

4 - CER est un triangle quelconque. F est l'image de E dans la symé-
. P s
trie d'axe (CR). Compare les angles CER et <CFR.
Que dire des droites (CF) et (FR) si (CE) et (ER) sont perpendiculaires ?

Explique.

5 - Soit %f un cercle de centre O et d wune droite passant par O. Soit
A un point de %f et A' son symétrique par rapport a 4.
1) Démontre que A' est sur %?.

2) Que peut-on en déduire pour tout diamétre d'un cercle ?

6 - LOB est un triangle. I est le milieu de [LO]. O' et L' sont les
symétriques de O et L par rapport a (BI).

Quelle est la nature de OO'LL' ? Prouve-le.

7 - RAP est un triangle rectangle en R ; d est la médiatrice de [AP],
et T est le symétrique de R par rapport a d.
1) Que dire du triangle PAT ? Démontre-le.
2) Que dire de TRAP ? Démontre-le. Compare les longueurs de ses dia-
gonales.

3) Démontre que les droites 4, (RP) et (TA) sont concourantes.

8 - Recherche des figures ayant : 1 axe de symétrie, 2 axes de symétrie,

3 axes de symétrie, 4 axes de symétrie, plus de 4 axes de symétrie.







PARTIE WV

POUR CONJECTURER - ENRICHIR : OCDE
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POUR CONJECTURER - ENRICHIR : O C D E
ou
L'intégration de la démonstration dans les activités mathématiques.

PARTIE V

" 8i vous désirez une description de la méthode scientifique qui tienne en

trois mots, je propose : Conjecturer et tester " (Pdlya) .

En 4éme l'activité principale est l'apprentissage de la démonstra-

tion, mais la démonstration n'est qu'un maillon de la chaine.

Observer - conjecturer - démontrer - enrichir - observer -

conjecturer - démontrer ....

Or dans notre enseignement deux maillons ne figurent pas :
"Conjecturer" et "enrichir" ; et les deux autres sont dans les nrogrammes,
répartis dans le temps.

6éme S5éme observation

4éme 3éme démonstration

- Pourquoi conjecturer ? Se poser des guestions,

"Pourquol le montrer puisqu'il dit que c'est vrai ?

Une activité de démonstration est d'autant mieux ressentie et
réussie qu'eile s'inscrit dans le cycle OCDE . Il est plus motivant
de démontrer sa conjecture (c'est a dire prouver aux autres que sa conjecture
est bonne) plutdt que de démontrer un résultat annoncé vrai par le maitre.
La démonstration peut paraitre alors une corvée pour faire plaisir au

maitre.

- Pourquoi enrichir ? Se poser des problémes.

Un probléme de mathématiques n'est jamais terminé. Une fois un
résultat démontré il faut voir plus loin. Ne doit-on pas apprendre aux
éléves & enrichir des situations, d se poser d'autres problémes du méme
type a4 poser des problémes & la classe ? h
- Les intéréts de telles activités sont nombreux :
¥ Rechercher en commun des problémes posés par les éléves -

le professeur peut expliquer sa propre démarche de recherche sur un

probléme qu'il ne sait pas & priori résoudre.

* Descendre le professeur de son piédestal : le professeur n'est rlus le

savoir’tout au plus est-il celui qui posséde des méthodes de recherche.
* Susciter des discussions entre &léves.

* Déconditionner les éléves.
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Dans ce qui suit on trouvera des exemples de problémes de

recherche, d'enrichissements d'exercices classigues, de conjectures.
’ ]

Certaines activités ne peuvent donner lieu & des démonstrations, au niveau

4éme;mais rien n'interdit d'en rechercher : l'activité de recherche est

souvent plus riche que le résultat.

BIBLIOGRAPHIE

~ Divers articles dans le bulletin de L'APM

~ La mystification mathématique (Bouvier)
Hermann.

- Actes du Collogue de Lyon sur le probléme.

Mai 1982 (Irem de Lyon).
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Remarque : O C D E nous interpelle sur la fagon de rédiger les problémes.
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<::) Constructions

Bien des activités de construction conduisent & des conjectures

(se poser des questions) i des justifications et & des enrichissements.

1 Peux-tu dessiner un triangle ayant un angle droit ?

2 Peux-tu dessiner un triangle ayant deux angles droits ?

3 Peux-tu dessiner un quadrilatére ayant des diagonales perpendiculaires ?
4 Peux tu dessiner un quadrilatére ayant des diagonales paralléles ?

5 Peux-tu dessiner un quadriiatére ayant des diagonales égales ?

6 Peux~tu dessiner un parallélogramme ayant un angle droit et un seul ?

7 Peux-tu dessiner un quadrilatére ayant trois angles droits (trois seule-

ment) ?

8 Peux-tu dessiner un quadrilatére ayant 2 cétés seulement paralléles et
de méme longueur ?

~

g Peux~tu dessiner un quadrilatére ayant des cb6tés opposés paralléles deux &

deux ?

10 Peux-tu dessiner un quadrilatére ayant deux cétés opposés perpendiculai-

res ?

11 FLAC est un quadrilatére tel que FL =AC =3 ; LA =FC =5

Peux-tu dessiner des quadrilatéres FLAC ?

12 On donne un cercle et un point extérieur & ce cercle. Peux-tu tracer

d_la régle et au compas les tangentes au cercle issues de ce point ?

13 On donne deux cercles. Peux-tu tracer a la régle et au compas les

tangentes communes aux deux cercles ?

14 Peux-tu poser & tes camarades et & ton professeur de tels problémes ?

Cherche.

Bibliographie :

Activité Mathématique en 4éme - 3éme - APMEP,
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1 On te donne trois points non alignés T,R,I.
a) Peux-tu dessiner un triangle rectangle circonscrit au triangle T R I ?
b) Peux-tu dessiner un triangle isocéle circonscrit au triangle T R I ?
¢) Peux-tu dessiner un triangle équilatéral, un rectangle, un carré....
circonscrit au triangle T R I ?

d) Imagine d'autres situations avec un triangle.

2 On peut se poser beaucoup de problémes de ce genre.
Exemples :
A NG E est un quadrilatére convexe.
a) Peux-tu dessiner un triangle, un losange, un carré, un rectangle,....

circonscrit au quadrilatére A N G E ?

b) Peux-tu dessiner un parallélogramme inscrit dans un cercle ?

3 Imagine des situations analogues .

Commentaires sur @ et @

- Toute construction demande un programme de construction.

Celui-ci devra &tre justifié par les éléves si cela est possible, sinon
il sera validé par le maitre aprés avoir été testé dans de nombreux cas

de figures.

- Les éléves pourraient constituer une banque de leurs propres problémes.
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Les éléves connaissent le résultat : les trois hauteurs d'un triangle

sont concourantes. Ce résultat peut &tre enrichi.

3
un triangle dont D

. Dl’ D2, D sont trois droites concourantes en H. Peux-tu tracer
1’ D2 et D3 sont les hauteurs ?

Combien y a t-il de solutions ? Observe-les.

Si tu ne trouves pas :

{On suppose D1 non perpendiculaire a D2 et a D3 ; D2 non perpendiculaire

a D3).

. Soit A un point de Dl' La perpendiculaire & D2 prassant par A
coupe D3 en B. La perpendiculaire & D3 passant par A coupe D2 en
C. Observe BC et D,. Justifie.

1

T . e)
. Que se passe-t-il si Dl.L.D2 (ou DZL D3 ou DlL_D3) ?

Voici un autre exercice classique:

’ T O C est un triangle. I et J les
. milieux respectifs de OT et TC
CI et OJ se coupent en G. T' est
I, J
A le symétrique de T par rapport & G.
. Observe le quadrilatére OGCT'.
O\

C Justifie ta conjecture.

- Que dire des 3 médianes d'un triangle ?

T! . Compare GK et GT ; GK et TK.
Enrichissement:
D1 ’ D2 et D3 sont trois droites concourantes en G. Peux-+u construire ABC
tel que D1 ; D2 et D3 soient les médianes du triangle aBc?

Peux-tu te poser des problémes semblables Y

(avec les médiatrices, les bissectrices,.... ?)

Autres exercices ,fréquents dans les manuels ,que 1'on peut enrichir.

M I E L est un parallélogramme de centre O.
Une droite passant par O coupe (MI) et (LE) en A et U.
Une autre droite passant par O coupe (ML) et (IE) en B et S.

Observe A B U S. Prouve ta conjecture.
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Enrichissement. :
- Inscris plusieurs parallélogrammes dans un parallélogramme donné.
(Donne le programme de construction et la justification).
- Peux-tu tracer un parallélogramme circonscrit i un parallélogramme
donné?
. Peux-tu inscrire un rectangle, un losange, un carré dans un parallélo-

gramme donné ?

. Peux-tu trouver d'autres enrichissements ?

b) OU RS est un quadrilatére. M T E L est le quadrilatére qui joint les
milieux des cdtés de O U R S.

Quelle est la nature du quadrilatére M I E L?

Enrichissements :
-M I E L peut-il é&tre un rectangle °?
-M I E L peut-il &tre un losange ?

-M I E L peut-il étre un carré ?

1

On se donne M I E L peut-on trouver O U R S ?
Y a-t-il plusieurs solutions ? Observe la somme des longueurs des

diagonales de O U R S dans tous les cas de figures. Justifie.

5 Les exercices de tracés qui suivent sont des enrichissements d'exercices

(facilement reconnaissables) ou d'énoncés du cours.

Ils permettent :

- d’'observer

- de conjecturer (peut-&tre en disposant 2 feuilles c&te a cbte)

- de reconnaitre une situation (énoncé du cours, exercice)

- d'enrichir cette situation.
Certains exercices font intervenir soit la symétrie centrale soit la symétrie
axiale. Ces démonstrations sont difficiles pour un €léve de 4éme)sauf si

Ces exercices apparaissent comme des enrichissements d'exercices déja traités.

Préambule : Ce que 1l'on sait faire.

- toute construction ne dépassant pas les limites de la feuille utilisant
régle graduée, compas, équerre...

- Tracer une paralléle & une droite donnée passant par 1 point donné

exemple : . /// On sait tracer la perpendiculaire

Al e directement avec par exemple 1'équerre

ou le compas.

. A € On ne sait pas le faire directement.

Remarque : Toute construction dépend des positions des éléments déja
tracés sur la feuille.
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a) Trace et justifie la construction de la perpendiculaire & D passant

par A.
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b) ABC est un triangle. Il ne loge pas dans la feuille. On connait I

milieu de BC. Peux-tu tracer BC ? Justifie.




¢c) ABC est un triangle qui ne tient pas dans la feuille. I est le milieu
de BC. Peux~tu trouver une méthode pour connaitre les mesures de AB,

AC et BC? (I1 faudra mésurer). Justifie.
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d) ABC est un triangle Qui ne tient pas dans la feuille I et J sont les

milieux des cdtés AB et AC. Trace le cb6té BC. Justifie.
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e) ABC est un triangle 'qui ne tient pas dans la feuille I et J sont les

milieux de AB et AC. Trace les 3 médiatrices de A, B, C. Justifie.
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f) ABC est un triangle qui ne tient pas dans la feuille. I et J sont les

milieux de AB et AC. Trace les 3 médianes du triangle ABC. Justifie.
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g) ABC est un triangle gqui ne tient pas dans la feuille. Trace les 3

hauteurs. Justifie.
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h) Un cercle ne loge pas dans la feuille. Et on ne connaft vas son centre.

Vi

Peux-tu le trouver:. Justifile.
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i) Deux droites AB et AC

Se coupent en A. Peux-tu trouver une méthode
pour mesurer AB et AC 7

(Cet exercice est difficile pour un éléve de 4éme).
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j) Peux tu tracer la bissectrice de ces deux droites ? Justifie.
Cet exercice, facile par pliage,est difficile par tracé pour un éléve

de 4éme.
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k) Deux droites D et D' se coupent en A. A est situé hors de la

feuille. Peux~tu tracer la droite AM.
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(::>A propos de polygdnes

1 Etant donné un triangle A'B'C' peut-on construire A B C tel que

? Combien y a t-il de

)
A'B'C' soit le'triangle des milieux'de A B C

solutions ?

2 A'B'C'D' est un quadrilatére peut-on construire A B C D pour que

A'B'C'D' soit le'ﬁuadrilatére des milieux”de A B C D ?

a. Combien y a t-il de solutions ? Cela est-il toujours possibie ?
b. Peux-tu justifier le programme de construction ? (Difficile en
4éme) .

c. Observe les aires des polygones construits.

d. A BCD peut-il &tre croisé ? non convexe non croisé ?

e. Observe les périmétres des polygones A B C D ?

f. Que se passe-t-il si A'B'C'D' est un parallélogramme aplati ?

3 On peut continuer avec le pentagone. Essaie.

Une autre fagon de voir les problémes. Ce qui méne 3 d'autres conjectures.

A
4 Une boule part de I milieu de A B

suivant la direction B C. 00 arrivew
1 t-elle ? Elle repart suivant la direction

AB. Ot arrive-t-elle ? Elle repart sui-

vant la direction A C. Observe,~ Justifie.

Que se passe t-il si I n'est plus le milieude A B ou si I n'est plus

entre A et B ? Conjecture.

(Tu n'es pas en mesure de justifier sauf si I est le symétrique de A
par rapport & B).

A . Observe les figures obtenues.

. Mesure la longueur de la ligne brisée

obtenue.

. Compare-la au périmétre du triangle.
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5 Dans le cas d'un quadrilatére A B C D convexe.

a. I est le milieu de [AB]. Une balle
part de I suivant la direction (BD)
ol arrive t-elle ? Puis elle repart
suivant la direction (AC) etc...

Observe.

b. Que se passe t-il si I n'est plus

le milieu de [ABJ. (Tu n'es pas en

mesure de prouver ta conjecture).

- Peux-tu inscrire plusieurs parallélogrammes dans un gquadrilatére quel-

i

congue !

. Peux-tu inscrire un rectangle ? un carré ?

- Observe les périmétres des parallélogrammes inscrits.

. Observe les aires.

6 Dans le cas du pentagone.

Que se passe.t-il si I est le milieu ?

Si I n'est pas le milieu ?

Dans 1l‘'hexagone

méme exercice

7 En regardant les exercices 3, 4, 5 et 6 quelle conjecture peux-tu

faire ? Si tu ne vois pas, refais le méme type d'exercice avec un

heptagone, un octogone .....
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8 Beaucoup de résultats ne sont pas justifiés ce qui n'empéche<pas de
continuer & conjecturer :

Dans le cercle.

A

M—> _ b

o S p N\
\&\ :;x \ 5
\»_~N~;__~/“f 3
On se donne 3 directions Dl' D2, D3 une boule part de A suivant la
direction D1 elle arrive en B, puis repart suivant la direction D2
etc... Observe (tu n'es pas en mesure de prouver ta conjecture !).

9 Sur 2 droites A et A'.

On donne 2 droites A et A' et 3 directions D1 D2 D3 ne contenant

pas celles de A e A'.

Une balle part de A suilvant Dl'

Elle arrxive en A1 puis repart suivant D2 etc...

Observe. (Tu n'es pas en mesure de prouver ta conjecture).

Bibliographie : -Quelques lumiéres sur les projecteurs:cahier du Clain n° 14.

.Activité Mathématique 4éme - 3éme. Tome 2.
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(:::>Problémes d'aires

N.B. Les transformations isométriques conservent les aires.

1
A

Idem entre I J X

Observe l'aire de I J K et celle de
A B C. Que vaut celle de A B C par rap-
port a celle de I J K ?

Une méthode pour le montrer :
Quelle transformation fait passer A I J
sur I J K ? Que dire des aires de ces

2 triangles ?

et TXB, IJK et JK C. Conclus.

2 a) Cas du quadrilatére convexe.

I J KL est le quadrilatére des milieux
de A'BC q. O est le milieu de B D.
Conjecturer le rapport de 1'aire de

I JKL et de l'aire de A B C D :

Pour le montrer :

- Quelle transformation fait passer
AIJ sur IJ0°7?

- Quelle transformation fait passer

OKL sur LKC ?

- Quelle transformation fait passer JOK sur ILB? JDK sur 101L?

Conclus.

b) Cette méthode est-

convexe ?

elle applicable si le quadrilatére n'est pas
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3 Voici une autre méthode pour prouver la conjecture du 2a .

L T K

Montre que tous les parallélogrammes de cBtés IJ, et LK (LK porté par la
droite BC) ont méme aire.
Applique ce résultat pour démontrer 2a. Cette méthode est-elle applicable

au 1b ?

4 Se méfier des conjectures.

. Aire du triangle des milieux
. Dans le cas du triangle £ g uk e =

1
Aire du triangle 4

Aire du quadrilatére des milieux

. : dri & : .
Dans le cas du quadrilatére Aird du quadrilatire

convexe.

1
2

. Peut~on trouver une formule pour le pentagone convexe, 1'hexagone

convexe. ...

5 Un autre enrichissement pour travailler sur les puissances 7

. Que vaut l'aire de T par rapport a

2
l'aire de 'Tl?
. Que vaut l'aire de T3 par rapvort &

l'aire de TI-?

Continuer avec T 'T

4175 °

Méme exercice avec un quadrilatére., .




- 227 -

<::)Problémes d'aires et périmétres

A Le point A se déplace sur une droite

fixe D paralléle & BC. B et C sont
fixes. Que dire des aires des triangles

A B C obtenus ? Prouve-le.

Que dire des périmétres de ces triangles ? Pour quelle position de A a-t-on
un périmétre minimum ?

On va démontrer cette conjecture.
Exercice

B et C sont deux points distincts

(D) est paralléle & (BC)
B! Soith B' le symétrique de B par
rapport 4+ D
I est le milieu de [BB'] + A le point

d'intersection de B'C et D

Al
D
a) Montre que A est le milieu de [B'C]
b) Montre que

¢) Montre que si Ale (D)

AIBI + AIC >’ B'C

d) Conclus :

A'B + A'C + BC > AB + AC + BC

Enrichissement de cet exercice : Construire un triangle de méme aire gu'un

triangle donné ayant un périmétre moindre.
A
A 1

B C B1 C1
méthode :
. On trace sur BC un segment B1C1 tel que B1C1 BC

- On trace D paralléle & BC passant par A.
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Le triangle Ay By ¢y a méme aire que ABC et un périmétre moindre.
On a "symétrisé" le triangle ABC par rapport au cété BC.

On peut continuer.

. 3
De quelle forme se rapproche-t-on ? Pourquoi ?

- Une telle activité est-elle possible avec un quadrilatére convexe?

Peut-on construire un quadrilatérelayant méme aire,de périmétre moindre ?

Prérequis

7

B C
Soient BC deux points fixes, D une droite paralléle & (BC). -

. Tous les parallélogrammes ayant pour base [BCJ et le c6té opposé

a [BC] porté par D ont méme aire. Prouve-le.

- C'est le rectangle qui a le plus petit périmétre.

Prouve-le.
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" Symétrisation d'un quadrilatére "

Méthode |:

. Le quadrilatére est formé de 2 triangles que l'on symétrise. On obtient
un cerf-volant (fig 2)

=

- Ce cerf.volant on le symétrise par rapport a 1'autre diagonale. On obtient
un losange (fig. 3).
- Le losange est un parallélogramme que l'on transforme en rectangle

(méme base,méme hauteur que le losange) (fig. 4).

Le périmétre a diminué au cours de ces 3 opérations.

- On considére le rectangle comme un guadrilatére quelconque c'est & dire
formé de 2 triangles. On est de retour & la situation 1. On obtient
alors un losange (et non un cerf-volant pourquoi ?). Et si on continue

on a un rectangle puis un losange etc...

. De quelle forme se rapproche-t-on ?
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Enrichissement :

. Peut-on transformer un triangle en quadrilatére de méme aire, de périmétre
moindre ?

. Que se passe~t-il pour un quadrilatére non convexe ?

. Que se passe-t-il pour un polygone quelconque ?

Bibliographie : PLOT n° 10
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(:::>Pavage par un quadrilatére quelcongue

. Choisis un quadrilatére quelcongque convexe .
Peut-on paver le plan avec un tel quadrilatére. Si oui, de combien de
facons ?

.- Découpe une douzaine de quadrilatéres identiques et essaie.

- Fais varier la forme du quadrilatére et recommence.

Cela apparait-il toujours possible ?

2éme phase : Observations, conjectures.

. Observe le pavage obtenu,
Numérote les pavés.
. Comment passer du pavé 1 au naveé é ? '
Du pavé 1 au pavé 3 etc ...
ou plus mathématiquement :
Quelle transformation permet de passer du pavé 1 au pavé 2 , du

pavé 1 au pavé 3 ....

. Peux-tu prévoir la somme des mesures des angles d'un quadrilatére convexe ?

3éme phase : Vérification des conjectures :

1 - programme de construction

2 - Démonstration des conjectures.

a) Choisis un quadrilatére et trace-le .
b) Trace le symétrique du quadrilatére
par rapport & I cette construc-

tion peut &tre effectude i la régle

et au compas.

DI

Observe la figure et recherche les parallélogrammes, les droites

paralléles, les longueurs é&gales.
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¢) Trace le symétrique de (A, B, C, D)par rapportd J.

Les points B'A D' semblent alignés, pourquoi ?
d) Peux-tu loger un pavé dans 1l'endroit marqué d'une croix? Pourquoi ?

Quelle transformation fait passer (a, B, D', C') sur (A, D, B', C") ?

e) Continue le pavage et remarque les points alignés. Sur gquelles droites

les points sont-ils alignés ? Observe ces droites et leurs positions.

f) Application ou enrichissement :

La construction du pavage peut &tre grandement facilitée par la remarque

de e.

4éme_phase : enrichir.

SR T I A S T T

a) Le pavage est-il possible avec un quadrilatére non convexe. -

I1 faut essayer :

exemples : 1 non convexe - non croisé

croisé :

b) Le pavage est-il possible avec un triangle quelcongue, avec un pentagone

quelcongque ?
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8 Conjecturer et enrichir avec des cercles

1 . Place deux points A et B distincts,
Trace un cercle de centre A et un de centre B. Quelles différentes

figures peux-tu obtenir ?

Enrichissement :

Construire un triangle TIR tel que
TI = 2 IR 3 TR = 4

TI = 4 IR = 7 TR = 2

TI =5 IR = 7 TR = 2

2 . Soit @ une droite et AeD.
Trace un cercle tf centré en A et de nombreux cercles centrés sur Np!
sécants & & . Observe (axe de symétrie, direction des cordes, positions

limites des cordes).

Conjecture,~ Justifie,

3 . Place deux points A et B. Trace des cercles de rayons K centrés en

A et B. Fais varier CFL de centimétre en centimétre

o M\'M ~

SIS
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. Observe :
- les symétries:axes, centres
- les points éguidistants de A et B
- trace des losanges - justifie
- trace des parallélogrammes - justifie

- trouve des droites paralléles, perpendiculaires

~ peux-tu tracer l'ensemble des points M tels que MA + MB = CSh'
Ma - up = 5% '
MA > MB
MB > MA

4 . Trace des cercles qui passent par A et qui sont tangents a ED.

Observe les centres, observe les
Wi - A es ¢
t\ RN différentes positions de I, etc....
St ?

{

g
H‘/ I

D

¥

!
5 . Trace des cercles tangents & :3 et.sb Observe la position descentres.

Conjecture. -

2 2

2 ~-\ ﬁ"

6 . Trace des cercles passant par A centrés surcﬁ). Observe.

7 . Trace des cercles passant par A centrés sur Y? . Observe.
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8 . Prends 2 punaises et décaupe un angle aigu de-sommet A dans du carton.

- Quelle est.la figure formée par les
diverses positions de al

Recommence avec un angle obtus.

Peut-on obtenir un 1/2 cercle?

(La justification est faite en classe).

Enrichissement

- Comment tracer la perpendiculaire é<£Z> issue de A & l'aide de 1la

9

régle et du compas.

Yt Justifie.

b

- Comment tracer les hauteurs d'un triangle 3 1'aide de la régle et du

9 .

compas ! !

Montre que les 3 cercles de. diamétres

AB, AC et BC ont un point commun.

9 . Sais-tu construire un hexagone régulier inscrit dans un cercle.

Peux-tu justifier la construction ?

S5i tu ne trouvesypas : Choisis A sur le cercle et place C tel que
,“""~\\\ : AC = RO AOC est équilatéral. Place
4 > » alors D tel que CD = CO bpuis B
‘ tel que DB = OD,

A, O, B sont,ils alignés ? pourquoi ?

Combien y a~t-il d'axes de symétrie dans un hexagone, de centres de symétrie,
de losanges (justifiel,de rectangles,de triangles équilatéraux. As~tu

d'autres questions ?
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Deux cercles C et C' de centres O et O'
se coupent en A et B. A0 coupe C en

Ai et AO' coupe C' en AZ'

Observe Al , B, A2 .

Prouve ta conjecture.

A

Enrichissement :

1} Trois cercles ?, 6',&" de centres O, O', O" ont un point commun A.
AOQ coupe E en B, AO' coupe % ' enC
AO" coupe f:" en D.

. Observe (IJK) et (BCD) justifie.

. Compare les aires de 0'O 0" et de BCD.

¥
2) Cl' C2, C3 , sont 3 cercles ayant un point commun A.
Peux-tu construire un triangle EBC tel que Eec1 B& C2 C«Eé_C3

ABC circonscrit & IJK ?

. Des problémes de lieux géométriques se prétent bien aux conjectures

méme si 1'éléve n'est pas capable de prouver rigoureusement le résultat.

Exemples : 4 1) On donne un cercle ¥ de centre O
A extérieur 4 G . Une droite D qui
pivote autour de A coupe € en M et
“ N. Pour chaque position de D tracée,
place I milieu de MN. Observe.

Conjecture. Essaie de prouver.

2) Méme exercice avec A A& l'intérieur du cercle.

Bibliographie : . L'enseignement des Mathématiques'Delachaux Nieslé.

. Point de départ - Cédic

. Activité Mathématique 4éme Béme’ Cédic.
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9 Activités diverses : déconditionnement

Certaines activités de déconditionnement se prétent bien & la conjecture.

Exemples :
a) Projection centrale p Soit O wun point et D une droite.
’ A chaque point M du plan (non situé
H
/£ sur la paralléle éoZ)passant par A)
// on associe M' intersection deJDet OM.
L -
IH‘ 9

Cette application conserve -t-elle le milieu ? les distances ?

b) A est une demi-droite d'origine O
‘pd Au point M on associe M' intersection
\\ de la demi-droite A et du cercle centré

\ en O passant par M. Cette application

c) D et A sont deux droites.

A tout point M on associe M' tel que
M' milieu de [MH} ot H est la projec-
tion de M sur D paralldlement & &.

Cette application conserve-t-elle la dis-

tance, l'alignement, le parallélisme,

1'orthogonalité?

d) La taxi~distance.
ou distance sur quadrillage.

Les chemins qui vont de A &4 B doivent

suivre les lignes du quadrillage. La dis-

tance de A 3 B est la longueur du plus

court chemin pour aller de A & B.

Ainsi sur le dessin d{A,B) = 7. L'unitsé

étant la longueur du cdté du carré.

| a conserve-t-elle le milieu, les distances ?
T .
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Conjectures possibles ?
. A—t-on : - d (A,B)
d (a,B)

d(B,A) ?

it

0 si et seulement si A =B ?

1
it

4 (a,B) < d(a,Cc) + d4(C,B) ?

d (aA,B)

d{(a,c) + 4{(C,B) si et seulement si A,B,C sont

alignés ?

. Trace l'ensemble des points M tel que d(A,M) = 4. Quelle figure

obtient~on ?

Trace l'ensemble des points M tels que d(A,M) = d(B,M). Fais varier les
positions de A et B-

. Combien y a t-il de plus courtscheminspour aller de A & B (difficile)?

Prolongement possible

Pour aller de A & B on ne peut se dépla-

A . B :
cer qu'horigontalement ou verticalement.
Quelle est la longueur du plus court chemin
pour aller de A & B ?

N @@,B) = |x, - %0+ ly; - vyl

JI\

o]+

i

Quel lien peut-on faire avec ce qui précéde ?

Bibliographie

. Point de départ - Cédic
. Mathématiques buissonniéres -~ Cédic

. PAPY - Ouvrages divers.




PARTIE VI

POUR NE PAS CONCLURE : RECHERCHES A VENIR
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PARTIE VI
POUR NE PAS CONCLURE : RECHERCHES A VENIR

" Les débutants ne sont pas préparés a la véritable rigueur mathématique,
ils n'y verraient que de wvaines et fastidieuses subtilités, on perdrait
son temps & vouloir trop t6t les rendre plus exigeants; il faut gu'ils
refassent rapidement, mais sans briiler d'étapes, le chemin gqu'ont parcouru

lentement les fondateurs de la science.

Pourquoi une si longue préparation est-elle nécessaire pour s'habituer &
cette rigueur parfaite, qui, semble-t-il, devrait s'imposer naturellement

a4 tous les bons esprits ? C'est la un probléme logique et psychologique

bien digne d'étre médité ".
Poincaré : La Science et 1'Hypothése p 35, Flammarion.
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1] Réflexions sur la fagon de poser un texte

en géométrie

1 - Pourquoi les notations sont elles canoniques ?
*
{soit ABC un triangle, ABCD un parallélogramme "....

Cela est-il neutre ?

Que penser d'un éléve qui met systématiquement l'angle droit en A

quand le triangle ABC est rectangle ; apré&s un cours sur le théoréme

de Pythagore ?

Que penser d'un éléve qui ne sait plus appliquer le théoréme de Pythagore

quand le triangle rectangle n'est plus dans sa "position de cours” ?

Ne devrait-on pas varier les notations et les positions des figures

afin d'éviter les "automathismes" ?

2 - Pourquoi ne donne-t-on jamais la figure alors que trés souvent on ne

tient aucun compte, dans la note, de sa réalisation par 1'éléve ?

- Effectuer un programme de construction est-ce une activité mathématique
Ne peut-on évaluer par un programme de construction, la compréhension

du texte par 1'éléve, le soin de 1'éléve....

Cela peut &tre considéré comme une révision du cycle d'ocbservation
et donc "payé au méme prix" qu'une décomposition en facteurs premiers

lors de la réduction d'une fraction.

i

- Pourquoi ne pas donner la figure. Cela permet d'ouvrir le champ des
formulations d'un probléme. La figure doit-elle comporter des éléments

de réponse. , des éléments de méthode: ?

- Ce qui différencie les types d'exercices (didactiques, de recherche,
d'exposition.... voir les travaux des IREM de Strasbourg et Rennes)

ce n'est pas le choix du sujet mais la formulation de 1'exercice.

% Certains d'entre nous pensent que ce n'est pas sérieux d'appeler un

triangle PIF ou TOM et pourtant ......

>

e
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Exemple pour illustrer 2 et 3

Premiére formulation: TRAP et PALE sont deux parallélogrammes de centres

respectifs C et I
1°) Montre que CI / RL (considére PRL)
2°) Montre que CI //TE (considére ATE)

3°) Montre que LETR est un parallélogramme.

Deuxiéme formulation : (la figure est faite)

< R
TRAP et PALE sont deux parallélogrammes
de centres respectifs C et I

Montre que LETR est un parallélogramme.

B L.
Troisiéme formulation : la figure faite est muette

TRAP et PALE sont deux parallélogrammes
de centres respectifs C et I. Combien y a
t~il de parallélogrammes.

Montre ta conjecture.

- Quels sont les intéréts de la premiére formulation ?
Quelles activités mathématiques y a-t-il lors d'une telle résolution ?
Compareravec les intéréts et les activités qui résultent des deuxiéme

et troisiéme formulations.

3 - Se soucie-t-on,lors du choix d'un texte, des difficultés de lecture,
de compréhension d'un texte par les éléves ? Ne devrait-onpas travailler
en collaboration avec les collégues littéraires pour connaitre les

difficultés des éléves en frangais ?
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2 | A propos de la méthode axiomatigue

" La méthode axiomatigue est un'. mode d'exposition de sciences exactes fondé

sur des propositions admises sans démonstrations nettement formulées, et

des raisonnements rigoureux " .

(Encyclopédia Universalis) .

Une remargue :

La démarche d'un mathématicien est souvent celle-ci :

. . * s .
—~ "bricoler rigoureusement" dans une théorie (qui n'a pas encore le

statut de théorie).
- Rechercher des axiomes non contradictoires en nombre minimal.

- Essayer de démontrer toutes les propriétés & partir de ces axiomes.

* Bricoler rigoureusement c'est savoir ce que l'on admet (ce n'est pas néces-

sairement un axiome) pour démontrer un résultat conjecturé.

Quelques critiques sur la méthode axiomatique pour la géométrie de 4éme

1. Par un exposé axiomatique, la premiére phase précédente est inexistan-
tes N'est-ce point celle pourtant qui apprend"de quoi il retourne"?
Ceci est d'autant plus grave en 4éme gue les éléves ne savent pas ce

qu'est une démonstration.

2. Ce n'est pas en faisant un exposé axiomatique que 1l'on apprend aux
éléves,

- ce qu'est une démonstration

- &4 faire une démonstration

Tout exposé axiomatique ne conduit-il pas aux constats mentionnés dans

la partie (1) ?

Ne vaut-il pas mieux bricoler rigoureusement dans la théorie, c'est-a-
dire se choisir des "ilOts déductifs" ol les résultats & montrer ne seront

pas évidents aux élédves, tout en se servant de résultats acquis des classes

antérieures ?

3. Est-on toujours conscient qu'en faisant un exposé axiomatique, tel:
que nombre de manuels le font, on ne fait pas un véritable exposé axiomati-

que ! Beaucoup de résultats non démontrables sont admis implicitement.

Exemple :

On voit rarement énoncer l'axiome suivant :

Si les trois points ABC ne sont pas alignés et si une droite D de
leur plan coupe AB entre A et B alors D coupe nécessairement AC

entre A et C ou AB entre A et B.




dun

niv

- 243 -

Cet axiome non mentionné ne "vaut-il" pas celui-ci toujours encadré :
d{M, A) =4, M) ?

, N . *
Mais peut-on expliciter tous les axiomes ?

Si on admet que l'on ne peut pas tout expliciter, est-on rigoureux lors
exposé axiomatique ?

La rigueur pour un débutant ne peut &tre que "locale". (I¥ots déductifs).

4. Est-on conscient du niveau de rigueur de nos démonstrations et du

eau de rigueur que 1l'on demande aux éléves lors des exercices ?

A, B, M, N sont 4 points distincts.

Exemple 1 : M et N sont tels que MA = MB, NA = NB. Montre que MN est

de

de

la médiatrice de [AB] .

=

. MA =MB donc M appartient & la médiatrice de AR

- NA =NB donc N appartient & la médiatrice de AR.

Or la médiatrice est une droite, M et N ' sont deux points distincts

cette droite donc cette droite est MN.

Exigeons-nous une telle démonstrationde nos éléves ? Est-ce notre niveau

rigueur ?

Exemple 2 : Voir dans partie 1 "D'autres constats”

cha

*

La rigueur suit-elle "la mode". Il y a-t-il un niveau de rigueur pour
que époque ?

Exemple de démonstration “"rigoureuse" des années 50 lue dans un manuel.

Théoréme : deux cercles de méme rayon sont égaux.

R

. vv”"&”\’

b
O

H
- : \
\ .

Hypothése : OA = O'A!

Conclusion: les cercles sont égaux.

Les axiomes de Hilbert qui régissent la géométrie d'Euclide sont explicités

dans de nombreux ouvrages :
-~ Fondements de la géométrie (Hilbert), Histoire des Mathématiques (Ency-

clopédie Larousse).
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émonstration : calquons le cercle de centre O'. Amenons le point O
sur le point O. Les rayons des 2 cercles étant égaux chaque point du
cercle de centre O' est sur le cercle de centre O. Les deux cercles
sont superposés donc égaux.

Cela a davantage actuellement valeur de vérification empirique que
valeur de démonstration. Mais une démonstration convainc-t-elle

lus gu'une vérification empiricque ?
P

Sommes-—nous préts & dire avec le mathématicien contemporain ‘Jean LERAY'*
"Le maitre doit choisir le degré de rigueur qui convient a 1'éléve, et

non celui auquel il a lui-méme accéds" ?

Une derniére question :

Note

L'apprentissage de la démonstration est-il compatible avec un exposé

axiomatique ?

: voir l'article de R. Bkouche "Euclide, Klein, Hilbert et les autres"
§ VI p. 48 a 53 et article de E. Le Rest "Il faut que j'y songe encore".
(les axiomes de la géométrie) p 136 & 152 dans la Rigueur et le Calcul
- {Cédic 1982), qui se termine par une citation de Poincaré & propos

du travail de Hilbert :

"Voild un livre dont je pense beaucoup de bien, mais que je ne recommen-
derais pas & un lycéen. Au reste je pourrais le faire sans crainte,

il ne pousserait pas la lecture bien loin. J'ai pris des exemples ex-
trémes et aucun maitre ne pouvait songer & aller éussi loin " et

pourtant... que font les manuels pour nos éléves des années 80 ?
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3 | A propos des transformations

1 - Des questions

Les transformations sont-elles un bon outil pour un apprentissage

de la démonstration ? Pour démontrer quoi ? Ne retombe-t-on pas dans le

robléme de l'axiomatique qui est essentiellement un probléme d'organisa-
P que g g

tion du savoir ? (Voir : A propos de la méthode axiomatique) .

Ne superpose-t-on pas plusieurs difficultés : connaissance d'un

objet nouveau, manipulation d'un nouveau langage, apprentissage d‘'une

nouvelle activité, la démonstration ?

Le cOté "morphisme" des transformations (1'image d'une droite est une

droite, l'image du milieu est le milieu des images ....) ne favorise-t-il

pas des "automations” du type.

2 - Des réflexions

2
(fa +b) =a +Db , ...

2 2

~J

D A Y

Il nous semble qu'é propos des transformations il y ait plusieurs

¢tapes & franchir :

i

Exemple

familiarisation, aspect concret.

(Films, rétroprojecteur, pliages, dessins, appareils....)

construction de figures et identification de la transforma-

tion & partir d'une figure et son image.

connaissance des (ou de quelques) propriétés des transforma-

tions (des invariants).
Activité de démonstration

¥ niveau .l : traduction de la définition en langage de géomé-
trie usuelle des figures (ce qui suppose que l'on sache faire
des démonstrations dans cette "géométrie".)

soit ABC un triangle et M un point situé & 1l'intérieur

du triangle. Soit A' le symétrique de M par rapport & (BC)
et B' le symétrique de M par rapport a (AC).

Démontre que C appartient & la médiatrice de [A'B'] .

. ‘o . C e o . *
¥ niveau 2 : utilisation des propriétés de la transformatlons(.)
Hypothéses en langage de transformation.

Conclusion en langage de transformations ou de figure.
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Exemple : ABC est isocé&le en A, A son axe de symétrie. M et Q
deux points de (AB), N et P les symétriques de M et Q
par rapport & A.
1) Montre que N et P appartiennent & (AC)
2) Montre que MQ = NP.
3) Montre que [MP] est le symétrique de [NQ].

En déduire que : MP = NO.

*¥ niveau 3 : utilisation d'une transformation pour résoudre
un probléme.
Hypothéses : en langage des figures.
Conclusion : en langage des figures.

Exemple : ABC 1isocéle en A (AB = AC). O un point de l'axe de symé-
trie du triangle. Les droites (BO) et (AC) se coupent en C'.
Les droites (CO) et (AB) en B'. Montrer que A B' C est

isocéle.

Ne serait-il pas raisonnable en' 4° de se limiter aux trois
premiéres é&tapes si l'on initie par ailleurs les éléves a la démonstra-—

tion, quitte & se lancer dans la quatriéme étape si la classe le permet ?

(*¥) Soit il s'agit d'une application directe des propriétés.
Soit il s'agit d'une technique propre par exemple A' symétrique de A
si A' est l'intersection de deux ensembles images . de deux ensembles

dont l'intersection est A. Mais cela nous semble relever du niveau 3.
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4 |A propos du programme de géométrie de 4éme

4° - 3° . deux géométries

N'y-a-t-il pas un déséquilibre au niveau de la difficulté entre le pro-

~gramme de 4° et celui de 3° ? La géométrie de 3° semble bien plus acces-

sible aux éléves ? Pourquoi ?

Certainement parce qu'il s'agit essentiellement de géométrie métrique
analytique, vectorielle donc de quelque chose qui s'apparente plus au
calcul et & l'algdbre. Les démonstrations sont reléguées au second plan,

car il faut apprendre i connaitre de nouveaux objets, de nouvelles métho-

des et 4 les utiliser.

Pourquoi alors si la géométrie métrique est plus accessible aux débutants
(cf. texte de Clairault dans la partie 1 Pour réfléchir) ne pas commencexr
par elle, ou du moins l'utiliser d'emblée ? Pourquoi continuer & vivre sur
cette scission théorique affine-métrique /4° - 3° ?

Thalds sous son aspect métrigue cohabiterait bien avec les fractions
et rationnels du programme actuel de 4°, Pythagore permettrait dfintro-
duire & l'existence de nouveaux nombres et cchabiterait bien avec les

réels et les calculs approchés du programme actuel de 4°.

Les angles en 4° seraient un bon terrain pour faire des démonstrations
simples ou pour faire simplement des démonstrations difficiles (alignement
de points par exemple). '

Par contre la géométrie vectorielle et analytique pourraient étre vues
en 3°, ainsi que la trigonométrie.

De plus, le fait de parler de géométrie métrique en 4éme n'assurerait

pas un meilleur suivi du programme de 6° et 5°7?

6° -~ 5° : 1l'observation et la construction

En 6° - 5° il s'agit en géométrie plane de se familiariser avec les £fi-
gures, de les observer, d'apprendre & les construire ; et pour cela d'uti-
liser les instruments de dessin et les mesures (cf.aires) donc de faire
entre autre de la géométrie métrique.

Un objectif valable de ce cycle d'observation en ce qui concerne la géo-
métrie plane ne serait-il pas que 1'éléve sortant de 5° soit capable de
lire un texte simple de géométrie et de le traduire sous forme de figure?
On pourrait prendre comme exercices les textes d'exercices de géométrie
de 4° -~ 3° et se limiter & la construction de la figure et & 1l'observa-

tion de propriétés.
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Mais pourquoi, s'il faut parler ensuite de transformations, ne pas commen-—
cer au niveau concret manipulatoire (cf. A propos des transformations
étapes O et 1) en 6° - 5° , en réservant pour la 4° - 3° 1'étude de

leurs propriétés et leur utilisation ?

3. Aprés la 3éme

I1 semble qu'aprés la 3éme deux problémes surgissent.
1) En LEP, les éléves n'ont-ils pas du mal & faire le lien entre la
géométrie abstraite et théorique qu'on leur a enseignée et la géométrie

concréte qu'ils doivent utiliser.

2) En 2nde ne considére-t-on pas trop vite comme acquis tous les types
de démonstration ? Quelle reprise fait-on du début d'apprentissage de

la démonstration amorcé en 4° ?

Tout cela pose le probléme du suivi des activités proposées en mathé-
matique et de leur cohérence tout au long de la scolarité.

N'y aurait-il pas une réflexion & mener et un travail fructueux & faire
¥

~J
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5] A propos de la rédaction

Peut-on tout expliciter ? Quelles propriétés, quels axiomes peut-on
passer sous silence ? Quand a-t-on le droit de dire c'est évident ?

Comment alors rédiger une démonstration ?

Qu'éxigeons-nous ?

Avons nous tous les mémes exigences avec les éléves ?

Le contrat avec les éléves est-il clair ?

Serions nous capables de 1l'expliciter ?

Peut-on tout expliciter ? Voici deux textes pour terminer :

"L'activité des mathématiciens en chair et en os différe de celle
des machines sur un autre point encore : les premiers ne sont pas en mesure
de se conformer sfilctement i la rigueur logique absolue dont feraient preuve
les secondes si elles existaient. Dans la pratique, les textes mathématiques
les mieux écrits comportent une multitude de "trous"™ en 1'absence desquels
la lecture de ces textes serait un exercice intolérable. Ces lacunes logiques
sont sans importance, parce gue chacun est parfaitement convaincu du fait
qu'on pourrait les combler si on le désirait - en fait, il est méme probable
que le lecteur débutant ne les apercevra pas. On estime aujourd'hui qu'un
texte mathématique est "parfaitement" correct lorsqu'il a acquis le degré
de clarté et de rigueur qu'on a toujours trouvé dans les exposés dfArithmétique
élémentaire (et c'est pourquoi il est fort regrettable que cette branche des
Mathématiques n'occupe pas plus de place dans 1'enséignement secondaire
frangais) "

Godement - Cours d'Algé&bre Hermann p. 25

(Voir aussi Bourbaki - Introduction & la théorie des ensembles.

Eléments de Mathématiques XVIIZI L.I.).

"§ II. PHILALETHE. Cet écrivain judicieux, qui a fourni occasion a
nos conférences, accorde que les maximes ont leur usage, mais il croit que c'est
plutdt celui de fermer la bouche aux obstinés que d'établir les sciences.
Je serais fort aise, dit-il, qu'on me montrdt quelqu'une de ces sciences baties
sur ces axiomes généraux dont on ne puisse faire voir qu'elle se soutient aussi

bien sans axiomes.
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THEOPHILE. La géométrie est sans doute une de ces sciences. Euclide
emploie expressément les axiomes dans les démonstrations, et cet axiome :
que deux grandeurns homogénes sont egales Lorsque £'une n'est ni plus grande
ni plus petite que L'autre, est le fondement des démonstrations d'Euclide
et d'Archiméde sur la grandeur des curvilignes. Archiméde a employé des axiomes
dont Euclide n'avait point besoin ; par exemple, que de deux lignes dont cha-
cune a sa concavité toujours du méme cdté, celle qui enferme l'autre est la
plus grande. On ne saurait aussi se passer des axiomes {dentiques en géométrie,
comme par exemple du principe de contradiction ou des démonstrations qui
ménent & 1'impossible. Et gquant aux autres axiomes, qui en sont démontrables,
on pourrait s'en passer, absolument parlant, et tirer les conclusions immédiate-

ment des identiques et des définitions ; mais la prolixité des démonstrations

et les répétitions sans fin ol l'on tomberait alors causeraient une confusion

horrible, s'il fallait toujours recommencer ab ovo : au lieu que supposant

les proportions moyennes, déjd démontrées, on passe aisément plus loin. Et cette

supposition des vérités déja connues est'utile,surtout & l'égard des axiomes,
car ils reviennent si souvent que les géométres sont obligés de s'en servir
a tout moment sans les citer ; de sorte qu'on se tromperait de croire qu'ils
n'y sont pas parce qu'on ne les voit peut-&tre pas toujours allégués a la

"
marge.

Leibniz - Nouveaux Essais

Livre IV chapitre VII
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Clreulalre n® 77-187 du 20 avell 1977
B.O. n® 22 biz du 9 Juin 1977, p. 1888

Les mathématiques dolvent Ia place Importante qu'slies cccupent dans
I'enseignement des colléges 2 la contribution appréciable que leur &tude
peut apporter & la réalisation des objectifs assignés & ce niveau. il est donc
essentiel de préciser le réle dévolu a I'enssignement des mathématiques
dans la {ormation ds |'éléve da colidge, de définir en conséquance la
matidre mathématique susceptible de se préter & cetts exigence, de déter-

miner enfin les méthodes ! les types d'activités qui permettent d'atieindre
les buts recherchés.

ROLE DE L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIOQUES
DANS LES COLLEQES

1 Il convient d'abord de consoiider les acquis de la scolarité &lémen-
taire, en assurant spéciaiement la compréhension st la pratigue des quatre
opérations ‘sur les nombres entiers ou décimaux, ainsi que l'usage de
diverses unités de mesure.

2° Il g'agit ensulte de fournir a 'éleve un bagage de connaissances
pratiques, de techniques usuelles, de méthodes opératoires il parmettant
de résoudre — en jes ramenant (si besoin esl) & des modéles mathéma-
tiques — las problémes simplies qul se posent dans la vie courante, cu
méme & l'occasion d'autres enseignemants (aciences expérimentales,
géographie, etc.).

3° On attend également de 'enasignement mathématique qu'il contribue
pour une large part & la formstion Inteliectuslie de I'dléve de coliége.
Cet enseignement doit notamment .

a) Cuitiver lee qualités d’cbservation et d'analyse (identitier, par exem-
ple. les éléments simples qui interviennant dans une sliuation donnée,
plus ou moins complexe, et distinguer les relations qui les unissent) ; .

b} Exercer I'didve & donner dss objets tangibles du monde rée) une
représentation concréte {figure, schéma, signe, ..} pulg conceptuelie ;
développer sinsi, progressivement, ses capacliés d'absiraction :

¢) Entrainer I'éldve & la pensée déductive, I'inciter & la rigueur logique,
lui apprendre & batir uns chaine de déductions, & déceler éventusllament
une faille dans un raisonnement ; développer — de fagon constructive —
son esprit critique ; lui montrer par exemple les incerlitudes que comporte
une induction non contrdiés ;

d} Stimuler Vimagination (induire, généraliser ; concevoir une méthode ;
trouver des exemples pour illustrer une propriété, ou des contra-exemples
pour infirmer une proposition...) ;

o) Habituer I'éléve & s’exprimer clairement, avec un vocabuiaire sim-
ple mais dans un langage précis (décrire un objst mathématiqus, formuler
une hypotheése, énoncer une définition ou une propriétd, exposer une
démonstration...} ;

f) Développer chez lui des qualités de soin et d'ordre, en Vincitant &
apporier la plus grande atiention au iracé des figures géomeétriques qu'il
dessine et & 'exécution des calculs qw’il sftectue.

4° il importe enfin que la formation mathématique donnés dans les
colidges permetie aux Sldves qui se sentent atlirés par ce typs d'activité
intellectuelle de metirs leurs aptitudes a Véprouve. Eile doit leur fournir
une base solide, sinon étendus, pour les études approfondies qu'ils sont
susceptibles ds mener uliérisurement, sans toutelois anticiper sur ie contenu
de ces futures étudas.
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CHOWN DE LA BMATIEAE A ENGEIGNER

Si les deux objectils fondamentaux gue constituent |'acquisition d’'un
bagage technique ulilisable et ja participation & Ia formation intellectuslle
générale — st notamment au développement de la pensée logique —
peuvent en principe éire visés indépendamment I'un de l'autre, leur pour-
suite conjointe répond cependant & un souci d'efficacité lié a2 des motifs
psychologiques.

En eflet, il faul éviter que I'dléve de colldge ne pergoive I'élaboration
d'une théorie déductive comme une aclivité intellectuelle gratuits, et méme
sans signification, donc dépourvue d'intérét & ses yeux. Une construction
théorique destinge & 'exercer & une démarche logique dolt par conséquent
déboucher sur i'obtention d'un oulll commode que I'éléve aura couram-
ment & utiliser {par sxemple 'outi vectorisl). Elle peut aussi établir, par
une chaine d'implications, des liens enire divers concepis conformss a
I'intuition sensible da I'éléve, et dirsctement exploitables par lul (par exem-
ple les propriétés fondamentales du plan euclidien : distance, orthogo-
nalitd...).

Les axiomes de départ devront, bian entenduy, &lre simples et « naturels »,
et lea raisonnements cowrts. Or, de nombreuses notions mathématiques
d'apparence élémenisire 2 préient mselaisément, au niveau des colidges,

& une approche axiomatigue gul ne solt pas factice, ocu ne permatient
gudre des enchainements déductifs simples. La plupert de ces notions
ne s'avérent pas indispensables & Venselgnement de ce niveawy, st li seralt
injustifié et téméraire d'en faire un théme d'étude. D'autres n'ont qu'une
utilité pratique limitdée mals présentent un intérdt théorigue éminent qul
oblige & les mentionnar : on pourra ns les iniroduire que de fagon trés
succincts, st au moment opportun.

Mais ceriaines de ces notions, dont il est difficile de donner une défi-
nition qui soit & la fois simple et mathématiguement « correcte », appar-
tiennent incontestablement au  bagege Instrumental st technique dont il
convient de doter I'éléve au cours de sa scolariié de collége. Il est dvident
que dans ce cas une appréhension « concrdle » de la notlon suffit a
'éléve, st que c'est la malirise des mécanismes qu'il faut rechercher, non
une abstraction qui serail prématurde & ce nivesu et donc préjudiciable
4 l'éléve. L'exemple de la notion d'angle et du calcul trigonométrique est,
a cet égard, digne d'étre noté.

CONTENUS

Deux étapes seront 2 distinguer irés nettement.

1. En classes de Siuidme et Clnguldme

En liaison étroite avec l'enseignement donné dans le premier degre,
I'essentiel sera de renforcer acquis des éléves en calcul st de le compléter
{emploi des décimaux relatifs, usage des parenthéses). lis feront aussi des
observations sur des objels physigues ususeis ; celies-ci seront des occa-
sions de calcul. Le dessin géomsétrique plan, avec des instruments, sera
pratiqué.

Le vocabulaire dit « moderng » sera utilisé. Il n'a pourtant pas & faire
I'objet d'un chapitre détaillé du programms ; toul développement sur les
« relations » serait superflu.

C'est & dessein el pour ienir compts de 'Age des éléves, gu'on ne fera
systématiquement, en Sixiéme, que de la géomdlris planse, et asussi qu'on
n'y étudiera pas la multiplicgtion des décimaux ralatils ; celle derniére sera
réservée {(aprés une révision suffisante de Paddition et de la soustraction)
& la classe de Cinguiéme.




2. Er classes de Qualridme ot Trolaldme

Le calcul numérique sera développé (iractions, nombres rationneis et
décimaux, encadrements) ; le calcul littéral sera introduit. Les éléves étu-
dieront et représenteront graphiquement des fonctions simples ; il sera
opportun, sur des exemples concrets, de définir des taux de croissance
et de donner quelques exemples de crolasance de type exponentiel.

La géométrie partira de 'expérience acquise avec le dessin géometrigue.
Des observations physiques, bien choisies, conduiront &4 dégager des faits
expérimentaux qui seront présentés comme « propositions initiales », a
partir desquelies seront déduites, par voie logique, des conséquences,
illustrées par des figures soigndes ; leur recherche développera {'imagi-
nation des éldves et leurs qualités de raiscnnement.

METHODES ET TYPES D'ACTIVITES

Les objectifs visés par I'snseignement des mathématiques dans les
collages ne seraient que trés partisllement atieints si cet enseignement
se bornait & faire acquérir un certain savoir. Un éléve pourrait certes en
tirer un profit inteliectuel, en participant activement & la formation des
concepts et & I'élaboration des raisonnements qui conduisent aux résultats
mathématiques & connaitre. Mais ces gonnaissances risquent d’étre mal
assurées si on ne les fait pas « foncticnner ». Un verhis cognitif s'écaille
vite ; le savoir s'sstompe, 8'il n'est pas ulilisé.

L'enseignement doit donc se donner aussi pour but de faire acquérir
des techniques d'utilisation du savoir, de développer ainsi chez I'éléve des
savoir-faire, des capacités d’action. C'est par I'action, et par la satisfaction
qu'elle leur procurs, qus beaucoup d'éléves prennent golt aux mathéma-
tiques, et parviennent de surcrolt 2 une meilleure compréhension des
concepis.

L'ambition d'un enssignement de mathématiques ne peut pas se mesu-
rer & 'dtendue du contenu des programmes, mais & I'usage aui en est fait.
L'éducation mathématique n'a de sens que si I'éléve est formé A exploiter,
dans les circonstances et les péripéilies quotidiennes de la vie, et en
quelque sorte spontanément, les connaissances que cette éducation lui a
apportées et les qualités qu'elle a dévsloppées en lui.

It est done essentisi que les éldves de collége soient exercés 4 résoudre
des exercices et des problémes nombreux et variés. C'est dans cetle
recherche qu'on éprouvera leur aplitude & mettre en csuvre les connais-
sances acqulses, aptliude dont le dévsloppement est 'une des finalités
d'un enssignement de culture,
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CLASSE DE QUATRIEME
(Arrété du 16 novembre 1978)

'Les notions et las propriétés que les éléves dolvent connaitre et savolr
utiliser sont énumérées ci-dessous ; leur groupement en alinéas ne vise
qu'a la commodité de la présentation.

En algébre comme en géométrie certaines propriétés, au choix du
professeur, seront admises : elles permettront d’obtenir les autres par
voie déductive.

Les notions suivanies .
Applications ; composition des applications |

Bijection ; bijection réciproque :

Partition d’un ensemble et relation d'équivalence,
nont pas & taire P'objet d'un apprentissage pour elles-mémes : on les
dégagera progressivement a partir des exemples qui se présenteront
dans !'étude du programme.

|. — CALCUL NUMERIQUE

Exemples introduisant la notion de fraction.
Reévision des opérations sur les décimaux. ,
Pratique des opérations sur les ralionnels, sur les réels.

Relation d'ordre; valeur absolue exemples de calculs approches.
Produits (a + b)%, (@ —b)*, (a+b) (a—b) : feur utilisation.

Exemples numériques d'équations et d'inéquations du premier degré
& une inconnue.

. — GEOMETRIE PLANE

L'étude de la géométrie plane est nécessairement alimentée par
I'observation et I'expérimentation, lesquelies requisrent 'usage des instru-
ments de dessin : régle gradude, compas, équerre : Ieffort de réflexion
qu'elles suggérent conduit au raisonnement déductif.

Le programme est rédigé en termes d’acquisition, non de progression.
il revient au professeur de suivre une ligne cohérente, mais aucun choix
d'hypothéses ne lui est imposé. I a notamment toute latitude pour faire
intervenir, dds que cela lui parait opportun, les notions de distance, de
cercle, de paraliélisme, d'orthogonalité, qui ont été introduites jusque-la
de facon intuitive. '

Droites du plan ; demi-droites.

Abscisse d'un point d'une droite dans un repére de cette droite | nota-
tion MN ; relation de Chasles.

Médiatrice : sa construction. Losange : triangle isocéle.
Symétrie orthogonale par rapport & une droite. Rectangie.
Parallélisme, orthogonalité.

Projection sur une droite selon une direction ; conservation du milieu
par projection. Projection orthogonale ; distance d'un point & une droite.

parallélogramme. Symétrie centrale.
Coordonnées d'un point du plan dans un repére quelconque.

Translation ; composition des transiations. Vscteur ; addition des vec-
teurs.




