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INTRODUCTION

Pour le savant, la connaissance sort de l'ignorance
comme la lumiére sort des ténébres. Le savant ne voit pas
que l'ignorance est un tissu d erreurs positives, tenaces,
solidaires. 1l ne se rend pas compte que les ténébres spiri-
tuelles ont une structure et que, dans ces conditions, toute
expérience objective correcte doit toujours déterminer la
correction d’une erreur subjective.

G. BACHELARD - La philosophie du non -

La notion de continwité n'est pas {immédiate. Pour pouvoir aborden
et utilisen efficacement La déginition, {L convient de matirisern suffisam-
ment Les notions de gonction, de valeur absolue, Les fechniques de mafora-
tion, £'emploi des quantificateurs. L'approfondissement de ces notions phé-
Liminaines constitue La préparnation appropribe aux fechniques de £'analyse.

"

"La gonction

x-+~% est-elle continue

ou bien continue parn in-

tervables 7V

La préoccupation qui tente de 4'exprimer dans cette question d'un €Leve,
peut nésumer L'objet de ce document : 4 cO£Z des problemes techniques,
neste poste La question de La signification de La notion, des rappornts
entre La déginition mathématique, pomnmelle, et L'intuiltion visuelle, gra-
phigque,de La continuite.

12 est bien antificiel, de se privern,Lonsqu'on fait des mathe-
matiques, de L'appont des dessins ; Lllustren Le contenu thiorique par des
figunes gacilite indéniablement La comprihension. Mals, en netour, Le hai-
sonnement sun Les dessins peut acquérnin une autonomie, développer implici-
tement sa prophe Logique, sans qu'elle coincide nécessairement avec La
théonie de départ.






Comme tant d'autres notions sclentifiques, La notion mathématique
de continuité est précédée d'une Ldée spontanie issue de fLa vie cowrante,
qui 4'investit dans Le domaine mathématique et se met & fonctionner, paral-
Lelement a La définition formelle. Un puwr prodult de cette intervention de
La notion usuelle de continuite est kﬁévidenceygnaphique sulvante :

Une fonction 4§ apparait continue Lorsque son graphe est fait d'un seul
morceau, Lorsqu'on peut
Le tracen sans Levern La e

main ; Adnon, Les points //ﬂ\\\\\\ii///v\\\\\\i

de discontinuite de § i ,___N\\\\\\\)
corrnespondent aux exthié-
mités des morceaux du

graphe, aux points ol on
Leve La main.

Cette intenprétation ghaphique de La continuité constitue L'obfet principal
de notre etude, essentiellement dans Le cas oi elle nésiste vhaiment, ce-
Lud ol Le domaine de deéginition est un intervalle ouvert.

Ce document est avant fout un néclt, celul de nos propres nela-
tlons avec La notion de continuite ; 4L prend donc comme point de départ
une expénience personnelle : A4 nous nous intéressons a une certaine ap-
préhension de La continuite (§0) , c'est qu'elle nous a concene, etant
élLeve.

Sans que cela s0it Le nésultat d'une enquéte, nous avons acquis
Le sentiment, au contact des étudiants, et par Les Echanges avec d'autres
enseignants, que L'intervention de La notion spontanie de continuité a
tendance , chez nombre d'éleves, 4 se stabilisen autour de cetfe inten-
prétation graphique. Pour qu'un &Leve pulsse maitriser cette inthusion
de £'intwition courante, Ll convient qu'elle s0it explicitie et comparie
d La notion mathématique, cela bien entendu en des tenmes qui Lul nestent
accessibles.

Une fois mathématiste, L'apprehension de La continuife, suggérie
par Le gnaphique, se révele erronde (§12) .

GLobalement, s4i, Lorsqu'une application définie swr un intervalle
est continue, Le graphe est bien constitué d'un sewl morceau, La réciproque






est fausse ; on peut méme construire une gonction dont Le graphe, d'une
part est constitut d'un seul morceau, d'autre part rencontre fout disque
de R2, ce qui fait qu'en un centain sens cette fonction est Le moins con-
tinue possible.

Ponctuellement, méme Lornsque une application § est déginie sur
un intervalle ouvent 1, AL n'y a pas de Lien Logique entre La disconti-
nite de § en un point a et La proprilté mathématique qui exprime que
(a, §la)) est extn@mité d'un des morceaux du graphe ; aucune de ces deux
proprietes n'implique £'autre.

Et pourntant, chaque §ois qu'on trace Le graphe d'une felle fone-
tion 4 : I >R, L'intenprétation ghaphique se thouve en accord avec La
déginition 50&me££e ; on constate que Les points de discontinuite de 4
sont bien Les points de 1 a La vernticale desquels on Leve La wain.

Ce qui est vaai, c'est que, s4 on peut thacen Le graphe de 4, alons Les
points de discontinuité sont effectivement Les points de 1 a La vertica-
Le desquels on Leve La main (§2) . En effet, 4L va de s0i que pouvoir re-
présenten Le graphe impose a4 cette fonction des conditions, en particulier,
de finitude : 4

On ne peut Leven I
La main du papien, |
et monter ou des- ///’ ‘ \ K(////
cendre fLe thact du '
crayon, qu'un nom-
bre fini de fois ;
conditions sous
Lesquelles La con-
Linuwite et son intenpritation graphique colncident.

C'est sa validité, dans Le cas, nécessaire a son fonctionnement,
olt £'on peut neprisenten Le graphe, qui pemet & cetfe interprétation gra-
phique de se mettre en place, sans risquer d'étre démentie.

6y
!

De méme que Les applications croissantes sont celle qul consern-
vent L'ondre et Les applications Lindairnes, celles qui conservent £'addi-
tion et La mubltiplication par un scalaire, Les applications continues sont
celles qui, en tenmes Lmagés, conservent Le contact (§1) ; par exemple :






§ : x> x - E(x) est
discontinue en a € 7, 1
can a est en contact
avee X = la - %u al ,
mais §la) = 0 n'est
pas en contact avec
§1X) = 15,10 5 La
discontinuite de
§ en a peut ainsi étre pergue comme La rupfure d'un contact en a.
Cette canactinisation, efficiente pour Etablin a discontinuite,
offne un Support conceptuel qui compliéte L'efficacité technique de La dé-
ginition hab.ituelle dont {L n'est pas question de sous-estimen £'importan-
ce primordiale ; mais suntout elle suggére une visualisation de La conti-
nmite, susceptible de contrarnien efficacement L'intenprétation graphique
ewonée 4ssue du Langage courant.

La continuité est une proprieté topologique, et, par La meme,
"gait intervenin L'ingind". 1L n'est donc pas sunprenant que traitern Le
graphe comme un objet concret, en donneune Ldée ernronie ; La #Zference
au "néel" est conforté par Les usages mathématiques eux-mémes ; en egfet,
on a L'habitude de parlern de continuit? en fermes d'espace métrique, pas
d'ensemble totalement ordonné ; par exemple dans R, pas dans R ;
on powvait dire qu'en mathématiques eLémentaires, La continuit? n'est
envisagée que Lonsque L'uniforme continuilé a un sens.

Lonsque a et £ sont §inis, que £ soit Limite & gauche ou
a droite de § en a, est de nouveau pergu & partin des extr@mities -
"des Limifes" - de morceaux de graphe. L'intervention de La notion de Li-
mite ne change donc pas La perception graphique de La continuife.

Lonsque a ou £ est ingind - mais alorns L'usage fait qu'on ne
pake pas de continulteé - L'expression du Langage cowwant : "a La Limite",
aussd Amprécise qu'elle s0dit, et a cause meme de cette imprécision, n'est
pas en contradiction avee La notion mathématique; La notion de Limite fera
L'obfet d'un autre document intitulé : "Onrdre et Convengence".






§ 0 : UNE APPREHENSION DE LA CONTINUITE

- —— —— o~ — o (o o o 2t

Une ligne continue, une ligne discontinue

Un bruit continu, un bruit discontinu

Les adjectifs "continu" et "discontinu" font partie du langage
courant. On trouve au mot "conmtinu", par exemple dans le dictiomnaire
ROBERT :

1/ Qui n'est pas interrompu dans le temps
2/ Composé de parties non séparées, pergu comme un tout
3/ Ce qui n'est pas divisé, interrompu

Ces adjectifs peuvent donc qualifier un phénoméne de nature
spatiale ou temporelle, tel qu'un dessin, par exemple la représentatior
du graphe d'une fonction, effectuée par un éléve de Seconde ; celui-ci
aura alors l'impression d'avoir affaire 4 quelque chose de continu, lors—
que la représentation T
forme un tout, est cons-—
titude d'un seul mor- ///////}—’/_——-5\\\\\\\\\‘_¢

ceau, lorsque le tracé

a été effectué sans in-

W

terruption, sans lever

la main.
Lorsqu'elle est introduite pour approfondir la connaissance

des fonetions, la définition mathématique de la continuité est donc pré-

cédée d'une idée spontande issue du langage courant qui a naturellement

[y

tendance d se fixer sur la représentation graphique, partie intégrante de
1'étude d'une fonction.
La perception visuelle de la continuité est en contradiction

immédiate avec la définition formelle.






Une fonction qui n'est pas définie sur un intervalle peut étre
A3

eontinue, alors que, néces— {

sairement, son graphe est

constitué de plusieurs mor—

ceaux ; c'est le sens de
l'interrogation d propos

de la fonection =« *-%

relatée dans 1'introduction.
Cet obstacle est rapidement esquivé ; l'adjectif "eontinu" attribué

d une fonction quelconque, est ressenti comme une convention terminologique,

exprimant que les restrictions aux intervalles du domaine de définition sont,

elles, "vraiment' continues.

Un autre obstacle provient du fait que la présentation mathémati-
que de la continuité est ponctuelle — f est continue en a -, alors que,
par nature, la continuité, au sens usuel du terme, est une notion globale ;

étymologiquement "continu" provient de "continere : tenir ensemble.

Mais dans le cas particulier d'une représentation graphique, la
notion courante de continuité peut s'enrichir spontanément d'une perception
ponctuelle, en interprétant
les points de discontinuité,
de non—-continuité, comme T
correspondant aux points

—
du graphe ov 1'on ne con- -\\\\\\\_,,/
tinue pas, c'est-d-dire

aux points ot on léve la —

main, aux ectrémités des

hl 4

morceaux du graphe.
A vrai dire, ce n'est pas la perception de la continuité qui de-
vient ponctuelle ; elle reste, sinon globale, pour le moins locale ; il ap-—
parait que, suffisamment prés d'un point de continuité, il n'y a que des
points de continuité. Puisqu'il faut avoir tracé le graphe, pour que cette
intuttion prenne place, la fonction subit suffisamment de contraintes pour
que cette perception locale ne puisse pas &€tre mise en défaut. C'est la
discontinuité qui apparalt comme une notion ponctuelle, et le domaine de

continuité est obtenu par complémentarité.






&£ e
Avec les con-

ventions graphiques, la
perception est plus pré- —

ctse, elle s'oriente. A

Y 4

ce stade l'intervention

de la notion usuelle de continuité se stabilise autour de l'évidence gra-

phique suivante :

Etant donné une fonetion f d'un intervalle I ouvert, par
exemple a4 droite, dans IR, les points de discontinuité d droite de f
eorrespondent aux extrémités droites des morceaux du graphe.
(Lorsque I est fermé a droite, la mise en défaut de cette intuition vi-
suelle au point extrémité droite de I, ne fait que souligner le rdle par-
ticulier de ce point, et le cbté formel de la continuité d droite en ce
point).

Cette perception de la continuité, n'étant jamais démentie, tou-
Jours, parce qu'on se restreint d certaines fonctions en tragant le graphe,

elle s'installe de maniére tenace.

La coexistence de cette interprétation graphique et de la défi-
nition n'est pas sans provoquer un certain malaise plus ou moins avoué ;

comment la phrase formelle :
Va€I Ve>0 3In>0 VXED:lx—a‘<n=>|f(x)—f(a)|<e

pourrait-elle rendre compte du fait que le graphe de f est formé d'un
seul morceau ? Et pourtant, lorsqu'on représente le graphe, on constate
que ce qu'on voit est toujours en accord avec les mathématiques. Mais
considérons, par exemple, la notion de croissance ; non seulement on

constate que la définition mathématique : 4
Vx, yEX : x <y = f(x) < £(y)

est toujours en accord avec
le graphisme, mais, encore,

on comprend bien qu'ils ex—

priment le méme phénomene :

"En avangant, on monte'.
C'est cette expression commune d'une méme idée qui n'apparait pas pour la

continuité.






L'interprétation graphique de la continuité peut se mettre en

place d'autant plus facilement que la définition donnde :
Ye>0 3In>0 V€I : |x-a|] <n=|f&®-fa)] <ce

apparait peu significative, reste surtout formelle. Certaines transforma—
tions trouvent leur signification d 1'intérieur méme des mathématiques.
Par exemple les applications lindaires sont celles qui "conservent” 1'ad-

dition :
Yu, v, wWEE : w=u+v=Ff(w) = f(u) + f(v)

et la multiplication par un scalaire
VAEK Vu, veEE :v=)u=£f(v) =Arf(u)

De méme, les fonctions croissantes sont celles qui "conservent" 1'ordre :
Vx, yE X : x <y = f(x) <f(y)

Qu'en est-il pour la continuité ? Ne parlons pas de l'expression — st

x tend vers a, alors f(x) tend vers f(a) -, dont on sait que 1'im-
plication porte sur des "propriétés" qui n'ont pas de sens en analyse

(tout au moins en analyse standard). Lorsqu'on avance en mathématiques,

on rencontre la définition :

- ST W est un voisinage de fl(a), alors f"_z (W) est un voisinage de a -
Mais cette présentation, sous forme de morphisme "réciproque" au lieu de

morphisme "direct”, est beaucoup moins satisfaisante pour l'intuition.

Le paragraphe suivant a pour objet une caractérisation de la con-—

tinuité sous forme de morphisme "direct".






§ 1 : UNE CARACTERISATION DE LA CONTINUITE

Etant donné un point a et une partie X d'un espace métrique

E, a est dit non adhérent

/'M
= - b
a X, lorsqu'on reste a s
» 3 /‘ \\ "
une certaine distance de T |
\ / !
a en parcourant X : N /
/
Ja >0 Vx€ X : d(a, x) = a -

c'est-i-dire, posant B(a, a) = {x € E / d(a, x) <a},
Ja>0: XN Bla, a) = ¢
a est donc adhérent 3 X, lorsqu'on peut s'approcher aussi prés qu'on

veut de a, tout en restant P

_—/‘

dans X : .
Yoa>0 3x€X: da, x) <a
en d'autres termes 5

Vo >0 : XN B(a, a) # ¢ S

La discontinuité s'exprime naturellement en termes d'adhérence :

Considérons, par exemple, une application f d'une partie
D de R dans R ; la discontinuité de f en un point a de D

consiste en 1'existence d'un ¢ > 0 vérifiant

¥Yn>0 3dx€D : |x-a] <n et |f(x) - fa)]| >e
c'est-a-dire :

Yn>0:{x€D/ |[f(x) - f@)I=e}NJa-n,a+nl #0
condition qui signifie que :

a est adhérent 3 {x € D / ‘f(x) - f(a)l = e}







La notion d'adhérence intervient aussi, de maniére sous—jacente

dans les démonstrations de discontinuité :
Plus précisément, la propriété :
¥Yn>0 3x€D: |x-a|l <n et |[f(x)-fla)]| >c¢
est en général établie en se référant, sans l'explieiter, d une partie

X de D vérifiant :

£X) N lf(a) ~ e, fa) +e [ =6
¥Vn>0 XNlJa-n, a+tnl#g

Par exemple :
# f :R—>R

x 2> x - E(x)

v

* £f:R>R

définie par :
1 T
f(x) = sin'g pour X # 0
et f(0) =0
N\
=1
€773
a=0, f(a) =0
| 'L
X = l _ /xen
%—+ 2k™
£(X) = {1}

L'utilisation d'un tel ensemble X est bien justifiée ;
en effet :






11 est immédiat que, pour € > 0, la propriété de discon-
tinuité :
vn>0 {x€D/ |[f(x) - f(a)| 2e¥Nla-n, a+nl #8
équivaut 3 1'existence d'une partie X de D vérifiant
£(X) N 1f(a) - e, f(a) +el =9

Yn>0:XNJa-n, a+nl #9
(en d'autres termes, 1'adhérence de a 3 A &quivaut évidemment &

1'adhérence de a & une partie X de A) .

Alors, intervertissant les interventions de € et de X,
la discontinuité de f en a se trouve caractérise par 1l'existence

d'une partie X de D vérifiant :

Te>0: £X) N 1f@) - e, fa) +e [ =20

Yn>0:XNla-n, a+nl#8¢
conditions qui signifient respectivement que :

f(a) n'est pas adhérent 3 f(X)

a est adhérent 4 X

En conclusion, on obtient, par contraposition, que la continuité

de f en a équivaut 3 la propriété :

"gi a est adhérent 34 X C D, alors f(a) est adhérent a £(xXH)"







Dans la pratique, on étudie les discontinuités d gauche et a

~

droite, ce qui vevient d considérer les restrictions de f aux interval-
les : DN J-o, al et DN [a, +=[.

Par exemple :

¥ f : x> x - E(x) est dis- 3
continue 3 gauche en tout point
a€ 2, car a est adhérent 2 . Tt A
X = la - l—, al , mais e S - ;
2 : ’
f(a) = 0 n'est pas adhérent ///4 N
. 1 -k 7
a f(X) =]—2"][

¥ f définie par : f£(x) = sin %

pour x € R* et £(0) = 0, est
discontinue & gauche et & droite T [
en 0, car 0 est adhérent 3
%;——I——-/kemg et i
E—+2k'ﬂ' e 3
X2= T—l—.——
—2—+2kﬂ'

mais, £(0) = 0 n'est pas adhé-
f(Xz) = {1}

X1

/kez—N%,

rent 3 f£(X;)

En fait, plutdt que sur la fonction f, 1'attention se porte

sur la fonction graphe g : x = (x, f(x)), laquelle rend bien compte de

f s puisque :

1'application identique x = x &tant évidemment continue, la continuité

de f en a &équivaut 3 la continuité de g : x = (x, f(x)) en a .
On peut donc observer la discontinuité de £ en a comme
1'existence d'une partie X de D vérifiant :
a est adhérent 2 X

g(a) n'est pas adhérent 3 g(X)






Remplagant |u - v| par d(u, v), la démonstration de:la
caractérisation de la continuité par 1'adhérence, qui vient d'€tre ef-—

fectude, se généralise immédiatement aux espaces métriques.

Il est
d'ailleurs plus
facile de suivre
la démonstration

sur le dessin ci-—

contre :

Posant, pour un point a et une partie X,

d(a, X) = inf {d(a, x) / x:€ X}, 1'adhérence de _a i X é&quivaut 3

1'8galité : d(a, X) = 0 ; la continuité de f : E>F en a € E &quivaut

d la propriété :

VXCE : d(a, X) = 0 = d(f(a), £f(X)) =0

~

Se restreindre a4 IR pour introduire l'analyse n'apporte pas de
simplification, au contraire. Les propriétés de IR sont trop particuliéres
pour que puissent se dégager dans leur généralité les notions étudiées.
L'intuition, en se portant sur la fonction graphe, se libére de /R comme
espace d'arrivée, pour le remplacer par R ; mais le domaine de définition
reste le méme, une partie de IR ; De méme que les parties de IR '"qu'on
peut représenter" se réduisent aux intervalles et a leurs réunions finies,
la classe des fonctions d'une variable réelle "dont on peut tracer le
graphe" est trds restreinte ; ces fonctions ont, en chaque point, des
limites & gauche et a4 droite (éventuellement infinies lorsque le graphi-

que est obtenu par extrapolation, par exemple d l'aide d'asymptotes)

Si f est discontinue en a, par exemple 3 droite, et a une
limite & droite £ en a, choisissant € > 0 tel que :
0 < ‘f(a) -~ 2] <2¢e, ¢ vérifie &videmment
Vn>0:{x€D/ |[f&x) - f(a)| =e¥NJa-n, a+nl #8
mais aussi la propriété plus forte
in>0: {x€Dd/ lf(x) -f(a)| <e¥Nla-n, a+nl =9






propriété trop forte,
pour que le dessin
putsse suggérer ef-

ficacement 1'idée . . -

générale de discon- ‘

tinuité ]

Non seulement, il existe une partie X de D vérifiant
a est adhérent 32 X
f(a) n'est pas adhérent & £(X)

mais encore cette partie X peut &tre un intervalle, un intervalle

la, a+nl , ot f(la, a+n[C 1L - ¢l

La notion d'intervalle est liée d la structure d'ordre total
de R, dont on peut déduire la topologie de IR aussi bien que, comme
c'est l'usage, de la structure d'espace métrique de [R. Que la topologie
de [R provienme d'un ordre total vérifiant 1'axiome de la borme supérieure
fait que, d'une part cette topologie vérifie des propriétés trés particulié-
res — par exemple, la réciproque d'une bijection continue est continue -,
d'autre part, la visualisation, faisant trop de cas des intervalles, sug-
gére une idée erronée de la discontinuité.

L'espace métrique IR?> offre plus de possibilités ; les dessins

qui y sont plus varids, peuvent mieux illustrer la notion de discontinuité.

Par exemple :

la bijection £ : [0, 27[ ->R2 définie par £(8) = (cos 8, sin 6)

est continue, mais sa réciproque f L nrest pas continue en a = (1, 0),

trouve dans le qua- /T;\\\& N

-
triéme quadrant, mais \\\
£ ¥(a) = 0 n'est pas -

car a est adhérent
au quart de cercle

ouvert X qui se

adhérent a

£ = BT, 20 +

™
t






On peut observer ici la "rupture d'un contact" sans qu'il y
ait "eoupure en morceaux", alors que, comme nous le verrons dans le pa-
ragraphe suivant, lorsqu'on peut représenter une fonction f : D >R,

D CR, ces deux phénoménes colncident.

La notion d'adhdrence, et la caractérisation qu'elle donne de
la discontinuité, trouvent leur place dans le cadre le plus général, ce-
lut des espaces topologiques.

Que ce soit globalement, le plus souvent par les ouverts, plus
rarement par les fermés, ou localement par les voisinages, une structure
topologique est habituellement présentée comme la donnée d'un ensemble
de parties (dans le cas local, attachéés 4 un point) vérifiant certains

axiomes. Une structure topologique peut aussi &€tre introduite, comme par

exemple, dans : " Introduction to set theory and Topology, K. KURATOWSKI",

par la domnée d'une relation d'adhérence, c'est-d-dire :

une relation a ® X entre les éléments a et les parties X de 1l'en-

semble E, vérifiant, si X désigne 1'ensemble des points a adhérents

-~

i X, les quatre axiomes de structure suivants :
C

L] Bl

=XUY

LI TRY
]
Ml S <] M

Un voisinage V d'un point a est alors défini comme une

partie V de E

telle que a ne /////

soit pas adhérent ' ax
a4 E~-V.
Les deux principaux exemples de relation d'adh&rence sont :

s n
¥ pour un espace métrique, par exemple R :

"X rencontre toute boule ouverte de centre a de E"

% pour un ensemble totalement ordonné&, par exemple JR ou R :

"Y rencontre tout intervalle ouvert de E contenant a'.

(Dans le cas de R, ces deux relations coincident)






Dans la pratique mathématique, la notion de voisinage Joue un
réle fondamental qu'il n'est pas question ici de minimiser. Mais 1'adhé-
rence, par l'aspect relationnel qu'elle présente, se préte bien d &tre
introduite comme notion premiére. Pouvoir faire de l'analyse dans un en—
semble E peut alors étre présenté comme avoir donné un sens 4 l'expres—
ston : "a € E est en contact avee X.CE", un voisinage V de a ap-
paraissant ensuite comme un "mo man's land", comme une partie de E qui
"protége a de tout contact avec ce qui est hors de V". Quant d la con-
tinuité, elle se présente sous forme de "morphisme direct" comme le fait de

"econserver le contact"y en termes mathématiques

La continuité de f : E~ F en a équivaut 3 la propriété :
Si a est adh@rent 3 X, alors f(a) est adhérent &3 f£(X).

YXCE:a€X=f(a) € £fX)

Faisant appel & la notion de voisinage fondamental, on peut
généraliser aux espaces topologiques, la démonstration de cette caractéri-

sation effectuée dans le cas réel au début du paragraphe,

La démonstration plus classique permet de mieux suivre comment

on passe de la caractérisation par l'adhérence, d celle par les voisinages.

Y

On passe de "adhérent" a "voisinage'
d'abord par négation :

adhérent — non adhérent
puts par complémentarité

A non adhérent a X ¢ E - X wvoisinage de a

Ce schéma se retrouve dans ce qui suit :

Pour f : E>F et a€ E, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1/ Si a est adhérent 2 X, alors f(a) est adhérent 3 f(X).:

2/ Si f(a) n'est pas adhérent & Y, alors a n'est pas adhérent a f—l(Y).

3/ Si V est un voisinage de f(a), alors f“l(V) est un voisinage de a.







1/ # 2/ par contraposition

Supposons 1/3; soit Y CF tel que £(a) ne soit pas adhérent

i Y ; posons X = f-l(Y) ; alors f(a) n'est pas adhérent a

f(X) = f(f“l(YD‘:'Y ; donc d'aprés 1/ a n'est pas adhérent a f—l(Y) =X

Supposons 2/ ; soit X CE tel que a soit adhérent & X ;

-1 -
posons Y = f(X) ; alors a est adhérent & f (Y) = £ 1(f(X)) 2 X

donc d'aprés 2/ f(a) est adhérent 3 £(X) =Y

2/ ® 3/,par complémentarité

Soit Y et V deux parties complémentaires de F ; alors

f-](Y) et f—l(V) sont deux parties complémentaires de E.

On a donc .

a non adhérent a Y “ V¥ voisinage de f£(a)

-1
a non adhérent a8 £ (Y) < f (V) voisinage de a

d'ol 1'8quivalence de 2/ et 3/.






§ 2 : UNE ILLUSION D'OPTIQUE

Dans ce paragraphe, nous étudions la validité mathématique de

1'interprétation graphique suivante de la continuité :

Etant dovmé une application f d'un intervalle ouvert I de
IR dans R, f apparatt continue lorsque le graphe de f forme un tout,
est constitué d'un seul morceau, et, sinon, les points de discontinuité de
f cofnecident avec les points de I, projections des extrémités des mor-

ceaux du graphe.

La propriété topologique qui exprime qu'une partie d'un espace mé-
trique E forme un tout, est constituée de parties non séparées, est ia zcw-
nexité (a l'exception d'une propriété - signalée -, tout ce qui est 2xprimé
dans ce paragraphe en termes d'espace métrique, se généralise immédiatement
aux espaces topologiques). Les parties connexes de E vérifient certaines

propriétés intuitivement évidentes :

- 8i des parties connexes ont - , \
au moins un point en commun, N J
alors leur réunion est éga- Eg; ’
lement connexe. e y







~ 81 1'on rajoute & une par-

tie connexe A des points

A 4

qui lui sont adhérents,

v

|
|
. 1
alors la partie B qu'on | '
—

obtient reste connexe,

-~ Les parties connexes de R

sont les intervalles.

Etant donné une partie quelconque A de E , d tout point a
de A, on peut associer le morceau auquel 1l appartient, qu'on appelle

la composante connexe de a dans A :

~ Par définition, la composante

connexe dans A de a e A,

est la plus grande partie con- /////

nexe de A contenant a i

-~ Les composantes connexes de A forment une partition de A .

Les démonstrations de ces propriétés de la connexité sont
simples, mais tout 4 fait classiques ; c'est pourquoi nous les rap-

a
pelons en annexe. Quant d la définition mathématique d'une partie
conmexe, elle correspond parfaitement 4 1'une des définitions du mot :

continu, dans le dictionmaire Robert : composé de parties non séparées :

te une partition de A en deux par-

ties (non vides) A; et A, séparées

c'est-a-dire vérifiant : aucun point

- Par définition, une partie A de E ///fw\—‘“i> //////i:>
est dite non connexe, lorsqu'il exis- (\ - -

Py
/

/)

/

¢
H

N

e

de 1'une n'est adhérent a 1'autre.
L






Une application £ : E— F &tant continue (si et) seulement si
elle vérifie, pour tout x € E :(si f(x) n'est pas adhérent 3 Y C E ,

alors x n'est pas adhérent & £71(Y) ) on obtient, par contraposition :

- Etant donné une application con-

tinue £ : E— F, si A est

une partie connexe de E , alors

f(A) est une partie connexe de

F.

Les ouverts de A étant les parties X de A vérifiant :
aucun point de X n'est adhérent & A - X, A est donc non connexe
si, et seulement si, il existe une partition de A en deux ouverts

(non vides) de A,

Dans la pratique, pour établir la non-connexité de A, il est

souvent commode d'utiliser une caractérisation par les ouverts de E :

- Une partie A de E est non connexe si (et seulement si) il existe

deux ouverts 0 et Oy de E .
qui induisent sur A une par- _ - 7 RN s S
tition, c'est 3 dire, tels que : 0, J 02

ANO; # @5 ANOy # ¢ ‘ {/C?
( // Y

ANO0; N0, = @

ACO]_UOZ N Ve - P

Pour obtenir lacondition suffisante, il suffit de poser : Ay = 0; NA,
Ay = 05 N A « (et pour la condition nécessaire : 0y = E - Ay, 0 = E - Ay,

oii X désigne 1'ensemble des points de E adhérents a X).







# GRAPHE et CONNEXITE

" - — "

Soit DCR, f:D——R et G = {(x, £(x)) / x € D} 1le

graphe de f . Considérons les bijections réciproques :

g : D - G P G — D

x = (%, £(x)) (x, £(x)) — x

Puisque 1'application identité& : x — x est continue, &tant
donné a €D, g est continue, d'un c6té.en a si, et seulement si,

f est continue du méme c6té en a.

Puisque p est une restriction de la projection (x, y) — x

qui est continue, p est continue.

p étant continue, les projections sur D des composantes
connexes dans G sont connexes, c'est-a~dire des intervalles de IR ;

p étant une bijection ces intervalles forment une partition de D.

Pour x € D, nous noterons I(x) 1l'intervalle auquel x
appartient, et C(g(x)) 1la composante connexe de g(x) dans G ;
I(x) est donc la projection sur D de C(g(x)) et C(g(x)) le graphe

de la restrictionde f 3 I(x).






Les propriétés qui mathématisent 1'interprétation graphique,

et que nous allons comparer aux définitions formelles, sont

~ pour la continuité globale
de f :
Le graphe G de f est

connexe. f

- pour la continuité i droite

de f en a:
///-‘\‘

a n'est pas extrémité droite

]7

de 1'intervalle I(a), projec-

L4

Y U

tion sur le domaine de défini-

tion de f de la composante
connexe C(g(;)) de g(a)

dans G

On pourrait introdutre un terme (par exemple : connexe d droite
en a) qui risumerait par convention cette propriété dont l'expression
est bien lourde. Outre que surcharger le vocabulaire mathématique apporte
rarement plus d'avantages que d'inconvénients, cette pratique se justifie
d'autant moins icl que nous voulons vérifier le caractére erroné de cette

appréhension de la continuité, issue du langage courant.

S7 nous étudions cette propriété c'est pour se débarrasser de son
intervention parasite ; on pourrait dire, de maniére caricaturale, que, st
nous nous en préoccupons, c'est justement parce qu'elle ne présente pas d'in-

térét mathématique !






# CONTINUITE GLOBALE et CONNEXITE

- ——— - - A " Tt o A

I1 s'agit de comparer les propriétés :

f est continue

le graphe G de f

Si le domaine de définition D de

alors le graphe G de £ ne

peut &tre connexe. En effet,

puisque D n'est pas un in-
tervalle, il existe a € D,
be€D et c €D tels que

a<b <c ; alors les deux
demi-plans ouverts définis
par la droite d'équation :
X =b, induisent une par-

tition sur G.

Si f
alors son graphe G est con-
nexe. En effet, f é&tant con-
tinue, 1'application
g ¢ x — (x, f£(x)) est conti-
nue ; l'image de 1'intervalle

I par g, c'est—3a-dire le
graphe de £, est donc con-
nexe.

est connexe

f n'est pas un intervalle,

N

5
= ~| T —>
|
I de R, et est continue,

est définie sur un intervalle

ds

e\

Par contre, la réciproque est fausse ; il suffit de considérer

le contre—exemple classique qu'est la fonction f de R dans KR définie

par : £(x) = sin(—}l() , pour x€RY, et £(0) =0 :
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En effet, f est discontinue 3 gauche et 3 droite en O,

car 0 est adhérent 3 X =§——-——]——-—— /] k€Z-N} eti
T+ okrm
2
i .
Xp = — /] kEN;, mais f(0) =0 n'est pas adhérent i
E'+ 2kw

f(Xl) = f(Xz) = {1}

De plus, les restrictions de f aux intervalles }-«,0[ et
Jo, +o[ sont continues ; leurs graphes G; = g(]-«, O[) et
G, = g(10, +=[) sont donc connexes. g(0) = (0, 0) est adhérent aux
i ]

* .
ensenbles {(m, O)/kEZ-—[N} et {m‘, 0)/kEIN} qui sont

inclus dans Gy et G, , respectivement ; d'oli, g(0) est adhérent
1 2 g

Y

Gy et Gy ; les parties g (]-o ,0I) = G, U {g(0)} et
gl o, +=[) = {g(0)} UG, sont donc connexes ; puisqu'elles se ren-—

contrent, leur réunion, c'est-d-dire le graphe de £, est connexe.







% CONTINUITE PONCTUELLE et CONNEXITE

Les propriétés 3 comparer sont :
f est discontinue 3 droite en a h
a est extrémité droite
‘s N e~

de 1'intervalle 1I(a), projection (6\7)

de la composante connexe C(g(a)) 1

de g(a) = (a, £(a)) dans le |
graphe G de f£.

Méme lorsque f est

définie sur un intervalle ouvert, aucune de ces deux propriétés n'implique

1'autre ; en effet

Nous venons de voir que l'application f définie par
) # . . -
f(x) = s:.n(;]{—) pour x €ER , et f£(0) = 0, est discontinue & gauche et

i droite en O, mais que son graphe est connexe, c'est—-a-dire I(0) = R.

Soit £ 1la fonction de ]-1, +1[ dans R définie par

f(x) =_r-1{ pour L < |x| <—rl; nElN*, et f(0) = 0. Puisque

n+1

0< £(x) < 2 |x|,

f est continue en O. A
Considérons un intervalle e £ S .
I inclus dans J1-1,+ 1] & —> !

contenant strictement O

il existe x €I, x # 0,

|

|

i

par exemple x> 0. X

PR 1 .
Etant donné t € ]0, x [, vérifiant T N, les deux demi-plans ouverts
définis par la droite d'équation y = t induisent une partition sur g(I),

g(I) n'est donc pas connexe, d'oi I(0) = {0} .






Cette fonction fournit aussi
un contre-exemple 3 :la visualisation
locale de la continuité, c'est—d-dire
a 1'idée qu'une fonction en un point :
est .continue sur un intervalle ouvert |

contenant ce point.

W

- — - - - - -

Lorsqu'on effectue un dessin, il est bien évident qu'on ne peut
lever la main de la feuille, et monter ou descendre le tracé du crayon,
qu'un nombre fini de fois. \
Il est done naturel de consi-—
dérer qu'une fonction
f: D— R "dont on peut
représenter le graphe' vérifie :

le graphe de f n'a qu'un

{

|
nombre fini de composantes : } | \ K(////
connexes. //// ‘ ] \

(

I1 existe une partition finie

de D, en intervalles de mo- { ! . >

notonie pour f.
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Notons que le graphe
de f peut ne pas
étre bormé ; en d'au~
tres termes, nous n'é~
liminons pas les re-
présentations obtenues
par extrapolation, par
exemple d 1l'aide d'a-

symptotes.

Les fonections étudiées dans l'enseignement secondaire vérifient,
pratiquement toutes, ces deux

propriétés (pour les fonetions
périodiques, c'est la restric- \ 1 : /\
tion au domaine d'étude qu'il _— -

faut considérer). 1 \/ \/

A

v

En effet, a4 l'exclu-

ston de quelques contre-exenples I R PR

classiques comme la fonetion ca- . s

ractéristique de § ou les fone-

tions du type

a . 1 * :
f:o(x—x sing, pour x€ER . ! /
00— 0 A

\
N\
/
" - \ 4
leurs tableaux de variations ne n Mre N

' . U}V’ Rl
comportent qu'un nombre fini de \

valeurs ; plus précisément : ' \
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Le domaine de définition est réunion finie d'intervalles.

Les points de discontinuité sont en nombre fini ; il existe
done une partition finie du domaine de définition en intervalles de
continuité ; d'ow, le graphe n'admet qu'un nombre fini de composantes

connexes.

Le nombre de points ot la fonction n'est pas dérivable est
fini et les changements de signe de la dérivée sont en nombre fini ;
i1 existe donc une partition finte du domaine de définition en inter-

valles de monotonie.
Nous allons voir que, pour les fonctions définies sur un in-

tervalle ouvert "dont on peut représenter le graphe', la continuité

cotneide avec son interprétation graphique ; en termes mathématiques :

S1i une fonction f dé&finie sur un intervalle ouvert & droite

3 3 "0 3 3 L3 » * -
T vérifie : il existe une partition finie de I en intervalles de mono-

tonie pour £, “le graphe G de f a un nombre fini de composantes con-

\9 o o » - .
nexes, alors, pour a € I, les propriétés suivantes sont équivalentes @

(C) f est continue 3 droite en a

(E)a n'est pas extrémité droite de 1'intervalle I(a) , projection de la

composante connexe C(g(a)) de g(a) dans G.

(Cela se généralise immédiatement au cas ol la fonction est définie
sur une réunion R d'intervalles ouverts & droite ; pour se ramener au cas
d'un intervalle ouvert, il suffit de considérer la restriction de la fonction

i la composante connexe de a dans R).

Nous utiliserons la propriété intermédiaire :
(A) : g(a) est adhérent & g NJa, +=[)

et suivrons le schéma logique suivant :

i) sans hypothése sur £, 1'implication (C) = (A) est véri-
fiée, et, dans le cas particulier oii il existe une partition finie de I
en intervalles de monotonie pour f, alors il en est de méme de la ré-

ciproque : (A) = (C) .
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ii) sans hypothése sur £, 1'implication (E) = (A) est véri-
fige, et dans le cas particulier oi G n'a qu'un nombre fini de compo-

santes connexes, alors il en est de méme de la réciproque : (A) = ()

Soit, donc, I = lc, d[, un intervalle ouvert a

droite de R , f wune fonction définie sur I et a € I,

i) 8'i1 existe une partition finie de I en intervalles de

monotonie pour £, alors a vérifie :
(L)f a une limite i droite, finie ou infinie, en a

(de méme & gauche, bien entendu) ; en effet, d'aprés 1l'hypothése, il
existe b € Ja, d] tel que la restrictionde f a3 Ja, b[ soit
monotone, laquelle admet donc une limite en a, finie ou infinie, qui

est aussi limite 3 droite de f en a.

L'implication (C) = (A) , et sa réciproque dans le cas
particulier ofi il existe une partition finie de I en intervalles de

monotonie pour f sont donc conséquences de ce qui suit :

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

1/ (C) : f est continue 3 droite en a

2/ (A) : g(a) est adhérent 3 g(la, d)

(L) : f admet une limite 3 droite, finie ou infinie, en a

En effet si f est continue i droite en a, alors, d'ume
part f(a) est limite & droite de f en a, d'autre part g est
continue 3 droite en a, d'ol, puisque a est adhérent 3 Ja, d[,

g(a) est adhérent 3 g(la, d[) .

Réciproquement, supposons que f admette une limite & droite
% finie ou infinie, mais que f ne soit pas continue & droite en a,

clest~i~dire f(a) # & ; par exemple f(a) < ¢ ;
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Etant donné t € ]f(a) , 21,

puisque £ est limite 3 N
droite de £ en a, il
existe n > 0 tel que

f(lJa, a+n [DC JTt, +=[; '-iﬁ;:“~ h “'
alors, le quart de plan, ou- |
vert, J=w,a+n [ x]-o, t] Blay- = — —_//;;*:
contient g(a) et ne rencon- _

tre pas g(la, d[) ; g(a)

n'est donc pas adhérent 3 i

g(la, dl).

ii) Soit A une partie d'un espace métrique ; la composante
connexe C dans A d'un 8lément x de A est une partie fermée de A,
c'est-d~dire : aucun point de A -~ C n'est adhérent i C ;
soit en effet y un point de A adhérent &8 C ; puisque C est connexe,
C U {y} est connexe ; puisque C est la plus grande partie connexe de

A contenant x, y € C,

A-C est réunion des autres composantes connexes dans A,
qui sont donc des parties fermées de A ; si A n'a qu'un nombre fini
de composantes c¢onnexes, A - C est réunion finie de parties fer-
mées de A, donc une partie fermée de A ; en d'autres termes, C est
une partie ouverte de A, c'est—3-dire voisinage dans A de tous ses
points ; en résumé, si A est une partie d'un espace métrique, n'ayant
qu’'un nombre fini de composantes comnexes, alors tout point x de A

vérifie :

la composante connexe C(x) de x dans A est un voisinage

de x dans A, c'est-d-dire x n'est pas adhérent 3 A - C(x).

L'implication (E) = (A), et sa réciproque (A) = (E) dans
le cas particulier oii le graphe G n'a qu'un nombre fini de composantes

connexes, sont donc conséquences de ce qui suit :

Les deux propriété&s suivantes sont équivalentes :

1/ (E) : a n'est pas l'extrémité droite de l'intervalle I(a), projec-

tion de la composante connexe C(g(a)) de g(a) dans G
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2/ (A) : g(a) est adhérent 3 g(la, d[)
(V) : g(a) n'est pas adhérent 3 g(la, d[) - C(g(a))

En effet, supposons que g(a) ne soit pas adhérent 3 g(la, d[:
il existe a > 0 tels que B(a, a) Ng(la, d[) = @ ; les deux ouverts

0y = (1-=, al x R) UB(a, @) et 0y = Ja, +o[ x R  vérifient :

A
0y N0, NG=2¢
G C 01 U 02 k/\
1
d'od -
(’/7—\% N
01 N0y N C(ga)) =9 { i
\
c(g(a)) € 6; YV 0y + 7
[
deplus, g(a) € 07 N C(g(a)) ;
! N
alors comme C(g(a)) est | 7

connexe, on a 0y N C(g(a)) =@, d'ou la, +o[ N I(a) = @ ; en d'autres

termes, a est extrémité droite de ‘I(a) ; on a donc (E) = A.

Supposons que 1'extrdmité droite b de I(a) soit distincte
de a: a<b; alors le
demi-plan ouvert
]-», b[ x R contient
g(a) et ne rencontre pas '/\
g(la, d[) - C(g(a)), ;
d'oi g(a) n'est pas /j\
adhérent a | l ,

g(la, d[) - c(g(a)) ; on [ |
a donc (E) = (V)

Réciproquement si g(a) est adhérent a g(la, d[), mais pas
i g(la, dl) - C(g(a))‘= g(la, d[ -I(a)), on a
Ja, d[ - I(a) # 1a, d[, c'est-a-dire I(a) N Ja, d[ # @ ; en d'autres
termes a n'est pas extrémité droite de 1I(a).

On a donc (A) et (V) = ®)






ANNEXE

- o -

DEMONSTRATION DES PROPRIETES DE LA CONNEXITE

Etant donné une partie B d'un espace métrique E ,

- si B contient une partie connexe A & laquelle tout point de B est

adhérent
on

- 81 B est réunion d'un ensemble de parties connexes dont 1'intersection

est non vide

alors B est connexe.

Soit, en effet, B wune partie non connexe de E : il existe
une partition de B en deux parties (non vides) B; et B, telles .
qu'aucun point de 1'une ne soit adhérent 4 1'autre. Pour qu'une partie
A de B soit non connexe, il suffit que AN B; et AN B, soient non

vides.

Supposons que A soit une partie de B i laquelle tout point
de B soit adhérent ; Soit x € By ; x est adhérent & A mais pas &

B, , donc A ¢ By, , c'est~-a~dire, ANBy # ¢ ; de méme A NB, # ¢ .

Supposons, maintenant que B soit réunion d'un ensemble X
de parties dont 1l'intersection est non vide. Soit a un élément de
1'intersection ; a appartient 3 B; ou B, , par exemple B; ; puisque
B, est non vide, il existe A€ X, tel que AN By # ¢ ; considérant a,

on a aussi A N By # ¢§ ; cette partie A est donc non connexe.
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Soit A wune partie d'un espace métrique E ; la relation x &l y
définie, sur A, par :
il existe une partie connexe de A contenant x et y
est Bvidemment symétrique ; elle est réflexive, car pour tout point x
de A, la partie {x} est connexe ; puisque la réunion d'un ensemble de
parties connexes, dont l'intersection est non vide, est connexe, d'une part
la relation est transitive, d'autre part la classe d'équivalence d'un point
x de A est la plus grande partie connexe de A contenant x ; on l'ap-

pelle la composante connexe de x dans A.

Pour caractériser les parties connexes de R comme les intervalles,

nous allons utiliser la propriété suivante :

Etant donné un ouvert 0O non vide de R, il existe une et

une seule partition de O en intervalles ouverts.

L'existence de cette partition s'&tablit de la méme fagon que
pour les composantes connexes ; en effet la relation dé&finie sur 0O, par :
il existe un intervalle ouvert inclus dans O contenant x et y est
réflexive, car 0O est un ouvert de R . La réunion d'un ensemble d'interval-
les ouverts, dont 1'intersection est non vide, est un intervalle ouvert
(admettant, pour extrémités, finies ou infinies, & gauche la borne infé-
rieure des extrémités gauches, 3 droite la borne supérieure des extrémités
droites). On en déduit que, d'une part la relation est transitive, d'autre
part la classe d'équivalence d'an &lément x de O est le plus grand in-

tervalle ouvert inclus dans O contenant x.

Soit X une partition de O en intervalles ouverts et I € X,
I = Ja, b[ ; alors a et b ne peuvent appartenir 4 O, sinon, si par
exemple, a appartenait 8 O, 1'élément de X contenant a rencontrerait
I ; d'oli, étant donmné x € I, I est le plus grand intervalle ouvert in-
clus dans O, contenmant x j; La partition X est donc la méme que la

précédente.

(Puisque Q est dense dans R, 1'application qui, a un &lément
q € Q N0, associe 1'intervalle ouvert de la partition auquel il appartient,
est une surjection de Q N O sur la partition ; celle-ci est donc dénombra-
ble).






Les parties connexes de IR sont les intervalles

En effet, si A n'est pas un intervalle de IR , alors il existe
a€A, b¢A, c€A vérifiant a<b<c¢ ; on obtient la non connexité

de A en considérant A N -, a et AN Ja, + =f

Soit maintenant I wun intervalle ouvert de R ; supposons I
non connexe ; il existe une partition de I en deux ouverts non vides
0 et O, de I ; I &tant un ouvert de R, 0; et 0Op sont des
ouverts de R ; il existe donc des partitions X; et X, de 0; et Oy,
respectivement, en intervalles ouverts ; alors {1} et X, U X, sont deux
partitions de I en intervalles ouverts, distinctes, puisque la deuxiéme
admet au moins deux &léments, ce qui contredit 1'unicité de la partition
d'un ouvert de R en intervalles ouverts ; 1l'intervalle ouvert I est

donc connexe.

Soit J un intervalle de IR ; si J est vide ou réduit d un
point, +J est connexe ; sinon, puisque 1'intervalle ouvert 1, ayant
mémes extrémités que J , est connexe et que tout point de J est adhérent

-

a I, J est connexe.
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* L'INTERVENTION DE LA CONNEXITE LOCALE
Nous allons voir, sans entrer dans le détail des démonstrations,
comment "la possibilité de représenter le graphe" est liée au caractére lo-

calement connexe de ce graphe.

Tout d'abord, é&tant donné& une application £ : I—-> R dont le
graphe G est connexe, la restriction de f A& tout intervalle inclus
dans I a aussi un graphe connexe. Il s'en suit que, pour a€ I, la
composante connexe de
g(a) dans g(I N [a, +=[)
est la partie de la compo- r/,_,/
sante connexe de g(a) dans ////A‘\\\\r‘__,/ja
G qui "se trouve i droite" !
de g(a), c'est—-d-dire

{
f
g(1(a) N [a, +=[). L

Posant A = g(I N [a, +=[), x = g(a) et
C(x) = g(i(a) N [a, +=[), la propriété (V) exprime que la composante
connexe C(x) de x dans A est un voisinage de x dans A, c'est-a-
dire que x n'est pas adhdrent 3 A -C(x). (De méme les propriétés (E)
et (A) expriment respectivement que "C(x) # {x} , et que x n'est pas
isolé dans A, c'est-d-dire est adhérent & A - {x} ; pour une partie
quelconque A d'un espace métrique, 1'implication (E) = (V) n'est pas
nécessairement vérifiée). La propriété (V) est liée & la locale connexité.

En effet

Une partie A d'un espace métrique E est dite localement

connexe lorsque tout point x de A vérifie

(LC) tout voisinage de x dans A contient un voisinage

connexe de x dans A

Cette propriété est vérifiée si et seulement si :

- tout voisinage de x dans C(x) contient un voisinage connexe de

x dans C(x)

- (V) la composante connexe C(x) de x dans A est un voisinage

de x dans A
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Globalement, A est donc localement connexe, si et seulement si,
les composantes connexes dans A sont d'une part localement connexes,

d'autre part, ouvertes dans A.
Par exemple, les applications :

R = R

.1 c ¥ 1
51n‘; pour X R n

0 pour x =20

\r

ont des graphes qui ne sont pas localement connexes.
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S7 une partie A du

" A 2 S0
plan "a pu &tre représentée', il

est bien évident que, étant don-
né un rectangle, la partie F de N

A comprise dans ce rectangle "se \/

N
trouve ainsi représentée" ;
une telle partie F ne peut
done "comporter qu'un nombre ﬁ
fint de morceaux”. U

Si une partie A du plan vérifie : toute intersection de

A avec un rectangle i cOtés paralléles aux axes n'a qu'un nombre fini

de composantes connexes - alors A est localement connexe.

Il est done naturel de considérer que les parties du plan "qu'on

peut représenter” sont localement connexes.

Les deux conditions de finitude que nous avons considérées :

- il existe une partition finie du domaine de définition en intervalles de

monotonie

- le graphe a un nombre fini de composantes connexes
impliquent que toute intersection du graphe avec un rectangle & cdtés

paralléles aux axes a un nombre fini de composantes connexes.

Nous avons vu qu'étant donné une fonction £ définie sur un

intervalle ouvert 3 droite I = |c, d[, on a :
L) _ QY]
(c) » et (E) ¢ qet
() (&)

La propriété

(LC) tout voisinage de g(a) dans g(la, d[) contient un

voisinage connexe de g(a) dans g([a, dl)

est liée aux propriétés (C), (E) et A par 1'équivalence suivante :
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(© (LC)
(E) (2)
Chacune des trois propriétés (C) , (E) et (LC) implique

donc 1'équivalence des deux autres. Globalement, on obtient pour une

fonction £ : D >R 1'8quivalence :

f est continue G est connexe
et A et
D est intervalle localement connexe

Remplagant intervalle par connexe, cette propriété n'est pas
nécessairement vérifiée dans un espace métrique quelconque ; elle est
conséquence du fait que la topologie de R provient d'un ordre total

pour lequel toute partie majorée non vide admet une borne supérieure.
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# DES CONTRE - EXEMPLES

- - - e e e e

Nous venons d'étudier, pour une fonction f définie sur un
intervalle ouvert @ droite I = |c, d[ , et un point a de

I , les liens logiques entre les propriétés
(C) ¢+ f est continue 3 droite en a

(E) : a n'est pas l'extrémité droite de 1l'intervalle 1I(a), projec—
tion sur I de la composante connexe C(g(a)) de g(a) dans le graphe

G de £
(A) : g(a) est adhérent & g(la, d[)
Nous avons vu que, dans le cas général, on a :
(C) = (A) et (E) = (A)

et que, sous certaines conditions, les réciproques

(A) = (C) et (A) = (B)

sont vérifiées, donc aussi les implications ::

() = (E) et (E)= (C)

Nous considérons, ici des contre—exemples 3 ces quatre implica-

tions ; des contre—exemples ol '1'application non vérifiée le soit le moins

possible. Pour cela nous utiliserons les notions de partie dense, et de

partie totalement discontinue.

Par définition, une partie A d'un espace métrique E est

dense dans E , lorsque tout point de E est adhérent 3 A.

Une partie A de IR est donc dense dans IR, si, et seulement
si, étant domné x, y €ER, x<y, il existe 2z € A vérifiant :

x<y< 2z,
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P * H
Etant donné a €R , Qa = {qa/ q € @} est dense dans R.

Soit, en effet, a € R* ; pulsque Qﬁ = Qf—a) , on peut
supposer a > 0 ; soit x, YER, 0 < x <y ; d'aprds la propriété
d'Archiméde, d'une part, il existe un entier n & N tel que
n(y - x) > a, d'autre part
1'ensemble des entiers
p € IN* tels que pa > nx
est non vide ; notons m

le plus petit d'entre eux ; nx

O o~

i
alors ma > nx et a %2a (m-Da ma

(m~-1)a < nx ; d'ot,

=2k=]

posant q = s
qa<X+%<x+(y—-x)=y;

~ ~ P, P + %
en résumé 1'élément qa de dg vérifie x<ga<y j; § a est donc

+ s
dense dans R ; alors, par symétrie, Qﬁ est dense dans R.

Posant a =1, puis a =,/§ et utilisant le fait qu'une partie
contenant une partie dense est dense, on obtient :

@ et R - Q sont denses dans R,

.

. . *
La démonstration de la densité de Qg’ dans R, a €R , se
généralise immédiatement aux parties X de R vérifiant : il existe une

suite (an) d'éléments de K'¥ tendant vers zéro, telle que

b

3
X = {nlan /mE€2Z, nE€EN } . Par exemple, pour a = efaﬁ
1 -..._%_._ bt' t
puis a_ = o8 on obtient :

1'ensemble D des nombres décimaux est dense dans IR, ainsi que R - D

Par définition, une partie A de E est totalement discontinue,

lorsque toute composante connexe dans A est réduite 3 un point.

Le graphe G de f : D~ R est donc totalement discontinu

si, et seulement si, pour tout point a de D, I(a) = {a}.






La fonction caractéristique de @

x
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il

définie par : f£(x)

pour x €Q, et f(x) =0 pour x & @, vérifie
(C) £ est discontinue i gauche et 3 droite en tout point de R
(E) le graphe G de f est totalement discontinu
(A) pour tout a € R, g(a) est adhérent 3 g(J-=,al et 3

g(la, +=I[

Soit, en effet, a € R ; notons A

ou R - @ 2 laquelle a appartient.

Soit a > 0 ; puisque

A est dense dans R, il existe

b, ¢ € A tels que :

a~oa<b<a<c<a+a;

e o 9

le disque B(g(a), a) de Rz,

celle des deux parties

® ¢ & o oo 0 8 s s 0 e

contenant g(b) et g(c),

rencontre g(l-«, al et

g{la, + «[) ; g(a) est

donc adh@&rent a chacun de

ces deux ensembles.

Puisque R - A est dense dans R,

v

a est adhérent 3

By = ]-o,al~-A etd@ By=1a, +o[ - A ; mais £(a) n'est pas
adhérent 3 f£(By) = £(By) = {1 - f(a)} ; £

gauche et 3 droite en a .

est donc discontinue 3

Soit I wun intervalle contenant strictement a ; puisque @

et R -0 sont denses dans R, I NQ et I - Q sont non vides 3

alors,
1
Y732

nexe ;

les deux demi-plans ouverts définis par la droite d'équation :

induisent une partition sur g(I) ; g(I) n'est donc pas con-

d'od I(a) = {a}.

En conclusion, G est totalement discontinu.

Q
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Soit f : JO, Il R 1'application définie par f£(x) =0

i .
pour x¢Q, f(x) = Py pour X =L cq , P, Q EIN*, P, 4 premiers

q
entre eux ; la fonction f wvérifie :

(C) f est continue en tout point de 10, 1[ - @

car O est limite de f en tout point de 10, 1[

(E) le graphe de f est totalement discontinu.

Remarquons, tout d'abord qu'é&tant donné € >0, 1'ensemble
X = {x € 10,1[ / £(x) > e} est fini ; en effet, si f(x) 2 ¢ , alors
X

% ‘
, P, €N , p, ¢ premiers entre eux ; puisque -% = f(x) 2 e ,

t

[0]
ol ale

<1, ona p<gyg <.é : 1'ensemble {(p, q) € m* x mﬁ /I p<q <-é}

8tant fini, il en est de méme de Xs'

Soit a € 1o, 1[ ;

étant donné € tel que 3 ®
0< ¢ <-% s XE - {a} est
non vide ; posons )& o o
n=inf {|b-a|l /b €X - {al}; |
£ N ® e
. s W
X étant fini, oma n> 0 ; b e e @ '°
) 3? o ° e ° ° @
de plus, si x € Jo,1[ wvérifie :
0< |x - a] <n, alors é et ; brevedessesy b
|
0< f(x) < e ; d'od 0O est {
limite de £ en a .
Soit I wun intervalle de 0, 1[ , non réduit & un point ;
puisque @ et R - @ sont denses dans R, il existe a €QNT et
¥ . 1
bE€I-Q; a =~§ , py, €N , p, g premiers entre eux ; on a f(a) = 1

' . . 1
et f(b) =0 ; R - Q é&tant dense dans R, il existe t € ]O,‘a[ - Q ;
alors, les deux demi-plans ouverts définis par la droite d'équation :

y = t, induisent une partitiom sur g(I) ; d'ol, g(I) n'est pas connexe.
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Les parties réduites & un point sont donc les seules parties

connexes de G ; en d'autres termes, G est totalement discontinu.

(L.a considération des ensembles X€ permet d'établir facilement

que f est intégrable et que son intégrale est nulle).

On ne peut espérer trouver une application f, continue sur
un intervalle I non réduit 3 un point, et dont le graphe soit totale-
ment discontinu ; en effet, la continuitd de la restriction de £ & I

implique que le graphe de cette restriction est connexe.

I1 existe des fonctions définies sur R, continues sur une
partie A dense dans [R dont les graphes sont totalement discontinus,
et qui, de plus, sont strictement croissantes, vérifiant ainsi la pro-
priété de finitude &tudiée dans le paragraphe 3 : il existe une partition

finie du domaine de définition en intervalles de monotonie.

Remarquons, tout d'abord, qu'une fonction f <croissante dis-
continue en tout point d'une partie B dense dans R a un graphe totale-
ment discontinu ; soit, en effet I wun intervalle non réduit 3 un point ;
B é&tant dense dans IR, il existe un point a de B, qui est 3 1'inté-
rieur de I ; f est discontinue en a, par exemple & droite ; d'od,
inf {f(x) / x> a} > f(a) ; alors, étant donné
t € Jf(a), inf {f(x) / x> a}[ , les deux demi-plans ouverts définis
par la droite d'équation y = t induisent une partition sur g(I) ; g(I)

n'est donc pas connexe.
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Considérons la fonction £ : dO ,udl d2 cee dO , O d1 0 d2 0 ...

G gsi 'geri décimale du nombre
d d. ... désigne 1 écriture
e e dO 9 i1 9 3 tir d'un certain
8 i ! es a partir d'u :
réel : do €z, 0< dn.< 9, il n'y a pas que d P
rang. f est strictement croissante ; on peut voir directement que
f n'est pas continue car elle ne vérifie pas la propriété des valeurs

intermédiaires ; ponctuellement, on a :

inf {f(u) / u > t}

fF(t) , sup {f(u) / u<z})=£f(z) si z&D, et

sup {£(u) / u<d} d 0d 0d,0...0 (dn -1)0909 ...

0’ 1 2

i € = e < < = s
s1. d€b, d dO s d1 d2 dn , 0 dn 9 ou n=03; f est donc
continue en tout point de IR - D, et continue & droite mais pas & gauche

en tout point de DD .

Si, pour les décimaux d = do, d1 dZ ces dn , on considére 1'écri-

ture décimale "truquée" d = do , d] d2 .o (dn - 1) 99...9... 1l'application:

to, t, t, «.. >t

1 & 9 ¢t. 9 t, 9 ... vérifie les mémes propriétés que £,

0’ 1
au fait prés qu'en tout point de I, elle est continue & gauche, mais pas
d droite.

On peut aussi considérer, étant donné une sé&rie convergente

Ta , 3 termes strictement positifs, par exemple ¥ —% , et une bijection

v de N sur une partie A de R, par exemple Q, les fonctions k et

£ de R dans R définies par

— a.. _ a
k() = {n /¢ < x} et L(x) = {n % w%n& < x} B

Alors k et £ sont croissantes (si, de plus, A est dense dans R,

oo}

par exemple A =@, alors k et £ sont strictement croissantes),

On a sup {k(u) / u<x} =k(x) ; en effet, étant donné x €ER et
n €EN, 1l'ensemble des ¢(m) vérifiant : m<n et ¢(m) <x

étant fini, admet un plus grand &lément p ; alors : k(x) - k(p) < r:%?: ar .

= TN ’

puisque 1im — a =0, onabien su {k(u) / u<zx} =k(x);
n->-w r=n n

de méme : inf {k{u) / u> 2z} =k(z) si z ¢ A, et

inf {k(u) /u>ql = k(q) + a¢41(q) si q € A.

f est donc continue en tout point de R - A, et continue 3 gauche mais
pas 34 droite en tout point de A. De la méme fagon, £ est continue en

tout point de R - A, et continue & droite mais pas 3 gauche en tout point
de A,
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* UN MONSTRE

- —— - -

Nous allons maintenant construire une fonction f : R->R

dont le graphe G est dense dans R2 et connexe

La densité dans R? et la connexitd du graphe seront déduites
du fait que G rencontre toute partie fermée de R2 dont la premidre

projection contient un intervalle non ré&duit a un point,

La densité de G dans R? implique que f est discontinue
i gauche et 3 droite en tout point, car, pour tout (a, L)y e R? , (a, &)
est adhérent 3 g(l-», al) et d g(la, += [) ; en d'autres termes,
en tout point a de MR, tout point £ de R est valeur d'adhérence 3

gauche et 3 droite de f , ce qui fait, qu'en un certain sens, f est le

moins continue possible & gauche et a droite.

Préliminaires aux propriétés_de 1'application :

Soit A une partie d'un espace métrique E ; considéroms 1'ap-

plication x = d(x, A) = inf {d(x, a) / a € A} de E dans R.

Par définition de d(x, A) , un point x de E est adhérent

-~

3 A si et seulement si d{x, A) = 0O,

L'application x = d(x, A) de E dans R est continue ; soit,

en effet, x, yE€E ; on a :

Ya € A : d(x, A) - d(x, y) < d(x, a) - d(x, y) < d(y, a)
d'oli, puisque d(y, A) = inf {d(y, a) / a € A} :
d(X, A) - d(X, y) < d(y’ A)

c'est~d~dire :
d(X, A) - d(Y: A) < d(X, Y)

1'application =x = d(x, A) est donc continue.

La continuité de cette application permet de donner une caracté-
risation de la non connexitd ; elle est spécifique aux parties d'un espace

métrique, c'est-3-dire ne se généralise pas i tout espace topologique :
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Une partie A d'un espace métrique E est non connexe si, et

seulement si, il existe deux ouverts O; et 0, de E vérifiant :

OlnA#QS;OznAi&ﬁ
01002=¢

ACOpUO;p .

Supposons, en effet, que A soit non connexe ; il existe donc,
une partition de A en deux ouverts non vides Ay et Ap de A,
L'application C : x = d(x, Ay ) - d(x, Ay ) @&tant continue, les images
réciproques O0; = C_1 (1-=,0[) et 0y = C”1 (10, +o[) sont des ouverts

de E ; et ils vérifient :

0, N0y, =9

Propriétés_de 1'application :

Etant donné une application f:R >R, si le graphe G de f

rencontre tout fermé de R? dont la premiére projection contient un in-

tervalle non réduit 3 un point, ,alors :

(C) £ est discontinue 3 gauche et i droite, en tout point

car G est dense dans Rr2

(E) G est connexe.

FEn effet, d'aprés l'hypothése, G rencontre tout disque
de IR2 , donc est dense dans R ; alors, puisque le graphe G rencontre

tout rectangle Jt, ul x Jv, wl de R? ,

mo< t<u<+o, —o <y<w<+® , en aucun point x, —o K x K o,

f n'a de limite, finie ou infinie, que ce soit a gauche ou a droite.
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Supposons, maintenant G non connexe : il existe deux ouverts

07 et 0o de R vérifiant
01“02=¢
G C 0,UO0,
Les premié@res projections pry (0;) et pry; (Op) sont des

ouverts non vides de /R, dont la réunion est égale & R ;

R &tant connexe

/
ces deux ouverts se
rencontrent donc ; 4
o« g . 0
c'est-d~dire qu'il bobe — o = — 2
» 2 ! -/"
existe a, by, by €R _ !
— s |
tels que (a, by) € 0y ~+ o i {
et (a, bz) € 02 . b VAN R T 'l_ -
. 1= - — - = - =] ~
0y et 0, étant ou- . | Lo N
verts, il existe € > 0 - | U 0]
tels que / E x —
-4 a-c a+e ’
la ~¢e, a+el x{b;} C0O, /

/
et la-e, a+el x {b} €0y . Soit x€ Ja-¢, a+el ; considérons
le segment I = {x} x[by, byl ; les ouverts 0; et 0, vérifient :

0NI#0, 0,NIT#@P et 0)NOy=¢; I Etant connexe, on a :
i ¢ 0; VU O, ; en résumé, pour tout point x de Ja -e, a+el , il
existe un point y de R2? tel que (x, y) € 0, VU0, ; IR = 03 U 0,
est donc un fermé de RZ? dont la premidre projection contient 1'intervalle

Ja-e, a+el ; coome RZ - 0; U0, ne rencontre pas le graphe, 1'hypothé&se
1 2

est contredite.
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Préliminaires & la construction de 1'application :

. n . .
L'ensemble des fermés de R a la puissance du continu.

Par complémentarité, cela revient A montrer que 1'ensemble @
des ouverts de R" i la puissance du continu. L'application qui; i un
point x de Rn, fait correspondre la boule ouverte de centre x et
de rayon 1 est une injection de R" dans © ;3 il suffit donc de montrer
qu'il existe une surjection d'un ensemble ayant la puissance du continu sur
Q; soit 0E€Q et x€ 0 ; O B&tant un ouvert, il existe un rectangle

ouvert §=zJa; , a'y[ x e+« x ]an , a' [

n \ ~ ~ ~
contenant x et inclus dans O. - N
Ve ™
Notons T 1'ensemble / 0, — _ — -, \
I T = = -
des rectangles ouverts ! | 5 | R o
] 1 i I
lg,, @' [ x «ee x 1q_, q' [ \ to x b
- . . 1
4 coordonnées rationnelles : \\ —_— - = = - - -
q1! q'l’ es e o ql’l’ q'neQ° - ﬂ\\/“/"/

@ étant dense dans R, il existe R € T contenant x et inclus dans S ;
en résumé, pour tout €lément x de O, 1l existe R &€ T, contenant x

et inclus dans O ; en d'autres termes, 1'application de 1'ensemble & (T)
des parties de T dans , définie par h(X) = U T est surjéctive ;

‘TEX
l'application :

la , q" [ xeee xdq 5 " [ > (a5 a'5 eee 5 a5 0" )
de T dans an étant injective, T est dénombrable ; T &tant infini

dénombrable, &(T) est de cardinal continu.

Construction de 1'application :

On peut construire, par récurrence, une application f : R > R

vérifiant : le graphe ¢ de f rencontre tout fermé de IR? dont la pre-

miére projection contient un intervalle non réduit & un point.

Considérons en effet, 1'ensemble A des fermés de R2 dont

la premiére projection contient un intervalle non ré&duit & un point.
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L'ensemble des fermés de R, ou de R2%, étant de cardinal continu, il en
est de méﬁe de A . Comme tout ensemble, A peut &tre muni d'un bon ordre,
c'est~d-dire d'un ordre tel que toute partie non vide admette un plus petit
élément, et comme pout tout ensemble, ce bon ordre peut &tre choisi initial,
c'est-a-dire, désignant par P le plus petit &lément de 1'ensemble, tel que
tout segment [P, F[ = {L / L <TF} de 1l'ensemble, ait un cardinal stric-

tement inférieur 3 celui de 1'ensemble.

Soit FE€EA, F>P, et h une application du segment [P, F[
dans R ; pri(F), contenant un intervalle non ré&duit 3 un point, est de
cardinal continu ; [P, F[ &tant de cardinal strictement inférieur au con-
tinu, pr;(F) n'est pas inclus dans 1'image de h ; nous noterons ¢ (h)

1'un des &l8ments de prl(F) - h ([P, F[).

Soit p € pry(P) ; puisque l'ordre sur A est un bon ordre, on

peut définir par ré@currence transfinie, une (et une seule) application

t de A dans IR , vérifiant :

t(P) = p

VFEA-{P}: t(F) = v(t / [P, F[)

ona t(F) = ¢(t / 1P, FI[) € pry(F) - t([P, F[) ; donc,
d'une part t(F) € pri(F) , d'autre part t est injective. Alors, 3
tout point a de t(A) , on peut associer un et un seul point £(a)
de R tel que (a, f(a)) €EF , ot t(F) = a ; on définit ainsi une
application £ de t(A) dans R, dont le graphe rencontre tout &lé&-

ment de A ; il suffit, maintenant de prolonger f & JR de maniére quel-

conque.
(On peut construire f de facon d ce que f soit un endomorphisme de

Q - espace vectoriel : Bourbaki Top. gén. Chapitre VI § 1 Ex 12),
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