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AVANT PROPOS

Cette brochure regroupe des exercices ou problémes posés aux &épreu

de BTS des dernidres années

afin d'élargir les champs d'investigation, les textes c
&té regroupés par thémes ; dans chaque théme, les sujets ont été cl

sés par ordre de difficulté croissante.

pour chaque sujet, sont indiqués la durée de 1'épreuve
le baréme, pour que chacun puisse mesurer le niveau de performance

tendu.

Cette brochure a été constituée, en gardant a 1l'esprit, trois idées

. l'utilisation prochaine d'un référentiel dans les section

techniciens supérieurs
. 1'utilisation par les éléves

. 1'utilisation par les professeurs.

1. L'utilisation du référentiel dans les S.T.S.

Le décret du 14 mars 1986 portant rdglement général du Brev
de Technicien Supérieur stipule au titre I° article 2 : "le brevet
technicien supérieur est défini par un ré&férentiel caractéristique
compétences professionnelles, technolegiques et générales requises

son obtention".

Le D.A.P.E.D., 3 la Direction des Lycées, méne en particuli
travail de rédaction du référentiel de mathZmatiques.

Des péférentiels provisoires existent déji et sont utilisés
1a délivrance de BTS par unités de contrdle capitalisables (Servic
formatiques ; Informatique Industrielle ; Mécanique et Automatisme

triel ; Electronique).



Les documents décrivent les niveaux d'exigence sur chacun des conterus
du programme et permettent au niveau des Epreuves de sérier les compé-

tences mises en Jjeu.

Les thémes présentés ici suivent le plan du référentiel en cours d'éla-

boration.

2. L'utilisation par les é&léves

Le regroupement par thémes permet de sortir du cadre étroit d'une

=

spécialité.

%, L'utilisation par les professeurs

Un certain nombre de programmes ont &té rénovés ; dans une spéciali-
té donnée il est parfois nécessalre de s'assurer que tel ou tel exer-
cice peut toujours &tre posé (par exemple des exercices sur "valeurs
propres" posés il y a quelques années en &lectronique ne figurent plus
qu'au programme d'assistant d'ingénieur, aujourd'hui).

La mention "corrigé " si.gnifie que le corrigé de ce texte figure
dans des brochures du groupe Inter-IREM déji publiée ou figurera dans

une brochure & paraltre (avec ces corrigés classés par thémes).

Enfin cette brochure sera &volutive:chaque année, les textes

les plus anciens (ou périmés) seront remplacés par les nouveaux.

D. Raulin et B. Verlant
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ALGEBRE

CHAPITRE | : NOMBRES COMPLEXES



EQUATIONS DANS C

1.1 CONSTRUCTION METALLIQUE 76 ( 4 points , durée totale : 1,5 heure )

Calculer le module et 1'argument du nombre complexe

- \/;+i¥3
»32+i\/6—

£n déduire la résolution dans l'ensemble des nombres come-

plexss de l'équation d'inconnue x
(- 3v5-+ iv€3x2 - (V§~+ iy53 =0

{n donnera les solutiuns sous leur forme trigonamétriquae, { { est & nem-

bre complexe de module 1, d'argument %).

1.2 ELECTRONIQUE 80 ( 4 points , durée totale : 3 heures )

1) Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes 1'équation d'in-
connue z :

22(1+tgzg—)+4jztg%~4=0 avec o < 6 <

INERNN'E

(j désigne le nombre complexe de module 1 et d'argument

2) Déterminer en fonction de 8 le module et l'argument de chaque
sclution.

corrigé

1.3 MICROMECANIQUE 84 ( durée totale : 3 heures )

{6 points)
Dans cet exercice, I’argument d’un nombre complexe est un réel de I'intervalle [ 0, 2 » |.
A tout réel ¢, donné dans Vintervalle [ 0, 4 » [, on associe I"équation '(Ew),- d’inconnue le complexe 2 :

(E,) 2(1 —cosg)z —2zsing+1=0

1. Résoudre (E w). Préciser, selon la valeur de ¢, le module et I'argument de chacune des solutions.



. v . ®
2. Lorsque y appartient 3 I'intervalle [ 0,2 n |, on appelle 2, la solution de (E ) d’argument—, et
pose Z = (z,)2. ¢ 2

1 :
Montrer que lZl = ReZ +?oo Re Z désigne la partie réelle de Z.

3. A tout réel ¢ de l'intervalle [0, 2 [ on associe, dans le plan rapporté 3 un repére orthonor

{0; 7,7 ). le point M d'affixe Z. On définit ainsi un ensemble F de points du plan. Détermi
la nature de F ; en donner une équation cartésienne.

1.4 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 82 { durée totale:2 heures )

( 6 points )

1 - Résoudre dans 'ensemble € des nombres complexes 'équation (E) du second degré

222 ~ 2 (3 + jsin28)z + jsin26 =0
7
ol j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument -2— 2t oU @ appartient 3 l'inter

10, = (.
2

- Déterminer le module et 'argument des deux racines z, et z, de (E).

On pourra commencer par exprimer z, etz en fonction de sin § et de cos 6.

- Dans le plan complexe on considére les points M, et M, d’affixes respectives z, et z,.

Démontrer que, pour § # % , la droite M‘ M2 est paralidle 3 'axe des réels.

1.5

ADJSOINT TECHNIQUE DES ENTREPRISES DES TP 80 ( durée: 3 heures )
( 6 points )

1

- Résoudre dans l'ensemble € des nombres complexes l'équatic

22 a1+ i) z+ i A2 =0 (1)

ou z est l'inconnue et \ un paramétre complexe.

Déterminer A pour que l'équation (1) admette pour solution

nombre 1 + i. Résoudre (1) dans chacun dea cas trouvés.

L'image M du nombre ) décrit dans le plan complexe le cerc

dtéquation x2 + y2 - x = 0. Donner l'ensemble des images,

plan complexe, des solutions de (1).




1.8 ADJOINT TECHNIQUE DES ENTREPRISES DU BATIMENT 78 ( durée: 3 heures )
( 10 points )

Au nombre complexe z, on assocle le nombre complexe Z tel gque

Z2 =22 - (9 - 2i)z + 26

- Résoudre dans ¢ 1'équation 22 - {9 ~ 2i)z + 26 = ©

(le résultat devra 8tre donné sous la forme algébrique).

- M désigne l'image de 2z dans un plan rapporté 3 un repd2re orthonor-
mé (O,{,E). Quelle est 1l°'8quation de l'ensemble Cl des points M tels

gque Z soit r@el ? (On pourra poser z = x + iy).

- Quelle est l'éguation de l'ensemble c, des points M tels gue 2 soit

imaginaire pur ?
- On désigne par @ le point de coordonnées ( % , =1 ). Déterminer les
équations de C, et de C, dans le repére (Q,E,S).

Tracer Cl et 02 B

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de C1 et de Cy -

[

1.7 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 83 ( durée: 4 heures )

{ 4 points ) corrigé

1. Réscudre dans l'ensemble C des nombres complexes 1'équation
o}
ST - (2+1)(cos ¢+ sin¢)d +21i + 3sing cosd = O

~ s hi -
od 1 est le complexe de module 1 et d'argument 5 et ou P est un
paramétre rcéel appartenant 3 [O,2n[.

. . cL = . 2
On pourra au cours des calculs utiliser 1'identitd (cos ¢ - sin¢)“ =
1-2sin¢ cos b .
2. Dans le plan complexe on désigne par M' et M" les points d'af-
fixes respectives z' et z" racines de 1'équation précédente. Déter-
miner l'ensemble décrit par M' et M" quand ¢ varie sur l'intervalle
[0,2n (.
3. Déterminer l'ensemble décrit par le milieu I du segment [M'M"]

quand ¢ varie sur l'intervaile ([0,2n[.



1.8 ELECTROTECHNIQUE 79 ( durée: 3 heures )

( ¢4 points )

1 - Soit :
3 a2 . . .
h{(z) = 27 - 3(1 - j§)2° - 8 jz + 4 F(1 - 3)

ol 2 est un nombre complexe et ol j2 = -1 .

1.1. Mettre h{z) sous la forme A(x) + jB(x) dans le cas ol z
un nombre réel x .
0O admet une solution ré

"

En déduire que l'é&qguation h(z)

que l'on déterminera.

1.2. Mettre z - 2 en facteur dans h(z).
Bn déduire les solutions de 1'é&guation h(z) = O.

1.9 ELECTROTECHNIQUE 81 ( durée: 3 heures )

{ 5 points ) core

Soit P la fonction polyndme de la variable complexe z définie
Pl{z) = 23-+a22 + bz + ¢

ol &, b, ¢ sont trois nombres complexes.

1. Déterminer les trols nombres complexes a, b, ¢ sachant que
P(2j) = 0 ; P(j) = =-2-j 3 P(1) = 1-2j .

2. Résoudre dans C 1l'équation d'inconnue u
u2»~2u+ 2 =0 .

3. Déduire de ce qui précéde les solutions de 1f'équation :
P(z) = 0.

(j est le nombre complexe de module 1 et d'argument %.)




1.10 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTFURS 85 ( durée: £ heures )

( 5 points )

Soit le polyndme Pi{z)= 2* + (6 -3 |1 2* + (B - 14j)z2 - 15]j

j est le nombre complexe de module 1 et d’argumentf;- .

1. Calculer P (— 3] et résoudre dans € I'équation P(z) =0.

2'. Représenter dans le plan complexe, par leurs irages M, , M;, M, les solutions z,, 23, %, de I'équa-
tion Plz} =0 =t montrer que les points M, . M, , M, sont alignés.

1.11

ELECTROTECHNIQUE 82  ( durée : 3 heures )

{ 4 points ) corsigé

Cn considé@re le polyndéme P de la variable complexe % d&fini par :
p(2) = 25 - 3224 (1429)2 + 10 - 55

{olt j est le nombre complexe de module 1 et dfargument 3

®

i

1/ Calculer P{1+23j) et résoudre 1'&guation P{%Z) = 0.

2/ Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (Gﬁff}f
construire les images Ml’ Mz, M3 des solutions 21,22,23 de
l'&guation P(2)=0. Démontrer que l'origine O est le centre du
cercle circonscrit au triangle (M1M2M3) .

1.12 ELECTROTECHNIQUE 86 ( durde: 3 heures )

( 8 points )

ol j est ie nombre complexe de module 1 et d'argument

Soit P {2} le polyndme de la variable complexe z défini par

Plz) = 22 -2(1+ 32 +Biz+1-7]

LS

5

1 — Calculer P (1 —j), puis résoudre !"équation P (z) = Q.

2 — Représenter dans le pian muni d’un repére orthonormé les points A, B et C d'affixes respectives

2,,2; etz,, ou 2,,Z, et z, sont les solutions de I'équation P (z) = 0.

Calcuier I'aire du triangle ABC {on pourra utiliser le produit vectoriel AB A AC).




.13

ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 86 ( durée : 4 heures )
( &6 points )

On donne le polyndme & variable complexe z :
P(z) = 23 — (7 + 3i)22 + (16 + 15i)z + 2 — 36i

. . "
ol i est le nombre complexe de module 1 et d’argument —.

2

1. Démontrer que Véguation P(z) = 0 admet dans € uné solution de s forme 2; = bi,ou b
ast un nombre réel.

2. Résoudre, dans © |, I'équation P{z} = 0.

3. Placer, dans le plan complexe, les points A, B, C d'affixes respectives 2, = 2§, 2z, = 3 — 2i,
23 = 4 + 3,
Caleuler la valeur exacte de la mesure de chagque ¢d1é du trisngle ABC,
Calculer, en degrés décimaux, 3 107 prés, la mesure de chaque angle du triangle ABC.

.14 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 83 ( durée : 4 heures )

( 3 points )

Dans €, corps des complexes, on considére le polynéme P défirn
par

P(z) = 22 -322+2-3.
1. Démontrer que P admet une racine réelle et deux racines imag
naires pures et conjuguées. On placera les images de ces trois

racines dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (O,

2. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x telle ¢

f‘(x) - 10()(-2-2)
x? -3x“+x~-3

Préciser l'ensemble de définition de la fonction f et détermine
la primitive de la fonction f qui s'annule pour x=0.




1.15 MECANIQUE ET AUTOMATISMES 84 (durée 1 heure )
( 10 points )

n
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et dargument —2—; m étant un para-
métre réel, on considére le nombre complexe z,, défini par :

—-;- +m+ i—‘é—-a—
z = ee———
B SLENES
a) Calculez la partie réelle et la partie imaginaire de z,.

b) Déterminez les valeurs de m pour lesquelles la partie réelle de z,, est nulle. Calculez
le module et un argument de z_ pour chacune des valeurs de m obtenues.

¢) Résoudre dans C, corps des complexes, I’équation
| (z+ i) = £ Z.4
V3

ol 2.1 désigne la valeur de z_ pour m = — 1.

1.16 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 85 (durée : 4 heures )

( 7 points )

1- Soit P le polyndme de la variable complexe z défini par :
Plz) = 2° —6iz? + (=12~ 2ilz+ 4+ 8
(i estle nombre complexe de module 1 et d‘argument —;—)
Calculer P (2i)

En déduire une factorisation de P(z).
Résoudre dans € I'équation P(z) = 0.

2 - Le plan (P) est rapporté & un repére orthonormé (0, T, V). Toutes les courbes seront construites
dans ce méme repére. Démontrer que les points A, B, C, images respectives des solutions de
I"équation P(z) = 0, sont alignés.

w

On considére I'application ¢ de € dans € qui au nombre complexe z = x + iy fait corres-
pondre Z donné par :

M est le point du plan (P) d'affixe z. ,
a- Déterminer et représenter I'ensemble E, despoints M du plan (P) tels que |Z| =1
b - Déterminer et représenter I’ensemble E, des points M du plan (P) tels que

Arg Z :—’2—'-+ kn . keZ



4 - Le Taisceau ge cercles (Ly) est gennipar :
x2 +y? + (A=2) x+ (\-6ly + 6-2Xx =0
ol A estun paramétre réel et (x,y) les coordonnées d’un point du plan (P).
Préciser I'axe radical et la droite des centres du faisceau (C,).
Construire le cercle Cg,.

Préciser la nature ainsi que les coordonnées des points de base ou des points limites du fai:

1.17 TNSTRUMENT OPTIQUE DE PRECISION 81 { durée : 4 heure )

( 3 points ) coppigé

t &tant un ré&el quelcongue, ré&soudre dans le corps des compl

1’éqguation : 24 - 222 cos{(2 t) + 1 =0

1. 18 MICROMECANIQUE 79 ( durée : 3 heures )

{ 4 points )

1 -~ Résoudre dans le corps des nombres complexes C 1l'équation :

e (5-1)%4va-41-0

(i désignant le nombre complexe tel que : i2 = - 1),

1.19 ELECTROTECHNIQUE 76 ( durée 3 heures )

( ¢ points )

I - Soit & résoudre dans € 1l'équation :
@O 2% +8 327 - 22 2% - 24 j2 417 = 0 avec §2 = -1.
19/ Former 1l'équation @ déduite de @ en posant Z = 2 + 2 j.

2°/ Résoudre dans € l'équation {z;2 - 2z + 3) (z2 +2 z + 3} = 0.
et en déduire les solutions de @ .

1.20 ETUDES DE PRIX DU BATITMENT 77 (durée :4 heures )

( 3 points )

1 - Soit 1'équation (E) 24 234222424120 2 est un nombro co

Montrer que si 24 est racine de (E) alors -3-]6 est racine de E.

Montrer que i est racine de 1'équation.
Trc iver les autres racines de 1'équation (E). Faire une figure et p

dans le plan complexe les points qui ont vour aflixes les solutions



1.21 ELECTROTECHNIQUE 84 ( durée : 3 heures )

(& points ) eorrigé

Dans ie corps C des nombres complexes on considére le polyndme (avec i¥ = — 1) :

Plz)=2* + {~4 —4i) 2> + (— 6 + 20i) 22 + (28 + 32i) z + 32 ~ 48i

1) Caleuler P{— 2} En déduire une factorisation de Plz} sous la forme : (z + 2) Qiz) ou Qlz) est un
polyndéme complexe du 3éme degré.

%} Démontrer que Véguation Qfz) = 0 admet une solution imaginaire pure que I'on calculera.

3} Achever la résolution dans C de I'équation Pz} = 0. Calcuier les modules des quatre solutions z,,
Z;. 2; 81 2. On notera 2, la solution ayant le plus petit module.

4} Dans le plan complexe représenter les points My, M,, M, et M, d'affixes respectives — 2, 4i, § — |
et 1 + i Montrer que M;, M,, M; est un triangle isccéle et que M, est le centre de gravité de ce
triangle.

1.22 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 83 ( durde : 2 heures )

{ 6 points )

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes 'équation 2% + 12 = 0. On denners pour chaque
racine, d'une part sa partie réelle et sa pastie imaginaire, d’autre part son module et son argument.

2. Résoudre de méme dans C I'équation 2* = 1 -+ §y/3 o1 § désigne le nombre complexe de module 1 et
A\ b )
d’argument 3
- On donuera pour chaque racine les mémes éléments que ceuz demandés dans 1a premiére question.

3. Résoudre dans € P'équation 2z — 22° + 4 = 0.

Déniontrer que dens le plan complexe les quatre points d’affixes respectives, les quaire racines de I’équation
précédente sont les sommets d'un rectangle que I'on représentera.




1.23 ETUDES DE PRIX DU BATTMENT 80 ( durée : 4 heures )

{ 5 points )

IT - n est un entier positif ou nul

; . n P .
1} Ré€scoudre 1'8guation z = { dans liensemble ¢ des nomb

complexes. Déterminer n pour gue 1 soit solution de 1'8guation

2) Soit flz) ={z + )" - i
Déterminer n pour gue 2z = O soit scolution de 1'é&guati
= G

Hs

m
iy
)
fot
p
s
b
o]
o)
W
L
4]
pos

3} Montrer gue le;
images dans le plan complexe qui appartiennent 3 un cerc
%.

donnera une é&quation cartégienn

6
@

1,24 CONSTRUCTION RAVALE 25 ( durde 2 heures )

{ 6 points )

1} Démantrar que pour tout nombre compiexe 2 différent de 1 :

1 -z R
P e I N 2 NN i
1z

¥

2} Riésoudre dans Usnsemble  § Véguation & 27 = 1 {les solutions seront exprimdes sous for
trigonométrigquel,

Yo ﬁ?gai exprimer, en fonction de y,
Syt e Byt 4 T

bu

3 Soit u, Vune des solutions de Uéguation ¥’ =
A= 1w 2u o 3t 4 du

1. On
P
al Examiner le cas o0 u = 1.

bl Pour u % 1, calculer (1« u) A et en déduire s valeur de A en fonction de u.

4) Application © caleuler

21 L & i1 g il 1w 20
St§-2c05~7—~+3ms—~§—«+4cos—7——§« 5cos-—?»~+ & cos ° + 7 cos =




NOTATION EXPONENTIELLE D'UN NOMBRE COMPLEXE

1.925 MICROMECANIQUE 77 ( durée : 4 heures )

( 4 points )

a désignant un nombre réel et z un nombre complexe, on donne
1%équation définie dans €, d'inconnue z :
2t e 223%™ L 221+ 1 sin2a)- 23 e%4 120

Résoudre cette équation dans ¢ (On pourra poser Z = 2z + % et
montrer que l¥équation proposée est équivalente 2 1%équation :

2+ =2 (z+2) +2(1 41 sin24) = 0)
z

1.26 ELECTRONIQUE 86 ( durde: 1 h 30 + 30 minutes )

( 4 points ) corrlgé

A tout nombre complexe z différent de 8, on associe le nombre complexe Z défini par :

_lz~6)z

z
z-8

1 — Quels sont les nombres z pour lesquels 2 = 10 ?

2 ~ On désigne par j le nombre complexe de module 1 et d’argument '% .

a} Quel est I'ensemble E des points m d'sffixe z=8+ 4 eja, lorsque le nombre réel ¢ décrit
I'intervalle [~n , 7] ?

bi Lorsgue m décrit 'ensembie E, quel est I'ensemble des points M d'affixe 2 ?

On représentera les deux ensembles de points mis en dvidence.

1.27 ASSISTANT(E) TECHNIQUE D'INGENTEUR 84 ( durée : 3 heures )

( 3 points )

Le Plan P est muni d'un repére orthonormé d'axes x‘Ox, y'Oy {unité : 1 cm). P* est le plan P privé
du point O.

A tout nombre complexe z = x + iy est associé le point d'affixe z, de coordonnées (x, y).

A — On considére I'application f de P* dans P telle que le point m d‘affixe z ait pour image le point
M d'affixe Z avec



1. A étant le point d'affixe 1 et B = f (A) son image par f, déterminer I'ensemble des p:
tels que

fim) = f(A) = B

2. Trouver I'ensemble () des points m d"affixe z = el (te R).

Donner une représentation paramétrique de I'ensemble f (y) en fonction du param

1.28 MAINTENANCE 85 ( durée : 3 heures )

( 5 points )

Soit pour tout n e N*, le réel Spy tel que :
.on . 2n X
Sn 1] 1 I R 1 2 e S + §iy
n n

¥ . % .
al On pose 2=c0s —+ isin— = e

Donner une expression simple de ia sornme

b} Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de cette somme .

1
En dédusire I'égalité Sp = —

tq =
g2n
Sq
et lim (»——-—
n
E I ]

7.29 ELECTROTECHNIQUE 83 ( durée : 3 heures )

( 8 points )

8 étant un param@tre réel et z une variable complexe, on considé
polyndme P de la variable complexe z d&fini par

3.
248 358

ol
P(z) = z° - (2e cosg)z + e .



{.Calculer P(eJe) et résoudre 1l'équation P(z) = 0.

2. Pour une valeur donnée du paramétre 8, on désigne par M1 et M, les

2
images respectives dans le plan P des nombres complexes

eJe et (eJe}2

et par M le point du plan tel que EW?:EWQ +6ﬁ;.

2.1. Déterminer 6 pour que le point M appartienne au cercle (€)
de centre O et de rayon 1. Quelle est alors la position cor-
respondante de M ?

2.2. Déterminer 6 pour que l'isobarycentre des trois points M, M1
et M, appartienne 3 (). En supposant O < 8 <m, donner la

valeur décimale approchée de 8 3 10“u prés par défaut.

3. Soit N le point du plan tel que ON = £(8) . OM.

; avec
2j8 ZJS)

(6) = Re(e ) + Im(e

3.1. Déterminer € pour que N appartienne au cercle (E).
Préciser les positions correspondantes de N.

3.2. Calculer la valeur exacte de 1'intégrale I telle que
3n

8
I :j £2(0) a8.
m

o}

az+b

vFONCTION 2 Z b
cz+d -

1.30 ELECTROTECHNIQUE 77 ( durée : 3 heures )

( 5 points )

i{ = Dans le plan complexe rapporté 3 un repdre orthonormé on considadre les
points :

n dtaffixe z

M d'affixe 2

x + iy

X + 1Y tel que 3 = : L2

- &

[}

A d'affixze 1.

1.1. = 1.1.,1, Démontrer que si le nombre complexe z = x + iy a8 1'unitéd pous
module, le nombre 3 = } t : (z #£ 1) est imaginaire pur.

Préciser alors l'ensemble (C) des points m et 1l'ensemble (A)




- 19 ~

des points M.
1.1.2. Démontrer que pour tout z appartenant 3 € - {1}, lea p
A, m, M sont alignés.
En déduire la construction du point M connaissant m.
1.2. - Déterminer 1'équation cartésienne de 1'ensemble (I) des points
que |8] =V2.

Préciser la nature de ().

1.31 ADJOINT TECHNIQUE D' ENTREPRISE DU BATIMENT 82 ( durée : 3 heures )

( 8 points ) corrigé

A tout nombre complexe z non nul, on associle le nombre complexe
7 = %(z - %). On désigne par M et P les images respectives de z et

dans le plan P rapporté a un repére srthonormé.
{4 - Déterminer les valeurs de z pour lesquelles on a @ Z = 2 + 2i

2 - On écrit z sous la forme trigonométrique z = ri{cos 8 + isin

(r >0 ; -1 <8 < 1l.

Calculer en fonction de r et 8, les coordonnées (X ; ¥Y) du p<

dans le plan.

3 - Pn appelle {(C) ltensemble des points M du plan tels que Z so:
ippaginaire pur. Déterminer une relation entre r et 8 caracté:

les points M appartenant a (C).

1.32 ELECTRONIQUE 80 ( durée : 2 heures )
( 10 points )

On désigne par j le nombre complexe de modulec 1 et dtarg
b ar P le plan complexe rapporté au repére orthonormé 0, T, ) «
I P

par P® le plan complexe privé du point A d*affixe - j. Soit £ l'app
de P vers P qui, & tout point m de P® d'affixe z = x +'Jy associe

point M dtaffixe Z = X + JY tel que Z = : : T

1 - a) - Déterminer l'ensemble E des points m tels que Z soit réel.



b) -~ Déterminer l'ensemble F des points m tels que Z soit imaginaire
pur.

¢) - Déterminer l'ensemble G des points m tels que f(m) = m.

Ltapplication f est-elle bijective ?

Soit D la droite d'équation y = O, Déterminer en fonction de l'abscis
se x dfun point m de D, les coordonnées X et Y du point M associé a n
On pose X = tg,-g avec t € ]-m, + nf Calculer X ct Y en fonction ds t.

Quel est l'ensemble C des points M lorsque m décrit D ? Le point
H°(1, 0) appartient-il & C ?

NOMBRES COMPLEXES ET CONIQUES

1.33 EQUIPEMENTS TECHNIQUE DU BATIMENT 82 ( durée : 4 heures )
( 8 points)

Le plan affine euclidien P est rapporté & un repére orthonormé (O,—i.,‘j.) avec [lill = 2 {unité 1 cm).

1 - Montrer que la courbe {H) d’équation :
x2-y2+x+1=0
est une hyperbole dont on précisera le centre de symétrie, les sommets, les foyers et les asymptotes.
Donner une équation de la tangente & (H) en chacun des points d’abscisse 0.

Construire la courbe (H) ainsi que ces tangentes.

2 - A tout point m de P, d’affixe z = x + iy, on fait correspondre le point M d‘affixe

Z=(z+1+1i)(z-1)
2.1 - Trouver z tel que Z = 0.
2.2 - Donner la forme algébrique X + iY de Z, en fonctionde x et y.
2.3 - Démontrer que Z est imaginaire pur si, et seulement si, m € (H), (H) étant la courbe de la partie 1.

2.4 - Trouver l'ensemble (C) des points m tels que Z soit réel ; donner I’équation cartésienne
y = f(x) de {C) ; donner une équation de la tangente 3 (C) au point d"abscisse 0.



Lonstruire (C) dans le méme repére que précédemment.
‘ D'étérminer les points d'intersection de (C) et de (H).

Que peut-on dire de Z si m est l'un de ces points 7

1,34 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 86 ( durée : 4 heures )

( 8 points )
1 - Soit I'équation :
22—z +iVA +30+iV3E =0
dans laquelle z désigne la variable complexe et i le nombre complexe de module 1.
d’argument z, !
2
1-1 - Résoudre cette équation dans € et représenter les images A et B des solutions dans
plan complexe de repére (O, U, v ).
1-2 - Ecrire une équation de "éllipse de centre W (1, 0}, passant par A et B et dont les ax
sont paralléles aux axes de coordonnées.
2 - Soient {x, y) ies coordonnées d’un point dans le repére {0, U, v).
2-1 - Déterminer la nature, e centre, les sommets, les foyers de la courbe d'équation :
Ix* + 4y —B6x —- 9 = 0.
2-2 - On définit une famille de courbes {Cy ) dépendant du paramdtre X par son équation :
12 2 i
b= Yoy em
4 by
Déterminer suivant les valeur de A la nature et les caractéristiques des courbes ).
Tracer dans un méme repére les différentes courbes {C,) possibles.
3 - Soit I'équation différentielle :

X — 1
x* — 2x — 3

dans laquelle x désigne la variable et y est fonction de x .

y' =

3-1 - Résoudre "équation différentielle.

3-2 - Déterminer la solution particuliére prenant la valeur V'3 pour x = 1.

Montrer que la courbe intégrale correspondante est une partie de la courbe étudiée a
paragraphe 2-1.




NOMBRES COMPLEXES ET FONCTIONS NUMERIQUES

.35 ELECTRONIQUE 83 ( durée : 2 heures )

( 10 points ) : corrigé

A la variable réelle t, t € R+, on associe la variable complexe
2z par la relation :

1 + it
1 + ait

oll a est un paramétre réel tel que O < a < 1 et oll i est le nombre
complexe de module 1 et d'argument % . On appelle ¢ l'argument de z
et on désigne par M le point image de z dans le plan affine eucli-
dien P rapporté au repére orthonormé (0;3,3).

1. Calculer les coordonnées x et y de M en fonction de t et y. Dé&-
montrer que le point M est situé dans le premier quadrant du
plan ; peut-il &tre situé sur 1l'un ou l'autre des deux axes de
coordonnées ?

2. Calculer ¢ en fonction de t et de a. Démontrer gque, lorsque t
décrit ®' , ¢ appartient & 1l'intervalle [O,%[ et passe par un

maximum ¢m gque l'on exprimera en fonction de a :

2.1 3 l'aide de la fonction arctan ; (la notation arctan désigne

la fonction arc tangente).

2.2 & l'aide de la fonction arcsin ; (la notation arcsin désigne
la fonction arc sinus).

3. Lorsque t décrit m*, le point M décrit une courbe () dont on
déterminera une égquation cartésienne. Prouver que () est une
portion d'un cercle dont on déterminera en fonction de a le
rayon et les coordonnées du centre.



4. Retrouver, 3 1'aide de la courbe (®), les résultats sur le
mum ¢m de ¢ introduit 3 la fin de la seconde question,

NOMBRES COMPLEXES ET COURBES EN POLAIRES

1.36 ADJOINT TECHNIQUE D' ENTREPRISES DU BATIMENT 83 ( durée : & heures )

( 10 points ) corrigéd

N

A tout nombre complexe z on ie ie e plexe Z tel que :

=lsl*+z*

ol | z | désigne le module de z, et = le complexe conjugué de z. On désigne par m et M les images respe
z et Z dans le plan P rapporté 4 un repére orthonormé (O ; i, 7) .

1. Caleuler les coordonnées (X, Y) du point M en fonction des cordonnées (x, ¥) du point m.

2. On écrit z et Z sous la forme trigonométrique :
z=r(cos® + isin B, reR*, 6 €] ~ x,n]

Z=rpleose+ising), peR*, ¢ €] - =, w}
Caleuler p et ¢ en fonction de r et 8. -

3. On suppose que o point m déerit e cercle © de centre O et de rayon 1 . Démontrer que P'ensemble des §
correspondants est un cercle 6’ dont on précisers le centre et le rayon. .
4. 4.1. Déterminer une relation liant r et 9, caractérisant les points m tels que M appartienne au cercle 8
4.2. Dans le plan P, on considére Iz courbe I',, définie en coordonnées polaires par :
i J L
F o=t o e ——y
2 cos § 2 2 [
Démontrer que I', posséde un axe de symétrie.

Etudier les variations de r en fonction de § . Traces T, . et en déduire I', ensemble des points m tel
appartienae 3 6.

.

1.37 INSTRUMENTS DY OPTIQUE DE PRECTSTON 85 ( durée : 4 heures )

( 8 points )

. i .
A tout nombre complexe z non nul, on associe le nombre complexe Z = {z - 'i)' On désigne par

et M les images respectives de z et Z dans le plan P rapporté & un repére orthonormé.
1. On écrit z sous la forme trigonométrique :z =r {coss « isine) {e compris entre 0 et 2x).
Calculer en fonction de r et s, les coordonnées (X, Y) du point M dans P.

2. On_appelle {C) I'ensemble des points M du plan P tels que Z soit imaginaire pur. Déterminer w
relation entre r et s caractérisant les points M appartenant & (C).



3. Construire I'ensemble (C) dans le plan P, en considérant la relation obtenue & la question précé-
dente comme une équation polaire de (C). On précisera les points de (C) ou la tangente est paral-
léle 3 I'axe des ordonnées.

4. Calculer, en unités d'aire, la mesure de |'aire de la pame du plan limitée par la courbe (C) et ia
droite d'équation y = x.

1.38 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 85 ( durée : 3 heures)

( 10 points )

1) Soit & un nombre réel tel que 0 < 6 <, Déterminer en fonction de 6 e module et un argu-
ment du nombre complexe

1~cos 6+ising
1+cosf —isind
2) Dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé (0; TT) (unité : 2 cm), on considére ia courbe (I)
6
d’équation polaire r = tan ~2—

{on rappelle que tan est le symbole ce la fonction tangente).

a) Démontrer que (I') admet un axe de symétrie.

b) Démontrer que (') admet une asymptote et préciser la position de (') par rapport & cette
asymptote.

¢) Tracer la courbe (I).

d) Exprimer, en cm?, la mesure de |'aire intérieure de la boucle formée par (T').




NOMBRES COMPEXES ET ALGEBRE LINEAIRE

1.39 ELECTRONIQUE 78 ( durée : 2 heures )
( 10 points )

On désigne par j le nombre complexe de module 1 et d'argument -;—
Y le nombre complexe de module 1 et d'argument —23’5. On rappelle que {1, 3

wne base de €, ensemble des complexes, qui est un espace vectoriel sur R.

1 - Le conjugué de Y étant noté Y, démontrer que :

1+Y+Y2=0 et ¥2

=:‘-'

2 - Démont_rer que {1, Y}est une base de €. Tout nombre z =x + j ¥ { x et
s*exprime donc sous la forme z = a + YDb (a et b réels). Exprimer x e
fonction de a et b, et inversement a et b en fonction de x et y. En d

ljeg matrices P et Q définies par s

G) -+ ) + (@) ()

Vérifier que P est inversible et que Q = P-1. Quelles sont les compos
de j et de Y dans la base {1,v}2

1}

3 ~ Calculer en fonction de a et b le carré du module de 2 = a + bY .,
Déterminer les composantes dans la base { 1, Y } des nombres complexes
vanis @ '

3,1, - Le conjugué Z du nombre z = a + Y b.

3.2, = L'inverse—;j du nomb:;e z =3 + YD supposé non nul.

3.3, = Les produits Yz et Y z. .

3.4, - Le produit des nombres z = a + YD et z'= a' + b'Y. (a, by, 2%,

sont réels).

4 - Soit f l'application de € dans € qui,au complexe z, agsocie son conjug
Ecrire la matrice A de f dans la base {1, 3 } et la matrice A' de f da

base {1, Y}. Calculer p"1 4 P et comparer avec A'.







CHAPITRE 11 : ALGEBRE LINEAIRE



ALGEBRE LINEAIRE - SYSTEMES LINEAIRES

2.1 INSTRUMEKTS D'OPTIQUE DE PRECISION 82 ( durée : 4 heures ) corrigé
( 6 points )

a et m désignent deux paramétres réels, on considére le systém

d'inconnues réelles x, y, 2 et t

(m+1)x + (m+1)y = 2
X+ y + mz = 2
(m+)x+ y + (2m+l)z + t = 5
2my + oz + (m+1)t = a

1) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la matrice associt
n'est pas inversible.

2) Pour chaque valeur de m ainsi trouvée, résoudre le systéme dai

4 . .
R en discutant suivant les valeurs de a.

2.2 SERVICES INFORMATIQUES 83 ( durée : 3 heures )
( ¢ points )

1 - Résoudre, dans ﬂ3, le systéme :
3x + 2y + z = a
2Xx = y + z = b
X + 3y + 22 = ¢

ou a, b, ¢ sont trois nombres réels donnés.

2 - On considére la matrice :

3 2 1
A = 2 - 1
3 2

De la premiére question, déduire A'1 y, matrice inverse de A.




2.4 SI 84 ( 4 points )

Soient les matrices a trois lignes et 3 trois colonnes

atll b11
A=} 1a1 et B={1b1
11a 11b

Existe-t-il des couples (a,b) de nombres réels tels que les matrices A et B soient inverses |'une de |

2.3 T 85 ( 5 points )

Résoudre et discuter si a est élément de IR le systéme d’équations’:
ax+y+z =1

x+ay+z = a,

]

x+y+az = a?

2.4 SI 86 ( 4 points )

Soient les matrices & trois lignes et & trois colonnes

{2 a 3 : /-3.8 18
A=|1 30 B=|-37 -12
0 -1 1 -1,2 -3

1 — Calculer la matrice M= B x A

2 — Déterminer fa matrice M= inverse de la matrice M.

2.5 COMPTABILITE ET GESTION 79 ( 1 H 30)
( 10 points )

On appelle M. l'espace vectoriel rdel des matrices carrées d'ordr
>

ct I 1a natrice unité de cet espace :

1 0 0
I= Qe 1 0
0 0 1

BEtant donnce la natrice A :

{1 2 2\
 — 2 1 2



on concidire l'ensemble E -
E= !d.d +B.I /deER, BelR |
1 - Dépontrer quc E est un cous—espace vectoriel de JM, de dizenzion 2.
4

. 2 P .

2 ~ Démontrer guc A est un élément de E. Déterminer les coapozantes du vectour
2 . PR

A" dans 15 base {A, I}. En ddéduire que E ect stable pour la multiplication

des matrices,

3 ~ 3.1, ~ Déduire des résultats précédents la matrice A“1 définie par :

-1 -1

A.47 = A" A =1 (L" est appeléde matrice inverse de A

3.2. = Hésoudre dans FS le systipe

se

X + 2y + 2z =1
2 x + Yy +2 2=«

S

2x + 2y + g = 2

2.6 COMPTABILITE 80 ( 10 points )

1 - Soit E un espace vectoriel rapporté 3 une base (i, J;, k). On consi-

dére les 4 vecteurs U, V, W, t appartenant 3 £ et donnds par leurs

coordonnées dans la base (f,‘f, ).

2 m 1 1 1
DY EE! ; vl 2n ; Wi od ; T
1 1 2 m 2(1 - m)

1.1. = Pour quelle valeur du réel m les 2 vecteurs U et Vv sont-ils

linéairement dépendants ?

1.2. = Pour quelles valeurs du réel m les 3 vecteurs U, V, W sont~ils

linéairement dépendants ?

1.3. - On suppose m = 1., Déterminer les réels X, ¥, z tels que :

XU + yV + zW = t

Combien y a-t-il de solutions ? Justifiez la réponse.

2.7 COMPTABILITE 81 ( 10 points )

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et d2 base 3 = (i, j, #:

X
y
z

On notera le vecteur V = xi + yj + 2k Vv = (



1\ -1 2
On pose u z (2 pv <poalf, w o=l a R
3/ -a 8
1= 2
(234 Moz 2 a 1
\3 =-a 8
1 - Démontrer gqu'il existe un a unigque pour iequel la matrice M est

non inversible.
Donner dans ce cas une relation de dépendance linéaire entre u, v,

Quel est alors le rang du systeme (u, v, W) ?

> - Dans le cas a = 12 résoudre le systéme lincaire noté
x 1
matriciellement Mty E 5
Z 1

2.8 COMPTABILITE 82

2 - Dans un espace vectoriel réel E, rapporté a la base 8 = (_i', T * ). on considére les 3 vecte

(1) 3 R
e (1 & -1) & 1)
"\ 2(0 3(—1

2.1 - Montrer que B' = (¢&_, &,

Y 2,e3) est une base de E.

2.2 - On considére I'endomorphisme de £ défini par :

f(e1) =3 L e, ey = e
fle,) = e +e, —e; = e
fle;) = e ~e, —e; = ey

2.2.1 - Trouver la matrice M’ de f dans la base B8°.

2.2.1 - Trouver la matrice M de f dans ia base B.

2.9 COMPTABILITE 83

1 - Soit E un espace vectoriel de dimension 3 rapporté 3 une base {T i, k).

Soit a un réel quelconque et A la matrice.

1.1 - Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle non inversible 7



1.2 - Soient {es vecteurs X et B de composantes: X = | vy , B= -3

On considére e systéme écrit matriciellement :

AX = B
1.2.1 - Résoudre ce systéme danslecasot a = 0.
1.2.2 - Résoudre ce systéme danslecasol a = 3.
1.23- Ppur a = 1, calculer A"' |, matrice inverse de A, et résoudre le systéme obtenu.

2.11 COMPTABILITE 85 ( 10 points )

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur IR rapporté 3 une base B = ( (N k).

L’endomorphisme f de E (application linéaire de E dans E) est défini par sa matrice F relativement &

-2 -3 6
la base B F= 3 1 5
3 4 -7

- -

Onposef(7)=3:f6)=\7;f(k):w

-

1°/ Démontrer gue w est une combinaison linéaire de u et de v et déterminer les réels p et g tels que
wW=pu +qV

2°/ Soit V =xi +vyj + zk unvecteurde E
En utilisant |a premiére question, calculer les réeis a et b tels que
f(Vi=alu +bv
(onexprimera aetb en fonction de x et dey)
3°/ Soit N=-3i+4j+k
a) vérifier que f(N) =o0

b) démontrer que,si f (V) =o0 alors V = a N {a désignant un nombre réel)

2.12 COMPTABILITE 86 ( 10 points )

Soit E un espace vectoriel de base B = (T, "’, K), m un réel et g l'application linéairede E dans E
définie par :



- -, - - -
e, =gli)=i+mj+k
- - - -+ -
e; =glj) =i+j+mk
e =gk =T+ m-NT7T+K

1 — Donner la matrice A de g dans la base B.
2 — Pour quelles valeurs de m la famille (;,,é;,gs) est-elle libre 7

3 — Onsuppose m= 1

X
Soit X = (y) B = (‘l ) et C= (—-1) les matrices représentant 3 vecteurs de
z 3

danslabase (i, j, k).

1
w

a) Résoudre le systéme écrit matricigllemment A X

i
o

b) Résoudre le systéme écrit matriciellernent A X

4 — Onsupposs m= —1
—- e -
a) Démontrer que (e,, e,, e;) estune base de E.

b} On considére f Vendomorphisme de E défini par
() = =T+7 ; tHH=27T+K ; K =7-K

Ecrire M la matrice de f dans ia base (T, 7, K} et M’ lamatrice de f dans la base
(€7, &, ).

{On rappetle qu'un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E.

2.13 ELECTRONIQUE 76 ( durée : 2 heures )
( 10 points )

£2 #4ant un espace vectorisl de dimension 2 sur R, repportd & Ia |

B = {T, 7)., on conaidéza l'epplicstion linéairze ? de E§ vers £, do
\ 4

trice A rslstivement 'd B est A = (; § .

i) Cslculer Az et vérifier la relation Az - 28 -« 31 =« D (1}

10 (L
dans laquelle I -(0 ’) 8t ) &(0 0)

Soit J c(? ;) . Calculer J2.



Montrer que A& peut s'écrire sous forme d'une combinaison linfaire

al + BJ dee matrides I et J, {=,8) € RZ.

Retrouver slors 13 relstien 71},

2} On se propose de déterminer les vecteurs propres U€:Ez (w2 0) de
coordonnéze x et y vérifisnt 3 #(T) = AT {AER).

Montrer gue le coupls {x, y) des coordonnées de U est solution du
systims

({1 =2lx ¢+ 2y = 0O

i 2x + {§ =2}y = O.

Montrer gue le systéme edmet des sclutions sutres que la sclution
nuile (0, 0) 8i et seulement si i est solution de l'éguetion :.

(i«i)z-'ds(}

Déterminer A, puis les vecteurs u.

1) Secit 3: (:)et 3} °3) deux wvecteurs rapportés 3 la base B. Montrer que
{Eggﬁa) est une base de £2. {(Ern utilisant la question 2), exprimer
7£§i) et ?(U}) dans la base (G‘, G}). ferire la matrice de ¢ dans ls

base (”1' “2)‘

2.14 ELECTRONTQUE 79 ( 10 points )

L'espace vectoriel réel E de dimension 3 est rapporté & une base

(i, 7, ¥). On considére la matrice :

1 3 -2 1 0 ©
M = 2 0o - 8 On notera I =] 0 1 0
1 -1 -2 0 o0 1

la matrice unité,

1 - Calculer le déterminant de M, La matrice M est-elle inversible ?
Calculer la matrice inverse M1,
2 -~ Soit le systéme :
X +3y=-122 =2
2x=-82z=~4

Xey=22z=6

Ce systéme est-il de Cramer ? Résoudre ce systéme (on pourra utiliser les
résultats du 1 ~).
3 =« Calculer le déterminant de la matrice M - AI.

On obtiendra un polynome du 3e degré en A dont %1 = - 1 est une racine.



Calculer les autres racines 12 et k}. Que représentent ces valeurs

4 - £ étant l'application linéaire associée a M, et sz, ¥, z) un vecte
résoudre : f(;) = AV pour : A= Ao =xy s A= Az On obtien
sous espaces vectoriels propres F1 ’ Fz ’ F3 de dimensiocn 1 et on 4
une base simple de chacun d'eux,

5 - Soit les vecteurs 31(3, 2, 1), ?2(12, 8, 1) et 7;‘3(2, 2, 1) de B, la
§¥, » T, s ¥g} est-elle une base de B ? Si oui, déterminer la matr
de lfapplication f dans cette base.

9.15 ELECTRONIQUE 80  ( 10 points )

Soit E un espace vectoriel dont une base e3st B = (f.'f,l
On appelle f l'application linéaire de E vers E, dont la matrice, d:
1a base B, est :
0 1
M = - 4 4 0
- 2 1 2

1 -« a) = Démontrer que 2 est la seule valeur propre de [.
b) - Déterminer le sous-~espace propre F associé & cette valeur

¢) - On pose ¥V = 1 + 2 J. Démontrer que (¥, K) est une base de

-

2 - a) - Démontrer que B' = (i, V}ﬂi) eat une base de E.

b} - Quelle esat la matrice N dc f dansz la base BY ?

1 1 [¢]
3 « a) -« On appelle P = 0 2 o} la matrice de ﬁassage de la
0 (e} 1

4 la base B',

Calculer P™1,

b) - Vérifier que M = PNP™'.

4 - a) - Démontrer par récurrence sur n que

1 o o
ynENT o, N = 2" {-n 1 o0
- o 1

b) -« En déduire l'expression de



2.16 ELECTRONIQUE 81 ( 10 points )

-

Soit E un espace vectoriel rapporté & une base B= (i,j) et [ 1tappl

cation linéaire de E vers E dont la matrice est :

a 3
A = avec a < 0 et d > O
-4 d

On posera si nécessaire :

o 0 ]
0 = ( ) etI:( )
o 0 o 1

1 = Soit pi{A) = 0 l'équation caractéristique de la matrice A, Ecrire cet
équation et déterminer a et d pour que 3 et 2 en soiént les
solutions, Dans toute la suite du probléme, a et d auront les
valeurs trouvées,

[
3

Trouver deux vecteurs propres V? et V respectivement asscciés aux

2!
valeurs propres 3 et 2 (on choisira pour coordonnées des entiers

naturels non nuls les plus petits possibles).,

5 - Montrer que {vl,v2> constitue une base J' de E ; quelle est la
matrice D de 1'application  dans cette base 7 Calculer Dn.

3 1

A 1), Vérifier que & = P D P™!

{ - On appelle P la matrice (

calculer As.

y = Deux suites numériques (un) et (vn) satisfont aux relations :

u = o-u_ 1t 3 Yo

n n 1

u
5-1 - Montrer, que si 1l'on pose Un = ( n) , ces relations sont équi-

s . v
valentes a la relation unique : n

U = A.Un y A étant la matrice précédente.
n - T

u
5-2 - Evaluer Un en fonction de U0 = ( 0) ; en déduire les valeurs

v

0

numériques de ug et de vg pour u, = 5 et Vo © 4,




2.17 ASSISTANT(E) D'INGENIEUR 79 ( durée :3 heures )
( 10 points )

. 350it B un espace vectoriel réel de dimension 3 rapporté i une base
B = (‘;'3,-) et soit f un endemorphisme de B représenté dans la base |
" .a matrice 1

3 2 -2
Am::-‘l m 1
1 1 m

ot m est un réel quelcongue.

= On considdre le vecteur U de E défini par t 4 = 1 + mJ =~ mk
Trouver tous les veoteurs V de E(V-= xI + y3'+ iﬁ)'tels que fm(V) =

Discuter suivent les valeurs de m.

= 2.1, = Dfterminer les valeurs prozres de l'endomorphisme fﬂ. (o &é
ninera leur nombre et leurs valeurs suivant le paramétre m).
vérifiera que le réel m + 1 eat valeur propre. ’

2,2, - Démontrer que pour une certaine valeur a ae m que l'on calcu
f, possdde une valeur propre triple que 1l'on précisera,
Trouver alors l'ensemble des vecteurs propres de f,..

~ Calouler (A - I )2. En déduire (A )” oti n est un entier positif.
(I est la matrice de l'applicatlon identique notée Iy).

w 4,1 = Démontrer que 1'image de E par (f - I ) est un espace vecio:

2 une dimenaxon ‘dont on déterminera une base e,

.- 2
4.2, - Déterminer un vecteur‘e3 teI,que fo(e )'=~33,+'Eé
4.3, - 81 e1 ‘est un.vecteur. propre de fo non colinéaire & e, e, (on do:

1) on considire la famille B' = (e1 ' 5 e3).

_ Montrer que B' est une base de E,
Quelle est la matrice BO représen»ant fo dang cette nouvelle
base ?

2.18 ASSISTANT  D'INGENIEUR 81 ( 10 points)




. = Soit f 1'application linéaire du R espace vertoriel R3 dans lui-
méme qui dans la base orthonormée directe (3, 3, k) a pour matrice

0 -1 1
a ) »
M= = 1 0 -1 a €R
V3 \ . 1 o '

1 - Montrer que f admet une' seule valeur propre réelle et déter-
1
miner les vecteurs propres associés.

2 -~ 2-1 - Déterminer le vecteur u (= H3 tel que :

ey =9l
f(}) = U A 3 ("A" désigne le symbole du procduit
f(E) =S Al vectoriell.

2-2‘— v étant un vecteur quelconque de R3 exprimer f(z) en
fonction de u et de v.

2-3 - On donne T = 1 (I + 3 + ﬁ) et J = —1(3 - 3). Détermirer X
| V3, vz

tel que (T, 3, E) soit une base orthornomée directe et
démontrer que dans la base (T, 3, ﬁ) la matrice de f est

o] 0 0
Mt = 0 0] -a
o] a o]

3 - Soit v € R3 V=xt+v3 . Z X. On dérinit par récurrence une
suite de vecteurs V. par 60 =V et pour tout n entier stricte-
ment positif Vn = f?vn-1) ’

3=1 = Calculer les coordonnées de vn en distinguant les ceux
¢as : n pair et n impair.
n
. > "1 ¥ &> o
3-2 « On pose w“’ng i k Montrer que Wn admet, quand
B —-+ © un vecteur limite W que l°'on définira.

2.19 ASSISTANT D'INGENIEUR 82 ( 6 points ) ecorrigé




Soit E un espace vectoriel de dimension 3, sur 1R, et soit frq un endomorphisme de E défini
ja bise N = (i, ], k} par sa matrice

/0 m m + 1
Am = 1 1-m 2 m IR}
2 2 -m

i~ Determiner, suivant les valeurs de m, le noyau de lapplication f_ : dans chacun des cas préci
neture, sa dimension et an donner, quand cela gst possible, une base.

2 - Démontrer que, powr m = 1, est bijective. Déterminer la matrice de son application réciproque f

En geduire le vecteur Q’T de E tel que f, (V?) = 3 {74- .§.+ k}. Que peut-on dire de \7:?

(]

Pour queiles valeurs de m la matrice A, est-elle diagonalisable ?
On remarquera que 3 est une valeur propre de toutes les matrices Am.

4. Lorsquem = 1, déterminer une base B de vecteurs propres.
Ecrire la matrice A de f, dans cette base.

2,90 ASSISTANT D'INGENIEUR 83 ( 8 points )

On désigne par M, Pensenible des muatrices (3, 3) i coefficients réels, et par & le sous-ensemble de M,

par :
/a b b
B = {Ma bc)y=10 e c]/{abc)er}.
. 9 ¢ g

4.¢Montrer que &, muni des lois habituelles d'addition des matrices et de multiplication d'unc matrice pt
nombre réel, est un sous-espace vectoriel de M, .

Déterminer une base de &, et en déduire sa dimension.

2. Trouver la condition nécessaire et suffisante Liant les trois nombres réels @, b, ¢ pour que M {z, b, ¢} soit
sible. Cette condition étant réalisée, caleuler M™* (g, b, ¢), matrice inverse de M {a, b, ¢}.

3. Déterminer les valeurs propres de M (g, b, ).

Dans le cas ot M (a, b, ¢) poss@de trois valeurs propres A, , %, , A, deux & deux distinctes, déterminer les ve
propres qui leur sont respectivement associés.



4. Soit f I'application linéaire de I'espace vectoriel R® dans lui-méme, dont la matrice dans la base canonique est
M{a, b, ¢).

Trouves la condition adeessaire et suflisante pour que les trois vecteurs

i 0 25
;JT 0 ::: -1 -l:; ¢
L] i ¢

forinent une base de R, .

) ) S -
Daus ce cas, éorive la matrice de f dans lo base {(u,, n,, «,).

6. 97  ASSTSTANT D'INGENIEUR 84 ( 8 points ) corrigé

Le plan P g3t muni d’un repére orthonormé (O, T, i} lunité : 1 cm). E est le plan vectoriel associé a P.

On considére :

{0, 4 ):

5x* +4xy +2y? +4x -8y -2=0

- d'autre part "application linéaire f de E dans E admettant pour matrice dans la base i .;T) :

>
I

1. a) Montrer que f admet deux valeurs propres x|, A, (A, < X, ).

Déterminer les vecteurs propres associés respectivement & X, et a X, - On appellera V, Iz vecteur
propre associé & A, et dont la premiére coordonnée dans la base (i, | ) est 1.

On appellera \72 le vecteur propre associé a A, et dont la deuxiéme coordonnée dans la base
i, 7 Yest1.

b) Montrer que {V,, V,) est une base orthogonale de E.

Donner la matrice A’ de f dans cette base.
¢) On désigne par e I"application identique dans E.

Maontrer que f2 = fof et ¥ = 2 o f sont des combinaisons linéaires de { et e,

2. Un peoint M de P a pour coordonnées [x, v} dans le repére (O,—iﬁ} et {X, ¥} dans le repére {0, \7‘ . {/; )



a) Caiculer x et y en fonction de X et Y.
b} Montrer que I’équation

X' +30Y +20X -2=0

est une équation cartésienne de (C) dans le repére (O, V, s \72')
c} Déterminer la nature de (C). Trouver les coordonnées de son centre de symétrie dans
(O, \7, , \7,) puis dans le repére {0, T, | ).

Tracer (C) avec précision ; les résultats numériques seront donnés avec deux décimales.

2.22 ASSISTANT D'INGENIEUR 85 ( 10 points )

\ est le symbole du produit vectoriel.

-
On considére I’espace vectoriel IR* sur IR, B = (i, I, k) sa base canonigue orthonormeée directe,

1. Montrer que f est une application linéaire.

-2 1 0
2. Etablir que f admet pour matricedans B :M = | 2 -1 0
3 -3

3. Déterminer la noyau et I'image de f ; donner une base de chacun d’eux.
I - -
SoitW=a1-. bj- ck ; trouverles vecteurs V tels que f(V) =W
Discuter suivant les valeurs de a, b et c.
-
4.n étant un élément de (N, calculer MM et les coordonnées de f7(V) en fonction de X,
5. Trouver I'ensemble des valeurs propres et des vecteurs propres de f. Construire dans IR® un

velle base B’ constituée de vecteurs propres et dont on précisera la matrice des coordonneé
rapport a B. Quelle est la matrice de f dans B’ ?







CHAPITRE 11l - ALGEBRE DE BOOLE



ALGEBRE DE BOOLE

3.1 SERVICES INFORMATIQUES 83 ( durée : 3 houres )
( 6 points )

Monsieur X, commergant accepterait de travailler avec la société Y
& l'une ou l'autre des sept conditions suivantes :
= 81 cette socidté lui impose du peracnnel, elle doit lui faire une
ristourne de 20 %, at lui agrandir son maéasin :
= 81 cette soclété lui impose du personnel, elle lui agrandit son
magasin et lui fait une campagne publicitaire ;
-~ 81 cette société lui impose un chiffre de ventes, elle lui fait
une remise de 20 % et une campagne publicitaire ;
. .
~ 81 cette société lui impose un chiffre de ventes, elle lui fait
une remise de 20 % et agrandit son magasin ;

- 31 cette société lui impose un chiffre de ventes, elle lui fait

une campagne publicitaire et agrandit son magasin ;

- - la société Y lui fait une campagne publicitaire, sans lui imposer

ni chiffre de ventes ni personnel ;

- la société Y lui fait une remise de 20 % sans lui imposer ni

chiffre de ventes ni personnel.
- En appelant A, B, C, D, E les cing variables booléennes dans l'or-

dre ou le texte les propose, écrire la fonction f de ces cing va-

riables, associée au choix de Monsieur X.

- La société Y impose 3 Monsieur X du personnel. La fonction f est
alors une fonction de 4 variables. L'exprimer sous forme canonique

disjonctive.
- La société Y propose a Monsieur X le contrat suivant : elle impose

du personnel, elle impose un chiffré de ventes, elle fait une ris-
tourne de 20 % et fait une campagne publicitaire.

Monsieur X a-t-il intérét i signer ce contrat ?




- . e
3.2 5r 84 {10 points )

Saoit un ensemble B, muni ;
- De deux opérations internes, notdes + et @ , appeldes addition et multiplication,
- D'une application qui § tout élément x de B, associe un dlément de B L Ao H e
complémentairs de x.

On suppose que Usnsemnble B a une structure d’'algebre de Boole. (L'élément neutre de + &
celui de ® estnotd 1}

Soient dans B les deux opérations internes définies pour tous éléments a, bde B :
- Somme disjonctive, notée (&) , définie par : a(Db = Ib + ab
- Equivalence, notée e, définie par ; ge—=b = ab + 35

1. Soient aetb deux éléments quelconques de B.

Prouvez I'égalité ; a®b=a~=b
en déduire l'égalité ; a—=b =3 b

2- On rappelle que B8 muni de @ est un groupe commutatif. Prouvez que B muni de ~ s
groupe commutatif.
3 - Soient a, b, ¢ trois éléments queiconques de B. Prouvez I'égalité :
8= bewc=a@®bDec
On remarquera que |'associativité de chaque opération permet de supprimer les parenthéses ; ain

(@-w—e b} w—wg = 3o {Do—ag) 2 geo—olomst

4 - Soit la fonction booléenne § de quatre variables binaires définie par :
fla,b,c,d} = ge—eb +ec w=d
4.1 Ecrire f{a, b, ¢, d) sous sa forme canonique disjonctive.
4.2 Dressez un diagramme de la fonction.

4.3 Donnez  fa, b, ¢, d} sous sa forme canonique disjonctive et indiquez comment est re
cette expression sur le diagramme de la question précédente,

<
4.4 Exprimez f(a, b, ¢, d}, uniquement 4 I'aide de I"épération (D)




8.3 ST 85 ( 7 points )

Soit la fonction booléenne f de quatre variables binaires indépendantes définie par :
fla,b,c,d) =abcd + acd + abcd + bc + abcd + abd + abe + abe
1) Simplifier f par une méthode graphique.

2) Donner les formes canoniques disjonctive et conjonctive de f.

3) On rappelle que I'opérateur NOR noté | est défini par : x ety étant deux variables booléennes

Xiy=x+y

Ecrire la forme simplifiée de la fonction f & Iaide du seul opérateur NOR

3.4 5786 ( 6 points )

Soit la fonction booléenne de quatre variables binaires indépendantes définie par :

fla,b,c,d = bd+abc+acd+abc+ab+ becd+abe
1 — Simplifier f.
2 — Donner la forme canonique disjonctive de T et la forme canonique conjonctive de f.

3 ~ On considére I"opérateur “’Implication” noté - définipar x»y = x + y.
a) Calculer x - 0, ‘

b)Ecrire xy, x +y etenfin f (a, b,c,d) aVaide du seul opérateur implication.




CHAPITRE IV : SYSTEMES DE NUMERATION



SYSTEMES DE NUMERATION

4.1 ARCHITECTURE INTERIEURE 85 ( durée : 2 heures )

( 5 points )

Déterminer la base a du syst®me de numération dans lecuel la frac-

tion 257 s'écrit : 10001
17 101

4.2 INDUSTRIES GRAPHIQUES 85 ( duréde : 4 heures )
( 5 poitnts )

1- Ecrireen base 2 le nombre qui s'écrit 37 en base 10
2 - Ecrire en base 10 le nombre quis’écrit 7C1 en base 16
3 - Ecrireenbase 16 le nombre quisécrit 1372 en base 8

Pour écrire les nombres en base 16 on utilisera les éléments de I'ensemble
A=101..... 9,A,B,C,.... F}
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CHAPITRE V : ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQUE



- CALCUL D'AIRE

S5 .1ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 80 ( durée : 4 heures )
( 5 points )

Soit (0,1,3) un repére orthonormé du plan. ||1]=]13l= 2em

[
i

Soit c, la courbe représentative dans le repére (o,f,f) de

2
y =x" , x 30

Soit C2 la courbe représentative dans le repére (O,I,ir) de

X=Y2:Y>/°

Trouver la mesure de l'aire de la portion de plan limitée par

Cl et C2 par l'axe des y et la droite d'équation x = 1

FONCTIONS RATIONNELLES

5.2 COMPTABILITE ET GESTION 82

(x + 1)3
{x —1)?
T

et (C) sacourbe représentative dans un repére orthonormeé (O, 1, T) unité de longueur : G,5 cm.

1- Soit f la fonction numérique de la variable réeile x : f: X b

1.1 - Quel est Fensemble de définition D de f ? Calculer les 4 réels a, b, c,d tels que :

. d
x —1 (x ~1)2

(Yx € D) f{x) = ax + b +

1.2 - Montrer que {C) admet pour asymptote la droite d'équation y =x + §
1.3 - Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C).

1.4 - Calculer I'atre A(X) de !a portion finie de plan limitée par la courbe (C), et les droites d'équar ons

y = x+ 5, x = 2, x =X e 1,2

1.5 - L'aire A{X)} a-t-elle une limite quand \ tend vers 1?




FONCTIONS CONTENANT LA FONCTION LN

5.3 CCMPTABILITE ET GESTION 79

Soit f la fonction donnée par
£(x) = 1.+ Log x
2
x
1 - Etudier [ et consiruire ca représentation graphique () dans un repere

norné.

2 - Vérifier que la fonction F tella que Fx) = - 2.+ Log x est une foncti
prinitive de 7,
En déduire l'aire S, du domaine plan limitd par 1z courde (C), l'axe x!

P . 1 .
les droites d'équation x = Y et x = (@hétant un nombre donné, strict

P 1
supériecur a g).

Cette aire 5, a-t-clle une linmite quand & tend vers +op ?

5.4 COMPTABILITE ET GESTION 81

1 - Soit la fonction f : R —R

2% 1 « x) P 1a
P —, ——— + Log ,Log desigant
1T = x (1 - X

fonction logarithme népérien (également notée 1ln).

tudier cette fonction :

-~ domaine de définition,

- sens de variation,

- limites aux‘bornes,

- graphe raprésentatif -courbe (C)- (repére orthonormé
d'axes x'0x, y'Oy),

- éq&ation de la tangente & la courbe (C) au point dfabscias

- recherche d'une éventuelle symétriec (i démontrer).

2 - Soit la fonction F : R - R

T+ ¥ -
Y b X Log(1 ~ x)

a) Déterminer la dérivée de F,

b} En déduire l'aire S(xo) de 1la portion de plan comprise entre

l'axe x'Ox et les droites d'dquations x = 0 et x = ¥ A
2) Cuslle est la limite de S(xo) quand X tend vers 1072

(
{x, tend vers 1 par valeurs inférieures),




5.5 EQUIPEMENTS TECHNIQUE DU BATIMENT 83 (durée : 4 heures ]

( 7 points )

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x telle que
f(x) = H(lnzx— 3lnx + 2)
(le symbole 1ln désigne la fonction logarithme népérien).

1. Préciser l'ensemble de définition de f et &tudier les variations

de f sur son ensemble de définition.

2. On désigne par € la courbe représentative de f dans un plan P

rapporté i un repére orthonormé (O,T,}) d'axes Ox et Oy (unité : lcm).
2.1. Etudier les branches infinies de €.

2.2, Déterminer les abscisses des points d'intersection de € et
de l'axe des abscisses. Montrer que € admet un point d'in-
flexion I dont on donnera les coordonnées ainsi que le

coefficient directeur de la tangente 3 € en I.

2.3. Tracer la courbe € dans le plan P.

2 . .
2.4. Calculer la mesure, en cm“, de l'aire de la portion de plan
comprise entre €, l'axe des abscisses et les droites d'équa-
tions x=e et x=82 ; en donner la valeur décimale approchée

3 0,01 prés par défaut.

~

3. Ecrire le développement limité & l'ordre 2 de la fonction f au
voisinage de x=1. En déduire la position de la courbe , par rapport
i sa tangente au point d'abscisse x=1, au voisinage du point-'de q

d'abscisse x=1.

5.6 ELECTRONIQUE 82 ( durée : 2 heures J

{6 points)

On considére fa fonction numérique f de ia variable réelle, telle que :

{Le symbole In désigne la fonction logarithme népérien).

On désigne par C la courbe représentative de la fonction f dans un plan P rapporté au repére orthonormé (O,
{unité de longueur 4 cm).



1 - Démontrer que la droite d'équation x = — 1 est un axe de symétrie de la courbe C.

2 - Etablir le développement limité 4 I'ordre 2 de la fonction f au voisinage de zéro.

£n déduire une équation de la tangente 3 C au point d’abscisse zéro et 1a position de C par rapport

tangente {au voisinage de zéro).

3. Dresser Ie tableau de variation de fa fonction f. Tracer la courbe C dans fe plan P.

ES DU BOYS 76 (durde : 3 haeures )

8 points

- 5cit la fonction numérique de la variable rdéelle x définie par

PO [0 1) e . e

Fixd = 2x - 1n ii v o) (In v signifie logarithme népérien de u
‘

3} ~ ttudier le sens de variation de f et tracer sa courbec re-

prisentative [ dans le plan muni d'un repdre orthonormé
d'axes x'0Ox, y'Oy. On appelle & scn . asymptote obliaue. 0

crécisera la position de [ par ropport & A .

Dio- A ltaside dlune antigration par partiss, calculer
A
H I ey
| lnsla,;)cfx o RECR et B3
Jy '

en didyire l'aire du domaine slan compnris entre C, 5 e+ 1.

droites didguations x = ¢ ot % = 5.

5.8 ELECTRONIQUE 8C { 2 heures )

6w 47 2.

{ 10 points ]

4

b} « En déduire l'existence d'um scul nonmb

gla) = O {Une valeur approchéc de @ es

-y o

¢) - En déduire le signe de g(t) sur [0, + @



Los (1 « e?x

2 = SolL f la fonction de H duns tdéfinie par r(x) - =21 s+ e ')

X
e

a) - Montrer que f'(x) a le méme signe que g(ezx) et s'annule po
la valeur %.Log a.

b) - Etudier [ et tracer sa courbe représentative C dans le repé
o, T, D).

Soit A(X) le nombre qui mesure en cm2 1'aire du domaine plan limi

par O 2t les droites d'équation y = 0 ; x = 0 et x = A (A > o),

a) = Calculer A(A) (On pourra utiliser une intégration par partie

b} - Montrer que A(1) a une limite lorsque A tend vers + o .

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UN POINT

5.9 INDUSTRIES GRAPHIQUES 85 (durée :4 heures )
(10 points )
Soit f la fonction réelle de Ia variable réelle x donnée par : f(x) = xinx — x
x + 1

ou in désigne la fonction logarithmique népérien.

1 - Préciser D¢ . ensembie de définition de f.

- 2 -"Etudier les limites de f aux bornes de Dy.

3.

4.

5. Etudier les variatior: de f sur Dg. O~ caleulerz 3 1077 prés le nombre o so'ution de "équation

Montrer que f peut étre prolongée par continuité au voisinage de zéro.

Etudier le comportement de f au voisinage de I'infini.

f'(x)} = 0 et on montrera que fla) = — q.

8- Montrer que I'équation {”{x) = 0 peut se mettre sous la forme In x = g {x) ol g estine
fonction rationnelle.

b- Etudier les variations de g et en déduire le signe de ** dans Dy.

c- Calculer a8 10°2 prés le nombre ., solution de I'équation f“(x} = 0.

Le.plan étant rapporté & un repére orthogonal (0, 7 j) (I[T1l=5cm ; I{TIl = 10cm), tracer Ia

‘courbe représentative C de f suri'intervaile [0;4].

Pn précisera les tangentes 3 C aux points d’abscisses respectives 0, a, f ete. (e estla base des
logarithmes népériens).

- Utiliser 12 méthode des trapézes pour trouver un encadrement d’amplitude 1072 de Iintégrale :

I = /‘ f {x) dx



5.10 SERVICES

o

TNFORMATTQUES 83 ( durée : 3 neurss )

{ 10 points )}

1 - On considére la fonction g de la variable réelle x définie s
R" par : gl{x) = x = 1 - x 1n x si x £ 0
g(0) = 1

1.1.- Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur R'

1.2 - Etudier le sens de variation de g. En déduire le signe

g(x), pour x réel positif ou nul. !

2 - Soit f la fonction numérique de la variable rédelle x définie

R+ *

f{x)

£{1)

par :

si x £ 1 et x>0

"

H
—

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan ¥

. ; , + s
rapporté a un repére orthonormé (0, 1, 3) (unité : 2 cm).

2.1

Etudier la continuité de la fonction f sur son ensemble
définition.

En utilisant un développement limité, au voisinage de C

a l'ordre 2, de 1n (1 + h), démontrer que f est dérivat

Etudier les variations de la fonction f.

Tracer C dans le plan P. On précisera la tangente a C :
point A(1,1).

» ’ . J—. . + % s
Démontrer que f réalise une bijection de R sur un int

le J de R que l'on précisera.

-1 . . R
f etant la fonction réciproque de: f, donner son ensei
de définition et son sens de variation.

Tracer, dans le plan P, la courbe I rgprésentative de
précisant sa tangente au point A.



FONCTIONS CONTENANT LA FONCTION EXP

3

5.11 COMPTABILITE 86 (durée : 1 7 30 )

( 10 points )

Seit la fonction numérigue f définie sur R par :

-2")<
flx} = x—2+2e
Soit € la courbe représentative de § dansun repére orthonormé (O, ?, ?) {unité : 2 em).

1 — Etudier les variations de f . Indiquer les limitesde f en + o et - oo,

' 2 ~ Montrer que la droite U d'équation v = x — 2 est asymptote & C.
Préciser la position de C par rapport 3 D.
3~ Existe-t-ilunpoint M de C telquelatangente 3 C en M soitparalldled D ?
4 — Tracer C.
&~ Soit b un nombre réel strictement supérieur 3 2. Calouler, en cm?, Paire A (b) de la partie du

plan située entre fes droftes d'équations x = 0 et %= b, C et . Calculer falimite de A (b}
guand b tend vers 4 e,

5.12 COMPTABILITE 85 ( cu 1R 30
{10 points )
L . 2 2%+ 3x
Soit { la fonction numeérique définie dans l'intervalle £ = [~ + oo par f{x} = —— T
Z @
et © s courbe representative dans un repére daxes x' Ox ety Oy { unite ge jongueur © | om |

2

. . - . X
1°/ Etudier f aux bornesde E {onadmettra que  lim = = o)

Kew +00 X

En déduire gue la courbe C admet une asymptote.
2°/ Erudier les variations de T =t donner le tableau de variations.

:

32/ Deéterminer les points d'intersection de C avec les axes x 'Ox 2t y'Oy.
Tracer Iz courbe C.

4°/ Verifier que le fonction F définie par Fix) = (= 2x} — 7 x—7)e  est une primitive de { sur .
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METALLIQUES §5
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Soit I'application fde * =R — {o} dans & définie par :

X

f(x) =

eX—1

2.1 Donner le tableau de variation de f, portant l'indication des limites aux bornes des interv
d’étude.

2.2 On nomme (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormal (0, i, j) d'axes x'0

y'Oy.

L'unité sur le graphique est représentée par 2 centimetres.,

Tracer la courbe {C) en précisant ses branches infinies.

2.3 Calculer I'aire du domaine plan (D) ensemble des points u(x, y) tels que :

1< x<3
o< y< f(x)
2.4 Calculer l'intégrale définie
3
/ [ fix)]? dx {on pourra poser u = eX—1)

1

et déduire du résultat la mesure, en centimeétres-cubes, du volume du solide de révolution en
dré par la rotation du domaine (D) autour de la droite x'Ox.

5.14 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 84 ( durée 4 heures ) corrigé

( 6 points )

Pour réaliser un motif décoratif devant un immeuble, le maltre d'eew
a choisi comme profil d'une structure en béton une partie de la court
(c¢), courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthonormé

(o ; T, de la fonection

IR —> IR
x»———ﬂezx (1 - x)
1. Etudier f. Préciser en particulier sa limite en -
2. Construire (c). On précisera le point d'inflexion et la pente de ]

tangente 3 (c) en ce point.

3. Déterminer les réels a et b de telle sorte que la fonction



IR ——=> IR .
F = solt une primitive de f.

xt—y (ax + b)ezx
4. En déduire la mesure de 1'aire de la partie du plan comprise entre la
courbe (c¢), l'axe (ox), 1'axe (oy) et la droite d'équation x = a (ou &

est un réel négatif).

Cette mesure d'aire admet-elle une limite lorsque O tend vers —w ?

5.15 COMPTABILITE 83

2 - Soit f la fonction numérique de la variable réelle x :

1 X+ 1
f:x—~—«>2x+~-§-

2 e -1

(C) sa courbe représentative.

2.1 - Préciser ’ensemble de définition D de cette fonction.
Montrer que f est impaire.

En déduire I'existence d’un intervalle d’étude réduit sur lequel on étudiera la fonction.

2.2-22.1- Montrerque Vx € D |, f(x) = 2x + a + ;
e* -
oG a et b sont deux constantes réelles que ['on déterminera.

En déduire I'existence d’une asymptote a la courbe (C) au voisinage de + o=
2.2.2 - Déterminer I'asymptote 3 (C) au voisinage de - o,

2.2.3 - Preciser V'allure de la courbe au voisinage de zéro.

2.3 - Etudier les variations de f. Tracer la courbe (C) dans un repére orthonormé {0, T ﬁ
{unité 2 cm).

1
;o X)) =2x - - +
2 e* - 1

2.4-24.1- Montrerque  Vx e D

2.4.2 - Endéduire I'ensemble des primitives de f sur D).

2.4.3 - Calculer I'aire de la partie du plan limitée par 1a courbe (C), la droite

" . 1 . , .
d'équation  y = 2x + —2~ et les droites d'équations x = Leg?2 et x = Log 4.




5.16 FORGE ET ESTAMPAGE 85 (durée : 2 heures )

( 16 points )

1ére partie :  Soit la fonction
i

R -
f=< )
eX
K

x+ 1

1) Etudier cette fonction.
2) Soit {C) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repére orthonormé

(unité : 1 cm).
Montrer que {C) admet une branche parabolique de direction asymptotique 'axe (0 T ). Déterr
les asymptotes de (C). (C) admet-elle des tangentes horizontales ? Tracer (C).

: R =(0:7,

3) Etudier graphiquement, suivant les valeurs du paramétre réel m, le nombre de racines de I'équat
eX — m (x + 1) = 0, en précisant la position de ces racines éventuelles par rapport aux nomt

~1etO.
2éme partie ;
Soit la famille de droites Dm définie par la relation : y = mx + m avec m appartenant a:Mm* —3

1) Démontrer que toutes les droites Dm passent par un point fixe dont on déterminera les cc
données.

2)'Soit (C, ) la courbe représentant la fonction h: R~ R.
X - eX
Déterminer graphiquement la position de (C,) par rapport aux droites Dm. On envisagera les cas

m<0 0<m< 1, m>1 Lorsque (C,) coupe Dm, on ne cherchera pas la valeur numérique ¢
I'abscisse du, ou des points d’intersection; on la désignera,. suivant le cas, par x, si elle est négativ

x; si elle est positive.
3éme partie :
Soit la famille de fonctions g, telles que :

X
gm(x)=—e-x§-f—_? m€m.'—31i

1) Déterminer I’ensemble de définition des fonctions gm.
2) Calculer les limites des fonctions g, aux bornes de leur ensemble de définition.

3) Calculer g (x). Pour étudier son signe, on distinguera 3 cas :
m<O0 |, 0 cm< 1 , m > 1.
En déduire le sens de variation des fonctions gm,.
4) Soit (Fm) les courbes représentant les fonctions gy, dans un plan rapporté a un repére ortt
normé R’ = (0;i,]). Montrer que, pour tout m élément de R* — {1t , (T,;) admet une asym

tote oblique A dont I'équation ne dépend pas de m. Etudier la position des courbes (Fm) ¥
rapport a la droite A.

£\ Préricar loc alliirec dec rnirhes [T ) autivant les valeiire de m dans trois rendres R’ distine



5,17 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES de Tp 8¢ { durée : 4 heurcs )

{ 10 points )

.(R+————~>IR

A — On considere la fonction g = X o (5—x)eX—5

1. Etudier la fonction g €t donner I'allure de sa courbe représentative.

2. Prouver qu'il existe un réel strictement positif xo tel que g (xg) = 0.

3. Déterminer, en indiquant la méthode utilisée, une valeur approchée de xq (qu’on notera Xgo) de telle
sorte que |g{xpl] < 2.1072.

R,  »®
B — On considére fa fonction { = 5

ex — 1
1. En utilisant les résultats de la partie A, étudier le sens de variation de f.

2. Montrer qu‘il existe des réels a et b et une fonction e tels que, pour tout réel positif x, on ait
f{x) =ax*+bx®+ x* ¢ (x)

et lim € (x) = 0.
x—0

3. En déduire la position de la courbe (r) d'équation y = f (x} par rapport a la courbe (H) d’équa-
tiony = x*.

4. Donner I'allure générale de la courbe (r)
(on rappeile que  lim f(x) =0).
p

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE EN UN
POINT

5.18 FROID ET CLIMATISATION 80 { durée : 1 heure )
( 15 points )

f : R ~——-DR 1
1
X e e X lorsque x # -1

-l b (O

1 - La fonction f est-elle continue pour x = -1 2

2 - Etudier les variations de f.



3 - Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé

Préciser les asymptotes de C.

4 - Déterminer la limite de EE%E% quand x tend vers =1 par valeurs
inférieures.
{On pourra poser : = 1 7 = u).

5 . Préciser les coordonnédes du point d*inflexion de la courbe C &

gque l*équation de la tangente &4 C en ce point.

& - Tracer la courbe C.

£.19 ELECTRONICIEN 85 { drée : 2 heures )

{8 points )

o

ction de la variable réelle x définie sur Wopar

Soit f s fon

(0t o {2 v £
j%(m = {x* + x}e sioxFo
H
{

Soit C sa courbe représentative dans un v

udier 13 continuité et la dérivabil

tereniner les limites de fs fonction fen + soet — Qﬁg )
t un développement limitd & ordre 3de & en + o0 8t — o0, monirer que i3 courbe {

3 L
déquation vy = x! + 2x +oestune asymptote & ta courbe C.

<

3%} Erudier les variations de la fonction f

Tracer s courbe C et lacourbe €, dans le méme repére.

5.20 SERVICES INFORMATIQUES 84

Soit ls fonction { définie sur R par

fx} =58 = . pour x ¢ 0
et
f0) = O

{Lz nombre e désigne la base du logarithma népérien.}

1 - Lafonction t estelle continua sur R® ¢
Est-elle continue en zéro 7

2 - Lafonction f est-elle dérivable & droite du point 0 ? & gauche du point 0 7
Est-ella dérivabia au point 0 7

S'il existe une tangente ou des demi-tangentes & la courbe représentative de f au point d'abscisse

Arscicay lour dnnatinn



Etudiez les variations de la fonction f.

On désigne par C la courbe représentative de  f. dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé (ajﬁ
{unité 2 cm).

4.1 Déterminez ies abscisses das points d'inflexion de C.
4.2 Tracez c.

- Déterminez une primitivads § sur R°,

N

Soit A un nombre réel stricterment négatif,

ire ¢ (A fen em?) du domaing plan Bmité par Paxe des abscissey, la courbe © a1 les
S respeciives x = -=§ 8t % = } {720,

L ba

ites suivantes |

m A et e 43}
A =0 A o n
A <0

5.81 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 85 (durée : 3 heures )

{ 10 potwts )}

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (0 1] lunité 2 om)
représentative de fa fonction { donnée par :

1

iy eX
fix) _x-nre

2%+ 1

. on désigne par I la courbe

1. Déterminer U, ensemble de définition de 1.

2 Deériver ¢ Xp—= (x) = In! f({x). ol in désigne la fonction logarithme népérien.
En deduire le signe de f' (x) suivant les valeurs de x dans Df
3. btudier
fim f (x)
X -0
hm  f(x)
X -0 X
x <o

4. Pour étudier la fonction f pour ies valeurs infinies de la variable x, on pose u =1
X

a) Donner, pour des valeurs infiniment petites de u, un développement limité a 'ordre 2 de uf {x).

€ (x)
X
ou a, b, c sont trois réels que |'on déterminera et € est une fonction de x telle que lim ¢ (x} = 0.

c
b) En déduire qu’on peut écrire f(x) sous la forme f (x) = ax + b + < +

‘X =

¢) Que peut-on en déduire pour la courbe  ?

5. Achever I'étude de f et construire la courbe .



FONCTIONS EXPONENTIELLES DE BASE «

5.22 COMPTABILITE 81

- Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par

f(x) = x Log 2 + 27X

Log 2 désignant le logarithme népérien de 2.

2.1. =~

2.2. =

4

2.3. -

Etudier les variations de f. On rappeile que
lim x 2% = 07
X - —-® .
Tracer sa courbe représentative C dans un repere orthono
mé d'axes Ox Oy, unité de longueur = 2 cm.
Démontrer que C admet une asymptote "oblique" et une bra

parabolique de direction Oy.

"Calculer la dérivée de la fonction G définie par
-1 . s s
G(x) = —~ - En déduire les primitives de f.
2" Log 2
Calculer, en cmz, l1'aire du domaine plan limité par la cour
be C , la droite d'équation y = (Log 2)x, l'axe des y et
la droite d'équation x = 2,5 . (On donne Log 2 =~ 0,693)

5 .23 MICROMECANIQUE 77 ( durée : 3 heures )

( 15 points )

Soit t un nombre réel quelconque. On considére la fonction nw

rique f, définie sur R® par : ft(x) = x" 81 x # 0 et ft(O) =1

1. - 1.10

1.2,

1-30

Si l'on pose ut(x) = tx Log x (Log x désigne le logarithme népé
rien de x), vérifier que Z

u, (x)

ft(x) = e v

Montrer que ft est continue en O & droite, pour tout t réel.

Etudier, suivant les valeurs du paramétre t les variations de 1

fonction ft'



2. - On pose ?(x) = x(1 + Log 1)2.

2.1, Calculer la dérivée seconde de ft et montrer que si t est diffé-
rent de 0, f;(x) et ¢o(x) + % s'annulent pour les mBmes valeurs de
x et ont le mdme signe sur l'ensemble des réels strictement posi-
tifs.

2.2, Btudier la fonction ? et tracer sa courbe représentative (I)
dans son repdre orthonormé (0, 1, J) d'axes x'0x, y'Oy
(unité de longueur : 10 om).

2.3, En déduire graphiquement le nombre de valeurs de X pour
lesquelles f£3(x) = O suivant les valeurs de t.
Préciser dane chaque cas le nombre de points d'inflexion de
la courbe représentative (ct) de la fonction f,.

3. = 3.1, Montrer que toutes les courbes (c,) passent par les points
A(0, 1) et B(1, 1). Calculer le coefficient directeur de la
tangente a (Ct) en B (en fonction de t).
Préciser la tangente & (Ct) au point A,

3+2. Tracer dans un repére orthonormé d'axes x'0x, y'Oy (unité
de longueur 5 cm) les courbes Cos Co et C_, , en faisant
apparaltre les points d'inflexion.

3.3. Pracer de miqe C_o2 et C_ 53 dans un autre repére (unité de
)

longueur : sur 1'axe des abscisses 5 cm, sur l'axe des or-
données : 1 cm),

FONCTIONS IRRATIONNELLES

6.24 INDUSTRIES DU BOIS 80 ( durée: 3 heures )

( 9 points )

I - Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par

fix) = g + e
2
x o+ 1
1 - Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative

dans le plan muni d'un repére orthonormé d'axes x'0x, y'Oy.



2 - Déterminer les coordomées des points d'intersection de C a
la droite d'équation y = x. On appelle A le point d'inters

d'abcisse positive.

3 - Calculer 1l'aire du domaine plan compris entre le segment d
drgite OA et 1'arc de courbe OA.

5.25 ADJOINT TECHNIQUE DES ENTREPRISE DU BATIMENT 84 { durée : 3 heure )

( 10 points ) corrigé

Soit fa fonction g de la variable réelle x telle que

gix) =

H

oy
+
o

1. Etudier 13 variation de g et tracer sz courbe représentative (C) dans un plan rapporté a un. rep:
orthonormé (O, i, ) d'axes Ox et Oy {unité : 2 cm).
2. Sait f 1a fonction de la variable réeile x telle que

fix} = In {1 + x) {In désigne la fonction logarithme népérie

2.7 Erudier la variation de f.

2.2 Donner les développements limités & 'ordre 3 de glx), f(x) et f{x} — gix) pour x veisin de ;

3. Tracer dans le plan, rapporté au méme repére orthonormé qu’a la premiére question, la co
représentative {I') de F. Preciser la position relative des courbes (C) et {T") au voisinage de l'ori
Démontrer que les deux courbes admettent fe méme centre de courbure au point d'abacisse x
donner ses coordonnées.

4. Calculer, en om?, fa mesure de U'sire de la portion de plan comprise entre iz courbe (C), Paxe (
les droites d'éguation respective x = Det x = 3.

5 TRANSFORMATION DES FLASTIQUES 85 ( durée : 2 heures )

o

Bl

( 2 points }

0 . ) 1
On considére fa fonction numérique 1 définie par f{x) = »J—;m-——w
x Inx

(ol Inx désigne le logarithme népérien de x).



1. 3) Etudier la fonction §.

b) Etablir la représentation graphique (I') de f par rapport & un repére orthonormé d'axe x'Ox,
y'Oy {unité : 3 em).

¢} Donner les équations des tangentes a (I') avec points d'abscisses e? et e.

-

2. Pour tout nombre k € } 1,e |, déterminer la mesure V. du volume du solide de révolution engen-

dré par la rotation autour de I'axe x'Ox de la partie du plan ensemble des points M de coordonnées
{x, v} tels que :

k€ x < ¢ et 0« vy < f(x)

5.27 ADJOINT TECHNIQUE D' ENTREPRISES DU BATIMENT 80 ( durée : 3 heures )

( 10 points )

On considére, relativement & un repére orthonormé, le cercle C d'é-
2

guation x” + y~ = 1, le point A de coordonnées (1;0) et la corde MN du
cercle C, perpendiculaire 3 la droite (0A) au point H. On pose OH = x
A -1 L'aire du triangle MAN est une fonction f de x.
Montrer que f(x) = (1 - x) xV1 - x2 .
2 Etudier les variations de la fonction f.

Calculer les limites de f'(x) guand x tend vers =1, quand x te

vers 1.

3 Tracer la courbe I' représentative de la fonction f relativeme:

3 un repére orthonormé (unité de longueur = 10 cm).

Calculer f(x) pour les valeurs suivantes de x :

-0,8 ; -0,6 ; -0,4 ; -0,2 ; 0 ; 0,2 ; 0,4

4 Déterminer, & 0,001 prés, les valeurs de x pour lesguelles
f(x) = 1.

B - Calculer, en cmz, l'aire de la portion de plan limitée par la cour
I et 1'axe x'Ox. 4



1. En posant X = cos t (t e [0,7]).

2. En faisant une évaluation graphique de l'aire.

5.28 INDUSTRIES DU BOIS 83 ( durée : 3 heures )

( 8 points )

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x donnée par :
f@=VT¥z nt+2)
(In désigne la fonction logarithme népérien).

1. Etudier la fonction f.

2. Le plan étant rapporté & un repére orthonormé (O, 1, j), on désigne par (C} 1a courhe représentative de 1

tion /.
En utilisant un développement limité 3 Iordre trois de la fonction f au voisinage de O, préciser la tangy
0 i (C), ainsi que la position de la courbe (C) par rapport & cetle tangente.

3. Tracer la courbe (C).

[STRTES CIRFALIZRES 55 ( durde : 2 heures )

On considére I'application fde &t = [o, + = [ dans & , définie par

]

3 X
f =R e e
(x) 3
ou x représente la variable réelle positive.
&Y désigne 'ensemble des nombres réels positifs.

1. Etudier, sur un tableau, |3 variation de f, ainsi que le signe de f(x).

) o f{x)
Déterminer les limites de —— et de f(x) lorsque x tend vers zéro, et lorsque x tend vers +
x
2. Représenter graphiquement la fonction f sur I'intervalie ol elle est monotone croissante.

On choisira le repére rectangulaire d'axes x'Ox, y'Oy de sens direct et sur les axes, les graduatio
suivantes :

pour x'0Ox : Deux miiiimeétres pour une unité.

pour y'Oy : Deux centimétres pour une unité.




FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES |

5.30 FONDERTE SUh MODELE 85 ( durée : 4 heures )

{7 points )

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O;T.T)w {on prendra 3 cm pour unité). On désigne
par {C} la courbe représentative de la fonction f telle que :

- f (x) = sin 3x. sin® x
1} "Prégiser I'ensemble de définition de f. Etudier la parité de f.
Comparer pour tout réel x les nombres f {(r + x) et f(x).
Qeelies conclusions peut-on en déduire pour la courbe (C) ?

2) Calculer Ia gonction " dérivée premiére de f. Montrer que l'on a :

F {x) = 3sin? x. sin 4x

3) Etudier le signe de ' (x) sur [0 ,'-'-'—]
2

4) Terminer I'étude de f puis construire (C).

5.31 GEOLOGUE PROSFECTEUR 85 ( durée : 1 h 30 )

1-a) Soit la fonction polyndme g : IR 0 L
. y — gly

"3

By’ -By+3
- 1
Vérifier que g (—5—) =0.

Déterminer les réels a, b, ¢ de fagon & écrire gly!} sous la forme du produit de facteurs :

(2y — 1) (ay? + by + ¢)

Résoudre dans R I'équation: gly) = 0.

i "
b) Onpose y =sinx, avec xe l0~é- l

Résoudre, dans lO,—%-], I’équation :
h{x) =glsinx) = 8sin®>x~8sinx+3 =0.
. . 4 f
2-a3) Soit la fonction f : IO—z- l -— [R

X

f(x}) = 3tgx+ Bcos x

h{x)

Calculer la dérivée f'(x), et montrer que : f(x) = 3
0s?x




vy

Construire la courbe représentative de f, soit Cq, dans un plan rapporté & un repére orthono
;7.7 ‘

b} Calculer en unités d'aire, la mesure de I'aire de la portion de plan S comprise entre Cy, ladr

— n
(0, i), et les droites d’équations x =0 et x = Y

¢} Calculer en unités de volume, la mesure du volume du solide de révolution engendré par la r
tion de la surface S autourde (0, i).

5.32 ADJOINT TECENIQUE D' ENTREPRISES DU BATIMENT 77

( 6 points )

( durde : 3 heures

2 sin x
On donne la fonction f définie par f(x) = ———————

2 + cos x
1 = Déterminer son développement limité, 3 l'ordre 6, au voisinage
x = 0.

2 -~ 8i (C) est la courbe représentant les variations de £, précise
est la position de (C) par rapport & la droite d'équation y =
au voisinage du point d’abscisse x = O.

3 ~ Calculer l'aire du domaine plan, ensemble des pointe Ii (x,y) °

0<x<n et O0gy<g f(x).

N.B. : Le plan est rapporté 2 un repére orthonormé d'axes x'0Oxz, ¥

ne demande pas de construire {C).







FONCTIONS RECIPROQUES DES FONCTIONS CIRCULAIRES ET
HYPERBOLIQUES

5.33 ELECTRONIQUE 76 ( durée :° hzures )

( 10 points )

a) Etudiez la fonction y = f (x) = Arc tg Vx. Tablesu de variation

cette fonction et courbe représentative dans un repére orthormé
(0, 7, N.

b) Montrez que la fonction g (x) = Arc sin %4£5x n'est pas dériva

x = 1, Dérivée de g (x) sur l'intervalle [D, 1[ et sur 1'interv

]1, +ao[

c) En déduire sur les deux intervalles [0, 1[ et J1, +o[ une 1

entre g (x) et f (x). Construire la courbe représentative de g

5.34 CONSTRUCTIION METALLIGUE 77

X =X
8 = @

2 - On note sh X = =——v———

2

2.1. -~ On rappelle que la fonction simus hyperbolique admet sur R un

2,2, =

2.3, -

tion réciproqueh ‘telle que h(x) = Arg sh x.

2.1./1, - Montrer que pour tout x réel, la dérivée de h® est t
1 ;

1+ x

que h'(x) =

2.1,2. - Représenter graphiquement la fonction h dane un repe
orthonormé d'axes x'0Ox, y'Oy (unité : 1 cm),

Déterminer, en intégrant par parties, une primitive de la fq

‘En déduire l'aire du domaine plan,ensemble des points M(x, y)

que 0 £ x <1 et 0 <y < Arg sh x
2.3.1. ~ En utilisant le développement limité de (1 + x)7 au
. . 1
ge de 0, trouver un développement limité de
Q1 + X

voisinage de 0, & l'ordre 5.

2.3.2, = Bn déduire un développement limité de Arg sh x au vo
de 0 & l'ordre 5. )







CHAPITRE VI: CALCULS D'INTEGRALES






INTEGRATION PAR PARTIES

6.1 INDUSTRIES DU BOIS 81 ( durée :3 heures )
( 3 points )

.Calculer : L :J eX cos x dx

6.2  FABRICATIONS MECANIQUES 85 ( durée : 3 heures )

( 6 points )

Pour tout entier naturel n # o on considére l'intégrale :

0

!,-,.~-.'rJ xn V x.2 dxetonposel°=5 Vx + 2dx.
-2

1. Calculer lp.

2. A I'aide d’une intégration par parties, calculer :

o

I, zS xVx«2 dx
-2

3. Par la méthode d’intégration par parties établir la relation :

Vneoitns -3z e

En déduire la valeur exacte de I.; donner la valeur décimale approchée de |, & 10-2 prés par

6.3 ASSISTANT . D' INGENTEUR 82 ( durée : 3 heures )

( 4 points )

Soient f une fonction réelle continue sur I'intervalle [0, 7] et n un entier strictement positif. On cc

I'intégrale :
n
. f‘(n)=f f(x) cos nx dx .
o]



Calculer f, {n) dans les cas suivants :

1 - f{x) = sin kx, ou k est un entier strictement positif.
On distinguera lesdeuxcas: k=n et k#n

2 f(x) = x? -27x.

INTEGRATION PAR CHANGEMENT DE YARIABLE

hatd
.
[N

INDUSTRIE DU BOIS
( 3 points )

Calculer : 0

cos3 X
—““_-2‘—‘—‘ dxo
s

L]

H
[47]
[y
3
>

6.5 MICROMECANIQUE 76 ( 4 heures )

( 6 points )

Si f est une fonction numérique de la variable réelle défini

et intégrable sur l'intervalle [a, b], montrer par un changement de va

b b
/ f(x)dx:[ f(a + b - x) dx

ble que

a a

Applications :

a) - Calculer en utilisant 1a formule précédente puis en faisant le
changement de variable t = cos x

b) - Calculer




8.6 INDUSTRIES DU BOIS 83 ( durée : 3 heures )

( 4 points )

Caleuler Vintégrale

6.7  INSTRUMENTS D'OPTIQUE DE PRECISION 81 ( 4 heures )

( 3 points )

Calculer < x
variable : t = e*
x -X
. e” + e
(Log est le logarithme népérien et ch x = ———§—-~—)

i 1

‘ c¢h x + 1 4y est-elle définie ?
ch x

(o)

Log V3 L
J d ¢h x *+ 1 43y en faisant le changement ¢
0

6.8  -BUREAU D'ETUDES 79 (durée : 4 heures )

( 6 points )

cor.

1 = Comstruire la courbe (C) d'équation y = \/?—:—3 dans un repére ortho-

normé.

2 - Calculer l'aire de la portion de plan comprise entre la courba (6) et

les deux axes de coordeonndes,

~ Premiére méthode : En calculant 1'intdgrale I, J[\/ =X
1+ x

peut y faire le changement de variable défini par x =

- Deuxiime mdthods : En démonirant jue ceiie airs est Jgalement mesu

1 2

- - 1 -

par l'intégrale i, = w_—_zg dy et en calculant I_.
A 1+ y 2




INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES

7.0 PABRTCATTONS MECANIQUES 82 ( durée : 3 heures )

( 6 points )
O
Soit & calculer J o= j A ax
L4 x-1iix+ 12
1.1 Déterminer lesréels 2, b ctelsque, ¥x € R - {- 1.~ 1l
2x? - 4 a b c
= -+ +

(-1 (x + 132 x -1 x5 1 (x + 1)2

}.E»Endéduiresmf?x»{~1,+!,‘ur‘eeprsmézivedef:m-f x4 5
x-1{x+ 1)

1.3 - Calculer alors J.

{On en donnera la valeur décimale approchée 3 1072 pres par défaut).

6.10 FROID ET CLIMATISATION 83 ( 1 H 15 )

( 8 points )

F

1. On considére les fonctions u et v de la variable réelle t données par

= E—g.l:_.j;__.z._)- et V(t) = 2

u(t) 5
(t + 1) 1 -t

2

it

1.1. Déterminer leurs ensembles de définition Du et Dv .

1.2. Déterminer les réels A et B tels que, pour tout réel t de Du ,

1'on ait :

B
u(t)=A+———-——7
(t + 1)



1.3. Déterminer les réels C et D tels que, pour tout réel t de

l'on ait

vit) =

T+t 1%

2. En déduire

2.1. La primitive f de u qui prend la valeur % pour t =

]
o

2.2. La primitive g de v qui s'annule pour t

6.11 ELECTROTECHNIQUE 81 ( durée -: 3 heures )
( 4 points )

Décomposer en &léments simples la fraction rationnelle

X+ 2

2 2

fi(x) = =22 _ |
x“(x-1)

X+ 2

-?—————gdx
x (x-1)

+00
Calculer J

6.12 ELECTROTECHNIQUE 86 ( 4 points )

1 — Déterminer les réels a, b, c, d tels que pour tout t différentde — 1 :

2 _ a N b + ct+d
(1+1)2 (1+12) 1+ 1+t 1+1¢

2 — Calculer I'intégrale x
|h)==j/ f(t) dt.
0

Déterminer la limite de | (x) quand x tend vers + .

flt) =

6.13  FABRICATIONS TEXTILES 85 ( dueée : 4 heures )

( 3 points )

1. Trouver les complexes a et b pour que le polyndme P défini sur C par
P(z) m2z* + 8z b

admette les racines z, =—1.ietz, =1—i.



3. Trouver les réels A, B, C, D pour lesquels on a, pour tout réel x :

8 _ Ax ¢+ B Cx+D
x' +4 = X3 2x+ 2 Y XTI

4. Trouver des primitives sur R de chacune des fonctions f et g définies par :

X4 2 -
f= —22 g2
(x+1)741 (x=1)* 41

En déduire, pour tout réel o, Ia valeur de

Flab =.r Ry
(3]

Fla) a-t-il unelimite lorsque o tend vers + oo 7

B

6.14 TCROMECANIQUE 84 ( durée : 3 heures )

{ 6 points )

On considére les fonctions f et g définies par :

x* —2x? +1 3x® + 2x -3
fix) = g{x} = e
x? {x* +1)? 2(x* +1)2

1. Montrer qu‘il existe des réels A et B tels que pour tout rée! non nul x on ait :

A
fix) =— +
x* x? +1

+ g{x)

hix)

2. Trouver une fonction affine h telle que la fonction H qui au réel x associe soit une primitive

deg. x? +1
3. Calculer, pour tout réel strictement positif o,

a
Ha) = l fi{x) dx
1

4. i (o) admet-glle une limite lorsque o tend vers + «=?




8.15 CCNSTRUCTION METALLIQUE 77

{ 6 points )

1 - Qn considdre la fraction rationnelle F(x) = 2 x?
o . (x - )%(* + 8)
1.1. = Déterminer les quatre réels a, b, o,4 pour qu’on ait quand ¥{x)
définie : »
+ b > .. d
x -1 -2 244

?(x) =

1.2. - En déduire une primitive de F(x) dans chacun des intervalles ou
est définie. (On rappelle que pour tout x réel la dérivée de la
tion g telle g(x) = Arc tg x est la fonction g*' définie par

3'(x)f1+;z).

6.16 MICROMECANTQUE 80 ( durde: 3 heures )
( 5 points )

1 - Déterminer les réels a, b,.c, tels que pour tout t différent

3 a bt + ¢
T3
1+ t £t -t + 1

X
2 - Calculer f(x) = L —-—§-—-—3 dt. Déterminer 1lim f(x)
1+ ¢t X — +®

EXERCICES FAISANT INTERVENIR PLUSIEURS PROCEDES D' INTEGRATION

6.17 BUREAU D'ETUDES 77 ( durée : 4 heures )
( ¢4 points )

‘ 4
I-i-c-lenlnl-f dx (on p

2
" +x
° + 1

poser x + .1 = u)
2

2 - Décomposer en $léments simples f(x) = 431241
xe1) (x®sx41)

4
3 = Calouler alors I -/t (x) ax
o



6.18  INDUSTRIES DU BOIS 76 ( durée : 3 heures )
{3 points )

1

i1 - 1° - Calculer les intégrales suivantes
fad ud
3 3
A = 1__:2,_?5%:14 dx B =] x gx
0 cos  x g €os  «x
4
C =/ 5 2x - § dx
x - fx + 10
3

6.19 INDUSTRIES DU BOIS 82
( 4 points )

I - Calculer les intégrales définies suivantes -

5 1
4
A:/ X AxEl 8 =f dx e =/ X arctan x dx
3 2 -3x7 4 2x " JD 1+sinx+cosx 0

{arctan désigne la fonction arc tangente).

N3 =

6.20 INDUSTRIES DU BOIS 85

{ 3 points)

Calculer

dx

_ /0 ¥ ~2x+6

i = t'e"; fnx dx et e
}: Lo {1 = x) (x* + 4)

6.821 CHAUDRONNERIE INDUSTRIELLE 85 ( durée : 4 heures )
{ 4 points )

Calculer les intdgrales définies suivantes :

fintnx

b= AT

" ien désigne la fonction fogarithme népérien).



( 6 points ) corrigé

1) Calculer 1eslintégrales

1
7 ) 2 >
- I xaresinxg, ;o . j (arcsinx)2 ax
0 /1=x? o

2) n désignant un entier naturel supérieur ou égal 3 2, on pose
1
z n
I, = J (aresin x) dx
o

Trouver une relation entre In et In o

8.23 ELECTROTECHNIQUE 7?7 (durée : 3 heures )

( ¢4 points )

2.2, = 2.2.1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
' t

(t + 1)2

2.2.2. Démontrer que :

et et et
T+ 7 =737 (t + 1)2 dt

2.2.3. Calcﬁler :

t u
g(t) =[m ne 1)2 du'

(u +

6.24  FABRICATIONS MECANIQUES 80 ( durde : 3 heures )

( 7 points )

H

_ dt
1. 1.1. Calculer I, = J TF1y(t<=

3
On pourra déterminer les réels A et B tels que pour tout t rée

diffirent de -1 et 2, on ait

-t . A , B
(b+1)(E-2) CFT 0 E°2
1.2. Calculer I,= I —E—EJ%L——— (on pourra poser : t =
/;X -x" =2



s

5 3
IZJZ cos”x — dx
)

0053x +sin“x

2.1. 81 f est une fonction numérique continue sur 1'intervalle

[0,a] montrer que

a a
J f(x)dx = J f(a-x) dx (on pourra poser u = a-x).
o} 0

™
L . 3
En déduire que si J = [z sin’x dx alors I=J.

6 cos”’x + sin”x

2.2. Calculer I+J. En déduire I.

APPLICATION DU CALCUL INTEGRAL

6.25 FABRICATIONS MECANIQUES 84 ( durée : 3 heures)
( 3 points )

On considére la courbe dont 'équaticn dans un repére orthonormé est y = Inx. On appelle A le point
d’abscisse \/—é et B celui d’abscisse  V 8. L'unité de longueur étant 1 crn, calculer la longusur de

I’arc (AB). On pourra effectuer dans I'intégrale le changement de variable u = V x* 4 1.




CHAPITRE VII : EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE |



EQUATIONS SANS SECOND MEMBRE

7.1

FROID ET CLIMATISATION 79 ( durée : 1 h15 )
( 8 points )

1 - a - Résoudre 1'équation différentielle :

(y-n2+y =0

b - Déterminer la solution particuliére dont la courbe représentative

contient le point A& (2 ; 2)

7.2

EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEUR 82 ( durée : 2 heures )
( 4 points )

- Résoudre I'équation différentielle  y" + (2x + 1)y? =0

ou y représante une fonction numérique de la variable réelle x.

1
. Déterminer la solution particuliére de cette équation différentielle qui prend la valeur ; pour x = 1.

7.3 CONSTRUCTION METALLIQUE 80 ( durée : 3 heures )

( 8 points )

v

,Dét‘é'ximiner les constantes réelles A, B, C telles que pour tout
réel u différent de -1 on ait : ‘

1 - A *Bu+C
2) 1 +u 1¢u2

{1 +uj{(t +u

1

(1 + uw) (1 +u®)

et

Déterminer une primitive de la fonction u s+

Déterminer une primitive de la fonction : t = 5T

(1 +et)(1 + e )

Résoudre l'équation différentielle (E)

2t t

(1+et)(1+e ) y*t =2 e y =0




7.4 FONDERTE EN MOULES METALLIQUE 85 ( 4 points )

1.1 Résoudre I'équation différentielle du premier ordre :
(-1 y +y=o0
Pour I'intégration on pourra poser u = eX—1 et utiliser une identité de la forme

1 A B

+
(u+1)u u+1 u

1.2 Déterminer la solution particuliére y, de I'équation différentielle, qui prend la valeur 2 pour x
({In : logarithme népérien).

7.5 INDUSTRIES CERAMIQUES 85 ( durée : 3 heures )
( 8 points )

Soit I'équation différentielle du premier ordre :
(E) x(1+2?) = t(1-?) x’

dans laquelle x désigne une fonction de la variable réelle t et x’ sa dérivée premiére.

1. Vérifier que la fonction constante x = o est une solution de (E).
Déterminer les nombres réels A, B et C tels que I'on ait I'identité :

1+12 A B c

= + — —_—

ti-v) v 1—t 1+t

et résoudre (E).
2. Déterminer la solution particuliére x, de (E) telle que :
2
x,(2) = ——
! 3
On considére le réel a qui satisfait, pour chaque t, différent de 1 et de —1 aux conditions su

tan a = t . (tan : tangente)

# - —
“ )

Exprimer simpiement x, (t) en fonction de a.
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7.6 CONSTRUCTION METALLIQUE 85 ( durée : 1 h 30 )

1°) Résoudre 1l'équation différentielle :

(El) s y' -~y =t

ol y est une fonction de la variable ¢t.

Donner la solution particuliére g de (El) telle que g (0) = O.
2°) Soit l'équation différentielle :

(Ez) : x' = x - g (t) -t -2

ol g est la fonction trouvée au 1° et x une fonction de la varia-

ble t.

Résoudre l'équation différentielle (E,).
Donner la solution particuliére f de cette équation différentiell

telle que f (O) = O.

7.7 FABRICATION TNDUSTRIELLE DU MOBILIER 84 ( durde : 2 heures )
( ¢4 points )

Reésoudre l'équation diffcrentinlic

v ooy lelex < e}

7.8 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 83 ( durée : 2 heures )
( 5 points )

1..A Uaide d'une intégration par parties calculer U'intégrale :

I =f¢ li:;-‘d:, avec zeRY/[{0}.

1
(le symbole In désigne la fonction logarithme népérien).
2. Résoudre Iéquation différentielle 2y’ —y = —Inx ol y représente une fonction numérique de la variable
réelle x.

Donner la solution particuliére de cette équation difiérentielle qui s’annule pour x = 1.




7.9  BUREAU D'ETUDES 84 ( duréde : 4 heures )

(&5 points ) corrigé

1. Montrer que la fonction f définie pour tout x réel par : ~

flx) = e XIn(1+eX)

est une solution de l'équation différentielle :

1
y+y=
1+eX
La notation In représente le logarithme népérien.
2. Résoudre cette équation différentielle.
X dt
3. a) Calculer en remarquant que :
[¢] 1+l
1 et

1 -
1 +el 1+et

b) En déduire en utilisant une intégration par parties :

X
f f (1) dt.
o

7.10 BLANCHIMENT 85 ( durée : 2 heures )
( 8 points )

L . R - R
1. Chercher les primitives de la fonction f = ) )
x

X b —
1+ x?

2. Résoudre I'équation différentielle xy’ + 2y = 0. En déduire I'ensemble des solutions de I'équa-

tion différentielle xy' + 2y = ————
ion différenti y Y s

Y v . TORY 23 n
Trouvér 1a solution particuliére f de xy’ + 2y = T o qui vérifie f (— 1) = T
X




7.11 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 85 ( durée :
( 4 points )

4 heures )

1 - Résoudre I'équation différentielie -
y' +ytan x = sin x
ol vy estune fonction de la variable réelle x. (tan désigne la fonction tangente).

2 - Calculer line primitive de la fonction

h ¢ X—=——ecos{in x}

(in désigne la fonction logarithme népérien).

En déduire une primitive de la fonction

kK : X ——=sin{in x)

7.12 BUREAU D' ETUDES 82 ( 4 points ) corrigé

1. Déterminer les constantes réelles A,B,C, telles que l'on ait sur
le : 2
1-x

A Bx+C
x(x24»l) X x2~+l

2. Résoudre l'équation différentielle

x(x2+1y' + (x2 -1y = x°.

7.13 INSTRUMENTS D'OPTIQUE DE PRECISION 82 ( durde : 4 heures )

corrigé
( 5 points )

Déterminer les fonctions réelles de la variable réelle x
solutions de 1'équation différentielle :

1

2 =

x(xE-l)y‘ + 3y = -x eX

ol x€ J1,+=[.

7.14 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISE DU BATIMENT 81 ( durée : 3 heures)
( 10 points ) corrigé

{ - Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

X - 2
x{x - 1) 5

. X -
Déterminer une primitive de la fonction X - YCRPEE ]



t
2 - Calculer J = f x -2 Log = ; Y4x o t est un réel tel que t
2

{(on pourra intégrer par parties, en posant u = Log zc—~-»:~—1)..
x
3 - On considare l'éguation différentielle linéaire du ler ordre :

x(x-ﬂy'—(x-—2)y=1-(x—-”)Log§——-§-—-1~.

Déterminer les fonctions définies et dérivables sur ltintervall

1, - =[, solutions de cette équation différentielle.

7.15 INSTRUMENTS D'OPTIQUE DE PRECISION 85 ( 8 points )

x est une variable réelle ; In désigne la fonction logarithme népérien.

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

X — 2
x (x —~ 1)
2
2. On veut calculer | :S xx‘; 2 g X : LIV
3/2

Pour cela on utilisera une intégration par parties en posant :

x—1 . x —2
" etv' (x) = e

ulx)= In

3.y est une fonction numérique de ia variable réelle x, définie et dérivable sur j 1 + o [.
Résoudre I’équation différentielle suivante :

xlx=1y —(x=2y=1—={x=2) tnX = 1 {tquation linéaire du premier ordre).

7.16 ELECTRONIQUE 82 (duréde: 2 heures ) ( 6 points )

On considére I’équation différentielle :

(B} : 2xz+ x¥x+1)2'=10-6x
dans laquelle z désigne une fonction inconnue de la variable réetle x et 2’ sa fonction dérivde,

1 . Déterminer la solution générale de 1'équation différentielle (E).

2 - On envisage I'équation différentielle

(F) @ xy?24 x?{x+1lyy'=56-3x



On effectue dans I'équation (F) le changement de fonction inconnue défini par y? = z. En déduire une
équation des courbes intégrales de I'équation (F) de la forme y? = f(x).

3 - Trouver une équation de la courbe intégrale de (F) passant par le point A de coordonnées (1,0).

7.17 CHAUDRONNERIE INDUSTRIELLE 85 ( durée : 4 heures )
{ 3 points )

Soit I'équation différentielle (E) :

x (x? +x+1y - (x? -1y =_3__(,£_tl_)____

Vx+2x+3

ou y représente une fonction numérique de la variable réelle x.

a) Donner la solution générale de I'équation différentielle :

x(x*+x+ 1)y —(x* ~1)y=0

b} Vérifier que la fonction g telle que g{x) = /x* + 2x + 3 estune solution particuliére de (E).
En déduire la solution générale de (E).

7.18 ELECTROTECHNIQUE 76 ( durde :3 heures ) corrigé

Il - Soit l'équation différentielle
@ve‘y(1—xy')=1~lnx

la variable x est strictement positive, et ln signifie "logarithme

népérien”.

1°/ Former l'équation différentielle @ , déduite de @ en posant

Y = ey, la variable restant x,

2°/ Calculer l'intégrale /'1 =10 X 4,
2
X

3°/ Intégrer l'équation différentielle @ , et en déduire 1'intégrale
générale de @ .




CHAPITRE VIII : APPLICATIONS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE



APPLTCATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE

8.1 INDUSTRIES CEREALIERES 85 ( 2 heures )
( 10 points )

Une péniche Tontenant 225 tonnes de blé se présente sous le portique de déchargement. Sa masse 3
vide est de 75 tonnes.

On admet qu’eile a la forme d'un paraliéiépipéde rectangle de dimensions : hauteur 3 métres ; lon-
gueur’30 meétres ; largeur 5 métres.

L’épaisseur des parois est considérée comme négligeable.

On rappelie que la masse voldmique du blé est de 0,75 tonne par metre cube. Le débit d'aspiration du
blé, lors du déchargement est de 200 tonnes par heure.

L‘opération commence & l'instant t = o.

A chaque instant t, la péniche est alors en équilibre sous |'action de son poids et de la poussée d'Archi-
méde, égale au poids du valume d’eau déplacé.

On note h la hauteur de péniche immergée, exprimée en metres (m) & I'instant t considéré, exprimé
en minutes (min).

1. Calculer en fonction de h la masse du volume d’eau déplacé 3 l'intant t.
Calculer en fonction de t la masse totale de la péniche {péniche et blé restant en charge) & I'ins-
tant t.
Exprimer h en fonctionde t. Donner h al'instant t = o.

2. Le tube téiescopique d’aspiration pénétre verticalement dans le produit, dont la surface libre est
horizontale, et creuse un cone d'aspiration {figure ci-contre).
L'angle de pente du talus naturel du blé est de 27 degrés. -
On note x {en m) la hauteur du cone & linstant t (en min),
et r {en m} le rayon de base au méme instant.

dx
2.1. Pour le débit considéré, calculer -d—{ , la “vitesse d’allon-

gement’’ du cone d'aspiration, en fonction de x.

2.2. Résoudre {'équation différentielle obtenue pour exprimer
x, la hauteur du cbne & linstant t, en fonction de t.
{ne pas tenir compte des parois).

3. Les dessins suivants représentent la péniche & t = o, et a V'instant t du déchargement.
Le tube télescopique d'aspiration a du effectuer un mouvement de descente selon la verticale
{défini par rapport & un repere fixe).
On considére la distance y (en m) parcourue par son extrémité entre les dates t =0 et t.



ligne S -

Q )
7k S
de z . — - B
flottaisgn o Ble N . -

t=o0 A l'instant t

3.1. Trouver la relation qui existe entre 2, y et h & l'instant ¢, tant que le cone d’aspiration ne
rencontre pas les parois.

3.2. Utiliser cette relation, et les résultats trouvés précédemment, pour exprimer y én fonction de

d
t et :1‘1 en fonction de x , toutes les hypotheéses faites restant vraies.
1

8.9 ANALYSES BIOLOGIQUES 73 ( durée :3 heures ) gorrig

Pour une substance radioactive donnée A, soit y le nombre des atc

présents au tenps t.

Au temps t = O le nombre d'atomes présents est yo.

1 - Sur ¥ la fonction f : % +—— y est solution de 1l'équation différentic
?1% = - Ay olt » est une constante strictement positive relative a la su

-

A considérée.

Déterminer en fonction du temps t le nombre y d'atomes de A prés

2 - On appelle période de 1'élément radicactif A le temps T au bout duquel

moitié des atomes présents au temps t = 0, a été désintégrée.
Déterminer la constante A en fonction de la période T.

Pour n, entier naturel non nul, déterminer le nombre d'atomes d¢

présents au temps nT.

3 - On considére deux substances radioactives A1 et A2 de périodes respect

T1 = 1 jour et 'I‘2 = 5 jours,
Au temps t = 0 :

-~ le nombre d'atomes de A,‘ présents est 4.105,

o
> présents est 107.

- le nombre d'atomes de A

3.1. - Déduire des questions précédentes les nombres ¥y et Yo d'atome:

substances A1 et A2 présents au temps t.



5.2, - Construire sur une feuille de papier semi~logarithmique les représen-

tations graphiques des fonctions f 1t — ¥q et f t Yo

1 2

3.3. = Déterminer par le calcul et vérifier graphiquement :

- le temps to au bout duquel les nombres ¥y et ¥y d'atomes des
substances A1 et AZ présents, sont égaux.
- le temps t' au bout duquel il reste mille atomes de A,.

- les nombres d'atomes de A, et Ay présents au temps t = 5 jours.

4 - Au temps t = O on mélange les atomes de A1 et A2 présents. Les deux substan-

ces se désintégrent suivant les lois déterminées & la question 3.1.

Sur la m@me feuille de papier semi~logarithmique que précédemment re-

présenter graphiquement la fonction g : t »— Yy ¥ Y5

de 50 % d'atomes de A

de 90 % d'atomes de A

Déterminer par le calcul le temps au bout duquel le mélange est compos

o et 50 % d'atomes de A,

Déterminer par le calcul le temps au bout duquel le mélange est compos

5 et 10 % d'atomes de A4,.

8.3

ANALYSES BIOLOGIQUES 83 ( 15 points ) corrtgé

i.

to

« et w étant deux nombres réels strictement positifs, on considére I’équation différentiedle :
(1) ¥ o+ oay =
olt y est une fonction de la variable réelle ¢ et y la fonction dérivée de y par rapport 4 ¢.

1.1 Intégrer I'équation (1) on pourra chercher une solution particuliére de la forme y = at 4 b ol a et b sont
deux constantes & déterminer en fonction des données).

1.2. Déterminer la sclution pasticuliere de 'équation (1) qui prend la valeur 0 pour ¢t = 0.

. B étant un nombre réel positif, on considére ’équation différentielle :

@) Y +ay=p
2.1. Intégrer ’équation (2).

: 1
2.2, Déterminer la solution de (2), qui prend la valeur X pour t = — (X est un réel donng).
: a

Un produit S passe, sans tre altéré, d’un milieu A dane un milieu B. A I'instant ¢, la concentration de S dans A
X L . d
est notée x, celle de S dans B est notée y. La variation instantanée de concentration dans B est E’;’ - Nous nous

plagons dans le cas ot il existe une constante k, strictement positive, telle que :
dy
7 = kR -)

AVlinstant t = 0, onax =y = 0.

On procéde a une injection réguliere de S dans A, de fagon 3 avoir :

Vi(t>0) , x4y =23k



1
3.1, Ecrire Péquation différentielle liant y, y* == % et t

Eu utilisant les résultats de la question 1, exprimer y en fonction de ¢ et de k.

1 P .
3.2. A linstant ¢, = 35 on arrite Uinjection du produit S.
Calculer la valeur X de y & cet instant ¢, .

3.3. A partir de UVinstant ¢, , on a done :

d;
x +y =3kt =1, et toujours d_)tt = k(2x — y)-

Eerire {"équation différentielle liant y, y" et ¢ pourt > ¢,
En utilisant les résultats de la question 2, exprimer y en fonction de ¢ et de k pour ¢ 2 ¢, .
1.k est toujours un nombre réel strictement positif.
1.1, Etudier La fonction p définie sur [0, ¢,] par ¢
2. ¢
P(t) = 3 [3ht =1 + e %]
o e est la base des logarithmes népériens.
1.2, Erudier la fonction & définie sur [¢,, + oof par :

WO = 3= o e

Dans le plan rapporté  un reptre orthonormé (unité : 6 cm), représenter les variations de la concentration

wn

1
fonction du temps ¢ (¢ € R*). On pourra choisir k = 94"

ANALYSES BIOLOGIQUES 85 ( 15 points )

A — La destruction dun corps radioactif se traduit par la formule

dN

— = — AN,
dt

3
ol t estle temps compté en jours,

N le nombre d’atomes du corps radioactif a l'instant t,

et A\ la constante radioactive de ce corps.

1- Soit N, le nombre d’atomes du corps & I’instant t = 0.
Calculer N en fonctionde N, tet . ‘

2 - On appelle “période” ou “demi-vie” de ce corps radioactif le temps T% su bout duquel le nombre

d'atomes de ce corps a diminué de moitié. Calculer T% en fonction de A.

3 - Application - Calculer : | - . N
a - la constante radioactive du Radium sachant que sa période est de 11,7 jours.
b - la constante radioactive du Thorium sachant que sa période est de 18,2 jours.

B — On considére la désintégration radioactive du Thorium et on se propose de calculer expérimentale-
ment sa période,

. . N
Les mesures, & différents instants, de —ﬁ_ ont denné les résultats suivants
o ;



temps o 5 10 15 20 25 30
(jours) .
N
T 1 0,83 0,67 0,57 0.46 0,38 0,32
o

: N
1 - On considére I3 quantité y = — In N (In désigne la fonction logarithme répérien).

o
Calculer I'équation de la droite de régression de y par rapport & t.

2 - Endéduire la valeur de la constante radioactive du Thorium et la période en jours.

C— A linstant t =0, on isole N, atomes de Thorium. Le Thorium donne par désintégration du
Radium, qui se désintégre & son tour pour donner du Radon. On se propose d'étudier ’évolution
au cours du temps des quantités de Thorium et de Radium.

Soit N le nombre d’atomes de Thorium 8 l'instant t et n le nombre d’atomes de Radium 2
I'instant t. Ona :

dN ! dn

— = — Ay N et ——= Ay N-2A,n

at 1 1 A2

dt
X, et ), étantles constantes radioactives du Thorium et du Radium trouvées & la question A—3.
- C:aiculer N en fonctionde 2,1t No.

2- ’Calcuier n en fonction de A,,1,, 1, No-
3 - Ejudier les variations des fonctions fetg avec :

. (—N et g__n
. ; No No

4 - Le plan étant rapporté & un repére (0, T_Z) représenter graphiquement les fonctions fetg.
On prendra pour unités : 10 cmsur (0, ) et 0,5 cmsur (0, 7).

8.5 ANALYSES BIOLOGIQUES 86 ( 12 points )

. Llinjection d’un produit X dans une substance S provoque aussitdt-I"apparition d’un second
produit Y . On a mesuré les vitesses des intéractions de ces produits et on a obtenu les résultats

suivants :

dx dy s :
— = a (1) — = ay + ala+ Tle* (2)
dt dt

ot x {resp. y) représente la quantité de produit X {resp. Y) a l'instant t (en cg), et ol o est
une constante strictement positive.

. . . ep . dy )
b Er utilisant les deux équations différentielles {1} et {2}, exprimer — en fonction unique-
dx

mentde x,y, a.

2 - Intégrer I'équation différentielle obtenue, sachant qu’a I'instant t = 0 on avait x = y = 0.



Soit f la fonction de la variable réelle x définiesur 1 = | 1:10] par:

fix) = edt X _ g%

- Etudier la fonction f |

Le pian étant rapporté a un repére {O; i, j), tracer la courbe représentative de f .

- Afin d'essayer de simplifier la relation existant entre x et f (x) , on va tenter d’approcher f

par une fonction g plus simple, de la forme :

g {x) = Be®* o A et B sont des constantes.

On pose vy = In fix) (In représente la fonction logarithme népérien). On considére les

points  M; de coordonnées {x;, y;) ol x; prend les valeurs entiéres de I'intervalle
P l1100 etod v = Infix)

Représenter le nuage de points correspondant et déterminer par 1a méthode des moindres
carrés {"équation de iz droite de régression de v par rapport a x.

{On indiquera les détails des calouls et on donnera les résultats & 107 prés).

- Caleuler le coefficient de corrélation linéaire et justifier hypothése de simplification émise

au 2,

£n déduire les valeurs des coefficients A et B .







CHAPITRE IX : EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE ET COURBES INTEGRALES
DEQUATIONY =F (X )






EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

COURBES INTEGRALES D'EQUATION Y= F(X)

3.1 ANALYSES BIOLOGIQUES 81 ( durée : 3 heures )

e

1 - Résoudre 1t'équation différentielle suivante :

(E) 29" =3y = -3x0 415 x% - 12 x

2 - Construire la courbe intégrale de (E) passant par l'origine des
coordonnées dans le plan rapporté & repére orthonormé. Soit C ¢

courbe.,

3 - La droite D d'équation y = x - 3 coupe cetie courbe C en trois
A, B, C (les points B et C ont des ordonnées non nulles).
Calculer l'aire du domaine plan limité par 1l'arc de courbe BOC
le segment [B, C]. ‘

5.2 TOTECHNOLOGIES 86 ( durée : 1 h 30 )

{ 10 points )

1 — Intégrer V'équation différentielle {1}
d - a
o) 9y ey
dt b+y

ou y estune fonction numérique de la variable réelle t
Déterminer la solution particuliére de cette équation telle que pour t=0, y = yq.

Pour lg'suite de cette partie |, nous prendrons les valeurs numériques suivantes :

a = 10° b= §510° e = 107
2 — Soit f la fonction qui 8 y réel fait correspondre le nombre réel t défini par :
-1 y
t= flyl = — |bn {—)+y-—y,
a Yo
Le symbole ¢n désigne la fonction logarithme Népérien.

a. Etudier les variations de la fonction f.

b. Tracer sa courbe représentative (C) dans un repére orthogonal, pour les valeurs de y dans
Iintervalle 10, yol.



unitéds sur "axe des abscisses 1 Z2cm pour YU

unités sur I‘axe des ordonnées  : 1 ¢m pour 0,0000001
¢. Démontrer que | est une application bijective de ]0, yo] dans (O, +ef.

d.Soit ¢ la fonction réciproque de 1.
Démonirer que 17 est solution de éguation différentielle (1)
e. Tracer Iz courbe (G} repréesentant 1771,

. Yo
£ Caleuler la valeur 1, de iz vanable © pour laquelle vy = ~;’~5» .

!
/

rde : 1 heure.

b § désigne une fonction de la variable réelie x.

On note (E*) "équation sans second membre associde, c'est d-dire :

!

fxfimg;

{€°)

(ST

gl cosx —glx)sinx =0
1. Déterminer I3 solution générale de {E®).

2. 0n appelle ¢, la solution de (E*) telle que ¢ (o} = 1. Déterminer les fonctions notées u, telles
que f=uyg, soit solution de {E). En déduire 1a solution généraie de (E).

1t — Soit { la fonction définie par :

n n
SN I S, B iR
f:]-5:+3 {
x? —x
X b {x) =
€os X
1. Vérifier que § est une solution de (E).
2. Démontrer que, si x, est un nombre de lintervalle 1= } - -;- ;—;— . alors
1-2x
fix,) =0 tanx, = el
X~ %,

(tan désigne la fonction tangente).

3. On se propose de déterminer le nombre de solutions de I'équation f/ (x) = o, dans Vintervalle .

Le plan P étant rapporté & un repére orthonormé R = (0, T, ] ), on appelle 7y, lacourbe représen-
tative de la fonction tan ; | ——= IR
Xb——ey = tan x



et la courbe représentative de la fonction :
T2

g: | IR

. 1 - 2x

* X b———eg (x) =
x? —x

Construire v, et v, dansle plan P,

En déduire que I'équation f* {x} = 0 a une unique solution x_ dans {. Donner une valeur déc
male approchée de x, 8 0,05 prés par défaut.

Dirasser le tableau des variations de et tracer sa courbe représentative dans le plan P,

God CHTMISTE 85 [ durde : 1 h 3o )

¥
4

e

poind

s

(1

Soit équation différentieile :
(E) v ix+ 1) + 2yix+ 1P = 1
oy représente une fonction aumérique de lz variable réelle x.
1. Fésoudre "équation difiérentielle (E) et déterminer parmi les courbes Intégrales, celle qui passe ps
le point de coordonnées {0,0).

. ) . ) i+l
2. Soit g la fonction numérique de la varisble réelle x elle que glx} = RIS {le symboie £
X
désigne la fonction logarithme népérien). Un désigne par G sa courbe représentative dans le plan
rapporté § un repére orthogonal ; on prendra 1 em d'unit sur "axe des abscisses et 4 cm sur cell

des ordonndes,

3} Etrudier is fonction g et donner son tableau des varistions.

d
b Démontrer que fa drotie d'éguation x = ~ 1 est un axe da syméirie de le courbe G,

sstion de la tangente ou point de coordonnées {00! 4 1a courbe G. ¥
poement imitd d'ordre 2 de lo fonetion g su volsinage ds 2éro, |
de la courbe G par rapport & catte tangente.

d} Construire 1a courbe & dans e plan P,




U,

9.5 ELECTRONICIEN 86 ( duréde : 2 heures ) 2nprtgé

( 10 points )

Le but de l'exercice est I'étude d’une fonction solution particuliére d'une équation différentielle.

1 — Résoudre I'équation différentielle du premier ordre linéaire :

xl

Xy =2y = Cx+2

2 — Soit g la fonction numeérique de la variable réelle x, définie par :

9(x) = Qn(x+2)—» !

x X+ 2

a} Déterminer I'ensemble de définition D de la fonction g.

Etudier les limites de la fonction gen —oe, —2 0 et + oo,

b) Déterminer le sens de variation de la fonction g.
En déduire I'existence d’un unique réel « tel que g {a) = 0.

En précisant la méthode utilisée, donner une valeur approchée de o 3 6,1 prés par défaut.

c) Déterminer le signe de g (x) selon les valeurs de X.

3 — Soit f la fonction numérique de la variable réelle x, définie par :
x + 2\

f(x)=—;—x2‘92n( )

X

On ~d’ésigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé
{0,1,]) (unité : 1 cm).

a) Donner le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction

u— ¢n {1+ u)

Enposant u = —2— démontrer qu’il existe deux réels a et b que |’on déterminera et une
X
fonction y ayant une limite nulle en — o gt + o , tels que :

fix) =ax + b+ yi(x)
b} Etudier les limites de la fonction f en —o, —2, 0 et + oo,
c) Déterminer le sens de variation de la fonction f."

d) Tracer la courbe (C) et ses asymptotes.




3.6 :BUREAU D'ETUDES 85 ( 9 points )

A ~ Soit (E) I'équation différentielle Xy «{x~1)y=x*
Intégrer (E}.
On considére désormais pour r réel les fonctions f, définies sur [R par fy(x) = x+ x xe™®

B ~ On suppose dans cette partie A = 1

1. Faire I'étude du signe de la dérivée fi (x) (on pourra utiliser f, (x)).
En déduire I'étude des variations de f

2.Soit I la courbe représentative de f, dans le repére orthonormé (o, i, ; .1 (unité de longueur : 2 cm
et P la parabole d’équation y = 2x — x* .

Préciser la position de r, par rapport a P au voisinage de l'origine, puis celle de r. parrapport § i
droite D d’équation y = x au voisinage de + «
Construire P, D et =, .

3. Que!le est Iaure a () de la partie du plan, ensemble des points M (x, y) tels que 0< x < (et~
xwy<f (x) (g >o0).
Etudier la hmlte de a (o) quand o tend vers. =

C — On suppose maintenant que » =e* (oU e est !a base des logamhmes népériens).
Soit g la fonction définie sur [R par g (x) = x + e3.x e™*

1. Montrer que I'équation g’ (x) = O admet deux racines o, et ci,_ (of, < &, ). (Citer des théorém
qui justifient le résultat).

2. En justifiant la méthode utilisée, donner un intervalle de longueur inférieure a 10-' contenant a,
(Les calculs intermédiaires devront figurer sur la copie}.

9.7 ELECTRONIQUE 78 ( 10 points )

Nl-n

Résoudre l'équation différentielle xay' +y = :x’z
Déterminer 1l'équation de la courbe intégrale d= l'équation différentie
précédente passant par le point de coordonnées (1, 3 e).

-
]

Déterminer les développemenis limités 3 l'ordre 2, au voisinage de +

voiginage de - o de la fonction x w—e f(x) = ¢*., (On pourra poser t =

N
]

3 - En déduire 1'équation de l'asymptote oblique de la courbe dféquation
1

y = f(x) = (x + 2)ex.
4 -~ Dresser le tableau de variation de la fonction f.
5 - Que se passe-t-il au voisinage de x = 0 ? (Asymptote, demi-tangente év.

tuelles).



- Construire la courbe d'éguation y = f(x). (On ne cherchera pas 3 déterminer

le point d'inflexion).

9.8 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 77 ( durée : 4 heures )
( 10 points )

3 - 3.1. - Soit 1l'équation différentielle (1)
' () : (T+xB)y =xy=1-x .
3.1.1. - Montrer que l'on peut trouver une solution particuliere de

(1) sous 1a forme y = ax + b.

3.1.2. - Trouver la solution générale de (1).

3.2. - So0it fk ure fonction numérique de variable réelle telle que :
1

fk(x) =x(1 + :(2)2 +x + 1 (kER)
3.2.1. -~ Déterminer en discutant suivant les valeurs de k les limites
suivantes :

a) lim fk(x) ; B) lim fk(x)

X et e SO X —+ =00

3.2.2. - Dans la suite du probléme on considére seulement les fonc-

tions f_ ol k est une constante positive ou nulle.

k
Montrer que le graphe (ck) de f, admet une asymptote quand
x tend vers 4+« et une asymptote quand x tend vers - =

Donner pour chaque valeur de k (k > 0) 1l'équation de cette

agsymptote.

3.2.3. - Déduire de l'équation de Ck et de la question précédente que

Ck est une partie d'hyperbole que l'on précisera.

3.2.4, - Etudiexr f1 et construire son graphe dans un repdre ortho-

normé.




3.9 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 79 ( 10 points )

A - Intégrer 1l'équation diffsrentielle :

2y +y(1 - y) =0 (1).

B - Soit (fl) la famille de fonctions réelles de la variable réelle x d4é

du paramdtre A réel définie par :

2
f)‘(x)=1+ 3
e T -2

On désigne par Cy la courde représentative de f, par rapport & un rep

ortnonormé d'axes x'0x, y'0y.

Montrer que f) vérifie 1'équation différentielle (I). Pour A # 0, cal

£y (x) + £, (- x). En déduire que les courbes C) et C, sont symétriqu
A x .

rapport & un point A que l'on ﬁrécisera.

€ - On suppose dans cette paztie |A] g1 et A4 0.

1 v‘Préciser suivant les valeurs de A l'ensemble de définition de la

tion £ .
2 -~ Btudier les variations de :A dans les cas suivants :
-1 < A<0;0<c2<c 15 =1,

3 - Montrer gque pour A= 1, la courbe C, admet une asymptote non pas

1
aux axes que l'on précisera.

4 - Montrer que les points d'inflexion des courbes C, appartiennent 3

droites.
D - Tracer dans un méme repére les courbes C, correspondant & A= -~ 1 pui
2
~ . N
Tracer dans un méme rep2re les courbes C; correspondant &2 i= 5 puis

On pourra pour ces tracés utiliser la symétrie envisagée 2 la questio

Tracer la courbe C1.




9.10 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT £3 ( 8 points )

1. Inteégrer 1'2quaticon Jifrfdrentislls {(2)

I 1 ~>x

yo-y o= 2
o y représente une faonction numérique de 12 variable reelle X.
2. On conslidere les fonctions numériques fq de la wvariable réelle x,
dépendant du paramdtre entier relatif n, telles que

X
Cn(x) = (x +n)e

2.1. Calculer les fonctions dérivées premidres et secondes de HI
x*
Derivée d'ordre p (peN ) de fo.

2.2. Etudier les variations de la fonction fq, n étant un entier
relatif donné. Préciser le comportement de fn quand x tend vers

+© puis quand x tend vers -,

3. On désigne par C la courbe représentative de x dans le plan P
1apporte d un repere orthonormé (0O, 1,3)

'3.1. Etudier les branches infinies de Cn

3.2. Préciser 3 quelle courbe T appartiennent les extrema et a

quelle courte Fl appartiennent les points d'inflexion.

9.11  INSTRUMENTS D' OPTTQUE DE PRECISION 81 ( durée : 4 heures )
( 14 points )

Soit P le plan affine rapport& 3 un repdre orthonormé (O,T,g)

- y étant une fonction de la variable réelle X, résoudre les &qua

tions différentielles suivantes :

2xy - y'(x2 + 1) =0 (1)
2xyy' + x2+1=0 (2)

(Bquations 3 variables sé&parables).

- Faire 1'é&tude de la fonction f définie par :

x2 1
f(x) = —T—Log ]X]+'2-




+

Tracer sa courbe représentative dans le repére (O,I,]) (unité 6 cm).

- En dé&duire la courbe (I'), ensemble des points M dont les coc

données vérifient :

2
1
y° + 3= +rog |x| = 3

Vérifier que (') est une des courbes intégrales de (2).

(a3

Soit (Cm) la courbe représentative de la fonction fm définie pa:
£0s) =’ ¢ 1),

Tracer (Cy) , (C % ) et (C - %) sur le méme dessin que (I).

m est un réel fixé& non nul.

Soit (xo,ye) les coordonnées d'un point d'intersection de () e
(Cm) .

Exprimer Y, en fonction de m et de Xy -

Calculer en fonction de m et de X, les pentes des tangentes & (
a (Cm) au point de coordonnées (xO,yo) .

BEn déduire gue ces tangentes sont orthogonales.

Montrer qu'en un point d'intersection d'une courbe intégrale de
et d'une courbe intégrale de (2) quelconques, les tangentes A ce
courbes sont orthogonales.

Seit A le point de () qui a pour abscisse % et une ordonnée po:
Calculer le volume engendré par la rotation autour de l'axe Ox ¢
surface limitée par la courbe ('), l'axe Ox et la droite paralli

& Ox passant par A. Donnez le résultat en cmz.







CHAPITRE X : EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
SECOND ORDRE






EQUATIONS SANS SECOND MEMBRE

10.1 ELECTROTECHNIQUE 83 ( durée : 3 heures ) corrt

3

( 4 points )

1. Résoudre 1'é&quation différentielle : y" + 4y =0 ol y représente

fonction numérique de la variable reelle x.

2. Déterminer la solution particuliére f, de cette équation, dont

courbe représentative dans le plan P rapporté au repére orthonormé
> > . = \ 3

{(O,u,v) passe par le point de coordonnées (0,1) et admet en ce poil

une tangente de coefficient directeur 2.

3. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x on ait
f(x) = acos (bx+c).

Résoudre successivement les deux équations

xeR, f(x)=0 5 x€R, £'(x) =0.

10.2 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DES TP 80 ( durée : 3 heures )

(8 points )

1 - Soit 1l'équation différentielle
(E) y" + my' + py = O
Déterminer dans chacun des cas suivants la solution particuli
f de 1'équation (E) telle que f(0) = 10 et £'(0) = O.
(f' désigne la fonction dérivée de f).
a) m = 4 et p =5

bl m = 4 et p =4

c)m = 4 et op 3.

2 - Le point A de coordonnées (x = O ; y = 10) appartient aux cou

représentatives des trois fonctions précédemment obtenues,

Déterminer la position relative de ces trois courbes au voisi

de A. (On pourra utiliser les développements limités).



EQUATIONS AVEC SECOND MEMBRE

10.3 CONSTRUCTIONS METALLIQUES 82 ( durée : & heures )

( 4 points )

I - Résoudre l'équation différentielle (81) :
u® + 9u = - 9t

ot u est une fonction inconnue de la variable réelle t.

10.4 FABRICATIONS TEXTTLES 85 ( durée : 4 heures )
( 3 points )

Résoudre 1'équation différentielle :
vy .2y s By = xeX

On cherchera une solution particulidre de cette équation sous la forme y = (ax - b) eX, ol a et b sont
des wéels.

10.5 FABRICATION DU MOBILIER 85 ( durée : £ heures )

( 4 points )

vy étant une fonction de la variable réelle x| résoudre les équations différentielles :

3 - vy -3y + 2y =0
b - ¥ ~3y 4+ 2y = x+ 1
¢ - YO =3y 4 2y = 8

10,8 TRANSFORMATION DES PLASTTQUES 85 ( durde : 2 heures )

{ & points )

1. Résoudre {"équation différentielie
@ Doy 2y 4 2y o= x4y

2. Déterminer la solution de I'équation @ satisfaisant aux cenditions initiales



¥

10.7 ELECTROTECHNIQUE 785 (durée : 3 heures )

) corrigé

( 3 points )

2 - Résoudre 1l'équation différentielle du secund ordre :

- y' - 6y = eBx + x + 1

"

b4

ol y est fonction de la variable réelle x

10.8 TNDUSTRIES GRAPHIQUES 85 ( durée : & points )

( 5 points )

1. Résoudre I'équation différentielle (E} :

(E) y'+y -6y = eX(2x} —x+1)
dans laquelle y est une fonction de la variable reelle x.
. . yi0) =0
2 - Déterminer la solution de (E) satisfaisant aux conditions : { ‘0) =0
y =

10.9 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATTMENT 80 ( durée : 3 heures )

( 8 points ) corrigé

1 - Intégrer 1l'équation différentielle

"

y" = 3y' + 2y = O(E")
2 - Soit (E) 1'équation différentielle
y" - 3y' 4+ 2y = x e*

Chercher une intégrale particuliére de l'équation (E) sous la
y =u e , u étant une foncticn de x que 1l'on déterminera.

En déduire l'intégrale générale de 1l'égquation (E).

3 - On considére la fonction £, solution de (E) qui vérifie £(0)
f'(0) = O. Montrer gue pour x infiniment petit principal, f(x

un?infiniment petit du 3e ordre.




10.10 INSTRUMENTS D'OPTIQUE DE PRECISION 82 ( durée 4 heures )

( 5 points ) corrigé

Déterminer suivant les valeurs du paramétre réelw les fonctions

réelles de la variable réelle x solutions de 1l'équation différen-
tielle

y"-2y' +2y = eXcos wx

10. 11 ELECTROTECHNIQUE 84 ( durée 3 heures )

( 5§ points ) corrigé

1) Résoudre I'équation différentielle, appelée €, :

Y'—tm—-3)y +m*y=0
(on discutera suivant les valeurs du nombre réel m)

2) Résoudre |'équation différentielle F :

y”* + 9y =8 cost

3) Déterminer la solution particuliére f de I'équation F telle que :

f{0) =

win

et f(%)=0

"

10,12 ELECTROTECHNIQUE 77 (durée : 3heures )

( 6 points )

2 = 2.1, - On se propose de résoudre 1'équation différentielle :

x" 4+ x! - 3 -2 = et (E)
T+ (t + 1)

ol x" et x' sont respectivement les dérivées seconde et premiére de

x par rapport a t.

2.1.1. Résoudre 1l'équation différentielle 3
u' u - of ’ (®)
t + 1 (t + 1)2
ot u' est la dérivée premidre de u par rapport & t.
2.1.2. Eorire 1'équation différentielle (E') obtenue 3 partir de (B
en effectuant le changement de variable défini par :




W
=YY

oli ¥ o8t une fonction de %,

En déduire 1'expression de W'.

Déterminer W puis 1'intégrale géndrale de 1¥équation (E).
2.1.3. Déterminer 1'intégrale particulidre £ de (E) telle que

£(0) = 0 et £1(0) = 1,

10.13 BUREAU D'ETUDES 78 (durde : 4 heures )

( 10 points ) corrigé

On considére l'éguation différentielle
1
3

ch” x

ot chx est le cosinus hyperbolique de x
1°) Intégrer l'équation différentielle: (2) y"~y = O

2°) Montrer que les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyper
que sont deux solutions particuliéres de l'équation différent
(2)

3°) Soient u et v deux Ffonctions rnumériques de la variable réelle
u' et v' leurs dérivées premiléres. Nous nous proposons de dét
mizer u et v de maniére que les deux conditions suivantes soi
satisfalites

! s
X Vxé [R u'{x) chx-+ v'(x) enx = O
* la foncticn x+—> u(x) chx + v(x) shx est solution de (1)
a) Montrer que pour qu'il en soit ainsi v'(x) et v'(x) doivert
vérifier le cystéme

u'(x) cnx + v'(x) shx Q

1

ChBI

u'(x) snhx + v‘(x) chnx

"

b) Calculer u'(x) et v'(x) puis ul(x) et v(x), en déduire le solut
générale de (1).

c) Déterminer la solution particuliére de (1) prenant ls valeur —

pour x = 0 et telle gue sa deérivée soit nulle pour x = O.

10. 14 MICROMECANIQUE 85 ( durde : 3 heures )

1.1 Résoudre I'équation différentielle
(E) y" + 4y + 5y = 8cos2x +sin2x

Déterminer l'intégrale particuliere f(x) de (E) qui vérifie les conditions initiales § (Q) = !

n
fl—=0



1.2 Etudier 1a hmite, lorsque x tend vers + o=  de
f (x) — sin 2x

1.3 On considére la suite (uk) définie pour k = IN par

u = f k)l

Veérifier que u, = 5e2%7

Déterminer k pour que u, < 0,0001

EQUATIONS AVEC COURBES INTEGRALES D'EQUATION DE LA
FORME Y= F(X)

10.15 INSTRUMENTS D'OPTIQUE DE PRECISION 85 ( durée : 4 heures )

( 6 points )

On considére I'équation différentielle (E) :y” . 2y’ + 4y = 0 o0 y désigne une fonction numérique
de la variable réelle x deux fois dérivable sur R.

1. Déterminer la solution générale de (E).

2. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x, solution de (E) et vérifiant les conditions
fi0i=0etf (0] =6

Déterminer 'expression de f (x) et construire le courbe (C) représentative de f dans un plan rappor-
té & un repére orthonormé (o, I;Y (unité 6 cm.), x variant entre O et .

10,16 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 82 ( durde : 3 heures )

{ 10 points ) corrigé

On considére 1’équation différentielle (E) : y" + 2y' + 2y = O of,\( vy .

désigne une fonction de la variable réelle x, deux fois dérivable sur R.

1 - Déterminer la solution générale de (E).
2 - On appelle f celle des solutions particuliéres de (E) qui vérifie
s s = Q
les conditions 3?5?())) - 10

2.1 - Donner l'expression de f{x)



2.2 - Construire la courbe (C) d'équation y = fi{x} (0 € x ¢ 71
dans un plan rapporté & un repére orthonormé (unité
3 - 3.1 - Donner un développement 1linmité & l'ordre 3 de la foncti
au voisinage de O,
3.2 - En déduire 1'équation de la tangente a (Cla ltorigine 0 (¢

et la position de (C) par rapport a cette tangente.

4 - Déterminer, & 1 mm° prés, l'airs du domaine plan délimité par

cou-be (C) et l*'axe des abscisses.

10.17 SERVICES INFORMATIQUES 8& ( durée : 1 h 30 )

( 9 paints )

A) Soh I'équation différentielle vy — 2y  +y =1
1) Déterminer I'ensemble des solutions

2) Trouver la solution particuliére g qui vérifie

glol=o0 et g'lo)=o

B} Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur I'ensemble des réels IR par :
X —x—1

X

]

fix) si x#0

i

flo) = o

1) Etudier la continuité de la fonction f sur &* puisen o.
2) Etudier la dérivabilité de f sur &* puisen o.

-3] Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par
glx) = xeX—eX + 1
Etudier les variations de la fonction g.

En déduire le signe de g.

4) Etudier les variations de la fonction f.

Tracer la courbe représentative C de f dans un repére orthogonal. On donnera une équation d
la tangente & C au point d'abscisse o et ‘on tracera cette tangente.




10.18 MAINTENANCE 34 ( durée : 3 heures )

( 12 points )

1. Intégrer I’équation différentielle :y” + 2y’ + 2y = 0.

Trouver la solution particuliére dont la courbe représentative passe par les points O (0,0) et
m

B(l,e 2)
2

m n
2.Soiti=f e‘xcosxdxetJ=f e ~ Xsin x dx.
o o

En intégrant | et J par parties on obtient un systéme linéaire & deux équations et deux inconnues

w
i et J ; en déduire les valeurs de { et J - calculer K =f e 2x cos 2 x dx.
[

3. On considére I'application f de [0, ] dans R définie par :

f(x) = e~ Xsinx

al Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthogonal d’axes
x‘0x, y'Oy ; on prendra comme unités 5 cm sur Ox et 10 cm sur Oy. Montrer que C admet un

point d‘inflexion A et qu'en ce point A, elle est tangente 3 la courbe d’équation y = e X,
b) Calculer Iaire du domaine plan D limité par C et ["axe Ox.
¢) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation de D autour de Ox.
10.16 MTCROMECANTQUE 78 ( durée : 3 heures )
( 10 points )
Op considére 17équation différentielle :
2
(1‘2‘1) XEY"“SXY'+9Y:X4 ou xzé-%—SxyarSy:x‘t
dx ax

x étant une variable véelle strictement positive.

1 - 1.1, - Trouver un polyndme du 3e degré solution de 1'équation différentiel!
(£,) Pyt -5 Xyt + 9y =0

1.2, - Monirer que, peur que la foncticn qui & x associe xau(x) soit solu-
tion de (E}) i1 faut et il suffit que u soii soluticn de 1l'éguation
différentielle

() " o+ out o= 1



1.3. = Trouver la solution générale de (E5) et en déduire la solution
rale de (E.).

2 - On propose dans cette question une autre méthode pour trouver la solu

Zénérale de (E1).

2.1. - On effectue le changement de variable x = et,
Montirer que l'équation différentielle transformée de (E1) a 1!

ce changement de variable est :

2
(E4) é—% -6 gy - et
dat dt

2.2. - Trouver la solution générale de (E4) et en déduire celle de (E

3 - Soit f la solution particuliére de (E1) telle que £(1) = 0 et £'(1) =

’ *

3.1. - Btudier les variations de f définie sur R’ par £f(x) = xa(x -~
Construire: la représentation graphique (C) de f dans un repere
normé (0, 1, J) (XN =131 =5 cm).

(On ne cherchera pas & déterminer les coordonnées du maximum 1

on n'étudiera pas la concavité de (c)).

1

3.2, - Calculer I =f £(x) ax a €]0, 1[ . En déduire 1l'aire du
o

plan compris entre 1l'axe Ox, la courbe (C) et les droites d'éqg
=0etx=1.

Remarque : les questions 1, 2, 3 sont indépendantes.

10.20 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 80 ( durée : ¢ heures )

( 8 points ) corrigé

A) On se propose de résoudre par &tapes l'équation différen
tielle (1)

(1y : y" =1 - y'2

1) On prend comme nouvelle fonction inconnue Y = y' ; don
la nouvelle équation différentielle (2) obtenue

2) Montrer qu'il existe une fonction de la forme Y = Yo SC
tion de (2) ol Y, est un réel positif.



3) On pose Y =y + 2 ; Donner l'équation différentielle (3)
vérifide par 2

4) Soit u = % ; on obtient alors une &guation différentielle

d'inconnue u . R&soudre cette derniére &quation et trouver succes-

sivement les solutions générales de (3), (2), (1).
B) 1) Vérifier que f(x) = Ln (Chx) est une solution particulie-
re ae (1)

2} Etudier avec soin f{x) = Ln(Chx) et tracer son graphe

(on &tudiera en particulier les branches infinies).




CHAPITRE XI : COURBES EN PARAMETRIQUES



¥ ET ¥ SONT DES FONCTIONS POLYNOMES OU  RATIONNELLES
DET

11.1 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 83 (durée : 2 heures )
(9 points )

On considére les fonctions f et g de la variable réelle ¢ telles que :
[ ¢
f(‘)=;.,“m—1 g(t)=;;:—1-

On désigne par C la courbe d’équations paramétriques
£=f0)
y=g(@

dans un plan rapporté a un repére orthenormé (0, i, j) d’axes Ox et Oy (unité : 3 em).
1. Etudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résultats dans un tableau unique.

2. Déterminer une équation cartésienne de I'asymptote oblique A et préciser la position de C par rapport & son
asymptote A . Calculer les coordonnées du point d'intersection de C et de A .

3. Etudier ie: tangentes 2 C aux points remarquables révélés par le tableau de variation. Tracer la courbe C.

11.2 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 82 ( 10 points )

On considére tes fonctions numeériques f et g de la variable réetle t telles que :

- 3
fl) = e-2) gy = —*
t—1 12 -1
" . . . x = f{u -
On désigne par C la courbe d’équations paramétriques © dans un plan rapporté a un repére
° Yy =268

. >
orthonormé (O, i, j), (unité : 1 cm).
1 - Ctudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résultats dans un tableau unique.
2 - Déterminer une équation cartésienne de chacune des asymptotes,

3 - Aprés avoir précisé les tangentes aux points remarquables, tracer la courbe C.

11.3 INDUSTRIES CERAMIQUES 85 ( durée : 3 heures )

( 10 points )

Soit ta courbe (C} définie, dans le repére orthonormé (0, T ?). d'axes x'Ox et y'Oy par le systéme
paramétrique :



Yo e lorsque t ¢ ﬁ—-g-—d;’!
1. Etudier conjointernent les varistions de x et de v en fonction de 1.

.. ¥
2. Trouver la limite de -~ lorsque 1 tend vers 1.
%

Préciser les branches infinies de (C) en donnant les équations des asymptotes.

3. Déterminer I'ensemble des points doubles de {C) et calculer les coordonnées, ainsi que les ¢
ficients directeurs des tangentes en ces points.

4. Uriliser les résultats précédents pour construire () avec ses éiéments remarquabies.

11.4 INDUSTRIES DU BOIS 85 ( durée : 3 heures )

(8 points )

On considére la courbe C définie par ses équations paramétriques :

= {1} = v = glt
= 1 v t—2

1. Etudier les fonctions f et g.

2. Démontrer 'existence d'une asymptote oblique dont on déterminera V'équation.

3. Tracer la courbe C.

11.5 FABRICATIONS TEXTILES 85 ( durée : 4 heures )

( 6 points )

Dans le plan, rapporté au repére (o ; 1, j;,yla courbe {C) est I’ensemble des points de coordonnées

2

1
x{t)=t. T ey () = , 00U testun paramétre réel non nul.

tl
1. Etudier les variations des fonctions x et y.
2. Etudier les branches infinies de (C).

3. Tracer la courbe (C).

11.6 BUREAU D'ETUDES 86 ( durée : 4 heures )
( 10 points )

On se propose d'étudier et de construire la courbe (C) définie par ses équations paramétriques :



f(t)

x
1
[l
l
|

N

~

glt) = 212 + 41

Y
dans un repére orthonormé (O, 7. T) dont !'unité de longueur sera le centimétre.
1 — Etudier le sens de variation des fonctions f et g.
2 — Préciser la nature des branches infinies de la courbe (C} en justifiant vos réponses.

3 — Déterminer une équation de la tangente (D) 2 la courbe {C) au point A de coordonnées (3 ; —2).

Etudier ia position de la courbe (C) par rapport 2 la droite (D) au voisinage du point A.
4 — Montrer que (C) admet un point double B dont on calculera les coordonnées.

6 — Préciser les coordonnées des points d’intersection de la courbe {C) avec les axes du repére.

Tracer la courbe (C).

11.7 MICROMECANIQUE 85 ( durée : 3 heures )
( 7 points )

On appelie () 1z courbe définie, dans le plan rapporté a un repére orthonormé, par le systéme
d’'équations paramétriques

i

X

t t€ R t#0,t %2

1. Construire la courbe (C) en précisant fes branches infinies.

2. Déterminer les coordonnées du point double de (C).

11.8 INDUSTRIES DU BOIS 79 ( durée : & heures )

( 6 points )

‘étudier et représenter graphiquement la courbe définie par les éguations

paramétriques suivantes :

_ _(t o+ 1)2 _ (- 1)2
* = )= el -

Montrer que la courbe admet un point double gue l'on déterminera.




11. 8 CONSTRUCTION NAVALE 85 ( duréde : 2 heures )
(- 8 points )

Dans un plan muni d'un repére orthonomé (0, T. 7). on considére la courbe (C) définie paramé:
triquement par :

il

fHly = 4(¢ - ¢}

33 (te R)
vyl = S )

[ x

des fonctions | et g,

au repérs orthonn

19 w Tracer la courbe (I} déTinie par ls rveprésentation paraméiricus

i
Vo= 2 2% 4 2 - 6t
) 3 2
[y = 4t7 + Ht

Li3

7

1iayre

4% « Exprimezr en de t une mesure de 1l'angle de

tangente & ([} en un point M quelconque.




11.11 MICROMECANIQUE 78 ( 10 points )

Le plan affine est rapporté & um repére (0, E;'E),.(r) est la cour
définie par la représentation paramétirique :

2
N T %
S A

3
% ,
v o= = a&(t)

b4

de parvamsire t

FOTNT TECHR 1 VEFNTREFPRISES DU BATIMENT 77 { durée : 3 b )

(12 points )

Le plan est rapporté & un repdre orthonormé d'axes x'Ox, v'0y
(unité de longueur 1,5 cm).

1 - Tracer la courbe (C) dont les équations paramétriques sont :

x

]

£2 = 2¢
1
t + 1

2 - Déterminer une équation cartésienne de (C) dans ce repére.

3 - Déterminer une équation de la tangente 3 (C) au point A de paramétre
1

t= 3



4 - rreciser au volslnage ae A, la poslition de (L) par rapport a la tar

5 - On donne la fonction numérique f définie par :

2
£(x) = 2‘_:_4.1;_."'___1__
X

5-1- Etudier les variations de f.
§5-2- Tracer la courbe (I), représentation graphique de f.

5-3- En supposant (C) et (I) tracées dans un méme repére, par quell
transformation géométrique passe-t-on de l'une & l'autre ?
Justifier,

11.13 CONSTRUCTIONS METALLIQUES 78 ( durée : 1 h 30 )
( 14 points )

Un consid2re les fonctions numériques f et g de la vari 8w
réells t, tellss que :

Flel = 1 4+ ¢

#

alt)

P9~ Etudier st tracer dans le plan muni dlun repére arthonorme o'a

b £ ¥ .
¥'0y. la courbe représentés par les fquations paramétria
x = F{t)}
{

¥y =4

S

2% - Lelculsr l'intégrale définie :

&

,j f{t] g'({t) d¢
i

TS

5T

o4 g représente la dérivde de la fonction G.

En déduire l'aire du domaine pla

-

v fini limité par la o

droite d'équstion x = %

3° - Donner un développement limité 3 l'ordre 5, au voisinage de
de la fonction h définie par :
h(t) = g(t).Log{t +.t)




11.14 MECANIQUE AUTOMATISMES 81 ( durée : 1 heure )

On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle

éfinies par :

_2(t - 1) . _2t(t - 1)
fO) = =5 el = Sy

On désigne par C la courbe définie paramétriquemen§)dans le plan
apporté au repére orthonormé d'axes x'0Ox et y'Oy (unité de longueur

cm)) par :
x = f(t)

-~ Etudier les variations des fonctions f et g ; rassembler les

résultats dans un tableau unique.

« Calculer les coordonnées des points dfintersection de € et de
ltaxe des abscisses.

- Déterminer les équations des asymptotes 3 la courbe C.

« Tracer la courbe C.

« On congidére la fonction rationnelle h de la variable réelle t

ér
définie par :
8¢

£ - 1
it} = mwiwmwmmé
{t « 137
Déterainer les constantes réelles 4, B, ¢ telles que pour tout %
différent de -1 on ait
A B C
nit) = 4 %+ hd 3
L o+ 1 {t + 3% (¢ + 1}

= Calculer 1Yintégrale
1
g{t) fi{t)de
[
En déduire l'aire de la portion Tinie de plan limitée par la courbe

C et liaxe x'0Ox.




3 heures )

CROMECANIQUE 79 (drée

T

M

11.15

( 15 points )

Le plan affine étant rapporté a4 un repére orthonormé (o, T, 3) (unité 1 cn

et t

étant un paramétire réel quelconque, on se propose d'étudier la courbe

C, ensemble des points Mt du plan dont les coordonnées dans le repére

.
H

par

inies

sont déf

7

i,

¥

0

(

).

P
i

e

i
s

sourbe

la

et les arce BA ef AF

{Le point B a une ordonnée ndgative et F une ordonnde poai




11.16 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 84 (durée : 4 heures )

( 13 points )

Le plan P est rapporté & un repére orthonormé direct (O, | T ) d’axes Ox etQy (unité : 2 cm). On
appelle (C) le cercle passant par O et ayant pour centre le point | (1, Q).

Un point variable M de (C) est défini par : mesure de I'angle (O 1, I M) = 6 + 2 kil (ke 2). Lorsque la
tangente en M & {C) coupe les axes, on désigne par P son point d’intersection avec I"axe des abscisses
et par Q son point d'intersection avec I'axe des ordonnées.

1. - 1.1 Donner une équation du cercle (C).

1.2 Déterminer une équation de la tangente en M & (C).

~ 1.3 Lorsque 4 est différent de k il (k e Z} calculer les coordonnées des points P et Q.
2

1.4 Soit K le quatriéme sommet du rectangle O P K Q.

Exprimer en fonctionde t = tg% les coordonnées de K.

2. On considére les fonctions numériques u et v de la variable réelle t telles que :

2 1
u(t) = T——j et vit) = —t-

il

(t)
- ) dans le plan P rapporté au

On désigne par (T') la courbe d’équations paramétriques
repére initial.

——
<
|

2.1 Démontrer que la courbe (') admet un axe de symétrie que I'on précisera. En déduire une
réduction de l'intervalle d'étude.

Etudier les variations des fonctions u et v correspondantes et rassembler les résultats dans un
tableau unique. Tracer la courbe (T").

2.2 Soient K, et K, les points de (I') d'abscisse (~1). A quelles valeurs du paramétre t correspon-
dent-ils ?

Calculer, en cm?, la mesure de l'aire de la portion de plan limitée par (T'), la droite d’équation
x = — 1 et la paralléle & I'axe des ordonnées menée par le point K de (') de paramétre t,, tel

,ﬁt}e to > V' 3. Cenombrea-t-ilune limite lorsque t, tend vers + o? Interprétation géométrique.




11.18 ELECTROTECHNIQUE 82 ( durée : 3 heures )

( 10 points )

> >
1/ Construire, dans le plan rapporté au repére orthonorm& (0,i,j),
unité : 1 cm, la courbe C d&finir paramétriquement par :

X = Zt-}é
t
y = 2t+t2

Démontrer que C présente un point de rebroussement.
Déterminer une &quation de la tangente & C en ce point.
Démontrer que C admet aussi un point double dont on déterminera les

cogrdonnées.
2/ Soit Ml le point de C correspondant 34 la valeur 1 du paramétre t
Déterminer le rayon de courbure R et les coordonnées du centre

de courbure Q au point M.

11.19 BLANCHIMENT 85 ( dupde : 2 keures )
( 12 points )

-Résoudre dans [R P'équation : —8 ¢ + 121! ~ 3 =
En déduire lesignede : — 81 + 12 t* — 3 selon les valeurs de |a variable réelle 1.

2. On considére les fonctions f et g de la variable réelie 1, élément de |’ intervalte ] —1, 1], définies

41 ~31

par ft) = —e _—
1= 1

git) =4 ¢ -1

Dans le plan rapporté a un repére orthonormeé (C; b i ) on désigne par (C) la courbe, ensemble
x =f(1)

des points de coordonnées
y =g{t)

2.1 Montrer que !z courbe {C) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

2.2 Etudier les variations des fonctions f et g.

2.3 Tracer soigneusement {a courbe (C). On fera en particulier une étude des branches infinies
et on donnera les coordonnées de son 'point double et des points d'intersection svec les
axes de coordonnées.

11.20 FABRICATION MECANIQUE 78 ( dupée : 3 heures .)
( 12 points )

1°) Dans le plan rapporté i un repére orthonormé (0,1,3) on considéere la

courbe (C) d'équations paramétriques :



t étant le paramétre réel

1+t
Montrer gque la courbe (C) admet un axe de symétrie.
Construire la courbe, en précisant la nature du point 0.
2°) a - Développer le produit (+2 + 1)2(t2 + 4)
b - Trouver des constantes réelles a, b, ¢ telles que,

pour uCﬂ~{—\i\§}=

¢ - Application : Calculer la longueur 1 de l'arc de la courbe (C) oriexn
dans le sens des t croissants, limité par le point O et le point

A (%,% . On effectuera le changement de variable u = t2 + 4 .

22} a - On considére les intégrales de la forme .:

' at
In = 2\
s (1 + %9) n entier supérieur ou égal i 1.
En intégrant In par parties monirer que :
- 1
2nL 4= (2n- 1)1n + i

On démontre et on admettira que I1 = i; o

Calculer 12 et 13.

b -~ Trouver des constantes réelles &4, B, C telles que :

2 t4 4 B c

= + +
(1+19)3 1442 (1+H2 (14193

¢ - Application : Calculer l'aire S du domaine plan limité par la courb:

la droite d'équation x = %,




X OU Y CONTIENNENT LN

11.21 FROID ET CLIMATISATION 83 (durée : 1 h 15 )
( 12 points )

On considére les fonctions numériques f et g de la variable t

i t t (le symbole ln dZzigne la

1n

telles que f(t) = et g(t)

t
t+1
fonction logarithme népérien). On désigne par &? la courbe d'équations
paranétriques {x £lt)

y = glt)

it

dans un plan rapporté& 3 un rep2re orthonormé
d'axes Ox et Oy (unité : 2 cm).

1. Pour quelles valeurs de t les fonctions f et g sont-elles dé&finies ?

2. Etudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résult
dans un tableau unique. .
3. Préciser les branches infinies et tracer la courbe zj

- . Donner une &g
tion de la tangente 3 € au point O, origine du repére.

11.22 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 81

( 10 points ) corrigé

Dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé d'axes x'0Ox, y'Oy, or

considé&re la courbe C de représentation paramétrique :

2
X = 2 y:Logt-1
bt~ 2 .
. t
1 - Ztudier les variations des fonctions : t 4 T ts—Llog
2 - ttudier les branches infinies de C.

2-1 = Préciser la position de C par rapport aux asymptotes parall:

AaUX axes.

2-2 - Pour l'étude de la branche infinie correspondant a4 t = 1, o
pourra utiliser 1l'un des changements de variable défini- pa
2——%—-«1:% ou t =.1 + h.

3
3 ~ Tracer la courbe C.
Préciser en particulier les tangentes aux points de C corresponda

ét=—1,t=%,t=2,t=3.



11.23 FABRICATION MECANIQUE 84 ( durée : 4 heures )

{9 points )

Soit (C) la courbe définie par ses équations paramétriques

x=ft)= tn 112 — 1}

y=g{t)=t{®? - 1)

dans e repére orthonormé (O, 1, —; ). On prendra 2 cm pour unité de longueur. La notation In re
sente le logarithme népérien.

1.

2.

3.

Montrer que la courbe posséde un axe de symétrie.

Etudier les fonctions f et g. Tracer la courbe (C).

i existe deux points d2 (C} d'abscisse nuile en dehors de I'origine du repére. Calculer les ordon
de ces points ; soit A celui d’ordonnée positive.

Il existe deux points de (C) d'abscisse In3. Calculer I'ordonnée de ces points ; soit B celui d'or

née positive.

Soit (P) fa surface plane limitée par I'axe (O, T), les droites d'équations x = Jet x = In3, et
{&B] de {C}. Caiculer en em® la mesure du volume engendré par la rotation de (P) autour de |
des abscisses.

11,24 CHAUDRONNERIE ET TUYAUTERIE INDUSTRIELLE 85 ( durde: 4 heures )
( 12 points )

Dans un plan affine euclidien P muni d'un repére orxhbnormé (0,?, ;) d'axes Ox et Oy {unité : 1 em
o0 définit la courbe (C) par les équations suivantes :

X = f(t) = f’
y = glt) = v £nt
9 2 r
U symbole &n désigne la fonction logarithme répérien).
1) Etudier les variations des fonctions f et g et ressembler les résultats dans un tableau.
2) Etudier les branches infinies de (C) et construire {C) dans le plan P.
3) Déterminer une équation cartésienne de {C).

4) On désigne par A et B les points de (C) correspondant respectivementd t=1 ett =2,

8) Calculer en cm la mesure de la longueur de I'src (AB) de (C) ; on en donnera la valeur décimale
approchée & 10 pres par défaut.



b) Calculer en cm? la mesure de I'aire du domaine plan limité par Iarc (AB) de (C), I'axe Ox et les
droites d'équation x =1 etx =4,
Donner ls valeur décimale approchée & 10°? prés par excés du résultst.

) 8) Déterminer le rayon de courbure ainsi que les coordonnées du centre de courbure w en A
8 la courbe (C).

b} Calculer 1a mesure (en radians) « de i'angle saillant des vecteurs oA et wB (on pourra faire
appel au produit scalaire des vecteurs WA et mB) Donner la valeur décimale approchée & 107
prés par exceés du résultat.

11.25 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 86 ( 4 heures )
( 7 points )

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O TT) dont I'unité de longueur est 2 cm.

1 - Soit la courbe (I') d’équation :
y' - B8y’ + 9y — x? =0.
Déterminer I'intersection de (') et de I'axe de repére (0, 7).
Ecrire une éguatior de 1a tangente @ (T') en ce point.
2 - Soit {G) la courbe d’équations paramétriques :
x =it — 3Int = fl)
{ y =%t g (t)
{In désigre la fonction logarithme népérien).

H
i

i

2-1 - Montrer que (G) est une partie de (I').

2-2 - Etudier les fonctions f et g et rassembler les résultats dans un tableau de variations.
Etudier les branches infinies de {G).
Déterminer 'intersection de (G} et de I'axe de vepére (O, T) et la tangente & {G) en
chacun des points trouvés.

2-3 - Construire {G), ses tangentes paralléles aux axes de coordonnées et les tangentes aux

points d'intersection précédemment trouvés,

2-4 - Calculer en cm? la measure de I'aire du domaine plan limité par la boucle de la courbe {G).




X 0U Y CONTIENNENT EXP

11.26 CONSTRUCTIONS METALLIQUES 85 (1 h 30 )

(10 pointe )

. .
Le plan &tant muni du repére orthonormé (O, i, j) d'axes Ox et Oy,

{(unité 4 cm), on définit la courbe (C) par les égquations sulvanias

x=f{t)=1~et(t+1}
= . ot
(y = g {(t) = e -~ {(t + 1)
1° - Etudier les variations des fonctions £ et g. Rassembler dans un

tableau unique 1'&tude des variations de f et g.
2° - Btudier les branches infinies de la courbe ({C).
Construire soigneusement la courbe (C).
3° -~ a) Calculer, en utilisant par exemple la méthode d'intégration

par parties, les intégrales définies

ol
1= et (¢ +2) dt et uﬁ[ et (£ + 38+ 2 ) dt

-1 -1

11.27 FLECTRONIQUE 84 ( duvrée : & heures )

( 6 points )

Erudier la courbe définie par ses équations parameétriques.

i

1/t

x{th= {t+2)e
(1 {
y{t) = te

Préciser les variations des fonctions x et v de la variable réelle t ;
la nature des branches définies ;
les points ol les tangentes sont paralléles aux axes du repére.

{On admettra que la courbe admet un point d’inflexion pour la valeur t = —% du parameétre].

Construire la courbe représentative de (1). {unité 1/2 cm sur les 2 axes).




11.28 ELECTROTECHNIQUE 77 ( durée : 3 heures )

( 6 points )

-
2.3. = Dans un plan rapporté 2 un repire orthonormé, consiruire la courbe (C)
d'équations paramétriques :

tet
t + 1

X =

Y =% +1
On étudiera avec soin les branches infinies et on calculera les cooi-

données du point d‘'inflexion.

11.29 ELECTROTECHNIQUE 84  durée : 3 heures )

( 10 points ) corrigé

1) Construire dans fe plan rapporté au repére orthonormé (o, T ﬁ unité 5 cm, la courbe (c) définie par
les équations paramétriques :

x=ft)=1—(t+1)e

y= g(t)=et—(t+ 1)
t étant une variable réelle.

On précisera :
a) les branches infinies

b) le point d'intersection de {c) avec |'asymptote
c) I'équation de la tangente 3 (c) en A (1, ;)‘

2) Déterminer :
a) l'aire du domaine plan compris entre la courbe (c), I'axe des abscisses et la droite

d'équation x = 1
b) l'aire S(a) du domaine plan limité par :
- la courbe (¢}

- la droite d’équation x = 1
-la droite d'équation y = gla), avec a < — 2. L'aire S(a) a-t-elle une limite quand

@~ —w?

11.30 FABRICATIONS MECANIQUES 76 ( durée : 3 heures)

( 7 points )

Dans un repére orthonormé (D,Y,T) d'axes Ox, Oy (unité 2 cm) on

considére la courbe C définie paramétriquement par



1)

2)

t

x = €
y = tet

L'étudier et la représenter graphiguement. Pricierr ies tannen-
tes & C sux points 0 et A d'ordonnée nulle et ls branche nfinile
Sgit M le point de la courbe (L) correspondant & une valeur 8,
inférieure 3 -1, du paramétre t.

Calculer en centim@tres carrés, l'aire S (8) de la surface
limitée par x'px, l'arc MA de la courbe (CY, et la droite
paralléle & y'Oy passant par M, et la mesure en centimétres
cubes V (8) du volume engendré par la révoluticn de cette sur-
face asutour de x'0O».

Maontrer que S (Giet v (6) samettent oec limites respectives

S et V quand b6 tera vers - £

1

I.

31 FROID ET CLIMATISATION 81 ( durée : 1 H 15 )

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé dfaxes x'0x, y'Oy,
on considére la courbe C d'équations paramétiriques :

% x i
y

Déterminer une équation cartésienne de C.

)

8t

£(t) = %(et - e
t

g(t) = e
On pose hix) = x + x2 + 1

Montrer que h{x) peut s'écrire sous la forme :
hi{x) = 2 x + ¢(x) avec 1lim ¢ = 0
+ s (x)

Que peuteon en déduire pour la courbe dféquation y = h(x) ?

Etudier les variations de la fonction h.
Tracer la courbe C dans un repére cartésien orthonormé.

Déterminer une équation différentielle du premier ordre gque vé
la fonction h.

X OU Y SONT DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES



11.32 MAINTENANCE 85 ( duréde : 3 heures ) corrigé

( 6 points )

Relat_ivément 8 un repére orthonormé (o, .l.;) {on prendra 4 em comme unité de longueur), on donne
la courbe C d'équations paramétriques :

x = 3 cost — cos 3t
y = 3 sint —sin 3t

1. Etudier les variations des fonctiont re x,ett ¢+ Yy
Représenter C avec soin, en précisant les tangentes aux points remarquables.

2. Calculer en cm la longueur totale de fa courbe C.

N.B. : On rappelle les formules

p-gq p+q
2 2
[}

gs?np-sinq=2sin

?ccosp—cosq=—-2sinp;q sin 3

11.33 FABRICATIONS MECANIQUES 85 ( durée : 3 heures )
( 6 points )

On considére dans un plan rapporté & un repére orthonormé (o,T,}T la courbe (C) d'équations paramé-
triques :

x = f (t) = 2 sint — sin 2t te R

y=g(t)=2cost—cos2t

1. Démontrer que |'on peut réduire I'intervalle d"étude des fonctions fetga[o;x ].

2. Etudier les variations des fonctions f et g.
3. Préciser les tangentes aux points de parameétres : o,—%; Zg—; .
Construire (C) {unité : 2 centimétres).

4. Calculer en cm la mesure de l1a longueur L de la courbe (C).
On rappelle que : cosp — €osq = — 2 sin 27'_‘3_ sin 2:2—9'

sinp — sing =2<>cs?——.2—S sinp—%s'

11.34 BUREAU D'ETUDES 84 ( durée : 4 heures ) corrigé

( 11 points )

Soit la courbe (C) définie en coordonnées paramétriques par :
sx(t) =4sint—sindt

'v(t) =4cost—cosédt



dans un repére orthonormé (O, i, j ) du plan (unité 1 cm sur chaque axe) ; t est une varianie jeeti

1. Aprés avoir étudié la période et la parité de chacune des fonctions x et y, montrer que !'intervall
d'étude se réduit a l'intervalle [ 0, = ]. On précisera comment on obtient toute la courbe.

2 Calculer les dérivées x' et y’ et les mettre sous forme de produit de facteurs, en utilisant les
formules :

ptg P—gq
cos p —cosq = — 2sin sin
2 2
pP—aq ptaq
sinp —sing = 2sin cos
2 2

3. En déduire le tableau des variations pour t appartenant & [0, 7 ]

— préciser au dixiéme prés les coordonnées des points de (C) pour les valeurs suivantes du parametrt
t:

or 27 37 27 4n

_— T, e e e T

5 5 65 3 65

— on déterminera le coefficient directeur des tangentes & (C) aux points correspondant aux valeur
0, 2 #/3, n, du paramétre t.

4. Tracer la courbe (C; et les tangentes citées a la question précédente.

L 2
5. Calculer en centimétres la longueur de I'arc de courbe correspondant 3 tvariantde 0 3 —

71.35 MATNTENANCE 83  ( durée : 3 heures ) corrige

( 5 points )

Dans le plan rapporté au repeéere orthonormé (O, -{, :’j') dtaxes Ox et

(unité : 1 ¢m), on considére la courbe (y) dtéquations paramétriqt

x = f(t)
= g(t)

1]

2(3 sin t - sin 3t)
2(3 cos t - cos 3t)

1 - 1.1 - Déterminer la période des fonctions f et g. Montrer que
1'étude peut se réduire a t € [o, %] ; on note (71) ltar
courbe correspondant.

1.2 - Etudier les variations des fonctions f et g et rassembl
résultats dans un tableau unique. Construire l'arc de

courbe (y,). En déduire (y).



2 - Calculer, en centimétres, la mesure de la longueur de la courbe (y

11.36 MAINTENANCE 82 ( durée : 3 heures ) corrigé
( 8 points )

Dans un plan muni d'un repére orthonormé (unité : 3 cm},
dtaxes Ox et 0y, on considére la courbe (C) définie par les équations
paramétriques :

X 2 cos t

H

y = sin 2 t

2
les variations des fonctions : t == x et t —= y dans cet intervalle.

| - Montrer que l'on peut réduire l'intervalle d'étude a [O, I‘—] dtudier

Tracer la courbe (C). On précisera les tangentes a (C) aux points de

paramétres t = 0 et t = % .
2 - Calculer, en cm2, la mesure de ltaire du domaine fermé limité par la

courbe (C).

11.37 FABRICATIONS MECANIQUES 82 ( durée : 3 heures )

{ 7 points )

On veut construire dans le plan rapporté a un repére orthonorme (O, ':,T) d'axes Ox et Oy, unité 10 cm,
ia courbe I" d'égquations paramétriques :

flt) .= sin_3t.css t o=

x
L]

fsin 4t + sin 2t ]

[

1
y = ait} =-cos 3tecost = ~ [cos 4l + cos 2t]
2

2.1 - Déterminer la pér%oderdes fonctions { et g. Démontrer que 'étude des fonctions | et g peut étre
réduite 3 Vintsrvalle [G, %] .

Soit T, V'arc de la courbe I" correspondant 3 V'intervalle précédent.

. Indiquer la transformation géom@trique permettant de construire I a partirde T, .

2.2 - Etudier les variations de f et g. Construire ', puis ",

11.38 MAINTENANCE D'EXPLOITATION DES MATERIELS AERONAUTIQUES 85 (durée : 3 H

{ & points )

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé, d'axes x’'Ox et y'Oy, on considére ia courbe (H)
de représentation paramétrique @



{ x = 2(2cost+ cos2t)
y = 2(2sint —sin21) (te R)

1} Tracer (H) aprés avoir construit les points et tangentes remarquables.

2) Calculer la longueur de la courbe obtenue {soit : la longueur de la courbe fermée).

11.39 INDUSTRIES DU BOIS 82 ( durde : 3 heures )

( 8 points )

2 - On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle t définies par

f{it) =2cost + cos2t , glt)=sin2t.
x = f(t)

On désigne par C la courbe d’équations paramétriques " dans un pian‘rappc
y = git

i

repére orthonormé (O, TT), d'axes Ox et Oy (unité :5cm).

2.1 - Aprés avoir démontré que I'intervalle d’étude peut étre réduit & [0, n], étudier les varia
fonctions f et g etrassembler les résultats dans un tableau.

[

2.2 - Préciser les points de C ouU la tangente 8 C est paralléle & Ox ou Qy. Déterminer les é
des tangentes @ C au point d'abscisse x = - 1.

2.3 - Construire I'arc C, de C correspondant al'intervalle d’étude. Indiquer comment on peut o
a partir de C, et construire C.

11.40 ETUDES DEPRIX DU BATIMENT 79 ( durée : 4 heures )
( 6 points )

1] . L3
L'extrémité d'une aiguille & vibrer le béton a pour trajectoire la

définie par les équations suilvantes :

.

x =cos t + sin ¢

cos 3 t

i}

Trscer la courbe ainsi définie et déterminer ses points doubles dan

muni d‘un repére orthonormé é'axes x'Ox, y'Oy (unité : 5 cm).
i

11. 41 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 78 ( durée : 3 heures

( 10 points )

Soit la courbe (C) donnée par la représentation paramétriq

X cos t

i

t . t
y 4 (cos 5 + sin 7)



1 - Tracer l'arc (I') de (C) obtenu en faisant varier le ré&el t dans 1'i

tervalle [ - % ' % ], dans le plan muni d'un rep2re d'axes x'Ox, y

2 -~ Montrer que l'on peut déduire (C) de (I').
Tracer (C).
3 - Calculer la longueur de l'arc T .

4 - Montrer que le point O est un point d'inflexion de (C). La courbe (
admet-elle d'autres points d'inflexions ?

11.42 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DES TP 80 ( durde : 3 heures )

( 8 points )

Cans le plan rapporté a un repére orthonormé d'axes x'0x, y'Oy on
considére la courbe T, définie paramétriquement par :

X = sin t ; y = cos %

1 - Soit C la partie de T correspondant a te:[o Zn]¢ Représenter ¢ ;
préciser 1les points d'intersection de C avec les axes de coordomn-
nées ainsi que les tangentes en ces points.

2 - Déterminer les symétries qui permettent d'obtenir la courbe T
a partir de la courbe C. Tracer T.

11.43 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 79 ( durde : 3 heures )
(10 points )

On considére, dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé

d'axes x'Ox, y'Oy, la courbe C d'éguations paramétriques :

al(t -~ sin t)

x
y = a(l - cos t)

a est un réel positif ; t appartient 3 1l'intervalle [O,27].

1 -~ Construire la courbe C.

N
]

Calculer la longueur de C.

W
i

Calculer l'aire du domaine limité& par la droite Ox et la courbe C.

4 - Calculer le rayon de courbure en chaque point de la courbe C.



)

11. 44 FABRICATIONS MECANIQUES 80 ( durde : 3 heures ) corriaé

Dans le plan rapporté d un repére orthonormé d'axes x'Ox, y'Oy or

considére la courbe définie paramétriquement par

X = ccszt
y = 223 cosjtsint

1. Montrer qu'on peut réduire l'intervalle d'étude & [O,%} ; étud
les variations des fonctions ti»x et tiy dans cet intervall

5. Déterminer le point de I correspondant 3 t = %. Tracer ' (unité

longueur des axes : 1Ccm).

3, Calculer le volume engendré par la courbe I' tournant autour de
1taxe x'Ox.
(Pour calculer l'intégrale, on pourra poser u=cost.)

711.45 ETUDES DEPRTX DU BATIMENT 76 ( durée 4 heures )

( 8 points )

Sous l1l'action d'un vent violent une benne pendue & un treui
se déplace suivant une courbe (C) que l'on considére comme plane, déf
nie par les équations paramétriques suivantes :

2 sint - sin3t

x =

y = cost - cqs3t
1o - Construirenla courbe (C) en repere orthonormé {(unité 10 cm).
20 - Calculer en centimdtres la longueur de la courbe (c).

On demande une représentation graphique soignée.

On prendre : Arc sin V3 =© 55¢

11,46 ASSTSTANT(E) D'INGENIEUR 84 ( durée : 3 heures ) corrigé
( 10 points )

B — On désigne par (I') la courbe du plan P d‘équations paramétriques :

x(t) = 2sint+sin2t

y{t) = 2 cost — cost 2t

et par M(t) le point de coordonnées [x(x), y(t))

1.Monuerque|acombe(F)adnmtunaxedesywétﬁ&
Etudier les variations des fonctions t — x(t) et t — y(1) pour t appartenant & l'inter

[N o WP |



2. a) Montrer que les points S = M(—:;;'), T=Min)letU=M(- %) sont des points stationnaires

(ou singuliers). Former des équations des tangentes a (I') en ces points et tracer ces tangen-
tes. Préciser la nature de ces points stationnaires S, T et U.

2
b) Vérifier que les courbes (I') et () sont tangentes en M (o), M (2——") etM (- <I).
3 3

3. Tracer avec soin la courbe (I°).
4. a) Calculer le rayon de courbure de (I'} au point B = M {O), et les coordonnées du centre | du
cercle de courbure (C) au point B.
b) Calculer en fonction de t la distance d(t) du point | au point M{t) (M(t) ¢ (') ).

Donner le développement limité de d(t) a I'ordre 4 au voisinage de t = 0. En déduire la
position de (') par rapport au cercle (C) au voisinage de B.

11.47 FABRICATIONS MECANIQUES 81 ( durée : 3 heures )
( 10 points )

On considére les fonctions numériques f et g de la variable
réelle t définies par :

f{t) = 4 cos t glt) = \/é’sint t cos t

On se propose d'étudier dans le plan ra pporté au repére ort.

normé d'axes x'0x, y'Oy (unité de longueur : 2 cm) la courbe C d'éque

tions paramétriques
x = f(t)

y = gl(t)

1. - Montrer que l'on peut réduire l'intervalle d'étude 3 I = {O, -121]
Dans cet intervalle :

1.1. - Etudier les variations des fonctions f et g.

1.2. - Déterminer les coefficients directeurs des tangentes
aux points obtenus pour t = 0, t = =

1.3. = Tracer l'arc OA correspondant & l'intervalle I.

1.4, - Comment peut-on obtenir toute la courbe C ? La tracer,

2, - 2.1. - Calculer le volume de révolution engendré par la rotatic
autour de l'axe x'0Ox de la plaque limitée par l'arc OA ¢
l'axe x'0Ox. On donnera le résultat 3 un millimétre cube
prés. .

2.2. = Exprimer g'(t) uniquement en fonction de sin t. Calculer
la longueur de l'arc OA, On donnera le résultat i
un millimétre prés.



11, 48 FABRICATIONS MECANIQUES 79 ( 12 points )

I - Dans un repédre orthonormé (o,I,}), d'axes Ox, Oy (unité S5cm) on

considdre les points variables avec le paramétre réel t : Ml' M

M définis par

L}

cos 2 t X cos t

Ed
it

e — -
1 2 3 OM = OM1 + 2 O
sin 2 t -sint

L<
[
=
L}

relation (A)

1°) Montrer que les points M, et M
1 2

cle (C) que 1l'on dessinera dans le repére.

appartiennent 3 un méme cer

Montrer que la relation (A) équivaut 3 la relation (B) :
J—" e -

MMl + 2 MM2 =0 .

En déduire, pour une méme valeur du paramétre t, la disposi

tion des trois points Ml, MZ' M ; en particulier faire le

graphique pour t = % .

2°) 2.1 Montrer gue les coordonnées de M sont :

]

Wi

X (cos 2 £t + 2 cos t)

]

W=

y (sin 2 £t - 2 sin t)

2.2 On appelle (H) l'ensemble des points M.
péterminer la période des fonctions t +——> X et t > y

En faisant apparaitre une symétrie de la courbe (H) montrer
que 1l'on peut réduire 1'intervalle d'étude & t ¢ [o,7]

Montrer que les dérivés peuvent s'écrire :

wl
(%)
(=
=}
Iu
[ad
Q
o
»
(]

y' g sin 253 sin

]
t
|

[S1¥ag

Etudier les fonctions t+— X et t +— y quand t décrit [

2.3 Montrer que pour tout t appartenant a 1l'intervalle Jo,w],

; 2m .
privé de 5 la droite MIMZ est orthogonale 3 la tangente

en M 3 (H).



Donner l'équation de la tangente & (H) en M correspondant

2m
t = 3~ i tracer cette tangente sur le graphique.

2.4 Construire la courbe (H).

3°) Calculer la longueur de l'arc de (H) correspondant 3 t apparte.

3 1l'intervalle [o, ZTTr] .

11.49 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 84 ( durée : 3 heures )

( 10 points ) corrigé

. Démaonirer que pour t appartenant a IR — )__l'il__ + kIl 2 (ke 2},

sin2t—tgt=cos2t.tgt

. Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O, B 7) d’'axes Ox et Oy, {unité : 4 ¢cm)
on considére :

le cercle (U) de centre 0, de rayon 1.
I'axe Oz, d’origine O et de vecteur unitaire G, défini par une mesure t de 'angle i, v,

I 1
{te] 2,+2[)‘

le point P de (U) tel que (Ox, 0-;‘3 ) = 2 1; ondésigne par M le point d'intersection de la droite {0z)
et de la perpendiculaire 4 Ox passant par P.

2.1 Construire les points Mg, M, , M, , M; correspondant respectivement 3

a
6

I I
=0 t, = Lty = —, ty = —
o b 2 4 3 3

2.2 Détarminer pour une valeur quelconque de t les coordonnées du point M.

. Soient f et g les fonctions de la variable réelle t définies par
flt) =cos 2t glt) =sin2t —1tgt

3.1 Etudier les variations des fonctions f et g pour t appartenant & [ O, -r-I-[ et rassembler les résultats
2

dans un tableau unique.

x = f(t)

3.2 Tracer la courbe (C) définie paramétriquement par ) 0 dans le plan rapporté au repére
Y=9

orthonormé de la deuxiéme question. Démontrer que les points M définis 4 la deuxiéme ques:
tion appartiennent & (C).



4.Lacoudm(C)componeuneboude.Cakuhnencm‘Janwnnedelhhedeceneboude

11.50 FABRICATIONS MECANIQUES 83 ( durée : '3 heures )
(10 points )

Oon considdre les fonctions f et g dé&finies par :

£(t) = 10.e"%. cos t g(t) = 10.e . sin t

et dans un plan rapporté & un repé&re orthonormé direct (0;1,3)

d'axes Ox et Oy, unité 1 cm, on désigne par

£(t)

ES
]

(8) la courbe définie paramétrigquement par
g(t)

e
i

1. On appelle M le point variable de paramétre t décrivant la courbe
gy -

1.1. Calculer la mesure 1 de longueur du segment [OM] en fonc-
tion de t .
Représenter graphiguement les variations de 1 en fonction

de t dans un plan rapporté & un repére orthogonal

> > .
(Q:u,v), unités : 1 cm en abscisse, 0,1 cm en ordonnée.

B B
1.2. Calculer en fonctinn de t une mesure de l'angle orienté& (i,O0M)

1.3. Par quelle transformation géométrique dont on précisera les
caractéristiques peut on faire correspondre au point M de la
courbe (¥) de paramétre t le point M' de la courbe (%) ade

paramétre (t + ) et cela guel que soit t ?

2. mtudier les variations des fonctions f et g pour t appartenant &
1'intervalle [0,7] et rassembler les résultats dans un tableau

unique.

3. 3.1. Calculer en fonctin de t le coefficient directeur m de la

tangente A en M & (Y?). Démontrer que m s'exprime simplement

TT

3 partir de tan (} - T) et en déduire une mesure de

4
1'angle orienté (OM,A) des droites OM et A (la notion tan
désigne la fonction tangente).



3.2. Tracer l'arc (I') de (€) correspondant 3 t & [0,7]

4. Calculer la mesure exacte de la longueur de l'arc (I'). En donner

la valeur décimale approchée 2 10—2 prés par dé&faut.

5. Calculer la mesure exacte de l'aire du domaine plan limité par
l'arc (T') et l'axe des abscisses. En donner la valeur décimale

approchée a 10-2 prés par dé&faut.

11.51 CONSTRUCTION METALLIQUE 80 ( durée : 1 h 30 )
(10 points )

0n se propose d'étudier dans le plan rapporté i un repére orthonormeé
d*axes x'0x,y'Oy la courbe C d'équations paramétriques :

l

L.e symbole ln signifie la fonction logarithme népérien.

£(t) =t (1 - &%)

glt) In(Cht)

~ 1 = Calculer la dérivée ' de la fonction f.

2 - Etudier les variations de la fonction ' et calculer f£*(0}.
En déduire le signe de ge(t).

3 - Calculer la dérivée g' de la fonction g et étudier les variation
de g.

11.59 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 82 ( durée : 4 heures )
( 12 points )

1- 1.1- intégrer I'équation différentielle :

(E} z’+ztht=0,
1

ot z est une fonction de la variable réelle t et th t la tangente hyperbolique de t {tht = g—‘-:;
e
Trouver la solution z, de cette équation, telle que z, (0} = 1.
1.2 - intégrer I'équation différentielle

(B} z'+ztht=ttht,

trouver la solution z, de cette équation qui s'annule pour t = 0.



2. Soit la courbe (C) définie paramétriquement dans un plan P rapporté au repére orthonormé (0, i,
{unité 2 cm), par le systéme :

]

x =t-tht
1 t paramétre réel

it

v cht

2.1 . Démontrer que {C) admet un axe de symétrie.

2.2 . Erudier les branches infinies de (C).

2.3 - Etudier les variations de x 2t de y ; faire un tableau.

2 4 - Préciser la nature du point A d'abscisse 0 ainsi que la tangente 2 (C) en ce point.
2% . Calculer ch t et th t lorsque sh t = 1. Calculer la valeur de t correspondante.

2.6 - Trouver le point B de {C} oU la tangente a pour coefficient directeur - 1 ; déterminer une équat
cartésienne de ia tangente en B 8 (C).

27 . Eracer la courbe (C} dans is plan P,

. eafeuter la longueur de Parc AB de (C) ; donner une valeur approchée de cette longueur, en cm.

4. OGnpose Iy = J; «f:i:}——
ch" x

4.1 - Caleuler || {on pourra, par exemple, faire le changement de variable :u = eX).

Calculer 1,.

En intégrant par parties et en remarquant que

1 1 ) . sht
= ; . chx, démontrer larelation: {n+ 1} | = - +nl,
ch™ x ch™! x nel ch™! t

£n déduire 15 et Ly {on pourra utiliser les résultats obtenus dans les questions suivantes).

4.7 - Calculer Vaire du domaine plan limité par I'axe x'x, la courbe (C), 'axe y'y et la paralléle

passant par B ; donner une valeur approchée de cette aire, en cm?.

4.3 - Calculer le volume du solide engendré par la rotation, autour de Ox, du domaine plan précé
donner une valeur approchée de ce volume, en cms.




CHAPITRE Xil: EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE ET COURBES EN PARAMETRIQUES






12.1 MOTEURS A COMBUSTION INTERNE 85 (durée : 3 heures )
( 10 points )

% et y sont deux fonctions de la variable réelle t.

1. Déterminer la solution de 'équation différentielle :

t 1
in — +2x'cos—= =1 telleque x{0) =0.
X sin 2 X 2 q

2. Déterminer la solution de I"équation différentielle :

y'+ -;— y = 0 1telle que y(0) =2et y'(0) =0.
t
sin —
{on pourra poser : § =3 n —1).

3. Calculer lim .
t—- 3 ” COS —~
2

4. Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, 7,77 d'axes Ox et Oy (unité L2cm).

I

Etudier et représenter la courbe {C) définie par les équations paramétriques : x sin _;5 (te R

9 1
= COS—
Y 3

12.2 BUREAU D'ETUDES 81 (durée : 4 heures ) corrigé
{ 16 points )

1/ On considére 1'é&quation différentielle :

(B) x"-2x'+x = 2et.

1.1. Vérifier que la fonction u telle que : u(t) = tzet est un
solution particuliére de (E).
1.2, Résoudre 1'éguation différentielle : x" -2x'+x = 0.
En déduire la résolution de (E).
1.3. Déterminer la solution particuliére f de (E) telle que :
f(0) =1 et £7(2)=0.
1.4. Calculerl:

[ (t2-3t+ 1)efat.
o]

2/ On considere les fonctions numériques f et g dé&finies par :

+

i

£(t) = (£2-3c+1)et
g(t) t

fadled



U v A geste prraa ] At W ME e M WM e A A WA L e M e

£(t)
g(t)

L}

X

Y

[}

dans le plan rapporté au repére orthonormé d'axes x'0Ox, y'Oy
(unité : lcm).

2.1, Etudier les variations des fonctions f et g.
.2. BEtudier les branches infinies de la courbe I.
2.3. Déterminer une &quation de la tangente A & T au point de
paramétre t= -1,

(On ne précisera pas la position de [ par rapport & A.

2.4. Montrer que [ a un point double sur Oy.

2.5. Déterminer les points de I, & 0,0l prés, correspondant i
t=-1,5 ; =-0,5 ; t=2,5 ; t=2 '
2.6. Tracer [.

8.

Ed

12.3 FROID ET CLTMATISATION 82 ( durde : 1 heure )

corrigé

1 - Résoudre la systéme enu et v

- urv = e X1+ 82X

inu+tiny =20 {in désigne le logarithme népérien)

2. 2.1 - Déterminer la fonction de la variabls réelle x solution de 'équation différentielle :

AP I
dx

2.2 - Mantrer qu‘un couple solution de {S) vérifie I’équation différentielle :

2-u

v 2y =
2

u

3- Capose u=e" et v=e"% etonconsiddre les fonctions f, g et h de la variable réelle x définies
par :

fix) = Infu+2v) ; g{x) = Inu+ In(l_+ ?;!) B hix) = Ig2v+ln(1 +-2‘—‘;)

3.1 - Calculer f{x), g{x} et h(x) en fonction de x.Comparer les fonctions f, g et h.

3.2 - Déterminer :

lim In(l + 2!) et lim ln(l + —9—)
.20 u x—s-00 2v



lim f(x) et

lim f{x)
P

3.3 - Etudier Ia fonctlon f et tracer sa courbe représentative C dans s plan P rapporté & un repdre

orthonormd {0, T, 1) (unitd 3 cm).

Maontrer gue C possdde un sxe de symdivie at que

& ed deux 88y

3.4 - En déduire is représsniation dens P de ia courbe d'dquations paraméirigues.

ixs%n:

b isx(hk i)

aue o détsrmin

3 heures

i
P

i, Réscudre 1'8qguation différentielle
-3
(2t + 1)°
2ta 1)y » 1y = - (REEDT
£
Denneyr la solution particuliére qui prend
2. On considére les fonctions num@riques [ réell
t définies par
. 2t 2t + 1
fle) 5 e 5 g{t) = —S—s= .
to=1 t
On appelle © la courbe finie paramétriquemsent, dans le plan rappor
au repére orthonormé ¥'0x, y'0y (unité de longueur : 2com) , pa
w oz £(%) ; yo=g(t) .
2.1. Etudier les variations des fonctions f et g.
2.2. On admettra que le point O appartient 3 la courbe C.
Calculer : 4
N lim g(t) 3 lim glo)
! 3 2
o pel (E) e LCE)
Interpréter géométriquement les résultats.
On pose uE e Exprimer g(t) -~ £f{t) en foncticn de u et donner
développement limité 3 1'ordre 2 au voisinage de u = C.
En déduire la position de C par rapport 3 la tangente en 0 2
2.3. Démontrer qgue la courbe C admet un point double dont on préci
les cocrdonnées. Donner les coefficients directeurs des tange
4 C en ce point double.
2.4, Préciser les branches infinies de C.
2.5, Tracer la courbe C.



12.5 EXPLOITATION DES VEHICULES A MOTEURS 85 (durée : 2 heures )

( 15 points )

(% parlte

1. Résoudre 'équation différentielle x" + 2 x' + x = 0 dans laquelle x est une fonction numérique
de la variable 1.

Déterminer la solution particuliére qui vérifie x(0) = 1et x'(0) = 0.

2. Résoudre I'équation différentielle y' + y = 2te"t dans laquelle y est une fonction numérique ‘
de la variable réelle t.

Déterminer la solution particuliére qui vérifie y(0) = Q.

2éme partie :
Soient f et g les fonctions de la variable réelle t définies par :

fi)= (t+ 1)e ! glu=1 et

On désigne par C la courbe ensemble des points M (x, y) tels que ? x = f(1)
y = g(t)

dlns le plan rapporié au repére orthonormé (OTT)

L unité sur le graphique sera représentée par 4 cm.
1. E-xudier les variations de f et de g.
2. Vérifier que C passe par 0. Préciser la tangente & Cen 0.
3. Soit A le point de C de paramétre t= 0. Préciser la tangente aCenA.

4. Tracer la courbe C.

3eme partie :

4. Déterminer les nombres réels &, b, ¢, d de facon que la fonction F définie par

F = (at® + bt + et + de™ 2

—21

3 e 4l

soit une primitive de la fonction h définie par hit) = t

2. Soit €, la partie de C correspondant & t 2 0. Calculer une mesure, en cm?, de V'aire du domaine
plan limité par C, et l'axe {0, 7.

Nots : les {ére et 28me parties du probléme sont indépendantes.

19.€ ELECTRONIQUE 83 ( durée : 2 heures )

( 6 points )




1. Résoudre 1'é&quation différentielle :

X
xy' -y =x(1 - e ¥)

od y représente une fonction numérique de la variable réelle x.
Déterminer la solution particulidre telle que y(l) = 1ln2 (le sy
bole 1ln désigne la fonction logarithme né&périen).

2. On considre les fonctions numériques f et g de la variahle rée
le t telles que :

£(t) =e® -1 et g(t) = t(et - 1).

x = f(t)

£}

On désigne par C la courhe d'équations paramétriques {

y = g(t)
dans un plan P rapport& 3 un repdre orthonormé (O;I,f)

[unité : 2cm].

Etudier les variations des fonctions f et g correspondantes et
rassembler les ré&sultats dans un tableau unique. Préciser les
branches infinies et tracer la courbe C dans le plan P.

1.7 ELECTROTECHNIQUE 79 ( durée : 3 heures ) corrigé

( 13 points )

3 - 3.1, -
3.1.1. Décomposer en &léments simples dans l'ensemble des rée!

les fractions rationnelles

2 t . ot 2 £+ 3
(1 + ¢t) t(t + 1)
3.1.2. Calculer 2 [ ~£~é£——§ et [ {2t 3)dt
J (1 + t) j t{t + 1)

3.1.3. Résoudre 1l'équation différentielle (El) :
2 &t
1+t

(1 + £)x' - x =

ol x est fonction de la variable réelle t.
Déterminer la solution particuli®re de cette équation
rifiant x(0) = 0 .



Résoudre 1l'équation différentielle (Ez) :
t(l + t)y' - (2t + 3)y = O

ol y est fonction de la variable réelle t .
Déterminer la solution particuli2re de cette é&quation

vérifiant y(l) = % .

Dans le plan affine euclidien, rapporté& au repére orthonor-
mé (0,1,3), on se propose de construire la courbe (C) dé&fin

en fonction du paramétre réel t par :

2
t

o+

[
+

3
t

fas

e

1
|
+

Etudier les variations de x et de y en fonction de t .

Etudier les branches infinies de (C) et préciser la posi

tion de (C) par rapport 3 son asymptote .
Etudier la courbe (C) au voisinage de l'origine O .

Déterminer les coordonndes du peint d'inflexion de (C)
ainsi que le coefficient directeur de la tangente 3 la

courbe (C) en ce point .

Déterminer le rayon de courbure R de la courbe (C) au
point correspondant & t = -2 . Tracer le cercle de cour-

bure en ce point .

Construire la courbe (C) .

19.8 ASSISTANT(E) TECHNIQUE D'ingenieur 85 ( durée :3 heures )

( 10 points )

1. x étant une fonction de la variable réelle t,

a) résoudre I’équation différentielle (cos t).g_x_. 2 {sint).x =0
dt

b) déterminer la solution vérifiant x (o) = 2

2.y étant une fonction de la variable réelle t

a) résoudre I'équation différentielle



(cost). dy + 4 (sint). y = 4cos’ t
dt
b) déterminer la solution vérifiant y (o) = o

3. Le plan étant rapporté & un repére orthonormé (o ; i, j), construire la courbe (C) définie par la re-
présentation parmétrique :

=2cos* t
y =4 cos® t.sint
4. Calculer, en unités d'aire, la mesure de {'aire du domaine plan limité par la courbe (C).

5. Seit M un point quelconque de (C) et 1 la droite d'équation x = 1. La droite (OM) coupe 5 en N,
soit P le point d’intersection de la paralléle & x'x menée par N et de la paraliéle & y'y menée par M.

Déterminer et construire la courbe (1) décrite par P lorsque M décrit (C).

6. a) Déterminer I'application f de I1R? dans IR sachant que

df = (4x* - 6x7) dx + 2y dy etque flo,0) =0

b} Montrer que Iéquation f(x,y} = o représente l'équation cartésienne  de la courbe (C).

12.9 BUREAU D'ETUDES 80 ( durée : 4 heures ) eorrigé
{10 points )

Déterminer l'ensemble E des nombres réels x tels que cos x soit str
tement positif,
Calculer une primitive de la fonction x = sin x.ln(cos x).

On pourra utiliser le changement de variable : u = cos X,

Résoudre l'équation différgntielle du premier ordre :
y'cos x - y sin x = sin x.ln(cos x)

Déterminer la solution particuliére de

prenant la valeur 1 pour x = O.

cette équation différentiell.

Etudier la fonction numérique f définie par : f(x) = 1 - In{cos x).
Tracer la courbe C représentative de f dans un repére orthonormé
d*axes x'0x, y'Oy.

Déterminer une équation cartésienne de la normale a la courbe C en
un point de C.

Donner une représentation paramétrique de l'enveloppe de l'ensemble
de ces normales.

Tracer la courbe d'équationsparamétriques:
x =t - tg t
g ¥y = 2 - 1ln(cos t)



12.10 BUREAU D'ETUDES 83 ( durée :4 heures )
( 16 points )

corrigé

1. Soit ¢ I'application de R vers R définie par :
13
— - L.
¢ 3

Démontrer que I'équation ¢ (t) = O admet exactement deux solutions, dont 'une, notée x, est strictement nég:
tive. Donner la valeur décimale approchée, & 0,1 prés par défaut, de «

Le plan est rapporté a un repere orthonormé 05 ,—]—), [unité : 5 cm).

to

2.1. On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle ¢ données par :
fy=¢, gy =¢* - (t+ 1.
On désigne par (I'*) la courbe d’équations paramétriques :
" =70
(y=2g()
puis par {I') la courbe (I'*) & laquelle on adjoint {'origine O du repére.
Etudier les fonctions f et g et tracer la courbe (I') .

On précisera 1a branche infinie et I'allure de la courbe au voisinage de lorigine.

™
b

2. On pose F @ =f (t) i+ g (L) j . Pour quelle valeur ¢, de la variable ¢, les vecteurs F (2) et F (¢) sont-i
colinéaires? Déterminer i’equatxon de la tangente i (I') au point M de paramétre ¢, .

3. Caleuler la mesure, en em?, de Paire du domaine plan limité par la courbe (I') , 'axe des abscisses et les droitt
d’équation x = 1 et x = a (0 < a < 1). Ce nombre a-t-il une limite quand a tend vers zéro?

B

1. On considére I’équation différentielle linéaire du second ordre :

E) 2y —xy ty=at.

ol x est un réel atnctement positif, n un entier naturei supérieur ou égal a 2, et y une fonction inconnue de

variable réelle x.

1.1. Résoudre I'équation différentielle sans second membre :
(E,) #y -z +y=0.
On pourra poser ¥ (x) == x.z (x) o z est une fonction inconnue de la variable x que I’on déterminera.

1.2. Montrer qu'on peut trouver un nombre réel A tel que la fonction @ : x — Ax" soit une solution particulié
de 'équation (E,) . En déduire I'intégrale générale de (E,) .

3.

Joit £, Vapplication de R} vers R définie par :

fo@ =%~ ) + 2
(n désigne la fonction logarithme népérien).
On désigne par 6, la courbe représentative de la fonction f, , dans le plan rapporté au repére (O ;?, }3 de
partie A
Montrer que 1’ensemble des points d'inflexion des courbes 6, , quand . décrit R, est une droite dont on déte
minera une équation.

Montrer que les tangentes en ces points d’inflexion passent par un point indépendant de w, dont on détermine:
les coordonnées.

3. Déterminer u pour que 6, passe par le point de coordonnées (1, 0) .
On pose x = ¢ ; exprimer y en fonction de ¢ . Que peut-on en conclure pour la courbe €, ?



EQUATIONS HOMOGENES

12.11 ELECTROTECHNIQUE 82 ( durée : 3 heures ) coprrigé
( 6 points )

1/ Intégrer 1l'é&quation différentielle

(x2~ 2xy - yz)y' = x2 + 2xy - yz.

(On pourra poser y = tx.)

2/ Montrer qu'une &quation cartésienne des courbes intégrales

est de la forme

}-2
2
Ces courbes intégrales &tant représent&es dans un plan rapporté
4 un repére orthonormé (0,1,3), déterminer leur nature et montre

qu'elles sont tangentes en un mdme point 3 une méme droite.

x-52+ (y-5?% - (ER)

12.12 ETUDE DE PRIX DU BATIMENT 81 ( durde : 4 heures )
( 7 points )

1 ~ Eésoudre ltéquation différentielle :

(1) 4 x yy* = 2 yz + x2

2 - Tracer dans un repére orthonormé (0, 1, 3) 1a courbe c dféquati
paramétriques : X = ;
S A |
t
Vo=
‘ 2 t7 - 1
3 ~ Donner une équation cartésienne de C et préciser la nature de 1
courbe.

18.13 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 83 ( durée : 3 heures )

( 10 points ) corrigé

1. Déterminer les primitives de la fonction ¢ de la variable réelle u telle que :

1
9 (u) = e



2. On considére 1'équation différentielle (E) :
(E) 2y +yly - 22 =0
ol y est une fonction de la variable réelle x.

On pose y (x) = z.t (x) . Former I'équation différentielle (E’} liant xz, ia fonction ¢ et sa fonction dérivée ¢

Intégrer I'équation différentielle (E’) . En déduire les solutions de I'équation différentielle (E) . Parrm ces, soluti
déterminer celle qui vérifie la condition : y (2) =4.

3. On considére les fonctions f et g de la vanable réelle ¢ données par :

0= A e g0 =

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O; iR ;), on appelle 6 la courbe définie paramétriquement p.
x=f()
=80
3.1. Etudier les variations de f et g en fonction de ¢, et dresser un tsbleau des résultats.
3.2. Déterminer les asymptotes de 6. On précisera la position de la courbe € par rapport & ses asymptc

3.3. Tracer la courbe 6.

4. Déterminer une équation cartésienne de €. Quelle est la nature de cette courbe ?

12.14 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 86 ( 10 points )

( corrigé )

1. Déterminer les primitives de la fonction ¢ de la variable réelie u définie par :
2

¢ (U) = —————.
ufu + 2)
2. Intégrer I’équation différentielle homogéne (E) : 2x%y" — y? = 4xy.

Déterminer la solution dont la courbe intégrale passe par le point A de coordonnées x =
ety = 1.

3. Le plan étant rapporté a un repére orthogonal (O ; ] ) construire la courbe (H) définie parz
métriquement par :

3t
X =
t+ 2
3t2
y:
t+ 2

Préciser les asymptotes et indiquer la position de la courbe par rapport a celles-ci.

4. Donner une équation cartésienne de la courbe (H) . Préciser la nature de la courbe.




12.15 MAINTENANCE D'EXPLOITATION DES MATERIELS AERONAUTIQUES 85

Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé (O T,T) L’unité de longueur est : 1 cm.
A — On considére I'équation différentielle homogéne )
(E) 2x(ly-xty'=y(8y—-4x)
1. Montrer que deux droites passant par O sont des courbes intégrales de (E).
2. intégrer (E). On donnera des équations paramétriques des courbes intégrales obtenues.

3. Déterminer la courbe intégrale qui passe par le point de coordonnées —1 et —1. Donner une équa-
tion cartésienne de cette courbe.

B — Soit (C) la courbe ensemble des points dont les coordonnées s'écrivent :

x=1t -2t y=1t>-21¢ ,
ou t est un paramétre réel.

1. Etudier les fonctions f et g définies par :
flthet? -2t gli=t* —-21¢

2, Montrer que (C) a un point double. Préciser les tangentes en ce point et la position de la courbe
par rapport a ces tangentes.

3. Construire (C}.

12.15 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTRPRISES DE TP ( durde @ 3 heures )

10 points )

On considére I'équation différentielie
(E}) 2x* y' —y* ~3yx* =0

1. Montrer que cette équation différentielle est homogéne et la résoudre. On exprimera x et y en

RN

2. Soit {C) la courbe définie paramétriquement par

ti
x = x{t) =
141
tJ
y = yit) =
1+t

Etudiérla courbe (C) et la construire avec précision dans un repére orthonormé {unité : 4 cm).

Préciser la tangente au point de paramétre t = 0.



3. Pour tout réel @ on pose :

o4
Fla) = f yl(t) x'(t) dt
o

Calculer F { o ). On pourra utiliser le changement de variable t = tg @ et les résultats de ia deuxi¢
question de I'exercice.

Montrer que F (@) a une limite quand « tend vers + =

4. En interprétant géométriquement le calcul précédent déterminer en cm? 1a mesure de |'aire de |
portion de plan limitée par la courbe (C) et son asympote.

5. Donner un développement limité 3 I'ordre 4 de x{t) et y(t) pour t = O et retrouver les résultats c
la deuxiéme question.

12.17 ASSISTANT(E) D'INGENIEUR 82 ( durée : 3 heures )

{ 10 points )

Soit I'équation différentietie (E) : (2xy + 3 x2)y* = y? +2xy, ol y représente une fonction numériq
de 13 variable réelle x.

1 - Résoudre I'équation différentielle (E) et déterminer, parmi les courbes intégrales, celle qui passe par
point A de coordonnées (2, 2).

2 . On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle 1 définies'par :

t+ 1 t+1
f(t) = et glt)=
t . 12
x = f(t)
On désigne par (C) la courbe d‘équations paramétriques dans un plan affine euclidii
y = gft)

muni d’un repére orthonormé (O,—i.,_ji d'axes Ox et Oy (unité : 12 cm).

~

2.1 - Ftudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résultats dans un tableau.

2.2 - Préciser les branches infinies, les points de (C) ou la tangente & (C) est parali¢le 3 Ox ouaOya
que les tangentes & (C) a l'origine. Construire (C).

3. Calculer, en cm?, la mesure de l'aire de la portion de plan limitée par la boucle de (C).

4. Soitne ‘.*. Etudier la convergence des séries (x) et () de termes généraux :

_ n+1 B _ n+1




12.18 ELECTROTECHNIQUE 85 ( durée : 3 heures )
(8 points )

1. Résoudre |'équation différentielle homogeéne
(x -2Vxyldy ~ydx =0

2. On considére les fonctions numériques f et g de la variable t définies par
1 1 .

() =—:-e —‘/T, g(t)=e_‘[‘—

Soit {C) la courbe définie paramétriquement, dans un repére (o, T.;) orthonomé (unité de tongueur
10 cm) par

\x“: f(1)
)y = g(t)
a) étudier les variations de f et g
b) construirz la courbe (C)
3. a) déterminer l'équation cartésienne de (C) sous la forme x = h (y}

b} déterminer |'aire du domaine limité par la courbe {C) et I’axe {0, j}. (On sera amené & effectue
successivernent deux intégrations par parties).







CHAPITRE XIiI : COURBES EN POLAIRES



13.1 ETUDES DE PRTX DU BATIMENT 86 ( durée : 4 heures )
(5 points )

.
i

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, i, j) (unitéd : 3cm).

La courbe (C) est donnée par son équation polaire :

6
r = f(8) = cos — {68 €R)
2

A
{Si M estun pointde (C), @ estiamesure de !’angle (i, OM)).

1. Déterminer les éléments de symétrie de la courbe {C). En déduire qu'on peut réduire Vinter-
valle d’étude de la fonction f & | = {Q,n}.

2. Etudier ia fonction f dans | et tracer fa courbe (C). On précisera les tangentes aux points

n
correspondantsd 6§ = 0; 6 =-—; 6 = n.
2

3. Lacourbe (C- délimite quatre surfaces planes deux & deux de méme mesure d'aire. Calculer,
erncr’, et 5 107 prés, la mesure d'aire de chacune de ces surfaces.

13.2 BUREAU D'ETUDES 80 ( durée : 4 heures )

( 8 points ) ecorrigé

Dans le plan affine euclidien de repére orthonormé (O,
d'axes x'0x, y'Oy, on considére :

- le point A de coordonnées (x = 4, y = 0)

- le point B de coordonnées (x = - 2, y = 0)

- le cercle C de centre A et passant par le point O,

- la droite D d'équation x = - 2,

- une droite variable A de vecteur directeur unitaire ﬁ passal
l'origine coupant la droite D au point R et 1é cercle C au )

-~ M milieu du segment [Q, R] ~
6 est une mesure de l'angle (I, u). ((I, W) = 8)

1 - Calculer 0Q, OR et OM en fonction de 0.

2 - Tracer la courbe T d'équation polaire p = 4 cos 6 = E.o_;_.é.
On précisera l'asymptote de T.

3 - Calculer l'aire de la partie de plan limitée par la boucle de T.




13.3 FROID ET CLIMATISATION 79 ( durée : 1 h15)

( 12 points )

2 - On considére la courbe (C) qui en représentation polaire a pour équation 3
1 1
P = cos g + 5Ing
a - Montrer que (C) admet pour équations paramétriques :

x =14 cotg @ y=1+ tg8

b - En utilisant l1'un ou 1l'autre mode de représentation construire la
courbe (C).

3 . Déterminer une équation cartésienne de (C).

13.4 ETUDE DE PRIX DU BATIMENT 81 ( durée : 4heures )

( 7 points )
1 - Soit T la courbe dont 1l'équation en coordonnées polaires est-:
cosf . . . . . A
P = Tracer T ; on étudiera avec soin les branches infinie

1 + sing”
2 . Déterminer les points de I pour lesquels la tangente & la courbe

est paralléle a l'axe des x.

3 - Déterminer graphiquement, suivant les_valeurs de X, le nombre de

points diintersection de T et de la <droite d'équation y = X.

4 - Déterminer, par le calcul, suivant les valeurs de u, le nombre de
points dtintersection de I' et de la droite d'équation x = u.

Justifier graphiquement les résultaté trouvés par le calcul.

13.5 ADSOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DE TP 83 ( durée :3 heures )

( 10 points )

Soit un plan affine cuclidien orienté muni d’un repére orthonormé direct (O;T, 7) d’axes Ox et Oy (unité :
3 cm); O étant le péle et Ox I’axe polaire, on désigne par (E) la courbe d’équation polaire :
6sin 0
=f(@oufl) = ———
r=/O SO =
1. Démontrer que la courbe (E) admet un axe de symétrie. Etablir que pour tracer (E) il suffit de connaitre les varia-

tivns de f pour 0 appartenant & Pintervalle A = [0. g] .



2. Etudier les variations de f pour 0 appartenant a A .

3. Déterminer les points de (E) oi1 la tangente a (E) est, soit perpendiculaire au rayon vecteur, soit perpendic
a Vaxe polaire. Tracer (E) .

4. Calculer, en cm, la mesure du rayon de courbure de la courbe (E) au point d’angle polaire 8 = 0. »

5. Déterminer une équation cartésienne de la courbe (E). En déduire la nature de (E).

13.6 MOTEURS A CMOMBUSTION INTERNE 85 ( durée : 3 heures )

{ 10 points )

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O,T,"ﬁ d'axes Ox et Oy {unité :Tem). © est le
pdie et Ox V'axe polaire. Soit (C) la courbe qui a pour équation polaire :

sin? 6

i

(6 € R)
cos 8

n
1. Etudier ia variation de p en fonction de # dans l'intervalle { O, 7 {. Tracer V'arc (C,) corres
pondant.

Montrer que pour obtenir {C) il sutfit de compléter {C, ) par un arc symétrique. Tracer (C). Déter-
miner son asymptote A. “

Etudier (C) au voisinage de 0.

2. On nomme respectivement (I';) et (I',) les courbes d’équations polaires g, =

. cos &
et p; = 4cosf,dans le repére précédent.

Reconnaitre les courbes (I, ) et (I'; ).

En déduire une construction géométrique d'un point de (C).

3. Soit M {p.6) un point de (C). On définit le point M’ de la droite OM, lorsque M est distinct de O,
par la relation OM x OM’ = 16.
“Déterminer I'équation polaire de la courbe {C’), décrite par M' quand M décrit (C).

R aboed
4. Donner les coordonnées cartésiennes du point M’, dans le repére (0, i, j) en fonction de ses coor-
données polaires.

Déterminer une équation cartésienne de (C').
Reconnaitre la nature de (C') et construire ses éléments géométriques associés : foyer, directrice.

13.7 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 86 ( durée : 3 heures )

( 10 points ) corrigé

Dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé (O; —i:_j.), (unité : 2 cm), on considére la courbe (2
d’équation polaire :

cos26
r=

cosf
(ie repere polaire étant défini par O et (Oi))



1. Démontrer que (Z) admet un axe de symétrie. Calculer r {r — 6); en déduire un intervalle
d‘étude.

2. Démontrer que () admet une asymptote (D) dont on donnera une équation cartésienne.
3. Etudier les variationsde r en fonctionde 6 sur fO,-g{.
Préciser les points et les tangentes 3 (Z) correspondanta § = Q0 et § = %

4. Tracer la courbe (Z).
5. Exprimer en cm? la mesure de |'aire intérieure de la boucle formée par ().

6. Déterminer une équation cartésienne de (Z).

13.8 MICROMECANIQUE 84 ( durée : 3 heures )

( 8 points )

Dans ie plan rapporté & un tepére orthonormé direct (0 - 77 ), on considére la courbe (C) d*équation
polaire :

cos 8/2

vV 1+sing

flo) =

.,
L]

1. Montrer que, pour construire la courbe (C), il suffit d'étudier la fonction f sur un sous-ensernble
de [0,2 7]

2. Etudier les asymptotes de (C).

3. Construire (C).

©13.9 BUREAU D'ETUDES 85 ( durée :4 heures )

( 7 points )

Orn suppose le plan rapporté 3 un repére orthonormé (O.T—ﬂ. Soit C ia courbe plane définie par la
représentation polaire :

1
f= ——— lorsque ¢ appartient 3 l'intervalle ] o,  [.
sin 26

1. Monter comment & partir de ["étude de la fonction :ewz—i——y , sur | 0.12— [ on peut obtenir
toute la courbe C. sin<e

Préciser le signe de rsur ] o, +-—’2-T—[



2. Déterminer les asymptotes de la courbe C et tracer C.
. Déterminer une équation de la tangente & C au point A défini par ¢ =

4. Déterminer une équation cartésienne de C.

13.10 ELECTROTECHNIQUE 86 ( durée : 3 heures )

( 12 points )

Dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé (0 ,T,T) [unité de longueur : 2 cm], on appelle (C) la
courbe d'équation polaire :

2

r=gl(f) = ——
g 1+tané
1 — a) Montrer que (C) aun centre de symétrie.

b) Etudier le sens de variation de la fonction g sur I’ensemble D :]—;—, %[-— 3-—%—{

. .. n " n
Etudier les limitesde g en —5, -3 3

¢} Soit (C,) ia partie de la courbe (C) lorsque 8 appartientd D. Comment obtient-on la courk
(C) a partirde (C,) ?

2 — a) Montrer que si h est élément de E =]—-"—, 241[ —30% ona:
sinh X g(h——-}) = cosh(1+tanh)

b} En déduire I'existence d’une droite asymptote & (C,).
Préciser la position de (C,) par rapport a cette droite.

HiA

3 — Soit le point A de lacourbe (C) obtenu pour 6 =
a) Montrer que la tangente 3 (C) au point A est paralléle a I'axe (0,7).

&} Déterminer le rayon de courbure de la courbe (C) en A.
4 — Tracer avec soin la courbe (C).

5 — On appelle (F) I'ensemble des points du plan d’abscisses positives et limité par la courbe (C) et
'axe (O,T).

Calculer I'aire de (F). (On pourra utiliser les résultats de I'exercice ).




13.11 ETUDE DE PRIX DU BATIMENT 85 ( durée : 4 heures )

( 10 points )

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0 TT} (unité : 2 cm).

On désigne par C la courbe ensemble des points M de coordonnées (x, y) liées par la relation :
(x* «y})P? =Ix-y)?*

1. Démontrer que le point 0 est un centre de symétrie de la courbe C.

2. Démontrer qu’en choisissant pour axe polaire l'axe (0, i} et § pour mesure de I'angle (i, OM},
une équation polaire de C est :

r=f(0)=1+sin20
3. a) Démontrer que l'axe (0, K) tel qu'une mesure de I'angle (T % soitﬁ—esz un axe de symétrie
de C. '

b) En déduire, en tenant compte de la question 1, intervalle d'étude le plus réduit possible de
la fonction f.

. .. ‘n 3m
¢) Etudier f sur I'intervalle l-a- Y l et tracer la courbe C.

4. La courbe C est formée de deux boucles, chacune inscrite dans un rectangle dont un coté est paral-
lele & I'axe (0, K). Rechercher, en cm, a 1/10€ prés par excés la mesure des cdtés du rectangle.

5. Calculer, en cm?, la mesure de l'aire de chacune des boucles et en donner la valeur décimale appro-

chée a 7{15‘ prés par défaut.

13.12 ELECTROTECHNIQUE 83 ( durde : 3 heures )

{ 8 points )

On désigne par (I') la courbe du plan P d'équation polaire : p = £(9

ol f{(8) =cos28 +sin2g,

1. Démontrer que 1'8tude de [ peut &tre réduite, par exemple, 4 1'in-

k2 w . N P
tervalle [gj%?}i Soit (Fi) 1tarc de la courbe (I') correspondant &
ltintervalle précédent. Indiquer les transformations géométriques per

mettant de construire (I') & partir de (Fl).

2. Etudier les variations de la fonction [ lorsgue 6 appartient a

l'intervalle {g,%}]. Construire (Tl) puis (I'). On mettra en é&vidence
les points de (') et les tangentes en ces points situés sur les trois
cercles de centre O et de rayons respectifs : 0, 1 et V2. -

3. Déterminer la valeur exacte, en cm2, de la mesure de l'aire de 1la

mmmtdarm AA mTarm D Tl eRaA maw TN o, - .



-

2. 13 ADSOINT TECHNTQUE D'ENTREPRISES DE TP 84 ( durée : 3 heures )

I

e

1-

Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé direct (o, 1, j) d'axes ox et oy {unité
1 centimétre) on considére le cercle {c) de centre A (a, o) et de rayon R (a est un réel strictemen

positif). Pour tout point M de {c) on appelie § I"angle (o, Ai\‘A)A; on désigne par P la projecticn ortho

gonale de l'origine o sur la tangente (MT} en M a (c}.

1 Le pole étant 0 et ox l'axe polaire, déterminer les coordonnées polaires de P en fonction'de a, 6 ¢
R, En déduire I'équation polaire de la courbe décrite par Plorsque M décrit le cercle (¢).

2. On considére les courbes (', ) d’équation polaire p = f, (0) ol f, (6} = 1 + 2 cos 6 et (I',) d'équa
tion polairep = f, (0) ol f, (8} =2+ 2cosb.

Démantrer que {I",) et {I',) font partie de la famille des courbes trouvées & la premiére question
3. Etudier les variations des fonctions f, et f,. Déterminer les points doubles ou les points de rebrous
sement éventuels de (I",) et (I",) et les tangentes en ces points ; préciser les points de {I",} ol |

tangente est soit paralléle soit perpendiculaire 3 I'axe polaire. Tracer {I', ) et (7', ).

4 Calculer, en cm, la mesure de la longueur de (T';). Déterminer, en cm?, la mesure de l'aire de |
portion de plan intérieure & (I"; ). -

12.14 BUREAU D'ETUDES 82 ( durée : 4 heures )

1

Soit E la courbe d’équation polaire p=f(8)= 7
sin® 3

dans le plan orienté rapporté au repére orthonormé (O,?, i), unité 1,5 cm, et d’axe polaire (O,?).

1.1 - Quel 2st I'ensemble de définition de la fonction f ? Déterminer la période de f. Déduire du calcul d
f(0 + 3 ) et de I'étude de la parité de f que I’on peut réduire I'intervalle d'étude a

Jo %

1.2 - Sur cet intervalle :

1.2.1 - Etudier les variations de f.
1.2.2 - Etudier la branche infinie de E.

1.2.3 - Déterminer les points d’intersection de E avec les axes de coordonnées. Préciser les tangent:
en ces points. ;

1.3 - Construire E.

1
2- 2.1 - Calculer une primitive de ——5—



2.2 - En déduire par intégration par parties la valeur de I'intégrale :

T

3 dt
. T sin*t
6

2.3 - Calculer, en cm, la longueur de la boucle de E.

13.15 MICROMECANIQUE 76 ( durée : 3 heures )

( 9 points )

Le plan affine euclidien orienté est rapporté 3 un repére or

thonormé direct (O, 1, 7). (C) est la courbe d'équation polaire :

10

2D

30

40

r = **-L—*S avec - % <<=
(cos 0)

Déterminer l'axe de symétrie de (C).

Etudier les branches infinies de (C).

Déterminer les points d'inflexion de (C) ; calculer leurs coordon

nées cartésiennes. Préciser la tangente en chaque point d'inflexi

I étant le point de (C) de coordonnées cartésiennes {1 ; 0), déte

miner 1la tangente en I. Calculer la longueur du rayon de courbure

de (C) en 1.

On prend H§4|='|Fﬂ = 3 cm. Tracer la courbe (C) ; on placera I,
points d'inflexion, les tangentes en ces points, ainsi que les

points d'intersection de (C) avec la courbe d'équation polaire

r=2\/2‘.

1

13.16

EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 85 ( durée : 4 heures )
( 9 poigts )

1- Soit f la fonction numérique de la variable réelle x donnée par :

)

1

icos x|

fix) = In
On désigne par (I') la courbe représentative de f dans le plan fapporté & un repére orthonormé
(0; i,j) {unitd:2cm).
Etudier f, ses symétries et ses branches infinies.

Tracer avec soin la courbe (IM).

10 2\ Zans b e Ml S Mt P Lt . [ T . . PN



r=f(0) = In ——
lcos 8]

Utiliser les résultats de la 1ére question pour construire la courbe (C). On étudiera en part
les branches infinies, la tangente en 0, et on calculera ies coordonnées polaires des pol

{C) admettant une tangente perpendiculaire a I'axe polaire origine (0, 1}

Construire soigneusement la courbe (C).

- On désigne par {G) la courbe d'équations parameétriques :

;x=f(t)=|n !

Y

jcos t|

y = glt) = et
it

t étant un paramétre réel et (x, y) les coordonnéesd’un pointdu plan rapporté au repére (0;

Utiliser les résultats de la 18re question et étudier la fonction g pour déterminer les cara
tiques de la courbe (G).

Etudier les branches infinies de (G) et tracer la courbe (G).

[
Cry

[

MICROMECANTQUE 85 ( duréde : 3 heures )

]

(7 points )

Soit {S) la spirale logarithmique dont I'équation, en coordonnées polaires est r = 3 &Y.

On note O le pdle, Ux 'axe polaire, M un point de la courbe de coordonnées (r, 8}, et respe
vernent A et B les points obtenus pour 8 = Q et g = /2

1.

Déterminer la mesure V de I'angle que fait la droite MT, tangente en M a (S) avec la dr
oM.

n
Ebaucher la représentation graphique de I'arc de (S) obtenu lorsque 0 < 8 <7.
Calculer la longueur de I'arc AB de (S).

Calculer Iaire du domaine plan limité par (S) et les rayons-vecteurs OA et 0B.




CHAPITRE XIV : COURBES INTEGRALES EN
POLAIRES



14.1 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 83 (durde : 4 heures )
( 10 points )

1. Dans tout ce probléme le plan P est rapporté & un repére orthg

normé direct (O,?:E% d'axes Ox et Oy (unité : 2 cm).
1.1, Intégrer 1'équation différentielle (E)
2xy'y - (x°+ y2) = 0
ol y représente une fonction numérique de la variable x.

1.2. Déterminer les équations cartésiennes des courbes intégr:
Préciser la nature des supports des courbes intégrales ai
que les éléments géométriques remarquables (notamment les

axes, les asymptotes et les sommets).

2. On consid@re les fonctions numériques f et g de la variable

réelle 8 telles que

£(8) = 1 et g(e) = ._.?_h_.g.

sh?8 sh? 8

0non

On désigne par (T) la courbe d'équations paramétriques 3;
dans le plan P.

2.1. Démontrer que la courbe (I') est portée par une courbe in

grale de 1'éguation différentielle (E).

Aprés avoir justifié que 1l'on peut réduire l'intervalle

xS
no

d'étude i 1]0,+=[, étudier ls variations des fonctions f

et g et rassembler les résultats dans un tableau unique.
2.3. Etudier la branche infinie de (T) et préciser la place d

(T') par rapport & la droite & d'équation y=x+%.
Construire dans le plan P la courbe (T).

3. Dans le plan P, ol O est le pSle et Ox l'axe polaire, on dési
par r le rayon polaire et par a l'angle polaire (exprimé en radi

‘d'un point du plan. On note (H) la courbe d'dquation polaire r =

L% _cos a
63 h(a)  SosTa”

3.1. Etablir que pour tracer (H) il suffit de connaitre les
variations de h pour o appartenant 3 E = {O,%[ul%,%j.



3.2.

ktudler les varliations ae Il poul’ & apparveians a o.

3.3, Etudier les branches infinies et préciser les tangentes

(H) aux points remarquables.

i
Construire la courbe (H).

14.2 ETUDES DE PRIX DU BATIMENT 84 ( durée : 4 heures )

(14 points )

1. Soit 1'équation différentielle (E) (x4 + 6x2 yz - ya)y' = 4xy3‘

Ecrire toute solution de (E) scus la forme

P(x,yA) = 0, o\ est un réel arbitraire.

Dans le plan rapportd au repdre orthonormé (o, T, T on désigne par

(£) la courbe d'équation P(x,y, A ) = O qui passe par le point de

coordonnées O et -1. Montrer que (I) admet la représentation para-

métrique

Représenter la courbe (I).

Indiquer une &quation polaire de (I).

On pose, pour tout entier naturel non nul n

a)

b)

c)

d)

Calculer ll et J
Montrer que pour tout n : 1n +J =1

A 1l'aide d'une inté&gration par parties, établir une relation

entre n, J et 1
n n -1

Fn déduire JZ' 12, J3, 13.




14.3 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATIMENT 85
( 10 points )

( durée :3 heure )

1) Dans le plan rapporté & un repére orthonarmé (Q; TT) (unité : 2 cm), tracer la courbe (C) définie
paramétriquement par :

2 -1 ot
X = o y = e

— 32
2) Déterminer les primitives de la fonction ¢ de la variable réelle t telle que : @ i) = %;i-ﬁ
Tttt —

2) On considére la famille (Cy) de courbes définies par y* = x {y* — x*}. Montrer que I"équation
différentielle de la famille (C,} s'écrit (E) : (3 x* —y?}y =2 xy.

Intégrer I'équation différentielle homogeéne du Ter ordre (E}

En déduire que !a courbe (C) appartient 2 la famiile {Cy b

4) Former {‘équation différentielle (E') des trajectoires orthogonales des courbes intégrales de (E).
intégrer (E') en posant Y = y?. Reconnalitre les courbes obtenues.

1d.4 ZLECTRONIQUE 76 ( durée : 2 heures )

( 10 points )

2
1 - Soit f la fonction définie par f(i) = ——t—tm
t(1 -t%)
Déterminer trois réels a, b et ¢ tele que £(t) = % + 3 1_’ e T—E—
En déduire les primitives de la fonction £,
2 = Intégrezr 1l'équation différentielle y' = ..g._l‘l.}_
. x° o+ y
t ta
% .. Montrer que les équations paramétriques : x = 3+ ¥ = 5 et
1 -t 1«1t
s : 8in 8
guation polaire r = ryyecy représentent la m8me courbe (C).

4 - 4.1. - Etudier et tracer la courbe (C).
(On pourra utiliser la représentation paraméirigue ou 1l'équati

laire. On étudiera avec soin les branches infinies).

4.2, = Déterminer 1'équation cartésienne de la courbe (C) sous forme
te.




14.5 BUREAU D'ETUDES 79 { durée : 4 heures )

( 14 points )

I)

I1)

1°)

A -

1°)

2°)

3°)

Les parties I et II sont indépendantes

Construire la courbe (C) d'équation vy = i ; : dans un

repére orthonormé,.

Calculer l'aire de la portion de plan comprise entre la
courbe (C) et les deux axes de coordonnées.
1

Premi2re méthode : En calculant 1'intégrale I, =J %{%ﬁ— é
o

(On peut y faire le changement de variable défini par

X = cos ¢).

Deuxiéme méthode : En démontrant que cette aire est égaleme

(1l _ 2
mesurée par l'intégrale Iz = J l———xj dy et en calcular
1 o 1+ vy
2 -

On considére 1l'équation différentielle

y" +y = - 3 cos 2x (1)
Intégrer 1l'équation différentielle y" + y = 0O

Déterminer une solution particuliére de 1'équation (1) et en
déduire la solution générale de cette équation (1).

Soit g la fonction solution de 1'équation (1) telle que
g(0) =2 et q(z) = -1.

Résoudre sur R 1'équation g(x) = 0O

Soit f une fonction numérique de la variable réelle 6 , deux
fois dérivable sur son ensemble de définition, non nulle et
définie par r = f(8). On note r' = f'(8) et r" = £"(9)



2°)

1°)

2°)

3°)

4°)

On se propose de résoudre l'équation différentielle (2)

krz - rr" + 2r’2 = - 3 cos 26 r3
On pose p = % Calculer p' et p" en fonction de r, r' et r"
a a®
(o' désigne a% et p" désiane —-% ). Etablir que la résolution
ds
de l'équation (2) se raméne 3 celle de : p" + p = - 3 cos 28

En déduire la solution générale de 1'équation (2).

On considére la solution particuliére de 1'équation (2) telle
que f(0) = % et f(%) = - 1. Démontrer gu'elle est définie

1
cos 29 + cos 6

par r =

Un axe Ox é&tant choisi comme axe polaire dans le plan, soit

(') la courbe d'équation, en coordonnées polaires ,

_ 1
~ cos 29 + cos ©

= £(8) .

Déterminer l'ensemble de définition D de la fonction f. Démon-
trer que pour construire () il suffit d'é&tudier les variation
de la fonction f sur l'intersection de D et de l'intervalle
[O,ﬂ].‘Etudier les variations de la fonction f sur cet ensem-
ble.

Déterminer les points M de la courbe (I') tels gque la tangente
en M & (I') soit perpendiculaire & la droite (O,M) . '

Démontrer que (T) a deux points doubles qu'on déterminera.

Déterminer les points d'inflexion de (T). Pour chacun de ces

points on construira la tangente d'inflexion.

Etudier les branches infinies de (F). Si (I') a une ou plusieur
asymptotes, étudier la position de la courbe par rapport 3
chacune d'elles. (On sera amené a étudier :




14.6 ASSISTANT(E) TECHNIQUE D'INGENIEUR 83 ( durée : 3 heures )

{ 12 potnts )

On considére {'¢quation différentielle du premicr ordre :

2 sin &

A= -y

ol r est une fonction de la variable réelle 6§, -

i.

3.

4.
2
4

S

Intégres cette équation différenticlle.

Déterminer ka solution particulitre, qui prend la valear 3 pour § =

. Dans le plan P rapporté 3 un repére f}rt‘mnorme direct {0 ; T, 7D i) [unité : 2 cm], on considére le avstima Ao cane,

données polaires dorigine O, d’axe (O, 1 , et dans ce systéme, la courbe T" d’dquation polaire :
P 8 ¥ q P

1 .
r(ﬂ):l&cosﬂ«c——‘;s—ﬁ

Etudier la fonction 7 du réel 6.
2.1. Moentrer qu'on peut prendre comme intervalle d’étude I = [0 —[ On appeliera I, 1a partie de I’ corres-

pondant & cet intervalle.

2.2. Etudier la branche infinie de T, .

2.3. Préciser la tangente & I, aux poeints correspondant 4 § = 0 et 0 = g

2.4. Tracer I'; puis I' .

Caleuler, en oin?, la mesure de Taire de la portfon de plan limitée par la boucle de T'.

Déterminer une équation cartésienne de I'.

“Dars e ¢ plan P, on considére la droite D d’équation x = — 2 et le cercle ﬂ de centre w (4, 0) er passant par

Porigine O du repére.

Use dreite variable &, passant par O, coupe D en M et © en N. Déterminer ensemble des poinis 1, milieux
des segiments [M N, quand A vurie en pivetant autour de O.

14.7 MTCROMECANTQUE 80 { durée : 3 heures )

( 15 points )

On considére lt'équation différentielle du 1ler ordre :

2 2
0 ) r 28 dr 0 ] r 28
¥ = - o -— s - - — [ -
rt cos 3 r sin 3 + —y cos 3 = 0 ou 5 cos 3 -r sin 3 + 3~ cos 3

Montrer que, pour que la fonction r : 8 ~» r(g) soit solution non

nulle de (E) il faut et il suffit que la fonction z : 6»;—2~§T soit

solution dfune équation différentielle du ler ordre linéaire que 1l'or



En déduire la solution générale de (E).

2 - a désignant un réel (0 <€ a < %), on considére la famille des
courbes (Ca) définies par 1l'équation polaire :
cos a

r = = f {(8) dans le repére polaire (O,I)
28 . 6 o

cos” = sin (% - a)

3 3

es

Montrer que 1 courbes (Ca) sont des courbes intégrales de (E).

Dans quel intervalle faut-il faire varier 86 pour obtenir (ch) en’
entier une seule fois ?

3 - Tracer (CO). Etudier avec soin ses branches infinies., Construire
lea tangentes aux points d'intersection de (CO) avec l'axe polai:
Trouver les coordonnées cartésiennes du point double et constru:
les tangentes en ce point.

4 - Construire (Cw ). Etudier avec soin ses branches infinies. Constr
les tangentes aux points d'intersection de (CII avec l'axe polai

6
REMARQUES :

1 - On notera (Q,z,j) le repére orthonormé associé au repére polaire
+
NT = 30 = 1

2 - On construirs (CO) et (Cq) sur deux feuilles séparées.

[4

14.8 EQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 86 ( durée : 4 heures )

( § points )

1 - Soit I’équation différentielle :
® 3r + '+ 12c0520 + 2sin26 =0
dans laquelle 6 désigne la variable et r est foncticade 6~

t-1  Résoudre I'équation @ .

5
1.2 - Péterminer la solution particuliére de I'équation @ prenant la valeur — pour 8 = 0
2

i 1 4
et la valeur — pour § =—.
2 2
i

2 - Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O; i, T) dont I‘unité de longueur est 2 cm.

Soit la courbe (C) d’équation :

r=f(6) =—3~+ cos26,

(6, r) désignant les coordonnées polaires d’un point dans le repére (O, T).
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- Etudier ta fonction f.

2-2} - Construire ia courbe (C),
2-3 «Camumreﬁcnﬂ!an&mngde%%hedudomahepmnﬁmhéparmccwﬁe(CL
14.3 ELECTROTECHNIQUE 80 ( durde : 3 heures )
{11 points )
II1 - 1} On donne 1l'équation différentielle :
sin & ar r cos 6§ = -~ 2 Sin26 sin 26
SE]
Intégrer cette Bguation et chercher la solution particuliére o
. " b
prend la valeur zé&ro pour 8 = -

2) Dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé d'axes x'0x, y'Qy
(unité de longueur : 2cm), on considére la courbe C définie en
coordonnées polaires par

r = sin 6 cos 26
a) Etudier la fonction 6 #& =sin 6 cos 28
b) Préciser :
- l'axe de symétrie de la courbe C ;
~ les tangentes & la courbe C au point O ;
-~ les points de la courbe C ol la tangente est paralléle
aux axes .
¢} Tracer la courbe C .
3) Déterminer une égquation cartésienne de la courbe C .
4) Calculer l'aire de la surface limitée par la boucle Cl , ensem

ble des points M(x,y)} de la courbe C, tels que x > O et y >0







CHAPITRE XV : FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES



DERIVEES PARTIELLES

e e e s el 2wy
15,7 JVDUSIRIES DU CUR 85 { durde : 3 neures J

a é_tam un réel strictement positif on pose C = 3(x, vVE R /x® + y? =2 g’f
Soit f:C -+ R
(x, yl» x.y
1) Exprimer
a) f(x, y) en fonction de x + y et de a
b)f{x, y) en fonction de x — y et de &

2) En utilisant les expressiogs précédentes de f (x, y) déterminer
E= X, e C —x, = — (X, =
fxviec/ —xyl= ilxy =0f

3) Détérminer les valeurs extrémales de f et les points en lesquels ces valeurs sont atteintes.

FQUIPEMENTS TECHNIQUES DU BATIMENT 81 ( durée : 4 heures )

ra
w
B

{ 10 points )

Le plan est rapporté a un repére orthonormé d'axes x'0Ox, y!'
dont la longueur unité est 2 cm.
A - Soit (C) la courbe d'équation (E) : yz(x + 1)+ x'?(x - 1) = 0.
On pose F(x, y) = y2(x + 1) + x2(x - 1).

1 - Calculer les dérivées partielles du premier ordre :
SF (x ) AF (x )
"T,‘(l" et .__.a_;__lf_.
2 - Déterminer les points d'intersection de la courbe (C) et de
Ox.
3 - Déterminer le point ou la courbe (C) admet une tangente para
a Oy.
4 - On coupe la courbe (C) par la droite (D) d'équation y = tx.

miner en fonction de t les coordonnées x et y du point d'int

tion M, distinct en général de 0.



i
s
jo
(98]

1

B - Soit la courbe définie par les équations paramétriques
2
X = 1—:—£§ = £(t)

1 + t
(1 - t2)
- 2

1+ t
1 - Etudier les variations des fonctions f et g.

y = gl(t)
Tracer la courbe,

2 - Utiliser ltéquation (E) de cette courbe pour calculer en cm3 1
volume du domaine engendré par la rotation autour de l'axe Ox

la boucle de cette courbe,

C - 1 - Résoudre 1l'équation différentielle linéaire du premier ordre :

3
d 4 t
y -t T —————
3% (1 + t2)2
Déterminer la solution particuliére qui s'annule pour t = 1,

2 - Résoudre lt'équation différentielle linéaire du second ordre :

2
2—% -2 ax + 2 X = -« 2 cos 2u + 4 sin 2u
du du

H
Diéterminer la solution particuliére correspondant a

x = 0 et gé = = 2 pour u = %

Exprimer cette solution particulidre a l'aide de t = tg u.

NOTA : Les parties A, B et C sont indépendantes .




1)

2)

3)

4)

15,3 ELECTRONIQUE 78 ( durde : 1 h 30 )

2
anyf'v-'
2
Y = x + 2y (x, y)ER

L'expression w, = Xdx + Ydy est-elle une différentielle totale ?

Quelle condition doit vérifier la fonction u de la varisble x pour
que l'expression wy = ul(x)Xdx + ulx)Ydy soit une différentielle
totsle ?

Déterminer les fonctions u répondant 3 la question.

L'une des ao;utions est u(x) = x, Déterminer la fonction f des deu

variables x et y telle gue :

wy = (2xy + yz)dx + (x2 + 2xy)dy soit la différentielle totale

Résoudre l'équation différentielle (E)

(x2 + 2xy)y' + 2xy + y2 =0

25,4 FROID ET CLIMATISATION 80  ( dupde : 1 h 15 )

(5 points )

Soit la forme différentielle
w = 2 x y2 dx + (2 x2 y + 3 yz)dy
1 - Démontrer que w est une différentielle totale.

2 - Déterminer les fonctions U des deux variables x et y telles q

dU = w.

15.5 ELECTROTECHNIQUE 85 ( durée : 3 heures )

( 5 points )




SoitlaformuleZ =R +j(Lw -—;1; ) ou j est le nombre complexe de module 1, d'argument—gr
1. Déterminer 121, module de Z.
2. Calculer la différentielle totale de 121 = f (R, L, C)

avec w = 300 radian/s.

3. En déduire une limite supérieure de I’erreur commise sur 121 pour les données suivantes :

R=2002 50
L=04H=+001H

C=004x106F + 2x109 F







SYSTEMES DIFFERENTIELS ~ TRANSFORMEE DE LAPLACE

[
32

Lo
oy

LECTRONTOUE 78 ( dupée : 2 heures )

( 10 points )

1 - Résoudre le systime :

2
(p~ )X+ (p+2)Y-= 2~—%~2—:~1

p2~p
(1) (P+2)Y+(P+1)z=.?._2_§i_.2.:_?.
L
P =P
2,
(p-?)X«k‘p-&?)Z:m—é—L————i»
P =B

dans le seul cas ol le systime est régulier {formules de Cramer), c'esct-a-d
PER - {0, -1, 1, -2}
On calculera X ; pour Y et Z on admettra les résultats suivants (8ans lenr

vérifier) : 2
Y= et Z:s:ép + P -4

2p(p - 1)(p + 1)

1
2(p - (p + 2}

Décomposer en éléments simples les fractions suivantes :
2
2p” + p - 2 i _ 4 92 + D = 4
A:m——é B = C =
2 plp - 1) 2(p - 1)(p + 2) 2 p(p - (o + 1)
Soit le syatéme différentiel :
x (6} - x(t) +y'(t) +2 y(t) =1+ e
{2) yi{t) + 2 y(t) + 2t(t) + 2(t) = 2 + e

0 (8) = x(8) + 2'(8) +2(t) =34 e
ot x(t), y(t), z(t) sont trois fonctiéns de la variable t réelle positive,
x{t), y'(t), z'(t) leurs dérivées respe ctives par rapport i t.
On se propose de chercher la solution (x(t), y(t), z(t)) du systéme (2) vé
fiant x(0) = 1, y(0) = 0 et 2(G) = 2.
Notous X(p), Y{p), Z{p) les transformées de Laplace respectives des fonctic
x(t), y(t), 2(x).
Montrer que X(p), Y(p), 2(p) sont solutions du systdme (1). En déduire leuw
valeurs, puis le calcul de x(t), y(t), 2{t). (Dans cette question on ne de-
mande pas d'étude sur les conditions d'existence portanmt sur p).
On rappelle q?e les tr?nsformées de Laplace de 1, eat, teat

3
P2’ (p.a)?

sont respecti-~

vement 1 s
P



<
PR

, ELECTRONIQUE 84 (12 points )

On considére le systéme différentiel

dx

dt = Yy + 2

dy ou X, Y. Z sont trois fonctions de la variable t
(h{dt = x+tz avec x(0) = 0;y(0)=0;2{0)=3

dz .

dt = Xty

+.
A — Résoudre ce systéme en utilisant la transformation de Laplace si t € R . On ne demande pi
d‘étude sur les conditions d’existence des transformées de Laplace de (1) y(t}, z{t). On rappel
1

que la transformée de Laplace de e —at pgt ———
pta

B — 1.Déterminer la matrice carrée d’ordre 3, A, telle que le systefne (1) soit équivalent & I"équati
matricieile :

@ | kA
dz.
dt

—- e

2. On considére V‘application linéaire f de IR® vers R® dont la matrice dans labaseB= (i,j, k

est :
0 1 1
A= 1 0 1
1 1 0

Déterminer les vateurs propres de A et les vecteurs propres associés.

3. On définit les vecteurs u’, u, et G} par leurs composantes sur la base B



1 1
Uy 1 U—z 0 uj
1 -1

Montrer que (U;, U3, U3 ) sont trois vecteurs propres de f.

Montrer que B, = (U, u3, U3 ) est une base de [R®

1
4. Soit la matrice P = 10
Déterminer la matrice D = P71 AP

5. Soit X le vecteur de composantes (x, y, z) dans B et (xy.vy,2,) dans B, ;

i 3% dx dy dz dx.  dv. d
e \ : == =< g%, dy, dzy
sottdt le vecteur de composatites dt " dir g dansBet T dans B,
N Xy
Sachant que Kv po=F v§\§ /dit
z} 2y ’,/ dt \
f \
dy =P | dy, |
Montrer que ar 1 ot E
!
¢z \ g /
gt/ \dr /

f
I { [}ii“i
. . P s ey | TN
et gue equation {2} est équivalente 3 (3) | —g% f =0 it vyl

| }, e,/

\ gz,

\dt/

vy, z; de la

—




15.8 EILECTRONTCTEN 86

(7 points )

L'usage de {3 calculatrice programmable autonome sans imprimante et des tables numériques est autori
prog

Exercice | (7 points)

o Xoo—p+ )t ] o
171 Calculer  H{x) = te dt  sachant que p est un réel positif.
o
o ) —1 1
En déduire que la transformée de Laplace de te est (“;T
pt 1)
2°) Résoudre le systéme différentiel -
[ dy
i 1
— = —vy,; + 3y,
at Y1 Y2
dy,
~ = 2y,
at Y2
dy,
—= ) + —
\ ot Yi T Y2 Y3
OU Yy, Yy, ¥s sonttrois fonctions de la variable réelle t positive telles que y, (o) = 1, yalo) = —1

et yylo) = o. On ne demande pas d’étude sur les conditions d'existence des transformées de
Laplace de y, (1), y, (1), y;(t).

—at
On rappelie que la transformée de Laplace de e est "
p+a




CHAPITRE XVI : SERIES ENTIERES



ENTIERES

15.1 ELECTEONIQUE 77 { durée : S heures )
T

1 = Donner le développement limité, & lfordre 3, su voisinage de¢ u = 0 s de

glu) = Log(1 + u)
Log(1 + u) désigne le logarithme népérien de 1 + u.

2 - Caleuler 1im (1 + %)x
X -+

1
1+ x

3 - Etudier les variations de la fonction h : x = h{x) = Log{i + i) -

On ne déterminera pas les limites suivantes lim _ h(x) et lis . nix)
X - 1 x-0

On ne tracera pas la courbe représentative de la fonction h.

g9
i

Soit £ la fonetion £ @ xe—ef{x) = (1 « %)x* Etudier les variatlons de 1

fonction { et en tracer la courbs représentative. {On déduira 1le signe
dézivée de £ de l'étude faite 4 la gquestion 3), On justifiera avec scin
les résuliais concernant les limites {notamment pour la demi-tangonte au

polnt dfarrdt).

. . n_n - .
5 = Soit la série entiere de terme général U, = (1 + %) X, neCHW*, €8,

Quel est le vayon de convergence T Que se passe~t-il oi jx} = 1 %

s
[
o

[\N3

TRONIQUE 81 ( 11 points )

Soit f la fonction de B dans ® définie par :
{

f{x} = 4 Log (1 + x} =

e Log ¥ désigne le logarithme
népérien du nombre réel x ).
i - Btablir le tableau de variation de la fonction [ . On se limite

ce gui concerne les extrema, a donner des valeurs approchées & i

pres.



2 - Donner un développement limité & ltordre 3 de la fonction f ‘au
sinage de zéro. En déduire 1la position de la courbe C d'équation

y = f{x) par rapport & la tangente & l'origine a cette courbe,

3 - Construire la courbe C dans un repére orthonormé (Unité : 2 cm)

. . P PRI Tyn/n 4
4 - Soit la série numérique de terme général Un = (—5) —~g—_) pour

n » 1. Etudier la convergence de cette série,

vOo

S « Développer [ en série entidre, en précisant le rayon de convergen

6 - Calculer S = Ef Qa%)n (ﬁmg—i). On pourra remarquer que S = f(a)
n=2 :

pour une valeur bien choisie de a.

conrrigé

1. Donner le développement en série entidre de . En déduire le

1l - x
développement en série entiére de la fonction f telle que

f(x) = ~—£~—-2 ; quel est le rayon de convergence de la série

(1 - x)
obtenue ?
2. Utiliser les résultats précédents pour calculer la somme de la

série numérique de terme général DE .
2

16.4 ELECTRONICIEN 85 ( § points )

1°) Etudier la nature de Ja série numérique de terme général

1
nT 2N (2n+ 1)
2°) Soit la fonction numérique définie sur 'intervalle |~ 1,1 [ par

u

1+
fx) =1n < X

- X
(la notation In désigne le logarithme népérien).

Déterminer le développement en série entiere de f. Préciser le rayon de convergence de ia série
obtenue et l'intervalle de convergence.

3°) Utiliser les résultats du 2° pour calculer la somme de la série numérique de terme général

1

L IND.
n= oy N






CHAPITRE XVII : SERIES DE FOURIER



i7.1 CHIMISTE 85 ( durée : 1 h &)
( 5 points )

Développer en série de Fourier {a fonction périodique f, de période 2 x, définie par f(x) =
si xeE[0,n] etf(x)=0sixe(s,27]

7.2 ELECTROTECENIQUE 80 (duréde : 3 heures ) co.

I - Développer en série de Fourier la fonction £, paire, de pério

définie dans 1l'intervalle [o,n] par f(x) = x .
w2 1,1
Endéduireque:»—x1+-—§-+»2—+-1—§+...+———l-———§+..
8 3 5 7 (2p + 1)

17.8 ELECTROTECHNIQUE 85 ( 7 points )

On considére la fonction numérique, périodique de période T = 2 r, définie par :

‘\_.ﬂgx\\io f(x):sin(x+%)

{o&xSn f(x) = cos(x+%)

1. Montrer que f est une fonction paire

2.a) f estelle dérivable sur [ —n, 7] ?

b) représenter graphiquement f dans un repére (0,1, f)

3. a) déterminer les coefficients 20, a,, an. ha du développement en série de Fourier de f, {on
compte de la parité de n).

4. Utiliser le développement en série de Fourier de f pour vérifier I'égalité :

LIRS SR N B E R —

2 3 15 35 63 4p* 1
ol p est élément de N*

L,




17.4 ELECTRONIQUE 77 ( durde : ( 2 heures )
( 10 points )

1 = Calculer les intégrales : .y
- [
a

et J x sin nax dx

#
E‘“‘w

®

2 = Soit la fonction f, périodique, de périocde T = =, définie par :

; 2= - 2 ; 2= (%) = 2 {n o -
8i 0 g xg 3 f(x)~41 ;3 sai SSX\‘QK fk‘)"g(ﬁ %)

2,1. = Tracer le graphe de la fonctionm f.

2.2, = Calcouler la valeur moyenne de la forction £ sur 1'intervalle {Q,x}

, 08 DX + bn 8in nwx) le développenent de la fonction
4.

o
3= Soit ay + 3o (a
o= i
en série de Fourier,

3.1 = Caleuler w et 2

5.2, = Montrer que, pour n 31, & & ——Tede
el 2
8 o=
b= J Bin 4.n:z
n 2
8 n"= 5

323+ = Que deviennent les coefficients a, et bn loreque n = 3 p, n = 3 p
o= 3p 427

@
I
~3
e
-
By
S

-
(8]
2
=5
o
&
S

17.5 ELECTRONTZL

1« Boit la série mumérique de ferme général :

(e DB T
- 2

n 21 w
" 1T+ n

; cos . . 2 s ea s
Hontrer que éﬁﬁi est majorde par uns expression simple de n™ et en adduis

que la série de terme général u, est convergente,

2 = CTalouler les intégrales

ki x
- -X :
fe cos nox dx et [ sin n x dx
- 9



3 - Solt la fonction f, périodique de période 2n définie par :

x¢ [0, = [ £{x)
x€[x, 2n| £(x)

X
1 -8

0

1t

[

%.1e = Tracer la courbe représentant f pour x({w N, 3:*.}

2,2, =~ f est~elle développable en série de Fouriex ? Préciser la vales

4 P . ce s s n 7
la gomme de la série de Fourier assccies a § pouxr x{igg 5 %ﬁ"

e

Fn se servant des régulitats du 2 -, caleouler les coefficlents <
F %

4 - Donner laz valeur de la somme de lz séric de Fourier pour x = 0. En dé

la somme de la série numérique de terme général u, proposdée an 1 =,

17.4 ELECTRONIQUE 82 ( 8 points )

On considére la fonciion numérique de Ia variable réelle x, de période Ju, définie s 1w, 4 =] par §{
1. Préciser pourquol ceits {onction est développsble en séris de Fourier.
2. Déterminer le développement en série de Fourier de £, Que vaut ce développement pour x = % 7

. 13f
3 - Démontrer que la série de terme général u, = —ZL-—?-;- (n €N}, est convergente.
n+

7 .
4. En faisant x = —2— dans le développement en série de Fourier de f, déterminer la valeur de la somem

17.7 [ELECTRONICIEN 86 ( 8 points ) : corr:

Le but de I'exercice est le calcul de la somme d’une série numérique, en utilisant le développement
série de Fourier d'une fonction.

1
1 — Soit la série numérique dont ie terme général est Up = -E;-

(n est un entier naturel non nulj.
Cette série est-elle convergente ?

Justifier briévement la réponse.



2 — Calculer les intégrales définies suivantes :

m™
In =/ (x — @) sin (nx) dx
0

LI
Jn =/ (x —7)? cos (nx) dx
o)

(n est un entier naturel non nul).

3 — Soit f la fonction paire, périodique, de période 2 7 définie par :
xe[0,n] : fx) = (x—n)?

Donner le développement de la fonction f en série de Fourier.
<+ oo

- ] " 1
4 — En utilisant le résultat précédent, calculer la somme ; ’e







CHAPITRE XVIIl : INTEGRALES DOUBLES



158.1 TNDUSTRIES DU BOIS 78 ( durée : 3 heures )

( 3 points )

Calcule%'lzg (xy + 1)dxdy ol le domaine D est défini par

0
0

N9 M
VoV

]
+
e
A
-

19.2 ELECTRONIQUE 79 ( durée : £ heures )
( 10 points )

1 - Déterminer la solution y = f£(x) de 1'équation différentielle :
2(x = 2)y - (x = 2)%y1 = 6 + 4(x - 2) log(x - 2)
telle que £(3) = 3.

2 - Tracer la courbe C,. Teprésentative en repére orthonormé (0, I, j) de

T
fonction f :

x oie £(x) = 2 Log(x - 2) + —=%

X - 2

3 = Soit (D) le domaine plan délimité par Cf , l'axe des abscisses et le
tes d'équations (x = + 3) et (x = + 4).
Calculer l'intégrale double :

I-= _Z]P x dxdy
(D}

4 - 4.1. - En utilisant la courbe Cf , montrer que :
Vel J+ 2, += [, () < x

< as P P _ 3
4,2, - On considére la série (un) de terme général w, = ?TET , avec
‘rieur ou égal a 4.
Démontrer qu'elle est divergente.

18.3 INDUSTRIES DU CUIR 85 ( durée : 3 heures )

( 6 points )




Le plan P étant rapporté au repére orthonormé (o TT) soit D I'ensemble des points M du plan
de coordonnées x, y tels que :
x(x—2)<Qetly—x){y—-x)<0

1) Représenter D dans P.

2) Calculer les intégrales :
A= // dx dy

D
i = // x eY¥ dx dy
[+]







CHAPITRE XIX : CINEMATIQUE



CINEMATIQUE

3.1 TNDUSTRIES DU CUIR 85 ( durde : 3 heures )

Dans le plan P ragporte' au [gpére onp‘onormé {0 TT) , (unité : 1 cm), on considére le point
mobile M tel que OM = 4 chti—sh? tj avect€ R,

1) Déterminer une équation cartésienne de la trajectoire de M et représenter cette trajectoire dans
le plan P rapporté au repére indiqué.

— —
2) Déterminer le vecteur vitesse V(1) et le vecteur accélération A(t) du mobile M a l'instant t
3) Déterminer I'allure du mouvement. Est-il accéléré ? Est-il retardé ?

—
4) Déterminer a quel instant on a V(1) = 2 et donner une valeur approchée de cet instant avec

R
une erreur inférieure a 3 102,




GEOMETRIE

CHAPITRE XX : GEOMETRIE ANALYTIQUE



DANS LE PLAN

20.1 SUREAU D'ETUDE 84 ( durde : 4 heures )

( 4 points )

Dans un repére plan orthonormé (O, 0 T ), on considére les points A et B de coordonnées respectiv
(6,0) et (1,5).
1. Déterminer les équations cartésiennes :

— des hauteurs du triangle OAB, passant respectivement par AetB;

— des médiatrices des cotés [O,A] et [O,B]

2. Calculer les coordonnées :
du point O’ intersection des médiatrices :
du point H, intersection des hauteurs :
et du pqim H’ syn;étrique du point H par rapport 3 la droite OA.

3. Déterminer une équation cartésienne du cercle C, circonscrit au triangle OAB et vérifier que |
appartient a C.

DANS L'ESPACE

20.2 FORGE ET ESTAMPAGE 85 ( dupde : 2 heures )
(5 points )

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0;—1'7_}?7(‘), (unité : 1 cm).
On donne les points A (2,2,6),B(1,-22), C (3,5,-1), D (-2,3,1).

1) Calculer I'angle des arétes | AB ] et[ AC] du tétraédre ABCD.-On donnera une mesure de cet
angle en degrés & 10°? pres.

2) Calculer Ia distance de A 2 la droite (BC). Elle sera donnée en cm, 3 102 pres.




20.3 BUREAU D' ETUDES 81 ( durée : 4 heures )

( ¢4 points )

Dans un repére orthonormé (O,?,a,k), on considére les trois points
A(1,2,2) ; B(2,3,2) ; c(2,-1,0).

Dans le plan défini par ces trois points, on considére le triangle
ABC.
1/ Calculer le produit vectoriel XE’A iC.
2/ En déduire l'aire du triangle ABC.

3/ Calculer la distance du point A au cdté BC du triangle.

20.4 BUREAU D'ETUDES 83 ( durée : 4 heures )

( 4 points ) - corrlgé

L’espace affine étant rapporté au repére orthonormé direct (0; i, j, k), on considére les trois points :

A(1,23 B@31) e C@E1L2).

1. Calculer les composantes du vecteur u = IB A AC.En déduire la mesure, en unités d’aire, de aire du triangle
(A, B, C).
2. M(x,y, z) étant un point quelconque de Vespace, calculer les composantes du vecteur ¢ = MA * MB, puis cal-

culer ie produit sealaire v.MC . En déduire une équation cartésienne du plan (A . B, C).

20.5 FABRICATIONS MECANIQUES 76 ( duréde : 3 heures )

( 6 points )

Dans un repére orthonormé ULT} ?,“?,) on donne les quatre points
A(2,1,-3) B(',~-1,-1) C(D0,-3,1) D(-4,1,3).
1) Calculer le produit scalaire EE:EE}EH déduire la mesure de
ltangle BEb.
2) Calculer les composantes du vecteur W = KﬁV\KE;uﬁs le produit
scalaire Kﬁ.iﬁ'; en déduire :
a) cos é&b, sin Bﬁb, puis la mesure de l'angle é?b.
b) L'aire du triangle ABD.
3) Calculer le produit scalaire W.Eﬁl Que peut-on en déduire pour

les quatre points A,B,(c,D, ?




£0.6 FONDERIE SUR MODELE 85 ( duréde : 4 heures )

( 9 points )

Dans I'espace rapporté & un repére orthonormé direct {0;

points :

-
t

.0 ®) (unité : 1 cm), on considére le

A (2, -2, 3) . B4, -6,-1) et C (0, —-1,5)

1) Déterminer les coordonnées des vecteurs A—..B A-‘E et E.C

2} Calculer en cm les mesures des longueurs de chacun des cbtés du tiiangle ABC.

3) Calculer les coordonnées du vecteur AB A-(’:

4) Déterminer en cm’la mesure de I'aire du triangle ABC.

5) Calculer la distance du point A & la droite (BC).

6) Calculer les produits scalaires OA . AB et 0A . AC. En déduire la position de la droite (OA) par
rapport au plan (ABC).

20.7 BUREAU D'ETUDES 86 ( durde :4 heures )

( & points )

On considére un repére orthonormé (O, W r K) de I"espace euclidien de dimension 3.

1 -

2 -

Déterminer une équation cartésienne de la sphére S decentre | (1,1, —1) etde rayon {
Soit P le plan dont une équation cartésienne est 2x +y +z = 0.
Vérifier que le plan P contient les points O, A (—1;0;2) et B (—1;2;0).

Soit A ladroite passant par | et orthogonale au plan P. Déterminer les coordonnées d
d‘intersection E de la droite A avec le plan P.

En déduire que I'intersection de la sphére S et du plan P est un cercle ¥ dont on donr
centre et le rayon.

Calculer les coordonnées des points d’intersection M et N de la droite A et de la sphé
Déterminer les équations cartésiennes des plans tangentsen M et N 3 la sphére S.




CHAPITRE XXI: CONIQUES



21.1 BUREAU D'ETUDES 82  ( durée : 4 heures )

( 4 points ) corrtgé

Le plan P est rapporté au repére orthonormé (0,1,3). On considé
la parabole € d'équation : y2= 4x.

1. Soit M le point de L d'ordonnée 2\ (AIR), trouver en foncti
de A une équation de la normale 3 C en M.

2. Déterminer les équations paramétrigues de l'enveloppe ' de ]
famille de normales a (.

3. Tracer C et T dans le plan P.

271.9 ADJOINT TECHNIQUE D'ENTREPRISES DU BATTMENT 78 ( durde : 3 heures )

( 10 points ) corrigéd

Le plan euclidien est rapporté au repére orthonormé d'axes

y'Oy.
1 - Soit la famille de conique (CA) d'équations :
(y - 2x)2 = A{(1l - xz)

1.1. Montrer gue chacune de ces coniques passe par deux points
dont on d&terminera les coordonnées,

1.2. Etudier la fonction numérique f d&finie par :

£(x) = 2x + 2V 1 - 2

Tracer sa courbe représentative.
En déduire le tracé de la courbe (C4).

2 - Soit 1l'équation différentielle du ler ordre :
(1 - xz)y' + xy = 2
2.1. Déterminer une solution particuliére de la forme y = ax

Résoudre 1l'équation différentielle sans second membre pu
l1'équation différentielle proposse.

2.2. Les courbes intégrales sont-elles les coniques de la fam
<
(CX) ?

2.3. Déterminer la courbe intégrale I' qui contient le point A

coordonnées (x = 2, y = 1), Tracer [



21.3  ADJOINT TEHNIQUE D'ENTREPRISES DES TP 83 ( durée : 3 heures )

( 10 points )

Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (Q; £,/) . (unité : 1 ¢m), on considére la fain
courbes (€;) d’équation :

d

o

3y~ 6ay =0 ol x est un paramétre réel.

1. Préciser la nature des courbes (Gq) et représenter sur un méme dessin (€_)), (8)) et (8,); on détermine
dans chacun des cas les éléments remarquables.

2. Déterminer I’équation différentielle de la famille des courbes (€,) .

3. Eerire Uéquation de l'isocline relative a la pente m (m € B) . Priciser et tracer I'isocline relative i m - 0 pruis
m = 1. Démontrer que dans le cas général les isoclines forment une double famille de droites.

4. Former I'équation différentielle des trajectoires orthogonales des courbes (€3,) . Intégrer cette derniére équati
différentielle et donner sous forme paramétrique les équations des trajectoires orthogonales des courbes (€)

5. On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle ¢ telles que :

Sy =1 -1 et g(t) =t(* - 1)
On désigne par (T') la courbe d’équations paramétriques :

*= /() : . e
s dans un plan rapporté i un repére orthonormé d'axes Ox et Oy (unité : 3 cm).
y=galt

5.1. Frudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résultats dans un tableau unique.

5.2 Tracer la courbe (I'). On étudiera les branches infinies et on précisera les points remarquabies ainsi que le
tangentes & (') en ces points.

5.3. Caleuler, en em*, la mesure de I'zire du domaine plan compris 4 Uintérieur de la boucle de (.

21.4 OPTICTEN LUNETIER ( dupée : 2 heures )

( 11 points )

Les parties It et 1] du prebldme sont indépendantes.

Dans le plan P rapporté & un repére orthonormé (0, TT) {unité : 2 cm), on considére ia famille des
coniques (f'y) d’équation ;

My? —2x) 4 x? =5 x4 y? ~y/2 y=0

A désignant un paramnétre réel,
On note (I} la parabole d'équation y? —2x =0,

1. _Pour quelles valeurs de A (T)) estelle une conique & centre ? Montrer alors que l'ensemble des
centres de ces coniques est la courbe notée (X) d’équation :

*Quelle est Ia nature de (&) ? Construire {}) dans le plan P.

V2
Y= ox_3



2. Pour quelle valeur de A {I'y) est-elle un cercle ? Trouver son centre et son rayon. Soit

5 1
-~ ,—==| ; montrer que A appartient & (J).
A(z V2 ) que A appartien

It -~ Dans cette seconde partie, on considére (FX } obtenue pour k=
1. Queile est la nature de (F‘) ?
2. Ecrire "équation d’une normale & {I", } en un point quelconque M, g, vo) de ()

3. Montrer que, pour qu‘une normale 3 {I",} passe par A, il faut et il suffit que le point d'incidence
de cette normale appartienne 3 {J€).

®

it —Dans cette troisidme partie, on considére la parabole ({T)

1. Ecrire I'équation d’une normale & (I} en un point quelconque,

2. Montrer que, pour qu'une normale & (I} passe par A, il faut et il suffit que le point d'incidence
de cette normale appartienne 3 {JC).

3. Ecrirg I"équation aux abscisses des points d’intersection de (I} et (JC) et en déduire les coordonnées
de ces points (on obtient 3 points M, , M,, M, en lesquels les normales & (T} passent donc par A},
Montrer que les normales & {I") en deux de ces trois points sont orthogonales.

4. Montrer que la somme des ordonnées des 3 poin}s M,, M, M, esinulle et en déduire que le centre
de gravité du triangle (M, , M, , M, ) sppartient & {'axe de ([').

&. Construire, avec soin et en tenant compte des résuitats obtenus, la icourbe (T} dans fe plan P.




STATISTIQUES ET PROBABILITES

CHAPITRE xxI1 - AJUSTEMENT AFFINE



AJUSTEMENT LINEAIRE

99.1  ARCHITECTURE INTERIEURE 85 ( durée : 2 heures )

. 1o points )

Le mur d'une habitation est constitué par une couche de béton et
couche de volvstvrdne d'énaisseur variable x {( en cm).
On a mesuré la résistance thermigue R de ce mur nour diverses va

de x, et on a obtenu les résultats suivants :

X 2 4 6 8 10 12 15 20

R 0,83 {1,341} 1,63 2,29 |2,44 2,93 4,06 4,48

1 - Repré&senter grarhiquement cette série : X en abscisses
R en ordonnées

Pegut~on envisajer un ajustement linéaire ?

2 =~.Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et
Conclusion ?

3 - Déterminer, par la méthode des moindres carrés, une E&qua-

tion de la droite de régression de R en X.
Tracer cette droite sur le graphique.

4 - Duelle ré&sistance thermicue neut-on espérer obtenir avec un

couche de polyvstvr2ne de 25 cm ?

22.2  FABRICATIONS TEXTILES 85 ( durée : 4 heures )

( &5 points )

Comme son chiffre d’affaires est connu avec retard, une entreprise choisit de l'estimer par I'inte
diaire d’'une autre grandeur dont la valeur peut &tre connue rapidement. Elle choisira celle qui
avec le chiffre d'affaires le plus fort coefficient de corrélation linéaire.

On note :
X le chiffre d’affaires, mesuré en millions de francs,
Y les sorties de matiéres premiéres, mesurées en tonnes,

2 les salaires et primes, mesurés en millions de francs,

variables dont les mesures ont donné, sur 6 mois de "année précédente, les résultats suivants :



numéro du mois 1 2 3 4 5 6
X 36 40 32 32 41 35
Y 0.9 1,2 0.6 0.5 1,4 1.0
2 38 3,7 32 3.1 38 37

1. Calculer les coefficients de corrélation r, entre X et Y et r, entre X et Z.
2. Si les mesures du mois sont :
— consommation de matiéres premiéres : 1,105 t

— salaires et primes versés : 2, 99832 MF
donner la meilleure approximation du chiffre d'affaires du mois.

22.3 MATHEMATIQUES APPLIQUEES A L'INFORMATIQUE INDUSTRIELLE 85 ( durée : 4 h)

( 10 points )

Dans une nopulation on considére deux caractéres statistiques quantitatifs strictement positifs X 21 Y
On censidire 2galement U =In X etV =In Y quisont deux autres 3ractéres si3tisticues quantizas is
ce cette population, La notation in signifie logarithme népdrien.

On preféve huit individus témoins, numéroté de 1 3 3, dans la population. Sur chacun de ces huit
2chanullons témowns on effectue une mesure de X et de Y. Les resultats sont mentionnss dans le

tabteau suivant :

Tableau des résultats des mesures de X etde Y

N7 de lindividu 1 2 3 4 5 6 7 3
X 0,2 0.8 15 2.2 34 45 6.1 7
Y 0,035 0,1 0.7 a1 5.8 129 21 225
U = In(x)
V = Inly)

’ﬁ Reproduire sur la copie, en le complétant, le tableau précadent.

@ On veut effectuer un ajustement linéaire de V en U, par la méthode des moindres carrés, sous la
forme V =aU + b

a) calculer :  la moyenne, la variance et I'écart-type de U et de V
la covariance du couple (U, V)
le coefficient de corrélation linéaire de U et V

Que peut-on déduire de la valeur de ce coefficient dans le cas présent ?



Des égalités U = In(X) et V = inlY) et de l'ajustement linéaire de V en U précédent, déduire
un ajustement de Y en X de la forme Y = c¢X9 (on doit déterminer ¢ et d)

Dans une population on considére deux caractéres quantitatifs strictement positifs X et Y. On
préléve un certain nombre N d'individus 1émoins dans cette population. Sur chaque individu
témoin on effectue une mesure de X et de Y.

En s’inspirant de I"étude précédente, écrire un programme en langage évolué qui effectue un ajuste-
ment dé Y en X sous la forme Y = cX? en fonction des résultats des N mesures conjointes de
X et de Y effectuees.

22.4 ANALYSES BIOLOGIQUES 79 ( durde : 3 heures )

( 10 points )

On a administré une drogue 2 cinquante rats partagés en cing grou

de dix rats chacun,

Pour le premier groupe la dose administirée est 1 unité, pour le ¢
2 unités, pour le troisi®me 3 unités, pour le quatriéme 4 unités et pour 1l
cinquiéme 6 unités.

En mesurant les performances de ces rats sous l'influence des do:

administrées on obtient dans chaque groupe les résultats moyens suivanis :

groupes 1 1 2 3 4
¥ i Sa .-
m.)mbref dfunités admi " 0 3 4
nistrées : ui
resrxltats moyens des 9,4 13 16,9 20 5
meSUTES Y,

1 - Dans un repdre orthogonal (0, i, j) tracer les points M, d'abscisse
xg = log vy et dfordonnée ¥; pour 16{1, 2, 3, 4, 5 } B
Le symbole log désigne le logarithme décimal.

unités choisies : en abscisse 15 cm pour une unité,

en ordonnée 1 cm pouxr uvune unité.

2 - La disposition du nuage de points permet de procéder & un ajustement 1
Déterminer une équation dans le repére {0, —3'?, 3) de la droite D d'ajus
(ou de régression) de ¥y par rapport 2 x obtenue par la méthode des moll

carrés a partir des couples {(x. r 4 _ .
part P (3-,bl)Oin“lOgnipourlC{1,2,}



Les valeurs de X, utilisées pour les calculs seront données & 10-2 prés.
Construire la droite D dans le repére (O, _i‘, 3).

Déduire de l'équation de D, le résultat moyen estimé, relatif & un groupe
de dix rats, pour une dose administrée de 8 unités.

Vérifier gfaphiquement ce résultat.

28.5 ANALYSES BIOLOGIQUES 82

i - EXERCICE

On dispose d'un test biologique pour le diagnostic d’une maladie qui frappe trois pour cent d'une population.
Ce test donne une réponse positive chez 98 % des malades alors que cette réponse est négative chez 85 %

des non-malades.
Si Pon décidait d’'un traitement pour les sujets ayant une réesction positive au test, quelle serait

statistiquement la proportion, parmi les sujets traités, de ceux traités  tort 7
il - PROBLEME

1 - On considére la fonction numérique f de Ia variable réeile définie par :

fix) =1
(x) = In .

(le symbole In désigne !a fonction logarithme népérien).

1.1 - Déterminer le domaine de définition de la fonction f. Etudier les variations de f et dresser un tableau
de variation. Représenter f dans un plan rapporté & un repére orthogonal {on choisira
convenablement les graduations sur les axes).

1.2 - Montrer que f est une bijection de ]0, 1[ sur ®. Déterminer 1.

2. On considére la série statistique double (T, X) dont les valeurs sont données par le tableau :

20 30 35 40 45 50 55 60 65 70 80

T B
X I 005 0,10 0,15 027 040 052 070 080 087 090 0,95

2.1 - Dresser un tableau des valeurs de la série (T, U) avec U =In —

2.2 - Représenter graphiquement la série (T, U).

2.3 - Déterminer par la méthode des moindres carrés, les coefficients a et b de I’équation de la droite
d’ajustement linéaire : U= aT + b.



2.4 - En déduire une relation empirique entre X et T.

Dans une réaction de destruction spontanée d’un solide, Am représente la masse détruite, m, lan

f

s Am . .
initiale et x = —— le taux de destruction, fonction du temps.
m
o

On désigne par y le nombre de points oli la réaction est amorcée, ce nombre est également fonctio
temps. Nous admettons les relations :

dy dx
(R,) g:a(l—Zx)y (Ry) — =gy

ol a et 3 sont des constantes. On suppose que y s‘annule pour x = 0 sans étre identiquement nul.
. . ody . s S
3.1 - Déterminer v & partir de (R, ) et (RZ) et intégrer I'équation différentielle obtenue.
X

3.2 - Intégrer I'équation (R, ) pour x € ]0, 1] sachant que x = 0,5 pour t = 50.

3.3 - Sachant en outre que x = 0,1 pour t = 30, déterminer I’expression de x en fonction de t.

Quelle relation peut-on établir avec la partie 2 ?

22.6 ANALYSES BIOLOGIQUES 84 ( 12 points )

Les questions () et @ sont indépendantes des questions @ et @ .

Soit la réaction chimique A + B —— ¢Produitsy. A Vinstant t = O, les concentrations [AL [

[Produits] sont respectivement a, b et o.

A un instant t quelconque (t > 0), ces concentrations sont respectivement : (a—y), (b—-y)
La vitesse de réaction est praportionnelle au produit [A]. [B] :

dy

VvV = E{.: k{a—vy) (b”‘V)
Ea
RT

Question @ Onsaitquek = A. e



(NB : k est mesuré en min™' . mol ' . dm?® (Eyend.moi 7'

RenJ K™ .mol 7!, etonsaitque R = 8,316 ; T en °K)

4 la température T, = 300,0na k, = 2,5.

‘a la température T, = 400, 0nak, = 10.
1. a) En déduire la valeur de Ear puis celle de A.
. . 1 . .
1. b} Exprimer y = Ink en fonctionde x = T et représenter graphiquement la fonction y = f(x)

4 pour T variant de 250 & 400 (In désigne la fonction logarithme népérien).

Question@ On veut déterminer expérimentalement les valeurs de Ea et de A 2 partir du
tableau de résultats suivant :

T 250 300 350 400 500 {en °K)
K 0.23 1.4 55 15 60 tenmin= 1. mol— !
1
2. a) Représenter graphiquement y = Ink en fonction de x = ——
T
2. b} Déterminer, par la méthode des moindres carrés, I'équation de la droite y = ax + § passant

au plus prés de I'ensemble des 5 points.

2. c) En déduire I'expression de k en fonction de T, et la valeur de E,-
Question @ A température constante, la vitesse de réaction est
dy .
VvV = i k{a~-vy)(b-y} _oukestconstante (k> 0).

Cette équation différentielle peut s'écrire :

‘

-y - k, ol y est la dérivée de y par rapport au temps t,
(@a—~y)l(b—y) c’est-a-dire la vitesse V.
1 1 1 1
3. a) Vérifier que = [ - ]
(a—y)(b—y) a—-b tb-y a—y

3. b} Résoudre alors |'équation différentielle, sachant que I'onay = 0 pour t = 0.

.dm?



k{a—b)t
Question @ Soit la fonction y = ab . f__________:..‘.._

a. ek(a—b)t —b

{Cette fonction est dailleurs la solution de I'équation différentielle de la
question ®
Ondonnek = 1,7x107* ;a=0,1 ;b= 0,05.

£tudier la fonction y = f{t) et en donner une représentation graphique pour
0O < t < 500 (t en minutes). .

22.7 BIOTECHNOLOGIE 86 ( durée : 1 h 30 )

{ 10 points )

: CINETIQUE ENZYMATIQUE

1 — Dans la relation (2) suivante :

Vin .S
2 =X+s
On pose x='§ et Y=y

a. Démontrer qu'il existe deux nombres réels A et B telsquesi V et S vérifient la relation (2),
Y et X sont liis par la relation (3) :

(3) Y = AX+8B
b. Calculer A et B en fonction des constantes Vi, et K.

¢. Calculer Vi, et K en fonctionde A et B.

2 — Les mesures de V en fonction de S ont donné le tableau suivant :

1s;:|0,0001]0,0002|0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0009 0,001

Vi: 171 294 385 461 512 572 615 636 676 701

a. Etablir le-tableau des valeurs X; et Y; obtenues par :

1 1
X5=§i' Y;=-\—/-i



b. Représenter les points de coordonnées X; et Y; dans le plan rapporté a un repére orthogonal
(unités sur ’axe des abscisses : 2 ¢cm pour 1000 ;
unités sur 'axe des ordonnées : 2 cm pour 0,001)

c. Calculer les moyennes des valeurs de X et Y ainsi obtenues.

Calculer la variance de X ainsi que la covariance du couple (X, Y).

d. Déterminer les coefficients de la droite de régression linéaire de Y par rapport a8 X.
(Méthode des moindres carrés).

e. Déterminer les valeurs des constantes K et V,, de cette expérience.







CHAPITRE XXIlI: PROBABILITES



YARIABLES ALEATOIRES

23.1 FONDERTE SUR MODELE 85 ( durée : 4 heures )

( 4 points )

Deux machines A et B produisent respectivernent 100 et 200 objets. La machine A sort 5 % «
dBchets (objets défectueux), la machine B en sort 6 %.

1} On considére un objet de la production, quelle est la probabilité pour qu'il soit défectueux

2) On considére un objet défectueux, quelle est la probabilité qu'il ait été fabriqué par
machine A ?

23.2 ARCHITECTURE INTERIEURE 85 ( durée : 2 heures )
{ 5§ points )

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et n boules
noires ( n3»2), toutes indiscernables au toucher.

On tire simultanément 2 boules de l'urne.

1 - Calculer, en fonction de n, la probabilité p d'avoir deux boul

de méne couleur.

1
2 - Pour quelle valeur de n a-t-on p = —3— ?

23,3 MATNTENANCE DES MATERITELS AERONAUTIQUES 85 ( durée : 3 heures )

( 8 points)

1} Un circuit électronique particulier est formé de 10 éléments identiques installés en série. Chaqt
élément 8 une probabilité égale & 0,02 de tomber en panne pendant les 1000 premiéres heufi
de fonctionnement,

Cluelle est la probabilité pour que le circuit tombe en panne pendant les 1000 premiéres heures

2) Un autre circuit est composé de n cellules {n 2 1) formées de deux éléments identiques aL
précédents et montés en paralléle {si bien que le circuit fonctionne dés qu'un élément de chaqt
cellule fonctionnel

&) Quelle est la probabilité pour qu'une celiule tombe en panne pendant les 1000 premier
heures 7

b} Quelle est la probabilité pourque le circuit tombe en panne pendant les 1000 premiéres heure:

3) A partir de quelle valeur de l'entier naturel n le second circuit serait moins fiable que le pi
mier 7




DENSITE DE PROBABILITE

23.4 MECANIQUE AUTOMATISMES 83 ( durée : 1 heures )

( 10 points )

On considére la fonction F telle que

F(x) = 0 si

x <0
F(x) pA-e ¥ :

. ~ [P
s1 x>0 ou A est une constanterecl:

e donnée

1]

1. Déterminer A pour que F soit la fonction de répartition d'une
variable aldatoire x. Quelle est alors la densité de probabilité de
1'aléa % ?

2. Calculer l'espérance m et la variance o° de cet aléa x.

23.5 MECANIQUE AUTOMATISMES 82 ( durée :1 heure )

corrigé

A - PREMIERE PARTIE

Pour chague valeur de n, entier positif non nul, on
considére une population de 100 n pi&ces parmi lesquelles se trouvent

exactement 95 n piéces sans défaut.

on préléve, au hasard et multanément, n piéces
dans la population considérée, et on appelle Pn la probabilité de 1'&vé-
nement : "Toutes les pidces prélevées sont sans défaut". Le tableau

suivant résume la situation..

Effectif de la Nombre de piéces | Nombre de piéces
population sans défaut prélevées
n = 1 100 95 1
n = 2 200 190 2
n=3 300 285 3
cas gé&néral
n €(N* 100 n 95 n n




M.l. = Lalculer dans l'ordre les probabilités Pl,P2 et P3 corres
respectivement a n = 1, n = 2, n = 3,
A.2. - Dans le cas général, calculer P, en fonction de n .
B - DEUXIEME PARTIE
B.1l. - Calculer l'intégrale : 1
I= [In(95 - x) - 1n(100 - x) ldx
o

dans laquelle .ln désigne la fonction logarithme népérien.

pourra utiliser une intégration par parties).
B.2. - Etudier les variations de la fonection f définie par :

52 X
1000

P(x) = e

Construire la repri3sentation graphique de f sur l'inter-

<

alle [0 ; 15] dans le plan rapporté i un repére orthogona
(unités choisies : 1 cm sur 1'axe des abscisses ; 10 cm

sur l'axe des ordonnées).

- I. <
B.3. - ©n admet qu'une valeur approchée de Pn est e n, ou I
désigne 1l'intégrale calculée au B.1. Déduire de ce qui
précéde, 1'effectif de 1la population considérée dans la

premiére partie, telle que P soit voisine de 0,50.

23,8 MECANIQUE AUTOMATISMES 85

<

( 14 points )

On consideére la fonction numérique de variable réelle f définie comme suit :
si xe]—o,0] f(x)=0

si xelo,ll f{x) = asin 2x

2
si xel%,+°°l fix)=0

1. Déterminez a pour que f soit la fonction de densité de probabilité d'un certain aléa numériqt

2. a) calculez en utilisant une intégration par parties |'espérance mathématique E (X) de I'aléa X.
b} tracez la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.

m

3. Calculez /2 x? f {x}) dx par deux intégrations par parties successives puis I‘écart-type o (X

o
"aléa X.



LOI BINOMIALE

23.7 INDUSTRIES DU BOIS 85 ( durde :3 heures )

( 5 points )

Un étang contient un nombre inconnu N de poissons. On préléve 20 poissons que I'on marque et
que l'on remet vivants dans I'étang.

Quelques jours plus tard, on préléve 50 poissons. Le pretévement est fait avec remise, c'est-a-dire
qu’un poisson est remis & I'eau aprés avoir é1é pris. On suppose qu'il y a équiprobabilité de sortie
pour les N poissons, et que ce nombre n'a pas varié entre temps.

1. Quelle est la loi de probabilité de X, si X désigne le nombre de poissons marqués dans le pré-

levement de 50.

2. Soit la fonction f définie par

3.

x
Montrer que cette fonction arteint un maximum pour une valeur 8 de x. Calculer a.

20\4 20\46
f(x} = (———) (1 -—T(O) pour x > 20

On suppose que lors du second prélévement, on a trouvé 4 poissons marqués. Déterminer.la valeur
de N quidonne a l'événement X = 4 la probabilité maximum.

23.8 MECANIQUE AUTOMATISMES 83 ( durée : 1 heure )

( 10 points )

On considére trois machines A, B et C qui produisent le méme type de

piéces ; elles produisent respectivement 20% , 30% et 50% du nombre

total des piéces.

constate que le pourcentage des piéces défectueuses est de 5% pour

On
la machine A, 4% pour la machine B et 3% pour la machine C.
1. Premiére question
1.1. On préléve au hasard une pi&ce dans la production totale.
Calculer la probabilité pour qu'elle soit défectueuse.
1.2. On consideére une pi&ce défectueuse. Calculer la probabilité
pour qu'elle provienne de la machine C.
2. Deuxiéme guestion

A la sortie de la machine A, on préléve un échantillon de taille

dans lequel on dénombre k pidces défectueuses.

2.1. Quelle est la loi de probabilité de la variable aldatoire x
telle que x=k ?

2.2. 8i n=10, calculer la probabilité pour qu'il n'y ait aucune

piéce défectueuse, puis la probabilité pour que toutes les



23.9 FONDERIES EN MOULES MECANIQUES 85 (durée :

a

(¢ points )

3 heures )

Un chef d’entreprise a réalisé une étude sur {'absentéisme dans son équipe de 50 employés.

La statistique porte sur une année de travail comptant 11 mois de 20 jours chacun.

11 a obtenu les résultats suivants :

Nombre d'absents x; 0

Nombre de jours d'absence n; 16

44

57

16

{Par exemple, dans I'année, il y a 50 jours pendant lesquels 3 employés sont absents).

3.1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre d'employés absents un certain jour de travail.

Définir par un tableau la loi de probabilité de X.

Calculer I'espérance mathématique, la variance et 'écart-type de X.
En déduire le pourcentage moyen d'absents par journée de travail {pour 'effectif total de I'équif

3.2. La probabilité, pour un employé, de manquer une journée de travail est p = 0,05. Calcule:
probabilité qu'il ne soit pas absent au cours d'un mois de travail (20 journées).

3.3. Dans la méme hypothése, p = 0,05, on note Y la variable aléatoire égale au nombre de jo
d’absence d'un employé donné, durant un mois de travail (20 journées).

Quelle est la loide Y ?
Calculer la probabilité P(Y = 3).




LOI NORMALE

23.10 ANALYSES BIODLOGIQUES 86 ( durée : 3 heures )
( § points )

Dans la population frangaise, 15 personnes sur 100 ont un facteur rhésus négatif.

T - Un laboratoire d'analyses médicales a contrdlé le facteur rhésus de 459 personnes.

Exprimer la loi de probabilité de la variable aléatcire X : nombre de personnes ayant un facteur
rhésus négatif.

Caiculer I'espérance mathématique et I'écart type de X.
2 - Par quelle loi normale peut-on approcher la loi de probabilité de X ?
3 - Endéduire la probabilité d'avoir :

al X < 50

b} 60 X < 80.

N

4 - En fait, parmi les 459 personnes examinées, le laboratoire a constaté que 75 avaient un facteur
rhésus négatif. Ce résultat est-il compatible avec I'hypothése de départ, au risque de 5 % ?

11 ANALYSES BIOLOGIQUES 81 ( 10 points)

Au cours d'un test d'alccolémie effectué auprés des automobi-

.stes, on a relevé qu'une personne sur 10 avait un test positif,

~ Sachant que l'on a contrdlé 400 personnes en une semaine, quelle est
la loi de probabilité de la variable aléatoire X : nombre de personnes
ayant un test positif ¢
Calculer l'espérance mathématique de X et sa variance.

- Par quelle loi normale peut-on approcher la loi de X ?

- En déduire la probabilité d'avoir
a) ¥ < 35
b) 32 < X < 44
c) X > 45




©2.12 ANALYSES BIJLOGIQUES 84 ( 8 points )

On tire au hasard d’une population P un échantillon E de 100 sujets et on mesure la glycém
chacun d'entre eux par une méthode déterminée. On obtient le tableau suivant :

e o | et
[ 7580 [ 5 ;
[ 8085 | 10
[ 8590 | 20
[ 9095 [ 36
[ 95,100 | 15
{ 100,105 [ 8
[ 108,110 | 6

1. Calculer la moyenne x et I'écart-type o de la glycémie pour cet échantilion E.

2. Estimer & partir des résultats obtenus pour I'échantilion E ia moyenne u et l'écart-type s
glycémie dans la population P.

Donner Vintervalle de confiance de la glycémie moyenne u dans la population au risque de

3. En supposant que l'écart-type s estimé précédemment est ['écart-type réel de la population, ¢
devrait étre la taille de I'échantillon pour connaitre avec un risque de 5 %, la glycémie moye
30,5 mg/100 ml prés ?

4. Soit X la variable aléatoire représentant la glycémie d’un individu quelconque appartenant
population P ; X suit une loi normale de moyenne u et d‘écart-type 5 — quel est le pource
d’individus dans la population P dont la glycémie est supérieure 3 105 mg/100 m! ?

N 8.

Les résultats numériques sont demandés avec une précision de 1072,

Annexe

Une table de la fonction de répartition de !a loi de Laplace-Gauss.

22.13 ANALYSES BIOLOGIQUES 85 ( & points )




La concentration du sang en hémoglobine suit chez la femme “‘en bonne santé’ une loi normale de
moyenne 14,3 g/100 ml et d'écart-type 1,1 ¢/100 ml.

On a relevé sur un échantillon de 100 femmes les résultats suivants :

Concentration en
hémoglobine [5; 700107 ;9019 ; 111,131 (13; 15[ [15;17(|117;19[|[19;21]

(g/100 mi)

effectifs 1 5 10 18 25 31 8 2

1- Calculer la moyenne m, et l’écart-type oe de I'échantillon

2 - L'hypothése suivant laquelle cet échantillon provient d'une population de femmes “en bonne
santé” est-elle justifiée au coefficient de risque de 5 % ?

3 - Quel est le pourcentage de femmes "en bonne santé’’ dont la concentration en hémoglobine est
comprise entre 13 g/100m! et 15 g/100mi ?

23.14 FABRICATION INDUSTRIELLE DU MOBILIER 84 ( durée : 2 heures )

( 6 points )

Une usine comporte 1000-postes de travail; chacun équip¢ d’un moteur de 1 kW Ch:quc motcur
fonctionne en moyenne un quart du temps. Soit X la varichle aléatoire premant pour valeur te nombre
de moteurs en fonctionnement. Quelle est la loi de X ?

Calculer une valeur approchée de la probabilité P (200 <K X < 30()3 Lu moyen de approximation
gaussennc usuelle.

Quuelle puiscance & installer doit-on prévair pour que Iz probuahilitd de ben functioniemert de I'en
sembleseit 0,99 ?

23.15 CONSTRUCTION NAVALE 85 ( durde : 2 heures )
( 6 points )

"On a mesuré les longueurs en mm d’un échantillon de 100 tiges d’acier & la sortie d'une machine
automatique :



Longueurs Effectifs 1) Calculer la moyenne et l'écart-type o du caractére observ
o dans cet échantillon.
- (on choisira une moyenne provisoire et un changemen
(1321341 2 d'échelles pour simplifier les calculs).
{134,136 | 5
[136. 138 | 13 2)En supposant que la variable aléatoire “longueur d'une tige
{138.140] 24 suive une loi ncormale dont I'écart-type est celui de I'échar
(140142 19 tillon, donner un intervalle de confiance & 99 % de |
{142 ;144 ] 14 longueur moyenne des tiges.
(144,146 10
{146,148 ( 8 3) Quelle doit étre la taille d'un échantillon extrait de la populi
(148,150 | 3 tion pour que la moyenne des longueurs des tiges soit estimé
(150,152 { 2 a 10" pres, avec 95 % de certitude.
1 1 H
Extrait de la table de Gauss = (1) = NIl / e 2 gt
1 1,96 2.6
r {U 0,875 0,295
23,18  MAINTENANCE 24 ( 8 points ) corrigé

Une machine automatique fabrique des piéces dont les poids se répartissent suivant la loi nor.
autour de la valeur moyenne 0,90 g avec un écart type de 0,06 q.

1. Quelle est la probabilité pour que le poids d’une piéce soit compris entre 0,84 get 0,99 g ?

2. Combien peut-on présumer qu'il y aura de piéces dont le poids soit inférieur & 0,81 g dans un I

5 000 piéces ?

3. Une autre machine met les piéces fabriquées en boites, & raison de 100 piéces par boite ; on pri
au hasard un certain nombre de boites et pour chaque boite on mesure le poids moyen p ¢

piéce (tirage non exhaustif}).

a) Quelle sera la valeur movyernne trouvée pour p et I'écart type de p ?

bl Quelle est la probabilité pour qu‘une mesure s'écarte de 1 % de cette valeur de p ?

¢) On prend au hasard une boite de 100 piéces, déterminer les limites de confiance 3 95 % du |

movyen de cet échantillon.

d} On prend au hasard une boite de 100 piéces ; on pése les piéces et on trouve une moyenr
0,88 g. Peut-on considérer qu’elle est représentative au seuil de 1 % ?




23.17 MAINTENANCE 85 ( 9 points )

Une usine fabrique des pitces en grande série, en deux phases indépendantes. La premitre phase est
susceptible de faire apparaitre un défaut A et la seconde un défaut B. L'expérience montre qu'une
piéce peut présenter le défaut A dans 2 % des cas et le défaut B dans 8 % des cas.

1. Calculer les probabilités pour qu'une méme pitce tirée au hasard :

8} présente les deux défauts,

bl présente I'un au moins des deux défauts,

¢} présente un et un se'ui des deux défauts,
i dl ne présente aucun des deux défauts.

2.0n preléve n = 200 piéces dars fe stock et on s'intéresse & la variable atéatoire X égale au nombre
de pitces présentant le défaut A,

. On admet que X suit une loi de Poisson. Pourquoi celz estil lsgitime ? Quel est le paramétre de
cetie loi de Poisson 7

- Quelle est la probabilité pour que parmi les 200 piéces, il y en 2it 10 qui présentent ie géfaut A ¢

3. On préléve n = 300 pidces dans le stock et on §'intéresse 3 la variable aléatoire Y égale au nombre
de pidces présentant le défaut B.

. On admet que Y suit une loi de Laplace Gauss. Pourquoi cels est-il iégitime 7 Ciuels sont les para-
métres de cette ioi 7

. Calculer Prob (Y < 24)
Prob (20< Y < 35)

Prob (Y < 30 sachant Y > 24)

23.18 FABRICATIONS MECANIQUES 81 ( dunée : 3 heurss )

( 10 points )

On considére un lot de pidces usindes (barres de métal) dont
la distribution des longueurs suit une loi normale.,

A 1l'aide d'un mBme appareil on effectue une série de 20 mesu
res et on obtient les résultats suivants

B

76,5 76,32 76,4 76,8 76,2
76,6 76,5 76,1 76,5 76,7
76,8 76,5 76,4 76,7 76,3
76,7 76,2 76,6 76,5 76,7

1. = Etablir, & partir de ces renseignements le tableauy statistique

{xi R ni) on X; est la valeur du caractdre observée et n; son
effectirf.



Remarque

Calculer la moyenne X et l'écart-type o de cet échantillon

Déduire des résultats une estimation de 1la moyenne m du 1lc

un intervalle de confiance & 98 %, (On admettra que 1l'écar
type o du lot est égal a

E 7 o).

Le fabricant affirme que la moyenne m du lot est 76,5 et 1

type du lot est 0,2.

Quelle est alors la probabilité pourqu‘'une barre du lot ai

longueur inférieure a 76,25 ?

On donne n(1,25) = 0,8944
m(2,33) = 0,9901 u2

t
1 -2
On rappelle que 7n(t) = e du
—_—
ve n Jdew

.

: la question n® 4 peut &tre traitée indépendamment des au
questions.

FABRICATIONS MECANIQUES 82 ( 7 points )

Une societé veut sous-traiter un rigoureux marché d’aménagement électronique de véhicules. Pour sav
si elie do't accepter ce marché, elle établit une statistique de production sur 100 jours.

Le nombre de véhicules équipés journellement se répartit comme suit :

Production journaliére .
o o Nombre de jours
de véhicules équipés

a5 1

96 3

97 6

98 8

99 10

100 13
101 18 .

102 14

103 9

104 8

105 6

106 2

107 2

100




2.1 Etablir la moyenne de production journa‘iere e 'ecart type de cette production.

3.2 - La production exigée par contrat est de 100 véhicules équipés au moins par jour, pendant 100 jours
de travail consécutifs. Quelle est la probabilité de réussite du contrat par la société ? (On considerers
ia production journaliére comme suivant une loi normale}.

3.3 - En 50 jours, la production a été de 5 200 véhicules, mais une panne de la chaine de montage arréte
la production pendant 4 jours, quelle est alors pour la société la probabilité de réaliser le contrat
souscrit ?

Extraits de la table de la loi de Laplace-Gauss.

Mmit< 1,27) = 0,90
(1< 0,386) =~ 0,65

23.20

FABRICATIONS MECANIQUES 83 (10 points ) corrigé

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Une fabrication de piéces en grande série est telle gue leur

cote x suit une loi de Laplace-Gauss. (Un extrait de la table des

valeurs

centrée

1. Dans

(489,

1.1.

numériques de la fonction de répartition de la loi normale

réduite est donnd 3 la fin de 1'énoncé).

cette premi2re partie l'intervalle de tolérance pour x est
75; 507, 05].

Une &tude statistique de la cote x faite apré&s un premier
réglage a donné les résultats suivants : moyenne 500;
écart-type 5. Démontrer que le taux T des piéces valables e:
égal a 90% .

Aprés un second réglage la moyenne prend la valeur 198,4. O
veut conserver T = 90%. Quel doit &tre l'&cart-type de la o«
te x ?

T est maintenu & 90%. On effectue des contrdles de 4 pieéces
de cette fabrication. On désigne par y le nombre de celles
sur les 4 qui sont hors de l'intervalle de tolérance.



1.3.1. Expliquer et déterminer la distribution de probabi-

lité de y. Préciser son espérance mathématique.

1.3.2. Déterminer la probabilité qu'un contrdle puis un sec

indépendant du pré&cédent donnent tous deux y = O

2. Dans cette seconde partie, & chaque nouveau réglage, la fabricat

a au départ une moyenne m = 5

00 ; cette moyenne varie en cours d

fabricaticn. La fabrication est cette fois jugée valable si

m & [4%90; 500].

Des contrdles effectués aux quatre premiéres heures de fonctionn

ment ont donné le résultat su

ivant :

Heure (h) 0

Moyenne (m)... 500

499,81

499,62

499 ,46| 499,20

Déterminer 1l'équation de la droite d'ajustement de m par rapport a

(méthode des moindres carrés). En déduire la valeur maximum du temp

séparant deux réglages successif

*

Extrait de la table de Gauss

S.

rt ';’ t2
nT(t) = —————— e dt
vo2m o
tevenenns 1,41 1,645 2,05
I(t)... 00,9207 0,95 00,9798




23.21 FABRICATIONS MECANIQUES 84 ( 8 points )

Une usine produit de petites piéces destinées a la fabrication de jouets.

1. On mesure en millimétres le diamétre x de 100 piéces prises au hasard dans la production d’une
machine ; on obtient les résultats suivants :

x 16,0 16,1 16,2 16.3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9
en a E] 3 3 a E] E] 3 E] 3
mm 16,1 16,2 16,3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9 17,0

nombre
de 1 4 4 10 17 20 20 14 8 2
piéces

1.1 Calculer la moyenne et |'écart type de cet échantillon.

1.2 Considérant que la distribution est normale, estimer pour un intervalle de confiance 3 95 %,
le diamétre moyen des piéces produites par la machine. (On prendra pour écart-type celui
trouvé au 1.1).

1.3 Une piéce est acceptable si son diamétre est compris entre 16,30 mm et 18,90 mm. En adop-
tant 16,56 mm pour moyenne de la population de piéces produites par la machine et 0,13 mm
pour écart-type, calculer le pourcentage de piéces acceptables.

2. Sur 20 machines que comporte i’atelier, soit y le nombre de machines en panne chaque jour.

2.1 Sachant que pour une machine la probabilité de tomber en panne au cours de la journée est
p = 0,05, quelle est 1a loi de probabilité suivie par la variable y ?

2.2 Quel est e nombre de machines moyen fonctionnant chaque jour ?
3. En supposant que chacune des 20 machines produit le méme pourcentage de piéces acceptables,

et qu’une machine produit 750 piéces par jour, valables ou non, combien de jours faut-il 3 I'atelier
pour produire 100.000 piéces acceptables ?

23.22 FABRICATIONS MECANIQUES 85 (8 points




On considére une production en grande série de piéces mécaniques en acier traité (Trempe . Reven
dont la distribution des duretés suit une loi normale. La mesure de ces duretés exprimée en unit
HRc a donné, pour un échantillon de 30 piéces, les résultats suivants {résultats regroupés par clas
d'amplitude 0,5 HRc) :

dureté  [[52-52,5] |152,56- 53] | 53 53,5] |153,5- 54] | |54 - 54.5]

effectif 1 1 2 3 5

dureté  |154,5-55] | 155 - 55,51 | 56,5 - 56] | 156 - 56.5] | 156,5 - 57]

affectif 6 4 4 2 3

1. Caleuler fa dureté moyenne X et I'écart type o de cet échantillon {on noters x; la valeur obsern

) x; ~ 545
du caractére et nj son affectif et I'on pourra effectuer le changement de variable up = -—‘»W
.

2. En prenant pour écart type de la production I'écart type de i"échantilion, déterminer une estim
tion de !a dureté moyenne de la production par un intervalle de confiance 3 95 %.

3. La dureté moyenne théoricue m de la production est de 55 HRc et I'écart type o’ de 1,2 HR
Quelle est la probabilité pour gu’une piéce ait une dureté inférieure & 56 HRe 7

4. A i3 réception d'un lot I"acheteur préléve un échantillon de 30 pitces. 1l décide d'accepter le lot
la dureté moysanne de cette échantillon est inférieure 3 55,3 HRe.

&) Quelle est la probabilité pour que la moyenne de I'échantilion prélevé soit supérieure & 55,4 HRc
Donner une interprétation du résultat.

b) L’acheteur veut se prémunir du risque : « La dureté moyenne du lot ne dépasse pas 55,9 HAc ;
Quel risque encourt-t-il 7

Ci-joint un extrait de la table de Gauss.

2,23 METANIQUE AUTOMATISMES 84 ( durée : 1 heure )

wg

( 10 points)

Lors du prélévement de piéces fabriquées par une machine, on constate que 10 %
piéces ont un diamétre supérieur & 155,3 mm et 20 % ont un diamétre inférieur & 154,2 mm.

En admettant que la variable aléatoire prenant pour valeurs les diamétres des piéces"s
une loi normale, calculez le pourcentage des pidces fabriquées dont le diamétre est compris dans 'ir

valle [ 164 mm, 156 mm ].

Document joint : Une.table de la fonction de répartition de la loi normale réduite.




23.24 MECANIQUE AUTOMATISMES 85 ( 6 points )

La durée de vie, exprimée en heures, d'une ampoule électrique d’'un certain type, est une variable
aléatoire d'espérance mathématique M et d'écart type o = 20.

Une étude sur un échantillon de 16 ampoules donne une moyenne de la durée de vie égale 3 3000.

Déterminez V'intervalle contenant M avec une probabilité de 90 %.

23,95 1 DUSTRIES CEREALIERES 35 (durée : 2 heures )
{ 4 points )

Un groupe céréalier dispc;se d'un silo portuaire d’'une capacité de 70 000 tonnes et doit satisfaire,
chaque mois, 4 une demande aléatoire qui suit une loi normale, de moyenne 70 000 tonnes el d’écart-
type § D00 tornes.

Pour satisfaire & une demande excédentaire, le groups peut s'approvisionner dans ses silos de stockage
intérieur,

Quel doit &re le stock minimum supplémentaire prévu pour que la probabilité de défaillance ne seit
pas supérieure 4 0,025 7

o

22,26 TNDUSTRIES DU BOIS 81 ( duréde 3 heures )

(=3

R -
istinc?

1 - Une secrétaire donne n coups de téﬁé;hcne 4 n correspondant
u

£l
et

On admet que chague appel est indépendant des précédents gu'il vy
une probabilite g‘de ltobtenlir, Seit X la variable aléatoire égale
aw nombre de correspondants obtenus.
T.1. =~ Quelle esgt la lol de probabilliité de ¥ 7 Déterminer son espé-
rance mathématigue E(X) et sa variance V{X).
Dans le cas o n = 6 et p = 0,8, calculer numériquement p({¥X :
pour chaque valeur de k, E{X) et ).

L2 - l\ rés ses n recherches, la secrétaire demande une seconde foi
dans les mémes conditions, chacun des n - X correspondants
qutelle n'a pas pu Jjoindre la premiére fois. Soit X' le nomb:
de corr‘espgSndants obtenus dans cette seconde série d'appels.

Cn appelle Z = X + X' le nombre total de correspondants obter

o)

i

PoE 1.2.1.~~ Calculer Py = Prob(Z

1)

i

1.2.2. - Calculer Py = Prob(Z



2

1.2.3. = Calculer P, = Prob{(Z = 2)

1.2.4. - Exprimer en fonction de n, p et k : Prob(Z = k)

~ On admet que le poids d'une grume est une variable aléatoire X su

une

2.1,

2.2.

2.3,

loi normale de moyennc p = 2 tonnes et d'écart type o = 0,6 t

- Calculer :
2.1.1., = Prob(Xx > 3)
2.1.2. - Prob(1,5 < X < 2,5)

- Soit Y = Xy o+ Xy + o X, la variable aléatoire égale au p
de n grumes supposées indépengantes.
Quelle cst la loi de probabilité suivie par Y ?

- Un transporteur accepte une charge maximum S = 25 tonnes.

Déterminer le nombre maximum de grumes que l'on peut charg
ayant une prebabilité de surcharge de 1 %.

Extrait de la table de la loi de Gauss

t l 0,82 l 0,83 l 0,84 , 1,67 2,33

" () [0,7939 10,7967‘0,7995, 0,9525} 0,9901

tLx
avec m(t) = wl, J.e de
ve T

-

INDUSTRIES DU BOIS 82 ( 8 pointe )

~ On considére une production en série de piéces dont on mesure ung

cote. Soit X la variatle associée & cette mesure. On suppose gue

suit une loi nermale (de paramétres m et O). On préléve un premi

échantillon :

X1 220 222 224 226 228 230 232 | 234 236 23
Effectifs 1 3 6 11 30 48 35 10 5 1
1 - Estimer 1'écart-type ée la population et donner un intervall

de confiance de m & 95 %.

2 - On-préléve un deuxiéme échantillon postérieurement au premie



222 | 224 226

228

230 232 234 | 236

238

240

Effectifs

12

20 24 20 6

Quelle est la moyenne de cet échantillon ?

Peut-on affirmer au seuil de

tionnement de la machine qui

signification de 0,05 que le fon:

fabrique les piéces n'a pas vari«

23.28 INDUSTRIES DU BOIS 85 ( 4 points )

On suppose que le poids d'une personne suit une loi normale AN (60,20) (u = 60 ;s = 20). On pré-

léve un échantillon de n personnes et on appelle X la moyenne d'échantillon.

1. guelle taille d’échantilion doit-on choisir pour que la probabilité d'avoir X compris entre 55 et
65 50it 0,957

2. Un ascenseur accepte une charge maximum de 350 kg. Combien peut-on mettre de personnes
pour que la probabilité de bon fonctionnement (charge < 350 kg) soit 0,89 ?

23.29 ANALYSES BIOLOGTQUES 30 ( durée :

( 10 points )

3 heures ) corrigé

engraisser :

270 porcs ont été soumis a des régimes destinés a les faj

120 ont suivi le régime A, et

les résultats suivants :

Gain de poids

Nombre de porcs

des porcs Régime A Régime B
moins de 10 kg - 9
de 10 a 15 kg 2 10
de 15 4 20 kg 9 15
de 20 a 25 kg 28 19
de 25 a 30 kg 40 22
de 30 i 35 kg 29 22
de 35 a 40 kg 10 19
de 40 a 45 kg 2 14
de 45 a 50 kg - 10
de 50 a 60 kg - 10

i20 150

150 le régime B. On a obser:



Pl vEiaSi © YyuTouLlOll

Calculer la valeur moyenne et 1'écart-type des gains de
poids correspondant & ces deux échantillons.

Deuxiéme question :

Estimer la valeur la plus probable de la moyenne et de
l'ecart-type d'une population (supposée trés grande) de porcs ayant su:
le régime A ; ayant suivi le régime B.

Donner un intervalle de confiance de ces moyennes au seui
risque de 5 %.

Troisiéme question :

Au seuil de risque de 5 %, peut-on considérer comme vrai
l'hypothése suivante : "les gains de poids moyens sont les mémes pour
les deux régimes" ?

N.B. : On rappelle que, si N suit une loi normale centrée et réduite,
alors pr{INl ¢ 1,96) = 0,95.

S

Le service d’analyses d'un hépital dispose de statistiques portant sur une population de grand effectif.
cette population, sont extraits 2 échantillons :
— Tun, noté A, est constitué de 90 personnes dont le taux de glucose dans le sang est considéré com
satisfaisant (entre 3,5 et 5,5 millimoles par litre);
— 1autre, noté B, est constitué de 140 personnes dont le taux de glucose est extérieur & I'interv
[3,5; 5,5].
Pour chacun des échantillons ci-dessus, on dispose du taux d’acide urique, exprimé en micromolesflitre.
obtient la répartition ci-dessous : :

i Echantillon A Echantilion B
: ‘ ¢ i ' ! { !
Effectifs. .. ...... | 10 izs ;25: 12 | 8 ’ 12 8 | 221103 | 7 |1]| 9 | 132
IS S, S ;_G.Jﬁ___ﬁ_‘___.__4.__v___‘__~___&___ N
1 : i |
Taux  d'acide] ' s i | I
GOAque L ... .. i 210 ‘ 270 I 420 g 450 I 600 | 660 | 170 | 200 i 260 | 400 | 510 | 560 | 350 | 700 | 31
i . H ! i i

1. Calculer la moyenne m, et ’écart type o, de la séric:statistique A.
2. Calculer la moyenne m, et I’écart type 4, de la série statistique B.

3. Pour chacune des moyennes trouvées, déterminer un intervalle de confiance de cette moyenne au coeffic
de risque 5 %.

4. L'hypothése selon laquelle le taux de glucose (considéré ou non comme satisfaisant) n’a aucune influence sur c
d’acide urique est-elle justifiée? (au coefficient de risque 5 %).

On précise (que, si ¢ est une variable aléatoire de loi normale 9 (0, 1), on a :
p(jt] < 1,96) ~ 95 %




23.31 BUREAU D'ETUDES 86 ( durée : 4 heures )

( 5 points )

Une usine fabrique des plaquettes rectangulaires dont la longueur et la largeur sont usinées de maniére
indépendante.

On admet que la longueur L et lalargeur ¢ d’une plaquette suivent des lois de Laplace-Gauss, de
moyennes respectives 80,005 et 50,000 avec des écarts-types respectifs o = 0,005 et ¢y = 0,005
(les dimensions étant exprimées en mm}.

1 — Déterminer la probabilité P (L < 80,01).

2 — Déterminer de méme P (2 > 50,01).

3 — On impose les normes de fabrication suivantes :
L = 80: 0,01 et g = 50001 {mm)

Quel est alors ie pourcentage de plaguettes 3 rejeter & ia sortie de la chaine de fab;*icatéon ?

NB - On donne la Table de la fonction de répartition de la loi normale :

LI Ay
PIO<T<1) = e 2 dx = Gl
Jo







LOI DE POISSON

23.32 BUREAU D 'ETUDES 85 ( durée : 3 heures ) corpigé

( 4 points )

Pour contrdler une production de piéces dont le pourcentage de piéces défectueuses est de 1 % on fait
régulierement un préldvement de 200 piéces tirées au hasard.

Justifier la loi de Poisson de paramétre » = 2 pour déterminer le nombre de piéces défectueuses dans
un prélévement.

Calculer : — la probabilité p, pour qu'il n’y ait aucune piece défectueuse dans un prélévement de 200
pigces,
— la probabilité p, pour qu’il y en ait 4 au plus et la prebabilité p, pour qu'il y en ait plus
de 4.
23.33 FABRTCATIONS MECANIQUES 77 ( durée : 3 heures )

( 8 points )

Une

usine fabrique des piéces en grande série, en deux phases indépendanies.

La premiére phase est susceptible de faire apparaltre un défaut A, et la

sCco

cnds urn &

£fant B, L'oxpérience montre

n fabrication novmzle

ce peut présenter le défaut A dans 2 p. 100 des cas et le défaut 2 dans

8 p.100 des cas,

1 -

Calculer les probabilités pour gu'une méme piéce tirés "au nasard”
1-1- présente les deux défauts,
1-2- présente 1'un au moins des deux défauts,

1-%- présente un et un seul des deux défauts,

1-4~ ne présente aucun des deux défauts.

On préleve n = 200 pikéces dans le stock et on s'intéresse 3 la variable

. aléatoire X = nombre de piéces présentant le défaut A.

2~%- On admet que X suit une loi de Fisson. Pourguoi cela est-il 1é-
gitime 7

2-2- Quel est le paramétre de cetts loi de Pcisson ?

2-3--Quelle est la probabili*é pour cue parmi les 200 pieces, il y er
ait 10 qui présentent le défizut &4 *



3 - Pour traiter cette question, on arrondira 2% = 0,10 1la proportion trou-
vée au 1-I- en vue de sinplifier les calculs. Un utilisateur qui ne

peut employer les pidces que si elles ne présentent aucun défaut, ne
peut accepter une livraison importante gqui lui est proposée que si elle
est conforme & cette proportion P = 0,10 de piéces 3 rebuter.

I1 préléeve un échantillon de 400 piéces, et constate la présence de

50 piéces & rejeter. Doit-il ou non accepter la livraison, sachant qu'il
se fixe un seuil de confiarce 2= 0§ . 100 7

£©9
Y
S
EN

FABRICATIONS MECANIQUES 78 ( 8 points)

Des machines automatiques fabriquent, en grande série, dix objeté d
rents avec équiprobabilité d'obtention pour chacun d'eux. Ces objets sont,

erreur, réceptionnés plle-mlle.

Une autre machine en préleve, au hasard, des gruupes de trois, pour
constituer une nouvelle pidce M.

1°) Quelles sont les probabilités P1, P2, P3 pour que M soit constitud

- de trois objets de nature différente ?

-~ de deux objets de mBme nature et un de nature différente des
précédents?

- de trois de mé&me nature ?

Calculer P1 + P2 + P3 ; interpréter le résultat obtemu.

2°) On prend pour la suite du probléme P3 = 0,01, La pitdce M est consi¢
rée comme mauvaise si elle est constitude de treois objets de mlme :
ture. On contrdle 100 piéces M et on appelle x le nombre de ziices
mauvaises obtenues. Montrer que x obéit i une loi de Poisson que 1'
précisera. Quelle est la probabilité qu'a x de valoir au pius 3 ?

3°) Le contrdle de la longueur 1 d'un échantillon de 50 piéces, fabriqu

en grande série, a donné le résultat suivant :

1 [ 12,00 |12,1o l 12,20 ' 12,30 l 12, 40 | 12,50 i 12, 6C
n:effectif, 2 l 6 l1o I 15 I 9 l 5 l 3

3.1. Calculer la moyenne et 1'écart-type de cet échantilion.
3.2. On prend pour valeur aprrochée de 1l'écart-type de la fabricati
compléte 1l'écart-type de 1'échantillon.

Estimer la moyenne de la fabrication avec un seuil de confianc

de 95 %.




23.35

FABRICATIONS MECANIQUES 78 ( 8 points ) corptgé

II - Les trois parties du probléme sont indépendantes. Le mot aléa est

synonyme de variable aléatoire.

Extrait de la table de la fonction de répartition de la loi nor-

male :

t 1,28 1,29 1,87 1,88 1,96

T(t) 0,8997 0,9015 0,9693 00,9699 0,9750

|

Une machine fabrique des tiges d'acier. La longueur x d'une tige, ex-

primée en millimétres, est un aléa normal (gaussien) de moyenne (es-

pérance mathématique) : m = 100, et d'écart-type 0 = 0,16 .

1%)

2°)

Quelle est la probabilité, & 0,01 prés, que la longueur d'une

tige prise au hasard ne soit pas comprise entre 99,7 et 100,3 ?

Déterminer le nombre a tel que la proportion de tiges ayant
une longueur comprise entre 100 - a et 100 + a soit é&gale &
0,80.

La proportion de tiges ayant une longueur trop grande ou trop

petite pour é&tre jugées bonnes est 0,06.

Disposant d'un lot comprenant un trés grand nombre de tiges
fabriquées, on fait 1l'épreuve suivante : on tire dans le lot n

fois une tige au hasard. On appelle y 1'aléa qui, 3 cette

épreuve, associe le nombre de tiges mauvaises obtenues.

Montrer que y est un aléa binomial dont on précisera les
paramétres,

Dans cette question, n = 4.

Ecrire la distribution de probabilité de 1'aléa y , c'est-a-
dire calculer la probabilité que y prenne la valeur k, k appar-
tenant 3 1l'ensemble {0, 1, 2, 3, 4}.



2.3 Dans cette guestion, n = 50.
Montrer que l'aléa y peut &tre approché par un aléa de Poiss:

Calculer la probabilité& que y prenne la valeur O, et la pro-

babilité que y prenne une valeur inférieure ou égale a 4.

3°) On préléve dans la production un é&chantillon de 100 tiges. La
moyenne des longueurs des tiges de cet é&chantillon est 100,04

admet que 1l'écart-type de la production reste égal 3 0,16.

Avec un risque de 0,05, peut-on rejeter 1l'hypoth&se jusque 13
admise que la moyenne des longueurs des tiges de toute la fab
cation est 100 ?

£3.36 FABRICATIONS MECANIQUES 80 ( € points ) eorrigé

Une usine produit, grice 3 des machines A, B, C des piéces qui ont

- pour la machine A le défaut X dans 5% des cas,
- pour la machine B le défaut Y dans 3% des cas,

D B T o

. ~ oy -~
e e R T v .z PR " (RO I ] <

Cu
Ui
(]
Y
[

Une machine D assemble une piéce provenant de A, une pi&ce provenan
de 3 et une piéce provenant de C. Elle prend les piéces provenant d
A, de B, de C au hasard.

1. Quelles sont les probabilités respectives pour qu'une pidce assel
bl8e par D présente le défaut X seul, le déraut Y seul, le défaut 2
seul, les défauts X et Y, les défauts X et Z, les défauts Y et Z, 1
défauts X, Y et Z.

{On pourra noter par X, ¥, Z les pidces n'ayant pas les ddfauts X,
et Z. On pourra considérer que D assemble d'abord les piéces proven
de A et de B, puis celles provenant de C sur l'assemblage déji réal

2. Les défauts X et Y &tant seuls incompatibles 3 priori, les piéce
présentant ces défauts communs sont automatiquement rejetées par D.
On admet alors que sur 10 000 piéces fabriquées par D

- 5 présentent les défauts Y et Z,

- 15 présentent les défauts X et Z,

- 200 présentent le défaut 7 seul,

- 2 80 " " " Y "

- 5 OO " " " X "

2.1. Sur 10 piéces prises au hasard 3 la sortie de D, calculer

2.1.1. la probabilité pour que deux piéces exactement pré-
sentent le défaut X,

2.1.2. la probabilité pour qu'une piéce au plus présente ce
défaut.



2.2 Zur 1000 piéces acceptées par D, prises au hasard, cai:zule
{en justifiant 1'emploi de 1a loi 4e Poisson que l'on utili
sera)

2.2.1. la probabilité pour que cing piéces exactement pré-
sentent deux défauts simultanés,
2.2.2. la probabilité pour que au moins trois piéces preésen

tent ces deux défauts.

5. La machine D, convenablement réglée, rejette toutes les pidces
présentant le défaut Y ou le défaut Z.
Seules continuent 3 sortir les piéces ne présentant que le d€aut £
On admet alors que le nombre de piéces assemblées présentant ce
défaut suit la loi normale. Montrer en utilisant les résultats pré-
cédents que la probabilité pour qu'une piéce présente le 4¢faut X
est : 0,05.
Sur 200 Piéces prises au hasard 3 1a sortie de D, calculer
3.1. la probabilité pour que neuf piéces exactement prdsentent
le défaut X,
3.2. la probabilité pour que au moins 5 piéces présentent ce défs
3.3. on constate que sur un lot de 1900 piéces 1788 pidces ne
présentent pas le défaut X. La machine est-elle correctement
réglée si 1'on admet une marge de confiance de 95 ¢ ¢

Données : w(t < 1,62) = 0,9474
f(t=0,32) = 0,378
n(t < 1,96) = 0,9750
£2
F(e) = —2 ¢ 2
von

23.37 MECANIQUE AUTOMATISMES 79 ( 1 heure )

Une usine fabrique des pieces en grande sé¢rie, en deux phases
indépendantes. La premlere phase est susceptible de faire apparaitre
un défaut A avec une probabilité Py = 0,03, la deuxieme phase un
défaut B avec une probabilite Py = 0,05.

1l - A 1'issue de cette chalne de fabrication on tire "au hasard" une
piéce. Calculer les probabilités Pis Poo P3s P, pPour que cette
piece :



1-1- présente les deux défauts,
1-2- presente  l'un au moins des deux défauts,
1-3- présente un défaut et un seul,

l-4- ne présente aucun des deux défauts.

2 - On préléve 8 pieces dans le stock. On s'intéresse a la variabl
aléatoire X égale au nombre de pléces présentant 1'un au molins
des deux défauts. Pour traiter cette question on prendra pour

valeur approchée de Pss P = 0,08.

Exprimer en fonction de k, la probabilité p(X = k) pour gue

k piéces du prélévement scient défectueuses,

Application : calculer p(X = 2), pix ¢ 2), donner le résul te

avec deux décimales.

3 - On préléve 200 pieces dans 1 stock 0 ou considere la variab

aleatoire Y ¢gale au nombre de pieces présentant le defaut A

3.1- Y suit une loi binomiale Bi{n,p). On admet gue dans les
conditions de l'éncncé la loi de Y peut gtre approchée p
une loi de Poisson de méme moyenne que la lol binomiale
Bi{n,p). Déterminer le paramétire X de cette lol Polsson,
On considére désormais que Y obéit approximativement 3 ¢

loi de Poisson. Donner en fonction de 2 et k pl¥ = k).

3.2- Quelle est la probabilité plY = 6) pour que parml les
200 piéces il y en ait 6 qui présentent le défaut A ?

Caleuler p(Y € 10). On donnera les résultats avec 2 décl
males,

03,205 TRANSFORMATION DES MATTERES PLASTIQUES 85 ( durée : 2 heures )

Un compteur Geiger, mesurant la radioactivité ambiante pendant une durée de 1 minute, & donné
les résuitats suivants pour une série de 10 mesures :

Nombre d’impulsions
par minute 3 L 5 [ 7 8 e

Nombre observé de
mesures 3 2 4 2 3 1 1




1. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre d’impulsions enregistrees en 1 minute :

8} Donner la loi de X par un tableau numérique.
b} Calculer son espérance mathématique E{X), sa variance V{X) et son écart-type o(X).

2. On admet que le phénomeéne précédent suit théoriquement une loi de Poisson Y de parametre

CE()+ VIX)
. ® 2

Comparer la probabilité mesurée p(X < 4) d’obtenir su plus 4 impulsions, et la probabilité théo-
rigde p{Y < 4).

93.40 FABRICATION DU MOBILIER 85 ( durée : 2 heures )

( 6 points )

Une entreprise fabriquant des meubles posséde un parc de machines fonctionnant sans arrét.

1-- La probabilité pour une machine de tomber en panne au cours d'une journée est p = 000

a) Calculer la probabilité pour une machine déterminée de tomber en panne au moins une fois au
cours d’un mois de 30 jours.

b) Calculer fa probabilité pour cette machine de tomber en panne plus d'une fois au cours d'un
mois de 30 jours.

2 Le parc est composé de n = 200 machines et la probabilité pour une de ces machines de tomber
en panne au moins une fois au cours du mois est de 0,03

Soit x le nombre de machines tombant en panne au moins une fois au cours du mois.
8) Déterminer la loi de probabilité pour que x =k (k=0,1,.., 200)

} _b) Calculer cette probabilité pour x =0, 1, 2.
- L"approximation par la loi de Poisson est-elie justifiée ?

c) Quelle est la probabilité pour que x soit inférieur & 37

d) Déterminer l'espérance mathématique et la variance de x.




PROBLEMES DE MAINTENANCE ;. .
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MATNTENANCE 80 (durée : 3 heures )

La firme qui vous emploie vient d'acquérir 1l'usine d'une entreprise concur-

rente qui, par suite de mauvaise gestion, est proche de la faillite.

I1 a 6té notamment constaté qu'il n'y a pas de service de maintenance dans
cette usine et que, si chaque ouvrier fait l'entretien minimum &l&mentaire
de son outillage, aucune visite préventive du matériel n'est effectuée et
que le dépannage est entidrement réalisé paY une société spécialisée qui

fournit, i la demande, le nombre d'ouvriers nécessaires.

PREMIERE PARTIE

I1 vous est demandé de mettre en place une équipe d'entretien et de dépan-

nage dont le personnel sera attaché 3 cette usine.

Afin d'en fixer 1l'effectif vous avez &tudié les besoins pendant une période

de cent jours en continuant i faire appel au personnel extérieur 2 l'entre-

prise.

La statistique suivante indique, pour chacun de ces cent jours, le nombre

d'ouvriers employés :

34234 15442 55345 24334
35555 43553 25643 34451
24474 6 5458 43763 64 542
342406 43246 34324 26454
45343 56234 41453 31344

1°) Dépouiller cette statistique.

2°) Vous faites 1'hypothése que cette distribution se poursuivra dans
1'avenir et 3 chaque valeur i du nombre d'ouvriers nécessaires vous
donnez pour probabilité la fréquence résultant de la statistique pré-
cédente. On note p(i) la probabilité d'avoir besoin d'une &quipe de i

membres un jour quelconque.

Weibull, Poisson



3%)

4°)

Soit P(i) la probabilité d'avoir besoin d'une équipe comprenant au plus
i ouvriers.
Donner, dans un tableau, les valeurs de i, de p(i) et de P(i) aprés avoir

expliqué comment on détermine les valeurs de P 3 partir de celles de p.

Soit P'(i) la probabilité d'avoir besoin d'une équipe comprenant au moins
i ouvriers.

Donner la formule permettant de calculer P'(i) a l'aide des valeurs de P.
Vous avez &galement constaté que le colt moyen d'un ouvrier de 1l'entre-
prise de dépannage est de 600 F par journée d'intervention.

Votre employeur vous a indiqué que, compte tenu des heures de travail de
nuit et de week-end ainsi que des charges, le coiit quotidien d'un agent

de maintenance attaché 3 1l'usine est, en moyenne, de 350 F par jour

ouvré.

Chaque membre de l'équipe 3 créer permettra donc de réaliser une &conomie
de 250 F chaque jour ob il sera effectivement employé et occasionnera

une perte de 350 F chaque jour ol il n'aura pas i intervenir.

Montrer que si 1'équipe est constituée de n membres, l'adjonction d'un
membre supplémentaire entraine une "&conomie algébrique' égale a 250 -
600 P(n). (Il y a &conomie si cette valeur est positive et perte si elle

est négative).

Dans 1'hypothése, réelle ol 1l sera toujours possible en ca de
besoin de faire appel 3 du personnel complémentaire de la société
de dépannage, quelle est la valeur de n pour laquelle il est &cono~-

miquement intéressant d'ajouter un membre de plus i 1'Bquipe ?

En déduire l'effectif de votre équipe de maintenance.

Cet effectif étant fixé&, on considére 1'aléa numérique ayant pour
valeurs les "8conomies algébriques" quotidiennes possibles (par ex-
emple, si l'effectif est 2 : pour une journée ol un seul ouvrier suf-
firait, 1l'un &conomise 250 F et 1'autre colte 350 F d'oii une économie

algébrique de -100 F ; pour toute journde ol les besoins sont supérieurs

ou &gaux 3 deux l'économie réalisée est de 500 F)
Déterminer la loi de probabilité de cet aléa numérique.

En déduire quelles sont, en moyenne, 1'économie quotidienne probable

i 1 N -
puis 1'économie annuelle probable pour une année de 235 jours ouvr



DEUXTEME PARTIE

Vous avez également constaté que les machines d'un certain type sont souvent

d'un emploi dangereux en raison de la défaillance d'un relais électrique ce

qui rend inopérant le dispositif de sécurité.

Vous avez fait remplacer ces relais sur les douze machines de ce type afin

d'étudier leur durée de bon fonctionnement. Les résultats constatés sont

regroupés dans le tableau ci-dessous :

Durée

Repé Repére Durée Repére Durée
nepere en heures pere en heures per en heures
R -1 502 R~-5 901 R-9 1253

R -2 901 R -6 151 R - 10 420

R -3 1376 R -7 578 R - 11 234

R - 4 901 R -8 420 R - 12 1047
1°) Déterminer graphiquement les paramétres de la loi de Weibull ajustant

cette distribution.

2%)

de bon fonctionnement jusqu'3d cette date.

3°%)

Calculer le temps moyen de bon fonctionnement ainsi que la probabilité

Si vous faites remplacer le relais unique par trois relais identiques

branchés en paralléle quelle sera alors la fiabilité du dispositif jusqu'a

la date de bon fonctionnement détermindé 3 la question précédente ?

£3.42 MATNTENANCE 81

{ 15 points )

(durde :

3 heures )

zorrigé

La société qui vous emploie posséde 30 engins de chantier.
Vous avez constaté un coflt important pour la maintenance de ce ma-
tériel. En effet,le convertisseur hydraulique qui équipe ces engins
casse souvent. Voici le relevé du temps de bon fonctionnement de
chacun des convertisseurs:

n® de t n® de t n® de t
machine machine machine
1 2142 h 11 21
2 12 22 2246 h
3 13 23
4 14 1304 h 24
5 2200 h 15 25 2422 h
6 16 26
2594 h 17 2249 h 27
g 18 28 1547 b
9 1880 h 19 29
10 20 1827 h 30



t représente la durde de bon fonctionnement avant rupture.
Les machines,sans indication,ont déja fonctionné plus de
2650 heures sans avarie.

Premiére partie: .

1°) Dépouiller cette statistique et placer les résultats
dans un ftableau : 4]

L= [+ T Fo ] =

Dans lequel F(t) est l'effectif des machines dont le temps de bon
fonctionnement est inférieur ou égal a t .,

2°) Ep utilisant le papier de Weibull,déterminer les para-
retres de la loi de Weibull susceptible de représenter la durde de
vie de ce convertisseur.

Seconde partie: indépendante de la premidre.

On considére que la durde de vie du convertisseur suit une
loi de Weibull de paramdtres: ¥ = 0 ; M =3100; B=3,8.,

. Pour minimiser le cofit d'entretien,on recherche le moment
ou il faut intervenir préventivement et remettre le matériel a
neuf,

1°) Déterminer,pour chacunes des valeurs de t ci-dessous,
la probabilité de la rupture du convertisseur entre t-500 et t .

L e {500 S 1000 1500 _ 2000 : 2500 3000}

s

On sait que le cofit C d'entretien par heure de bon fonction-
nement est :

18000 ..
= - t t.
c Py si le matériel casse entre t-500 e
C = 6t 0 si on remet i neuf le matériel avant

qu'il ne casse et aprés t heures de
fonctionnement.

2°) On étudie le coflt moyen de maintenance par heure de bon
fonctionnement dans 1*hypothése: "remise a neuf lors de la rupture
ou sinon aprés 1500 heures de fonctionnement."

Soit la variable aléatoire discrete Cl telle que :

c, o= —28090 i 1e matériel casse entre t-500 et tjavec t égal

v =250 2500 5 1000 ; 1500 .
Cl = gggg 2l on remet i neuf le matériel aprés 1500 heures

de bon fonctionnement et avant qu'il ne casse.
Quelles sont les diverses valeurs de Cy et les probabilités

associées ? Déterminer alors 1'espérance mathématique de c -

3°) On étudie maintenant 1'hypothdse : "remise i neuf lors

de la rupture ou sinon aprés 2000 heures de fonctionnement."

Soit la variable aléatoire discréte 02 telle que :



18000 PP . .
5 = T Ty si le matériel casse entre t~500 et t ; avec t égal

a 500 ; 1000 ; 1500 ou 2000 .
6000 . N P N
C, = si on remet a neuf le matériel apres 2000 heures de
2 2000 ;
bon fonctionnement et avant qu'il ne casse.

Déterminer comme au 2° l'espérance mathématique de c, -

4°) On étudie maintenant 1'hypothése : "remise a neuf lors
de la rupture ou sinon aprés 2500 heures de fonctionnement.”

Soit la variable aléatoire discréte 03 telle que :

C3 = tléoggo si le matériel casse entre t-500 et t ; avec t égal
a 500 ; 1000 ; 1500 ; 2500 i 2000 .
6000 . N . . .
03 = 3500 si on remet i neuf le matériel aprés 2500 heures de
bon fonctionnement et avant qu'il ne casss.
Déterminer comme au 2° l'espérance mathématique de 03 .
Conclusion:

Quelle politique de maintenance appliqueriez-vous ?

document joint : papier Weibull

23,43 MAINTENANCE 82 ( 15 points )

Un atelier est constitué de 30 postes de travail identique
Chaque poste est équipé d'une machine A et d'une machine B. Le trava

effe

s

tué par une machine est totalement indépendant du travail effec
par ltautre.
Les probabilités de défaillance pour une journée de foncti

ment sont pour la machine A : PA = 0,1 et pour la machine B : PB = 0

1 - Au cours d'une journée de fonctionnement,on considére un poste d
travail quelconque, Déterminer,pour une journée de fonctionnemen

1.1. - La probabilité P, pour que les deux machines A et B tombe

1
en panne,

1.2. - La probabilité P2 pour que l'une au molns des deux machin

tombe en panne,

i.3. - La probabilité P3 pour que la machine A seule tombe en pa



1.4, - La probabilité Pb pour qu'une machine et une seule tombe en

panne.

2 ~ Au cours d'une journée de fonctionnement, on considére 10 machines 4
quelconques de l'atelier.
Soit X la variable aléatoire (ou aléa numérique) prenant pour valeur
le nombre de machines A qui tombent en panne.
Donner la loi de probabilité de X.
2.1. - Calculer la probabilité pour que parmi les 10 machines &,
il y en ait 3 exactement qui tombent en panne.

2.2. - Calculer la probabilité pour que parmi ces 10 machines 4, il

en ait au plus une qui tombe en panne.

On donnera de ces probabilités des valeurs décimales approchées 2

1074 prés par défaut.

3 - Soit Y la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre possible
de postes de travail (parmi les 30) dans lesquels une‘machine et
une seuleest en panne au cours d'une journée,.

En justifiant l'emploi de la loi de Poisson que l'on utilisera,
calculer :

3.1. - La probabilité pour que parmi les 30 postes, il y en ait 4 qu

comportent une machine et une seule en panne.

3.2. - La probabilité pour que parmi les 30 postes, il y en ait au

moins 2 qui comportent une machine et une seule en panne

@our traiter cette question on prendra 0,12 comme valeur approchée
de Pk}

On donnera de ces probabilités des valeurs décimales approchées a
1072 prés par défaut.

4 - Sur une piéce produite par un poste de travail, on contrdle deux

dimensions x et y. Ces dimensions doivent 8tre x = 6 + 0,01 et

y =3 % 0,01. On mesure les piéces produites par un poste de travai
au cours d'une journée, on trouve que la moyenne de x est

"E{x) = 6,003 avec un écart type Oy = 0,005, la moyenne de y est
E(y) = 3,002 avec un écart type oy 0,005,

Les distributions de x et y sont normales et indépendantes.

Quel est le pourcentage de rebut fait par ce poste au cours d'une
Jjournée ?

5 - On a constaté un colit important pour la maintenance des machines A.
La direction de l'usine décide d'étudier la politique de maintenanc

a appliquer. On reléve le nombre de jours de bon fonctionnement des



30 machines au cours d'une année, cela a permis de constater que

durée de vie de ces machines suit une loi de Weibull de paramétre

Yy = 80 ; n= 110 ;8 = 2,2

Soit t la variable aléatoire associée au nombre de jours de bon f¢
tionnement avant la premiére panne ; représenter graphiquement, st

papier de Weibull (document réponse}, la fonction de répartition |

cette variable aléatoire, pour tefioo, 250].

Déterminer le nombre moyen de jours de bon fonctionnement ainsi gt

la probabilité de survie durant cette période.

En utilisant la courbe représentative de F, déterminer graphiquemer

le nombre de jours au bout desquels 30 % des machines ont eu leur

premiére panne.

¢ Les cing questions sont indépendantes.

loi de Weibull

loi binomiale ... 4 pages de Tables

loi de Poisson 1 document réponse en 2 exemplaires

fonction de répartition gont yp exemplaire & rendre en fin

de la binomiale d'épreuve

a7z
L.

4 MAINTENANCE 82 ( 15 points ) corrigé

pouy {fusage des piace

2 - On contrdle le fonctionnement de la machine, en prélevant un éch

i & 2 ] admet ue
des axes au diamétre théorique de 24 mm ; on admet g

r
3 2 L : lérance
yeanc 24 mm d'écart type 0,02 mm. L'intervalle de to &
e

est [23,95 ; 24,05].

n

tillon de 20 piéces, au hasard, dans la fabrication. Détepr
ltintervalle {a, b} dans lequel doit &tre située 1z moyenn
cet échantillon pour que la machine puisse étre considérée

bien réglée avec une probabilité de 0,99,

ari 2atol sienne de
e de ces axes est une variable aléatolre gausslienn

imposgé

1 - Déterminer le ncmbre de piéces bonnes sur un effectif de 1 000,

miner
e x de

comme



3 - Les mesures ont donné les résultats suivants :
? |de 23,93 |de 23,95 |[de 23,97 |de 23,99 {de 24,01 |de 24,03 ]de 24,05
a 23,95] a 23,971 4a 23,991 a 24,01 a 24,03 a 24,05} a 24,07
n 1 1 1 7 8 2 0

3.1 -~ Calculer la moyenne et l'écart type de cette série statistic
3.2 - Que pouvez-vous conclure de ces résultats ?

PARTIE II : Etude de la fiabilité du tour

1 -« Pendant une période s'étendant du 01.09.77 au 01.09.82 cette
machine a subi 10 pannes pendant 1 205 jours de prqduction. Les
temps entre deux pannes (en jours) sont les suivants :

44 ; 68 ; 82 ; 39 ; 106 ; 299 ; 57 ; 255 ; 151 ; 49.
1.1 - Disposer les résultats de cette statistique dans un tableau

faisant apparafitre : le numéro d'ordre des pannes, les temp:

entre deux pannes classés par ordre croissant, les temps

cumulés.

On note R(t) la probabilité de survie du matériel & la date
En utilisant du papier semi logarithmique, justifier 1l'apprc
ximation de R(t) par une loi exponentielle.

1.3 - Calculer le temps moyen de bon fonctionnement de la machine.

2 - On se propose d'utiliser les résultats obtenus pour prévoir une
politique de maintenance pour 1l'année a venir comptée & 241 jours
ouvrables. On note P(x, T) la probabilité pour que le tour tombe
en panne, exactement x fois, pendant la période T (ol T est exprime
en jours). On considére que la variable aléatoire, nombre de panne:

pendant la période T suit une loi de Poisson de paramdtre m = 2.

2.1 - Expliquer le choix de cette valeur du paramétre. Calculer
le nombre moyen de pannes pendant l'année,.



2.2 - Chaque panne coflite a 1'entreprise 6 000 francs, on note
A la variable aléatoire "colit des réparations du tour po

l'annége",

- Quelle est la loi de probabilité de A ?

- Calculer son espérance mathématique.

3 - Afin de prévenir les pannes, on étudie la possibilité d'une vi
préventive de la machine. Cette vérification représente un col
forfaitaire de 240 francs.

3.1 - Déterminer la périodicité des visites pour qu'avec une pr
bilité de 0,95 on puisse assurer que le tour ne tombera
en panne entre deux vérifications.

3.2 - Evaluer la dépense a prévoir si on adopte cette solutior

3.3 - Quelle décision prendriez-vous ?

RAPPEL :

Si la variable aléatoire T suit une loi normale centrée réduite N(O,

P(O < t ¢ 2,5) = 0,4938
P(O < t <2,57) 0,495

]

... Document joint : une feuille de

. papier semi-logarithmique

DES TABLES



- awur

Table des valeurs de la loi binomiale B (n; p)

nlkip=005|p=01|p=02|p=03|p=04| p=05
2107 05025 08100 0,640 0 0,490 0 0.360 0 04,2500
i 0095 ¢ 0,180 0 63200 04200 0.480 0 0,500 0
21 00025 0,0100 00400 0090 01600 0,250 0
310 08574 67290 0,5120 0.343 0 02160 01250
i 01354 0,243 0 0,384 ¢ 04410 04320 03750
2 0,007 1 00270 0096 0 01890 02880 03750
3 0,001 0 0,001 0 G008 O 06,0270 00640 61250
410} 08145 0,656 1 0,409 ¢ 0,240 ¢ 01296 0,052 §
i 01715 02316 04096 0411 8 03456 04,2500
2 00133 0,048 & 0,153 6 0,284 6 03458 03750
31 00005 0.003 6 00256 | Q0756 0,153 6 0.2500
4 0000 1 0,001 ¢ 0,008 & 00256 3,002 5
3i0 07738 05503 0327 % 0.168 © 60778 0,031 2
i 02036 03280 0,409 6 0,360 2 0.2592 0,156 2
2 0,021 4 00729 0,204 0308 7 0.345 6 03i25
3] 0001 0,008 1 0,051 2 01323 0.230 4 03125
4 0,000 5 2,006 4 0,028 4 6,076 8 0,156 2
5 3,000 3 0,002 4 g.0102 0.031 2
610 07351 0.531 4 0,262 1 01176 0.046 7 0.0156
i 02321 0,354 3 03932 03025 0.186 6 00938
2] 00305 0098 4 0,245 8 0324 § 03110 | 02344
3 6,002 § 0014 6 00819 0.1852 0.276 & 03125
4 D000 1 00012 00615 4 00595 01382 0,234 4
5 0,000 § 0.001 5 0,010 2 0,036 9 0,093 8
6 0,000 ¢ 0,000 7 0,004 1 00156
7101 0693 0478 3 0,209 7 00820 0.0280 00078
t 0,2573 03120 03670 0.247 1 0.1306 0,054 7
2| 00406 0,124 0 02753 03176 0,2613 G164 1
3| 00036 00230 01147 02269 0,290 3 0,273 4
4| 06,0002 0,002 6 0,028 7 0,097 2 0,193 5 02734
5 0,000 2 0,004 3 00250 0,077 4 0,164 1
6 0,000 4 0,003 6 00172 0,054 7
7 0,000 2 0,001 6 0,007 8
8]0 | 06634 04305 01678 0.057 6 00168 0.0039
1 02793 03826 03355 01977 0,085 6 0,031 2
2] 00515 0,148 8 02936 02965 | 02090 | 01094
3| 00054 00331 0,146 8 0,254 1 6,278 7 02188
4 | 00004 0,004 6 00459 0136t 0,2322 0.273 4
h) 0,000 4 0,009 2 0.046 7 01239 0.2188
6 0.001 t 00100 0.041 3 0,109 4
7 0,000 t 0.001 2 0.007 9 0.031 2
8 0,000 1 0,000 7 0,003 9
910 06302 03874 1342 0,040 4 0,010 1 0,002 0
1§ 02985 0,387 4 0,3020 0.1556 0,060 § 00176
2 | 00629 01722 0.302 2 0,266 8 0.161 2 00703
31 00077 0,044 6 0,176 2 0,266 & 02508 0,164 1
4 | 00006 0,007 4 0.066 1 0,17t 5 02508 0.246 1
5 0.000 8 0,016 5 0,073 5 01672 0,246 1
6 0,000 1 0,002 8 00210 | 00743 0.164 |
7 0,000 3 0,003 9 0,021 2 0,0703
8 0,000 4 0,003 § 00176
9 0,000 3 0,0020
107 0 | 05987 03487 0.107 4 0,028 2 0.006 0 0,001 0
1 03151 0.3874 0268 4 0121 ¢ 00403 0.009 8
2 00746 01937 0,3020 02335 0.120¢9 00439
3 | 00105 0,057 4 0.201 3 0,266 8 02150 01172
41 00010 00112 0,088 | 0,200 1 0,250 8 0,205 1
5| 00001 0.001 5 0026 4 01029 0,200 7 0.246 1
6 0,000 { 0.005 5 0,036 8 o1t s 0.205 1
7 0.000 8 0.009 0 00425 01172
8 0,000 1 0.001 4 0.010 6 00439
9 0,000 1 0,001 6 0,009 8
10 0,000 1 0,001 0




Table 2

: Loi de Poisson P{X = kj = L e

ko

k

0,1

0,2

0,3

0,4

X
0.5

0.6

0,7

0,8

0,9

1.e

Fw -

~ o

0,8187
0,1A37
0,0164
0,001 1
0,000t

0,000

0,000
0,000

1,2

0,7408
0,2222
0,0333
0,0033
0,0002

00,0000

0,0000
¢,0000

1.3

0,6703
0,2681
0,0336
0,0072
©,0007

0,0001

0,0000
0,0000

14

0,6065
0,013
©,0758
0,01286
00,0036

©,0002
0,0000
0,06000
Y
1,5

0,5488
0,3293
0, 0988
0,0198
0, 0030

20,0004

0,0000
©,0000

1,6

©,69686
0,3476
0,127
0,0284
0, 0050

©,0007
0,0001
0,0000

1,7

0,4493
0, 3595
0, 1438
©,0383
02,0077

0,0012

©,0002
©, 0000

1,8

©,4066
0, 3659
0, 1647
0,0694
0,011

0,6020

C,0003
0,0000

V.9

0,3679
0.367§
0,i839
0,0613
0.0153

06,0031

06,0005
©,0001

2,0

S - O

R Y

x

0,3012
0,3614
0,2169
0,0867
0.0260

0,0052
©,0012
0, 0002
0, 0000
0, 0000

2,2

0,2725
0.3543
0,2303
©,0998
0,0324

©, 0084
o,0018
0,0003
0,0001
0, 0000

2,3

0, 2466
0, 3452
0,2617
0,1128
0,0395

0,011
0,0026
0, 0005
0,0001
0, 0000

2.6

©,2231
0,3347
0,2510
0,1255
0,0471

0,0141
0,003%
0, 0008
0,0001
0,0000
x
2,5

0,209
0,3230
0,2584
0,1378
9,0551

0,0176
0,0047
0,0011
0,0002
0,0000

2,6

o, 1827
0,3108
0, 2640
Q, 1496
0,0636

0,0216
00,0061
0,0015
0,0003
0,0001

2,7

0,1653
0,297%
0,2678
0, 1607
0,0723

0,0260
0,0078
G,0020
00,0005
0,0001

2,8

0,149
0,2842
0,2700
0,1710
0,0812

0,0309
¢, 0098
0,0027
©, 0006
G, 0001

2,9

0, 1353
0,2707
0.2707
0.180%
00,0902

0,0361
0,0120
0,0034
0,0009
£,0002

3,0

SN -0

@ ® o

0,1108
0,2438
0,2681
0, 1966
0,1082

0,0476
0,0174
0,0055
©¢,0015
08,0004

0,00C1

0,0000
0,0000

3,2

@, 1003
0,230%
0,2652
06,2033
o, 1169

0,0538
0,0206
0,0068
0,0019
0,0005

0,0001

90,0000
0,0000

3,3

0,0%907
0,2177
0,2613
0,20%C
0,1254

0,0602
0,0261
0,0083
0,0025
00,0007

04,0002

0,0000
0,0000

3,4

0,082}
©,2052
06,2565
0,2138
0,1336

0,0668
0,0278
0,009%
0,0031
0,0009

0,0002
0,0000
©0,0000
A
3,5

0,0743
0,1931
0,2510
0,2176
0,1414

0,0735
0,0319
0.0118
0.0038
0,001

0,0003

00,0001
0,0000

3,6

06,0672
0,18i5
0,2450
0,2205
0, 1488

0,0804
0,0362
0,0132
0,0067
0,0014

©,0004
0,600
G, 0000

0, 0608
0,1703
0,2384
0.2225
0,1557

0,0872
0,0407
0,0163
©¢,0057
0,0018

0,0005

0,000t
0,0000

3,8

0,0550
0,1596
0,2316
0,2237
0,1622

00,0940
0,0455
0,0188
©,0068
©,0022

0,0006

0,0002
0,0000

3,8

00,0498
0,496
90,2240
0,2240
G, 1680

0, 1008
0,0504
0,0216
0,0081
0,0027

©,0608

0,0002
0,0001

4,0

80,0450
0,1397
0,2165
0,2237
0,173

0,107%
0,0555
0,0246
0,0093
0,0033

0,0010
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000

0,0408
0, 1304
0,2087
0,2226
0,781

0, 1140
0,0608
©,0278
0,011
0,0040

20,0013
0,00046
0,0001
0, 0000
0,0000

0,0369
0,1217
0,2008
0,2209
0,1823

©,1203
0,0662
0,0312
0,0129%
0,0047

0,0016
0,0005
0,0001
90,0000
0,0000

©,0334
0,1135
0,192¢9
0,2186
0,1858&

0,1286
0,0716
0,0348
0,0148
0,0056

0,0019
0,0006
0,0002
0,0000
0,0000

6,6.02
0, 1057
0,1850
0,2158
©,1888

0,1322
0,0771
0,0385
06,0169
06,0066

0,0023
0,0007
0,0002
0,0001
0,0000

0,0273
0.0984
01771
0,2125
0,1912

0,1377
0,0826
6,0625
0,01%1
0,0076

0,0028
00,0009
0,0003
0,0001
00,0000

00,0247
0,0915%
0,16%2
0,2087
0,193

0,1429
©,0881
0,06666
,0215
©0,008%

©,0033
0,001}
0,0003
0,0001
0,800

0,0224
0,0850
0, 1613
T,2046
0, 1946

0,1477
0,0%16
0,0508
0,024}
0,0102

0,0202
0,0783
0,1539
0,200
0,195

09,1522
0,0989
0,058}
0,0269
0,0i16

0,0045
0,0016
0,0005
0,0002
0,0000

0,183
0,0733
0, 1465
a,1954
0, 1954

©, 1563
0,1042
0,059
0,0298
0,0132

0,0053
0,0019
0,0006
0,0002
0,0001




.4
Rk
4. LOI DE POISSON. — Fonction cumolative Py = Z ¢ ‘1;-.

[ 2334

It
©

Al = 0.2]a = 03[ = 0,4} = O.5x = 0.6[1 = o.7|x= 0.1 =0,9

0.818 7(0,740 8[0,670 3,0,606 5[0,548 80,496 60,449 3|0,460 6
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Fonction de répartition de la loi normale

t t 2
P(OCT < t) = G(t) = — e ° dt
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Fonction de répartition de la loi de Laplace-Gauss.

Probabilité d’une valeur inférieure a t :

' ! ' t2/2
() = ———— f e dt.
i V2n — o0

T 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 05120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,56239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 | 05398 | 05438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,56596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 06753
0,2 105793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 [ 0,5887 | 0,6026 | 06064 | 0,6103 | 0,6141
0,31 06179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 | 0,6554 | 0,65681 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 { 0,6736 | 0,6772 0,6844 | 0,6879
0,6 | 06915 | 06950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 0,7180 | 0,7224
06| 0,7267 | 0,7290 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 07617 | 0,7549
0,7 10,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 73,7623 | 0,7852
081 07881 | 0,7910 | 0,7935 | 14,7867 | 0,7985 | 08023 | 0.8051 0,8106 | 08133
0,9 | 08159 | 0,8188 | 08212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8288 | 0.8315 08365 | 08389
1.0 0,8413 | (,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0.8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 ] G,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 00,8708 | 0,8728 | 0,8748 | 08770 | 0,870 | 08810 | 08830
1.2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | .8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8597 | 0,9015
1,3 G,9032 | 09048 | 00066 | 0,9082 | (,9089 | 091315 | 09131 | 0,9147 | 09162 |, 09177
147 09182 1 08207 | 0,9222 | 09236 | 09251 | 0,265 | 0,9279 | 09292 | 0,9306 | 0,8318
1.5 09332 | 0,83345 | 0,8357 | 0,9370 | 0,8382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
161 08452 | 09462 | 08474 | 0,0484 | 0,94985 | 09505 | 09515 | 0,95257 0,9535 | 0,9545
1,7 1 0,9554 | 00,0564 | (9573 | 08582 | 0,8591 | 0,8589 | 0,9608 | 0,8616 | 089625 | 0,9633
1,8 ] 08647 | 0,5649 | 09666 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1.9 08713 ] 09719 | 0,9726 | 08732 | 0,8738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,92756 | 0,9761 | 0,9767
2.0 0,9778 | 05783 | 09788 | 0,9793 | 09798 | 0,8803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2.1 0,9826 | 09830 | 09834 | 09838 | 0.8842 | 09846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2.2 0.9864 | 0,9868 | 08877 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 09887 | 0,8890
2,31 4.9893 | 09896 | 06898 | 0.9001 | 0,9904 | 0,9%06 | 0,9908 | 09911 | 0,9913 | 0,9918
240 089918 | 09920 | 0,8922 | 0,8925 | 0,8927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,932 | 0,9934 | 0,9936
25 | 09938 | 08940 | 09847 | 00943 | 04,9945 | 0,9946 | 09948 | 0,8549 | 0,8851 | 0,9952
2,6 09953 1 09955 | 09856 | 09857  0,9958 | 09860 | 09961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9064
2,71 09965 | 05966 | 09967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 90,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,8974
2,81 08974 | 0,9975 | 09976 | 09977 | 0,9977 | 0,9878 | 0,9979 | 0,5979 | 0,9980 | 0,9981
291 09981 | 09982 | 09982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,09984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986




TABLE [1i LOI NORMALE (répartition}

(]
Probabilité cumulée IT (1} =J Sy dr = Prob (T <)
-

: 0,00 0,01 0,02 0,03 0.06 0,08 0,06 0,07 0,02 0,09
00 | csooo | ososo | esoso | osizo | osieo | o0sigs | 05235 | 05219 ; 05319 | 05359
o | esass | osade | ese7s | 05717 | 05557 | 05596 | 03636 | 05675 | 0574 | 95153
oz | 05793 | 08832 | 05871 | 05910 | 05948 | 05987 | 08026 | 06664 | 06183 | 06141
03 | o679 | o627 | 6255 | 06295 | 06331 | 06368 | 0806 | 68843 | 064850 | 06517
0.4 65,6554 0,6591 0,6628 06664 0,6700 90,6736 08772 0.,6898 06,6844 &,6879
€5 £,6%15 0,6950 90,6983 07019 69,7054 $,7088 0,7123 0.7187 6.7190 §.7224
0.6 £,7257 ©,7250 0.732¢ ©,7357 0.738¢% 0,7422 B,71454 £,7486 0.7517 8,7549
07 0.7580 0,71611 0,7642 91673 0,7704 0.7734 §.7164 04,7794 0,7823 90,7852
0.8 0,7881 0,7910 G,793¢ 02,7967 6,79%5 0,8023 65,8051 G,8078 08106 $,8133
o | omise | oEiss | 08217 | 08238 | 08264 | 68269 | GE3S | 08340 | 08365 | 08389
10 £,8413 £,8438 08481 §,8485 0,68508 §,8531 ©,8554 $,8577 0,85%99 8.8671
1.1 0.8643 03,8665 0.8686 0.8708 0.8729 0,8749 D870 ¢.8780 45,8810 §,8830
1.2 0.884% 0,8869 0,8888 06,8507 0,8925 6,8944 08562 ©.8980 $,8997 0,8015
1.3 €,9032 0,5049 0,3066 §,9082 £.9059 99115 05131 0.9147 0.9162 09177
1.4 09192 90,5207 0,5222 0,5236 0,9251 0.9265 09279 09292 0.9306 09,9318
1.5 {,9332 0,9345 @.9357 ©,9370 0.9382 0.9394 6,9406 ¢.9418 09,9429 0.94461
1.6 0,4452 4,9463 60,9474 0,558¢ £.9495 0,950% 09515 £.95%8 £.983% £.954%
1.7 0,9554 0,9564 09573 $,9582 0,959 05589 0.9508 89616 59625 ©.9633
1.2 0,9641 0.9649 $,9656 0.9654 09671 $,8678 09686 §,9693 6.9699 84,9706
1% 0,9713 09719 0.9726 £.9752 08,9738 0.9744 ¢es0 b 0,975 08761 @.8787
2,0 90,9772 0,977% 09783 ©.9788 08,5793 8,9798 00803 £,9508 0,8812 §.9817
PR 90,9821 90,9826 0,2830 90,9834 0.9838 90,9842 0.984¢ ©.9858 65,9854 $.9887
1.2 06,9861 0,9864 0,9368 0,871 05875 06,9878 {9884 0.9887 £.92890
2.3 05893 0.9896 $,9898 0.9901 0.9904 £,9906 8,891 09918 €.9934%
2.4 0,991¢8 0,9920 0.9925 R £,9929 ¢.9932 69934 08956
- NN RS <. N Cenyl ¢ eyt D anes n o4t 0.%05t 080352
2.6 0,9953 0.9955 09956 06,9957 0,9959 ,9560 29961 8,9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 £.9966 09967 90,9968 0,9969 09,9970 £.997 £.8%72 0.9973 D.9974
2.8 0,9974 0,9975 0.9976 9,9977 0,6977 09978 ©,997¢% €.93979 §,9580 §.9983
2.8 02,9981 0,9982 0.9982 ©.2985 0,9984 9,5984 8.9985 §,9985 6,5986 £.9936

£AS DES CRANDES VALEURS DE !

PR R X ERRE T T R S R R 3.6 EEI K 45
1310 § 0,99865 0,959%04 099531 ; 0.59937 l 0.99966 ’ 0,59976 ; 0.590841 | 0,999928 ! £.999968 0.999997

NOTA. — La table donne les valeurs de T1{i) pour 1> 0. Si 1 eat négetil on prend le compliment & Punité de la valeuwr Jue da

la tabla.
Nty = 3 —T141)
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