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PREFACE

La logique des questions, quoique d'une cer-
taine actualité (si 1l'on considére les publications correspondantes),
est, en méme temps, un sujet qu'il faut encore élaborer en grande
partie, et dont on peut discuter méme les pas initiaux de sa forma-
lisation. Le texte suivant peut &tre considéré comme une contribu-
tion & cette discussion. Il s'appuie, en partie, sur quelques uns
de mes articles (voir bibliographie [13]1, [171, [15], [161, [18],
et [21]), sans les suivre trop étroitement. Ainsi quelques défini-
tions ont été changées, et cela modifie naturellement aussi les ré-

sultats.

Une connaissance élémentaire de la logique
mathématique est suffisante pour suivre le texte, qui n'est pas
excessivement technique. Les symboles et termes techniques utilisés

sont expliqués & leur introduction.
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Chapitre 1

QUESTIONS et REPONSES

a. Les diverses facons de voir une question.

Les questions, comme beaucoup de sujets
scientifiques, peuvent étre regardées de plusieurs points de vue.
Par exemple, pour les linguistes c'est un type spécial de phrases
d cbté des énoncés, des ordres, des exclamations, etc. Pour les
informaticiens c'est un certain type de messages qui peuvent pro-
duire d'autres messages. Du point de vue de 1'épistémologie la
question constitue une étape dans la formation de la connaissance,
dans 1'éclaircissement des problémes, dans la formulation des hy-
pothéses, etc. Pour le logicien une question est une expression trés

spéciale ou (comme ici) une classe d'expressions.

Il y a des questions quotidiennes, administra-
tives (par exemple dans la plupart des questionnaires), scientifiques,
philosophiques, etc. Il y a des questions Qui supposent que tout le
monde connait des réponses vraies (les questions réthoriques), dont
celui qui la pose connait des réponses vr#ies (dans un examen, par
exemple) ou dont, selon 1l'état actuel desfsciences, personne ne
connait les réponses vraies. Dans ce dermler cas on peut communiquer
d'autres informations, comme "Il s'agit d'un probléme non résolu" ou

"Je ne sais pas".

Il y a des questions qui suggérent des ordres
("Voulez-vous quitter ma maison immédiatement ?"), des complaites
("Savez-vous ce qu'est le rhumatisme ?"), etc. Il y a des questions
qui sont des armes psychologiques, non seulement des questions qui
constituent des problémes logiques comme "Avez-vous cessé de battre
votre femme ?" (on verra ce type de questions dans le chap. 3), mais

des questions aussi simples que "Etes-vous m&lé dans le scandale X ?".

En principe les questions et leurs réponses

constituent une forme de dialogue, ce qui n'empéche pas qu'on puisse



poser des questions 3 soi-méme ou qu'une réponse soit un exposé
extrémement long (quoique dans le traitement formel toutes les

questions admettent des réponses courtes).

b. Analyse logique des questions.

Si 1'on ne regarde pas les questions d'une
fagon isolée, mais par rapport 3 leurs réponses, on peut se demander
quelle est la relation entre une question et une de ses réponses
et quelle est la relation entre une question et £a classe de ses
réponses. Naturellement en logique il faut indiquer avec toute
précision le type d'expressions qu'on veut considérer comme des

réponses par rapport d& une question.

Un chemin qui semble trés prometteur est
d'identifier une question avec la classe de ses réponses, de fagon
d ce qu'une réponse soit un élément de la question de la méme maniére
que Socrate est un é€lément de la classe des hommes. Ainsi, quand on
pose une question, on présente une classe d'expressions et on exhorte
la personne questionnée 3 choisir une d'entre elles (en espérant
que ce sera "la vraie" ou "une vraie"). Ce choix se traduit quelque-

fois dans des formules comme "Ma réponse 3 cette question est ...",

"Si vous me demandez, je vous dirai ...".

Si une question est une classe d'expressions,
elle ne peut pas &tre une expression de son cb6té ; donc, dans le
traitement proposé, il faut distinguer entre la question et 1l'ex-

pression de question.

Méme si, en principe, on adopte fle traitement
mentionné, il reste toujours beaucoup de problémes. Pdur commencer,
quel type d'expressions veut-on accepter comme réponsés d'une ques-
tion donnée ? On doit chercher une détermination qui ne soit ni
trop étroite ni trop large, pour ne pas exclure des réponses accep-
tables ou inclure des expressions qu'on ne considére pas comme des
réponses. Quelques années de recherche m'ont conduit d donner la
préférence aux réponses d'une forme spéciale, appelée ici "réponses
suffisantes". Naturellement on peut essayer d'autres possibilités,

mais il semble difficile d'en trouver une qui satisfasse tous les

golts.



Pour donner une définition précise de "ré-
ponse suffisante"”, le sujet sera développé dans divers tisystémes de
la logique mathématique. Cela permet d'utiliser les résultats (théo-
rémes et métathéorémes) correspondants et d'établir clairement le

contexte dans lequel chaque question est traitée.

c. Limitations de l'analyse logique.

Naturellement une analyse logique ne couvre
pas tous les aspects des questions. Par exemple, elle ne rend pas
compte de l'attitude psychologique des personnes qui posent des
questions ou donnent des réponses, elle ne considére pas les répon-
ses non verbales (un rire, un geste), les réponses données effecti-
vement (par exemple, quelqu'un répond 3 une question par une autre

question), etc.

De méme que la logique traite les déductions
d'une fagon idéalisée et abstraite, et non les déductions que les
gens font réellement (ces derniéres constituent un sujet de la
psychologie, de la linguistique, etc.), elle s'occupe aussi des

questions et de leurs réponses.

De plus, ici nous nous limiterons aux aspects
syntaxiques et sémantiques des questions et des réponses, sans
traiter les aspects pragmatiques (qui font référence aux partici-
pants du dialogue questions-réponses). Toute l'analyse formelle du
texte suivant sera extensionnelle (c'est-d-dire que 1l'on consideére
seulement les expressions et ce qui est dénoté par elles, d 1l'exclu-
sion de l1l'intension), un traitement, comme on le verra, parfaitement
adéquat 3 la logique des questions et qui correspond & la plupart

des systémes de la logique mathématique.






Chapitre 7

TRAITEMENT TCRMEL DEZ T7VOETICNGS ET REPONSES

a. Quelques systémes de la logique mathématique.

Quand on veut développer un nouveau sujet,
comme la logique des questions, il est préférable de s'appuyer sur
quelque chose déja établi. Une base simple pourrait &tre la logique
habituelle, qu'on appelle aussi "logique déclarative" et dans la-
quelle on dispose d'un certain nombre de systémes bien analysés. Il
existe d'autres points de départ possibles, mais pour ce texte, on
choisira (pour des raisons de simplicité) la logique déclarative.
Plus précisément on aura recours aux systémes suivants
(a) le systéme fonctionnel élémentaire (de premier ordre), (b) le
systéme fonctionnel supérieur (d'ordre w , qui correspond d la théo-
rie simplifiée des types), (c) les systémes appliqués qu'on peut

former 3 partir du systéme fonctionnel &lémentaire.

Pour les expressiens bien formées du systéme
élémentaire et des systémes appliqués on disposera des symboles de
constantes individuelles "a", "b", etc. des symboles1 de variables
individuelles "x", "y", etc. Nous ne faisons pas de distinction
entre fonction propositionnelle unaire et classe, entre fonction pro-
positiohnelle  binaire et relation binaire (classe de couples or-
donnés), etc. et nous symboliserons les fonctions propositionnelles
constantes par "H", "H'", etc. et les variables par "F", "G", etc.
Les symboles des variables fonctionnelles n'apparaissent pas dans
les systémes appliqués ; de plus quelques uns de ces derniers sys-
témes ont un nombre fini et méme trés limité de symboles de cons-
tantes individuelles et fonctionnelles, tandis que pour d'autres
le nombre de ces symboles est (dénombrablement) infini. Les fonctions
de vérité constantes utilisées ici seront symbolisées par les
connecteurs "A", "v" | "A", """, et " =" (négation, disjonction,
conjonction, implication et équivalence). Toujours par rapport au
systéme élémentaire et aux systémes appliqués nous avons les opéra-
teurs universels "(x}", "(y)", etc. et existentiels "(Ex)", "(Ey)",
etc. Les systémes considérés ici n'ont pas de symboles proposition-

nels.

Tici on appellera "symboles de variables" ce qui fréquemment est ap-

pelé "variables".



Sopartiy des svmboles indigués on formere les
express?ons bien formées du systéime ¢lémentalre et des systomes
appliqués de fagon habituelle’ en uiilisant largement les parenthe-
ses pour faciliter la lecture. les expressions avec quantificztion

vide (par exemple "(x)¥a”} scrt inilues dans les bien formées.

Pcur le systéme fonctionnel supérieur, on
disposera en plus des symboles de fonctions propositionnellec (cons-
tantes et variables) d'ordre supérieur "J", "K", "L'", etc. Avec
des indiceson pourrait indiquer cet ordre, en indiquant 1l'ordre de
chacun de leurs arguments j; mais nous faisons peu d'usage des sym-
boles fonctionnels d'ordre supérieur et on peut reconnaitre ici leur
ordre toujours par le contexte. Danse le systéme supérieur, les opé-
rateurs universel et existentiel peuvent contenir aussi des symboles

de varaibles fonctionnelles d'un ordre (fini) quelconque.

Dans les systémes ici mentionnés on dispose d'une symbo-
lisation alternative pour les fonctions propositionnelles grdce a
l'opérateur ) . Par exemple, la fonction propositionnelle unaire
de premier ordre F peut &tre symbolisée par "F" ou aussi par "Ax(Fx)"
("la collection des x qui satisfont F", une autre symbolisation
serait "{x/Fx}"). De la méme maniére la fonction binaire de premier
ordre H peut &tre symbolisée par "H" ou par "AxylHxyl)", la fonction
unaire de deuxiéme ordre K par "K" ou.par "AF(KF)", etc. De cette
facon on a non seulement les expressions bien formées "Fy", "Hab" et
"KG", mais aussi "Ax(Fx)y", "Axy(Hxy)lab" et "AF(KF)G", qui sont
égalemént bien formées. L'opérateur A peut inclure des expressions
bien formées complexes, comme par exemple "(Ex) ~ Hzx" ou "HzAﬂfH'za

dans les expressions bien formées suivantes :

Az((Ex) ~ Hzx)y
vaz{HzAVH za)x v Gx

Un traitement plus détaillé des expressions avec opérateur A peut

étre trouvé, par exemple, dans [5].

Les expressions bien formées des systémes dé-

vdoppés dans cette section seront abrégées par "A", "B", "C", etc.

2 * . . ” . . - -
Ce travail est limité aux langues finitaires, ou chaque expression

est formée d'un nombre fini de signes.
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Le contexte permettra toujours de déterminer sans difficulté le

systéme dont il s'agit concrétement.

Les théorémes des systémes fonctionnels é1é-
mentaire et supérieur sont ceux qu'on obtient si l'on utilise une
des axiomatisations habituelles (pour le systéme supérieur sans les
axiomes de 1'infini et de la sélection). Par rapport aux systémes
appliqués, chacun constitue une classe de théorémes qui dépend des
expressions bien formées (selon les symboles de constantes indivi-

duelles et fonctionnelles) et des axiomes spécifiques correspondants.

Tout ces systémes (supposés consistants) ont
leurs modéles, formés d'une classe non vide d'individus (appelée
"univers du discours") et des fonctions propositionnelles n-aires
de nombre fini ou infini. Seulement les modéles du systéme supérieur
sont plus complexes (ils sont formés de 1'univers du discours, d'une
classe de fonctions propositionnelles unaires de premier ordre,
d'une classe de binaires de premier ordre, d'une classe d'unaires
de deuxiéme ordre, ...) ; mais un traitement détaillé des modeéles
en général et de ces derniers modéles en particulier n'est pas né-

cessaire pour la logique des questions ici développée.

On voit que les systémes mentionnés sont
assez riches pour étre appliqués d une grande variété de champs,
aussi bien scientifiques que philosophiques ou de la vie quotidienne.
La logique des questions a la méme richesse d'applications possi-
bles, parce qu'elle prend, pour ainsi dire, sa matiére premiére de

tous ces systémes.

Dans 1'exposé suivant nous parlerons jun les
expressions bien formées des systémes indiqués, en affirmant qu'el-
les appartiennent 3 certaines classes d'expression (les questions).
Cela signifie que le sujet est développé en métalangue ; les résul-
tats, qui seront présentés ici d'une fagon partiellement formalisée,
n'appartiennent pas d un des systémes mentionnés méme, ils nous
informent sur certaines relations entre expressions bien formées et
classes d'expressions bien formées. Les expressions bien formées
sont alors les individus pour un systéme spécial. Il s'agit d'un

systdme appliqué avec identité du méme type que les systémes indiqués
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auparavant, mais dans un niveau de langage plus haut ; on pourrait

1l'appeler "métasystéme appliqué".

On verra que, dans le métasystéme, les indi-
vidus seront symbolisés & l'aide de guillements et de lettres spé-
ciales et les classes d l'aide de crochets ; on utilisera les mémes
connecteurs que dans le premier niveau de langage et en plus les
symboles "e" , "@" , "=" <(entre classes), "A" , "v" , etc. ,
qul peuvent &tre introduits par définition dans un systéme fonction-
nel élémentaire quelconque (a e F S4f Fa , F&G af (x)(Fx 2D Gx),
etc.) et aussi "=" entre individus. Avec tous ces symboles on cons-
truit les expressions bien formées du métasystéme de fagon habituelle ;
mais en méme temps les symboles spéciaux permettent de distinguer
facilement les expressions du métasystéme de celles des systémes de

premier niveau de langage.

Les axiomes du métasystéme sont ceux d'un
systéme fonctionnel é&lémentaire avec identité. Dans les démonstrations
du métasystéme on a besoin aussi des implications et équivalences
des systémes de premier niveau considérés, pour savoir quelle ex-
pression implique quelle réponse, etc. ; mais on n'a pas besoin

d'axiomes interrogatifs spéciaux.

b. Questions individuelles et fonctionnelles.

Dans les années 50 l'attitude vis-a-vis d'une
éventuelle logique des questions était plutdt négative. Diverses
publications (voir dans la bibliographie de [3]) indiquaient les
difficultés que devrait envisager une logique de ce type. La logique
habituelle, c'est-d-dire la déclarative, opére avec "vrai" et "faux",
et il semble artificiel d'appliquer ces termes & des questions.
Cependant rien ne nous empéche d'appliquer ces termes & des méta-
affirmations sur les questions. Quoique les questions ne puissent
étre des théorémes, on peut avoir des métathéorémes sur les ques-
tions. En suivant cette ligne de penser tout le développement se

fera dans le métasystéme indiqué dans la section antérieure.

Ainsi on distinguera trois types fondamentaux
de questions : les individuelles, les fonctionnelles et les questions

de vérité (ces dernidres seront traitées dans la prochaine section).



Pour commencer avec les questions individuel-
les, on peut se demander quef esf un Lindividu qui satisfait une
gonction unaire donnée, supposons H. Avant de continuer, on a besoin
de quelques définitions auxiliaires, qu'il faut donner par rapport
d un systéme de premier niveau déterminé (supposons N) : Les expres-
sions bien formées (par rapport a N) "Ha" , "Hb", etc. seront appe-
lées "réponses simples" (par rapport 3 H et N). Celles d'entre elles
qui ne sont pas des négations de théorémes de N seront appelées
"réponses directes" (par rapport 3 H et N). Une réponse directe ou
une conjonction de réponses directes ou une généralisation des né-
gations des réponses simples seront appelées "réponses parfaites"
(par rapport 3a H et N)3, sous la condition qu'elles ne soient pas des
négations de théorémes de N . Exemples : "Ha" , "Hb", ..., "HaA Hb",
v MX)VHAT ) (y) A~ Hy", ... . Les réponses parfaites (de méme que
les simples et les directes) sont des phrases, c'est-da-dire des ex-

pressions bien formées sans symboles de variables libres.

Maintenant une #Zponse sufgisante (par rapport
d H et N) est une expression bien formée (non nécessairement une
phrase) qui n'est pas la négation d'un théoréme de N et qui satisfait

1'une des conditions suivantes

(a) Elle implique (selon N) au moins une réponse parfaite

qui n'est pas un théoreme d'N.

(b) Elle est un théoréme de N et au moins une expression

parfaite est un théoréme de N.

Exemples de réponses suffisantes : "FyA Ha” , "Ha¥ Ha", "(x)(H'xDHx]A
H'a", etc.

3Dans la plupart de mes travaux sur la logique des questions il y
avait parmi les réponses parfaites aussi les "conjonctions infinies",
qui sont de la forme "(x)(H'x DHx)" (il peut y avoir un nombre infi-
ni de x qui satisfont H' et par conséquent H). Actuellement il me
semble préférable de ne pas inclure ces expressions parmi les répon-
ses suffisantes. Par exemple, comme Belnap 1l'a indiqué (voir le
compte rendu de Harrah, Journal of Symbolic Logic, 1967, p.5u48),

"{x) v H'x" serait alors une réponse suffisante (l'affirmation que
H' est la classe vide implique "{x}(H'x DHx)"). L'exclusion des

"conjonctions infinies" n'appauvrit pas trop la classe des réponses



La classe de toutes les réponses suffisantes
(par rapport 3 H et N) est la question : Quel est un individu qui
satisfait H ? (par rapport au systéme N). Cette classe de réponses
sera symbolisée par "[Hx?]N" » Ou, si une référence explicite au sys-
téme N n'est pas nécessaire, simplement par "[Hx?1".

Supposons que nous ayons une expression bien
formée comme "Ha", qui n'est pas la négation d'un théoréme. Alors
elle est une réponse suffisante de la question [Hx?], c'est-d-dire
un élément de la classe [Hx?], de facon 3 ce qu'on puisse écrire

"Ha" € [Hx?]
Dans cette métaexpression symbolique apparaissent les guillemets,
une pratique & laquelle nous aurons recours fréquemment dans ce tex-
te. Ceux qui n'aiment pas les guillemets d& 1l'intérieur d'une expres-

sion symbolique peuvent écrire, par exemple,
4 & [Hx?]

et expliquer que le symbole en métalangue "4" symbolise 1l'expression

de premier niveau "Ha" . De tels procédés (assez lourds) ne seront

pratiquemment pas appliqués dans ce qui suit.

Quelques autres exemples de phrases du méta-
systéme qui affirment qu'une réponse est élément d'une question se-
raient (si les individus comme "Ha A Hb", ne sont pas des négations
de théoreémes de N)

"Ha AHb" €& [Hx?]
"{x) v Hx" e [Hx?]

"Ge AHa" € [Hx?]

siffisantes, parce que (a) on a toujours les substituts plus faibles
"H'a A (x) (H'x HHx)", etc. comme des réponses suffisantes, (b) avec
certains prémisses (voir section 4.e) on a méme "(x)(H'xIHx)" comme
une des réponses suffisantes et cela sans le probléme de Belnap, (c)
sans prémisses spéciales on peut avoir "(x}(H'xDHx)" comme une des
réponses suffisantes d la question fonctionnelle (voir la fin de
cette section) [(x)F?xDHx1 , si, au lieu de demander quel est 1l'in-
dividu qui satisfait H, on demande quelle est une classe de premier
ordre dont les éléments satisfont H. La définition modifiée de "ré-
ponse parfaite", telle qu'elle est utilisée dans ce texte, implique
naturellement un changement de certains résultats par rapport aux

articles mentionnés.



Selon la section 1.b, il faut distinguer entre une question
comme [Hx ?] (c'est-a-dire une classe d'expressions) et une expres-
sion de question comme "[Hx?]" (c'est-a-dire une suite de signes
qui symbolisent la classe). Le symbole de variable qui précéde le
point d'interrogation (dans l'exemple "x"), appelé "noyau d'inter-
rogation", est 1ié et sa portée est limitée par les crochets ;

"[Hx?]" est bien un symbole de constante.

Avant de continuer la partie formelle de l'ex-
posé, on peut donner quelques exemples concrets. Soit H la fonction
avoin mangé des carottes. Alors "Paul a mangé des carottes" e [Qui a
mangé des carottes ?]. On a la méme relation avec des expressions

comme "Aucun individu n'a mangé de carottes", etc.

Fréquemment on répond d'une fagon abrégée,
par exemple seulement "Paul", une réponse qui devrait &tre traduite

au symbolisme par "Ha".

Par rapport a@ certains univers du discours,
on peut répondre sans difficulté aux questions avec "qui" et "que".
Rien ne nous empéche d'utiliser des modéles dont l'univers contient
aussi des moments temporels, des endroits géographiques, des événe-
ments (effectifs ou désirés), etc., ce qui nous permet de formuler
des questions avec "quand" ("quel est un individu qui satisfait la
fonction étne Le moment ..."), "oU" ("quel est un individu qui sa-
tisfait la fonction étnre L'endroit ..."), pourquoi ("quel est un
individu qui satisfait la fonction étre £'événement qui a produit .."),

etec,

Dans le traitement formel on peut avoir des
expressions de questions, dans lesquelles le noyau d'interrogation
apparait plusieurs fois ou 3 1l'intérieur d'une expression complexe,
comme par exemple dans "[Hx?V H'x?1" ("Quel individu satisfait H ou
H' 2") "[(Ex) ~ Hy?x]1" ("Quel individu n'est pas en relation H avec
au moins un x ?"), "[Hx? AvH'x?al" ("Quel individu satisfait H sans
8tre en relation H' avec a ? "), etc. Grdce 3 1l'opérateur A on peut
toujours réduire ces expressions a& des expressions de question en

forme standard (comme "[Hx?]") de la facon suivante



[Az{HzyH'z)x?] abrégée : [H''x?]
[Az((Ex) ~vHzx)}y?] abrégée : [H'''y?]
[Az({HzAVH'za) x?] abrégée : [H''''x?]

Ce procédé ne présente aucune difficulté,
aussi grand que soit le nombre d'occurences du noyau d'interrogation
et aussi complexe que soit l'expression de question, pourvu qu'il
s'applique 3 des cas avec un seul noyau d'interrogation (pour deux
ou pous de noyaux voir section 4.b). Ainsi 3 l'aide de 1l'opérateur A
on peut traiter les questions individuelles par rapport aux fonctions

binaires, ternaires, etc.

Les expressions des questions "[Hx?y¢ H'x?]1"
et "[Az(Hzy H'z)x?]1" sont différentes (il s'agit de suites diffé-
rentes de signes), mais les deux dénotent la méme question, qui a

été introduite 3 partir de la définition standard.

La définition des questions fonctionnelles est tout a fait
analogue & celle des individuels. Supposons qu'on ait une fonction
Ku, qui est unaire de deuxiéme ordre sur les fonctions unaires de
premier ordre, et gqu'on se demande qu'elle est une fonction unaire
de premier ordre qui satisfait K. Les définitions de "réponse simple"
("KH" , "KH'", etc.), "réponse directe", "réponse parfaite" et "ré-
ponse suffisante" sont totalement analogues & celles qui introduisent
les questions individuelles, et de nouveau la question est la classe
de toutes les réponses suffisantes (par rapport &8 K et N). Elle peut
étre symbolisée par "[KF?]N" ou simplement par "[KF?]". De toute
fagon dans ce cas N doit étre le systeme fonctionnel supérieur,
parce que les éléments de [KF?] ne sont pas bien formés dans un sys-

téme de premier ordre.

Pour donner quelques exemples (en supposant

que les réponses ne soient pas des négations de théorémes)

4 . .y . s
Pour les fonctions propositionnelles de deuxiéme ordre, "J", "K",

"J'", etc. seront utilisées comme symboles des constantes, "L", "L'",
etc., comme symboles des variables, et "M", "M'", etc. seront utili-

sées comme symboles des constantes de troisiéme ordre.



"KH" € [KF?]
"(6) ~ KG" & [KF?]
"Ge A KH" € [KF?]

De la méme maniére on traitera en général les
questions fonctionnelles par rapport aux fonctions unaires de n + 1-iéme
ordre (n > 1) sur des fonctions non nécessairement unaires de n-iéme
ordre. Par rapport aux fonctions binaires, ternaires, etc., de
n + 1-iéme ordre, le traitement est analogue 3 celui des questions
individuelles par rapport aux fonctions binaires, ternaires, etc, de

premier ordre.

Ainsi en utilisant l'opérateur A , on peut
traiter par exemple "[VKF?H]" comme "[AG(vKGH)F?]" (abrégée par
"[K'F?1"). Un cas particuliérement intéressant est la question
[F?7a]l (Quelle est une fonction unaire de premier ordre satisfaite
par l'individu a ? ou d'une fagon plus simple : Quelle propriété5
posséde a ?, Comment est a ?). Avec l'opérateur A cette question

sera représentée par

[AG[Ga)F?] abrégée : [K''F?]

On peut constater que, pour chaque réponse
parfaite (simple, directe) a cette question fonctionnelle spéciale,
il y a une expression équivalente qui est bien formée dans le systéme
fonctoinnel élémentaire. Exemple : "Ha”" ("AG(Ga)H"™), "Ha A H'a", etc.
L'expression "(F) ~ AG(Ga)F", c'est-3d-dire "(F)vFa”, n'est pas une
réponse parfaite ; elle est la négation d'un théoréme du systéme su-

périeur

Revenons maintenant aux exemples concrets. Dans
certains cas cela dépend du modéle considéré, si une question est
individuelle ou fonctionnelle. Prenons : De quelle couleur est a
Si 1'univers du discours contient des couleurs (le rouge, le bleu,
etc.) on aura la questionindividuelle [Hx?al , ou H est la relation
etre une couleur de. Dans le cas contraire on a une question fonc-

tionnelle. Pour voir sa construction, on introduira les classes de

5Dans le traitement extensionnel ici adopté on ne fera pas de dis-

tinction entre classe, fonction propositionnelle unaire et propriété.
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couleur, comme la classe des individus rouges, la classe des indi-
vidus bleus, etc. et on symbolisera par "J" la fonctior unaire de
deuxiéme ordre e¢tre une classe de coufeun. La question fonctionnelle
est alors [JF?AF?a)] (Quelle est une classe de couleur 3 laquelle

appartient a ?) ou [AG({JGA Ga)F?].

I1 y a beaucoup de questions qui peuvent é&tre
traitées de la méme fagon. Exemples : De quelle matiére est a ? ,

De quelle forme est a ? , etc.

Les questions avec "combien" sont un peu dif-
férentes. Deux types seront indiqués ici, au premier correspond une
question comme : Combien font 4 + 4 ? Si 1l'univers du discours
inclut au moins les nombres naturels, on a [4 + 4 = x ?], c'est-a-
dire [xz(4 + 4 = z)x?] . Si, comme dans les "Principia Mathematica",
les nombres naturels sont traités comme des classes de classes, on a
[4 + 4 = L?] , c'est-a~-dire [AL'(4 + 4 = L')L?]. Au deuxiéme type
correspond une question comme : Combien d'éléphants y-a-t-il dans
les jardins zoologiques en Frances ? Quoiqu'on puisse traiter cette
question comme individuelle (pour certains modéles avec des ensembles
comme individus), ici seulement le traitement comme question fonc-
tionnelle sera indiqué. Soit H la classe des éléphants dans ... .
Supposons que parmi les classes de deuxiéme ordre on ait au moins
les nombres naturels et que "M" symbolise la fonction unaire de
troisiéme ordre étne un nombre naturel. La question fonctionnelle
est alors [ML?A L?H] (Quel est un nombre naturel auquel appartient
H?) ou [AL' (ML'M L'H)L?] .

c. Questions de vérité.

Supposons que nous ayons des phrases (expres-
sions bien formées sans symboles de variables libres) qui soient
abrégées par "A", "B" , "C" , etc. Dans notre traitement exten-
sionnel, "A", "B", "C", etc. dénotent alors ou bien la valeur de
vérité vrad, ou bien la valeur de vérité 4aux. Selon la section 2.a,
les connecteurs dénotent des fonctions de vérité qui peuvent étre
unaires, binaires, ternaires etc. On peut alors demander : (1) Quelle

est une fonction de vérité unaire appliquée a3 A ? , (ii) Quelle est



une fonction de vérité binaire entre A et B ? etc.

Par rapport 38 la premiére question il y a en
principe quatre fonctions de vérité unaires : (a) celle qui lasse A
inchangé, (b) la négation, qui transforme A dans la valeur opposée,
(c) celle qui transforme A dans la valeur vaa{i, quelle que soit la
valeur de A et (d) celle qui transforme A dans la valeur faux, quelle
que soit la valeur de A. Ici nous utiliserons les fonctions de véri-

té unaires dans un sens restreint, c'est-d-dire sans (c) et (d).
9

Si 1'on applique maintenant la traitement gé-
néral des questions 3 (i), on a les réponses simples (par rapport 3
A) : "A" et "WA". Pour les directes il faut éventuellement exclure
celle qui est négation d'un théoréme du systeéme N respectif. Les
réponses parfaites et suffisantes se forment de la méme fagon que
pour les questions individuelles, sauf qu'on n'a pas des conjonctions
comme "A A VA", qui sont des négations de théorémes de tous les sys-
témes ici considérés, ni des généralisations des négations (d'une

facon analogue & "(x)vHx"), parce qu'une expression de ce type ne

serait pas bien formée dans nos systémes.

On arrive ainsi & la classe des réponses suf-
fisantes qui est la question : Quelle est une fonction de vérité
unaire appliquée 3 A ? Ou aussi : Est-ce que A ? (toujours par rap-

port au systéme N). En utilisant les lettres "4", "g", ectc., pour
symboliser les fonctions de vérité variables, on écrira

"[6?A]N" ou simplement "[{?A]1".

Ainsi, en supposant que "A", "VA", etc., ne

soient pas des négations d'un théoreéme de N, on a, par exemple

naM o [6?A]
H,\‘All € [6?A]

"Ge A VA" € [42A]

Par rapport d l'expression de question "[{§?A1",
le symbole de variable "4", le noyau d'interrogation, est 1lié et sa
portée est limitée par les crochets. L'opérateur A ne sera pas utilisé

dans ce type d'expressions de questions.



Des exemples concrets seraient : " Jean

dort " & [Jean dort-il ?] , " Ce n'est pas le cas que Jean
dort " € [Jean dort-il ?], etc. Les réponses abrégées comme "oui"

( "si" ) et "non" seront traduites au formalisme par "A" et "vA"

On a vu qu'il y a des questions de type (ii)
Quelle est une fonction de vérité binaire entre A et B ? Ces ques-
tions ont des réponses simples comme "A y B" , "A Q3B" , "A = B",
etc. et pourraient é&tre symbolisées par "[A {? B]N" , mais elles ne
seront pas traitées ici ; leur importance semble minime dans la lo-
gique des questions. La méme attitude sera adoptée vis d vis des
questions par lesquelles on veut &tre informé sur des fonctions de

vérité ternaires, etc.

Par rapport aux questions individuelles,
fonctionnelles et de vérité en général on a appelé "expressions de
questions" des expressions comme "[Hx?]" , "[KF?1" et "[4?A1"

Leurs régles de formation peuvent se déduire facilement de ce qui
a été indiqué. Les expressions entre crochets, comme "Hx?", "KF?"
et "{?A" seront appelées "expressions interrogatives" et abrégées
par les lettres "P", "Q", etc. Avec cela on dispose d'une symboli-
sation générale des trois types de questions, qui est "[PI1", "[Q1",

etc. (éventuellement avec un indke pour marquer le systéme respectif).

d. Analyse des définitions précédentes.

On ne peut pas prétendre que les définitions
de "question" et "réponse suffisante" des derniéres sections soient
les seules possibles ; mais elles représentent quand méme un essai
raisonnable. Naturellement cela n'exclut pas l'existence de points

discutables, dont trois seront analysés au début de cette section.

Point 1 : Les définitions indiquées admettent des réponses

fausses. Cela correspond & la pratique du dia-
logue questions - réponses ou les réponses fausses sont au moins aus-
si fréquentes que les vraies. De plus, on peut isoler sans difficulté
les réponses vraies (et valides) de la fagon suivante. Supposons que
nous ayons un modéle R du systéme N et qu'on ait défini " (" s

"la classe des phrases vraies et des schémas valides par rapport au



modéle W ", Alors la classe des réponses suffisantes vraies (et

valides) d'une question [P]N est simplement 1l'intersection

[P]N o V(M)

Point_2 : Dans centains cas (le cas (b) de la définition de
"réponse suffisante") ftous Les théonimes du systéme nespectif sont
des néponses suffisantes. A premiére vue, cela peut apparaitre comme
un élargissement excessif de la classe des réponses suffisantes.
Cependent un théoréme est équivalent 3 tous les autres théorémes du
systéme. Si, dans le cas (b), on élimine certains théorémes, on éli-
mine des réponses implicites (indirectes) étroitement liées aux
réponses parfaites. La possibilité de répondre indirectement soit
par implication dans le cas (a), ou au moins par éguivalence dans
le cas (b) ne devrait pas étre écartée. Cependant, si 1l'on considére
que les théorémes du systéme N ou au moins du systéme fonctionnel
€lémentaire F soient trop triviaux, on peut de nouveau isoler les
réponses suffisantes qui ne soient pas triviales dans ce sens, en
formant une des intersections (ou "-" symbolise le complément du

systéme par rapport & la classe des expressions bien formées)

[P]N ~ -N

[P]N ~n -T

Dans la pratique on est quelquefois intéressé
dans une réponse qui est théoréme (si, par rapport a un systéme ma-
thématique, on veut connaitre la valeur d'une fonction), tandis que
pour la question [Qui est Voltaire ?] (dans la forme [x? = a]) on
ne veut pas obtenir la réponse-théoreéme "Voltaire est Voltaire" mais
plutdét gquelque chose comme "Frangois Maire Arouet est Voltaire" ou

"L'auteur de CANDIDE est Voltaire"

Point 3 : les négations des théonlmes ne sont pas des néponses
suffisantes. Tandis que les réponses fausses sont un phénoméne ty-
pique des questions, les réponses illogiques, pour ainsi dire, le
sont beaucoup moins ou pas du tout. La réponse "A A VA" est considérée
ou bien comme jeu de paradoxe, c'est-d-dire non comme réponse véri-
table, ou bien il s'agit de deux occurences de "A" qui ne sont pas
prises dans le méme sens, de fagon d ce qu'on a au fond "B A ~AC",
oi™%est "A" dans un sens et "C" dans un autre. La derniére conjonc-

tion n'est plus négation d'un théoréme.
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Dans les points 1 et 2 on a vu que certaines
conditions trés générales concernant les réponses peuvent é&tre éta-
blies formellement, par exemple etre viad ou ne pas étre un théonrime.

De la méme fagon on peut limiter le nombre
d'occurences de signes (dans les mots croisés seulement des réponses
formées d'un certain nombre d'occurences de lettres sont considérées)
ou interdire l'usage de gquelques mots (dans des sociétés avec des
tabous verbaux) ou exiger que les réponses apparaissent entre les
expressions d'une liste donnée (comme fréquemment dans les question-
naires : "célibataire", "marié(e)", ...). D'autre part, il y a des
conditions qui sont absolument hors du traitement formel, par exemple
si quelqu'un attend des réponses "profondes", "mesurées", "pratiques",

etc.

Certaines conditions peuvent étre formulées
dans les expressions de question (comme "Quels sont tous les indivi-
dus qui satisfont H ?", si 1'on veut avoir des réponses exhaustives)
et permettent quelquefois la construction d'un type spécial de ques-
tionss. Cependant en principe il faut faire une distinction entre
les conditions imposées aux réponses (un sujet qui ne sera pas traité
ici en détail) et les divers types spéciaux de questions, dont on

verra quelques uns dans le chap. 4.

Quelques résultats peuvent étre déduits tri-
vialement & partir des définitions des derniéres sections. Ainsi
les classes des réponses directes et parfaites sont des sous-classes
propres des questions respectives. Par rapport aux systémes consis-
tants (dans le sens de consistance absolue, ol il y a au moins une
expression bien formée qui n'est pas théoréme), il peut y avoir des
questions individuelles et fonctionnelles vides, c'est-3a-dire sans
réponse suffisante, tandis que les questions de vérité ne sont ja-
mais vides. Ainsi on peut prendre un systéme des nombres naturels
ol 1'on a seulement les symboles de constantes individuelles "O",
"1", etc., et ol l'on peut démontrer les théorémes & “HO, & “H1,

*'%HZ, etc. et aussi b (Ex)Hx (un tel systéme peut étre consistant,

6L'exemple correspond aux questions avec des exigences de totalité,

qui seront traitées dans la section H.g.



quoiqu'il ne soit pas ce qu'on appelle " w-consistant "). Par
rapport d ce systéme la question [Hx?] n'a ni de réponse directe,
ni de parfaite, ni de suffisante. D'autre part, si l'on regarde les
questions de vérité, seulement une des deux expressions "A" ou "WA"
peut &tre la négation d'un théoréme, de facon d ce qu'on a toujours

au moins une réponse directe.

e. Identité et sous-classe.

Le fait de traiter (dans le métasystéme) les
questions comme des classes, permet d'utiliser & leur égard tous
les résultats dont on dispose dans un systéme fonctionnel appliqué,
par rapport aux fonctions propositionnelles unaires, c'est-d-dire,
par rapport aux classes. Ces résultats font référence 3 deux rela-
tions spécialement intéressantes, l'identité entre classes et la

relation de sous-classe (voir la section 2.a).

La premiére des relations mentionnées nous
permet d'établir £'{identité entre questions. Ainsi [P] et [Q] sont
identiques si elles ont les mémes éléments, c'est-a-dire les mémes

réponses suffisantes.

Nous disons aussi qu'une question est une
sous-question (sous-classe) d'une autre si toutes les réponses suf-

fisantes de la premiére sont des réponses suffisantes de la seconde.

Dans le métasystéme ici présenté, on peut dé-
montrer, par exemple, les théorémes suivants (ces théorémes sont

précédés de "M" et numérotés)
M1 :  [4?A] = [4?vA]

Dém. : Dans un cas on a les réponses simples "A" et "vA", dans 1'au-
tre "VA" et "“VA", mais les réponses suffisantes sont les mémes dans

les deux cas, grdce aux implications mutuelles.

Ce résultat correspond parfaitement & notre
intuition ou l'on a : [Est-ce que ... ?] = [N'est-ce pas que ... ?]
(ou un exemple plus libre : [Fait-il froid ?]1 = [Ne fait-il pas

froid ?]). Les réponses pour ure question de vérité affirmative sont



_2]4_

les mémes que pour sa contradiction. Il peut y avoir une différence
d'emphase dans les formulations, mais du point de vue extensionnel

on a deux fois la méme question.

Les deux théorémes suivants établissent un
certain remplacement par équivalence. En écrivant "p N" pour in-
diquer que 1l'expression qui suit aux deux signes est un théoréme du

systéme N; on a
M2 : Si F'N A = B, alors [6?A]N = [6?B]N
M3 : Si F—N Hx = H'x , alors [Hx?]y = [H’x?]N

et de fagon analogue pour les questions fonctionnelles. Dém. de M2
En khissant de c6té, pour le moment, les cas spéciaux (négations de
théorémes, théorémes), toutes les réponses suffisantes de [5?A]N
impliquent ou bien "B" ou bien "vB" (selon 1'équivalence) et sont
ainsi des réponses suffisantes de [6?B]N ; de méme inversement. Si
"B" ("vB") est la négation d'un théoréme, "A" ("WA") est aussi ex-
clue, et on n'a pas des réponses suffisantes impliquant "A" ("A") ;
de méme inversement. Si et seulement si "B" ("™ B") est un théoréme,
"A" ("~A") 1'est aussi. La démonstration de M3 procede de fagon
analogue, les réponses suffisantes de [Hx?]N impliquent les réponses
parfaites de [H'x?]N et vice~versa. Des exemples pour M? et M3 se-

raient

[§2A1
[Hx?]

[42C(AV A)]

[(Ay{Hy v Hy)x?] = [Hx? V Hx?]
Un théoréme de sous-classe serait
Mt : Si 1'on n'a pas b N(Ex)Hx , alors [Hx?1 & [47(Ex)Hx]

La démonstration est analogue 3 celles de M2 et M3

Certaines questions sont identiques au systéme
correspondant ou l'ont comme sous-classe. Pour indiquer quelques
résultats faciles a démontrer, on a

M5 : Si {—NA ou f VA , alors N = [§2A1
M6 : Si { NHx ou F.NNHX , alors N = [Hx?]N

M7 : si N&G (4241 » alors N = [§?A]y



Des exemples pour M5 et M6 par rapport 3 tous les systémes ici

considérés seraient

[42(A v ~A)]

[42(A A A)]

[Ay(Hyeoe ~Hy)x?]

N
N
N
N [Ayl(Hy A “Hy)x?]

I1 n'y a rien d'analogue & M7 pour les questions individuelles et
fonctionnelles, c'est-a-dire, pour elles N peut &tre une sous-classe

propre.
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CHAPITRE 3

QUESTIONS ET PREMISSES

a. Suppositions des questions.

Si 1'on regarde les formulations des questions
hors de tout formalisme, on a l'impression qu'au moins la plupart
d'entre elles contiennent des suppositions, qu'elles suggérent quel-
que chose d'implicitement accepté. Cependant une des grandes tdches
de la logique formelle est de faire explicite ce qui est dit ou sug-
géré implicitement. Comment y arriver dans le cas des suppositions
de questions ? La solution est la suivante : on prend comme point de
départ les questions qui n'ont pas d'autres suppositions que les
théorémes du systéme correspondant (chap. 2), on y ajoute des pré-
misses formulés explicitement (section 3.b) et on stipule qu'il n'y
a pas d'autre supposition dans le traitement formel.

Afin de voir des cas concrets de type quotidien,
nous indiquerons dans cette section deux exemples de questions aux-
quelles la plupart des personnes attribue des suppositions. Ces
exemples peuvent &tre formalisés ou bien sans prémisses, ce qui veut
dire que dans le traitement formel ils n'ont pas les suppositions
qu'on leur attribue communément, ou bien avec prémisses (section
3.b) qui rendent explicite les suppositions respectives.

L'exemple le mieux connu est celui de la femme
battue : [Monsieur a a-t-il cessé de battre sa femme ?]. Si 1'con
exprime symboliquement "cesser de battre" par "CB", la question est
[6?CBa] avec les réponses simples "CBa" et "NCBa", dont une des
deux doit &tre vraie selon le tiers exclu. Ce dernier point se voit
encore plus clairement si 1l'on analyse un peu l'expression “"cesser
de faire une chose". Si x cesse de faire une chose, cela veut dire
qu'il 1'a faite dans le passé et ne la fait plus dans le présent.

On a en général :

xp ~F x)

ch = (Fpa pres

S
et dans le cas concret :

C (Bpasa A meresa)

a
B



Ainsi 1'expression "NCBa" signifie que Monsieur a n'a pas battu

sa femme dans le passé ou qu'il la bat (encore) dans le présent.

Tout cela est trés clair du point de vue de
la logique. Mais si quelqu'un de mal intentionné demande en public
d Monsieur a s'il a cessé de battre sa femme, aussi bien la réponse
"oui" que 1la féponse "non" produisent une mauvaise impression : la
premiére réponse est fréquemment interprétée comme s'il 1'a battue
(ce qui est correct), la deuxiéme comme s'il 1'a bat encore (ce qui
n'est pas correct). Naturellement si le public n'était formé que de
bons logiciens, Monsieur a pourrait répondre tranquillement par
"non" , sans que quelqu'un en déduise qu'il a battu sa femme ; mais
comme cela n'arrive pas normalement, il vaut mieux qu'il proteste
contre une question qui suggeére quelque chose de contraire aux faits,

ou qu'il réponde d'une autre facon que par "oui/non".

Un autre exemple d'une question d& laquelle on
est incliné 3 attribuer une supposition, est celui du roi (actuel)
de France. Supposons que "A" abrége la phrase "Le roi de France est
chauve", qui, comme toutes les phrases dans lesquelles l'existence
de quelque chose est mise en doute, peut &tre symbolisée en utili-
sant les descriptions au sens Russellen (voir aussi [141). La ques-
tion [§?A] a des réponses simples "A" et "vA", dont la deuxiéme
("Ce n'est pas le cas‘que ...") nie qu'il y ait exactement un indi-
vidu qui soit le roi de France ou qu'il soit chauve. Ainsi la ques-
tion [Le roi de France est-il chauve ?] n'a aucune supposition
concernant l'existence du roi de France ; une réponse vraie serait

"I‘JA " .

Naturellement rien ne nous empéche d'introduire
explicitement certaines suppositions (les prémisses), ce qui, au
‘contraire, contribuera d& un élargissement treés intéressant de la lo-
giquevdes questions. A l'occasion on pourrait alors traiter les
exemples de la femme battue et du roi de France d'une autre fagon ;
ce seront des questions relatives & des prémisses explicitement in-
diquées comme "Monsieur a a battu sa femme" ou "il y a exactement

un individu qui est le roi de France".



b. Questions relatives d une classe de prémisses.

Dans un systéme logique pir ou appliqué on a
des théonemes de base ou axiomes (logiques ou spécifiques), a partir
desquels on démontre les autres théorémes du systéme grdce aux reégles
axiomatiques. On peut ajouter encore des suppositions de base qui
ne sont pas considérées comme des théorémes (mais quand méme bien
formés) et appellés "prémisses". Supposons que par rapport d un sys-
téme N on a de plus une classe de prémisses symbolisés par "S". Les
expressions qu'on peut déduire 3 partir de ces prémisses (grlce aux
régles axiomatiques, éventuellement restreintes quand elles ne
s'appliquent pas aux théorémes) seront appelées "conclusions & par-
tir de S". Les conclusions 3 partir de S incluent les théorémes de
N. Comme dans le cas des systémes on considére ici seulement les

classes consistantes (consistance absolue) de conclusions.

Tandis que, jusqu'ad présent, on a considéré
les questions par rapport d un systéme N, on les considérera dans
cette section par rapport & un systéme N et une de ses classes de
prémisses S. Les questions du premier type ont été symbolisées par
"[P]N" , celles par rapport au systéme N et la classe des prémisses

S seront symbolisées par "[P]yS".

Pour définir "[P]yS" on modifiera les défini-
tions de "réponse directe'", "réponse parfaite" et "réponse suffi-
sante", en écrivant, "conclusion 3 partir de S" au lieu de "théoreme"
(toujours par rapport a N). Tandis que pour la définition de "[P]N”
on a exclu les négations des théorémes et inclu, dans un cas déter-
miné, les théorémes, on exclut maintenant les négations des conclu-
sions & partir de S et on inclut, dans le cas correspondant, les
conclusions 3 partir de S. Avant on a appliqué les implications qui
étaient des théoremes, maintenant on applique celles qui sont des
conclusions a partir de S. Ainsi d'un cbté [P]NS est plus pauvre que
[P]y (il y a plus d'exclusions), d'un autre c8té elle est plus riche
que [P]N (il y a plus d'expressions admises au lieu des théorémes et

plus d'implications).

Supposons qu'on ait la prémisse "b a mangé des

carottes" et qu'on veuille savoir qui (d'autre) a mangé des carottes



(avec "HY pour "manger des carottes"), alors la question serait
[Hx?]y {"Ho"}

Dans ce cas une réponse comme "(x) “Hx" n'est pas suffisante, parce
qu'elle contredit la conclusion "(Ex)Hx", qu'on peut obtenir & par-
tir de la prémisse "Hb".

L'exemple de la femme battue avec l'unique
prémisse "Bpasa" ("a a battu sa femme dans le passé") serait main-
tenant :

[‘?CBa]N {"8 asa"}

p

On a de nouveau les réponses simples "CBa" et "NCBa" , mais cette
derniére réponse implique maintenant "Bpresa" ("a bat sa femme dans
le présent"). Gface 3 la prémisse indiquée, ce qui était implicite
dans la formulation suggestive est maintenant explicite. Monsieur a,
quand il proteste, peut montrer qu'on le pousse 3 endosser une pré-

misse qu'il n'accepte pas.

Les questions du type de la femme battue ne
sont pas desinnovations récentes. On les trouve déja dans 1'Ecole
Mégarique sous la forme [Avez-vous perdu vos cornes ?]. La solution
est exactement la méme. Dans une application typiquement logique de
cette théorie des questions, on montre le mécanisme des prémisses
cachées (on dévoile la mauvaise foi) en l'occurence non dans l'ar-

gumentation mais dans la formulation des questions.

L'exemple du roi de France avec 1l'unique
prémisse "(Elx)Hx" ("T1 y a exactement un individu qui satisfait

la fonction étne Le noi de France”) est maintenant
" "
[6?A]N { (Elx)Hx }

On a de nouveau les réponses simples "A" (qui implique sans change-
ment existence et calvitie) et "vA" (qui, avec la prémisse de l'exis-

tence, implique maintenant la non-calvitie).

En résumant ces exemples, on peut dire qu'en
logique il faut distinguer clairement entre les questions avec ou

sans certaines prémisses.



Comme pour les questions du chap. 2, on peut
avoir des réponses fausses (si elles ne sont pas de négations de
conclusions) et des questions individuelles et fonctionnelles vides,
tandis que les questions de vérité ont toujours des réponses suf-

fisantes.

I1 y a des théorémes tout 3 fait analogues 3
ceux de la section 2.e (on écrira "SFNA" pour dire que "A" est une
conclusion 3 partir de S et on symbolisera par "CN(S)" la classe

des conclusions a partir de S, toujours par rapport 3 N)

M1' [5?A]NS= [5?NA]NS
M2' : Si SFNA z B, alors [6?A]NS = [4§?B]yS
M3' : Si SfNHx = H'x , alors [Hx?]NS = [H'x?]NS
M4' : Si 1'on n'a pas S+N(EX)HX , alors [Hx?]NSQZ[ﬁ?(Ex)Hx]NS
' . 3 -
M5' ¢ Si SFNA ou S}N%A, alors CN(S) = [6?A]NS
' . 3 . -
M6' : Si SFNHx ou SpyvHx, alors Cy(S) = [Hx?1S
M7' : Si CN(S)EE[é?A]NS, alors Cy(S) = [4?A],S
Supposons que nous ayons deux classes de pré-

misses S et T et que S& T. On dit alors que la question [P]NT est

plus (ou également7) concréte que [P]NS, symboliquement

[P]NT Pc [P]NS

Dans ce cas les réponses parfaites de la premiére question constituent
une sous-classe des réponses parfaites de la deuxiéme (avec plus de
conclusions il y a plus d'exclusions) j; mais en général les deux

questions ne sont pas sous-questions l'une de 1'autre.

Etant donné que la classe des théorémes (le
systéme) est la classe des conclusions & partir de la classe vide
des prémisses (N = CN(Q)) et que la classe vide est sous-classe de

toute classe, on obtient trivialement

[P]NS Pc [P]N

Dans 1'ordre partiel établi par Pc la question [P]N est 1'élément zéro.

Tsis=1T



c. Un jeu de questions et de réponses.

Un jeu trés élémentaire peut simuler d'un cbté
le dialogue questions-réponses dans la pratique et de 1l'autre la
théorie des questions qu'on a vue jusqu'd présent (voir, par exemple,

[230).

I1 s'agit d'un jeu entre deux personnes, le
questionneur ("q") et le répondeur ("a"). Le jeu utilise des cartes
sur lesquelles sont inscrites des phrases (soit en frangais courant
ou en langue symbolique). Certaines de ces cartes (supposons les
vertes) s'appellent "réponses", elles sont classées (a l1'aide d'in-
dices) en groupes, ces groupes sont appelés "questions". Les autres

cartes (supposons les rouges) sont appelées "prémisses".

Au début du jeu q place certaines prémisses
sur la table de fagon qu'elles soient visibles aux deux joueurs.
C'est "1l'information commune". De plus, ¢ retire un certain nombre
de prémisses et les garde de telle fagon gque leur contenu ne soit

visible qu'd lui-méme. C'est "l'information additionnelle de q".

Maintenant £ choisit une question et présente
d ¢ une réponse, c'est-d-dire une carte du groupe qui constitue la
question. Si q ne peut pas démontrer que cette réponse contredit
l'information (commune ou additionnelle) il doit 1l'accepter. C'est
un point favorable & 4. La réponse sera ajoutée a 1l'information

commune .

Si ¢ démontre, au contraire, que la réponse
contredit l'information (commune ou additionnelle), il la refuse.
C'est un point favorable & ¢. L'information additionnelle qu'il
a utilisée dans la démonstration (s'il en a utilisé) devient main-
tenant commune ; les cartes correspondantes doivent &tre ajoutées

da celles qui constituent 1'information commune.

Aprés cela, le jeu continue avec une nouvelle
question, etc., jusqu'd ce que 1 ait répondu d toutes les questions

du jeu.



Si 1l'on compare ce jeu avec la logique des
questions ici développée, il faut constater ses possibilités mais
aussi certaines limitations. D'un c8té le jeu peut contenir des
questions individuelles, fonctionnelles et de vérité. D'un autre
c6té, dans le jeu, le nombre des réponses est fini, tandis que dans
la logique des questions le nombre des réponses est ou bien zéro,
pour la question vide, ou bien infini ( 3,), pour les autres ques-
tions. Afin que le jeu soit "jouable", il faut se limiter a& un modéle
avec peu d'individus d'un systéme pas trop compliqué. Afin que le
jeu soit intéressant, il faut que les prémisses impliquent des néga-
tions de réponses pour les diverses questions et aussi que certaines
réponses d'une question impliquent des négations de réponses d'autres
questions. Dans un jeu intéressant, on ne peut pas éviter qu'il y
ait des prémisses qui se contredisent et pour ce cas il faut ajouter
la regle :

En démontrant que la réponse contredit l'information, ¢ ne
peut pas utiliser des cartes qui se contredisent entre elles ou qui
contredisent une carte utilisée dans une démonstration antérieure

du jeu.






CHAPITRE 4

TYPES SPECIAUX DE QUESTIONS

a. Classification des questions.

On a vu que, dans une classification faite du
point de vue de la logique, il y a trois types fondamentaux de ques-
tions : les individuelles, les fonctionnelles et les questions de
vérité. Cette classification est exclusive si 1'on prend comme point
de départ les expressions de questions en langue formelle par rapport
d un systéme donné. Elle n'est pas exclusive si l'on prend comme
point de départ des expressions de questions en langue naturelle,
parce que selon la symbolisation qu'on choisit on peut obtenir dif-

férents types de questions (voir section 2.c).

Ici on ne prétend pas que la classification
soit exhaustive, quoiqu'’elle couvre une grande partie des questions
qui intéressent les sciences ou la vie quotidienne. Les types qu'on
verra dans ce chapitre sont presque tous des cas spéciaux des trois
catégories (les questions de section b sont fonctionnelles, celles
de d de vérité, celles de e des trois catégories, celles de f indi-
viduelles et fonctionnelles et celles de g fonctionnelles) ; seule-
ment les questions sélectives de section c constituent un cas 3 part,

elles sont des intersections de questions.

Quand on traduit des phrases de la langue na-
turelle en langue symbolique, il faut fréquemment expliciter certai-
nes choses d partir du contexte. C'est exactement la méme situation
avec les expressions de questions en langue naturelle (exemples :
Déja ? Jamais ? etc.). Comme dans toutes les traductions il n'y a
pas toujours de recettes simples et universelles, mais on peut acqué-
rir une certaine routine sans difficulté. Avec ce qu'on a vu dans
les chapitres précédents et ce qu'on verra maintenant, il sera possi-
ble de formuler les expressions de questions en langue symbolique

dans la plupart des cas.

b. Questions avec deux ou plus noyaux d'interrogation.

Considérons des questions comme [Qui a photo-



graphié quoi hier ?]1 , [Qui viendra avec qui et quand ?], etc.,
c'est-d-dire des questions avec plusieurs noyaux d'interrogation

comme

[Hx?7y?], [H'x?y?z?7], etc.

Toutes ces questions peuvent &tre réduites a
des questions avec un seul noyau d'interrogation, en utilisant les
couples (ordonnés), triples (ordonnés), etc. selon la méthode de
Wiener et Kuratowski. On a par définition :

<x,y> =5 {{x},{x,4}}
<X, 4,2> =4¢ {{x},{x,y},{x,y,z}}

etc.

La définition indique que les couples triples, etc. sont des classes
de classes, c'est-3d-dire des classes de deuxiéme ordre. On peut trai-
ter en logique les fonctions propositionnelles binaires comme classes
de couples, les ternaires comme classes de triplés etc. ; mais ce
traitement exige qu'on fasse une distinction. Prenons, par exemple,
une fonction H qui soit binaire de premier ordre (on a des distinc-
tions et un traitement tout a fait analogues pour les ternaires, etc.
et pour les fonctions d'ordre supérieur) : si 1l'on considére H par
rapport aux individus, H est binaire de premier ordre (on écrira,

par exemple, "Hab"), cependant, si l'on considére H par rapport aux
couples (qui sont des classes de deuxiéme ordre), alors H est unaire
de troisiéme ordre (on écrira alors "H<a,b>"). Ainsi chaque fonction
binaire de premier ordre est aussi une fonction unaire de troisiéme
ordre. Cette identification est un point trés important dans la mé-
thode de Wiener et Kuratowski ; elle permet, dans le systéme fonc-
tionnel supérieur, de réduire toutes les fonctions propositionnelles

d des fonctions propositionnelles unaires.

Au lieu de "[Hx?y?]" on a maintenant "[H <x,y>?]'
ou plutét "[M,<x,y>?]1" (pour exprimer clairement qu'on ne travaille
p H Y p p q
plus avec une fonction de premier ordre). On veut connaitre une clas-

se de deuxiéme ordre L qui soit un couple d'individus ((Ex,yl)l = <X, Y>,

et qui satisfasse MH , c'est-ad-dire
[(Ex,y)(L? = <x,y>A MHL?]

"Quel est un couple qui satisfait MH?" ou "Quelle est une classe de
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deuxiéme ordre qui est couple et qui satisfait MH?". Avec l'opéra-

teur A on obtient

(AL ((Ex,y) (L'

<X, 4> A M L'))L?]

ou aussi

[AL'((Ex,g)(L" = <x,y> A Hxy))L?]
La derniére expression de question peut se traduire par "Quelle
est une classe de deuxiéme ordre qui est couple et dont le premier
membre est en relation H avec le deuxiéme ?" ou dans un exemple
concret "Quelle est une classe de deuxiéme ordre qui est couple et

dont le premier membre a photographié hier le deuxiéme membre ?".

D'une fagon tout & fait analogue, on a main-
tenant : "[(Ex,y,z)(L? = <x,y,z>A MH,L?)]" d la place de "[H'x?y?z?7]1",
et on procéde de la méme maniére pour les expressions de questions
avec plus de trois noyaux d'interrogation ou d'un ordre supérieur de
ces noyaux. Au lieu de "Qui viendra avec qui et quand ?" on aura
plus explicitement "Quelle est une classe de deuxiéme ordre qui est
triple et dont le premier membre viendra avec le deuxiéme membre a

un moment qui est le troisiéme membre ?".

I1 y a des réponses simples de la question
[(Ex,y) (L? = <x,y>A MHL?)] gqui sont de la forme "(Ex,y) (<a,b>
= <x,y>A.MH<a,b>)". Par logique, elles sont équivalentes a "MH<a,b>",
c'est-d-dire 3 "Hab". Les généralisations des négations des réponses
simples sont de la forme "(L)V(Ex,y) (L = <x,y>A MHL)", et dans le

systéme supérieur on a les équivalences

i

(LIv(Ex,y) (L = <x,y>A ML) (L) {x,y) (L = <x,y>3vM,L)

{x,y) q:MH<x,y>

{x,y) ~Hxy

On voit ainsi qu'entre les réponses suffisantes il y a toutes celles

qu'on attend normalement (naturellement il y a aussi d'autres d'ordre

supérieur ).

c. Questions sélectives.

Des questions comme [Aimez-vous Brahms ou
Chopin 2?1, [Eugénie a-t-elle rendu visite 3 Paul ou d Jean 2],

quoiqu'étroitement liées aux questions de vérité, constituent un cas



spécial. Elles seront appelées ici "questions sélectives" et traitées
comme intersections (malgré le "ou'") de questions de vérité. On a
ainsi [6?A]N n [g?B]N , ¢'est-3a-dire [Aimez-vous Brahms ?]e[Aimez-
vous Chopin ?] ou [Eugénie a-t-elle rendu visite 3 Paul ?]m [Eugénie
a-t-elle rendu visite a Jean ?]. Les deux questions composantes peu-
vent avoir aussi des prémisses, sans qu'on exige que les classes des

prémisses pour les deux soient les mémes.

La classe des expressions qui sont des réponses
suffisantes aussi bien de [5?A]N que de [g?B]N , contient des é&lé-
ments comme "AA B", "A A “B", "LAAB", "VA AAB" (s'ils ne sont pas

des négations de théoremes de N).

Si nous avions de plus “A = B, comme dans la
question [Paul vient-il ou ne vient-il pas ?], on obtient selon M2,

M1 et substitution de symboles liés

H

[6?A]Nn [g?’bA]N [6?A]Nn [g?A]N

[42A1

Par rapport a la question [Eugénie s'est-elle
mariée avec Paul ou avec Jean ?]1 il faut voir si le systéme affirme
"vA £ B" (ou si les prémisses 1l'affirment, supposant, pour ne pas
compliquer les choses, que la classe des prémisses pour les deux
questions composantes soit la méme). Dans le cas affirmatif (si par
exemple, le systéme établit une monogamie de fait et qu'Eugénie
s'est mariée avec un des deux) on a [6?A]N et une réponse comme
"Eugénie s'est mariée avec Paul" est suffisante. Dans le cas contrai-
re, il s'agit d'une question sélective qui n'est pas réductible a
une simple question de vérité ; "Eugénie s'est mariée avec Paul" ou

"Eugénie ne s'est pas mariée avec Paul" ne lui répondent pas.

d. Questions conditionnelles.

lLes questions conditionnelles constituent un
type spécial de questions de vérité, dans lesquelles on questionne
une implication entiére, plus précisément dans lesquelles on veut
connaitre la fonction de vérité applicable 3 une valeur de vérité

qui est symbolisée par une implication. Cela veut dire qu'on a



[§?2(AD B)]. Du point de vue formel, ces questions n'ont rien de
particulier ; on leur applique le traitement des autres questions de
vérité . Ainsi on a les réponses simples "A D B" et " (A D B)"

et le reste du développement est sans probléme.

La difficulté se trouve ailleurs, dansla
langue naturelle, qui pour les expressions de questions utilise
quelquefois des formulations qui ne correspondent ni au traitement
formel, ni aux réponses qu'on attend. Prenons par exemple les ex-
pressions (a) "S'il fait beau, les touristes viennent-ils ?" et

(b) "Si Jeanne est malade, travaille-t-elle ?". Les ré-
ponses simples de (a) sont, formulées librement, (c'est-d-dire qu'au

lieu de "v(A 3 8)" on utilisera la formulation équivalente "A A ~B")

S'il fait beau les touristes viennent.

I1 fait beau et néanmoins les touristes ne viennent pas.
I1 n'y a pas de probléme, on peut traduire (a) par "[4?2(A D B)]"
Pour (b) c'est différent. Si 1l'on procédait de la méme fagon, on

aurait les réponses simples

Si Jeanne est malade, elle travaille
Jeanne est malade et néanmoins elle ne travaille pas

tandis que les réponses qu'on attend seraient

Si Jeanne est malade, elle ne travaille pas

Jeanne est malade et néanmoins elle travaille
qui ne correspondent pas d l'expression formelle "[§2(A D B)]"
mais d@ "[4?(A D ~B)1I" . Ainsi en traduisant les expressions des ques-
tions conditionnelles en langue formelle, il faut faire attention
et voir si 1'on a "[{?(A D B)1" ou plutdt "[42(A D ~B)]", qui cor-
respondait littéralement 3 "Est-ce que si Jeanne est malade, elle
ne travaille pas ?". Cette distinction est trés importante, parce

qu'en général on n'a pas
[§2(AD B)] = [§2(A D ~B)]

Par rapport a certaines expressions de ques-
tions comme "Si le minislre arrive aujourd'hui, le député restera-
t-il ?" on peut avoir des doutes, s'il faut les traduire par
"[4§2(A D B)1" ou bien par "[42(A D B)1" . Avec "[4?(A D3 R)]I" on a

les réponses simples
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Si le ministre arrive aujourd'hui, le député restera
Le ministre arrive aujourd'hui et néanmoins le député ne
restera pas
ce qui correspond au cas ol le député serait en principe intéressé
d voir le ministre. Avec "[{?(A D~VB)]" on a les réponses simples :

Si le ministre arrive aujourd'hui, le député ne restera pas
Le ministre arrive aujourd'hui et néanmoins le député restera
ce qui correspond au cas ol le député faisait en principe tout pour

éviter le ministre.

Si la formulation en langue naturelle est tout
d fait ambigu® et si le contexte n'indique pas comment résoudre le
doute, on peut préférer répondre aux deux questions. Cela signifie
que 1'on considére l'expression de question sélective "[4?(ADB)] M
[§2(A D~B)1", qui correspondrait 3 "Si le ministre arrive aujourd'huj
le député restera-t-il ou ne restera-il pas ?" ;la question a des

éléments comme "A A B", "AA V(A A B)", etc.

I1 ne faut pas confondre les questions condi-
tionnelles avec des questions comme [Si a gagne, qu'achétera-t-il ?]
([Ha D H'ax?]}), qui sont simplement des questions individuelles (ou
fonctionnelles). Avec 1'opérateur A on les réduit facilement a3 la

forme standard.

I1 ne faut pas non plus les confondre avec les

questions de la prochaine section, qui sont de la forme

Puisqu'il fait beau, les touristes viennent-ils
ou seulement la partie
Les touristes viennent-ils ?

est question.

e. Questions qui ajoutent des prémisses.

Les questions de la forme :

Puisqu'Eugénie a gagné, qui paiera ?
Puisqu'Eugénie a gagné, fera-t-elle le voyage ?
demandent quelque chose et augmentent en méme temps les prémisses ,

en ajoutant une explicitement : dans les deux exemples c'est



"Eugénie a gagné". En symbolisant la fonction payer par "H'", en
abrégeant "Eugénie fera le voyage" par "A" et "Eugénie a pagné" par
"B", et en supposant que les deux questions soient construites par
rapport au systéme N et 3 la classe des prémisses primitives S, on

a

[Hx?1,S & {"B"]
[§2A1,S ¢ ("B")

Au lieu de la classe S des prémisses primitives on a maintenant la

classe S o {"B"}, qui contient en plus la prémisse "B".

On voit sans difficulté que [P1yTw {"B"} (par
exemple [Qui paiera ?]NSul{”Eugénie a gagné"}) est plus concret que

[P]NS ([Qui paiera ?]NS).

L relation avec 1'adjonction de prémisses on
peut formuler quelques définitions qui éclairent certains aspects

du dialogue questions-réponses.

%1 1'on présente la question [Qui a inventé
cet appareil ?1]1 guelqu'un peut répondre "Charles n'a nas inventé cet
appareil". Cette répon ¢ n'est pas sufficante, mais utile parce
qu'elle permet d'éliminer certaines des réponses suffisantes, comme

par exemple "Charles a inventé cet apparcil".

On peut préciser toute cette situation de la
fagon suivante : Supposons que "C" soit une réponse suffisante de 1la
question [P]NS et que "B" solt une exprecsion bien formée (non néga-
tion d'une conclusion 1 partir de S) qui implique (selon les conclu-
sions 3 partir de S) ".C". Alors "B" sera appelé "réponse productive"
par rapport a [P]NS. llne réponse productive peut é&tre en méme temps
réponse suffisante de la méme question (par exemple "Ha" de [Hx?]NS
ou "A" de [f?A]NS), mais elle ne l'est pas nécessairement. Les répon-
ses productives qui ne sont pas des réponses suffisantes de la ques-
tion respective seront appelées "réponses utiles". Finalement on

appellera "relation d': limination" 8 la relation entre "R" et "C".

8 hans [15] "réponse productive” et "réponse utile" ont 17 définies
par rapport aux réponses parfaites et non par rapport aux suffisantes.
Au lieu du terme "d pendance" ("Abhéngipgkeit") de [16] on utilise
ici "¢limination" de faqcon 4 ce que

et o dépende de "B"
corres;onde A
"VR" élimine

ll(\"
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En ajoutant une réponse utile "B" & la classe
des prémisses S, on obtient une question plus concréte qui ne contient
plus "C" (de plus, il y a naturellement d'autres changements) ; "B"
(qui implique "~C") a éliminé "C". Tandis que les autres réponses
productives (qui éventuellement conduisent a des résultats similaires)
répondent 3 la question, les réponses utiles ne lui répondent pas
mais permettent de la cerner clairement. C'est 13 que réside l'utili-

té des réponses utiles.

f. Questions avec des exigences numériques.

Les questions avec des exigences numériques
(et aussi celles avec des exigences de totalité de la prochaine
section) ont été traitées largement en [2] , [1] et [3). Dans les
travaux de Belnap et Aqvist ces exigences constituent les critéres
fondamentaux pour classer les gquestions S et pour considérer ensuite
chaque classe de fagon séparée. Ici, au contraire, on montrera
qu'elles s'adaptent organiquement au schéma général du texte, sans

qu'on ait besoin d'un traitement spécial.

Considérons 1'expression symbolique "Ha". On
peut la traduire par "a satisfait H" ou aussi par "a est un individu
qui satisfait H", "a est au moins un individu qui satisfait H", "a
est exactement un individu qui satisfait H!, "a est un exemple de ce
qui satisfait H", etc.

Un procédé tout a fait analogue peut &tre ap-
pliqué 3 "[Hx?]", et on peut traduire cette expression symbolique
par "Qui satisfait H ?", "Quel est un individu qui satisfait H ?",
"Quel est au moins un individu qui satisfait H ?", "Quel est exacte-
ment un individu qui satisfait H 2", "Quel est un exemple de ce qui

satsifait H ?", etc. Dans tous ces cas, les exigences numériques

sont seulement apparentes et ne modifient pas la question primitive.

On voit cela clairement si 1'on considére les réponses correspondan-

tes, qui dans tous ces cas sont les mémes. Prenons, par exemple, la

dpar exemple Belnap [?], en s'appuyant sur ce qu'il appelle "exigences
de sélection" et "exigences de prétention maximale de complétude",
présente comme classes importantes : les questions d'alternative uni-

que, les questions de liste compléte et les questions non-exclusives.
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formulation "Quel est exactement un individu qui satisfait H ?".

Elle admet comme réponse parfaite (non négation d'un théoréme)

"Ha A Hb" méme avec F a # b, c'est-d-dire, elle admet qu'on réponde
"a est exactement un individu qui satisfait H et b est exactement
un individu qui satisfait H". Naturellement on n'a pas la méme situa-
tion avec des formulations comme '"Quel est 1'unique individu qui
satisfait H ?". Dans ce cas, comme on le verra, il ne s'agit plus de

la question [Hx?]1.

En laissant de cdté les exigences numériques
apparentes, supposons que nous voulons dire que la fonction H de

la question a au moins un élément

Quel individu satisfait H, en ayant H au moins un élément ?

ce qui, en forme symbolique, donne
[Hx? A (Ey)Hy]
et avec l'opérateur )

[Az(HzA (Ey)Hy) x?]

Cette question est identique & [Hx?]. On dé-
montre ce résultat sans difficulté en établissant qﬁe les réponses
parfaites d'une de ces questions sont suffisantes pour 1l'autre et
vice-versa (les généralisations des négations des réponses simples
de [Hx?A (Ey)Hy], qui sont de la forme "(x)Vv(HxA (Ey)Hy)" sont équi-

valentes a3 "(x)vHx").

Afin de voir un autre type de questions, sup-
posons qu'on veuille dire que la fonction H de la question ait exac-

tement un élément

Quel individu satisfait H, en ayant H exactement un élément ?
ou

Quel est 1l'unique individu qui satisfait H ?
(mais non, comme on 1l'a vu, "Quel est exactement un individu ...?").

En forme symbolique on a

[Hx? A (Ely)Hy]

ou avec l'opérateur A, en abrégeant "XZ(HZA,(Ely)Hy)" par "Hu"

[Hux?]



Entre les questions [Hux?] et [Hx?] on n'a ni
la relation = ni &g, parce que "Ha" par exemple, n'implique ni

"Hua" ni aucune autre réponse parfaite de [H x?] et inversement
u

"(x)%Hux" n'implique ni "(x)VHx" ni aucune autre réponse parfaite
de [Hx?].

La question [Hux?]N n'a pas "HuaA Hub" comme
réponse suffisante si 1l'on a !‘Na # b, parce que "HuaA Hub", c'est-a-

dire "Ha A Hb A(Ely)Hy" est la négation d'un théoréme de N

, On arrive 3 un autre type de questions sembla-
bles a celles traitées dans la section 4.b, si 1l'on veut connaitre

deux individus (différents) qui satisfont H (unaire). On a alors

[Hx? A Hy? & x? # y?]

ce qui revient d une question avec deux noyaux d'interrogation,
quoique H soit unaire. On voit cela clairement si l'on utilise 1'o-

pérateur A
[AKC(Ex,y)(K = <x,y> N HxAHy A x # y))L?]

On peut traduire "[Hx? A Hy? A x? # y?]" par "Quels sont deux in-
dividus (différents) qui satisfont H ?", "Quels sont exactement deux

individus (différents) d'individus qui satisfont H ?", etc.

Dans tous ces cas on peut avoir des réponses parfaites comme
"Halh HbA a # b A HeaHdnc # d", méme si a,b,c et d sont tous différents

les uns des autres.

Naturellement on peut inclure dans ces derniéres
expressions de questions des exigences additionnelles, par exemple
qu'il y ait au moins deux individus qui satisfont H, ou exactement
deux (dans ce dernier cas, on peut dire "Quels sont les uniques deux
individus qui satisfont H ?"). Le méme traitement est en principe

applicable aux questions par rapport d trois ou plusieurs individus.

Jusqu'd présent, les exigences qu'il y ait au
moins n individus qui satisfont H ou exactement n individus, ont été
formulés dans l'expression de question méme. Cependant, on peut pré-
senter ces exigences aussi en forme de prémisses qu'on ajoute a la

classe de prémisses de la question. Un exemple serait

[Hx?]NSﬂ{"(Ey)Hy"}



qui correspondrait a

Puisque la fonction H a au moins un élément,
quel est 1'individu qui la satisfait ?
I1 y a une large intersection entre [Hx?]NS U {"(Ey)Hy"} et [Hx?]NS s
mais aucune des deux questions n'est sous-question de 1'autre, parce
que "(x)vHx" appartient & la deuxiéme sans appartenir 3 la premiére,

et "(Ey)Hy" appartient & la premiére sans appartenir ad la deuxiéme.

I1 y a d'autres exigences numériques possibles.
Ainsi on peut exiger qu'il y ait au maximum n individus. En principe
toutes ces questions ne présentent pas de difficulté. Cependant le
traitement ici présenté s'applique seulement aux cas ol les exigences
sont formulées dans l'expression de questions ou dans une de ses

prémisses et non dans des conditions qu'on peut imposer de l'extérieur

aux réponses, en indiquant quel type de réponse on voudrait bien

obtenir (voir section 2.d).

g. Questions avec des exigences de totalité.

Dans cette section on verra des questions de

la forme : Quels sont tous les individus qui satisfont H ?

Dans ce cas on ne veut pas connaitre les individus individuellement,
mais leur totalité, c'est-a-dire une classe d'individus. En d'autres

termes, on demande

Quelle est une classe qui coincide avec H?

en forme symbolique
[F? = H]

et avec l'opérateur X
[AG(G = H)F?]

Une question de ce type n'a pas exclusivement des réponses

suffisantes triviales comme "H = H" , mais aussi d'autres, comme
éventuellement "H' v H'' = H", "{al, cee an} = H", "(Hall\ AHan)\
(OHx D(x 2a, vV ... yx=a))" ("a,, etc. satisfont H et aucun

autre individu ne le fait"), etc.






CHAPITRE 5

SUITES de QUESTIONS

a. Suites liées de questions.

fréquemment les questions ne se pr¢<sentent
pas d'une fagon isolée mais en suites ; on le voit aussi bien chez
les petits enfants que dans la bureaucratie. Du point de vue de la
logique pas toutes les suites de questions ont le méme intérét ; on
peut espérer de trouver plus de résultats s'il y a une connexion de
type logique entre les questions qui constituent la suite respective.
Pour commencer on analysera ici les suites appelées "suites liées de

questions™, comme par exemple

Dupond connait-il le Pacifique ?
Si Dupond ne le connait pas, qui ici le connait

Si personne ici ne le connait, ou peut=-on en &tr« informé ?

I1 s'agit d'une suite dont chaque question, a l'exception de la pre-
miére, fait référence 3 une réponse possible de la question précé-
dente. On définit plus précisément "suite liée de questions" comme

suite de questions qui satisfait les conditions

(a) La premiér« question a la classe § de prémiccsen, qui

peut étre vide.

(b) La k + 1-ifme question (kR > o) a pour classe de prémisses
celle de la k-iéme question et en plus "Ak" ., qui est

une réponse suffisante de la k-iéme question o
Ainsi nous avons
[P1\S
1 1"
[QlyS v { A, }

" " " "
[R]NSV { A1 s A2 }

1 . P . . R
OLe traitement présenté dans ce chapitre est souvent différent

de celui de [16].



avec les classes de prémisses : S, S VW {"Al"}, S U’{"Al" s "AQ"},

etc. de fagon a ce que

"A" ¢ [P]NS

1
" " 1"t "t
A" e [Q]NSu{ Ay }

L'exemple du Pacifique serait, partiellement symbolisé
[Dupond connait-il le Pacifique ?]NS

{Qui ici connait le Pacifiquel? NS\I{"Dupond ne le connafit
pas"}
[OU peut-on &tre informé sur le Pacifique ?]NSV { "Dupond ne

le connait pas", "Personne ici ne le connait"}

Comme par rapport aux questions mémes, il faut
faire la distinction entre les suites de questions et les expressions
de suites, une distinction, dont on verra 1l'importance dans les pro-

chaines sections.

b. Suites inférentielles de questions.

Supposons qu'on ait modifié la suite originale

de la section 5.a en remplagant la troisiéme question soit par :

Si le Pacifique est égal & lui-méme, ou peut-on en étre
informé ? (i)
soit par
Si Dutour le connait, ol peut-on en &tre informé ? (ii)

Les deux nouvelles suites qu'on obtient avec les modifications (i)
ou (ii) sont aussi des suites liées de questions, mais elles ont une
apparence un peu bizarre. Les raisons de cette apparence sont que,
dans (i), "A," ("Le Pacifique est égal & lui-méme") est une conclu-
sion d partir des prémisses de la deuxiéme question (c'est méme un

théoréme) et, dans (ii), "A," ("Dutour connait le Pacifique") ne

2
correspond pas a& ce qu'on pourrait appeler "approche par exclusion",
une caractéristique des suites qui nous intéressent. Ce qu'on veut

avoir au lieu de (ii) est que la prémisse additionnelle de la troi-



~siéme question soit incompatible 1 avec les autres réponses suffi-
santes de la deuxiéme question (en laissant de c6té les conclusions
et les réponses qui impliquent "AQ")‘ Par exemple "Le capitaine ici
connait le Pacifique" est parfaitement compatible avec "Dutour con-
nait le Pacifique" (ainsi dans la suite avec (ii) on n'a pas 1'in-
compatibilité souhaitée), tandis que "Le capitaine ici..." est in-
compatible avec "Personne ici ne connait le Pacifique" (dans la suite
originale on a 1l'incompatibilité). Aprés quelques définitions et
explications on verra les raisons d'exiger 1'incompatibilité vers

la fin de cette section.

Certaines suites liées de questions, qui n'ont
pas de membres comme (i) et (ii), seront appelées "suites inféren-
tielles de questions" ; il s'agit de suites liées qui satisfont en

plus les conditions

(c) Les "Ak" qu'on ajoute n'appartiennent pas a
Cy (S v {"A", L, "A _,;") (elles ne sont pas des conclu-
sions & partir des prémisses de la k-iéme question).

(d) Toutes les réponses suffisantes de la k-iéme question
qui ne sont ni des conclusions (3 partir des prémisses
de la question) ni n'impliquent "Ak", sont incompatibles

avec "A Y
k

L'exemple original est une suite inférentielle,
tandis que la suite avec (i) ne l'est pas grdce & (c) et la suite

avec (ii) ne l'est pas grdce a (d).

Supposons que nous ayons une suite inférentiel-
le de questions avec n membres. Nous appelons "réponses de k-iéme
degré" (1 5 k £ n) les réponses suffisantes de la k-iéme question
de la suite, a8 l'exception des réponses qui impliquent "Ak"' Pour
la n-iéme question (la derniére) il n'y a pas d'exception, parce qu'il

n'y a pas un "An" qu'on ajoute d quelque chose.

Soit "D" une réponse de k-iéme degré de la

suite. Du fait que la k-iéme questior a.entre autres, les prémisses

11"A" incompatible "B" veut dire qu'on a "v(A A B)" (comme conclusion).



"Al", cees "Ak_l", on démontre :
D = (A1A ...AAk_lA D)
L'expression "A1 Ao A A A D", qui est aussi une réponse de k-iéme

degré, sera appelée "forme conjonctive de D".

A partir du point (d) de la définition de
"suite inférentielle" et 3 partir de la définition de "réponse de
k-iéme degré'y on démontre qu'une réponse de k-iéme degré est incompa-
tible avec une réponse de {-ieéme degré ({ < k) de la méme suite, a
moins qu'il ne s'agisse d'une conclusion (3 partir des prémisses de
la {-iéme question).

Au lieu d'utiliser le terme "réponse de k-iéme
degré de la suite" on peut aussi utiliser "péponse suffisante 3 la
suite entiére", c'est-3-dire qu'on considére ici que les réponses de
k-iéme degré répondent d la suite entiérement et non seulement 3

une des questions qui la constituent.

Si 1'on observe l'acte de répondre 3 une suite
inférentielle globalement, on constate que pas toutes les réponses
suffisantes de la premiére question semblent acceptables comme répon-
ses & la suite entiére. Seulement avec une réponse de premier degré
le dialogue questions-réponses est considéré comme terminé. Ainsi

dans 1'exemple original du Pacifique, on peut répondre

Dupond connait le Pacifique

et le dialogue se termine, on a répondu d la suite entiére. Si au

contraire on répond :
Dupond ne connait pas le Pacifique

il faut répondre aussi a la deuxiéme question. Si l'on répond & la

deuxiéme question par une réponse de deuxiéme degré comme :
Le capitaine ici connait le Pacifique

on a de nouveau répondu a la suite entiére et cela en deux étapes,
commengant par "Al" ("bupond ne connait pas le Pacifique") et apres
par une réponse de deuxiéme degré ("Le capitaine ici connait le Pa-
cifique™). Si, au contraire, la réponse suffisante & la deuxiéme

question n'est pas de deuxiéme degré comme



Personne ici ne connait le Pacifique

alors on doit répondre 3 la troisiéme question, etc.

Les réponses suffisantes a la suite entiére
sont ou bien de forme conjonctive comme : "D" (premier degré),
"A1 A D' " (deuxidme degré), "All\ A, A D" " (troisiéme degré), etc.,
ou bien équivalente 3 une de ces formes. En laissant de c6té les
conclusions, le fait de répondre avec une réponse de k-iéme degré
signifie qu'on nie les réponses de degré inférieur et affirme a leur
place "A;" , "A," , ..., "A__," .

Pour tenir compte de cette fagon de répondre
d certaines suites de questions, on a formulé 1l'exigence de 1l'incom-
patibilité, qui correspond 3 1l'exclusion : ou bien on répond par une
réponse de k-iéme degré et le processus est terminé, ou bien le pro-
cessus continue. Sans incompatibilité, on pourrait répondre par une
réponse de k-iéme degré et le processus continuerait (ou plutdt re-

commencerait) quand méme.

Dans les formulations libres en francais cou-
rant on trouve fréquemment certaines modifications par rapport aux
traductions plus précises. Ainsi quelquefois apparait 1' "ou" inter-

calé entre les membres d'une suite comme dans :

Dupond connait-il le Pacifique ? Ou, s'il ne le connait pas,

qui ici le connait ? Ou, ...

Occasionnellement on ne mentionne pas les prémisses "Ak" » on les

considére sous-entendus :

Dupond connait-il le Pacifique ? Ou, qui ici le connailt ?

Ou, ...

Dans tous les cas il ne s'agit pas de "questions disjonctives",
questions sélectives ou quelque chose de semblable. L'aspect carac-
téristique des suites est 1l'ordre, qu'on voit clairement dans la
non-commutativité de cet "ou", tandis que par rapport aux disjonctions

et aux questions sélectives on a la commutativité.

On a ajouté "Ak" comme prémisse d celles de

la k + 1-iéme question, comme si 1l'expression de cette question était
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de la forme "puisque ..." et non de la forme "si ...". Cependant si
l'on répond 3@ la k-iéme question par une réponse suffisante qui im-
plique "Ak" s alors le "si ..." se transforme en "puisque ...". Sup-

posons, par exemple, qu'on réponde & la premiére question par "A1"

("Dupond ne connait pas le Pacifique"), alors la deuxiéme question

sera reformulée comme

Puisque Dupond ne connailt pas le Pacifique, qui ici le connait

Cc. Suites post-liées et post-inférentielles de questions.

Si 1'on remplace le point (b) des définitions

de "suite liée" et "suite inférentielle" par

(b') La k + 1-iéme question (k > 0) a pour classe de prémis-
ses celle de la k-iéme question et en plus "Ak", qui
est impliquée (selon C (S ¥ {"A ", ..., "Ak—ln})) par
une réponse suffisante (supposons "Bk") de la k-iéme
question

on arrive aux "suites post-l1iées" et "post-inférentielles".

Etant donné que "Ak" est impliqué par lui-méme,
(b) est un cas spécial de (b'), c'est-d-dire, les suites post-liées
et post-inférentielles incluent les suites liées et inférentielles
respectivement. Pour (b') 1l'expression ajoutée aux prémisses n'est
plus nécessairement une réponse suffisante de la question antérieure,

maintenant il suffit qu'elle soit impliquée par une telle réponse.

Afin d'avoir un exemple, remplagons dans la

suite originale de la section a la troisiéme question par

Si quelqu'un connait le Pacifique, peut-on en parler tran-

quillement ?
c'est-da-dire
[Peut-on parler tranquillement du Pacifique ici ?]NS «w {"Du-

pond ne le connait pas", "Quelqu'un ici le connait"}

On voit que la nouvelle prémisse "AQ" n'est plus une réponse suffi-
sante de la deuxiéme question, mais elle est impliquée par toutes les

réponses directes et beaucoup d'autres réponses de cette question.



Toutes les autres conditions sont maintenues, y compris
celle de 1'incompatibilité, de fagon & ce que la nouvelle suite

soit post-inférentielle.

En principe il n'y a pas de changement par rapport aux dé-
finitions et explications des sectons antérieures (par exemple la
définition de "réponse de k-iéme degré" est la méme). Seulement la
fagon typique de répondre aux suites ne correspond plus en général
d la forme normale "A A ...AA _, A D". Au lieu de répondre 3 la

{-i2me cuestion par "Ai" (par exemple "Quelqu'un ici connait le

-

Pacif quce") on reponnd nar "Bi" ("Jeanne ici connait le Pacifique")

mais parmi les conclusions respectives on a "Bi:3 Ai" .

d. Schémas de suites et cas spéciaux

Considérons la suite
[Hux?]NS
[] " n
[42H a]NS v { Hua }

[H''ay2]1yS o {"H a”, "H'a"}
qui commence par [Quel est l'unique individu qui satisfait H ?].
En supposant que les prémisses ajoutés ne soient pas des conclusions
par rapport aux questions précédentes, on voit bien qu'il s'agit
d'une suite inférentielle, les quatre conditions sont satisfaites.

Des réponses suffisantes d la suite entiére seraient, par exemple

(x) H X (premier degré)
HahvH'a (deuxiéme degré)

HaAH'ah H''ad (troisiéme degré).

Revenons d la suite ou plutdt & l'expression qui la symbo-
lise et qui s'étend sur trois lignes. Si, dans cette expression de
suite, on met "b" 3 la place de "a" dans toutes les occurences, on
obtient une nouvelle expression de suite, qui symbolise une suite
éventuellement différente de l'originale. Une substitution analogue
peut se faire avec "e¢", etc. Avec un nombre infini de symboles indi-
viduels, on peut obtenir, ainsi, un nombre infini d'expressions de

suites qui dénotent éventuellement un nombre infini de suites.



La classe de toutes ces suites a un intérét
logique, et, pour nous reférer 3 une suite quelconque de la classe,
nous utilisons des expressions spéciales, appelées ici "schémas de
suites". Au lieu des symboles de constantes, "a", "b", etc., qu'on
change d'une expression de suite & l'autre, un schéma contient comme

symboles de variables12 les lettres "a", "8", etc. (l'utilisation de

"x", "y", etc. produirait des confusions).

Ainsi un schéma correspondant d la classe des

suites mentionnée serait :

[H x?1
[6?H'u]NS\J{"Hua"}
[H"ay?]NS U{"Hua", "Hla"}

"a", le schéma se transforme

En écrivant "a" ou "b", etc. au lieu de
en une expression de suite, qui dénote une suite déterminée. On fera
la substitution 3 partir de la réponse suffisante donnée 3 la premiére
question, si cette réponse permet de déduire une réponse directe dé-
terminée (dans le cas contraire il s'agit d'une réponse de premier

degré et le processus se termine avant qu'on ait fait la substitution.

Deux exemples concrets illustreront les aspects
caractéristiques du schéma de suites indiqué. Dans le premier, qui
est proche de certaines techniques de programmation, nous supposons
que les individus sont des nombres naturels et que "H'" est traduit

par "é&tre nombre pair" :

Quel nombre naturel satisfait Hu ?
Si un nombre naturel déterminé satisfait Hu’ est-il pair ?
S'il est pair, avec quel nombre naturel est-il en relation H'

Le deuxiéme exemple, assez différent, serait :

A quelle date avez-vous rendu votre derniére visite ?

Si vous l'avez rendue 3 une date déterminée, cette date se
situe-t-elle avant Samedi 15 ?

Si elle se situe avant Samedi 15, qui vous a regu & cette

date ?

12Selon ce qui a été indiqué en note 1, on utilise ici "symbole de

variable”" au lieu du terme "variable" plus fréquemment utilisé.
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Pour les deux exemples il y a naturellement des formulations
plus aisées, par exemple "Si oui, avec quel nombre ... ?" , ou on
pourrait‘supprimer chaque fois la deuxiéme expression de question
entiérement ; mais avec cette derniére modification on s'éloignerait

beaucoup du traitement formel.

En ce qui concerne les schémas de suites en général, on pro-
céde exactement de la méme facon que dans le cas mentionné. Le trai-
tement indiqué, quoiqu'applicable aussi 3 d'autres suites, est spécia-
lement intéressant par rapport aux suites inférentielles (c'est le

cas analysé) et post-inférentielles.

Un autre point qu'il faut mentionner est qu'il y a non seu-
lement des suites inférentielles (post-inférentielles) s{mples, comme
celles qu'on a vues jusqu'd présent, mais aussi des suites multi-

13

nfes . Par exemple une suite double commencerait de cette fagon :

Dupond connait-il le Pacifique ?
S'il le connait, quand était-il la-bas la derniére fois ?

S'il ne le connait pas, qui ici le connait ?

Dans 1'intérét d'une meilleure clarté il semble
préférable de présenter les suites multiples en forme d'arbres, ce
qu'on peut faire toujours sans difficulté. Le traitement de ces ar-

bres est analogue a celui des suites simples.

e. Les guestionnaires.

Les questionnaires représentent des suites spéciales de ques-

tions. Normalement ces suites ne sont méme pas liées, comme dans :

Lieu de naissance ?

Nom du peére ?

Cependant une partie d'un questionnaire peut représenter une suite

post-inférentielle ou inférentielle :

13Un traitement différent d'abres de questions par certains graphes,

appelés '"questionnaires", peut &tre trouvé dans [1lal .



Numéro de contrdle ?
Si vous n'avez pas de numéro de contrdle, quand avez-vous
déposé la demande ?

Si vous n'avez pas déposé de demande,...

Si 1'on prend le "vous" comme abréviation du nom d'une personne dé-
terminée, cette partie ne constitue pas un schéma, elle symbolise
une suite déterminée ; dans le cas contraire on aurait le schéma
(avec "a" au lieu de "vous" et en traduisant "&tre le numéro de

contrdle de” par "H" et "déposer la demande & la date de' par "H'") :

[Hx?a]NS

[H’ay?]NS|J {"(x)vHxa"}

En général, et méme avec le "vous" comme symbole de constante, on
peut avoir des parties d'un questionnaire qui sont des schémas, par
exemple :

Numéro de contrdle ?

Si le numéro est supérieur d 10 000, ...

I1 s'agit ici d'un autre exemple du schéma de la section d (pour le
traitement formel il faudrait intercaler "Si un numéro determiné

est votre numéro de contrdle, est-il supérieur a 10 000 ?").

Naturellement les questionnaires imposent &
celui qui les remplit implicitement ou explicitement un grand nombre
de conditions. Par exemple on veut avoir des réponses vraies qui
ne soient pas des théorémes et qui n'exigent pas des déductions com-
pliquées pour déterminer s'ils sont suffisants. Mais tout cela ne
change rien au fait que le traitement formel est en principe appli-

cable aux questionnaires,

f. Les questions qu'on pose aux ordinateurs.

Il v a des appareils spéciaux dont la fonction



Y

est de répondre & certains types de questions. Les multiples exemples
vont de la montre ([Quelle heure est-il ?]) et du thermometre ([Quel-
ie est la température ici ?}) jusqu'au calculateur de poche et &
l'ordinateur. Dans la plupart des cas, un regard ou une manipulation
simple expriment la question, tandis qu'une réponse (quelquefois une
- . 1"4 . . -~ '
réponse vraie” ') est indiquée par l'appareil. Normalement ces appa-
reils en marche, s'ils ne sont pas trop compliqués, présentent des

réponses directes.

Pour les calculateurs de poche et plus encore
pour les ordinateurs, la situation n'est pas aussi simple. A la dif-
férence d'une montre ou d'un thermométre, ils répondent A une vaste
gamme de questions, spécialement 3 des questions d'unicité comme
[Hux?] (section 4.f), de totalité comme [F? = H] (section U.g) et de
vérité. Les réponses données sont fréquemment vraies par rapport aux
modéles respectifs, si 1'on considére explicitement les limites du
calculateur ou ordinateur, par exemple si "Hu" signifie "étre l'uni-
que individu qui satisfait ... dans les limites du calculateur (or-
dinateur)" (déja les opérations arithmétiques élémentaires sont sou-
mises a des restrictions par rapport aux nombres représentés par
certaines suites de chiffres). Pour les questions d'unicité, on ob-
tient ou bien des réponses directes ou bien la généralisation des
négations des réponses simples (par exemple un clignotement peut
indiquer que, dans les limites du calculateur, la fonction n'a pas de
valeur). Les réponses directes aux questions de totalité correspon-
dent & la forme "{...} = H", en supposant que la question ait été
présentée par rapport a une classe H finie ([Quelle est la classe
des 100 premiers individus qui ...?]) ; dans le cas infini, on peut
dire que l'ordinateur qui produit indéfiniment des éléments de H ne
donne pas une véritable réponse. Pour les questions de vérité, les
réponses (directes) peuventé&tre quelque chose comme "0O" ou "1" ou

explicitement "A" ou "NO-A".

Dans tous ces cas, les expressions de questions

ont naturellement une formulation spécifique qui est différente de

1L‘Dans beaucoup d'appareils de mesure et de contrdle les réponses

suffisantes sont approximatives ("Il est approximativement /h10"),
et les questions sont les classes de ces réponses, de fagon ad ce

qu'on ait [Quelle heure est-il approximativement ?].
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la formulation logique et varie d'un calculateur ou d'une langue
de programmation 3 l'autre ; par exemple |3 + 4 = X ?] peut étre
pour un calculateur de poche "3 + U4 =" et dans une langue de program-

mation (d'une facon simplifiée) quelque chose comme

K =3+ U

PRINT K

Afin de revenir aux suites de questions, on pensera sans
doute aux ordinateurs et & leurs programmes. Naturellement il n'y a
pas une correspondance immédiate entre un ordre d'un programme et
une question d'une suite, mais plusieurs ordres pris ensemble peuvent
correspondre d une question. Cependant ce qui est réellement inté-
ressant et qui correspond dans la programmation aux schémas de suites
inférentielles (ou plutdt d'arbres inférentiels) de questions sont

les boucles, une des caractéristiques fondamentales des ordinateurs.

Les boucles sont introduites par un ordre de
type "IF". Pour voir un cas concret, supposons que l'ordre soit

présenté de la fagon suivante

IF (X) i,j,k

"X'" abrége une expression individuelle, éventuellement assez complexe,
qui symbolise un nombre réel. Généralement "X" contient des symboles
de variables, mais on peut aussi traiter des cas ou "X" contient

"i

seulement des symboles de constantes. Les lettres ", "3" et "k
symbolisent des nombres naturels ; elles sont utilisées pour numero-
ter les ordres du calcul. Dans le contexte présent on suppose que ces
ordres correspondent 3 des questions. Afin de nous approcher un peu
plus de la symbolisation des suites de questions, nous écrirons

"s

"lPi]NSi" au lieu de "i" et de fagon analogue pour "j" et "k". On a

alors
IF (X) lPi]NSl,[PjJNSj,[Pk]ka
L'ordre "IF", indiqué dans la langue de programmation, signifie
Si X < 0, il faut passer 3 1'ordre numéro i, c'est-d-dire répondre

a la question [Pi]NSi’ si X = 0, il faut passer & l'ordre j et si

X > 0, i1 faut passer a 1l'ordre k.

Un schéma de suite (multiple) qui correspond

3 la boucle introduite par 1l'ordre "IF", procéde par deux étapes



pour couvrir les trois possibilités ; on demande premiérement [X < 07?]

et dans le cas d'une réponse négative on demande [X = 0?]. Ainsi on a:
< ?
[X O.]NS

[Pi]NS w {"X < 0"}

[X = 0?]3S v {"™X < 0"}
N
[Pj]NS o {"'\'X < O", "y = O"}

[P S v {"™X < 0", "X = 0"}

k]N
C'est-d-dire, & partir de la premiére question, on a avec la réponse
"oui" la deuxiéme question et avec "non" la trosiéme, 3 partir de la
troisiéme question, on a avec '"oui" la quatriéme et avec "non" la

cinquieme question.

'fout cela montre qu'il y a une connexion assez

étroite entre programmes et schémas de suites de questions.






Chapitre 6

L'EFFECTIVITE DES QUESTIONS

a. Effectivité et énumérabilité effective.

Dans cette section quelques termes et résultats
dont on aura besoin dans les sections suivantes, seront mentionnés
informellement ; on trouve leurs définitions et démonstrations for-
melles dans la plupart des textes de logique mathématique ou de

métamathématique (voir par exemple [11]1, [20] et aussi [6]).

Selon une technique qui est due a& Gddel, on
assigne des nombres naturels aux expressions bien formées d'un sys-
téme, de telle fagon qu'il y ait une bijection (une correspondance
biunivoque) entre la classe des expressions bien formées d'une part
et une sous-classe des nombres naturels de l'autre. Les nombres de
la sous-classe sont appelés "nombres de Codel" des expressions res-

pectives.

Une classe de nombres naturels est appelée
"recursive" s'il y a un procédé mécanique qui en principe permet de
déterminer dans tous les cas et dans un nombre fini de pas si un
nombre naturel donné appartient ou n'appartient pas a la classe. Une
classe de nombres naturels est appelée "récursivement énumerable"
s'il y a un procédé mécanique en principe applicable a& tous les nom-
bres naturels et opérant dans un nombre fini de pas qui produit
("enumére") exactement les éléments de la classe (ni plus ni moins).
On peut démontrer que chaque classe récursive est récursivement énu-

mérable, sans qu'on ait nécessairement le résultat inverse.

Une classe d'expressions bien formées est
appelée "effective" ("effectivement é&umérable") si la classe des
nombres de G&del correspondante est récursive (récursivement énumée-
rable). Pour établir dans la pratique si une classe est effective
(effectivement énumérable) on peut avoir recours aux nombres de Gddel,
mais on peut aussi procéder directement, c'est-d-dire chercher un

procédé mécanique qui permette de déterminer ... sl unc oxpression



bien formée donnée appartient ... (un procédé mécanique ... qui pro-

duit exactement les expressions de la classe).

Une classe finie d'expressions bien formées
est toujours effective et c'est aussi le cas pour la classe de tou-
tes les expressions bien formées par rapport d un systéme quelconque.
Si 1l'on travaille avec un nombre infini d'axiomes ou prémisses on
les choisit de telle fagon que leur classe soit effective (c'est-a-
dire qu'on ne parle pas de "systéme" ou "classe de conclusions" si
la classe des axiomes ou prémisses n'était pas effective). On peut
démontrer que la classe des théorémes formée 3 partir d'une classe
effective d'axiomes (et par des régles axiomatiques qui ont aussi
un certain type d'effectivité) est au moins effectivement énumérable,
et on a le méme résultat pour la classe des conclusions (par rapport
au systéme) & partir d'une classe effective de prémisses. Un systéeme
ou une classe de conclusions peut méme étre effective ; un systéme

effectif s'appelle aussi "décidable".

On peut démontrer (i) qu'une classe d'expres-
sion bien formées effective est aussi effectivement énumérable et
sa classe complémentaire (par rapport a la classe des expressions
bien formées) est également effective (et effectivement énumérable)
et (11) si une classe est effectivement enumérable sans étre effec-
tive, son complément n'est méme pas effectivement énumerable. Les
deux points signifient : (i) Si un systéme est effectif non seulement
la classe des négations des theoremes est effective (ce sont les
théorémes avec "n" devant) mais aussi la classe des non-théorémes
(qu'il ne faut pas confondre avec la classe des négations des théo-
rémes) et la classe des expressions bien formées qui ne sont pas des
négations de théorémes. D'autre part, selon (ii), si un systéme est
effectivement énumérable sans étre effectif, la classe des négations
des théorémes est aussi effectivement énumérable, mais la classe des
non-théorémes et la classe des expressions bien formées qui ne sont
pas des négations de théorémes ne sont méme pas effectivement énu-

mérables.

Afin de résumer ces résultats en quelques
lignes, nous écrirons "Ef" pour "é&tre effectif", "En" pour "étre
effectivement énumérable sans étre effectif", "neg N" pour "la classe

des négations des théorémes de N" et " - " pour le complément par
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rapport & la classe des expressions bien formées respective. On a

Si Ef (N), alors tf(neg N), t§(-N) et Ef(-neg N)

Si En(N), alors En(neg N), mais -N et -neg N ne sont méme pas

effectivement énumérables.

En ce qui concerne la logique des questions,
tous ces termes et résultats sont d'importance, parce que les ques-
tions sont des classes d'expressions qui peuvent avoir (ou ne pas
avoir) les propriétés mentionnées. Ainsi, pour les questions, l'ef-
féctivité signifie que, donnée une expression bien formée, nous pou-
vons toujours déterminer mécaniquement et dans un nombre fini de pas
si cette expression est ou n'est pas une réponse suffisante de la
q&estion. Si 1'on a seulement énumérabilité effective, il y a au
moins un procédé mécanique qui permet toujours de déterminer dans un
nombre fini de pas si une justification supposée pour inclure une
expression bien formée dans la question et réellement une justifi-
cation ou pas. Sans effectivité ni énumérabilité effective il n'y a
pas un procédé mécanique pour établir une détermination des deux

types pour tous les cas.

b. Questions par rapport aux systémes décidables.

Si le systéme N par rapport auquel on analyse

les questions est décidable, on a les théorémes suivants :

M8 : La classe des réponses parfaites des questions indivi-

duelles, fonctionnelles et de vérité est effective.

Dém. : La classe des réponses simples, de leurs conjonctions et des
généralisations des négations des réponses simples est effec-
tive. La classe -neg N est également effective, et on a les

méme résultats pour 1l'intersection des deux classes effectives.

M3 : Les questions de vérité par rapport a N sont effectives.

Dém. : Toutes les réponses parfaites de [§?A] sont équivalentes ou
bien d "A" ou bien & "wA". S1 1'unedes deux est théoréme
(dans un systeéeme décidable cela peut se déterminer effecti-
vement) la classe des réponses suffisantes est identique a

la classe des théorémes. Si aucun des deux n'est théoréme et



si "B" est 1l'expression bien formée (ni théoreéme ni négation
d'un théoréme) dont on veut savoir si elle est réponse suf-
fisante, on se tient aux implications "B 3 A" et "B DA™,
Si et seulement si 1'un des deux est un théoréme de N, "B"

est une réponse suffisante de la question de vérité,

"Pour les questions individuelles et fonction-
nelles j'ai trouvé seulement un résultat plus faible (ici uniquement
les indications pour les questions individuelles seront données,
celles pour les questions fonctionnelles. sont tout a fait analogues,
mais d'un ordre plus haut). Soit N' un systéme décidable du méme type
que N mais dont les axiomes contiennent seulement un nombre fini de
symbol es de constantes individuelles, en considérant, dans ce cas,
toutes les définitions de symboles de constantes individuelles comme
des axiomes additionnels. Le théoréme suivant est démontré pour les

systémes N' et non pour les systémes N en général

M10 : Les questions individuelles (fonctionnelles) par rapport

d N' sont effectives.

Dém. : Soit "al" 5o oo "an" la liste finie des symboles de constantes

individuelles qui apparaissent dans les axiomes de N', soit

"b" un des autres symboles de constantes individuelles du sys-
téme (s'il y en a) et soit [Hx2]y, la question analysée.
Premiére étape : Appelons "expressions de base" les expressions
"Ha." ..., "Han", "Hb", "(x)VHx", et biffons celles d'entre

1
elles qui sont des négations de théorémes. Si toutes sont

biffées, il s'agit d'une question vide, sans réponses suffi-

santes. Deuxiéme étape : si et sculemnt s'il y a un théorcime

entre les expressions de base, on aqu;[Hx?]N. . Toutes 1les
expressions de base qui sont des théorémes seront biffées.

Troisieéme étape : Soit "B" 1l'expression bien form®e (ni théo-

réme, ni négation de théoréme) dont on veut savoir si elle
est réponse suffisante. (a) Si au moins une des implications
"BDHal" ,...,"B:Han"B I HL","BID(x)VHx", formées avec des
expressions de base non biffées, est théoréme, "B" est une
réponse suffisante. (b) Supposons que "B(x)" soit une expres-
sion bien formée qui contienne au moins une fois "x" libre,
que "B(x)D Hx" soit un théoréme de N' (sans que "Hx" le soit)

et que "B" se distingue de "B(x)" pour contenir au lieu de
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"x" un symbole de constante individuelle différente de "al",...,"an",
alors "B" est une réponse suffisante. En fait, par rapport & (b) on
procéde dans un ordre différent, en formant, a partir de "B" les
diverses "B(x)" (il y en a un nombre fini) et on vérifie chaque fois
si "B(x) D Hx" est théoréme. Si ni (a) ni (b), "B" n'est pas une
réponse suffisante de [Hx2 1y -

Explication : Une fois traité 1~ cas des théoreémes, on voit
que les réponses directes et leurs conjonctons sont inclues gréce
aux points (a) et (b) et les généralisations des négations des répon-

ses simples grdce au point (a).

Quoiqu'on n'ait pas démontré l'effectivité des
questions individuelles et fonctionnelles par rapport a tous les
systémes décidables, on peut démontrer au moins quelles sont effec-

tivement énumérables par rapport a tous ces systémes

M11 : Les questions individuelles (fonctionnelles) par rap-

port a3 N sont effectivement énumérables.

Dém. : Pour énumérer (produire une par une) les réponses suffisantes
de [Hx?]N on énumére les théorémes de N (possible gréce a la
énumérabilité «tffective de N) ¢t on biffe tous, a l'exception
de ceux qui sont de la forme "A D R" et appartieunent ou bien
d la classe I ou bien a la classe 11. Dans les implications

de la classe 1

(a) "B" est une réponse parfaite (détermination effective
selon M8) qui est théoréme (détermination effective gréce
d la décidabilité) et

(b) "A" est théoreme.

Dans les implications de la classe II

(a) "B" est une réponse parfaite qui n'est pas thioréme (dé-
cidabilité) et
(b) "A" n'est pas la négation d'un théoréme (décidabilité).
Les expressions "A" dans les théorémes non biffés sont les réponses
suffisantes de la question; elles ont été produites une par une.
Cette production tout 3 fait mécanique pourrait étre laissée 3 une
machine relativement primitive. On voit dussi que si quelqu'un pré-

sente une justification supposée (une démonstration supposee d'une



implication qu'on suppose non biffée), on peut déterminer de facon
effective si la démonstration est correcte, s'il s'agit d'une impli-
cation et si "A" et "B" satisfont les conditions indiquées ; ainsi
on peut déterminer si la justification supposée est ou n'est pas en

réalité une justificat ion.

Des résultats analogues aux indiqués peuvent étre démon-
trés par rapport aux classes de conclusions, si ces classes sont

effectives.

c. Questions par rapport aux systémes indécidables.

La situation change complétement si 1'on a un
systéme indécidable (une classe non effective de conclusions), parce
que maintenant il n'y a plus un procédé effectif pour exclure les
négations des théorémes, pour inclure éventuellement les théorémes
et pour déterminer lesquelles des implications sont des théordmes.
Les questions ne sont méme plus effectivement énumérables, parce que
la classe des expressions qui ne sont pas des négations de théorémes
(=neg N) ne l'est plus ; la non-énumérabilité effective peut se pré-

senter déj3d pour la classe des réponses directes.

Il semble peut étre excessif d'exiger l'effec-
tivité pour les questions, mais 1'énumérabilité effective est une
condition trés souhaitable ; car, comme il a été indiqué, énumérabi-
lité effective signifie que si quelqu'un présente une réponse sup-
posée suffisante a la question, on peut exiger qu'il justifie sa
présentation et on peut vérifier si cette justification est réellement
une justification ou pas. Cela correspond assez bien d l'attitude
quotidienne vis d vis des questions et réponses ;3 on n'cxige pas

l'effecfivitéls.

15Belnap [2] réclame 1'effectivité pour la classe de ce qu'il ap-
pelle "réponses directes" (un terme utilisé par lui dans un sens
bien différent d'ici). Naturellement l'effectivité de cette classe
est souhaitable, mais il est difficile de voir comment on peut

démontrer l'effectiviteé dans ce cas.



Mais s'il n'y a méme pas 1l'énumérabilité ef-
fective, il pourrait toujours arriver qu'une réponse déja acceptée
d'une question apparait plus tard comme la négation d'un théoréme
et devrait étre exclue. Cependant il ne faut pas voir cette situa-
tion d'une fagon trop négative, parce que pour les réponses pré-
sentées normalement (dans les applications concrétes) on peut
déterminer sans difficulté si ils sont ou ne sont pas des négations
de théorémes. De plus on s'est déja habitué 3 1'idée que la classe
des phrases vraies, par rapport 3 beaucoup de systémes, n'est ni
effective ni effectivement énumérable ; peut-&tre on adoptera la

méme attitude vis-d~vis des questions.
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CONCLUSTION

I1 reste encore beaucoup de points intéressants
de la logique des questions qui n'ont pas été traités dans ce texte.
Ainsi par rapport 3 une question [§?A] on pourrait formuler une
"paraquestion" [Savez-vous si A ?]. Tandis que "Je ne sais pas
(si A)" n'est pas une réponse suffisante de la question originale,
elle serait une réponse suffisante de la deuxiéme question. Pour
traiter les paraquestions on a besoin de systémes un peu plus compli-
qués, qu'on pourrait appeler "parasyst@mes" par rapport aux systémes
originaux (les parasystémes seraient du méme niveau de langage que
les systémes originaux, mais plus riches en possibilités d'expres-
sion). Quelques systémes de ce type, formés pour les phrases avec
"savoiré, "croire", etc., (mais sans relation avec les questions)

ont été traités dans [19] et [22].

En ce qui concerne les "questions indirectes",
on voit que le traitement de certaines est 1ié aux paraquestions ;
dans d'autres cas il peut s'agir, par exemple, d'une formufation
nhétonique d'une question, comme "Dites-mois qui est...", ou d'une
n€férence 3 une question, comme "Par rapport 3 votre question de

combien faut-il payer pour le voyage, je voudrais bien constater...".

Pour la logique des questions il n'est pas
nécessaire de chercheren premier lieu des complications, on peut
encore approfondir les problémes simples (non seulement logiques,
mais aussi philosophiques, linguistiques etc.) ; de toute fagon il
reste beaucoup d faire dans le traitement formel des questions et

son évaluation.
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