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| RAPPELS ENSEMBLISTES l

Symboles de base:

a) Le symbole { désigne “l'ensemble vide", c'est-a-dire I'ensemble ne
contenant aucun €lément.

b) Le symbole € se lit “appartient 3" : @ € A signifie que I'élément
a appartient a I'ensemble A.

¢) Le symbole & se lit "n'appartient pas 3" : @ € A signifie que

I'élément a n'appartient pas a I'ensemble A.

Applications:

Soit E et F' deux ensembles: [ fapplication de E danm

signifie I?itout x € E, fassocie une seule image par fl

Inclusion, non-inclusion:

a) Le symbole < se lit "est inclus dans" : A ¢ B signifie que tout
élément de A appartient aussi a B.
(AcB) < (VYaeA,aec B)
a) Le symbole & se lit "n'est pas inclus dans" : A ¢ B signifie
qu'il existe un élément de A qui n'appartient pas a B.
(AzB) &< (JacA,ae B)

Ensemble des applications:

Soit E et F' deux ensembles. L'ensemble des applications de E dans
F estnoté #(E,F) ouencore FZ . '
Si card(E) =p et card(F) =n ,

aloss card(F ) = np = card(F)<@ 4F)

Propriétés de l'inclusion:

a) @ est inclus dans tout ensemble A: @ c A

b) Tout ensemble A est inclus dans lui-méme: A c A
c) (AcBetBcA) < A=B
d) (AcBetBcC) = AcC

I—_T_] Application identique:
Soit E et un ensemble. On appelle "application identique" ou encore
"identité de E " et on note Idg (ou Id si il n'y a aucun risque

d'ambiguité) I'application de E dans E définie par:
VxeE Idg(x)=x

Parties complémentaires:

Soit A c E (on dit alors que A est un sous-ensemble de E, ou une
partie de E). On appelle "complément” ou "complémentaire de A
dans E l'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent pas a A.

Ce complément se désigne par £ A ou bien, s'il n'y a pas

d'ambiguité possible, par X (qu'il ne faut pas confondre avec
I'adhérence topologique, qui sera vue plus tard)

Image directe, image réciproque:

Soit f: E — F une application.
a) pour toute partie A de E, on appelle image directe de A la partie
f(A) de F définie par
fA)={yeF;3xecA: y=f(x)}
b) pour toute partie B de F, on appelle image réciproque de B la
partie f_l(B) de E définie par
fB)={x€E; f(x) e B}

Intersection, réunion, différence:
Soit E un ensemble, et A , B et C trois parties de E.

a) On appelle " intersection de A etde B "etonnote A N B

l'ensemble des éléments de E qui appartiennent a la fois a A et a B.
(xe AnB) & (xe€ A et xe B)
(Cc(AnB)) & (CcAetCc B)

Ona: AnNB=BNnA, AnB)cA e¢ (ANB)cB

b) On appelle " réunion de A et de B " et on note A U B
I'ensemble des éléments de E qui appartiennent A ou a B.
(xe AUB) & (x€ A ou xe B)
x€A et x¢B
ou
x¢A et xeB
ou
xcA et xeB
((AuB)c C) & (AcCeBc C)
Ona: AUB=BUA , Ac(AuB) e Bc(AuUB)
et, bien str, (AN B) c(AuU B)

(xe AUB) &

¢) On appelle " différence " et on note A — B l'ensemble des
élements de E qui appartiennent 3 A et qui n'appartiennent pas 2 B.
(xe A-B) & (xeAetxeB)

A-B=AnB

E:l Composée de deux applications:

Soit E, F et G trois ensembles, f et g deux applications:
ffESF et gF—> G

On appelle composée et on note g o f lapplication h de E

dans G définie par:

[VxeE h(x)=(gof)(x)=a(f(x)]

Propriété essentielle: Associativité de la composition:
Si f, g, h sont trois applications:
ffE-F ; gF->G ; G-> H

I (hog)of=nho(gof) ] notée hogo f

alors:

Attention: si E=F =G, alors go f et f o g sont définies
toutes deux, mais ces sont en général deux applications différentes.

Application injective ou injection:

Soit f: E — F une application.

Les 5 assertions suivantes sont équivalentes:

a) f est.injective;

b) tout y € F' a au plus un antécédent (c'est-a-dire 1 ou 0)

¢) Pour tout y € F, I'équation, d'inconnue x, ¥ = f(x) a au plus
une solution

dVxeE Vx'eE zxz=zx' = f(x)= f(x')

e)VxeE Vx'eE f(x)= f(x') = x=x'

Iz] Propriétés opératoires:
Pour toutes les parties A, B, C de I'ensemble E, on aura:

a)-X =A;_E—=Q;AOX=Q;AU—A—=E

c)AnA=A; Au s A-A=0
dANDG=0 ; AuB=A ;A-O=A;
e)ANE=A; AUE=E ;A-E=9

f) Commutativité: ANB=BnNA ctAUB:BUA_
mais, biensir, A—-B=ANB % B-A=BnNnA
(ANB)NnC=AnBNOC)
(AuUB)UC= Au(BuUuC(C)
AnBulC)= (AnNnB)u(An ()
AuBnC)=(AuB)Nn(AuUC)

g) Associativité:

h) Distributivité:

Application surjective ou surjection:

Soit f: E — F une application.
Les 5 assertions suivantes sont équivalentes:
a) f est surjective;
b) tout y € F'a au moins un antécédent;
¢) Pour tout y € F, l'équation, d'inconnue x,
y=f(x) a au moins une solution;
dVyeF 3JxeE : y=f(x)
e) f(E)=F

Application bijective ou bijection:

Soit f: E — F une application.
Les 6 assertions suivantes sont équivalentes:
a) f est bijective;
b) f est injective et surjective;
c) tout y € F a exactement un antécédent;
d) Pour tout y € F, I'équation, d'inconnue x,
y = f(x) a exactement une solution;
e)VyeF 3AlxeE : y=flx)
f) 1l existe une application g: F — E telle que
gof=Idg et fog=1Id,
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Algebre 1 : Ensembles et Applications

Soit E un ensemble , et soit A et B des parties de E .
Montrer que les propositions ci-dessous sont équivalentes , en prouvant précisément :

(a) = (b) = (c) = (d) = (a) .
(¢) ACB (b) ANB=A (¢ AUB=B (d) BCA.
Soit E un ensemble , et A, B, C des parties de £ .Montrer :

(1) (A=B)-C=An(BUC)=A—(BUC).
(2)A-(B-C)=An(BUC).
(3)(AnB)-C=(A-C)Nn(B-C).

(4) (AUB)-C=(A-C)U(B-0).

Soit £ un ensemble ; A et B des parties de E ; on appelle différence symétrique de A et de B
et on note AAB l’ensemble (A — B) U (B — A)(faire un dessin) . Montrer que :

(1) AAA = 0; (2)AAB = BAA; (3)A= B« AAB = 0
(4) AAB=(AUB)—(ANB).

Soit £ un ensemble , et A une partie de F . On appelle fonction caractéristique de A
lapplication f : E — {0,1} telleque :Vze €A f(z)=1letVe g A f(z)=0.

Soit , de méme , g la fonction caractéristique de B .

Déterminer , en fonction de f et de g , les fonctions caractéristiques des ensembles suivants :

A; ANB ; AUB ; A—B ; AAB ; AAB ; (AUB)—(ANB).

Soit les applications f et g définies par :
f:N—>NetVzeN f(z)=z+1
g:N—NetVeeN g(z)=0siz=0et g(z)=z—1siz>1.

Etudier Pinjectivité , la surjectivité, la bijectivité éventuelles de f et de g .
Déterminer fo g et go f .Quelle remarque faites-vous ?

Déterminer la composée fo fo...o f (n fois) .On note cette composée f™ .
Déterminer de méme ¢" , puis f™ o g™ puis g" o f™ . :

Etudier I'injectivité , la surjectivité , la bijectivité éventuelles des applications fi, fa, f3, fa, fs
définies ci-dessous :

fi:N—>NetVneN fi(n)=n®

fo:R— R etVz€R fo(z) =123

f3:C—C etVzeC fa(z)=23

fa:C >R etVzeC fa(z) =| z |> —2Re(2).

Décrire géométriquement les ensembles : X = f7'({3}) et Y = f7}(RY)
fs:NxN—=N*etV(n,p) € NxN fs(n,p)=2"(2p+1).
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Soit E, F,G trois ensembles , et soit f et g deux applications : f: E— Fetg: F — G .
Montrer que :

(1) Si f et g sont injectives , alors g o f est injective

(2) Si f et g sont surjectives , alors g o f est surjective

(3) Si f et g sont bijectives , alors g o f est bijective

(4) Si g o f est injective , alors f est injective

(5) Si g o f est surjective , alors g est surjective

(6) Si g o f est bijective , alors f est injective et g est surjective
(7) Si g o f est injective et f surjective , alors g est injective
(8) Si g o f est surjective et g injective , alors f est surjective .

Soit E, F,G, H quatre ensembles , et soit f , g et h trois applications : f: £ — F |
g:F—-G,h:G—H.

Montrer que :

9) Sigo f et hog sont bijectives , alors f, g et h sont bijectives .

Soit F et F' deux ensembles et soit f une application : £ — F .

Si A et B sont des parties de E , montrer que :
(1) ACB = f(A)C f(B)
(2) f(AUB) = f(A)U f(B)
(3) f(AnB) C f(A)Nn f(B)

Donner un contre exemple prouvant que I'inclusion réciproque n’est pas toujours vérifiée .

Si A’ et B’ sont des parties de F' , montrer que :

(1) Al - B’ = f—l(A/) C f—l(B/)

(2) SN AU B = fTH (AU (B

() FHANB) =)0 fE)

Etablir que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective

(2) Pour toutes les parties A et Bde E , f(ANB) = f(A)N f(B) .

Montrer que , pour toute partie A de E , A C f~1(f(4)),
puis établir que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est injective

(2 Pour toute partic 4 de E , A = f~1(f(A)) .



Algebre 2 : Espaces Vectoriels

Dans chacun des cas suivants , dites , en justifiant votre réponse , si F; est ou n’est pas un sous-espace
vectoriel de E; , les divers espaces vectoriels E; étant munis des opérations usuelles .
Si votre réponse est non , précisez cependant s’il y a stabilité pour I'une des deux opérations .

2 =R ; Fi={(z,y,2) € R?; 2z+3y—4z=o0}
b. =R ; Fo={(z,y,2) € R?; 2z +3y—4z=1}
¢c. E3=R3; F3={(x,y,z)GRB;z2+y2+z2§1}
d. Es=R[X]; Fy={P € R[X]; d°P<5}
e. Es=R[X]; Fs={P € RX];d°P=5}
f. Es=F(R,R); Fe={f € F(R,R); f(3)=0}
g. E;=F(R,R) ; F;={f € F(R,R); f dérivable surR et f + f' = 0}
@ Soit E un espace vectoriel sur R ou C | et E et F deux sous espaces-vectoriels de E .

a. Donner un exemple prouvant que F' U G n’est pas toujours un sous-espace vectoriel de £ .
b. Montrer : F U G sous-espace vectoriel de =5 FCGouGCF.

| 3 I Avec le moins de calculs possible , précisez si les familles de vecteurs suivantes sont libres ou liées .
Si la famille est liée , donnez une relation de liaison :

a. Dans R3 {u,v,w} avec u=(1,7,2) v=(-2,-14,-4) w_(75 -3)
b. Dans C3 {u,v,w} avec u = (1,0,1) 'U=(1]]) w=(4,7%1)
c. Dans Ry[X] {u,v,w,t}avecu=1 v=X w=X? t—a-{—bX+cX2
d. Dans R3[X] {u,v,w,t}avecu=1 v=14+X w=14+X+X? t=1+X+X2+4+X3
e. Dans F(R,R) {u,v,w} avec u =sin(z) v = cos(z) w = cos(z + 3)
E] Précisez la dépendance linéaire des familles de vecteurs suivantes , en donnant , dans chaque cas ,
une relation de dépendance s’il en existe une , ainsi qu’une sous-famille libre de cardinal maximal .
a. Dans R? {u,v,w} avec u=(3,2) v=(4,-1) w=(5-2)
b. Dans R* {u,v,w} avec u = (2,-1,5,7) v=(3,1,5,-2) w=(1,1,1,—4)
(A Dans R* {u,v,w,t} avec u=(2,0,4,2) v=(1,2,-2,-3) w=(3,1,3,4) t=(2,4,9,5)
d. Dans R3[X] {P,Q,R,S}avec P=3+4+3X+X?+X%3 Q=1-X-X24Xx3

R =-1-X+X2 + X3 S=3-3X+X?-

@ Dans P’espace vectoriel FI(R, R) , étudiez la liberté des familles suivantes :

a. {f,9,h} avec Vre R f(z)=cos(z), g(z)=sin(z), h(z) = cos(2z)
b. {f,g,h} avec VzeR f(z)==z, g(z)=exp(z), h(z)= exp(2:c)
{f,9,h,k} avec Vz€R f(z)==z, g(z)=In(1+2?), h(z) =23, k(z) = exp(x)

@

@ Etudiez la liberté des familles de vecteurs suivantes de B3 ou de R* en discutant suivant les paramétres.
Quand la famille est liée , donnez une sous-famille maximale libre :

a. { (L,b+c¢,bc), (1,c+a,ca), (1,a+b,ab) }
b. {(1,q,1,b), (a,1,b,1), (1,b,1,a), (b,1,a,1) }

3



On donne dans R3 les vecteurs :  u; =(2,3,1), w2 =(1,-1,-2), v1 =(3,7,0) , v2 =(5,0,-7) .
Montrer que les deux sous-espaces vectoriels engendrés par u; et up d’une part , et par v; et vy
d’autre part , sont identiques .

Déterminer Fy N Fy , ot Fy =Vect(u1,us) et Fy =Vect(vy,v2) avec
uy = (4,2, —-5),112 = (—1,3, 1),‘01 = (3, —4,2),‘02 - (5, —2,2) K

Soit a un réel . Montrer , & I’aide de la formule de Taylor que
R.[X] =Vect(1, X —a,(X —a)*,(X —a)?,...,(X —a)")

Soient Py, Py, ..., P, n polynomes de R[X] .
Montrer qu’on ne peut avoir Vect(P;, Pa, ..., P,) = R[X] .

Soit P un polynéme de R[X] de degré n .
Montrer que P, P, P() ... P sont linéairement indépendants .

Démontrer que la famille de polynémes (1, X, X (X +1), X(X+1)(X+2),..., X(X+1)(X+2)...(X +n))
forme une base de Rn4+1[X] .

Déterminer si les familles de vecteurs suivantes forment ou non des bases de R? :

P =4{(1,1,1),(1,2,3) }

F,={(1,1,1),(1,2,3),(2,-1,1) }

F3={(1,1,1),(1,2,3),(1,1,a) } ol a est un parametre réel .
Fy={(1,1,1),(1,a,a?),(1,b,b?) } ot a et b sont deux paramétres réels .

2, —3, ,—5), (4,9,6,7),(1,-1,-5,5) }
0),(2,4,1,1),(3,5,7,2) }
1,¢,1,d),(c,1,d,1) } ou a,b,c et d sont des parameétres réels .

Av

Méme question dans R4 X] :

A={1+X,1+X%14+X3,1+ X%}
={14X, 142X+ X2 42X3 4+ XL X2+ X3+ XL X2+ X3 42X 142X +2X2 + X3 + X1}

aj, @s,as étant trois nombres réels distincts deux a deux , montrer que les polynémes ¢1, @2 et @3 for-
ment une base de I’espace vectoriel Ry[X] des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal 2 2 :

(X —a2)(X — a3) (X —a3)(X —a1) (X —a1)(X —ag)
p3(X) =

(a1 — az)(a1 — as3) (az —as)(az —a1) ’ (a3 —a1)(as — a2)

Décomposer tout polynéme P de Ry[X] dans cette base , puis les polynémes 1, X, X2 .

p1(X) =

) ()02(X) =




b. Etant donné n nombres réels deux a deux distincts aq,a2,...,a, , on note : mx(z) = Hp#(z —ap) et
o(z) = () _ (x—a1)(z—az)...(z —ag_1)(z — ag41) ... (z — an)
me(ar)  (ax —a1)(ag —a2)...(ak — ag—1)(@k — Qx41) ... (ap —an)
Vérifier que , k étant fixé , ¢ est un polynéme de degré n —1 |
et que pi(ay) vaut 1sip=+k ,etOsip#k.

a)Montrer que la famille {¢1,@2,...,¢n} est libre dans R,_;[X] .

B)Montrer que pour tout polynéme P de R,_1[X] , on a la relation : P = Z P(ag)pr.

k=1
v)Etant donné n nombres by, by, ..., b,, montrer qu’il existe un unique polynéme P de R,_;[X]
tel que pour tout k compris entre 1 et n on ait : P(ay) = bg .

_ Soit U le sous-espace de R* formé par les vecteurs (a, b, c,d) qui vérifient b —2¢+d =0,

et soit V le sous-espace de R* formé par ceux qui vérifient a =d et b = 2¢ .

Trouver une base et la dimension de U , puis compléter cette base de U pour obtenir une base de R* .
Méme question pour V , puis pour UNV .

Soient P et Q les sous-espaces vectoriels de R® définis par :
P={(z,y,2) € R®/2+y+2=0}
Q =Vect(v1 = (2,—1,0),v2 = (—2,2,-1),v3 = (4,—1,-1))

1)Déterminer une base et la dimension de chacun des espaces P et Q .

2)Soit v = (z,y, z) un vecteur de R3 .

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur z,y, z pour que v appartienne a @ .
3)Déterminer une base et la dimension de PN Q puis de P+ Q .

a. Soit E et F les sous-espaces de R* engendrés respectivement par :
(2,2,1,0),(1,4,2,-1),(2,1,-1,0),(2,—5,4,2) et par :
(2,1,4,5),(1,2,3,4) .

Déterminer les dimensions de E, F, E + F, EN F en donnant une base de chacun d’eux .

b. Méme question avec :
(1,2,0,1),(2,1,3,1),(1,—4,6,—1) et :
1,2,1,0),(-1,1,1,1),(2,-1,0,1),(2,2,2,2) .

c¢. Méme question avec :

(1,1,0,-1),(1,2,3,0),(2,3,3,—1) et :
(1,2,2,-2),(2,3,2,-3),(1,3,4,-3) .

Dans cet exercice , il s’agit , pour chacun des cas ci-dessous ,de prouver que B est une base de ’espace
vectoriel E , puis de calculer les coordonnées du vecteur u dans la base B .

a. E=R3®; B={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} ; u=(a,b,c) .
b. E=C3®; B={(1,-1,9,(-1,3,1),(3,1,-1)} ; u=(1+14,1—14,i).

c. E=R3X]; B={1+X+X2+X>X+X*+X> X2+ X3, X% ; u=a+bX +cX?+dX>



E = M3 2)(R) , espace des matrices (2,2) a coefficients réels .

s={(3 10 9)G )6 ()

Soit U, V, W les sous-espaces vectoriels de R? suivants :
U={(z,y,2) /[ 2z +y+42=0} ; V={(2,y,2) / 3z =5z} ; W={(z,y,2) [z =y =0} .

Déterminer une base de chacun de ces trois sous-espaces .
Déterminer les trois sommes U + V,U + W,V + W en précisant a chaque fois si la somme est directe .

Dans ’espace vectoriel F(R, R) des applications de R dans R , soit U, V, W les sous-espaces vectoriels
sulvants :

U =Vect(1, cos 2z,cos4z) ; V =Vect(l,cos’z) ; W =Vect(cos*z) .
Montrer que : U=V W .

Dans ’espace vectoriel F(R, R) des applications de R dans R , soit U ’ensemble des applications paires
et soit V' ’ensemble des applications impaires .
Montrer que U et V sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R) et que : F(R,R)=U&V .

Soit R5[X] l’espace vectoriel des polynémes & coefficients réels , de degré inférieur ou égal & 5 .
1)Montrer que ensemble F' des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2 est un
sous-espace vectoriel de R5[X] .

Donner la dimension et une base de F' .

2)Montrer que ’ensemble G des polyndmes de R;5[X] divisibles par X (X —1)? est un sous-espace vectoriel
de Rs[X] "

Donner la dimension et une base de G .

3)Montrer que : R5[X]=F @G .

4)Soit P un polynéme de Rs5[X] .

Indiquer comment on peut utiliser la division euclidienne de P par X (X —1)? pour trouver la décomposition
unique de P sous la forme P =P, + Py avec Py € F et P, €G .

5)Application numérique : P(X) =1+ X + X2+ X3 + X* + X° .

Soit a et b deux réels ( b # 0 ) , et E I’ensemble des suites réelles (u,) qui vérifient la relation de
récurrence :
VnE€N upps =aupyr +bu, .

1)Montrer que E est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites réelles .
2)Montrer que , si v = (v,) et w = (wy) sont deux suites de E telles que vg = wp et v1 = wy
alors v = w , c’est-a-dire : Vn € N, v, = w, .
3)Posons s = (sp) =unique suite de E telle que so =1 et 57 =0

t = (t,) =unique suite de £ définie parto =0ett; =1.
Montrer que (s,t) est une base de E.

Dans la suite de I’exercice , on suppose que a%+4b > 0 et que = est une racine du polynéme X? —aX —b

4)Supposons a? + 4b > 0; montrer que la suite (r") appartient & E .

Déterminer une nouvelle base de E |, puis la forme générale des éléments de E .
5)Supposons a® + 4b = 0; montrer que les deux suites (") et (nr™) appartiennent & E .
Déterminer alors la forme générale des éléments de E .

6)Application : déterminer le terme général de la suite (F,,) de FIBONACCI définie par :
FO:Flzl,etVnEN Fn+2:Fn+1+Fn.
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Algebre 3 : Applications Linéaires

Montrer que Papplication f de R® dans R? qui , & (21, z2,3) associe (y1,y2) défini par
Y1 = a1121 +a12%2 + a1323
Y2 = Q21T + ATy + az3x3

ol les a;; sont des réels , est une application linéaire de R® dans R? .

Dans cet exercice , il s’agit de préciser , avec preuve a I’appui dans chaque cas , si ’application
f de P’espace vectoriel £ dans I’espace vectoriel F' est linéaire ou non .

E=R; F=R; f(z)=(z+1)2—(z - 1)?
E=R; F=R; flz)=2"
E=R?; F=R; f(z,y)=az+by+c ; a,betcréels

Dans cet exercice , il s’agit de déterminer a chaque fois , le noyau et I'image de ’application linéaire f

de E dans F' | en donnant une base de chacun de ces sous-espaces .
Dans chaque cas , précisez si f est injective , surjective , bijective .
Quand f est bijective , donner sa bijection linéaire réciproque .

E=R?; F=R3; f((z,y)) =(z—y,z,2+v)

E=R}; F=R?; f((z,v,2)) = (y+ 2,2+ 2,z +Y)

E=R?; F=R?; f((z,9)) = (2= + 3y, 3z + 10y)

E=R*; F=R?; f((z,y,2,t)) = (3z — 4y + 2z — 5t,3z — z + 2t)

Trouver une application linéaire f de R* dans R? telle que Ker(f) =Vect ((1,2,3,4),(0,1,1,1))

Trouver une application linéaire f de R® dans R3 telle que Im(f) =Vect ((—1,1,0),(1,0,1))

Soit S et T les deux applications linéaires de R? dans R? définies par :
S((z,y)) = 2z — by, -3z + 4y) et T((z,y)) = (-8y,7z+y) .

Déterminer par des formules analogues les applications linéaires suivantes :
S+T; SoT; ToS; S?; T?; P(S) ou P est le polynéme P(X) = X2 —4X —1.

On rappelle que R,[X] désigne ’espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou

égal an .

Soit f l’application de R3[X] dans R définie par VP € R3[X] f(P)=P(2)
Montrer que f est linéaire ; déterminer son image et son noyau .

Soit a et b deux réels distincts et f I’application de R4[X] dans R4[X] définie par

VP € Ry[X] f(P)=XP(a)+P(b).

Montrer que f est un endomorphisme de R4[X] ; déterminer son noyau et en donner une base ;
déterminer son image et en donner une base .



Soit f ’application de R2[X] dans R2[X] définie par
fla+bX +cX?)=Ba+b—c)+(2a+2b—c)X + (4a+2b—c)X?.

a)Montrer que f est linéaire .

[)Déterminer une base et la dimension de Kerf et Imf .

v)Montrer que I’ensemble F' = {P € R»[X] / f(P) = P} est un sous-espace vectoriel de Ry[X] dont on
déterminera une base .

6)Soit G le sous-espace vectoriel de Ro[X] engendrépar le polynéme 1+ X + 2X? . Montrer que Ry[X]
est la somme directe de F' et G .

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 , et soit f ’application de R,[X] dans R,[X] définie par :
VP € R,[X] f(P)=P(X+1)+ P(X —1)-2P(X)

Montrer que f est linéaire , déterminer Ker(f) , Im(f) , rg(f) .

Soit @ un polynome de Im(f) ; montrer qu’il existe un unique polynéme P de R,[X] tel que
f(P)=@Q et P(0)=P'(0)=0

Montrer que si f est une application linéaire non nulle de R* dans R , son noyau est de dimension 3 .
Soit H le sous-espace vectoriel de R* engendré par u; = (0,—1,1,1),us = (0,-3,—1,5) et

us = (4,—1,-3,3) .

a)Vérifier que H est de dimension 3 .

B)Montrer qu’une application linéaire non nulle f de R* dans R admet H pour noyau si et seulement si
elle vérifie f(u1) =0, f(uz) =0et f(uz)=0.

v)Déterminer toutes les applications linéaires f de R* dans R admettant H pour noyau .

Soit E un espace vectoriel sur R , soit f et g deux endomorphismes injectifs de E .
La somme f + g est-elle un endomorphisme injectif 7
La composée f o g est-elle un endomorphisme injectif ?

Soit E un espace vectoriel sur R , soit f et ¢ deux endomorphismes surjectifs de E .
La somme f + g est-elle un endomorphisme surjectif ?
La composée f o g est-elle un endomorphisme surjectif ?

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R , soit f et g deux endomorphismes de E
tels que g o f soit injectif .
Montrer que f et g sont des automorphismes de E , c’est-a-dire des bijections linéaires de E sur F .

Soit f un endomorphisme de I’espace vectoriel R3 .
On suppose que f* =0 , montrer que f3 =0 .

Soit f un endomorphisme de I’espace vectoriel R® .
On suppose que f2+af%+ f =0, montrer que R® =Ker(f)®Im(f) .

Soit f un endomorphisme de ’espace vectoriel E sur R de dimension quelconque .
On suppose que f2 = —f | f est-il injectif ? bijectif ?
Montrer que E =Ker(f)®Im(f) .






Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et soit f un endomorphisme de E .
On suppose qu'’il existe un vecteur non nul u de E tel que la famille (f(u), f2(u), f3(u),.. ()
soit une base de £ .

a. Montrer que la famille (u, f(u), f2(u),..., f*~'(u)) est aussi une base de E .
b. Montrer que f est bijectif .

c.  Montrer qu’il existe n scalaires ag,ay,...,a,—1 tels que :
fH(u) = apu + a1 f(u) + a2 f2(u) + ... + @n_1 P71 (1)

d. En déduire que : f* =aol +a1f+asf?+...+an_1 7!

a. Soit F un espace vectoriel sur R de dimension n et soit f et ¢ deux endomorphismes de E .
Montrer que Im(f +g) C Im(f)+Im(g) .

b. Dans cette question , on suppose de plus que f et g posseédent les deux propriétés suivantes :
go f=0et (f+g) est bijectif .
Posons F' =Im(f) et G =Im(g) .
Montrer que F+ G =FE .
En déduire que rg(f) + rg(g) > n , puis montrer que rg(f)+rg(g) =n .
En déduire que Im(f)®Im(g) = E , puis prouver enfin que Ker(f)®Ker(g) = E .

PROJECTIONS

Soit E un espace vectoriel sur R et soit Fy et Fy deux sous-espaces supplémentaires de E ,
c’est-a-dire tels que F1 @ Fo = F .

On rappelle que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

*FiLeoF,=FE

¥ i+ Fyo=FEet N Fy= {0}

*Pour tout vecteur u de E , il existe un unique couple (u1,u;) de vecteurs vérifiant:

UL EF) , ug €Fy , uy+uy=u

On notera u; = p1(u) = ”projection de u sur F; paralléelement a Fy”
ug = pa(u) = ”projection de u sur Fy parallelement & Fy”

a. Montrer que p; et p; sont des endomorphismes de £ .

b. Montrer que : Ker(p;) = F; et Im(p;) = Fy
(par raison de symétrie , on a bien sur aussi Ker(ps) = Fy et Im(p;) = F3)

c. Montrer que : v € F; <= pi(v) =v

d. Montrer que : pyop; =p; .

PROJECTEURS

Plus généralement , un endomorphisme p de E est appelé un projecteur
si et seulement si pop=p .

a. Montrer que : p projecteur de E <= (Id — p) projecteur de E



Si p est un projecteur , montrer que :

*Im(Id — p) =Ker(p)

*Ker(Id — p) =Im(p)

*E =Ker(p)®Im(p)

*p est la projection vectorielle de E sur Im(p) parallélement a Ker(p) .

Soit p un projecteur et u un endomorphisme de E .
Montrer ’équivalence des propositions suivantes :
*pou=wuop

*Ker(p) et Im(p) sont stables par u .

Soit p et ¢ deux projecteurs de E .
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que (p + ¢) soit aussi un projecteur .

A0



Algébre 4 : Matrices et Applications linéaires

Soit les applications linéaires f: R3 — R2 et g: R2 — R3 définies par :
f(x,y,z) = (x+2y +3z,y+2z) et g(xy) = (x-y,x-2y,x-3y) .
1) Donner, dans les bases canoniques B = (b1,b2) de RZ et C = (c1 c2,c3) de R3, les
matrices de fet de g.
2) a) Calculer les matrices de g o f etde f o gdans les bases précédentes.
b) En déduire l'expression de (g o f )(x,y,z) et de (f 0 g)(x,y).

3) Calculerlerang de f, g, fogetdegof.
4) a) Parmi les applications linéaires précédentes, préciser celles qui sont injectives,
surjectives, bijectives, en justifiant le résultat.
b) Pour chaque application linéaire précédente, calculer le noyau et l'image.
c) Lorsque 1'une de ces applications est bijective, calculer son application inverse
et la matrice de celle-ci dans les bases canoniques.

Soit 1 application linéaire u : R3 — R3 dont la matrice dans la base canonique

2 -1-1
(e1,e2.e3)de R3 est A=|-1 2 -1 | .
-1 -1 2

1) Calculer u(x,y,z) , ot (x,y,z) € R3.
2) a) Calculer KeruetImu.

b) Montrer que R3=Keru® Imu .
3) Soit a = (x,y,z) € R3. Calculerbe Keruetce Imutelsquel'onait a=b+c.
4) On considére I' application linéaire p : R3 — R3 définie par p(a) =c, b et c étant
les uniques €léments trouvés en 3). .
Montrer que u=op , o étant un réel que 1'on déterminera.
5) a) En déduire que pour toutn € K, ull = abp .

b) Retrouver ce résultat en calculant directement la matrice Al par récurrence.

Soit I'application linéaire f : R3 — R3 définie par f(x,y,z) = (2x+5y-z,2y+3z,2z).
1) Trouver la matrice A de f dans la base canonique de R3.

2) Enremarquant que A =2[+ B, calculer Al,ne K*.

3) En déduire I' expression de f(x,y,z) ,ou fl=fo o f n fois.

14



1 2 -2
Soit la matrice réelle A=( 2 1-2 ) .

1) Calculer le rang de A . En déduire que A est inversible.

2) Calculer AL,
a) en considérant que A est une matrice de changement de base;

b) en considérant que A est la matrice d'un endomorphisme fde R3 eten

calculant f-1 .
¢) Retrouver le résultat a 1'aide des transformations de Gauss-Jordan sur la matrice

augmentée A | L
3) Calculer Al ,ne K*.

Soient les applications linéaires f: R4 - R3 et g: R3 — R4 définies par :
f(x,y,z,t) = (3x-y+2z, 2y-t,x+z+2t) et g(u,v,w) = (Bu+v,u+v+w,u-v,u+2v).

1) Trouver les matrices A de f et B de g dans les bases canoniques de R3 et de R4 .
2) Calculerlerangde f, g, gof,et fo g (On pourra varier les méthodes) .

[6]

Calculer selon les valeurs du parametre réel a, le rang de la matrice réelle :

2 0 a 1
21 1 2
A=l 0 0 2 0
a-1-1 a

Soit I'application linéaire f : R3 — R3 définie par f(x,y,z) = (y-z,2-X,X-y).
1) Donner les matrices de f dans les bases suivantes de R3:
a) Bl =(e1,e2,e3) canonique -
b) B2 = (b1,b2,b3),0u b1 =e3,b2=¢1,b3=¢2.
¢) B3 =(c1,c2,c3),0lc] =e],c2=€] +e€2,c3=e] +e2+e3 ,
par un calcul direct,lpuis en utilisant les matrices de changement de base.
: - é (()) ) représente-t-elle f ? Si oui dans quelle(s) base(s)?

— O

2) La matrice A'=(-

Soit E = R3[x] l'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou égal a 3.
On définit f : E— E par f(P) = (1-x2)P" - 2xP'".

1) Montrer que f est linéaire.

2) Donner la matrice de f dans la base canonique (1, x, x2 3 )de E.

12



9]

3) Calculer le rang de f.
4) Donner une base de Ker fetde Im f.

Soit E = M2(R) l'espace vectoriel des matrices réelles carrées d'ordre 2, rapporté a

sa base canonique B = (E11,E12,E21,E22) , ou Ejj= (BkDk,1 , Okl etant défini par
1 si (kD) = (i,j)

Okl = {o si (k1) # (i,j)

Soit enfin une matrice donnée A de M2(R ) .

1) a) Montrer que 1' application fA : E — E , définie par fA(M) = AM, est linéaire.

b) Donner sa matrice dans la base B.
¢) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que fA soit

un isomorphisme. Lorsque fA est un isomorphisme, calculer (f A)'I(M) en
fonction de A .

2) Onpose A= ( (1) é ) .Vérifier que fA est un isomorphisme et calculer
(fA)"1(M) | ainsi que la matrice de (fA)"! dans la base B de E.

(symbole de Kronecker).

Soit I' application linéaire f: R4 — R3 définie par:
f(x,y,z,t) = (X-y+z+t, x+2z-t, X+y+3z-3t) .
1) Donner la matrice de f dans les bases canoniques de R3 et de R4 .

2) Calculer le rang de f.
3) Déterminer Ker fet Im f.

Soit I' endomorphisme f: R3 — R3 représenté dans la base canonique

1 1 1
1)a) Montrer que B' = (¢'1,6'2,6'3) ,olie'] =e1 ,e'2=¢€]1 +€2,€'3=¢€] +e2 +¢€3,
est une base de R3 .

b) Calculer la matrice A' de f dans la base B'.
2)a) Calculer, en fonction de n € N*, les ceeficients de A0 .

b) En déduire I' expression de A .
3) On considere les suites réelles (xn) ne N » (Yn) ne N €t (zn) ne N , définies par

x0=y0=2z0)=1,etpourtout ne N xn+1=2xn, yn+1 =Xn +3yn - Zn , €t

Zn+l =Xn+Yyn+Zn.
Calculer xp, yn, €t zp en fonctionde n .

2 0 0
B = (e1,2,e3) de R3 par la matrice A=( 1 3-1 ) .

13



Algébre 4: Déterminants

Dans cet exercice, il est interdit d'utiliser la régle de Sarrus. Calculez les déterminants suivants:

102 1aa' 011 0bec 1 be
A=1345 B=|15b5b' C=1101 D=|a0c E=1|a+l 0 ¢
567 lce' 110 abo a+l b 0
Law Lla-en Llaw
Joun 5000 g WADRIEE
F= §(I—Zi) §(l+i) §(1+i) G=| 2j+3 4%5 -2j7+1 H=] a b c
1 1 1 511 7j—4 8j17 b+c cta a+d
F1+) (1+) (1-20)
3 3 3
1 cos(a) cos(2a) 1a a2 a a? a3 a® a’ af
I= | cos(a) cos(2a) cos(3a) J=|10b b2 K= |b b2 b L= |b50b7 b°
cos(2a) cos(8a) cos(4a) 1c ¢ cc2cl ¢S 7 ¢*

a1+b1 az+b2 G.3+b3 a; ag asg
Dans cette question, il s'agit de montrer, de deux fagons, que A = bitcy botey batey = 2|6 by b3
cit+ay Catag C3tay €1 C2 C3

Premiére méthode: Sur A, effectuons les opérations élémentaires suivantes:
remplagons Lg par (L; + Lo + L3); factorisons par 2; remplagons L’y par (L3 —L'y);
remplagons L'’y par (L"; — L“3); remplagons L'’y par (L'’ —L"y). Conclusion ?

a+b; agtby agtbs a; ap ag
Deuxiéme méthode: Posons M = (brl-cl batcg batcy ) et N= ( by by by ) . Remarquer qu'il existe une (3,3)

c1+ay Ccptag C3tag

C; C2 C3

matrice A telleque M = AN . Conclusion ?

nay+by nast+by nagtbs a, aj ag
Montrer que: | nby+cy nbatcy nbates | = (n+1)(n%2—-n+1)| by by b3
ncit+ay negtag ncgtag C; Cg C3
a+2b—4c  a242b%2—4c?  a342b3-4c¢°
Calculer | —4a+b+2c —4a2+b24+2c2 —4a3+b3+2c3
2a—4bt+c  2a2—4b24+c?  2a3—4b3+c?
Montrer que les déterminants suivants sont nuls:
115 14 4 a? (a+1)? (a+2)? (a+3)? arst 1 a a? btetd
A= 12 6 7 9 _B_’b2 (b+1)2 (b+2)% (b+3)2 .C= brst D= 15 b2 cid+a
=18 1011 5| P | ¢ (c+1)2 (c42)2 (c43)2| "“ T |cuvw| "7 7 |1 c 2 dtatd
13 3 2 16 a2 (d+1)? (d+2)? (d+3)? duvw 1 d @2 atb+c
Calculer les déterminants suivants: :
all. 11 atb a a a a
< 1 1 1 alll lal..11 a atb a a a
|11 31 1], lall], 11a..11|, , | a a a+db a a
E=l1 1 31 'F=11a1'G=::::::::’H“ 3 : : 5
1 1 1 3 111a 111 ...a1 a a a at+b a
111..1a a a a a atb
bc a? a? bc ab ca
Multiplier les colonnes de K= | b2 ca b2 | respectivement par a, b, ¢ puis montrer que K= | ab ca bc
¢z ¢ ab ca bc ab
a:albcd a:a:al
De méme, montrer que gz 2 i gzz = 33 22 g i =(a—=-b)a-c)a—-d)b-c)b-d)(c-ad.
a? d 1 abe A dPdl
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3572 1116 1234
Calculer les déterminants suivants: A = % (4; é ‘])' ; B % ‘]% é g ; C= % é i g
1134 2427 3457
12121 1 -23 -2 -2
00111 2-11 3 2
D=]|11000| ; E= 1 12 1 1
00112 -1 43 2 5
12211 3 -22 2 -2
Calculer les déterminants suivants, en donnant impérativement la réponse sous forme factorisée:
1abdadb 1abdac abac acecbd abecd
lcbeb|, 1bcbdd baca cabel| . , |badc]|.
F=lladad| ' C=|1cdac|’H=|acab|I=|cbac|'!=|cdab]|"’
lcded 1 da bd caba becca dc ba
cta b a b 0 a% g% a2 10 a a? 1 1 1 1
K= | 0 cta b a | d®> 0 a? b? M 01 b b2 .N=|1 1 cos(a) cos(b)
=l a b cta b HE 1 g2a2 0 2| "MT |10cc2| ""T | 1cos(@a) 1 cos(e)
b a b cta azb2er 0 01da? 1 cos(b) cos(c) 1

Calculer les déterminants suivants, en donnant impérativement la réponse sous forme factorisée:

111 1 11 1 11 1 11 at+b b+c cta
P=|a b c| ;Q=|a b ¢c| ;R=1{a b c| ;S={a%b?c?| ;T=|a%b? b%c? c2+a?
a? b2 o2 ad b3 3 at bt ot ad b3 o3 ad+b3 b34cd c34ad
2b b—c—a 2b b+c be—1 (b%2+1)(c2+1) (b+c)2 b2 c?
U= | a—b—<c 2a 2a V= |cta ca—1 (c24+1)(a?+l) | ;W= a?  (c+a)? 2
2¢ 2¢ c—a—b a+b ab-1 (a?+1)(b2+1) a? b2 (a+b)?
—2a a+b a+e abe
X= |{bta =26 b+c| ;Y= |ca b
cta c+b —2¢ bca
x bc d x b c d
Soit la matrice A = :(I; cxi —xd fb ou x,b,c,d sont des réels, et le polyndme P(x) = _-_cb ; —f _cb
—~dc¢ b x dc¢c b x

Calculer le produit A.*A, et en déduire P%(x), puis P(x).

x a b c
. - x d e - . . .
Cousidérons le polyndme @Q(x) = . Montrer que @ est un polynéme pair, puis déterminez ses
b d x f
— — —f x

coefficients

Calculer les déterminants d’ordre n suivants:

011...11 011..11
101 ...11 101..11
Am|EEE =TT gy |L10
111..01 111..01
111..10 111..11
11 1. 11 01 1 11
-1 0 1 11 -1 0 1 11
G-| 7 0n im0
-1-1-1.. 01 S P, (R | 01
4 -41-1..-10 -1-1-1..-10
111..11 00 0..0 a lnn n on
110..00 0 0 O0..a;0 n2n non
E=|t010% R0 0000 gt r
100 ..10 0 a,;0..0 0 nnn. n-1ln
100..01 a, 0 0..0 1 nnn non
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1 2 3 .. n-1 n 1 n n-1..3 2 123 ...n-1 n
-1 0 3 ... n-1 n 2 1 n ...43 112 .. n-2 n-1
R e NP A I S Rl ER AT it
-1-2-3... 0 n n-1n-2n3 ... 1n 111 ... 1 2
-1 -2 -3 ..-n+1 0 n n-1n-2..21 111 ... 1 1

(Calculez les déterminants suivants de deux fagons au moins (a I'aide de la multilinéarité en particulier)):

+1 1 1 ... 1 1 l1+a; 1 1 1 1
2 x+2 2 .. 2 2 1 1l+ay 1 .. 1 1
B=| % 3 #8533 g |1 1 e 303
n-1 n-1 n-1 ... x+n—-1 n-1 1 : 1 ... 1+a,; 1
n n noo.. n x+n 1 1 1 .. 1 1+a,

Qp @p1 Az --- A1 Qg
-1 x 0 0 0
Calculer le déterminant suivant, d'ordre (r+1): 0 —.1 x & 0
0 O 0 x 0
0 0 0 -1 x
1+22 x 0 0 0
x 1+x2 «x 0 0
1+x2 0 0
Considérons le déterminant suivant, d'ordre n: D, = 0 x «}?x .
0 0 0 ... 1+x?2 x
0 0 0 .. x 1+4x?

Etablir une relation de récurrence entre D, , D, _j et D, 9 (pour n > 2); endéduire une relation de récurrence pour

(D.—D,_y) etcalculer D, .

2in
Soit a,b,c trois complexes, soit j=e 3 etsoit M et J les deux matrices suivantes:

abec 111
M=|cabl|:d=|1j
beca 127
Montrer qu'il existe une matrice diagonale D telle que: M.J =J.D

En déduire la décomposition de det(A) en produit de facteurs.

De maniére analogue, factorisez le déterminant M =

o0 AR
I~
AR OO
Qo0 QR
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ERCE

Analyse 1 : Nombres réels

R , Sup , Inf

Montrer que /2 est un irrationnel .

. . ;g a b s g
Montrer que , si a est rationnel non nul et b irrationnel , alors (a+b),(a —b),ab, —, — sont irrationnels.

b’ a

a)Montrer que tout rationnel est limite d’une suite strictement croissante de rationnels .

b)Montrer que tout rationnel est limite d’une suite strictement croissante d’irrationnels .

c)Montrer que tout irrationnel est limite d’une suite strictement croissante d’irrationnels .

d)Montrer que tout irrationnel est limite d’une suite croissante de rationnels .

(pour ce dernier cas , on peut considérer la suite des approximations décimales u, = 10~"E(10"z), ou =
est l'irrationnel considéré et E(a) désigne la partie entiére du réel a) .

Pour chacune des parties de R suivantes , déterminer (lorsqu’il ou elle existe) la borne supérieure,
la borne inférieure , le plus grand élément , le plus petit élément .

n 1
A:{(—l)”(l——;);nEN*} ;. B={2"CU:ne N} ; C:{Q—n—%;neN*}.

a)Montrer que @ est dense dans R , c’est-a-dire que tout intervalle ouvert ]a, b (ou1 a et b sont deux réels
tels que a < b) contient au moins un rationnel .
b)Montrer que ’ensemble des irrationnels R — @ est dense dans R .

Démontrer que , pour tous réels a et b, ab < (a® + b?) et étudier le cas d’égalité .

Déterminer (s’il ou elle existe) la borne supérieure , la borne inférieure , le plus grand élément, le plus
petit élément de I’ensemble

E={z€R;3acRtetIbe RY tels que : a® + b2 = 6 et ab = z}.

Soient A et B deux parties de R non vides et majorées .
Onnote A+ B={z€ R;3ac Aet 3b€ B tels que z = a+b}.
Montrer que A + B admet une borne supérieure dans R et que Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B).

Montrer que 1’ensemble A = {r € Q;z* < 2} n’a pas de borne supérieure dans Q .

On rappelle que , si E(z) désigne la partie entiére du réel = , E(z) est le plus grand des entiers relatifs
inférieurs ou égaux a4 = .

Montrer que :

a)Vz € R,Vy € R, z<y= E(z) < E(y)

b)Ve € R,Va € Z, E(z+a)=E(z)+a

c)Ve € R, 0 < E(2z)—2E(z) <1

Soient n réels ay,as,...,a, quelconques et n réels by, b, ...,b, strictement positifs .
n
S
i=1

>

i=1

n
>
i=1

. . o0 i ag
puis montrer : mf(a)lskﬁn & = < sup(g,:)lf"s"

Montrer que : inf(a)i<k<n <

< sup(ax)i<i<n
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Suites de Cauchy :
. : P " : 1
a) Soit (u,) une suite réelle telle que I'on ait : Yn € N, | tnp1 — s | < —

2n

Montrer que (up) converge .
n
1
b) Soit(uy,) la suite réelle de terme général u, = Z(—l)k“m
B=1

Montrer qu’elle converge (utiliser a) .
n

c) Montrer que la suite de terme général u, = Z o est convergente, car de Cauchy .
k=0

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles telles que | up, — vy, | tende vers 0 lorsque n tend vers +o0 .
Montrer que si 'une des deux suites est de Cauchy , alors I'autre I’est aussi .

1
Onpose: Hy=0etVn > 1 Hn:kz_:lE.
. s 1
1)Montrer que la suite (H,) est strictement croissante et que ~ Vn > 1  Hjy — H, > 3

2)Montrer que la suite (Hy) n’est pas de Cauchy .
3)Montrer que la suite (Hy) tend vers +oo lorsque n tend vers 400 .

Suites adjacentes :

Soit p un entier fixé , p > 1 ; on pose :

=1 1
un—ZF;vn—un'i‘np_l .
k=0

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes .

n
1 1 1
Pournzl,onposeu,,:gz—!,vnzun+;—!etwn:un-{—m
a)Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes .
Nous admettrons que leur limite commune est e et nous allons démontrer que e est
irrationnel .
b)Montrer que Vn > 1, u, < e < ¥pn.
c)Montrer que Vn > 1, nlu, est un entier .
d)En raisonnant par ’absurde et en supposant donc que e = o p et ¢ sont des entiers strictement
q
positifs , montrer que ’on aboutit & une contradiction . Conclure .
e)Montrer que les suites (un) et (wy) sont aussi adjacentes , et que :
Vn > 1, upp1 —up < €—up < Wp — Un.
En déduire la limite quand n tend vers +oo de n(n!)(e — u,) .

Suites extraites :

Soit (un) une suite réelle et ! un élément de R .
a)Montrer que (un) converge vers | <= (ugn) et (U2n41) convergent vers [
b)On suppose que les trois suites extraites (u2n), (¥2n+1) €t (usn) convergent .
Montrer que la suite (u,) converge .

a)Soit (u,) une suite réelle telle que Vn > 1,Vm > 1,0 < upyn < min
mn
Etudier la convergence de (u2n) et celle de (ugn41) puis conclure en utilisant I’exercice 16 .
b)Soit (u,) la suite réelle telle que u€ERetVn > 0, upypr = (u)? 4+ (=1)"n .

Etudier la convergence de (uzn) et celle de (ug,41) puis conclure .
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Moyenne de Césaro
Soit (u,) une suite réelle et (v,) la suite définie par :

1 1 ¢
Vn > 1 Un:;(ul+uZ+'~'+Un):;ICz_:luk

a)Montrer que si (u,) converge vers 0 , alors (v,) converge aussi vers 0 .
b)En déduire que , plus généralement , la convergence de (u,) vers [ entraine la convergence de (v,,)
vers { .

Soit I un intervalle fermé non vide de R et f une application monotone de I dans I .
Soit (un) la suite définie par récurrence par :
up €I et Vn € N,uyy1 = f(un) -
Etudier la monotonie de (u,) en distinguant f croissante et f décroissante .

Etudier les suites définies par :

3
a)ug > 0 et Vn > 0’u"+1:(un)2+ﬁ.

blug = 1 et Vn > 0, upqy1 =

24 u,

Considérons les suites
u, = cos(na + ¢) et v, = sin(na + ¢) ol o et ¢ sont deux constantes réelles .
Montrer que (un) et (vn) convergent <= o = 0(mod.27)
(On pourra considérer s 41 + Un—1 €t Vn41 + va_1 , ainsi que ul +02) .
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Analyse 2 : Fonctions numériques d’une variable réelle .
Limites et continuité .

Limites
Etudier les limites a droite et & gauche en 0 des fonctions f et g définies pour = # 0 par :

& 1

f(x)Im ) g(x):m

On rappelle la propriété suivante ou a et b peuvent désigner 400 ou —oo :

;'!_in}2 f(z) = b <= pour toute suite (z,) de limite a , la suite (f(x,)) a pour limite b .

a)Soit f(z) = z%sinz .

Trouver deux suites (z,) et (y») qui tendent vers +co et telles que : f(zn) = 27, f(yn) = —y5,Yn € N .
En déduire que , pour a > 0, f(z) ne peut avoir de limite quand z tend vers 4oo .

b)Calculer sliTDo f(z) pour @ < 0 .

Les fonctions suivantes ont-elles une limite quand = tend vers 0 7

1 1
f(z) = cos . , g(z) = zsin p

Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle ouvert I de R , zg un point de I et

E = {f(z) pour z € I,z < z¢}

Montrer que E admet une borne supérieure dans R et que f admet cette borne supérieure pour limite &
gauche en zg .

Montrer que f admet également une limite & droite finie en zg .

On considére la suite (f,,) de fonctions réelles définies sur [0, 1] par :

filz) = nx si Ogsr:gl
1 %
falz) = 2—nz s —<z<-—
n g "
fa@ = 0 s o>
Pour tout z de [0,1] , trouver nLiI-ir—loo Falz) -

Soit (fn) la suite de fonctions réelles définies sur R, par :

_(n+1)(z+2?)
fn(=z) = (n+1z+1

Pour tout z de Ry , trouver niufoo Jal®) -

Continuité

a)Représenter graphiquement et étudier la continuité de la fonction f(z) = z — E(z) ot E(z) désigne
la partie entiére du réel z .

b)Pour quelles valeurs du réel a la fonction g(z) = (z — E(z))(z — E(z) — a) est-elle continue ?

Quel est alors son graphe ? '

a)Etudier la continuité de la fonction f définie par : f(z) =1size€Qet f(z)=—1siz ¢ Q .
Etudier la continuité de la fonction | f | .

b)Etudier la continuité de la fonction g définie par : g(z) =zsiz€Qet g(z) = —zsiz ¢ Q .
Que direde | g | ?



. 1 .
Considérons la fonction f de R dans R définie par : f(0) =0, f(z) = Ssiz EQ et f(z)=zsiz g Q.

Montrer que f réalise une bijection de R dans R et que f n’est continue qu’en 1 .

Soient f et g deux fonctions continues de R dans R vérifiant f(z) = g(z) pour tout = de Q .
Montrer que f = g , c’est-a-dire que f(z) = g(x) pour tout z de R .

Soit (f) une fonction réelle définie et monotone sur [0,1] .
Démontrer que :

1
f est continue & droite en 0 <= lim(f(;)) = (0 -

a)Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R .

Montrer que | f | est continue sur I .

b)Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R .
Exprimer la fonction Sup(f,g) en fonction de (f+g)et | f—g]|.
En déduire que la fonction Sup(f,g) est continue sur I .

Soit f : [a,b[— R continue telle que : lirgl_ f(z) =400
Montrer que , VA > f(a) , on peut trouver c € [a, b[ tel que f(c) = A .

Soit f : [a,+00o[— R continue telle que : lir_{r_loo fz)=1.

Montrer que , pour tout réel A strictement compris entre f(a) et 1, on peut trouver ¢ > a tel que f(c) = A.

Soit f une fonction réelle définie et strictement croissante sur [a,b] , et telle que : f([a,b]) = [f(a), f(})] .
a)Montrer que f est une surjection de [a,b] sur [f(a), f(b)] .
b)Soit z¢ un point de [a, b[ .
Montrer que lim+ f(z) =Inf{f(y) / zo < y < b} puis que f est continue & droite en zq .
T—z

(4]
c)Soit z¢ un point de ]a,b] .Montrer que f est continue & gauche en zg .

d)En déduire que f est continue sur [a,b] .

Soit k un réel de Iintervalle ]0; 1[ et f une application de R dans R qui vérifie :
VceR,VyeR |f(z)-fy)|<k|lz—y]

a)Montrer que f est continue sur R .

b)Soit (uy) la suite définie par récurrence par :

ug € Ret Vn € N,upy1 = f(un)

Montrer que : Vn € N, | upy1 —tn | < k™ |ug —uo | .

En déduire que la suite (u,) est de Cauchy et converge vers un réel que 1’on va noter [ .
Montrer que f(I) =1 et que ! est 'unique point fixe de f .

c)Montrer que ces résultats s’appliquent si f est dérivable sur R et si f' vérifie :

dk €]0,1[telqueVz e R, | f'(z) | < k.

Soit f une fonction réelle définie et continue sur R , telle que pour tout couple (z,y) de nombres réels ,
on ait : f(z+y) = f(z)+ f(y) -

1.Montrer que : Ve € R, Vn € N, f(nz) =nf(z) .

2.Montrer que : Vz € R, Vn € Z , f(nz) =nf(z).

3.Montrer que : Vr € Q, f(r) =rf(1) .

4.En déduire que f(z) = zf(1) pour tout nombre réel z .

Soit f : R — R une fonction vérifiant :

Y(z,y) € B?, f(z +y) = f(z) + f(y) et f(zy) = f()f(y) -
1.Montrer que Vr € Q , f(r) = rf(1) . (Voir exercice précédent)
2.Montrer que f(1) =1ou f(1)=0.

3.Montrer que f est croissante .

4.En déduire que f =0ou f=1d .
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Soit f : R — R une fonction continue vérifiant :
V(r,y) € B, £(2) # 0 et £(z +1) = F(2)f (1) .
1.Calculer f(0) . '
2.Montrer que f(1) > 0 et calculer f(n) , Vn € Z en fonction de f(1) .
3.Calculer f(a) , Ya € Q en fonction de f(1) .
4.Calculer f(z), Vz € R en fonction de f(1) .
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Analyse 3 : Primitives , intégrales .
Intégrales impropres

Soient a,b, ¢, d quatre réels tels que a < b < ¢ < d et soit f : [a,d] — R continue sur [a,d] . Montrer que

(/ ' f@yas) ( / " f(a)de) + ( [ @) ([ ' fayds) + ( / " f(aas) ( [ 1@) =0

a)Soit h une fonction continue et positive sur [a, b] et telle que /b h(t)dt =0 .

Montrer que h =0 . ‘ . .

b)Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue telle que f # 0 et / f(t)dt = / FA(t)dt .
Montrer que f =1, c’est-a-dire : V¢ € [0,1], f(t) =1 . ’ ’

Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f et g deux applications continues :[a,b] — R , a et b étant deux réels tels que a < b .

Montrer que VA € R, / (f@) + Ag(t Y2dt >0 .
En déduire que : / ( f(t)g(t)dt < / RO / b gA(t)dt) .
et que / (f(t)g(t)dt / f2(t)dt / 2(t)dt) <= A€ Rtelque f+Ag=0.

Soient a et b deux réels tels que a < b et f et g deux fonctions continues : [a, b)) —]0, +-o00[ .

Montrer que (b — a)? < (/;b f(a:)dz) ([;b }%) .

Pour quelles fonctions y a-t-il égalité 7

1
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R telle que / ft)dt = % s

Montrer qu’il existe un réel zo de [0, 1] tel que f(zo) = zo .
(Penser a utiliser le théoréme de Rolle) .

Changements de variables

1)Montrer que /‘ In(cos z)dz = /‘ ln(cos(;;- —z))dz .
0 0

2)En déduire la valeur de / ’ In(1 + tanz)dz .
0

Soit a un réel de ]0,4o0[ et f une fonction continue de [0, a] dans R telle que :

Vz € [0, a], f(:z:);é 1et f(a:)f(a—:c)_l

Montrer que
/! 1+f(z)

1 =
a) Montrer que Vz > 0,arctan — = 77 arctanz .
z

2
b) En déduire , & 1’aide d’un changement de variable , le calcul de / 1+ —13) arctan zdz .
1 ®
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" dzr
Soit I, I'inté l/—-——.
@ ol intégrale M=

Montrer que lim I, =0
n—-+400

1
Pour n € Net p € N , on pose I, p = / z"(1—z)Pdzx .
0
1)Calculer I, o .
Etablir une relation de récurrence entre I, , et I, 41,1 et en déduire I, , .
)
1

2)En déduire une expression simple de la somme g(—l)k C’: ponya i

Intégrales de Wallis

~

2
Pour n > 0 , soit I, :/ sin” zdz .

0
1)Pour n > 2 , montrer que nl, = (n—1)I,_5 .
2)En déduire Iy, et I3p4; , pour pE€ N .

I, Inp_1

S
2p+1 ~ lapta
135.---.(2n — 1))2

246.---(2n)

3)Montrer que , pourn >0, I, > Iny1 > 0et que ,pour p>1:1<

4)En déduire la convergence et la limite de la suite : u, = (

s

L s
=2(2p+1)
6)En déduire que lirf Ig =1

5)Montrer que Vp > 0, 122P+1

Soit a et b deux réels tels que a < b , et f une application de [a,b] dans R , dérivable sur [a,b] et telle

que la fonction dérivée f’ soit continue sur [a, b] .
b b
Pour n € N , on pose I, = / f(z)sin(nz)dz et J, = / f(z) cos(nz)dz .
a a

Montrer que lim I, = lm J,=0.

n—+4o00 n—-400

Formule de la moyenne
Soient a et b deux réels tels que a < b et f et g deux fonctions continues : [a,b] — R .
On suppose que la fonction g garde un signe constant sur [a, b] .

b
A T’aide de la fonction F(z) = f(z) / g(t)dt , montrer qu’il existe un réel ¢ de [a, b] tel que :
a

b b
/ F®a(t)dt = £(o) / o(t)dt

1.'2
Soit f la fonction définie sur ]1,+oo[ par f(z) = .I% .
“ 2lnz _y
Montrer par un changement de variable que f(z) = / Sdv.
Inz
En déduire , a I’aide de la formule de la moyenne , lmrl; f(z) .
z—
Sommes de Riemann
Calculer la limite de chacune des suites suivantes :
_ 1 s 2 k7r b _ £ kp )
an—;ZCOS (T) ] H_ZW (p>0)
k=0 k=1
n-1 1 1 B
cﬂ:kgm (a>0,8>0), d,,:;[(n+1)(n+2)~--(n+n)] .
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3
x . . L. .
Montrer que Yz € [0,1] , 0 < =z — o <sinz < z , puis calculer les limites des deux suites suivantes :

k=n 1 2n 1
a, =n ) sin——— , b = sin?(—=) .
P R s R TR
Fonctions définies par une intégrale
Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et calculer leurs fonctions dérivées :
5z zi4s®
a(z) = V1 +t4dt , b(z) = / e~ Vdt .
z 3z2
Déterminer le développement limité & I’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction :
= gt
Fiz)= | —Z
(@) /, 1+t+¢2
2% 14 cost

19 Soit f la fonction définie par f(z) =

Y
a)Déterminer le domaine de définition de f et étudier sa parité .

(on ne cherchera pas a calculer explicitement f(z) )

b)Etudier la dérivabilité de f et déterminer f’ .

c)Montrer qu’il existe un réel ¢ de l'intervalle ]0, 1[ tel que f'(c) =0 .
d)Montrer que Yz > L 0 <|f(x)| < o

V2’ Vet 2?14

En déduire la limite de f en +o0 .

Intégrales impropres

1
. . d
Etudier l'intégrale / e,
o Inz
too g
Pour quelles valeurs des réels positifs o et B I'intégrale / R | a-t-elle un sens ?
0 T

On pourra supposer o > .

+00 d
Pour quelles valeurs du réel « l'intégrale / — O ateelle un sens ?
0

(:c-l—\/xz—-}-l"‘

Calculer alors sa valeur .(Poser z =sh t)

CIC

a-t-elle un sens ?

1
L’intégrale /
0

arccos r
+° In(1
Pour quelles valeurs de o I’intégrale / n(_jz)dz est-elle convergente ?
0 2:
+o00
Montrer que f(a) = z%e~"dz est définie pour a > —1 .

0
Calculer £(0), f(1), f(2) ; trouver une relation de récurrence entre f(n) et f(n—1), (n > 1),
et en déduire la valeur de f(n) .

+o0
Soit I = / g
0

— -
1 -+ (I - ;)2
Démontrer ’existence de I .

Que devient I par le changement de variable z = %?
En déduire un calcul simple de I .
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. 0 Ing
SOlt f(:l}) :/0 mdt s
Quel est le domaine de définition de f 7

Calculer f(1) a ’aide du changement de variable t = 1 , et en déduire la valeur de f(z) .
u

+o0 5
Calcul de / e~V dt .
0

Soit f la fonction de [0, +oo[ dans R définie par
1 —z(14u?)
= —d
f(I) A 1 + u2 u

1)Montrer que , pour tout réel h #0 ,on a:

1 ' —z(14u? ~Mi48%) _ 1
E(f(l‘-{-h)—f(:l?)) :A € 1+ )(ifT(l_t*-——W)—du

2)Montrer , & ’aide de la formule de Taylor , qu’il existe un réel A > 0 tel que :

e¥ —1

Vy € [-2,+2] | -1|<Alyl|

3)En déduire que f est dérivable sur [0,4oo[ et que

1
Ve >0 fi(z) =~ / e="(14v%) gy
0

T

4)On pose g(z) = f(z?) et G(z) -_—/ et .

0
Montrer que g et G sont dérivables sur [0, +o0o[ et que

Yz >0 g'(z) + (G(z)?) =0

+oo &
/ ePdt= lim | etdt= g
0

r—+400 0

En déduire que

6
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[

Analyse 4 :Séries numériques

Etudier la nature des séries de terme général :
2

n
lu, = —
“ 2“'+n
a
2.un:(n') ,mnEN* , a€R
nﬂ
Vnt + 1
3upy = ———=,n>1
" on/n—1
2
4.un:ﬂ,p€1\r
npP
= T
5.u,.=—2sin2”a avec) < a < —
n 2

6.u,, = arctan -
n

1 1

Montrer que la série de terme général u, = 227 —1 — 22n+1 est convergente et calculer sa somme
(n>1).

Montrer que la série de terme général u, = est convergente et calculer sa somme (n > 1) .

n24n

n2+2n+1

5 est convergente et calculer sa somme (n > 1)
n? 4 2n -

Montrer que la série de terme général u, = In

Etudier la convergence des séries de terme général :

_246---2n

Uy = n—"
1+4n?
My = '
Ba
W = ;;'2':—1 , @€ R+ .
; ; s : 1 1 1

Montrer que , quelquesoit le réel A > 0 , il existe un entier ng tel que — + +-+—=>A.

Vi’ V2 Vv

Donner une telle valeur de ng pour A =10 .
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Université de NANTES Année universitaire 1994-1995
Faculté des Sciences et des Techniques Département de Mathématiques

Examen M2 - 118T€ gesgion - 9/5/1995 - Durée : 2 h
(Documents interdits - Calculatrice interdite)

Exercice 1 ,

R désigne ’ensemble des nombres réels.

1) Déterminer une primitive sur R de la fonction (cosz)3.

2) Soit I =] — Z, Z[ intervalle ouvert de R.

Déterminer une primitive sur I de la fonction tgz.

3) Déterminer toutes le solutions sur I de I’équation différentielle

y' — ytgz = (cosz)? (E)

(On justifiera les calculs avec soin).
4) Montrer qu'’il existe une solution unique de (E) qui prenne la valeur 1
lorsque = = %

Exercice 2

Soit f une fonction deux fois continiiment dérivable sur ]a, b[(a < b) & valeurs

réelles et soit m = g—;—b. On définit ¢ sur |a, b[ par

<p(x):{ f@)=fm) 4 T#m

f’(z;r—{)rl 8 z=m

a) Montrer que ¢ est continue sur ]a, b[
: b) Montrer que ¢ est une fois continiiment dérivable sur la,b[ et calculer
- explicitement ¢/(z) pour tout z €]a, b[. On pourra utiliser :

(z - m)

f(m) = f(z) + (m — 2) f'(z) + —5—

c) Soit 0 < h < b — m. Montrer que 'on a

[y e = higmy+ LRI B L ™

(On pourra montrer que f(z) = f(m) + (x — m)p(z), = €a, b)

f7(8),0 compris entre m et x.
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Exercice 3
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R, et £ = (e1, €2, €3) une base
de E.

1) Soit u : E — E 'application linéaire dont la matrice dans la base £ est

1 10
A= -2 -1 1 ]|.
1 10
a) Calculer A2, A3.

b) Soit bl =€ —ezte;3, b2:61 —e3 et b3=62+63.
Montrer que B = (b;, bs, b3) est une base de E.
c) Calculer la matrice B de u dans la base B de E.
2) Soit v : E — E vérifiant v® = 0 et v2 # 0(v2 = vov,v® = v? o ).
Soit a3 € E tel que v*(as) # 0. On pose a; = v(az) et a; = v(as).
a) Montrer que A = (ay, as, as) est une famille libre de E.
b) En déduire que A est une base de F.
c) Calculer la matrice C de v dans la base A.

Exercice 4 '
1) Soit E = R,[X] l'espace vectoriel des polynémes & coeﬂicxents réels de
degré inférieur ou égal & 2.

a) Montrer que I’application d : E — E, définie par d(P) = P’ ot P’ est
le polynéme dérivé de P, est linéaire.

b) Déterminer Ker d et Im d, en précisant leur dimension.

c) L’application d est-elle injective ? Surjective ? Justifier les réponses.
2) On considére maintenant ’application lmean'e f: E — E définie par :
f(P)=2P+ P —-2X2P". _

a) Déterminer la matrice A de f dans la base (1, X, X?) de E.

~ b) Montrer que f est inversible et déterminer f~!

c) Soit le polynéme S =1+ X + X2.

Déterminer le polynéme P de E tel que f(P) =
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Université de NANTES Année universitaire 1994-1995
Faculté des Sciences et des Techniques Département de Mathématiques

_DEUG MIAS 94-95
Examen M2 - 21€1€ session - 14/6/1995 - Durée : 2 h
(Documents interdits - Calculatrices interdites)

Exercice 1
Soit E = Rs[X] l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal
a 5.
1) Montrer que I’ensemble F' des polynémes de E divisibles par X(X%—1)est
un sous-espace vectoriel de E, dont on déterminera une base et la dimension.
2) Soit I’application linéaire : g : E — E définie par g(P) = P", ou P"
désigne le polynoéme dérivé d’ordre 3 de P.
Déterminer G = Kerg. Donner une base et la dimension de G.
3) Montrer que E=F & G.
4) Soit P = P, + P, oi P, € F et P, € G, un polynéme de E, et soit @ et
R respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X(X?%2-1).

a) Exprimer P; et P, en fonction de Q et R.

b) Soit P = X5—1. Déterminer la décomposition P = P+ P, ou P eF
et P €G. .
Exercice 2
© Soit E = M, 3(R) I'espace vectoriel des matrices a 2 lignes et 3 colonnes, &
coefficients dans R. On définit :

4
N



1) Montrer que F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de £ dont on
déterminera une base et la dimension.

a) Déterminer FNG et FFN H.

b) At-on E=F&®G ?

¢c)A-t-on E=F@H ?
Justifier les réponses.

Exercice 3
On considere la fraction rationnelle

f(w):w

1) Montrer que f(z) admet une limite finie lorsque z tend vers +o0, ou vers
—00.

2) Déterminer la décomposition en éléments simples de la fractionnelle f(z).
3) En déduire les primitives de f(z) en précisant leurs intervalles de
définitions.

Exercice 4
On considére I'intégrale

L= / ? sin"zdz ,nentier >0
0 L
a) Montrer que I, > Iny1 >0 pour tout n >0
b) Montrer que

1
I,,+2=Ziz I pour tout n>0

c) Montrer que :
Y

2
I2ﬂ+1 % 2(2n+ 1)

d) En déduire que : _
i =1
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Question de cours
Soient f : E' — F une application linéaire et (ey, ..., e,) une base de E. Mon-
trer : f est injective si et seulement si (f(e;), ..., f(en)) est libre.

Probléme
Soit E = Ry[X] 'espace vectoriel (de dimension 5) des polynomes a coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal & 4. On pose :
F = {P e RyX]/Vz € R, P(—z) = P(z)}
G = {P € Ry[X]/Vz € R, P(~2) = — P(z)}

1) Montrer :

a) F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

b) E=F®G.
2) Montrer :
a) Vect(1,X? X*) C F et Vect(X, X?) C G
b) Vect(1,X?,X*) = F et Vect(X, X3) =
(indication : on pourra considérer la, dlmensmn de E, F et de G).
3) Soit ¢ : E — R2? défini par ¢(P) = (P(0), P'(0)) ot P' désigne le
polynéme dérivé de P.

a) Montrer que ¢ est linéaire.

b) Déterminer Kery et Imp

c) g est elle injective ? surjective ? (justifier la réponse).
4) On pose H = Keryp. A-t-on :

a) E=F®&H b)E=R[X|0H c0)E=GoH?
ou Ry[X] = {a + bX/a,b réels }. Justifier les réponses.
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Question de cours
Soit f :]a,b[— R croissante et minorée.
Montrer que f admet une limite a droite en a.

Probléme
2
On considere la fonction définie sur [0,1] par : f(z) = ] ﬁ
1) Montrer que pour tout = € [0,1] ,0 < f(z) < 1 et que f est continue sur

[0,1].
2) Montrer que I’équation f(z) = z n’admet que 0 et 1 comme solutions dans
I'intervalle [0, 1] (on pourra factoriser le polynome ¢* + ¢ — 2).
3) Soit la suite (z,) définie par zo = % et pour tout 1 > 0, Znys = f(Zn)-
a) Montrer que pour tout n >0, 0<z, <1.
b) Montrer que (z,) est une suite croissante et déterminer 7}_11‘& B
4) a) Montrer que f([3,1]) C [3,1].
On admettra que f est contractante sur [é, 1] avec

1 1
= & e | B e
[f(s) = f(t) _.\/.2.|s t| pour tout s,t€ [2,1]
b) Montrer que pour tout n > 0 :

<z, <1

D =

En déduire :

1
lxn-l‘sz(—‘/isg

A

e



5) a) Pour tout n > 0, on pose :

2
14+2x,

TR )
En admettant I'inégalité :
In(1+t) <t pour t> —1,

montrer que pour tout n > 0 3

0<up< L= %n
1+xs

1—:1:,.< 1
T4z, ~ 2(/2)"

b) Etablir que pour tout n > 0 . En déduire qﬁe Jim S,
existe, ou pour tout n > 0,

Sp=u+ur + ...+ un

ERY
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ANALYSE

Question de cours.
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b],& valeurs dans R. On suppose

que g(x) > 0 pour tout z € [a, b].
Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que

b b
[ 1@9@ds = @) [ g@)de

(On ne traite que le cas [’ g(x)dz > 0)
Exercice 1

2

®
Soit la fraction rationnelle réelle f(zx) = ————
/(@) at—g2 41 )
a) Montrer que f(x) est définie pour tout x réel et que f est paire sur R.
b) Décomposer f en éléments simples dans R et vérifier que cette

décomposition est de la forme
f(z) = g(x) + g(—x) pour tout z € R

avec g une fraction rationnelle réelle.
c¢) Montrer qu'il existe, sur R, une unique primitive de f impaire et que cette
primitive est égale a

F(z) = /_ig(t)dt pour tout z € R

d) Déterminer explicitement F.
Exercice 2
a) Résoudre, dans P'intervalle ]0, 1], les équations différentielles homogenes :

z(1 -2y + (22° - 1)y =0

b) Ecrire les modifications adaptées pour les résoudre dans |1, co[, dans |—1, 0]
et dans | — o0, —1]. '

3¢



ALGEBRE

Question de cours

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K. Montrer que A
est inversible si et seulement si dét A # 0.

Exercice 1

Soit f : R3® — R3 Dlapplication linéaire dont la matrice dans la base canon-
ique £ = (ey, eq,€3) de R? est

3 3 4
A= 2 2 -2
3 3 -4

1) Soit (z,y,2) € R3. Calculer f(z,y,2) en fonction de x,y et 2.

2) Calculer les valeurs propres Aj, A, et Az de A, olt A} < Ay < As.

3) Pour chaque valeur propre A; trouvée, calculer le sous-espace propre E;
associé a la valeur propre A;.

4) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

Déterminer les matrices D diagonale et P inversible telle que D = P~1AP.
5) Déterminer Kerf et Imf.

Pour chacun d’eux, préciser une base et la dimension.

Exercice 2

Soit I’application f : R3[X] — Rs[X] définie par

flaz® + bz +cx+d)=(a+c)r*+ (b+d)z® + (a + bz + (c+d)

ott R3[X] est 'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou égal
a 3.

1) Montrer que f est linéaire et déterminer sa matrice dans la base canonique
£ =(1,X,X2% X3) de R3[X]

2) Soit B=(Py, P, P, Ps) ot PBp=1et P;=(1+X)",1<i<3.

a) Montrer Montrer que B est une base de R3[X].

b) Soit P =1+ 2X +3X? +4X? € R3[X].

Calculer, les composantes de P dans la base B.

c) Calculer la matrice de f dans la base B.

W
13
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ALGEBRE

Question de cours

Soit f : E — E une application linéaire, E étant un espace vectoriel de
dimension finie, et soient F, ..., B les sous-espaces propres de f. Démontrer
la propriété:

f est diagonalisable si et seulement si : dimE, + ... + dimE, = dimkE.

Probléeme
Soit E = Ry[X] I'espace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur ou
égal & 4, et soit P un polynome de E. On appelle respectivement ¢(P) et
r(P) le quotient et le reste de la division euclidienne de P par le polynome
X3 _1. On a donc P = (X? — 1)g(P) + r(P), ot deg r(P) < 3. On définit
ainsi deux applications g: E - Eetr: E — E.
1) Montrer que les applications ¢ et r sont linéaires.
2) Calculer : a)Ker(q), b) Im(g), c)K er(r), d) Im(r).
3) Les applications g et r sont-elles :

a) injectives ? b) surjectives ? c) bijectives ?
Justifier les réponses.
4) Calculer dans la base canonique (1, X, X2 X3, X*) de E la matrice :

a) A de I'application linéaire g.

b) B de I’application linéaire .
5) Les matrices A et B sont-elles inversibles ? Pourquoi ?

ANALYSE

Question de cours

Soit f :Ja,b[— R. Montrer que f admet une limite ! & droite de a, si et
seulement si pour toute suite (z,) convergente vers a, avec a < Zn < b, la
suite (f(z,)) est convergente et de limite I.




Exercice 1
On considére les polynémes :

Px)=2"+1 et Qz)=2*+2x-3

1) Déterminer les polyndmes E(x) et R(z) tels que :

P(z) = E(z)Q(z) + R(x) avec degré de R < degré de Q.
P(z)

Qz)
Déterminer le développement de f(z) en éléments simples.
3) Déterminer les primitives de la fonction f {x).

Sur quels intervalles de R, une primitive est-elle continue ?

0

4) Calculer I'intégrale I = / f(@)d.

En prenant In3 ~ 1,1 4 0,01 prés par exces, quelle est la. précision du résultat
numérique obtenu ?

Exercice 11
On considére ’équation différentielle du second ordre (E1) :

2) On considére la fraction rationnelle f(z) =

'y’ +22°(1+2)y +y=0
1) Vérifier que la fonction el/7 est une solution de (E;) sur l'intervalle ouvert
10, +00[, ainsi que sur 'intervalle ouvert ] — oo, 0].
2) On cherche les solutions de (E;) sur l'intervalle ]0, +o0|, sous la forme
y(z) = Mz)e/* ol A(z) est une fonction deux fois continfiment dérivable sur
un intervalle ouvert I contenu dans 0, +o0[. Montrer que la fonction z(z)
égale a la-dérivée premiere X (z) de la fonction A(z), vérifie une équation
différentielle linéaire du premier ordre (E,) que ’on explicitera.
. 3) Déterminer toutes les solutions de cette équation différentielle (E;) sur
I'intervalle 0, +ool.
4) En déduire toutes les solutions de I’équation différentielle (E;) sur
lintervalle ]0, +ool.
5) Déterminer toutes les solutions de I'équation différentielle (E;) sur
l'intervalle | — o0, 0[.
6) Est-il possible qu'il existe une solution de I’équation différentielle (E;) sur
R tout entier ?

3%
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Question de cours
Soient f : E'— F une application linéaire et (e, ..., en) une base de E. Mon-
trer : f est injective si et seulement si (f(e1), ..., f(ea)) est libre.

Probléme g
Soit £ = Ry[X] l'espace vectoriel (de dimension 5) des polynémes & coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal & 4. On pose :
F={P € Ry[X]/Vx € R, P(~z) = P(z)}
G ={P € Ry[X]/Vz € R, P(~2) = — P(z)}

1) Montrer :

a) F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

b)) E=F@QaG.
2) Montrer :
a) Vect(1,X? X*) C F et Vect(X, X% Cc G
b) Vect(1, X2, X*) = F et Vect(X, X% =G
(indication : on pourra considérer la dimension de E,F et de G).
3) Soit ¢ : E — R? défini par ¢(P) = (P(0), P'(0)) ot P’ désigne le
polynéme dérivé de P.

a) Montrer que ¢ est linéaire.

b) Déterminer Kery et Imeyp

¢) p est elle injective ? surjective ? (justifier la réponse).
4) On pose H = Kery. A-t-on :

a) E=F@®H, b)E=RX]®H, )E=G®oH?
ou Ri[X] = {a 4 bX/a,b réels }. Justifier les réponses.

i
£
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Question de cours
Soit f :]a,b[— R croissante et minorée.
Montrer que f admet une limite & droite en a.

Probléme

2Vx
1+z
1) Montrer que pour tout z € [0,1] ,0 < f(z) <1 et que f est continue sur

[0, 1].
2) Montrer que I’équation f(z) = z n’admet que 0 et 1 comme solutions dans
intervalle [0, 1] (on pourra factoriser le polynome ¢* + ¢ — 2).
3) Soit la suite (z.) définie par zo = § et pour tout 7 > 0, Zny1 = f(n).
a) Montrer que pour tout n >0, 0<z,<1.
b) Montrer que (x,) est une suite croissante et déterminer Janxc .
4) a) Montrer que f([3,1]) C [4,1].
On admettra que f est contractante sur [3, 1] avec

On considére la fonction définie sur [0, 1] par : f(z) =

If(s)—f(t)ls%ls—tl poiz Solf s,te[%,l]

b) Montrer que pour tout n > 0 :

En déduire :

.«.{‘\
SN



5) a) Pour tout n > 0, on pose :

En admettant I'inégalité :
In(1+¢t) <t pour t> —1,

montrer que pour tout n > 0 :

' 11—z,
0< <
_un_l .

1_2:11 1
b) Etabli >0,
) Etablir que pour tout n > Tz, = 3o

. En déduire que nlgglo Sn
existe, ou pour tout n > 0,

Sp=Uy+ UL+ .. + Un
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Analyse

Question de cours Soit f continue sur [a,b],g continiment dérivable sur [o, ], &
valeurs dans R, telle que g([e, g]) C [a, ]
Montrer que

[ e @de= [ f(s)ds
a 9(a)

Exercice 1

Soit a un nombre réel fixé.
Pour tout entier n > 1, on consideére la suite

1 1
Y S S
LY/
1- Dans le cas a > 0, montrer que nliglwun = 1 (on pourra encadrer la fonction &

intégrer). '
2- Calculer la dérivée de la fonction

Log (z + V1 + 22)

1 1
En déduire la valeur de l'intégral — dx.
n déduire la euremgre/om
N.B. La notation Log désigne le logarithme néperien.

Tournez la page S.V.P.

\.L\
P



Exercice 11
1. a) Soit n un entier > 1. pour tout nombre réel z # kx, k entier > 0 ou < 0, on

pose
sin nx

falz) = sin z

Montrer que f, admet un prolongement en une fonction continue sur R.
b) On considére 'intégrale
27 sin nt
L= / i),
0

sin t

En simplifiant la différence f,2(t) — fa(t) montrer que .42 = I, pour tout entier
n= 1.
c¢) En déduire que pour tout entier n > 1

Ign =0 et I2n+1 = 2

1
2) a) Quel est le plus grand intervalle ouvert |0, A[ sur lequel la fonction P

soit continue ? T
b) Montrer que la fonction g,(z) = oy est continue sur l'intervalle ]0, 27]
i

¢ ) On considére pour tout a fixé 0 < a < 2, I'intégrale

K@) = [ " on(t)dt

Montrer (iue I'intégrale généralisée / \/_ dt est convergente et que l'intégrale
0 sin

27
généralisée / gn(t) dt est absolument convergente
0

d) Pour a fixé, 0 < a < 2r, en intégrant par partles montrer que K, (a) tend vers
zéro lorsque n tend vers +oo.
e) En décomposant l'intégrale généralisée

| /ozwg,,(t)dtz [ onteret + /:“gn(t)dt

2
Montrer que 111_13 / gn(t)dt =0
n—+40o0 0



Algebre

Question de cours. Soient £ un espace vectoriel de dimension n sur K,

£ =(e1,...,en) une base de F, f : E — E une application linéaire et M (f) la matrice
de f dans la base £.

Montrer que M (f) est inversible si et seulement si f est bijective.

Exercice 1.

Soit E = Rs[X] ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a 2. ‘

On pose B = (1, X, X?) la base canonique de E.

Soit f : E — E définie par f(P) = (1 - X?)P" — XP' + 3P.

1) Montrer que f est linéaire.

2) Calculer la matrice A de f dans la base B.

3) Calculer Ker f.

4) En déduire que f est bijective et calculer A=

Soit maintenant g : E — E définie par g(P) = (1— X?)P" — X P'+ P. On admettra
que g est linéaire.

5) Calculer Ker g et Im g : on donnera une base et la dimension de ces sous-espaces.

Exercice 2.
Soit f : R® — R? l'application linéaire dont la matrice dans la base canonique

€ = (e1,€s,e3) de R® est
0 2 1
B=] -2 4 1
4 —-10 -3

1) Calculer f(z,y, z) en fonction de z,y et z.

2) On pose e,1 = (11 1, '_2)) 6{2 = (1) L, _3): Cg = (0’ _1»2)-

Montrer que &' = (€], €}, €;) est une base de R3..

3) Calculer les matrices P et P~! ol P est la matrice de (€}, €}, €;) dans la base €.
4) Calculer la matrice B’ de f dans la base £’






