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Nous proposons dans ce volume les textes latins de 1'Apollonius Gallus de
Viete et ceux de Euler sur le probleéme des trois cercles, ainsi que les traductions
que nous en avons faites. Nous y ajoutons certains autres textes qui nous
semblent faire référence sur ce probléme et qui ne sont pas facilement accessibles.
Ainsi que nous I'avons mentionné, ceci peut constituer un outil pour des travaux
ultérieurs.
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Traduction francaise






Au tres illustre et trés savant conseiller Frangois Viéte, salut.

Nombreuses sont les raisons qui me poussent a t'admirer, trés illustre
ami, car, bien que tu consacres la plupart de ton temps a tes charges
Judiciaires et politiques, tu excelles et brilles dans toutes les branches du
savoir, au point que l'on s'étonne de cette maitrise et plus particuliérement de
cette sagacité d'esprit, qui t'a fait voir clair, quand des missives, de facon
mystérieuse, dissimulaient sous chaque lettre bien des secrets concernant la
guerre et la paix, mais qui t'a conduit aussi au faite de toute la réflexion et de
tout le savoir mathématiques. Cela était manifeste dans les traités que tu as
publiés autrefois, car il est probable que ceux qui y ont approfondi avec
rigueur et passion les notions mathématiques, te décernent la palme du savoir,
et ¢a l'est plus encore dans les traités récents, ol tu as donné l'explication et la
solution de problemes de géométrie proposés par d'autres par gloriole et pour
se faire valoir. En vérité, tu y es apparu selon le mot de Lycophron :

".....démélant les voies confuses des énigmes,

tandis que devant toi s'ouvre un chemin évident et tout droit,

devant toi, qui guides nos pas dans l'obscurité."
Or, il y a peu, voici ce qu'il m'est arrivé de découvrir en lisant les analyses
développées a propos d'un probléme opaque et énigmatique par celui qui le
propose. Plein d'onction, il ne récuse pas formellement ta solution. Mais il
reste partagé sur son mérite, mérite qu'en plus il attribue a quelqu'un d'autre :
malhonnétement a mon avis. Forgant les choses et les poussant trop loin, il taxe
d'arguties ce que tu as proposé de fagcon concise, mais néanmoins parfaite, lui
qui vraiment ne mérite pas qu'on le loue pour son intelligence de la géométrie.
Car tout travail de recherche ou l'on retourne le probléme trois, quatre fois,
est, selon Pindare, marque d'impuissance. Il me semble donc avoir la fait fausse
route en vous proposant peu a propos d’élaborer cette solution. Et nous
délivrer de cette difficulté aux détours trop nombreux n'est pas de ma
compétence. J’ambitionne en vérité de l'obtenir de toi, si tu peux ne pas étre
accaparé, comme cela t'arrive souvent sur l'ordre du roi, par les soucis de ['état
et autres problémes politiques et si tu as envie de t’associer a des passionnés
pour redresser ce qui dans la géométrie a paru boiteux a d'autres. Et ce, afin
que tu apparaisses comme un autre Apollonius, celui que les anciens
appelaient le Grand, revivant parmi nous, , et que grdce a toi le nom Jrangais
ne soit surpassé par aucun autre dans l'intelligence des mathématiques. Salut.
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Apollonius Gallus

de Francois Viéte

Texte latin
1646

Opera mathematica, in unum volumen congesta ac recognita, opera atque studio Francisci a
schooten, Leydensis, Mathesos Professoris. Lugduni Batcorium, ex officina Bonaventure
& Abrabim Elzevirirum ; reproduction Georg Olms Verlag, Hildesheim, New york, 1970.






FRANCISCI VIETE
APOLLONIVS GALLYVS.

Seu,

EXSUSCITATA APOLLONII PERGAEAI]
' nerl enAaeax GEOMETRIA.

AP C
ADRIANUM ROMANUM Bclgam.

i Ro31EMA Apolloniide defcribendo circulo, quem
)) tres dad contingant (clarifime Adrianc) Geometricara=
2/ tione conftruecndum propofui @iAepaliinn, non Mecha-
“} nica. Dum itaque circulum per hyperbolas tangis, rem
70 acu non rangis. Neque enim hyperbolz defcribuntur
7} in Geometricis xa] imeyperixgs Adpor. Dt:rlxcavit cubum
2 per parabolas Menechmus, per conchoidas Nicomedes,
an igitur duplicatus cft Geometrice cubus 2 Quadravit circulum per volu-
tam inordinatam Dinoftratus, per ordinatam Archimedes,an igitur Geo-
metrice quadratus eft circulus 2 Id vero nemo pronunciabit Geometra.
Reclamaret Euclides, & tota Euclideorumfchola. Ergo clariffime Adria-
-ne, acfiplacet Apolloni Belga , quoniam Problema quod propofuiplanum
eft , tuvero ceu folidum explicafti , neque idco occurfum hyperbola.
rum, quem ad fa&ionem tuam adfumis, grma{h’ , Neque ctlamnum potes
firmare, quoniam rcvera fi afymptoti fucrint parallelz, eritirritus labor,
& alioqui conicas fe&iones in plang defcribere femper veriti funtantiqui,
miffas fac lineas mixtas , & jam ab Apollonio ad ripas Occani Aquitanici
exfufcitato ultro accipe nxnxle' € imemponxkd x{pugyiar.

Apollonii Pergai Problemata o€} ixe iy ad decems contraxit Pappus Mlexan-
drinns, qua ideo finguls perfequar eo,quiconvenientior widebitur, ordine.

Pro»1r1EMA L

D Atis tribus pun&is per eadem circulum defcribere: oporterautem data
pun&ta non cxiftere triain cadem lincare&a.

Rta Sint



3.6

ArPorLloNIVS

Sioc data tria pun&s A,B,C.O ortetpeg
pun&a A,B, Ccirculum defcribere. Juke
gantorpuna A, B, C. Etquoniamneg
cziftunt in eadem linea re@a ex cautie.
ne adje&s Problemati , ideo trisngulum
fir, cojus apicesetunt ipfa A, B,C pun@a.
Jtaque circa triangulum A BC deferiba-
tur citculos. 1d enim docent Elements.
Perpunlaigitor A, B, C defcriptus eft
circulus ABé. Quod faciendum erat.

Lemmaadid quod fequitur.

Sit triangulum A B C, fecetur as-
temcrus ABin D, itaus quod fi fub
AB,AD aquale fit quadrato cruri
AC, & perpunila D, B, Cdeferibatur
cirewlus. Ajo circulum DBC tangid
relfa AC.

Sienim fieti poflic, circulus non tane
gaturdre@a A C, igitarab ea fecabitor,
Se&io autem erit in duobus punétis. fig
alterum pun&um E. Quod fit igitur fub
A D, ABeritzquale ¢i quod fit Fnb AC,
AE. Hoc autem eft abfuordum, cumz-
xctnx ipfom quadrato A C ex conftru-

ione, A Cvero & A E proponuntur in-
zquales, Re&ta jgitue AC circalom
A BCnonfecabit, fed tanget. Quod erat
oftendendum,

Prosrxma 1L

Datis duobus puntis, & linea
re&a,per datapun&acirculum de-
fcribere , quem data linea re&a
contingat,

Sint daus duo pon&a A, B, & data
quozue lines re&a CZ. OportetperA, B
puo&a, circulum deferibere, quem linea
re@a CZ contingat. Jungantar A, B. Si -
igicur A B fueritipli C Z parallela, feca-
biruc ABbifariam , & a!rc&os sogulos
inpun&oD4d reQafecame CZinC, &

- com perpun@a A, B, C defcribeturcire

culus, quoniam se@a CZ ipGi A Beft pa-
sallela, te@a quoque C Z fecabiturd DC
adre&os angulosin C. Itaque circulus
ABCrangerurd1e® CZ , iniploC
puntto.

Quod



GarLvs.
E

b
Qﬂgod fi non fueritAB iph 3C;.
paraliels, conveniaatambz inE, fe-
ccrar satem EZ inC, ita ar quod fie
fob EB, EA zquoale fit quadraco
ipGus E C, & per pun@a A, B,Cde-
fzribunt citculas. Igitor tan etue
21e&EC2 pet expgfitum Lem-
ma. Ergo quocunque cafo deferibi-
tor pes pun@a A, B circulos ABC
quem 1e&a CZ in ipfo C pun-
gto contingit. Quod erac facica-
om.

Prosremaill

Dadis tribus lineis redis,
defcribere circulum quem ha-
rum unaqyzque contingat O-
portet autem datas lineas re-
&Qasnon effe parallclas.

Sint datz tres linez rez A B,
CD,BD, atque hatom BD neutri
reliquarum Gic parallela ex castione
adje@a Problemati, itaque reliquas
fecet inipfis B, Dpundlis. Oponer
deferibete circulum,quem re@z AB,
CD,BDcontingant, Secentar bi-
faciam anguliABD, CD B d1c&tis
concurrentibus in E, itaque fing
BE,DE.&csdantinAB CD,.BD
Pcrycndiwhrct EA, EC EF. Ecane
igitur ex zqusles, Ttianﬁ;:um e~
pim re&sogulam EAB fHimile eft
eriangulo re&angulo EF B ex con-
flro&tione, vtrivigue vero comma-
pis cft hypotenula BE  Quare alti-

rado E A sliitudini E F erit 2zqualis. .

Sic oftenderar E £ zqualis iph £ C.
Centro igiror E intervallo EA fen
EF vel EC defaaibarar citculus
AFC. Deferiprus eft igitur circu-
Jus AFCquem 1082 AB,CD,BD
tanguntin punétis A,C,F. Quod
enat faciendum, -

Lemma.

Per dstum paniTems ducere
lincam reétam fecantem duas da-
vas adangslos aguales.

Rrs Sic

10



318 APOLLON,VS.
Sit datum A pun&um, dawe quoque
duzlinezre@zBC,DE. Opostet pes B C
A pun@um ducere lineam 1e@am fecan-
tem BC, DE ad anguloszquales.Si igitue
fuetintparallelz B%: » D E demittator sb
A punso perpendicularis utrivis ipha-
sum, utravig fecabituc ad angulos £qua- | 1A
les, nempe reos. : ‘
Sinonfint parallclz.convcnicnt.Con- D E
veniantigiturin F pun&o, Fog oy
& fecetur angulus DFB k
bifiriam 4 re®a, quam
AG fecetin G, ad angu-
losre&os, te&asvero B F,
D Fin H, L Triangula
igitor HGF, 1GF lateri-
bus & angulis funt zqua-
lia, s1qucadeo anguliqui
ad H, 1, zquiles. Dato
igitur A pun&to péripfum
u@a eft linea HI fecans D
datasBF, DFinH, 1ad
angulos zquales. Quod
faciendum erat.

ProzreMMalV.

Dais duabus lincis reis , & pun&o, per datum pun&um circulum de-
{cribere, quem daczx duz linez re&z contingant.,

Sit dacom A pun@om, date quoque duz linez se&2 BC,DE.Oportet per A pun&um
circulum defcribere, qoem BC, DE contingant. Per A ducatur HI fecans BC, DE sdsn-
gulos zquales, eaque feceur bifarisminK, & ipfi AK ponatarzqualis KL, & per A, L
pun&a defcribatur circulus, quemaltera
dauarum BC, vel DE contingat, Dico
cundem 4 reliqua contingi. Conta&os B
enim d BC, it M, & circuli centrum N,

d quo ducatur NO, fecans DE normaliter

in O, &’f‘“” NK. Quoniam igitur fea-

tur AL bifatiamin K abea quz eftex cen-

tro, ideo angulos NKl eft re@us. Con-

ne&antoravtem NH, NI £qualesigitar N
funt NH, NI, quoniam perpendiculum
triangulisre@angulisNK H, NK Icom-

mune NK. Sed & bafis HK bafi Kl con-

firulta cft zqualis. Ergo zquales quoque

anguliNHM, NIO , cum fint refidvi poft

ablationem zqualium NHL, Nilex

zqualibus conftro&tis MHK, OIK. Simi- o

liafont itag; triangolare@angula NHM, D Fps

NIO. ac etiam :qaalia cum fint zquales '

ipforum hypotenulz. Eft autemn MN femidiameter, esit itaque NO quoque femidiame-
ter, quam cum fecet DI ad re@osangulos , ideo DIquoque circulum’ ALM continget.
Ergo dcfcn;rms eft citculus AOM per A pan&um , quem datz BC,DE in M, O contin-
geot. Quod erat faciendurh, '

I E

Pro-
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Prosrzma V.

Dato circulo,& duabuslineis deferibere circulum quem datus circulus;
& datz duz linex re&z contingant. * ‘ -

Sit datus circulas, cujus A cen-
trom, date quoque reCz linex
ZC, DB. Oportet defctibere cic-
culom, quemcitculas, cujusA
centrum, & reéez linexZC,DB
coatingant. Cadantin ZC,DB
perpendiculares 'AZ, AD, que
fecentarad ealdem partesin pon-
&is X, F pofita unaquaque reQa-
rumZX, DF zqualibus femidia-

metro circuli, cojus A centrum, -
& per X, Fagantar XH, FG iplis -
28 , DB parallele, & periplum

A fignam defcribaror circulus
pofititius AGH , quema&z XH,
FG contingant, & fit illius circuli
centram E. Exmanifeffom eft fo-
* g¢ E centrum circuli, quem da-
tuscirculus, cujus A centrom, &

[ — ‘ZJ >4

X7 L \b
., H c H
F.'O\‘.'E E }‘
. B i
7 H
G . Py 3
T
5
"~. Fu.ts
3

datzre@&z CZ, DB contingent, ob zqualia zqualibus addita, vel adempta undecun-
que intervalla. Iraque cadat ad angulosretos EC. Eritea femidiameter circuli quafiti,

Lemmal.

Si duo circuli fe mutwo fecent , 4 punllo ausem [eltionss ducatur per centram
wnius circulorum lineavelta, eanon tranlibit per altcrius cirenli centrum.

Duo

42
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Duo circuli CEB, CED fefe ma-
two fecent, fe&io igitur erit in duo-
bus pun&is. SincillaC, E. & lic A
centium ceculi CEB, & sgatur dige
meter ipius CAB fecans circolum
CED in D. Dico re@am CABD
non tranfire per centrum circul
CED. Iongaomr enim EC,EB,
ED. angulus igirur CEB eft 1eQus;
utpoteinfemicitculo. Quare CED
pon erit reQus, fed re&o major vel
minor per angulum BED. Non eft
igita CABD diameter circuli CED,
~ atque ideo non tranfit per ejus cen-
trum. Quod erat oftendendum.

Lemma 1L

Siduo circulifefe mutus fecent,
4 punile autem feéfionis duratar
linearelfa utrumque circulum fe-
cans, erunt diffimilia circulorum
illoram fegmentd.

Dauo circuli CEB, CED fefe mu-
tuo fecent in pontis C,E. Agatur
vero lineare&a CBD ; fecans cireu-
Jum CEB in C,B; circolom vero
CED in C,D punéis Dicofegmen-
ta CB, CD efle diflimilia. Autenim
CB cranfit percentrum circuli CEB,
velpon. Primum tranfeat pert cen-
trom circuli CEB, & fitillud A, non
igitor eeanfibit pes centrum aliering
circuli CED. Quare CB erit dia-
soeter circuli CEB, CD vero non
erit diameter circuli CED. None-
sunt igitur co cafu fimiliafegmenta
CB,CD. Sednontranfeat CBD per alicujus circulorum centrum. Agatorper A cene
trum circuli CBE re@a CAGF, unde it CAG diameter circuli CBE , & conneQantue

BG, DF. Eritigiturangulus CBG se@us, ut pote in femicirculo, angulus vero CDF non
- csit selus , fed relo

major vel mioor, quo-
piam CF pon eri¢ dia-
metercirculi CED. Ita-
que non esont GB, DP
Paullclz. Sit H cen-
trum circuli CED, &
cjus diameter sgatue
CHI, & jun&a Dl in-
tercipiac CGin K. Erit
igitue angulos CDI re-
Qus, & ideo parallele
crunt BG,DK. Vndee-
sitCBad CD, cut CG
ad CK, eruntastem Ci,
CK inzquales. Quarte

non




Garvrys.

) 4
nonerit CB ad CD, ficot CG ad ClI, &ideo ¢o quoque ¢afu dilimilia erant fcgmez’nin
CB, CD. Quod erat oftcndendurm.

Lemma IIL

Si percrara trianguli agatur reits bafi parallels, itagnedus tmﬂrnntm"ﬁu& s~
dem vertice fimilia triangule,qus cires srsangulum anum deferiberor circulus tam.
getwrin versice communi  circals gui circa sriangulum alseravs deferibetnr.

Sit eriangulum ABD,iplias autem crura AB, AD fecet reQs EF ipfi BD parallels,itag;

duo conflituuncur fimilia esiangala ABD,AEF fub codern A vertice. Ajocitculum cirea
triangulam ABDdefcriprii 4 citca-

lo circa trianpuld@ AEF defcripto

tangiin iplo j pun&o. Defcriba-

tor enim circa triangulom ABD

circulus primus , & cirea triangu- A

Jum AEF circulus fecondus. 1l

igitor circuli fefe mutoo fecabune F
in A vel fefe cangent, fed non fefe

motuo fecane. Effent enim AE, D
AB fegmenta diflimilia eorum,
qoorum fune_fabtenfz, circulo-
sum. Sed(unt fimilis. Similia e-
nim funtceiangola ABD, AEF.fra-
quecft ot ABad AE,its fernidia-
meter circoli triangulum ABD b For e
crcomicribentis ad femidiame- 1S ‘&

trom circuli rrian‘sulum AEF circarofcribentis. Com igitut non fefe motuo fecent circu-

1i ABD, AEF,(c ¢ contingentin A, Quare circulus ABD 4 circulo AEF tangerurin A
pun&o. Quoderatoftendendum.

Prorsrema VL

Datis pun&o, lineare@a, & circulo,per datum pun&um deferibere cir-
culum, quem datalinea re@a & datus circulus contingant.

Sit datum A pun&um , data quogue linea re@a BC, sc datus denique circulas DEF.
Oportet per A pun@um circolum defcribere, quem re@a linea BC,ac circolus DEF cone

tingant. ExG centro circuli DEF demittatarin BC pespendicalaris DC, fecans ex dia-
metro circulum DEF in

pan&is D, F, & conne- A
Qe DA, quz ita fe-

cetorin H , ut quod fie A
fobDA, DH aquale fic H

B

eiquod fitfub DC,DF, 4

& per pan@a AH de-

&riLrur airculus,quem E
-2¢Qs contingat in B, \
& agatur DB fecans cit- \
colomDEFinE,&con- P c F CF

ne&atot FE. ReQuseft

jgitur angulus DEF, b ori
Itaque in quadrilatero ot

BE FC anguli oppofiti Fe3

duobus reétis funt =- .

quales, sc&usenim quoque eft angulus BCF. Quare quod it fub DB, DE zquale eftei

quod fit fub DF, DC, sd et ex conﬁ:naionc zquale ei quod fit fob DA, DH. Santigi.

wr pun&a AHEB in citculo. Sed E eft 1n csrcalo DEF. Quu; circulus DEF fecat vsl
$ taogit

AL



332 ArPorLLrONIVS

wngitin E circulum AHEB.AFmt sutem Bl diameter cicculi.Quoniam is circulus tan-
gitordceds BCin B, etitangulus CBI re@us, atque adeo crunt 1B,DC parallelz, & cum
jungetur IE fetangalus 1EB reQtus , ficur eft angulus DEF. Quare IE, EF coincidunt in
¢andem liveam re@am. Iltaqueduo fimilia sriangula funt DEF, BEI fub codem verice,
& ideo circoli ea triangula ciicumfesibentes fefe mutuo contingentin E, non etiam fe
cabunt. Igitur pes A pun&tum deferiptus e clrenlus BAE , quem te&a BCin B, circu-
lus veso DEFin E contingunt. Quod erat faciendum,

ProsrzzyMa VIL

Datis duobus circulis, & linea re&a, deferibere tertium circulum, quem
duo dadi, & data linea re&a contingant.

Sint datiduo circuli, primus
cujus A centrum, fecundus cu-
jus B, & data quoque linea re&a
CZ. Oportet deleribere tertium
circulum quemcirculi, quorum
A, Beentra, & re&a CZ contin-
gant. Cadat inre@®am CZ per-
perpendicalaris BZ, & fecetur in
X, ut it ZX zqualis femidiame-
tro A L ad primi circulum perti-
nenti, & ipli CZ agatur parallela
HX, & centro B, intervallo BG,
xquali adgregato vel diff :rentiz
femidiametrorom primi & feo
condi circoli deferibatur circalas
pofititius, denique per A pune
@um deferibator circulus AGH,
quem pofiitivus contingat inG,
& lincare@aHX in H. & 6t
ejus E centrum, & manifcflum
eft idem E fignum fore centrum
circuli quem dari circuli,quorom
A Bcentea & datalineare&a CZ
contingent, ob zqualia ab zqua-
libus dempta undiquaque,velad-
dita undiquaqueintervalla. ltag;
demiteaturin CZ datam perpen-
dicularis EC, ea crit femidiame~
tercirculiL MC, qoem cireuli,
quorum A, B centra in puncis
LM & 1e&aCZ in C contin-
gent, habita ea, quam decebir, &
opus exiget partum ratione. Ira-
que faltum erit quod oportuit

Treris.
Sic sutem habebirur ea quam
decebit, opufre exiget, partium
satio.

L
V¢ tertiom circulom duo dati
cotingant extra. Primos circulas,

cujusA centrum esit major dato-
rum

Al
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rum, Secundus,cujas B,minor, & e- i+ i
titBGd iﬂ'c:cndajcmidiamctromm
primi & fecundi, a@a vero BX ex-
cedet datam CZ, cuieltperpendi-
calacis,

IL

Vttentium circulum duo dati con-
tingant intas. Rurfus circulus, cojus
Alcentrum erit majordatorum, Se-
cundas, cujos B, minor, & erit BG
differentia femidiametrorum primi

&fecundi, a&avero BX deficier 4 &

dataCZ, cuieft perpendicularis,

111 ~,
Vitertiom primos contingat intas b
alterexera, erit BG adgregatum fe- Fig- e

midiametrorum primi & fecundi,& a&a BX deficietd data CZ, cuieft perpendicalaris,

'.
pLTTN uoO".

Pxoaf._: M'A YIIL

Daﬁs duObus un&i & . Clll . .
bere, qud darum fonn'n ;; & circulo, per data duo pun&a circulum deferi-

Sintdata duo pun&ta B, D, ac preterea circalus EFG, cujus A ceotrum,  Oportet per

G
H

)
&S

Sl . !
¢ ' !

pon&a B, D circulom defcribere, qui citcolom GEF contingat, Secetur itaBDin H, ue
quod fitfub BD, BH zquale it differentiz quadratorum AB, AF , & circulum EGF tan-
gatreéta HF, & conoe-
&ator BF fecans circu-
Jum EFG tomin Frum
inG, & connelatur
Enoq;DG ,fecans eun.

emcircolominE, &

er punéta GBD defcrie
Lmr circulus. Quo-
piam re&angulom fub
BD, BH conftrn&tum
eft zquale differentiz
quadratorum AB, AF,

A¢
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cui etiam zquale eft id quod fit fub BG, BF, idco pun&a D,G,F.H funt incirculo, & an-
gulus D G B angulo FHB eft zqualis. acangulus GD B ideft conne@endo E F angulus
GEF angulo HFB. Vlﬂjllc igwt » five angulus GEF, five angulus HFB dematur i duo-
busreds. Etangulus quidem GEF in triangulo GEF, relinquet angulos EGF, EFG; an-
ulus vero HFB in teiangulo HFB, relin uetangulos FHB, FBH. Erunt igitar angali
GF, EFG fimul jun@iangulis FHB, FBH fimul junQis zquales. Sed angufns EGFan-
gulo FHBoftenfus efd 2qualis. Iltaque angulus reliquos EFG anguloreliquo FBH erit 2-
ualis, stque adeo fimilia erunt triangula GDB.GEF. fubeodem G vertice. Unde de-
cripti circali duo , unus per pun&ta GEF, alier perpun@a GDB, fefe contingent in G

communi vertice. Defersiptas igitureft per D, B pun@a circulus DBG, circulum GEF
tangensin G. Quod erat faciendum.,

Lemma 1.

Propofitia duobuscirculis, invenire punilum in jungenteipforumcentra,d que,

cum ducessr quevii linea reltaipfos circulos fecans fimitia eruns fegmenta.

Proponantur duo citculi ABC, EFG, & fit primicentrum K, fecondiL , & jungarut
KL. OportcrinK L invenite pun@um i quo cum ducetur quzvislinea re@a circulos
ABC,EFG fecans, fimilia
eruntfegmenta.Secetur KL,
vel producatnrio M, ut fit
KMadLM,Gcuc AK ad EL.,
Dico cum 4 pun&o M du.
cetur linea re@a circulos
ABC, EFG fecans, fimilia
fore iplorum fegmenta.

Agatur  epim quavis
MG F CB fecans circulom
ABCin pun&is B, C, circa~
Jum vero EFG in pun&is F,

G, & fint pun&a le@ionum

L B,Fad u;dcm partes,ut po-

teremotiora ab ipfoM.ﬁm-

&Qavero C, G eidem M6-

Gl\[H gno propiora , & conne-

&antur BK,CK, FL,LG.

Itaque confticuuntur duo

F triangula BKC, FLG. Quo-

L niam igitur et KM sd LM

Forie fgpui ¢x conftru@ione, ficor KB

ad FL,erunt BK,FL paralle-

lz, & anpulus KBC angulo LFG zqualis. £que, quoniam KMad LM exconftrutione

eft,icut KCad LG,erunt KC,LG parallelz, & angulus KCB angulo L GF zqualis.Qus-

se & angalus reliquus BK C,id eft circumfesentia BC,angulo reliquo FLG, id eft citcom-

ferentiz FG, eft zqualis. Atqueadeo BC, FG fimilia circolorum, ad quos pertinent, fe-

gmente. Propoficis iﬁi'tnrdnobus circulis ABC,EFGinventum eftin KL jungente ipfo-

sum centra punom M, 2 quo cum ducetur quevis re@a linea iplos fecans, fimilia csunt
fegmenta. Quod faciendum erat.

A

“h
)

Leroma 11,

Sint dus circuli, umsis ABCD, alrer EFGH; jungens autem eorsm centra K, Lfe-
cetcircslum primum in A, D; fecundumn vero in E, Hich in ea  fumarur M pun-
Gum, d quo alfa MGFCBreflafices circulumprimum in 3, C, JecunduminF, G,
O fins fimilia  fegmenta, & punils quidem felFionum A , B fint remotiora ipfis 2

D,
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D, punitaF, EipfisC , H. Ajoidquodfitfob ¥ G, MB agsari id qued fir flz
MH, MA.

Cadantenimexcensris K,Lin A A

fubtenfas BC, FG perpendiculae —

resKR,LS, & conoe@antur ke B

midiametri KC,LG. Quoniam 1}
BC, FG proponuntor fimilia fuo-

rum circulorom fegroénta, RC K K

vero & SG funt femifles (ubren-

farum Bl C, F G, idco fimilia fune

triangula KRC, LSG, & paralle- D

12 KC, LG at : D

ve adeo angali
CKD,GLH Gmgcs, ac denique
fubtenfz eornm amplitudini CD,
GH parallelz. Quare et ¥ MD

2d MC,ita MH 28 MG. Sed MD (AL
2dMCelt, st MBadMAEtideo S\ n
uvod fit fub MB, MG eiquod it
?ubMA, MH cft zqualg. F
| A
Fyae M g 2s
+ Tifdem pofitic, AjoesdemrationcidquodfitfsbME, MD, aguarici giod fis
JubM F,MC.

Qooniam enim EFGH eft in citcalo, ideo et MH ad MG, ficast MFad ME. Sed MH
ad MG eft, ficot MD ad MC. Etgoelt MFad ME, ficar MD ad MC, & ideoquod fie
fub ME, MD ¢i quod fit fub MF,MCeft quale.

Prosrema IX.

Daris duobus circulis, & pun&o, per datum punéum circulumn deferi-
bere quem duo dari circuli contingant,

Sint dati duo circuli,unus ABCD,
alier EFGH, & prxterea datum 1
pandtum. Oportet per I pun&om
circuluro defcribere quem circuli
ABCD, EFGH contingant. Cir-
culorum ABCD, EFGH jungantutr
centraK, L, &inKLioveniaturek
antecedente,quod primo loco prg-
miffumeft,Lemmate, M pon&om,
iquo, cum ducentur reQtz linez
fecantes circulos ABCD, EFGH,
fimilia fintfegraenta. IplaveroKL
fecet ex diametro circalom ABCD
in fignis A,D,circulum vero EFGH
infignisE, H, & ita fecerur Mlin
N, vtquod fie fub M1, MN £qoa-
le fic ei quod it fob MH, MA, &
rct 1, N pontta defcribator circa-

us quid circolo ABCD tangatar,

1denim jam docuitProblema o&a-
vum. Et it conta&usin B, & con-

sl pella-

A&
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neQatic ecans circulum ABCD inB, C, circulumvero EFGHinF, G.

igiturfub MG , MB zquale eft ¢i quod fit fub MH, MA, ideft ex connm&iooeqc?::osj
tfub MN, M1 exantecedente, quod fecundo loco premiffum eft, Lemmate. Quate

pun&a NIBG fuptin codem circulo.Sed pun@um G cft quoqueincirculo EFGH.Qua-

ze circuli EFGH,IBGN fefe mutuo fecant, vel condnguntin G. At vero fefe contingunt
circuli BNI, BCD in Bex conftru@ione. Unde fegmentum BG fimile eft fegmento BC.
Segmentum sutem FGLhmile eft frgmenlo BC.ltaque fegmentum FG erit fimile fegmen.
toBG. Quarecirculi EFG,1BG ffc contingunt ia G, nob etiam fefe mutuo fecabuat,
Delcsiptus eftigitue pee I pun&@um citculus 1BG , quem cireuli ABD , EGH contingunt
inB, G, Quod eratfaciendum.

Prosrzezxa X

Datis tribus circulis, deferibere quartum circulum quem illi contin-
gant,

Sint dati tres circuli quorum pri-

H micentrum A , fecandi B, restit D.
Oportet defcribere circulum quar-
tum quem illi contingant. Centro
D intervallo DF diffesentia velad-
gregato femidiametrorum primi &
testii, defcribatur circulus pofititius
unus. Et centro B, intesvallo BG,
differentia vel adgregato femidia-
merrorum circuli primi & fecundi,
defcribatur pofititius alier.Deniqoe
rer A punéunf defcribator circu-
us AGF quem pofititii contingant
in pon&isG, F, & fit circuli illios
centrum E. Et manifeftom cft ip-
fum E fignum fore quoque centrum
circali, quem dati contingent, ob
wqualia equalibus dempta undi-
quague,
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quaqoe, vel undiquaque additain.
tervalla,  Itaque ducajur ab eo
ponlte EreQa per centrum alicu-
jusdatorumad ipfius dati circum-
i'cremiam habita ea quam decebit
opus-ve exiget, partium in pofitio-
nibus ratione, &intervallo EHde-
fciibatut circolus HLM. fa@um e-
rit quod oportuit,

Sic sutem habebitar ea, quam
decebit opus-ve exiger partiom
satio.

1.

VYt quarcusd datis tangatar in-
tus. Sit A centrum maximi dato-

sum, B medii, D minimi, DF diffe-

geotia qua f{emidiameter maximi
fuperat fernidiamettli minimi , BG
differentia qua femidiameter ma-

imi fuperat femidiametrum medii, &

tii extra contingant.

......"-oon....
o®

pet A pun&um deferibatur citculus quem pofiti-

1L

Viquarras 4 datis tangatur extra. Sitrurfus A centrum maximi, B medii, D minimi,
DF diffcrentia qua femidiameter maximi faperat emidiasmetrum minimi , BG differcn~

Fgic

tia qua femidiameter maximi fuperat femidiametrum medii, & pet A pun&om defcri-
batur citculus quem pofititiiintus contingant. oL Ve
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1IL

Ve quartus 4 pri-
mo tangatur intus,
& i [ccundo & tet-
tio extra. Sit DF
adgregatum femi.
diametrotum pri-
i & tertii, BG ad-
gregatum femidia-
mctrorum primi &
fecandi, Etper A
punétum defcriba-
tur circalus quem
pobtitii extra con
tingam.

1Y.

- Vi qoartusd pri-

. Mo tangatur extra,

F"I W &dfecundo & ter-

tiointus. Sitrorfus

DF adgregatum fe-

midiametrorum primi & tertil. BG adgregarum femidiametrorum primi & fecundi, &
per A pun@am delcribatur circulus , quem pofititii intas contingant.

Atque hzcuniverfaliter di&ta funto de defcriptione circuli per contin-
entias circulorum, & linearum re&arum. At fpecialis do&rina de de-
%crx’bcndo circulo, qui tres datosjam fefe contingentescontingat , fpeciali
digna crat raatu. Vixenimalia poteft profern utilior ad Aftronomica
przfertim, & asnpan Mechanica. Sedde eo Problemate jam ance plures
annos refcripfi ad virum clariflimum lacobum Fleurium Senatorum Pari-
. fienfium Decanum, & refponfum retuli Variorum fexto. Unum eft de quo
tc moneam, candide Belga. Qui juflus quadratum » refolvere, cxh&xt
radicem -2 ram perite facit, Quamqui radicem exhibeg st o gor,
Hicplus opera confere, fed non plusartificii. Sic cum ego adfumo femi-
diamctrum circuli particularum 100, 000, coo & iniifdem fubtenfam pe-
rilphcriz fcrupulorum xvi1 exhibeo§8, 329 nonideo cedam ei cui vaftiores
placebuntfigurz & femidiametrum in mille myriadum myriadas protraxe-
rit. Immovero dicam eum opera & ocio abuti, gnarus nullam inde nafci
utilicatem. Abhorrenda autem eft ingeniorum crux, & vitanda gans-
‘nyvie. Quare parallelarum, quibus in gratiam Ludovici tui uteris, con.
ftru&io quoque hyperbolica cft, &, ne me moveant, me vetat candor tuus.
Subdilis admodum & peritusille Logifta eft, quem & te mihi cupio amicif-

fimos. Vale,
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L'APOLLONIUS francais de Francois VIETE
ou

la résurrection de la géométrie sur les contacts

d'APOLLONIUS de PERGA

dédié a I'éminent belge ADRIEN ROMAIN

Eminent Adrien, jlai proposé aux amateurs de mathématiques de
traiter par une méthode géométrique et non par une méthode mécanique ce
probléme d'Apollonius du tracé d'un cercle que touchent trois cercles donnés.
Tant qu'on touche le cercle par des hyperboles, on n'aborde pas le probléme avec
doigté. En effet on ne peut pas tracer une hyperbole par la géométrie kot
>emoTnUOvVIKov Adyov 1(au sens savant du terme). Ménechme a doublé le cube
par la parabole, Nicoméde par la conchoide , pour autant le cube a-t-il été doublé
géométriquement ? Dinostrate a quarré le cercle grice a sa spirale irréguliere et
Archimeéde grice a sa spirale réguli¢re, pour autant le cercle a-t-il été quarré
géometriquement ? Personne n'appellera cela de la géométrie. Euclide et toute son
école protesteraient. Ainsi, éminent Adrien, et, si tu me le permets, Apollonius
belge, comme le probléme que j'ai proposé est plan et que tu l'as résolu comme
solide, pour cette raison, tu n'as pas assuré l'intersection des hyperboles dont tu
as fait I'nypohese pour les besoins de la cause et méme maintenant tu ne peux pas
le faire, puisque, si en fait les asymptotes sont paralleles, tes efforts seront vains.
Par ailleurs les anciens ont toujours redouté de décrire les sections coniques dans
le plan. Abandonne donc les lignes mixtes et apprends volontiers maintenant d'un
Apollonius ressuscité aux bords de 1'Océan aquitain TeyVIKNV Kot
EMOTNUOVIKTV xewpovpyiav? (une technique ingénieuse et savante)

len grec dans le texte de Viéte
voir remarque précédente



Pappus a ramené les problemes sur les contacts d'Apollonius de Perga a dix :
Je les résoudrai donc un a un selon l'ordre qui paraitra le plus opportun.
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PROBLEME 1

Décrire un cercle qui passe par trois points donnés; il faut par ailleurs que ces
points ne soient pas tous les trois sur une méme droite.
Figure 1 '

Soit trois points A,B,C donnés. Il faut tracer un cercle passant par les
points A, B, C.

Joignons les points A,B,C. Comme en vertu de la réserve introduite
dans le probléme, ils ne sont pas alignés, ces droites formeront un triangle dont les
sommets seront les points A,B,C. Aussi, circonscrivons un cercle au triangle ABC,
chose que les Eléments3 enseignent. Donc par les points A, B, C a été tracé un
cercle ABC. Ce qu'il fallait faire.

LEMME pour la suite.

Soit un triangle ABC dont le c6té AB est coupé en D de maniére que le
rectangle [construit] sur AB et AD soit équivalent au carré [construit] sur AC.

3Les éléments d'Euclide



Décrivons le cercle passant par les points B,D,C. Je dis que la droite AC est
tangente au cercle.
Figure 2

En effet, si cela peut se faire, que le cercle ne soit pas touché par la
droite AC. Donc elle le coupera. Leur intersection sera formée de deux points.
Soit E I'un des points. [Le rectangle construit}* sur AB et AD sera égal au
[rectangle construit] sur AE et AC. Or, ceci est absurde, puisque le premier de ces
rectangles est par construction égal au carré [construit] sur AC lequel ne peut étre
¢gal au [rectangle construit] sur AE et AC. Or, AE et AC sont inégaux. La droite
AC ne sera donc pas sécante au cercle BDC : elle lui sera tangente. Ce qu'il fallait
démontrer.

4 Viete écrit en Jait : « quod sub AD, AB » ; pour une meilleure compréhension, nous avons ajouté dans
tous les cas : « le rectangle construit sur ». Ritter, dans sa traduction de 1868 a traduit : « ce qui est fait
sous AD, AB. »
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PROBLEME 2

Etant donné deux points et une ligne droite, décrire par ces deux points un
cercle auquel soit tangente la droite donnée.

Figure 3

A Z
D Cc
B

Soit A et B les deux points donnés et CZ la ligne droite aussi donnée.
Il faut tracer par les points A et B un cercle auquel soit tangente la droite CZ.

Joignons A et B. Si la droite AB est parallele 2 CZ, AB sera coupé en
deux parties égales perpendiculairement au point D par une droite qui coupe CZ
en C. D'autre part, comme est décrit un cercle par les points A, B, C, puisque CZ
est parallele a AB, la droite CZ aussi sera coupée en C par DC selon un angle
droit. Aussi la droite CZ est tangente au cercle ABC au point C.
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Figure 4

™

Si AB n'est pas parallele 2 CZ, ces deux droites se rencontreront en E.
D'autre part EZ sera coupé en C de maniére que le rectangle [construit] sur EB et
EA soit égal au carré [construit] sur EC. Tragons un cercle par les points A,B,C. La
droite ECZ lui sera tangente en vertu du lemme précédent. Donc, dans tous les
cas, par les points A et B on fait passer un cercle ABC auquel la droite CZ est
tangente au point C. Ce qu'il fallait trouver.



PROBLEME 3

Etant donné trois droites, tracer un cercle auquel chacune soit tangente. Il
faut par ailleurs que les droites données ne soient pas paralléles.

Figures Set 6

Soit trois droites données AB,CD,BD. D'autre part BD n'est parallele a
aucune des deux autres en vertu de la réserve énoncée dans le probléme. Par
conséquent, elle les rencontrera aux points B et D. 11 faut tracer un cercle auquel
les trois droites AB,CD et BD soient tangentes.

Coupons les deux angles ABD et CDB en deux parties égales par des
droites concourant en E; soient donc BE et DE. Abaissons sur AB,CD et BD les
perpendiculaires EA, EC et EF. Celles-ci seront donc égales. En effet les triangles
rectangles EAB et EFB sont semblables par construction et ils ont EB pour
hypoténuse commune. Donc la hauteur EA sera égale a la hauteur EF. On
démontrera de la méme maniére que EF est égale 2 EC. Décrivons donc 2 partir de
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E comme centre et avec EA ou EF ou EC pour rayonS$ le cercle AFC. Nous aurons
donc décrit un cercle AFC auquel sont tangentes les trois droites AB, BD et DC
aux points A, F et C. Ce qu'il fallait faire.

LEMME

Par un point donné tracer une droite qui coupe deux droites données sous
des angles égaux.

Figures 7 et 8¢

m

Soit A un point donné, BC et DE deux droites données. Il faut mener
par le point A une droite qui coupe BC et DE sous des angles égaux.

Par conséquent, si les droites BC et DE sont paralleles, on ménera par
le point A, a l'une des deux droites indifféremment, une perpendiculaire qui
coupera celle-ci selon des angles égaux, c'est a dire droits.

Si elles ne sont pas paralléles, elles se rencontreront. Soit donc F leur
point de rencontre. Partageons I'angle BFD en deux parties égales par une droite
coupée perpendiculairement” en G par AG, et qui coupe BF et DF en H et I. Les
triangles HGF et IGF sont donc égaux par leurs cotés et par leurs angles et ainsi
les angles en H et en I sont égaux. Donc par le point A donné on a tracé une ligne

S Nous avons traduit ici « intervallo » par rayon ; plus loin, « semi diameter » aussi,; dans le but de
rendre le texie lisible facilement. le texte latin étant accessible au lecteur qui le désire.

6 La figure 8 présentée dans Uouvrage qui m’a servi de référence était inexacte. Je la rétablis ici.

7 Dans le méme souci que précédemment, nous avons traduit « ad rectos angulos » par

« perpendiculairement.»



droite HI coupant les droites données BF et DF en H et en I selon des angles
égaux. Ce qu'il fallait faire.
PROBLEME 4

Etant donné deux droites et un point, faire passer par le point donné un
cercle auquel soit tangentes deux droites données.

Figure 9
B
M T e
N K
A
E
o I
D

Soit un point A donné et deux droites données BC et DE. 1l faut faire
passer par le point A un cercle auquel seront tangentes les deux droites BC et DE.
Par le point A menons la droite IH coupant les deux droites BC et DE sous des
angles égaux. Partageons cette droite en deux parties égales par K et sur AK
construisons KL qui lui sera égal. Par les points A et L, décrivons un cercle auquel
est tangente l'une quelconque des deux droites BC ou DE. Je dis que l'autre
droite sera aussi tangente au méme cercle.

Supposons donc que M soit le point de contact de BC [au cercle] et soit N son
centre. Abaissons une perpendiculaire NO en O sur DE et tragons NK. Comme AL
a €t€ coupé en deux parties égales en K par la droite qui part du centre du cercle,
I'angle NKI est donc droit. Joignons NH et NI : NH et NI sont égales, puisque la
perpendiculaire NK est la hauteur commune aux deux triangles rectangles. Mais
par construction la base KI est égale a la base KH. Les angles NHM et NIO sont
donc aussi égaux, puisqu'ils s'obtiennent en enlevant les angles égaux NHL et
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NIL aux angles égaux par construction MHK et OIK. C'est pourquoi les triangles
rectangles NHM et NIO sont semblables et ils sont aussi égaux puisque leurs
hypoténuses sont égales. Or, MN est un rayon, c'est pourquoi NO sera aussi un
rayon. Donc, puisque DI la coupe selon un angle droit, DI sera aussi tangente au
cercle ALM. Ainsi se trouve tracé le cercle AOM passant par A auquel les droites
données BC et DE sont tangentes en M et en O. Ce qu'il fallait faire.

PROBLEME §

Etant donné€ un cercle et deux droites décrire un cercle auquel soit tangents
le cercle donné et les droites données.

Figures 10 et 11




Soit un cercle donné dont le centre est A et deux droites données ZC
et DB. Il faut tracer un cercle auquel sont tangents le cercle de centre A et les
droites ZC et DB.

Abaissons sur ZC et DB les perpendiculaires AZ et AD qui seront
partagées selon des segments identiques par les points X et F, étant posé que
chacune des droites ZX et DF est égale au rayon du cercle de centre A. Puis, par
X et F, tragons XH et FG paralléles a ZC et DB et par le point® A faisons passer un
cercle auxiliaire AGH, auquel sont tangentes les droites XH et FG. Soit E le centre
de ce cercle. Il est évident que E sera aussi le centre d'un cercle auquel sont
tangents le cercle de centre A et les droites données CZ et DB, puisque des
grandeurs égales sont ou ajoutées ou retranchées a des grandeurs égales, dans
quelque sens que I'on aille. C'est pourquoi EC est une perpendiculaire. Il sera
donc le rayon du cercle recherché.

8 Viete utilise le mot « signum ».
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LEMME 1

Si deux cercles sont mutuellement sécants et que nous menons 2 partir d'un
de leurs points d'intersection une droite passant par le centre d'un des cercles,
cette ligne ne passera pas par le centre du second cercle.

Figure 12

Deux cercles CEB et CED sont mutuellement sécants; leur
intersection se fera donc en deux points. Soit C et E ces deux points et A le
centre du cercle CEB. Tragons son diamétre CAB qui coupe le cercle CED en D.
Je dis que la droite CABD ne passe pas par le centre du cercle CED.

Joignons en effet EC, EB, ED , 'angle CEB sera donc droit comme il
est logique dans un demi-cercle. Aussi CED ne sera pas droit mais plus grand ou
plus petit qu'un droit & cause de l'angle BED. CABD n'est donc pas le diamétre du
cercle CED et ainsi ne passe pas par son centre. Ce qu'il fallait montrer.



LEMME 2

Si deux cercles sont sécants et que d'un de leurs points d'intersection nous
tragons une droite coupant les deux cercles, les segments de ces cercles seront
dissemblables.

Figures 13 et 14

Deux cercles CEB et CED se coupent aux points C et E. Menons la
droite CBD qui coupe le cercle CEB en C et B et le cercle CED en C et D. Je dis
que les segments [circulaires] CB et CD sont dissemblables.

En effet ou CB passe par le centre du cercle CEB ou non. D'abord, si
elle passe par le centre du cercle CEB (soit A ce centre), elle ne passera pas par le
centre du second cercle CED. CB sera ainsi le diamétre du cercle CEB mais CD ne
sera pas le diamétre du cercle CED. Dans ce cas les segments de cercle CB et CD
ne seront pas semblables. Mais si CBD ne passe pas par le centre de I'un de ces
cercles, tragons par A ,centre du cercle CBE, la droite CAGF, CAG étant le
diamétre du cercle CBE, et joignons BG et DF. L'angle CBG sera donc droit,
comme il est logique dans un demi-cercle, et I'angle CDF ne sera pas droit, mais
plus grand ou plus petit qu'un droit puisque CF ne sera pas un diamétre du cercle
CED. Aussi GB et DF ne seront pas paralléles. Soit H le centre du cercle CED.
Tragons son diamétre CHI et joignons DI qui coupera CG en K. L'angle CDI sera
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donc droit et donc BG et DK seront paralléles. Aussi CB sera-t-il 3 CD comme CG
a CK. Or CI et CK sont inégaux. C'est pourquoi CB ne sera pas 2 CD comme CG
a CI. Et dans ce cas aussi les segments CB et CD seront donc dissemblables. Ce
qu'il fallait montrer.

LEMME 3

Sion trace en partant des c6tés d'un triangle une droite paralléle a sa base,
on bétit ainsi a partir d'un méme sommet deux triangles semblables. Au cercle
circonscrit au premier triangle sera tangent le cercle circonscrit au second triangle
en leur sommet commun.

Figures 15et 16

Soit un triangle ABD. Qu'une droite EF paralléle 2 BD coupe les
cotés de ce triangle AB et AD. Ainsi sont construits® deux triangles semblables
ABD et AEF, ayant un méme sommet A. Je dis qu'au cercle circonscrit au triangle
ABD est tangent le cercle circonscrit au triangle AEF au point A.

Tragons en effet autour du triangle ABD un premier cercle et autour
du triangle AEF un second cercle. Donc ou ces cercles seront sécants en A ou ils
seront tangents en A; mais ils ne se coupent pas. En effet les segments [circulaires]

9 Viete utilise le verbe « constituere » ; les deux triangles sont donc ainsi « constitués ».
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sous-tendus par AE et AB seraient dissemblables. Mais ils sont semblables, car les
triangles ABD et AEF sont semblables. C'est pourquoi le rayon du cercle
circonscrit au triangle ABD est au rayon du cercle circonscrit au triangle AEF
comme AB est a AE. Donc, puisque les cercles ABD et AEF ne se coupent pas,
c'est qu'ils seront tangents en A. C'est pourquoi au cercle ABD est tangent le
cercle AEF au point A. Ce qu'il fallait montrer.

Probléme 6

Etant donné un point, une droite et un cercle, faire passer par ce point un
cercle auquel soient tangents cette droite et ce cercle.

Figures 17 et 18

Soit donné un point A, une droite BC et enfin un cercle DEF. II faut faire

passer par le point A un cercle auquel soient tangents la droite BC et le cercle
DEF.
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A partir du centre G du cercle DEF, abaissons sur BC la perpendiculaire DC
coupant diamétralement ce cercle en D et en F et joignons DA, qui est coupée en
H de maniere que le rectangle [construit] sur DA et DH soit égal au [rectangle]
construit] sur DC et DF. Par les points A et H tragons un cercle auquel la droite
est tangente en B, et menons DB qui coupe en E le cercle DEF. Joignons EF.
L'angle DEF sera droit et ainsi dans le quadrilatere BEFC, les angles opposés sont
€gaux a deux droits, car l'angle BCF est droit lui aussi. Par conséquent le
rectangle [construit] sur DB et DE est égal au rectangle [construit] sur DF et DC,
c'est a dire €gal par construction au [rectangle] [construit] sur DA et DH. Donc les
points A, H, E, B sont sur un cercle. Et E est sur le cercle DEF. Le cercle DEF est
donc sécant ou tangent au cercle AHEB au point E. Tragons BI diamétre de ce
cercle. Puisque la droite BC est tangente a ce cercle en B, I'angle CBI sera droit et
par conséquent BI et DC seront paralléles. Et en joignant El, I'angle IEB sera droit
ainsi que l'angle DEF. Aussi FE et EI ne forment qu' une seule et méme droite.
DEF et BEI sont donc des triangles semblables ayant méme sommet et par
conséquent les cercles circonscrits a ces triangles seront tangents et non sécants
I'un a I'autre au point E. Nous avons donc fait passer par le point A un cercle BAE
auquel sont tangents en B la droite donnée BC et en E le cercle donné DEF. Ce
qu'il fallait faire.

Probléme 7

Etant donné deux cercles et une ligne droite, décrire un troisi¢éme cercle
auquel les deux cercles donnés et la droite donnée sont tangents.

Figures 19,20, et 21




Soient donnés deux cercles, le premier ayant A pour centre et le second B
pour centre et soit donnée une droite quelconque CZ. Il faut décrire un troisieéme
cercle auquel soient tangents les deux cercles de centre A et B et la droite CZ.

Abaissons sur CZ la perpendiculaire BZ coupée par le point X tel que ZX
soit égal au rayon AL du premier des cercles donnés; et menons HX paralléle a
CZ; et tragons un cercle auxiliaire de centre B, de rayon BG, égal 2 la différence
ou a la somme des rayons du premier et du second cercle; enfin tragons par le
point A le cercle AGH auquel est tangent le cercle auxiliaire en G et la droite HX
en H. Soit E son centre. Il est évident que ce centre E sera aussi celui du cercle
auquel sont tangents les cercles donnés dont les centres sont A et B et la droite
donnée CZ, parce que des grandeurs égales sont ajoutées ou retranchées a des
grandeurs égales de toutes parts. C'est pourquoi abaissons sur la droite donnée
CZ la perpendiculaire EC. Elle sera le rayon du cercle LMC auquel sont tangents
les deux cercles de centre A et B aux points L et M et la droite CZ en C, en tenant
compte des différents cas de figure. Ainsi aurons nous fait ce qu'il fallait.

Voici comment nous tiendrons compte des cas possibles que le travail
révélera.

I. Pour que les deux cercles donnés touchent le troisiéme cercle
extérieurement :

Le premier cercle de centre A sera le plus grand des cercles donnés et celui
de centre B le plus petit: BG sera la différence de leurs rayons. Si l'on trace BX,
elle dépassera la droite CZ, a laquelle elle est perpendiculaire.

Il. Pour que les deux cercles donnés touchent le troisiéme cercle
intérieurement :

Le cercle de centre A sera de nouveau le plus grand, celui de centre B le
plus petit et BG sera la différence des rayons des deux cercles. Si I'on trace BX,
elle manquera a la droite donnée CZ, a laquelle elle est perpendiculaire.

III. Pour que le premier cercle touche le troisi¢éme cercle intérieurement et
que le second le touche extérieurement:
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BG sera la somme des rayons des deux cercles et si l'on trace BX, elle
manquera a la droite donnée CZ, a laquelle elle est perpendiculaire.

Probléme 8

Etant donné deux points et un cercle, décrire un cercle passant par les deux
points donnés, qui soit tangent au cercle donné .

Figures 22, 23, 24, 25

g &
,\
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Soit deux points donnés B et D ainsi qu'un cercle EFG de centre A. Il faut
par les points B et D décrire un cercle tangent au cercle EFG.

Menons ainsi la droite BD passant par H de maniére que le rectangle
[construit] sur BD et BH soit égal 2 la différence des carrés de AB et AF. Tragons



la droite HF, tangente au cercle EGF ; tragons!® BF qui coupe le cercle EFG en F
et en G. Tragons!! aussi DG qui coupe le cercle donné en E et décrivons un cercle
par les points B,D,G. Comme le rectangle [construit] sur BD et BH est par
construction égal a la différence des carrés de AB et AF, qui est elle-méme égale
au rectangle [construit] sur BG et BF, les points D, G, F, H sont donc sur un cercle
et I'angle DGB est égal a I'angle FHB. Et donc l'angle GDB et, si nous joignons
EF, I'angle GEF sont égaux a I'angle HFB. Retirons donc a deux droits soit I'angle
GEF, soit I'angle HFB.Dans le triangle GEF l'angle GEF laissera les angles EGF et
EFG ; dans le triangle HFB l'angle HFB laissera les angles FHB et FBH. La somme
des angles EGF et EFG sera donc égale a la somme des angles FHB et FBH.
Quant a l'angle EGF et a I'angle FHB, nous avons vu qu'ils sont égaux. L'angle
restant EFG et 1'angle restant FBH sont aussi égaux et ainsi les triangles GDB,
GEF qui ont un méme sommet G, seront semblables. Ainsi les deux cercles décrits,
1 ’un passant par les points G, E, F, I’autre passant par les points GDB, seront
tangents en G, leur sommet commun. Nous avons donc tracé par les points D et B
un cercle DBG, tangent au cercle GEF en G. Ce qu'il fallait faire.

Lemme 1

Etant donné deux cercles, trouver sur la droite joignant leurs centres un
point tel que les segments obtenus, en tragant une droite quelconque passant par
ce point et coupant ces cercles, seront semblables.

Figures 26 et 27
A
3
b}
G\[u
v
10

« connectatur BF » a ici €€ traduit par « tragons BF» pour une meilleure fluidité du texte frangais.
11 Voir note précédente.
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Nous nous donnons deux cercles ABC et EFG. Soit K le centre du premier
et L le centre du second. Joignons K et L. Il faut trouver sur KL un point tel que
les segments, obtenus en tragant une droite quelconque coupant les deux cercles
ABC et EFG, seront semblables. Prenons sur KL ou sur son prolongement un
point M tel que KM soit 2 LM comme AK est a EL. Je dis que, si par le point M
on mene une droite coupant les deux cercles ABC et EFG, leurs segments seront
semblables.

En effet menons par le point M une sécante quelconque MGFCB coupant
le cercle ABC aux points B et C et le cercle EFG aux points F et G. Que pour
chaque cercle les points d'intersection les plus éloignés de M soient
respectivement B et F et les points d'intersection les plus proches de M soient
respectivement C et G. Joignons BK, CK, FL, LG, ce qui crée deux triangles BKC
et FLG. Donc, puisque, par construction, KM est 4 LM comme KB a FL, BK et FL
seront paralleles et I'angle KBC sera égal a l'angle LFG. De méme, puisque, par
construction, KM est 2 LM comme KC a2 LG, KC et LG seront paralléles et l'angle
KCB sera égal a I'angle LGF. Donc 1'angle restant BKC, c'est a dire I'arc de cercle
BC, est €gal a l'angle restant FLG, c'est a dire l'arc de cercle FG. Et ainsi les
segments sous-tendus par BC et FG sont semblables. Donc pour les deux cercles
proposés ABC et EFG, on a trouvé sur la droite KL joignant leurs centres le point
M a partir duquel, lorsqu'on trace une droite quelconque les coupant, nous aurons
des segments semblables. Ce qu'il fallait faire.

Lemme 2

Soit deux cercles, le premier ABCD et le second EFGH. Que la droite KL
joignant leurs centres coupe le premier cercle en A et en D et le second en E et en
H. Prenons sur celle-ci un point M tel que, si nous tragons une droite MGFCB, elle
coupe le premier cercle en B et en C et le second en F et en G, que les segments
de cercle soient semblables et que les points d'intersection A et B soient plus
€loignés que C et D et les points F et E plus éloignés que G et H. Je dis que le
rectangle [construit] sur MG et MB est égal a celui [construit] sur MH et MA.
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Figures 28 et 29

Des centres K et L, abaissons sur les cordes!2 BC et FG les perpendiculaires
KR et LS et menons les rayons KC et LG. Comme BC et FG sont des segments
semblables des deux cercles et que RC et SG sont les moitiés de ces cordes, il en
résulte que les triangles rectangles KRC et LSG sont semblables et que par
conséquent KC et LG sont paralleles. Les angles CKD et GLH seront aussi
semblables et enfin les cordes CD et GH interceptées par ces angles seront
parall¢les. Aussi MD est 2 MC comme MH est 2 MG, mais MD est 4 MC comme
MB est 2 MA. Par conséquent, lefrcctanglc] [construit] sur MG et MB est égal au
rectangle [construit] sur MA et MH.

Si on part des mémes bases, je dis que pour les mémes raisons lc[}ectangla
[construit] sur ME et sur MD est égal a celui [construit] sur MF et MC.

En effet, puisque EFGH sont sur un cercle, MH est 3 MG comme MF est a
ME. Mais MH est 2 MG comme MD est 28 MC. Donc MF est 3 ME comme MD est

12 Nous avons traduit par « cordes » le terme « subtensas » (= sous-tendantes).
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a MC et par conséquent le rectangle [construit] sur ME et MD est égal au
[rectangle] [construit] sur MF et MC.

PROBLEME 9

Etant donné deux cercles et un point, faire passer par le point donné un
cercle auquel sont tangents les deux cercles donnés.

Figures 30,31,32




Soient les deux cercles donnés, le premier ABCD ,le second EFGH et en plus
le point I donné : il faut par le point I faire passer un cercle auquel soient tangents
les deux cercles ABCD et EFGH. Joignons les centres K et L des cercles ABCD et
EFGH et trouvons sur KL, en vertu du premier des deux lemmes précédents, un
point M tel que en tragant des droites coupant les cercles ABCD et EFGH, leurs
segments soient semblables. La droite KL coupe diamétralement les cercles ABCD
et EFGH aux points A et D et aux points E et H. De méme coupons MI en N de
telle sorte que le rectangle [construit] sur MI et MN soit égal au rectangle
[construit] sur MH et MA. Et par les points I et N, tragons un cercle auquel soit
tangent le cercle ABCD comme il a été enseigné au probléme 8. Soit B Ie point de
contact. Tragons BM coupant le cercle ABCD en B et en C et le cercle EFGH en
F et G. Le rectangle [construit] sur MG et MB est égal au rectangle [construit] sur
MH et MA, c'est a dire par construction a celui sur MN et MI, en vertu du second
des deux lemmes précédents. Par conséquent les quatre points NIBG sont sur un
méme cercle. Mais le point G est aussi sur le cercle EFGH. C'est pourquoi les
cercles EFGH et IBGN sont sécants ou bien tangents en G. Quant aux cercles
BIN et BCD, ils sont par construction tangents en B. Par conséquent les segments
de cercle BC et BG sont semblables. Mais les segments de cercle BC et FG sont
semblables. Par conséquent les segments de cercle FG et BG seront semblables.
Donc les cercles BIG et EFG ne se coupent pas, mais sont tangents I'un a l'autre
au point G. Il a donc été décrit par le point I un cercle IBG tangent aux cercles
ABD et EGH aux points B et G. Ce qu'il fallait faire.

PROBLEME 10

Etant donné trois cercles, décrire un quatriéme cercle qui les touche tous les
trois.

Figure 33
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Soit trois cercles donnés, le premier de centre A, le second de centre B et le
troisieme de centre D. 1l faut décrire un quatriéme cercle qui touche ces trois
cercles.

En prenant pour centre D et pour rayon DF, somme ou différence des rayons
du cercle un et du cercle trois, décrivons un premier cercle auxiliaire’3. En prenant
pour centre B et pour rayon BG, somme ou différence des rayons du cercle un et
du cercle deux décrivons un second cercle auxiliaire. Enfin décrivons par le point
A un cercle AGF auquel les cercles auxiliaires soient tangents en G et en F et dont
le centre sera E. Il est évident que ce point E sera aussi le centre du cercle tangent
aux trois cercles donnés, les rayons étant des grandeurs égales ajoutées ou
retranchées 4 des grandeurs égales. Ainsi tragons a partir du point E une droite
passant par le centre d'un des cercles donnés jusqu'a la circonférence de ce méme
cercle, en tenant compte des différentes dispositions possibles de ces cercles, et
tragons un cercle HLM de rayon EH. Ainsi sera-t-il tenu compte des divers cas de
figure.

L. Pour que le quatri¢me cercle enveloppe les trois cercles donnés.(fig.33)

Soit A le centre du plus grand, B celui du moyen et D celui du plus petit. DF
sera la différence entre le rayon du plus grand cercle et le rayon du plus petit, BG
la différence entre le rayon du plus grand cercle et le rayon du moyen. Et tragons
par le point A le cercle que les cercles auxiliaires touchent a l'extérieur.

Figure 34

13 Pour une meilleure compréhension du texte, « posititius » a été remplacé partout par « auletlatre » )
Viéte utilise ainsi une série de cercles « auxiliaires » utiles pour les constructions ultérieures ou le
raisonnement.

46



II. Pour que le quatriéme cercle soit touché extérieurement par les trois
cercles donnés.(fig 34)

Soit encore A le centre du plus grand, B celui du moyen et D celui du plus
petit. DF sera la différence entre le rayon du plus grand cercle et le rayon du plus
petit, BG la différence entre le rayon du plus grand cercle et le rayon du moyen.
Et par le point A tragons le cercle qui est touché intérieurement par les cercles
auxiliaires.

Figure 35

III. Pour que le quatri¢me cercle soit touché intérieurement par le cercle un,
et extérieurement par les cercles deux et trois. (fig. 35).

DF sera la somme des rayons des cercles un et trois et BG la somme des
rayons des cercles. un et deux Et tragons par le point A un cercle que les cercles
auxiliaires touchent extérieurement.
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Figure 36

IV. Pour le quatri¢éme cercle soit touché extérieurement par le cercle un et
intérieurement par les cercles deux et trois.(fig 36)

DF sera la somme des rayons des cercles un et trois et BG la somme des
rayons des cercles un et deux. Et tragons par le point A un cercle que les cercles
auxiliaires touchent intérieurement.

Ces démarches valent pour absolument tous les cas de tracé d'un
cercle en contact avec des cercles et des lignes droites. Quant a2 la méthode
particuliére au tracé d'un cercle en contact avec trois cercles déja en contact entre
eux, elle méritait un traitement particulier. Car il est difficile de proposer méthode
plus utile particuliérement en matiére d'astronomie et de mécanique des



a%ropm:& (machines). Mais il y a déja plusieurs années que j'ai fourni une
réponse a propos de ce probléme au trés éminent Jacques Fleury, doyen du Sénat
de Paris et que j'ai reproduit ma réponse dans le livre six de mes Oeuvres variées.
Voici donc le seul point sur lequel je veux te mettre en garde, Belge naif. Celui
auquel il est demandé d'extraire la racine carrée de 2 et qui donne comme racine
141.421.354 / 100.000.000 agit aussi habilement que celui qui donne comme
racine 141.421.354.237.509.505 / 100.000.000.000.000.000. Le dernier fournit
plus de travail, mais ne montre pas plus d'intelligence. Ainsi, si je prends un rayon
de cercle de 100.000.000 de petites parties et que je trouve pour la corde sous-
tendant un arc de 16 scrupules, une valeur de 58,329 de ces petites parties, je ne
le céderai en rien a celui que satisferont des figures plus vastes et qui aura choisi
un rayon de 1000 myriades de myriades. Bien mieux, je dirai qu'il abuse de son
temps et de sa peine, sachant que cela n'a aucun intérét. Il faut fuir ce qui met les
intelligences a la torture et il faut éviter la um:amsxnv’ua (le travail qui n'a pas
de sens ). Par conséquent la construction de paralléles que tu emploies sur la foi
de ton Louis# est aussi hyperbolique (exagérée) et ta candeur m'interdit qu'elles
m'émeuvent. Ton Louis est un calculateur particuli¢rement subtil et expérimenté
et je désire que vous soyez, lui et toi, mes amis. Salut.

14 Ludolphus Van Ceulen
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Apollonii Pergaei
Tactionum geometria
a Francisco Vieta restitua,
La géométrie des attouchements d'Apollonius Pergaeus, restituée par
Francois Viéte.

Herigone, Paris, 1634.
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Datis tribus punétis per cadem circulum deferibere:
oportct autem data tria punéta non cxiftere in eadem
linei reéta. i
 Deferirewncercle par trors poinéts donnez.,mass il ne fans
pas que tous trois foient en vne bigne drvite.

- Hypoth.

a,b,c ? o;D;

Req.cft oabec.

Cexftr.

rr [ab,ac,be frt —-,
-4+ labceff Op e;a,bsc,
7= 1. Reg. oft @abc.
Demonfir.
m |abc ¢ff A.
@abc ¢ft deferipr.p «;2,b,c.

PROBL. VIIL

Datis duobus pundis, & linca refta, per data puncta
circulum dcfcribere, quem data lincarcéta contingat.

Eftant denzes deux poinéts & vne ligne droite deferire euﬁ
cercle parles poinéFs donnex.qui touchela ligne droite donnee.

| cf ¢ft—D. pofit.
Req.cft oabc.

_ Hypoth.
' a¢gb for o Ds

|

s R .
O .

-

LA GEOMET. DES ATTOVCHEMENTS. 93]

F nJM F_C E
A1z
A
ng.\?.rg.ﬁ Conflr..2.caf.
fuppol |ab=cf, fuppof. [ab 7 oft =cf,
w01 iad 2 db, ssa.dije eff 95%&.
a1 ldc oL ab, ¢ Oeczhoach. «
4 labceff@, . [r+ Jabcefo.
fop. | Reqest @abe.  |fmp | Reg. eft @abe.
A Demonfir. Loy .Unsg?.. |
ciy |@abctang:fc,  |esrs [ec rang: Mabc.
PROBL. IX.

Datis tribus lincis reéis , deferibere circulum quem
harum vnaquaque contingat. O portet autem datas li-
ncasrcéas noncffc parallclas. .

Eftant donnces trois lignes droites, deferire un cercle qus
foit touchéparvne chacune des trois lignes donnees, UMais il
ne faut pas queles lignes droites donncts Joient paralleles.

P D

i @s&? iy
ab,cd,bd fnt — D.
besd .\ma interfelt.

Nnm.«.manpmn.




R

FRETTRETE T

g24 GEOEMETRIA TACTIONYM,

s.p1 |eafc n\m o,
trop- | Req.eft Ocaf.
. Prapar.
we eferec fur ol
Canfl Demonfr.
ﬂ.u _.AGT» NMN An.ﬂm » |16 ca N_N nm.v
a1 1<edcah <edb, per jeczfeef,
sat” le eft interfcdt. Lat - feayefec fur 22 de.
1 jeakab, c165 |Ocafcragzab,bd,dc
LEMM. .

Per datum pun&um duccre lincam re@am fecantem
{duasdatasadangulos xqualcs.

Parvs poinil donnémener vnelignc droite qui couppe deux
. . A
._b.wﬂ.a dreitesdosticesd anglis (zaux.

Hypoth.1. )

aceff o D. CA l; N B c

begzde far —D. _..// w . ﬁ

Tn”mnu D . F E

Reg.eft fag. g

Conflr. conc. | Demonsthr.,
123 mﬁvr_unu ude, «|“*" A_Wn p_p Amm.n.
fmg. | Reg. ot mm. @%&?N.
a % o D.

% -

ms—

®., »

LA GEOMET: DES ATTOVCHEMENTS. sty

de ¢rbe \w,= —Djles  iah o1 ag. o
f znm% iah. ‘ Nﬂn@.mﬁ iah.
Conftr. conct. | Demonstr.,
b |<ged 2ja<geb. BlPra++ |<eig 2lr <chg.

PROBL. X.

Datis duabus lineis retis, & pun&to, perdatum pun-
&um circulum defcribere, quem datz duz lincz rekz}
contingant.

Effant donnees deux lignes droites, & vn poindt, deferivevs
srele par le N&.aﬁ%aam » qui touche les dexx lignes drsites
\donnces.

N..Qwe?
a %o D.
bcegde fnt—D.
Req.cf onmlo.
Confr. |
Lo |laid 2feabb. @ b2t |omxbe. @
ho.t |hk N_N K. B |1 |no JLde. ) o
.0 tak 22 kL Demonfir.
s+ |O@alm tang:bc, 1? - I<nki2) <nkh,
Gmp. | Reqeft Onal. A4t inh 2fani, ¢
Prapar. 8.4.1 |<khn p_~ <Kin,
Lpt quaw .\m: —  |a32a <nhm Lp nio.

’




53

v et e e o =

{926

12.3

1.1

L1

L1

concl.

onneces.

-

:GEOME .HAHA.‘.«@,H# TA
Siac __ no . N_n. DEV #

[€%; | enaligibe er be.
PROBL XI

Dato circulo, & duabus lineis, defcribere circulum
quem dacus circulus , & datz duz linex recta contingir.
Eftant donne vn cerdle, G deus: lignes droises | deferire vn
ﬂs:m gui touche le cercle donné, & les deux: lignes droites

CTIONV M.

o3

sscamcassde

zc¢g'db far—D.
Reg.¢ft ocblc.
Conftr.

az oL zc,
al,df,zx fr 22 de,
mm"m:Ub

xh=zc,

1&jaa

19.1

9.1
1.concl.
c.16.1

1 concl

u&i}

Ocagh tang: mm. xh.
ca eft —,
elbc % e
Reg.eft cblec.
Demonftr. !
eb,ec,el fur 22 de,
<ebd 22 <egf,

<ecz 2 <ehx,

.| LA GEOMET. DES ATTOVCHEMENTS. 917

able tang:db,zc,

oble tang: oal.

LEMM. L

Siduo circuli fe mutudfecent,d puntoautem fedio-
Inis ducatur per centrum vnius circulorumlinea refta, ea
ncn tranfibit peralceriuscirculi centrum.

Sidenx cercles fe touchent l'unlautreJa lignedroisemenee
T« la feltionparle centredelvn des cercles ne paffera pas par

le centre de Uastre cercle.
nﬂ_
D

w«%&‘.
Lp.1 —nnunTunm .\\.: — T. a1 _Ann& w_p Ann—.um
_ru.m _Annm w—v J,

_ Demonfrr.
-~ |cd eft diamet.ced.

m.v%&?

accb ¢ ced fnres -
cgse \m: mas.\mmw
cad ¢jf =

Req. =. demonfir.
centr..@ced #eftdn cd.

i3 _AhnT n.\m Jd, 3.3
LEMM. IL

Siduo circulifelemurud fecent, pun&oautem A.nmzo-_
nis ducatur linca re&ta verimque circulum fecans, erunt’
diffimilia circulorum fegmenta.
Si deux cercles [ couppent 'vn Fautre ;& qu'vine ligne|
droite menee par la fection couppe les dewx cereles,ellelescoup-:
m«k ¢n fegments diffemblables.




5

feppol.

lee .
3.concl.
1y, &

.lodj -

{eppol.
Lunz
L3
&
1221
s.a1

5-ab
acoacl.
1243

Hjypoth.
cebegced (e 0.
cd eft —.
x&. 7. demonStr,
A cebi of fml. O ced,

.Nunso%ﬂ:r&\“
cb efr diamet..oceb,

cad 7 ¢ft diamet..0ced, -

A cebeft fml. O ced.
Unshs\m?u.na%

cbd # M\m diamet.

co eft diamet..Qacbg,
%«\.ﬁ &asi...Orn&.m
<cbg 2 <cdi,
<dcg 32 <dci,
<dic 32 <bge,

Q bec 7 fml. A dec.

4

.| abd e A,

&um defcribere circulum,quem daa linca reta & datus

LEMM.

LA GEOMET. DES'ATTOVCHEMENTS. 99|
LEMM. III

Si per crura trianguli agatur re@a bafl parallcla,itave
duo confticuantur fub codem vertice fimilia eriangula,
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LEMME XVIL

Trouver un point, duquel tirant des lignes droites & trois points
donnés , les différences de ces trois droites foient nulles ou

donneés,

Cas 1. Soient 4, B,C, les pointsdonnés , & Z, le quatriéme
point qu’il faue trouver; la différence des lignes 4 Z ,B Z érant
donnée, le point Z fera 4 unc- hiperbole qui aura pour foyers
les points 4 & B, & pour axe principal la différence donnée.
Soit MN cevaxe,prenant PM: M A :: M N: A B, élevant enfuite
PR perpendiculaire fur 4 B, & abaiffant Z R perpendiculaire
fur P R; on aura, parla nature de Phiperbolc, ZR: A Z :: MN:
4 B. Par le méme raifonnement on trouvera que lc point Z fcra
a une autre hiperbole dont les foyers feront les points 4 & C,
& l'axe principal la diff¢érence entre 4 Z & C Z , & on trouvera
aufli la droite Q S perpendiculaire fur 4C, % laquelle Q 5, fi
on méne la perpendiculaire Z$§ d'un point quelconque Z de
cette hiperbole , Z§ ferad 4 Z comme la différence entre 42
& CZelt 4 A4C. Cela polé, il eft aif¢ de remarquer que lcs rai-
fons de ZR & de ZS4 A4 Z fone données, & que par confi-
quent celle que ZR & Z S ont entr'elles elt donnéc aufli. Donc,
{i les droites R P, § Q prolongées fe rencontrent cn T, & qu'on
tire TZ & T4, la figure TR Z S fera dopnée d’efpece , & la
droite T Z dans laquelle cft placéle point cherché Z fera don-
néc de pofition. De plus, la droite T4 fera donnée aufli ainfi
que l'angle 4T Z ; & parce que les raifons de 4Z & de TZ

4 ZS font données, celle de 4 Z & de TZ entr'elles fera
donnée aufli, & par conféquent le triangle entier 4T Z ,dont le
" fommetcft le point cherché Z , fera enfin donné. - - C.Q.F.T.
Cas 2. Si deux de ces trois lignes, comme 4 Z & BC, font
égales, tirez la droite TZ en forte qu'elle partage la droite 4B
en deux parties égales, & cherchez enluite le triangle 4 T Z
comme ci-deflus.
Cas 3. Si ces trois lignes font égales, Ic point Z fera placé dans
Ie centre du cercle qui pafle par les points 4,8,C. C.Q.F.T.
Ce Probléme fc réfoud auffi par le livee des Touchantes

d& dpollonius , reftitué par Piee.

Fig. 18.
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PROBLEME XLIV.

’ . . . ’ .
Decrire un cercle qui passe par un point donné , ot touche deux droites

donnces de position.

PROBLEME XLV,

Déerire un cercle qui passe par deux points donnés, et touche un autre

cercle donné de position.

PROBLEME XLVI

Déerire un cercle qui passe par un point donné, touche un cercle donné,

et une droite donnée de position,

PROBLEME XLVIL

Décrire un cercle qui passe par un point donné, et touche deux autres
cercles donnés de grandeur et de position.

(PL V1, Fig. 4). Soient, le point donné 4 ; les deux cercles
donnés de grandeur et de position TV, RHS; C et B leurs
centres; A1 H le cercle cherché; D son centre; ct enfin I et H
les points dc contact des trois cercles. Unissez par des droites les
points 4, B ; A4,C; A, D;et D, B. Ladroite 4 B prolongée coupera
lc cercle RHS, en R et en S, et la droite 4 C prolongée coupera
lc cercle TI#” en T ct en #. Du point D abaissez sur 4B la per-
pendiculaire D E; ct du méme point sur 4 C la perpendiculaire

DF, qui rencontrera cn G la droite 4 B. Mencz aussi du point C
sur 4B la perpendiculaire CK. Le triangle 4 D B donne AD s
DB+ AB=14E . AB (par la 13° prop. du 2° liv. des Elém. ).
Mais DB = AD + BR, par conséquent, DB=AD+24Dx -
BR +ﬁ’ Substituez cette valeur de DB dans 'équation précé-
dente , et vous aurez ﬁ— 24D .BR—BR=124E. 4B.
Mais 48 — BR=(AB+BR) X(AB - BR) = AR x A4S,

Donc AR. AS — 2AD . BR=24E . AB. Ete.......oun..

AR.AS—2AE.AB __
- = 24D,




Par un semblable raisonnement, on tirera du triangle 4 D C une

AT . AV —2AC. AF
TC :

AR.AS—2AB.AE __ AT . AV —24C.AF
TR s TC 5 et

2AC.AF __ AT . AV AR . AS 248 . AE
eneore, =—gpg— = ——gr — — — IR * ——Fr—; &

seconde valeur de 24D, et on aura, 24D =

Par conséquent,

enfin, 4F=

cT AT . AV AR . AS 148 . AE
24C ( TC 7R T TR ) Or

comme on a la proportion 4K : AC :: AF: 4G, on aura aussi,
~ __ CT [ AT . AV AR . A4S 248 . AE .

A6 = % TC BR + BR ) Si on

retranche maintenant 4G, ou sa valeur de 4E, ou cc qui est la

AE . 24K cT
méme chose, de —T X S4i lereste sera..............

_ €T AE . 24K AR , AS AT . AP 248 . AE
GE-= 2AK cT + BR - TC - TR

Et comme on a la proportion CK : 4K 22 GE : DE, on aura,

_ €T AE . 24K AR . IS AT . AV 24B . AE
‘DE"ch CT % - TC + BR :

Sur la droite 4 B prenez une partie 4P que vous détermincrez par
cette proportion, BR: CT 11 AB : AP, d’olt vous fircrez. . ...

24P . AE _ 2AB.AE . 2AP.AE _ (2dK4:KP).AE ,

el i BR X ’ cT cT ’
donc 22£ 45 — 2AB AL 2AR A%  ou bien....o....
—_ “’If_.'TAE = 2‘“:.;.‘”: — UIf”'{’“" . Le premier membre

de cette équation étant substitué & la place du second dans I'ex-

pression de la valeur de DE, On @QUr..isosasssrcssanasonse

cT AR . AS AT . AV 1.I’K.AE)
DE = —7¢g - R T . Sur 4B,
et par le point 4, élevez unc perpendiculaire, dont la valeur soit,
j cT AR . A4S /IT./IV) » ‘ .
A Q== -7 ¥ A 7o ). Swr cette perpendiculaire

(. AE . .
prenez QO = —P—A—CKL—, ct vous aurcz 4 O = D E. Unissez par

des droites, les points O, D; D, Q; ct C, P; et les triangles
D 0Q, CK P seront semblables ; car ils ont chacun un angle droit,
et les cOtés autour de cet angle, proportionncls , puisqu’on a fait
Q0 = PKC‘KAE , ce qui donne la proportion CK : PK ;1 AE
on 2O : QO. Donc les angles 0QD, XPC sont égaux, par

conséquent, QD a unc direction perpendiculaire & PC. Si on méne

donc 3 C2 la paralltle 4N, la rencontre de cette droite avec Q2
au point N, y formera un angle droit 4 N Q, et les triangles 4 Q N,
PCK seront semblables. On aura donc PC: CK :: 4Q : AN. Et

\ cT AR . A4S AT.AV)

dcase de 4Q=—7 ( 37— — e , on aura...
cT AR . AS AT.AV) S

AN = —?P—C— BR — T . Prolongez AJV ]usqu éen

M, de maniére que .{ D = DM, alors le cercle cherché passera

par le point M. Un point M du cercle étant trouvé de cette maniére ,

voici comment on parviendra, sans aucune analysc ultéricure, A la

6¢



résolution du probléme. Prencz sur 48 une ligne 4 P dont vous
déterminerez la longucur par cette proportion, BR : CT it 4B :
AP, tirez la droitc CP, menez & CP la parallele 4 M, et faites,
AM: "RB'R’” —_ ‘“}:c’”’ 22 CT: PC; et par le moyen du
probléme XLV , faites passer par les points 4 et M le cercle 4THM,
de maniére qu'il touche un des cercles HRS, T/ V7, ctil les tou-
chera tous les deux. C. Q. F. T.

Par ce méme probléme on pourrait décrire un cercle qui en

touchdt trois autres donnés de grandeur et de position. Soient A,
B, C les rayons des trois cercles donaés, D, E, F leurs centres ;
des centres E et F, avec des rayons respectivement égauxa B==4,
C == A4 décrivez deux cercles, et un troisicme qui passe par le point
D. Soit G le rayon de ce troisiéme cercle, et H son centre. Du
point & avec un rayon €égal & G == A4, décrivez un quatricme

cercle, et il touchera les trois autres, comme on le demandait.

?IQV\—D_-\_‘AQ Q
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Exemple IV

432 - Trois points A, B, C, étant donnés, en trouver un quatrieme M, duquel ayant
men€ a ces points les droites MA, MB, MC, les différences de l'une d'elles aux
deux autres soient données.

Cette question est susceptible de trois différents cas ; car ou les trois lignes
MA, MB, MC, sont toutes égales entr'elles ; ou il y en a seulement deux qui soient
égales entr'elles ; ou enfin toutes les trois sont inégales entr'elles.

Premier cas : Lorsque les trois lignes MA, MB, MC, sont égales entr'elles ; ou ce
qui est la méme chose lorsque les deux différences données sont nulles. 1l est clair
que le point cherché M sera le centre du cercle qui passe par les trois points
donnés A, B, C.

Second cas : Lorsque deux des trois lignes MA, MB, MC, comme MA, MB,
doivent €tre égales entr'elles ; ou (ce qui est la méme chose) lorsqu'une des
différences données est nulle.

Ayant tiré, du point C donné, la perpendiculaire CO sur la ligne AB qui
joint les deux autres points donnés A, B ; du point M que I'on suppose étre celui
qu'on cherche, ayant mené les droites MP, MQ, paralléles 2 CO, OB ; il est clair
que AP sera égale a PB, puisque AM doit étre égale 3 MB. Nommant donc les
données AP ou PB,a ; OP,b ; OC,c ; AM - MC, f ; et les inconniies AM, z ; PM, y ;
les triangles rectangles APM, MQC, donnent ces deux égalités zz = aa + yy et zz -
2fz + ff = cc - 2cy + yy + bb ; d'oi en retranchant par ordre chaque membre de la

seconde de ceux de la premiére, il vient 2fz - ff = aa - cc + 2cy - bb, qui se réduit a

» aa-bb-cc+ff N . .
cette proposition zZ . y + T ::c.f. De la on tire la construction

suivante :

Soit menée par le point de milieu P de la ligne AB, la perpendiculaire

PD =282 be_CCC .| . Soit divisée I'nypothénuse!S AD prolongée du coté qu'il

sera nécessaire, aux points E, F ; en sorte que AE.ED::c.f,et AF.FD::c.f. Du
diameétre EF soit décrit un cercle ; il coupera la ligne PD au point cherché M.

ISL'orthographe de I'édition consultée a été respectée dans la mesure du possible. Le mot “hypoténuse* est
trés souvent écrit avec un "h" dans les textes édités a cette époque.
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Car ayant mené la droite MA, il est clair par la propriété du cercle EMEF, que

AM(z) . MD(y + - be; <€ +ff) trc. f; et par la propriété de la perpendiculaire

PM, que zz = aa + yy. Or comme ces deux équations renferment les conditions du
probléme, il s'ensuit....

Si par l'autre point N, o1 la ligne DP rencontre la circonférence, on méne les
droites NA,NB, NC ; les deux NA, NB, seront égales entr'elles ; et la différence de
chacune de ces droites a la troisiéme NC sera égale 2 la donnée f ; de sorte que le
point N satisfait aussi, mais avec cette différence que NC est la plus grande des
trois droites NA, NB, NC au lieu que MC est la plus petite des trois MA, MB, MC.

On peut encore résoudre ce second cas sans aucun calcul. Je suppose
comme auparavant que M soit le point cherché, et ayant tiré les droites MA, MB,
MC, je décris du centre C, et du rayon CD = MA - MC, un cercle DEKF. Du point
D ot la ligne MC rencontre ce cercle, je méne aux deux points donnés A, B, les
droites DA, DB qui rencontrent le cercle aux points E et F ; par o je tire les
rayons EC, CF et la corde EF . Cela fait, puisque MC + CD ou MD = MA, et que
les lignes CD, CE, sont rayons d'un méme cercle, les triangles DMA, DCE, seront
isoselles1® ; et par conséquent semblables parce que I'angle en D est commun :
c'est pourquoi les lignes CE, MA, seront paralléles. On trouvera de méme que les
lignes CF, MB, seront aussi paralléles ; ce qui donne
DA.DE::DM.DC::DB.DF

Et de la on voit que toute la difficulté se réduit a trouver sur la
circonférence du cercle DEKFH, le point D tel qu'ayant mené les droites DA, DB,
qui rencontrent la circonférence aux points E, F ; la corde EF soit parall¢le a la
ligne AB. Or cela se peut faire ainsi.

Ayant décrit du point C un cercle qui ait pour rayon une ligne CD = AM -
MC, et tiré AC qui rencontre ce cercle aux points K, H ; on prendra sur AB la
partic AG quatrieme proportionnelle 2 AB, AH, AK ; et on ménera du point G la
tangente GE au cercle EDHFK. Ayant mené par le point touchant E la ligne AE
qui rencontre le cercle au point D, on tirera DC, sur laquelle on prendra le point M
tel que DM . DC :: DA . DE.

Je dis qu'il sera celui qu'on cherche.

Car par la propriété du cercle DEKFH le rectangle HA . AK = DA . AE ; et
par conséquent BA. AD : : AE . AG. C'est pourquoi les triangles DAB, GAE, qui
ont l'angle en A commun, et les cotés autour de cet angle réciproquement

¥6Yoir note précédente.
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proportionnels, seront semblables. L'angle AEG sera donc égal a I'angle ABD ;
mais cet angle AEG €tant fait par la tangente EG et par la corde DE prolongée du
c6té de E, a pour mesure la moitié de 1'arc DE. 1l sera donc égal. (en tirant par le
point F ou la ligne DB rencontre la circonférence, la corde EF) a l'angle DFE ; et
par conséquent les lignes FE, AB, seront parall¢les entr'elles. Or par la
construction, DC. DM : : DE . DA : : DF . DB. Les triangles DMA, DMB, seront
donc isoselles. Les lignes AM, MB, seront donc égales chacune 3 DM et par
conséquent entr'elles ; et de plus AM ou DM surpassera MC de la grandeur
donnée CD. Et c'est ce qui était proposé.

Troisiéme cas :

Lorsque les trois lignes MA, MB, MC sont inégales entr'elles. Du point
donné C, je mene la perpendiculaire CO sur la ligne AB qui joint les deux autres
points donnés ; et du point M, que je suppose étre celui qu'on demande, les
perpendiculaires MP, MQ, sur les lignes AB, CO. Je nomme les données AQO, a ;
OB,b ;CO,c ;AM -MD, d ; AM - MC, f ; et les inconniies OP, x ; PM,y ; AM, z :
cequidonne AP=a+ x,BP=b-x,CQ=c-y,BM=2-d,CM =z -f. Parle
moyen des triangles rectangles APM, BPM, CQM, Je trouve les trois €quations
suivantes ; la premiére, zz = aa + 2ax + XX + yy ;la deuxiéme, zz - 2dz + dd = bb -
2bx + XX + yy ;la troisi¢eme, zz - 2fz + ff = cc - 2cy + yy + XX ; et retranchant par
ordre les membres des deux derni¢res de ceux de la premiére, je forme une
quatri¢me, et une cinquiéme équation ; scavoir la quatriéme, 2dz - dd = aa - bb +
2ax + 2bx, et la cinquieme, 2fz - ff = aa - cc + 2ax + 2cy. Je mets dans la premiére
équation 2 la place de yy le quarré de la valeur de y trouvée par le moyen de la
cinquiéme ; et ensuite a la place de x sa valeur trouvée par le moyen de la
quatriéme, et a la place de xx le quarré€ de cette valeur : ce qui donne enfin une
égalité ou il n'y a plus d'inconniies que la seule z qui ne monte qu'au quarré. C'est
pourquoi on la pourra toujours résoudre en n'employant que des lignes droites et
des cercles, comme on 1'a enseigné dans les art. 380 ou 382. Or ayant la valeur de
l'inconniie z, il est facile de trouver le point cherché M ; car il sera dans
I'intersection de deux arcs de cercles, dont I'un aura pour centre le point A, et pour
rayon la ligne AM(z) ; et 'autre pour centre le point B, et pour rayon la ligne
BM(z - d).

On voit assez qu'en achevant le calcul, on serait arrivé 4 une égalité du
second degré qui aurait renfermé dans ses termes des quantités trés composées ;
de sorte que pour les réduire sous des expressions simples, comme le demandent
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les articles 380 et 382, on aurait besoin d'un grand nombre d'opérations ; ce qui
rendrait la construction trés longue. C'est pourquoi on se servira de celle-ci par le
moyen de laquelle on revient au cas précédent.

Les deux droites AB, AC qui joignent les points donnés étant divisées par
le milieu aux deux points D,F et ayant mené du point M que je suppose étre celui
que l'on cherche, les perpendiculaires MP, MQ, sur ces deux lignes ; on nommera
les données AB, 2a ; BC, 2b ; AM - MB, 2¢ ; AM - MC, 2d ; et les inconniies DP, x
; FQ,y. Cela posé, si 'on nomme 2t la somme inconniie des deux droites AM, BM
;la plus grande AM sera t + ¢ et la moindre BM sera t - ¢. Or les triangles
rectangles APM, BPM, donnent

PM 2="AM 2.AP 2="BM 2-BP 2
c'est-a-dire en termes analytiques
tt + 2ct + cc - aa - 2ax - XX = tt - 2ct + cc - aa + 2ax - XX ,

R T ax y ax
d'oul'ontire t = < >etparconséquent AM(t+¢c)=—" +c.

On trouvera de méme par le moyen des deux trlangles rectangles AQM, CQM,

que AM = —X +d ; ce qui , en comparant les deux valeurs de AM, donne cette

equatlon

—_- +c——X +d,OU'aC—x' =%X +d-c=%X + f, en faisant pour abrégerd -c =f.

D'ou il est clair que le point cherché M doit étre tel qu'ayant mené les

perpendiculaires MP, MQ sur les deux droites AB, AC ; on ait cette équation :

ax by - df ﬂ

T A f,ou ce qui revient au méme cette proportion X . y+ b -:b. . Or

cela suffit pour trouver la construction suivante.
Ayant joint les points donnés par les deux droites AB, AC et divisé ces
droites par le milieu aux points D, F ; on prendra sur AC du c6té du point A la

partie FK = %f ; et ayant tiré sur AB, AC, les perpendiculaires DO, KS, qui se
rencontrent au point H, on ménera dans I'angle OHS la droite HM qui soit le lieu

des points M, tels qu'ayant tiré de chacun d'eux les perpendiculaires MO, MR, sur
les c6tés HO, HS ; la droite MO soit toujours a la droite MR, en la raison donnée

deba a_cd_ - Ensuite l'on tirera AE perpendiculaire sur HM, et 1'ayant prolongée en
G en sorte que EG soit égale a AE, on trouvera par le second cas le point M, tel
qu'ayant mené les droites MA, MG, MC ; les deux MA, MG, soient égales

entr'elles, et la différence de MA a4 MC soit la donnée 2d. Je dis qu'il satisfera a la
question.
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Car par la propriété de la droite HM, on aura toujours MO ou DP(x) . MR

ou QK(y + % Jrzk %f ,et par conséquent le point M se doit trouver dans cette

ligne. Il sera donc également €loigné des points A, G ; mais de plus la différence de
AM a MC doit étre la donnée 2d. Donc etc...

Corollaire I

434 - De 1a on voit comment on peut décrire un cercle qui touche trois cercles
donnés.

Car soient les points A, B, C, les centres des cercles donnés, et le point M
celui du cercle qu'on cherche, lequel touche les cercles donnés aux points D, E, F,
du c6té que I'on voit dans la figure. Soient les rayons des cercles donnés AD = a,
BE = b, CF = ¢ ; et le rayon du cercle qu'on cherche MD ou ME ou MF = z. Cela
posé,on auraAM=z+a,MB=z+ b, MC =z - ¢ ; et partant AM- MB = a - b,
MB -MC =b + ¢, AM -MC = a + c. D'ou il est évident que la question se réduit a
trouver un point M, duquel ayant mené aux trois points A, B, C, les droites MA,
MB, MC, leurs différences soient données.
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Texte latin
Leonardi Euleri Opera omnia, vol XXVI, Andreas Speiser ed. Lausanne

1953.
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SOLUTIO FACILIS PROBLEMATIS
QUO QUAERITUR CIRCULUS QUI DATOS
TRES CIRCULOS TANGAT

Commentatio 648 indicis ENESTROEMIANI
Nova acta academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1788), 1790, p. 95—101
Summarium ibidem p. 89
Conventui exhibita die 4. Novembris 1779

SUMMARIUM

Ce petit Mémoire, dont le titre indique suffisamment le sujet, n’est pas susceptible
d’extrait: car il seroit impossible de se faire une idée de la solution que I’Auteur donne
de ce Probléme traité par beaucoup de Géométres, sans le suivre presque pas a pas dans
ses calculs.

1. Sint 4, B, C (Fig.1) centra
trium circulorum datorum, pro quo-
rum situ sit distantia CA=a, CB=5> A
et angalus ACB = C. Deinde sint
«, B, radii horum trium circulorum,
O centrum circuli omnes tres tangen-
tis, cuius radius ponatur =z. Ductis
igitur rectis 04, OB, OC, quae per
puncta contactus transibunt, habe-
bimus
OA=z+«, OB=2z+ 8
et OC = z + y. Hic vero
ante omnia probe notan-
dum est contactus singulo-
rum circulorum non solum
intus, sed etiam extus eve-
nire posse. Ita si circulus C
extus tangeretur, foret OC = z — y; unde patet radios horum circulorum
tam negative, quam affirmative accipi posse. Hinc evidens est octo solutiones




locum habere posse, quae scilicet ex variatione signorum litterarum «, g, y
oriuntur. Interim tamen in solutione has litteras «, f, ¥ ut positivas specta-

bimus, calculo vero expedito nihil impedit, quominus earum uni vel alteri
valor negativus tribuatur.

2. Statuamus autem brevitatis gratia 0OC =z 4y =2z, utsit s =2—1,
tum vero fiat c—y=f et f—y=g, ut prodeat OA =z-+f et
OB =z + g. Quodsi iam vocentur anguli 0CA=p et OCB=gq, ita ut
sit p + ¢ = C, ex triangulo OCA, cuius latera sunt OC =2, OA=z+f
et AC = a, colligitur:

aag +zz—(z24+f)* _ aa —2fz — ff

8 P = 2az 2az

Simili modo ex triangulo OCB, cuius latera sunt 0C =2, OB=2z4g et
CB = b, colligitur:

bb+ 22— (24 g)* _ bb—29z—gg

weg= 2bz 2bz

Quoniam igitur angulorum p et ¢ summa datur = C, evidens est hinc incogni-
tam z determinari posse.

3. Cum igitursit p + ¢ = C, erit

cos C = cospcosq—sinpsing ,
tum vero

sin C = sinpcosq + cos psing ,

cuius formulae quadratum praebet:
sin C? = sin p? cos ¢* + cos p*sin ¢* + 2sin pcosgcos psing .

At vero ex priori formula est

sin psing = cos pcosg—cos C ,
quo valore substituto prodit
sin C* = sin p* cos ¢* + cos p? sin g* + 2 cos p* cos g¢* — 2 cos pcos g cos C ,
hinc iam, cum sit

sinp? =1-—cosp* et sing=1-—cosgq,

haec aequatio induet istam formam:

sin C* = cos p* + cos ¢* —2 cospcosgcos C .



go

4. Quo iam hanc aequationem facilius resolvamus, statuamus brevi-
tatis gratia aa —ff = 2F et bb—gg = 2@, ut sit

_/z

az

G —gz
bz

F
CoOs p = et cosg =

quibus valoribus substitutis nostra aequatio erit

F — f2) + @—g2 o (F—f2)(@ —gz)cosC

ain (4 =_ aazz bbzz abzz ’

quae a,eqﬁa,tio in ordinem redacta evadet:

aabbzzsin C* = bbF?* — 2bbFfz + bbffzz + aaG? — 2aaGgz
+ aaggzz — 2abF @ cos C + 2abGfz cos C— 2abfgzz cos C
+ 2abFgzcos C .

Aequatio igitur inventa sub hac forma repraesentari potest:
Lzz—2Mz2+ N =0,
existente
= bbff + aagg —aabbsin C* —2abfg cos C ,

M =bbFf + aaGg — ab cos C@Gf+ Fyg),
N =bbF? + aa® —2abFGcosC .

Quoniam igitur valores litterarum L, M, N sunt cogniti, ex resolutione huius
aequationis quadraticae colligitur fore

__ M 4 y(M? — LN)
— T s

2

Unde patet binas solutiones prodire, atque adeo ambas reales, simodo fuerit
M? > LN; consequenter ob illas octo signorum variationes, quae supra sunt
commemoratae, omnino sedecim diversae videntur dari solutiones, id quod
eo magis notari meretur, quod omnes istae solutiones tantum ex aequatione
quadratica deducuntur. Praeterea vero imprimis hoc observandum est dari

etiam casus, quibus solutio prorsus fit impossibilis, id quod evenit, quando
fuerit LN > M2

5. Hoc igitur modo solutio nostri problematis ad calculum non nimis
complexum est deducta, unde, quicunque valores pro quantitatibus cognitis
fuerint assumpti, per calculum numericum valor ipsius z facile assignabitur.

6. Quanquam autem applicatio ad quosvis casus propositos nulla labo-
rat difficultate, tamen, quando aequatio quadratica radicem negativam in-



volvit, ita ut littera z negativum obtineat valorem, non tam facile perspicitur,
quomodo tales casus sint repraesentandi. Omnis autem difficultas evanescet,
si ostenderimus valores negativos pro z inventos proprie non ad ipsum casum
propositum pertinere, sed ad eum casum, quo radiis circulorum «, §, y contra-
ria signa tribuuntur; unde fit, ut, etiamsi quaelibet aequatio quadratica duas
complectatur radices, tamen ‘-omnino non plures quam octo solutiones locum
habere queant.

7. Quod quo clarius perspiciatur, ante omnia observasse iuvabit, cum
sit «a—y=f et f— y =g, mutatis signis litterarum «, f, y etiam f et g

contraria signa recipere; nihilo vero minus litterae derivatae F = aa — ff et

2
G= b—b—;gg nullam patiuntur mutationem. Hinc cum sit

L = bbff + aagg — aabb sin C* — abfg cos C ,

evidens est mutatis litterarum f et g signis, litteram L eandem manere; at
quia est
M =bbFf + aaGg —abcos C(Gf + Fyg) ,

mutatis litterarum f et g signis etiam signum litterae M immutatur; denique
vero ob ' '

N =bbF? 4+ aaG® —2abFG cos C

etiam littera N idem signum conservabit. Quamobrem mutatis signis radio-
rum «, B, y solutio perducet ad hanc aequationem:

Lzz4+2Mz4+ N=0,

quae eadem aequatio prodit, si z negative capiatur. Ex quo sequitur, quoties
valor ipsius z prodit negativus, tum eum respondere casui, quo radiis «, f, y
contraria signa tribuuntur; ita ut bini casus «, 8, y et —x, —p, —y ad ean-
dem aequationem quadraticam perducant, cuius radix positiva priori casui
convenit, negativa vero posteriori, quae autem tum ut positiva est spectanda.
Hinc igitur manifestum est tantum quatuor diversas aequationes quadraticas

prodire posse, quarum quaelibet binos casus complectatur, uti hoc schema
declarat:

L II. III. IV.
«+B+y at+p—y x—B+y —a+fty
—a—f—y —a—f+y —at+f—y Fa—f—vy

&1



Hoc observato adplicatio ad quaevis exempla nulli amplius difficultati erit
obnoxia.

8. Verum quia hoc problema est geometricum, non tam calculus numeri.
cus, quam constructio geometrica desiderari solet, quae utique nimis prodiret
operosa, si eam ex aequatione quadratica Lzz—2Mz 4+ N =0 derivare
vellemus; quamobrem hic plurimum iuvabit talem constructionem ex ipsis
calculi principiis derivasse.

CONSTRUCTIO PROBLEMATIS PROPOSITI

9. Ponatur angulus datus ACB = 2{ ac statuatur
angulus ACO=p=(+¢ et BCO=qg="(—¢p),

calculumque ita instruamus, ut angulus ¢ fiat nostra incognita. Habebimus
ergo Foof
cos ({4 @) = - ——

et G
cos (—p) = £ — L,

hinc eliminando z erit

Fg —@f

508 (¢ + ¢) — L cos (¢ — g = L=

sive
a@ cos ({ + @) — bF cos ((—o@) =Fg—Gf,

quae aequatio porro evoluta dat

a@ cos { cos ¢ — a@ sin {sin ¢

—bF cos { cos ¢ — bF sin {sin (P}=Fg—Gf

sive
Gf —Fg = (bF —aQ) cos {cos¢p+(aG’+bF)sinCsin<p .

Ponatur hic brevitatis gratia Gf—Fg=L,bF—aG@=M et aG+bF=N,
habebimus hanc aequationem:

L = Mcos{cosp+ Nsin{sing,

cuius constructio sequenti modo erui poterit. Introducatur angulus 6, ut sit

M cos ¢

gl =gt
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ut adeo iste angulus 6 sit cognitus; hinc ergo fiet

5 0 == M cos ¢
e e V(M?cos {? + N?sin {?)
” cos 0 = o st €
V(M2 cos {* + N3sin {?) °
Cum igitur sit _
N sin § = cos 0 y/(M* cos {2 + N?sin £2)
et

) M cos ¢ = sin 6 /(M? cos £2 + N*sin ¢2)
his substitutis erit

L . ) ‘
V(i cos T + Nosin g9 — S 0008 ¢ + cos Bsin ¢ = sin (6 + ¢) .

Quodsi iam ille angulus, cuius sinus est

L
V(M2 cos {* + N2sin (?) °

ponatur = 1, habebitur ista aequatio: sin 4 = sin (6 + @), unde, quia etiam
est sin A= sin (180° — 1), habebimus duplicem aequationem: altera dat
0+ ¢ = A ideoque ¢ = A— 0, altera vero aequatio dat ¢ = 180° — 41— 4.
Si autem loco L, M et N valores assumpti restituantur, prodibit

(bF — a@) cos ¢

tang 6 = @@ FbF)sin¢ ’

unde angulus 6 facile colligitur. Porro vero erit

V(M2 cos {* + N2sin £2) = V/(bbF? + aaG® — 2abF@ cos 2¢),

R quae formula radicalis ergo facile construitur

Fig. (Fig.2) per triangulum PQR, cuius angulus
PQR = 2{ et latera PQ =bF et PR = a@;
tum enim erit tertium latus

QR = V/(bbF* 4 aaG* —2abFG cos 27) .
Denique erit sin 4 = Gi Q—RFg , X quo etiam an-

e P gulus 4 facile construitur, unde determinatio an-
guli ¢ ideoque rectae CO innotescit, nec non ipsa quantitas

F
f+acos(l+¢) "

CO =z=



Traduction francaise
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SOLUTION D'UN PROBLEME FACILE OU EST DEMANDE UN CERCLE
QUI SOIT TANGENT A TROIS CERCLES DONNES.

Nouveaux actes de I'académie des sciences de Saint-Petersbourg, 6, 1788-1790.
Exposé dans la réunion du 4 novembre 1779.

RESUME
Ce petit mémoire, dont le titre indique suffisamment le sujet, n'est pas
susceptible d'extrait : car il serait impossible de se faire une idée de la solution que
'Auteur donne de ce Probléme traité par beaucoup de Géometres, sans le suivre
presque pas a pas dans ses calculs.17

1. Soient A, B, C (fig.1) les centres des trois cercles donnés ; soit la distance
entre I'emplacement de ces centres CA =a, CB = b, et l'angle ACB = C. Soient
ensuite o, B, v, les rayons de ces trois cercles, O le centre du cercle tangent aux
trois autres, dont le rayon est posé = x.

17Le résumé est en Jfrangais dans le texte original.



Les trois droites OA, OB, OC qui franchiront les contacts par des points,
€tant tracées, nous aurons

OA=x+a,0B=x+ B,et OC = x +y. Orici, il faut noter avant toute
chose avec rigueur que le contact entre chaque cercle peut se trouver non
seulement dedans, mais aussi A I'extérieur. Ainsi si le cercle C était touché a
I'extérieur, nous aurions OC = x -y ;il est donc clair que les rayons de ces cercles
peuvent étre considérés tant positivement que négativement. Il est par la évident
que huit solutions peuvent exister, qui dépendent naturellement de la variation de
signe des lettres o, B, y. Cependant dans la solution nous considérerons ces trois
lettres comme positives, mais pour un calcul complet rien n'empéche d'attribuer a
I'une ou l'autre de ces lettres une valeur négative.

2. Appelons par souci de briéveté OC = x + y = z, pour avoir x = z - y. Soit
alorsa—y=fetB-y=g,sibien que OA=z+fetOB=1z + g. Sil'on appelle les
angles OCA = p et OCB = q, de fagon a avoir p + q = C, en partant du triangle
OCA, dont les c6tés sont OC = z, OA = z + f et AC = a, on obtient :
aa+2z2-(z+f)Y aa-2f7-ff

2az - 2az .

De la méme fagon a partir du triangle OCB, de c6tés OC = z, OB = z + getCB =
b, on obtient :

cosp =

_bb+zz-(z+g) _bb-2gz-gg
2bz 2bz
Puisque la somme des angles p et q est donnée = C, il est évident que l'on peut a
partir de 1a déterminer l'inconnue z.
3. Donc puisque p + q = C, nous aurons

cosq

cosC=cospcosq-sinpsing,
et d'autre part

sin C = sin p cos q + cos p sin q
dont la formule au carré donne :

sinC? =sin p® cosq® + cos p’sing” + 2sin pcos gcos psing.
Mais d'apres la formule précédente, nous avons

sin p sinq = cos p cos q - cos C,
qui donne en substituant cette valeur
sinC? =sin p” cosq® + cos p’sing® +2 cosp’ cosq® —2cosp cosgcosC,
et par 13, puisque nous avons

sinp’ =1-cosp® et sing’ =1-cosq’,
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notre équation prendra cette forme :

sinC* =cos p* + cos g - 2cospcosgcosC.

4. Pour résoudre plus facilement cette équation, posons par souci de
brieveté, aa - ff = 2F et bb - gg = 2G, de fagon a avoir

G-
et cosg = L
az bz

cosp =

b

en substituant ces valeurs notre équation sera :
sinc? o F=f)  (G-g® (F-fo)G-gz)cosC
aazz bbzz abzz
laquelle équation rédigée dans I'ordre deviendra :
aabbzzsinC* = bbF* - 2bbFfz + bbff:z + aaG* - 2aaGgz
+aaggzz —2abFG cosC + 2abGfzcos C - 2abfgzzcosC
+2abFgzcosC.

bl

L'équation ainsi trouvée peut étre représentée sous la forme :
Lzz-2Mz + N = 0,

L = bbff +aagg - aabbsinC* - 2abfgcosC
M = bbFf + aaGg — abcosC(Gf + Fg)
N =bbF? + aaG* - 2abFGcosC.
Donc, puisque les valeurs des lettres L, M, N, sont connues, on aura par la
résolution de cette équation quadratique
M=J(? - LN)
- 5 i
Il est donc évident que les solutions vont par deux, et que les deux sont réelles,

Z

pour peu que M? > LN ;  par conséquent avec les huit variations de signes qui
ont €té évoquées plus haut, il parait exister seize solutions au total, ce qui mérite
d'autant plus d'étre noté que toutes ces solutions découlent seulement d'une
équation quadratique. Or il faut remarquer d'emblée qu'il existe des cas ol il n'y a
pas de solution possible du tout, ce qui arrive quand LN > M.

5. De cette maniére la solution a été ramenée 2 un calcul pas trop complexe,
dans lequel, quelles que soient les valeurs prises pour les quantités connues, la
valeur de z sera facilement connue par le calcul numérique.

6. Si I'application fonctionne sans peine dans n'importe quel cas proposé,
cependant quand I'équation quadratique inclut une racine négative, si bien que la
lettre z prend une valeur négative, il n'est pas si facile de voir comment de tels cas
peuvent se présenter. Mais la difficulté s'évanouira une fois que nous aurons
montré que les valeurs négatives trouvées pour z ne sont pas proprement liées au



cas proposé€, mais au cas ol sont attribués des signes contraires aux rayons des
cercles o, B, y ; il s'ensuit que, méme si une équation quadratique quelconque
englobe deux racines, les solutions ne peuvent pas étre plus nombreuses que huit.

7. Pour y voir plus clair, il sera utile de remarquer, avant toute chose, que,
quand o —y=fet f —y= g, méme si les signes des lettres o, B, y, changent, f et g

. . . ] s aa -
prennent aussi des signes contraires ; mais les lettres dérivées F = Tﬁ et

bb - . ]
G= 2288 ne subissent aucun changement. Et donc puisque nous avons
2 g puisq

L = bbff +aagg - aabbsinC* - abfg cosC,
il est évident que, si les signes des lettres f et g changent, la lettre L demeure la
méme ; mais parce que nous avons

M = bbFf + aaGg - abcosC(Gf + Fg),
si les signes des lettres f et g changent, le signe de la lettre M change ; enfin
comme

N =bbF’ + aaG® -2abFGcosC
la lettre N conservera le méme signe. Pour cette raison, méme si 1'on change les
signes des rayons a, 3, y,la solution aboutira a I'équation :

Lzz + 2 Mz +N = 0,
qui donne la méme équation si z est pris négativement. d'ol il s'ensuit que, chaque
fois que la valeur de z est négative, elle répond alors au cas ol les rayons o, B, v,
regoivent des signes contraires ; en sorte que les deux cas o, B, y,et — o, — f, — v,
aboutissent a la méme équation quadratique, dont la racine positive convient au
premier cas, et la négative au second, qui doit étre considéré alors comme positif. Il
est donc alors manifeste que l'on peut seulement avoir quatre équations
quadratiques différentes, possédant chacune deux couples de cas, comme le
montre ce schéma :

I I I v
a+p+y a+pB-y a-pB+y —o+PB+y
m=P Yy = et By =+ B~y +a-B-y

Une fois ceci observé, l'application a n'importe quel exemple ne rencontrera plus
aucune difficulté.

8. Mais parce que ce probléme est géométrique, ce n'est pas tant le calcul
numérique, que la construction géométrique qui ordinairement donne des soucis,
elle qui s'avérerait en tout cas trop fastidieuse, si nous voulons la dériver de
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I'équation quadratique Lzz - 2Mz + N = 0 ; c'est pourquoi sur ce point il nous sera
tres bénéfique de dériver une telle construction des principes méme du calcul.

CONSTRUCTION DU PROBLEME PROPOSE

9. Partons d'un angle donné ACB = 2T et construisons les angles ACO = p
=C+ @ et BCO=q={-get ordonnons notre calcul de fagon a ce que I'angle

@ soit notre inconnue. Nous aurons donc,

cos(t +9) =~

29

et

G &
cos(€ - @) 0 b’
puis en éliminant z, nous aurons
ECOS(C +@) —ECOS(C =)= L At
b a ab
ou
aGceos(§ + @) —bFcos(& - @)= Fg-Gf,
€quation qui une fois développée donne
aGeos& cos@— aGsin Esing — bF coscos @ —bFsinEsin ¢ = Fg - Gf
soit
Gf - Fg =(bF - aG)cos&cos @ + (aG + bF)sin Esing.
Par souci de bri¢veté, posons Gf - Fg = L, bF - aG = M et aG + bF =N ; nous
aurons donc I'équation :
L =Mcos{cosg + NsinEsing,
dont la construction pourra s'effectuer de la fagon suivante. Que soit introduit
l'angle 6, tel que :

tan 6 = M c‘osC ’
Nsing
d'ou l'angle O sera connu ;nous aurons donc ensuite
. M cos&
sinf =
‘/(M2 cos&? + N%sin&?)
et
Nsin &
cosf = 5
J(M2 cos&* + N2sin&?)

donc puisque
Nsing = cos{’i\/(M2 cos&® + N2sin&?)

et
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Mcosg = sinB‘/(M2 cost? + N?sin&?)

nous aurons apres substitution
L

V(M2 cosE? + N?sing?)
Si cet angle, dont le sinus fSt
V(M cosE? + N2sing?)
est pos¢ = A, nous aurons l'équation : sin A = sin (0 + @), et puisque
sin A = 5in(180° - A), nous aurons une équation double : I'une donne 8 + @ = A et
par conséquent @ = A— 6 ,la seconde équation donne ¢ = 180° — A — 0. Si nous

=sinf cos@ + cos Osin @ =sin( 6+ @).

restituons au lieu de L, M, N les valeurs obtenues, nous aurons
_(bF —aG)cos§

" (aG +bF)sing’

d'oll I'on déduit aisément I'angle 6. Ensuite nous aurons

V(M? cosE® + N*sin£?) = (bbF? +aaG® - 2abFG cos2E) ,
Cette formule en radicaux est donc facilement construite(fig.2) avec le triangle
PQR, dont I'angle PQR = 2§ et les c6tés PQ = bF et PR = aG; nous aurons alors le
troisiéme c6té

OR = J(bbF* + aaG* - 2abFG cos2f) .
Gf -Fg

Enfin nous aurons sinA = , a partir de quoi l'angle A se construit

facilement, ensuite on connait la détermination de l'angle @ et donc de la droite
CO, ainsi que la quantité

F
C0=Z=f+acos(C+ Q)

A
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PREFACE.

Of the twelve Analytical Treatises recited by
Pappus in his Preface to the 7th Book of his

Mathematical Collections, we have very little of
the Originals remaining, viz. only Euclids Data, and
part of Apollonius's Conics. The loss of the rest is
very much to be lamented by all Lovers of the
Mathematics. "Valde quidem dolendum est quod
reliqui tractatus Veterum Analytici a Pappo
memorati, aut perierint, aut nondum Ilucem
conspexerint. Nam minime dubito quin eorum
nonnulli, Arabicé saltem versi, alicubi terrarum
lateant, pulvere magis quam tenebris suis
involuti." Dr. HALLEY's Preface to his Apollonius De
Sectione rationis et spatii.

Some ingenious men have attempted, from the
account of them given by Pappus, to restore some
of these lost Treatises. Snellius has endeavoured
to give us the Books De Sectione Rationis, De Sectione
Spatii and De Sectione Determinata. Fermat and
Schooten have laboured in the Treatise De Locis
Planis; and Marinus Ghetaldus in that De
Inclinationibus. But those who have succeeded best,
and done the most this way, are two incomparable
mathematicians of our own Country, Dr. Halley
and Dr. 8impson, to whom the World is very much
obliged for their Geometrical Labours. The first of
these, from an Arabic MS in the Bodleian Library,
has restored the books De Sectione Rationis; and
from his own Sagacity supplied those De Sectione
Spatii and the other has with equal pains and
ingenuity completed those De Locis Planis.

As to the Treatise De Tactionibus, which I now give
the English Reader, it has been restored by Vieta
under the Title of Apollonius Gallus, and his
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Deficiencies supplied by Marinus Ghetaldus. I have
endeavoured to do Justice to my Authors by all
possible Care both in the Text and in the Figures;
and have added a few Propositions of my own, by
way of Supplement,. in which I have proposed
Ghetaldus's Problems over again without a
Determination, and have found the Locus of the
center of the circle required, which I have not
seen done before in any Author.

PROBLEMS
CONCERNING
T AN GE N CIES

PROBLEM 1.

THROUGH two given points A and B to describe a circle
whose radius shall be equal to a given line Z.

LIMITATION. 2 Z must not be less than the distance of
the points A and B.

CONSTRUCTION. With the centers A and B and distance Z,
describe two arcs cutting or touching one another in the
point E, (which they will necessary do by the Limitation)
and E will be the center of the circle required.

PROBLEMII .

HAVING two right lines AB CD given in pofition, it is
required to draw a circle, whose Radius shall be equal to
the given line Z, which shall also touch both the given
lines.

CASE 1st. Suppose AB and CD to be parallel.

LIMITATION. 2Z must be equal to the distance of the
parallels, and the construction is evident.



CASE 2d. Suppose AB and CD to be inclined to each
other, let them be produced till they meet in E, and let
the angle BED be bisected by EH, and through E draw EF
perpendicular to ED, and equal to the given line Z:
through F draw FG parallel to EH, meeting FD in G, and
through G draw GH parallel to EF. I say that the circle
described with H center, and HG radius, touches the two
given lines : it touches CD, because FEGI is a
Parallelogram, and hence the angle FEG is equal to EGH,
but FEG is a right one by Construction. Let now HI be
drawn from H perpendicular to AB: then the two
triangles EHI and EHG having two angles in one HEI and
EIH respectively equal to two angles in the other HEG and
EGH, and also the side EH common, by Euc. I 26. HI will be
equal to HG, and therefore the circle will touch also the
other line AB : and HG or HI equals the given line Z,
because EF was made equal to Z and HG and EF are
opposite lines of a parallelogram.

PROBLEM II1

HAVING two circles given whose centers are A and B, it
is required to draw another, whose Radius shall be equal
to a given line Z, which shall also touch the two given
ones.

THIS Problem has various Cases according to the various
position of the given circles, and the various manner of
describing the circle required : but there are six
principal ones, and to the conditions of these all the rest
are subject.

CASE 1ft. Let the circle to be described be required to be
touched outwardly by the given circles.

LIMITATION. Then it is necessary that 2Z, or the given
Diameter, should not be less than.the segment of the line
joining the centers of two given circles which is
intercepted between their convex circumferences, viz.
not less than CDin the Figure belonging to Case 1st.
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CASE 2nd. Let the circle to be described be required to be
touched inwardly by the given circles.

LIMITATION. Then it's Diameter must not be given less
than the right line, which drawn through the centers of
the given circles, is contained between their concave
circumferences ; viz not less than CD.

CASE 3d. Let the circle to be described be required to be

touched outwardly by one of the given circles, and
inward by the other.

LIMITATION. - Then it's Diameter must not be given less
than the segment of the right line, joining the centers of
the given circles, which is intercepted between the
convex circumference of one and the concave
circumference of the other , viz. not less than CD.

CASE 4th. - Let one of the given circles include the other,

and let it be required that the circle to be described be
touched outwardly by them both.

LIMITATION. Then it's Diameter must not be given
greater than the greater segment of the:right line,
joining the centers of the given circles, which is
intercepted between the concave circumference of one
and the convex circumference of the other: nor less than
the lesser segment; viz. not greater than CD, nor less
than MN.

CASE 5th. Let one of the given circles include the other,
and let be required that the circle to be described be
touched outwardly by one of the given circles, and
inwardly by the other.

LIMITATION. Then it's Diameter must not be given
greater than the greater segment of the right line,
joining the centers of the given circles, which is
intercepted between the two concave circumferences of
the said circles, nor less than the lesser segment; viz. not
greater than CD, nor less than MN.

CASE 6th. Let the two given circles cut each other, and
let it be required that the circle to be described, and to
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be touched by them both, shall also be included in each
of them.

LIMITATION. Then it's Diameter must not be given
greater than the segment of the right line, joining the
centers of the given circles, intercepted by their concave
circumferences, which lies in the space common to both
the given circles; viz. not greater than CD.

THERE may be also three other Cases of this Problem,
when the given circles cut each other; but because they
are similar to the 1ft, 2d, and 4th Cases already
proposed, and subject to just the same Limitations;
except that which is similar to the 1st, which is subject to
no Limitation at all, they are here omitted; as are likewise
those Cases where the given circles touch each other;
because they are the same as the preceding, and solved
in the fame manner.

THE GENERAL SOLUTION.

Join the given centers A and B, and where the Case
requires, let AB be produced to meet the given
circumferences in C and D: and let CI and DH be taken
equal to the given line Z: and let two circles be described;
one with center A and distance Al, and the other with
center B and distance BH: and these two circles will
necessarily cut or touch each other by the Limitations
given. Let the point of concourse be E: from E draw the
right line EAF cutting the circle whose center is A in F; as
also EBG cutting the circle whose center is B in G: then
with center E and distance EF describe a circle FK, this
will be the circle required: because AF and AC are equal
as also Al and AE; therefore FE and CI are also equal: but
CI was made equal to Z, therefore FE is equal to Z. Again,
because BD and BG are equal, as also BH and BE,
therefore DH and EG are also equal; but DH was made
equal to Z, therefore EG is equal to Z. Hence it appears
that the circle FK, passing through F will also pass thro' G,
and likewise that it will also touch the given circles in F
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and G, because EAF and EBG are right lines passing
through the centers.

PROBLEM IV.

HAVING a given point A, and a given right line BC, it is
required to draw a circle, whose Radius shall be equal to
a given line Z, which shall pass through the given point,
and also touch the given line.

LIMITATION. 27Z must not be given less than the
perpendicular let fall from the given point A upon the
given line BC.

FROM the point A let AD be drawn perpendicular to BC,
and in this perpendicular take DE equal to the given line
Z: and through E draw EF parallel to BC, and from A upon
this line EF let off AF equal to Z, which may be done, for
by the limitation Z is not less than AE: then with center F
and distance FA describe a circle, and I say it will touch
the line BC: for through F drawing FG parallel to AD, FGDE
will be a Parallelogram, and FG will be equal to DE, that is
to Z, and at right angles to BC.

PROBLEM V

HAVING given point A, and also a given circle whose
center is B, it is required to draw a circle whose Radius
shall be equal to a given line Z, which shall pass through
the given point, and also touch the given circle.

THIS Problem has three Cases, each of which is subject to
a Limitation.

CASE 1st. Let the circle to be described be required to be
touched outwardly by the given circle.

LIMITATION. Then the Diameter must not be given less
than the segment of the right line, joining the given
point and the center of the given circle, which is
intercepted between the given point and the convex
circumference ; viz. nor less than AC.
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CASE 2d. Let the circle to be described be required. to be
touched by the given circle.

LIMITATION. Then the Diameter must not be given less
than the right line which, drawn from the given point
through the center of the given circle, is contained
between the given point and the concave circumference,
viz. not less than AC.

CASE 3d. Let the given point lie in the given circle.

LIMITATION. Then a diameter of the given circle being
drawn through the given point, it is divided into two
segments by the said point, and the Diameter of the circle
required must not be given greater than the greater of
them, nor less than the lesser, viz. not greater than AC,
nor less than AG.

THE GENERAL SOLUTION.

LET A and B be joined, and in the line AB take CF equal to
Z, and then with center A and distance Z, let an arc be
drawn, and with center B, and distance BF let another be
drawn which by the Limitations will necessarily either
touch or cut the former ; let the point of their concourse
; then with D center and DA distance let a circle be
drawn, and I say it will touch the given circle whose
center is B : for B being drawn meeting the
circumference of the circle whose center is B in E, BC is
equal to BE, and hence CF equals ED, and they are both
equal to the given line Z.

PROBLEM VI

HAVING a right line given BC, and also a circle whose
center is A, it is required to draw another circle, whose
Radius will be equal to a given right line z; and which
shall touch both the given line and also the given circle.
THIS Problem has also three cases, each of which is
subject to a Limitation.
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CASE 1st. Let the circle to be described be required to be
touched outwardly by the given circle.

LIMITATION. Then the Diameter of the circle required
must not be given less than the segment of a line drawn
from the center of the given circle, perpendicular to the
given line, which is intercepted between the said line and
the convex circumference, viz. not less than BD.

CASE 2nd. Let the circle to be described be required to
be touched inwardly by the given circle.

LIMITATION. Then the given line must not be in the
given circle, neither must the Diameter of the circle
required be given less than that portion of the
perpendicular, drawn from the center of the given circle
to the given line, which is intercepted between the said
line and the concave circuniference, viz. not less than
BD.

CAS E 3d. Let the circle to be described be required to be

both touched and included in the given circle.
LIMITATION. Then the given right line must be in the
given circle, and when a Diameter of this given circle is
drawn cutting the given line at right angles, the
Diameter of the circle required must not be given
greater than the greater segment ; viz. not greater than
BD.

THE GENERAL SOLUTION.
FROM A draw AB perpendicular to BC, cutting the given
circumference in D; and in this perpendicular let BG and
DF be taken each equal to the given line Z ; and through
G draw GE parallel to BC , and with center A and distance
AF let an arc be struck, which by the Limitations will
necessarily either touch or cut GE ; let the point of
concourse be E, let AE be joined, and, if necessary, be
produced to meet the given circumference in H ; then
with E center and EH distance describe a circle, and I say
it will be the required circle: it is evident it will touch the
given circle : and because AD and AH are equal, as also



AF and AE, therefore DF (which was made equal to Z) will
be equal to HE: let now EC be drawn perpendicular to BC,
then GBCE will be a Parallelogram, and EC will be equal to
GB, which was also made equal to Z : hence the circle will
also touch the given line BC, because the angle ECB is a
right one.

PROBLEM VII.

HAVING two points A and B given in position, and
likewise a right line EF given in position, it is required to
find the center of a circle, which shall pass through the
given points and touch the given line.

CASE 1st. When the points A and B are joined, suppose
AB to be parallel to EF : then bisecting AB in D, and
through D drawing DC perpendicular to it, DC will also be
perpendicular to EF: draw a circle therefore which will
pass through the three points A, B, and C, (by Euc. 1V, 5)
and it will be the circle required : (by a Corollary from
Euc. III. 1. and another from Euc. I1I. 16.)

CASE2nd. Suppose AB not parallel to EF, but being
produced meets it in E : then from EF take the line EC
such, that its square may be equal to the rectangle BEA
and through the points A, B, C, describe a circle, and it
will be the circle required by Euc. III. 37.

THIS is Vieta's Solution. But Mr. Thomas Simpson having
constructed this, and some of the following both in the
Collection of Problems at the end of his Algebra, and also
among those at the end of his Elements of Geometry, I
shall add one of his Constructions.

LET A and B be the points given, and CD the given line:
drawing AB and bisecting it in E, through E let EF be
drawn perpendicular to AB and meeting CD in F: and
from any point H in EF draw MG perpendicular to CD, and
having drawn BF, to the same apply HI = HG, and parallel
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thereto draw BK meeting EF in K: then with center K and
radius BK let a circle be described, and the thing is done :
join KA, and draw KL perpendicular to CD, then because
of the parallel lines, HG: HI:: KL: KB; whence as HG and HI
are equal, KL and KB are likewise equal. But it is evident
from the Construction that

KA =KB ; therefore KB = KL = KA.

BECAUSE two equal lines HI and Hi may be applied from H
to BF each equal to HG, the Problem will therefore admit
of two Solutions, as the Figure shows: except in the case
when one of the given points, A for instance, is given in
the line CD, for then the Problem becomes more simple,
and admits but of one construction, as the center of the
circle required must be in the line EF continued, as also
in the perpendicular raised from A to CD, and therefore
in their common intersection: and this is the limit of
possibility ; for should the line CD pass between the given
points, the Problem is impossible.

N.B. THO' Vieta does not take notice that this problem is
capable of two answers, yet this is as evident from his
construction, as from Mr. Simpson's, for EC (the mean
proportional between EB and EA) may be set off upon the
given line EF either way from the given point E.

LEMMA 1.

A point A being given between the two right lines BC and
DE, it is required through the point A to draw a line
cutting the two given ones at equal angles.

IF the given lines be parallel, then a perpendicular to
them through the point A is the line required. But if not,
then let then be produced to meet in the point F : and let
FG be drawn besecting the Angle BFD, and through A
draw a perpendicular to FG, and it will be the line
required by Euc. I. 26.

PROBLEM VIIIL
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HAVING a point A given, and also two right lines BC and
DE, to draw a circle which shall pass through the given
point, and touch both the given right lines.

BY the preceding Lemma draw a line IAH through the
point A, which shall make equal angles with the two
given lines BC and DE: bisect IH in K ; and taking KL = KA,
by means of the preceeding Problem draw a circle which
shall pass through the points A and L, and likewise touch
one of the given lines, BC for instance, in the point M. I
say this circle will also touch the other given line DE: for
from the center N letting fall the perpendicular NO, and
joining NI, NH, NM ; in the triangles NKH, NKI, NK being
common, and HK =KI, and the Angles at K right ones Euc.
1.4. NH = NI likewise angle NHK = angle NJK, from hence it
follows, that the angle NHM = angle NIO ; and the angles at
Mand O, being both right, and NH being proved equal to
NI, NMwill be equal to NO by. Euc. 1.26.

Mr. Simpson constructs the Problem thus.

LET BD and BC be the given lines meeting in B, and A the
given point, join AB, and draw BN bisecting the given
angle DBC : and from any point E in BN upon BC let fall
the perpendicular EF, and to BA apply EG = EF, parallel to
which draw AH meeting BN in H: then from center H with
Interval AH let a circle be described, and the thing is
done. Upon BC and BD let fall the perpendicular HI,
HK,which are manifestly equal, because by construction :
the angle HBI =HBK ; moreover as EF: EG:: HI: HA.: but EF
and EG. are

equal, therefore also HI and HA.

PROBLEM IX.
HAVING a circle whose center is A given in magnitude

and position, and also two right lines BD et ZC given in
position, to draw a circle which shall touch all three.
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FROM A draw two perpendiculars to the right lines DB, ZC
; viz. ADF and AZX ; and in these perpendiculars take DF,
ZX, on either side of D and 7, equal to the Radius of the
given circle : and through F and X, draw lines parallel to
DB, ZC; viz. FG, XH ; and then by the preceding Problem
draw a circle which shall pass through the given center
A and touch the two lines FG, XH ; and E the center of this
circle will also be the center of the circle required, as
appears by substracting equals from equals in Figure 1:
and by. adding equals to equals in Figure 2.

LEMMAI.

IF the two circles CEB and CED cut one another C, then I
say a line drawn from the point of section CBD cutting
both circles, will cut off dissimilar segments from those
circles.
1st. Suppose CB to be the Diameter of one of them: then
draw to the other point of section E the line CE, and
joining EB, ED, the angle CEB will be a right one, and the
angle CED either greater or less than a right one, and
consequently CD cannot be a Diameter of the other.
2dly. Suppose CBD not to pass through the center of
either : then through C draw a Diameter CAG, and
continue it to meet the other circle in F, and join BG, DF:
then the angle CBG is a right one and the angle CDF is
either greater or less than a right one : and therefore
the lines BG and DF are not parallel : let H be the center
of the other circle and let a Diameter CHI be drawn :
draw DI and continue it meet to meet CG in K: then DIK
will be parallel to BG : hence CB: CD:: CG: CK. But CI and
CK are inequal (being both applied from the same point
in a right angle) and therefore it cannot be as CB: CD: :
CG : CI : and hence it appears that the Segments CB and
CDare dissimilar.

LEMMA III.
IF through the legs of any triangle EDF (see Figure to
Problem 10.) a line BI be drawn parallel to the base DF, so
that there be constituted two similar triangles about the



same vertex , and a circle be circumscribed about each of
these triangles ; these circles will touch one another in
the common vertex E

IT is plain that they will either touch or cut each other in
the point E : if they cut each other, then by the
preceding Lemma the Segments BE and DE will be
dissimilar ; but they are similar and they must therefore
touch each other.

PROBLEM X

Having a point A, and also a right line BC given in
position ; together with a circle whose center is G given
both in magnitude and position ; to describe a circle
which shall pass through the given point, and likewise
touch both the given line and the given circle.

THE given right line may either 1st cut touch, or be
entirely without the given circle, and the given point be
without the same or in the cicumference ; or 2dly, it may
cut the given circle ; and the given point be within the
same, or in the circumference.

CASE 1st. Suppose the given line BC to cut, touch, or fall
entirely without the given circle ; and the given point A
to be without the same, or in the circumference :
through G the center of the given circle draw DGFC
perpendicular to BC, and joining DA, take DH a 4th
proportional to DA, DC, DF, so that DA><DH=DC><DF: then
through the points A and H draw a circle touching the
line CB by Problem VII, and I say it will also touch the
given circle.

Draw DB cutting the given circle in E, and join FE. Now
because the triangles DEF, DCB are similar, DF: DE:: DB: DC,
and therefore DCxDF=DBXDE. But DCxDF=DAxXDH by
Construction. Hence DBxXxDE=DAxDH, and therefore the
points B, E, H, A, will be also in a circle : but the point E is
also in the given circle, therefore these circles either
touch or cut one another in that point. Let now BI be
drawn from the point of contact B perpendicular to the
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touching line BC to meet the circumference again in I,
and it will be a Diameter: and let EI bejoined: then
because the angles FED and BEI are vertical and each of
them right ones, FEI will be a continued straight line: and
it appears that the two circles will touch each other by
the preceding Lemmas.
CASE 2nd. Suppose the given line BC to cut the given
circle, and the given point to be within the same, or in
the circumference ; the Construction and Demonstration
are exactly the same as before, except that the angles FED
and BEI are not vertical but coincident, and so EI is
coincident with EF.

N.B. In either of these cases if the point A coincide with
E or be given in the circumference, draw DEB, and erect
BI perpendicular to CB to meet FE in I, then upon BI as
diameter describe a circle, and the thing will manifestly
be done.

PROBLEM XI .
HAVING two circles given in magnitude and position,
whose centers are A and B, as likewise a right line CZ, to
draw a circle which shall touch all three.
FROM the center of the lesser circle B let BZ be drawn
perpendicular to CZ, and in BZ (or in BZ continued as the
case requires) let be taken ZX=AL the Radius of the other
circle ; and through X let XH be drawn parallel to CZ, and
with center B and radius BG, equal to the difference (or
sum as the case requires) of the Radii of the two given
circles, let a circle be described ; and lastly let another
circle be described, touching this last, and also the line XH
and passing through the point A by problem X, and I say
that E, the center of this circle, will also be the center of
the circle required ; as will appear by taking equals from
equals, or adding equals to equals, as the assigned Case
and Data shall require.
The Cafes are four, though Vieta makes but three.
CASE 1st. If it be required that the circle should touch
both the others externally then BG must be taken equal
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to the difference of the Semidiameters of the two given
circles, and ZX muft be taken in BZ produced.

CASE 2nd. If it be required that the circle shall touch and
include both the given ones ; then BG must be taken
equal to the difference, as in Casé 1st, but ZX must be
taken in BZ itself

CASE 3d. If it be required that the circle should touch
and include the greater of the given circles, and touch
externally whose center is B; then BG must be taken
equal to the sum of the Radii of the given circles, and ZX
must be taken in BZ itself

CASE 4th. If it be required that the circle should touch

the greater of the given circles externally, and touch and
include the lesser ; then BG must be taken equal to the
sum of the Radii, and ZX must be taken in BZ produced.

PROBLEM X ITI.

HAVING two points given B and D, and likewise a circle
whose center is A to describe another circle which shall
pass through the given points and touch the given circle.
LET DB be joined, as also AB, and let AB be produced to
cut the given circle in the points I and K, then let BH be
taken a 4th proportional to DB, BK, BI, fo that

BDxBH=BIXBK : from H let a Tangent HF be drawn to the
given circle; and BF bejoined and cut the circle again in G:
and let DG be drawn cutting the given circle again in E,
and lastly through the points D, B, G, let a circle be
drawn, I say it will touch the given circle in G.

FOR joining EF ; because the rectangle DBH=the Rectangle
KBI, i e. the Rectangle GBF, therefore the four points D,
H, F, G, are in a circle; and hence the angle HFB = the
angle GDB (for in the two first figures one is the external
angle of a quadrilateral figure, and the other is the
internal and opposite, and in the two last figures these
angles are in the same segment.) But the angle HFB = the
angle GEF by Eu. IlI. 32. hence GEF=GDB : therefore the
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triangles GEF and GDB are similar and under the same
vertex, and therefore by Lemma 3. the circles described
about them will touch each other in the common vertex
G.

'There are other Construction of this Problem in Hugo de
Omerique, Simpson, and the Mathematician. See also Monthly Review
for Oct. 1764, where the Reviewer is pleased to speak favourably of the
1ft Edition of this work, but wishes that some modern solutions of these
Problemas had been inserted, which, he says, are more concise and
elegant than any which are to be met with in the works of the Antients.
The Editor acknowledges that the constuction there given is more
simple than Vieta's; but Vieta is not an Antient, and he knows of no
others that exceed his.

LEMMAV .

HAVING two circles ABCI and EFGH given, it it
required to find a point M, in the line joining their
centers ; or in that line continued, such, that any line
drawn through the said point M, cutting both the circles,
shall always cut off similar segments.

LET the line KL joining the centers be so cut or produced,
that KM may be to IM in the given ratio of the Radii AK to
EL [in the case of producing KL we must make it as AK-EL
: EL = KL: LM, for then by composition it will be
AK:EL::KM:LM] and then I say that the point M will be the
point required. For from it drawing any line MGFCB
cutting the circle ABCI in B and C, and the circle EFGH in
Fand G ; and let B and F be the correspondent points
most distant from M, and C and G the correspondent
points that are nearer; and let be joined BK, CK, FL, GL,
and thereby two triangles will be formed BKC, FLG. Now
because by Construction KM: IM ::KB: LF, KB and LF will
be parallel by Euc. VI. 7. and for the same reason KC and
LG will be parallel ; and therefore the triangles BKC and
FLG will be equiangled, and hence the segment BC will be
similar to the segment FG.

LEMMA V.
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THE point M being found as in the preceding Lemma, I
say that it is a property of the said point, that MG x MB =
MH x MA : as also that MF x MC = ME x ML

FOR joining CI and GH, it is evident that these lines will
also be parallel. Hence MIMC: : MHMG, but MI: MC:
MB:MA, therefore MH:MG:MB:MA, and MGxMB=MHxMA.
Again MHMG :: MF: ME, but MH:MG:: MI:MC, therefore MF:
ME ::MI : MC and MEXMC=MExMI .

PROBLEM XIII.

HAVING two circles given in magnitude and position,
whose centers are K and L, and also a point D; to draw a
circle which shall touch the two given ones, and also pass
through the point D.

JOIN the given centers by drawing KL, and in KL or KL
produced find the point M (by Lemma 4.) such, that all
the lines drawn from it cutting the given circles shall cut
off similar segments; and let KL cut the circumferences,
one of them in the points A and I, and the other in the
points E and H; and joining MD, make it as MD: MA :: MH :
MN. Then through the points Dand N draw a circle which
shall also touch the given circle whose center is K, by
Prob.XII and I say that this circle will also touch the
other given circle whose center is L. For let B be the point
of contact and BNI be drawn cutting the circle K in G, and
the circle L in F and G ; then by Lemma 5. MBxMG =
MAXxMH : but MAXMH = MDxMN by Construction :
therefore MBxMG = MDxMN, and the points B, G, N, D, are
in a circle. But the point G is also in the circle L ; therefore
these circles either touch or cut each other in the point
G. Now the circles BND and BCI touch one another in B by
construction, therefore the segment BC is similar to the
segment BG ; and also by construction the segment BC is
similar to the segment FG ; and therefore the segment FG
is similar to the segment BG ; and hence the circles FGE
and BGD touch one another in the point G.

THE Cases are three.
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CASE 1st. If the circle be required to touch and include
both the given ones, then M must be taken in KL
produced ; and MN must be taken a fourth proportional
to MD, MA, MH, A being the most distant point of
intersection in the circle K, and H the nearest point of
intersection in the circle L.

CASE 2d. If the circle be required to touch both the given
ones externally, then also M must be taken in KL
produced ; and MN taken a fourth proportional to MD,
MA, MH, A being the nearest point of intersection in the
circle K, and H the most distant in the circle L.

CASE 3d. If the circle be required to touch and
include the circle K, and to touch L externally then
M must be taken in KL itself and MN a fourth
proportional to MD, MA, MH, A being the moft
distant point in K, and H the nearest in L.

PROBLEM XIV.
HAVING the circles given whose centers are A, B, and D;
to draw a fourth which shall touch all three.
LET that whose center is A be called the 1st, that whose
center is B the 2d, and that whose center is D the 3d.

Then with center B, and radius equal to the difference, or
sum, as the case requires, of the semidiameters of the
1st and 2nd circles, let an auxiliary circle be described;
and likewise with D center, and radius equal to the
difference, or sum, as the case requires, of the
semidiameters of the 1st and 3d circles, let another
auxiliary cirde be described ; and lastly by the preceding
Problem draw a circle which shall touch the two auxiliary
ones, and likewise pass through the point A which is the
center of the first circle. Let the center of this last
described circle be E, and the same point E will likewise be
the center of the circle required : as will appear by
adding equals to equals, or taking equals from equals, as
the case requires.

THE Cases are these.



CASE 1st. If it be required that the circle should touch an
include all the other three ; then let A be the center of
the greatest given circle, B of the next, and D of the last :
and let BG = the difference of the semidiameters of the
1st and 2nd and DF

and DF = the difference of the semidiameters of the 1st
and 3d, and through A describe a circle will shall touch
two auxiliary ones externally.

CASE 2d. If it be required that the circle should touch all
the other three externally , then the circles being the
same as before in respect to their magnitude, let BG and
DF be also the same as in the 1st Case, but through A
describe a circle which shall touch and include the two
auxiliary ones.

CASE 3d. If it be required that the circle should touch
and inclu de one of the given circles A, and touch the
other two externally ; then let BG and DF = the sum of
the semidiameters of the 1st and 2d, and sum of the
semidiameters of the 1st aixi 3d respectively; and
through A describe a circle which shall touch the two
auxiliary ones externally.

CASE 4th. If it be required that the circle should touch
externally one of the given circles A, and should touch
and include the other two; then let BG and DF = the sums
as in Case 3d, but through A describe a circle which shall

touch and include the two auxiliary ones.
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Articles divers extraits des Annales de mathématiques pures et appliquées
(Journal de Gergonne.)

Gergonne ; Recherche du cercle qui en touche trois autres sur une sphére.

tome IV n® XII 1° juin 1814, p. 349 4 359.
Gergonne : Recherche du cercle qui en touche trois autres sur un plan.

tome VIIn® X 1° avril 1817, p. 289 a 303.
Poncelet : Réflexion sur I’usage de I’analise algébrique dans la géométrie ; suivie
de la résolution de quelques problémes dépendant de la géométrie de la régle.p.
141 a 155.
Suivi de :
Gergonne : Réflexion sur Iarticle précédent p. 156 a 161

tome VIIIn® IV 1° novembre 1817
Poncelet : Construction géométrique d’un cercle qui en touche trois autres
donnés sur un plan ou sur une sphére, d’un céne droit qui en touche trois autres
de méme sommet, et d’une sphére qui en touche quatre autres dans ’espace.

tome XIn® X 1°avril 1821, p. 317 2 322.
Un abonné : Sur la construction du cercle tangent 2 trois cercles donnés.

tome XIIIn° I 10 aout 1822, p. 193 a 200.
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CONTACT DES CERCLES SUR LA SPHERE. 34

GEOMETRIE.

Recherche du_cercle qui en touche trois autres sur
une: sphére 3

Par M. GERGONNE,

DANS un mémoire adressé il y a quelques temps i I’académie
- de Turin, j'ai déduit d'une analise trés-courte et trés-simple Ies
" deux propositions suivantes :

1.° Trois cercles C, ¢, C” éant donnés d’une manitre quel-
‘conque sur un méme plan, soient menédes les tangentes extérieures

communes 3 C et G/, & Cet C/; ces tangentes détermineront sur -

*C deux cordes de contact, se ¢oupant en quelque point M ; elles
détermineront aussi sar, les cercles Gt et € deux autres cordes de
contact lesquelles , prolongécs s'il est nécessaire , se couperont en un
autre point N ;'or , si l'on joint ces points M et N par une droite ,
les intersections P, Q de cette droite avec Cscront les points ol ce cercle
sera touché par deux cercles touchant 2 la fois les trois cercles C , C/,
€/, et les touchant tous trois 'de la méme manitre ; ¢ est-3- dire , Ies en~
veloppant tous trois , ou les touchant tous trois extérieurement. '

»* Quatre sphéres S, S/, $”, S/ ¢&ant données d’une manidre

Tom. IV, ne° XII, 1.5 juin 1814. 47
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330 CONTACT DES CERCLES

quelconque dans I'espace , soient circonscrits extérieurement des cdnes
- aux sphéres S et §/, § et S“, S et §//; ces cones détermineroat
sur la sphére S trois lignes de contact dont les plans se couperont
en un certain point M ces mémes cdénes détermineront aussi sur
§’, §”, S rois autres lignes de contact dont les plans, prolongds
s'il est nécessaire, se ‘couperont en un autre point N; or, si 'on

joiat ces poiuts M et N par une droite, les intersections P, Qde

- cetle droite avec la sphére S seront les points ol cette sphére sera

touchée par deux spheres touchant i la fois les quatre sphéres S,
S/, §#, 8" et les touchant toutes quatre de la méme manicre;
c’est-i.dire , les envcloppant toutes quatre ou. les touchant toutes
quatre extérieurement. »

1l est clair que ces propositions donnent la solution directe des
problémes od il s'agit "de décrire un cercle'qui touche trois cercles
donnés , ou de décrire une sphére qui touche quatre sphéres données,
du moins lorsqu'on exige que les trois cercles ou les quatre sphéres
donnés soient touchés de la- méme ‘manidre- par le cercle ou par
Ia sp_hére cherchés ; mais j'ai fait voir," dans le mémoire cité , qu'en
faisant une combinaison convenable des angles et cones cir-
conscrits intéricurement avec les angles et cdnes circonscrits exté-
rieurement ,” on pouvait obtenir,, par un semblable procédé , les huit
cerclgs qui peuvent toucher i la fois trois cercles donnés et les
seize sphéres qui peuvent toucher 3 la fois quatre - sphéres données.

_J’ai cherché gn outre ¢e que devenaicnt les cordes de contact et

les plans de lignes de contact, lorsque les rayons de quelques-uns
des cercles ou de quelques-unes des sphéres donnés devenaient nuls
ou infinis , et jai ainsi élabli le moyen de ramener 4 des pro-

. cédés uniformes , et faciles 3 retenir, tous les problémes de Viéte
sur "l'e;"i;bnl_éél't des_cerclgs » et ceux ‘de Fermat sur le contact des
e M o Spl ey g 5. .

] L’élég'a.nte simplicité de ces solutions , Vipd_iqt-féés_m tout natorellement

par l'analise , m'avait fait désirer que celles -qui sont r'clnliyes i’
_trois cercles donnés sur un plan s',a?pliquassent également 2 trois
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cercles dorinds sur une sphére (*) ; I'analogie m'avait méme fait ‘
soupgonner fortement’ qu'il devait en étre ainsi, Le calcul m’a montré

que j'étais dans l'errcur i cet égard ; mais en revanche; il mi'a
fourni, pour trois cercles donnés sur une sphere , des constructions
qui pouvent facilement étre transportées A. trois ‘cercles donnés sur
“un plan , et méme i quatre sphéres donnédes dans l'espace, et
qui ne sont pas plus compllquées que celles que je viens d’indiquer

sommairement ; de maniére que j'ai enfin obtenu pour les problémes

de l'une et de l'aatre sorte celte parfaile uniformité a laquelle]avaxs
principalement aspiré. ' ]

Avant d'entrer dans le détail des modifications que jai fait subir

3 mes premitres constructions , pour les rendre applicables 4" trois
cercles donnés sur une sphere; je. dois presenter d’abord quelques
remarques propres 2 en faciliter I intelligence. ~ - ¢

On sait que rien n’est plus facile que d'obtenir I'équation de la
corde commune 4 deux cercles ‘dont les équatigns sont données :
cette équation étant- rationnelle , il s'ensuit que’la droite i laquelle
elle appartient est réelle, lors méme que les deux points qui doivent
en' déterminer la situation sont imaginaires ; c’cst-d-dire, que deux
‘cercles tracds sur un méme plan ont encore une corde commune,
lors méme qu'ils ne se coupent pas ; c'est cette corde que M. Gaultxet
de” Tours a dénommée 1'Aze radical des deux cercles (**)* _

On demonlre aussi bien [acilement, par l'analise, et presque sans

calcul , ‘que , troxs cercles étant tracés sur un méme plan’, soit.
qu’ils’se coupent ou qu'ils ne se coupent pas, leurs axes. radicaux ou -

cordes communes deux i deux concourent en un méme. point
que M. Gaultier a nommé leur Centre radical. (***).

(*) M. Carnot , A la page 415 de sa Glométrie: de- position , 2 donné I'ébauche:
d'une solution analitique de ce problime.. On peut aussi consulter la. Correspondance
sur Pécole polytechnigue , tome 11L.%, n.° 1, janvier 1814, pag. 10.

(**) Voycer le xv1.¢ cahier du Journal de U'école polytechnigue.

(***) Méme ouvrage. . "
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Ricn nlest plus aisé, comme on l¢ voit, que d¢ déterminer V'axe
radical ,ou corde commune de deux cercles qui se coupent. Lorsqu'au
contraire les deux cercles ne se coupent pas, la chose n’est guére

plus difficile. Si en effet on décrit arb:tralremcnt un troisitme cercle.

qui coupe 2 la fois ces deux-la, il aura avet eux deux cordes

communes , et il résultc de ce que nous venons de dire sur le '

centre radical , que le point de concours de ces deux cordes est un

“point de: I'axe radical des deux: cercles donnés ; ; et, comme on sait

dallleurs que cet axe doit étre perpendiculaire 3 la droite qui joint
les centres , il se trouvera entidrement déterming.’ Au surplus, on
trouvera peut-étre plus commode , dans la pratique , de chercher
un second point de cet axe ., par un pxocéde pareil A celui qui
aura fait trouver le premier. = . . . . ool

Sachant ainsi trouver l'axe radical de deux cerc]es , lors ;méme
qu'ils ne’ se coupent pas, la recherche du centre radical de trois

cercles , dans le cas méme ol ils ne se, couperont pas, ne pré-

. sentera plus aucune_ dlmcuhé S '

- Tout. ceci peut facnlcment dtre élendu Y des sphéres dans V'es-
pace. Ainsi le plan_du cercle commun 2 deux _spheres , lequel plan
existe encore lorsque ces sphétes ne se coupent pas, est leur Plan

e radical. .

On détermine une drmte _appartenant X ce plan en construisant une
sphere qm coupe & la fois les deux spheres données et prolongeant
les plans des Yntersections jusqu'd ce qu'ils se coupent. Pour déter-

~ _miner entitrement ce plan, on peut indifféremment , ou .déterminer

une nouvelle droite qui y 'soit situde , ou conduire par l'un quel-

+ conque des points de la premlére un plan perpendiculaire 2 la droite

qui’ joigt -les centres.

Si trois sphéres coemslent dans lespace “ellés donneront , en les

considérant deux i deux , trois.plans radicaux lesquels se couperont
suivant une méme droite qu'on appellera leur Aze. radical, et dont
la construction noﬂnra point de dnﬂiculté d'aprés_ ce qui vient
d'étre dlt. R : o
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Si, enfin, quatre sphéres coekistent dans I'espace, elles donneront ,
étant prises trois 4 trois, quatre axes radicaux » lesquels - concourront
en un méme point qui sera le Centre radical de ces quatre sphéres,
Ce centre pourra donc étre déterminé par ce qui précéde.

Cela posé, soient 1. C, C/, C/ trois cercles donnéds -sur un
plan; et soit O leur centre radical. Soient menée; a ces cercles,
pris deux i deux ,"'des tangentes communes extérieures ; ces tan-
gentes détermineront sur chaque cercle deux cordes de contact se
coupant en un point; soient, pour les trois cercles respectivement,
P, P/, P ces points d'intersection. Si alors on mene les droites
OP OP’ OP” , elles détermineront sur G, C/, C/ respectivement

les points ot ils devront étre touchés par deux cercles les touchant tous"

trois et les touchant.tous .de.la méme,, mamérer S o

2.° Soient S, S/, S7, S quatre sphéres. données dms Ies- '

pace ; ct soit O leur cenlrc radical. Soient menéds i ces sphéres,
Pprises ‘deux 3 deux. s des cdnes circonscrits, extérieurs ; ces .cones

détermineront sur chaque sphére_trois lignes -de:contact dont les -

plans se couperont en’un point ; soient , pour les  quatre’ “sphires
respectivement P, P/, P# , P/ ces points d'intersection. - Si alors

on méne les droites OP OP’ OP”, OP/ , elles détermineront -

sur S, S/, S, S respectivement les pomts ol elles devront étre

touchées par dcux sphéres qui les toucheront toutes ‘quatre’, ‘et les-_

toucheront toutes de la méme maniére.
En faisant_encore ici une convenable combinaison des angles et
cbnes circonscrits mteneurement avec les angles et cones circonscrits

exlérieurement , on déduit de ces constructions, comme de -celles -

qui ont été précédemment indiquées , la détermination des huit

cercles qui peuvent toucher i la fois “trois cercles donnés et celle .
des seize sphéres qui peuvent toucher 2 ‘la“ fois* qua(re sphéres

données. De plus, en faisant & ces constructions les modifications

qui conviennent au cas ol les rayons de quelques-uns des cercles” .’

ou de quelques-—unes des sphires donnés deviennent nuls ou in-
finis , on raméne encore, comme dans le premier cas , i des procédés

122



354 CONTACT DES CERCLES
uniformes la solution de tous les problémes de Vidte surle contact
des-cercles et de ceux de Fermat sur le contact des sphires.

Je ne prétends pas décider si ces procédés ont en eux-mémes
quelque avantage sur les premiers que j'inclinerais méme i regar-
der comme plus simples; mais c’est sous cette forme seulement que
la construction qui fait trouver les cercles qui touchent 4 la fois
‘trois cercles donnés sur un plan , donne aussi , sans aucune mo-
dification , les cercles qui touchent A la fois trois cercles donnés
sur une sphere. :

C'est 2 prouver cette assertion que je consacre principalement cet
‘arlicle. Le probléme revient évidemment & celui-ci : Trois cénes
de méme sommet étant donnés ; construire un quairiéme cbne ,
de méme sommet qu'eum, qui les touche sous trois? et c'est sous
ce point de vue que je vais l'epvisager.

Soient C, C’, C” trois ténes donnés, de méme sommet, dont
les angles générateurs soient respectivement r , r/ , . Soit pris
leur sommet commun pour origine des coordonnées que nous sup-
posons rectangulaires ; et supposons que l'axe du dernier soit I'axe
des z. Représentons en outre par ¢,8, ¢, &/, &, ¢/ respectivement
les cosinus des angles que forment les axes du premier et du second
avec les axes des coordonnées; ce qui, comme l'on sait, donnera
lieu aux relations ’

ab e =1, (1)
@B =1 . (2)

Désignons ensuite par A, B, G les cosinus des angles que forme
I'axe du cone cherché avec les axes des coordonnées , ce qui donnera

pareillement

AR 4Cr=1 3)
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et soit R son angle généfateur. Si l'on veut que ee céne touchs
extéricuremennt les trois cénes- donnés, il faudra que I'anglé que
fera son axe avec l'axe ‘de chacun d’eux soit égal & Ia somme
de lcurs angles géncrateurs; cc qui donnera

‘@ A4-b B4c C=CosR4-r ) , (4)
o' A+¥B4-c'C=Cos(R+r') , - )
C=Cos.(A+7") . (6)

Telles sont les équations qu’il faudrait combiner avec I'équation (3) .

pour obtenir l'arigle générateur R.du céne cherché, et les cosinus
A, B, C des angles que forme son axe avec:les axes des coor-
données ; et l'on voit évidemment que le probléme aurait deux
solutions.

Il y a donc deux cénes cherchés dont chacun a une ligne de
contact avec I'un quelconque des cénes donnés , avec C par exemplc 3
et il est clair, d’aprds cela, que la recherche du plan qui contlent
. ces- deux droites doit étre un probléme du premier degré seulement.
Soient donc z, y, z les ‘coordonnées de la ligne de contact de

C’ avec le céne cherché; nous cohnaissons déjd un lieu de cetts

lxgne, et c’est le cone’ C/ lui-méme , dont I'équation est-
(#*4y*)Cosr/=2z>Sin>r/ ; l (7
il n’est donc plus question qﬁe d’en chercher un second:

Or, cette ligne devant étre dans un méme. plan avec les. axes
des deux cones, il s’ensuit qu’on doit avoir

Ay=Bz ; (8)

et eonséquemment , en éliminant 4, B, C, R entre les cinq équa-
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356 CONTACT DES CERCLES
tions (3), (4), (5), (6), (8), I'équation résultante, en 7 ; y,
sera celle du second lieu demandé.

Mais on sait qu'une ligne donnée par lintersection de deux

surfaces est aussi sur toute surface dont l’équation serait une com-
binaison des équations de ces deux -1a ; d’olt il suit que, dans

Pélimination , nous pouvons nous aider de I'équation-(7) pour sim-
plifier nos résultats. Nous ne ferons  ainsi que substituer au lieu
cherché quelque autre lieu plus simple , coupant le cone C” suivant la
méme droite. . ' :

A l'aide de cette attention , l’dlimination deviant trés-facile. On
tire des équations (3), (6), (8), en ayant égard 2 I'équation (7),

xCos.rSin.(R~-r)
zSins !

A=

yCos.rSin.(R4-r')
zSins"

o= zSin.r-”Cos.(R+ﬂ')

: = zSin.r’ 5

B=

R 4

¢es valeurs étant substituées dans les équatxons (4) et (5), elles
deviendront
(a x-l-éy)Cos.r”Sin.(R+r”)+czSin.ﬂ’Cos.(R-{-r”):-zSinJ'”Cos.(R+r) .

(a'x4-8'y)Cos.r!'Sin. (H+r”)-}-c’sz.ﬂ'Cos (R4-ry=2zSinr""Cos.(R4-r) -
-
Mais on peut remarquer que

Cos.(R4-r)= Cos.f (R4~ (r”-r) Y =Cos. (r”-r)Cos.(H-l-r")-[-Sm (r"-r)Sm (B4 ,
Cos.(R+-r)=Cos.{ (R4")- (ﬂ'-r') }=Cos.(r*-r)Cos (H-]-ﬂ')-]-Sm (r”-r’)Sm.(B-l—r”) .

on aura donc en substituant et divisant par Cos{R~4r"); .

{(az-l-by)Cos.ﬂ'—zS'm r'Sia. (r”-—r)}Tang (H+r”)+z$1n r''{ ¢—Cos.(r'—r) } =0 ,*

{(a'a4b/y) Cosurtiemg Sinr"Sin. (r—r')Tang: (n+r")+zsmﬂ§c'-cm.(ﬂl—ﬂ) ,:l-o ;
. ol
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SUR LA SPHERE. 359
d’od T'on conclura, par Iélimination de Tang.(A-4r") :

(ax4-dy)Cos.r"—zSin,r'Sin. (r"==r) __ (a’x4-b'y)Cos.r!! —zSin r"Sin.(r!==r")
¢=—Cos.(r!!=r) - ¢/—Cos.(r!'—r')

; (9,)

équation d’un plan dont I'intersection avec C/ doit déterminer sur
cc céne la droite suivant laquelle il doit étre touché par le céne
cherché. Cette équation restant la méme lorsqu’on y change simul-
tanément les signes de r, 1/, '/, il s’ensuit” que, pour les huit
combinaisons dont les signes de ces angles sont susceptibles, c’est-
A-dire, pour les huit solutions du probléme, cette équation ne prend
que quatre formes distinctes , 3 chacune dcsquelles.répondcnt consé-
quemment deux’ de ces solutions.

Pour construire le plan exprimé par I'éguation (g) , il est né-

cessaire et il suffit de connaitre dcux droites qui y soient contenues;
clest-i-dire , de trouver deux systtmes de decux équations en z,
¥, z qui jouissent de la propriété de rendre I’équation (g) identique.
Et réciproguement deux manitres distincles quelconques de rendre
T'équation (g) identique , sans établir entre z , g, z des relations
qui excddent le premier degré , conduiront A la connaissance de
deux droites qui détermineront le plan cherché.
. Entre les diverses maniéres de rendre cette équation identique ,
lesquelles sont en nombre infini, nous choisirons les deux suivantes :
1.° nous poscrons séparément les dcux membres de l'équatioxi- (9)
£Sin.ar!! ‘ ’
Cos.r .
—yCos.r". Cela donnera, toutes réductions faites , les deux systémes
d'équations

dgaux 2 ; 2.° nous poserons les mémes membres égaux a

(¢ 245 y)Cos.*r” = z(cSin.r’/—Sin.r )Sin.r , } .
- (10

(a’z4b'y )Cos.*r/ =z(¢/Sinar//=Sin.r/,Sin.r §

(¢ -5 y)Cos.r’=2(Cos.r —c/Cos.r’’) ,

(11)
(a’z+b'y)Cos.r’=z(Cosa'—c/Cos.r’’) . ‘
Tom. 1V. 48
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358 CONTACT DES CERCLES
Ainsi, en construisant la droite exprimée par'lcs équations (10),
puis la droite exprimée par ‘les équations (11), le plan cunduit par
ces deux droites sera cclui qu'exprime l'équation (g). '
Ce quil y a de micux 4 fairc, pour construire les droites (10)
et (11), c’est de construire les plans dont ces droites sont les inter-
sections. Or, avec un peu d'atlention , on reconnait les plans (10)
pour ccux des lignes de contact du cone C” avec les plans tangens
communs extéricurs tant 3 ce cone et au céne C qu’au méme céne
et au cone C/, ct on rcconnait les plans (11) pour ceux suivant
lesquels les cones C, C’/ coupent respectivement le céne C”, ou,
en d'autres termes, pour les plans radicaux tant a Cet C” qua ¢/
ct C” (%) ; ce qui indique pour le cone cherché une construction

(") Supposons, en eflct , que I'équation du plan tangent commun aux cdnes C et C”
soit i

Dx4-Ey4-Fz=o, (12)

- avec la condition

D-EfFo=1; a3)

si l'on veut que ce plan tangent soit extérieur , c’est-a-dire , si I'on veut que ce plan
laisse les deux cdnes d'un méme cdté, D, E, F se'ront‘délerminé.s par l'équation
(13) jointe aux équations

| eD4bE4cF=Sinr ,  Gh)
F=Sin.r"; a5

et 'on voit que le probléme est du sccond degré , de maniére qu'il y a deux plans tan-
gens.

Or, si l'on suppose que x, y , z désignent les coordonnées de l'une ou de I'autre
ligne de contact avec C” , les équations (12), (13) , (14) , (15) devant avoir lieu en
‘méme temps pour ces droites , le résultat de I'dlimination de D, E , F entre elles séra
I'équation d'une surface contenant ces mémes droites. ’

Ce résultat est facile a obtenir. On tirc des équations (12) , (14) 15)
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' SUR L'A SPHERE. 35
qui , appliquée ensuite 3 la recherche du cercle qui en touche trois
autres sur uné sphere , revient 3 cclle qui a été enseignée plus hauf.

Celle-ci se trouve méme établie par ce qui précéde , puisqu'un
plan n'est autre chose qu'une sphére dont le rayon est infini,

_ _(§1n r—cSin.r’") _y+bz§i__r!£”

A oy—bx ’
Be—— (Sin.r—tSin r')x-}-azSin.r

- ay—bx ’
C=Sin.r”;

valeurs qui substituées dans ['équation (13) donnent
{(Sin.r—cSinﬁ')y-l-&.':‘Sip.ﬂ'} *{Sin.re=cSin.r")x-azSin r”i’::'(ay-bx)’Cos.’r" 7

telle est donc I'équation d'uﬁe surface dont les intersections avee le cdne C” détermi-
neront ses lignes de conlact avec les deux plans qui touchent 4 la fois extérieuresiient
1:s cdnés €7 et C. .

Or en développant cette équation , la multipliant par Cos.?r” , ct ayant égard 3 la
relation (1) yelle pewt &tre mise sous celle forme

{ (dx4-5x)Cos.*r =z (cSin.r/=Sin.r)Sin.r'}>
={(c—"Sinr"Sin.r)i— Cos.2P/Cos.rf{z2—(z*}y*4-22)Cos o] 5
or en la combinant avec celle de C” qui est
23=(x?=}y2J-2z2)Cos.>r";

elle se réduit simplement %

(ax4-by)Cos.2r'==z(cSin.r”—Sin.r)Sin:r” ,

qui n'est , en effet ., autre chose que la premiére des équations (10).
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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Becherche du cercle qui en touche trois autres sun
 un plan;

Par M. GERGCOXNE.
AT VIVAAY S

IL y ¥ environ trois ans que l'académie de. Turin voulut bicm
‘rendre public , par la voie de I'impression, un.mémoire que je
‘lui avais adressé, et od, dans le dessein de- venger complétement
la géométrie analmqne du reproche. qu'on ne lui fait que trop
‘souvent de me pouvoir rivaliser avec la géométrie pure , pour la
construction des problémes , j'essayais'de prouver que cette géométrie
‘analmque , ‘convenablement maniée , offrait les selutions les plus
~directes ; les plus: élégantes. et les plus simples de deux problemes
“dis-long-temps célébres., et qui passent pour difficiles : je veux parler
‘du problime o il s'agit de décrire un cercle qui touche trois cercles

"donnés et de celui od il est question de décrire une sphére qui

“touche quatre sphéres donndées. .
J'écrivais pour des: savans consommés., et je crus &evmr étre court;
il parait que je le fus un peu trop ; plusieurs géometres, qui eurent con-
naissance de mon mémoire , me firent le reproche , fondé sans doute ;
'qne le fil qui m’avait guidé n’y était pas assez apparent, et que
mes calculs sémblaient plutdt propres a légitimer une construction

_trouvée par un heureux hasard, qu’3d faire découvrir cette cons- -
“truction. T parait- méme que, par suite de mon excessif Jacenisme,

Tom, VU ,n.° X, 1.** april 1817, 3g

— — |
— T ¥ o, @
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beaucoup de géométres n’ont pu suivre mes méthodes et en saisic
Vesprit ; car on est revenu encore postérisurement sur ces deux
problémes , sur lesquels pourtant j'avais cru ne plus rien laisser
3 dire.

C'est ce qui me détermine aujourd’hui 2 reprendre le mame
sujet, dans Ja vue de le développer davantage , et de le mettre 3
la portée méme des commengans. Je le fais d'zutant plus volontiers
que les méthodes que je mets en ceuvre en cette rencontre me
paraissent ouvrir un noaveau champ de spéculations et de recherches
de nature 3 faire prendre i la glométric analitique une face en-
tirement nouvelle. On verra, je pense, par ce qui va suivre, que
tout, absolument tout, peut étre motivé et justifié dans mes pro-
cédés; et que, loin que mes calculs n'aient pour objet que de
légitimer une construction graphique, découverte 3 'avance, cette
construction en est, au contraire , une conséquence toute naturelle,
et, pour ainsi dire, absolument inévitable. On verra enfin que ces
deux problémes, sur lesquels tant d'illustres géométres se sont tour
3 tour exercés, deviennent , par les mdthodes que j'y applique,
des problémes de premiére facilité , qui peuvent aisément trouver
place dans les traités méme les plus élémentaires.

Au surplus, comme la marche des raisonnemens ot des calculs
est absolument la méme pour ces deux problémes, je me m'occu-
perai uniquement ici que du premier: Vautre pourra offrir au Jec-
teur un moyen de s'assurer s'il a bien saisi le procédé. 1l pourra
également s'exercer sur le probléme od il s'agit de srouver sur une
sphére , un cercle qui en fouche trois autres, donnés sur la méme
sphére ; probléme que jai traité par les mémes méthodes, 3 la
page 34g du 1V * volume de ce recucil.

Soient ¢, &, ¢” trois cercles dounés de grandeur et de situation
sur un méme plan , et proposons-nous de trouver un quatriéme
cercle C qui touche 3 la fois ces trois-la.

1l se présente assez naturellement de chercher le centre et le
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rayon du cercle 'demandé. Mais," comme on sait faire passer une
circonférénce par trois points donnés , il se présente anssi assez
haturellement de chercher trojs points de la circonférence de ce
cercle. Nous allons méme voir bientdt que ce dernier moyen de
solution mérite la préférence sur le premier. ' :

Parmi les points de lz circonférence du cercle cherché, il y en
a1 trois qui se font particulidrement remarquer : ce- sont ceux ¢ y
#, U ol cette circonférence doit étre touchée par les trois cercles
donnés ; voild donc les points de cette circonférence que nous sommes
naturellement invitds & découvrir,

Notre probléme se trouve donc ains ramené air suivant :

Trois cercles ¢, ¢’y ¢” étant donnés de grandeur et de situation
sur un plan ; déterminer err quels points-£, ¢ v 47 ils doivent é&tre
touchés par um quatridme cercle ¢ qui_les touche tous trois, <

* Mais il n'est pas difficile de voir”que , pourvu que l'on' sache
trouver le point de contact de C avec I'un. quelcdbnque des cercles
donnds ; em répétant successivement le- méme procédé pour chacun
de’ ces cercles, le 'probléme se' trouvera. résolu. = R

Au 'moyen- de cette rema}l{u‘c‘;. flotre: probléme: se trouve ramené
au suivant :. . "t -

Trois cercles ¢, ¢/, ¢/ étant” donnés de- grandeur- et de higua.lion'

sur un' méme plan , déterminer en quel point l'un- d'eux est ipt{éﬂéz

par un quatriéme: cercle: C. qui. les. touche: tous: trojs,. *

¥

Il nous. est facile: de prononcer préséntgment? sur le: mérite’ des:

-3

deux modes. de- solution que nous. avons: d'abord: indiqués.. " N
Pour parvenir A. 1 résolution compléte: d'un: probléme-, il y a
inévitablement 3 exdcuter un. certain: nombre- d’opérations: qui dé.
pendent de- la nature' de' ce probléme et quon ne saurait’,. avee:
toute l'adresse: possible, abréger et réduire: indéfiniment.. Or- , dis.
‘qu'on a- le: centre: et Jo rayon du cercle cherché,. le- p_roblémej est
3 peu prds résolu; donc » la recherche de ce centre-et de ce rayon:
doit compter toute: la somme- de- constructions -que la: résolution du:
probléme,. simplificé: autant qu'elle peut Iétre,. peur exiger. .
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293 CERCLE TANGENT

Au. coatraire , si nous avons les points de contact du cercle cherchd

avec les trois cercles donnés y le probléme ne sera pPas encore com-

pkitement. résolu, et il nous restera encore & faire passer un cercle
Par trois points donnés ; donc, il faudra moins faire pour parvenir
jusques-la que pour arriver & la solutjon compléte du probléme ;
donc enfin, il doit étre plus facile de trouver les points de contact du
cercle cherché avec les trois cercles donnds » qu'il ne-le serait:de trouver
le centre et-le rayon de ce cercle. . -

A plus forte raison devra-t-il étre plus facile de trouver un de
ces points de contact que de les trouver tous trois', - puisque , ce
point trouvé, on n'aura encore exdcuté que le tiers de la cons-
truction nécessaire pour les trouver tous trois ; puis donc que , lors-
quils sont connus,.le probléme n'est pas encore complétement ré-
solu, on peat présumer , avec beaucoup de vraisemblance , ‘que la
racherche. de 'un d'cux ne comportera pas méme le tiers de la com-
plication totale.du probléme ‘proposé (*). ' -
- Qccupons-naus donc de :la recherche du point #/ ol le cercle C
touche le cercle ¢7.. . . C o am e -
<. Un point_est déterminé , sur un plan , lorsqu'on connait deux
lignes , droites ou courbes, sur lesquelles il doit se trouver.

(*) On peu établir, en principe , qu'en géuéral , il doit étre d'autant plus
facile de ramener un probleme 4 un_autre que. la solution de celui-ci est plus
difficile ; pourvu cependant que lc dernier soit , s'il est permis de s'exprimer
ainsi, sur'la route du premier. Ainsi, par exemple , il est beaucoup plus aisé
d'aller de  Dunkerque 4 Amions que. de Dunkerque & Collioure ,-parce que
Amiens se trouve sur la route de Dunkerque A Collioure , et fort loin de cette
.derniere ville. Majs , quoique Berlin soit fort loin de Collioure, il est beaucoup
plus court d'aller de Dunkerque 4 Collioure que de 'Dnnker'que A Ber!i.n_; parce
que Berlin est tput--fait hors de la ‘routé "qui joint ces deux villes.

- Si Viete et Newton sont parvenus trés - simplement- & ramener le ‘probleme
qui nous occupe A cclui ol il sagit de décrire un cercle qui , passant par un
point donné , touche deux autres.cercles donnés, c’est que ce dernier probleme
est presque aussi difficile i},ré_sgpd're. que le premier. -
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Or, .pour le; pomt 2", nous connaissons dé)h une telle ligne :
¢'est la circonférence ¢/ ; il n’est donc plus quesuon que fi'en trpuver
une  autre, .
_ Notre probléme se trouve donc ainsi ramené au suivant:

Trois cercles ¢, ¢/, ¢” étant donnés de grandeur et de sitaation

sur un plan, trouver une ligne qui coupe ¢” au point £/ ot il est
touché par un qualnéme cercle G, qui_ touche 4 la fois les trois
premiers.

Mais il est essenuel de remarquer que ce dermer problé¢me est '

indéterminé , puisqu'un méme point peut étre déterminé d’une in=-
finité de maniéres différentes par lintersection de deux lignes. Clest

dc la méme maniére que , lorsqu’on a deux équations entre deux '."'

inconnues z et y , on peut remplacer ces deux équations d'une
infinité de maniéres différentes , par le systime de deux autres
équations ayant lieu en méme temps qu'elles , et donnant consé=
quemment les mémes valeurs pour les deux inconnues (*).

Rapportons les données et les inconnues du probléme 3 deux
axes rectangulaires. Si nous n'aspirions qu’a l1a plus grande symetne
possible, nous supposenons ces axes absolument quelconqucs. ‘Si,
au contraire , nous n'aspirions qu'a la simplicité , nous poumons
placer l'origine au centre de I'un de nos cercles et faire passer l'un
des axes par le centre. de' 'un des deux autres.

Mais pour concilier, autant qu'il est possible, la slmphcue avec
Ja symétrie , nous nous bornerons 4 placer le centre de I'un de nos

(*) Nous n'hésitons pas 3 regarder celte substitution d’équations les unes aux
autres, sur laquelle les traités elémenlalres sont loin d'insister aussi fort¢ment
qu'ils le devranent , comme un des plus puissans moyens de D'analise et de la

géométrie. ' C'est elle qui fait , en particulier , presque tout le mérite de la

discussion des lignes et surfaces da second ordre , exposée i la page 61 du
V.t volume de ce recueil , aiosi que de la théorie de lears plles que: I'om
rencontre 3 la page 293 du tome IILS,
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294 CERCLE TANGENT
gercles 3 l'origine , en donnant d'ailleurs aux axes ‘une direction
quelconque par rapport aux deux autres.

Quant au choix du cercle qui aora son centre 3 l'origine , il ne
pourrait étre douteux ; et on sent que ce doit dtre ¢/ puisqu'il
joue un réle particulier , dans le probléme auquel nous. avons,
réduit le probléme proposé, : 4
" Soient donc respectivement r, 7/, 1/ Jes rayous des cercles ¢ ;
¢ 5 ¢ ; soient @ , 5 les coordonndes du centre de ¢ , et soient
a’, 5 celles du centre de o, . '

Soit R le rayor inconnu du cercle C, et soient 4, B les coor-
données inconnues de son centre. Sojent enfin z, y les coordonndes
inconnues. du point ¢ od C touche ¢ ce qui donnera une pre~
mitre équation: ' ' '

2 ,x?+y’=ﬂl" k. - - (1) .

" Supp'osons' , pour fixer les idées » que tous les: contacts doivent
ftre extérieurs ; il faudra pour cela que la distance du centre de
C au centre de chacun des cercles €y ¢y 6" soit égale A la somme
de leurs rayons, ce' qui donnera: .

| = HB=by=E4r)y; ()
- E-Er=@E, @)
B A B =Ry iy )

et telles: sont les équalions qui résoudraient Te probléme , si nous
voulions. prendre: 'pour inconnues. les: coordonnées. dw centre et le
rayon’ du_ cercle chierché. o

Avén_tj d’aller plus loin , nous observerons: que',. dans le., cas od
le cercle: C. devrait envelopper quelqu’un des cercles ¢, ¢, ¢ , OU
en. &tre enveloppé', ce serait la différence: des: rayons, et non leur
somme , qui devrait ire égale 3’ la distance des centres s il faudrait
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donc changer les sngnes de quelques-uns des rayons r, r/, 1/
ou bien changer quelque part le signe de R. On .peut observer,
au surplus que chacun des bindmes R4+, B-+r/, B+r/ se trou-
vant élevé au quarré, l'un de ces changemens €quivaut i Vautre ;
et 'on voit qu’en variant , de toutes les maniéres possibles , ]es
signes de r,r, r, le pro]ﬂéme aura 8 solutions, comme il est
d'ailleurs” aisé de s'en convdincre , en remarquant que le cercle

cherché peut envefopper tous les cercles donnés ou les toucher tous

extérieurement ; qu’il peut, de trois manires , envelopper 1'un d’eix
et toucher les deux autres extériecurement ; et qu’il peut également,
de'trois manidres , toucher l'un d’eux extérieurement et envelopper
les’ deux autres. Nous conserverons néanmoins le ‘signe posilif aux
trois rayons , en mous rappelant, dans le résultat final, qu nls peavent
étre indifféremment positifs et négatifs.

Lorsque la mise en équation d'un problime condmt immédiaté-
ment 3 plusieurs équations entre plus:eurs inconnues ; la premu\.re
chose qu'il faut faire est d’examiner si, en combinant ces éqiafions
entre elles, d'une manidre convenable, on ne peut pas en déduire
quelques ‘autres pluas s'n;npléé ; car, c’est ‘souvent 1&"\'lti,"'moyen trés-
propre 4 simplifier la recherche dont on s'occupe.

En appliqqant ces réflexions aux équations (2,3, 4), on voit
sur-le-champ qu’on simplifiera notablement les deux premiéres, en

leur substituant leurs différences avec la troisiéme ,- lesquelles .sont,

cn ‘réduisant et transposant , ,

204420 B—2(r""=—r)R=a*4-b*~-(r"! —=r) ("”'.*l"'r) (5)
| 20 A sV B—2(—r )R Py . (6)
On peut cncore introduire ,'dans Aces_ ;le‘l-hit\..rés équ#ti'on's , ut'le
* simplification trés-propre 3 faciliter I'élimination de R entre elles

et I'équation (4) : c'est d'y mlrodmre R-+r/ , qui entre seul dans
celle-ci; elles devxendront ainsi k '
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38 A42b Ba2(r/—r \BAr/)=a 44 =(r"'=r ) ,  (7)

20’44+26’B—2 (r”—rf)(R_i.,-//) = a/i+éll__(rl/_rl)l . (8)

telles sont donc, avee I'équation (4), les équations les plus simples.

qu'on puisse employer pour parvenir aux coordonnées du centre et
au rayon du cercle cherché,

Mais ce ne sont point ces coordonnécs et ce rayon que nous
nous sommes détcrminés 3 prendre pour inconnues : ce sont les
coordonnées z , y du point de contact #/ de C avec ¢/, entre
lesquclles nous avons déja I'équation (1). Cherchons donc 3 lier ces
nouvelles inconnues avec les inconnues des équations ( 4,7,8),
afin de: pouvo:r él\mmer ces dernires.

Or, le point # est en lngne droite avec l’ongme et le centre

C, dod il smt qu'on doit avoir
s B ' ;
e=—= o yA SB . (9)

St présentement on élimine A, B, R+4-r# entre les quatre équa-
tions (4,7,8,9), }équalion exr z et ¥ qui en résultera sera
celle d'une certaine ligne qui- coupera le cercle donné ¢/ au ponnt
cherché #”. .
Si cette équation était trop complxquée , on pourrait tenter de
la simplifier 3 T'aide. de Péquation (1) qui, pour le point cherché
, doit avoir lieu en méme temps qu'elle, ce qui reviendrait A
substntuer 3 la ligne cherchée une autre ligne plus simple, coupant,

comme elle, le cercle ¢/ au point 2/,

- Mais rien n'empéche d’effectuer cette combinaison dans le courant
méme’ de I'dlimination , afin d’en rendre Te résultat le plus simple

possible. On peut’ remarquer d'ailleurs que nous avons proprement

cinq inconnues 4, B, R, 7, y, lides par les équations (1,4,
7
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m, 8, 9 ); et que conséquemment nous pouvons faire de ces

équations , qui ont lieu en méme temps , telle combinaison qu’il nous
conviendra, -

Des équations (4, 9) on tire

-

g BB g B4
T NE ! T NEgy

ou plus simplement , en ayant égard a I'équation (1);

-

2(Rtr) #(Brn

Ads———, B==—F;

;ubstituant.ces vaieurs dans les équa!ions (7,8), elles deviendront
2fa 245 y-;ﬂ’(r”—r W i+-r") =r/ fa b ;“(’ Ve—r )’}- ' -.
sloinopBymmr—r O Bebr ) = (1=

Fo Ton tie enfin ; par I'dlimination de Retri : '

ax4-by—r!! (rl==r) : o'z by ==r! (r/l==pl)
. o S . gty

(1)
Telle est donc l'équation d'une ligne qui.coupe le-cercle ¢/ au
point cherché #/ ; puis donc que cette équation est du premier
degré seulement, la ligne dont il s'agit est une ligne droite.

- Mais une.ligne droite coupe ‘an cercle en deux points ; et il im=~
porte de savoir , avant d'aller plus loin, quels problémes résoudront
ces deux’ points, Pour cela rappelons-mous que nous. avons éerit nos
équations primitives dans I'hypothdse que fous les contacts étaient
extérieurs, et que nous avons observé que l'on passerait de cette.
hypothase aux autres par le simple changement dessignes de r, r/, r#,
.ce qui peut avoir.lieu de huit manires différentes., .
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298 CERCLE TANGENT

Mais il est aisé de voir, par la forme de l'équation (10) , qu'ella’
ne change pas lorsquon y change a la fois les signes-des trois rayons;:
d'ad il résulte que les huit cas que présentent les variations de signas de!
ces trois rayons ne peuveat lui faire'prendre que quatre formes difBé~
rentes ; et que, sous chaque forme , elle réscut deux problémes
absolument opposés.; elle résoyt donc , sous la forme qu'elle a ici,
ct le cas ou le cercle cherché doit toucher extérieurement les trois
cerclgs donnés , ct le cas ot il doit Jes envelopper tous,

On pourrait présentement, par la combinaison des équatioas (1, 10),’
parvenir aux valeurs des coordonnées z, y du point' ¥ ces valeurs
seraient compliquées de radicaux, et on les construirait par les procédés
connus. Mais, nous allons bicatét voir qu'il s’en faut quc cc soit
13 le meilleur parti & prendre, ’ . : ..

Lorsqu’un point est donné par deux équations entre ses coordon-
rées, au lien de résoudre ces équations, il est souvent incompa-
rablement plus commode de construire les lignes qu'elles exprimeat,
et dont l'intersection doit déterminer le. point cherché. '

Nous' pouvons donc réduire la recherche du point #/ 2 la cons~
truction des lignas reprdsentées. par:. les ‘équatiens (.1, 10 ) ; mais
la premiére est toute construite : c'est la. circonférence donnée ¢/;
il pe s'agit donc que de construire I'autre. _ By

Pour construire cette droite , -on pourrait chercher les longueurs
des segmens qu'elle détermine sur les axes, et construire ensuite
ces deux segmens ; majs ce n'est point encére 13 le- meilleur parti
3 prendro (*), oo : s ey

3

RN e ™ e =

- (*) Ceux qui _vpréteudent contester. 3 la géométrie analitique V'avantage d'offrir
des constructions_simples et élézantes. se fondent principalement sur ce que ’
quclql:u altention qu'on apporte 3 bien choisic les axes des coordonnées , ces
axes sont , le plus souvent , des lignes tout-A.fait étrangeres au probleme qu'il
¥'agit: de résoudre, - . ot

o Qu'il soit question , par exemple; disent-ils , do décrire un cercle qui Louche

. [
.
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*>"Pour construire une droite, il est nécessaire et il soffit de con-
maitre deux points de sa direction ; on sait d'ailleurs qu’on reconnait

qu’un point est. sur une droite lorsque ses coordonnées rendent
-idemique I'équation de celte droite. '

Done, si I'on trouve deux relations entre » et y en’ vertu des-
‘quelles I'équation d’une droite devienne identique ;- les valeirs de

& et y déduites de ces relations seront les coordonndes d’un point
-de cctte droite. ' : '

Or, on a deux manitres bien simples de rendre’ identique 1'&q‘u’a_l
tion (r0); Ia premidre est 'de supposer ses deux membres nuls ; la
‘'secoride est de’ fes rendre éganx 4 l'unité. ' ' c

On obtient ainsi les deux couplés'd’éq_imlions-

sakby=rer—r),
A AR
S Gb)=r ) ;)
zaf(x—a')+5'(5;-=b)7=r_‘(r'"--r') - (3'4). S

» & la- fois trois cercles donnds. Les donndes naturelles du probleme sont les
W rayons ‘des ‘cercles donnds-et Jes distances entre leurs centres pris deux i deux
w ses inconnues ‘maturelles sont' le rayon: du cercle cherché et les distances de-
m: son eentre aux centres des cercles doonds ». .

» Mais , aux distances entre les' centres y la- géomélrie analitique- substitue leurs-
» coordonnées qui sont des donndes et des inconnues factices et arbitraires; et

w de' 14 vient la compliéaiibn des constructions: qu'on en déduit

Nous conviendrons volontiers ‘de tout cela ; mais. voild aussi pourquoi nous-
ne répaténs bannes ‘les consirnctions deduites de la géométrie analitique , qu'an.-
tant qu'on est parvenw i les rendre tout-3-fait -indépendantes- de la sitnation des:
axes ; voild pourquoi nous nous efforcons de prouver, par des exemples ,. que-
la géométrie analitigue , convenablement employée peut toujours en- ofliir de
telles ; et qu'alors elles sont bien supériearcs , pour I'édlégance et la simplicité ,,

celles de la géométrie pure , ou méme de ce que M. Caraoti appelle: géo—
métrie mixte. \ .t . om0 T v E '
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Donc les valeurs de z et y, déduites des équations (11, 12), sont
les coordonndes d'un point de la droite (10) ; et il cn est de méme
des valeurs de # ot y déduijtes des équations (13,14 ).

On pourrait donc chercher ces deux systémes de yaleurs et les

construire ; on aurait- ainsi deux points de la droite (10), qui se

trouverait par la complélemen;_détcrm'mée'. Mais on peut faire mieux
encore. : :

Pour délerminer le point exprimé par les équations (11, 13 ),
ce quil y a de mieux 3 faire est de construire les droites que ces
- deux équations représentent, et qui , par leur intersection , déter-
mineront le point cherché. On en peut dire autant du point fionné
par les équations ( 13, 14 ), lequel ne sera autre que Iintersection
des dreites que ces deux équations représentent. Tout sc réduit donc
3 savoir quelles sont les quatre droites que représentent les équations
(n,xn,13,x4).

Mais , comme il est d’silleurs évident que les droites (12, 14)
sont siluées par rapport aux cercles ¢, &7/, de la méme ma-
ni¢re que le sont les droites (11, 13 ), par rapport aux cercles

¢, ¢ il nous suffira de’ nous occuper de ces dernitres , que l'on

reconnait.d'aillenrs pour des droites paralltles entre elles et pers
pendiculaires 3 la droite qui joint les centres des deux cercles.

Nous' pouvons remarquer, en outre y que I'équation (11) - devient
Péquation’ (13) ; en y changeant respectivement ety en a—z et
b—y, et =n permutant entre cux les deux rayons r, 7/, d’od

5l est facile de conclure que la droite (13) est , par rapport au.

cercle ¢, ce qu'est la droite (13) par rapport au cercle ¢,."Toyt
se réduit donc X savoir quelle est celte dernidre droite.
On sait qu'en prenaat sur le cercle o/ un point dont les coor=

donndes soient &/, ¥/, et solent conséquemmeqtliées par la relation
‘/'+yl.:~—ﬂll 3 . (m)

J'dquation de la tangente 3 ce cerclo en co point est
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zaldyy/'=rt , oun y=e- —;-'-:-!- ;—; ]

et cette tangents est indélerminée , puisque z/ et y/ ne sont lids
que par léquation (m). Si, pour la déterminer , on veut qu'clle
touche aussi le cercle ¢, il faudra exprimer que la perpendiculaire

abaissée sur elle du centre de ce cercle est égale d son rayon,
ce qui donnera

%

s

b — — -
y aF, by RIS
z73 V/ xisfeyts
l+:,TlT

ou, en ayant égard i Véquation (m),

X

az’=by’ =r//(r!—r) ()

Cest donc en combinant entre elles les équations (m, ») qu'on
ohtiendra les coordonnées du point od la tangente commune & ¢ et
¢’ touche ¢/; et, puisque 1'équation (m) est du second degré, <l
y aura deux pareilles tangentes , et conséquemmecnt deux points
de contact.

Mais , au lieu de vésoudre Jes équations (1, n) il reviendra au
méme, ct il sera plus commode, de construire les deux lignes qu'elle
exprime, et dont les intersections donneront les points de contact
demandés ; puis donc que Pane (m) est la cercle ¢ lui - méme ;
'sutre (n) qui est du premier degré doit étre celle d'une droite qui
joint les points o il est touché par les tangentes communes i ce

serele of & ¢; ory () est Jo méme chose que (11); done (17) egf
l'iquation da la sarda da contaet aves o des tangentes eommunes

Le'el 7 done (13) esi 1'éqation de Ta corde de contact des” mémes
tangéntes avec ¢; donc enfin (12) et (t4) sont les cordes de contact
svec ¢’ et ¢/ des tangentes communes b ces deux cercles,
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302 CERCLE TANGENT

Yoici donc 3 quoi se réduit la construction du probléme. Soient
menées les langentes communes extérieures & nos trois cercles pris
deux '3 deux, et les cordes de contact de ces tangentes avec chaque
cercle. Les deux cordes de contact sur ¢ se couperont en M et
leurs paralléles sur ¢/ et ¢ en N. Les deux cordes de conlact sur
¢/ couperont en M/ et leurs paralléles sur ¢/ et ¢ en N/. Les deux
cordes de contact sur ¢’/ sc couperont en M’ et leurs paraliéles
sur cet ¢/ en N/,

Soient mendes MN , M/N/ , M/N/”. MN coupera ¢ en ¢ et #;
M/N/ coupera ¢/ en # et ¥; et M/N/ ceupera ¢/ en 1/ et ¥'.
Faisant ensuite passet deux cercles , l'un par ¢, ¢ , 7,
l'autre par ¢, ¥°, #/, ces deux cercles rempliront les conditions
du problé¢me.

On peut remarquer , au surplus , que les centres de ces deux
eercles seront faciles & déterminer ; car ils se trouveront i linter-
section des droites menédes des centres des cercles donnds soit aux
trois points #, ¥, #/, soit aux trois points 4 , ¥ , ¥/,

On sc convaiocra [acilement, d'aprés tout ce qui a été dit ci-
dessus , que pour obtenir les six autres solutjons dont le probleme
est susceptible, il ne s'agit que de substituer,, tour-i-tour, i deux
des couples de tangentes extérieurcs les couples de tangentes qui
se croisent cntre les deux cercles qu'elles touchent i la fois.

.. En vain objecterait-on que, lorsque deux des cercles donnés sont
i’un dans l'autre, en tout ou ecn partie, ces constructions sont en
défaut , puisqu'alors ils n'ont plus de tangentes intérieures. communes
“et peuvent méme n'en point avoic d'extérieures: on peut observer
en cffet qu'alors méme les droites (51, 12,13, 1r4) ne cessent
point pour cela d’btre réclles, et peuvent toujours, dire construites,
On peut méme définir les droites (15, 13.), indépendamment de
toute considération de tangentes , en disant que ce sout des cordes
ayant pour péle commun le centre de similitude de ¢ ot ¢/,

QOn peut modifier un peu les consiructions suxquelles nous
venons de parvenir de la manitre suivante.
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Au lieu de supposer les deux membres de 1'équation (ro) dgaux
b l'unité, on peut les supposer dgaux 3 deux; ce qui dounera

2 z4-2b y—a*~b ‘=r'—r* , (+5)
3d't42by—a* =" =’ . (r6)

€quations qui pourront remplacer les équations (13, 14), et qu'on
rccennaitra aisément (Annales, tom. VI, pag. 329) pour celles des axes
radicaux , tant des deux cercles ¢ ct ¢ que des deux cercles ¢/ et
¢ ; le point qu'clles détermineront sera donc le centre radical des
trois cercles; et nous Je représenterons par O.

On pourra donc remplacer, par la recherche de ce point O, cclle
des points N, N/, N” ; de sorle qu'en menant simplement OM,
OM/, OM”, elles détermineront sur ¢, ¢/, ¢/, les six points¢,
0, 2, ¥V, ", v,

Ceci prouve , au surplus, que les droites MN, M/N’/, M“N” con-
courent n un méme point, qui est le centre radical des trois cercles.

Cette seconde construction n’est guére plus simple que la premicdre ;
mais elle a le précieux avantage. sur clle de s'appliquer littéralement
3 la recherche d'un cercle qui en touche trois autres sur la sur-
face de la sphire ( Voyez Annaley , tom, IV, pag. 349 ).

Oa ééduira de tout ceci la tonstruction des neuf autres problémes
de Vidte, en suppesant successivement les rayons des cercles nuly
ou infinis,

On trailera exactement de la méme manilre, ct par Jes mémes
principes , le probléme o) il sera’ question de décrirte une sphére
qui en touche quatre autres, situdes d’'vne maniére quelconque dans
Pespace ; et on parviendra i des constructions tout-3-fait analogues,

Dans un prochain article nous donnerons un nouvel exemple , non
moins remarquable , de l'utilité de la géométrie analitique daps la
recherchie de la construction des problimes de géométrie.
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Beflexions sur l'usage de Ianalise algebrique dans
la géometrie ;

de la gdometrie de la résle ;

. Suivies de la solution de quelques problémes dependant -

Par M. PoNceLET, capitaine du génie » ancien éléve de
Técole polytechnique.

la e o VR VL V. W O W)

- Au Redacteur des Annales ; ’

MoxNsIiEuR ,

-~

‘Vovs ne trouverez pas indiscrdte , sans doute , Ia liberté que je

prends de vous adresser quelques réclamations touchant la comparaisons

que vous établissez ( Annales, tom. VII, pag. 28¢g et 325) entre
les résultats de la géométrie pure , et ceux de la géoméirie analitigue,
L'impartialit¢ dont vous faites profession m'est un garant assuré
que tout ce qui peut tendre 3 dclairer la partie philosophique des
sciences exactes doit , indépendamment de vos opinions personnclles

ct de votre manidre particulidre d’envisager les choses , trouver um .

libre aceds dans votre journal , principalement destiné, 3 ee qu'd
Parait, 3 recueillic les discussions qui peuvent s'élever entre les
géomeires sur l'estime relative que l'on doit accorder aux diverses
méthodes propres 3 agrandir le domaine de la science.

Tom. V11, n.° V', 1.°* nopembre 1817, - 20
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J'admire , avec tous les amateurs de la belle analise, la manjdre
élégante avec laquelle vous savez la faire ployer, sans efforts , aux
questions les plus difficiles de la géométrie ; ct j'avoue que je ne
trouve rien de plus ingénicux que la marche i la fois nouvelle ,
simple ct rapide que vous proposcz pour parvenir 2 leur solution
graphique définitive. Jo pense que les exemples que vous avez offerts
sont bien propres i faire connaitre toute la fécondité de I'analise ,
et 3 la venger, en quelque sorte , des reproches qu'on ne se croit
que trop souvent en droit de lui faire ; mais je ne saurais cependant
admettre, sans restriction , ceux que vous adressez, i votre tour ,
aux résultats auxquels conduit' I'usage exclusif des considérations
glométriques.

Si- je ne me suis *pas trompé sur le sens des réflexiens qui pré-
ctdent ou qui terminent les articles rappelés ci-dessus, 'analise , ou
plutdt la méthode des coordonnées, employée d’'une manidre con-
venable , aurait I'avantage de conduire, pour la solution des pro-
blémes de géomélrie , 2 des constructions bien supéricures , pour
I'élégance et la simplicité, 2 cclles que lournit la géoméirie pure.
En supposant que , par ce mot de géométrie pure, vous vouliez
entendre seulemecnt celle des anciens ; c'est-i-dire, celle qu'ont
cultivé les Euclide , les Apollonius, les Vitte, les Fermat , les
Viviani, les Halley, ctc.; j'avouerai volontiers que , malgré I’estime
qu'elle mérite , & plusicurs égards , je suis parfaitement d’accord
avec vous.’ J'ajouterai méme que je ne pense pas qu'avec le secours
seul de celte gdométrie on-puisse jamais parvenir A quelque chose
de bien général. Or , -on ne saurait douter que la généralité des
solutions ne soit, le plus souvent, la source de leur élégance ct
de leur simplicité; '

‘Mais si, par géométric purc, vous voulez entendre , en général ,
celle od l'on s'interdit simplement 'usage de la méthode des coor-
donndes , ou méme dec loute espéce de calcul quelconque qui per-
mettrait de perdre momentanément de vue la figure dont on s’oc-
cupe; si par la vous voulez désigner cette géométrie, cultivée par
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les modernes , dans laquelle , au moyen des notions d'infiniment
grands et d'infiniment petits, on parvient 3 découvrir les relations
qui cxistent entre les diverses partics d’une figure supposée variabley
st vous voulez parler enfin de cette géométrie qui consiste 2 chercher-,
dans les propriétés dc I'étendue 3 trois dimensions, la solution des
problémes de la géométrie plane, pour repasser ensuite de celle~
ci 3 ce qui concerne la géométrie de 'espace ; je déclare franche-
ment que je ne saurais admettre avec vous, Monsicur, que celte
glomdétric ne puisse donner, A la fois, des solutions aussi simples
et aussi élégantes que celles qu'on déduit du calcul. Javouc méme
que J'incline fortement 3 penser que, traitée & son tour d'unc ma-
ni¢re convenable,, et moins restreinte qu'on ne I'a fait jusqu’ici ,
clle peut fournir, par la voie d'intuition qui lui est propre, et
pour certaines classes de problémes , des solutions qui I'emportent
de beaucoup sur cclles qu'on déduvit de la géométrie analitique ,
méme dans I'état de perfection auquel elle est aujourd'hui par-
venue.

Je ne répéterai pas, en faveur de la géométrie pure, ce quer
ont déja dit les plus grands géomdtres; j'essaierai senlement, dans

ce qui va suivre, de donmer des exemples particuliers, propres &

confirmer ct & justifier l'opinion que je me suis formée sur ce point.
Il ne suffirait pas, en effet, dans cette matidre, dec rapporter des:
témoignages plus ou moins consacrés , ni mdme de simples raison—
nemens, quelque solides qu'ils pussent d'ailleurs paraitre ; mais il
faut, en quelque sorte, des preuves de faits, des preuves expéri~
mentales, qui puissent entrer en paralldle , pour I'dlégance des ré-
sultats, avec celles que vous avez vous-méme offertes en faveur de
la méthode des coordonndes.

Je ne prétends pas, an surplus, que Ia géométrie rationnelle ait
toujours V'avantage sur l’analise , ni quon doive constamment la
préférer 4 cette dernidre, dans les recherches purement géométriques..
Je pense , au contraire, avec M. Dupin ( Développemens de géométrie,
1.¢ partie, pag. 238 ),.que chacune de ces deux sciences a des
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moycns qui lui sant propres, et qu'on ne pourrait , sans un grand
préjudice pour l'avancement de la science, cultiver-I'une ou l'autre
d’une manitre trop exclusive. J'ajouterai méme qu'il me parait qu'on
ne saurait trop s’efforcer de les élever, pour aiusi dire, de [ront,
2 la méme hauteur; en employant les principes généraux de I'analise
2 donner aux résultats de la géométric toute l'extension qui leur
manque d'ordioaire, et qui appartient cssenticllement A ceux de la
premictre ; et en se servant réciproquement, dans celle-ci, des consi-
.dérations de la géométrie , soit pour' simplifier 1'état de la question ,
cn la ramenant 4 des circonstances particuli¢res plus facilement ac-
cessibles, soit pour [faire le choix d'inconnues le plus convenable,
soit enfin pour interpréter et pour développer les conséquences géo-
métriques des résultats de ses calculs. -

Jai tout lien de croire, Monsicur, que vous souscrirez volontiers
3 ces dernikres réflexions, et que vous les trouverez tout-3-fait conformes
.) vos propres idées sur la géométrie pure et sur la gdométrie ana-
litique. Je crois du moins en avoir pour preuve un grand nombre
d'articles que vous avez fournis & votre recueil périodique , ct no-
tamment le dernier des articles déji citds , o vous faites usage de
considérations géométriques préliminaires, pour simplifier la question,
en remarquant qu'une construction qui peut s'cffectuer avec la régle,
pour l'une quelconque des sections comiques, est par 13 méme in-
distinctement applicable 4 toutes les autres..

Apris cetle espéce d’explication qui m’'a paru indispensable pour
bien faire connaitre mes idées et l'intention qui m'anime, je passe

_aux exemples que j'ai promis d'offrir, en faveur de la géométrie

pure. Je me bornerai simplement 2 donper les constructions , sans
entrer dans aucon détail sur les raisonnemens qui y ont conduit et
qui peuvent servir & les justiier ; me réservant de faire connaitre,
dans une autrc occasion , les ‘principes théoriques sur lesquels ces
constructions reposent ; principes dont le développement exciderait
pécessairement les bornes d’uge simple lettre.

"Le premier des exemples qui suivent paraitra d'autant plus con=
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venable que c’est précisément , Monsieur, le probléme général dont
vous avez traité le cas le plus simple 2 la page 325 de votre VIL®
volume. 1l convient, au surplus, de prévenir qu'il y a prés de
quatre ans que j'en ai découvert la solution que j'en” vais dooner.
J'étais alors prisonnicr en Russic; et, dés mon retour en France,
je m'empressai de la communiquer 3 MM. Frangais et Servois,
auteurs de plusicurs mémoires trés-remarquables, insérés dans les
Annales.

PROBLEME 1. A une section conique donnée , ¢l tracle sar
un plan, inscrire un polygone de m somméts, dont les cbiés, pro=
longés s'il le fout, passent respectivement par un méme nombre
de points donnés, placés arbitrairement sur le méme plan ; en ne
Jaisant usage que de la rigle seulement ?

PROBLEME 1I. A une section conique donnée , et tracée sur
un plan, circonscrire un polygone de m cbtés , dont les sommels
s'appuicnt respectivement sur un méme nombre de droites données,
tracles arbitrairement sur ce plan', en ne faisant usage que de
la régle seulement ?

Je réunis les énoncds de ces deux problémes, parce que, bien
qu'ils soicat d'une nature différente , nen n'est plus facile , camme
Fon sait, que de passer, au moyen de la théorie des péles, de
la solution de I'un quelconque A la” solation’ de Iautre, sans em~
ployer autre chose, pour y parvenir , que le tracé de simples lignes
droites. Aussi ne m’occupperai-je principalement , et presque exclu-
sivement, dans ce qui va suivre, que de ce qui concerne, en para
ticulier , le premier de ces deux probldmes ; c’est-3-dire, celui od
il s'agit d'inscrire 3 une seciion conique donnde un polygone dont les
cdtés passent respectivement par des points aussi donnés.

Ce probléme, énoncé ainsi d'une maniére générale , se compose
essentiellement de deux parties distinctes ; Pune appartenant i la
glométrie de situation, et Vavtre dépendant simplement de Ia géo-
méirie ordingire. Rien nindique , en effet , dans I'énoncé , quel
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est Vordre ou la succession des edtés du palygone inconnu , rela-
tivement 2 la disposition des points donnés par lesquels ils doivent
passer respectivement. Or , il est évident que chacun des arrangemens
possibles et différens de ces céiés donnera lieu & un problime par-
ticulier, tout-i-fait distinct des autres, dont la solution devra propre-
ment appartenir & la géométrie ordinaire. La premiére question 2
résoudre ; celle qui appartient tout-3-fait i la géométrie de situation,
consiste donc A rechercher quel est le nombre et lespice des po-
Iygones réellement différens, quant & la succession des cdtés, qu'il
est possible de former , en assujellissant ces mémes cbiés & passer.
par un nombre m de points donnés ?

Or, il est aisé de voir que l¢ nombre de ces polygones est

I .3.3 stooscpe (M==1)

=3.45.(m—1)

et, quant 3 Ja maniére de les former, on appelleraa, &,¢,d,. ... k
les points par o) doivent passer les divers cotés du polygone, ct
I'on supposera que ces mémcs lettres appartiennent aussi aux cdtés
correspondans ; puis on placera arbitraicement toutes ces lettres , celles
@, b, ¢, par exemple , sur le périmdtre d’un premicr cercle; le
nombre des divers arrangemens de ces trois lettres ne saurait évi-
demment surpasser un , parce qu'on les peut lire indifféremment
de droite 3 gauche ou de gauche b droite. Pour passer de ce premier cas
4 celui o) il y aurait quatre lettres g, 4, ¢, &, il faudrait in-
tercaler la lettre d successivement entre deux des trois premidres |
ce qus ne donnera évidemment que trois arrangemens possibles ct
réellement différens , qu'il faudra écrire séparément sur trois nou-
velles circonférences, afin de ne point les confondre entre cux. On
trouvera pareillement les arrangemens qui correspondent 3 une cin-
quitme lettre ¢, introduite parmi les aytres, en Vintercalant, pour
chacune des circonférences dont il vient.d'dtre question , entre deux
lettres consécutives des arrangemens de quatre lettres qu'elles repré-
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sentent séparément ; on obtient ainsi quatrc arrangemens possibles
de cing lettres, pour chacune de ces circonférences ; d'od il suit
quc le nombre total de ces divers arrangemens est 3.{=r2. Pour
les distinguer les uns des autres, on pourra les écrire, 3 leur tour,
sur autant de circonférences particulidres. En continuant aimsi, de
proche en proche, on parviendra enfia & oblenir tous les arrange-
mens possibles et différens qui correspondent aux m points donnés ;
et l'on voit bien que leur nombre sera, en général 3.4.5.... (m—1),
ainsi que nous l'avions annoncé.

Rien p'est plus facile que de concevoir 'usage qu’on pourra faire
de cct espéce de tableau artificiel. Supposons, par exemple, que I'on
considére , en particulier,, un arrangement adcb.....f; en se rcpaﬂant
3 la figure du probléme, cela signifiera qu'en faisant passer par’ a
le premier cété du polygone 3 consiruire , le second devra passer
par 4, le troisitme par ¢, le quatridme par 3, ct ainsi de suite,
ct enfin le dernier par £

C’est donc ce polygone particulier, différent de tous les autres,
quant & larrangement des cétés relatif aux points donnés , qu’il
s'agira de construire , par la- géométric ordinaire , de telle sorte
qu il soit insefit 3 la -section conique donnée. Le probléme général
qui nous occupe , ainsi particularisé pourra donc s énoncer de la
maniére suivante :

Probléme. A une section conique donnde, et décrite sur un plan,
inscrire un polygone de m sommets , dont les cétés, prolongés 'l
le faat, passent respectivement, et dans un ordre assigné, par au-
tant de points situés arbitrairement sur le plan dont nl s'agit ; en
ne faisant usage que de la rigle seulement?

Je donnerai de ce probléme deux solutions, 1’une et l'autre en-
titrement géométriques, et assez remarquables, ce me semble, par
leur simplicité et leur généralité. Dans la premitre , je commencerai
par examiner les cas particuliers du triangle et du quadrilatére ; et
j'indiquerai ensuite les comstructions i effectuer, pour ramener Ia
solution du cas général A celle de acs derniers.
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On peut remarquer, au surplus, que la question, dans tous les
cas, se réduit évidemment 3 assigner I'un des sommets du poly-
gone demandé, attendu que , ce sommet une fois déterminé, la
solution s'achdve, avec la régle seulement, de la manidre la plus
simple. Nous supposerons constamment, dans tout ce qui va suivre ;
que les points donnés , suivant l'ordre de succession qu'on aura choisi
pour cux, sont p, p/, p/, wu.p™ ; et que le sommet cherché
que nous appellerons le dernier sommet, est celui de I'angle dont
les cOtés passent par les deux points extrémes p et pim),

Observons enfin qu’une corde d'une courbe , supposée double ;
et passant par deux points donnés sur son plan, peut étre consi-
dérée comme un polygone de deux cOtés, dont les cétés passeat
respectivement par ces deux points.

Premiére solution indirecte.

1. Pour deux points donnés p , p’. Joignez les deux points
donnés par une droite , donp chacune des intersections avec la courbe
pourra &tre prise pour le sommet cherché.

3. Pour trois points donaés p , p’, p'. Inscrivez, X volonté, 3
Ia section conique , une portien de polygone de trois céiés, dont
le premicr ab passe par p, le second ¢ passe par p/, et le troi-
sitme cd par p, Tracez la polaire de l'um quclconque des deux
points extrémes p , p”/, de p// par exemple; et menez par les deux
autres p, p/, une droite qui viendra couper cette polaire en 4.
Menez, par ¢ et ¢, une sécante , coupant de nouveau la courbe
en r. Mcnez entin re, coupant la polaire en P/, et ra coupant
Yautre droite en P. Alors menant PP/, chacune des intersections de
cette droite avec Ia courbe pourra étre prise pour le sommet cherché.

3. Pour quatre points donnés p, p/, p”, p”. Inscrivez , & vo-
lonté , 4 la section conique, uoe portion de polygope de quatre
eotés . dont le premier coté ab passe par p, le second &¢ par p/,
le troisitme c¢d"par p¥ et le quatritme de par o/, Mcnez par les

deux
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deux premiers points p, p/, et par”les deux derniers p/ , p#,
deux droites indéfinics se coupant en ¢ Menez, par ¢ ct ¢, une
sécante coupant de nouveau la courbe en r. Menez cnfin ra, re
coupant respectivement les deux droites indéfinies en P, P/, Alors
menant PP/, chacunc des intersections de cette dernjére droite avec
la courbe pourra étre prise pour le sommet cherché.

4. Pour des points donnés , au nombre de plus de quatre. Ins-
crivez , & volonté, 3 la section conique , une portion de polygone
d'autant de cétés qu'il y a de points donnés , dont les cé1és passent
Tespectivement par ces points. Soient traitds quatre cétés consécutifs
quelconques de cette portion de polygone comme il a été dit de
la portion.de polygone clle-méme, dans le cas précédent. On ob-
ticndra ainsi deux points P, P/, En les substituant & ceux par
lesquels passaient les quatre cltés consécutifs, on se trouvera avoir
en tout deux points de moins qu'auparavant. En continuant ainsi
de diminuer de deux unités le nombre des points donnés, tant
,qu’ils se trouveront au nembre de plus de trois, on arrivera enfin
4 n'avoir plus que deux ou trois points , que l'on traitera comme
il a été dit au premicr ou au second cas,

Deuxiéme solution directe,

Le nombre des points donnés étant quelcongue. Inscrivez , %
volonté ct successivement , 3 la section conique trois portions de
.polygones d'autant de cétés qu'il y a de points donnés, dont les
cétés passent respectivement par ces points. Soient @, @/, a” les
premiéres extrémités de ces portions de polygones, et %, &/, i/
les derniéres, respectivement. Soient considéris ces six points comme
les sommets d’un_hexagone inscrit 3 Ta section conique, ayant pour
sommets opposés a et k, o’ ct &', a” et & ; les trois points de
-concours de ses. c8tés opposés seront, comme l'on sait » Sur une
méme droite ; et cette droite coupera la scction conique en deux

.points dont chacun pourra &tre pris pour lc sommet cherché.
Tom, VIII. : 21
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Quelque incontestable que soit la supériorité de cette seconde
solution, sous le rapport de la généralité et de la symétrie ; nous
¢royons cependant devoir observer que , lorsque les points donnés
sont peu nombreux , l'autre semble lui étre préférable, sous le
rapport de la simplicité, attendu qu'elle exige: le tracé d’un moindre
nombre de lignes.

Toutes ‘ces constructions ayant une partie arbitraire , on peut
profiter de ce qu’elles présentent d'indéterminé pour les rendre plus
simples. On peut, par exemple , faire passer I'un des cétés extrémes
de la portion de polygone par les deux premiers ou les deux dernicrs
des points donnés, Ce coté comptera alors pour deux, et I'extrémité
de la portion de polygone pourra étre indistinctement supposée &
'une ou i lautre de ses extrémités. En appliquant cette remarque
au cas du triangle , dans la premiére solution , on aura deux ma-
“niéres de déterminer le point P/ sur la polaire de p””. On pourra
donc se dispenser de construire cette polaire, et la recherche du
sommet inconnu s¢ réduira ainsi au tracé de mneuf lignes droites
seulement.

On voit, par ce qui précéde, que, pour un ordre de succession
quelconque des points donnés , le probléme peut avoir deux so-
lutions au plus. Puis donc que nous avons trouvé dailleurs que
ces différens ordres étaient au nombre de 3.4.5.....(m—1) ; Il sensuit
que le nombre des solutions sera au plus 1.23...(m—1).

Quoique nous . ayons annoncé que nous n'insisterions pas sur le
second des deux problémes généraux que nous nous sommes pro-
posé, 3 raison de l'extréme facilité avec laquelle il s raméne au
premier ; nous ne pouvons cependant nous refuser au plaisir de faire
connoitre une construction dirccte de ce probléme tout-i-fait remar-
quable par sa parfaite analogie avec celle que nous avons donnée
en dernier lieu pour l'autre: la voici.

Circonscrivez successivement et 3 volonté 3 la section conique
trois portions de polygones d’autant de sommets qu'il y a de droites
donndes, et dont les sommels soient respeclivement sur ces droites.
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Svient a2, a’, @’ les premiers cotés de ces portions de polygones
et &, k', I/ lcs derniers respectivement. Soient considérées ces six
droites comme les cétés d’un hexagone circonscrit a la courbe,
ayant pour ses cOtés opposés @ et k, a’ et &, a” et &/ ; les trois
diagonales joignant les sommets opposés de cct hexagone se cou-
peront, comme l'on sait, en un méme point; et la polaire de ce
point déterminera, par son intersection avec la courbe, deux point
dont chacun pourra &tre pris pour le point de contact de la courbe
avec le polygone cherché,

Parmi le grand nombre des cas particnliers que . pcuvent offrir
nos deux problémes, rclativement 2 la situation des points ou des
droites donnds, il en est deux qui sont trop remarquables, soit par
Ies circonstances qu'ils présentent, soit par la simplicité de la so-
lution qui leur est relative, pour que nous puissions nous permettre
de les passer sous silence : ce sont celui oii les points dopnés sont
en ligne droite, et celui ol les droites données concourent en un
méme point, Proposons-nous donc ces deux problémes: :

PROBLEME 1. A une section conique -donnée , inscrire un
polygone de tant de sommets qu'on voudra, dont les cbtés passent
par un méme nombre de points donnés, situés sur une méme ligne
droite , en ne faisant usage que de la rigle seulement ?

PROBLEME 1I. A une section conique donnée , circonscrire
un polygone de tant de cbtés qu'on voudra, dont les sommels
S'appuyent sur un méme nombre de droites données , concourant
en un méme point , en ne faisant usage que de la régle seu-
lement ?

Solution du premicr probiéme. Inscrivez, 3 volonté, 4 la courbe,
une portion de polygone , dont les cdtés passent respectivement par
les points donnés. Le nombre de ces points pourra étre pair ou
impair,

Le nombre des points donnés étant pair , si le polygone ne se
referme pas de lui-méme, le probléme ne pourra étre résolu ; et
si, au contraire, il se referme de lui-méme , tout autre se refermera
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également , ct conséquemment lc probléme scra susceptible d'un
nombre indéfini de solutions.

Le nombre des points donnés éant impair, la corde qui joindra
les deux extrémités de la portion de polygone ira couper la droite
unique qui contient les points donnés en un point dont la polaire ,
par son intersection avec la courbe, déterminera deux points dont
chacun pourra étre pris pour le dernier sommet du polygone
demandé.

Solution du second probléme. Circonscrivez , a volonté , 4 la
courbe , une portion de polygone dont les sommets s'appuient res-
pectivement sur les droites données. Le nombre de ces droites
pourra étre pair ou impair.
~ Le nombre des droites données étant pair, si les deux cotés ex-
trémes de la portion de polygone ne se confondent pas en un seul,
le probléme ne pourra étre résolu ; et si, au contraire, ils coin-
cident de maniére A former un polygone fermé, ce polygone, et
tous les autres qu’on pourra cocstruire sous les mémes conditions
que celui-la, résoudront le probléme , qui aura ainsi une infinité
de solutions.

Le nombre des droites données étant impair, la droite qui joindra
le point de concours des cités extrémes de la portion de polygone
avec le point de concours des droites données , coupera la section
coniqae en deux points dont chacun pourra &tre pris pour le point
dc contact de cette courbe avec le dernier c6té du polygone
cherché, , :

Toutes les constructions précédemment indiquées sont principa-
lement déduites de deux théorémes géndraux , dont nous nous bor-
nerons , pour le présent, a faire connaitre I'énoncé.

THEOREME 1. Un polygone quelconque étant inscrit & une
section conique ; si Pon vient & le faire varier de toutes les maniéres
possibles , de maniére cependant qu'il ne cesse pas d'dtre inscrit
¢ la courbe , et que tous ses clés , exceplé un seul | passent cons-
tamment par des pdles fizes ; le cdté libre scra, dans son mou~
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pement , perpétuellement tangent & une autre section conique , touchant
la premiére en deuz points. :

Dans le cas particulier oi tous les pdles fizes seront situés sur
nne méme ligne droite , et en nombre impair, le cété libre tour-
nera constamment aulour d'un point fixe situé sur cette droite.

THEOREME II. Un polygone quelconque étant circonscrit @
une section conique ; si Pon vient & le faire varier de toutes les
maniéres possibles , de manidre cependant qu'il ne cesse pas détre

- eirconscerit & la courbe, ot que tous ses sommels , excepté un seul ,
Sappuient conslamment sur des droites fizes ; le sommet libre dé-
crira, dons son mouvement , une auire section comque touc/mnt
la premiére en deux points. .

Dans le cas particulier ok toutes les directrices , concourant en
un méme point , sont en nombre impair , le sommet libre décrit
une ligne droite gui concourt aussi en ce point. ..

Je passc 4 l'autre exemple que jai promis, au eommencement-
de cette lettre , en faveur de la géométrie pure.

‘ I_’ROBL}‘L‘M E. Une section conique étant tracée sur un plan
-t deuzx points étant donnés arbitrairement sur ce plan , le pre-
mier sur lc périmétre de la courbe et I'autre quelconque ; délerminer
tant de points qu'on voudra d'une autre section conique qui, passant
par les deuz points donnés, ait, au premier de ces points 2 un
contact du Iroisiéme ordre avec Ia prcmzére, en ne fammt u:agc_
que de la régle sculement? . L .

Selution. Sou. P le point donné sur le penmétre dc la courbc,
ct soit A l'autre point quclconque. _ .

Soit menée en P, ) la section conique donnée ; une tangeme
indé¢finie. Soit mende Ia sécante PA, coupant de nouveau la courbe
en Q. Par un autre point quelconque R de cefte courbe, et par
le point Q, soit menée une sécante » Tencontrant en S la tangente
en P. Mcnant enfin PR et SA, ces deux drojtes concourront en

un point M, qui appartiendra, 3 la courbe cherchée, En’ variant

.
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donc la positien du point R sur la courbe donnée ; on obtiendra
tant de points M qu'on voudra de la courbe cherehée,

Si le point A était infiniment cloigné , auquel cas l'osculatrice
demandée devrait étre une parabole ou une hyperbole ; la meme
construction subsisterait encore ; mais alors elle ne pourrait plus
s'exécuter avec la rigle seulement.

Si, a la place du point A, on s¢ donnait une tangente 3 l'os=
culatrice demandég 5 la construction , un peu differente dans sa
premidre. partie , ne perdrait rien d'ailleurs de sa simplicité. Il ne
serait pas difficile , au surplus, de déduire de la précédente cons-
truction toute la théorie des osculations des sections coniques entre
elles ; mais ce n’est point ici le lieu.

Je crois ; Monsieur ., ces exemples suffisans pour lobjet que
jlavais en vue. Mais, pour fixer encore Iattention d'une maniére
plus particulidre ; je crois devoir obscrver que les problémes que
je viens de résoudre ne ‘sont peut- dtre pas les plus difficiles de
ceux que je'suis parvenu 3 traiter par la géométric pure , et sans
le secours du- calcal. Entre les divers exemples que j'en pourrais
citer , je me bornerai aux deux suivans qui, a raison de lintéree
qu'ils présentent , semblent se recommander d’'une manidre plus
spéciale. V

PROBLEME. Deuz sections conigues éiant {iracées sur un
méme plan , construire un polygone de tant de cbtés qu'on voudra
qui soit, & la fois inscrit & Pune delles et circonserit & Yautre ,
en ne faisant usage que de la régle seulement ?
 PROBLEME. En un point donné d'une sourbe géométrique
quclcongue tracée sur un plan, mener une tangente a cette courbe
en ne faisant usage que de la régle seulement ?

~ J'ai peine 3 me pefsuader que la géométrie analitique puisse
parvenir & des constructions générales , 3-la fois plus symétriques
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et plus simples que celles qui précident , 3 raison du grand nombre
des données qui doivent simultanément concourir 3 la détermina-
tion des inconnues. Toutefois, Monsieur, aprés les exemples que
vous avez offerts aux articles déji cités des Annales , il est pent-
étre prudent de ne rien préjuger sur ce point. C’est la faute que
j’avais moi-méme commise avant de connaitre vos solutions ; et cela
prouve de nouveau qu'on ne doit jamais se hiter d'imputer i l'a-
nalise des imperfections qui souvent sont uniquement le fait de ceux
qui ne savent point en faire un usage convenable.

Agréez, etc,
' Metz, le 18 d'octobre 18:17.

A58



136 USAGE DE L’ANALISE

Reflexcions sur larticle précédent ;

"Par M. GERGCONNE,

IL y a environ dix-huit mois que , dans une séance publique d’une
académie de Province , un homme d'un mérite trés-distinguc entreprit
“de consacrer un discours i l'apologie de I'ezagération. 11 observait ,
entre autres choses , que, dans un grand nombre de circonstances ,
il importe beaucoup moins de frapper juste que de frapper fort;
et il comparait trés-ingénicusement l'exagérateur 3 I'homme qui,
voulant redresser un biton courbé en un sens, pense, avec raison,
ne pouvoir parvenir A son but qu'en courbant ce biton en sens
inverse.

Si donc , dans les articles rappelés ci-dessus par M. Poncelet ,
javais dit formellement qu'il fallait abandonner tout--fait la géo-
métric pure pour s'occuper exclusivement de la géométrie anali-
tique, seule' capable de fournir, dans les problémes qui concernent
I'étendue , des solutions i la fois élégantes et simples ; tout ce
quon pourrait équitablement en conclure , c'est que j’aurais bicn
mis 3 profit la doctrine de I'estimable académicien dont il vient
d'étre question.

J’entendais, en effet, répéter sans cesse, comme une chose tout-
3-fait hors de doute, que, malgré les avantages qu'offrait la géo-
métrie analitique , sous le point de vue de la généralité et de I'uni-
formité des procédés; elle ne pouvait donner, pour la solution des
problémes , des constructions comparables , pour I'élégance et la

' simplicité ,
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simplicité , 3 celles dont les géométres de. I'antiquité, et ceux d'entre
les modernes gni ont marché sur leurs traces , nous ont laissé de
si beaux exemples; et cependant je voyais plusicurs de ces pro-
blémes céder sans cfforts aux procédés du calcul ; je voyans ces
procédés conduire i des constructions mcomparablemcnt plus simples
et plus clégantes quc tout ce qu'on avait connu jusqu’alors. La
géometrie analitique m’avait condait, en parlnuqhet , pour la recherehe
du cercle qui en touche .trois.autres sur un plan et pour celle de

la sphére qui en touche quatre autres dans Vespace, 3 des cons<

tructions qui, indépendamment d'une merveilleuse simplicité , avaient
a la fois Iavantage de fournir une solution directe de ces problémes,
et de contenir implicitement celle de tous les autres problémes plus
simples qui en forment communément le cortége ; tandis que. depuis
Yiite et Fermat, Descartes et Ncwton jusqu’a ces derniers temps,
ok ces mémes problémes ont été attaqués de tant de maniéres di-
verses , tous les efforts dcs géoméires n’avaient pu aboutir, en
derniére analise, qu'a les ramener, peud peu, 3 une 3uite d'autres
problémes de plus en plus simples, mais dont la construction suc-
" cessive me pouvait, que rendre celle du probléme principal longue
et laborieuse , et conséquemment peu sire dans la” pratique. J'avais
déduit enfin des mémes procédés la construction du cercle tangent
a trois autres sur une sphére; probléme que jusqu'alors personne
encore n'avait osé aborder; ct l'on conviendra que, dans de telles
circonstances, j'aurais été un peu excusable de ne savoir pas me
.défendre de quelque enthousiasme pour des méthodes qui me pa=
raissaient si fécondes ; et j'étais d'autant plus entrainé 3 les
recommander fortement a I'attention des géométres que j'avais cru
_m’apercevoir que les constructions que j'en avais. déduites n'avaieng
pas produit toute la sensation que j'attendais ; et que méme on était
.encore revenu postérieurement sur les problémes que ces constructions
_concernent ; problémes sur lesquels javais cru ne plus rien laisser
3 diree

La véritd est pourtant que je ne crois pas, dans tout ce que j'ai
Tom. V1. 22
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écrit et publié sur ce sujet, avoir dépassé les bornes prescrites par
la froide raison , et avoir rien avancé que je doive au;ourd'hu;
rétracter. : '

Ce fut vers 1810, en lxsant les Elémens d’armh.re géométrigue
et d'analise algébrique de M. LHUILIER, que je congus la premitre
idée du nouveau tour qu'on pouvait faire prendre 3 la geométrie
analitique. Je publiai, par forme d'exemple, les solutions de quel-
ques problémes , traités suivant le systtme que'je m’étais formé A
ce sujet ( Mémoires de Pacadémie du Gard , pour 1810) ; et j’annongai
dis-lors qu'il éuait possible de construire tous les problémes de
U'dpollonius Gallus de VIETE , sans résoudre aucune équation du
second degré.

Environ quatre ans aprds jadressai 3 l'académic de Turin un
mémoire contenant la solution analitique compléte des problémes
de Vitte et de Fermat, relatifs & la détermination du cercle et de
la sphére’, an moyen de trois ou de quatre conditions. Je donnai

ensuite, dans le présent recueil ( tom. 1V ), .la construction du

cefcle qui_en touche trois autres sur une sphére, et enfin dans le
tome VIL® , indépendamment du probléme gae )avau déja traité
dans_ le volume cité de’ l’academxe da Gard, je' 'donnai quelques
développemens "2 la premidre partic de mon mémoire 3 celle de
Turin. A '

Dans toutes ces diverses circonstances , je crois avoir constamment
professé la miéme doctrine; et je n’ai découvert postérieurement au-
cun fait qui lui soit contraire. J'ai dit, et je répdte encore aujour-
d’hui, qu'en n'a” pas su tirer jusqu'ici de la géométne analitique
tout le parti qu'elle semble suscephble d'offrir ; qu'on la calomnie
lorsqu’on la regarde comme peu propre & fournir, pour les problémes
.'de géométrie , des constructidhs simples et élégantes; que la faute

parait en étre presque umquement 3 la maniére dont on 1'a em-

‘ployée ; et qu'en”la’ maniant ‘avee -plus ‘d'adresse , on peut en dé-

duire des constructions qui, si elles ne sont pas supérieures & celles
de lancienne géométric , paraissent du moins ne devou' leur rien
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céder en simplicité et en élégance. J'appuyai ces assertions par quel-
ques cxemples ; et je demanderai encore présentement aux géomeétres,
je demanderai 3 M. Poncelet lui-méme, s'il connait, en particulier,
pour les. problémes de Viéte, et de Fermat quelques censtructions
plus dircctes, plus générales , plus clégantes et plus simples que
celles auxquelles on est directement conduit par la géométrie ana-
litique , employée de la manitre que je congois.

Que je ne sois pas én état d'amener au méme degré de simplicité

tous les problémes relatifs & I'étendue; c'est 13 une chose dont je.

conviendrai sans peine ; tout ce dont je désire qu'on veuille bien
me savoir quelque gré, et me tenir quelque compte, c'est d_'avoir
ouvert aux .spéculations de la’ géométrie unc voie qui me parait
tout-a-fait nouvelle, ct “de n'avoir rien négligé pour déterminer
de plus habiles que moi 2 s’y cngager. 1l n’est point’ surprenant,
au surplus, qu’en entrant seul dans une route que personne n’a

encore frayé, on chemine un peu lentement ; la géométrie anali-

tique est d’ailleurs une invention trés.réceﬁte ; et 'la manidre dont
je propose de Tappliquer date pour ainsi dire d'hier ; peut - étre
lorsqu’on’ aura manié les ‘formules de cette géométrie pendant autant
de temps qu'il y en a que I'on contemple des cercles et des’ triangles;
peut-étre alors, dis-je, y sera-t-on devenu un peu plus adroit.

Si présentement on me demar;de mon opinion sur la géoméirie

pure , je Vd'gm.and__e:rai 3 mon tour de faire une distinction. Sagit-il .
de la géométrie d’Archiméﬂe, d’ch]ide, d’Apollontus , et de tous,

ceux d'entre l.e's modernes qni, comme Viviani, Halley , Vidte eg
Fermat, ont marché sur leur; traces ? J'avouerai franchement , quel-
que opinon gne I'on puisse en prendre de moi , que je n'en suis pas
enthousiaste. Que si, au contraire , on veut, parler de cette géométrie
qui, née, pour ainsi dire . des méditations de I'illustre Monge , a
fait de si immenses _p't;.ogrés. entre les mains de ses nmombreux dis-
tiples , on me trouvera téujours diqusé 2 lui rendre,.le plus écla-
tant hommage , et i reconnaitre qu'elle nous a fait découvrir en
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vingt années plus de propriétés de l'étendue qu'on n'en avait pu
. découvrir dans les vingt sidcles qui les avaient précédées.

Loin donc que je croie que l'on doive négliger la géométrie pure
pour I'analise ; Je pense, au contraire , avec M. Poncelet qu'on ne
saurait trop s'appliquer 4 les cultiver I'unc et l'autre avec un soin

égal ; mais je pense aussi que, 8'il peut &tre souvent utile de s'aider-

dans l'analise des considérations que la géométrie peut [ournir, et
vice versd; on n'en doit pas moins apporter tous ses soins 3 tirer
de chacune de ces deux branches d’'une méme science tout le parti
que, sans le secours de l'autre, elle peut étre susceptible d’offrir.
Je voudrais méme , pour cette raison, que, dans la géométrie, on
pht toujours éluder l'usage. méme des propositions , parce qu'clles
ne sont au fond que des_calculs déguisés. 1,

Quant 2 ce que M. Carnot a appelé méthodes mixztes, dont il
nous a offert lui-méme tant de beaux cxemples, je pense que ces
. méthodes peuvent souvent étre employées avec avantage dans la
démonstration de certains théorémes; et que cest 3 elles, en par-
ticulier , qu'on doit avoir recours, lorsqu'on veut résoudre, parle

calcul , des problémes dec géométrie ; mais j'inclinerais 2 les regarder -

comme les moins propres de toutes 3 faire trouver des . constructions
simples et élégantes. .

Au ‘surplus , la pature des problémes semble devoir influer d'une
maniére notable sur le choix des méthodes, Il arrive souvent, en
effet, que telle méthode qui triomphe sans efforts de certains pro-
blémes , échoue, au contraire , contre d'autres qui cédent i leur
tour facilement 3 des méthodes dilférentes; et I'art de pressentir’a
l'avance , dans chaque ‘cas particulier , de laquelle d’entre elles on
peut se promettre le plus de succés, p’est point la partie la moins
importante ni la moins. difficile de la science du géometre. On doit
remarquer , au sufplus ¢ ‘qu'il est certains "problémes ‘qui 'semblent
se montrer également rebelles-a toutes les méthodes ; et tels sont,
par exemple , celui de linscription de trois cercles au triangle et
de quatre sphéres au tétraddre. - w B :
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Pour cn venir présentement 3 I'objet particulier de la lettre de
M. Poncelet, je m’empressc de reconnaitre la supériorité .de ses
méthodes et de déclarer que, sans oser affirmer que la géométrie

analitique ne puisse parvenir jusques-13, il me parait au moins trés-

douteux qu'elle puisse y atteindre d’une manitre facilc. On ne peut
donc que [faire des vecux pour que l'auteur, aprés avoir aussi vive-

ment piqué la curiosité des lecteury, veuille bien-entin la satisfaire -

complétement , en faxsant connaltre les théories sur lesquelles re-
_ posent ses mgémeuses et élegantes constructions. On doit désirer ,
en outre, que M. Poncelet ne borne point 12 ses recherches ; et
qu'il pousse aussi avant qu’elles en seront susceptibles des spécula-
tions desquelles il a déja obtenu un succds aussi remarquable.

De mon cété , je ne négligerai aucune des occasions que mes
courts loisirs pourront m’offrir , pour multiplier les exemples du
genre d'application dec l'analise 3 la géométrie que je cherche 2

faice prévaloir; et j'ose croire que la diversité de nes méthodes ne

fera jamais naitre d’autre rivalité entre nous que celle du zéle pour
I'avancement de la science.
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE,

: 1 .‘...- - K ) s pr -': . W g,
Construction - géométrique dun cercle qui en totiche
" trois autres donnés sur un plan'ou sur une sphére,
.dun cdne droit qui en touche trois autres de méme
_sommet , et dune sphére qui en touche quatre

autres dans Lespace; . ., .. . - a0

Par M. PonceLET , capitaine au corps royal du génie ,
ancien éltve de I'école polytechmique. (*) '

*

PV Y T
Jrarperee points homologties directs’ on- inverses , relativement' &
deux cercles tracés sur un méme plan, et a l'un quelconque -de
leurs centres de similitude , deux points de leurs circonférences
qui, élant situés & la fois sur une droite passam.'» par Ie centre de
similitude dont il s'agit, appartiennent 2 deux arcs dont la cour-
bure est dirigéc dans le méme sens ou en Sens contraire, par
rapport 2 ce centre de similitude. D'ou il suit que les rayons mienés .

X e

(*) Les . constructions dont il va ére question sont cclles qui ont €té annoncées
3 la page 82 de ce volume. Nous avons pensé qu'elles pourraient offrir an
rapprochement curicux avec celles de M. Durrande , insérées également dans
le présent volume ; et, 2 notre priére , Pautear a bien voulu nous les

communiquer.

) . J. D. G.
Tom. XI, n.° X, 1.%% avril 1821, 42
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3 deux points homologues sont- ou ne sont pas paralléles, suivant
‘que ces points sont directement ou inversement homologues.

En conséquence de ces définitions , deux arcs, deux cordes ,
deux tangentes, elc., appartenaot respectiyement & deux cercles,
seront. directement -ou inversement homologues , suivant que ‘leurs
extrémités ou points de contacts scront des points de l'une ou de
l'autre espices . o b T Mk

On voit, d’aprés celn : que pour un_ point, un arc, une corde,
une tangente, ete. , donné sur I'un des cercles , il ne correspond
jamais sur lautre qu'un seul point, un seul arc, une seule corde,
une seule tangente, etc., 'duquel on puisse dire qu'rl est son homo-
logue de I'une ou de l'autre espéce , du moians relativement au méme
centre de similitude,

11 est facile de:voir , au surplus, que Jes cordes et tangentes
homologues sont ou ne sont pas paralléles , suivant qu'elles sont
dircctement ou inversement Bomologues; ou, en d'autres termes,
que les cordes et tangentos -directement homologues concourent sur
la corde 2 l'infini commune aux deux cercles, tandis qu'au con-
Araire, les cnfdes et tangentes inversement homologues concourent
.sur la corde a dnsmncc finie commune A ces deux mémes cercles,
C'est-3-dire , sur leur aze radzml ce qui présente un moyen fort
slmple de construxre cet axe par de slmples intersections de lignes
droites.

Toutes ces déf' muons et toutes ces remarques pcuvent étre fa-
cilement cteuducs . avec les modifications convenables, 4 deux
cercles tracés sur une s[:hére , 3 deux cones droits de méme som-
Tiret , A deux eyhndretdrem dont -les axes sont paralléles et cnlin
h deux sphéres. .On peut méme les étendre 2 deux courbes planes

4 double courbure et 3 deux surfaces courbes , soumises ou non
) la loi de continuité, pourvu qu’elles aient un centre de similitude.

- Les .choses ainsi. entendues, voici comment an construira un cercle
qui en touche trois autres, donnés sur un.méme plan.

Soient C', G/, C les trois cercles donnés , et soit d'abord
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déterminé celui des quatre axcs de similitude de ces trois cercles
qui répond & I'espéce de contact qu'on se propose d'obtenir; cet
axe contiendra trois des six centres de-similitude , les seuls dont
il sera quesuon dans ce qui va suivre. . %

Soit pris arbitrairement un point M sur la cxrconférence de
.C (*); soit. M’ le point inversement homologue & M sur C’; soif,
M” le point inversement homologue & M’ sur C” ; et soit enfin.
N le point inversement homologue 3 M/ sur C. -

S'il arrive que M et N se ‘confondent , M, M/, M” seront les
points dec contact du cercle cherché avec les trois cercles donnds ;
de telle sorte que, par le simple tracé de_trois droites, on aura,

réduit le probléme A faire. passer un cercle par ‘trois’ points donnés.

Si les-points M, N nc se confondent pas , en les joignant par
une droite , cette droite ira couper I'axe de similitude en un point P
qui sera invariablement le ‘'méme, quel que soit le point de départ.
M; ct la polaire de ce _point P, par rapport au cercle G, cou
pera cc méme cercle & ses points de contact avec les deux cercles
cherchés, j 2

On pourrait; par un semblable procédé , déterminer les points
de contact de ces deux mémes cercles avec les cercles C/ , C/,
mais’ il est clair que , si I'on détermine sur ces derniers les cordes

respectivement homologues i celle qu'on “aura déterminée sur C,.

elles joucront , par rapport A eux, le méme réle que celle-ci par
rapport 3 C, et de plus ‘conceurront avec elle en un point qui,.
comme on le sait déja, et comme il résulte d'ailleurs de ce qui
précéde , sera le centre radical des trois cercles donnés , ou le
point d’intersection umque da leurs tro:s cordes communes deux 2
deux.

La méme opération, répétée pour chacun des quatre axes de

'(*) Pour plus d’exactitude pratique , il convient de choisir pour C.le plus
grand des trois cercles donnés,
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similitude, donoerait les cordes et les points de contact qui appars<
tiennent aux huit circonférences tangentes aux proposés ; mais , si
I'on remarque que la polaire 'du centre radical, par rapport a l'un
quelconque des cercles proposés, rencontre les quatre axes de si-
militude en des :points qui-sont précisément les péles des quatre
cordes qle contact qui apparticnnent a ce cercle, il sera beaucoup
plus simple, une fois' qu'on aura obtenu, i)ar la construction qui
- précede , le centre radical et les premiéres cordes de contact, de

s'en servir pour déterminer simultanément les systémes des trois,

autres. Ces diverses constructions n’exigent d'ailleurs que l’emploi
d’unt simple régle, quand on-aura la'lconnaissance préalable des
centres de similitude’, ou seulement celle des centres des cercles donnés.
.-Si, au lieu de s'arréter , dans la construction ci-dessus, au qua-
triéme point N , trouvé sur C, on continuait , de la méme maniére,
3 chercher son homologue inverse N/ sur C’, puis I'homologue
inverse N/ de celui-ci sur C”, puis entin I'homologue inverse dec
ce’ dernier sur C; ce dernier point serait, dans tous les cas, le
point M de départ lui-méme ; les six droites tracées d’apres les
conditions qui précédent , et qui se trouveraient dirigées deux a
deux vers les trois ccatres- de similitude que l'on considere , for-
meraient donc naturellement un hexagone fermé, dont les sommets
opposés:appartiendraient deux a deux 3 un méme cercle, et dont
les trois diagonales varieraient de position en méme temps que le

point de départ ou premier sommet , en pivotant respectivement

autour de points fixes , placés sur Taxe de similitude correspon-
dant; ce qui offre le moyen de construire simultanément et d’une
maniére symétrique les trois cordes , et par suite les six points de
contact appartenant aux deux cerclés tangens’ relatifs 3 cct axede
similitude. Il est en outre bien digne de remarque que les six
sommets de 'un quelconque des hexagones ainsi construits:sont, &
1a fois, sur une méme circonférence de cercle ayant l'axe de si-
wilitude correspondant pour corde commune avec les deux cercles
tangens au proposé qui apparticunent & cet axe.
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* - Les constructions’ qui précédent ont l'avantage d'¢tre fort simples,.
puisqu’elles o'exigent que le tracé de lignes droites et qu'elles
dispensent de construire les cordes communes ou les axes radicaux-
qui appartiennent aux trois cercles proposés , combinés deux %
dcux. On' peut mémé dviter 'emploi direct des axesde similitude
au moyen du procédé gqui suit:

Ayant choisi, & volonté, trois centres de similitude ; situés en
ligne droite , et appartenant aux trois cercles donnés combinés deux
a2 deux; prenez sur I'un d’cux G une corde quelconque ; cherchez
son homologue inverse par rapport 3 C/, puis I’homelogue inverse
de celle ci par rapport a C” , et ainsi_de suite,. en procédant
constamment dans le méme ordre. Apresla aixié!ﬁe' opération .
vous retomberez évidemment sur’la premié¢ré corde.” Vous n'aurez
donc , en tout, que seize lignes droites 4" tracer, y compris les.
deux cordes de chague cercle , lesquelles se rencontreront en un
point qui appartiendra a la corde ‘de contact cherchée relative a
ce cercle. Cela posé , tracez les deux nouvelles cordes qui réunis-
sent deox 3 deux celles des extrémités des premiéres qui ne pro-
viennent pas dc la méme combinaison , ¢t qui sont par conséquent
indépendantes entre elles ; ces deux cordes , ainsi obtenues dans
chaque cercle , s rencontreront en un second point , appartenant
3 la corde de contact cherchée , laquelle sera ainsi parfaitement
déterminée, pour chacun des cercles proposés.

Les constructions et propositions qui précédent subsistent , d'ane
manidre analogue , pour trois et quatre sphéres, données a volonté
dans P’espace, pour trois cdnes qui ont un méme sommet , ct enfin
pour trois cercles quelconques tracés sur une méme sphére. On
sen convaincra d’une maniére tout.i-fait simple , dans ce dernier
cas, en considérant I'un des quatre systémes de trois surfaces coni-
ques qui renferment deux 3 deux les cercles proposés, et examinant
ce qui sc passe dans le plan d'une section quelconque renfermant
la droite ou axe qui joint les trois sommets correspondans ; car,
en supposant ensuilc que ce plan se meuve autour de l'axe dont
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il s'agit , jusqu'a devenir tangent 2 la fois aux trois surfaces co-
niques , il coupera évidemment, dans cette double pesition , la
sphére donnée suivant un cercle tangent 4 la fois aux trois proposés;
ce qui peut servir, en méme teinps , 2 justifier ce qui a été dit
ci-dessus relativement au cas particulier od les trois cercles donnés
sont tracés sur un méme plan. .

On peut remarquer que les propositions rclatives au systéme de
trois “cercles tracés sur uu plan , sont. tout-a-fait analogues A celles
que j'ai énoncées dans le tom. VIIL® des danales ( pag. 141 ),
relativement aux polyganes inscrits & une conique, dont les cotés
sont assujettis 3 pivoter autour de peints fixes situés en ligne droite;
at, en effet, il devient trés-facile: de passer des unes aux autres,
en invoquant le principe de la continuité, C'est un rapprochement

que je n'ai pas manqué de faire, dans le mémoire dont M. Cauchy

“a rendu compte a l'institut. -
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| ‘GE'.OMETRIE ELEMENTAIRE.

. Sur la construction du cercle tang ent a trozs cercles
: donnés’;

»

Par un ABONNE.

Au Rédacteur des- Annales;

MONSIEUR ,

EN examinant avec attention l'ingénieuse théorie par laguelle M. le
professeur Durrande, au commencement du XL.* volume des 4nnales ,

est parvenu i démontrer geométrnquement l'éleganle constructxon,_

que vous avez déduite de I'analise algebnque i la page 3oz du.VII®
volume du méme recueil, pour la détermination du cercle qui touche
i la lois trois cercles donnés, il m'a paru que cette. -théorie était
susceptible de simplification assez notables ; qu’elle pourrait étre rendue,
indépendante de tout calcul, et. méme de la considération des pro-
portions; et qu'elle-devenait ainsi., en quelque sorte, le résultat d’une
purc intition. Jai I'honneur-de vous transmettre le résultat de
mes réflexions sur ce sujet, dont vous ferez l'usage que vous jugeres
convenable. : :

J'adimets uniquement les prmclpes connus sur les pdle: et polaires
et sur les ares radicaus , principes que l'on peut démontrer soit
4 la maniére de Monge, soit comme l'a fait M. Durrande , soit
de toute autre manidre ; et jc les rappelle en ces termes: |

1. Les sommets de tous les angles circonscrits 3 un méme cercle,
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de telle sorte que leurs cordes de contact concourent toutes en un

méme pomt soot tous situés sur une méme droite qu'on appelle‘

la polaire de ce point, et qui est perpendnculalre a la droite qui
le joint au centre. . .

3. Réc:proquement les cordes de contact de tous les angles cir-
conscrits: 4 un méme cercle., de telle sorte que leurs sommets soient
tous sur une méme ligne droite, concourent toutcs en un méme
point, qu’on appelle le pd/e de cette droite , et qui se trouve situé
sur la perpendiculaire qui lui est menée par le centre.

3.D'ot il suit que deux polaires d’'un méme cercle se coupent
au péle de la droite qui joint leurs péles’; et que réciproquement la
droite qui joint deux pdles dun méme cercle a pour pole l'inter-
section de leurs polaires, -

4. Le lieu de tous les points du plan de deux cercles desquels

on peut leur mener des tangenles de méme longuéur est une droite
perpendxculaxrea celle gni joint leurs centres , et qu on appelle laze
radical -des deuz cercles.
- 5. Cela pgsé , soientdeux figures semblables quelconques , tracées
sur un méme ‘plan, et soit un point pris-arbitrairement sur l'une
d’elles ; si 'on demande son homologue sur l'autre et que les
deux ﬁgures soient divisibles en m parties €gales et superposables,
par ‘des’ droites partant de deux’ points homologues , le -probléme
dura’ dvidemment m solutions. ~

~'6. En partxcuher “siles ﬁgures donnccs sont des polygones régu-
Rers de m cotés, ‘et que le point donne sur l'un d'eux soit antre
qde ‘son centrc ‘son homologue- sur- l’autre pourra étre pris de am
maniéres dlﬂ'erentes.

7. Des choses analogues aur:uem lieu, si une droite indéfinie étant
fracde “arbitrairement - par rapport a I'unides polygones, on deman-
dait son’ homologue par rapport 3 Tautre.

3-8, 1l'suit’ de Ja- que ;-deux cercles étant-tracés sur un méme plan,
et un point ot une ‘droite "dant donné par rapport 4 I'un d'eux,
eé pomt'ou cette droite pourra avoir une infinité d’homologues par
rapport 2 l'autre, Il suffira cn effet que les distances des centres
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3 ces deux points ou i ces decux droites soieny proportionnelles
aut rayons; ce qui assujettira simplement le point cherché i étre
sur une certaine circonférence, ou la droite cherchée 3 lui étre
langvnle.

g- Il n’en sera plus de méme'si 'on déh.rmme dans les deux ccrcles
donnés, des diameétres que V'on régarde comme homologues , en ﬁxant
celles des dcux extrémités de ces diamétres que l'on répute hom-
logues, ainsi que les demi-cercles homologues. Il est évident qu’alors
Je probléme d'assigner, pour I'un des cercles, un point ou une
droite qui soit I'homologue d'un point ou d'une droite donnés par
rapport a l'autre n’admettra plus qu’une solution unique. B

10. Soient deux cercles tracés sur un méme plan; on peut tou-
jours, sur la droite qui joint leurs centres,, assigner deux points -
ct deux points seulement, 'un entre les centres et l'autre au.deld
du centre du plus petit dont les distances 2. ces deux centres soiept
proportionnelles aux rayons des deux cercles. Ces. points seropt
les seuls points homologues communs que puissent avoif les deux
< cercles; encore faudra-t-il, pour qu'ils puissent étre réputés tels,
que l'on considére les diamétres situds sur la droite indéfinie qui
joint les centres comme deux diamétres homologues. Ce sont ces deux
mémes points que M. Durrande a désignés; d’aprés Monge , sous
les ‘dénominations de eentres de similitude interne et ezterne: Leur
choix détermine les extrémités des deux diamétres .qui doivent étre
réputdes homologues; ces extrémités devant étre constamment les plus
voisines ou les plas distantes du centre de sim_ililude;que I'on choisit
comme point homelogue commun, . . . .. - . "

11. Il suit de ces considérations que le pomt de comact de_deux
cercles qui se touchent est un centre,de- slmlhtude qoi..sera in-
terne ou externe, suivant que les deux cercles se toucherom exté-
rieurement ou seront I'un dans l'autre. On doit aussi ‘remafquer
‘que’, lorsque deux cercles sont égaux;, leur centre de'similitude ex-
‘ternc est infiniment . éloigné. .Quant i .leur centte de similitudé in-
terne ; il est.évidemment au milieu de la droite qui joint leurs centres.
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~ t2. Deux figures semblables quelconques éiant donndes , et des
droites homolugues clant tracées dans ces deux figures, si, par
des points homologues de ces deux droites, on méne deux nou.-
velles druites fnrumm du meme coté et dans le méme sens, des an-
sles égaux avec les pxeuuénes , il ‘est connu que ces nouvclles droi-
"tes_seront aussi des droites bowologues. Or il est évident que toute
“droite menéde par I'un des deux centres- de similitude de deux cercles
est dans le méme cas par rapport & ces deux cercles; donc elle
en est une ligne homologue commune;elle les coupera donc en
“segmens semblables si- elle les coupe ; elle sera tangente a l'un
si elle I'est a l'autre; ct, si -elle ne rencontre pas celui ci, clle ne
“reacontrera pas l'autre non plus.

13. Réciproquement , toute droite homologue commune 3 deux
‘cercles ‘doit passer par I'un de leurs centres de similitude , puisque la
" droite qui joiat les centres est aussn une droite homnloguc commune
* qui doit étre coupec par la premiére en-un pomt homologue commun.

14 Il suit' de Ia que si," considérant comme diamétres homolo-
_gues, de deux cercles ceux quL se trouvent sur la droite qui joint
“leurs centres, on determme des points homalogues quelconques dans
“cés déux’ cercles; la droite qui joindra ces deux points passera par
lun dés centres ‘de'similitude, ~ < ‘ :

- 15. Donc, ‘en parncuher (u) lorsque deux - cercles se touchent,
* toute droite mende par leur po:nt de contact est une ligne homo-
'logqe‘ commune’ et réciproquement, toute ligne homologue com-
‘Emuhe'déit"ba’sser pér-ie point de contact, Il doit donc en édtre de
méme de toute droite qui passera'par des pomls homologues de ces
“deux cerdes.
'16;: Soient ‘trois cercles C,C,C, et SOient'

I ) E les centres de similitude interne et externe deC et C/,
'-_1 E/ceuxde . . - . . . .. o % .ClaC ,
rE”.ceux.de'.; P N ol 1%

Les droites- 114 et E’E¥ -seront daac l'une et I'autre (12) lignes
homologues
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homologues communes a C” et C et lignes homologues communes
4 G et C/; clles seront donc homologues communes 4 C/ et C»,
et conséquemment clles devront (13) passer par I ou E ; mais,
comme il est d'ailleurs évident qu'clles ne pourront ni I'une ni I'autre
passer entre les centres de G/ et C”, ce sera par E qu'elles pas-
scront toutes deux. Ainsi les centres de similitude cxternes de trojs
~cercles, pris deux A deux, sont tous trois situds sur une méme ligne
droite ; et chacun d’eux est en ligne droite avec denx des centres
de similitade internes; de maniére que ces six points sont aux inter-
scctions de quatre droites. Ce sont ces droites que M. Durrande a
nommées ares de similitude des trois cercles; ce sont des lignes
homologues communes 4 ces trois cercles.

. 17. Donc, en particulier (11), lorsqu’un cercle en touche deux
antres , les deux points de contact sont en ligne droite avec Il'un
des cenfres de similitude de ces deux derniers ; savoir, le centre de
similitude externe ou le centre de similitude interne , suivant qre
les dcux contacts sont de méme nature ou de nature différente.
Cette droite est donc (11) un axe de similitude des deux cercles.
18. En considérant I'un ou I'autre centre de similitude de deux
cercles comme un péle commun i ces deux cercles , il aura (n)
une polaire sur chaque cercle. Les deux polaires relatives 3 chaque
centre sont ce que M. Durrande a appelé polaires de similitude

externes ct polaires de similitude internes. Ce sont évidemment des’

lignes homologues des deux cercles, qui conséquemment, lorsqu’ellesles
coupent , les partagent en segmens semblables. Le péle des deux der-
nidres est compris entre elles, tandis que cclui des deux premicres
est hors de I'intervalle qui les sépare. '
19. Soit C” (fig. 4 et 5) I'un des centres de similitnde de deux
certles, par lequel soit menéde une sécante homologue commune ,
comprenant dans ces cercles les cordes homolognes AB , A’B/, dont
les poles soient P, P’; ces deux poles seront des points homon-
logues des deux cercles, par lesquels menant les perpendiculaires
PQ, P/Q' ala droite qui joint les centres , ces perpendiculaires.
Tom, XIII, 28
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seront (3, 18 ) les polaires de similitude relatives au centre C7;
ct il est de plus évident que les triangles isocales homolagues
APB , A/P’D’ scront semblables ; mais eu prolangeant PB et
P’A’ jusqu’d leur rencontre en R/, et PA et P/B/ jusqu'a leur
rencontre en S, le triangle BRA’ sera semblable 3 chacun de ces
deux-la, et il en sera de méme du triangle B/S/A ;jls seront donc
isocéles comme eux; de maniére que les deux tangentes R/B et
R”A’ seront de méme longueur , ainsi que les deux tangentes
S/B’ et §”A. Donc , si l'on méne R#S”, cette droite sera 4)
I'axe radical des deux cercles , et cormme telle paralléle aux polaires
de similitude,

20. Il suit évidemment de la que, si l'on fait tourner la sécante
commune autour du point fixe C’, les points P, P/ et R#, S/,
dans leur mouvement , ne sortiront pas des trois paralliles PQ,
P/Q/ et R”S” , dont la situation est tout-a-fait indépendante de la
direction de cette sécante.

21, Mais, si la sécante devenait tangente, le milieu de l'inter-
valle entre les points de contact serait (4) un roint de l'axe ra-
dical : donc celte tangente commune a ses parties interceptées de
part et d’autre entre I'axe radical et les deux polaires égales entre

_elles; d’'od il suit qde cet axe radical est également distant de
I'unc et de lautre. . '

22. 1l résulte de tout ce qui précéde que I'axe radical de deux
cercles est placé , par rapport & tout cercle qui lestouche I'unet l'autre,
dela méme maniére que le sont , par rapport  ces deux-ci, leurs polaires
-de similitude de méme dénomination ; savoir , leurs polaires de
similitude externes ou leurs polaires de similitude internes, suivant
que les deux contacts seront de méme espéce ou d’espices différentes.

Soient en effet deux cercles touchés par un troisidme en A et
B’ ou bienen A’ et B (fig. 6 et 7); la sécante AB’ ou A’B sera
denc (17) un axe de’ similitude des trois cercles. En achevant douc
les figures , comme nous I'avons fait ( fig. 4 et 5), les points P,
P/, B” ou §, poles respectifs de cette droite par rapport.a ces
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trois. cercles , en seront donc des points homologues; d’out il résulte
que les droites PQ, P/Q’ et RS/, qui, passant par ces points,
font des angles égaux avec la ligne homologue communc, sont
clles-mémes des lignes homologues.

23. Toutes ces choses ainsi entendues, supposons qu'on demande
un cercle qui touche 3 la fois trois cetcles donnés; comme le
cercle cherché pourra toucher de deux maniéres chacun des cercles
donnds , il y aura généralement huit solutions possibles, ct il faudra
d’abord s'entendre sur celle qu’'on aura desscm d'obtenir,

Queclle que puisse étre cette solution ; "comme 1'on sait faire passer
un cercle par trois points donnés, la question se réduira 3 déter-
miner le point de contact du cercle cherché avec chacun des trois
cercles donnés, ou plutét avec 'un d’eux, attendu que la méthode’
qu'on aura suivie pour la recherche de celui-la pourra étre éga-
lement appliquée a chacun des autres. '

Soient dome ¢, ¢/, ¢/ les trois cercles donnds, C le cercle cher-
ché ; et proposons-nous de trouver son point de contact avee ¢
‘tout sc réduira (15) 4 trouver deux points p , P qui soient homo-

logues par rapport A ces deux cercles ; punsqu ‘en joignant ‘ces.

points par une droite , cette droite devra couper ¢ au pomt de
contact cherché. ;

Or, comme les intersections des lignes homologucs sont des
points homologues , la recherche des points p, P se réduit i trouver
deux droites relatives 3 ¢ et leurs homologues dans C, ce qm est
facile , d'aprés ce qui préccde.

Soit en cffet 7/ la .polaire de similitude de ¢, compar¢ a ¢/;
polaire externe ou internc, suivant que ¢ ct ¢/ devront étre touchés
par C de la méme maniére ou d'une manitre différentc ; ct soit
R’ I'axe radical de ces deux cercles. Soit pareillement 7/ la polaire de
similitude de ¢, comparé i ¢/, polaire externe ou interne , suivant que
c et ¢/’ devront étre touchés par C de la méme mani¢re ou d'une
maniére différente ; et soit R” I'axe radical de ces deus cercles.

13+
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Il vient d’dtre démontré (23) que 7/ et R/ étaicat des liynes
homologues de ¢ et C, et quil en était de méme de r” et R,
En prenant donc pour p lintersection de 7 et r#, il faudra prendre
pour P lintersection de R/ ct B”/; et alors ‘en joignant pP son in-
tersection avec ¢ sera le point de contact demandé.

On voit par [a qu'il y aura quatre maniéres différentes de prendre

P, tandis que P demeurera invariable ; on aura donc quatre droites
PP, dont chacune déterminera sur ¢ deux points de contact, entre
lesquels il faudra faire un choix, d'aprés la manitre dont ¢/ et
¢’ devront étre touchés par C. :
- Les quatre droites 7/, r//, R/, B” forment un parallélogramme
doot la droite qui coupe ¢ aux points de contact cherchés est
une diagonale. Mais si p* et y” sont respectivement, sur¢’ et ¢,
les homologues de r/ et r/ sur ¢, les quatre droites /., r//, o,
¢/ formeront également un parallélogramme; et il résulte de ce
qui a .¢té dit (21) que ses cotés seront doubles de ceux du pre-
mier; il lui sera dunc semblable ; d'oir il suit que, si = est I'in-
tersection de ¢ et o, la droite pP , prolongée , sil le faut, passera
par = Oun pourra donc, dans la recherche de cectie droite, subs-
tituer les polaires o/ et p” aux axes radicaux R’/ et R”; de sorte
que , pour la solution compléte des buit cas du probléme, on
n’aura réellement 3 mener que les douze polaires de similitude des
cercles pris deux 3 deux, et douze diagonales de parallélogrammies
formés par leur rencontre.

Il me semble, Monsicur, que, pour qui aura bien compris ce
qui précdéde, il ne sera pas diflicile d'amener au méme degré de
simplicité I'analise du probléwe o il s'agit de déerire une sphére
qui touche a la fois quatre sphires données ; et cest pour celu
'que' je me dispense de traiter ici ce probléme. '

Agréez , clc, ’

Paris, le 10 d'aoat 18:22.

178



4%9

d

i1y V
tor \

™

.'gs&"

A,

"

o
»°
Cmcmemomseformome

;
§ o eiine]
<

.
-
o

* o

‘€e- 080 bod [y "I WoL




Texte de Gaultier de Tours

XVI° cahier du journal de I'Ecole polytechnique.

Mémoire sur les moyens généraux de construire graphiquement un cercle
déterminé par trois conditions, et une sphére déterminée par quatre
conditions.

Lu a la premiére classe de 1'institut, le 15 juin 1812.

pages 124 4 150 et 182 a 214.

180






" 124 GEOMETRIE.

MEMOIRE

SUR les Moyens généraux de construire araphzquemem un Cercle

déterminé par -trois conditions, et une Sphére déterminée par
quatre conditions;

Luiia premiére Classe de I'Institut, le 15 Juin 1812,

P4r L. GAULTIER de Tours, ancien s Elive de' 1 "Ecole polytechnique

Licencié-és-Sciences , et Professeur de Géométrie descriptive au Conser-
vatoire des Arts et Métiers.

DISCOURS PRELIMINAIRE.

N e e P

SI fon conSIdere les travaux mathcmatxques des géometres modernes

les plus distingués, on verra que toutes les branches de cette science:
ont fait dans ces derniers temps les progres les plus rapides, comme les

' plus satisfaisans. ,

L'analyse cependant parait avoir plus particuli¢rement fixé leur atten-
tion, & cause de linfluence que pouvaient avoir la généralité et la
fécondité de ses conceptions sur toutes les autres branches des mathé-
matiques. Aussi, avons-nous vu naitre de cet heureux perfectionnement
de Tanalyse, ces ouvrages immortels qui font a-la-fois 1a gloire de leurs
auteurs, et signalent une époque si mémorable dans les fastes de Ia
.science.

Cependant, lorsqu’on envisage les mathématiques dans leurs appli-
cations les plus usuelles, on voit que l'utilité en devient d’autant plus
générale que les moyens qu'on y indique sont fondés sur des prin-
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cipes plus simples et plus élémentaires. Cette vérité méme a été sentie
par les plus grands maitres, qui n'ont pas dédaigné de s'occuper des
élémens, et y ont apporté cette rigueur et cette clarté qui en constitue
le mérite essentiel. ‘ .

Mais, de tous les ouvrages mathématiques dirigés vers i’appliczition,
la géométrie descriptive occupe sans doute e premier rang, et la géné-
ralité de ses considérations & fait voir que la géométrie était susceptible
‘détre envisagée sous-un point de vue plus étendu qu'elle ne I'avait été
jusqu’alors.

C’est ala nouvelle perfection des-ouvrages élémentaires que I'on doit
journellement un grand nombre d’applications utiles, mais qui n’étant
presque jamais de nature a étre consignées dans des recueils réservés seule-
ment a des traités scientiﬁques, n'ont pu étre généralement connues. On
a vu néanmoins paraitre successivement plusieurs mémoires intéressans ou
MM. Dupuis, Lancret, Poinsot, Dupin, Cauchy, Frangais, Brianchon , &c.
anciens éléves de I'Ecole polytechnique, ont exposé une foule de consi-
dérations neuves et piquantes, sur des questions purement géométriques.

If en reste cependant un grand nombre qui n’ont point encore été
suffisamment approfondies, et qui néanmoins sont susceptibles d'étre
résolues et discutées, d’'une maniére générale, a I'aide des principes les
plus élémentaires de la geomcme. v

Parmi ces questions, celles olt I'on se propose de determmer un cercle
par trois conditions, ou une sphére par quatre conditions, méritent
d’étre distinguées par la généralité de leur énoncé et le grand nombre de
cas qu'elles peuvent présenter.

Une circonstance particuli¢re m'ayant porté a 'examen de ces pro-'

biemes, les recherches, que je fus obligé de faire, me conduisirent
insensiblement & les considérer sous le point de vue le plus étendu, et
a combiner, de toutes les maniéres possibles, les données qu'ils peuvent
" présenter; je m’apergus alors de toute I'importance que pouvait avoir
leur solution générale , qui donnait a-la-fois celles de cent sept pro-
blémes différens.
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Plusieurs géométres célebres se sont occupés de quelques-unes de ces
recherches, tant par l'analyse que par la géométrie;; ainsi Ton voit dans
I’ Arithmétique universelle de Newton, les solutions analytiques de plu-
sieurs de ces questions, entre autres celle de ce probjeme : Trouver un
cercle qui en touche trois autres; et dans les Annales de 'Académie de
Pétersbourg, 1788, deux mémoires; I'un de L. Euler, et Tautre de N.
Fusse, qui donnent aussi des solutions analytiques de cette ques-
tion, &c. (¥).

D'un autre cbté, Ton trouve dans les ceuvres de Fermat, imprimées
a Toulouse en 1679, un traité intitulé de Contactibus sphericis , dans le-
quel il a résolu géométriquement quinze problémes sur les spheres qui

remplissent quatre conditions : mais il n'a donné qu'une seule solution

de chacun d’eux.

M. Monge a envisagé plusieurs de ces questions sous un aspect plus
général, et les a développées dans ses cours, a l'origine de IEcole poly-
technique. Plusieurs géometres distingués , qui étaient alors éleves de
cette Ecole, ont traité quelques—uns de ces problemes dont les solutions
ont été réunies dans le n.* 2 du tome 1.* de la Correspondance sur I’ Ecole
impériale polytechnigue, Clest le travail le plus étendu qui ait été fait a ce
sujet (**) : il réunit de trés-belles considérations géométriques, a f'aide
desquelles on prouve que les sphéres qui en touchent trois autres ont
leurs centres sur une section conique, en méme temps que la suite de
leurs points de contact forme un cerqle sur chacune des sphéres données;
et comme ce raisonnement est seulement applicable a celles qui ont la
méme combinaison entre leurs contacts, i.l en résulte quatre sections co-
niques pour le lieu des centres des sphéres tangentes, et quatre cercles
de contact sur chacune des sphéres données.

(*) On ne connaissait point de solution analytique satisfaisante du probléme de la sphére
tangente & quatre autres, avant celle que M. Poisson vient de publier dans le Bulletin de la
Société philomatique, n.° 6o. Septembre 1812.

(**) On trouve aussi dans le méme ouvrage plusieurs de ces questions dont les solutions
méritent d'¢tre connues,
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Ces géométres se sont bornés a constater I'existence de ces courbes,
_ce qui suffisait, en effet, pour arriver aux conclusions suivantes qu'ils
en ont déduites.

1.° Chacun des quatre cercles de contacts tracés sur {'une des sphéres
données, ayant deux de ses points dans le plan des trois centres de ces
spheres, il en résulte huit points dont chacun est le contact-d'un cercle
qui touche en méme temps les trois grands cercles déterminés par le
plan des trois centres des sphéres données;

2.° Quatre sphéres étant données, on peut les combiner trois a trois:

de quatre maniéres différentes; et si, pour deux de ces combinaisons,

I'on construisait sur I'une des sphéres données les huit cercles de contact
qui en résulteraient, les quatre cercles d’'un systéme seraient coupés par
ceux de l'autre, en des points qui feraient a-la-fois partie de {'un et de
Pautre systéme. Ces intersections donnant trente-deux points, il était
- naturel de conclure que le probléme avait trente-deux solutions. ‘
L'esprit qui régne dans ces discussions ne per.rriet pas de douter que
si les savans qui s’en somt occupés,, eussent construit des solutions de ces

problémes, ils se fussent aperus que cette derniére comséquence était -

inexacte; mais les considérations qu'ils ont mises en usage, quoique
tres - ingénieuses, rendaient les constructions graphiques trop difficiles
pour qu'ils pussent se convaincre de cette erreur. Cest méme, d’aprés
mes observations (¥), qu'elle a été relevée dans le Sapplément a la géometrie
descriptive,, ot Ion prouve que ce probléme n'a réellement que seize
solutions.

Tel est a-peu-prés le point ou l'on s'était .arrété, et velui d’'olt nous

(*) Jai remarqué que les deux combinaisons ci-dessus, de trois des.quatre sphéres données,
renferment deux sphéres communes qui sont touchées de la méme maniére par les sphéres
dont les contacts forment deux des quatre cercles d’un systéme, tandis que I'une est touchée
extérieurement et Pautre intérieurement par les sphéres dont Ies contacts forment les deux
autres cercles du méme systéme ; en sorte qu'il ne correspond de solutions quaux intersections
de ceux des cercles de I'un et I'autre systéme formés par des sphéres qui ont méme combi-
naison de contact avec les deux sphéres communes. Si 'on n’avait égard qu'au nombre des

_solutions, on pourrait le déduire de la discussion analytique insérée dans la Correspondance,
tome 11, page 63.
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_sommes partis, lorsque nous avons entrepris de donner des moyens de-

solutions qui s'appliquassent avec la méme facilité & tous les cas qui
peuvent se présenter. Ces moyens, qui different entiérement de ceux
qui ont été proposés jusqua ce jour, n'exigent, pour étre saisis, que les
principes les plus élémentaires de la géométrie plane et de la géométrie
descriptive, puisque nous n‘employons jamais dans nos constructions
que la droite et le cercle; cependant notre méthode est tellement géné-
rale et indépendante des données particuliéres, qu'elle conduit immé-
diatement a toutes les solutions dont chaque probléme est susceptible,
et quelle indique en méme temps celles qui deviennent imaginaires.
La marche que nous avons suivie nous a fourni l'occasion de déve-
Jopper un grand nombre de propositions neuves; mais nous ne nous

sommes point bornés & de simples considérations géométriques, puisque

nous donnons les moyens d’effectuer graphiquement toutes les solutions.
Les figures jointes & ce mémoire en présentent plusieurs exemples de

Tordre le plus élevé, et d'aprés lesquels on peut juger combien il est

facile d'obtenir les solutions des autres problémes.

Nous terminerons en fixant lattention sur la généralité de {a méthode
que nous présentons. En effet, les solutions que Ton.peut en déduire
étant indépendantes des valeurs particuliéres des données, peuvent re-
cevoir une foule de modifications dont quelques-unes en font des pro-
blémes nouveaux ; ainsi la grandeur du rayon que nous faisons entrer
parmi les données, étant arbitraire, détermine les positions de certains
points, forsqu’on la fait égale & zéro, et de certaines droites ou plans,
lorsqu'on suppose cette valeur infinie.

Enfin, le point, la droite, le cercle, le plan, la sphére, étant les bases
de la géométrie élémentaire et de la géométrie descriptive, nous avons
pensé que des moyens généraux pour arriver directement & leurs déter-
minations pouvaient fixer un moment attention de la classe.

Nota., Les Planches de ce mémoire exigeant beaucoup de précision, j’en ai confié
Pexécution 2 M. Hoyau, éléve du Conservatoire, qui les avait dessinées pour le mémoire
manuscrit, et qui les a construites immédiatement sur le cuivre.

NOTATIONS
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' NOTATIONS EMPLOYEES DANS LE MEMOIRE.

AvanT de lire le mémoire , il €st convenable de prendre connais-

sance de quelques notations que nous avons généralement employées..

‘N'ayant point & nous occuper des surfaces des cercles et des'solidités
des sphéres, nous observons que, par cercles et sphéres, nous entendons

les circonférences des uns et les surfaces des autres. Nous employons:
pour les désigner de grandes lettres, et pour indiquer leurs centres, les:

minuscules de ces mémes lettres : ces minuscules sont placees sur les

figures ; et comme sur aucune il n’existe ni cercles ni sphéres concen-

triques, il ne peut y avoir d’équivoque.

‘Nous désxgrrons le rayon d'un cercle ou d'une sphcre par 1a lettre R,

suivie de celle qui indique le cercle ou la sphére dont il s'agit; ainsi
RA,RB, RO, &c. remplacent ces mots : Le rayon du cercle ou de la

sphére que nous avons nommé A, ou'B, ou O, &c., et nous nemployons;-

jamais la lettre R & d’autres usages.

Un point est toujours désigné par une petite iettre d’autant que nous

avons souvent occasion de considérer un pomt comme un cercle ou une

sphére réduits a leurs centres. Sous ce point de vue, le cercle ou la
sphére a équivaut au point a.

Une droite ou un plan sont désignés par deux ou trois, &c. lettres
placées sur les figures aux points par lesquels ils-passent : mais, lorsque
nous les considérons comme des cercles ou des sphéres d’un rayon infini,

nous les désignons par de grandes lettres que nous placons sur les direc-

tions de ces droites, ou sur les traces horizontales de ces plans qui sont
alors verticaux, parce que les plans des figures ont toujours pu leur
étre perpendiculaires, sans nuire en rien & leurs généralités.

On trouvera dans le cours de Touvrage plusieurs expressions qui
doivent étre considérées comme I'abrégé de certaines phrases qu'il aurait
fallu répéter trop fréquemment, ainsi que plusieurs notations particulieres
dépendantes de la théorie qui en fait le sujet; mais elles seront succes-

XV1* Cabhier, ; R
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sivement _expliquées dans le développement de cette théorie : en sorte
qu'il nous a sembl¢ superflu d’en parler ici. '

Pour ne pas trop multiplier les figures, nous en employons souvent
une seule & démontrer plusieurs propositions; et pour ne pas les com-
pliquer, il nous arrive aussi de faire usage de certains cercles déja déerits
et déterminés ailleurs par des propriétés particulieres. Mais, comme

dans le texte on indique un’ cercle quelconque, il est facile de voir que
tout autre peut lui étre substitué.

Pour donner aux figures de plus grandes dimensions, sans augmenter

Ia grandeur des planches, et éviter la confusion que produirait un trop.

grand nombre de cercles, nous n'avons tracé, 1.° que les parties utiles
de ceux sur lesquels il y a des constructions a faire, 2.° que de petits
arcs de ceux dont il suffit de connaitre Yexistence, 3.° que le rayon en
ligne pleine de chacun de ceux qu'on obtient pour résultat; mais il faut
supposer tous ces cercles entiérement décrits.

Enfin les cercles et les droites qui jouissent de propriétés particulidres,
sont constamment représentés par le méme genre de tracé; en sorte qu'il
sera facite de les distinguer parmi ceux qui composent chaque figure.

CHAPITRE L¥ (*),

.PROPRIETES GEOMETRIQUES des Cercles radicaux , des Sphéres
radicales et de leurs suites.

S. Ler

NoTI0NS PRELIMINAIRES surles Cercles radicaux et les Sphéres radicales.

f1.] LEs notions préliminaires que nous allons exposer sont la base

(*) La théorie que nous développons dans ce 1.¢% chapitre, a nécessité Pemploi de quelques
dénominations particuliéres qui. servent a rappeler, plus briévement que des périphrases, les
propriétés nouvelles qui en sont objet ; mais nous avons réduit cette espéce de nomenclature,

A8%F
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des discussions de ce mémoire, et se fondent sur les propriétés géomé-
triques des sécantes et-des cordes.

On sait, en effet, que si, par un point quelconque o (fiz. 1 et 2) dans
le plan d’un cercle primitif 4, on méne & ce cercle des sécantes ou des
cordes, leurs parties forment un produit constant; on aura donc

0g x 0k = og x ok = om®.

Si du point o, avec 1/(og x 0k) = om comme rayon, T'on décrit
un cercle O, nous dirons que ce cercle est radical du cercle A ou cercle

488

CERCLES RADI-
CAUX,

O rad. A, et cette expression (cercleé radical A) doit étre considérée -

comme équivalente a cette phrase : Cercle dont le rayon a pour valeur la
racine carrée du. produit constant formé par les parties des sécantes ou des
cordes mences de son centre a la circonférence du cercle primitif A auguel il
est compare. ‘

I résulte de ce qui précede, que dun point donné o, on ne peut
décrire qu'un seul cercle O rad. A ; mais qu'il y en a de deéux especes,
selon que le point o est pris au-dehors ou au-dedans du cercle pri-
mitif 4. |

[2.] Lorsque e point o est pris au-dehors du cercle primitif A (fig. 1)
RO = om (*) est la tangente menée de ce point au cercle A4; I'angle
oma est droit, am est tangente au cercle O, en sorte que le cercle A4
est aussi radical du cercle O : dans ce cas, les deux cercles 4 et O se
coupent & angle droit en m et n, sont réciproquement radicaux I'un de
Fautre, et primitifs I'un par rapport & lautre. Ainsi, nous dirons que le
cercle O est radical réciproque du cercle 4 ou O rad. réc. 4, ce qui
indiquera que le cercle A4 est aussi radical réciproque du cercle O ou

A rad. réc. O.

qui paraissait d'abord un peu compliquée, aux seuls termes qui désignent les propriétés les
plus fondamentales, et dont I'emploi fréquent aurait entrainé dans des longueurs inévitables.

On trouvera la plupart de ces expressions, qui d’ailleurs sont en petit nombre, énoncées et
définies dans les premiers n.°* de ce chapitre.

(*) Voyez la Notation, page 129.

Cercle radical
réciproque,
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Gercle dical  Lorsque le point o est au-dedans du cercle primitif 4 (fig. 2},
simple. RO = om est la perpendiculaire sur ao, élevée au point o jusqu'a fa

circonférence de A. Les intersections m et u des deux cercles A et O;
sont aux extrémités dun dlametre du cercle O, ce diamétre mn est la
plus petite corde que l'on puisse mener au cercle A par ie point o.

Le cercle O est bien radical du cercle A, mais le cercle primitif 4
n'est pas radical du cercle 0. Pour distinguer cette seconde espece ra-
dicale de 1a premlere ‘nous dirons que le cercle ‘O est radical simple du

Cercle priminf cercle A ou O rad. simp. 4, et que le cercle 4 est primitif simple du
simple. cercle O ou A prim. simp. O (¥).
' Si I'on donnait le cercle O et le centre du cercle primitif 4, ce dernier
serait déterminé; car, en menant le diamétre mn perpendiculaire a ao,
Pune des obliques am=—=an serait le rayon du cercle 4. |

siaesmaor . | 3-] Examinons maintenant ce qui a lieu lorsque le cercle primitif

CALES. A (fig. 1 et 2), tournant autour de la ligne ao, devient une sphére pri-
mitive A ; alors toute ligne menée par le point o sera sécante ou corde
du grand cercle de la sphére A4 contenu dans le plan déterminé par oa

et cette ligne, et le produit des parties sera constamment égal & -
| og x ok , '
Si, du point o avec ¥/ (og x ok), Fon décrit une sphere O, elle sera
radicale de la sphére primitive 4 ou sph. O rad. 4 : tout point o de f'es-
pace est donc fe centre dune sphére unique O rad. 4.
Sph.rd. v, Lorsque le point o est au-dehors de fa sphére primitive 4 (fg. 1),

RO est la longueur de Papothéme d’un céne qui, ayant son sommet en
o, envelopperait fa sphére A4, et aurait le petit cercle de contact ms
pour base.

Ce cercle de contact mn est, 1.° lintersection des deux sphéres- 4

(*) Les expressions radical simple et primitif simple indiquent qu’il n’y a qu'un des deux
cercles qui soit radical ou primitif de P'autre; si nous eussions connu un mot qul signifidt non
réciproque,, nous lui aurions donné la préférence. o
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et O; 2.° il est-la base d'un autre cdne qui, ayant son sommet en a,
envelopperait la sphere O; en sorte que, pour un méme point de cette
base, les génératrices des deux cénes-sont perpendiculaires entre: eHes,
et les deux sphéres se coupent & angle droit; 3.° enfin, ce cercle -mit
contient les points de contact de tous les plans tangens menés ala sphere
A par le centre 0, ou & la sphere O par le centre 4.’ n

Nous dirons ici, comme par rapport aux cercles, que la sphére O est
rad. réc. A, et la sphere A rad. réc. O.

Lorsque le point o est au- -dedans de la sphére primitive A ( ﬁg - )
Pintersection des deux sphéres A4 et O est le grand cercle de la sphére O,
dont le plan mn est perpendiculaire & ao, et en’ méme temps le plus
petit cercle d'intersection de la sphére A et d'un plan passant par le point
o ainsi, lorsque les centres sont donnés, ces deux sphéres sont détermi-
nées 'une par l'autre. : '

Nous dirons encore ici, comme pour les ce;cles, que fa sphére O est

rad. simp. A, et la sphére A prim. simp. O.

Il résulte de ce qui précéde, que, quelle que soit Ia relation radicale .

des deux spheres A et O, elle est la méme par rapport 4 leurs grands
cercles déterminés par un plan quelconque, passant par la ligne :des
centres ao. Toute discussion sur les relations:radicales de deux cercles
s'applique donc également & deux sphéres et réciproquement.. -

[4-] Jusqu’ici nous n’avons examiné les cercles et les sphéres que
dans le cas ou leurs rayons sont des quantltés finies ; il nous reste donc a
voir ce qui aurait lieu, si on supposait que ces rayons parvinssent a feurs
limites. v ik '

“Lorsque le point o est 4 la circonférence du cercle ou 4 la surface de
la sphere prim. A, le cercle ou la sphére O sont réduits 4 leurs centres,

et peuvent indifféremment étre considérés comme radxcaux réciproques
ou rad. simp. 4. '

Si la distance oa était infinfe (fig. 1), les deux tangentes om et on
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Sph. rad, simp.

. et sph. primit

simp.

LIMITES DES
CERCLES RADi-
CAUX ET DES'
SPHERES RADI-
CALES,

Cercles ou sphe-

res rad. réduits 3
feurs centres.

Cercles ou sphe-

deviendraient paralle¢les , les points de. contact m et n seraient aux resrad.d'un rayoa
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extrémités d’'un diamétre du cercle prim. A, etle cercle de contact ma
deviendrait un grand cercle de la sphére prim. A. Le cercle ou la sphére
O deviennent alors une droite ou un plan indéfini mn, qui peuvent
étre considérés comme rad. réc. ou comme prim. simp. du cercle ou de

la sphére A.

Cerdlesousphe-  Lorsque le cercle ou la sphére prim. A sont réduits a feurs centres,
resprim. réduitsd 0 yeffe que soit Ja position du point o, elle ne peut étre au-dedans du
leurs centres., . ey : . . ‘5l :

point @, qui n'a pas de dimension. Ainsi les tangentes et les sécantes se

" confondent avec la ligne oa; en sorte qu'il en résulte un cercle ou une
sphére O dont le rayon est 04, et qui ne peuvent étre que rad. réc. du
point a, ou cercle ou sphére O rad. réc. a.

Cercles onsphés Supposons maintenant que les rayons du cercle ou de {a spheére prim.
A‘(’;‘oi:d;z :::‘ A deviennent infinis, il en résultera une droite ou un plan prim. 4
plan. (fig. 9)» qui devront contenir le centre de tout cercle ou sphére d’un

rayon fini et rad. de cette droite ou de ce plan. En effet, si le point &
est pris au-dehors de A, les sécantes ou les. cordes mendées de ce point
au cercle infini, ou a la sphére infinie 4, auront une de leurs partles wk
égale 4 une quantlté finie; tandis que la seconde partie wg ou wg' sera
représentée par une quantité infinie : il en résultera donc que le produit
de ces deux parties étant infini, le rayon du cercle ou de la sphére,
qui en est la racine carrée sera lui-méme infini, et les directions de la
tangente, ou de la plus petite corde, seront paralleles a la ligne ou au

plan A.

Mais, si 'on prend le point o sur la droite ou le plan 4, la premicre
partie de la sécante, ou de la corde, deviendra zéro, et la seconde sera
infinie : on aura denc pour produit

I [}
o X —

o (o)

caractére de l'indétermination. En effet, quel que soit le rayon du cercle
ou de la sphére O, ils seront a-la-fois coupés diamétralement et 4 angle
droit par la ligne ou le plan A4, et pourront en étre considérés comme
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déterminées séparément pour chacun d’eux ;.-et comme on peut par-tout substituer

1432

A2 B, les doubles relanons du cercle ¥ ne peuvent présenter que les six combi-

na.rsons suxvantes

Cowmbinations V (rad. réc. A-rad. réc.B), d’ou
d‘s relations rad. _ ya* = RA* +~ RV* et vb* — RB* 4+ .RV>,
d’un cercle Vavec =
deux aatres, 2.° ¥ (rad. simp. A-rad. simp. B), d’ou

'—7:13 = RA* — RV* et vb = RB* — RV,
o 4 (pmn simp. A -prim. simp. B), ot
) ' va'-:—RA'+RV= et vb‘:—RB*+RV’
A°V (rad réc. A pmn sxmp B) dolt e
‘ e = RA* + RV* « vb =_RB + RV*,
*V (rad réc. A-rad. simp. B), d'ol1.
' Va* = RA* 4+ RV* et yb* = RB* — RV*,
6.° V- (rad. simp. A-prim. simp. B), dot
3@ =R&—RV « b =—RB + RV

. Pour déterminer le'lieu du centre y par rapport A chacune des combinaisons ci- -

dessus, il faudra éliminer R¥* 4 Taide des valeurs de va* et y5* qui résultent de

chacune d’elles; et, comme dans les quatre premiers, le signe de. RV est le méme -

dans les valeurs de va* et v_b-‘, » Pélimination se fera par la soustraction va* — ;_b" H
tandis que, dans les deux derniers, le signe de RV* étant différent dans les valeurs

va® et yb*, il faudra faire P'addition va* + b pour faire disparaitre R . Dans
tous les cas, il résultera de Ia soustraction ou de P'addition une valeur constante

composée des deux termes "RA* et RB‘ avec des signes dépendans de la combi-
naison employée.

Cela posé.

Soient a et b (fig. 3) les centres de deux cercles A et B, la distance connue

ab=m, vy une des positions du centre d'un cercle V, a l'origine des coordonnées
ah==x et yh=y; onaura kb =m—x.

Les
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Les deux triangles rectangles vak et vk donneront

vat=y' +x* et v =y'+x*—2mx +m';

dou '
va* — vb* = 2mx — m*
et
va* + vb* = 2y* + 2x* — 2mx + m*,

La premiére de ces deux équations est du premxer degré par rapport & x, [a Les cercles Pont
variable y n’y entre plus; la valeur partxcullére ya*—vb*, déduite de chacune des :,c;: :;::? -
quatre premiéres combinaisons est constante, Ia valeur de x Test donc aussi; dolr '

il résulte que, pour ces combinaisons, les cercles ¥ ont leurs centres sur une per-
pendiculaire 2 ab, éievée au point 4, déterminé par la valeur de x. Les deux pre-
miéres seront discutées au numéro suivant; la troisitme, n.° [19.], et a quatridme,

n.° [20.]. Nous allons passer & Pexamen des deux derniéres qui donnent lieu 3 une

equatlon du second degré.

Si, dans la deuxiéme équauon ci-dessus, on désxgne par 2¢* la valeur constante Les cercles Vont

leurs centres sur
o, vb déduite de Ia cinquiéme ou de Ia snueme combinaison, on aura.

la circonférence

. 2y* + 2x* — 2mx “+ m* = 2¢*, .d'un cercle L.
dou
m 2 . m?*
x*_mx-—l——4——=c-— 4 .\_-J’;

et si on fait

. R

o = 4,
4

on aura

( nrT a=d".’—y‘vv

équation dun cercle L, ayant pour centre le milieu de a5, et dont le rayon est
représenté par 4; mais ce cercle L, lieu des centres v, ne peut exister que dans le
cas oir 4* est positif : il faudra donc déterminer la valeur de 4*, qui est

—‘-(RA‘ + RB* —1‘-)
2 2
pour la cinquitme combinaison , et

1 2 3 m’
: (RA — RB - )
pour Ia sixiéme.

XVL Cabier, al sk oy
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Nous observerons que, dans la cinquiéme combinaison, les deux rayons RA et
RB entrent avec le méme signe, en sorte qu'il ne reste aucun caractére qui indique
auquel des deux cercles A, B, les cercles ¥ sont rad. simp. ; mais ces cercles devant .
étre rad. simp. de P'un et rad. réc. de P'autre, ont nécessairement leurs centres au-
dedans du premier et au-dehors du second ; en sorte que le lieu des centres, L, est
entiérement au-dedans du plus grand des deux cercles A et B, lorsque ceux-ci ne
se coupent pas, et passent de 'un i ['autre par leurs points d'intersection, lorsqu’ils
se coupent. .
‘ Discussion des  Si le cercle B se réduit 3 son centre 5, tout cercle passant par b est en méme
Timites.. temps rad. réc. b et prim. simp. 4 ; en sorte que, dans ce cas, Ia cinquieme et fa
sixi¢éme combinaison donneraient le méme cercle L, qui, lorsqu’il existe, est en-
tiérement au-dedans du cercle 4.

Si le cercle A devenait une droite A, il n'existerait plus de cercles prim. simp.
A [4.], tout cercle rad. A_et dun rayon fini aurait son centre sur la ligne A, et

pourrait étre A -Ia-fois- considéré commre rad. réc. ou rad. simp. 4. En effet, AR*
entrant dans la valeur de 4*, le rayon de L devient infini; c’est-2-dire, que ce cercle
devient une droite qui ne peut étre que Ia ligne 4 [4.].

" Relations rad,

M Si les deux cercles A et B, tournant autour de a4, devenaient des sphéres, et que
dessphéres.

dans ce mouvement elles entrainassent avec elles Ia perpendiculaire élevée au point 4
ou le cercle L, il en résulterait un plan ou une sphére ayant, avec les deux sphéres
A et B, la relation que nous venons d’examiner pour les cercles. En effet, si, par
les deux centres a et 4 et le centre v de T'une quelconque de ces sphéres, on fait
passer un plan, on obtiendra trois grands cercles, et celui qui proviendra de [a
sphére V', aura, avec chacun des deux autres, les mémes relations radicales que
Plan ou sphére. celles des spheres [3.]. Mais les rayons des grands cercles sont égaux 2 ceux des
.:l‘:":;:::e:‘;"“ sphéres, la distance ab ne change pas; les centres v se trouveront donc toujours
sur une perpendiculaire élevée au point %, ou sur un cercle égal et de méme centre
que L, quelle que soit [a direction du plan mené par ab et le centre v. Ce dernier
point se trouvera denc toujours sur le plan perpendiculaire & a4 au point 4, ou sur
une sphére L de méme centre et de méme rayon que le cercle L cx-dessus.

La méme chose aurait lien, si la sphére B devenait un point 5, et si la sphére
A devenait un plan A, ce dernier contiendrait alors tous les centres .

Limites.

- cemausmaD 16 7 Nous avons vu que tout point o pris dans le plan d’un cercle 4,
CAUX COMMUNS . .

pemtmeespace. peut étre le centre d'un cercle rad. A4, et que tout point o de I'espace
peut devenir le centre d'une sphére O radicale de la sphere 4. Détex-
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tninons maintenant le lieu géométrique des centres des cercles ou des
sphcres qui doivent étre radicaux de méme espéce par rapport a deux
autres cercles ou sphéres doniiés A et B.

. Cercl i
< Deux cercles A et B peuvent avoir des cercles radicaux communs et oo radicau
communs a deux

de méme espéce; nous allons prouver que les centres de ces derniers autres.
sont sur une méme_ droite perpendiculaire a la ligne des centres ab.

Soit o (fig. 4, 5 et 6) le centre d'un cercle O rad. commun de 4 et B
ou rad. AB, on aura [5.], dune part,

— R ——

oa*=RA*==RO* et ob*=RB *=RO",
d'autre part, d'out
_oa* — ob* = RA* — RB,
valeur qui est la méme, quelle que soit I'espéce rad. commune, et qui

est constante; puisque RO* n'y entre plus.

Si du point o on abaisse o/ perpendiculaire sur ab, les deux triangles
rectangles oka et 0kb, ayant ok commun, on aura '

ah* — bk* — oa* — ob‘ — RA* — RB*
et comme |
ah 4+ bh — ab et ah — bk — ab,

on aura

ab:RA + RB::RA — RB:all, _ (a)

proportion dans laquelle on connait les moyens et I'un des extrémes
ab ou ab’, ce qui détermine fautre extréme; et par conséquent, la po-
sition du point 4 au milieu de 54’

Nous nommerons axe rad. AB la droite 4o élevée au point déter-  Axe radical.
miné & perpendiculairement 4 la ligne 45, et qui contient les centres
de. tous les cercles rad. communs & A et B.

Tout cercle O ayant son centre sur 'axe rad. AB ne pourra étre rad.

S 2
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A, sans étre en méme temps rad. B: car on a

A36

oa* = RA* == RO, |

et par conmstruction,

e

J‘—b?:ﬂ‘,——RB’:;Z’——o_b‘;
d'ot 'on tire
ob* = RB* == RO".
Le triangle ok} est donc rectangle en & (fig. 5 et 6), ou en o (fig. 4).
Si le cercle B était réduit & son centre, on aurait
' RB — o,
d’'ou
ok — bh = EZ‘;
ce qui montre que ak est toujours >RA.

L'axe rad. Ab est donc alors entitrement au-dehors de A4, et tout
cercle radical commun & un cercle et & un point est réciproque.

Si les deux cercles A et B étaient réduits & leurs centres , O aurait .
;_/;‘—ﬁ‘zo-éo:o,
et tout cercle radical commun & deux points 4 et b a son centre sur la
perpendiculaire au milieu de ab. '

‘Si le cercle A devenait une ligne droite 4, nous avons vu [4.] qu'un
cercle radical de cette droite ne peut étre d'un rayon fini, sans avoir
son centre sur cette ligne qui devient alors 'axe rad. AB. En effet, si
des points o ou o’ (fig. 9), sur la droite 4, on décrit les cercles O ou o4
rad. B, ils seront rad. AB, et le cercle B déterminera seul I'espéce rad.
et la grandeur du rayon.

Si les deux cercles devenaient des lignes droites, leur intersection
seule pourrait étre le centre d'un cercle radical commun et d’'un rayon
fini; mais ce cercle serait indéterminé quant a la grandeur du rayon et
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a Pespéce radicale. Si les deux lignes étaient paralleles, elles nauraient
aucun cercle radical commun et d’'un rayon fini.

[7.] Lorsque les deux cercles A et B se coupent en fet g (fig. 4/,
fa droite fg est leur axe rad,; car tout point # hors de la ligne fg ne
peut étre le centre d'un cercle rad. simp. AB. En effet, si par ce point
on menait une perpendiculaire 4 @b, on aurait évidemment

np .x ﬂq>ll.f x nr,

ce qui‘na pas lieu pour un point quelconque o pris sur fg. On peut
conclure'de 1&, que, lorsque deux cercles ont un cercle rad. simp. com-

mun; ils se coupent, et la ligne qui joint leurs intersections passe par le
centre de leur cercle rad. simp. commun.

Tout point o pris sur la corde fg peut donc étre le centre d’un cercle
O rad. simp. AB, tandis ‘qu’un point quelconque o’ du prolongement de
. cette corde, est le centre d'un cercle O rad. réc. AB.

Lorsque les deux points fet g se confondent en 4 (fig. 5), les deux

cercles A et B se touchent; leur axe radical est leur tangente commune
~ au ‘point de contact #, il est entierement au - dehors de I'un et autre

cercles, de maniére que tous leurs cercles rad. communs sont réciproques
et de plus tangens a la ligne ab au point A.

[8.] Lorsque les deux cercles A et B n'ont aucun point commun
(fig. 6), ils sont extérieurs 'un a iautre comme A et B, ou le plus
grand enveloppe le plus petit, comme A et B’; alors ils ne peuvent avoir
de communs que des cercles rad. réc., comme dans le cas ou ils se
touchent : leur axe rad. est dont enti¢rement au-dehors de A et B.

On pourrait ‘déterminer cet axe au moyen de fa proportion (a)

°[6.]; mais il est plus simnple de décrire d'un point arbitraire z un
cercle Z qui coupe en méme temps A et B, et de prolonger les deux
cordes pr et st jusqu'd leur rencontre au point # qui appartiendra a l'axe

xad. AB. En effet [7.], 1/(up x ur) est le rayon du cercle U rad. AZ,
V/(ut xus) est le rayon du méme cercle U rad. BZ, ce qui montre
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Axe rad. de deux
cercles qui se cou-
pent.

Axe rad. de deux
cercles qui se tou-
chent.

Axe rad. de deux
cercles qui ne se
coupent pas.

Construction
graphique de ['axe
rad.
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que U est en méme temps rad. de A et B ou rad. AB. Enfin, si du
point « on abaisse la perpendiculaire 4, elle sera I'axe rad. AB.

Propriétéremar-  Ce moyen graphique de déterminer I'axe rad. de deux cercles 4 et B donne Ia
quabledescercles. démonstration d'une propriété remarquable des cercles, et qui consiste en ce que,
si on coupe en méme temps les deux cercles 4 et B par un nombre indéfini de
cercles quelconques Z', Z", Z", &c., on obtiendra par chacun d’eux un point ', ",

z", &c., et tous ces points seront en ligne droite.

- Sphéres radi-  [9.] Si nous supposons maintenant que les deux cercles A4 et B
cales communes 2 : o . ) . : . .
deux aowes, | (8- 4 5 et 6), ainsi que leur axe radical, fassent une révolution autour
de ab, les deux cercles deviendront deux sphéres.A4 et B, et 'axe rad.
Panrnd engendrera un plan perpendiculaire a ab, que nous nommerons j:lan :
radical, parce qu'il contient tous les centres des sphéres rad. 4B : il passe
par le point déterminé £[6.]; il est vertical, et a pour trace I'axe rad.
des deux grands cercles horizontaux, et tout point o de ce plan est le
centre d’'une spheére O rad. AB8.

Lorsque fes deux sphéres se coupent (fig. ), leur plan rad. est celui
de leur petit cercle commun. Tout point o ‘intérieur & ce cercle est e

¢

centre d'une sphére O rad simp. 4B, tandis qu'un point quelconque o
pris dans le plan au-dehors de ce cercle est le centre d'une sphére rad.
réc. AB. |

Lorsque les deux sphéres se touchent (fig. 5), leur plan rad. est tangent
4 l'une et a I'autre au point de contact % toutes leurs sphéres rad. com-
munes sont réc. et passent par le point 4.

Enfin, lorsque les deux sphéres n'ont aucun point commun (fig. 6),
leur plan rad. est en entier extérieur a I'une et a l'autre, et toute sphére
rad. AB est réciproque, comme dans le cas précédent.

Propriétés re- Nous remarquerons ici que, si Pon coupait les deux sphéres A et B pa; une
marquables des  sphére quelconque Z (fig. 6), les plans des cercles dintersection se couperaient
sphéres. suivant une droite qui serait comprise dans le plan rad. 4B, quelle que soit la po-

sition du centre 7 dans I'espace; ce qui démontre, par rapport aux sphéres, une
Ppropriété parfaitement analogue 2 celle qui a été remarquée pour les cercles dans
le numéro précédent.
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La détermination du plan rad. ne dépendant que du point 4, les

considérations sur les limites sont les mémes que celles qui ont été dis-
cutées n.° [6.] par rapport aux cercles.

Si la sphére A devient un plan, la ligne ab est remplacée par la per-

pendlculzure abaissée du centre b sur le plan A, et celui-ci devient le
plan rad. 4AB.

Enfin, si les deux sphéres deviennent des plans, leur intersection
seule serait fe lieu des centres des sphéres rad. communes et d’'un rayon
fini : mais pour chaque centre pris sur cette droite, l'espéce rad. et la
grandeur du rayon seraient indéterminées ; et si les plans devenaient
paralléles, ils n'auraient aucune sphére rad. commune d’un rayon fini.

[ 10.] Nous avons vu que tous les cercles radicaux communs & deux
autres ont leur centre en ligne droite, et les sphéres radicales communes

& deux autres ont leur centre dans un plan," Nous allons maintenant’

examiner ce qu: a lieu par rapport a trois cercles ou trois sphéres, et
enfin par rapport & quatre spheres. .

Trois cercles A, B, C, dont les centres ne sont pas en ligne droite,

ont toujours un seul cercle radical commun et de méme espéce (fig. 7
et §). Soient construits 'axe rad. AB et I'axe rad.- AC, ces deux axes se
coupent en un point 0. Si de ce point on décrit le cercle rad. A4, il
sera rad. B; puisque son centre est sur axe rad. AR [6.], et en méme
temps rad. AC, puisque son centre est sur I'axe rad. AC; il sera donc
rad. ABC, et I'axe rad. BC passera par le poinf 0, que nous nommerons
centre radical ABC, parce qu'il est le seul duquel on puisse décrire un cercle
rad, commun aux trois cercles A, B et C. 4

Quant a l'espéce radicale du cercle O, comme elle est la méme par
rapport & chacun des cercles B et C, que par rapport au cercle A, il est
évident qu'elle est la méme pour les trois; en sorte que le point o est

au-dehors de chacun des trois cercles 4, B, C (. ﬁg 7), ou au-dedans
des trois (fig. 8).

On peut supposer qu'un, d’eux ou méme les trois cercles A,8,0C,
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soient réduits a leurs centres 4, b, ¢; alors le cercle O passe par chacun

de ces points; et, “dans le dernier cas, la uestlon est ramenée a faire
P

passer un cexjcle par trois points.

Observation. Comme nous n'admettons ici que les cercles radicaux de mémes
espéces , lorsqu'il entre un point parmi les données, les cercles radicaux
communs ne peuvent étre que réciproques [4.]. Mais, d'aprés les prin-
cipes développés n.° [5-] il serait facile de construire les cercles qui
auraient avec A, B et C des relations radicales déterminées séparément

_pour chacun de ces. derniers, chacun de ces problémes ne donnerait
qu'une ou deux solutxons car les centres seraient déterminés par des
intersections de droites ou de cercles.

" Sphéres radi- [11.] Lorsque-Iesfz_"tr.oisif:cércies A, B, C deviennent. des sphéres,
cales communes 3 {es trois plans rad. (AB,:4C, BC) se coupent suivant une verticale
trois autres.

' 0O dont le pied est en 0. Tout point de cette droite est le centre d'une
sphére rad. ABC. Nous nommerons la droite 00, I'axe rad. des sphéres
Axe nd. ds A, B, C. Cet axé peut étre situé, 1.° entitrement au-dehors des sphéres
s A ﬁg 7), alors il ne contient que des centres de sphéres rad. réc. ABC;
2.° en partie au-dedans de ces mémes sphéres (fig. §), alors la partie 7,
‘intérieure aux trois, ne contient que des centres de sphéres rad. simp.

ABC, et ses prolongemens, que des centres de sphéres rad. réc. ABC.

Limits au m-  Lorsqu'une, deux ou méme les trois sphéres données se réduisent 4
mimem. " feurs centres 4, b, ¢, toutes les sphéres rad. ABC sont réciproques et
passent par chacun de ces points; et dans la derniére hypothése, la
ligne 0O devient l'axe polaire du cercle abe.

Propriétéremar-  Si Ton coupait en mémne temps les trois sphéres A, B, C par une sphére quel-
quable des sphé- conque Z, les plans des trois petits cercles d'intersection formeraient une pyramide
- dont e sommet serait sur la droite O O, quelle que soit Ia position du centre z; il

en serait. de méme par rapport 2 toute autre sphére coupant Z', Z%, Z", &c. qui
fourniraient une suite de pyramides dont tous les sommets seraient en ligne droite.
Si Ton prenait le centre 7 dans le plan abc, les plans des trois petits cercles ci-
dessus formeraient un ‘prisme dont les arétes seraient paralléles 2 Ia droite 00.

[12]
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- [12.] Quatre spheres 4, B, C, E, dont les centres ne sont pas dans
un méme plan, ont toujours une seule sphére rad. commune et de méme
espéce. Soit pris pour plan horizontal celui des trois centres @, 4, ¢
(fig. 7 et 8), et le plan vertical parall¢le & ae. ‘Si on mene le plan rad.
AE, il sera perpendiculaire au plan vertical, et coupera la verticale 00
en un point o’. Si de ce point on décrit la sphere rad. A, elle sera rad.
ABC, puisque son centre est sur 0O : elle sera aussi rad. E, puisque
son centre est dans le plan rad. AE. Elle sera donc rad. ABCE, et
le point o’ sera dans chacun des six plans rad.

(AB, AC, AE, BC, BE, CE,)

tout autre point serait au moins hors de trois de ces plans : donc, &e.

201

Sphérerad. eom-
mune & quatre au-
tres.,

Centre rad. des
sphéres.

Nous nommerons le point o’ centre rad. ABCE, et P'espéce rad. étant -

fa méme par rapport aux quatre sphéres, ce point ¢’ est au-dehors ou
au-dedans des quatre.

Lorsque le point o’ est au-dehors (fig. 7), on a
sph. O rad. réc. ABCE;
tandis que, s'il était au-dedans (fig. §), il serait sur z7', et on aurait

sph. O rad. simp. ABCE.

Si on suppose une, deux, trois ou méme les quatre sphéres réduites
a leurs centres, la sphére O passe par un, deux, trois ou quatre de ces
points ; et, dans le dernier cas, la question est ramenée a faire passer
une sphére par quatre points.

[13.] Nous avons examiné successivement ce qui a lieu, lorsque les
cercles ou les sphéres deviennent des points ; mais si les cercles deve-
naient des lignes droites et les spheéres des plans, il est facile de voir
ce qui résulterait, et d'établir les principes suivans :

1.° Deux cercles et une droite ont pour centre rad. l'intersection de
I'axe rad. des deux cercles avec la droite.
2.° Deux droites et un cercle ont pour centre rad. l'intersection des

XVIe Cabhier. T

Limites au mi-
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deux droites ; le cercle seul détermine l'espéce rad. et la grandeur du
rayon.

° Deux sphéres et un plan ont pour axe rad. Fintersection du plar
rad. des deux sphéres avec le plan donné.

4.° ‘Deux plans et une sphire ont pour axe rad. I'intersection des
deux piané; Ia_t sphere seule détermine Yespéce et la grandeur du rayon
de chaque sphere rad.

5.° Trois plans n’ayant en général qu'un point commun, ce point

peut seul étre le centre des sphéres rad. communes et d’'un rayon fini;

mais I'espéce rad. et fa grandeur du rayon sont ‘indéterminées.

Si les trois plans étaient parali¢les entre eux ou seulement a une
méme droite; ils n’auraient aucune sphéi‘e rad. commune et d’'un rayon
fini. Cependant si ces trois plans passaient par une méme droite, tous
les points de cette droite seratent les centres d’une suite de sphéres d"in
rayon fini et rad. communes aux trois plans; mais I'espéce rad. et la
grandeur de leurs rayons seraient indéterminées.

6.° Trois sphéres et un plan ont pour centre rad. le point ou l'axe
rad. des trois sphéres perce le plan donné.

7.° Deux sphéres et deux piaxis ont pour centre rad. le point ou ['in-
tersection. des deux plans donnés perce le plan rad. des deux sphéres.

8.° Trois plans et une sphére ont pour centre rad. le point commun
aux trois plans; la sphére seule détermine I'espéce rad. et la valeur du
rayon. ]

Si les trois plans passaient par la méme droite, tous les points de

cette droite seraient des centres de sphéres rad. communes aux trois
plans et a {a sphére.

S. IL

-SUITES RADICALES des Cercles.

T14.] Nous avons vu que trois cercles n'ont en général qu'un rad.

202
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commun ; mais, forsque leurs centres sont placés en ligne droite, il peut
arriver que les trois axes rad., provenant des combinaisons deux a deux
de ces trois cercles, se confondent; alors les trois cercles ont une suite
indéfinie de radicaux communs : et comme une infinité de cercles peu-
vent se trouver dans les mémes circonstances, on congoit qu'il peuty
en avoir une suite indéfinic qui aient aussi un nombre indéfini de cercles
rad. communs de méme espece. :

Nous allons donc, dans ce second paragraphe, comparer entre eHes
ces suites de cercles que nous nommerons suites radicales.

Soient p, p', p", &c. (fig. 10), les centres d’une suite indéfinie de
cercles P passant par deux points f et g, on sait que leurs centres sont
en ligne droite. Cela posé. 1.° Si, d’'un point quelconque m, pris sur
le prolongement de fg avec }/(mg x mf), on décrit un cercle M,
il sera rad. réc. de tous les cercles P. 2.° Si, d’un point quelconque 7,

pris entre fet g avec 1/{nfx ng) pour rayon, on décrit un cercle N,

il sera rad. simp. de tous les cercles P : la ligne fg prolongée indéfi-

niment est donc un axe rad. commun & tous les cercles P.

Si I'on congoit la suite indéfinie de cercles, tant A1 que NV, tous es
cercles P leur seront primitifs, avec cette différence que Ia relation
réciproque existera entre eux et les cercles 4/, tandxs qu’ils seront pri-
mitifs simples des cercles V.

Nous nommerons systéme radical ensemble de ces deux suites. La
premiére comprenant tous les cercles P qui sont primitifs réciproques
des cercles M [2.], et primitifs simples des cercles N, sera désignée par
suite primitive du systéme, ou simplement par suite des cercles P ; la ligne
des centres pp sera 'axe primitif du systéme, et nous la désignerons
par axe pp (*).

La seconde suite qui renferme tous les cercles, tant M que NV, dont
les premiers sont rad. réc. et les seconds rad. simp. de tous les cercles

(*) Les deux lettres qui désignent cet axe étant les mémes que celles des centres des
cercles qu'il contient, nous croyons que cette notation peut guider la mémoire.

T 2
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P, sera désignée par suite des cercles M et N; et la ligne de feurs centres
le sera par axe mn. Mais il ne faut pas perdre de vue que les cercles M/
et les cercles P sont rad. réc. les uns des autres, en sorte que l'axe pri-

mitif pp est un axe rad. commun & tous les cercles A7, ce qui motive
le nom générique de suites radicales.

[15.] Siles deux points f et g'se confondaient en / (fg-s), les
cercles de la premitre suite se toucheraient en 4, ainsi que ceux de la
seconde, les cercles V n’existeraient plus, les deux suites seraient entié-

rement semblables. Nous dirons de ce systéme particulier qu’il est rad.
par contact. ' '

[16.] Les cercles A ne coupent pas I'axe primitif, et ne se coupent
pas entre eux.

En effet, soit a (fig. 6) le centre d'un cercle M, et o celui d’un cercle
P, les deux triangles rectangles aio et a0k ont méme hypothénuse a0
mais

0i = og > ok:
donc
_ ak > ai,
et comme
ai = al;
on a
ak > al.

It résulte de 13, que les cercles A7 ne coupent pas I'axe prim. du sys-
téme, et ne se coupent point entre eux, lorsqu’ils sont situés de cbtés
différens de cet axe.

Soit B un second cercle M, le point 4 étant au-dehors de A et B
est e centre d'un cercle rad. réc. 4B, dont le rayon est hg, on aura
donc '

ﬁg‘:ﬁlx&mzﬁnxﬁg;

mais

hm > kg,
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d’ot
kn > hl

Les deux extrémités n et g du diamétre de &', suivant la ligne des centres
ab’, sont au-dedans du cercle A, le cercle B y est donc tout entier.
Il n’en est pas ainsi des cercles NV, car ils peuvent couper l'axe prim.
du systéme, se couper entre eux, et couper les cercles A/.

[17.] Nous avons vu, n.** [14.] et [15.], que deux points donnés
ou un point de contact sur une droite, déterminent un systéme de cercles
rad. ; mais, en général, ce systétme peut étre dcdult de deux conditions,
comme nous allons le faire voir :

1.° Deux cercles qui se coupent déterminent un systéme de cercles
rad. ; car leurs intersections sont les points fet g de la fig. 70. La méme
chose aurait lieu, si 'un des cercles devenait une ligne droite.

3.° Deux cercles qui se touchent ont une tangente commune qui
forme, avec la ligne de leurs centres, les deux axes d’un systéme de
cercles rad. par contact.’

3.° Deux ‘cercles de la suite M N déterminent aussi un systtme de
cercles rad. ; mais comme il y en a de deux espéces, ils présentent trois
combinaisons deux a deux, que nous allens examiner séparément.

[18.] Deux cercles A déterminent un systtme radical.

Soient A et B (fig. 6) deux cercles M, ok leur axe rad., le pomt
déterminé 4 [6. ] est au-dehors de A et B; on aura donc

. a_ﬁ’ > RA.
Soit
-a_ﬁ:. = _R-er + dl,
d est déterminé, puisque I'on connait ak et RA. Soit o le centre dun

cercle O rad. réc. AB; les deux triangles 0ka et ¢ oia ayant méme hypo-
thénuse oa, donneront

RA* +— RO* — ak* —+ ok
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Substituant la valeur de 44*, on aura

RO* = ob* -+ &*;
et cefa quel que soit O. Si on porte d de hen feten g, tous les cercles
rad. AB passeront par f et g, et formeront une suite primitive d’un
systéme de cercles radicaux.

Limites. - Sil'un des cercles A était réduit a son centre, il serait un des points
fou g; et s'il devenait une ligne droite, il se confondrait avec I'axe pri-

mitif du systtme, comme on le verra n.°[23.].
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s. IL

Cercle tangent et Sphéres tangentes 4 trois autres; et Sphére tangente a
quatre autres,

[55.] D’APREs ce que nous venons de voir, les cercles ou les sphéres
qui en touchent en méme temps deux autres, sont indéterminés de
grandeur et de position ; il nous reste donc & examiner, dans ce para-
graphe, ce qui aurait lieu si {'on admettait une nouvelle condition;
il est évident qu'il en résulterait un certain nombre de cercles déterminés,
et qu'il resterait encore, par rapport aux sphéres, une indétermination
de laquelle on pourrait déduire de nouvelles propriétés :.indétermination
qui ne pourrait disparaitre qu'en introduisant une quatri¢me- condition.

LES SIX POINTS
s OoU d SONT

TROIS A TROIS " RA :RB : RC::m:n:p

EN LIGNE
DROITE,

Soient a, b, ¢ (fig- 21), les centres de trois cercles pour lesquels on 2

sur chacune des trois lignes de centres ab, ac, bc, on aura un point
s et un point. d provenant du rapport des rayons des deux cercles [46.).
Il en résultera, 1.° que les trois points s sont en ligne droite. 2.° que
chaque point s est en ligne droite avec les deux points d des autres
lignes de centres, En effet: ‘ '



GEOMETRIE. 183

1.° Soielnt‘_menées par s (ab) (*), s (ac), la ligne ss', et de chacun
des centres a, b et ¢, les paralléles af, bg et ch, on aura

as s bs::imz:n::af: bg
d'une ‘part, et

es’ tas’ i ipimch:oaf
d'autre part ; d'ou

p:n::cﬁ:bg::c: : bs";

le point 5" (bc) est donc sur ss": donc les trois points 5, 5, s" sont
sur une méme droite.
2.° Soient menées par d (al), et d'(ac), la ligne dd’, et par chacun
des centres a, D, ¢, les paralleles ai, bk et ¢/, on aura
ad:bd::m:n::ai: bk et -cd sad t:ipim::d:ai,
d’'ou ) .
n "
pinczic i bk::oces : bs
donc s" (bc). est sur dd'. ‘

On, démontrerait de la méme maniére, que les trois points &, ', 4
ou 5, d’, d' sont en ligne droite; et comme il ne faut que deux points
pour déterminer une ligne droite, on en conclura que, si, par deux‘poin.ts
s ou d pris sur deux cotés différens du triangle abc, on méne une
droite, elle rencontrera le troisitme c6té en un de ses pomts soud,
déterminé par le choix des deux premiers.

Comme nous aurons trés-souvent a rappeler ces lignes ss's"; sd'd’, &e.
dans les n.** suivans, nous les désignerons par la lettre F.

Nous remarquerons ici que des quatre droites F, il en passe deux
par chacun des six points s et 4.

Si le cercle C était réduit 4 son centre, il n'existerait que deux lignes
F qui passeraient par le point ¢; et si le cercle B était en méme temps

(*) Lesdeux Jettres comprises entre les parenthéses, indiquent sur quelle ligne de centrés
est placé le point 5 ou d-dont il sagit.

20%
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réduit & son centre, il n'existerait qu'une ligne F qui seralt {a droite e
Enfin, si les trois cercles étaient réduits 4 leurs centres » la question serait
ramenée & faire passer un cercle par trois points.

[56.] Lorsqu'un cercle touche en méme temps les trois cercles A,
B, C, il'y a trois combinaisons deux & deux entre les trois contacts.

Si 'on convient de désigner les cercles 4 double contact [46.]; savoir,
les V par AsB et les X par AdB. Les lettres s ou d interposées , indiquant
si les deux contacts sont sembables ou difféxens, rappelleront en méme temps
que la droite menée par les points de contact de chacun des cercles, passe par
le point s ou d de la ligne des centres des deux cercles entre lesquels cette letirz
se trouve placée; Ceux d'entre eux qui toucheront le cercle C, seront en
méme temps des AsC ou des A4C; et si 'on compare chacun des trois
contacts a celui qui a lieu avec le cercle 4, on aura le tableau suivant |

§C eonus doli .o ...A(:SBJC),
—_ {JC A(sBdC),
$G Lo s OO RTEERE ),

ek P BTBach

A
idB;

' duquel on peut déduire fa combinaison des contacts avec B et C, en

Un cercle de -

chaque combinai-
son fait partie
d’une suite rad,

Le cercle O fait
partie de chacune
de ces suites,

plagant entre ces lettres la lettre 5, Jorsqu’elles sont précédées de la méme
lettre, comme pour la premitre et la derniére combinaison du tableau )
et Ia lettre 4 pour les deux autres.

Il y a donc en tout quatre combinaisons entre les trois contacts, et
tout cercle qui touche en méme temps A, B et C, satisfait nécessaire-
ment & 'une de ces quatre combinaisons. ‘

Un cercle aux trois contacts désignés par A (sBsC) a en méme
temps pour rad. les trois cercles §, §', §"; et comme les centres de
ces derniers sont en ligne droite, il en résulte qu'ils font partié d’'une
suite rad., que tout cercle A(sBsC) fait partie de Ia suite opposée, et
a par conséquent son centre sur une droite perpendiculaire & ss's”;
mais le cercle O rad. ABC, fait partie de cette suite ; car [48.],

lorsque
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lorsque 'an-a O rad. réc. ABC, Hes trois cercles § , 8, 8" (ainsi que D,

D', D"), lui sont rad. chacun de fa méme espece qu'il I'est des cercles
aux deux coritacts correspondans ; donc il fait partie de {a suite oppo-
sée 3 8, S, $*. Mais, si f'on avait O rad. simp. ABC, il serait en méme
temps rad. simp. de chacun des cercles S, 5, .§* (ainsi que D, D', D"),
Dans ce cas, la suite opposée & S, ', §*, dont le cercle O fait partie,
contiendrait les cercles A et N du n.° {14.], et le cercle O ferait partie
des cercles V., - . ' '

Il faudra donc, dans tous les cas, déterminer le centre:-rad. 0, comme
n.° [ro.], abaisser de ce point une perpendicufaire sur ss’s", et cette
droite contiendra fe centre de tout cercle aux trois contacts désignés par

A(sBsC); mais ce cercle ayant § et §’ our radicaux, ne pourra tou--
- 4 PC P

cher 4, sans toucher en méme temps B et C'[47.]: on obtiendra donc
deux de ces cercles sur Ia suite dont ils' font partié, comme les cercles
P ou Mdu n.° [28.], tangens au cercle donné A. - ' :

Par les mémes raisons que ci-dessys, on obtiendrait :

1.* Deux cercles aux trois contacts désignés par A4 (5B dC), ayant |

-en méme temps pour rad. fes trois cercles S, D', D", et Jeurs centres sur
une perpendiculaire abaissée du point o sur sd'd"; . o

2.° Denx cercles désignés par A(dBsC), ayant pour rad. communs [es
cercles D, S', D", et leurs centres sur la perpendiculaire abaissée du point
o sur ds'd"; ' ' .

3-° Enfin, denx cercles désignés par A (dB dC), ayant pouir rad.
communs les cercles D,D,S" et leurs centres sur la perpendiculaire
abaissée du point o sur 44", ‘ | :

If résulte de ce qui précade, que chacune des quatre lignes gne nous
avons désignées par F, correspond & une des combinaisons entre les
. trois contacts, et est I'axe d’une suite rad. dont P'opposée contient deux
cercles aux trois contacts correspondans et e cercle O..

Lorsque les trois cercles donnés, sans chénger de centre, augmentent
Pro’.portiorme]iement de rayon, il peut arriver que deux de ces cercles se

XVI1¢ Calier, : Aa
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touchent, se coupent, qu'ils se coupent tous les trois, que I'un d’eux
en enveloppe un autre, que le plus grand enveloppe les deux autres, &c.
Dans toutes ces hypothéses, les six points s ou 4, et par conséquent les
quatre lignes F', ne changent pas de position ; mais le centre du cercle

.0 rad. ABC varie ainsi que Ies quatre perpendiculaires abalssees de ce

point sur les lignes F.

Lorsque le cercle C est réduit a son centre, les combinaisons AsC
et AdC se confondent; car il nexiste point de distinction de contact
avec un point; et si le cercle B était en méme temps réduit & son centre,
il n’y aurait plus de combinaisons.

[57.] Lorsque le cercle A devient une droite A (fig. 22), si 'on dé-
termine sur bc les points 5" et 4", et si I'on meéne les deux diamétres
sd et ¢d’ perpendiculaires ' 4, l'on aura les quatre droites

ss's", sd'd", sSdd", s"dd’,
qui sont les quatre lignes F, et la question devient enti¢rement analogue
a celte.du n.° précédent.

Les quatre lignes F se réduisent & deux, lorsque C devient un point,
et enfin & une seule, lorsque B devient aussi un point.

Nous remarquerons que, comme il ne peut exister aucun rapport
entre ces fayons de Bet C, et celui de A qui est infini, si on suppose
que les cercles B et C, sans changer de centres, augmentent propor-
tionnellement de rayon, les points 5" et 4" ne changeront pas de posi-
tion ; mais les points s et 4, ainsi que 5 et d’, s’écarteront sans que les
diamétres sd et 5'd’ cessent d'étre paralléles : alors les quatre Iignes-
F changeront de direction, sans cesser de passer par l'un des pomts 5"

oud'.

[58.] Si les deux cercles A et B deviennent des droites A et B
(fg 20) tous les cercles tangens & ces deux droxtes ont leurs centres.

“sur vv' ou sur xx’ {5 1.].

Tout cercle dont le centré est sur ¥’ ne pourta toucher C, sans tou-
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cher de a méme maniére le cercle C'=C et placé symétriquement par
rapport & vv'; les deux droites ss' et dd’ paralléles peuvent étre consi-
dérées comme concourant & une distance infinie sur c¢’ ou sur xx’,
et deviennent les deux lignes F correspondantes aux trois contacts
désignés par A(sB...5sC) et’A(sB...dC). -

Par la méme raison, tout cercle tangent & C et dont fe centre est
sur xx', touchera de fa méme maniére le cercle G = C #t placé
symétriquement par rapport a xx’; les deux droites 55" et dd" seront les

lignes F correspondantes aux trois contacts désxgnés par A ( dB...sC) et
A(dB:..dC).

Si le cercle C devenait un point, il n'y aurait que deux lignes F';
mais on n'obtiendrait que deux cercles passant.par les points ¢ et'¢
compris dans celui des quatre angles qui contient le point ¢ car aucun

cercle cherché ne-peut passer par le point ¢, puisque les deux lignes A4
et. B coupent cc'.

[ 59]. Lorsque les trois cercles ABC deviennent des droites, il n'y

a plu8 de lignes F'; mais, au sommeét de chacun des dngles du tri'angfe
formé par les trois droites, il existe deux lignes analogues & v/ et xx'
de fa'fig. 20 : ces six lignes se coupent trois & trois en quatre points,
centres de quatre cercles tangens aux trois droites.

Si deux des droites données étaient paralleles, il n ‘existerait que quatre
des six lignes ci-dessus, et celles qui partiraient des deux ang[es in-
ternes du méme cdté, se couperaient aux centres de deux cercles tangens
aux trois droites : enfin il n'existe aucun cercle tangent & trois droites
paralléles, ainsi qu'a trois droites qui passent par un méme point.

[60.] Proposons-nous maintenant d’appliquer aux sphéres.les prin-
cipes précédens.

Si f'on suppose que Ies trois cercles A B, C des n.ot [55 et [56]
.,devxennent des spheres, les six cercles.§ ou D le deviendront pareille-
ment, et chacune d'elles sera rad. des sphéres aux deux contacts cor-
respondans [54.]; mais leurs centres ne changeant point de position, les

Aa 2
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quatre droites F seront chacune lI'axe principal d'une suite de sphéres
rad. a laquelle est opposée un plan principal, contenant fes centres de’
toutes les spheres qui satisfont 4 fa combinaison correspondante entre
les trois contacts. Le plan de la figure étant supposé horizontal, les
quatre plans principaux ci-dessus sont verticaux, et ont pour traces
horizontales les quatre perpendiculaires abaissées du point o sur chacune
des lignes F; en sorte qu'ils se coupent tous quatre suivant la verticale.

00 du n.° [11.].

Si la sphére C se réduisait & son centre, if n'y aurait que deux suites
au plan; si fa sphére B se réduisait aussi & son centre, il n’y en aurait
qu'une suite dont le plan principal serait perpendiculaire sur le milieu
de b¢; enfin, si les trois sphéres devenaient des points, les spheéres
cherchées auraient Jeurs centres sur P'axe polaire du cercle abe.

Nous remarquerons ici. que; pour fa méme combinaison entre les trois
contacts, les droites qui réunissent deux & deux les trois points de
contact.de chacune des sphéres tangentes viennent constamment percer
Ie plan honzontai aux trois points s ou d de la ligne F correspondante;
en sorte que cette droite est fa trace horizontale commune & tdut plan
mené par les trois points de contact de chacune de ces sphéres : mais
il peut arriver que chacune des trois sphéres 4, B, C soit extérieure
Fune & Jautre, et que les quatre droites ' ne rencontrent pas leurs
grands cercles horizontaux. Dans ce cas seulement, on peut mener aux
trois spheres huit plans tangens' communs, savoir, deux par chacune des
quatre lignes F; alors les sphéres de chacune des quatre combinaisons

_ peuvent croitre Jindéfiniment jusqu'd devenir ces plans tangens : mais

lorsqu une des lignes F rencontre fes grands cercles horizontaux, on ne
peut plus mener de plans tangens par cette droite, et les sphéres aux
trois contacts correspondans ont des limites de grandeur. Cette circons-

‘tance se présentant souvent pour quelques-unes des lignes F, et toujours

pour les quatre a-la-fois, quand F'une des sphires données en enveloppe

‘une autre, ‘il pent donc arriver qu'on ne puisse mener aucun plan
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tangent & trois sphéres, quoiqu'elles aient des sphéres tangentes com-
munes.

Nous avons cru nécessaire de nous etendre sur cette observation, pdrce que
les géométres qui ont écrit sur ce sujet ont pris pour exemple le cas particulier
ou l'on peut meyer. hujt plans tangens communs.

[61 .] Sila droité A (fig. 22) devenait un plan vertiéal et Jei cereled
B, C des sphires, les quatre lignes F seraient les mémes que celles des
cercles du n.° [57.], et la ligne 00 serait I'intersection: du plan rad. BC
avec le plan 4.

[62.[ Si les deux droites 4 et B (fig. 20) devenaient des plans verti-
caux et {e cercle C une sphere, les quatre lignes F seraient les mémes
que ‘celles des cercles du n.° [58.], et l'intersection des deux plans 4 et
B serait la hgne 00. e A ‘

“[63.] L'ana{ocrie nous conduirait & supposer que les trois droites A4,
B, Cdunre[s 9] deviennent des plans verticaux; mais ce ne serait
qu'un cas particulier : car ces plans se couperaient suivant des droites
paralléles. Dans ce cas, si 'on menait des verticales par chacun des
 centres des cercles horizontaux du n.® [59.], on aurait autant de droites
dont tous les points seraient des centres de spheres tangentes aux trois
plans '

If est facile de voir que ces droites sont les axes de cylindres droits
dont les bases sont les cercles horizontaux, et dans lesquels les sphéres
sont inscrites. ' ‘

Si, maintenant, nous supposons trois plans 4, B, C' dans le cas gé-
néral, ils ont un seul point commun qui est le sommet de huit nappes
de pyramides symétriques deux & deux comme opposées par le sommet;
ils forment donc en tout quatre pyramxdes a double nappe. Les six plans
qui partagent en deux parties égales chacun des douze angles formés
par les trois plans, se coupent trois & trois suivant quatre droites dont
chaque point est également distant des trois plans; chacune de ces droites
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est 'axe d’'une des pyramides, et contient les centres de toutes {es spheres
qui lui sont inscrites. Cet axe se projette sur chacun ‘des trois plans
suivant des droites’ qui sont les lieux des contacts des sphéres inscrites,
et toutes ces spheres sont enveloppées par un cone droit & double nappe,
qui a méme axe que la pyramide, et dont les trois droites de contact
sont des élémens. Ce céne laisse entre lui et la pyramide trois espaces.
angulaires dont aucun point ne peut. appartenir aux sphéres inscrites. -

Si I'on fait le méme raisonnement sur chacune des trois autres pyra-
mides et leurs axes, on trouvera en tout quatre cénes & doubles nappes
qui limitent 'espace que peuvent occuper les sphéres tangentes aux trois
plans.

SPHENE TAN-
GENTE A QUA- , .
1ae avtres.  Jorsque l'on veut obtenir une sphére tangente a quatre autres ; ainsi,

[64.] 11 ne nous reste plus maintenant qu'a examiner ce qui a lieu,

Soient a, b, ¢ (fig- 21) dans le plan horizontal, et e dans I'espace, fes
centres de quatre sphéres 4, B, C, E, dont les rayons sont dans des
rapports donnés, les six arétes du tétraédre eabc, fournissent chacune
.un point s et un point 4; il y a donc douze points, tant s que 4, dont
éix dans le plan horizontal et six dans lespace. Chacune des quatre

Scize lignes F, faces du. tétratdre contient quatre lignes F, ce qui en fournit seize ;
dont quatre hori-

4 douze d’entre elles sont inclinées au plan horizontal, et sont quatre &

quatre sur une des trois faces de ce tétragdre qui contient le centre ¢, et
deux des trois centres a, b, c; elles passent deux & deux par chacun des
points set d de la ligne horizontale des centres des deux sphéres combinées
avec £ [55.]. Ces douze lignes F inclinées viennent donc deux & deux
percer le plan horizontal en chacun des six points s, s,5,d d,d" de
cg_»plan; en sorte q_ug_chacune des quatre lignes F' horizontales est ren-

L";"“"P"j“'f contrée par six des douze lignes F inclinées, et ne I'est pas par les six
s et d sont six a . o
six dans un méme autres. Nous-allons démontrer que des six lignes 7 inclinées, qui ren-
plan FF qui con-
tient quagre lignes

F. plan,-et les trois autres dans un second plan mene par cette ligne £
horizontale.

contrent une méme ligne F horizontale, trois sont dans un premier
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En effet, soit pris pour exemple la ligne F horizontale ss's", si fon
convient de nommer o et & les points s et 4 de (ae) [55 .],.on peut, .

1.° Mener i la ligne s5's" et le point & un premier plan, il con-
tiendra so et S qui sont deux lignes F; mais la premitre contient Ie
point s(be) et la seconde le point s(ce), et ces deux points, en ligne
droite avec s"(bc), donnent la troisitme ligne F. Ce plan a cela de
remarquable, qu'il contient les six points s et les quatre lignes aux trois
s dont une sur chaque face du tétraedre; .

2.° Mener, par la méme ligne s5’s" et ), un second plan qui con-
tiendra s et 5d\, qui sont deux nouvelles lignes F' mclmées, la pre-
miére contient d(be), 1a seconde d(ce) et ces deux points en ligne
droite avec s”(b¢), doninent la dernitre ligne F inclinée. Ce second plan
contient six points, tant s que 4,"dont un sur’chaque aréte, et quatre
lignes F, dont une sur chaque face du tétraddre eabe.

Si T'on appliquait les mémes raisonnemens aux trois autres lignes F°
* horizontales, on trouverait en tout huit plans, ayant deux & deux pour
trace horizontale I'une des quatre lignes F horizontales; que chacun de
ces huit pians contient six points s ou &, dont un sur chaque aréte,
et quatre lignes F, dont une sur chaque face du tétraédre. Nous dési-
gnerons ces plans par FF, afie de rappeler qu'ils sont deéterminés par
des lignes'F ; ‘et comme il ne faut que trois points pour déterminer un
plan, toutes les fois que Fon prendra trois points s ou 4 sur les trois
arétes d'un des angles solides du tétraédre, le plan mené par ces trois
points coupera les trois autres arétes chacune en un de ses points s ou
d déterminé par le choix destrois premiers.

'S'il nexistait que déux hgnes F horizontales {55.], il n’y aurait que
quatre pians FFy sd nen existait qu une, 11 n'y aurait que deux plans
FF, ' ‘

Si la sphere E était réduite 4 son centre, les deux points . et & se
confondraient avec le point e, et il ne pa.sseralt par chaque ligne
honzontaie qu'un seul plan FF.

216

Limites des p:=
FF.



21%

192 GEOMETRIE.
Combinatsons: {léﬁ/forsqu’une sphére en touche quatre autres, il y a six com-

entre les quatre L . .

contacts, binaisons deux a deux entre les quatre contacts; mais, lorsque pour
trois de ces combinaisons les quatre spheres sont employées, les trois
autres.sont déterminées.

Nous avons vu [60.] que toutes fes sphéres qui peuvent toucher en
méme temps trois sphéres 4, B, C, ont entre leurs trois contacts les
mémes combinaisons que celles des cercles du n.° {56.]; en sorte que
chaque contact étant comparé & celui qui a lieu avec la spheére A4, ces
quatre combinaisons sont exprimées par la notation,

A(sBsC), A(sBdC), A(dBsC) et A(dBdC);

si 'on congoit qu'une quatrigme sphé¢re £ soit touchée par une sphére
de ['une de ces quatre combinaisons, les contacts avec 4 et E donne-
ront des AsE et des AdE 4 combiner avec chacune des quatre com-
binaisons ci-dessus, ce qui fournit le tab!eau suiyant ;

sE ... dot ... ABB sCsE),

ng cus ensrnnens AR sCAE);

sE ...o.crv.... A(sBACSsE),

| {dE rissnssriess ABICIE),

A us Selividnn aersh il A(4BsCsE),
{JE S o ok 5 TS AR SO RS,

5E .,eevvies.. A(dBACSE),

{JE e ... A(dBdCdE),

qui donne directement sur chacune des trois arétes ab, ac, ae du té-
tra¢dre Je point s ou 4 de cette aréte vers {equel concourt la droite
des contacts avec les deux sphéres dont cette aréte contient les centres,
et dhquei on peut déduire la combinaison actuelle entre les contacts
qui a lieu entre deux des trois spheres. B, C, E, en mettant entre ces
lettres la lettre s, lorsque dans la notation les lettres qui désignent ces

" spheres,
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sphéres, sont précédées de la méme lettre, et [a lettre d, lorsqu’elles
sont précédées de lettres différentes.

I y a donc en tout huit combinaisons entre les quatre contacts, et
toute sphére qui touche en méme temps les quatre sphéres 4, B, C,
E, satisfait nécessairement & {'une de ces huit combinaisons.

Les six indicateurs s ou 4, déduits de chaque notation, sont préci-
sément les mémes points que nous avons reconnus étre dans un méme
plan FF[66.]; mais chacun de ces six points est le centre d'une spheére
rad. des sphéres-aux deux <contacts correspondans : d’olt I'on peut con-
clure que de toutes les sphéres qui touchent en méme temps les c'Iuafre
sphéres 4, B, C, E, celle qui satisfait 4 une seule des huit combinaisons,
a en méme temps pour rad. les six sphéres dont les centres, indiqués par
Ia notation, sont dans un plan FF correspondant. Ces six sphéres font
donc partie de la suite au plan d'un systéme de sphéres rad., et toute
sphere aux quatre contacts correspondans fait partie de la suite & I'axe »
et a, par conséquent, son centre sur une perpendiculaire & ce plan

FF.

Mais fa sphére O rad. ABCE, 1.° forsqu'elle est rad. réc. ABCE,
a pour radicales chacune des douze sphéres § ou D; et Pespéce rad. de
chacune d'elles, par rapport & O, est fa méme que pour les spheres
aux deux contacts correspondans : 2.° lorsque fa sphére O est rad. simp.
ABCE, elle est aussi rad. simp. des douze sphéres § ou D; et dans ce
cas, chacune de ces douze sphéres est rad. réc. des sphéres aux deux
contacts correspondans; donc, dans tous les ca;s, la sphére O fait partie
des huit suites 4 I'axe, et le point o, centre de la sphére O rad.
ABCE, est sur les huit axes perpendiculaires & chacun des huit plans

£F, ;

Il faudra donc déterminer o', comme n.° [xz.], et abaisser de ce
point des perpendiculaires sur chacun des huit plans FF; chacune
d’elles contiendra fe centre de toute sphére qui, touchant en méme

XVI1* Cabhier. Bb
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temps, fes quatre sphéres 4, B, C, E, aura entre ses quatre contacts [a
combinaison indiquée par la notation correspondante. _

II est évident que le nombre de perpendiculaires se réduit comme
celui des plans FF, dans le cas ol quelques-unes des spheéres données
se réduisent & leurs centres; et que, si les quatre sphéres y étaient ré-
duites, la question serait ramenée a faire passer une sphére par quatre
points.

[66.] Sila sphére A devenait un plan, d'aprés ce qui a été dit n.*
[57.) et [61], on concevra que I'addition de la sphére £ (fig. 22) (ol
elle est projetée verticalement sur un plan perpendiculaire au plan 4),
donnerait des résultats analogues 4 ceux que nous venons d’examiner,
et que le point o’ serait I'intersection de 'axe rad. BCE avec le plan 4.

[67.] Si les deux spheres A et B devenaient des plans verticaux
(fg. 20), nous avons vu, n.° [62.], que la sphére*C combinée avec ces
deux plans, donnait quatre lignes F horizontales qui sont les mémes
que’ celles des cercles du n.° [§8.]. Si 'on concevait une sphére £ dans
espace (*), et que 'on mendt son diameétre perpendiculaire & A ; ses

deux extrémités seraient les points o et & qui, conjointement avec les

Les sphéres 4,
B, C deviennent
des plans,

quatre lignes F horizontales du n.°[58.], détermineraient les huit plans
i E,

Le point o serait l'intersection du plan rad. CE avec la ligne com-
mune aux deux plans A4 et 5. '

[68.] Lorsque les trois sphéres A, B, C deviennent des plans, nous
avons vu [63.] qu'il pouvait en résulter quatre droites qui contiennent
les centres de toutes les sphéres tangentes & ces trois plans, et que cha-
cune de ces_droites est 'axe d'un cylindre ou d'un céne auquel ces
sphéres sont inscrites ; il faudra donc déterminer successivement une
sphére qui, étant inscrite dans 'un de ces cOnes (car un cylindre est un

(*) Nous n’avons point tracé les projections de la sphére E ; mais elles ne différeraient en
rien de celles de la fig. 22,
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cone dont le sommet est & une distance infinie), toucherait la sphere

E; et comme les quatre opérations a faire sont les mémes, nous nous
contenterons d'en indiquer une.

Il est évident qu'une sphére inscrite dans T'un des cbnes et tangenté
a E, touche cette sphére en un point de son grand cercle déterminé par
le plan passant par l'axe du cbne, et que ce plan contient, 1.° 'axe du
cdne, 2.° le grand cercle de E, 3.° deux arétes du cone.

Cela posé,

Soit, dans Ie plan ci-dessus (fig. 20), 1.° v¥" 'axe du céne, 2.°C le
grand cercle de £, 3.° les droites A et B les deux arétes du céne, tout
cercle qui, ayant son centre sur vy, touchera A4, B C, sera le grand
cercle d'une sphcre inscrite dans le cbne et tangente 4 la sphcre E.

Le nombre de ces cercles ne peut étre plus grand que quatre pour le
méme cbne; mais il peut étre moindre, selon la position refative de Ia
sphere E et du cone : enfin il serait nul, si la sphére £ n'avait aucun
point au-dedans de ce cone.

“En faisant la méme construction par rapport a chacun des quatre
cbnes, on obtiendrait toutes fes spheres cherchées qui pourraient étre
au nombre de seize.

A cause de la difficulté de choisir les données qlii fournissent seize
solutions , nous croyons devoir prévenir qu'on y parviendra toujours, en
plagant le sommet commun & tous les cdnes au-dedans de la sphére £
ony parvnendla encore, en plagant la sphére E de maniére & ce que
chaque cone ait avec elle une courbe d’entrée et de sortie sur fa méme
nappe, ou arrachement sur les deux nappes opposdes.

Si fa sphere E était enti¢rement contenue dans un des quatre cones,
il n’y aurait aucune sphére inscrite dans les trois autres qui put lui étre
tangente, et le probleme n'aurait que quatre solutions.

-Si fa sphére E se réduisait & son centre, le probléme n’aurait que
' Bb 2
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deux solutions par rapport au cdne dans lintérieur duquel ce point
serait situé,

Enfin, si la sphére £ ou le pomt e étaient entiérement compris dans

les espaces que les nappes de cdnes laissent entre elles [63.], le probleme
n'aurait aucune solution.

[69.] Lorsque les quatre sphéres 4, B, C, E deviennent des plans,
les douze plans qui partagent en deux parties égales chacun des angles
formés par deux de ces quatre plans, se coupent six & six en huit points,
centres de huit sphéres tangentes aux quatre plans: mais si deux de ces
plans étaient paralléles , il n'y aurait que quatre de ces sphéres; et si
trois des plans étaient paralléles ou passaient par la méme droite, il n'y
en aurait aucune.

[70.] On peut encore, dans les conditions qui servent & déterminer
un cercle ou une sphére, admettre celle ou le rayon serait donné,
et il est évident qu ‘elle ne peut entrer qu'une seule fois dans chaque
combinaison de trois ou quatre données ; alors tout cercle ou sphere
cherchée a son centre situé en méme temps sur une des deux circon-
férences ou sphéres concentriques, & chacune de celles qu'elles doxvent
toucher, et dont les rayons ne peuvent étre que la somme ou la diffé-
rence du rayon donné avec celui de chacun des cercles ou de chacune
des sphéres données. :

Si I'un des cercles donnés devenait une droite, ou si 'une des sphéres
devenait un plan, les cercles ou les sphéres concemnques seraient rem-
placés par deux droites ou deux plans paralléfes & 1a droite ou au plan
donné, et & une distance égale au rayon donné.

\

Si 'un des cercles ou l'une des spheres donnés se réduisait & son
centre, la somme et a d]ﬂ‘erence des rayons seraient cgales, et on

n'aurait qu'un seul cercle ou une seule sphére décrit du pomt donné
comme centre avec le rayon donné.

Enfin, lorsque I'on suppose que le rayon donné est zéro, la question
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se réduit & déterminer un point, ‘et si on le suppose infini, elle est ra-
mence & déterminer certaine droite ou certain plan; mais on' ne peut
plus admettre, parmi les autres conditions, celle de toucher une drojte
ou un plan donné.

[71.] Toutes les propriétés que nous avons développées dans ce
paragraphe, nous ont conduit 4 déterminer seulement certaines suites rad.
de I'une désquelles fait nécessairement partie, tout cercle ou sphére qui
satisfait aux conditions de chaque question. II ne nous reste donc plus,
pour arriver aux solutions complétes de ces questions, qu'a découvrir
sur chaque suite ceux des cercles ou des sphéres qui touchent un des
cercles ou une des spheres donnés. Or, toutes ces déterminations ont
été faites dans e I.*% chapitre, aux n.°s [26.], [28.], [40.], [42.] et [43.],
ou l'on a en méme temps eu ¢gard aux cas d'impossibilité qu'elles pou-
vaient offrir : mais, comme les ¢éercles ou les sphéres qu'il s'agit ici de
déterminer ont toujours des radicaux & fa suite opposée, il est évident
quiils ne peuvent faire partie des cercles ni des sphéres V des numiéros
cités, qui n'ont que des cercles prim. simp. 4 la suite opposée.

Enfin; dans les n.°* [59.], [63.] et [69.], ou il n’entre ni points, ni
cercles,/ ni spheres, il n’a pu résulter, pour les solutions des cas quils
présent"ent, ucune propriété rad.; mais elles ont été remplacées par
d'autrés que nous avons suffisamment développées. Il en est de méme
du n.° [70.], qui peut donner lieu a des questions indépendantes des
propriétés radicales.

L

CHAPITRE 111

TABLEAUX de la plupart des Problémes auxquels on peut appliquer les
Principes développés dans les Chapitres précédens , et Discussion
compléte de trois des Problémes les plus élevés de ces rableanx.

[72.] La théorie que nous avons exposée dais les deux premiers
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chapitres ayant principalement pour but d’arriver & la détermination
d'un cercle qui satisfait a trois conditions, et d'une sphére qui en remplit
quatre , nNous avons reunx les conditions qui peuvent se présenter le
plus souvent, et nous fes avons combinées de toutes les maniéres pos-
sibles pour en former les tableaux suivans. Ils offrent aussi le nombre
des solutions dont chaque probléme résultant d’une combinaison est
susceptible dans le cas le plus général.

Nous conviendrons, avant tout, de désigner par une lettre partxcu—
litre chacune des conditions que doit remplir le cercle ou la sphére
cherchée, afin J'abréger I'exposé des combinaisons que l'on peut faire
de ces conditions.

Les lettres suivantes signifieront que le cercle ou Ja sphere cherchée,
doit, '
° p, Passer par un point donné;

2.2 ], Toucher une droite donnée;

32 ¢ Toucher un cercle donné;
4.° r, Avoir un rayon donné. Cette condition ne-peut entrer qu'une

~ fois dans chaque combinaison. :

/5.° t, Toucher une droite ou un cercle en un point donné. Cette
condition équivaut a deux pour Je cercle comme pour la sphére.

6.0 d, Avoir son centre sur une droite donnée. Cette condition ne
peut étre employée que deux fois dans chaque combinaison.
Nous ne 'emploirons jamais par rapport a fa sphére, parce
quelle équivaut a avoir son centre en méme temps sur deux
plans,

7.> P, Toucher un p{an donné;

8.° 5, Toucher une spheére donnée; |

9.2 T, Toucher un plan ou une sphere en un pomt donne, ce qux
équwaut a trois conditions;

° D, Avoit son centre dans un pIan donné. Cette condition ne

Peut étre employée plus de trois fois dans chaque combinaison.
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Nous ne faisons point entrer comme condition d'avoir un centre
donné, puisquelle équivaut, par rapport au cercle, a avoir son centre
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sur deux droites, et, par rapport a la sphére, & avoir son centre sur

trois plans.

Tableaux qui offrent toutes les combinaisons admissibles entre les

données précédentes..

CERCLES DETERMINES PAR TROIS CONDITIONS.
J— o~ e "
N.»* |cOMBINAISONS. SOLUTIONS.|| N.°* COMBI.NAISONS. SOLUTiONs.
1 B Y i AEn A 18, POl isanvs ;
2 tdeeee ... 19. ld.......... 2.
3- Fddiain cuons ' 20. el o P Cun s s
) 1
4. PPPressviuvas \ \
- o rpc... .
> PPA-eceeee 22, FLLs o 00 inm 5 wis »
6. Pld: spessass J 23. Ll s i s vn
7 F 3 \ 24. Pl" AP 4
8 elo...... NP I 25. PCCarrnnnns >
9 tc . 26. M s can snwas
10 FPPowwes wnas 27. led.. .
,” rpl. s 28. Cedivee vans ./
12 rpd ......... > 2.
13- | rldo......... gk ki shind
14 PP svsw wnus o e ’
Iy | T {—— 31 Bt 8.
6 ST 32. B8 n s wovmn Vo s
s floglai vk ] 8 BL T
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SPHERES DETERMINEES PAR QUATRE CONDITIONS.
— - .'. — S
N.»* |cOMBINAISONS.|soLuTIONS, N.>* [COMBINAISONS.|SOLUTIONS.
1. TP cee) 39. psDD......
2, " TD......... 4o0. P of o 2 b O 2.
3. Blevevnarenns 41. sDDD,..,...
4. IPPeecee vons
5. 7 o A 42. 4 2 I \
6. e, . 43 | tPs..oL..l,
7. rDDD...... > T 44. T
8. PPPP .. 45. TPPSeeen cuns
9' PPPD ....... 46- TPPJ‘ ........
10. ppDD... ... 47. rpsD.
1, pDDD.. .., 48. rPPD.....,
12. PDDD / 49. rsDD......,. } 4
= T e 50. ppPs P
13. N & PP \ $107 | ppsds L
14. TP......... 52. pPPs.. ... ..
I5. Tseveninnnn, 53- pPsD, ... ;.
16. LXPvowsnensis 54. P”D"
17. P, sl 55‘ PPPD
18. o Y 5 S  nl 56. P.\‘DD ......
19. tpPe... 57. ssDD..,,... )
20, B Feps pues <vn
21. PP san i, 58. rpSS..
22, tPD........ 59. rPPP .
23. tsD......... 60, F a2
24. PP P snnasse 61. L 2 N
25, rpp P ’ \ 62. PP cioiy., 8
26. rppD....... % 63. psss... .> '
27, rPPP ....... ( 64, PPPP,.....
28. rpPD iz, .. 6s. PPsD.,.,...
29, rpDD 66. PssD.......
30. rPDD,...,. 67. ETY 2 R, .
I. P ) t
;z. ?;:};: ........ 68. rPPs.,.... J
33. ppPP....... 69. g o 1
34. PD 70. £ [ T
% iﬁ;D ....... 71. PPPs 16,
36. pPPR,..... 72. PPET ven ons
37 pPPD...... 73. Prsfcussvnas
38, pPDD...... 74. S5 e e eennnns
+ PP2A

Comme_
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Comme:nous. avons résolu et discuté tous ces problémes, nous avons
pu mettre avec quelque certitude & cdté de chacune-des combinaisons
dont ils résultent, le nombre des solutions qu'ils peuvent géndrale-
ment. recevoir ; mais il ne faut pas perdre de vue que, pour des don-
nées prises au hasard, il arrive souvent que le nombre de solutions est
moindre que celui qui est indiqué par les tableaux, et qu'il est méme
assez difficile, par rapport a quelques-uns de ces problémes, de choisir
les données qui permettent toutes ces solutions. 1l faut donc, dans la,
discussion de chacun d'eux, mdxquer le caractere auquel on reconnatt
que certaines solutions s'anéantissent.

Nous ne donnerons que trois exemples de ces dxscussxons en choi-
sissant, pour le cercle, les conditions d’en toucher trois autres, et pour
la sphére, celles d’en toucher quatre autres. Ayant par-tout considéré le
point, la droite et le plan comme des limites de cercle ou de sphére,
on peut regarder fa plupart des autres problémes comme des cas parti-
culiers de ceux-ci. Enfin nous donnerons pour dermer exempie la solu-
tion de ce problcme Trouver une sphére d'un rayon donné qux touche
en ‘méme temps trois spheres aussi données.

Les deux derniers problémes ayant_pour condmons communes celle

de toucher trois sphéres données, nous ferons précéder leurs solutions

d'une discussion refative 4 la nature de la courbe formée sur chacune
des spheres données par la suite des points de contact d’une -sphere
,varmble qui touche constamment les trois sphéres donndes, dautant
que on aura souvent besoin, pour les solutions des autres problémes,
de faire une discussion préliminaire de méme nature. .

PROBLEME I

[73.] Trouver un. cercle qui touche en méme temps troxs cercfes

donnes A,BetC(fig. 23,24c¢ 2;}

SorvrIon:

Aprcs avoir déterminé les quatre lignes F. du n.* [59 ] puls le point.

XVL¢ Cabier. _ ' cc
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o, centre du cercle O rad. ABC n.° [10.], on abaissera du centre rad.
les perpendiculaires of, og, o/ et oi sur les quatre lignes F'(*). Cha-
cune de ces perpendiculaires contiendra le centre de tout cercle qui
satisfait & la combinaison correspondante entre les contacts, et indiquée
par les points s et d de la ligne F sur laquelle la perpendiculaire est
abaissée [56.].

Cela posé, il peut arriver que le point o soit au-dehors des cercles
A, B, C (fig. 23 et 25), ou au-dedans (fig. 24).

Dans le premier cas (fig. 23 et 25), on aura O rad. réc. ABC; on
ménera l'axe rad. A0, qui est la droite mk, passant par les points d'in-
tersection des deux cercles A et O. '

Cette droite coupera ss’s" en k, sdd" en ], d.n{ en m et dd's" en u,
et chacun de ces points sera {e centre d'un cercle rad. 40.

" Le point & sur ss's" (fig. 27 et 25) est le centre d'un cercle X [28.]
rad. OA, ainsi que des cercles de “la suite opposée dont tout cercle
A (sB sC) fait partie [56.] : donc, si du point % on mene les deux tan-
gentes kp et kp’[28.], les deux points p et p’ seront les contacts avec
A de deux cercles A(sBsC) ; car ces cercles toucheront le cercle 4, gt
comme ils ont S et S’ pour rad., ils ne pourront toucher 4, sans tou-
cher les deux cercles B et C [47.]: mais chacun d'eux a en méme
temps son centre sur of et sur 'un des rayons ap ou ap’ ; donc v et ¥'
sont les centres de deux cercles A(sBsC), dont vp et vpsont les o
Cette combinaison fournit donc deux solutions. '

Nous remarquerons que le cercle O est rad. commun aux cercles 4
et K, en sorte que la droite pp’ prolongée passe par le point o. ‘

On prouverait de la méme manitre (fig. 25), 1.° que le point /et
les deux tangentes /g et /4’ déterminent les deux points g et 4 contacts
‘avec A de deux cercles A(sBdC), dont les centres x et x’ sont sur og,

(*) Nous n'avons tracé sur les fig. 27 er 24, que la perpendiculaire of et les constructions
relatives 3 la combinaison correspondante entre les contacts ; mais on aura I'idée de len-
semble des constructions, en jetant les yeux sur la fig, 25, ou elles’se trouvent rédnies. " -
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et que [a droite g¢' passe par le point 0, 2.° que le point m et les deux
tangentes mr et mr déterminent les deux points r et r’ contacts avec A
de deux cercles A(dBsC), dont les centres y et y/ sont sur ok; 3.° enfin
les deux tangentes nt et nt' déterminent les deux points ¢ et ¢ contacts
avec A de deux cercles A(dBdC), dont les’ centres g et 7 sont sur 0.
Ce probléme a donc en tout huit solutions.

" Les exemples que nous avons choisisadmettent'toutes {es solutions;
mais il peut arriver qu'un ou plusieurs des points &, /, m et n se trou-
vent au-dedans de A ; alors on ne peut plus mener par ces points de
tangentes au cercle 4 [28.], il n'existe aucun cercle tangent pour les
combinaisons correspondantes entre les contacts. Si les quatre points
k, 1, m et » se trouvaient au -dedans de A, aucun cercle ne pourrait
satisfaire aux conditions du probléme. Enfin, dans le cas particulier o

fun de ces points se trouverait 4 la circonférence de 4, il y ‘aurajt deux
solutions qui se confondraient,

Dans le second cas, ol le point o est au-dedans des- cercles. 4, B et
C(fg 24), on a .
O rad. simp. ABCSS'S'"DD'D" [48.]; -
et comme le cercle O appartient aux quatre suites, de l'une desquelles
fait nécessairement partie tout cercle demandé, il.en résulte. que ce
cercle O étant un cercle NV, chacune d’elles contient les cerclc; Met N
du n.° [14.]. ] '

Il faudra donc construire ['axe primitif particulier de A considéré

comme M, et O considéré comme N du n.° [20.]; cet axe mk, enti¢-

rement au-dehors de A, coupera les lignes F aux points &, 1, m et n,

desquels on pourra toujours mener des tangentes au cercle A; en sorte -

que, dans ce cas, le proBiéme a toujours huit solutions.

Le cercle O étant rad. simp. des cercles 4 et K, la droite pp’ passe

encore par le point o, il en serait de méme des trojs autres lignes ana-
Jogues & pp'.
Nous remarquerons que, dans le cas dont il s'agit, Ia construction de
cc 2
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Paxe mk est trés-simple ; car il suffit de mener par un des points ¢ ou.

¢ dintersection des deux cercles A et O la tangente t4, dont {e point
de rencontre % avec la droite ao appartient & l'axe mk comme centre
d'un_cercle réc. A et prim. simp. O; dailleurs, la direction de cet axe
étant perpendiculaire & fa droite ao, il se trouve déterminé par le seul
point 4. .

Il est facile. de voir que si I'on elit construit Vaxe rad ou ['axe prlm.
 particulier des cerclgs B et O, on eiit obtenu des points &', /, m’ et o',
au moyen desquels on eit déterminé sur B les contacts des cercles ci-
dessus, et que la méme observation s'applique au’ cercle C.

. On saisira de méme facilement, que toute droite qui réunit les points
de contaé¢t-des deux cercles résultant de fa méme combinaison avec
fun quelconque des cercles donnés, est analogue & pp’, et passe par le
point: .- Ces lignes, au nombre-de douze (dont quatre sur chacun des
cercles donnés), réunies aux quatre droites de centres forment seize
Jignes .importantes, qui passent’par le centre radical ‘des cercles donnds.
Il en est de méme, lorsque les cercles donnés deviennent des - ‘points
ou des droites.

LEMME.

[74-] Etant données trois spﬁere.c A,Bet C la courbe formée sur chacune
delles par la suite des points de contact d'une .fp/lere variable , est un cercle.

DEMONSTRATION.

Si Pon choisit pour plan horizontal celui des trois centres @, b, ¢, et
_siFon suppose que les cercles 4, B, C, §, S, 8", D, D'et.D" dun.®

. prccédent deviennent des spheres fes plans verticaux dont les traces sont
of, 0g, ok et. 0i, deviendront chacun le plan. principal d’une suite a Ja-
queile appar'smpnent toutes les spheres aux *rois contacts correspondans

. [60 ], et ayant pour axe opposé celle des lignes F a laquelle . il est
: perpendlculaxre. Les cercies K, L, Met N devxennent des sphéres dont
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chacune est rad. A, et de toutes les sphéres de la suite au plan sur l'axe
opposé de laquelle elle a son centre. ‘

Lorsque les points &, /, m et n sont au-dehors de A4, chacun d’eux
est le centre d'une sphére rad. réc. 4, dont lintersection avec A est le
lieu des contacts des sphéres de fa combinaison correspondante [ 4 3¢
d'ott il résultera sur fa sphére 4,

1.° Un petit cercle vertical dont le diamétre est PP’ (fg.-23, 24 et 25),
sur lequel se trouveront tous les points de contact avec A -des_spheéres
A(sBsC) : le plan de ce petit cercle passe par la verticale 00. (Il en
est de méme des trois suivans. ) : aan
2.2 (fig. 27). Un petit.cercle vertical 44, lien des contacts des
sphéres A(sBdC); "

3.° Un petit cercle rr, lieu des contacts des sphéres 4 (dBsC);

4.° Enfin un petit cercle #', lieu des contacts de la sphere A et des
sphéres A (dBdC). ' ' e wals

Lorsqu’un ou plusieurs des points &, /, m et n sont au-dedans de A4,
il n'existe aucune sphére de la combinaison correspondante entre les
trois contacts. ' -

ProsrLEME Il

[75.] Mener une sphére tangente & quatre spheres données A4, B,
C, E (fg. 23) (*). |
Sorvrron.

Soient a, b et ¢ dans le plan horizontal, et e dans I'espace les centres
des sphires données, et soit pris pour plan vertical celui qui passe par

(*) Les dimensions des planches ne nous ont pas permis de conserver dans les figures,
toutes les constructions que nous avions faites sur les épures jointes au mémoire manuscrit ;
d'ailleurs, nous avons cru suffisant, et méme plus clair, d'indiquer des_constructions fondées
sur les premicrs élémens de la géométrie descriptive. Nous nous sommes méme bornés, dans
ces in_di#ations, 3 la seule fig. 27; mais il sera facile d’appliquer les raisonnemens a tous les
cas qui peuvent se présenter. La méme observation s'étend su ni° [76.].
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la ligne des centres ae. On déterminera d’abord le centre of de la sphére
O rad. ABCE, comme n.° [12.], puis sur la droite ae {es deux points
o et & [64.]. Si nous admettons d'ailleurs toutes les .constructions du

.° précédent, nous aurons quatre lignes F' horizontales par chacune
desquel!es on ménera deux plans, 'un passant par o et l'autre par &\;
puis, du point o', on abaissera des perpendiculaires sur ces plans : cha-
cune de ces huit perpendiculaires sera {'axe d'une suite de sphéres ra-
dicales de laquelle fait partie toute sphére cherchée, lorsqu’elle satisfait
a4 la combinaison entre les quatre contacts indiqués par les six points
s ou d du plan sur lequel la perpendiculaire est abaissée.

Cela posé, les sphéres A(sBsC. ..sE), ainsi que A(sBsC. . .dE),
satisfaisant & fa combinaison A (58sC), ne pourront toucher A4 qu'en
des points du petit cercle pp’: il n’y aurait donc point de solution
correspondante & ces deux combinaisons, si le cercle pp’ nexistait pas;
C'est-a-dire, si le point % était au-dedans de la sphére 4. Mais en le
supposant au-dehors, on déterminerait chaque sphére tangente de {'une
et l'autre des deux combinaisons cj-dessus par les constructions sui-
vantes ; _

1.° La perpendiculaire que I'on abaisserait du point o’ sur e plan
s5's"e contenant le centre de chacune des premitres; si, par cette per-
pendiculaire et e centre 2, on menait un plan, il contiendrait le point
de contact de chaque sphére de cette combinaison avec la sphére 4,
et couperait le plan du cercle pp’ suivant une droite, qui passerait par
le point o (puisque les deux plans qui déterminent cette droite, pas-
sent par ce Point). Si cette droite coupait e cercle pp’, chacun des deux
points d’intersection serait sur A le contact d’une sphére A(sBsC)...sE);
et dans_le cas oy ces intersections n'auraient pas' lieu, 1a position de la
sphére E serait telle, qu'il n'existerait aucune sphére qui satisfit 4 cette
combmaxson entre les quatre contacts, Enfin, si cette droite touchalt le
cercle pp’, il y aurait deux solutions qui se confondraient.

Maintenant, si Yon menait par les deux points de contact des rayons
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de la sphére A4, ils couperaient la perpendiculaire abaissée du point o’
sur le plan 545", chacune au centre d’une sphére A(sBsC. . .sE). ~

2.° La perpendiculaire que l'on abaisserait du point o' sur fe plan
s6s".. .8\, contiendrait les centres des sphéres A(sBsC. ..dE); et si,
par cette perpendiculaire et le centre 4, on menait un plan, il couperait
celui du cercle pp’ suivant une droite passant par o', et qui par ses inter-
sections avec pp’ (lorsqu'elles auraient lieu) déterminerait fes contacts

avec la sphére 4 de deux spheres 4 (sBsC. -.dE).

I peut donc y avoir quatre sphéres qui satisfassent aux conditions
du probléme, et dont les contacts avec A soient situés sur [e cercle
PP : "l oy |
On concevra facilement’que I'on obtiendrait de fa méme maniere, sur

chacun des cercles ¢4', ', 1/ (fig. 25), les contacts avec 4 de quatre -

nouvelles spheres; que chacune des huit combinaisons entre les quatre
contacts peut fournir deux solutions, et que ce probléme est susceptible

d’en avoir seize ;, mais elles peuvent s'anéantir quatre 4 quatre par la déter-

mination des points 4, /, m et n, puis deux & deux, lorsqu’un des petits
cercles de contact n'est pas coupé par F'une des droites, dont les inter-
sections avec ce cercle déterminent les contacts.

Nous remarquerons que ce probléme a constamment seize solutions,
lorsque les sphéres données ont une sphére rad. simp. commune, parceé
qualors les huit suites & I'axe de I'une quelconque desquelles toute
sphére cherchée fait partie, ne contiennent que des sphéres M et N
[30.]; et que, dans ce cas, chacune delles fournit toujours'deux sphéres
M tangentes [42.].

* I est facile de voir que f'on peut prendre pour plan herizontal celui
qu'on veut parmi les quatre qui contiennent trois céntres des sphéres
données, et établir les constructions sur celle des sphéres données que
fon voudra. Quelque choix que lon fasse, Ia position du centre rad.
ne changera pas, et toute droite qui réunira les points de contact des
deux spheres tangentes de la méme combinatson, avec une des sphéres
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.données, passera par le point o’ Ces lignes, au nombre de trente-deux
(dont huit pour chacune des sphéres données), .réunie.7' avec les huit
lignes de centres, forment quarante.droites qui passent toutes par le
centre rad. des spheres données. '

On voit par-la quelle est I'influence .du centre rad. dans les ques-
tions relatives aux contacts, puisqu'on la retrouve encore lorsque les
spheres. données deviennent des plans ou des points,

ProBLEME III

[76.] Trouver une sphére d'un rayon donné qui touche en méme
temps trois sphéres aussi données.

Sorvrron.

D'aprés ce qui a été dit n.° [74.], toute sphére tangente aux trois
spheres A, B et C pour la combinaison A(sBsC), par exemple, ne peut
toucher la sphére A qu'en un point du petit cercle pp’, et doit avoir
son centre dans fe plan vertical, dont la trace est of (fig. 23).

"Cela posé,

Si I'on congoit Ie cbne app’, dont le sommet est en a, et qui a pour
base le cercle pp’; si, sur I'une de ses arétes horizontales pp, Pon porte,
a partir du pbint p, les parties pg et pr égales aux rayons donnés, et si
par les points ¢ et 7 on mene les plans ¢4’ et r/' paralléles au plan pp’,
lenrs intersections avec Je céne app’ donneront deux cercles qui con-
tiendront tous les centres des sphéres du rayon donné, et tangentes a I3
. sphere.A chacune en un point du cercle pp’. Mais, parmi ces derniéres,
il n'y 3 que celles dont les centres sont situés dans le plan of qui tou-
chent en méme terrips fes- trois sphéres données : or, chacun des deux
cercles g4 et r/ peut étre coupé par le plan of en deux points et
donner deux solutions, ce qui-en fournirait quatre parmi les spheéres
A(sBsC): Mais, si une ou les deux intersections ci-dessus n'avaient pas
lieu, cette partie du probléme ne donnerait que deux ou aucuné solu-
~ tion. -
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Il est facile d'appliquer les mémes raisonnemens  chacune des quatre
combinaisons du n.° [74.], et de voir que ce probleme peut avoir seize
solutions dans le cas e plus général.

Si I'on voulait que le rayon donné fit zéro, Ia sphére cherchée serait
un point, et ce probléme, qui alors ne serait possible que dans le cas
que présente la fig. 24, n'aurait plus que deux solutions données par
les points g et ¢ de fa fig. 4, En effet, un point placé sur une spheére

Ia touche a-la-fois intérieurement et extérieurement, en sorte que toutes

les combinaisons entre les contacts se confondent. :

Si I'on voulait que le rayon donné fiit infini, la sphére cherchée de-
viendrait un plan, et {a solution de ce probléme ne serait possible que
dans le cas ol le cbne app’ (ou ses analogues) fournirait une aréte
paralléle au plan of, ce qui dépend de Iintersection de ces deux sur-
faces. :

Lorsque cette intersection est une ellipse, il n’y a point de solution
correspondante ; mais alors {a droite F, & laquelle le plan of est per-
pendiculaire, coupe les grands cercles horizontaux des sphéres données
[60.].

Lorsque cette section est une parabole, le céne app’ ne fournit quune
aréte paralléle’au plan of; alors la droite F correspondante est tangente
aux trois grands cercles horizontaux, et les trois contacts de cette droite
sont les mémes que ceux d'un plan unique, vertical et tangent aux trois
sphéres données.

Enfin lorsque Ia section est une hyperbole, le céne app’ fournit deux
arétes parallles au plari of; fa ligne F correspondante qui alors ne coupe
pas les grands cercles horizontaux, est la trace commune 4 deux plans
tangens aux trois sphéres données.

On peut faire Jes mémes raisonnemens pour chacune des quatre
combinaisons, en sorte que ce probléme peut avoir huit solutions dans
le cas le plus général.

Nous observerons que, pour conserver l'analogie entre les combi-
naisons des contacts, il faut considérer comme contacts semblables , par

XVL* Cabhier, pd
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rapport a un plan, ceux de deux spheres situées d’'un méme cdté par
rapport a ce plan, et comme contacts différens, ceux de deux spheres
situées de cOtés opposés, par rapport au plan tangent commun.

[77.] Les exemples que nous venons de développer nous ont paru
suffisans pour diriger dans les solutions de tous les problémes relatifs
aux contacts; car, si l'on supposait que les cercles ou les sphéres.don-
nées fussent remplacés par des points, des droites ou des plans, on
trouverait dans le second chapitre, les moyens de déterminer fe centre
rad., les lignes I et les plans FF dans chacune de ces derniéres cir-
constances. Or, ces constructions une fois établies, fa marche de Ia
solution ne différe en rien de celle que nous avons suivie dans les
exemples précédens. :

Dans le cas ou les données présenteraient une droite qui contiendrait
e centre du cercle cherché, les deux autres donndes fourniraient un
cercle S et un cercle D, ciui seraient I'un ou l'autre radicaux du cercle
cherché. La droite donnée serait donc alors 'axe commun a deux suites
radicales de fune desquelles fait partie le cercle cherché; la premiére,
déterminée par la droite donnée et le cercle § [17.]; la seconde par la
méme droite donndée et le cercle D,

Enfin, si les données présentaient un plan qui contint le centre de Ia
sphére cherchée, ce plan couperait chacun de ceux désignés par of, og,
oh et oi, n.° [74.], suivant une droite par laquelle, et par {e centre de
la sphére 4, on menerait un plan qui serait enti¢rement analogue a I'un
de ceux que nous avons supposés menés n.° [75.] par les perpendicu-

laires abaissées du point o’ sur chacun des plans FF.,

1. parait donc inutile de donner un plus grand nombre d’exemples;
et méme nous avons cru devoir nous arréter ici, afin que l'on puisse
juger par soi-méme de la facilité avec laquelle on applique les mémes
Principes aux solutions des autres problemes. '

D’aprés le rapport de MM. Poisson et Arago, la Classe a arrété Pimpression de ce
Mémoire dans son Recueil des Savans étrangers, -
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Nota. Afin de mettre i portée de.saisir plus facilement I'ensemble des propositions qui
font Pobjet de ce Mémoire, nous avons cru devoir indiquer I'ordre dans lequel elles se
succédent, en réunissant les principaux énoncés dans cette espéce de table.

CHAPITRE I~

Propriétés géométriques des Cercles radicaux, des Sphéres radicales,
et de leurs suites.

. 1/ Notions préliminaires sur [es Cercles radicaux et les Sphéres radicales.
P .

[1.] Cercles radicaux : il y en a de deux espéces. ‘

[2.] Cercles rad. réc., prim. réc., rad. simp. , prim. simp.

(3.] Sphéres rad. réc., prim. rec., rad. simp., print. simp.

[4.] Cercles et sphéres prim. et rad. considérés dans leurs limites.

(5.1 Relations radicales d'un cercle ou d'une sphére comparée & deux autres.
[6.] Cercles rad. communs a deux. autres. — Axe rad. des cercles.

[7.] e [8.] Construction de I'axe rad. ] \

lo-] Sphéres rad. communes & deux autres. — Plan rad.

[10.] Cercle rad. commun a trois autres. — Centre rad. des cercles.
[11.] Sphéres rad. communes & trois autres. — Axe rad. des sphéres.
[12.] Sphére rad. commune & quatre autres. — Centre rad. des sphéres.
[13.] Discussion des limites au maximum des n.°° [10.], [11.] et [12.]

S. I'L Suites radicales des Cercles. -

[14.] Description des suites rad. des cercles. — Systéme de cercles rad. —
Suite des cercles P. — Axe pp. — Suite des cercles M es N. — Axe mn.

[15.) Systéme rad. par contact. ' '

[16.] Propricte des cercles M.

[17.], [18.], [19.] e [20.] Diverses determinations d'un systéme de cercles
rad. par deux conditions. ’

[21.] Relations rad. des cercles de chaque suite avec ceux de la suite opposée.
pd 2

2%6
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[zz.] Description des cercles de chaque suite.
[z 3.} Limites des cercles de chaque suite rad.

[24.] Cercle de chaque suite déterminé par une troisi¢éme condition. —
Rayon donné.

[25.] Rad. d'un cercle donné A.

[26.] er [27.] Limites dir cercle A.

[28.] Tangent a un cercle donné.

[29.] Observations et conclusions sur ce qui précéde.

T f. II1. Suites radicales des Sphéres. -

[30.] Description des suites rad. des sphéres. — Systéme de sphéres rad. —
Suite au plan. — Suite & I'axe. — Plan ppp et axe mn. — Plan mnm
et axe pp. — Plan principal et axe principal.

[(31]. Systéme de sphéres rad. par contact. |

[32.] Un syététrie de sphéres rad. peut étre déterminé par deux ou trois
conditions. -

[33-] Suite au plan déterminée par deux conditions.

[34.] Suite & I'axe déterminée par trois conditions.

[35.] Relations des sphéres d'un systéme rad. _

[36.] Description des sphéres de chaque suite. — Limites de ces spheres.

[37.] Conclusion sur ce qui precéde.

{38.]. [39:1, [40.]. [41.], (42.] er [43.] Spheéres de chaque suite
assujetties & une nouvelle condition. — Une spheére determinée sur la
suite & l'axe. — Un nombre infini de sphéres sur la suite au plan.— Limites.

- {44.] Observations et conclusions sur ce qui précéde.

CHAPITRE Ik
Propriétés géométriques des Cercles et des Spheres qui se touchent.

§. L' Cercles et Sphéres qui en touchent deux autres.

[45.] Proprieté Sfondamentale,

[46.] Propriétés communes aux cercles V ou X qui en touchent deux autres.
— Propriciés des points s et d.
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(47.] Le point s est le centre d'un cercle S rad. de tous les cercles V, et le
point d celui d'un cercle D rad. de tous les cercles X.

[48.] Les quatre cercles A, B, S et D font partie d'une méme suite rad..

[49.], [s0.) et [s1.] Limites. '

[53.] et [53.] Sur le lieu des centres des cercles qui en touchent deux auires.
— Limites.

-

(54.] Proprictés des sphéres qui en touchent deux autres.,
§. II. Cercle ou Sphéres tangentes % trois antres, et Sphere tangente 3 quatre autres.

“[55.] Trois cercles étant donnés. Il y.a sur chacune des trois lignes de
centres un point s et un point d. — Les six points s ou d sont trois 4 trois
en ligne droite. — Ces droites sont deésignées par la lettre F.

[56.] Il y a quatre combinaisons entre les trois contacts. — Notation particu-
lidre & ces combinaisons. — Un cercle de chaque combinaison fait partie
d'une suite rad. déterminée, — Le cercle O fait partie de chacune de ces
. quatre suites,

[57.], [58.] et [ 9.] Discussion des limites.

[6o.] Spheres tangentes & trois autres. — Les mémes combinaisons
eutre leurs contacts que par rapport aux cercles. — Les sphéres de chaque
combinaison font partie d'une suite au plan , et chacun de leurs plans prin-
cipaux passe par Faxe OO rad. ABC.— Les lignes ¥ deviennent des
axes principaux. R

[61.], [62.) et [63.] Limites des sphéres données. .

[64.] Sphere tangente & quatre autres. 1l y a seige lignes ¥, dont quatre
horigontales.— Chacune des lignes F horizontale est rencontrée par six des
douge lignes F inclinées, et est la trace de deux plans FF.

[65.] 1! y a huit combinaisons entre les quatre contacts, — Notation particu-
lidre & ces combinaisons. — Une sphére de chaque combinaison fait partie
d'une suite & l'axe. — La sphére O' rad. ABCE fait partie de chacune
des huit suites.

(66.], [67.], [68.] et [69.] Limites des sphéres données.

[70.] Considération sur un rayon douné comme condition.

238
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{71.] Observations et conclusions.
CHAPITRE 111,

" Tableaux de la plupart des problémes auxquels on peut appquuer les
principes développés dans les chapitres précédens, et discussion com-
plete de trois des problemes les plus élevés de ces tableaux.

[72.] Lettres servant & indiquer les diverses conditions. — Tableau de trente-
trois problémes sur le cercle, — Autre tableau de soixante- quatgrge pro-
blémes sur la sphére. _

[73.] Probleme L.* Trouver un cercle qui touche en méme temps trois cercles
donnés,

[74] Trois spheres étant données, deéterminer sur l'une d'élles la courbe
Jormée par la suite des pamts de contact des spﬁeres qui touchent les trois
sphéres données.

[75] Probieme II. Troaver une sphére qui toucke quatre sphéres données.

[76.] Probleme L. Trouver une sphére d'un rayon donné qui touche en méme
temps trois sphéres aussi données.

[77.] Conclusions génerales.
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Questions de géométrie élémentaire

M. Desboves,

deuxiéme édition, Delagrave 1875






XVI. Décrire un cercle tangent a trois cercles donnés,

Quelques cas particuliers du probléme des cercles tan-
gents ont déja été traités, mais nous allons faire connatire
une solution générale, qui est encore applicable lorsqu’un
ou plusieurs des cercles donnés sont remplacés par des
droites ou des points.

Plusieurs cas de figure peuvent sc présenter : le cercle
demandé peut étre tangent, intérieurement ou extérieure-
ment, aux deux cercles donnés; envelopper un ou deux des
cercles donuiés, et toucher extéricurement les deux autres
ou le troisieme. Mais, pour fixer les idées, nous considére-
rons dla fois les deux cercles qui touchent extérieurement
et intérieurement les trois cercles donnés.

On démontre d'abord les trois théorémes suivants :

1. Le centre radical des trois cercles donnés est le centre de

similitude inverse des deux cercles cherchés ; et en ce point vien-
nent concowrir les cordes qui joignent les points de contact des
deux cercles cherchés avec chacun des trois cercles donnés.
- En effet, soient o, o, 0" (fig. 198) les centres des trois cer-
cles donnés; ¢ et ¢’ les centres des cercles cherchés; g, a', a”,
et b, ¥, b", les points de contact des cercles ¢ et ¢’ avec les
trois cercles o, ¢, o”. Menons les cordes ab, o'V, a"b", aad',
b%', et prolongeons les deux derniéres jusqu'a leur rencontre
en 8",

Lorsque I'on consideére les systémes formés des deux cer-
clesc et ¢’ et de I'un des cercles o, o'y 0", les trois cordes ah,
a’¥', a"b" sont des droites qui joignent denx centres de si-
militude, I'un direct, I'autre inverse; elles devront done
passer par le centre T de similitude inverse des cercles ¢
et ¢

Je dis maintenant que le point T est le centre radical des
trois cercles donnés. En effet, lorsqu'on associe successive-
ment les cercles c et ¢’ avec les deux cercles o et o'y les cor-
des aa’, 46" sont des droites qui passent par deux centres de
similitude inverse ; elles doivent donc passer par le centre
de similitude directe S” des deux cercles o eto. Qraeta,
bet ¥’ sont des points, deux i deux, antihomologues sur ces
deux cercles, puisque les decx rayons oa, ¢'a’ viennent con-
courir en ¢, et les deux rayonsob, ol en ¢’ : le point de ren-

contre T des cordes ab, a4’ appartient, par conséquent, &

I'axe radical des cercles o et o’ (63).

On prouve de méme que le point de renconire de ab et
a’é” estsur I'axe radical des cercles o et o™ - Je point d’in-
tersection T des trois droites ab, a'¥, a"b" n'est donc autre
que le centre radical des trois cercles donnés. Mais ce méme
point est en méme temps, d'aprés la premiére partie de la
démonstration, le centre de similitude inverse des deux cer-
cles c et ¢'; le premier théoréme est donc démontré.

2. L'aze de similitude divecte des trois cercles donnés est
Taze radical des deuzx cercles cherchés.

En effet, T étant le cenire de similitude inverse des cer-
cles ¢ et ¢', et les points a et 4, ainsi que les point a' et ¥,
étant antihomologues sur ces deux cercles (onle voit comme
Plus haut), les cordes aa’, b4’ se coupent sur l'axe radical.
Mais leur point de rencontre est justement le centre de simi-
litude directe S* des deus cercles o et o’; ce centre de simili-
tude se trouve donc sur I'axe radical des deux cercles c et ¢'.

On démontre qu'il en est de méme des centres de simili-
tude directe S'et S des cercles o ¢t ", o' et o" pris, deux A
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deux : doncl'axe de similitude directe des cercles 0,0 0
et I'axe radical des cercles ¢ et ¢’ se confondent.

3. La corde, qui passe par les points de contact d'un de
cercles donnés avec les deuz corcles cherchés, contient le pole a
laze de similitude divecte des trois cercles donnés, pris par rap
port d celui de ces trois cercles que Pon considére.

a et b étant, comme nous I'avons dit tout & 'heure, deu
points antihomologues qui sont situés sur les deux cercles
et ¢’ et sur un rayon vecteur partant de 'un de leurs centre
de similitude T, les tangentes en ces deux points doivent s
couper en d sur l'axe radical SS'S* des deux cercles ¢ et ¢
Mais les droites ad et &d étant tangentes au cercle o', e
méme temps qu'aux cercles ¢ et ¢, la corde ab est la polair
du point d, et doit, par conséquent, passer par le pole e de 1

droite S3'S", pris par rapport au cercle o.

On est maintenant conduit 4 la solution suivante :

Déterminez le centre radical T et I'aze de similitude direct,
SS'S" des trois cercles donnés ; prenez, par rapport @ chacw
deux, les poles e, ¢, ¢" de cet aze; puis menes les droites Te
Te', Te" qui coupent les trois cercles 0, 0, 0o en a, b, a’, Iy
a", b": le cercle qui passe par les trozs points a, a', a', et celu
qui passe par les trois autres points b, b’, b" seront les deu.
cercles demandés.

On trouverait de méme deux solutions qui correspon
draient & chaque axe de similitude inverse : le probléme
donc, en général, huit solutions.

Cas particuliers.

1. Ondonne deux cercles et une droite. — Un cercle et un
droite ont deux centres de similitude (67), il y aura donc
comme dans ie cas de trois cercles, quatre axesde simili
tude.

L'axe radical d'un cercle et d'une droite, étant cette droft
elle-méme (8), on aura le centre radical T par lintersectio
de la droite avec I'axe radical des deux cercles.



Maintenant le pole d'une droite, par rapport i une autre
droite, est un point a I'infini sur la premiére droite (28), et,
par suite, la droite qui joint ce point du centre radical T st
paralléle 4 la droite dounée, et méme est confondue avec
elle, puisque le point T lui appartient. On en conclut seule-
ment, ce qu’on savail d'avance, que les points de contact des
cercles cherchés avec la droite donnée sont sur cette droite;
mais on peut déterminer les poles de chaque axe de similj-
tud= par rapport aux deux cercles donués, et en tirant des
droites qui joignent ces poles au centre radical T, on connai-
tra les points de contact des cercles cherchés avec les deux
cercles donués, ce qui suffira évidemment pour que I'on
puisse acliever la construction.

Le probléme a, en général, huit solutions, puisqu'il y a
quatre axes de similitude. :

+. On donne un cercle et deuzx droites. — Les centres de si-
militude du cercle et des deux droites seront aux extré-
mités f, f, g. ¢’ des diamétres du cercle, perpendiculaires
aux deux droites. Il y aura donc encore quatre axss de si-
wilitude qui seront les quatre droites fy, f'g', fo'. gf"; les
centres de similitude des deux droites seront alors consi-
dérés comme étant & linfini sur les quatre droites précé-
dentes, ou placés 4 leur rencontre avec les droites données
(69). Le centre radical T sera d'ailleurs le point d'inter-
section des deux droites données (48).

Pour achever la construction relative 4 1'un des axes de
similitude, on prendra le pale de cet axe, par rapport au cer-
cle donné, et on tirera la droite qui joint ce péle au centre
radical : on obtiendra ainsi les deux points de contact a et &
de deux des cercles cherchés avec le cercle donné o. Tirant
alors les droites oa et oJ, et les prolongeant jusqu’a leur ren-
contre avec la bissectrice de l'un des angles des deux
droites, on aura les centres des cercles, et, par suite, leurs
rayons : les deux cercles sont donc déterminés.

A chacun des trois autres axes correspondent deux cer-

cles qu'on détermine de la méme mniére que les précédents,
et le probléme a encore, en général, huit solutions.

5. On donne deuz cercles et un point. — Les deux cercles
ont deux centres de similitude; wais, un point et un cercle
n'ayant qu'un seul centre de similitude (65), il n’y aura que
deux axes de similitude, et, par suite, seulement quatre so-
lutions, qu'on trouvera comme dans les cas précédents.

4. On donne un cercle, une droite et un point. — Les cenires
de similitude d'un point et d'un cercle ou d’une droite étant
confondus avec ce point lui-méme, il n’y a que deux axes de
simililude, et, par suite, quatre solutions seulement. Qn
w'aura d'ailleurs 4 prendre que les poles des deux axes de
similitude par rapport au cercle et au point; ce qui suffira
pour déterminer les cercles demandés.

3. Cn cercle et deux points. — Les centres de similitude
d’un point et d'un cercle se réduisent a ce point lui-méme;
il 0’y a donc qu'un seul axe de similitude qui est la droite
Joignant les deux points donnés, et le probléme n'a plus que
deux solutions qu'on trsuve encore comme précédemment.

Il ne reste plus a considérer que les
!es données, ne figure aucun cercle; mais ces cas échappent
a la méthode, eton les traite directement sans difficulté.

les quatre cas ou, parmi *
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E. Rouché et C. de Comberousse
Traité de géométrie

huitiéme édition, Paris, 1912.

Scolie - 263.
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243. La détermination d'un cerclo O asircint i trois conditions prises
parmi celles qui consistent 4 passer par un point donné, ou & toucher
uno droite ou un cercle donné, répond i dix problémes qu'on pout dé-

signer par les symboles

PP (1 sol.), PDD (a sul.), DDC (8 sol.),
DDD (4 sol.), PCD (4 sol.), DCC (8 sol.),
PPD (2 sol.), PCC (4 sol.), CCC (8 sol.),
PPC (3 sol.),

en représentant un point par P, uue droite par D, un corcle par C.
Nous avons indiqué, 4 cdté de chaquo symbole, le nombre des solu-
tions dont le probleme correspondant est susceplible.

La résolution do ces dix problémes offre un excmple remarquable do
la méthode des substitutions successives.

Les probli:mes de la premiere colonne ont ¢é1é déja résolus (134, 161,
262); on a vu d'ailleurs (262) que les deux derniers s¢ ramenaient au
premier PPE. — Indiquons ici, en passant, unc nouvelle solution du pro-
bleme PPD, qui w'exige que la connaissance du Livre . — P et ¥ dé-
signant les deux points dounds, et Py le symélrique des I par vapport &
la droite dounée D, il est aisé do constater que la druite PPy est vuo
des deux points do contact cherchés sous des angles qui sonl respecti-
vomont égaux aux angles des doux droites D el PP, 11 suffit done, pour
avoir. ces points de contact, do décrire sur PP, un segment capable de
Pun de cos angles, ct de marquer les intersections de la droito D et du
cerclo ainsi obtenu.

Le premier probleme PDD de la deuxicme colonne s¢ raméne & PP,
en observant que la circonférence cherchée doit contenir lo symétriquo
du point donné par rapport & la bissectrice de I'angle que forment les
droiles données et qui renfermo lo point donné. — Lo probleme PCC se
raméne a PPC; car on connait (261) le centre de similitude S des deux
cercles donnés et la puissance de ce point par rapport au cercle cher-
ché 0. On peut donc déterminer le second point d'intersection de la
droite PS et du cercle inconnu O. — Le probléme PCD se ranéne do la
méme manidre (261) 2 PPD ou d PPC.

Enfin, les problemes de la troisi¢me colonne se raménent respeclive-
ment & ceux qui sont placés vis-d-vis dans la deuxiémo colonne. La
marche & suivre reste la mémo pour tous les trois : c'est la méthode
de translation (171). Ainsi, pour le probleme DDC, on rewmarguera que,
si le rayon du cercle cherché augmentait ou diminuait du rayon R du
cercle donné, le nouveau cercle inconnu passerait par lo coutro du
cercle donn et toucherait les droites données déplacées parallélement
a elles-mémes d'une quantité égale @ R. — Do méme, s'il s'agit du pro-
bleme DCC, un remplacera le plus grand des deux cercles donnés par
un cercle ayant pour rayon (suivant la nature des contacts) la somme
ou la dilférence des rayons do ces deux cercles, et l'on déplacera la
droite donnée parallélement a elle-méme d'une quantité ¢gule au rayon

du plus petit des deux cercles. — Enfin, pour le probléme CCC, oz
substituera aux deux plus grands cercles des circonférences concen-
triques dont les rayons différoront des leurs d’une quantilé égale au
rayon du plus petit des trois corcles donnés.
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Résumé :

Dans le livre VII de La collection mathématique, Pappus présente le
Traité des contacts, ouvrage perdu d’Apollonius, dont le dernier probleme, celui
de tracer un cercle tangent a trois cercles donnés, est considéré comme le plus
difficile.

Viete, a la fin du XVI° siecle, est le premier mathématicien européen a
résoudre ce probléeme, dans son essai de reconstitution du traité des contacts,
I’Apollonius Gallus, ignorant, fort probablement, les travaux des mathématiciens
arabes des X° et XI° siecles.

Durant les XVII° et XVIII° siécles, de nombreux essais de résolution vont se
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