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PREAMBULE

Nous vous proposons au travers d’une série de petits cahiers quelques
promenades historiques au fil des mathématiques.

Nous nous adressons autant aux éléves qu’aux professeurs ; chacun, nous
I’espérons, pourra y trouver son compte.

Pour cela, nous avons choisi un langage simple et vous trouverez au long des
pages des activités expérimentées avec nos éleves. Ces activités permettent soit
d’introduire une notion du programme, soit de la prolonger, soit aussi d’acquérir une
“culture mathématique”.

Les mathématiques ne se sont pas faites en un jour ; elles ont une histoire pleine
de bonds et de rebonds ; en lisant cette histoire, I’éléve comprendra que ses difficultés
furent peut-étre aussi celles des plus grands mathématiciens ; il découvrira comment
certaines notions ont évolué et pourquoi ; il fera des mathématiques autrement.

Nous appuierons ces promenades sur la lecture de textes originaux en proposant,
lorsque cela semble nécessaire pour la compréhension, des traductions en termes plus
modernes.

Nous indiquerons le ou les niveaux d’accessibilité, et les prérequis, le cas échéant.
Mais nous avons pris le parti de ne privilégier aucun niveau, du college au lycée, en
passant par le lycée professionnel.

Nous vous souhaitons d’agréables promenades mathématiques. Le réve est peut-
étre au bout du chemin.

Ce fascicule s’adresse plutdt a des éleves de 1ere ou Terminale.

Néanmoins, on pourra trouver dans les chapitres I, IV,V, des exercices concernant
les négatifs et les équations, abordables en fin de college et en 2nde.

Anne BOYE - Marie-Cécile COMAIRAS - Madeleine HERBET - Xavier LEFORT -
Pierre MERCIER - Marc PEANO.






Ces idées sont trés élémentaires; néammoins il n'est pas si aisé
qu'il pourrait le paraitre d'abord de les établir d'une maniére bien
lumineuse, et d'yv donner cette généralité que demande leur
application aux calculs. On ne peut d'ailleurs douter de la difficulté
du sujet, si [l'on réfléchit que les sciences exactes avaient €éré
cultivées pendant un grand nombre de siécles, et qu'elles avaient
fait de grand progrés avant qu'on eiit acquis les véritables notions
des quantités négatives, et qu'on eit congcu la maniére générale de

les employer.

Argand, Essai sur une maniére de
représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques,
1806.
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Vers 1450 Ibn Razen qui vient d'on ne sait ou, peut-éire du Maghreb,
chemine avec Olivier du cété de Quéribus ou de Peyrepertuse. Il est médecin,
mathématicien,  géographe...La  conversation  avec  Olivier porte sur Al-
Qalasadi, Averroes!..Il est l'otage d'Olivier; il vont bientdét se découvrir amis,
liées par un formidable secret mathématique, une révolte et un étonnement
partagés.

Dans le donjon du chdteau de Quéribus, ils ont découvert un manuscrit:
Compendi del arte del algorisme

Le probleme produit cinq équations et les phrases étirent leurs calculs
"Stempre sta eguale
Al cubo delle cose netto
Quando che'l cubo restasse lui solo,
Tu osserverai...”

Mais soudain, Ibn Razen se redresse, s'immobilise un instant, surpris,
inquiet, son regard s'absente derriére ses paupiéres a demi fermées, puis sa
main tourne rapidement les dernieres feuilles. II se penche, son doigt s'est
arrété sur les dernieres lignes du manuscrit et les frappe a petits coups
redoublés. Ici le texte donne wune des solutions du probléme et c'est le

3 L . . . .
nombre? _IOI' Puis il dit quelques mots, rapides et coléreux, revient en

arriere dans sa lecture, cherche ici et 14 au hasard des feuilles, troublé dans
sa tranquille certitude, presque fébrile.

Olivier a rejoint son étonnement:

-La solution est -10‘3? Cela n'existe pas-, dit Olivier, avec timidité. Mais
dans 1'éblouissement de cette nuit, n'est-il pas prét a accepter toutes les
étrangetés?

-Cela n'existe pas!-, crie Ibn Razen, farouche. Cette quantité 1a est au-
dessous de rien, elle n'a pas de réalité ni de respiration dans le monde des
choses! Mais plus que sa présence méme au bout du calcul, ce qui I'étonne,
c'est l'accueil sans réserve que le mathématicien provengal lui fait. Qui donc
était celui 1a? Un marchand lombard? Mais non, ce sont gens qui n'acceptent
que des espéces bien sonnantes. Un juif peut-étre, a l'affit de quelque secret
insensé de la Kabbale? Ou peut-étre? Oui, c'est peut-étre tout simplement u n
copiste de couvent qui s'est perdu dans la réécriture du manuscrit? Ibn Razen
se force au calme, reprend sa lecture, vérifie, vérifie encore. En vain. La

. 3 . oy .
solution est -104—. Et pas la moindre réticence. Aucune remarque, aucune mise

en garde, les calculs vont leur chemin d'habitudes et la main n'a pas
trébuché au dernier moment. Peut-étre... Est-ce qu'Olivier est sir que c'est la
le dernier feuillet? N'a-t-il pas égaré... mais non, il relit lentement la fin du
texte, le récit s'achéve avec netteté, un trait est tracé, une arabesque rouge,
comme une signature. L'histoire est fermée, sans hésitation. Ibn Razen en
prend son parti, il fait quelques pas dans la salle, il sourit vaguement, comme
détaché, amusé.
"Comment peser un moins que rien?" dit-il.

1 Averroes (1126-1198), nom latin de Ibn Rushd, médecin, mathématicien et
juriste arabe, surtout connu comme commentateur d'Aristote..

Zsignifie -10,75




"-10! crie lbn Razen, si je dis que tu m'as donné -10 écus, cela veut dire
simplement que tu m'as o6té dix écus!”

Olivier pense a la rangon qu'il n'exigera pas, et a ce qu'il faudra
inventer pour ses hommes.

"Cela est absurde! Je regarde autour de moi, les choses, tes livres, tes
chiens; au dehors tes hommes et les pierres du chateau. Plus loin, en Espagne,
je vais dans les marchés, les boutiques les ports, ou l'on vend, ou l'on mesure,
ou l'on compte, ou l'on construit. Je vois les hommes qui arpentent les
terrains, et ceux qui fabriquent moulins et norias. Je vais dans nos écoles, la
ou j'ai appris, la ou d'autres apprennent encore davantage. Je léve les yeux
pour dénombrer les étoiles du ciel et lire leur géométrie. Tout ce que je sais
du monde, tout, et sur les travaux de nos maitres, me crie que ce résultat est
absurde!"

Jacques Bonnet, La folie de Jérome Cardan, Les presses du languedoc, 1991.

Une équation peut-elle avoir une solution négative?

Les mathématiciens de la Renaissance européenne
n'entrevoient méme pas cette possibilité qui n'aurait aucun sens. Ils
sont comme notre Ibn Razen de I'histoire.

Résoudre une équation c'est chercher une "chose" qui égale un
nombre... Le nombre est positif"par essence"; une chose c'est une
ligne, un poids... on peut l'exhiber, la construire.

Pouvez vous construire quelque chose de négatif?

Les fractions, les racines... méme les racines, ces fameux
nombres sourds, peuvent se construire, mais le négatif?

Exercice:

Nous supposons que AB vaut 1. Construire3 une ligne CD qui

2
vaut 3, puis une ligne EF qui vaut 1,75 (qui serait écrite en général

- 3 : ; .
au moment de notre histoire Iy, pourquoi?); construire ensuite une

ligne GH qui vaut 1 3.

3"construire” signifie avec une régle non graduée et un compas.




Eléments de corrigé

1)

(AP) est une droite quelconque passant par A;
AK=KN=NP
On joint PB; on construit le parallélogramme NPBIJ.
(NM) est donc parallele a (PB) et d'apres le théoreme de

2
Thalés: AM=3—AB.

2
Donc si AB=1 alors AM=§‘.

2)C'est seulement en 1585 que la notation des nombres en écriture
décimale (1,75) fut inventée par Simon Stévin. Au XV° siecle, 1,75

. 3
se notait 14—.
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S'inspirer de la construction précédente.

3)
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AG vaut 3, AH vaut 2, HG vaut \/—1_3 d'apres le théoreme de
Pythagore.
Pour construire AH, on peut utiliser la construction d'une
meédiatrice.




Pour tous les mathématiciens de cette é€poque, 1'équation que
nous écrivons x+5=3 n'a pas de solution; on le sait a I'avance,
puisqu'il serait stupide de chercher quelque chose qui ajouté a 5
donne 3.

Mais si vous voulez résoudre une équation du second degré,
par exemple, il est plus difficile de savoir a l'avance sil y a des
solutions "non absurdes"; a fortiori si vous vous aventurez dans le
troisitme ou le quatriéme degrét.

Ce sont ces chemins risqués dans lesquels vont s'engager nos
mathématiciens. Nous verrons qu'ils auront des inventions
extraordinaires, impensables...Et pourtant, le négatif reste une
barriére difficilement franchissable.

Attachons nous pour commencer au simple second degré. Les
mathématiciens arabes l'ont particuliérement bien étudié. D'Al-
Kwarismi jusqu'a Al-Qalasadi, ils en ont donné toutes les regles.

Il y a trois sortes d'équations du second degré a trois termes:
1) Un carré et des racines sont égaux a un nombre
2)Un carré et un nombre sont égaux a des racines
3)Un nombre et des racines sont égaux a un carré

Cequi s'écrit actuellement:

x2+mx=a

x2 +a=mx

mx +a=x2
Question: Ecririez vous tous ces types d'équations? Pourquoi les
mathématiciens arabes ou de la Renaissance européenne
distinguent-ils ces cas? Pourquoi s'arrétent-ils 1a? Auraient-ils pu
écrire d'autres équations du second degré?

4Une équation du second degré serait par exemple:x2+2x-4=0, du troisieme
degré: 2x3-x2+2x-3=0, du quatrieme degré: x4+2x-6=0 etc...




Eléments de corrigé:

Nous n'avons qu'un seul type pour ces trois équations:
x2+mx+a=0, en supposant que m et a peuvent &tre
négatifs ou positifs.
A 1'époque que nous considérons, les coefficients’ négatifs
sont évités, et par ailleurs on ne peut considérer que quelque chose
soit égal a rien; le second membre de 1'égalité ne peut étre O.

x2-2x+3=0 s'écrirait x2+3=2x.

Il y a des équations du second degré a deux termes, comme:
x2-2x=0 (ou x2=2x)
x2-5=0 (ou x2=5)

Ces équations se raménent a des équations du premier degré.

SCe terme de coefficient est abusif, car 1'écriture algébrique n'est pas encore
établie et en est a ses balbutiements; c'est Viéte qui inventera le mot
coefficient.



Voici un petit poéme de Luca Pacioli (ou Luca di Borgo)(1445-
1517).

Si res et census numero coequantur, a rebus
Dimidio sumpto, censum producere debes,
addere numero, cujus a radire totiens,
Tolle semis rerum, census latusque redibit.

"Portrait du moine franciscain Luca Pacioli, humaniste et mathématicien”, par Jacopo de Barbari

Et si cum rebus drachmae quadrato pares sint,
Adde, sicut primo, numerum producto quadrato
E rebus mediis, hujusque radice recepta,

Si rebus mediis addes, census patefiet.

At si cum numero radices census equabit,
Drachmas a quadrato deme rei medietatis,
Hujus quod superir radicem adde trahere
A rebus mediis, sic census costa notescet.

(Cité dans Montucla, Histoire des mathématiques, tome I,p.590,Paris, 1758, réed.

Blanchard, )

Nous pourrions traduire ansi la premiére strophe:



Si les choses et le cens® égalent un nombre, tu dois former le
cens de la moitié des choses et l'ajouter au nombre; alors de 1Ila
racine carrée du tout enléve la moitié de la chose, et il reste le coOté
du cens.

Voici l'interprétation que fait Montucla de ce texte:

"Si l'on a: x2+mx=a, il faut prendre la moitié du coefficient m (des
choses), en faire le carré et l'ajouter a a. Ensuite ayant tiré la racine
de cette somme, en Oter la moitié du coefficient m; le restant sera,
disaient les algébristes de ce temps, la valeur cherchée.”

Exercice:
Avec la méthode de Luca Pacioli, expliquée par Montucla,

résoudre 1'équation:

x2 +x=2.

Luca Pacioli trouve une solution, positive. Nous arréterions
nous la?

Aide: Pour ceux qui n'ont pas encore une grande habitude du
second degré:

1,9
vérifier que: x2+x—2=(x+2—)2—4— et achever la résolution de

I'équation proposée.

6Le cens signifie en fait le carré; nous préférons a l'instar de traducteurs
éminents garder le mot cens qui garde une connotation "matérielle”, plus
qu'algébrique.




Luca Pacioli, Summa de arithmetica, premiére édition Venise 1494,
(Histoire des mathématiques, Collette, éditions du renouveau pédagogique,

Québec,1973.)
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Eléments de corrigé:
Méthode de Luca Pacioli:

x2 +x=2
m 1 m:> 1
m=1 2 72 () =%
m 2 1 9
a=2 (2—) +a=4—+2 =71
m , 3
(3’) ta=5
R m 2 1.,
2 2 2 2
x=1

Méthode "moderne":

a) on vérifie que 1 est solution.

x?+x-2=0 admet deux racines 1 et x' dont le produit est -2,
donc x'=-2.

Les solutions sont donc let -2. (La deuxie¢me solution n'est pas
acceptable pour Luca Pacioli.).

b) ou bien: x*+x-2 admet pour discriminant 1+8=9.

Les deux solutions de 1'équation proposée sont donc:

13 L _-l+3

X'="5 = 2 et x" = 5 =
c) ou bien:

2 2 1.2 A
X< +x=2 & x<+x-2=0 et x2+x—2:(x+2—) 1 = (x-1)(x+2), donc 1'équation

proposée admet pour solutions 1 et -2.

Remarque:
Les formules "modernes" pour résoudre x2+mx-a=0 donnent:

' —m—\j 2+4a m m~
x= - 2 VN 4
-m+\]m +4a m
x"= =" + a, et cette solution est celle

donnée par Luca Pacioli, sans demonstratlon.




Luca Pacioli donne les régles sans les justifier. Cette manicre
de procéder est commune a I'époque.

En fait pour les mathématiciens de la renaissance, les regles
de résolution des équations du second degré sont parfaitement
connues et justifiées par des "démonstrations” de géométrie, de
style euclidien, héritées des mathématiciens arabes.

Résoudre  1'équation x2+x=2 demande de connaitre la

résolution des équations de type: x2 +mx=a.

(x+’n'1—)2=x2 +mx+('m_)2
2 2

d 24+ ient a:( +m)2 +(m)2 1 l‘
onc Xx mx=a Trevien ax(x+ 1) =a+( 4, |
2 2 | i ] all
«
J g AL
'g 7: 'z
s/ |
1\ </ i
R R J J

m
Le grand carré vaut a+(5‘)2.

L, m m »
Ce carre a pour cote X+E_ ou encore \,a+(_2‘) . donc

m

m
X= a+(5') —7.

m » 9
Dans notre exemple: m=1, a=2, a+(2_)“:;1‘.

9

Le grand carré vaut ry

4/7_ A
— /’%

,pl

Gw

Donc x=1

— . —
.

S~

Ici il ne peut y avoir qu'une solution, positive.
Pour certaines équations cependant, les mathématiciens
savent qu'il peut y avoir deux solutions (positives); c'est le cas pour

les équations du type: x2 +a=mx.
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Premiére page du manuscrit Oxford Hunt 214, f 1l.a de l'oeuvre d'Al Khwarizmi.
(M:A.T.H. tome 2, IREM Paris VII, 1990.)
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Un exemple:

"Un carré et vingt et un en nombre|x2+21=10x X2 +a=mx
sont égaux a dix racines”
"Divise en deux les racines, ce qui|10:2=5
donne 5.

Multiplie 5 par lui-méme, tu obtiens
25, 5x5=25

Retire les 21 ajoutés au carré, il reste
4. 25-21=4

Va=2

Retire la de la moitié de la racine,|5-2=3
c'est-a-dire 5, 1l reste 3.

C'est la racine du carré que tu
cherches et le carré est 9. x=3; x2=9

Extrais la racine, cela donne 2.

Si tu le désires, ajoute cela,(2), a la
moitié de la racine. 542=7

Ce qui donne 7, racine du carré que|x=7; x2=49.
tu cherches, et dont le carré est 49.

Si tu rencontres un probléeme qui se
raméne a ce cas, examine sa justesse
a l'aide de l'addition; si tu ne le peux
pas, tu obtiendras certainement (la
solution) a l'aide de la soustraction.

Parmi les trois cas, c'est le seul oufSeule 1'équation x2+a=mx (a>0 et m>0)
I'on se serve de l'addition et de la|admet, si elle en a, deux solutions

soustraction. positives.
Sache en outre que si tu divises en m 2
deux la racine, que tu la multiplies|Si 7 alors le probléme est
par elle-méme, et que le produit soit]|. )
. ] 7 . i impossible.
plus petit que les dirhams’ ajoutés au 2
carré, alors le probleme est| .. M m
. . ) . B S1 = a, alors x=
impossible. Mais s'il est égal aux 4 2

dirhams, la racine du carré est égale
a la moitié de la racine sans qu'on
ajoute quoi que ce soit."

Al-Kwarismi (780-850), Traduction de Rosen, Londres 1831.

Exercice:

Résoudre par ce moyen I'équation:

x2+40=14x, dont Fibonacci® (1175-1250) a donné deux
solutions.

7Les dirhams désignent les nombres connus.

8Fibonacci, ou Leonard de Pise, est considéré comme le premier
mathématicien de l'occident chrétien. I1 est l'auteur en particulier du Liber
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Eléments de corrigé:
x2+40=14x
a=40 (les dirhams)
m=14 (les racines)
m
On divise en deux les racines:‘i‘=7.
m m
Tx7=49 o X5
272
m2
49-40=9 - a
4
o3 m”
= 4 @
7-3=4
4 mAfm
X= X=5"- 4 2
ou
7+3=10
m m’
x=10 x=3‘+ 4 2
Vérification:
4°+40=14x4 donc 4 est bien solution de 1'équation proposée.
1 0°+40=14x10 donc 10 est aussi solution de 1'équation
proposée.
Abaci, ou l'on trouve "la suite de fibonacci”,
d'équations trés en

avance sur

son époque.

14

mais aussi des résolutions




Nous pourrions dire que cette résolution s'appuie sur la

remarque suivante:
2
m

Si l'on cherche un nombre dont le carré est T—a

2

.ol . m g ; ; ST
(si bien siir 4—-a>o, sinon le probléme est impossible), il s'en trouve

m
deux: ——a et -

I1 est admis déja couramment a la Renaissance que:

Si A2=B alors (-A)2=B, car la regle des signes a déja fait son
apparition, méme si elle ne se manie encore qu'imparfaitement.

Nous revenons ainsi au négatif; si l'on manie la regle des
signes, c'est que l'on sait utiliser le négatif!

Oui, certes, dans les calculs; mais trouver une solution
négative, cela a-t-il un sens? A vrai dire on ne s'en préoccupe pas,
on n'écrit pas de solution négative.

Nicolas Chuquet(XV®s) utilise les nombres négatifs dans son
"Triparty en la science des nombres”, écrit en 1484, mais qui ne
sera imprimé qu'en 1881.

(Folio 35 verso). — « lon doit savoir que qui adiouste ou soustrait 0 avec
aulcun nombre laddicion ou soustraction ne augmente ne diminue Et qui
adiouste ung moins avec ung autre nombre ou qui dicellui le soustrayt laddi-
cion se diminue et la soustraction croist ainsi comme qui adiouste moins 4
avec 10 laddicion monte 6 Et qui de 10 en soustrait moins 4 Il reste 14 Et
quant lon dit moins 4 cest comme si une personne navoit rien et quil deust
encores 4 Et quant on dit O cest rien simplement » folio 66 v.

« Plus et Plus moins et moins adioustons plus et moins soustrayons ».

(Folios 84 verso, 85 recto). — « lon doit s¢avoir que moins et plus se ont
lung envers laultre ainsi comme privacion et habit ou comme debte et avoir
dont 0 est disposicion commune precedente lung et laultre comme de moins
12p qui se peult ainsi mettre 0 moins 12 cest a entendre que se une personne
avait 0 / 12p Il nauroit riens si devroit encores oujtre et par dessus 12p Et sil
avoit 0 p 12p 11 auroit 12p oultre et pardessus 0. Et ainsi fault entendre de
tous aultres nombres. » .

Essai de traduction:

"L'on doit savoir que, qui ajoute ou soustrait 0 avec un
nombre quelconque, l'addition ou soustraction n'augmente ni ne
diminue. et qui ajoute un moins avec un autre nombre ou qui de
celui-ci le soustrait, l'addition diminue et la soustraction croit; ainsi
comme qui ajoute moins 4 avec 10, l'addition monte 6 et qui de 10
soustrait moins 4, il reste 14. Et quand l'on dit moins 4 c'est comme
si. une personne n'avait rien et qu'il diit encore 4. Et quand on dit 0
c'est rien simplement."

"Plus et plus, moins et moins, ajoutons plus et moins
soustrayons."”

"L'on doit savoir que moins et plus sont Il'un envers l'autre
comme privation et possession ou comme dette et avoir dont 0 est

15



disposition commune précédent l'un et l'autre comme de moins 12p
qui se peut mettre Omoins 12; c'est 4 entendre que si une personne
avait Om12p%, elle n'aurait rien et devrait encore outre et par-
dessus 12p. Et s'il avait 0'}‘)’12p, il aurait 12p outre et par-dessus O.
Et ainsi faut-il entendre de tout autre nombre."

Exercice:
Voici un autre extrait de "Triparty en la science des nombres":

(Folio 159 r.). — « Ung revendeur a achette tant de pommes qui luy
coustent tant dargent que si les revend 3 au denier Il gangne 15 ds Et si les
revend 4 au denier Il gangne 14 ds Assavoir moult quantes pommes Il a achettees
et aussy quelles luy ont couste Response 12 pommes o 7 11 deniers. \

« Cest-2-dire que cellui revendeur les a achetees et luy ont este baillees
en telle maniere que si les revend cellui de qui Il les a achettees luy donne
11 ds qui luy devoit et aussi les pomumes. Qui vault autant a dire que celui
revendeur les a achettees dung a qui il devoit 11 ds lequel luy a dit Je vous
donne les 11 ds que vous me devez et aussi ces 12 pommes pourveu que les
revendez au pris dessus ditz. »

Nous pourrions en donner la traduction suivante:

"un revendeur a acheté une certaine quantité de pommes
pour une somme telle que s'il les revendait 1 denier les 3 pommes,
i1 gagnerait 15 deniers; et s'il les revendait 1 denier les 4 pommes,
il gagnerait 14 deniers.

L'on voudrait’ savoir combien de pommes il a achetées et ce
qu'elles lui ont cofité. Réponse 12 pommes et Omll deniers.

C'est a4 dire que ce revendeur les a achetées de telle sorte que
s'il les revend, celui auquel il les a achetées lui donne 11 deniers et
aussi les pommes. Ce qui veut dire aussi que le revendeur les a
achetées a quelqu'un a qui il devait 11 deniers, et celui-ci lui a dit:
je vous donne les 11 deniers que vous me devez et aussi ces 12
pommes, pourvu que vous les revendiez au prix ci-dessus”.

Question: Appeler x le nombre de pommes demandé et y ce
qu'elles ont coiité au revendeur. Retrouver alors les solutions
roposées par N.Chuquet. Que pensez vous de son interprétation?

9Notons l'emploi de p et m pour plus et moins, début timide d'emploi de
symboles.

16



Boutique de marchands au XV° siecle. Miniature du manuscrit de J. LeGrant, Le livre des
bonnes moeurs. Reproduite d'apres; Eléments d'histoire des sciences, pl97, sous la
direction de Michel Serres. Bordas, Paris 1989.
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Eléments de corrigé:
S'il vend les pommes 1 denier les 3, le prix total de la vente

X X
sera 335 le bénéfice sera donc 3y

X
Nous obtenons donc une premiere équation: 3_—y=15.

S'il vend les pommes 1 denier les 4, le prix total de la vente
X

X
serag; le bénéfice sera donc4——y.

X
Nous obtenons donc une deuxiéme équation: 4—-y=14.
X
Il s'agit donc de résoudre le systéme 3——y=15

X v=14
47 Y=

Il est facile de vérifier que la solution de ce systéme est
donnée par: x=12 et y=-11.

L'interprétation de Chuquet est astucieuse. Il n'est pas certain
que nous ayions donné la méme. Nous aurions auparavant défini les
ensembles  d'appartenance de x et 'y , qui auraient été
respectivement N et Q% Et sans doute nous n'aurions pas accepté la
solution proposée.

Nous ne faisons pas ici de commentaire sur les notations
algébriques, qui mériteraient un fascicule a elles seules. N.Chuquet
est trés moderne sur ce point pour 1'écriture des équations; il

écrivait par exemple 12?)31egaulx a 42 pour 12+3x=4x2.
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Nous remarquons que dans ce texte Nicolas Chuquet donne les
solutions négatives d'un probléme; pourtant il ne donnera, semble-
t-il, jamais les solutions négatives d'une équation du second degré.

En fait il s'agit ici d'un probléme concret , qui a trait a I'argent
et au commerce. Une solution négative s'interpréte "naturellement”
comme une dette.

Om1lldeniers n'est pas un nombre négatif, mais une quantité
négative; cette différence a une longue histoire dont nous
reparlerons dans les chapitres suivants.

Dans une équation "purement" mathématique, une solution est
un nombre, représentable par une ligne géométrique, par exemple
le c6té d'un carré, et il y a une impossibilité, dans ces conditions, de
considérer un nombre négatif.
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Une page du Tryparty de Nicolas Chuquet, 1484
( Mathématiques et mathématiciens, Dedron et Itard, Magnard, paris, 1959.)
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L'historien des mathématiques J.F.Montucla raconte que ce
serait le fameux Cardan qui le premier aurait donné des solutions
négatives pour une équation.

Cardan est encore le premier qui ait apergu la multiplicité des valeurs
de l'inconnue dans les équations, et leur distinction en positives et négatives.
Cette découverte qui, avec une autre de Vietel 0, est le fondement de toutes
celles d'Harriot! 1 et Descartes sur I'analyse des équations, cette découverte,
dis je, est clairement contenue dans son Ars Magna. Dés l'article troisiéme il
observe que la racine d'un carré est également plus ou moins le coté de ce
carré, et dans l'article 7 il propose une équation qui, réduite a notre langage,
serait x2+4x=21, et il remarque que la valeur de x est également +3o0u-7, et
qu'en changeant le signe du second terme, elle devient -3ou+7. Ces racines
négatives, il les nomme feintes! 2. Cardan redressera en cela l'erreur de

Pacioli, qui n'ayant fait aucune mention de ces racines négatives, semble ne
les avoir pas remarquées.

"HIERONYMI CAR
D.-\N»l‘. PRI’EST.{.\’T!SSHH MATHE.

S MATICH, PMILOSA2 NI AC sMeDICH,

ARTIS MAGN A,
© SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qe X touus operie de Anthmena, quod.
OPVS PERFECT VM
k;[mptk;ﬁ&xordng«x’mus.

“J Abesintioc kbro. ftudaok Ledtor Regulas Algebraicas £ Trak, dels Cof

-4 3 pocans } pouls ad baas .ac 3 ftratimibes 3b ita
W‘ propaucubs antes aulio tris jam Kpatagmea cuafering. Nes
5 [, ubx 08 MImCTOs 2 leeri, aut dhan ume urrum enam b duo dovhus,
3ur trevuni (quiles Rxcrint,nodum exphoan:, Hune adt bbrumsdea fe.es
& edese placuican hoc abloradils N plané mexhaulra toous Arithawti
&z thelauroin lucem' enwro, & yaafi m thearre cuondsm ommrhas ad fivdtan
domiexpofito, Lectores incearener.ut ret = on Oaeris Veriedt lebro, g per
.- “[:mdanu,umu aunbug amplestanour,an manore lalisdio perdil ant.

Page de titre de L'Ars Magna, avec un portrait de Cardan, 1545.
( Mathématiques et mathématiciens, Dedron et Itard, Magnard, Paris, 1959.)

10yjste découvrira entre autres les fonctions symétriques des racines.

11 Thomas Harriot,(1560-1621) mathématicien anglais qui a en particulier
introduit des notations simples en algébre.

12Notons que Libri, dans son histoire des mathématiques en Italie, (Paris
1838-1841) écrit:"Cardan appelle moins pures les racines négatives".(Cité par

J.Itard, matériaux pour I'histoire des nombre complexes, brochure APMEP,
1969).
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J.F.Montucla cite 1'équation x2+4x=21.
En reprenant la méthode de Luca Pacioli, et en ajoutant qu'un
nombre positif est le carré de deux nombres opposés, retrouver les

solutions de Cardan.
Les solutions négatives ont-elles malgré tout un sens pour

Cardan?
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Eléments de corrigé:

x2+4x=21 est du type x2 +mx=a
_rB___z ﬁ2_4
22 )=
m
(2—)2+a=21+4=25
Deux "nombres" ont pour carré 25.

4/22 _ 4[£z
(2)—a—5et— (2 -a =-5

Les solutions sont donc x=5-2=3 et x=-5-2=-7.
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Un autre grand mathématicien dont le nom restera attaché a
celui de Cardan, nous verrons pourquoi par la suite, Rafael Bombelli
(1526-1573) va sortir du support géométrique et matériel pour
résoudre les équations. Il donne des algorithmes, et invente Ila
forme canonique. Ses démonstrations sont purement algébriques.Il
s'arréte cependant au seuil de la solution négative; car, le "nombre
négatif isolé" n'a pas de sens.

Voici l'exemple de 1'équation x2+6x=16 traité par Bombelli.
(Traduction de I'IREM de Rennes)

"]2p.61 eguali al6.

Opérez comme il a été montré plus haut, quand on dit de prendre la
racine carrée de l'inconnue et de ses puissances; alors, étant pris la moitié du

N

coefficient de l'inconnue, qui est 3, et l'ajoutant a la racine de la puissance,
qui est 11p.3, dont le carré est 12p.61p.9. Nous, nous voulons lzp.6l,mais en

ajoutant 9 a la fois aux deux parties, on aura 12p.1]p.9 égal a 25. Alors en

2p.61p.9, qui est llp.3, et ceci étant égal a la racine de

25, qui est 5, alors le 3 étant 6té de chacune des parties , il restera 2 égal a 11,

et l'inconnue vaudra 2".

prenant la racine de 1

la classification des équations du second degré n'a pas changé;
il y a trois chapitres:

"di Potenze e Tanti eguale a numero”

"di tanti e numero eguale a Potenza"

"di Potenze e numero eguale a Tanti"
Ce qui s'écrit actuellement:

(ax2 +bx=c)

(bx+c=ax2)

(ax2+c=bx)

Résolution pour le type 1:

"Le premier (mode) est celui-ci. Divise chaque chose par la quantité de
la puissance; puis prends la moitié de "l'autant que" et son carré ajoute le au
nombre; de la somme prend le coté et du coOté retranche la moitié de "l'autant

que". Il restera la valeur de "l'autant que".13

R Bombelli, Algebra, Bologne 1579, traduction proposée dans "€quations
du second degré", IREM de Toulouse.

ax2 +bx=c

x2 =
a  a

b

24 (23)( )

131e mot Tanti a été traduit dans le premier texte par "linconnue", et dans le
deuxiéme texte par "l'autant que"; il s'agit de la méme chose.
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b c
On prend le nombre dont le carré est ( ) +;

b
On retranche '2"; a ce nombre.
C'est x.

A un moment donné Bombelli note qu'il y a "deux c6tés" pour

2 C
( ) +—, c'est 3 dire deux nombres qui ont le méme carré: (

b 2 ¢ s . " " .
et - (Z) D il y a donc parfois deux"autant que" possibles.

Ceci peut arriver en particulier dans le type 3.

Voici la résolution qu'il propose pour ce type sur l'exemple
x2 +12=8x:

mggater 1\ p 1228 0" soit xZ+ 1z = 8x.

lorsqu'il arrive par la réduction 2 :
2
1 d m 0?f egat a4 (x - 4)

il notera aprés avoir résolu :

1 J me sggaraz x-4=2

10 sgat 2 6
que

"ge cotE de 1 \Em 8 p 16

o ax e 16 =" (x4
peut aussi ethe 4 m 1/ dont \/x 8x + 16 (x-4)

Le cand est aussd car

1 \zjm 8 \,/ p 16. Nous aurons (4—.\')2 = (x--'ﬂ2 = x2 - 8x + 16
atons 4 m 1\ sgataz ce Ainsi

qui en enfevant Le moins donne 4 - x=2

segata 1 \Up 2 ' ] a=xe2

Et Le "tant que" vaudra 2". X =2

Bombelli signale aussi que dans ce cas, parfois il y a des
impossibilités, car il faudrait trouver un nombre dont le carré soit
negatlf I ne faudrait surtout pas commettre l'erreur d'écrire:

V-4=2 ou V- 4=2.
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Exercice:

1) appliquer le procédé de Bombelli a la résolution de 1'équation:

2 x2+12x=32.
Bombelli donne ici une racine. Pourquoi?
2)appliquer de méme le procédé de Bombelli a la résolution
1'équation:
x2 +6=5x
Combien ici Bombelli proposerait-il de solutions?
3) Mémes questions pour Il'équation:
x2 +20=8x.

de
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Eléments de corrigé:
1) 2x*+12x=32 peut déja s'écrire x*+6x=16
Nous obtenons donc: (x+3)’=25, donc x+3=5 ou x+3=-5, puis x=2 ou
=-8. Cette deuxiéme solution n'est pas retenue par Bombelli car
elle set négative.
2)x*+6=5x donne (x-5—)2='1‘ donc x-5—=
27 4 2
5 1 . , .
X 5= c'est a dire x=3 ou x=2. Solutions toutes deux retenues
par Bombelli.
3) x>+20=8x donne (x-4)’=-36 donc il n'y a aucune solution.

L
20[1

Page de titre de Margarita philosophica(1503),
(A history of mathematics, C'.Boyer, USA, réed. 1989.)
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2- "Cette autre sorte de racine carrée"'

Quando che'l cubo con le cose appresso
Se agguagli a qualche numero discreto :

Nicolo TARTAGLIA ( 1334 )

Ho trovato un'altra sorte de R.C legate
molto differenti dall'altre.
Raftaele BOMBELLI (1572 )
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Vue de Bologne au xve sigcle.
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I_a Renaissance est 'époque des "grandes découvertes”.

En 1492 le génois Colomb inaugure le chemin vers ce qui ne sont pas encore les Amériques.
En 1572, et probablement déja vers 1330, le bolognais Bombelli, s'appuyant sur les algorithmes
de Cardan pour la résolution des équations cubiques, découvre une "terra incognita” des
mathématiques : une nouvelle sorte de racine carrée qui plus tard sera appelée nombre
imaginaire puis nombre complexe.

C'est donc a une promenade autour de cette découverte que nous vous convions. Mais
auparavant, écoutons cet avertissement de deux grands historiens des sciences :

"L'histoire de la découverte de la solution de I'équation du troisiéme degré est une
histoire célebre entre toutes : celle de la premiére grande bataille scientifique. Elle reste, malgré
les études nombreuses qui lui ont été consacrées, assez mystérieuse : les documents essentiels
nous manquent, et les témoins de l'affaire - témoins dans leur propre cause - Tartaglia, Cardan

et Ferrari sont loin d'inspirer une confiance absolue.”
(A.Kovré et R.Taton dans "Histoire génerale des sciences” )

. GYMNASTVM _(PATAVINIM -

L'Université de Padoue 2 la fin du xVie siecle.
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LES PROTAGONISTES
NICOLO TARTAGLIA

Né a Brescia vers 1500 dans une famille plus que modeste, orphelin a 6 ans, gravement
blessé lors du sac de la ville par les Frangais le 19 Février 1512, le bégaiement qui lui en resta
lui valut le surnom de Tartaglia ( le Begue).

Autodidacte, malgré de lourdes charges de famille, il réussit & acquérir de fortes connaissances
sqcntmques Tl donna des cours publics ou privés a Vérone, Plaisance, Mantoue, Brescia et
Venise ou il mourut dans la nuit du 13 au 14 Décembre 1557.

Auteur de trois ouvrages écrits dans le dialecte de la vallée du Po :

e Nova scientia (1537), traité¢ de balistique

e Quesiti e inventioni diverse (1546), ouvrage autobiographique dans lequel il présente

en particulier son procédé de résolution de I'équation cubique ;

e Generale trattato di numeri € misure (1556).

Tl nous raconte, page suivante, dans un dialogue avec un gentilhomme de Brescia, les
circonstances dramatiques qui lui valurent son surnom.

Brs il ’~\ e
— "‘@

Nicolo Tartaglia (vers 1500-1557).
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P. - Dites-moi un peu, vous souvenez-vous m'avoir connu quand je demeurais a Brescia?

N. - Il m'en souvient, bien qua cette époque je fusse trés jeune, et en voici une preuve : votre seigneurie
demeurait dans le quartier entre les Carmini et Santo Christofolo, ou Santa Chiara nouvelle.

P. - Vous dites la vérité, mais dites-moi encore comment s'appelait votre pere .

N. - Mon pére avait pour nom Michel. Et comme la nature ne fut pas moins avare a lui donner une taille
convenable que la fortune & le faire participer & ses bienfaits, il était appele Micheletto.

P. - Certainernent si la nature fut un peu trop avare pour donner & votre pére une taille convenable, elle n'a pas €te
avec vous tres libérale.

N. - Je m'en réjouis, car d'3tre si petit me prouve que je suis vraiment son fils, et bien quil ne nous ait laissé au
monde, tant 4 moi qu'a un frére et 4 deux soeurs, quasi rien d'autre qu'un bon souvenir de lui, il me suffit d'avoir
entendu de beaucoup de gens qui le connaissaient et le fréquentaient qu'il était homme de bien, ce dont je me
réjouis beaucoup plus que s'il m'avait laissé beaucoup d'avoir et une trste renommee,

P. - Quel métier faisait votre pere?

N. - Mon pére possédait un cheval, avec lequel il courait la poste pour les messieurs de Brescia, c'est-a-dire qu'l
portait les lettres de l'llustre noblesse de Brescia 4 Bergame, & Crémone, & Vérone et en d'autres lieux analogues.
P. - Quel était son nom de famille ?

N. - Par Dieu, je n'en sais rien ni ne me rappelle fien de sa famille, méme pas le nom, si ce n'est qu'étant petit je ne
I'ai entendu appeler que Micheletto le cavalier. Peut-étre avait-il quelqu'autre nom, mais aucun que je connaisse.
La cause en est que mon pére mourut quand je n'avais que six ans environ, et je restais ainsi avec un frere un peu
plus 4gé que moi, et une soeur un peu plus jeune ensemble avec notre mere veuve, dépourvue des biens de la
fortune, avec laquelle nous fiimes bientdt aprés complétement ruinés, ce qui serait trop long a raconter et ce qui
me fit penser & bien autre chose qu'au nom de famille de mon pere.

P. - Ignorant le nom de famille de votre pére, comment se fait-il que vous vous appeliez Nicolo Tartaglia?

N. - Je vous dirai que lorsque les Frangais saccagerent Brescia, auquel sac fut pris le Magnifique seigneur Andrea
Gritti, de bonne Mémoire ( a cette époque Proviseur) et fut amené en France pendant que sa maison €tait
dévalisée ( encore quil y eiit peu de choses), je m'étais réfugié dans le Déme de Brescia avec ma mere, ma soeur
et plusieurs autres hommes et femmes de notre quartier, croyant étre en un tel Lieu au moins saufs de nos
personnes. Mais cet espoir fut dégu car, dans I'église, en présence de ma mere, il me fut donné cing blessures
mortelles, trois sur la téte ( en chacune le cerveau se voyait) et deux sur la face. Si la barbe ne les cachait je
semblerais un monstre. J'en avais une a travers la bouche et les dents qui me sépara les maxillaires et le palais en
deux. Cette blessure ne m'empéchait pas seulement de parler ( si ce n'est de la gorge, comme font les pies) mais
je ne pouvais méme pas manger, car je ne pouvais remuer les lévres ni les machoires, étant fracassées avec les
dents, comme j'ai dit, si bien qu'il fallait me nourrir que de liquide, et avec beaucoup de mal. Mais le plus fort est
que ma mere, n'ayant pas la possibilité d'acheter des onguents ni d'appeler un médecin, fut astreinte & me soigner
de sa propre main ; et non avec des onguents, mais seulement en nettoyant frequemment les plaies, prenant
exemple des chiens qui lorsquils sont blessés ne se soignent qu'en tenant leurs plaies propres avec la langue.
Avec de pareils soins elle me mena a bon port au bout de quelques mois, et pour retourner a notre propos, ayant
guéri de ces blessures, il fut un temps o je ne pouvais pas bien parler, mais ou je bégayais toujours, a cause de
ma blessure a travers la bouche et les dents ( qui ne sont pas encore bien consolidées) et les enfants de mon éage
avec qui je conversais m'imposérent le surnom de Tartaglia ( bégue). Et comme ce sumom me dura longtemps,
en souvenir de ma disgrace, j'ai voulu m'appeler Nicolo Tartaglia.

P. - Quel 4ge aviez- vous a cette époque?

N. - Douze ans environ.

P. - Certainement ce fut une chose bien cruelle de blesser un enfant de cet 4ge, et je vous avouerai que je

m'émerveillais de votre nom étrange car il me semblait ne jamais avoir connu un tel nom de famille a Brescia.
Quesiti e inventioni diverse (1546)
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JEROME CARDAN

Gerolamo ( Jérome) Cardano, c'est tout autre chose. Personnage éclatant, vrai fils de la
Renaissance italienne, médecin, mathématicien, mécanicien, philosophe, mais aussi astrologue
et un peu magicien, écrivain prolifique créateur d'un genre nouveau ! l'autobiographie; son nom
mériterait d'étre connu aujourd’hui pour autre chose que la méthode de transmission, le cardan,
qui en a fait un nom commun de notre dictionnaire. Voici comment il se décrit dans "Ma vie" :

HIERON'{MI GARDANE ~ MEDIOL.. MEDICI'
et Philofophi sdfiziies, ¢ fide dignis czcemplanbus re=
silidag arregus caelalo cxPr(ﬂJe a loh. Frid.Christio

Haie Sy . A 0B A= e Clulaceycycz//./.
y \ v

-

Portraits de Cardan 4 46, 71 et 49 ans
(d'apres J. F. Christ, Nuits académiques, Magdebourg, 1727-1728).
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Taille médiocre ; pieds courts, larges vers les orteils, avec le cou-de-pied si haut que je trouve
difficilement des chaussures qui me conviennent et suis obligé de les faire confectionner sur mesure ; poitrine un
peu étroite ; bras assez gréles, la main droite plus €paisse, les doigts détachés les uns des autres au point que les
chiromanciens me jugérent stupide et balourd : ce qui leur fit honte lorsqu'ils me connurent. Dans cette main, la
ligne de vie est courte et la saturnienne longue et profonde. La main gauche est belle, les doigts allonges, fins et
serrés, les ongles brillants. Le cou est un peu trop long et mince ; le menton fendu; la lévre inférieure épaisse et
pendante ; les yeux petits et presque fermés sauf lorsque je regarde attentivermnent quelque chose ; sur la paupiere
de 'oeil gauche j'ai une tache semblable & une lentille, mais si petite qu'on peut a peine la distinguer. Le front,
assez large, est dénudé de coté vers les tempes. La chevelure et la barbe étaient blondes. Je porte d'ordinaire les
cheveux coupés et une barbe courte qui, comme mon menton, est a deux pointes ; au-dessous de celui-ci la peau
est couverte de poils fort longs qui me font paraitre plus barbu en cet endroit. La vieillesse a blanchi la barbe, peu
les cheveux. J'al coutume de parler fort, assez pour m'attirer des reproches de ceux qui se donnent pour mes
amis. Ma voix est rude et ample, mais ne s'entendait pas trés loin quand j'enseignais, mon élocution peu agreable
et abondante. Mon regard a la fixité de quelqu'un qui médite. Mes dents supérieures sont grandes, mon teint d'un
blanc rosé, mon visage légérement allongé ; ma téte se rétrécit en arriére en une sorte de petite sphere. Il n'y a rien
de rare en moi et les peintres qui sont venus de loin pour faire mon portrait ne sont pas parvenus a me repreésenter
avec ressemblance. [...]

Quant a l'astrologie divinatrice, je l'ai pratiquée, plus que je n'aurais di, et j'v ai ajouté foi a mes depem
L'astrologie naturelle ne me fut d'aucun usage ; j'en ai regu les premiéres notions il y a trois ans, c'est-a-dire a
soixante et onze ans. Je suis trés versé dans la géométrie, larithmetique, la médecine théorique et pratique, plus
encore dans la dialectique, la magie blanche, qui étudie les propriétés des corps et les choses semblables, comme
par exemple le fait que I'ambre renforce la chaleur naturelle, et pourquoi. Faut-il compter aussi I'habileté au jeu de
dés? Je posséde la maitrise de la langue latine et de quelques autres, ainsi que la théorie de la musique. Je n'ai pas
abordé la navigation ; quant a l'art militaire que je n'ai pas a compter parmi les sciences, je m'en suis abstenu en
raison dune foule de difficultés ; de méme pour l'architecture. Il reste encore certaines demi-sciences comme
I'emploi des lettres symboliques, leur association, leur interprétation. Dans ma spécialité il me manque la pratique
chirurgicale. Si on fixe le nombre des disciplines importantes a trente-six, il en est vingt-six dont I'étude et la
connaissance m'ont completement manque.
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s 3 s s s e ser Geaelbiy ¢ e S
Locus consunitionss luminarium natini-
2atem pracedentis 18.48. Virginis.‘

L'horoscope de Cardan, dressé par lui-méme dans Cent exemples
d'horoscopes.
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CHRONOLOGIE DE LA "PREMIERE GRANDE BATAILLE SCIENTIFIQUE"

1526 Scipione del Ferro (1465-1526) est un professeur répute de 1'Université de
Bologne ou il enseigne depuis 1496. Peu de temps avant sa mort il révele, sous le sceau du
secret, a son éléve Antonio Maria Fior, et peut-étre a quelques autres, l'algorithme de résolution

d'une cubique de la forme X3+ px=¢q .

1534 Depuis quelques années Tartaglia travaillait sur ce probléme qui lui avait €été
proposé par un certain Zuane da Coi, professeur a Milan.
En 1534 Fior provoque Tartaglia 2 un tournoi mathématique ou chacun aurait a résoudre 30
équations proposées par l'adversaire. Voici, sous la plume de Jacques Bonnet dans "La folie de
Jérome Cardan”, une "reconstitution” de ce que pouvait étre 'ambiance d'un tel tournoi :

[...] 11 faut du talent & suivre les cinq jouteurs : les défis partent a toute volée, d'une table a l'autre ;, Zuane

provoque le Bégue et Jérome se méle de la partie. Quelques instants de silence, les seigneurs et les dames
immobilisent avec grace le pli de leur lévre ou la palpitation de leur téton, des yeux brillent, quelques moines et
lettrés écrivent debout en grande hate, puis 'un des cing hoche la téte, ou crie parfois ; le juge du tournoi, on ne
l'avait pas encore vu celui-1a, point piqué au bord du cercle sur une chaise basse, fait une croix sur un rouleau. Et
la course repatrt...
L'équation est jetée, premiérement ramener d'un cté... secondement, le cube, puis le census, tiercement diviser,
extraire... Aujourd’hu, il n'est plus question d'équations du premier ou du second degré. Diophante, Al-Karagi, le
Fibonaci, sont abandonnés au bord du chemin. Ce qui siffle chaque fois dans la provocation de l'un ou de l'autre,
c'est "la chose au cube”. La cubique ![...]

Jacques Bonnet La folie de Jérome Cardan (1991)

Tartaglia comprend alors qu'il existe une solution et, redoublant d'efforts, il réussit a
trouver celle-ci quelques jours avant la cloture du concours, découvrant en méme temps des
algorithmes pour résoudre des cubiques de la forme x° = px+q et X’ + px’ = q que Fior, lui,
ne put résoudre. Mais curieusement, au lieu de publier sa grande découverte, Tartaglia a son
tour la garde secrete.

1539 Cardan fait annoncer a Tartaglia qu'il prépare un grand traité¢ d'algebre et le prie
de lui communiquer sa "régle” en lui promettant de ne la publier quavec le nom de son
inventeur. Tartaglia refuse. Le traité annoncé par Cardan est cependant publi€¢ a Milan cette
méme année ; Cardan sy révéle un algébriste d'une habileté remarquable. Mais Cardan reste sur
sa faim : il manque toujours a sa grande oeuvre algébrique la régle de résolution de la cubique.
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Sans se décourager il réitére sa demande a Tartaglia, peut-étre en lui faisant entrevoir la
possibilité de lui présenter un mécéne qui pourrait résoudre ses €ternels problemes d'argent.
Tartaglia accepte enfin de lui communiquer sa reégle sous la forme d'un poéme en lui faisant
jurer qu'il ne la transmettrait  personne. Voici ce poeme :

Quando che'l cubo con le cose appresso
Se agguaglia a qualche numero discreto :
Trovati dui altn differenti in esso,
Dapoi terrai, questo per consueto,
Che'lloro produtto, sempre sia eguale
Al terzo cubo delle cose netto ;
El residuo poi suo generale,
Delli lor lati cubi, ben sottratti
Varra la tua cosa principale.

In ¢l secondo, de cotesti atti ;
Quando che' 1 cubo restasse lui solo,
Tu osserverai questaltri contratti,
Del numner farai due, tal part'a volo
Che l'una, in l'altra, si produca schietto,
El terzo cubo delle cose in stolo ;
Delle qual poi, per commun precetto,
Torrai li lati cubi, insieme gionti,
Et cotal somma, sara 1l tuo concetto

El terzo, poi de questi nostri conti,
Se solve col secondo, se ben guardi
Che per natura son quasi congionti.

Questi trovai, et non con passi tardi
Nel mille cinquecent'e quattro e trenta ;
Con fondamenti ben saldi e gagliardi
Nella Citta del mar intormo centa.

Nicolo Tartaglia (Quesiti et inventioni diverse 1546)

La premiére strophe donne la régle pour résoudre x3 + px = q . On pourrait la traduire

ainst :
Quando che'l cubo con le cose appresso Pour résoudre
Se agguaglia a qualche numero discreto : s px=q

Trovati dui altri differenti in esso. trouve deux nombres tels que A-B=q

Da poi terrai, questo per consueto, p 4
Che'l loro produtto sempre sia eguale et AB= (—)
Al terzo cubo delle cose netto ;
El residuo poi suo generale,
Delli lor lati cubi, ben sottratti YA -VB
Varra la tua cosa principale.

alors la solution sera
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Exercice : On considere Iéquation x3 + px = q (p>0 et g0 )
1°) Montrer que I'on peut trouver, et ce de maniere unique, deux nombres A et B strictement
positifs tels que :

A-B=¢q

2°) Montrer qu'alors

3°) Onpose a=¥A etb=%B
Montrer que s = a-b est une solution strictement positive de I'équation X*> + px =q .
4°) Exprimer s en fonction de p et q .
5°) En étudiant les variations de la fonction x ——> X’ + px—q(p> 0,q >0) démontrer que
I'équation x* + px = ¢ a une solution unique dans R.
6°) Résoudre, en utilisant le résultat ci-dessus, les équations :
a)x?+12x =63
b) x3+6x=20
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Eléments de corrige :
A-B=gq A+(-B)=¢q
1°)

o (PY TV, o (PY
LAB;L-?J) A(-B) = l})

On cherche donc deux nombres ( A et -B ) dont le produit et la somme sont donnés. Il est aisé
de montrer que ces nombres sont les solutions, si elles existent, de I'équation

- 3

- \3
or A_q2+4[%) , donc A=0

donc 1l existe bien deux racines pour 1'équation du second degré ; ces racines sont de signes

. 3
contraires puisque leur produit —( %) est négatif. On prendra alors pour A la racine positive et

pour B I'opposé de la racine négative.

2°)
A:q+¢5:ﬂ¢53;94_q314(£3
‘ 2 2 V4 2 Y2/ 3
! B | 2 3
p. 4-¥A _ 4 %(q) (p)
= — =—=*tJdl =) T3
2 2 Y\2) {3
3°)

A > B donc ¥/A > 4/B et par conséquent s = YA ~3/B >0
on pose a =3¥A et b=3/B pour simplifier les écritures .
Vérifions que s = a - b est solution de x3 + px = q en calculant
f+ps=(a—b)’ +pa-b)

=a’-3a?b+3ab2-b’ + p(a—Db)

=a’~b* - (a—b)(3ab-1)

3 g 3
orAB= (E) < a’b’ :(E) < ab= p
3 3 3

=A-B-(a-b)(p-p)
=q
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3°) fx)=x>+px-q
f'(x)=3x*+p,f'(x)>0
la fonction f est dérivable, strictement croissante, im f = -0 et 11'131 f=+ow

donc I'équation f (x) = 0 admet une solution unique dans R. Par ailleurs cette solution est
strictement posistive car £ (0) =- q <0

X’+6x=20 p=6 q=20

s=3v108 +10-1/V108 - 10
mais 108 n'est pas le carré d'un entier ! et pourtant, si on prend la calculatrice pour terminer les

;

- 3 = 83
calculs "ga tombe juste” : on trouve s = 2 . Explication : calculer (\“’3 - 1) et ( V33— 11]
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La deuxiéme strophe donne la régle pour résoudre x* = px + q . On pourrait la traduire
ainsi :

| In el secondo, de cotesti atti ; Pour résoudre |

| Quando che' -1 cubo restasse lui .s:olo, = pxtq

' Tu osserverai quest'alm contratti,
Del numer farai due, tal part'a volo

| Che l'una, in l'altra, si produca schietto, g 3 |

' El terzo cubo delle cose in stolo ; ¢t AB= ( g)

' Delle qual poi, per commun precetto, T

| Torrai i lati cubi, insieme gionti, alors la solution sera

' Et cotal somma, sara il tuo concetto ; VA +3B

trouve deux nombres tels que A +B=q

== 1 "™
(1%

o "j
i i | v‘"’:
& P
& “

¥ ".

Une maison de jeu a la Renaissance (gravure du xIxe siecle,
d'apres une miniature du XVre),
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Exercice : On considére I'équation x° = px +q ( p=0¢etq>0)

A+B=¢q o
1°) Montrer que le systéme .\ n'a de solution que si g — 4( B) >0

2°) Cette condition étant remplie, montrer que :

SR ORC
_7 2
& ~J
| 2 y 3
42 (3
2 Y2 3

3°) On pose alors a=3/A et b=/B
Montrer que s = a + b est une solution strictement positive de I'équation x* = px +q .

4°) Exprimer s en fonction de p et q .

5°) Montrer que :

* i & >4q il existe deux autres solutions réelles strictement négatives ;
% g §° = 4q il existe une autre solution réelle strictement negative ;

% gi§° <4q s estla seule solution réelle.

6°) Résoudre en utilisant la formule de la question 4 les €équations :
a) x> =6x+40

b 2 =3x+2

¢) x> =19x+30
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Eléments de cormigg :

1°) A et B sont les solutions, si elles existent, de I'équation :
g 3 N3
N —qu(B) =0et A=q’ —4(EJ
3 3

il est donc nécessaire que A soit positif.

2°) Si A est positif alors les racines de I'équation sont :

— VA . q+VvA - . . . . )
d t Xi= 1 . d'ou le résultat.Par ailleurs ces racines sont de méme signe

Xi=

i

(produit positif) et positives (somme ¢ positive).
3°) On Vérifie que s = a + b est solution en calculant :
$=(a+b)
=a’+3a’b+3ab” + b’
a’>+ b’ +3abla~b)

g 3 . 3
orAB:[E) = a’b’ :(B)
3 3

If

A+B+ps orA+B=gq
=q+ps
1'équation est vérifice .

Remarque : comme A >0 et B> 0 alors s = YA +¥VB>0

la [faY (pY la_ (4 (2}
Pys=32+ || | =] +3/=- f(——) —[—)
5717 \f(‘z) (3) V27W\2) (3

5°) s étant racine du polynéme x3 -px -q on peut écrire

Y -px-q=(x- s')( 2+ 8%+ ﬂ) - l'existence d'autres racines dépend du signe du discriminant
S

, q , .q §-4q . , .
de X" +sx+— A=s-4—== : ors>0 donc le signe de A est celui de s? - 4q . D'ou

s S S
la discussion et le résultat :

* si & >4q il existe deux autres solutions de produit positif 4 de somme négative (-s),
q P P ) g

donc deux autres solutions négatives.

S L.
- ;) donc négative.

P

* si ¢’ = 4q il existe une autre solution double (

= si s> <4q il n'existe pas d'autre solution reelle.
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)
a) X’ =6x+40 p=6 et q=40

s= 420+ y400— 8 + /20— 4008

—3/20 + /392 +3/20- 4392

or 20 + 4392 est le cube de 2 ++/2 (a vérifier )

de méme 20— /392 est le cube de 2-+/2

doncs=2++2+2-4

|

)

=4
De plus s° -4q = 64 -160 < 0 donc s est la seule solution .
b) x* =3x+2 p=3 et q=2

s=31+v1-1+ 3\,."(1 —V1-1=2

Icis® —4q =8-8=0 . Il existe une autre solution qui estx =-1

c) x> =19x+30 p=19 et q=30

On trouve x = 3.

Comme s° —4q =125-120= 5> 0 , il existe deux autres solutions négatives (-3 et -2)

Les solutions négatives, qui apparaissent en b) et ¢), ne peuvent pas €tre trouvées grace a ces
formules par Tartaglia.Mais, a cette époque, les nombres négatifs n'avant pas de signification en
tant que solutions d'une équation (voir Chapitre 1),on ne les aurait pas prises en considération.
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Revenons a la fameuse " bataille scientifique”.
1345 Malgré la promesse faite, Cardan publie en 153435 dans son Ars Magna la solution donnée
par Tartaglia. Comme cet ouvrage est le premier o paraissent les formules de résolution, celles-
ci seront connues sous le nom de "formules de Cardan"”. Tartaglia cria au parjure mais Cardan
Iui objecta qu'il avait trouvé les démonstrations et ajouté d'autres cas d'équation (par exemple
3+ px? + gx =t ), ce qui lui permettait de faire sienne cette découverte. Pourtant Cardan

T

mentionne ses sources :

Chapitre du cube et des inconnues ¢gales & un nombre.
Scipion del Ferro, de Bologne, il y a trente années de cela, inventa ce chapitre <t le transmet a Antonio Maria Fior
de Venise, qui dit qu'au cours dun défi qu'il avait lancé & Nicolo Tartaglia de Brescia, ce méme Nicolo résolut la
question ¢t il nous la communiqua sur notre demande, mais dépourvue de démonstration.
Jérome Cardan Ars AMagna (1543)

S'ensuivit alors une querelle entre les deux hommes qui ne prit fin qua la mort de
Tartaglia en 1557. Les "armes” utilisées pour cette "bataille” mathématique furent des

problémes qu'ils se lancérent I'un a I'autre !
Dans I'Ars Magna il n'y a plus de place pour la poésie : voici la regle €énoncée par Cardan pour

résoudre I'équation X* + px = q

Rscveia. ;
Deducito tertiam partem numeri rerum ad cubum, aui addes
quadratum dimidij numeri xquationis,& totius accipe radicem, fcili
¢et quadratam,quam feminabis,unity dimidium numeri quod am
in fc duxeras,adricies,ab aliera dimidium idem minucs, habebisgy Bi
nomium cum fua Apotome, indc detra®ta i cubica Aporomz ex me
cubia fui Binomii,refiduti quod ex hoc relinquitur, eft rei gflimatio.

Excmp!um.mbus' &6 poﬁt}'ones. xquans
tur 20,ducito 3 , tertiam partem 6, ad cw

- :
cub? p:€reb* xylis 20
bum,fit &,ducse dimidium numeri infe, | 2 Ce

fic loo.:'un%c 100 & &,fic 108,accipe radis | — 30
ccm qux eIt R 108, & eam geminabis,alee s08
riaddes 10,dimidium numeri,ab alero mi ® foépiso
nues tantundem habebis Binomit s 108 R 108miso

p:10,& Apotomen e 108 m:so, horum RVIcu.miodpito
accipe ™ cub™ & minue illam qug <R Apo |[iR ViaLE: 108m:y0.
toma,ab ea qux eft Binomiy, habebis rei aftimationcm, g v: cub: s

| 108 p:1omirv: cubicag 108 m:s0.

Jéréme Cardan.4rs Magna - chapitre XI - 1545

Cardan remarque qu'il existe un cas "irréductible" dans la résolution des équations

2 g 3
cubiques du type X3 = px + q : celui ou (%) est inférieur a (%) car dans ce cas le calcul de

{ 2 3
f:(fl_) ~(E) est impossible.
VL2 3

Et pourtant, méme dans ce cas, on peut trouver des solutions. Il faudrait pouvoir €crire la racine
carrée d'un nombre négatif. Cardan n'est pas loin de faire cette chose inimaginable. Il propose
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de résoudre le probleme suivant :

"Pour que la compréhension soit claire, soit donc a diviser une ligne AB, que l'on pose €gale a 10, en
deux parties dont le rectangle doit étre 40."

Ce que l'on peut traduire algébriquement par :

Xx+y=10
trouver deux nombres X et v tels que :

xy =40

et graphiquement par :

A\

Exercice : Trouver deux nombres dont on connait la somme et le produit était un
probléme classique. En effet ce probleme se raméne a la résolution d'une équation du second
degré, ici x> + 40 = 10x et 'on connait une méthode pour la résoudre (voir chapitre 1 p.14).
Utiliser cette méthode pour résoudre I'équation.
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Eléments de corrigé :

on calcule

2

3%
(1—() —40=25-40=-15
sil'on poursuit 1'algorithme donné p .14 on devrait écrire que les solutions sont

5+4/-15et 5—4—15 L.

Vovons comment Cardan résout ce probleme :

"Soit donc AD le carré de coté AC, moiti¢ de AB ; AC = AB 10
Al=—rm=—m=2
AD= AC? =25
de AD on retranche le quadruple de AB. AD-4AB=25-4x10=z
S'il restait quelquechose, sa racine carrée respectivement X=5++z7 : y=5- Jz

ajoutée et retranchée a AC nous donnerait les

parties cherchées.

Mais comme le résultat est négatif fu imagineras v—15, ou -15 est la différence de AD avec
le quadruple de AB, en l'ajoutant d'une part et en le retranchant d'autre part de AC tu auras les
parties cherchées. Bien entendu, en faisant abstraction des fortures infligées a notre

entendement, le produit de 5+ 425—-40 etde 5—/25-40 est 25— (-15) donc 40."




Clest Bombelli qui va oser écrire la racine carrée d'un nombre négatif et, utilisant alors
les formules de Cardan, résoudre les équations du "cas irréductible”.

1572 L'équation qui a tout déclenché est la suivante : x3 = 15x + 4
Examinons la démarche de Bombelli :

Traduction avec les notations actuelles

Ancora si  puo  procedere  nella
agguagliatione di tal Capitolo in questa guisa.
1

Agguaglisi 10 a 150+ 4 : X' =153 +4
piglisi il terzo delli Tanti, ch'e 3, 15 _ 5

;°

5 =135

cubisi fa 125
e questo cavisi del quadrato della meta del -
numero, ch'e 4, resta -121 o)

|
|
| 2
) ~125=-121

(il sera appelé plus de moins )

(il quale sara chiamato pii di meno) ‘
que 1'on pourrait noter -1

V=121 sera noté 114/-1

L 11y=1 =2+ 11y-1

che di questo pigliata la R.q. sara + di -11

9

| che aggionto con, la meta del numero fa 2+di-11,

— —

V2+11v-1=2++v-1

che pigliatone il lato cubico
 ed aggionto col suo residuo fa 2+di-1
et 2-di-1,

| Y2-114/-1=2-v-1

| — —

. Q+v-D)+(2-v-1)=4
' che gionti insieme fanno 4, x=4

‘e 4 ¢ la valuta del Tanto.

; Et benché a molti parera questa cosa stravagante, perché di questa opinione fui
‘anch'io gia un tempo, parendomi piu tosto sofistica che vera, nondimeno tanto cercai che
f trovai la dimostratione.

| (Et bien que ceci puisse paraitre extravagant a beaucoup de gens, et en realité j'avais d'abord eu une
telle opinion, parce que cela me semblait plutot sophistiqué que vrai, néanmoins j'ai tant cherché

' que j'ai trouvé la démonstration.)
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Cette "chose extravagante”, Bombelli va la formaliser dans son Algebre (1572) :

T'ai trouvé une sorte de racine cubique trés différente des autres, qui parait au chapitre sur le cube egal a

une quantité et 4 un nombre! quand le cube du tiers de la quantité est plus grand que le carré de la moitie du
nombre? comme il a été démontre dans ce chapitre.
Cette autre sorte de racine carrée a pour son algorithme des opérations fort différentes des autres et a un nom
différent ; car, lorsque le cube du tiers de la quantité est plus grand que le carré de la moitie du nombre, I'exces ne
peut &tre appelé ni plus ni moins, mais il peut étre appelé plus de moins quand il a ét¢ ajouté, et quand il a éte
retranché il sera appelé moins de moins et cette opération est encore nécessaire pour lautre racine carrée dans le
chapitre sur la puissance de la puissance accompagnée du cube de la quantité ou tous les deux ensemble’ ou les
cas d'égalité faisant apparaitre cette sorte de racine sont beaucoup plus importants que les autres. Ceci peut
paraitre trés sophistiqué mais, en réalité, j'avais d'abord eu une telle opinion tant que je n'en avais pas trouvé la
démonstration au moyen des lignes* (comme ceci a été prouvé dans le chapitre sur les aires planes) et d'abord je
traiterai de la multiplication en donnant les régles pour plus et moins.

Les régles de la multiplication sont énoncées sous la forme d'une comptine :

En notant v—1 le nombre piu di meno, cela
se traduit par :
Pit1 via pitt di meno fa pit di meno, 1x4/—=1=4/-1
Meno via pitt di meno fa meno di meno, (—1) x4f-1 = —5/-1
Piu via meno di meno fa meno di meno, 1x (~ : 1_) =-v-1
Meno via meno di meno fa piu di meno, (-1) x ( —v-1)=+-1
Piu di meno via piu di meno fa meno, =1 % =1 =~1
Piu di meno via meno di meno fa piu, V-1 x (\— V-1)=+1
Meno di meno via pit di meno fa piu, (- \e’-l) x y=1=+1
{ — { "
Meno di meno via meno di meno fa meno.  (—+v-1 ) x|\ —v- 1) =~1

1 est a remarquer que Bombelli a inventé un nouveau nombre qui lui permet de trouver
la racine positive de I'équation x3 = 15x + 4 mais il passe sous silence les deux autres racines qui
sont négatives. En fait "la nouvelle sorte de racine carrée” est un outil pour résoudre les
équations mais celles-ci ne peuvent avoir que des solutions positives. Il faudra attendre encore
une cinquantaine d'années pour que les mathématiciens acceptent aussi les racines négatives
ainsi que les racines complexes.

Iy’ —ax+b

()6

3 les équations du quatriéme degré
4 géométriquement
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Exercice :

En utilisant "l'autre sorte de racine carrée” inventée par Bombelli, résoudre I'équation
3 =51x+ 104
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ALGEBRA, R.BOMBELL], 1572.
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Eléments de corrige :

¥’ =5Ix+104 p=51 q=104

P_y7 4
3 2

2 ] 3
(ﬂ) -[B) — 2209 = 47
2) 3

=352+ 47J-1 +352- 4771
\3

1.5

or>7—47\*1_{4ﬂ. 1)
\3
et 52— 47y-1=(4- "1

donc x=4+y-1+4-v-1=38
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3- Des racines!:" Les vraies, les fausses, et les
imaginaires"

René Descartes

IRacine, ici, est employé comme solution d'une équation, ou valeur annulant une expression
polynomiale. Au départ, la racine, ou racine carrée, est le cot€ inconnu du carré , puis ce pourra €tre une
racine cubique ou quatrieme...Ce nom est généralisé pour toutes les solutions d'équations polynomiales.
Les mathématiciens pensaient, jusqu'a ce que Galois l'infirme au 19° siecle, que toutes les solutions de

toutes les équations polynomiales pouvaient s'exprimer a l'aide de radicaux.
€q polyn PO P
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Cardan s'était intéressé au nombre de solutions d'une équation, comme
nous le décrit Montucla dans son Histoire des mathématiques:

"Ce que dit Cardan sur la multiplicité des racines des équations, ne se borna pas aux
équations carrées. Il montre aussi que les cubiques sont susceptibles de trois solutions
différentes."

Peu 2 peu, avec Bombelli puis Viete, les mathématiciens vont considérer
qu'une équation de degré n a au plus n racines. Ces racines sont bien siir des
nombres (réels) seulement positifs pour Viéte, mais pour certains autres (nous
I'avons vu pour Cardan), les racines négatives ("moins pures", "feintes") sont
aussi acceptées.

Un texte fondamental va alors fixer les choses: il s'agit de "L'invention
nouvelle en algébre" d'Albert Girard.

Albert Girard est un mathématicien frangais, peu connu, disciple de
Stevin2; ses notations algébriques ont subi 2 la fois les influences de Bombelli,
Chuquet, et, bien sir, Viéte.

Son ouvrage parait en 1629, et l'on y trouve un "théoréme" qui deviendra
plus tard le théoréme fondamental de I'algebre; il constitue a 1'époque plutdt une
affirmation sur le nombre de solutions d'une équation de degré n: une équation
de degré n a n racines. Pour cela, Girard prend en considération toutes les
racines: positives, négatives, et impossibles.

Théoreme

Toutes les équations regoivent autant de solutions que la dénomination de la plus
haute quantité le demonstre, excepté les incomplettes: & la premiere faction des solutions
est esgale au nombre du premier meslé, la seconde faction des mesmes, est esgale au
nombre du deuxiesme meslé; la troisiesme, au troisiesme, & tousjours ainsi, tellement que la
derniére faction est esgale a la fermeture, & ce selon les signes qui se peuvent remarquer en
l'ordre alternatif.

Ce que Girard nomme premiére faction est la somme des racines,
deuxieéme faction, la somme de tous les produits deux a deux des racines,
troisieme faction, la somme des produits trois 2 trois... La derni¢re faction est le
produit de toutes les racines. Nous appelons aujourd'hui ces factions les
fonctions symétriques des racines, et c'est Viéte qui le premier s'en occupa.

Une équation "incomplette", est une équation ol manque une puissance
de l'inconnue dans la suite des puissances. Par exemple:

x*+2x%+1=0
est une équation "incomplette”

Pour Girard les résultats sur les factions constituent une sorte de
"démonstration" de son "théoréme".

Exercice:
A l'appui de son théoréme, pour mieux comprendre, Girard nous donne

des exemples.

Premier exemple:

11 s'agit de 1'équation "complette":
1(4)esgale a 4(3)+7(2)-34(1)+24.

2Stevin est surtout connu comme auteur de La dime, ot il a introduit les nombres décimaux.
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ou encore: X=4x+7x>-34x+24.

D'apres Girard combien cette équation admet-elle de racines?

Le premier "meslé" est 4. Que nous indique-t-il?

Le deuxiéme "meslé" doit €tre affecté du signe - (les signes en ordre
alternatif), nous obtenons donc -7. Que nous indique-t-il?

Continuer ainsi.
(Pour la facilité, il est possible de nommer X, X, X,-.. les racines).

Deuxi¢éme exemple:
1(4)esgale a 4(3)-6(2)+4(1)-1.

Fcrire sous forme moderne cette équation, et répondre aux mémes
questions que précédemment.

Troisiéme exemple:

1(3)esgale a 7(1)-6, appelée "équation incomplette". Pourquoi cette
appellation a votre avis?

Vérifier que les solutions sont :1, 2, -3.

Girard nous indique qu'elle peut se mettre sous une forme "complette", a
savoir:

x*=0x?+7x-6.

Vérifier alors la valeur de toutes les "factions”.

o\

atrieme €xe €.

1(4)esgale a 4(1)-3

x*=4x-3 ou encore x*=0x*+0x?+4x-3

Vérifier que cette équation équivaut a:

(x-1)*(x*-2x+3)=0.

Résoudre alors 1'équation en admettant 1'usage d'une "racine carrée d'un
nombre négatif"

Vérifier alors le principe des factions.

xemple non proposé par Girard3:

Soit I'équation du second degré:

x2-x-6=0

Vérifier que cette équation admet deux racines réelles, par le calcul du
discriminant par exemple.

A l'aide des formules habituelles calculer la somme et le produit des
racines. Comparer ces résultats au calcul des "factions' de Girard.

3Destiné a ceux qui connaissent les formules de résolution des équations du second degré.
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Eléments de corrigé:

exemple 1
L'équation admet 4 solutions;

4 est la somme des racines: X, +X,+ X +X
-7 est la somme: X X, + X, X;+ X X, + XX, + XX, + X X,
-34 estla somm;: X XXX XX+ X XX+ XXX,
-24 est le produit: X X,X.X,.
( pour les curieux, il est possible de vérifier que les racines sont 1, 2, -3, 4.)

exemple 2:

x4=4x3-6x+4x-1

4 est la somme des racines: X, +X,+X,+X,,

6 est la somme: X X, X X +X X, +X, X +X X +X X,
4 estla somm?: X XX+ X XX+ X XX XXX,

1 est le produit: X X X.X

1RRaRy
Les curieux pourront vérifier que la seule racine est 1, mais elle compte 4 fois car

x*-4x3+6x%-4x+1=(x-1)*, ce que Girard a remarqué.
exemple

Equation "incomplette", car il manque les termes en x*.

La premicere faction vaut 0, ce qui est bien 1+2-3, la deuxi¢me faction
vaut -7, ce qui est bien 1x2+1x(-3)+2x(-3), la troisi¢me faction vaut -6, ce qui est
bien 1x2x(-3).

exemple 4:

x2-2x+3 admet comme discriminant; -8.

Les racines sont donc: 2_\2/—3 et 2-3/:—8 , OU encore: 1-\/3 et 1+\/3.

Les solutions de 1'équation proposée sont donc:

1,1, 14/-2, 14/-2.
L'on vérifiera facilement les factions successives, en utilisant pour les racines
carrées de nombres négatifs les regles de calcul habituelles.

Dernier exemple:

Le discriminant est 25, qui est positif.
: -1 . : -6 .
La somme des racines est - 7, soit 1, et le produit est ", soit -6.

Les factions indiquées par Girard sont pour
x*=x+6,
1 pour la somme et - 6 pour le produit.
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Girard va conclure cette partie en expliquant son théoréme par une
justification de 1'usage des racines négatives ou imaginaires.

"Donc? il faut se resouvenir d'observer tousjours cela: on pourrait dire a2 quoy sert
ces solutions qui sont impossibles, je respond pour trois choses, pour la certitude de la reigle
generale, & qu'il n'y a point d'autre solutions, & pour son utilité: l'utilité est facile, car elle
sert a l'invention des solutions de semblables équations comme on peut remarquer en
l'arithmétique de Stevin.[...] Ainsi qu'on peut donner trois noms aux solutions, veu qu'il y
en a qui sont plus que rien; d'autres moins que rien; et d'autres enveloppées, comme celles

qui ont des ‘\F, comme des V-3, ou autres nombres semblables."

Les solutions "impossibles" sont devenues "enveloppées". Au demeurant
Girard ne se prononce pas sur la réalité de ces solutions.

Ce nom inventé par Girard ne sera pas retenu par la postérité.

C'est en effet un tout petit passage de Descartes, dans "La géométrie", en
1636, qui retiendra I'attention des successeurs.

"Au reste tant les vrayes racines que les fausses ne sont pas toujours réelles, mais
quelquefois seulement imaginaires; c'est a dire qu'on peut bien toujours en imaginer autant
que jay dit en chaque Equation; mais qu'il n'y a quelquefois aucune quantité qui
corresponde 2 celles qu'on imagine: comme encore qu'on puisse imaginer trois en celle-ci
x3-6xx+13x-10«. 0, il n'y en a toutefois qu'une réelle qui est 2; & pour les deux autres,
quoy qu'on les augmente, ou diminiie, ou multiplie en la fagon que je viens d'expliquer, on
ne scaurait les rendre autres qu'imaginaires."

Le mot "imaginaire" est né, et cotoiera longtemps celui d'impossible pour
désigner ces sortes de racines.

Nous remarquons les notations trés modernes de Descartes et le fait qu'il
n'hésite pas a écrire qu'une expression est égale a 0, c'est a dire rien.(le signeoc
est utiliser par Descartes pour =).

Il reprend certaines idées de Girard pour le nombre de solutions. Il nous
donne a cette occasion un procédé trés couramment utilis€é depuis pour
construire une équation admettant par exemple les nombres 2 et -1 comme
racines. Nous pouvons prendre:

x-2)x+1)=0

Cette fagon de faire constitue plus ou moins une justification du nombre
de racines en fonction du degré de I'équation.

4L 'orthographe des textes de Girard peut choquer, mais il convient de remarquer qu'au 17° siecle les regles
strictes que nous connaissons ne sont pas encore apparues, et que I'orthographe va continuer longtemps
encore d'évoluer. Il est fréquent de trouver par exemple dans une méme page le méme mot orthographié de

plusieurs fagons.
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Exercice:
1)L'équation proposée par Descartes est:
x3-6x*+13x-10=0.
Il nous indique 2 comme racine réelle. Achever la résolution pour
découvrir celles qui sont imaginaires.>
2) Construire une équation admettant comme racines:

1 : — ,
2,- 2 5, 1; puis une équation admettant pour racines: 2,2,-3.

L A

GEOMETRIE.

LIVRE PREMIER.

Des problefmes qion peut confiruire [ans
_y employer que des cercles ¢ des
lgnes drotes.

 Ous les Problefmes de Geometrie fe
s peuuent facilement reduire atels termes,

k ftre lalongeur de quelques lignes droites,
: pour les conftruire.

Etcomme toute I' Arithmetique n'eft compofée, que Commé:
de quatre ou cing operations, qui font I'Addition, lzL‘A‘;“"'
Souftracion, la Multiplication, la Diuifion, & I'Extra- thmeti-
&ion des racines, qu’on peut prendre pour vae efpece 3“;;£‘ne
de Divifion : Ainfi n'at’on autre chofe a faire en Geo- auxope-
metrie touchant les lignes qu'on cherche, pour les pre- ‘é:::,:k
parer a eftre connués, que leur en adioufter d’autres , ou .
enofter, Oubien en ayant vne, que 1e nommeray I'vouté:
pour la rapporter d'antant micux aux nombres , & qui
peutordinairement eftre pnfe a difcretion, puis en ayant
encore deox autres, en trouuer voe quatriefme, quifoit
al'vne de ces deux,comme l'autre eft a Pvnité, ce quieft
le mefme que laMultiplication ; oubien en trouuer vne
quatriefme, quifoital'vne de cesdeux , comme Pvnite
Pp eft

Premiere page de La Géométrie de Descartes

SCette question ne pourra sans doute étre traitée valablement que par ceux qui connaissent la factorisation
des polyndmes.
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Eléments de corrigé:

1)L'équation proposée peut s'écrire aprées factorisation:
q prop P p

(x-2)(x%-4x+5)=0;
Le discriminant de x>-4x+5 est 16-20, soit -4. Ses racines sont donc:

4-\/—-71 4+\/—
2-\/3 et 2+\/—

2) Une équation ayant comme racines 2, - %, 5, 1 sera par exemple: (x-

ou €ncore:

2)(x+%(x-5)(x-1)=0, ce qui donnera apres développement:
x*7,5x3+13x2-1,5x-5=0
Une equatlon ayant comme racine: 2, 2, -3 sera par exemple:
(x 2) (x+3)=0, ou apres développement:

x3-x2-8x+12=0
Note: 1] est possible bien str d'ajouter a chaque fois un facteur constant. Par

exemple : 2(x-2)*(x+3)=0 a aussi pour solutions 2, 2, -3.
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D'Alembert, en 1746, essaiera de démontrer le théoréme fondamental de
I'algebre. En réalité, il donnera une certaine justification du fait que tous les

nombres imaginaires sont de la forme a+by/-1, ol a et b sont réels.

Voici ce qu'il écrit dans l'article Imaginaire de "I'Encyclopédie":

"J'ai démontré le premier, dans les Mémoires de I'Académie de Berlin, pour I'année
1746, & méme dans un ouvrage antérieur, envoyé a I'Académie de Berlin au
commencement de 1746, que toute quantité imaginaire donnée a volonté & de telle forme

que 1'on voudra, peut toujours se réduire a e+f ‘\/j , ¢ & f étant des quantités réelles. M.
Euler a démontré depuis cette méme proposition, dans les mémoires de 1'Académie de
Berlin en 1749; mais il est aisé de voir que sa démonstration ne différe en aucune fagon de
la mienne. Pour s'en convaincre, on peut comparer la page 273 des Mémoires de Berlin de
1749, avec l'article 79 de ma Dissertation sur les vents."

Des lors le théoréme s'appellera "Théoreme de D'Alembert".

Cette démonstration sera soumise a une critique sévere de la part de
Gauss qui en donnera une autre plus satisfaisante en 1799. Gauss produira
d'ailleurs plusieurs démonstrations du théoréme.

Ainsi, depuis Girard et Descartes, les nombres négatifs et imaginaires sont,
au méme titre que les positifs, comptés parmi les racines des €quations,
essentiellement pour pouvoir généraliser les théorémes. A ce titre, sans se poser
trop de questions de rigueur, tout ce qui est démontré pour les "réels" est
immédiatement élargi aux "imaginaires", en particulier tout ce qui concerne les
développements en séries entieres, trés utilisés au 18°siécle.

Cependant, sauf en quelques rares occasions, les racines négatives ou
imaginaires ne sont pas de "vraies" racines; elles n'ont pas de sens autre
qu'opératoire.

Quelques suggestions ou questions vont ouvrir la voie, et nous citerons
une fois encore Girard comme précurseur:

"La solution par moins s'explique en géométrie en rétrogradant, et le moins recule,
12 ot le plus avance."
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4- ""Dis-moi, tu as tout compris dans cette histoire ? "'

Lorsqu'on résout une €équation on peut donc trouver des nombres positifs, des
nombres négatifs, et des nombres imaginaires. Pour ces deux dernicres catégories de
nombres plusieurs problemes vont se poser, liés essentiellement a la difficulté¢ de donner
un sens, une signification concréte a ces nombres.

Pour les nombres négatifs, la premiere difficulté est celle de 1a "regle des signes”.

Voici tout d'abord T'avis d'un non-mathématicien : Stendhal, dans son roman
autobiographique "La vie d'Henri Brulard" (1835) décrit ainsi son désarroi face a la "régle
des signes” :

Suivant moi I'hypocrisie était impossible en mathématiques et, dans ma simplicité juvenile, je
pensais qu'il en était ainsi dans toutes les sciences ou jlavais oui dire qu'elles s'appliquaient. Que devins-je
quand je m'apergus que personne ne pouvait m'expliquer comment il se fait que : moins par moins donne
plus (- x - =+) ? (C'est une des bases fondamentales de la science qu'on appelle algébre).

On faisait bien pis que ne pas m'expliquer cette difficulté (qui sans doute est explicable car elle
conduit a la vérté), on me l'expliquait par des raisons évidemment peu claires pour ceux qui me les
présentaient.

M. Chabert pressé par moi s'embarrassait, répétait sa legon, celle précisément contre laquelle je

faisais des objections, et finissait par avoir Yair de me dire

"Mais c'est I'usage, tout le monde admet cette explication. Euler et Lagrange, qui apparemment
valaient autant que vous, 'ont bien admise. Nous savons que vous avez beaucoup d'espnt (cela voulait
dire : nous savons que vous avez remporte un premier prix de belles-lettres et bien parlé a M. Teste-Lebeau
et aux autres membres du Département), vous voulez apparemment vous singulariser.”

Quant & M.Dupuy, 1l traitait mes timides objections (timides & cause de son ton d'emphase) avec
un sourire de hauteur voisin de I'éloignement. Quoique beaucoup moins fort que M.Chabert, il était moins
bourgeois, moins bome, et peut-Etre jugeait sainement de son savoir en mathématiques. Si aujourdhui je
vovyais ces Messieurs huit jours, je saurais sur-le-champ & quoi m'en tenir. Mais il faut toujours en revenir
a ce point.

e me rappelle distinctement que, quand je parlais de ma difficulté de moins par moins a un fort,
il me riait au nez ; tous étaient plus ou moins comme Paul-Emile Tevsseyre et apprenaient par coeur. Je
leur voyais dire souvent au tableau a la fin des démonstrations : "I/ est done évident”, etc.

Rien n'est moins évident pour vous, pensais-je. Mais 1l s'agissait de choses évidentes pour moi, et
desquelles malgre la meilleure volonté il était impossible de douter.

Les mathématiques ne consideérent qu'un petit coin des objets (leur quantité), mais sur ce point
elles ont l'agrement de ne dire que des choses stires, que la vénte et presque toute la vérite.

Je me figurais a quatorze ans, en 1797, que les hautes mathématiques, celles que je n'ai jamais
sues, comprenaient tous ou a peu pres tous les cotés des objets, quainsi, en avangant je parviendrais &
savoir des choses sfires, indubitables, et que je pourrais me prouver a volonte, sur foutes choses.

Je fus longtemps & me convaincre que mon objection sur — X — = + ne pourrait pas absolument
entrer dans la téte de M.Chabert, que M.Dupuy n'y répondrait jamais que par un sourire de hauteur, et que
les forts auxguels je faisais des questions se mogueraient foujours de moi.

T'en fus reduit a ce que je me dis encore aujourd’hui : il faut bien que - par - donne + soit vrai,
puisque evidemment en emplovant & chaque instant cette régle dans le caleul, on armve a des résultats
vrais et indubitables.
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Mon grand malheur était cette figure :

ST

Supposons que RP soit la ligne qui sépare le positif du négatif, tout ce qui est au-dessus est
positif, comme négatif tout ce qui est au-dessous ; comment, en prenant le carre B autant de fois quil y a
d'unités dans le carré A, puis-je parvenir a faire changer de cote au carré C ?

Et, en suivant une comparaison gauche que l'accent souverainement trainard et grenoblois de M.
Chabert rendait encore plus gauche, supposons que les quantités négatives sont les dettes d'un homme,
comment en multipliant 10 000 francs de dette par 500 francs, cet homme aura-t-il ou parviendra-t-il a
avoir une fortune de 5 000 000, cing millions ?

L'obstacle sur lequel bute Stendhal provient de l'interprétation en terme de dette
qui a ¢ét¢ donnée au nombre négatif (voir aussi N.Chuquet au chapitre 1) : cette
interprétation permet effectivement d'éclairer I'addition des nombres négatifs mais crée un
obstacle dans le cas de la multiplication.

] At dSe o
Fltin
*—-7‘74-‘ 5 AL
PP

[Arduise ou tableau proprement dit. — Tableau. — Al. Dupuy dans
son grand fuutend.)
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Exercice : On peut cependant tenter de donner de la matérialité aux nombres
négatifs, en accord avec la regle des signes :

Le trésorier d'une association tient parfaitement a jour le Livre de Compte de
celle-ci.

Un crédit, une arrivée d'adhérent sont représentés par des nombres positifs,

Un débit, une démussion d'adhérent sont représentés par des nombres négatifs.

On a reproduit la premiere page de ce livre :

DATE Nature de 'opération Calcul Variation de Nouvel avoir
Haveir

31/12/95 |solde de l'année 1995 / 10 000

01/01/96 | cotisations de 50 (+50)x(+100) +5 000 15 000
nouveaux adhérents

15/01/96 |achat d'un badge pour { X(-5) -250
chaque nouvel adhérent

30/1/96  |remboursement de (-10)x( ) -1 000

cotisations a 10

adhérentc
uuh\d enis

démissionnaires
31/01/96 |remboursement des (-10x(-5) 13 800
badges par les

GCIMISSIONMaires

Question : Compiéter ce tableau.

_
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Elements de corrigé :

DATE Nature de l'opération Calcul Variation de Nouvel avoir
favoir

31/12/95 |solde de 'année 1995 10 000

01/01/96 |cotisations de 50 (+50)x(+100) +5 000 15 000
nouveaux adhérents

15/01/96 |achat d'un badge pour (+50)x(-5) -250 14 750
chaque nouvel adhérent

30/1/96  |remboursement de (-10)x( +100) -1 000 13 750
cotisations a 10
adhérents
démissionnaires

31/01/96 |remboursement des (-10)x(-5) +50 13 800

badges par les
démissionnaires
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Apres I'avis d'un non-spécialiste, voici maintenant celui de M.Duhamel, professeur
a 'Ecole Polytechnique, qui écrit en 1866 :

Toute démonstration de régles sur les quantités négatives isolées, ne peut &tre quune illusion,
puisqu'il n'y a aucun sens a attacher a des opérations anthmeétiques sur des choses qui ne sont pas des
nombres, et n'ont aucune existence réelle.

Il est vrai que la justification de la regle des signes est loin d'étre simple.

Par exemple Cardan qui, on I'a vu, est le premier a avoir donné des solutions
négatives pour une équation a €t¢ amené a ¢noncer la regle des signes tantot de facon
correcte :

Plus ductum in plus, et divisum per plus ; et minus ductum in minus, et divisum per minus
producunt semper plus, et ita plus in minus, vel minus in plus, vel plus divisum per minus, vel minus per
plus, producit minus.

Ce que l'on peut traduire par :

"Plus multipli€¢ par plus, et divisé par plus ; et moins multiplié par moins, et divisé par
moins donnent toujours plus, et de méme plus multipli€é par moins, ou moins par plus, ou
plus divisé par moins, ou moins divisé par plus, donne moins."

tantot de facon erronée :

Igitur minus in minus, seu alienum in alienum, et minus in plus, seu plus in minus, quod est in
alienum, seu alienum in id quod est, producunt minus solum, seu alienum.
Et ideo patet communis error dicentium quod minus in minus producit plus. Neque enim magis minus in
minus producit plus quam plus in plus producat minus.

Ce que l'on peut traduire par :
"Donc moins multiplié par moins, ou ce qui n'existe pas par ce qui n'existe pas, et moins
multiplié par plus ou plus par moins, ce qui est par ce qui n'existe pas, ou ce qui n'existe
pas par ce qui est, ne produisent jamais que moins ou quelque chose qui n'existe pas.

Et ainsi est mise en évidence l'erreur commune de ceux qui disent que moins par moins
fait plus. Car moins par moins ne fait pas davantage plus, que plus par plus ne fait
moins".

Vovons maintenant quelques unes des justifications de la regle des signes
proposées au cours des siccles.
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L'explication de Stevin (1625)

THEORE ME. .
') Lo mraltizlic’ par plus, donner produi plus, & moins ""IHIU‘
B! 18¢ par moins, donner Prod:lic? plus, & plus multiplic par

=, ox moins multipliépar plis, donner product mowns.

Exlication du donnéSoic§— § multiplicpar9g—7.en
w:fonz ;— 7 fois— s font = 35 (= 35, par €= que, |
- h T comme

. ’ t
156 Le [L cvivne DAriTI :

comme diék le cheoreme, — par—, faiét +) Puis—
fois 8 [aict — 6 (—6 , par ccque., comme dicted:
theoreme, — par-+-, f2i¢t—) Ec {emblablement fozi
— g, multiplic pacle 9, & donncront produicts 72—i-
Puisajouftez + 72 + 35,foncro7. Puisajouftez les—
— s45.font—101; Ecloubftrai¢tleror de 107 tefle
pour produictdeczlle muldiplicadion.De laquellelaci
pofition des characteresde | operacion eft celle: '
Explication du requis. 1l fau d

-+ 8—y  monftrer parledi@ donnd, qu: ¢

9 —7  muldiplic par +, fait +-, & que-
= 6+ 15 " par —,faidt +,& que +par—a
71— 45 — par +, faict —. Demonilrar

Lc nombred muleiplier §—gr:
. 3, & le muldiplicateur 9 — 713
- 1; Mais multipliant 2 par 3, le produict ¢ft 6; Donc
leproduict cy deflus aufli 6, cft le vray produic = M
lemefine cft crouve par multiplication,ld ounousard
di¢ que +-muldipli¢ pac 4+, donne produié 4+ &4
par —donnc produi& +, &+ par —, ou— pu
donnc produict —, doncques lc theoreme cft verint

G

Autredemonflration geomerrique.

D:F 7 Soic AB8—(

{cavoict AD S —T[

5) Puis ACq-

d 35 C7) leur prode:

B . o fcraC B: ou bizg:

lonla mulripliczs

6 ar precedance E D+

35 5 —ETFs6—DC.

A 2C 7 E -—i-»G?”’ LC{F"'

' i

|

£, \
{ pE L'OPERATION. 147

Ir:50us demonlitrerons eftrecgalesd C Bencefte force.

PouclcED + GF, loubftrai¢t EF, & D G, refte CB.
‘Tulzfion. Plus doncques mul:iplié par plus,donnc pro- .

" plus. & moins maultipli¢ par moins, donne pro-
Eplus, & plus muldpli¢ parmoins, ou moins muld-
fye:pacplus, donne produi¢tmoins; cc qu'il falloic de-

-xoaftrer.

L'explication de Stevin est fondée sur la distributivit¢ de la multiplication par
rapport a l'addition ; par ailleurs il se sent obligé de donner une explication géométrique

en plus de I'explication arithmétique
toujours géométrique.
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2 1. h\/ 1AVl LLAVUTROU AL 7 pay |

Exercice : En procédant comme Stevin dans sa "démonstration” géométrique,
1
2

LES

EUVRES
Mathematiques

' DE
SIMON STEVIN deBruges.

Ou font inferées lcs
MEMOIRES MATHEMATIQVES,
Efquclles scft exercéle Tres-haur& Tres-illuftre Prince M AURICE

de Nassau, Prince d'Aurenge, Gouverncur des Provinces des
Pais-bas unis, General par Mer & par Terre, &c.

Lecrout reven, corrige, ¢~ angmente

Par ALBERT GIRARD Samiclois, Mathematicien.

A LEYDE

Chez Bonaventure & Abraham Elfevier, I;'nprimcurs ordinaires
delUniverfid, Axno <o I> ¢ xxx1v.

Hors-texte 5.

Page de titre de la seconde édition frangaise des
CEuvres Mathematiques de Simon Stevin de Bruges, Leyde, 1634,
Traduction et commentaires d’Albert Girard.
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i'explication de Mac Laurin (1748) :

On pourrait de la déduire la régle des signes telle qu'on a coutume de I'énoncer, qui est que
signes semblables dans les termes du multiphcateur et du multiplicande domum + au produt, et les signes
différents donnent -. Nous avons évité cette manicre de prmn‘m la regle, pour eparsmer aux
Commengarnts lu\prc»n}n revoltante - par - donne +, qui es Cep&:nual it une con\equmu nécessaire de la

régle : on peut, comme nous avons fait, la déguiser, mais non I'anéantir ou la contredire ; le Lecteur, sans

s'en apercevoir, en a observé tout le sens dans les exemples précédents | familiarisé avec la chose,
pourrait-il encore s'effaroucher des mots ? s'1l lui reste la-dessus quelque scrupule, qu'il fasse attention a la
démonstration suivante qui attaque directement la difficulte.

+a - a =0, ainsi par quelque quantité qu'on multiplie +a - a, le produit doit &tre 0 : si je le multiplie
par n, j'aurai pour le premier terme +na, done j'aurai pour le second -na, puisquil faut que les deux termes
se détruisent. Donc les signes différents donnent - au produit. Si je multiplie +a - a par -n, par le cas
précédent, j'aurai -na pour premier terme ; donc jlaurai +na pour second, puisqu'il faut toujours que les
deux termes se détruisent ; done - multipli€ par - donne + au produit.

Cette explication repose aussi sur la distributivité mais cette fois on a une

démonstration formelle, pas seulement un exemple.

L'explication d'Euler (1770) :
Cette explication se trouve dans un ouvrage destiné aux debutants (Eléments
d'Algébre Tome 1. 1774. Traduit de I'allemand) :

32. Commengons par multiplier -a par 3 ou +3 ; or puisque -a peut étre considéré comme une
dette, il est clair que si 'on prend trois fois cette dette, elle doit aussi devenir trois fois plus grande, et par
conséquent le produit cherché est -3a. De méme s'il s'agit de multiplier -a par +b, on obtiendra -ba, ou, ce
qui est la méme chose -ab. Nous tirons de la la conséquence qu'une quantité positive €tant muln'pliée par
une quantité négative! | le produit est négatif ; et nous prenons pour régle que + par + fait + ou plus, ¢
qu'au contraire + par -, ou - par + donne - ou moins.

33, Il nous reste 4 résoudre encore ce cas ou - est multiplié par -, ou, par exemple -a par -b. llest
évident d'abord que, quant aux lettres, le produit sera ab ; mais il est incertain encore si c'est le signe +, ou
bien le signe - qu'il faut mettre devant ce produit; tout ce qu'on sait, ¢'est que ce sera ou I'un ou lautre de
ces signes. Or je dis que ce ne peut étre le signe - : car -a par +b donne -ab, et -a par -b ne peut produire le
méme résultat que -a par +b ; mais il doit en résulter l'opposé, c'est-a-dire +ab ; par conséquent nous
avons cette régle : - multiplié par - fait +, de méme que + multiph¢ par +.

Il v aurait beaucoup a redire sur cette "explication” : dans le premier paragraphe
Euler généralise, a partir de 3 x (-a) = -3a, a un r¢el b quelconque non entier ; et que
penser de la "pirouette” finale ? Euler était pourtant un trés grand mathématicien.

L'explication de Laplace (1795) :

La régle des signes présente quelques difficultés @ on a peine & concevoir que le produit de -a par
-b soit le méme que celui de a par b. Pour rendre cette identité sensible, nous observerons que le produit -a
par +b est -ab ( puisque le produit n'est que -a répété autant de fois quil y a dunités dans b). Nous
observerons ensuite que le produit de -a par (b - b) est nul, puisque le multiplicateur est nul ; ainsi le
produit de -a par +b étant -ab, le produit de -a par -b doit étre de signe contraire ou égal a +ab pour le
detrunre.

On retrouve ici a la fois la maladresse d'Euler pour expliquer que
(-a) x b = -ab et l'astuce du zéro de Mac Laurin.

1 Jusqu'a la fin du XIXéme sigcle les lettres a, b, etc... désignent toujours des nombres positifs.
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L'explication de Hankel (1867) :

Il s'agit cette fois d'une explication purement formelle : si I'on veut prolonger a
ensemble de tous les réels les propriétés de l'addition et de la multiplication des réels
positifs, ce ne peut étre que conformément a la régle des signes. En effet :

0=ax0=ax(b+oppb)=ab+ax(oppb)
0=0x (opp b) = (a+ opp a) x (opp b) = ax (opp b) + (opp a) x (opp b)
dou (opp a)x (opp b) = ab

La justification de la régle des signes, que l'on utilise par ailleurs sans probleme,
n'est pas le seul obstacle a l'utilisation des nombres négatifs. Ainsi le nombre négatif ne se
comporte pas comme le nombre positif au regard de 'ordre.

Voici ce que dit Carnot dans son ouvrage La géométrie de position (1803)

Soit cette proportion? 1 : -1 = -1: 1 ; si la notion combattue €tait exacte, c'est-a-dire, si -1 etant

moindre que 0, a plus forte raison serait-il moindre que 1 ; donc le second terme de cette proportion
devrait &tre moindre que le premier ; donc le quatriéme devrait étre moindre que le troisieme ; c'est-a-dire
que 1 devrait &tre moindre que -1 ; donc -1 serait tout ensemble moindre et plus grand que 1 ; ce qui est
contradictoire.
[...] Une multitude de paradoxes ou plutdt d'absurdités palpables résulteraient de la méme notion, par
exemple, -3 serait moindre que 2 ; cependant (-3) serait plus grand que 27 c'est-a-dire qu'entre deux
quantités inégales le carré de la plus grande serait moindre que le carré de la plus petite, ce qui choque
toutes les idées claires qu'on peut se former de la quantite.

Examinons le raisonnement de Carnot :

a et b étant des nombres positifs, si b < a (le second terme est moindre que le
premier) alors a’b >1 . Si donc ¢ et d (positifs) vérifient a’b=c/d , alors nécessairement
¢/d >1 et donc d<c (le guatriéme terme est moindre que le troisiéme).D'ou le probléme :
$'il est vrai que -1<1 et que 1/-1= -1/1 alors, d'apres le raisonnement ci-dessus, on devrait
avoir  1<-1! Une propriété liée a 'ordre des positifs ne s'étend pas aux négatifs !

Une autre propriété liée a I'ordre des positifs non transférable aux négatifs est celle
de la comparaison des carrés :

Si deux nombres (positifs) sont rangés dans un certain ordre (a<b) alors leurs
carrés sont rangés dans le méme ordre ( a><b* ). Que se passe-t-il si a est un nombre
négatif et b un positif ? Carnot illustre cette incohérence en prenant a = -3 et b=2.

. . . 1 =l
(1) i] s'agit de la proportion —=—

!
i i
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Exercice : Le comportement des négatifs vis-a-vis de l'ordre est-il si incohérent que

1. a, b, ¢ et d sont quatre fs tels que a’b =c/d
Supposons que b - er
En déduire dan

. ova 1o
a_t-il 1115 it
a=i UIiT GLIC

poet

tre les positifs (voir le commentaire du

texte de Carnot) et les négatifs ?
2. a et b sont deux nombres négatifs tels que a < b. Comparer leurs carres.

D'Alembert, dans larticle "Quantit¢” de I'Encyclopédie dit que les quantités
négatives sont siomogenes entre elles mais hétérogenes aux positives.

Jean Le Ro.nd d’'Alembert
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Eléments de corrigé :

1.Sib <a a}ors 1 > a’b (on a divisé par un néga tif

Comme a'b =c/d, alors 1 > ¢/d et donc d <c (on a multiph'é par un négatif)
On retrouve exactement la regle énoncée par Camnot : st le second terme

moindre que le premier alors le quatrieme est moindre que le troisieme.
2. Si a <b alors a* > ab (on a multipli¢ par a négatif)
et aussi ab > b? ( on a multipli¢ par b négatif)

d'ou on déduit que a* >

e

EULER

MDCCVIL,

Leonhard Euler
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['autre probléme soulevé par les nombres négatifs, et aussi par les imaginaires, est
d'ordre plus philosophique que mathématique : ces nombres représentent-ils  quelque
chose de fangible ?

Ecoutons de nouveau Carmnot ( La géométrie de position) .

Pour obtenir réellement une guantité négative isolée, il faudrait retrancher une quantite effective

I (0183w RE1s iii

de zéro, dter quelque chose de rien : opération impossible. Comment donc concevoir une quantité
negative isolee ?

Ou encore Lacroix (Eléments d'Algebre dition de 1800) :

114, Dansles quesuons précédentesy I équahon a eq
deux solunons 'une posmve I'autre négative. Dans la
dermere, elle en a deux, positives. Elle peut en avou‘
‘aussi denx négatives, mais cela n'arrive que lorsque
I'énoncé dela question est vicieux; car alors chacune de

“ces deux solutions négatives, indique (24) que I'inconnue
, doit étre prise daps un rens’ tout opposé d celui de
I'énoncs. Par exemple,’ si 1on proposoit cette queauon!
:Trouver un nombre tel que si, d.son quarré, on aloutg
neuffol: ce méme nambre, et encore lenombre 50, le lout
fasse 30 ; cette quesuon mise en equalxon, donneroxt

v ﬂ

. . 2 gxt bo=3o, ;
qui, en suivant les réglea donneas plus haut, devxendront
successwement . ~
i‘ i x‘+gx-—-—no, BAREE) ;“

| =‘+9-*=+“ F—20=3; .
' tirant la racine quarree ,-on aurolt,

= agg==y, - L
dou - m -
e=—iti=i—g, ot s=—f—Im=—5. .\

l

Les deux signes — montrent que la question doit étra;
changée en cette autre: Trouver.un nombre tel, que .n,fl
apré.r avoir ajouté bo & son quarré, on retranche du toul;
neufjbzs ce méme nombre demandé, il reste 3o, . "L’

lﬁ"‘l 1 5 K i, Algcble a donc cet avantage que non-seule-
F_ent elle résout les questions, mais elle fait encore dis<
inguer si i elles sont bien oy mal posées;

Si ces nombres représentent quelque chose de tangible, alors comment se fait-il
qu'on ne puisse pas leur appliquer les mémes regles opératoires qu'aux nombres positifs ?
Encore un extrait de La géomeéirie de posiiion .

Passons a la seconde notion. qui consiste a dire que les quantités négatives ne different des
quantités positives qu'en ce qu'elles sont prises dans un sens oppose. Cette idee est ingénieuse, mais elle
n'est pas plus juste que la précédente. En effet, si deux qudﬂtﬂe\ l'une po\m\e l'autre négative, étaient
aussi réelles I'une que l'autre et ne différaient que par leurs positions, pourquoi la racine de I'une serait-elle

une quantité imaginaire, tandis que celle de l'autre serait effective ? Pourquot V=4 ne serait-elle pas ausst

‘, N < . - . I . . . .
réelle que V+@ ? Et d'ou viendrait le privilege que la premiere, -a, aurait de donner son signe au produit

{(-a)yx (+a)?
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Et si ces nombres ne reflétent aucune réalité, comment se fait-il qu'en les
combinant dans des calculs on obtienne des résultats incontestablement tangibles ?

-Dis-mei, tu as tout compris dans cette histoire 7

-Quelle histoire ?

-Celle des nombres imaginaires.

-Oui. Ce n'est pas si compliqué que ¢a. Il suffit de se rappeler que I'unité de caloul, c'est la racine carrée de
MOINS UL

-Justement, cette tacine n'existe pas | Tout nombre, qu'il soit positif ou negatif, donne, €levé au carre, un
nombre positif. Il ne peut donc y avoir de nombre réel qui soit la racine carrée d'une quantité négative !

-D'accord. Mais pourquoi n'essaierait-on pas quand méme d'appliquer & un nombre négatif le caleul de
l'extraction d'une racine carrée ? L'opération ne peut donner, c'est entendu, aucune valeur réelle, et c'est
bien pourquoi on qualifie le résultat d'imaginaire. C'est comme si tu disais : autrefois, il v avait toujours
quelqu'un d'assis & cet endroit, apportons-lui donc une chaise aujourdhui encore, et serait-il mort entre-
temps, nous ferons comme s'il allait venir.

-Mais comment le peut-on quand on sait en toute certitude, avec une certitude mathematique, que c'est
impossible ?

-Précisément : on agit comme si ce n'était pas impossible, en dépit des apparences, en pensant que cela
finira bien par donner un résultat quelconque. Aprés tout, en va-t-il autrement des nombres irrationnels ?
Une division qui garde toujours un reste, une fraction dont la valeur ne sera jamais, jamais obtenue, aussi
loin que l'on pousse le calcul ? Et comment vas-tu te représenter le fait que deux paralléles ne se
rejoignent qu'a linfini ? Je crois que si lon voulait se montrer trop pointilleux, il n'y aurait pas de
mathématiques du tout.

-La tu as raison. Dés qu'on voit le probléme sous cet angle, il ne manque pas d'étrangeté. Mais le plus
étonnant, c'est que ces valeurs imaginaires ou impossibles permettent quand méme des calculs réels, au
bout desquels on obtient un résultat fangible !

-C'est simplement que les facteurs imaginaires, a cet effet, s'annulent réciproquement au cours de
l'opération.

-Oui, oui, je sais cela aussi bien que toi. N'empéche que quelque chose d'étrange subsiste dans toute
l'affaire. Comment l'exprimerais-je ? Ecoute-moi bien : au début de tout calcul de ce genre, on a des
chiffres parfaitement solides qui peuvent symboliser des métres, des poids ou ce que l'on voudra de
concret. Clest de semblables chiffres que l'on retrouve 4 la fin de l'opération. Mais ces derniers chiffres
sont reliés aux premiers par quelque chose qui n'existe pas ! Ne dirait-on pas un pont qui n'aurait que ses
piles extrémes et que l'on ne franchirait pas moins tranquillement comme s'l était entier ? Pour moi, ce
genre de calculs a quelque chose de vertigineux ; comme si, @ un morment donné, il conduisait Dieu sait
ol Mais le plus mystérieux, c'est encore la force cachée dans une telle opération et qui vous maintient
d'une main si ferme que vous finissez quand méme par aborder sur l'autre rive.

11 éprouvait maintenant pour les mathématiques un soudain respect : d'aride matiere a mémorisation, elles
étaient devenues d'un coup pour lui probléme vivant.

Robert von Musil (1880-1943)
Les désarrois de I'éleve Torless
Dans ce texte, Miisil évoque d'autres nombres dont la compréhension pose
probléme a I'éléve Toérless : les rationnels (pour I'€leve Toérless, 2/3 est une opération,
V2

pas un nombre) et les irrationnels (V< est-il un nombre ? )

Et pourtant 2/3 c:t\f/5 sont tangibles ! On peut les construire a la regle et au
compas. Si 'on a du mal a concevoir les rationnels et les irrationnels il n'y a rien
d'étonnant a étre dérouté par les imaginaires.

Ce texte n'est certes pas celui d'un mathématicien mais il montre bien I'obstacle

qu'est la représentation du nombre.
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Lacroix, qui veut qu'on réécrive le texte du probleme lorsque la résolution de
celui-ci conduit a des solutions négatives, agit de méme avec les nombres imaginaires :

My, Les expx"euiorii_ V—b, at+V —b, et e‘x'i_gé-':
nérg!.c':e]leé qui'éorh[ir'ennentala racine quarrée'd'uﬂe"
rEluén(it._é négative, se nomment quantités ima};inaire: (*);
igé'_he:_g’on't_ que"d'qa' symboles d’absurdité’ qui tiennent
-;La':'pla‘gé'ae la v.al.e'u?’ qu'on auroit,obtenue, si la question
propoace et été possible. - = e o ' e
£:’On ne les néglige' point dans le calcul ,_;par‘cn_ quiil
:‘ar_'ri\'re quelquefois qu’en les combinant dfaprén'ceria.i.ncg'
;]_lgix , 'absurdité se détruit, et le résultat devient réel. On
len'trouvera des exemples dans le Complément. '

Ly——— - « B
2}’;-‘~.’ 'Y s e Y et " - o . Y i
';_-,;'C.) 'll serolt plus exact dedire expressionsou symboles iuqiau'lu',
pulsque ce ne sont pas des quanUtés,- Mt LR ES,
et - . e & |

g s

Enfin laissons a Carnot le soin de clore ce chapitre :

Avancer quune quantité négative isolée est moindre que 0, clest couvrr la science des
mathématiques, qui doit étre celle de I'évidence, d'un nuage impénétrable, et s'engager dans un labyrinthe
de paradoxes tous plus bizarres les uns que les autres ; dire que ce n'est quune quantite opposée aux
quantités positives, c'est ne rien dire du tout, parce qu'il faut expliquer ensuite ce que c'est que des
quantités opposées ; TECOUMT pour cette explication & de nouvelles idées premieres, semblables a celles de
la matiére, du temps et de l'espace, c'est declarer qu'on regarde la difficulté comme insoluble, et c'est en
faire naitre de nouvelles ; car si 'on me donne pour exemple de quantités opposées Un mouvement Vers
l'orient et un mouvement vers loccident, ou un mouvement vers le nord et un mouvement vers le sud, je
demanderai ce que c'est quun mouvement vers le nord-est, vers le nord-ouest, vers le sud-sud-ouest, ete.,
et de quels signes ces quantités devront étre affectées dans le calcul ?

[..] Aucune quantité ne peut devenir, soit négative. soit imaginaire, sans cesser d'étre une véritable
quantité, parce qu'il n'y a évidemment de véritables quantités, que les quantités absolues.
Réflexions sur la Métaphysique du Caleul Infinitésimal (1797}
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5- " Les racines des équations sont des chemins
réels "

"Tous les mathématiciens qui pensent, et qui sont de bonne foi, conviennent que la
théorie des quantités négatives est loin d'étre satisfaisante. Mais, s'il en est ainsi des quantités
simplement négatives, que doit-on dire des imaginaires ?

Pour un esprit qui tient a voir clair, n'ont-elles pas quelque chose de repoussant ?
Quoi ! en opérant sur des étres imaginaires, on obtiendra des résultats réels ? la vérité sortira
de la région des chimeres ?

()

Il reste une difficulté qui est grande pour tout esprit exact : c'est qu'on applique a
des figures qui n'expriment rien, des transformations, des regles et des équations qui n'ont
été démontrées que pour les formules qui expriment des quantités.

(...)

Avec un nouveau systéme d'algebre que je cherchais, j'ai trouvé un nouveau systéme
de géométrie, auquel je ne m'attendais pas. Ce ne sont cependant pas deux sciences ; ce n'est
qu'une seule science, une seule théorie, laquelle a deux faces, I'une algébrique, et l'autre
géométrique. C'est une algebre émanée de la géométrie ; c'est une géométrie généralisée et
rendue algébrique.

L'idée fondamentale de cette théorie est celle du chemin, considéré comme
conduisant en un seul sens. Sur toute ligne on peut concevoir deux chemins conduisant en
sens opposés, I'un de A en B, par exemple, et l'autre de B en A. Pour que deux chemins
soient égaux, en tant que chemins, il ne suffit pas qu'ils aient méme longueur, il faut aussi
qu'ils aient méme direction. De sorte que tous les rayons d'un méme cercle, considérés
comme conduisant du centre a la circonférence, sont des chemins inégaux. L'expression
algébrique (ou méme arithmétique) d'un chemin en déterminera la direction, relativement a
un autre chemin pris pour terme de comparaison, ou, si l'on veut, pour unité. D'aprés ce
systéme, toutes les racines des équations sont des chemins réels, toutes les formules usitées
en algebre expriment des chemins réels situés sur un méme plan ; toutes les racines de
I'unité, en particulier, sont tous les rayons d'un méme cercle."

C.V. Mourey  La vraie théorie des quantités négatives et des quantités

rétendues imaginaires. 1828.
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Nous avons choisi ce petit extrait de l'introduction de I'ouvrage de C.V.
Mourey, car les questions qui y sont évoquées, ainsi que la proposition d'y
répondre géométriquement sont dans 1'air du temps en ce début du 19°siecle.

A cette époque, effectivement, de fagon tout a fait indépendante,
plusieurs mathématiciens vont apporter des réponses trés proches aux
interrogations qui commencent & se présenter : quelle est la réalit¢ de ces
"quantités" négatives ou imaginaires qui sont solutions d'équations? quel sens
peut-on leur donner ? peut-on justifier de fagon rigoureuse les opérations que
I'on applique a ces quantités ?

Ces mathématiciens seront Wessel (Essai sur la représentation analytique
de la direction 1797 (traduit du norvégien en 1897)), Argand (Essai sur la
maniére de représenter les quantités imaginaires 1806), Mourey, Warren (A
treatrise on geometrical representation of the square roots of negative quantities
1828), Buée (Mémoire sur les quantités imaginaires 1805).... peu d'attention en
fait fut accordée a ces idées trés novatrices, publiées par des mathématiciens tout
A fait inconnus et sans influence, jusqu'a ce que Gauss publie, en 1831, un article
sur la représentation des nombres complexes.

Au 18°siecle, les mathématiciens ont étendu toutes les propriétés des
nombres réels aux "imaginaires", comme cela avait déja été fait des nombres
positifs au négatifs. Les questions de sens et de rigueur ne se sont pas vraiment
posées, puisque les résultats obtenus permettaient de progresser.

Quelques mathématiciens, cependant, parmi les plus grands, feront des
propositions novatrices. L'un d'eux est Euler, peut-étre parce qu'il avait
quelques problémes avec la régle des signes et quelques difficultés avec certains
calculs sur les imaginaires.

Voici un extrait de ses éléments d'algebre de 1774

142 - Or nous avons remarqué plus haut que les nombres positifs sont plus grands
que rien ou 0, et que les nombres négatifs sont tous plus petits que rien ou 0 ; de facon que
tout ce qui surpasse O s'exprime par des nombres positifs, et que tout ce qui est moindre que
0 s'exprime par des nombres négatifs. Nous voyons donc que les racines quarrées de
nombres négatifs ne sont ni plus grandes ni plus petites que rien. cependant on ne peut pas
dire qu'elles soient O ; car 0 multiplié par O fait O, et par conséquent ne donne pas un
nombre négatif.

143 - Or puisque tous les nombres qu'il est possible d'imaginer sont ou plus grands
ou plus petits que 0, ou sont 0 méme, il est clair qu'on ne peut pas méme compter la racine
quarrée d'un nombre négatif parmi les nombres possibles, et il faut donc dire que c'est une

quantité impossible. C'est de cette fagon que nous sommes conduits a 1'idée de nombres qui
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par leur nature sont impossibles. On nomme ordinairement ces nombres des quantités

imaginaires, parce qu'elles existent purement dans l'imagination.
146 - Notre premiére notion dans la matiere que nous traitons, est que le quarré de

‘\/3 par exemple, ou le produit de \/3 par ‘\/3 est -3 ; que celui de ‘\/3 par ‘\/TI , fait-1; et
en général, qu'en multipliant \/—-; par \/; , ou en prenant le quarré de \/tz—a , on obtient -a.

147 - Maintenant, comme -a signifie autant que +a multiplié par -1, et que la racine
quarrée d'un produit se trouve en multipliant ensemble les racines des facteurs, il s'ensuit
que la racine de a multiplié par -1 ou ‘\/; , est autant que \/;. multiplié par ‘\/—-_1- Or \/2_1 est
un nombre possible ou réel, par conséquent, ce qu'il y a dimpossible dans une quantité
imaginaire peut toujours se réduire a ‘\/j . Par cette raison donc ‘\/:1 est autant que ‘\/Z
multipliée par‘\/-—l et autant que 2\/3 ,a cause de '\/Z égal a 2. Par la méme raison \f:§ se
réduit a ‘\/5‘\/3 oua 3‘\/3 et‘\/——l_g signifie 4\/3.

148 - De plus comme \/; multipliée par\/g fait ‘\/;6 , I'on aura ‘\/3 pour la valeur de
\[—5 multipliée par‘\/g ; et Y4 ou 2 pour la valeur du produit \/j par ‘\/:l On voit donc
que deux nombres imaginaires, multipliés I'un par I'autre, en produisent un réel ou possible.

Mais au contraire un nombre possible, multiplié par un nombre impossible, donne
toujours de l'imaginaire : \/3 par Y 15 fait V-15.

Exercice:

1) Lorsque Euler désigne des nombres par les lettres a et b, quelle est la nature
de ces nombres ?
Actuellement, lorsque 1'on désigne un nombre par a, quelle est la nature de a si
I'on ne précise rien ?
2) Dans le paragraphe 146, Euler souligne que V-1 x V-1 est le carré de V-1.
Dans ce cas, quelle régle applique-t-il ? Qu'en déduit-il pour le résultat de
V-1xy-1?
3) Dans le paragraphe 148, il utilise la propriété Va x Vb =+/ab.
Qu'en est-il alors de V-1 x V-1?
4) En utilisant les paragraphes 146 et 148 :

V-a=vV-1xVa

DoncV3=v-1x Y3  V-2=v-1xV2
finalement :ﬂxﬁ:ﬂxﬁxﬂxﬁ

Quel résultat obtient-on ? Quel est le probleme qui se présente alors ?
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Eléments de corrigé:

1) Les lettres chez Euler désignent les seuls "vrais" nombres, c'est a dire les réels

positifs.

Actuellement une lettre désigne un réel quelconque si on ne précise rien.

2) Dans le paragraphe 146 Euler applique la régle (connue pour les réels positifs)
a x a est le carré de a et de plus, le carré de v/a est a. Il en déduit que
V-1xv-1=-1

3) Dans le paragraphe 148, en appliquant la régle, valable pour les réels positifs,

que Va x Vb =+/ab, il en déduira que
V-IxV-l=vV-Tx-1=vV1=1

4) En utilisant les paragraphes 146 et 148 on obtiendra donc d'une part :

V3 xV2=V1xV-1xV3xV2=-1x16
D'autre part:

V—-— X '\/:5 m = '\/6
I1 y a donc un probléme. On ne peut ainsi étendre toutes les opérations valables
pour les réels positifs aux racines carrées de nombres négatifs, sans précaution.

Il faut remarquer qu'a 1'époque d ' Euler, V4 est égal 4 2 ou a -2, selon le
contexte. De 13, nait une certaine ambiguité a laquelle nous ne sommes pas
habitués. |
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Quelques années plus tard Euler aura pris conscience de la difficulté de
notation, et du fait que, peut-étre, on ne peut étendre toutes les opérations sur
les nombres réels aux imaginaires, sans précaution.

En 1777 dans un mémoire a 1' Académie de Saint-Pétersbourg il propose
d'abandonner la notation v/-1 , qui ne convient manifestement pas, pour i (début
de imaginaire ou d'impossible) . Les mémoires d'académie paraissent en général
assez tardivement et cette proposition ne sera publiée qu'en 1794, aprés la mort
de Euler.

Bien qu'elle soit séduisante et de bon sens, la nouvelle notation mettra de
longues années a étre utilisée.

Le premier sera Gauss en 1801, timidement Cauchy 2 partir de 1847 ; la
plupart des mathématiciens continueront  utiliser v/-1, au moins lorsque cela ne
pose pas probléme, méme au 20°siécle.

Euler en 1748, dans son introduction a 1'Analyse infinitésimale avait fait
d'autres propositions.

Une quantité variable devient déterminée, lorsqu'on lui attribue une valeur
déterminée quelconque.

Elle peut donc le devenir d'une infinité de maniéres, puisqu'on peut lui substituer
tous les nombres imaginables. La signification d'une quantité variable ne peut étre censée
épuisée, qu'autant qu'on aura congu en sa place toutes les valeurs déterminées. Ainsi une
telle quantité comprend tant les nombres positifs que négatifs, les nombres entiers et
fractionnaires, ceux qui sont rationnels, irrationnels transcendants ; on ne doit pas méme en

exclure zéro, ni les nombres imaginaires.

La lecture de ces lignes rend bien compte de la difficulté pour les
contemporains d' Euler d'admettre "tous les nombres". "On ne doit pas méme
exclure.."

Notons que c'est en étendant (de fagon plus ou moins rigoureuse) des
développements en séries enti¢res pour des variables réelles, aux variables
imaginaires qu'Euler établira la forme exponentielle d'un nombre "complexe" et
les formules dites d' Euler.

. ¥ & 2 x* xt x®
e =l4+—+—+—+... cosx=]-——4———4...
11 2! 3! 2! 4! 6!
P ¥ x

sinxm=- 4L 2,
i3 s 7

En remplagant x par ix dans le premier développement on obtient :
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e =cosx+isinx
Dans le méme ouvrage, dans le tome 2, ou il étudie les courbes, il va utiliser les
nombres négatifs et positifs pour repérer les points ; il calcule par exemple
l'ordonnée y (qui pourra étre négative) a partir de I'abscisse x qui peut étre
négative. C'est un début de reconnaissance "géométrique" des nombres

négatif’s.

INTRODUCTION
A
L’ANALYSE INFINITESIMALE,

LIVRE SECOND,

CoNTENANT la Théorie des Lignes courbes , avec un Trzité
abrégé des Surfaces.

CHAPITRE PREMIER

Des Lignes Courbes e géndral.

2. Soit donc x une quantité variable, repréfentée par la
droite indéfinie RS ; il eft clair que toutes les valeurs dézer-
mircées de x, pourvu qu'elles foient réelles, peuvent ¢tre
exprimées par des postions prifes furla ligne R §. Parexemple,

fi le point P tombe fur le point 4, l'intervalle AP, devenant
nul, repréfentera la valeur de x==o0; mais plus le point P,
s'¢loignera du point 4, plus la valeur déterminée de x repré-
fentée par l'intervalle 4 P deviendra grande.

On appelle ces intervalles AP, ABSCISSES.

Ainfi les abfciffes repréfentent les valeurs déterminées de
la variable x.

3. Or, comme la droite indéfinie RS s’écend 2 I'infini de
part & d’zatre du point 4, on pourra auffi couper de part &
d’autre toutes les valeurs de'x. i/lais, fi nous prenons les va=
leurs pofitives de x, en allant fur la droite depuis le point 4,
les intervalles .4 p fitués fur la gauche repréfenteront les va-
leurs négarives de x. En effet, puifque plus le point P s'éloigne
du point A vers la droite, plus eft grande la valeur de x re-
préfentée par l'intervalle 4 £ ; réciproquement, plus le point
P s'éloigne vers la gauche, plus la valeur de x eft diminuée;
&, fi P rombe fur A4, la valeur de x devient=o0. Ceft pour-
quoi, fi le point P eft reculé davantage vers la gauche, les
valeurs de x deviendront plus petites que zéro, c’eft-d-dire,
feront négatives , & les intervalles 4 p pris fur la gauche de-
puis le point 4, repréfenteront les valeurs négatives de x, fi
les intervalles 4P, firués 2 la droite, font cen{és repréfenter
les valeurs pofitives. Au refte, il eflt indifiérent de prendre du
c6té qu’on voudra les valeurs pofitives de x; car le cdté op-
pofé renfermera toujours les valeurs négadives.

M.LFgs 4. Puifqu'une ligne droiteindéfinie eft propre 3 repréfenter
une quantité variable x, cherchons & préfentune maniéretrés-
commode de repréfenter géométriquement une fonction quel-
conque de x. Soit y cette fon&tion de x; laquelle par confé-
quent recevra une valeur déterminée, fi on {ubftitue pour x
une valeur donnée. Ayant pris une droite indéfinie RAS

our repréfenter les valeurs ce x, il faudsa, pour chaque va-
Feur déterminée A P de x, élever fur cette ligne une perpen-
diculaire P M, égale 2 la valeur cotrefpondante dey; ceft-i-
dire que, fi la valeur de y eft pofitive, il faudra la placer au-
deffus de RS ; mais, fi 1a valeur de y devient négative, il
faudra la placer perpendiculairement au-deffous de la dreite

/_1:;. 2

v s

A

RS. Car les valeurs pofitives de y étant prif
droite RS, celles qu at es tcmberont fur la licne
méme RS, & celles gui fort négatives, au-deffeus. .
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Les reperes utilisés auparavant étaient choisis en fonction du probleme a
traiter de sorte que les nombres négatifs n'apparaissaient pas. Ici, il n'y a pas
encore d'axe des ordonnées, mais cela ressemble tout de méme fortement a nos
repéres "cartésiens". C'est peut-étre alors avec 1'étude analytique des courbes
qu'une sorte d'unification entre les réels positifs, négatifs ou nuls va se mettre en
place.

Revenons au texte de Mourey, cité en introduction. Il va aussi unifier
l'ensemble des nombres, y compris les imaginaires, en montrant que
"géométriquement" il n'y a aucune différence.

Considérant l'algébre , il constate que la premiere difficulté est la
soustraction, puisque si l'on veut faire la différence, au sens propre du terme,
entre deux éléments a et x, il faudrait savoir si X est plus grand ou plus petit que
a ; ce qui ne peut étre connu a 1'avance si X est inconnu ; aussi conclut-il :

"1l faudrait trouver le moyen d'exprimer la différence de deux quantités,
sans recourir a la soustraction."

Et son premier point s'énoncera : "Moyen de suppléer a la soustraction."

2 - Si un voyageur, ou un mobile quelconque, partant du point A, va d'abord au point B (fig

1,2,3,4)

A s + e fig.]
D E A B C
Y N W N fig.2
A C B E D F
o . N fig.3
C A E B F D
%c : F
A 23
> &
LIK/‘A’ fig.4
!
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et que du point B il aille ensuite en C, il sera aussi avancé que s'il fut all¢ directement de A
en C, ni plus ni moins ; donc
voyage de A en B + voyage de B en C est équivalent a voyage de A en C. Ou, pour abréger :
AB+BC=AC
Ainsi dans les figures 2 et 3 le voyage AC, qui est a proprement parler la différence de deux
voyages AB, BC, peut étre considéré comme la somme réduite de ces deux voyages.

6 lieues au sud + 4 li. au nord = 2 li. au sud

41i. sud + 6 li. nord = 2 li. nord
Donc 6 li. sud - 4 li. sud = 6 li. sud + 4 li. nord

6 1i. nord - 4 1i. nord = 6 li. nord + 4 li. sud

(...) Ainsi, par rapport aux voyages, la soustraction peut étre remplacée par une addition.
Au lieu de retrancher, par exemple 4 li. sud, on ajoutera 4 li. nord. En général, au

lieu de retrancher un voyage, on en ajoutera |'inverse."

Un peu plus loin :

"Lorsqu'il s'agit d'exprimer les chemins en nombres, c'est a dire de les rapporter a
une mesure, il ne suffit pas de déterminer la longueur de cette mesure ou de cette unité, il
faut aussi en déterminer la direction.
Si l'unité est, par exemple, un metre conduisant de gauche a droite, les chiffres 1, 2, 3 etc....
représenteront 1 métre a droite, 2 métres a droite, 3 metres a droite, etc.... Donc les quantités
1 metre a gauche, 2 metres a gauche, 3 métres a gauche...qui seront respectivement égales a
-1 matre a droite, -2 métres a droite, -3 métres a droite, etc....pourront €tre représentées par
les formules -1, -2, -3 etc.......... 7

Le nombre relatif est dit concret lorsqu'on en spécifie 1'unité, et abstrait dans le cas
contraire. Ainsi, dans I'nypothése précédente, les formules 1, 2, 3, ...-1, -2, -3...représentent
des nombres abstraits. On congoit donc que le nombre abstrait peut étre un chemin, comme

toute autre quantité."

Xercice :

1) Les plus avancés reconnaitront peut-€tre, au début du texte, une relation bien

connue. Laquelle ? (Nous y reviendrons.)
2) Mourey emploie les mots "inverse" et "direction". Ont-ils le méme sens que

dans notre vocabulaire actuel en mathématiques ?
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3) Mourey nous propose I'exemple suivant pour appliquer ses théories :

" Soit 3000 francs la fortune actuelle de Pierre ; nous imaginerons un mobile T, qui
ait parcouru un chemin AB = a 3000 unités abstraites, et ce chemin AB sera le représentant
de la fortune actuelle de Pierre. Etablissons que T sera assujetti, par la suite, a parcourir
autant d'unités positives que Pierre gagnera de francs, et autant d'unités négatives que Pierre
perdra de francs ; il résultera que le nombre des unités contenues de A a T, sera
constamment I'expression exacte de la fortune de Pierre.

Je suppose que, dans une circonstance désignée, le mobile T se soit trouvé en B, et
qu'on veuille découvrir combien Pierre a gagné ou perdu depuis cette circonstance ; il
suffira de calculer la longueur et la direction actuelle de BT.

Si depuis que T était en B, Pierre a successivement gagné 300 Fr, perdu 700 Fr et
gagné 100 Fr, combien a-t-il gagné ou perdu, en définitive, depuis cette époque ?

Traduisez : depuis que T était en B, il a parcouru successivement : +300, -700, +100. "

Quel est actuellement le chemin BT ?
4) Probleme posé par Mourey :

"Pierre est 4gé d'un nombre a d'années, et Jean d'un nombre a

; on demande a
quelle époque 1'dge de Jean sera égal au produit de I'age de Pierre, multiplié par un nombre
donné r.

Note: Il se peut que I'dge de Jean ne doive jamais se trouver égal au produit de I'dge de
Pierre par r, et que cela soit arrivé antérieurement : or, dans cas il faut trouver a quelle
époque cela est arrivé. Ainsi, 1'époque demandée peut étre indifféremment passée ou

future."

Imaginer une lignel qui représente le temps. Soit A sur cette ligne
représentant le moment actuel et E I'époque demandée. Soit P le point
représentant la naissance de Pierre et J celui représentant la naissance de Jean.

Le chemin PA représente l'age de Pierre donc PA = ........

Le cheminJA =.....

PE est I'dge qu'aura, ou qu'a eu Pierre & I'époque E et JE celui de Jean a la méme
époque. Ecrire d'apres I'énoncé une relation entre JE et PE.

Il s'agit de trouver AE =t

En utilisant la "relation de Chasles",2 exprimer JE en fonction de JA et AE, puis

de méme PE.

IMourey nous précise que sur cette ligne tout chemin positif conduira du passé au futur (de 1'antérieur au
postérieur), et tout chemin négatif du postérieur a I'antérieur.

2 Chasles est postérieur 2 Mourey, on peut donc constater que ce n'est pas lui qui a vraiment inventé la
relation qui porte son nom. Par ailleurs, il faut noter que la notation des chemins orientés qui font
fortement penser & nos vecteurs, ainsi que celle de leurs mesures qui ne sont autres que les mesures
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En déduire une relation entre a, a ', t et r, puis la formule permettant d'obtenir t.
Si Pierre a 30 ans et Jean 40 ans, si r = 3, trouver t. Interpréter.

Mémes questions dans les cas suivants:

Pierre a 40 ans, Jeana30 ans, r=3

Pierre a 30 ans, Jeana 40 ans, r =1

Pierre a 30 ans, Jean a 40 ans, r=0

Pierre a 10 ans, Jean a 100 ans, r = 2

LA VRAIE THEORIE

DES

QUANTITES NEGATIVES

ET DES

QUANTITES PRETENDUES IMAGINAIRB.

INTRODUCTION.

Source des difficultes de I’ Algebre.

1. Pour exprimer la différence de deux quantités,
on place la plus petite a droite de la plus grande, en
les séparant par le signe —; 6 — 4.

On aurait une expression absurde, si I'on placait la
plus grande a droite de la plus petite; ainsi la formule
4 —6 est absurde.

Il suit de la qu’il est impossible d’exprimer la diffé-
rence par le moyen du signe —, lorsque l'un des
termes est inconnu ou arbitraire. Soit z un terme in-
connu ou arbitraire : on ne peut pas écrire a — z, parce
qu’on ne sait pas si z n'est pas plus grand que a; on
ne peut pas davantage poser x—a, parce qu'on ne
sait pas si # n’est pas plus pelit que a.

Il suit de la que le signe —, considéré comme ex-
primant la soustraction, ne peut pas étre admis en
Algebre. L’Algebre, étant censée ne s’occuper que de

algébriques n'est pas encore inventée non plus. Il faut donc étre attentif au contexte, ici AB désigne non
pas la longueur AB, mais sa mesure algébrique, ce que nous noterions AB .
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Eléments de corrigé :
1) Il s'agit bien sir de la relation de Chasles.

2) "Inverse" est devenu pour nous "opposé", et "direction" est remplacé par
"sens".

3) 300-700+100 = -300

4)PA =a;JA=a';il fautque JE=rx PE
JE=JA+AE;PE=PA+AE;doncJE=a'+tetPE=a+t.

La relation précédente s'écritdonc:a'+t=r(a+1).
a)Sia=30,a'=40etr=23cela donne : 40 + t =3(30 + ).

Donc 2t =-50 et t = - 25 ; 1'4ge de jean était 3 fois celui de pierre il y a 25 ans.
alors Jean avait 15 ans et Pierre avait 5 ans.

b)a=30;a'=40;r=1: pas de solution.

c)a=30;a'=40;r=0 :t=-40. (Jean naissait et pierre n'était pas né !)
d)a=40;a'=30;r=3:t=-45 (Aucun des deux n'était né !)
e)a=10;a'=100;r=2:t=80 (Jean aurait 180 ans !)
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Dans toute cette partie traitant des négatifs, Mourey s'efforce en fait de
ne pas faire de différence entre le négatif et le positif, et finalement accepte des
solution négatives.

Les nombres réels sont ce que nous appellerions aujourd'hui les "mesures
algébriques".

I1 va préciser son idée :

"Positif et négatif

16 - De ces idées résultent d'abord deux espéces de nombres : 1° ceux qui ont méme
direction que I'unité, et 2° ceux qui ont une direction opposée a l'unité. Les premiers sont
représentés simplement par les chiffres 1, 2, 3, ... ; les derniers par les chiffres affectés du
signe - ; - 1, - 2, - 3... . Il serait fort & désirer que I'on désignat ces deux especes de nombres
par des dénominations qui répondissent a des idées si simples et si justes ; je serais tenté
d'appeler les premiers commeétrigues, et les derniers antimétriques ; mais s'il faut obéir a la
routine, servons nous des mots positifs et négatifs.

{)

De ces définitions résultent plusieurs conséquences qu'il est important de signaler dans
l'enseignement, pour préserver les éléves des fausses idées que présentent naturellement les
mots positif et négatif, ainsi que le signe, - , lorsqu'on I'énonce par le mot moins.

1) 11 n'y a que les chemins et les mouvements, en un mot, il n'y a que les quantités
susceptibles de conduire en deux sens opposés qui puissent tre positives ou négatives.

(=)

5) Les quantités négatives sont tout aussi réelles et aussi palpables que les positives.

6) Les quantités négatives ne sont point les résultats de soustractions impossibles.

17 - Remarques : 1) On emploie le signe + par opposition au signe - . Ainsi, l'on écrit + a, +
4 pour a, 4. Le signe + employé de cette maniére, n'exprime point d'addition ; il signifie
non inverse. ou si I'on veut directe. Mais 1'énoncé de ce signe ne tire pas a conséquence
comme celui du signe -.

2) Lorsque le signe - affecte un chiffre, on peut I'énoncer par le mot négatif ; car - 4, par
exemple, est un nombre négatif. Dans le méme cas, le signe + peut s'énoncer par positif.

3)Il n'en est pas de méme devant une lettre . On peut représenter un nombre négatif par b,
par exemple ; or dans cette hypothése, + b sera négatif, et - b positif. Ainsi, lorsque le signe

- affecte une lettre, il ne peut &tre énoncé que par le mot inverse."

in

Si ce n'est 'usage du mot "inverse" au lieu de notre mot "oppos€", nous
avons ici une vision trés moderne des notations. "a" peut désigner n'importe
quel réel, positif comme négatif.

En fait cette maniére de penser est assez révolutionnaire, et nous avons
remarqué dans nos chapitres précédents que ceci demandera un temps assez
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long pour étre admis. Il est important de noter aussi que Mourey utilise les mots
"positif" et "négatif" pour ne pas rompre avec les habitudes, mais avec réticence.
Ce sera le cas de plusieurs autres mathématiciens que nous allons évoquer,
estimant que cet usage est une géne pour la compréhension. (En particulier en
raison de la confusion de symbole entre opérations +, -, et notation + 3, ou - 3;
aussi de la hiérarchie qui s'établit ainsi entre le positif et le négatif.)

Nous avons bien senti dans le premier extrait que Mourey ne va pas se
contenter de la "ligne", il va aussi considérer des chemins dans le plan, pour
aboutir alors a l'interprétation des imaginaires.

C'est ce que va faire aussi un autre grand précurseur, Argand. Il va dans le
méme courant de pensée, s'intéresser a la problématique des nombres négatifs
pour accéder a celle des imaginaires.

Dans son mémoire de 1806 "Essai sur une mani¢re de représenter les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques”, il établit d'abord
I'idée de rapport dans la comparaison entre nombres négatifs ou positifs.

"... Deux quantités d'une espece susceptible de fournir des valeurs négatives étant comparées
entre elles, 1idée de leur rapport est complexe. Elle comprend : 1) I'idée du rapport
numérique dépendant de leurs grandeurs respectives considérées absolument ; 2) l'idée du
rapport des directions ou sens auxquels elles appartiennent, rapport qui en est l'identité ou
'opposition.
(..)
3 - Maintenant, si, faisant abstraction du rapport des grandeurs absolues, on considére les
différents cas que peut présenter le rapport des directions, on trouvera qu'ils se réduisent a
ceux qu'offrent les deux proportions3 suivantes: +1:+1::-1:-1

+ 1:-1::-1:+1
L'inspection de ces proportions et de celles qu'on formerait par le renversement des termes
montre que les termes moyens sont de signes semblables ou différents, suivant que les
extrémes sont eux-mémes de signes semblables ou différents.

Qu'on se propose actuellement de déterminer la moyenne proportionnelle
géométrique entre deux quantités de signes différents, c'est-a-dire la quantité x qui satisfait a
la proportion :

+1l:+x:+x:-1.

On est arrété ici comme on 1'a été en voulant continuer au dela de 0 la progression

arithmétique décroissante, car on ne peut égaler x a aucun nombre positif ou négatif, mais

puisqu'on a trouvé plus haut que la quantité négative, imaginaire lorsque la numération était

oI
oo

3 Suit ici I'écriture des proportions que nous avons déja rencontrée. a : b: : ¢ : d signifie

extrémes sont a et d, les moyens sont b et c.
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appliquée a certaine grandeur, devenait réelle lorsque I'on combinait d'une certaine maniere
Iidée de grandeur absolue avec l'idée de direction, ne serait-il pas possible d'obtenir le
méme succés relativement a la quantité dont il s'agit, quantité réputée imaginaire par
I'impossibilité ol I'on est de lui assigner une place dans I'échelle des quantités positives ou
négatives ?

En y réfléchissant , il a paru qu'on parviendrait a ce but si I' on pouvait trouver un
genre de grandeurs auquel on put s'allier 1'idée de direction, de maniére que, étant adoptées
deux directions opposées, 1'une pour les valeurs positives I'autre pour les valeurs négatives, il
en existerait une troisi¢éme telle que la direction positive fiit a celle dont il s'agit comme
celle-ci a la direction négative.

4 - Or, si I'on prend un point fixe K et qu'on adopte pour unité positive la ligne KA
considérée comme ayant sa direction de K en A, et ce qu'on pourra désigner par KA pour
désigner cette quantité de la ligne KA dans laquelle on ne considére que la grandeur
absolue, 'unité négative sera K1 , le trait supérieur ayant la méme destination que celui qui
est placé sur KA , et la condition 2 laquelle il s'agit de satisfaire sera remplie par la ligne

KE, perpendiculaire aux précédentes et considérée comme ayant sa direction de K en E, et
qu'on exprimera également par KE . En effet la direction de KA est a I'égard de la

direction de KE ce que cette derniére est a 1'égard de la direction de KI . De plus on voit

que cette méme condition est aussi bien remplie par KN que par KE, ces deux derniéres

quantités étant entre elles comme + 1 et - 1 , ainsi que cela doit étre . Elles sont donc ce
qu'on exprime ordinairement par + v-1,-y-1.
Par une marche analogue on pourra insérer de nouvelles moyennes proportionnelles

entre les quantités dont il vient d'étre question. En effet, pour construire la moyenne
proportionnelle entre KA et KE il faudra tirer la ligne CKL qui divise I'angle AKE en
deux parties égales , et la moyenne cherchée sera 'KC ou KL . La ligne GKP donnera
également les moyennes entre KE et KI ouentre KA et KN . On obtiendra de méme
lesquantités KB , KD , KF , KH , KJ , KM ,KO, KQ ,pour moyenne

entre. KA et KC , KC et KE .., et ainsi de suite. On pourra pareillement insérer un

plus grand nombre de moyennes proportionnelles entre deux quantités données, et le
nombre des constructions qui pourront résoudre la question sera €gal au nombre des

rapports que présente la progression cherchée.
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"6 - En conséquence de ces réflexions, on pourra généraliser le sens des expressions de la
forme AB , CD , KP ... et toute expression pareille désignera, par la suite, une ligne

d'une certaine longueur, parallele & une certaine direction, prise dans un sens déterminé
entre les deux sens opposés que présente cette direction et dont l'origine est & un point
quelconque, ces lignes pouvant elles-mémes étre l'expression de grandeurs d'une autre
espece.

Comme elles doivent étre le sujet des recherches qui vont suivre, il est 2 propos de

leur appliquer une dénomination particuliére. On les appellera lignes en direction ou, plus
simplement, lignes dirigées. Elles seront ainsi distinguées des absolues dans lesquelles on
ne consideére que la longueur, sans aucun égard a la direction.
7 - En rapportant aux dénominations d'usage les diverses espéces de lignes en direction qui
s'engendrent d'une unité primitive ‘KA , on voit que toute ligne paralléle a la direction
primitive est exprimée par un nombre réel , que celles qui lui sont perpendiculaires sont
exprimées par des nombres imaginaires ou de la forme + a \/-—_1- , et, enfin, que celles qui
sont tracées dans une autre direction autre que les deux précédentes appartiennent a la
forme+az+b \/I , qui se compose d'une partie réelle et d'une partie imaginaire.

Mais ces lignes sont des quantités tout aussi réelles que l'unité primitive ; elles se
décrivent par la combinaison de 1'idée de la direction avec I'ildée de la grandeur, et elles sont,
a cet égard, ce qu'est la ligne négative, qui n'est nullement regardée comme imaginaire. Les
noms de réel et d'imaginaire ne s'accorde donc pas avec les notions qui viennent d'étre
exposées. Il est superflu d'observer que ceux d'impossible et d'absurde, qu'on rencontre
quelquefois, y sont encore plus contraires. On peut d'ailleurs s'étonner de voir ces termes
employés dans les sciences exactes autrement que pour qualifier ce qui est contraire a la
vérité.

Une quantité absurde serait celle dont l'existence entrainerait la vérité d'une
proposition fausse ; tel serait par exemple, la quantité x qui satisferait a la fois aux équations
x =2, x = 3, d'ou s'ensuivrait 2 = 3. En admettant une pareille quantité dans le calcul, on
arriverait 2 des conséquences aussi contradictoires que I'équation 2 = 3 ; mais les résultats
obtenus par I'emploi des quantités dites imaginaires sont en tout conformes a ceux qu'on
déduit des raisonnements dans lesquels on ne fait usage que de quantités réelles. On pouvait
donc pressentir un vice dans les dénominations qui plagaient dans la méme classe les

quantités vraiment absurdes et les racines d'ordre pair des quantités négatives, et c'est le
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sentiment secret de cette inconvenance qui a été le premier germe des idées qui regoivent

leur développement dans cet Essai. Nous sommes donc conduits a employer d'autres

dénominations."

Exercice :
1) Définition : X, a, b étant des réels non nuls, X est moyenne proportionnelle

o4

, @
entreaetbsu; =

Déterminer la moyenne proportionnelle entre 3 et 4.

2) Construction d'une moyenne proportionnelle entre 1 et un réel positif non
nul, a, a la manicre de Descartes.

soit C le demi-cercle ie diametre AB =a + 1.

Soit K sur le segment [AB] tel que AK = a.

Evaluer MK en fonction de AK et KB.

En déduire que MK est moyenne proportionnelle entre 1 et a.

Application : a = 3. Construire a la régle et au compas, en utilisant les résultats
précédents, une longueur MK = x, telle que X soit moyenne proportionnelle

entre 3 et 1.

Nous remarquons que pour construire une moyenne proportionnelle nous avons
utilisé une perpendiculaire a (AB).

3) Argand dans le début de son texte, a l'instar de Mourey, a proposé de prendre
sur une droite une "direction" qui donnera le sens positif ; la direction opposée
donnera le sens négatif.

.........

Sur cette droite, Argand appelle K le point correspondant a 0.

h i b

I K A
Si KA = 1, il est logique de représenter - 1 par KI.
Cependant pour différencier ceci des longueurs (qui sont par essence positives),
ces "segments orientés" seront notés : KA =1 , KI =- 1.
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Dans ce cas, si X est la moyenne proportionnelle entre -1 et 1, c'est a dire, si

-1_X
x 17
il semble "logique" d'aprés la construction précédente de représenter X
perpendiculairement a (IA). €
T K A

Cependant si x> = N, nous savons en principe que deux nombres Opposés
répondent 2 la question si N = 0. Donc il y a deux "segments orientés opposés”

qui conviendront. €
E: K A
: N
g = 1 X 2
Orsi =7 alors x“=- 1.

Ainsi KE et KN représentent deux "quantités" dont le carré est - 1.

On peut décider que KE représente V-1et KN représente - V-1.

Ily a donc moyenne proportionnelle de longueurs mais aussi, en quelque sorte
de directions.

i, ous/~ 1 serait donc associé 2 la longueur 1 et la direction faisant un angle de 5

avec une direction origine choisie.
. o LA - Jt
-iou -+~ 1 serait associé a la longueur 1 et 'angle - 0k
4) Comment placera-t-on une moyenne proportionnelle entre i(ouy-1)et1?
Cette moyenne proportionnelle sera associée a quelle longueur et & quel angle ?

5) Peut-on représenter dans ce systéeme le nombre 2i ( ou 24-D? - i 747

-2?
2 . . S AR <1 )
Peut-on représenter ce qui serait associ€ a la longueur 3 et al'angle 4 ?

6) Sur quelle demi-droite sont représentés les réels positifs ? A quel angle sont-ils
associés ?

Mémes questions pour les réels négatifs, puis pour les "nombres" de la forme
+ay/- 1, a étant un nombre réel positif.

7) Considérons le "nombre" 1 +1i ; il est "compos¢" de 1, réel positif et de i. les

lignes dirigée peuvent se composer :
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Appelons 6 I'angle (KA ; KN ).

€ + N

7/
7/
/
‘\e'
4
« A
Evaluer KA en fonction de KN et 6, ainsi que KN. Le "nombre " 1 + i est

caractérisé par la longueur KN et I'angle 6. Quelle est la valeur de KN ? Et celle
de 6 7
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Eléments de corrigé :

Dx =12

2)MK est la hauteur dans le triangle rectangle AMK.
Donc MK? = KA x KB.

(Ceci peut se démontrer 2 1'aide de relations trigonométriques simples.)
MK KB MK 1

KA = MK Ouencore: ==y
Pour construire une moyenne proportionnelle entre a et 1, il suffit de construire
un demi cercle de diamétre AB = a+1, de prendre sur [ AB ] un point K tel que
AK =a. La perpendiculaire 2 (AB) en K coupe le demi-cercle en M tel que MK
soit la moyenne proportionnelle cherchée.

4) 1 suffit de prendre sur la bissectrice de l'angle AKE une longueur égale a 1.

. o P ~ 5 Jt
Cette moyenne proportionnelle est associée a la longueur 1 et a I'angle .
3) 2 (3)1;})

- €

>
- 1

6) Les réels positifs sont représentés sur la demi-droite [KA). Ils sont associés a
l'angle nul.

Les réels négatifs sont sur la demi-droite [KI). Ils sont associ€s a 1'angle plat. Les
nombres de la forme +ay- 1 sont sur la demi-droite [KE) et associés a 1'angle
droit positif ; les nombres de la forme - ay- 1 sont sur la demi-droite [KN) et
associés a l'angle droit négatif.

7) KA =KN cos 6 ; et KE = KN sin 6.

KN est la diagonale d'un carré de c6té 1, donc KN = V2 . On a donc

; V2
cos B =sinf = 2 -

T
Donc 6 = 4
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Argand insiste sur le fait que tous les nombres de la forme +a+by-1 sont
représentés dans son systéme et sont tous associ€és a une longueur et un angle.
(a et b sont pour Argand des réels positifs, pour cela il les fait précéder de + de
maniére a obtenir tous les cas.)

En 1815 dans un article des Annales de mathématiques pures et
appliquées, dirigées par le mathématicien Gergonne, il précise que tous les
résultats qu'il a obtenus en considérant les longueurs et les angles auraient pu
étre obtenus par des calculs algébriques sur la forme +a+by-1 ;il y a donc
équivalence.

A cette occasion il précise que la "longueur" associée 2 a+by-1 est égale
aVa? + b et il lui donne le nom de module.

"Il faudrait rapprocher 1'expression des imaginaires de la notation des lignes dirigées, en

écrivant par exemple : ‘\/a + b2 { > \/_ 1} pour a+b\/—
'\/a + b2 \/a +b

v a® 4 b2pourrait étre appelé le module de a+bV/- 1, et représenterait la grandeur absolue de

la ligne a+bV- 1 , tandis que l'autre facteur, dont le module est I'unité, en représenterait la

direction ."

Argand souligne cependant que pour calculer le module ou la direction d'un
produit son procédé est beaucoup plus simple que les calculs que 1'on serait
amené a faire sur la forme algébrique. (Avec la représentation d'Argand, le
module du produit par exemple est le produit des modules, et 1'argument(ou
angle) du produit est la somme des arguments.)

Notons que c'est Cauchy qui en 1838 inventera le nom argument pour désigner
la direction, c'est a dire I'angle entre KA et KN ,si KA estla direction origine

et KN celle de a+by- 1.

Exercice :

3v3.

1) Soit le nombre 2+2i et le nombre% -4 1.
Déterminer le module de 2+2i et de % - §4ﬁ i, ainsi que leurs arguments.
3\/_

2) Déterminer alors le module et l'argument du produit (2+21)( 4-

Placer les points représentant 2+2i, % - 34£ i et leur produit.
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343.

3) Calculer algébriquement le produit de 2+2i et % -4 1.
En utilisant cette seule forme est-il facile de placer les points représentant 2+2i,
% - %3_ i et leur produit de fagon précise ? Peut-on trouver facilement sous cette

forme le module et I'argument d'un produit ?
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Eléments de corrigé :
1) Le module de 2 + 2i est V8, son argument est Z—I

Le module de g, 3_\/31 est 3 et son argument est - T—t.
4 4 2 3
Le module de leur produit est A8 x% soit 3V/2 ; et son argument est g - %., soit

L
12

2)

f(o-h’\'ét

g2

3 (242i) 1)_3+3‘/— (3 3‘/—

Le placement précis est peu pratique. Le calcul du module n'est pas trop difficile,
par contre celui de I'argument méne a un sinus et un cosunus non répertori€s
dans les valeurs usuelles.
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Notre histoire touche a sa fin, cependant nous ne pouvons manquer de
citer la contribution de Gauss,* puisque c'est lui, finalement, qui, par l'autorité
que lui conférait sa renommée a permis a ces représentations géométriques d'étre
reconnues.

"Notre arithmétique générale, en tant qu'elle excelle a étendre la Géométrie des
anciens, est entierement une création des temps modernes. Partie d'abord de la notion des
nombres absolus, elle a graduellement élargi son domaine. Aux nombres entiers elle a joint
les fractions, aux quantités rationnelles les quantités irrationnelles ; a la quantité positive la
quantité négative ; aux nombres réels les nombres imaginaires. Ces progrés néanmoins ont
toujours été faits a pas bien timides et bien hésitants. Les anciens algébristes appelaient les
racines négatives des équations des racines fausses, et elles le sont en effet, quand le
probléme pour lequel la relation a été posée présente des quantités auxquelles on ne peut en
attribuer d'autres qui leur soient opposées. Mais c'est justement dans l'arithmétique générale
que personne n'hésite a admettre des fractions, lorsqu'il y a cependant tant d'objets capables
d'étre représentés par des nombres, pour lesquels les fractions n'auraient aucun sens ; de
méme il ne faut pas refuser aux nombres négatifs les droits accordés aux nombres positifs
par la raison qu'il y a d'innombrables choses auxquelles on ne peut en opposer d'autres. La
réalité des nombres négatifs est suffisamment justifiée puisque dans d'innombrables autres
cas ils trouvent des objets auxquels ils peuvent s'appliquer (substratum) exactement. cela est
admis depuis longtemps ; mais les quantités imaginaires, anciennement et parfois encore de
nos jours, quoique a tort, nommées impossibles, furent encore plutét  tolérées
qu'entierement naturalisées, et elles apparaissent plutdt comme un vain jeu de symboles
auquel tout substratum imaginable est dénié sans hésitation par des gens qui ne songent
pourtant pas a déprécier la riche contribution dont ce jeu de symboles a enrichi le trésor des
relations entre elles des quantités réelles."

Puis un peu plus loin :

"Ces relations ne peuvent étre rendues intuitives que par une représentation
géométrique, et pour le faire le plus simplement possible il n'y a pas de raison d'employer
une autre maniére que la maniére carrée (le quadrillage, c'est a dire que dans un plan
illimité 1'on trace des carrés au moyen d'un double systeme de lignes paralleles se coupant a
angles droit, et on prend les points d'intersection comme symboles. Chacun de ces points est
entouré de quatre points adjacents, et si 'on désigne le rapport du point A a n'importe
lequel des points voisins par +1, le sens du symbole -1 est déterminé par cela méme ; apres

on peut prendre pour +i lequel on voudra des deux autres points, c'est a dire qu'on peut

4Compte-rendu de Gauss de son ouvrage : "Theoria residuorum quadraticarum, commentatio secunda”,
dans les "Annonces savantes de Goettingue", du 23 avril 1831 ; cité par W-W Beman, "Un chapitre de
I'histoire des mathématiques", in "L'enseignement mathématique", 1899.p. 177 et suivantes.
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marquer par +i le passage au point de droite ou a celui de gauche. La distinction entre la
droite et la gauche, dés que nous avons fixé a volonté ce que nous appellerons en avant et
en arriere dans le plan, au-dessus et au-dessous par rapport aux deux cotés du plan, est
complétement déterminée par elle-méme, bien que nous ne puissions faire partager a
d'autres notre intuition qu' au moyen d'objets matériels réellement existants. Mais quand
nous aurons décidé de tout cela, nous verrons que nous aurons encore matiére a choix pour
savoir laquelle de deux séries qui se coupent en un point doit €tre choisie comme la série
principale, et quelle direction dans celle-ci doit &tre choisie pour avoir affaire aux nombres
positifs. Nous voyons encore que si l'on veut mettre +1 pour la relation exprimée
auparavant par +i nous devrons nécessairement mettre +i pour la relation exprimée avant
par -1. Dans le langage des mathématiciens cela veut dire que +i est une moyenne
proportionnelle entre +1 et -1, et correspond au symbole \/——T . Nous ne disons pas la
moyenne parce que -i a le méme droit a cette dénomination. La démonstrabilité d'une
signification intuitive de ‘\/3 est donc pleinement justifiée, et nous n'avons plus besoin
d'autre chose pour faire entrer les quantités imaginaires dans le domaine des objets réels de

l'arithmétique."

it

s
4
3

Dés lors les nombres de la forme a+bi seront appelés nombres complexes pour
gommer toute idée d'imaginaire ou d'impossible, et le plan dans lequel on les

représente s'appellera_plan complexe.
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Tous les "nombres connus" y trouvent leur place, et il n'y a plus de raison de
distinguer les réels positifs, les réels négatifs ou les imaginaires.

Notons encore quelques contributions dont celle de Hamilton, évoquée
par Tait, dans son "Traité des quaternions" (1867) :

"Dans ce but, Hamilton s'est servi d'une figure pour représenter l'ensemble des
valeurs numériques, et il a ainsi congu 1'idée d'une échelle (scala), qui s'étendrait en ligne
droite depuis les régions de l'infini négatif jusqu'a celles de l'infini positif ; les valeurs
numériques seraient en quelque sorte les degrés de 1'échelle.

De plus, un mobile qui cheminerait le long de I'échelle et qui servirait d'index,
désignerait, 2 proprement parler, le nombre scalaire, en un mot le scalar : chaque position
que l'index occuperait sur 1'échelle fournirait une valeur du scalar.

Par abréviation, nous pourrions aussi adopter le substantif "le scalaire", mais nous

risquerions ainsi de créer une expression qui serait en dehors du génie de la langue."

Ainsi est vraiment créé ce que nous appelons classiquement 1'axe des réels, et la
notion de "scalaire" qui a finalement été adoptée.
Nous trouvons un peu plus loin :

"En faisant usage des notations ordinaires de la géométrie analytique a deux
dimensions et en employant deux axes rectangulaires, nous pourrons définir le principe en
question de la maniére suivante : sur oy l'unité de longueur sera représentée par \/-_T , sur
oy ' par - ‘\/TI ; par contre, sur ox elle le sera par + 1 et sur ox ' par - 1.

Si nous disposons ces quantités dans un ordre circulaire, savoir dans l'ordre dans
lequel elles se succéderont lorsqu'on les parcourt a l'aide d'une rotation dans le sens positif
(et nous adopterons pour cela le sens opposé a celui du mouvement des aiguilles d'une
montre.) nous aurons la série :

1, V-1,-1,-4-1.

Dans cette série chacun des termes se déduit du précédent par la multiplication de ce dernier
par le facteur ‘\/TI . Nous sommes ainsi en droit de conclure que ‘\/-_1- est un opérateur, dont
I'application agit d'une maniére analogue a celle d'une manivelle qui ferait tourner d'un
angle de 90°, et dans le sens positif, toute droite passant par l'origine et assujettie a se
mouvoir dans le plan xy.

D'aprés cette maniere de voir, la position d'un point dans le plan se trouve
déterminée par la seule donnée d'une expression imaginaire. C'est ainsi que a+b\/:_1- pourra
étre considéré comme la simple représentation d'un point dont les coordonnées sont a et b.
Mais on pourra aussi bien se servir de l'expression en question pour la représentation de la
droite menée de l'origine au point dont il s'agit. Sous ce dernier aspect, l'expression a+b‘\/j

désigne a la fois et la direction et la longueur de la droite que nous venons de définir ; il est
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évident, en effet, que la droite forme avec I'axe des x un angle dont la tangente est _ et que

|la longueur de la droite est \/a2+b“ M

Ce texte unifie les visions que l'on peut avoir des "expressions
imaginaires", qui engloberont au passage les "nombres réels", si par exemple b
est nul. Nous remarquons en effet que a et b dans ce texte désignent n'importe
quel nombre réel négatif, positif, ou nul. I est tout a fait moderne dans son
écriture, A ceci prés que "droite" signifie "segment orienté" (les vecteurs ne sont
pas loin ; ce sont ces considérations méme qui vont mener Hamilton a leur
invention en 1843, par le biais des quaternions.). Notons aussi que "direction"
n'a pas le sens actuel de direction d'une droite mais désigne en fait a la fois
direction et sens, c'est a dire : angle avec la direction origine.

Il est peut-étre utile de préciser la justification du choix du "sens positif"
donnée par Tait, toujours dans le méme ouvrage :

" Pour déterminer la nature des rotations, j'ai regardé comme positif le sens dans
lequel la terre tourne autour de son axe ou, si l'on veut, le sens dans lequel la terre tourne
autour du soleil, par un observateur qui est placé dans I'hémisphére septentrional. Le sens de
cette rotation est alors 1'opposé du mouvement suivant lequel tournent les aiguilles d'une
montre."

Nous ne pourrions terminer ce tour d'horizon sur le négatif et I'imaginaire
sans nous arréter un peu a une autre contribution de Hamilton : "Theory of
Conjugate functions, or Algebraic couples ; with a Preliminary and Elementary
Essay on Algebra as the science of Pure Time." En 1837, considérant que, au
total, ce qui est important c'est la donnée du couple (a ; b) de nombres réels, il va
étudier I'ensemble de ces couples, d'un point de vue purement formel. Il s'agit de
munir cet ensemble de propriétés et d'opérations qui soient dérivées de celles

des nombres réels.
En particulier il doit exister une addition et une multiplication qui doivent

étre commutatives, associatives, posséder un "élément neutre" (comme 0 pour
l'addition et 1 pour la multiplication dans l'ensemble des nombres réels) ; la
multiplication doit étre distributive sur l'addition, et chaque couple doit posséder
un "opposé" et un "inverse" (sauf peut-étre le couple qui correspondra au 0 de I
addition des réels.)>
Hamilton établit ainsi que les opérations possibles seront les suivantes :
(a;b)+(@';b")=(a+ta';b+b")
(a;b)x(a';b")=(aa'-bb';ab'+ba’)

5les mots "distributif" et "commutatif" ont été introduit par Servois en 1814, le mot associatif sera
introduit par Hamilton en 1843.
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Exercice :
1) Avec les opérations ainsi définies calculer :

2:3)+(1:4) (1;2)+(0;3) (-1;4)+(;3)
2:;3)x(1:;4) (1;2)x(0;3) (-1:4)x(1;3)
(1;0)x(a;0) O;Dx(;0) (1;0)x(0;a)

(a;1)x(0;a) ouaestunréel.
2) Hamilton se pose la question suivante : existe-t-il un couple (a ; b) dont le
"carré" soit (- 1 ; 0), c'est a dire tel que :

(a;b)x(a;b)=(-1;0) ?
Déterminer si c'est possible, un tel couple.
3) Nous remarquons que (1 ; 0) + (- 1 ; 0) = (0 ; 0). Ces couples seront dits
opposés.

Hamilton propose d'identifier le couple (1 ; 0) au réel 1 et d'une maniére
générale, le couple (a ; 0) au réel a.

(- 1; 0) est donc identifié a - 1. Ainsi, d'aprés la question 2), le couple
(0; 1) a pour carré - 1. Il est donc logique d'identifier le couple (0 ; 1) a4/~ 1 et
donc le couple (0;-1)a- V-1

Le couple (0 ; b) est égal a (b ; 0) x (0 ; 1), donc on peut 1'écrire, d'apres la
régle précédente : by/- 1.

D'une maniére générale, le couple (a ; b) qui est égal a (a; 0) + (0 ; b) sera
donc identifié a a+bV- 1.

L'ensemble des nombres complexes est donc identique a 1'ensemble des
couples de nombres réels muni des deux opérations définies par Hamilton.
Vérifier que (a; b) x (a'; b") s'identifie bien a (a+ib)x(a'+ib").
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Eléments de corrigé :

a)(3;7) b)(1:;5) ¢)(0;7) d)(-10;11) e)(-6:3) ) (-13;1) g)((a;0)

h) (0;a) 1) ((0;2) j) (-a;0)

~2)(a;b)x(a;b)=(-1:0) donne: a® - b?=-1 et 2ab = 0. Donc a ou b est nul. Ce
ne peut étre b, sinon on aurait a® = - 1 avec a réel. C'est donc a qui est nul et
donc b =1 ou - 1. Deux couples répondent a la question : (0; 1) et (0 ;- 1).
3)(a;b)x(@a';b")=(aa'-bb';ab'+ba’);
et(a+ib)x(@a'+ib')=aa'-bb'+i(ab'+ba’).

Il y a donc bien identification.
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Ainsi Hamilton écrira :

"Dans la théorie des nombres "singuliers", le symbole ‘\/j est absurde, et note une
extraction impossible, ou plutdt un nombre imaginaire ; mais dans la théorie des couples, le
méme symbole \/j a un sens, et note une extraction possible, ou un couple réel, nommé
(comme nous venons de le voir) la racine carrée principale du couple (- 1 ; 0). Dans cette
derniére théorie, donc, au contraire de la précédente, le signe \/—-_1 peut vraiment Etre
employé ; et nous pourrions écrire, si nous le choisissions, pour n'importe quel couple

(a; 5ap):

(al ,82) = a1+a2V— 1"

Ces considérations sur les couples de nombres réels identifi€s aux
nombres complexes, et qui donc par leur représentation géométrique permettent
de décrire le plan, méneront Hamilton a la recherche des régles d'opérations sur
les triplets de nombres réels, qui pourraient permettre de décrire I'espace a trois
dimensions. Aprés de longues recherches, il découvrira qu'il faut, non pas des
triplets, mais des quadruplets, et que la commutativité de la multiplication devra
étre abandonnée. Ces quadruplets seront appelé les quaternions, et
comporteront une partie qui sera dénommée "vecteur".

C'est ainsi que commence une autre histoire, ou plut6t I'histoire continue,
car ce lent chemin vers les vecteurs était perceptible depuis le début de ce
dernier chapitre. Ce sera une prochaine promenade.

Celle que nous avons suivie ici, au pays des négatifs et des imaginaires,
nous pose sans aucun doute cette question finale : qu'est ce qu'un nombre ?

Y- a t-il encore une "réalité" sous cet objet mathématique qui semble
devenir de pur formalisme, élément d'un "ensemble", muni de "lois" (ou
opérations), et de certaines propriétés ?

Laissons le dernier mot a Hankel, dans sa "Théorie du syst¢tme des

nombres complexes" de 1867 :

"Le nombre n'est plus aujourd'’hui une chose, une substance qui existerait en toute
indépendance en dehors du sujet pensant ou des objets qui en sont 'occasion ; ce n'est plus
un principe indépendant comme 'ont cru les pythagoriciens. La question de I'existence des
nombres nous renvoie soit au sujet pensant, soit aux objets pensés dont les nombres
présentent les relations. Le mathématicien tient pour impossible au sens strict cela seul qui

est logiquement impossible, c'est a dire qui implique une contradiction. Il n'est pas besoin
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de démontrer qu'on peut admettre des nombres impossibles en ce sens. Mais si les nombres
considérés sont logiquement possibles, si leur concept est défini clairement et distinctement,
s'il est donc libre de toute contradiction, la question ne peut plus étre de savoir s'il y a dans
le domaine du réel, dans ce qui est intuitif ou actuellement donné, un substrat pour ce
nombre, s'il existe des objets qui puissent donner matiére aux nombres en tant qu'ils sont

relations intellectuelles d'un certain type."

106




Quelques repéres chronologiques pour les chapitres I et 11

Mathématiciens

i Lettres-Arts-Sciences

| Evénements historiques

Nicolas Chuquet (XVeme s.)

Luca Pacioli (1445-1514)

Nicolo Tartaglia (1500-1557)

Gerolamo Cardano (1501-1576)
Rafael Bombelli (1526-1573)

Frangois Viete (1540-1603)

| XVeme s. Invention de
l'imprimerie.

1502-1506 : Léonard de Vinci
peint "La Joconde"

1532 : Rabelais publie
"Pantagruel”.

1543 : Parution du traité de
Copernic, base de 1'astronomie
moderne.

11453 : Prise de Constantinople

j par les Turcs : fin de 'Empire

‘ Byzantin \
1460 : Destruc,tlon de ]

[ 'Observatoire de Samarcande :

? fin de la Science Arabe

| medievale. 1

] 1492 : Christophe Colomb

! découvre I'Amerique.

| Guerres dTtalie

| 1515 : Bataille de Marignan

Victoire de Frangois ler

1525 : Bataille de Pavie

Défaite de Frangois ler.

1534-1535 : Jacques Cartier \

découvre le Canada. |

]

1562-1598 : Guerres de religion |

1580 : Premiére édition des ‘
"Essais” de Montaigne. (1572 : massacre de la Saint- “
Barthélémy.) f
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Quelques repéres chronologiques pour le chapitre 111

Mathématiciens

Evénements historiques

René Descartes (1596-1650)
Albert Girard (1595-1632)

| Lettres-Arts-Sciences
11601 : Shakespeare : "Hamlet"
1 1604-1618 : Les trois lois de
lKepler

| 1609 : Galilée perfectionne la
[ lunette.

|
|
|
\

1632 : Proces de Galilée
1632 : Galilée : "Dialogue sur

les deux principaux systémes du
monde".

1636 : Corneille : "Le Cid".
1637 : Descartes : "Discours de
f la Méthode".

1639 : Descartes : "La

| Géomeétrie”.

1642 : Naissance de Newton et
mort de Galilée.

| 1598 : Edit de Nantes.
" 1589-1610 : Regne de Henr1 IV

\ 1617-1643 : Régne de Louis XTI
| 1627 : Siége de La Rochelle.

|
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Quelques repéres chronologiques pour les chapitres IV et V

Mathématiciens

Lettres-Arts-Sciences

i

Evénements historiques

Gottfried Leibniz (1646-1716)

Colin Mac Laurin (1698-1746)
Leonhard Euler (1707-1783)

Pierre-Simon de Laplace (1749-
1827)

Lazare Carnot (1753-1823)
Sylvestre Lacroix (1765-1843)

Jean-Robert Argand (1768-1822)

Karl- Friedrich Gauss (1777-1855)

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

William Hamilton (1805-1865)

1659 : Moliére : "Les Précieuses
Ridicules”.

1677 : Fondation de
I'Observatoire de Paris.

1707 : Denis Papin construit un
bateau a vapeur.

1721 : Montesquieu : "Les
Lettres Persanes”.

1735 : Mesure du meridien par
La Condamine.

1747 : Franklin découvre le
principe du paratonnerre.

1751 : Publication du premier
volume de "L'Encyclopédie”.
1759 : Voltaire : "Candide”

1770 : Lavoisier analyse la
composition de l'air.

1785 : Traversée de la Manche
par l'aéronaute Blanchard.

1816 : Niepce realise la
premiere photographie.

1822 : Champollion déchiffre
les hieroglyphes.

1830 : Stendhal : "Le Rouge et
le Noir".
1838 : Hugo : "Ruy Blas".

1840 : Obligation légale du
systéme métrique en France.
1844 : Dumas : "Les Trois
Mousquetaires”.

1661 : Début du regne personnel
de Louis XIV.

1685 : Révocation de I'Edit de
Nantes.

1715 : Mort de Louis XIV.
1715-1774 : Reégne de Louis XV

1766 : Rattachement de la
Lorraine a la France.

1774-1793 : Régne de Louis
XVL

1789 : Prise de la Bastille
(14/07)

| Déclaration des Droits de

I'Homme et du Citoyen (26/08)
1804-1814 : Le Premier Empire.
1815-1824 : Regne de Louis
XVIIL

1824-1830 : Régne de Charles X
1830 : Révolution de Juillet.

| 1830-1848 : Regne de Louis-

Philippe.

1848 : Révolution de Février.

1848-1851 : Ileme Reépublique.
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Biographies :

ALEMBERT Jean Le Rond d' (1717-1783) est né et mort a Paris. Ses débuts dans la vie furent

AL-KHWARISMI

AL-QALASADI

ARGAND Jean-Robert

BOMBELLI Rafael

CARDANO Gerolamo

plutot difficiles : sa mére, la marquise de Tencin, l'abandonna a sa
naissance sur les marches de 1'église Saint Jean-le-Rond, d'ou son surnom ;
il fut élevé par la femme d'un vitrier jusqu'a I'age de douze ans puis entra
au Collége des Quatre Nations ou il prit gout pour les mathématiques. Au
sortir du college il étudia le droit, fut tenté par la médecine mais son
penchant pour les mathématiques fut le plus fort. Il entra a I' Académie des
Sciences le 29 Mai 1741. Il publia en 1743 son "Traité de Dynamique”,
collabora de 1751 a 1772 avec Diderot a 1'élaboration de 1' Encyclopedie
dont il rédigea presque enticrement la partic mathématique et
philosophique. Ses autres travaux mathématiques ont porté sur les
nombres complexes et le calcul différentiel.

(780-850). On ne sait rien de précis sur la vie de ce mathématicien arabe
né a Khwarismi (actuellement Khiva en Ouzbékistan). Son principal
ouvrage, dont le titre arabe "Hisdb al-jabr wa'l-muggdbala” signifie
"Science de la transposition et de la réduction”, traite de la résolution des
¢quations du ond degré ; le mot "al-jabr" qui figure dans le titre a donng le
mot "algebre”. Quant au nom d'Al-Khwarismi, il a donné le mot
"algorithme".

(XVeME ) On ne sait pas grand-chose non plus de la vie de ce
mathématicien arabe qui vécut a Grenade et mourut en 1486 exilé en
Afrique. Son principal ouvrage s'intitule "Dévoilement de la science de
l'arithmétique".

(1768-1822) est né a Genéve et mort a Paris. Il fut célebre pour avoir
donné en 1806 une représentation géométrique plane des nombres
complexes ; toutefois il n'était pas le premier a avoir cette idée puisque
Caspar Wessel, mathématicien danois, avait fait paraitre au Danemark un
mémoire développant des idées similaires, mais il fallut attendre la version
frangaise de 1897 pour que ce mémoire soit diffusé. On doit aussi a
Argand le terme de module d'un nombre complexe.

(1526-1573) est né et mort a Bologne. Il publia en 1572, quelques années
avant la mort de Cardan, une "4/gébre" qui contribua a la solution de
I'équation cubique. Dans cet ouvrage apparait la premicre ¢tude véritable
des nombres imaginaires ainsi qu'un symbolisme apparenté a celui de
Nicolas Chuquet.

(1501-1576). Cardano (Cardan en frangais) est né a Pavie en 1501. I fait
ses études a Padoue ou il devient docteur en médecine en 1524. Meédecin
de renom, il exerce aussi ses dons d'astrologue et enseigne les
mathématiques. Son "4rs Magna", de 1545, est le traité fondateur de
l'algébre au XVI®ME s, - il fournit le cadre pour la résolution des équations
du 3°ME€ ¢t du 4°ME deoré apres les travaux de Scipione del Ferro, de
Tartaglia et de Ferrari. Toutefois Tartaglia I'accusa de lui avoir volé sa
méthode de résolution des équations du 3°M€ degré.

G.Cardano meurt a Rome en 1576.
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CARNOT Lazare-Nicholas-Marguerite  (1753-1823) est n¢ a Nolay en Bourgogne. Il fut avant

tout un homme politique. 11 fit ses études a 'Ecole Militaire de M¢zieres ou
il eut Monge pour professeur et commenga, en 1773, une carricre
d'ingénieur militaire. Pendant la Révolution il fut députe a I'Assemblee et
recut le titre d' "Organisateur de la Victoire” pour son action lors de la
victoire de Wattignies sur les Autrichiens en 1793. Il fut ministre de la
Guerre sous I' Empire, ministre de I'Intérieur pendant les Cent-Jours et,
lors du retour de Louis XVIII, il fut forcé de s'exiler a Magdebourg ou il
mourut en 1823. Ses travaux scientifiques portent sur la mécanique
("Principes fondamentaux de I'équilibre et du mouvement” 1803 ) mais il
est surtout célébre par ses contributions a la géométrie ("Géométrie de
position” 1803 ).

CAUCHY Augustin-Louis (1789-1857) est né a Paris. Trés t6t il montra des dons pour les

CHUQUET Nicolas

DESCARTES René

EULER Leonhard

mathématiques et entra a 'Ecole Polytechnique a I'age de 16 ans. Apres un
séjour de trois ans a Cherbourg en tant qu'ingénieur militaire il revient a
Paris avant déja écrit deux mémoires sur les polyedres et les fonctions
symétriques. Dés 1816 ses travaux le mettent au premier rang et le posent
en rival de Gauss, son ainé de douze ans. Monge ayant ¢t€¢ chassé de
I'Académie des Sciences pour raison politique, Cauchy est désigné pour lui
succéder, ce qui lui vaudra I'hostilité de ses collegues. II est ensuite nommeé
peu de temps aprés professeur a Polytechnique, au College de France et a
la Sorbonne. Ardent royaliste et partisan des Bourbons 1l s'exile a Turin en
1830 et rejoint Charles X a Prague en 1833. De retour en France en 1838
avec le titre de baron, il enseigne dans divers ¢tablissements religieux puis,
aprés la révolution de 1848, il est nommé professeur d'astronomie
mathématique a la Faculté des Sciences. Cauchy manifesta jusqu'a sa mort
une activité mathématique intense : son oeuvre occupe 27 gros volumes et
touche a toutes les branches des mathématiques, incluant la mécanique et
la physique. I a fait faire d'immenses progres a la théorie des déterminants
et a introduit la rigueur en Analyse en développant le calcul différentiel et
intégral sur la base du concept de limite.

semble avoir vécu dans la deuxieme partic du XV ¢me g N¢ a Paris,
docteur en médecine, il vécut a Lyon ou il pratiqua la médecine. En 1484
il rédigea son célebre ouvrage intitulé "Triparty en la science des
nombres" qui ne fut publié qu'au XIX®MC g ; toutefois cet ouvrage était
connu de quelques mathématiciens de 1'époque. Dans ce livre N.Chuquet
résout des équations et invente une notation pour les puissances et la racine
carrée.

(1596-1670) est né en Touraine et mort Stockholm. II fut un des
fondateurs de la biologie, un physicien de talent, un mathématicien et un
des premiers grands philosophes modernes. A partir de 1628 il s'installa en
Hollande pour pouvoir travailler en paix a son oeuvre scientifique et
philosophique. II publia en 1637 son "Discours de la Méthode" dont "La
Géométrie", seul ouvrage de Descartes sur les mathématiques, est un
appendice.

(1707-1783) est né a Bale. Son pere, pasteur calviniste d'un village voisin
mais ancien éleve de Bernoulli, l'initia aux mathématiques. Entré a
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'Université de Bale pour v étudier la théologie, Euler attira I'attention de
Jean Bermnoulli par ses aptitudes en mathématiques et devint I'ami de ses
fils Nicolas, Daniel et Jean. Ceux-ci, établis a I'Académie de Saint-
Pétersbourg le firent venir en Russie. Euler resta a Saint-Pétersbourg de
1727 41741 puis se rendit a 'Académie de Berlin sur I'nvitation du roi de
Prusse ou il resta jusqu'en 1766, date a laquelle Catherine II de Russie
linvita a revenir a Saint-Pétersbourg ou il resta jusqu'a sa mort. Euler ¢tait
doué d'une mémoire phénoménale, d'une intelligence aigué et universelle
et, bien quil fit devenu pratiquement aveugle en 1767, il continua de
travailler jusqu'a sa mort. Il fut un mathématicien particuliérement fécond
dans toutes les branches des mathématiques : théorie des nombres,
analyse, nombres complexes, trigonométrie, ¢quations différentielles,
géométrie analytique et différentielle des courbes et des surfaces. C'est a
lui que I'on doit I'usage des symboles ¢, T et i, la notation fonctionnelle fx,
le symbole I, pour indiquer la sommation.

FONTANA Nicolo dit TARTAGLIA (1500-1557). Bégue a la suite d'une blessure regue dans

GAUSS Karl Friedrich

GIRARD Albert

HAMILTON William

son enfance lors de la prise de Brescia par les Frangais en 1512, il fut
professeur de mathématiques dans de nombreuses villes dTtalie, entre
autres Vérone et Venise ou il mourut en 1557. I fut un mathématicien
talentueux qui sfllustra dans plusicurs branches des mathématiques
(arithmétique, géométrie, algébre). Il s'intéressa plus particulicrement a la
résolution des équation du 3°M€ degré, ce qui l'engagea dans une
controverse animée et sordide avec G.Cardano. Il semble que lui-méme se
soit appropri¢ des résultats trouvés par Scipione del Ferro (1465-1526).

(1777-1855) est né a Gottingen dans un milieu modeste et peu instruit. Ses
professeurs surent reconnaitre son génie précoce et l'aidérent a poursuivre
ses études. Il resta fidele a la ville de Géttingen ou il €tudia, fonda et
dirigea 1'Observatoire, devint le Doyen de la Faculté, et mourut.
Gauss fut un mathématicien génial - on le summomma le "Prince des
mathématiciens” - mais solitaire ; il publia peu et la découverte en 1898 de
son journal mathématique, fort bref puisqu'il ne compte que dix-neuf
pages, permit d'établir la date et l'authenticit¢ de certains résultats.
Ses travaux en mathématiques porterent sur la théorie des nombres, les
statistiques, I'élaboration d'une géométrie non-euclidienne. A partir de
1807 il se consacra davantage a l'astronomie et a la physique, domaines ou

- ses contributions sont également riches et vari€es.

(1595-1632). Traducteur de Stevin et de Diophante, Girard fut tres
marqué par Viéte et le role de la résolution des équations. I fut le premier
4 manipuler les racines négatives et imaginaires des €quations et €nonga,
sans preuve, le théoréme fondamental de l'algebre, apres Roth en 1608,
avant Descartes en 1637, et d'Alembert en 1749.

(1805-1865) est né et mort a Dublin. Doué d'une précocité peu commune
- il savait lire et écrire a trois ans, lisait le latin, le grec et I'hébreu a cinq ans
et parlait plus d'une dizaine de langues étranggres a treize ans ! - il fit ses
études au Trinity College de Dublin et obtint en 1827 le poste tres pris€
d'astronome roval dTrlande. Ses travaux concernent l'optique, la

dynamique, les équations de degré 5, les ¢quations différentielles mais il
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est surtout célébre pour sa théorie rigoureuse sur les nombres complexes
considérés comme des couples de réels et par sa découverte des
quaternions : c'est en se promenant le long du Royal Canal a Dublin le 16
Octobre 1843 qu'il découvrit une propriété importante pour I'élaboration
de sa théorie et grava dans le bois du Brougham Bridge la formule 1* = * =
k? = ijk = -1. L'étude de ces nouveaux nombres conduira a I'élaboration du
produit scalaire et du produit vectoriel.

(1839-1873) est né a Halle. 11 fit ses études a Leipzig puis passa une annce
a Gottingen auprés de Riemann, puis une année a Berlin ou il rencontra
Weierstrass et Kronecker. Aprés avoir obtenu son doctorat a Leipzig en
1862, il v fut professeur de 1867 a 1869 et enseigna ensuite a Tibingen de
1869 jusqu'a sa mort. Ses travaux mathématiques portent sur les nombres
hypercomplexes et la théorie des nombres.

(1765-1843) est né et mort a Paris. Il fut professeur a 'Université de Paris
et son cours d'analyse fit référence pendant de nombreuses annces. II fut le
premier a utiliser dans son "Traité du calcul différentiel et du calcul
intégral” (1797) la notion de fonction qui est maintenant la notre et
I'expression "géométrie analytique” pour désigner I'application de l'algebre
a la géométrie.

LAPLACE Pierre Simon de(1749-1827) est né a Beaumont-en-Auge en Normandie dans une

LEIBNIZ Gottfried

famille de cultivateurs. Apres des études a I'Université de Caen il se rendit
a Paris ou, grace a l'appui de d'Alembert, il obtint un poste de professeur
de mathématiques a 1'Ecole Royale Militaire. Ses travaux scientifiques
portent, a cette époque, sur la mécanique céleste et le calcul des
probabilités. Sous la Révolution il fit partie de la Commission des Poids et
Mesures. Avec ses amis et disciples Berthollet, Chaptal, Gay-Lussac,
Dulong, il produisit d'importants travaux de physique mathématique.
Laplace ne fut pas un pur mathématicien mais il utilisa toutes les
ressources mathématiques, v compris le calcul des probabilités, pour
expliquer les mystéres de la mécanique céleste. Il mourut a Paris en 1827,
cent ans apres Newton.

(1646-1716) est né a Leipzig ou son pere était professeur de philosophie
morale a 1'Université. Lui-méme étudia la philosophie, le droit et la
théologie et c'est lors d'un vovage en France ou il rencontra Huygens que
ce dernier I'encouragea a étudier les mathématiques. Au cours d'un voyage
a Londres en 1673 il rencontra Newton qui le soupgonnera plus tard
d'avoir lu son manuscrit sur la découverte du calcul différentiel et une
grande querelle s'élévera entre les deux mathématiciens sur la primaute de
la  découverte. 1 fonda en 1700 [I'Académie de Berlin.
Leibniz fut un grand créateur de notations : le d pour la différenciation, la
notation dy/dx, le symbole | pour lintégrale, qui est le s de I'époque .
premiére lettre du mot somme, le . pour la multiplication, le : pour la
division. Il fut aussi le premier a utiliser le terme de fonction. Outre
I'invention du calcul différentiel et intégral, on doit a Leibniz de nombreux
travaux sur la logique, I'étude des suites et bien sir la philosophie.
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TAIT Peter Guthrie

(1698-1746) est né a Kilmodan en Ecosse et mort a Edimbourg. Doué
pour I'étude il entra a IUniversité de Glasgow a l'dge de douze ans et
s'initia aux mathématiques en assimilant les "E/émenis” d'Euclide trouves
par hasard chez un ami. Il devint professeur de mathématiques a Aberdeen
en 1717, rencontra Newton en 1719 et en devint un disciple fervent,
s'attachant a populariser ses découvertes. A partir de 1725 il enseigna a
I'Université d'’Edimbourg.
Ses principales contributions mathématiques concernent l'analyse (“7raité
des fluxions” 1742), lalgebre (résolution des systemes lindaires par les
déterminants), la géométrie ("Geometrica Organica” 1720). 1l a aussi regu
un prix de 'Académie des Sciences de Paris en 1724 pour un mémoire de
physique.

(1445-1517). 11 fut instituteur 4 Venise puis professeur de mathématiques
a Pérouse ; il séjourna successivement a Florence, Pise, Bologne et mourut
a Rome en 1517. En 1494 il publie "Summa de arithmetica, geometria,
proportioni et proportionalita”, une compilation impressionnante des
travaux antérieurs ainsi que des connaissances arithmétiques, algébriques,
géométriques et commerciales de I'époque. 1 €tait T'ami de Léonard de
Vinci qui illustra de magnifiques figures son ouvrage "De divina
proportione".

(1548-1620) est né a Bruges et mort a La Haye. 1l fut d'abord comptable
et son premier livre, paru a Anvers en 1582, porte sur les tables d'intéréts
et leurs utilisations pratiques. Il enseigna les mathématiques, notamment au
Prince d' Orange qui devint son protecteur. En 1585 parut un fameux petit
livre de trente-six pages "De Thiende"” (en frangais "La Disme” ) dans
lequel il définissait les nombres décimaux. Stévin sfllustra aussi en
géométrie, trigonométrie, statique, hydrostatique, navigation, theorie des
marées, géologie. Il fut I'un des plus grands mathématiciens du XVIeme et
le plus grand savant en mécanique de toute la période qui s'¢tend d’
Archimede a Galilée.

(1831-1901) est né prés d'Edimbourg en Ecosse. Il entre a I'Académie
d'Edimbourg en 1841, un an aprés James Maxwell. Ils deviennent amis et
I'entrée de Maxwell a I'Université d'Edimbourg est suivie un an plus tard en
1847 par celle de Tait. En 1852 il écrit son premier livre "Dynamique
d'une particule” et en 1853 il découvre et se passionne pour la théorie des
quaternions de Hamilton. En 1854 il devient professeur de mathématiques
au Queen's College de Belfast en Irlande. Son intérét pour les quaternions
ne cesse de croitre et une importante correspondance entre Hamilton et lui
se développe : I'une des 50 lettres échangées entre les deux mathématiciens
fait 96 pages ! En 1860 il est nommé a la chaire de Physique de
'Université d'Edimbourg. Tait resta a Edimbourg jusqu'a sa mort. Disciple
enthousiaste d'Hamilton il fonda une société pour la diffusion de la théorie
des quaternions et alla méme jusqu'a mener une lutte farouche, et stérile,
contre les autres méthodes vectorielles qui s'élaborerent parallelement.
Sans avoir limportance de Kelvin ou de Maxwell, Tait peut ¢tre
néanmoins considéré comme l'un des grands scientifiques britanniques du
XIXeéme.
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voir FONTANA

(1540-1603) né a Fontenay-le-comte, en Vendée, il fit des ¢tudes de droit
a Poitiers puis une carriére d'avocat, de conseiller au Parlement, puis
devint Maitre des requétes de 'Hotel du Roi de 1580 a 1584. Durant ses
moments libres (entre 1564 et 1568, puis entre 1584 et 1589) il put
réfléchir a ses grandes découvertes. Ses contributions mathématiques
touchent les domaines de larithmétique, de la trigonométrie, de
l'astronomie et surtout de l'algebre. L'ouvrage qui rendit célebre Viete fut
son fameux traité d'algebre "/n artem analyvticam isagoge”, publi¢ a Tours
en 1591, dans lequel il codifie l'usage des lettres pour désigner les
grandeurs : les voyvelles pour les quantités inconnues, les consonnes pour
les quantités connues.
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