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AVANT PROPOS

Ce travail modulaire a été fait dans une classe de premiere S de 23 éleves du Lycée Sud du Mans.

Un groupe de 12 ¢leves et un groupe de 11.Le niveau d’ensemble était bon; pas de différences
sensibles entre les deux groupes. Chaque groupe comportait 2 éleves tres actifs.

Les 8 theémes tratés ont nécessité 22 semaines a raison d’une heure de module par groupe, par
scmaine. “

Ce travail fait tout au long de I'année venait complémenter celui qui avait €té fait en 95-96 avec
une autre classe de premiere et qui a fait I’objet d’une premiere brochure.

ALAIN LAGRAIS
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(e nOMDres relniiyameni COmDiaLUes

Premier probléme : appoximation de (1+h)’ pour h voisin de 0

1) Posons f (h)=( 1+ h)’. Développer f(h). .
2) Vérifier que la fonction g définie par g(h) = 3h + h” est telle que: f(h)=] +3h+ h.g(h) et
lim 0(h).

_)) a) Demontrer que si h est un nombre de I'intervalle [- 1; 1] alors | g(h) | <4 | h | et par suite
| hg(h) | <4h’.

b) En prenant 1+3h pour valeur approchee de f (h) sur I'intervalle [- 1 ; 1] on commet une
erreur absolue th.g(h)| majoree par 4h“ Donner une valeur approchée, a 107 pres, a 2 107
prés, 2 0,5.10™ pres de (1 ,01)*, (0,98, (3,06)".

4) a) Dessiner, dans un repére (O, 1, j ), la courbe (C) d'équationy =( 1 + h)’ et la droite (D)
d'équation y=1 + 3h .

b) Interpréter gTaphiquement chacun des nombres 1 + 3h et hg(h).

(1+h)* -1 _
h

3 . Que peut-on en déduire pour la droite (D) ?

c) Vérifier que lim
h—0

1) f(h)=1+3h+3h>+h’

2) flhy=1+3h+h(3h+h")  lim(3h+h*)=0

h—0

3)a) Jg(h)| =[3h+0*| <3[h| +|nf <4fp| car |h'<h donc |hg(h)|<4h’

b) (1,01)’=(1+0,01)’=f(0,01)
(1,01’ =1+3x0.01= 1,03 4h*=4x107<10"
(0.98)’=(1-0.02)*=£(-0.02)

(0.98)~1-3x0.02=0.96 4h*=4x4x10™ <16x107<2x107
(3,06)'=3*(1+0.02)'=3'f(0,02)

(3.06)'227(1+3x0.02)=27x1,06=28.62 4h*=16x10" 27x4h*=432x107<0.5x10""
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4)a)

Xy = A

b) 1+3h est I’ordonnée du point T -
hg(h) est la distance MT .(de maniére précise hg(h)=TM)

I+h)’ -1 )
o) lim N =l 5430430 = 3= £(0)
h—0 h h—0

La droite (D) est donc la tangente a la courbe au point A(0;1).
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Second probiéme : Etude de f{h) = Lh
T+

1

Soit f la fonction définie sur ] - 1; + oo[ par f (h) = I——II
1) a) Vérifier que

L jn Lt

1+h l+h

b) Posons g(h)= 8 . Quelle est la limite de g(h) quand h tend vers 0?

2) a) Vérifier que, si h est dans 'intervalle 1—

( alors | h.g(h) | <2h",
_I L

l\)ls—‘

1 1

—— I —

F i
(pour h compris entre —— et —)on
p) 2

b) En prenant 1-h pour valeur approchée de

commet une erreur majoree par 2h".

1

1
1.0370.95 2.04

. \ =2 \
Donner une valeur approchée a 107 pres de

1) a) 1 (1-hth, h ):1—(1—h)(1+h)—h“:1—1+h‘—h‘
1+h

=0

I+h I+h 1+h

h

14+
|

Donc f(h) = I-h+h.

b) gh) = limg(h) = 0
1+ h—
h’ 3 2 1
2) a) hgth) = — —<l+h<— —< <2
[ 2 2 3 I+h
hg(h) <2h*

3 : 7 . 5 2
b) L erreur commise en prenant 1-h comme valeur approchée est donc majoree par 2h” .

LN ~1-0.03=0097 2h” =2x9x107 =18x107* <107
.03 1+0.03

1 1 1+0.05=1.05 2h? =2x25x107 =10

095 1-0.05

<
v/

| I ) 5
- s —(1-0.02)=0.49 2h” =4x107* <1077
204 2(1+002) 2

(Ict en fait 'erreur commise est inférieure a h™)



Troisieme probléme : f(h)=+1+h

1) Quelle est la dérivee de la fonction x> +/x  sur ]0;+w[ ?
Calculer le nombre dérivé en 1 de '?
2) En utilisant la définition du nombre dérivé en 1 de la fonction racine montrer que:
h
v1+h= l+—?—+h(p(h) avec lime(h)=0

h—0

3) On donne les representations graphiques des fonctions définies sur [-1; +oo[ par:

f(x)=+T+x . g(x)=]+; et h(x):1+§—xT

Lire sur le dessin un encadrement de f pour |x| <

N | —

. . . . s . h
Donner , en fonction de h , une majoration de I’erreur commise en prenant 1+— pour valeur
2

approchée de v1+h.

4) Utiliser ["approximation précédente pour trouver une valeur approchée des réels suivants:

JLO31 ;0995 ; 101

Comparer avec les résultats donnés par la calculatrice.

1

. 1
1) Soit fonction . u’(x) = "NH=—
) Soit u cette fonction . u’(x) oW u'(1) 5

2)u(l+h)=u(l)+u’(1)h + hp(h) avec llinggp(h)zO
\/l+h=l+%+h<p(h)

h(x) < F(x) £ g(x)

9 | =

3) Pour |x|<

-

X X N X
l+———<f(N) S 1 +—
2 o)

. . h , o h°
L erreur commise en prenant 1+— pour valeur approchée de +/1+h est inférieure a —.
2 4
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4) JL031 =/1+0.031~1+0,0155=1.0155  Majorant de Ierreur : 3x10™
La calculatrice donne 1,0153 .

40,995 = \/1-0,005 ~1-0,0025=0,9975  Majorant de I"erreur : 7x10° .
La calculatrice donne : 0,99749 .

J01L01=41+0.1~1+005=105 Majorant de I’erreur : 3x10™ .
La calculatrice donne : 1,00498 .
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Commentaires

=,

Ce module sur les mr\ro\nmtlons a necessit
Le premier promemc ¢te fait pendant la premiere heure .
Les questions 1. 2 et 3 n'ont pas pose de ulmcultés :
La figure de la question 4 a demande un peu de temps .
L interprétation de hg(h) a ¢t¢ longue .
Dans la question 4 ¢ la limite a été trouvee mais peu d'éléves ont s déduire interprétation
graphique .(Ils oubiient la définition du nombre dérivé)
Pendant la deuxiéme heure , pas de difficulté particuliére .
J"ai essayé de montrer aux éleves la tres bonne précision obtenue par ces approximations .
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| LES SUITES NUMERIQUES EN GEOMETRIE I

module comprend 3 problémes .
but est d’¢tudier quelques applications des suites a des problémes de géométrie .

—

(=
Lel
L.C

Premier probléme : Calcul de la longueur d’une ligne polvoonale .

Dans le triangle isocele OA(By , A, est le milieu de [A).By]. On note B, le symétrique de A,
par rapport a (OB,) et A, , le milieu de [A|,B,]. En itérant ce processus , on obtient une suite

de triangles isoceles OA,B, .

OAy=!

B,

Pour n> 1 , exprimer OA, en fonction de OA,, etde « .

1) -
Dans le triangle rectangle A,.OA, on peut calculer le cosinus de I’angle A, _OA .

A . _ \
soit OAn = OAn— 1(cosoe)

Cosa =
n-1

- Endéduire OA, en fonctionden, 7 et «
La suite (OA ), est une suite géometrique de raison cosa . Dot OA | = OA(cosa)"

Soit OA | = /(cosa)"
Exprimer la distance A, A, en fonction de la distance A, |A,, .

2 =
Dans le triangle rectangle A A+ B, 'angle A+ 1A B, estégal a «.

A A
nn:l oor A B, ,=A, A, dou AA  =A A (cosa)

Aan—]
En déduire la longueur de la ligne polygonale AjA A A, A, .

Cette longueur L est la somme des n premiers termes de la suite géometrique de premier

cCosx =

terme ¢ et de raison cosa.
| —(cosar)"

L:/
| —cosa
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PROLEME N, 2 : Les couronnes

Sur la figure ci-dessus, on a construit des quarts de cercle concentriques de centre O et de
rayons respectifs OA; =1, OA, =2, OA; =3, ..., OA,; =n- 1, OAn = n, ou n est un entier
naturel. L"unité de iongueur est le centimetre.

1) Caicuier ies aires a, , a, . a3 ades couronnes C,, C, . C;, Cyet Iaire a, de la
couronne C,.

i, 1 i T i 3
a=—nl"=—x a, =—(7.r.22)——f.r=—zz(2‘ -P)=—z3="xr

4 4 ‘4 4 4 4 4

i 1 5 i, 7
a;=—n(3* -2°)=—2(5)==r a,=—n(4*-3)=Zx

4 4 4 4

i i — T
a,=—a(n’ —(n-1%)=—z(n+n-D)(nF(n-1)==2n-1)

4 4 4

Ces aires sont exprimées en cm” .

2) Exprimer a, ., a; . a, en fonction de a, puis exprimer a, en fonction de a,

a; +a, t...+ a, esteégal au quart de de 1’aire du disque de centre O et de ravon OA,, .

T n’

4
b) Exprimer alors a; + a, +....+ a, en fonction de a; et &, (L

Soita, +a~+ +a _
D 2y + 2y T T 8y
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4) En déduire une formule qui permet de calculer la somme : [+3+35~._ ~(2n-1)

De 2) et de 3)a) on peut déduire : a;(1+3+5+...+(2n-1 ))Zal‘nz
d’ou .
1+3+5+..+(2n-1)=n"

5) Calculer cette somme en utilisant le fait que la suite des nombres impairs est
arithmétique

M — %) B
14345+ +(2n-1) =220 RCD)

=1
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Troisieme probléme : Encadrement du nombre =
Premiere partie .

Une unité de longueur est choisie. ( C) est un cercle de rayon 1.Le demi-périmétre de ce
cercle estr . Inscrivons dans le cercle, successivement: un triangle équilatéral ABC, puis, a
partir de ce triangle. un hexagone régulier ADBECF, puis a partir de cet hexagone, un
dodécagone régulier (12 cotés), ... (On engendre le polygone suivant en rajoutant les sommets
qui sont au milieu des arcs. Ainsi, sur la figure, D est le milieu de I'arc AB, c¢’est-a-dire que D
est le point d’intersection de la médiatrice de [AB] avec le cercle (C).)

Notations
On note P, , le triangle ABC, P, I’'hexagone ADBECEF, P; le dodécagone, et ainsi de

suite. On note u, le périmetre du polygone P, ,c, le nombre de c6tés de ce polygone, x, la

longueur de I’un de ses cotés.

1) La suite ¢ est une suite gé¢ométrique. Pourquoi ? Déduisez-en la valeur de ¢, explicitement

en fonction de n.

2) Exprimez alors u, en fonction de x,.

3) Calculez u, et u,.

4) La suite u est croissante. Par un argument de géométrie, expliquez , pourquoi.

5) A I"aide du dessin, expliquez pourquoi la suite u est majorée par 2.

1) A chaque stade de la construction on multiplie par 2 le nombre de cotés du polygone .
¢’est donc une suite géometrique de raison 2 .

-1 . -1
co=c;.2"" soit ¢,=3.2"

: A An-l
2) u,=c,X, Soitu,=3.2""x,

3) u;=3.x, . Pour calculer x; (longueur du c6té du triangle ABC), on peut utiliser dans le
triangle rectangle ABE

. AB ;
cos EAB=2"" d'oi AB=AEcos~
AE 6

ABZZ—{EZE:XI u1=3\/3T

Il
)

=
2

Il
o

Le triangle AOD est équilatéral donc AD=x, =

80 | —
t
12 | —

PAGE 11



4) Dans le triangle ADB , AD+DB>AB . Donc u» > u; .

On peut généraliser : Pour passer du polygone P, a P+, on prend le milieu de chacun des arcs
et donc la somme des longueurs des 2 cotés du polygone P, est supérieure a la longueur du
coté de P, . Donc u,-; > u, .

5) Pour chaque polygone P, , la longueur du coté est inférieure a la longueur de I'arc de cercle
correspondant . Donc ¥neN u, <27 (longueur du cercle)

Deuxieme partie

M
//
/ :
//"’
v
K
\A\
\"\
¥

Pour mieux approximer le nombre pi on souhaite aller plus loin dans le calcul des termes u,,.
Plutot que de refaire a chaque étape le calcul du périmetre du polygone P, on pose le
probleme plus général: comment calculer le c6té MP du polygone P, (de 3 x 2" ¢otés), en
fonction du c6té MN du polygone P, (de 3 x 2" cotés) ?

1) Démontrer que OK=+v1- MK” et KP=+yMP* - MK*

5

2) En remarquant que OK+KP=1 démontrer que : x_,, =42 -44-x,"

3) En utilisant une calculatrice programmable , calculer uy,

1) OK=+/1-MK? (Triangle rectangle OKM)

KP=+yMP" - MK"® (triangle rectangle MKP)
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2) OK+KP=1 MK=—+MN=1y

T 5 5 1
MK"=—x"~ KP =(1-0OK)" avec OK= I—Ixn‘

X,.,  =MP? = MK® + KP*
2 2

-

Ju, =32""'x u,=32"x,, u,=6283181058 =3 141590529

(Les 5 premieres décimales sont celles de 7)
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Commentaires

O
A Nt

¢ module sur les suites en géometrie a necessite + séances .
Le premier probleme a s > traite Iors de la prﬂ“ 1€ re seance . Pas de difficulte pamiculiére une

fots que le dessin a ete fait ; ce qui a demande un bon quart d heure .

Le dew teme probleme a £t¢ entierement traite Zo s de la seconde seance . La non pius pas de
difficuite particuliere : seul le résultat de .a guestion 3 a surpnis les éleves |

Le t roisieme probleme A &té juge plus difficile ; la premiere partic a €1é faite en trente minutes
Par contre la question 2 dc la deuxieme partie a nécessite beaucoup de temps

Enfin . il a fallu consacrer une séance entiere a | utilisation d lculatrice programmable

pour !e caleul de uy,; . (dimculté die en particulier 4 la diversite des calculatrices . )
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Troisiéme probléme : Le tiroir a chaussettes .

Dans son tiroir a chaussettes, un gargon possede quatre chaussettes noires, six blanches et
deux rouges, indiscernables au toucher. Un jour de panne d’électricité, ce garcon choisit
deux chaussettes au hasard. Quelle est la probabilité qu’il se proméne avec des chaussettes de
couleurs différentes ?

[1 y a équiprobabilité du tirage pour une chaussette quelconque.

Désignons par A I’événement: « les deux chaussettes choisies sont de couleurs différentes ».
L événement contraire est I’événement A: « les deux chaussettes sont de méme couleur ».
Compte tenu de I’expé€rience aléatoire, une issue possible est un tirage au hasard de deux
chaussettes parmi les 12 du tiroir: on tire des paires ; donc le nombre de ces choix est

12x11
2
Intéressons nous a I’événement A . Il s’écrit: « tirer 2 noires, ou tirer 2 blanches ou tirer 2
rouges », ¢’est-a-dire A =NUBUR, avec N: « tirer 2 noires », B: « tirer 2 blanches »,
et R: « tirer 2 rouges ». Ces événements sont incompatibles, ils ne peuvent étre réaliser en
méme temps. Nous savons donc que
p(A) = p(N)+p(B)+p(R).
Evénement N: on tire 2 noires parmi les 4 noires.

=66 .

4x3 . . . 6
[lva -; soit 6 cas favorables a N donc p(N) = ey

Evénement B: on tire 2 blanches parmi les 6 blanches.

> . N . . 5
Ilya % soit 15 cas favorables a B donc p(B) = 2_6 .

; oy 1
Evénement R: il n’y a qu’un cas favorable a F . D’ou p(R) = =

— 6 15 1 22 1 1
Dot p(A)=—+—+—="=—_ Parconséquent p (A)=1-—=
P 66 66 66 66 3 1 P 3

w |

Mais on peut aussi procéder directement pour p(A). A est réalisé s’il tire: soit 1 noire et 1
blanche, soit 1 noire et 1 rouge, soit 1 blanche et 1 rouge.

«Tirer 1 noire et 1 blanche »: le nombre des cas favorables est 4 x 6 soit 24.

«Tirer 1 noire et 1 rouge »: le nombre des cas favorables est 4 x 2 soit 8.

«Tirer 1 blanche et 1 rouge »: le nombre des cas favorables est 6 x 2 soit 12.

: : \ . 44
Donc le nombre des issues favorables a A est: 24+8+12 soit 44 et p (A) = = =

W |
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I PROBABILITES EN PREMIERE S I

I “cbent Pds oo mad <+ 32 Serid ; Ao TS ©f  sba arsalse Tee
L objectif de ce module est d’¢tudier | a travers queiques situations tres simples . les
) !

Premier probléme : Le probleme de Galilée .

Le Prince de Toscane demanda un jour au physicien Galilée: « Pourquoi lorsqu’on lance trois
dés, obtient-on plus souvent la somme 10 que la somme 9. Bien que ces sommes soient
obtenues chacune de six fagons différentes ? »

Effectivement 9 peut étre considéré comme les sommes suivantes, au nombre de 6:
I+2+6
1+3+35
1+4+4
2+2+5
2+3+4
3+3+3
10 peut étre aussi considéré comme une somme de six fagons différentes.
1+3+6
1+4+5
2+2+6
2+3+5
2+4+4
3+3+4
Mais ces douze événements ne sont pas équiprobables.
- La somme 1 + 2 + 6 peut tre aussi obtenue par 1 + 6 +2 ou6 + 2 + 1;etc.
[l faut donc trouver tous les triplets dont les éléments sont les trois naturels distincts 1, 2, 6:
ilden a 3 x 2 soit 6. Toute somme dont les trois termes sont distincts peut étre obtenue de six
facons différentes.
‘Lasomme 1+4 + 4 estaussi4 +4+ 1.
Le nombre |, distinct des deux autres, peut tre soit le premier soit le deuxieme, soit le
troisieme, ¢’est- a-dire de trois fagons différentes. Toute somme dont deux termes sont égaux
est obtenue de trois facons différentes.
- Quant a la somme 3 + 3 + 3, elle ne peut étre obtenue que d’une fagon.
Soit I’événement A: « le total est 9 ». Le nombre des issues favorables a A est donc:
6+6+3+3+6+1 soit 25.
Soit I’événement B: « le total est 10 ». Le nombre des issues favorables a B est:
6+6+3+6+3+3 s0it27.
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Deuxiéme probléme :

L objectif de cet exercice est d’étudier la probabilité de faire apparaitre au moins un 6 lors de
lancers successifs d’un dé cubique non pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

1) On lance le dé deux fois de suite. On gagne si on fait apparaitre au moins un 6.

a) Déterminer le nombre total de résultats distincts que 1'on peut obtenir.

b) Déterminer le nombre de résultats distincts qui ne font jamais apparaitre un 6.

¢) En déduire le nombre de résultats comportant au moins un 6.

d) Calculer le rapport R du nombre de cas gagnants a celui des perdants (on donnera le
résultat sous forme de fraction irréductible). Calculer la probabilité P de gagner.

2° Reprendre les questions a), b), ¢) et d) lorsqu’on lance le dé une seule fois, deux fois, trois
fois, quatre fois de suite. On indiquera les résultats dans un tableau .

. 1
3° Quel est le nombre minimum de lancers tels que P>; ?

1) a) 36 (il y a 6x6 couples de résultats possibles)

b) 25 (il y a 5x5 couples de résultats possibles)

d)R=—;P=—
23 36
2)
Nombre de lancers 1 2 3 4
Nombre total de cas 6 36 216 1296
Nombre de cas perdants 5 25 125 625
Nombre de cas gagnants 1 11 a1 671
1 11 91 671
Rapport R - — — e
e 5 25 125 625
Probabilite¢ de gagner P ! 1 s o7l
6 36 216 1296

5 % T ) 5 ; 5 s
3) D apres ce tableau , le nombre minimum de lancers pour que P soit supérieure a — est 4 .
2
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Troisiéme probléme : Le tiroir a chaussettes .

Dans son tiroir a chaussettes, un gargon posseéde quatre chaussettes noires, six blanches et

deux rouges, indiscernables au toucher. Un jour de panne d’¢électricité, ce garcon choisit

deux chaussettes au hasard. Quelle est la probabilité qu’il se proméne avec des chaussettes de
couleurs différentes ?

[Ty a €équiprobabilité du tirage pour une chaussette quelconque.

Désignons par A I’événement: « les deux chaussettes choisies sont de couleurs différentes ».
L événement contraire est I’événement A: « les deux chaussettes sont de méme couleur ».
Compte tenu de I’expérience aléatoire, une issue possible est un tirage au hasard de deux
chaussettes parmi les 12 du tiroir: on tire des paires ; donc le nombre de ces choix est

12x11
2 —
Intéressons nous a I’événement A . Il s’écrit: « tirer 2 noires, ou tirer 2 blanches ou tirer 2
rouges », ¢’est-a-dire A =N U B UR, avec N: « tirer 2 noires », B: « tirer 2 blanches »,
et R: « tirer 2 rouges ». Ces événements sont incompatibles, ils ne sau\raient se réaliser en

=066 .

meéme temps. Nous savons donc que \-f\/—\{\{
p(A) = p(N)*p(B)*p(R) praoeny i
Evénement N: on tire 2 noires parmi les 4 noires.

4x3

[lya

, . 6
soit 6 cas favorables a N donc p(N) = %

Evénement B: on tire 2 blanches parmi les 6 blanches.

Ilya 6—;2 soit 15 cas favorables a B donc p(B) = % :

. . 5 1
Evénement R: il n’y a qu’un cas favorable a F . D’ou p(R) = p

s = 6 1 22 , . 1
Dfou p(A) = —+—5+i= —=—. Par conséquent p (A) = 1—-—=
66 66 66 66 3

w | N

1
3

Mais on peut aussi procéder directement pour p(A). A est réalisé s’il tire: soit 1 noire et 1
blanche, soit 1 noire et 1 rouge, soit 1 blanche et 1 rouge.

«Tirer 1 noire et 1 blanche »: le nombre des cas favorables est 4 x 6 soit 24.

«Tirer 1 noire et 1 rouge »: le nombre des cas favorables est 4 x 2 soit 8.

«Tirer 1 blanche et 1 rouge »: le nombre des cas favorables est 6 x 2 soit 12.

| o

. N . . 44
Donc le nombre des issues favorables a A est: 24+8+12 soit44 et p (A) = g =
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lr APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE I

Ce module comprend quatre exercices . L objectf est d utiliser le produit scalaire pour faire
des calculs d angles et de distances. ‘

Les frots premiers exercices ont pour objectit des calculs d angies et le quatriéme un caicul de
distance

Premier exercice :

On considere un carré ABCD de coté a et on appelle I le milieu de [BC].
Evaluer I’angle IAC .

- —

Evaluons de deux manieres différentes le produit scalaire AL AC
. == =l - >

A I’aide de la relation u.v =|luf|v|lcos(u, v) , nous obtenons:

— =
ALAC=AIx AC x cos 6 . Le calcul de AC et Al s’effectue grace au théoréeme de Pythagore:

AC=a+2 et AI=a§ (’puisqueBI=%)4

— =

L 10
Ainsi : ALAC =2’ gcose.

Mettons en jeu les propriétés algébriques du produit scalaire, compte tenu de
ﬁ

1 =2 = .
Al =;(_AB+ AC) (I est le milieu de [BC] ).

=, = - - 5?2

[l vient: ALAC= ~(AB. AC+AC ).

e
Or AB.AC = AB (AC se projette orthogonalement sur AB) nous avons:
|
AL AC——(AB + AC? )——(a +2a’ ),

— =

Soit ALLAC =

J

[§8) | W

—
Les deux expressions que nous avons obtenues du produit scalaire AL AC conduisent a la

relation :
, V10 3, . 3 Jio

a” cosO=—a~ .d'ou nous tirons cosf= . soit cosb=
2 2 410

Ce qui donne 6 ~ 18.43".

L)
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Exercice 2 :

Sous quel angle voit-on la la diagonale d’une face d’un cube a partir du centre de ce cube ?

Soit a I’aréte du cube et calculons les cotés tu triangle AOC en fonction de a .
AOC est isocele en O .

AC=2ay2 et AG=a3 AO=OC=a%§

En utilisant le théoréme d’Al-Kashi ,on peut écrire :

AC?*=A0*+0C*-2A0.0C cosa. : d’ou:

il 2

2 Ja Ja
28" =—————cosa. et donc : coso=-——
2 2 3

On obtient o ~109°28'16"
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Exercice 3 :

On considere trois carrés de coté 1 disposés comme sur la figure .
Montrer que : a =B+

H

|

=§ - BE>=BD™DE? d’ou BE =45 : de méme AE> = AD* + DE* d’ou AE = 10

siny =

1 1
cosp=— , sinf=— , cOSY=—1— [ —
«E 5 V10 J10

cos(B+7v) = cosBcosy —sinPsiny

On en déduit : 6 1
cos(B+v)=

. 5 1 2
B0 V3Y10 45410 2 2

3 T
Conclusion: B+y=—=a .
4

Exercice 4 :

On considere un rectangle ABCD ; H et K sont les projetés orthogonaux de B et D sur (AC).
Calculer la distance HK en fonction des longueurs des cotés a = AB et b=BC .

A a B

- —
Nous allons calculer le produit scalaire CA.BD de deux fa(;ons :
- — - - —>
CA.BD = CA HK puisque HI\ est le projeté orthogonal de BD sur AC .

Donc CA.BD = CAXHK = va’ +b>xHK .

- - = o -> 5> o -
CA.BD = CA(BA+AD)=CA.BA+CA.AD

- = =2 N — = - - . — - ) .
Or CA.BA=BA =a~ etCA.AD=DA.AD=-b"; dou CA.BD=a -b"

En égalant les deux expressions , on obtient :
s

\Ja: +b’
PAGE 24
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Exercice 4 :
Dans un triangle, le symétrique de 1’orthocentre par rapport a I'un quelconque des cotés est
sur le cercle circonscrit .

ABC est un triangle . I' est son cercle circonscrit, P, Q , R sont respectivement les pieds des
hauteurs issues de A . B et C . H est I'orthocentre du triangle ABC .

1) Pourquoi les points P et Q sont-ils sur le cercle de diametre [AB]?

Déduire de cela que:
e
HA.HP = HB.HQ.
- - - - - -
2) Démontrer que: HB.HQ=HC.HR = HA HP.
‘ - > 5 -
3) Pourquoti a-t-on:.  BA.PC=BP.PC ?
] e - > S > o - > -
En écrivant: PC = PH+ HC, montrer que BA.PC = BA.PH. En écrivant: BA = BP+ PA , montrer
i
que BA.PH =PA.PH.
. —2F =~ -2 —
En déduire que BP.PC = PA.PH.
- 2> o >

4) On note H’ le pomt ou AP) coupe le cercle I'. Pourquoi a-t-on PA.PH'=PB.PC?
- =

En déduire alors que PA PH' —-PA.PH et que H’ est symétrique de H par rapport a (BC).

1) Les angles AQB et APB sont droits , donc les points P et Q sont sur le cercle de diamétre
[AB].

e
HA.HP =HB.HQ (1) (Chacun de ces produits scalaires représente la puissance du point A

par rapport au cercle de diametre [AB]).

2) De méme les pomts Q et R appartiennent au cercle de diametre [BC].
- —
Donc HB.HQ= HC HR (2) (Puissance du point H par rapport a ce cercle).

En comparant les deux ¢galités (1) et (2) on obtient la double égalité demandée .
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i
3) BA.PC=BP.PC (3) car le projeté orthogonal de BA sur (PC) est BP

- > > e T T - > = - - -

PC=PH+HC donc BA.PC=BA.(PH+HC)=BA.PH+BA.HC or BA.HC=0

car (HC) est une hauteur du triangle ABC ; on a donc :
e
BA.PC=BA.PH (4)

- - = e e T S S S

- —
BA =BP+PA donc B~\ PH—(BP+P%)PH BP.PH+PA.PH or BP.PH=0

car (PH) est une hauteur du triangle ABC ; on a donc :
- — - -

BA.PH=PA.PH (5)

On compare les €galités (3),(4).(5) ; on en déduit :
- > 5 -

BP.PC =PA.PH (6)

e _ )
4) PA.PH'=PB.PC (C’est la puissance du point P par rapport au cercle I'.)
- — - >
On en déduit : PA.PH'=—-PA.PH (On a changé le signe dans 1’égalité (6))
—>

9
Or H,P,H’ A sont alignés ; donc PH'=-PH
Conclusion : H” est le symétrique de H par rapport a (BC) .
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Exercice 5 :

Une unité de longueur étant choisie, on considere dans un plan un triangle ABC rectangle en
A tel que AB =2a et AC =a ou a est un réel posititf donné.

1) Déterminer et construire I’ensemble E , des points M du plan tels que:
( 4 = — 5 —> —> ”

MA+ MB- MC| = |2 MA— MB-MC
2°) On désigne par H le point du plan tel que:
— — =3
AH= ;AB+ 2AC.

a) Démontrer que H est le barycentre des points A , B et C affectés de coefficients que 1’on

déterminera.

b) On considere I’ensemble des points M du plan tels que:
-3MA*+MB*+4MC?=k . Pour quelle valeur du nombre réel k , cet ensemble contient-il le

point A ? Pour cette valeur préciser ’ensemble obtenu, noté F et le construire.

- 5> > —
1) - Pour tout M, MA+MB- MC = MG ou G est le barycentre du systeme (A,1); (B,1); (C,-1)
- > >
donc |MA+MB- MC||= MG.

- o > - -
2MA-MB-MC=-AB-AC
(la somme des coefficients est nulle).
- = P — xR R N N - =
2MA-MB-MC —-AB-AC| =AB"+AC" =5a"~ car AB.AC=0.

Donc MeE & MG =a+/5

E est donc le cercle de centre G et de rayon av/5 :
[ — = — - -

(AeE car [[AB-AC —AB-AC uisque AB.AC=0)
‘ puisq
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e e e - - - > =

—
2)a) 2AH=AB+4AC=(AH+HB)+4(AH+HC) donc - Sé‘_l—'H HB+4HC=0.

Ainsi H est le barvcentre de (A,-3); (B,1); (C,4)). HA

b) Soit C; I'ensemble des points M vérifiant: -3MA*+MB*+4MC*=k.
AeC, ©k=-3AA"+AB’ +4AC’ =82’

ol 5 9 — — ~ - —> - - _)‘w
-3MA® + MB" +4MC* = -3(MH+ HA)" + (MH+ HB)" + 4(MH+ HC)~

— > - —
=2MH’ -3HA® + HB® + 4HC? + 2MH.(-3HA + HB+ 4 HC)
Ce dernier vecteur est le vecteur nul par définition du barycentre .
On obtient donc : -3MA” + MB* + 4MC” = 2MH’ - 3HA® + HB® + 4HC’
Posons o le réel - 3HA® + HB® + 4HC”
A€F donc 2AH’ +a = 8a’ donc MeF« 2MH? +a = 2AH? + o < MH = AH
F est donc le cercle de centre H passant par A .
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Commentaires :
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La solution du 4 a cté plus
- -
produtt scalaire CA.BD.

Lors de la troisieme séance on a traiteé ['exercice 4 et ['exercice 3 ; la puissance d un point par
rapport a un cercle avait eté abordée en T.P. apres le cours sur les produits scalaires . Ce
résultat : le symetrique de [Torthocentre par rapport au cercle circonscrit a été retrouve
ultérieurement en application des rétlexions .Dans ["exercice 5 . ¢’est la premiere question

- -

qiul a posé le plus de probleme . surtout |"évaluation de |-AB- AC

1 faut noter que plusieurs exercices sur le barycentre avaient été faits avant ce module .
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CERCLES |
de or

dety d[u atravers4 e 'c*"cbs des probiemes de construction
s p e lieux en unlisant des propriétes simples des

Premier probléme : Démontrer qu’ une droite passe par un point fixe .

On considere deux cercles C(O,R) et C(O’, R”) avecR* <R, tangents en I.
1. A est un point de C et B un point de C’ tels que (OA)//(O’B).
Démontrer que lorsque A et B varient, la droite (AB) passe par point fixe.
2. A est un point de C, et D un point de C’ tels que (IA) L (ID).
Démontrer que lorsque A et D varient, la droite (AD) passe par un point fixe.

Les deux cercles sont tangents en [ . Donc les points [, O , O” sont alignés

S100” =R + R, les cercles sont tangents extérieurement ; st 0O” = R-R’
ils sont tangents Intérieurement

1) a) Supposons que les cercles sont tangents extérieurement.
Pour un point A choisi sur le cercle C on peut envisager deux points B et B’ diamétralement

opposés sur C.

— —>
* Considérons les points A et B . Les vecteurs OA et O'B sont colinéaires et de méme sens :
—> R' =
O'B=—0A.
R

1

: . R" . . g
[l existe donc une homothétie de rapport ® qui transforme O en O” et A en B. Son centre J
est aligné, d’une part avec O et O’, d’autre part avec A et B .

r—

— R
JO'= EJO donc J est un point fixe de (OO").
%
R'JO—RJO' O donc J est le barycentre de ((O,R7); (O’ -R)).
La droite (AB) passe par ce point fixe J, centre de |"homothétie positive qui transforme C en
C". Dans le cas ou (OA) L (AB), la droite (AB) est la tangente commune extérieure aux deux

cercles: elle passe par J.
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, . . " R' =
* Considérons les points A et B*. On a. dans ce cas ,0'B' = —§OA.

L homothétie qui transforme le couple (O.A) en (O°,B’) est |"homothétie négative qui
transforme C en C’.

Or % = —%; son centre est le point I. La droite (AB”) passe par ce point fixe.
I0 JO

On remarque que¢ — = ——.
1O JO'

b) Dans le cas de cercles tangents intérieurement , le point [ est alors le centre de ’homothétie
positive qui transforme C et C’, et J est le centre de I’homothétie négative .

2) La droite (Al) coupe le cercle C’ en D’.
Puisque DID’ est droit, les points D et D’ sont diamétralement opposés sur le cercle C’. Si on
peut prouver que (OA)/(O’D), on est ramené au cas précédent. Dans le triangle isocele OAIL

OAIl=0IA. Or OIA et DIO sont complémentaires .
Dans le triangle isocéle O’ID:DIO' = O' DI.
Dans le triangle rectangle DID’, les angles O'DI et ID'D sont complémentaires.

Il en résulte que les angles OAI et ID'D sont égaux.

Ces deux angles occupent la position d’angles alternes-internes: sécante (AD”) coupant les
droites (OA) et (DD").

Il en résulte que (OA) est bien parallele a (DO”).

La droite (AD) passe donc par le centre J de I’homothétie positive qui transforme le cercle C en
C’ (voir question 1).

Si les cercles sont tangents intérieurement, la droite (AD) passe par le centre de | "homothétie
negative.
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Deuxiéme probléme : Construire un triangle connaissant ses cercles inscrits et circonscrits .

On donne deux cercles concentriques. Peut-on construire un triangle tel que ’un des cercles
soit son cercle circonscrit et I"autre le cercle inscrit ?

Analyse :

Si un tel triangle ABC existe, le point O est a la fois centre du cercle circonscrit, donc point
de concours des mediatrices des cotés, et point de concqurs des bissectrices.

Le triangle ABC est donc €quilateral, ce qui suppose BAC = 60° et BOC= 120°.

La droite (AO) coupe alors I’arc BCenA’ , milieu de cet arc: OB= OA’ et BOA™= 60°.
Donc le triangle OBA’ est équilatéral.

Par conséquent OH = %OA‘

Ainsi, pour que ce triangle ABC existe, il est nécessaire que le rayon R du grand cercle soit le
double du rayon r du petit cercle.

Cette condition est-elle suffisante?

Si I’on choisit A sur le grand cercle, on trace les tangentes (AK) et (AK”) au petit cercle.On a:
sinKAO = sinK'AO = gi = -71- d'ot KAO=K'AO=30" et KAK'=60".

On va montrer que (BB”) est tz:ngente au petit cercle en calculant la distance de O a cette

droite.

Les droites (AB) et (AB”) sont symétriques par rapport a (AO) . Soit H le projeté orthogonal
de O sur (BB") .L’angle HOB' est égal a 60° car AOB'=120".

,_OH _OH | 1 . :
cos HOB'= OB ? d'ou OH= ;R. Donc (BB") est tangente au petit cercle
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Troisieme probléme : Construction a la régle sans compas .

On donne un cercle et un diametre [AB] de ce cercle.
M étant un point quelconque du plan , comment construire a la regle seule, la perpendiculaire
a la droite (AB) passant par le point M.

Analyse:

Soit D la perpendiculaire a construire. [AB] est un diametre .
La droite (AM) recoupe le cercle en P donc (AP) L (PB).

La droite (BM) recoupe le cercle en Q donc (BQ) L (QA).
Les deux droites (BP) et (AQ) se coupent en C.

(BQ) et (AP), deux hauteurs du triangle CAB, sont sécantes en M. Ce point M est donc
I’orthocentre de CAB, donc la troisiéme hauteur D passe aussi par le point C.

Construction:

On trace (AM) pour obtenir P, puis (BM) pour obtenir Q.(AQ) et (BP) se coupent en C.
La droite (CM) , troisieme hauteur du triangle CAB , est donc la droite D cherchée.

Discussion:
Cette construction est-elle possible pour tout point M ?
b) Si M est un point du cercle . P et Q sont en M donc la construction est impossible.

¢) Si M est un point de la droite (AB) , les droites (AM) et (BM) sont confondues et la
construction est impossible.
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d) Si M a lextérieur du cercle , mais non situé sur (AB).
M

On fait une construction analogue, avec les droites (AM) et (BM) pour obtenir les points P et
Q. (BP) et (AQ) se coupent en C, M est encore 1’orthocentre de ABC, mais il est a I’extérieur
du triangle.
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Quatriéme probléme : puissance d’un point par rapport a un cercle .

C est un cercle de centre O et de ravon R. P est un point du plan. Par P, on méne une droite
variable D qui coupe C en A et B.

1) Démontrer que le produit PAXPB est indépendant de la sécante choisie. Ce réel est appelé
puissance de P pur rapport au cercle . On la note C(P). Etudier le signe de C(P) suivant la
position de P par rapport au cercle C.

2) Quel est I’ensemble des points M dans chacun des cas suivants :

a) C(M)=R*; b) C(M) =-R*; ¢) C(M) = —%Rz; d) C(M) =-2R".

- —

1) Les points P, A, B étant alignés, on a : PAxPB = PA.PB.

Soit I le milieu de [AB]. (OI) est la mediatrice de [AB].

- - e T - - - = o -

PA PB=(PI+IA).(PI+IB) ; PA.PB=(PI+IA).(PI-IA)=PI*-1A"

5

Or PI*=PO°-0I° et [IA*=A0°-0I° donc PI°’-IA’=PO’-AQ0?

Posons OP = d. D’ouPI> —IA® = PAxPB = d* - R™.

Ce réel d*-R” ne dépend que du cercle et de la position de P.
C(P)> O équivauta d > R , soit P extérieur au disque.

C(P) =0 équivaut a d =R , soit P sur le cercle.

C(P) <O ¢équivaut ad <R , soit P élément du disque.

2)a) (M) = R* "ot OM*-R? = R* donc OM" = 2R et donc OM = R+/2
L ensemble des points M est le cercle de centre O et de rayon RV2
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b) c(M)=-R"d’ ot OM =0 . L’ensemble cherché est le point O .

5 2
c)c(M) = —%R‘ d'ou OM= i L’ensemble cherché est le cercle de centre O et de

Rv2.

rayon

<

d)c(M) = - 2R* d’ou OM* = - R* . L’ensemble cherché est donc vide .
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Commentaires .

- + T e o Al o ~oA o A 3 3 o
Ce travail sur les cercles a necessite 3 modules .

Le premier probleme a demande une heure |

Dans la question 1. il a tallu suggere qu'il existait des transformations permettant de passer
de C a " . Tres peu d'cleves avatent pense a envisager le pomnt B™ diametralement oppose a
Be ] lusieurs ¢leves se

2t ils ne trouvalent donc que ! homothetie de rapport posit! | de mc'w plusi
contentaient d étudier le cas ou les 2 i 2Nts exteriel {

Dans la question 2) plusieurs gleves on ] ]
(OD) mais deux éléves seulement ont trouve seuis la démonstration .

Le deuxieme et le troisieme probleme ont €1¢é tratés lors de la deuxiéme séance : les éleves
ont vite vu que le triangle serait équilateral mais un seul eiéve a su prouver que R devait i
¢gal 4 2r ; les deux cercles concemriques de ravons r et 2r etant donngs . la construction du
tangle a ¢té assez vite faite .

Le troisieme probleme a éte fait en une petite demi-neure ; les ¢leves n’ont pas su démarrer .
le trace de la perpendiculaire leur semblant évident mais oubliant que ¢’était a la régle seule .
Je leur at suggére de prendre dabord M a Uintérieur : ils ont assez vite reconnu ¢n M
I"orthocentre du triangle ABC .

Le probleme 4 a ¢te /s%z bien fait : I'idée d utiliser le point [ pour évaluer le produit
- -
scalaire PA.PB a tout de suite eté proposé par un ¢léve dans chacun des deux groupes .
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I CONSTRUCTIONS DE POLYGONES I

‘objectit de ce module est de construire quelques polveones particulier
r
r

&

w

~t

puis d'un

une methode de construction d’un octogone régulie
Le deuxieme probieme sera consacre a la construction d”un pentagone régulier .

Premier probléeme : Construire un polygone a 2n cotés a partir d’un polvgone a n cotés .

Montrer que si I’on s’est donné un polygone régulier a n cotés, on peut toujours construire un
polygone régulier a 2n cotés a 1’aide seulement de la régle et du compas.
Application: construction des octogones réguliers, des dodécagones réguliers.

Si P et Q sont deux sommets consécutifs du polygone régulier a n cétés, il suffit de savoir
trouver Z milieu de I’arc PQ. OZ est bissectrice de POQ. On sait construire une bissectrice a
la régle et au compas. On trace ainsi de proche en proche, les milieux des arcs tels que PQ.

- Construction d’octogones réguliers .

On construit d’abord les sommets du carré inscrit PQRS, ce que 1’on sait faire a la
regle et au compas. On construit ensuite la bissectrice de QOP: elle nous donne deux points Z
et Y De méme pour la bissectrice de ROQ.
En joignant les points consécutifs, on obtient un octogone convexe. Si partant de P, on joint
les points de «2 en 2 », on retrouve le carré PQRS. Si on joint les points de «3 en 3 », on
obtient un octogone étoilé: c’est le seul moyen d’obtenir un octogone étoilé.
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- Construction de dodécagones réguliers .

On construit d’abord les sommets de 1"hexagone régulier insgrit dans up cercle (Six coups de
compas). On construit ensuite les bissectrices de QOP, de QOR puis ROS: chacune donne
deux nouveaux points de division. En joignant les points consécutifs, vous obtenez le
dodécagone régulier convexe. Le coté du dodécagone €toilé s’obtient en joignant les points de
«5en 5 ». Il n’y a pas d’autre dodécagone étoile!
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Deuxi¢me probléme : Construction d un pentagone régulier .

47 .27 C4r
sin sin—

5 5 5

1) Calcul préalable de cosz?ﬂ , CcoS

a) Calculer cos5x en fonction de cosx

b) Développer (1-t)(4t” +2t-1)" et en déduire que 1-cos5x = (l-cosx)(4cos™ x+2cosx-1)
. 2 4; : .. . 5

¢) Démontrer que cos—g— el cosTT sont solutions de I'équation 4t™ +2t-1 =0

4 2 . 4T
sin— . sin

L 2r
d) En déduire les valeurs exactes de cos— , cos
5

5 5 5

a) cosSx = cos(x+4x) = cosxcos4x sinxsin4‘<
cosdx = 2c0s2x - 1 = 2(2cos X- 1)\* 8cos'x - 8cos™x + 1
sindx =2¢5alLcosit
Lsin2xcos2x = 4sinxcosx(2cos’x-1)

cosSx = cosx(Scos X - 8cos’x + 1) - smx(451nxcosx(7cos x-1))
= 8cos’X - 8(:05 X+ COSX - 8sin’ ‘(COS X # 451n XCOSX
= cosx(SCos X - 8cos’x + 1 - 8cos® x(1 - cos x) +4(1 - coszx))
= cosx(16cos'x - 20cos’x + 5)

cos5x = 16cos x - 20 cos’x + Scosx

b) (1-t)( 4t +2t-1)° = (1-)(16t* + 46 + 1 + 16t" - 4t - 8t%)

= (1-t)(16t' + 16 - 4t*-4t+ 1) , 3 -
AP e 2 v S gt o=t 16 Pl 2 atiaka 4”’-1693&34# -

=.16 + 20t - 5t + 1

Or 1-cos5x =1 - 16c0s°x + 20 cos°X - 5¢0sX = ( l-cosx)(4coszx ﬂ%os"f{ - 1)2

. 27 27
c)six= T/ cos5x=cos 2z =1 etcosx # 1 donc cos—s— est solution de I’équation

. . 47 . .. .
47 +2t-1 = 0 de méme on vérifie que cos? est solution de I’équation .

d) Le discriminant de cette équation est A=20 ; les solutions sont donc

P28 =1-45 , {,,_—1+\/§

= = et
8 4 4
27 4; 27 4;
Orcos—7>0 etcos—T<O car Te} 0:Z [ el Te:l E;;z |—
5 5 5 2 5 2 \_
27 _ =1+45 3z =1-45
el Sin =
4 5 4
22T (,—I+J§)3 1 1+45-24/5 10425 5+45
5] —_——= = = — = =
5 ’ 4 16 16 3
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2 5+\/§ 2

Donc sin—= car sin—=>0

5 8 5

. . 2 4rm ~A=+f5 , 1454245 10-245 5-45
De méme sin =1=( Y =1- = =
5 4 16 16 8

4; 5—4/5 4;
Donc sin—rf: > \/— car sin T>O

5 8 5

2) Construction d'un pentagone régulier
Tracer un cercle C de centre O et deux rayons perpendiculaires [OA] et [OA'].Placer le point

P tel que OP = —%ﬁ (OA=1)

Noter Q le milieu de [OA']. Le cercle de centre P, de rayon PQ, coupe la droite (OA) enI et J.
Les tangentes en [ et J a ce cercle recoupent le cercle C en quatre points qui forment avec A

un pentagone régulier.
2

ot AbIC =22

Pour le prouver, il suffit de démontrer que AOB = 5

. 2
Démontrons que AOB = il
5

Calculons Ol

5 V5

by

PQ* = OP* + 0Q* = (%}3 +<;1)2 = PQ=—~ dmH=-=

16

_ ) 5 & 2;
Ol= ﬁ—l: V5! = cos=Z or oS (AOB)=0I donc AOB= i
4 4 4 5 5
OJ=0P+PJ= £ l= sl Or COS (AOC):- 0OJ = V51 :cosiz donc AOC= i
4 4 4 - 5 5
A 27 A 27 : 17 7
Conclusion AOB=22 BOC= ?T donc COJ =7 - 457 :%
5

Par symétrie orthogonale par rapport a la droite (OA), on en déduit que le polygone ABCC'B’
a cinq angles au centre égaux . C’est donc un polygone régulier.
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Commentaires :

Ce module a nécessite 2 seances .
Le premier probleme a €te vite traite {une demi-heure); par contre la construction du
pentagone a demande une séance et demie : iors de la premiere demi-se¢ance . les éléves ont

j < et I
linéarisér cos3x .
. - SRR ‘ . . . 2n 4 :
La fin des calculs preliminaires. a savoir les cosinus et sinus de — et 5 ainsi que la
)
construction du pentagone lui-méme ont ¢té faites pendant la deuxieme séance . La question la

. o ' : : T e aA 2
plus delicate a éte le caleul de la distance Ol pour justifier que 'angle AOB ¢tait égal a b
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|’ SECTIONS PLANES DE SOLIDES I

L objectif est de revoir les propriétes des droites et plans de ['espace ainsi que de faire des
calculs metriques et ¢zalement des constructions .
Ce module comprend trois probiemes .

Premier probléme : coupe du cube et du tétraédre .

A. Cube

ABCDEFGH est un cube de 10 cm d’aréte. M est le point de [EF] tel que EM =4 cm, P est le
point de [GH] tel que GP=3cm et Q le point de [BC] tel que CQ=4 cm.

1° Quelle est la direction de la droite d’intersection du plan (MPQ) avec le plan de face
(ABCD) ? Justifier la réponse.

2° En déduire le trace, sur la perspective cavaliere, des points R et S, intersections respectives
du plan (MPQ) avec les droites (DC) et (ED).

3° Calculer les longueurs DR et DS.

Objectif: effectuer des tracés sur une perspective cavaliere .
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1) Cest la parallele a (MP) passant par Q. (2 plans paralleles coupent un plan suivant
deux droites paralleles)

2) La droite (QR) est parallele a (MP), la droite (MS) est parallele a (PQ). Les droites
(QR) et (MS) se coupent en T sur la droite (AD).

(9]

)

M’

w

A Q DT A

Le tracé des carrés ADEF et ABCD permet de calculer simplement DR et DS. Les points P’ et
Q’ sont les projetés orthogonaux de P et de Q sur la face (ADEF), la droite (P Q est
parallele a (PQ). On en déduit DS=2 cmet DT=1 cm.

N 10
De méme DR= —cm
D

B. Tétraédre

ABCD est un tétraedre régulier de 10 cm d’aréte. M est le point de [AB] tel que AM =3 cm,
P est le point de [AC] tel que CP=4 cm et Q le point de [CD] tel que CQ=2 cm.

1° Tracer sur une perspective cavaliére | “intersection des droites (MP) et (BC). En déduire le
point d“intersection R du plan (MPQ) et de la droite (BD).

2° Calculer la longueur DR. Quelle est la .nature du quadridilatere MPQR ?
3° Donner la position relative des droites (PQ) et (AD) (sécantes, paralleles, non coplanaires).

Justifier la réponse. Quelle est la position relative de la droite (PQ) et du plan (MPQ) ? Que
peut-on en déduire pour | “intersection des plans (MPQ) et (ABD) ?

PAGE 41



1)

2) — =% donc (MP) est orthogonale a (AB) (triangle rectangle en M) , on en déduit:
BS=2BM=14,d’ou CQ=CS =4 cm.
On a donc CQS = 30° et DR= % DQ =3 cm.

Le quadrilatere MPQR est un trapeze.

=

; ; P : ;
3) Les droites (PQ) et (AD) sont paralléles puisque E—A = % ; I'intersection des deux plans

(MPQ) et (ABD) est donc parallele a (PQ).
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Second probléme : polvédre le Lord Kelvin .

D K C
Soit (C) un cube d’aréte a. On construit un carré MNPQ tels que 1, J, K et L sont les milieux
des cotés, E est le centre du carré ABCD et M, N, P,Q sont les milieux de [EI], [EJ], [EK] et

[EL]. On procede de méme sur les autres faces du cube. Les points obtenus sont les sommets
du polyedre de Lord Kelvin. On veut calculer le volume de ce polyedre.

1° On appelle O le centre du cube. Représenter en perspective cavaliere le cube (C,) contenu

dans (C) d’aréte %et ayant pour diagonale [AO] ainsi que la face hexagonale (F)dont [MQ)]

est I’un des cotés.

2° Montrer que le plan de (F) est plan médiateur de [AO]. En déduire le volume de la partie
du polyedre inclus dans (C;) puis le volume du polyedre.

Le plan de (F) passe par les milieux des arétes du cube de (C,), ¢’est donc le plan médiateur
de [AQO] . Il partage (C)) en deux volumes isométriques.

. 1
Le volume du polyedre de Lord Kevin est donc ;a3 :
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Troisieme probléme : Construction d’intersections dans le tétraedre .

L un des objectifs de cet exercice est I’ utilisation du calcul barycentrique .
L autre est bien entendu des constructions dans 1’espace .

c

ABCD est un tétraedre; on appelle I le milieu de [AD] et G le centre de gravité du triangle
ABC.

1) Tracer sur la perspective cavaliere, [’intersection des plans (BGI) et (ACD).

En déduire la construction de I’intersection des plans (BGI) et (BCD).

2) Tracer I’intersection du plan (BCD) et du plan (CGI).

3) Montrer que la droite (IG) est sécante au plan (BCD). On appelle E leur intersection. Faire
une figure dans le plan de coupe (AGD). Préciser la position du point E dans le plan (BCD) .

4° On veut établir vectoriellement le résultat précédent: __

a) Démontrer que [A+B+IC= 31G, puis IB + IC-D=3IG.

b) Soit M le barycentre de (B, 1), (C, 1) et (D, -1). Placer M dans le plan (BC?} et
montrer que M vérifie IB + IC - ID = IM. En déduire que M est un point de (IG). Conclure.

1) La droite (BG) coupe le segment [AC] en son milieu J. Les plans (BGI) et (BCD)
contiennent deux droites paralleles (CD) et (1J). Leur intersection est la droite d paralléle a
(CD) passant par B.
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2) De méme l'intersection des plans (CGI) et (BCD) est la droite d' parallele a (BD) passant par C.

3) La droite (IG) commune au plan (BGI) et (CGI) coupe le plan (BCD) au point d'intersection E de
d et de d". CDBE est donc un parallélograrnme.
A~ - — —> _ - =
4) a) G est centrg de gravité du triangle B€D donc IA + IB + IC = 31G or I[A =- ID
donc B+ IC-ID =3IG.

b) M est barycentre de (B ;1), (C; 1), (D; - 1) donc d'une part I§+ [C-D= IK/I= 316,

d'autre part DM= DB + DC. On en déduit que M est un point de (IG) et que CDBM est un
parallélogramme.
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Commentaires .

- Ce moduie sur les sections planes de solides a nécessité 4 séances d une heure .

La premicre seance a été consacrée a la coupe du cube . Peu d’¢léves ont construit
correctement les points R et S dans la question 2) : d autre part les calculs de DR et DS ont
cte longs : il a fallu aider les éléves en construisant les figures planes AFED et ABCD .

La seconde séance a ¢té entiérement consacrée a la coupe du tétraédre . La question 2) était
difficile , notamment le calcul de DR : peu d"éléves ont proposeés trapeze comme nature du
quadrilatere : ils essavaient a tout prix de trouver un parallélogramme . voir un rectangle .

(la question est un peu piége)

Pendant la troisiéme séance on a traité le polvédre de Kelvin . Pas de grosse difficulté ; i a
tout de méme fallu environ une demi-heure pour construire la figure de la question 1). Le
volume a €té trouvé immeédiatement . On a donc commencé le troisieme probleme : difficulte
dans la question 1) : les éléves avant beaucoup de mal a voir que la droite d est paralléle a
(CD).

[I'a fallu la quatriéme heure entiére pour terminer ce probléme .

PAGE 46



et ST S romeriph | e e ey s it obl i oo earel tibk -l S
panin | Sh SoRr ik 2D Bl W s shin'( @ oy maelien S w0 ansfGe
il o e el BCLED| vy ol | BETEES

et | il 5,




