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Chapitre . Les nombres naturels

§1. Les axiomes de Peano

* L’ensemble N

La construction formelle de ’ensemble des entiers naturels :
N={0,1,2,3,...}
se fonde sur les axiomes de Peano (1), dont une version accessible, se formule
comme suit.

Les entiers naturels forment un ensemble N, dans lequel on distingue un
élément noté 0 et il existe une application o, de N dans lui-méme, telle que :
(1) o est injective,
(2) 0¢ o(N),
(3) Pour toute partie U, de N, on a:
[[0e U] ET [ne U= o(n)e U]] = [U=N]I.

On regarde évidemment ¢ comme l’application “suivant”, c’est-a-dire :
o:n—n+1l.
En itérant o, a partir de 0, on entame I"énumération des premiers entiers :
a(0)=1,0(1)=2, a(2) =3, ..
Notant n un élément ainsi engendré, il appartient a N, il a donc un suivant dans N,
’axiome 3 décide que ce procédé passe en revue tous les éléments de N.

Un travail purement formel permet de définir l’addition et la
multiplication de N, possédant les propriétés qu’on connait.

(1-1) Rappel des regles de calcul

Pour tous entiers a4, b,c,on a:

(4) (@a+b)+c=(a+b)+c associativité
(5) a+b=b+a commutativité
(6) a+0=a 0 est élément neutre
(7) (a X b) Xc= (a X b) XC associativité
(8) axb=bxa commutativité
9) axl=a 1 est élément neutre
(10) ax(b+c)=axb+axc distributivité

Remarques : concernant (10)

1) Plus explicitement on dit que la multiplication est distributive par rapport
a l'addition.

2) A priori on devrait écrire ax(b+c)=(axb)+ (axc) mais la régle de priorité
usuelle permet de supprimer les parenthéses du seond membre sans inconvénient.

1 Giuseppe PEANO : (1858-1932) Logicien et mathématicien italien — propose, entre 1891 et 1908, un exposé
axiomatique qui va ses entiers naturels a la théorie générale des ensembles en passant par la géométrie
projective. Il est aussi I'inventeur de la courbe qui porte son nom : il sagit d"un arc paramétré continu qui

assf: pé?rltous les points de l'intérieur d"un carré. - c’est le premier exemple de ce qu’on nomme aujourdhui
es fractales.
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Remarque : on sait prouver que ces axiomes définissent un seul ensemble, “a
isomorphisme prés”, dans un sens qui resterait a préciser mais qui, intuitivement,
nous parait évident. Il existe aussi d’autres fagons de fonder cet ensemble, elles
aboutissent au méme résultat.

* Le principe de récurrence

Notons que l’axiome (3) est utilisé couramment sous l’appellation de
principe de récurrence.

On retiendra que, pour sa mise en ceuvre dans les démonstrations ou
constructions dites par récurrence, I’ensemble U est formé des entiers n tels qu'une
certaine propriété P(n) soit vraie (cf. les TD).

* Le rdle particulier de zéro

(1-2) Proposition
(11) ax0=0,
(12) axb=0=a=00ub=0

* Le bon ordre

L’ordre de N est donné par construction, car si m et n sont deux entiers
distincts, 'un d’eux précéde l'autre dans l’énumération des entiers. Il s’agit
évidemment d’un ordre total qui se caractérise comme suit :

m<n & [3xe N, n=m+x].

On a, de fagon immédiate :
. sim<n, alors m+k<n+k, pour tout k ;
. si m<n, alors mxk<nxk, pour tout k ;

De plus l'ordre vérifie la propriété essentielle qui suit.

(1-2) Théoréme 1 : I'ensemble N est bien ordonné — on entend par la:
toute partie non vide de N contient un plus petit élément.

Démonstration : on considére une partie P de N, n’ayant pas de plus petit élément.
Si 0 appartenait a P, il en serait le plus petit élément, on a donc:
OeP.
On considere 'ensemble suivant :
U={xe N|VneP x<n}.
Il est établi que :
OeU.
Soit n un élément de U, il est clair qu'aucun aucun des entiers :
0.1, ..,n
n’appartient a P. Si n+ 1 appartenait a P, ce nombre en serait le plus petit élément, ce
qui est contraire a ’hypothése posée et justifie que :
n+leU.
On en conclut que U=N. Autrement dit, si n appartient a P :
Vxe N x<n.
Ce qui entraine en particulier :
Vxe Nn#x.
et comme P est une partie de N, P est I'ensemble vide. <
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§2. La division euclidienne

(2-1) Théoréme : étant donnés deux entiers naturels a et b, si b#0, il existe un couple
(g,7) d’entiers naturels, et un seul, tels que:
a=bg+r et r<b.

Définition : dans ces conditions, on dit que g est le quotient et r le reste de la
division de a par b.

Démonstration : commengons par régler la question de l'existence. On note :
A(a) : pour tout entier n, tel que 0<n<a et pour tout entier b#0, il existe g
etr, tel que:
n=bg+r et 0<sr<b.
A(0) est évidemment vraie car, quel que soit b, on a:
0=b0+0.
Soit a,a>0, on suppose que A(a) soit vraie pour tout entier k, tel que
0<k<a-1.Sib est un entier non nul, on a:
. sia<b,a=b0+a
« sia2b, alors a>a-b, I'hypothese de récurrence se traduit : il existe g; et
r1, tels que:
a-b=bgi+r; et r1<b.
Ceci s’écrit encore :
a=bg+ry et r1<b,
oug=q1+1.
Ce qui démontre l'existence d’un couple (q,7) quels que soient a et b. 1l reste
a en justifier 1'unicité.
On considere deux couples (g,7) et (q°,7’), tels que :
(a=bg+retr<b) et (a=bg +r etr' <b).
On peut, quitte a échanger les roles de deux couples, supposer que g24’. Il s’ensuit
que bg>bq’ et comme :
bg+r=bq" +7,
on en déduit que:

r2r.
Il est donc possible se soustraire bg’ +r des deux membres de 1'égalité, ce qui donne :
b(g—q')=r"-r.
Dans ces conditions, on a :
r'-r<r'<b,

Ce qui entraine que:

| | | =g )<k
ce qui n’est possible que si g—4'=0 (1), c’est-a-dire si =4, ce qui entraine aussi r=r".
On en conclut qu’un tel couple est unique. <

1 On retrouve ici 'exigence b #0.
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* Le point sur “les quatre opérations”

L’apprentissage du calcul porte, au début, sur les entiers et met progres-
sivement en ceuvre ce qu’on appelle traditionnellement :
“les quatre opérations”
a savoir :
I'addition , la soustration , la multiplication , la division
présentées et mises en ceuvre comme autant de modes opératoires indissociables la
facon dont on représente les nombres, c’est-a-dire de la numération.

Il s’agit la d’une confusion inéluctable dans la phase d’apprentissage, ou il
est inconcevable de chercher a dissocier le nombre de la fagon dont on l'écrit et des
réalités concrétes qu’il permet d’appréhender. Sortir progressivement de cette
situation, afin de parvenir au point de vue qui est, ici, le notre, est 'un des enjeux
majeurs de l'enseignement mathématique. Précisons le point de vue en question.

L’addition et la multiplication sont ici de méme nature, il s’agit de lois de
composition internes.
La soustraction et la division sont liées aux deux équations :
a+x=b et ax=b,
La premiére nadmet de solution que si b2a et, dans ce cas, celle-ci est
unique, on la note symboliquement :
b-a
et son calcul pratique est la soustraction de a a b.
Pour la seconde deux cas se présentent :
. sia=0, il n’existe pas de solution si b#0 et tout nombre est solution de
0x=0(1);
+ sia#0, alors la division euclidenne de a par b fournit le quotient et le
reste,
« si le reste est différent de 0, 'équation est sans solution ;
+ si le reste est nul, 'équation admet le quotient pour seule solution.
Provisoirement, c’est uniquement dans ce cas que, qu’on note :

g=a:b ouq=%.

C’est la seule fagon de percevoir clairement l'inconsistance de 1’assemblage “ % “,

ULP1 — Algébre



§ 3. Arithmétique de base

* Diviseurs d’un nombre

Définition : on dit que b est un diviseur de a — ou que b divise a — si le reste de la
division de a par b est nul.

Conventions : si b divise 4, on dit aussi que a est un multiple de b.
En abrégé, on écrira bla pour b divise a.

(3-1) Lemme : tout diviseur commun d’un nombre divise aussi leur somme et leur
différence — si celle-ci existe.

Démonstration : immédiate. <

* L’algorithme d’Euclide

Ftant donnés deux entiers a et b, tels que a>b >0, on définit la suite (r,), par
récurrence, comme suit :

« r=a,1=b;

. si(n21etr,#0), ry41 est le reste de la division de r,,; par r,, autrement

dit :
Tn-1=Tnqn+Tn+1 €t 11 <1y
La suite d’entiers (r,) est strictement décroissante. Il existe donc un entier N, tel que:
rn>0 et rns1=0.

Le procédé se schématise donc comme suit :

a=bgi+r et ry<b
b=rago+13 et rz3<r
rp=13q3+7y4 et ryg<r3

'N-2=7N-1YN-1+7"N et 7N<TN-1
"N-1="NgN+0 (rN+1=0)

1) rn est un diviseur commun de a et b.

Par construction, ry divise ry_1. Soit k un entier compris entre 1 et N, on
suppose que :

ry divise *nN_1, ..., "Nk ,
Comme :

Tn—(k+1) = 'N-kqn + ' N-(k-1)
rn divise aussi 7,_(x+1). On en conclut que ry divise tous les termes de la suite, en
particulier, c’est bien un diviseur commun a a et b.

2) Tout diviseur commun a a et b divise ry.
Soit d un diviseur commun a a et b, d divise rg- et r1. Soit k un entier
compris entre 1 et N-1, on suppose que d divise aussi ry, ... , 7x. Comme :
Tk+1 = Tk-1—TKqk
d divise aussi rr+1. Ce qui justifie que d divise tous les les termes de la suite et
prouve, en particulier d divise ry.

Chapitre |. Les nombres naturels



En résumé ce commentaire de 1'algorithme d’Euclide justifie 1’assertion qui
suit, ou D désigne rn.

(3-2) Lemme : étant donnés deux nombres a et b, non nuls :
. il existe un diviseur commun D a a et b,
« tel que tout diviseur commun a a et b divise D.

Définition : dans les conditions ci-dessus, D est appelé le plus grand diviseur
commun — en bref pged —deaetb,
On note habituellement D=pgcd(a,b).

On retient.
(3-3) Proposition : tout diviseur commun de deux nombres divise leur pged.
Exemple : calcul du pged de 4290 et 798. On a successivement :

4290 =798 x5 +300
798 =300x2+198
300 =198x1+102
198 =102x1+96
102=96x1+6
96 =6x16+0
Ce qui donne :
pgcd(4290,798) =6.
(3-4) Proposition
1) Si on multiplie deux entiers par un méme troisiéme, non nul, leur pged
est multiplié par ce méme nombre.
2) Le pged des quotients de deux nombres par un diviseur commun est le
quotient de leur pged par ce méme nombre.

Démonstration
On se reporte a 'algorithme d’Euclide, tel qu’il est décrit plus haut. On note

que si m est un entier non nul, la suite (mr,)o<n<n+1 est celle des restes de

l’algorithme d’Euclide pour ma et mb. Ce qui montre que :
pged(ma,mb)=mxpgcd(a,b)

et démontre le point 1. Le point 2 en est 1'application aux quotients. <

* Nombres premiers entre eux

Définition : deux nombres sont dit premiers entre eux si leur pged est égal a 1.

Remarque : pged(a,b) =1 signifie concrétement que 1 est le seul diviseur commun a
aeth.

(3-5) Proposition en divisant deux entiers par leur pgcd, on obtient deux nombres
premiers entre eux.

Démonstration : soit d le pged de a et b, on note :
a b
a’ =F 4 bl:E et d=pged(a’,b’),

Soit 8 un diviseur commun a a’ et b’, on pose :
a’ b’
all — __8__ , bl =§ .

ULP1 — Algébre
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Il vient :
a=a’'d,b=b'd
Ce qui donne :
a=a’'d=a’da"3 et b=b'db”$
a=(a'a”)(dd) et b=(b'b")(dd)
Ce qui montre que d8 est un diviseur commun de a et b et, ainsi que d8 divise d, ce
qui entraine =1 — comme attendu. <

Remarque (naive !) :si a et b sont premiers entre eux et si d divise a,d et b sont
premiers entre eux.

(3-5) Théoreme de Gauss
Si un entier divise le produit de deux autres et s’il est premier avec 'un, il
divise l'autre.

Démonstration : a4, b et ¢ étant des entiers non nuls, si :
bc=ad et pged(a,b)=1
On note que:
pged(ad,bd)=d
Ainsi :
b divise ad =bc et b divise bc
donc :
b divise leur pged d

autrement dit :

d=d’b

bc=ad=ad’b

c=ad’'.

a divise c. <

(3-6) Corollaire : si un entier est premier avec deux autres, il est premier avec leur
produit.

Démonstration : soit 4, b, ¢ des éléments de N*, tels que :
pged(a,b)=1 et pged(a,c)=1
premier a bc.
Plus généralement :
sia est premierab,, ..., b, , a est premier au produit b; ... b,

Démonstration : soit d =pgcd(a,bc), comme a et b sont premiers entre eux, d est
premier a b (cf. remarque “naive). Le théoréme de Gauss montre que d divise ¢ et
comme 4 et ¢ sont premiers entre eux, d=1. La généralisation s’effectue au moyen
d’une récurrence banale. <

(3-7) Corollaire : si un entier est divisible par deux nombres premiers entre eux, il
est divisible par leur produit.

Démonstration : soit 4, b, ¢ des éléments de N*, tels que :
a=bp , a=cq et pged(b,c)=1.
ou p et q sont évidemment des entiers. Comme alors :

bp=cq,
il découle du théoreme de Gauss que c divise p, on pose donc p=cp’. ce qui donne :
a=bp=bcp’.
Ainsi, bc divise a. <

Chapitre I. Les nombres naturels



* Plus petit multiple commun

Considérons deux entiers a et b, non nuls, soit d leur pged. on pose :
a b ab

a'=E , bl:E et m ='d*=a’b’d.
1) Il est clair que :
m=ab" et m=a’b
m est donc un multiple commun de a et b.
2) Soit M un multiple commun quelconque de a et b, on pose :
M=pa et M=qgb.
Il vient:
pa’d=pa=M=qb=gb'd,
puis :
pa’ =qb’
Comme 4’ et b’ sont premiers entre eux (cf 6-5), le théoreme de Gauss montre que a’
divise 4. On note alors g=a’r. ce gi donne :
M=gb=a'rb’'d=ra’b’'d=rm.
Ce qui montre que tout multiple commun de a et b est un multiple de m.

Définition : ’entier m ainsi défini, est appelé le plus petit multiple commun de a et
b, en bref ppcm

On retient ce qui suit.

(3-8) Lemme : étant donnés deux entiers a et b, non nuls, il existe un entier m, et un
seul, tel que que:

« m soit un multiple commun de a et b,

o m divise tout multiple commun de a et b.

Ce nombre est donné par la formule :
ab

m= pged(a,b)-

* Les nombres premiers

Définition : un entier naturel est dit premier, s’il est supérieur a 1 et n"admet pas
d’autre diviseur que 1 et lui méme.

Exemple:2,3,5,7,...,1999, ..., 2112131 sont des nombres premiers.

Chacun pourra se convaincre par lui méme qu’'un nombre premier se
caractérise comme suit.

(3-9) Proposition : un nombre n est premier si, pour tout entier 4, on a:
pged(p,a)=1 ou p divise a.

(3-10) Lemme : tout entier n>1 est divisible par un nombre premier.

Démonstration
a) Si n n’est pas premier il est divisible par un entier ny, 1<n;<n.Si n
n’est pas premier, il est divisible par un entier n, tel que 1<ny<n;y, ...
On construit ainsi une suite d’entiers :
n>ny>ny>n3z>...>1.
Comme il existe qu'un nombre fini d’entiers entre 1 et n, cette suite se termine par
un certain n; qui est nécessairement premier. <

ULP1 - Algébre
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(3-11) Théoréme - Euclide
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration : supposons qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers.
Notons les p1, p2, ... , Pk et considérons leur produit, augmenté de 1:

n=pipz ... px +1.
Si p; divisait n il diviserait n—pip2 ... px qui est égal a 1. Ceci vaut aussi pour
p2, ... et px , en contradiction avec le lemme précédent. <

(3--12) Théoréme : tout entier supérieur ou égal a 2 se décompose, de fagon unique,
en un produit de nombres premiers — a 'ordre des facteurs pres.

Démonstration : on considére un entier n, n>2.
1) On définit la suite :
no, Ny, N3
par récurrence :
. on pose ng=mn
. si k est un entier tel que k21 et le terme nj_; est défini, on est devant
I’alternative suivante :
« soit ng-1 est un nombre premier, ce terme n’a pas de suivant, on pose
alors px=ny-1
« soit 11 n'est pas premier, il admet un diviseur premier qu’on note
pk et 'on pose :
U
Pk
On a donc

Ng-1> Ny et ng_1=prn.
La suite d’entiers, ainsi définie, étant strictement décroissante, elle est finie. Ce qui
entraine qu’il existe un entier K, tel que px soit un nombre premier. Ce qui justifie
que:
n=pin1=pipn2=... =pip2 ... PK-11K-1,
n=pips ... PK-1PK-
2) 1l reste a prouver l'unicité. Nous procédons par récurrence.
Cette condition est évidemment vérifiée pour n=2. Soit n,n22, on
suppose qu’elle s’applique a tout entier compris entre 2 et n.
On considere deux décompositions de n+1 en facteurs premiers :
n+l=pip2...p, et n+l=4q19> ... gs.
Comme p; divise 4142 ... gs, p1 divise 'un des g; (cf. 3-5), et alors, p;=g; car ces deux
nombres sont premiers. Il s’ensuit que :
P2 .- Pr=4q1 .-- 4i4i+1 «-- gs-
L’hypothése de récurrence entraine que les entiers 41, ... §i, §i+1, ... , s. sont les
mémes, a l'ordre prés, quepy, ..., pr.
Comme p; =g;, la démonstration est terminée. <

Remarque : on convient généralement de regouper les facteurs premiers égaux.
Ainsi, la décomposition de I'entier n prend la forme:

n= A1 0 o
. ) o P17 P2™ v Pr's
ol les a; sont des entiers positifs. Cette forme d’écriture est unique si 'on convient
de ranger les p; par ordre croissant — ou décroissant.

Chapitre I. Les nombres naturels
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Exemple : décomposition en facteurs premiers de 111111.
Ce nombre est clairement divisible par 11 (1).
111111
17 =1010L.

10101 est divisible par 3 et :
10101
—3  =3367.
Appliqués & 3367 les caractéres de divisbilité usuels ne donnant rien, il est naturel

de tenter la division par 7 :

3367_4 1
7 =l
puis d’essayer la division par 13 :
81
13=37

et comme 37 est un nombre premier, on obtient :
111111=3x7x11x13x37.

Remargque : si n n’est pas premier, il posséde un diviseur d tel que d2<n. En effet,
si:
n=dd ,d?2>n et d2>n
alors :
n2=(dd’)?>n2.

Ce qui contradictoire;

Cette remarque permet de limiter, de facon notable, le nombre des essais lors
la recherche des facteurs premiers d’un nombre entier donné.

* Retour sur le pged et le ppcm

1) Etant donnés deux entiers 4 et b, notant p1, P2, ... , ps les facteurs premiers
communs aux décompositions de a et de b. et o; I'exposant minimum de p; dans les
deux décompositons en question. On a:

a=plps2...pda’ etb=pfip2 ... pdsb’.
ot (a’,b’)=1.0n a donc :
pged(a,b)=pfips2 ... p.
2)Si m et n sont deux entiers, il est toujours possible d’écrire leur
décompositions en facteurs premiers sour la forme :
m=pfips? ... p¢r etn=pfipf... pbr.
Ou certains exposants sont éventuellement nuls. Il est alors facile de voir que :
pged(m,n)=ptipd2... pls ot p;j=min(ey,B;) pouri=1,...,r.
ppem(m ,n)=pfipl2... p¥s ot vi=max(oy,p;) pouri=1,...,r.

Exemple : 40=23x5 et 60=22x3x5
pgcd(40,60)=22x5=20 et ppcm(40,60)=23x3x5=120.

1 Si tel n’est pas le cas, ce devrait 1'étre aprés lecture de la secton intitulée “Congruences”.

ULP1 — Algébre
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Chapitre II. Constructions ensemblistes de base

§4. Le vocabulaire ensembliste

Nous irons directement a l'essentiel en pariant que les régles d'usage
courant emmergeront de la pratique. Dans ces conditions, la clarté du
discours repose sur un minimum de complicté entre le locuteur et 'auditeur.
Cette complicité n’est pas donnée a priori, elle est le fruit d"une volonté
commune de se comprendre qui, concrétement, exige une écoute mutuelle.

§5. Relations d’équivalence — ensemble quotient

* Relation d’équivalence

Définition : on appelle équivalence toute relation binaire R}, d’'un ensemble E, qui
vérifie les trois conditions suivantes :
(1) elle est réflexive, i.e. :

VxeE xRx;
(2) elle est symétrique, i.e.:
XRy=y Rx;
(2) elle est transitive, i.e.:
(X*RYETYyRz) = xRz

Exemples
La relation d’égalité induit sur tout ensemble une relation d’équivalence.

Dans le plan ou l'espace, noté &, 1'égalité des distances est une relation
d’équivalence de &2.

Le parallélisme est une relation d’équivalence entre les droites du plan ou
de 'espace.

* Ensemble quotient

Définition : si R est une relation d’équivalence de E et si x appartient a E, on appelle
classe d’équivalence x — on précise au besoin suivant ® — et 1’on note, selon les cas,
C, ou X l'ensemble formé des éléments de E équivalents a x — c’est-a-dire qu’on a :

Ci={ye ElyRx}.
L’ensemble des classes d’équivalence est appelé quotient de E par R et noté E/R,
c’est-a-dire que :

E/®={C,lxeE}.
L’application :

p:E— E/R

x - C,

est appelée la surjection canonique de R (1).

B La reflexivité assure la surjectivité.
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La propriété qui suit peut paraitre banale, il n'empéche que c’est elle qui
conditionne toute la suite.

(5-1) Lemme : si R est une relation d’équivalence, on a:
xRy & Cr=Cy,.

Démonstration

e SiCi=Cy la réflexivité garantit que x appartient a C, et donc a Cy, ce
qui donne, par définition xRy.

2) (=) SixRy, soit z un élément de Cy, on a:

xRYETyRx.
La transitivité garantit que xR z, puis la symétrie entraine z % x, ce qui donne::
ze Cy, puis Cy;Cx.

La symétrie permettant d’échanger les rdles de x ety, on a démontré aussi
I'inclusion réciproque. Ce qui justifie I'égalité C,=C,. <
(5-2) Théoreme

1) Si R est une équivalence de E, les classes de E suivant R constituent une

partition de E.
2) Toute partition de E est formée des classes d"une équivalence.

Démonstration
1) 1l résulte de la réflexivité que:
xe C,,
on en déduit immédiatement que :
Ec v G
xeE

puis 1’égalité.

Considérons deux classes Cy et Cy, si elles ne sont pas disjointes, c’est qu'il
existe un élément z de E, tel que:

ZRXETzRy.
Il découle alors du lemme que :
Cy=C,=C,.

Ce qui montre que deux classes d’équivalence sont égales ou disjointes et justifie
que l'ensemble {Cy | xe E} est une partition de E.

2) Considérons une partition {A;lie I} de E, on convient que xRy
représente :

Jdiel(xe A;jETye A)).
Comme E est la réunion des A;, si x appartient a E, il appartient a 'un des A; On a
donc :
Vxe E Jiel(xe A;ETxe A)),
autrement dit :
Vxe E xRx.
La symétrie de X est évidente.
Soit x, y et z des éléments de E, tels que :
(xRYyETyRz),
cette condition se traduit :
[BieI(xe A;ETye A)]ET [Fje I (ye AjET ze Aj)]

Alors ye Aijn Aj, il s’ensuit que Aj=Aj, on a donc xR z. Ce qui établit que R est
ausssi transitive. Il s’agit donc bien d’'une relation d’équivalence, comme il était
attendu. <

Licence pluridisciplinaire — ULP1 — Algébre
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§ 6. Décomposition canonique d"une application

On peut considérer comme évident que les notions de partition et

d’équivalence soient deux fagons d’exprimer un méme concept. En

revanche, il est plus surprenant que les surjections canoniques des

équivalences constituent un modele de toutes les applications — comme on

va le voir maintenant.
(6-1) Lemme : toute application définit une relation d’équivalence sur son ensemble
de définition.

Démonstration : soit f une application de E dans F, on note xRy la relation :
fix) =f).
Elle est effectivement bien définie pour tous x et y appartenant a E.
La réflexivité et la symétrie de cette relation sont évidentes. On en vérifie la
transitivité.
Soit x, y et z des éléments de E, la proposition :

(*RYyETyRz)
se traduit :
fx)=ly) ET fy) =f(2).
Elle implique :
fix) =f(z).
Ce qui s’exprime :
xRz,
comme attendu. <
(6-2) Théoreme : toute application f, de E dans F, se factorise, de fagon unique, sous
la forme :
f=iohop E— 1 > F

oul, désignant par R l'équivalence qui lui est associée :

«  p est la surjection canonique de %, Pl i

»  h est une bijection de E/R sur Imf.

« i est l'injection canonique de Im f dans F, E/R g Im f

Démonstration : si une telle décomposition existe et si C; est un élément quelcon-
quede E/R,ona: »

flx)=(iohop)(x)=ioh(Cy) =h(Cy).
Ce qui montre que h(Cy)=f(x). Cette relation détermine f, pour autant qu’elle soit
cohérente. Ce que nous vérifions maintenant.

Soit x et y deux éléments de E, le lemme a établi que C,=C,, est équivalent a
flx)=f(y). Ainsi, en posant h(Cy)=f(x), pour toute classe de E/R, on définit bien une
application de E/R dans Imf. Elle vérifie la condition attendue et c’est effectivement
la seule possible. Il reste a s’assurer qu’elle est bijective.

Si deux classes Cy et Cy sont distinctes, la définition de R exige que f(x) #f(y),
h est donc injective. Si y est un élément de Imf, il existe un élément x de E, tel que
y=f(x) — c’est-a-dire que y=h(C,) — h est donc surjective. L’application h est bien une
bijection. Ce qui achéve la démonstration. <

[lustration : I’exponentielle complexe et la mesure des angles orientés.

Chapitre 1l. Constructions ensemblistes
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ChapitreIIl. Les ensembles finis

§7. Les ensembles finis

11 est naturel d’admettre que, lorsqu’on compte des objets bien déterminés,

le résultat est indépendant de la fagon dont on opére, cependant on peut ne

as se satisfaire de ce point de vue et désirer justifier ce fait de fagon
ormelle.

Convention : soit n un entier naturel, on note :
{xeNl1<x<n}sin>0
[1,n]= osin=0

(7-1) Lemme : soit 7 et p deux entiers naturels, s’il existe une bijection de [1,n] sur
[1,p], alors n=p.

Démonstration : on procéde par récurrence sur 7.
Si n=0, une bijection f de @ sur [1,p] est telle que [1,p]=f(0) =0 et alors p=0.
Etant donné un entier n, on suppose que la propriété & démontrer est vraie
pour n. Soit p un entier tel qu’il existe une bijection f de [1,n + 1] sur [1,p]. On
définit 1'application g de [1,p] dans lui-méme, telle que:

{ g(f(n +1))=p, f f(n+1) 8 f(n+1)
g(p)=fin+1), » >< ><

o A s , . ,
g(i)=i si izpetizf(n+1). i o .

Par construction, g est bijective. L’application gof est donc bijective et vérifie :

Go(n+1)=p.
Comme n+121, on peut considérer 1'application suivante induite par gof:
h:[1,n] — [1,p-1]

i — gof(i)
elle est aussi bijective. L’hypothése de récurrence entraine que n=p-1 et par
conséquent que n+1=p. Le lemme est alors démontré. <

I découle immédiatement de cette propriété que, si E est un ensemble
donné, s’il existe un entier n et une bijection entre E et [1,n], n est unique. Ce qui
permet de poser la définition qui suit.

Définition : un ensemble E est fini sil existe un entier naturel n et une bijection de
E sur [1,n]. Dans ces conditions, n est, naturellement, le nombre des éléments de E
on l'appelle aussi le cardinal de E, on le note card E ou |El.

On en déduit immédiatement la proposition qui suit.

(7-2) Proposition : deux ensembles finis E et F ont méme cardinal si, et seulement si,
il existe une bijection de E sur F.

Nous laissons a chacun le soin de démontrer la proposition qui suit.

(7-3) Théoréme : si E et F sont deux ensembles disjoints, alors :
|E UFI=IEl +IFl.
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Une récurrence banale permet de généraliser la proposition précédente a un
nombre quelconque d’ensembles pouvu qu’ils soient deux a deux disjoints.

(7-4) Proposition : soit E un ensemble fini, si E, E,, ..., Ep est une partition de E on

a:
[El=1E;l +[Epl +... + | |.

(7-5) Théoréme : soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal et f une

application de E dans F :
f est injective si, et seulement si, f est surjective.

Démonstration : si f est injective, on pose :
E'=f(E) et E“=F-F'.
Comme E’ et E” sont disjoints, on a:

[El=1E’l + [E”].
Ce qui entraine que |[E”|=0. On a donc E”=o. Par conséquent F=FE’, f est alors
surjective.
Réciproquement, si f est surjective, notons :
F=L1/1,...,yn}

on sait que {f~1(y;) | € [1,n]} est une partition de E, on a donc:
n=IEl= ¥ If-1(y;)l
i=1

comme f est surjective, on a:
If-Y(y)l21, pouri=1,...,n.
I s’ensuit que:

If-Y(y)l=1, pouri=1,...,n.
Ce qui veut dire que f est bijective. <

Remarqgue : on pourra trouver que c’est 1a beaucoup d’efforts pour prouver une
vérité intuitivement évidente. Cependant, ce résultat n’est banal qu’en apparence.
En effet :

« il caractérise les ensembles finis ;

« il justifie un procédé de démonstration fort utile : le principe des tiroirs
qui généralise un fait bien connu. A savoir que, si cinq objets, au
moins, sont répartis dans les quatre tiroirs d'une commode, il existe un
tiroir qui en contient au moins deux ;

« il est essentiel pour la compréhension de l’algebre linéaire en
dimension finie.

* Le principe des bergers

(7-6) Proposition : principe des bergers.
Soit E et F deux ensembles finis, s’il existe une application f de E dans F telle
que le cardinal de f-1(x) soit indépendant de x et égal a p, alors :

|El=p I[FI.
Démonstration : ceci est vrai si E est I’ensemble vide, dans le cas contraire, nous
savons que les f~1(x) forment une partition de E. <

Remargque : on pourrait tenir pour absurde de voir un berger compter les pattes de
ses moutons pour en déduire l'effectif du troupeau. Il n'empéche qu’en maintes
circonstances, c’est de cette fagon qu’on appliquera la relation précédente — souvent
implicitement.

Licence pluridisciplinaire — ULP1
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§ 8. Dénombrement.

On s’intéresse a quelques ensembles qui serviront de référence dans la
résolution des problemes de dénombrement

* Cardinal d’un produit cartésien

(8-1) Proposition : si E et F sont deux ensembles finis, on a:
|ExFl=IEIxIFl.

Démonstration : soit p la projection sur E, cette application est surjective et il est
clair que pour tout x appartenant a E, on a p~1(x) = {x} xF et donc Ip~1(x)| = |Fl. Pour
conclure, on applique le principe des bergers. <

Une récurrence banale permet de généraliser ce résultat a nombre
quelconque de facteurs.

(8-2) Corollaire
1) Si E;, E,, ..., E, sont des ensembles finis, on a :
|Eq xEyx...xE, | =IE{|x|Eylx... x|E,I.
2) Si E est un ensemble fini et p un entier, on a:
|E®| =|El.

(8-3) Corollaire : le nombre des applications d’un ensemble a p éléments dans un
ensemble a n éléments est n?.

Démonstration : on considere des ensembles E et F, ayant respectivement p et n
éléments. On peut toujours présenter E sous la forme :
E={x1,...,xn}.
La relation qui lie I'application f de E dans F a I'élément (y1, Y5, ...,y,) de E7, tel que:
f(x1)=y1 lf(x2)=y2 AL rf(xp)=yp/
est une application bijective. On applique le corollaire précédent. <
(8-4) Corollaire : le nombre des parties d'un ensemble a n éléments est 2".

Démonstration : soit E un ensemble a n éléments, a tout sous-ensemble A de E, on
associe l'application y, de E dans {0, 1} définie par :
1,sixe A
xA(%) ={ 0,sixe A (application caractéristique de A)
On vérifie immédiatement qu’on est en présence d’une application bijective de
I’ensemble AE) sur l'ensemble des applications de E dans {0,1}. On applique le
corollaire précédent. <

* Arrangements

Définition : on appelle arrangements de p éléments d’un ensemble E les suites sans
répétition de p éléments de E.

Remargque : lorsque p est le nombre des éléments de E, un tel arrangement est une
permutation de E.

N.B.  Insistons bien clairement sur un point :
s'il y a suite, il y a ordre.

Algebre — Chapitre lll. Ensembles finis
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Exemple : le palmarés d’un concours est un arrangement de l'ensemble des
candidats alors que le classement est une permutation de 'ensemble des candidats
ayant composé. Un tiercé dans l'ordre est un arrangement des chevaux ayant pris
part a la course concernée.

De facon générale, toute injection de [1,p]={1, 2, ..., p} dans un ensemble
définit un arrangement de p de ses éléménts.

(8-5) Théoreme : notons A; le nombre des arrangements de p éléments d'un
ensemble de n éléments. Pour tous entiers n et p tels que 1<p<n,ona:

Ap=Tletsip>1, A?,:n(n—l) . (n=p+1).

Exemple : pour compter le nombres de tiercés possibles lors dune course
comportant 20 concurents, on procéde comme suit :
« il existe 20 premiers possibles ;
«  pour chacun d’eux, il existe 19 deuxiémes possibles, ce qui ouvre 20x19
possibilités ;
«  pour chacune d’elles, il existe 18 troisiemes possibles. ce qui ouvre
20x19x18 possibilités ;
« etiln’y a aucune raison d’en rester la.
On voit donc que, dans le cas général, le résultat sera le produit de p facteurs allant
en décroissant de 1 a partir de n.

Démonstration : soit E ’ensemble en question, n le nombre des ses éléments, on
procede par récurrence sur p. On a de fagon évidente A?, =1 et A, =n. Soit p un
entier tel que 1<p<n, on suppose que Ar;, =n(n-1) ... (m-p+1). A chaque
arrangement de p éléments de E :

a=(ay, az, ... , ),
on associe I'ensemble E; des arrangements :

ai, az, «.. apl ap-i—].
de p+1 éléments de E qui prolongent a. L’élément a,,; pouvant étre 1'un
quelconque des éléments de E—{ay, ay, ... , 4y}, on a:

card(E;)=n-p. ~
On définit ainsi une partition de 1’ensemble des arrangements de p +1 éléments de
Een Az classes de n—p éléments. Il résulte alors du principe des bergers que :

Af,+1=AZ>< (n-p)=n(n-1) ... n—-p+1)(n-p).
Ce résultat est celui qu’on obtient en substituant p+1 a p dans 'expression avancée.

11 est alors prouvé qu’il vaut pour p=1, 2, ..., n. <
N.B. On notera que ce nombre prend aussi la forme :
p n!
An = (n _ p) ! .

qui vaut encore pour n =0, avec la convention habituelle qui veut que 0!=1.

Licence pluridisciplinaire — ULP1
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* Permutations

La propriété précédente s’applique dans le cas ou p=n et le théoreme (3-5)
justifie I'’énoncé qui suit.
(8-6) Théoréme : le nombre des permutations d’un ensemble de n éléments est égal
an!
Remarque : il est facile de voir que ce nombre est aussi celui des bijections entre
deux ensembles a n éléments.

* Combinaisons

(8-7) Théoréme : soit n et p deux entiers tels que n2p. Le nombre de parties a p
éléments d'un ensemble a n éléments est égal a:

VY

p! pln-p)t-
Démonstration : soit E un ensemble a n éléments, on note P I’ensemble des ses
parties a p éléments. On considére un ensemble F a p éléments et 'ensemble I des
applications injectives de F dans E. Comme l'image d’une telle application est une
partie a p éléments de E, on peut considérer I'application suivante :

¢o:I1 — P

f ~ fE)

Soit A une partie a p éléments de E. Toute application f injective, telle que f(F)=A
induit une bijection de F sur A. Réciproquement toute bijection de F sur A s’étend
de fagon unique en une injection de F dans E. On a donc:

card ¢~1(A)=p!
et par suite :

All=cardI=p!xcardP.

Ce qui est bien le résultat avancé. <

Remarque : on parle de combinaison de p éléments de E pour désigner une partie de
E contenant p éléments (1). Ce qui explique la notation usuelle :
!
N -
Cn=pin—p)1-
Pour les calculs pratiques, on retiendra 1’expression suivante :
C51,_11(11—1) e (n-p+1)

Elle vaut pour p >0. On retiendra aussi la formule de récurrence :
Cﬁ _ C',:_ln -p+ 1

p
C’est elle qu’on utilisera pour concevoir un programme de calcul de ces nombres.

La persistance de cet usage témoigne du fait que les préoccupations relatives au dénombrement sont bien
antérieures a I'emploi systématique des concepts ensemblistes.

Algébre — Chapitre Ill. Ensembles finis
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§9. Les coefficients du binéme

L’intérét des nombres notés Cj dépassant largement le cadre des seuls
problémes de dénombrement, il nous faut en dire un peu plus a leur sujet.

Tout d’abord, il découle de I'expression :
p n!
= pltn-p) !
la propriété suivante.
(9-1) Symétrie des Cl; : pour tous entier naturels n et p tels que p<n,ona:
Ch=Ca T

* Le triangle de Pascal

(9-2) Proposition : pour tous entiers naturels n et p tels que 1<p<n-1,ona:
-1
Ch=Choi # Ty e
Remarque : il est facile de vérifier cette formule a partir de l'expression trouvée
mais plus intéressant d’en donner une démonstration directe a partir de la
définition.
Démonstration : on considére un ensemble E de n éléments. On en distingue un
élément qu’on note a. Les parties de E formées de p éléments sont au nombre de Ch.
Elles se répartissent en deux classes :
«  celles qui contiennent a, on les obtient en ajoutant a4 aux parties a p-1
éléments de E-{a), leur nombre est donc ch :} 2
«  celles qui ne contiennent pas 4, ce sont aussi les parties a p éléments de
E-{a), leur nombre est donc Cﬁ_l.
Il est clair que ces deux ensembles forment une partition de P, ce qui donne bien la
relation avancée. <

On en déduit un moyen rapide de dresser un tableau de ces nombres, appelé
triangle de Pascal. Le calcul s’effectue suivant le schéma ci dessous sachant que la
premiére colonne et la diagonale ne comportent que le chiffre 1.

n
J
p = 0 1 2 3 4 5 6 7
ol 1
1 1 1
2] 1 2 1
31 1 3 3 1
4| 1 4 6 4 1
51 1 5 10 10 5 1
6| 1 6 15 20 15 6 1
71 1 7 21 35 3 21 7 1
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* La formule du binéme de Newton (1)

(9-3) Théoréme : pour tous nombres réels ou complexes, x et y, pour tout entier
naturel n, non nul, on a :

1n
(x+yt= Y ChxPynp=x"+nxn-ly+ ...+ ChxPyrP+ ... +nxyn-1+yn.
p=1

Démonstration : on procede par récurrence sur n. La propriété est évidemment
vérifiée pour n=1 car C1=Ci=1. Soit n20, on suppose que :
" nop- -
(x+y)r=x"+nxnly+ ... +C X" PYP + ... + nxy" Ty yn,
I1 s’ensuit que :
x+y)*l=(x+y)(x+y)
= (xn+ nxly + ...+ Cham-pyp + ... + nxyn=1+ yn)(x +v)
= xm+ L pany + .+ Chanprlyp + .+ xyn
+xmy +nxnly+ .+ C,’,’_lx"-r’ﬂyp + ...+ nxyn +yn+l

=xmle(n+xmy+ ... + (Cfi'1 - Cﬁ)x"-PyP +.o+ (n+ Dxyn + yntl

On applique la proposition 4-2, on obtient :
(x+y)rtl=xt+le (n+ )x"y+ ... + C',’,Hx"-PyP + .o+ (n+ Dxyn + yn+l

Ce qui montre que la propriété est vraie pour n+1. On en conclut qu’elle est vraie
pour tout n2>1. <

Remarque : on peut aussi démontrer ce résultat en s’appuyant sur la définition. Si
l'on développe (x+y)" sans tenir compte de la commutativité de la multiplication,
on fait apparaitre tous les 2" mondémes de degré n possibles. Dans chacun d'eux, la
position des y est associée a une partie de {1, 2, ... , n} et cette correspondance est
bijective. Le nombre des mondmes de degré p en y est donc égal au nombre des
parties a p éléments de {1, 2, ... , n}. Il donne le coefficient du terme en x"-PyP.

En substituant 1 a x et y dans la formule du binéme on obtient :

1
m=Y Ch=1+n+...+Ch+...+n+1.
g0
On retrouve ainsi que le nombre des parties d'un ensemble de n éléments est 2".

Remarque : la démonstration classique de la formule du binéme, par récurrence,
masque l’explication réelle. Si I'on développe de (x+y)" sans tenir compte de la
commutativité de la multiplication, on fait apparaitre tous les 2" monémes de degré
n possibles, en x et y. Dans chacun d’eux, la position des x est associée a une partie de
[1,n] et cette correspondance est bijective. Le nombre des mondémes de degré p en x
est donc égal au nombre des parties a p éléments de [1,n].

Isaac Newton (_16452 - 1727) mathématicien, phycisien, astronome et penseur an lais, s’est illustré dans des
domaines aussi divers que le calcul différentiel, I'optique et la mecanique céleste. Sa loi de l'attraction
universelle reste, aujourd’hui encore, I'un des fondements de la vision du monde.

Algébre — Chapitre 1ll. Ensembles finis
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* Nombre des injections croissantes de [1,p] dans [1,#]

L’image d’une telle injection est une partie a p éléments de [1,n].

Réciproquement, p éléments de [1,n] étant donnés, il existe une seule facon
de les ranger par ordre croissant. On définit ainsi une injection croissante de [1,p]
dans [1,n].

Le nombre cherché est donc exactement le nombre des parties a p éléments

de I'ensemble a n éléments [1,n], c’est-a-dire Ch.

* Nombre des applications croissantes de [1,n] dans [1,p]

Une application croissante de [1,7n] dans [0,p] est une suite finie :
Uy, Uy, ... Uy, telle que 1<uSup<...<u, <p.
On a donc:
1<uj<ur,+l<uz+2<..<u,+n-1<p+n-1.

On en déduit une application strictement croissante de [1,n] dans [0,p +n—-1].

Réciproquement, toute application strictement croissante de l’ensemble
[1,n] dans [1,p+n-1], est une suite y,y,,...,¥, telle que:

1<y, <y, <...<y,<p+n-1.
On en déduit les inégalités suivantes :
1<y, <y,-1<y3-2<...<y,-n+1<p.

Puis une application croissante (au sens large) et une seule, de [1,n] dans [1,p].

Il y a donc bijection entre les deux ensembles suivants :

« les applications croissantes de [1,n] dans [1,p].

. les applications strictement croissantes de [1,n] dans [0,p+n-1].

Le résultat précédent montre que le nombre cherché est Cﬁﬂ,_l.

* Nombre des solutions entiéres de l'inéquation x;+x,+...+x,<p

En posant :
fD)=x1 , Q) =x1+xy , ... , f(M)=x1+%+...+X,,
on définit une application croissante f, de [1,n] dans [0,p]. On vérifie
immédiatement que la correspondance entre 1'élément (x;,x2,...,x,) et f est une
bijection entre 1'ensemble étudié et I'ensemble des applications croissantes de [1,n]
dans [0, p].

Le nombre cherché est donc C;;:+p+1.

* Nombre des solutions entiéres de I’équation x; +x,+ ... +x,=p

Il suffit de retrancher des éléments (x;,x2, ...,x,) de N7, tels que :
Xp+Xo ¥ oot Xy SP,
ceux pour lesquels on a:
X1 +Xp+...+x, <p-1.
Le nombre cherché est donc :

P -1
Cn+p - Crr;+p—1 = CZ+p—1
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* Combinaisons avec répétitions

On peut retrouver le résultat précédent en remarquant qu’il représente aussi
le nombre de facons de répartir n objets indistincts dans des classes numérotées de 1
a p. Une telle répartition peut se schématiser par une suite écrite au moyen de deux
symboles, par exemple 0 et de 1, les zéros symbolisant les objets et les 1 des
séparations. Ainsi la suite :

000100110001001
représente la répartition suivante de 10 objets dans 6 cases :
100000 4y 110005100 4y |
1 2 3 4 5 6

De fagon générale, on est conduit a dénombrer les suites formées de n zéros
représentant les objets et de p—1 séparateurs. Une telle suite est bien définie, de
facon unique, par la donnée des places des zéros.

000| 00 | | 000 ] 00 |
c’est-a-dire par la donnée de n éléments de [1,n+p—1]. Le nombre cherché est
donc:
C§+p—1'

Ce type de préoccupations conduit a parler de combinaison avec répétitions
de taille p des éléments d'un ensemble a n éléments : E={a;,4;, ... ,4,}. On entend
par la les applications §, de E dans N, telles que :

3(ay) +3(ay) + ... +3(a,) =p.

* Permutations avec répétitions

On voit couramment poser des exercices ol il est demandé de compter des
anagrammes, par exemple : combien de mots peut-on former avec les lettres du

mot :
MATHEMATIQUES ?
Il s’agit en fait d’attribuer un numéro d’ordre a chacune des lettres utilisées.

Au départ il y a 13 places a occuper et donc C%g, facons de placer deux fois la lettre M.
Il reste alors 11 places libres et C%l fagons de placer deux fois la lettre A et ainsi de

suite ...
Le nombre cherché s’exprime donc comme suit :

2 2 2 1 .2 1 1 1 1
Cz3Gi1 G G G G G G G
M A T H E I Q U S

Ce qui donne:

13x12 11x10 8x8 7 6x5 4 3 2 1 13!
Tx2 X 1x2 X1x2XTX1x2X1X1X1%X1="8 =7//8377600

De fagon générale, ce probléme peut se poser dans les termes suivants. Etant
donnés un’ensemble de n éléments : E={a;,a,,...,a,} et n nombres: p;,p,,...,p, de
somme p. Etudier les aplications y de [1,p] dans E telles que :

vHa)=p1, v @) =p2, ..., ¥ Han) =Pn-

On peut parler de permutations avec répétitions de aq,a,, ... ,a, — bien que

cet usage soit peu en accord avec celui habituel du terme permutation.
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Une telle application est bien définie par le choix des ensembles :
T(a1), vay), ..., v H(ay).
Définir y"1(a;), c’est choisir une partie a p; éléments de [1,p]. Il existe donc
C;’,j_1 possibilités. Définir y-1(a,) c’est choisir une partie a p, éléments de [1,p]-v
1(a,). Il y a donc szpl possibilités et ainsi de suite ... jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
qu'une possibilité de choisir les éléments de y-l(4,) parmi les p, €éléments de E
restant.
Le nombre total de choix possibles est égal au produit :
C51 ngpl C;:EPFPZ Cp:'
Ce qui donne :
p!

p1! pa!...pa!l”
Notons qu’on retrouve bien les symétries du probléme dans la forme du résultat.
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Chapitre IV. Les nombres entiers relatifs

§10. L’anneau des entiers relatifs

On donne un résultat aux soustractions impossibles sans aucune
considération a priori sur les nombres négatifs. Ce qui dispense de
l'intermédiaire laborieux qui s’impose aux collégiens sous le nom de
“somme algébrique” .

* Construction de I’anneau Z

On considére la relation, définie sur N xN, en convenant que:
(m,n)~(m’,n’)
représente 1’égalité suivante :
m+n'=m’+n.
On vérifie facilement que ~ est une relation d’équivalence. On considére alors
I’ensemble quotient :
Z=(NxN)/~.
Provisoirement, il est commode, de noter les éléments de Z, [m —n] plutoét que
C(m,n)- De sorte que si m, n, m’, n’ sont des éléments deN,ona:
[m-n]=[m'-nlem+n’"=m’+n.

Le point essentiel est de vérifier que 1’addition et la multiplication de N sont

compatibles avec le quotient. On entend par la quesi :
[m-n]=[m’-n] et [p-ql=[p"-q'],

alors on a les deux égalités suivantes (1) :

(1) [(m+p)-(n+g)]=[(m"+p)-(n"+4q")]

2) [(mxp+ng)—-(mxq+n+p)]=[(m'xp’+n’'xq")—(m’xq" +n’+p’)]
Il est alors cohérent de poser :

(m-n)+(p-q)=(m+p)-(n+q)
(m-n)x(p-gq)=(mxp+nxq)-(mxg+n+p)
L’ensemble Z est alors doté de deux lois de composition internes qu’on note aussi :
+ et x.

La vérification que Z est un anneau commutatif n’est qu'une formalité

fastidieuse dont nous nous dispensons.

1 Il ny a la rien de mystérieux, en effet, le but de l'opération est disposer d’un nouvel ensemble ot [m -]
représente le résultat de la soustraction de n a m dans N, si celle-ci est possible et, dans le cas contraire, un
nouveau nombre. On cherche donc a étendre la validité des égalités :

(m=n)+@p—q)=(m+p)-(n+q)
(m=n)x(p—q)=(mxp+nxq)-(mxq+nxp)
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* Z contient N

Il est naturel de considérer 'application suivante :
j:N — Z
n — [n-0]
et de constater que :

1) jin+p)=[(n+p)-0]=[n-0]+[p-0]=j(n)+j(p),
(2) jinxp)=[(nxp)-0]= [n-0]x[p-0]=j(n)xj(p),
(3) [n-0]#[p-0] = n=p.

On en conclut que les deux lois sont stables par j et que cette application est
injective. Elle permet donc d’identifier j(N) a N, ce qui, concrétement, revient a
noter :

[n-0]=n.

Dans ces conditions, si I'on considére un élément quelconque z=[m-n] de
Z, on est devant l'alternative suivante :

. m=2n et alors [m-n]=[(m-n)-0]=m-n,

. m<n et alors [0—(n-m)]=-[(n-m)-0]=—(n-m).

Ce qui signifie que :
ze N OU -ze N.
On peut alors légitimement baptiser Z :
“I’anneau des nombres entiers relatifs”.
Il se compose, en effet, des éléments de N, auxquels viennent s’ajouter leur opposés
pour une nouvelle addition qui étend celle de N.

* L’ordre de N s’étend a Z

On étend la relation d’ordre de N a Z, en notant z<z’ la relation définie sur

Z, par:
z'—ze N.

Conventions : on convient qu'un entier naturel, différent de zéro, est:

«  positif, s’il appartient a N,
) e négatif, dans le cas contraire.
Etant entendu que:

0 n’est ni positif, ni négatif (1).

On définit la valeur absolue d’un entier relatif z comme suit :
2] z,81z20
21=1-z,siz<0 -

Contrairement & un usage couramment répandu qui voudrait que plus grand signifie plus grand ou égal. Ce
qui est en désaccord avec l'usage habituel et ne serait pas é-rave, s’il n’existait, par ailleurs, de sérieuses
raisons, d’ordre purement mathématique, de regretter cet état de fait.
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* La division euclidienne

L’extension de la division euclidienne aux entiers relatifs est une opération
essentiellement formelle. Elle se traduit comme suit.

(10-1) Théoréme : étant donnés deux entiers relatifs a et b, si b est non nul, il existe
un couple (g,7)e ZxN, et un seul, tel que:
a=bg+r et 0<r<Ibl.

Démonstration : on part de la division portant sur les valeurs absolues :
lal=1blg1 + 17l et 0<r<Ibl
On ajuste la valeur du quotient selon les signes de a et b, sans modifier le reste. <

* Le point sur “les quatre opérations”

Dans Z, I'équation :
a+x=b,
ol a et b sont des entiers relatifs, admet toujours pour solution :
x=b-a.
L’opération “soustraire b de a” est devenue “ajouter 'opposé de b a a”.
On note alors que si a et b sont deux nombres entiers relatifs et si b#0,
I’équation :
a=bx
n’admet de solution que si I'équation correspondante dans N :
lal = Iblx
admet une solution.
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§11. Le théoréme de Bézout

* Diviseurs et multiples

La terminologie introduite pour N, vaut pour Z, a ceci pres que :
(a divise b ET b divise a) = lal=1bl.

* Les sous-groupes de Z

Rappel : un sous-groupe additif de Z, est une partie non vide G de Z, telle que:
. pour tous éléments a et b de G, a+b est dans G,
. pour tout élément a de G, —a est dans G.

Exemple : soit n un entier relatif, on note nZ l’ensemble des multiples de n,
autrement dit :

nZ={nz lze Z}.
C’est un sous-groupe de Z. En effet, si a et b sont deux éléments de nZ, il existe deux
éléments z et z’ de Z, tels que

a=nz etb=nz’
et alors :

a+b=n(z+2z")

est un élémént de nZ. Si a est dans nZ, alors :

—-a=-nz=n(-z)
est dans nZ.

C’est un point essentiel pour la suite que tout sous-groupe de Z soit de cette
forme, ce que nous montrons maintenant.

(11-1) Théoreme : tout sous-groupe G de Z est de la forme:
G=nZ ouneZ.

Démonstration : comme il est clair que {0}=0Z, la question est réglée si G={0}. On
suppose donc désormais que G#{0}. On note G*={xe G |x>0}. Comme G#{0}, G
contient un élément x#0 et alors soit xe G+, soit -xe G*. On est donc assuré que
G+#g. Il s’ensuit que G* contient un plus petit élément qu’on note 7.
Il est clair que G contient tous les multiples de ng, on a donc:
nOZ o G.
Réciproquement, soit n un élément de G*, on a n>np. La division eucli-
dienne de a par n nous donne :
n=noq+r et 0<r<mny,
Ce qui se traduit :
0sn-npq =rr<ny.
Or, n et noq sont deux éléments de G, r appartient donc a G. Ainsi, on a a la fois :
re G et 0<r<ny.
On en conclut que r=0. Autrement dit n e n¢Z, ce qui prouve que:
GgcnoZ.
Il est alors établi que G=noZ. <

Convention : si G=nZ, on dit que n est un générateur de G. Si nZ=mZ, il est clair
que n et m étant diviseurs 1'un de l'autre on a m=n ou m =-n. Ainsi tout sous-
groupe de Z, autre que trivial - i.e. {0} - possede deux générateurs qui sont opposés.
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(11-2) Lemme : a et b désignant deux entiers relatifs, non tous deux nuls, I'ensemble
G={au+bvlueZetve Z}

est toujours un sous-groupe de Z.
Démonstration : exercice facile. <,
Convention : G est appelé le sous-groupe de Z engendré par a et b et on le note [a,b].

(11-3) Lemme : étant donnés deux entiers relatifs a et b, soit d, tel que :
[a,b]=dZ.
. d est un diviseur commun de a et b,
. tout diviseur commun de a et b divise d.

Démonstration : a et b sont deux éléments de dZ, ils sont donc des multiples de 4.
Soit D un diviseur commun a a et b, on a a=Du et b=Dw. Il s’ensuit que:
ac DZ et ae DZ.
Puis :
dZcDZ , de DZ.
Ce qui montre que D divise 4. <

Commentaire : nous retrouvons ici le concept de pged qui nous est familier dans N,
a ceci prés que désormais d est défini au signe pres. Dans ces conditions d devrait, en
principe, étre appelé un pgcd de a et b En pratique, nous éviterons les contorsions
byzantines en convenant que, sauf mention explicite du contraire, le pged de a et b
est celui des deux qui est positif — c’est notamment le cas lorsqu’on utilise la
notation :
pged(a, b).
On retient en particulier

(11-4) Corollaire : si d est le pged de a et b, il existe deux entiers relatifs u et v , tels
que:
au+bv=d.

(11-5) Théoreéme Bézout (1)
Deux entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux
entiers relatifs u et v, tels que:
au+bv=1.

Démonstration : sil existe u et v tels que au+bv=1 et si D est un diviseur commun
aaetb, alors D divise 1 donc D=%1.

Réciproquement, si a et b sont premiers entre eux, le corollaire précédent
s’applique avec d=1. <

1 Etienne BEZOUT(1730-1783) : mathématicien Frangais, examinateur des gardes de la marine, est 'auteur
d’une “Théorie générale des é%uations algébriques” (1779). Son nom reste attaché a la démonstration que
deux courbes algébriques de degrés m et n ont mn points communs (réels ou imaginaires, distincts ou

confondues, a distance finie ou a I'infini, 2 moins qu’elles n’admettent une partie commune).

C’est vraisemblablement par association d'idées que son nom se trouve attaché au théoréme ci-dessus.
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(11-6) Théoréme d’Euler (1)
Deux entiers a et b ne sont pas premiers entre eux si, et seulement si, il existe
deux entiers relatifs u et v, tels que :
au+bv=0 , O<lul<lbl et O<lvl<lal.

Démonstration : soit d un diviseur commun a a et b, on pose :

On a donc:
ab’=a’b’d=ba’
et ainsi :

b’a-a’b=0.
Sid>1, on a effectivement :
u=>b" ,v=-a’ et lul<Ibl , lvl<lal.
Réciproquement, si:
au+bv=0 , O<lul<Ibl et O<lvl<lal,
alors :
au = b(-v)
Si a et b étaient premiers entre eux, le théoréme de Gauss exigerait que a divise v, en
contradiction avec |vl<lal.
La démonstration est alors compléte. <

* Le ppcm dans Z

(11-7) Lemme : étant donnés deux entiers relatifs a et b, soit m, tel que :
aZ "bZ=mZ.

« m est un multiple commun de a et b,
«  tout multiple commun de a et b est un multiple de m.

Démonstration : la premiere propriété est immédiate car m étant a la fois dans aZ et
bZ, c’est un multiple de a et de b..
Soit D un multiple commun de a et b, on a M=au et M=bv. Il s’ensuit que:
MeaZ et Me bZ,
autrement dit :

MeaZ nbZ=mZ,
Ce qui montre que M est un multiple de m. <
Remarque : les régles d’usage valant pour le pged s’appliquent, mutatis mutandi, au
ppcm.

Leonhard EULER (1707-1783) : mathématicien d’origine suisse, a une laissé une ceuvre qui embrasse toutes
les sciences exactes de son temps et ne peut raisonnablement se résumer en quelques mots. On retrouve son
nom attaché a des termes aussi divers que : “droite d’Euler”, “angles d'Euler”, “constante d’Euler”,
diverses “formule d’Euler”, “intégrales eu?ériennes”, “parcours eulériens”, ...
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§12. Les classes résiduelles modulo un entier

* Le groupe Z/nZ

Etant donné un entier 1, on convient de noter R la relation suivante :
x-yenz
qui est bien définie Z. En d’autre termes :
xRy o ke Z, x-y=kn.
Il s’agit d’une équivalence, en effet, on a toujours:
. x—x=0enZ,
. si x—y=kn, alors y—x=(-k)n,
e six-y=knety-z=lIn,alors x-z=(k+)n.
La classe de x est de la forme :
Cy=x+nZ={x+knlke Z}.
Convention : il est habituel de noter :
. X la classe de x, en précisant au besoin X ;
+ x=y (mod n) plutét que xRy, ou simplement x=y (mod n) — ce qui se
lit “x congru a y modulon” ;
« Z/nZouZ, l'ensemble quotient de Z par R.

(12-1) Proposition : |1Z/nZl=n.

Démonstration : comme toute classe X contient le reste de la division de x par n, on
a:

Z/nZ={0,1,2,..., n-1}.
et il est immédiat que les n classes ci-dessus sont distinctes. <
Remarque : les classes d’entiers modulo n, sont encore appellées classes résiduelles,

modulo n. Elles sont, en effet, formées de tous les entiers dont la division par n
donne le méme reste

(12-2) Lemme : la surjection canonique induit une structure de groupe sur
I’ensemble quotient Z/nZ.
Démonstration : si tel est bien le cas, on doit avoir :
(x+y) =x+7
Il suffit de vérifier la cohérence de cette expression. C’est-a-dire que cette égalité est

indépendante des représentants choisis dans chacune des classes. Soit x, x’, y et y tels
que:

x=x" (mod n) et y=y’ (mod n),
il existe deux entiers h et [, tels que :
x-x"=kn et y-y' =In.
L’addition membre & membre de ces deux égalités donne :
(x+y)-(x"+y")=(k+]D)n.
Ce qui montre que :
x+y=x"+y’ (mod n).
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Ainsi, la relation :

X+y=(x+y)
définit effectivement une loi de composition interne sur Z/nZ qui rend la
surjection canonique additive. Une vérification banale permet de conclure. (1) <

Exemples de tables d’addition

mod 2 mod 3 mod 4
+10 1 +10 1 2 +{0 1 2 3
010 1 00 1 2 oo 1 2 3
111 0 111 2 0 1{1 2 3 0
212 0 1 212 3 0 1
313 0 1 2

Remarque : on note que, de facon générale, pour tout entier naturel m, on a:
m=1+1+...+1 (m termes).
Ce qui précéde montre que :

M=1+1+...+1 (m termes)
ce qui se note :

m=ml.

* Les sous-groupes de Z/nZ
Nous savons que les sous-groupes de Z sont constitués des multiples d'un

élément. Cette propriété se transfére aux quotients Z/nZ — avec quelques
complications liées au fait que ces groupes sont finis.

Dans la suite, n désigne un entier donné et on note p la surjection
canonique de Z sur Z/nZ. Rappelons que nZ =p-1(0) est le noyau de p.
(12-3) Proposition : si d est un entier ’ensemble :
H={zd |ze Z}
est un sous-groupe de Z/nZ. Si, de plus, d divise n, alors :
H={0,d,2d,...,(m-1)d} ot m=5.

Démonstration : de fagon générale, on a : Z —pP—> Z/nZ
H=p(dZ) UT y

et comme dZ est un sous-groupe de Z, H est un sous-groupe de

Z/nZ.Sin=dm ,onamd=0. On en déduit immédiatement
que :

Z ——> H

H={0,d,2d,...,(m-1)d}. <
Définition : H={zd |z Z} est appelé le sous-groupe engendré par d.

Vocabulaire : de fagon énérale, un tel groupe est dit cycligue.

Remargque : 1 est clair que 1 engendre Z/nZ. Les autres générateurs de ce groupe
seront caractérisés plus loin (cf. 12-5).

1 On retrouvera plus loin la généralisation de ce fait (cf. lemme 13-13).
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(12-4) Lemme : tout sous-groupe, de Z/nZ est cyclique.

Démonstration : soit H un sous-groupe de Z/nZ, si H={0}, il est effectivement
cyclique engendré par son seul élément. On écarte ce cas, I'image inverse de H par p
est alors un sous-groupe de Z, autre que {0}, il existe donc un entier x, tel que:

- x#0 et p1(H)=xZ. Z —p Z/nZ
et comme p est surjective, on a:
H=p(xZ). U
comme annonce. < dZ ————> H

(12-5) Lemme : soit x un entier non nul, le sous-groupe cyclique de Z/nZ, engendré,
dans par X, est le méme que celui engendré par la classe du pged de x et de n.
Autrement dit :
(k% lkeZ}={0,d ,2d,...,(m-1)d} ot d=pgcd(x,n)etm=5.

Démonstration :d et m étant définis ci-dessus, on note H et K les sous-groupes de
Z/nZ engendrés respectivement par ¥ et d. C’est-a-dire qu'on a:
H={zX |ze Z} et K={0,4d ,2d,...,(m-1)d)}.

Il est immédiat que :

¥=md ,
ce qui entraine que:

HcK.
Réciproquement il découle du corollaire 11-4 qu’il existe deux entiers relatifs u et v,
tels que :

xu+nv=d
et comme 7 = 0, il existe u, tel que :
d=ux.
Ce qui justifie que:
KcH
et donne bien 1'égalité attendue. ; <

Remarque : on obtient une illustration frappante de ce fait en joignant des sommets
d’un polygone régulier de facon a obtenir un polygone régulier étoilé ... de toutes les
fagons possibles.
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* Les anneaux Z/nZ

(12-5) Lemme : la surjection canonique de z sur Z/nZ induit une structure d’anneau
sur I'ensemble quotient.
Démonstration : il nous reste a justifier que la multiplication de Z se transfere sur le
quotient. Si tel est bien le cas, on doit avoir :

(xxy) =X xy.
Il suffit de vérifier la cohérence de cette expression, c’est-a-dire que cette égalité est
indépendante des représentants choisis dans chacune des classes. Soit x, x’, y et y’ tels
que:

x=x" (mod n) et y=y’ (mod n).
Il existe deux entiers h et ], tels que::
x-x"=kn et y-y' =In.

On a donc:

x=x"+kn et y=y +In.
La multiplication membre a membre de ces deux égalités donne :

xy=x"y' +(x'l+y’k+kn.
Ce qui montre que:

xxy=x"xy’ (mod n).

On est alors assuré que la relation :

Xxy= (xxy)
définit effectivement une loi de composition interne sur Z/nZ qui rend la
surjection canonique multiplicative. Le reste suit. <
Exemples de tables de multiplication
mod 2 mod 3 mod 4 mod 5
X10 1 X0 1 2 xt0 1 2 3 x10 1 2 -3 4
0 0 0{0 0 O 0j0 0 0 O 00 0 0 O O
110 1 110 1 2 110 1 2 3 10 1 2 3 4
210 2 1 210 2 0 2 210 2 4 1 3
310 38 2 1 310 3 1 4 2
410 4 3 2 1

(12-7) Théoreme : la classe m de Z, est inversible si, et seulement si, m est premier
avec n.
Démonstration : les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) m est un élément inversible Z,,,

) JueZ um=1,

(3) JueZ,3ve Z, um+vn=1

(4) pged(m,n)=1
En effet, les équivalences entre (1), (2) et (3) résultent d'un jeu de traduction.
L’équivalence entre (3) et (4) est celle du théoréme de Bézout. <
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Remarque : il est commode de retenir que m est inversible modulo 7 si, et
seulement si, toute équation de la forme:
mx=b,oube Z,
admet une solution modulo 7, et une seule.
Si m est inversible m-1b est la solution en question. Réciproquement,
l’existence d’une solution, en particulier si b=1, entraine que 7 est inversible.

Convention : les éléments inversibles d’un anneau (pour la multiplication) sont
couramment appelés ses unités.

(12-8) Corollaire : Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.

Démonstration : Z, est un corps si tout élément de Z;; est une unité. Le théoreme
précédent montre que cette condition est remplie si, et seulement si, n est premier
avec tous les entiers m, tels que 1<m <n. Cette propriété caractérise le fait que n est
premier. <

Exemple : considérons la table de multiplication Z7 :
112]3]4

o] win] | x
ol ] Wi~
SRR ) ™Y o N BTG )
ikl ool w
wion| N =] e
Niw]lo~iw]alw
RiNn]wlesloa]lo|o

ony lit que:
+ 2 et 4 sont mutuellement inverses : 2-1=4 (mod 7) et 41=2 (mod 7),
+ demémeque3et5:31=5(mod?7)et5!=3 (mod 7),
. 6 est son propre inverse : 6-1=6 (mod 7)

Exemple : constater sur la table de multiplication de Zj que "équation 2x=3 (mod 4)
n’admet pas de solution.

Algébre — Chapitre V. Les nombres entiers relatifs
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§13. Applications arithmétiques

* Les restes chinois

(13-1) Théoreme des restes chinois
Si les entiers m et n sont premiers entre eux, le systeme d’équations :
x=a (mod m)
{ x=b (mod n)
admet une solution qui est unique modulo mn.

Démonstration : comme m et n sont premiers entre eux, le théoréme 12-7 montre
qu’il existe h, tel que:
mh=b-a (mod n)
Posons x=a+ hm, il est clair que:
a+hm=>b (mod n) et a+hm=a (mod m).
Ce qui montre que h est une solution. Il nous reste a justifier son unicité moulo
mn.
Si x et y sont deux solutions, on a :
x-y=0 (mod m) et x-y=0 (mod m),
x—-y est donc un multiple commun de m et de n et comme m et n sont premiers
entre eux, c’est un multiple de mn. Autremet dit: x—y =0 (mod mn). <

Remargque : le théoréeme précédent se généralise par récurrence.

(13-1 bis) Théoréme : si ny, ny, , ... , ng sont des entiers naturels premiers entre eux
deux a deux, le systéme d’équations :

x=a1 (mod n4)

x=a; (mod ny)

--------

x=a (mod ng)
admet une solution, et une seule, modulo le produit nyn;y ... ny .

Exemple : résoudre le systéme de congruences suivant :

x=2 (mod 3)
{ x=4 (mod 5)
x=6 (mod 7)
On a successivement :
(1) x=3k+2
3k+2=4 (mod 5)
3k=2 (mod 5)
k=4 (mod 5)
2) k=4+5I
(2) x=3(4+5l)+2=14+15I
14 +151=6 (mod 7)
I=6 (mod 7)
3) I=6+7m

Reprenant (1), (2) et (3), on trouve :
x=3[4+5(6+7m)]+2, me Z.
x=104+105m ,me Z.
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* Le théoréme de Fermat (1)
La démonstration du théoréeme de Fermat, s’appuie sur le lemme qui suit.
(13-2) Lemme : si p un nombre premier, pour tout entier k, 1<k <p, le coefficient du
G on k . m s
binéme C, est divisible par p.

Démonstration : nous savons que :

ct pe-D) ... (p=k+1)
P k!

est un entier. Comme 1<k<p, pn’est pas un diviseur du dénominateur, le facteur p
subsistera au numérateur apres simplification. Cet entier est donc divisible par p. <

(13-3) Théoréeme de Fermat
Si p est un nombre premier, alors, pour tout entier 4 :

aP=a (mod p).

Démonstration : on procéde par récurrence. On a effectivement :
07 =0 (mod p).
Soit a un entier, on suppose que :
aP=a (mod p).
On a donc:
(a+1)p=ap +par-1+ ... +C,’§uP-k+ .o tpa+l.
Le lemme montre que:
(a+1)p=ar+1
Tenant compte de I'hypothése de récurrence il vient :
(a+1)Pp=a+1 (mod p).
Ce qui justifie la validité pour tout a. <

(13-4) Corollaire : si p est un nombre premier, pour tout entier a, premier a p, on a:
ap-1=1 (mod p).

Démonstration : comme a est premier a p, ce nombre est inversible modulo p. il
existe donc b, tel que ba=1 (mod p). En multipliant les deux membres de 1’égalité du
théoréeme de Fermat par ce nombre, on obtient celle avancée. <

Exemple : effectuer la division de 314151 par 7 serait une tdche impossible, ce qui
n’interdit pas d’en connaitre le reste. On note que:
3146=1 (mod 7) et 151=6x25+1,
on obtient immédiatement :
314151 = (3146)25x314=314=6 (mod 7).

Piere de FERMAT (1601-1665) : mathématicien frangais, est considéré comme le coinventeur, avec Pascal, du
calcul des probabilités. Son nom est attaché a un principe d’optique qui se généralise en mécanique sous le
nom de principe de moindre action. 1l est considéré comme l'inventeur ge la théorie des nombres. Le théoréme
démontré ici est aussi appelé “petit théoréme de Fermat” par opposition au “grand théoréeme de Fermat”
resté sans démonstration jusqu’en 1993, date a laquelle I'anglais Andrew Wiles a mis un terme a ce qui fut
considéré comme la “quéte du Graal des mathématiques”, tant cette recherche a mobilisé d’énergie et surtout
hanté les réves de générations de mathématiciens.
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Chapitre V. Groupes

§14. Les concepts de base

Définition : on appelle groupe tout ensemble muni d’une loi de composition
interne associative, dotée d’un élément neutre et telle que tout élément soit
inversible. Autrement dit, G est un groupe s’il existe une application :

GxG — G
(x,y) = xy
telle que :

(1) VxeG VyeG Vze G (xy)z=x(yz) associativité
(2) ee G et Vxe G xe=ex élément neutre
3) Vxe G Ix'eG xx'=x'x. élément inverse
Side, plus,on a:
4) VxeG VyeG xy=yx,

on dit que le groupe est commutatif ou encore abélien(!).

(14-1) Proposition : dans tout groupe, ’élément neutre est unique et tout élément
admet un inverse, et un seul.

Démonstration : si deux éléments e et ¢’ vérifient (2), on a en particulier :
e'=e‘e=e.
Soit x un élément d'un groupe si x” et x” vérifient (3), alors :
x’'=x"e=x"xx'=ex'=x".
L’assertion avancée est donc toujours vérifiée. <

Convention : ces propriétés d’unicité permettent de noter systématiquement :
. 1 I’élément neutre,
« x1linverse de x.

Remargque : lorsqu’on traite spécifiquement des groupes abéliens 1'usage veut qu’on
adopte plut6t une notation additive. Dans ces conditions, 1’élément neutre est noté
0, on parle d’élément opposé plutdét que d’inverse et I’'on note —x I'opposé de x.

(14-2) Proposition : dans tout groupe, tout élément est simplifiabe a gauche comme
a droite.
Autrement dit, si x, y et z sont des éléments d"un groupe, on a:
xy=xz = y=z et xy=zy = x=2z.

Démonstration : soit G un groupe et x, y, z trois de ses éléments, si xy =xz, on a
toujours :

y=ly=xlxy=xlxz=12=2
et ainsi y =z. On procede fagon analogue pour la simplification a droite. <

1 Niels Henrik ABEL (1802-1829) : mathématicien norvégien, a démontré l'impossibilité de résoudre au
moyen de radicaux I'équation générale de degré au moins cing. Son nom reste attaché au critére de semi
convergence des séries et & un certain type d’intégrales.
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(14-3) Proposition : dans tout groupe, toute équation de la forme :
ax=>b (resp. xa=b),
ol a et b sont donnés, admet une solution, et une seule.

Démonstration : soit G un groupe, considérons deux de ses éléments a et b. Notons :
c=albetd=bal.
Ona:
ac=aalb=1b=b et ca=ba-la=bl=b.
Ainsi une solution existe, dans G, pour toute équation de ce type. L'unicité découle
de la regle de simplification . <
(14-4) Proposition : si x et y sont deux éléments d’un groupe, alors :
(xy)-1 =y 1x-L,
Plus généralement, on a:
&y oes X b= L2

Démonstration : exercice. <

* Sous-groupe

Définition : soit G un groupe, on appelle sous-groupe de G, toute partie H de G sur
laquelle la loi de G induit une structure de groupe. On note alors H<G.

(14-5) Théoréme : une partie H d’un groupe G est un sous-groupe si, et seulement
si:

(1) H#g,
(2) Vxe H Vye H, xye H,
(3) vxe H x1e H.

Démonstration : ces conditions sont évidemment nécessaires. Montrons qu’elles
sont suffisantes.
« La condition (2) assure que la loi de G induit une loi de composition
interne de H.
«  L’associativité de cette loi sur H découle de celle sur G.
« Comme H est non vide, il existe x appartenant a H et les conditions (3)
et (2) assurent que :
xleH et 1=x.x1eH,
1 est alors élément neutre de la loi de H.
¢ (3) complete les conditions requises pour que H soit un groupe. <

Dans la pratique, il est généralement avantageux d’effectuer simultanément
la vérification de (2) et (3). C’est ce que permet la proposition qui suit.

(14-5 bis) Corollaire : une partie H d'un groupe G est un sous-groupe si, et
seulement si :

(1) H#go,
(29 VxeH VyeH xyleH,
Démonstration : exercice. <

Remarque : G et {1} sont toujours des sous-groupes de G, {1} est appelé le sous-
groupe trivial et noté simplement 1.
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(14-6) Proposition : I'intersection de toute famille de sous-groupes est un sous-
groupe.

Démonstration : c’est immédiat. <
* Exemples.
«  Groupes abéliens additifs :
Z<Q <R<C.
+  Groupes abéliens multiplicatifs :
Q*<R*< C*¥
v v
o< Ct

«  Groupes non abéliens : penser a la géométrie.

* Morphismes de groupes

Définition : étant donnés deux groupes G et G’, on appelle morphisme de G dans G’
ou homomorphisme, toute application f, de G dans G’, telle que :

vxe Gvye G flay) =f()fly).
(14-7) Proposition : Si f est un homorphisme de G dans G’, on a:
(1) f)=1,
(2) Vxe G flx1)=(f(x))L.

Démonstration : on a toujours :

Sf1) =f11) =f1) = 1f(1).

La regle de simplification dans G” assure que f(1) =1. Si x appartient a G, alors on a
toujours :

ffx ) =fxx1) =£(1)=1
et donc flx1) = [f(x)]1. o

(14-8) Proposition : si f est un morphisme de groupes de G dans G’, on a:
1) si H est un sous-groupe de G, f(H) est un sous-groupe de G’,
2) si H’ est un sous-groupe de G/, f~1(H’) est un sous-groupe de G.

Démonstration : exercice. <
On en déduit en particulier la proposition qui suit.

(14-9) Proposition : si f est un morphisme de groupes de G dans G, alors :
1) f(G) est un sous—groupe de G’,
2) f1(1) est un sous—-groupe de G.

Définitions : si f est un morphisme de groupes de G dans G”:
*  f(G) est appelé 'image de f et noté : Imf,
«  f1(0) est appelé le noyau de f et noté Kerf (1).

(14-10) Proposition : un morphisme de groupes est injectif si, et seulement si, son
noyau est le sous groupe trivial.

Démonstration : la condition est évidemment nécessaire, elle aussi est suffisante car

si f(x) =f(y) alors :
fay ) =ffy) =1

et xy~! appartient au noyau. Il s’ensuit que si Kerf={1}, x=yv. <

1 "Ker" comme kernel ou Kern.
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42

(14-11) Proposition
1) La composition de deux morphismes de groupes donne un morphisme

de groupes.
2) Si un morphisme de groupes est bijectif, son application inverse est un

morphisme de groupes.
Démonstration : exercice. <

Vocabulaire : on dit :
«  isomorphisme pour morphisme bijectif,
»  endomorphisme pour morphisme d’un groupe dans lui-méme,
«  automorphisme si les deux conditions précédentes sont remplies.

(14-12) Proposition : ’ensemble des automorphismes d'un groupe G est un groupe.
On le note AutG.

Démonstration : les propositions (14-11) et (14-5) montrent que c’est un sous-groupe
de Sg, 'ensemble des permutations de G. <

* Structure de groupe induite

(14-13) Lemme : étant donné un groupe G et un ensemble E, muni d’une loi de
compositon interne, si une application f, de G dans E est surjective et telle que :

Vxe G Vye G flxy) =f(x)(y),
elle induit une structure de groupe sur E.

Démonstration : soit x’, ¥’ et z’ des éléments de E, comme f est surjective, il existe x,
y et z appartenant a G tels que :

fx)=x", fly)=y et flz)=2".
On a toujours :

o (Y2 =(fx)fy))A2) = xy)fiz) = f((xy)z)
=flx(y2)) = (O (yz) = fx)(fy)fz)) =x'(y'2)
la loi de E est donc associative ;
e XA)=AOR) =fx])=f(x) =¥,
f(1) est donc élément neutre ;
o Xfle)=fx)f(x1) =f(xx1) =f(1) et de méme flx1)x’=£1),
x’ admet donc toujours un inverse f(x1).
L’ensemble E est bien un groupe. <
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§15. Générateurs — groupes cycliques

* Sous-groupe cyclique

Dans la suite G désignant un groupe quelconque, sa loi est notée
multiplicativement.

(15-2) Lemme : soit G et groupe et a I'un de ses éléments, il existe un morphisme o,
et un seul, de Z dans G, tel que:
o(l)=a.

Démonstration : si un tel morphisme existe, on a:

. six20, alors a(x)=a(l+...+1)=(a(l))*=a%,

. si x<0, alors a(x)=a(=(1+...+1))=(a¥)"1, on note a~=.
Ainsi, a est entierement déterminé par la donnée de a.

L’application ainsi définie : x — a* est effectivement un morphisme si, pour
tous entiers x ety,on a:

axty =a*ay.

Cette généralisation de la régle de calcul familiere, sur les exposants entiers relatifs,
se justifie dans les mémes termes que ceux utilisés pour les nombres. Il n’y a donc
pas lieu d’y revenir. <

(15-3) Corollaire : si a est un élément du groupe G, 'ensemble :
H={ak| ke Z}
est un sous-groupe de G et I'on est devant l'alternative suivante :
« H-~Z
. il existe un entier naturel n, tel que: H={1,a,42, ... ,a" 1} et H~Z/nZ.
Démonstration : H={ak| ke Z} étant 'image du morphisme a du lemme précédent

c’est bien un sous-groupe de G.
. Si Kera = {0}, o est injectif, il induit un isomorphisme entre Z et son

image H.

. Dans le cas contraire il existe un entier n, tel que z —o—s G
Kera=nZ. On vérifie alors que la bijection , * *J
canonique de a est un isomorphime. En effet, on B
sait que pour tout xde Z, on a: ZINE, i F

a(x)=a(x)=a.
Ainsi, on a toujours :
a(x+y )=oa(x+y)=a**Y=a*a¥=o(x) o(y) = a(X)a(Yy),
o est donc bien un morphisme bijectif de Z, sur H <

Définitions : dans les conditions ci-dessus, on dit que H est le sous-groupe cyclique
de G engendré par a, on note alors H=[4]. On dit encore que :

. a est d’ordre infini, si [a] ~ Z,

. a est d’ordre n, si [a] ~ Z,,.
N.B.  L’ordre de a se caractérise commme le plus petit entier positif n — s'il existe —
tel que a"=1.

Vocabulaire : de fagon générale, si G est un groupe fini, on appelle ordre de G, le
nombre de ses éléments — on le note IGlI.

Algébre — Chapitre V. Groupes
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* Groupes cycliques

Définition : on dit qu'un groupe est cycliqgue ou monogene, s’il est engendré par l'un
de ses éléments.

Exemples :
e  Z est cyclique engendré par 1 ou -1,

o Z/nZ est cyclique engendré par toute classe m, telle que pged(m,n)=1,
o les racines nemes complexes de 1'unité forment un groupe G qui est
2n
cyclique engendré par ¢' .

(15-4) Théoréme : tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

Démonstration : si G est un groupe cyclique, ous avons vu que :
G~Z ou G~Z/nZ.
On applique les théoréme 11-1 et 12-4. <

* Génération d’un sous-groupe

De fagon plus générale, on considére un groupe G et un sous-ensemble X de
G. Soit &l'ensemble des sous-groupes de G qui contiennent X, comme G appartient
a &, cet ensemble est non vide. On note :
X]=NH
He &

cet ensemble est un sous-groupe de G, il contient X. Il apparait donc comme étant le
plus petit sous-groupe de G qui contient X (1).

Définition : le sous-groupe [X], ainsi défini, est dit engendré par X — en précisant au
besoin dans G.

(15-5) Proposition :
Xl={ge Glane Z3xy, ..., x,e X 0y, ..., 0,€ Z g=x1%1... x,%}.

Démonstration : on note provisoirement :
H={geGlaneZ3x, ..., x,e X 30y, ..., 0, € Z}.
Comme [X] est un sous-groupe, il est immédiat que :
g=x{1.. .x%e[X],

ce qui montre que :

Hc[X].
On vérifie facilement que H est un sous-groupe de G et comme il contient X, on a,
par définition :

[X]<H.
L’égalité avancée est alors justifiée. <

1 Pour la relation d’inclusion.
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§16. Actions de groupes

Définition : étant donnés un ensemble E et un groupe G, on dit que G opeére, ou agit,
sur E (a gauche) s'il existe une loi de composition externe :

GxE — E
§/x) ~ gx
telle que :
(1) Vxe E lx=x,
(2) Vge G Vhe GVxe E (hg)x=h(gx).

(16-1) Proposition : la donnée d’une action de G sur E équivaut a celle d'un
morphisme de G dans Sg - le groupe des permutations de E.
Démonstration : une action de G sur E étant donnée, on convient de poser :
o . vgeG Vxe E fo(x)=gx.

On définit ainsi une application:

f:G — EE

§ ~ fg

Si g et h sont deux éléments de G, on a toujours :

fig®) = (hg)x = h(gx) = (fyo f,) (x).

Vg eG Vhe G fhg(x) =fh ofg
et comme il est clair que fy=Idg ,on a:

fe10 fg =Idg=f,of, L.
Les f, sont donc toujours des applications bijectives et g — f, est un morphisme de G
dans Sg.
Réciproquement, considérant un tel morphisme, on pose :

gx=f(%),
1x =f1(x) =Idg(x) =x.

(hg)x = fug(x) = (fr 0 fo) (x) = h(gx).

On a donc bien une action de groupe. <

Il s’ensuit que :

alors, on a toujours :

et:

Exemples : les groupes géométriques agissent sur le plan.

(16-2) Proposition : étant donnée une action d'un groupe G sur un ensemble E, la
relation définie sur E par:

xRy & 3ge G y=gx,
est une équivalence.

Démonstration : soit x, y et z des éléments de E, on a toujours :
1) 1x=xetdoncxRx;
2) si xRy, il existe un élément g de G tel que y=gx et alors :
x=1x=g"1gx=¢"y,
onadoncyRx;
3)si xRy etyRz il existe des éléments g et h de G tels que y=gx etz=hy et
alors :
z=hy =hgx = (hg)x,
on a donc x R z.

Algébre — Chapitre V. Groupes
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Cette relation est symétrique, réflexive et transtive. Il s’agit donc bien une
équivalence. <

Définitions : dans les conditions ci-dessus, les classes de E suivant R sont appelées
les orbites de E sous 'action de G. Il est commode de noter :
Gx={yeEl3ge G, y=gx}
I'orbite de 1’élément x de E, a condition que cette fagon de faire ne crée pas
d’ambiguité.
(16-3) Théoréme : on considere 'action d’un groupe G sur un ensemble fini E. On
choisit une famille :
X1 oo s Xy
de représentants des orbites de E sous l'action de G, alorson a :
[El=1Gxql +... +1Gx,,].

Démonstration : cette propriété est immédiate du fait que les classes de 1'équiva-
lence R forment une partition de E. <

* Génération de S,
Soit n un entier, on note S, le groupe des permutations de {1, ...,n}.

Exemple : une permutation ¢ est habituellement donnée sous la forme suivante qui
parle d’elle méme :

3682147510 9
On peut énumérer les images successives d'un méme élément on obtient :
1-3~-8~5~1,26—4~2, 9-10~-9.
On constate qu’a chaque fois on retombe sur 1'élément de départ et que les éléments
1,...,10 se répartissent en quatre sous-ensembles deux a deux disjoints :
1,3,8,5, {2,6,4} , {7} , {9,10},
ordonnés de telle sorte que la permutation considérée transforme chaque élément
en son suivant — ceci dans un sens élargi ot le suivant du dernier est le premier :

/ 3\ /'\ /‘\

Ainsi, on voit ¢ apparaitre comme produit des permutations suivantes :
12345678910 12345678910
(328416759 10)'(163254789 10)”"

qu’il est plus raisonnable - et clair — de présenter sous la forme :

(1385), (264) , (910), (7).
La permutation ¢ s’exprime alors :
c=(1385)(264)©9 10).
Il est possible d’aller plus loin, en notant que :
(1385)=(13)(38)(85)
(264)=(26)(6 4).

Ainsi, on exprime ¢ comme produit de cyles échangeant deux éléments ou
transpositions :

0_(1 2345678910)

6

o=(13)(3 8)(85)(26)(6 4)(9 10).
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On peut encore ne faire intervenir que des transpositions échangeant deux entiers
consécutifs. On a en effet :

< (13)=(23)(12)(23)

« (B8)=(78)(67)(56)45)34)45)( 6)(67)(78)

Montrons que ce phénomeéne a une portée tout a fait générale.

Soit n un entier naturel, on considére le groupe S, des permutations de
[1,n]. Soit 6 un élément de S, la restriction a {oc}x[1,n] de l'action de S,, sur [1,n]
définit une partition de S, en orbites. Considérons 1'une d’elles qu’on note Q.
. SilQl=1, alors Q= {i} et o(i)=1;
«  SilQl=p>1, alors Q={i,o(i), 6%(i), ... ,oP1(i)} et oP(i) = 1.
En effet, dans ce dernier cas, on arréte 'énumération a la premiere répétition. Si on
avait of(i) = o!(i) et 1<I<p, ceci entrainerait oP~!(i)=1i, puis :
Q={i,o(i),c2(i), ..., oP-(i)},
en contradiction avec |1Q|=p.
Posons :
i=iy,o()=1p, ..., oP1(i) =i,
La restriction de ¢ a Q est la permutation circulaire :
. . _ . (g ip ... 1)
qu’il toujours possible considérer comme un élément de S, en posant :
(102 e i1 By 1 J2 e finp
= 1)

iy Iy ... o C
(1 2 213 ... p 11]1]2 .. Jn-p

Définition : une telle permutation de S, est appelée cycle de support {iy, i, ... ,ip}.

A chaque orbite on associe un tel cycle. On définit ainsi :

Y1/ Y270 s Ve
Pour tout i de [1,n], il existe un cycle y;, et un seul, dont le support contient i. Il est
tel que :

yj(i)=o(i) et y(i)=1 sik#j.

Ce qui prouve que:

=N Tr
Comme ces cycles sont associés aux orbites de 1’action du groupe cyclique [c] sur
[1,n], il sont définis de fagon unique. Leurs supports étant deux a deux disjoints, ils
sont permutables. On a donc démontré le théoréme qui suit.

(16-4) Théoréme : toute permutation de S, se décompose, de fagon unique, en un
produit de cycles dont les supports sont deux & deux disjoints. Cette décomposition
est unique a l'ordre des facteurs pres.

Considérons le cycle y=(12 ... p), il est clair que :

v=(12)23)...(p-1p)
et plus généralement, que :

) ] (ll 12 lp)=(11 12)(12 13) (ip—l lp)
Ainsi, toute permutation est un produit de cycles échangeant deux entiers — ou
transpositions. Résultat qu’on peut énoncer comme suit.

(16-5) Théoréme : le groupe S, est engendré par les transpositions.
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Considérons la transposition 1= (i j), en supposant que i<j. Il vient :
1= j-1)...(+2 i+ 1)@ i+1)(i+1 i+2)...(G-1 )

De facon schématique, on peut décrire les transformations successives d'un méme
entier par les transpositions de ce produit :

i—i+l—i+2 H...Hj—l »——»]

jn—»j—l r—»j—z =i+l i

k—k+1—k sii<k<j
Les autres entiers restant invariants. On a donc démontré 1’assertion qui suit.

(16-6) Théoréme : le groupe S, est engendré par les transpositions qui échangent
deux entiers consécutifs.

§17. Classes suivant un sous-groupe, groupe quotient

Soit G un groupe et H un de ses sous-groupes, la loi de G se restreint a HxG :

HxG — G

(h,x) + hx
On définit ainsi une action de H sur G. Les orbites associées sont alors les parties de
G de la forme :

Hx={hx|he H}.
La relation d’équivalence associée se caractérise alors comme suit :

xRy o xyleH.

Définition : ces orbites sont appelées les classes (@ droite) de G suivant H. Leur
ensemble est appelé le quotient (a droite) de G par H et noté G/H.

Remargque : I'action a droite de H sur G définit les classes a gauche :
xH={xh|he H}
et le quotient a gauche noté H\G. C’est une notion rarement utilisée.

Définition : si G/H est un ensemble fini, |G/HI est appelé I'indice de H dans G.

* Application aux groupes finis

(17-1) Théoréme : si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, alors on a:

IGl=1HI.IG/HI.
Démonstration : il est clair que l'application :
H — Hx
h + hx

est bijective. Si H est fini, toutes les classes de G/H ont le méme nombre d’éléments
que H. Comme elles forment une partition de G, on a bien:
IGl=1HI.IG/HI. <4

(17-2) Corollaire : si G est un groupe fini, I'ordre de tout sous-groupe de G divise IGlI.
En particulier, I'ordre de tout élément de G divise IGI.

Remargque : la derniére affirmation s’utilise couramment sous la forme suivante /
aeG etlGl=n=agn=1.

(17-3) Corollaire : tout groupe d’ordre premier est cyclique.

Démonstration : soit G est un groupe d’ordre premier, si 2 appartient 28 G, on a :
I[z]l=1GI ou I[a]l=1.
Ainsi, tout élément de G, autre que 1, engendre G. <
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* Groupe quotient

(17-3)Proposition : soit f un morphisme de groupes de G dans G’, de noyau H, on a:
Vge G Vxe H gxgle H.

Démonstration : si ¢ et x appartiennent respectivement a G et H, comme H est le
noyau de f,on a:

figxg™) =f@)f)f(g™)) = fiQ)fx)f(g) ! =f(8)1f(g) 1 = 1.
On a donc bien gxg~1e H. <

Vocabulaire : gxg~1 s’appelle le conjugué de h par g.

Définition : soit G un groupe et H un de ses sous-groupes, on dit que H est normal
ou distingué dans G si:
Vge G Vxe H gxgle H.

Exercice : vérifier que cette condition est équivalente 8 G/H=H\G, c’est-a-dire :
vge G Hg=gH.

Question : soit G un groupe et H un de ses sous-groupes, a quelle condition la
surjection canonique p, de G sur G/H induit-elle une structure de groupe sur le
quotient G/H ?

Si tel est le cas, p est un morphisme de groupes et 1’on doit avoir :
1=p(1)=H1=H,
de sorte que :
Kerp=p-1(1)=p~}(H)=H.
Une condition nécessaire est donc que H soit un sous-groupe normal de G.

Réciproquement, considérons un sous-groupe normal H de G, soit x, x’, y, ¥’
des éléments de G. Sil'on a:
p(x)=p(x’) et p(y)=py"),
alors :
xxleH et yyleH
et comme H est normal dans G, il vient :
Xy (xy)l=xy'yxl=x'x1x(y'yHx1)e H.
On a donc:
pxy)=plxy).
La surjection canonique p induit donc une loi de composition interne sur G/H :
(xH)(yH) = (xyH).
Nous avons vérifié (cf. 14-13) que G/H est alors un groupe.

(16-4) Théoreme : soit G un groupe, si H est un sous-groupe normal de G, G/H est
un groupe pour la loi définie par la relation :

(«H)(yH) = (xy)H.
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* Le théoreme d’homomorphisme

Soit f un morphisme de groupes, de G dans G/, la relation R associée a f est
telle que :
xRy o f(x)=fly) & fley)=1 & xylekerf
Cette relation donc celle qui définit les classes suivant le noyau de f. La surjection
canonique s’exprime donc
p:G — G/Kerf
x + (Kerf)x
Comme le noyau de f est un sous-groupe normal dans G, nous savons que p est un
morphisme de groupes. Comme l'image de f est un sous-groupe de G’, I'injection
canonique est aussi un morphisme de groupes. Il reste a examiner le cas de la
bijection canonique.

Soit f cette application, si x et y sont des éléments de G, on a toujours :
FIGH) )] = f (xyH) =fxy) =f0)fty) = f («H) f (yH),
f est donc effectivement un morphisme de groupes. Nous avons donc prouvé le
théoréme qui suit.

(17-5) Théoréme d’homorphisme
Si f est un morphisme de groupes défini sur G, on a toujours :

Im f~G/Kerf.
* Morphisme induit sur un quotient

(17-6) Théoréme : soit fun morphisme de groupes de G dans G’, H
un sous-groupe normal de G ; si Hckerf, il existe un mor-

K G i @
phisme, f et un seul, de G/H dans G/, tel que: ! -
for=f, ; /fz
ou p désigne le morphisme canonique de G sur G/H. G/H

Démonstration : soit f une telle application, si x est un élément de G, on doit avoir :

f@xH) = f op(x)=f(x).
Cette relation détermine f, il reste a vérifier qu’elle définit bien un morphisme.
Soit x et y appartenant a G, comme :
(p(x)=p(y) © xy1e H) et (Hckerf),

p(x)=ply) = fix)=fy).
f@xH) = f op(x) =f(x)

définit bien une application. De plus, on a:

f(H)yH)) = f (xyH) =f(xy) =fx)fy) = f (xH) f (yH),

f est donc le morphisme annoncé. <

alors :

La relation précédente :
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