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Chapitre V. Le déterminant

Bien longtemps avant l'apparition des matrices, on savait déja exprimer les
solutions des sytémes cf équations linéaires au moyen de formules
renfermant un symbole presque magique : le déterminant. On savait aussi
venir a bout de ces problemes au moyen de méthodes d’élimination du type
de celles que nous avons rencontrées.

‘La fascination pour les formules a longtemps conduit a présenter le
déterminant comme la clef de voute de I'algébre linéaire, en considérant les
méthodes d’élimination commes accessoires. Les moyens actuels de calcul
permettent de traiter des problemes comportant un fres grand nombre de
variables, pour autant qu’on dispose de méthodes numeériques adaptées.
Les algorithmes fondés sur le principe d’élimination en font partie — ce ne
sont pas les seules - alors que les formules condensées sous forme de
déterminant conduisent trés vite a des calculs monstrueux voire aberrants.
Le déterminant n’en est pas pour autant condamné a la désuétude car il
reste un outil indispensable sur le plan théorique.

§1. Définition et premieres propriétés

Définition 1 : nous admettons (1) qu'il existe une application de K< dans K, appelée
déterminant d'ordre n et notée dét, qui vérifie les propriétés suivantes, ot A désigne
un scalaire quelconque et A; et A/ (1<i<n) des matrice-lignes :

(1) Multilinéarité : le déterminant est une fonction linéaire relativement a
chaque ligne de 'argument.

Ce qui s’explicite, pour ie {1,...,n}:

[ A ] A ] [ A1 ]
A A A
dét| Ai+AA[ |=dét| Ai |+adét| Af
Ajn Ain Ajn
. A, J L Ay e Ay e
(2) Dégénérescence : si A a deux lignes égales, alors dét A =0
(3) Normalisation : détl,=1.

On peut en déduire directement quelques propriétés simples.
(1-1) Proposition 1 : si une matrice A a une ligne nulle, alors dét A=0.

démonstration : si la ligne A; est nulle, on peut la présenter sous la forme :
A= Ai-A;
On applique la propriété (1) de la définition avec A =-1 et A/= A,, on obtient :
détA=détA-détA=0. <

Il pourrait se faire que cette définition soit incohérente pour l'une ou lautre des raisons suivantes :

® ces propriétés purraient étre contradictoires et ne définir aucune fonction,

* les conditions énéoncées gourraient étre vérifiées par différentes fonctions

ce qui suit serait alors sans objet dans un cas, incohérent dans l'autre. Provisoirement nous nous contentons
d’admettre qu'il n’en est rien. En effet, dans 'immédiat, il est plus important de mobiliser notre attention sur

les propriétés utiles du déterminant que sur les discussions au sujet de ses fondements logiques



Rappel : on a défini les matrices élémentaires, notées :
Pi; , Pi(x) et Pj(})
qui permettent de décrire les opérations de réduction des matrices comme suit.
La multiplication :

«  PjA échange les lignes A; et A;, LieL),
. Pi(A)A remplace la ligne A; par AA;, (L; > AL)),
. P;(A)A remplace la ligne A; par la ligne A;+ LA, (L; > Li+AL)

Il est naturel d’étudier l'effet de ces transformations sur les déterminants.

(1-2) Proposition : étant donnés une matrice A, carrée d’ordre n, un scalaire A, et
deux entiers i et j, compris entre 1 et n, on a toujours :

(4) dét(P;(MA) = dét A,
(5) dét(Pi(A)A) =4 dét A,
(6) dét(P;A) = -dét A.

Concrétement, on retiendra que :

«  sil’on remplace la ligne A; par A;+21A;, le déterminant ne change pas ;
«  sil’on multiplie une ligne par 2, le déterminant est multiplié par A ;

«  sil’on échange deux lignes, le déterminant est changé en son opposé.

Démonstration
1)Ona:
o
A
Pij(}\,)Az A,’+?\.A]'
Ai+1
L A,

On applique la propriété (1) de la définition avec Af=A;, puis la propriété (2) car
i#], on obtient :
Pij(MA=détA.
2) On note que:

P;(M)A = 0+ XA]'

L &,
on applique (1), puis la proposition 1, on obtient :

détP(A)A=1rdétA.

3) On suppose que i<j, on note que :

Aq Aq Aq
A+ A, A+ A A+ A,
Pi(1A = puis Pj,‘(—l)[P,‘]‘(l)A] = =
A, Aj=(Ai+ A)) A
L A, - N 1

I.R.E.M. de Nantes



On, applique (1), (5), (3), on obtient :

Aq [ Ay A ] A A7
dét : =dét| : |+dét] : |[=-dét] : [+-dét] : |=-dét P;A
—A; -A; -A; A A;
LA, LA, LA, | X | A,
On effectue le bilan en tenant compte de (4), il vient :
-détPjiA= dét[P;i(-1 )Pii(1)A]=dét A. <

(1-3) Corollaire : étant donnés un scalaire quelconque % et deux entiers distincts i et j,
compris entre 1 et n, on a:

(7) détP;(n)=1,

(8) détP;(A)=2,

9) détPi]'=—1.
Démonstration : on applique la propostion précédente avec A=1,, en tenant compte
de la propriété (3). <

(1-4) Corollaire : pour toute matrice carrée A et pour toute matrice élémentaire P, de

méme ordre, on a :
dét(PA)=détP.détA.

Démonstration : on applique la proposition 1-2 et le corollaire précédent. <
(1-5) Théoreme : soit A une matrice carrée, d’ordre #, on note son rang r.

(10) détA#0 < r=n.
Remargque : cette propriété s’énonce aussi bien :

(11) détA=0e=r<n.

Démonstration : on applique l’algorithme de Gauss-Jordan a A, on obtient la
matrice réduite R, telle que :

R=PA et P=P;...P,,
ou les P; sont des matrices élémentaires. Comme A est une matrice carrée, on est
devant l’alternative :
. r<n, R comporte alors une ligne de 0 et alors détR =0,
. r=n, alors R=1et détR =1, il découle du corollaire 1-3 que:
détP;...détP,,#0
La conclusion est immédiate. <

(1-6) Théoréme : pour toutes matrices carrées A et B, de méme ordre, on a:
dét(AB)=dét A .détB.

Démonstration : si A n’est pas une matrice réguliere, AB n’est pas réguliere et le
théoreme précédent montre que :
détA=0 et détAB=0.

On a donc aussi :
dét(AB)=dét A .détB.
Si A est réguliere, on sait que cette matrice est le produit de matrices
élémentaires :
A=P;...Py.

Chapitre V. Le déterminant



Tenant compte du corollaire 1-4, on a d’un c6té :

dét A=détP; ... détP,,
de l'autre :

AB=P;...P,B
et ainsi :
dét(AB)=détP; ... détP,, détB.

Ce qui donne bien :

dét(AB)=dét A .détB. <

(1-7) Corollaire : si A est une matrice réguliére :
dét A-1=(dét A)-1.

Démonstration : le théoréme précédent montre que :
1=détl,=dét(AA-1)=détA.détA-L
Le résultat s’en déduit immédiatement. <

(1-6) Théoréme : pour toute matrice carrée A, on a:
déttA=détA.
Démonstration : si A est matrice singuliere, A 1’est aussi, on a donc :
déttA=0=détA.
Dans le cas contraire, A est le produit de matrices élémentaires :
A=Pq...Pp.

Pn sait alors que :
tA=tPy,...1P;.
Il découle immédiatement du corollaire 1-3 que:
déttP1=détP, ..., déttP,=détP,,.
La conclusion est immédiate. <

Remarque : ce théoreme est essentiel. Il permet, en effet, de remplacer systémati-
quement le mot “ligne” par le mot “colonne”, sans changer la véracité des
assertions ainsi transformées. On retiendra, en particulier ce qui suit.

(1-8) Théoreme
(t1) Le déterminant est une fonction multilinéaire relativement a chaque
ligne de son argument.

(*2) Si une matrice a deux colonnes égales, son déterminant est nul.
Si une matrice a une colonne nulle, son déterminant est nul.

I.R.E.M. de Nantes



§2. Calcul d’un déterminant

* Déterminant d’une matrice triangulaire

La démonstration du théoréme 1-5 ouvre la possibilité de calculer le
déterminant d’une matrice au moyen de l'algorithme de Gauss-jordan. Dans la
pratique, on peut procéder de facon plus simple en se contentant d’effectuer
I'algorithme de Gauss, ce qui entraine une économie notable de calcul qui se fonde
sur la remarque qui suit.

(2-1) lemme : le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses
coefficients diagonaux.

Démonstration : on considere une matrice triangulaire supérieure A, d’ordre n. Si
I'un de ses coefficientes diagonaux est nul, on sait son rang est plus petit que 1 et
alors dét A =0. La propriété est vérifiée dans ce cas.
On suppose donc que les coefficients diagonaux :

A11 4 +++ 1 8ijy ++ ,Ann
sont tous différents de 0. La réduction de Gauss-Jordan s’effectue, pour chacune des
colonnes, au moyen des opérations suivantes :

1

.. Li suivie de Lj-a;L; pour j>i.
1

On a donc:
I=P;...P,A
ou, parmi les matrices élémentaires P; ... P, on retrouve nécessairement :
1 1 1

+ PiG) R B )

. des matrices Pj;(A) dont le détail importe peu car toutes ont leur

déterminant égal a 1.
Comme on a vu que:
dét(P; ... P, A)=détP; ... détP,, détA.
On en déduit que :
1 1 1 1 1 1
1 =detP1(a11) detP,-(aii) P,,(m) detA=E...a—i...a dét A,
puis :
détA=ayy ... a5 ... Ayn.

Si A est une matrice triangulaire supérieure, on applique ce qui précede a At. <

Chapitre V. Le déterminant



* Réduction de Gauss

Exefnple :on calcule le déterminant de la matrice suivante :
1212

A=

N OO

1-
1
3

N = =

1
1
1
Dans la pratique, quand une matrice est donnée explicitement, on note :

12 12
, 01-11
détA=1091 11

23 21

On effectue 'algorithme de Gauss, sans procéder a la normalisation des
pivots. On obtient successivement :

12 12 1212 121 2 12 4 2
01-11 0 1-11 01-1 1 01-11
01 11({7|]0111[T|0020[T|00 20
: 23 21 0-1 0-3 00-1-2 00 0-2
En effet, on est passé de A a la matrice triangulaire finale par les opérations

suivantes :
Py(-2)A
P42(1)P32(-1)P41(-2)A
P43(32)Pa2(1)P32(=1)Pys (-2) A
On en déduit que:
détA=1x1x2x(=2)=—4.

Dans la suite on pourra combiner ce procédé avec l'utilisation du
développement de Laplace qui permet d’abaisser 1'ordre a chaque étape. On évite
ainsi des écritures inutiles.

Remarque : il suffit d’ajouter quelques lignes & un programme de réduction de
matrices carrés pour en calculer le déterminant.

I.R.E.M. de Nantes



* Déterminant d'une matrice triangulaire par bloc

(2-2) Lemme : les matrices triangulaires par blocs :
B M I, M
Loy e[gc]
ont pour déterminant respectifs :
IB MI:détB et ll” M|=détC
0 I, 0 C :

Démonstration : la réduction de Gauss de la matrice B conduit 3 la matrice
échelonnée :

R=P,, ... P1B,
ou les P; sont des matrices élémentaires, ainsi on a :
détPy, ... détP; détB=détR.
Le début du processus correspondant pour la matrice compléte se décrit

P, 0 Py O) { 'R N
O Iq =
Il est clair que pouri=1, ..., m,ona:

On a donc:

i .
0 Iq =detP,~

Il découle du lemme (2-1) que :

l R N )

0 Iq = det R.
Il s’ensuit que :
détP,, ... détP; détB=détR=détP,, detPll 0 1, l
On a donc bien :
B M
détB= ‘

La démonstration précédente sadapte sans peine afin de prouver la
deuxiéme relation. <

(2-3) Proposition : pour une matrice carrée triangulaire par bloc de la forme :
B M
a0 ¢}
dét A=détB.détC.

Démonstration : on note que si les blocs B et C ont pour tailles respectives petg, on

NI

On applique le lemme précédent et le théoreme (1-6). <

on a toujours :

Ce résultat se généralise comme suit.

Chapitre V. Le déterminant
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(2-3’) Proposition : pour une matrice carrée triangulaire par bloc de la forme :
r A1 ' Blz Blm

Bas

= Am -
on a:
. détA=détA;.détA,.....détA,,.

Démonstration : découle de la proposition qui précede par une récurrence banale.,
dans la mesure ou il est clair que:

[A1 B - Bima] [ B ]|
Az E
Am-l Bm—l,m
_[0 e I ] [Am]d
est une décompostion en blocs de la forme précédente. <

Remarque : on retrouve le lemme 2-1 si les matrices A;, ..., A,, sont de format 1x1,
c’est-a-dire quand m =n.

Exemple :
12 7 011-1
343 6 1-2
00214 3 12| |21] |75
00 5-1 8-2 =‘-34 -'5-11-'4 31=2X(‘7)X1=“14-
000075
00004 3

I.R.E.M. de Nantes
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* Forme explicite du déterminant des matrices d’ordres 2 et 3

On retrouve par cette méthode les résultats déja connus concernant la forme
générale des déterminants des matrices d’ordre 2 et 3.
On considere la matrice

ab
A= . 4|
. Sia#0,0on a:
a b
ab . B i b
cdl= 0 d- =ad-oc.
. Sia=0,ona:
0vb cd b
cd|[T7l0b|=7%€
On a donc toujours :
ab
c d =ad—bc,'
On considere la matrice :
ab c 7
ab ¢ |.
all bl/ C”
On suppose encore que a0, il vient :
a b c
; ba’ ca’
B g 0 b ba’ | ca b’ - c'——
’ ’ —T -~ a
ab | = a a =a ba” .,
7 r” r” ” ” 7 a ¥72 Ca
a’b” ¢ b ca b - ¢’ -
O bll_ Cll_ a
a a
On applique ce qui précéde, on obtient successivement :
a b C 7 7”7 7 7
‘oo | = al( PN (B ;BN (BB
a ¢ | =al\b - ¢’ - —\c’' - b” ~
al’ b/l CII a a a a
bca’a” beca’a”
=ab’c” —cb’a” -ba’c” + —ac’b” +bc’a” +ca’b” - B
=ablcll_Cblall_balcll_aclbll + bclall +Calbll
On retrouve aussi bien la régle de Sarrus :
ab c
a’ b’ ¢ | =ab’c” +bc’a” +ca’b” —cb’a” —ba’c” —ac’b”
al/ bll CII
que le développement suivant la premiére ligne :
ab ¢
Z b b ¢ a c a b
" b” o =da b” P 7~ d// +C a” b”

On vérifie que ces résultats valent encore si a=0.

Remargque : on observe un phénomeéne analogue pour une matrice d’ordre 2 car :

b
'Z | =ad-bc=adet[d]-bdét[c ].

Chapitre V. Le déterminant
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§3. Le développement de Laplace

On généralise ce qu'on a pu observer pour les déterminants d’ordres 2 et 3.

Définition : soit A une matrice carrée d’ordre n, i et j deux indices compris entre 1 et
n. on appelle mineur d’indice (i,j) de A et l’on note M;; ou M;i(A), la sous-matrice
obtenue en supprimant i¢™mela ligne et jéme colonne de A. On l'appelle encore mineur
du coefficient a;;. '

Définition : on appelle cofacteur d’indice (i ,j) de A, le nombre :
o= (=1)I+idét(M;). |
Remarque : on retiendra fidélement et sans peine le signe a affecter au cofacteur, en
pensant a un damier dont les cases seraient alternativement marquées des signe “+”
et "= :
N 2 3 4

1+ | = |+ | -
2 [ - 1+ | = | +
3+ | - |+ | -
4 - i+ | -]+

Exemple : on considere la matrice

On a, par exemple :

-3 5 65 6-3 -12
M= 10 }M12=_5O ;M13=_51 ; Mo = 1017

o1==5 , a12=-25 , a;3=-9 , axn=2, ..

(3-1) Théoreme : soit A une matrice carrée d’ordre n et i un indice compris entre 1 et
n,ona:

7
détA=3 ajj Ojj.
=1

Cette expression est appelée le développement de Laplace, suivant la i¢me
ligne, du déterminant A.

Démonstration : on procéde a la suite de transformations suivantes de la matrice A.
a) On amene la ligne A; en premiére position en échangeant successivement
les lignes i et i-1, puis i-1eti-2, ... et enfin 2 et 1 — ce qui fait i—1 transpositions.
D’apres la proposition 1-2, on obtient :
dét A =(-1)-1dét A’,
ou A’ a pour lignes, dans l'ordre :
A,’, A1, Az, $iE g A,'_l, A,‘.,_],... , Ay

I.R.E.M. de Nantes
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b) La premiere ligne de A’ se présente comme suit :
n
A1'=A,'= Z a,-jE}-,
=1

ou E; représente la jéme ligne de la matrice I, c’est-a-dire qu'on a:

E;=[10 ...0]
Ex=[01 ..0]
E,=[00 ...1]
On pose :
Ay
A'(j)= Ai-l
Ai+1
A,
Il vient :

détA=(-1)-13 a;détA'(j).
=1

¢) On amene alors la jéme colonne de A’(j) en premiére position par j-1
transpositions. On obtient la matrice :

li 110...0 }
A”(]') P —
VI M,']'
ou M;; est le mineur d’indice (i ,j) de A. On a donc:

det A”(j) = (-1)-1 dét A’(j)
et comme :

dét Aj = dét M,']',

il est établi que :

détA=3 (~1)i*iay détM;; <

j=1

Remarque : pour un déterminant d’ordre 3 on retrouve l'expression déja connue
qu’on obtient en appliquant la regle de Sarrus.

Remarque : en appliquant le théoréeme précédent a tA, on obtient le développement
de Laplace de A suivant la 7#me colonne.

* Calculs pratiques

En associant l'utilisation du développement de Laplace et des combinaisons
de lignes et de colonnes, on dispose d’une méthode de calcul efficace des
déterminants. On reprend l'exemple déja traité, on peut désormais présenter les
calculs comme suit :

212 212
1-11 1-11
1 117 111
3 21 3 21

1
=1
1
2

NO O

1
=1
1
2

NO O -

Chapitre V. Le déterminant
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* Remarque

Le développement de laplace permet, en théorie, de calculer le déterminant
de toute matrice, en abaissant progressivement 1'ordre des termes jusqu’a n’obtenir
que des déterminant d’ordre 1. On pourra se persuader que cette facon de faire
devient vite inopérante. En effet, il est facile de montrer que le nombre des
opérations arthmétiques élémentaires a effectuer est de 1'ordre a n!. Par ailleurs, on
sait montrer que le nombres des opérations élémentaires a mettre en ceuvre dans
un calcul par élimination reste de l'ordre de n3. On peut se faire une idée de la
différence en comparant :

54=125 , 73=343 103=1000 |, 70!>10%9
5!=120 , 7'=5040 |, 10'=3628800 , 703=343000

§4. Matrice adjointe et regle de Cramer

Définition : étant donnée une matrice A, on appelle matrice adjointe de A, et I’on
note adj A, la transposée de la matrice des cofacteurs, autrement dit :
adjA =1 OG5 li= 1
]— >
(4-1) Proposition : pour toute matrice carrée A, d’ ordre n,ona:
A.adjA=adjA.A=détA.l,.

Démonstration : le i*™me coefficient diagonal du produit A.adj A s’exprime :

14}

1%1 ai]- (X,']'.
On reconnait le développement de Laplace du déterminant de A suivant la jéme
ligne.

Le coefficient d’indice (7,j) du méme produit s’exprime :

1

kZl Ajk OLjk.
Il s’agit le développement de Laplace, suivant la jéme ligne, du déterminant de la
matrice obtenue en remplagant, dans A, la jéme ligne par la 7#me. On a donc :

1
2 aik a=0.
k=1
On en conclut que:
A.adjA=détA I,
On procede de fagon analogue pour l'autre produit. <

(4-2) Corollaire : si A est une matrice réguliére, on a :

A-1 =3z tAAd]A

|.R.E.M. de Nantes
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(4-3) Reégle de Cramer
On considere un systéme de n équations linéaires a n inconnues :
' AX=B.
Si le déterminant de A est non nul, ce systétme admet une solution, et une seule :
(Sll ---/Sn)/

donnée par la formule :

dét A(i) ,

Si="qetA Ppour =1, . s 5

- ou A(i) désigne la matrice obtenue en remplagant la ié™me colonne de A par B.

Démonstration : nous savons déja que si détA #0, A est inversible, le systéme
considéré admet alors pour unique solution :

1 '
S=A-1B= detA (AdjA)B

La i¢me composante de S s’exprime :

1 n

Si=détA 2, by
On reconnait le développement de Laplace du déterminant de A(i), suivant la jéme
colonne. <

Remargque : ces deux résultats sont sont a fait remarquables sur le plan théorique. En
effet ils présentent sous forme condensée des résultats qui, dans la pratique,
demandent des calculs généralement complexes, voire impossibles.

Chapitre V. Le déterminant
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§ 5. Forme explicite du déterminant d’ordre n

Rappel : dans ce qui suit, on suppose connus les résultats classiques suivants
concernant le groupe symétrique de degré n, S, :
. toute permutation se décompose en un produit de transpositions ;
+  la signature des permutations définit un morphisme de groupes de S,
sur Z/ 2Z, qu’on note g, de sorte que si une permutation ¢ est le produit
de m transpositions, g(c) = (-1)™.

On se propose de démontrer le théoreme suivant.

(5-1) Théoreme : soit A= a;; Ji-1 o une matrice carrée d’ordre n, son déterminant
]— ., h
s’explicite :
dét A= Z €(0)A16(1)220(2) -+ Ano(n)
oeS,
La démonstration est un peu complexe, elle sera plus claire si l'on traite a
part quelques considérations utiles.

* Matrices de permutation
A toute permutation de S, on associe la matrice de Km :

1,sii=0(j)
Po=[pj ]:j=%, ..,n , telle que Pij:{ 0, si i¢08)
j=1;

;N
Autrement dit, si 'on note
1 0 0
0 1 0
e1={ | = |, =]
0 0 1
les vecteurs de la base canonique de K", la matrice P, est définie par :
Psei=es() pourj=1,...,n.

(5-2) Lemme : 'application ¢ — P, est un morphisme injectif de S, dans GL,,(K) 1.

Démonstration : soit ¢ et 1 deux permutations de S, et j un entier compris entre 1 et
n, Par définition, on a:

PTPGEJ' = PTEG(]') = 610(,') = PK,E]‘.
Ceci valant pour j appartenant a {1, ...,1}, on en déduit que :
Voe S, Vie S, PPs=P.
Comme il est clair que :
Po=I, & 0= Id{l,...,n},
on en déduit que:
Voe S, Ps1=(Pg)1.
La conclusion avancée s’en déduit immédiatement <.

Le groupe des automorphismes de K" identifiés aux matrices carrées régulieres d’ordre n.

I.R.E.M. de Nantes
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(5-3) Lemme : Voe S, détP,=¢(0).

Démonstration : étant donnée une permutaiton ¢ de S, on sait que ¢ se décompose
en un produit de transpositions :

=Ty ...T
et que la signature de ¢ s’exprime :
g(o)=(-1)m.
Il découle du lemme précédent que :
Fo=Py, wos Py

I s’ensuit que :
. détP;=détP,,.....détP,,.
Or, le matrices Py, sont précisément des matrices élémentaires que de type Pjj, ona
donc :
détP,,=...=détP, =-1.
Il s’ensuit que :
détPy=(-1)"=¢(0). <

* Démonstration du théoréme principal

On note E; la i*me ligne de la matrice identité I,,. La matrice A prend les
formes suivantes :

A S
: .Z alhEh
=1

A= @ [= :
An j =1 an]n Tn
Il découle de la multilinéarité du déterminant que :

E;,
) noon 1 ) Eiz

détA= z 2 Z a1j; A2j; .. Ayj, dét| .

h=lj=1  j,=1 :
E;,

On consideére la matrice :

[Eh}

E

si deux des indices jy, ..., j, sont égaux, ses deux lignes correspondantes sont égales,
son déterminant est alors nul. Ainsi, dans la somme précédente, il suffit de prendre

en compte les termes pour lesquels (ji, ... ,j,) et une permutation de {1, ..., n}.Ce qui
se traduit comme suit :

Es1)
détA= Y A16(1)326(2) --- Ano(n) dét| :
GE Oy EG(H)

On note que:

Es) Esq)
{ : J=PG-1 , dét{ : J=s(6‘1)=£(o).
Ec(n) a(n)
On en déduit, comme il était attendu, que:
détA= ZS E(G)am(l)azc(z) -+ Ang(n) <
oeS,

Chapitre V. Le déterminant
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§ 6. Existence et unicité

On pourrait résumer ce qui précede ainsi ; si le déterminant existe, il vérifie
toutes les propriétés que nous avons passées en revue. Or le théoréme de la section
précédente donne une seule valeur possible de dét A en fonction des coefficients de
A. Plus brievement :

“8'il existe une fonction qui vérifie les conditions (1)-(3) du début de ce
chapitre, elle est unique.

Notons provisoirement :
dy : Kmn — K

A=[agjliz1,...n = X &(0)161)826(2) - Ano(n)
j=1,...,n ceS,

La question de l'existence sera définitivement tranchée si on vérifie que d, satisfait
effectivement aux trois conditions en question.
1) Multilinéarité : on pose :

T A1 N B Al 7 - Al 7
Aig Aiq Aiq
_f//: Al+)\.AII /A= Ai IA': AII
A A Aiv1
- An - - An - - An —
Il vient:
dn(- €)= ZS e(0)a16(1) --- (is(i) + Mig(i)) - Ano(n)
ceS,
= . &(0)[a16(1) - is(i) -+ Anon) + Mi1g(1) --- ig(i) --- Ano(n)
ceS,
= z e(o)alo(l) aic(,‘) ano(n) +A Z e(c)alc(l) a','o(,') a,,c(,,)
oeS, oeS,

Ce qui donne bien:
du(. )= dn(A) +Adn(A").
(2) Dégénérescence : on considere la partition de S, en permutations paires
et impaires :
Sy=Al,u(S5,-Aly,).
Soit 7 et j deux éléments distincts de {1,...,n}, on considere la transposition 1= (i j).
L'applicationg : 6 — (i j) est une bijection de Al, sur (S,-Al,).
Si les lignes A; et Aj de A sont égales, on a:
Aot(1) --- Qiot(i) «-- ajm(,-) o Anot(n) = A16(1) --- u,'c(]') aj(i) -+« An(n)
= A16(1) --- Rio(i) --- a]'(]') - An(n)
Ce qui montre que, dans ces conditions, les termes du développement de d,(A) sont
deux a deux opposés. On a donc :
d.(A)=0.
(3) Normalisation : 'expression de dn(I,) comporte un seul terme non nul,
celui qui correspond a o=1Idy, . ), dont tous les facteurs sont égaux a 1. On a donc :
dn(ly)=1.
On peut alors conclure que la fonction déterminant est bien définie par les
conditions posées au début. <
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§ 7. Premieres applications

* Déterminant d’'un endomorphisme

(7-1) Proposition : soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel, de dimension
finie, le déterminant d’une matrice représentant f est indépendant de la base sur
laquelle celle-ci est définie.

Démonstration : on note E I'espace vectoriel, A et A’ les matrices de f relativement a
deux bases données .4 et ./, de E, soit P la matrice de passage de .2 a4 .2 . Nous -
savons que :

A’=P-1AP.
On a, compte-tenu du théoréme 1-6 :
dét A’ =dét(P-1AP)=détP-1.détA.détP=(détP)-1.détA.détP=dét A
Ce qui montre que dét A est bien indépendant du choix de . 7. <

Ce résultat justifie la cohérence de la définition qui suit.

Définition : soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie, le
déterminant de toute matrice représentant f est aussi appelé le déterminant de )4

(7-2) Proposition : soit f et ¢ deux endomorphismes d’'un espace vectoriel de
dimension finie n, sur K :

1) si détf=0, alors r(f)<n ;
si détf#0, alors r(f)=n.
2) dét(fog) =détf.détg
3) Si f est bijective, détf1=(détf)-1.
Démonstration : il s’agit d'une simple transcription des résultats sur les matrices
correspondantes. <

* Le groupe spécial linéaire

On considére un espace vectoriel E, de dimension finie sur un corps K. Le

théoreme (1-6) montre que la restriction du déterminant au groupe linéaire de E :
d:GL(E) — K
f —  détf
est un morphisme de groupes. On en déduit que :
SL(E)=kerf={fe GL(E) | détf=1}

est un spus-groupe distingué de GL(E) - qu’on appelle groupe spécial Ilinéaire. 1l
joue un réle théorique important.

Chapitre V. Le déterminant
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* Orientation d'un espace vectoriel réel

Suivant 1'usage, on note GL, le groupe GL(R").
On considére un espace vectoriel E, de dimension finie sur un corps K. On
vérifie sans peine que l’application suivante :
e:GL, — Z/2Z
f —  détf
Idétfl
est un morphisme de groupes. On fait ainsi apparaitre une partition de GL(E) en
deux classes :
GL, =Kere={fe GL(E) | détf>0} et GL, ={fe GL(E) | dét f<0}
A chaque couple (.72, ) de bases de E, on associe la matrice de passage de A&
a 7, P est un élément de GL,. On peut ainsi définir la relation :
A~ E=PeGLy
On vérife qu’il s’agit d’une équivalence. La réflexivité et la symétrie sont évidentes
car on sait que :
détl, =1 et dét P-1=(détP)-1.
Pour justifier la transitivité, on note que si:
« P estla matrice de passage de .Aa &,
«  Qest la matrice de passage de ©a &,
alors PQ est la matrice de passage de .2 a €. En effet notant X, Y et Z les matrices

représentant un méme vecteur x de E respectivement sur .#, ¢, &, on a :
X=PY , Y=QZ etdonc X=PQZ.

Si P et Q appartiennent & GL;, il en va de méme pour PQ.

Les bases de E se répartissent ainsi en deux classes d’équivalence qu’on
appelle les orientations de E.

Orienter E, c’est en distinguer 'une des orientations qu’on qualifie de
positive ou de directe. L'autre orientation se trouvant, ipso facto, qualifiée de
négative, d'indirecte ou de rétrograde.

Concrétement, ce choix revient a distinguer une base arbitraire .4,. Si .7 est
une base quelconque, notant P la matrice de passage de .5y a.%, 'orientation de

o s g - . . < + =
cette derniére sera poisitive ou négative selon que P _ appartient a GL;, ou GL,,.
On généralise ainsi la notion déja connue en dimension 2 et 3.

Remarque : 'existence de deux orientations est une propriété de nature essentiel-
lement topologique, liée a la structure de corps ordonné de R. Le déterminant
induit une application continue de GL, sur R-{0}. Or, R-{0} se partage en deux
composantes connexes — les nombres positifs et les nombres négatifs — dont les
images inverses sont deux composantes connexes de GL,. Intuitivement, ceci veut
dire qu’on ne peut pas modifier I'orientation d'une base, de facon continue, sans lui
faire perdre, sa qualité d’étre une base.

I.R.E.M. de Nantes



21

Chapitre VI. Réduction des endomorphimes

Considérons l'endomorphisme f de R? défini dans une base & par la
matrice :
1-1
a=[37
Un calcul simple montre que les vecteurs :
u=(1,-1etv=(1,-2)

vérifient f(u) = 2u et f(v) = 3v et forment une base . de R?, ou1 la matrice de
fprend la forme nettement plus simple :

x=[31]

Notre préoccupation est, ici, de déterminer sous quelles conditions, une
telle base existe pour un endomorphisme donné et, si tel est le cas de savoir
I'exhiber. Nous évoquerons aussi des applications : résolution d’équations
différentielles, études de suites, invariants en géométrie.

§1. Valeurs propres et vecteurs propres

Dans toute la suite, on désigne par E un espace vectoriel sur un corps K et
par f un endomorphisme donné de E. On commence par des considérations
indépendantes de la dimension de E.

Définition : soit v un vecteur de E, on dit que v est un vecteur propre de fsi:
(1) v est non nul,
(2) il existe un scalaire A, tel que f(v) = Av.

Remarque : la condition (2) étant banale pour le vecteur nul, la condition (1)
s'impose. Elle nous assure que le scalaire correspondant A est unique, ce qui nous
amene a la définition suivante.

Définition : on appelle valeur propre de f tout scalaire & de K vérifiant :
(2) Ju,ueE,uz0, flu)=2ru.

Il est clair que tout vecteur u de E vérifiant cette condition est un vecteur
propre de f. On dit que c’est un vecteur propre associé a la valeur propre A.

A tout scalaire A, on associe le sous-espace :
V() ={ue Elf(u)=ru}=Ker(f- AIdg).

(1-1) Théoreme : soit A un scalaire, les assertions suivantes sont équivalentes :

(3) A est une valeur propre de f,
(4) V(x)={0},
(5) f=Mdg n’est pas injectif (1).

Dans ces conditions V(1) est un sous-espace vectoriel stable par f.
Définition : on dit alors que V(1) est le sous-espace propre associé a A.

Démonstration : la conditon f(u) =Au, de la définition s’exprime aussi bien sous la
forme :

(f=AIdg)(u) = flu)-ru=0.

On pensera que si la dimension de E est finie, on a :
festinjectif & fsurjectif & fest bijectif.
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L’équivalence [(3) < (4)] est donc évidente. L’équivalence [(4) < (5)] est une propriété
classique des applications linéaires.

Pour montrer que V(1) =Ker(f-AIdg) est stable par f, on en considére un
vecteur u. La définition se traduit f(u)~Au =0, ce qui entraine évidemment f(u) = Au,
autrement dit f(u) e V(R). <

(1-2) Théoreme fondamental : si des vecteurs propres de f sont associés a des valeurs
propres distinctes, ils sont linéairement indépendants.

Démonstration ~xcomme un systeme de vecteurs est libre si tout sous-systéme fini
est libre, il suffit de démontrer cette propriété pour un nombre fini, m, de vecteurs
propres. On procéde par récurrence.
La propriété est vraie pour m =1. En effet, un vecteur propre étant non nul,
il constitue une famille libre.
Soit m>1, on suppose que le théoréme s’applique a tout systéme de m—1
vecteurs propres. On considere m vecteurs propres de f:
01, 02, «++ » Usniy
respectivement associés aux valeurs propres distinctes :
O U W,
Soit ay, 0, ..., oy m scalaires, tels que :
0101+ QU2 + ... + 00Uy =0,

on a, d'une part :
—Km(OL]Ul 4+ 0202 + ..o + amvm) = O,
ce qui s’exprime aussi :
(a) =01 AmU] = A U2 = ... =AU =0 ;
d’autre part :
f101 + 002 + ... + Qi Upy ) = QA0 + 00202 + ... + Oy A Vs,
f((XIU] + 002 + ... + 0y Uy ) =f(0) =
et ainsi :
(b) 01A107 + QA0 + ... + QA Uy = 0.
On additionne membre a membre les égalités (a) et (b), il vient :
a1(A = Am)v1 + 02(Ao—Ap)vo + ... + Cm-1(Am-1=Am)Um-1 = 0.
Comme (v1,v,...,0p.1) est une famille libre, on a:
a1(A1=Am) = 02(A2=Ap)=... = -1 (Am—1=Am) =0.
Or, nous savons que :
)\.1—)\'"1¢0, kz—km¢0, ceey }&nl_l—}\-rn#o,

on a donc:
' a1 =0=...=0p1=0,
puis :
U=
et comme v, est non nul, il apparait que
0 S0 = se. =0y =0,

On en déduit que :
('U] IUZI sas /Um)
est une famille libre.
On en conclut que la propriété est démontrée pour tout entier m. <
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(1-3) Corollaire : si A1, A2, ... A, sont des valeurs propres f, deux a deux distinctes, la
somme des sous-espaces V(1), V(&p), ..., V(o) est directe.

Autrement dit : _
V(R)+V(R2) +... + V(Apn) = V(A1) @ V(X2) & ... ® V(Ayp).

Démonstration : soit vy, vy, ... , U des vecteurs appartenant respectivement a V(1,),
V(A2), ..., V(An), le théoréme précédent montre que la condition :

U1+ 02+ ...+ 0, =0
est contradictoire sauf dans le cas ou1 chacun de ces vecteurs est nul. <

* Endomorphisme diagonalisable

Désormais, E est un espace vectoriel de dimension finie et f en est un
endomorphisme donné.

(1-4) Proposition : soit .22 une base de E, la matrice de f, relativement a .2 est
diagonale si, et seulement si, .7 est constituée de vecteurs propres de f.

Démonstration : il s’agit de I'application directe des définitions :
»  des vecteurs propres de f,
«  de la matrice de f relativement a une base donnée. <

Plus explicitement, si . A= (v1,03,"...,v,) est constiuée de vecteurs propres
de f, respectivement associés aux valeurs propres :

M, A, o, Ay
la matrice de f, relative a .73, s’exprime :
A 0 0 - 0]
0O A 0 - 0
0 0 Az . : |=diagM,22,...,0).
N
00 - 0 Ay

Définition : dans les conditions ci-dessus, on dit que f est diagonalisable

Exemple : on considere 1'endomorphisme fde R2 défini, relativement a la base
canonique, par la matrice :
1-1

-1-1
A- 212 = 2 2
est manifestement de rang 1 car ses deux lignes sont proportionnelles, elle n’est pas

inversible, f-2Idg2 n’est donc pas injectif. Le théoreme 1-1 montre que 2 est valeur
propre de f. De méme la matrice :
-2-1
A—312= 2 1

de f-3Idg:2 est aussi de rang 1, 3 est donc une valeur propre de f.
On détermine V(2) et V(3). Ona :

u=(x,y)e V(2) @f(u)—2u=0®[_;—é“;]=[8}

La matrice de f-2Idg::

ChapitreVI. Réduction des endomorphismes
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Ce qui se traduit :

et, plus simplement :
x+y=0.
On en déduit que V(2) est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (1,-1).
On établit de la méme fagon que V(3) est le sous-espace vectoriel engendré par le
vecteur (1,-2).
Il est clair que les deux vecteurs (1,-1) et (1,-2) forment une base de R2 et
que, relativement a celle-ci, f est décrit par la matrice diagonale :

03]

03]

(1-5) Théoréme : si E est de dimension 7 et si 'endomorphisme f admet n valeurs
propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration : si A1, A2, ... , A, sont n valeurs propres distinctes de f, respective-
ment associées aux vecteurs propres vy, Uy, ..., U,, le théoréme fondamental 1-2

montre que (v1,02,...,0,) est une famile libre. Comme # est la dimension de E, il
s’agit d'une base, formée de vecteurs propres. <
N.B. Il doit étre bien clair que I'énoncé précédent ne fournit qu'une condition

suffisante. En effet, en I'état actuel de nos connaissances, la seule certitude, a priori,
est la suivante.

(1-6) Corollaire : si E est de dimension 7, un endomorphisme de E admet au plus n
valeurs propres distinctes.

Démonstration : c’est, au vu du théoréme de la dimension, une conséquence directe
du théoréme précédent. <

Remargque : on considere I'endomorphisme de R2, défini par:

EHEET MEH

Il est immédiat que V(0)=Ker f=R(0,1) est de dimension 1 et que si A#0, la
condition f(v)=2Av entraine que v=0. Il n’existe donc aucun vecteur propre en
dehors de V(0), f n’est donc pas diagonalisable.
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§2. Polyn6éme caractéristique

La recherche effective des valeurs propres et vecteurs propres passe par
l'utilisation du calcul matriciel. Nous allons donc, provisoirement,
restreindre le cadre de nos préoccupations.

* Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

Dans ce qui suit le cadre est 'espace vectoriel E=K", dont les éléments sont
identifiés aux matrices colonnes a n coefficients.

Convention: étant donnée une matrice A de K", tout ce qui précéde s’applique a
I'endomorphisme :

f: Xm—AX
il est commode de parler des valeurs propres, de vecteurs propres de A plutét que
d’en référer a f. De méme, on dira, le cas échéant, que c’est A qui est diagonalisable
plutét que f.

Dans le présent contexte, le théoreme 1-1 se présente comme suit.

(2-1) Lemme : soit A une matrice de K"*" et A un scalaire de K, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) A est valeur propre de A,
(2) A -1l est singuliere.
(3) dét(A-Al,;)=0.

La condition (3) nous conduit a considérer dét(A-Al,)=0 comme une
équation de l'inconnue A - qu’on appelle 'équation caractéristique de A - et 4 nous
intéresser au polynéme qui en constitue le membre de gauche.

* Polynome caractéristique d’une matrice

Définition : soit A une matrice de K™, on note :
xA(X) =dét(A-XI,).
xXA(X) est appelé polyndéme caractéristique de A.

Remarque : bien que la théorie du déterminant ait été développée pour des matrices
a coefficients dans un corps, elle reste formellement valable sur un anneau
commutatif intégre, ce qui est le cas de K[X]. On pourrait de toutes facons remplacer
X par un élément quelconque de K et considérer qu’on ne sort pas du cadre qui nous
est familier (1).

Exemple : pour la matrice qui nous a déja servi d’exemple :

as
274
A=l 9o 4
1-X -1

2a(X) = [ 2 4ox } = X2-5X + 6= (X-2)(X=3).

on a:

A condition, toutefois qu'il soit légitime d'identifier polyndmes et fonctions polynomes ce qui n’est possible
que si le corps de base est infini.

ChapitreVI. Réduction des endomorphismes
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On note que, pour une matrice quelconque A =[g;; ], le polyndme suivant :
(a11=-X)(@22=X) ... (@nn—X)
est le seul terme du développement de dét(A-XI,) qui contienne des mondémes de
degré n et n—1. En effet, tout autre terme du dit développement contient au moins
deux coefficients non diagonaux. On en déduit que les deux mondmes de plus haut
degré de xa(X) sont :
(=1)"X" et —(ay1+axn+... +ay,)Xn1.

Définition : on appelle trace d’une matrice carrée A la somme de ses coefficients
diagonaux. On note ce nombre tr A.

On note aussi que le terme de degré 0 est donné par :
dét(A-XI,)(0)=dét A.

On retiendra donc le résultat, un peu schématique suivant.
(2-2) xa(X)=(=1)"X" + (-1)-ltr AXn-1+ .. +détA.

Rappel : deux matrices A et A’, de K™, sont dites semblables s’il existe une matrice
réguliére P, telle que :
A’=P-1AP.

(2-3) Proposition : deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Définition : si A’=P-1AP, on a de facon évidente :
A’-XI,=P-1AP-XI, = P-1AP - P-1XI,P = P-1(A - XI,,)P.
Il s’ensuit que :
dét(A’-XI,;) = dét[P-1(A-XI,)P] =dét P-1.dét(A-XI,).détP,
puis, comme détP-1=(détP)-1, il vient:
dét(A’-XI,) = dét(A-XI,).
Autrement dit :
XA’ (X)=xA(X). <

Cette propriété nous permet de nous replacer dans le cas général. En effet si
E est de nouveau un espace vectoriel de dimension 7 sur K et f un endomorphisme
de E, les matrices représentant f sont toutes semblables. Leur polynéme caractéris-
tique est donc indépendant de la base choisie. On dit que c’est un invariant de f

Il est donc désormais légitime de parler du polynéme caractéristique de f, de
la trace de f — comme c’était déja le cas pour le déterminant de f.

Ces précautions nous permettent de condenser I'énoncé (2-1) et de conclure
comme suit.

(2-4) Théoreme : les valeurs propres d’un endomorphisme sont les zéros de son
polynéme caractéristique.
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* Spectre d'un endomorphisme - d’une matrice

Ce qui précéde montre qu’il est légitime de parler du spectre d’un
endomorphisme pour désigner la famille formée par ses valeurs propes, comptées
avec leurs ordres de multiplicité. On parlera évidemment du spectre d’une matrice
et I'on se souviendra qu’il est commun a toutes les matrices qui lui sont semblables.

Comme un polynéme de degré n admet au plus n racines distinctes, le
théoreme (1-4) redonne la propriété (1-6): si E est de dimension n, un
~ endomorphisme de E admet au plus n valeurs propres distinctes. Si le corps de base
est R ou Q, on n’en sait guére plus.

Il en va tout autrement si ’on se place sur le corps des nombres complexes.
En effet, il résulte du théoréme de d’Alembert-Gauss que C est algébriquement clos.
On entend par 1a que tout polynéme P, de degré n de C[X] se factorise de sous la
forme : '

P=an(X-x1)(X-x3) ... (X-xy),
ou ay est le coefficient directeur de P. Mieux, en tenant compte des facteurs qui se
répetent :
P=an(X=x1)91(X-x)2 ... (X=xp)0m,
ot les x; sont des éléments de C qui sont deux a deux distincts. Cette derniére
décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

Il est commode de dire que tout polynéme de degré n sur C admet n racines,

chacune d’elles étant comptée avec son ordre de multiplicité.

Dans la suite, le caractére discriminant sera moins la nature du corps de base
que l'existence d'une décomposition du polyndome caractéristique en facteurs du
premier degré — si tel est le cas on parle de polynéme scindé sur le corps
correspondant.

Exemples
. X2-X-1 est irréductible sur Q, mais il est scindé sur R car il admet
+5

. 1
pour racines —5
. X2+ X +1 est irréductible sur R et a fortiori sur Q, il est évidemment
scindé sur C.

Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension 7, nous
avons noté que son polynéme caractérisque prend la forme suivante :
XAX) = (=1)"X" + (=1)n-1(tr A)X"-1+ ... +détA.
Si xsest scindé, on a aussi :
1(X) = A1 =-X)A2=X) ... (hy=X)

ou Ay, A1, ..., A, sont les n valeurs propres de f — pas nécessairement distinctes. — en
identifiant les termes de degré n—1 et 0, on obtient :

ﬁ] Ai=trA et ﬁ Ai=dét A.

i= i=1
(2-5) Proposition : la trace et le déterminant d’'un endomorphisme dont le
polyndme caractéristique est scindé sont respectivement la somme et le produit des
valeurs propres.

Remargue : plus généralement, si on note cx(-X) le mondme de degré k de X, ona:
z }bll}\.lz *iae ;\.Zkzck.

1<ii<ip< ... <iksn
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* Le théoréme de Cayley-Hamilton

On note encore E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K.
Etant donné un endomorphisme f de E et un polynéme p de K[X], il est possible de
substituer f dans P, au sens classique du terme, a savoir si :
p=ag+mX+... +a,X",

p(f)=p=aoldg+ai1f+ ... +a,f.
Il est facile de wérifier qu’on définit ainsi un morphisme d’anneau de K[X] dans
- End(E). Le résultat qui suit est remarquable

alors :

(4-4) Théoreme : tout endomorphisme d’espace vectoriel de dimension finie annule
son polynéme caractérisitique.

Autrement dit, on a toujours xAf) =0.

Démonstration : il suffit de démontrer cette propriété pour les matrices.

Considérons une matrice carrée A, d’ordre n, sur K. On pose :
xa=dét(A-XI)=ap+a; X+ ... + (=1)nXn,

Soit B(X) la matrice adjointe de A-XI, il s’agit d’une matrice dont les coefficients

sont des polynémes de degrés inférieurs ou égaux a n-1, on peut donc la présenter

comme suit :

B(X)=By+BX+... + B, X"
Il découle de la proposition V-4-1 que :
B(A - XI) = dét(A - XI)I = xa(X)I,, (1).
On identifie les coefficients des “monémes” de méme degré, on obtient les n + 1
relations suivantes, qu’on combine comme il est indiqué :
xn -Bu1=(-1)"1I, | A"
X1 1By 1A =By_2 =a,41, Ar-l

X B1A-By =a4], A

1 BoA =aol, L
on obtient :
x(A)=0.
Si A est la matrice de f pour une base donnée, on a bien x(f) = 0. <

Ce faisant, on admet que la théorie des déterminants vaut si les scalaires sont Pris, dans un anneau integre -
ce qui est justifé mais ne doit pas étre passé sous silence - il existe d’autres démonstrations du théoreme de
Cayley-Hamilton qui dispensent de cette gymnastique. Nous en proposons une, assez plaisante, en annexe.
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§ 3. Diagonalisation - condition nécesaire et suffisante

On convient que E est un espace vectoriel de dimension 7 sur le corps K et f
en est un endomorphisme.

(3-4) Lemme : f est diagonalisable si, et seulement si, E est engendré par les vecteurs
propres de f.

Démonstration : on note V le sous-espace vectotriel de E, engendré par les vecteurs
propres de f.

Si f est diagonalisable, il existe une base de E, composée de vecteurs propres
de f,ona EcV et donc V=E.

Réciproquement, si I'ensemble des vecteurs propres de f engendrent E, on
peut en extraire une base de E <

(3-5) Théoréme : si A est une racine d’ordre p du polynéme caractéristique de £, on a :
1<dim V(X)) <p.

Démonstration : on pose I=dim V(1), comme V(1) {0}, on sait que 1<]/<n. On
considere une base :

(uy,...,u;) de V(A),
elle se complete en une base :
(g oo g UL, Bp 52+ 5 ) A E.
La matrice de f relative a celle-ci est de la formesuivante :

B [ Al B :I
A=l o ¢
ou le bloc C est éventuellement vide. Dans ces conditions, on a :

A=X)I; B ;2
w0=1a00=| “ T S | =0-xrderc-x1,0)
Ce qui montre que (A-X)! divise xA(X) et entraine que A est une racine de xf dont

'ordre de multiplicité au moins L. <

Convention : il est commode d’appeler la dimension de V(A) 'ordre de multiplicité
géométrique de %, par opposition a l'ordre de multiplicité algébrigue de A qui en est
l'ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique.

(3-6) Théoreéme : f est diagonalisable si, et seulement si, les deux conditions
suivantes sont remplies : ,

(1) son polynéme caractéristique est scindé sur K,

(i) chacune de ses valeurs propres a son ordre géométrique égal a son ordre
algébrique.

Démonstration : on note iy, ..., &, les valeurs propres distinctes de f et
o1, ..., 0y leurs ordres de multiplicté algébrique, ce qui veut dire que :

xf= (X=21)(X=Rg) ... (X=RAp)omQ,
ou Q est un polynéme de K[X], sans racine dans K. On a donc:
a1+ ...+ 0oy, +degré Q=n.
Le sous-espace V de E engendré par tous les vecteurs propres est la somme directe

(cf. corollaire 1-3) :
V=V(m)®...eV(Ay)
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On a montré que:
dimV(})<a; pouri=1,...,m.
Il s’ensuit que:
dimV=n & dimV(A) =0y, ..., dim V(A,) = o, et degré Q=0.
Ce qui se traduit :
dimV=n < [(i) et (ii)].
Le lemme du début nous assure que ces conditions sont nécessaires et suffisantes
pour que f soit diagonalisable. <

Exemple 1: on considere la matrice :

cos B —sin @ .

A=[ sin ® cose:] ou 60 (mod T)

Ona:

cos®—-A —sin6

xal)= ' Sing cosB=3i =A2-2cos0+1,

A’ =c0s260-1=-sin26<0,

A admet donc deux valeurs propres imaginaires conjuguées :
A= ei® et Ar= e—i6,

a) Soit E=R?2, rapporté a sa base canonique et f 'endomorphisme de E de
matrice A. Comme les valeurs propres de A ne sont pas réelles f n’est pas
diagonalisale.

b) Soit E=C2, rapporté a sa base canonique et g§ 'endomorphisme de E de
matrice A. Comme A admet deux valeurs propres distinctes dans C, g est
diagonalisale. On montre facilement que :

V(e®)=C(1,-i) et V(e®)=C(1,i)
Relativement a la base .2=((1,-1),(1,1)), g admet pour matrice :

, [€® 0 cos B +isin@ 0
A:[ 0 e‘ie]z[ 0 cose—isin()]
Exemple 2 : soit E=R3, rapporté a sa base canonique et f 'endomorphisme de E de
matrice :
-1 11
A ={ 1-1 1 }
1 1-1
On a
-1~& 1 1
xa®=| 1 -1-2 1 |=@-p@+r2
1 1 -1-2

Les valeurs propres sont 1 et -2 qui est compté deux fois. On constate que :

111
A+213={ 11 1:|
111
est de rang 1, on en déduit que V(-2) est de dimension 2. On sait alors que f est

diagonalisable.

Remarque : on peut aussi vérifier directement que :

f1,1,1)=(1,1,1),
ce qui montre que 1 est valeur propre. On peut aussi constater que A -2I a toutes ses
lignes égales, cette matrice est donc de rang 1 et conclure ainsi trés rapidement.

I.R.E.M. de Nantes



31
Exemple 3 :soit E=R53, rapporté a sa base canonique et f 'endomorphisme de E de

matrice :
-4 0-2
A =[ 01 O:I
51 3
On vérifie que :
xa(M)=—(1-2)2(2+2)
Les vecteurs de V(1) sont les solutions du systéme suivant :
-5x =-2z=0
{ Sx+y+2z=0
qui se réduit sous la forme :
5x+2z=0
{ y =0
On en déduit que:
V(1)=R(2,0,-5)
est de dimension 1, c’est moins que l'ordre de multiplicité algébrique de la valeur
propre correspondante, f n’est donc pas diagonalisable.

* Exemples d’application

Precisons I'exemple 2, nous savons déja que la matrice :

=1L 1 1
A { 1-1 1 J
1 141
possede deux valeurs propres :
. 1, associée au vecteur (1,1,1)
* 2, etque V(2) admet pour équation x+y+x=0.
On en déduit une base de vecteur propres, formée de :
Ulz(l,l,l) , '02=(1,—1,0) " Ul=(1,0,—1).
La matrice de passage correspondante est :

111
P—.—[l—l O}
1 0-1

100
P_IAP=|'O—2 O:l

0 0-2
Les applications les plus classiques de cette transformation de A, sont de
trois types qu’on passe en revue sur cet exemple.

On sait alors que :

1. Calcul de A" et étude de suites récurrentes.
Il est immédiat que :

1 0 0
P-1A"P = (P-1AP)" = [ 02 0 J
0 0 (=2)n
On en déduit que :
1 0 O
A"=P{ 0(=2» 0 JP—l
0 0 (-2)n
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On calcule P-1, puis on effectue le produit :

1 113r1 0 O 111
[1—1 O}{O(—Z)" 0 “:1—2 1]
1 0-11L0 0 (=2)»JL1 1-2

([ 142627 1=(=2n 1-(-2)n

On obtient :

1-(=2)" 1+2(=2)" 1-(=2)»
1-(=2)" 1-(=2)n 1+2(=2)"
On considére les trois suites (uy), (v,) et (wy), définies par la donnée de ug,
0o, wo et des relations de récurrence :
Ups1 =—Up + Uy + Wy
Vne N { Uns1= Up—0Uyp+ Wy
Wpe1= Up+ VUp—Wy

Un
o[
Wy

les relations de récurrence prennent la forme :
Un+1=AU,

On note:

Il est alors immédiat que :
U, =A"U,.
Ce qui permet d’expliciter les suites ainsi définies
up] ([ 1+2(=2)" 1-(=2)" 1-(=2)" J[uo
{vn:l = —[ 1-(=2)" 1+2(=2) 1-(-2)n J{vo:l ,
we) Sl 1-(=2n 1-(=2)" 1+2(=2)" ] Lwg
2. Résolution du systeme différentiel :
X'=-x+y+z
{ Y= x-y+z
Z'= x+y-z
ou x, y, z désignent trois fonctions de la variable réelle t. On pose :

-

E X
= =[n] = P—IM =P-1X
g z

Comme les coefficients de P-! sont des constantes, on a :
E' =(P-1AP)=
Le systeme donné est équivalent au syxtéme ainsi obtenu qui s’explicite :
&= g
{ n’'=-2n
§'=-20

On connait les solutions de ce dernier :

E= Aet
{nzBrﬂ
{=CBe2t
ou A, B, C sont trois nombre réels quelconques. On en déduit les solutions

cherchées :
1 1 17 Aet x=Aet+(B+C)e2t
X:PE:[l—l OJ Be2t|  { y=Aet—Be-2t
1 0 —1 Ce—zt Aet_Ce—zt
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2. Etude des invariants de la transformation affine f, définie par:
X'=x0-x+y+z
{y’=y0+x—y+z
Z'=z0+x+ Y-z
relativement a un repére donné (O, 1, j,k) ou:
. (x,y,z) sont les coordonnées de M - le point courant de 'espace,
. (x",y",z") sont les coordonnées de son image M,
. (x0,Y0,20) sont les coordonnées d'un point My, donné.
On effectue le changement de base de matrice P :

£ x
= N = P—IM ~P-1X
g z

f est alors décrite par la relation :

100
E’:Eo+[ 0-2 0}5
0 0-2
Ce qui montre que l'application linéaire associée f est l’affinité de rapport
=2, par rapport a la droite engendrée par i+j+k, dans la direction du plan engendré
par i—jeti—k. '
Afin de compléter la description de f, on étudie l'existence de points
invariants. Leurs coordonnées sont les solutions du systéme linéaire :
X=X+ AX
qui prend la forme :
(A-T)=-Xo
et s’explicite :

X=2y+ z=1Yp
x+ y-2z=z
On vérife que sa condition de compatibilité s’exprime :
Xo+Yo+2p= 0.
«  Sielle est vérifiée, les solutions forment une droite D, dirigée par le
vecteur i+j+k. la transformation est effectivement une affinité
«  Dans le cas contraire, il n’existe pas de point invariant, f est alors le
produit d’une translation et d’une affinité.

{—2x+ Y+ z=Xxp
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§4. Réduction a la forme triangulaire

Si un endomorphisme n’est pas diagonalisable, on pourra chercher a le
représenter par une matrice triangulaire, ce qui, on le verra est toujours
possible si le corps de base est C. Les considérations qui suivent sont assez
peu efficaces sur le plan pratique car il est généralement plus simple de
recourir a la décomposition de Jordan qu’on trouvera en annexe. Il
n’empéche que les jurys de concours attendent qu’elles soient connues des
candidats.

N N

* Compléments sur le polynéme caractéristique

On commence par quelques résultats de nature essentiellement techniques
qui faciliteront la tache d’exposition dans la suite.

(4-1) Lemme : le polynéme caractéristique d’une matrice carrée triangulaire par
blocs, est le produit des polyndmes caractéristique de ses blocs diagonaux.

Démonstration : on considére une matrice triangulaire par blocs :

[B] M
A=O@

B-XI,| M
A-XL= | =5~ e

Il résulte du lemme 2-2 du chapitre sur le déterminant que :

B-XI,] M

dét(A-XL) =dét| —— == X1, ] | = 4€t(B-X1,). dét(C-X1y),

c’est-a-dire

XA=XB-XC-
Cette démonstration vaut quel que soit le nombre des blocs diagonaux. Elle vaut
aussi pour des matrices triangulaires inférieurs par blocs. <

(4-2) Lemme : les coefficients diagonaux d’une matrice triangulaire en sont aussi ses
valeurs propres.

Démonstration : le lemme précédent s’applique en considérant la partition ou les
blocs diagonaux sont de taille 1. <

* Réduction
On désigne encore par E un espace vectoriel de dimension finie sur K.

(4-3) Théoréme : si le polynéme caractéristique d’un endomophisme f, de E, est
scindé sur K, il existe une base de E o1 la matrice de f est triangulaire supérieure.

Démonstration : on procéde par récurrence sur la dimension de E. Si E est de
dimension 1, la démonstration est sans objet. On suppose que n>1, le théoréme
vérifié dans tout espace vectoriel de dimension n-1. On consideére vecteur propre v
de f, soit A la valeur propre associée.
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Il existe une base ./ de E dont u est le premier vecteur. On pose :
A=(u,uy,..., uy)
et I'on note F les sous-espace de E engendré (uj,...,u,). Relativement a A, la
matrice de f se présente sous la forme suivante :

Alazas...ay
ol B

ou la matrice B est celle d'un endomorphisme g de F. Il résulte du lemme 4-1 que:
. xf=xa=(X=21)xB.
On a donc aussi :
y (X- )‘-)Xg-
Comme le polynéme ys est scindé, y, 1'est aussi. L’hypothése de récurrence assure
qu’il existe une base Z=(u%,...,uy) de F, ol g est représenté par la matrice
triangulaire supérieure B’ =[ b la<i<n-
2<j<n
Or, g s'interpréte comme suit. On a :
E=Ku®F.
On note p, et pr les projections sur Ku et F associées a cette somme directe. Soit j un
entier compris entre 2 et n, on a :
f(ll]') =aju+ bljuz +...+by, jUn-1 , GjUe Ku et bljuz +...+byqu,1€F
et ainsi:
g(uj) =byjus+ ... +by_quyq = PE(f(1))) = Fof(u)).
On en déduit que :

g =prof.
f’) = pu(f(u})) + pe(fu})

Il existe donc un scalaire b; tel que p,(f(1})) = bju, on en déduit que :
. f(u})=bj14j+p}:of(u})=bju-il—g(u\’j)=bj11+b}2u’2+...+b}nu31 ’
Ce qui montre que la matrice de f, relative a la base (u,u5,...,u}) de E, se présente

comme suit :
Albybs ... b,
Ao [_ i

ol B
Elle est effectivement triangulaire supérieure.
On en conclut que le théoreme s’applique pour tout 7. <

Il s’ensuit que si 2<j<n:

Remargue : le lemme 4-2 montre que la diagonale d’une matrice triangulaire qui, le
cas échéant, représente f, est constituée des valeurs propres de f, elle est donc bien
définie, a I'ordre des termes pres. Il n’en va pas de méme des autres coefficients
comme le montre 'exemple qui suit.

Exemple : soit f 'endomorphisme de E=R2, défini par la matrice :

o1]

relativement a une base (i,7) donnée. On a:
P W PO
fG=3f() =7 (2i+])=i+3]
on en déduit que la matrice de f, relativement a la base (i, % j) est:

o1]

On pourra noter que ce fait a une portée trés générale pour les matrices de ce type.
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§5. Une illustration de I'invariance du spectre

L’étude des isométries de l'espace donne une illustration frappante de
l'usage qu’on peut faire de considérations sur le spectre d’un
endomorphisme. Il nous faut, en préalable, reformuler des propriétés
connues cfes isométries du plan dans le contexte qui est ici le nétre.

* Les isométries vectorielles du plan .
Soit 7 le plan vectoriel de la géométrie usuelle rapporté a une base

orthonormée Q : (7, ]—'), on en considere un endomorphisme f, on note A sa
matrice relativement a la base choisie. On justifie facilement que si f conserve la
distance, elle conserve l'orthogonalité. Elle transforme donc Q en une base
orthornormée et réciproquement. Cette propriété est équivalente a :

tAA =],
autrement dit :

tA=A-L
Une telle matrice est dite orthogonale. Cette propriété est indépendante de la base
donnée. En effet, si ’'on choisit une autre base orthonormée, la matrice de passage P
est aussi orthogonale. La matrice de f relativement a la nouvelle base s’exprime :

A’=tPAP,
elle vérifie :

tA’A’='('PAP)({PAP) =PtAP'PAP=1.

tA’= A1,
Comme la composition de deux isométries donne une isométrie, on en déduit que
les isométries forment un groupe qu’on note O(A.

Sife O(+),ona:
(détA)2=détA.détA=déttA.dét A =dét(tAA)=détI=1.
Il s’ensuit que :
détAe {-1,1}.

On distingue alors les isométries directes ou positives, celles qui conservent le
'orientation, qui forment un sous-groupe de O(#) qu’on note O*+(4) et les
isométries indirectes ou négatives dont on note I’ensemble O~ (A).

Un calcul simple montre que A est de 'une des deux formes suivantes :
a-b a b
b alou | p_, | aveca?+b2=1.

Il existe donc un nombre réel 6, tel que:
) ) Ccos 6 —sin 8
- sife O+("J/)’A=|:sin6 cose}'

) ) cosO sin®
° sife O*(7), Az[ sinG—cosG]
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Dans le premier cas, on reconnait la matrice d'une rotation. Le polynéme

caractéristique de la seconde est :
cos® —X sin6 ]_ -
[ sin® -cos6-X =X2-1.
Les valeurs propres sont donc 1 et 1. On vérifie que :
cos%f+sin%]-' et —sing—17+sing—f

sont des vecteurs propres associés. Ils sont orthogonaux. Il apparait alors que f est la
symétrie orthogonale dont 1’axe a la droite d’angle polaire %, par rapport au repeére
choisi. |
En résumé: on retrouve ainsi un résultat familier, 3 savoir que les seules
isométries planes laissant un point invariant sont les symétries orthogonales et les
rotations.

Remarque :si I'on change l'orientation de Q - par exemple en échangeant ses
vecteurs de Q, la matrice d’une rotation devient :

0 17[ cosé-sin6 ][0 1 cos @ sin@

l:l O][ sin @ cose:l[ 1 O]=[—sin6 cose}
Ce qui revient a changer 6 en son opposé. La définition
d’une rotation par son angle suppose donc qu’on oriente le
plan et qu’on le rapporte a une base orthonormée directe.
Dans ces conditions, si 6 est un réel donné, il devient
cohérent de parler de la rotation d’angle 6. En effet, elle est
définie par la méme matrice :

Cos 6 —sin 6
[ sin® cos6 }

relativement a toute base orthonormée directe.

* Isométries vectorielles de 'espace

Soit < l'espace des vecteurs de la géométrie en trois dimensions, on le

rapporte a une base orthonormée Q= (i, ], k). Les considérations valant pour le
plan s’appliquent pour montrer que les isométries de ¢ :
*  sont décrites par les matrices orthogonales, c’est-a-dire telles que :
tA = A-1,
forment le groupe O(#) dont on distingue le sous-groupe O*(&) et son
complémentaire O~(#).

Soit fe O(&), comme le polynéme caractéristique de f est de degré 3, il admet
au moins une valeur propre réelle. Il existe donc toujours un vecteur i, tel que :
flu)=1u ou flu)=-1u.
Soit =’ le plan vectoriel orthogonal a i, comme f conserve les distances, elle
conserve l'orthogonalité, #’est donc stable par f. On note f» I’application induite sur
#’par f, il s’agit d’une isométrie de 2 On est alors en mesure de mener a bien la
discussion suivante.
+  Si1 est la seule valeur propre réelle :
+ elle peut étre d’ordre 3 et alors f=1d ret f=1d«;
* sinon, elle est d’ordre 1, I'espace propre associé est une droite Zet f.»
est alors une rotation de ) f se décrit alors comme une rotation d’axe
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«  Si-1 est valeur propre de f, et : ,
« sife O*(&), alors fpe O~(), f est alors la symétrie par rapport a une
droite ;
* sife O~(&), alors fpe O*(), f est le produit d’une rotation par la
réflexion de plan 7 perpendiculaire 4 son axe - on dit alors que f est
une antirotation.

En résumé : il existe un nombre réel 6 et une base orthonormée oii, selon que
fe O*(&) ou fe O(&), f est décrit par la matrice :
cos 6 —sin6 0 cos B8 -sin® 0
lisine cos 6 0} ou {sine cos® 0 }
0 0 1 0 0 -1

Cette présentation vaut aussi bien pour les symétries axiales et les symétries planes
en remplagant 8 respectivement par 7 et 0. ‘

N.B.  La description d'une rotation de & par son axe & et son angle suppose qu’on
oriente l'espace et qu’on distingue une orientation de &, ce qui induit une
orientation de .2

Remarqgue : on note que selon le cas :

: tracef=2cos8+1 ou tracef=2cosf-1
Ce qui permet de connaitre, au signe prés, la valeur de I'angle de la rotation corres-
pondante, quelle qu’en soit la présentation. Pour en savoir plus on procéde comme
dans l’exemple suivant.

Exemple : I'espace étant orienté et rapporté & un repére orthonormé direct, on
considere I'endomorphisme f, de &, défini par la matrice :

1 [ 81 —4}
A==|—-4 4-7

L1s 4
On vérifie sans peine que :

tAA=1I3 et détA=1.
On sait alors que f est une rotation, dont I'angle 6 vérifie :

2 1—}é
cosO+1= 9

4
cose—18

La résolution du systéeme (A-I)X=0 donne 'axe de rotation R@ o1 :
@=(-31+ ] + k).
On oriente cette droite, en distinguant @ parmi ses vecteurs directeurs. On choisit

un vecteur arbitraire ¥, n'appartenant pas a I'axe, on détermine le signe du produit
mixte :

(v,f(0), @)
Par exemple pour 7 =91, on obtient : w
9 8=3 7
0-4 11=9x(-6)<0.
011
On en conclut que f est la rotation :
. d’angle —Arc cos 17—8 , (7)

+  autour de 'axe orienté par w.

I.R.E.M. de Nantes
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Annexe I. La réduction de Jordan des endomorphismes

Etant donné un corps commutatif K et un espace vectoriel E, sur K, de
dimension finie notée n, on considére un endormophisme f, non nul, de E, choisi
~ une fois pour toutes.

§1. Le “théoréme des noyaux”

(1-1) Lemme : soit p un polynéme de K[X], p(f) est un endomorphisme de E dont le
noyau et l'image sont des sous-espaces stables par f.

Démonstration : découle immédiatement de :
PAL)] = (pX)(x) = (Xp)(x) = fIp(H(x)]. <
(1-2) Lemme : soit p un polynéme de K[X] qui annule f, si p se décompose en un

produit p=gr de deux facteurs premiers entre eux, on a :
E =Ker g(f) @ Ker r(f).

Démonstration : le théoreme de Bezout montre qu’il existe deux polynémes u et v,
de K[X], tels que 1=ug+vr. Il s’ensuit que :

Vxe E x=u(f)g(f)(x) + v()r(f)(x).
Si xe Ker q(f) nKerr(f), il vient :

x=u(f)q(f)(x) + v(f)r(f)(x) =0.
Ker gq(f) nKer r(f) = {0}.

On a donc:

Par ailleurs, soit xe E, on a :
AN = (o (D) = gOrHuPE) = pH(H()] = 0.
Ce qui montre que x’ = v(f)r(f)(x) e Ker g(f). On a aussi x” = u(f)g(f)(x) € Ker r(f) pour
des raisons analogues. Comme de plus, x=x"+x", on en déduit que:
E =Kerq(f) + Ker r(f).
Les noyaux de 4(f) et r(f) sont donc bien supplémentaires dans E. <

Remarque : il est facile de justifier que, dans les conditions précédentes, on a :
Imq(f)=Kerr(f) et Imr(f)=Kerq(f).

(1-3) Lemme : soit p un polynoéme de K[X] qui annule f, si p se décompose en un
produit :
P=P1P2 --- Pk
dont les facteurs sont des polyndmes premiers entre eux deux a deux, on a :
E=Kerp;(f)® ... ®Ker pi(f).

Démonstration : découle du lemme 2 par une récurrence immédiate. <
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§2. Polyn6me minimal et polynéme caractéristique

Considérons l'ensemble ] des polynémes de K[X] qui annulent f, c’est-a-dire :

J={pe K[X]lp(f) =0}.
Il est immédiat que ] est un idéal de K[X], le théoréme de Cayley-Hamilton montre
que le polynoéme caractéristique de f, appartient a J, cet idéal est donc différent de {0}
et comme K[X] est un anneau principal, il existe un polynéme p de K[X] tel que

J=uK[X]. Comme f est non nul, le degré de p est non nul et un seul polynéme
unitaire remplit cette condition, on le note py.

Définition : |y ainsi défini est appelé le polynome minimal de f.

Remarque : il est possible de se passer de la référence au théoréme de Cayley-
Hamilton. En effet, les endomorphismes de E constituent un espace vectoriel de
dimension finie (n2), la famille : (I,f,...,f",... ) est donc liée. En d’autres termes, il
existe un polynéme non nul p qui appartient a J.

Le polynéme minimal de f est, par définition, un diviseur du polynéme
caractéristique de f. Ce fait est riche de conséquences, notamment dans le cas ot1 f a
toutes ses valeurs propres dans K.

(2-1) Théoréme : si le polynéme caractéristique de f est scindé sur K, le polynéme
minimal se factorise sous la forme :
= (X=2Ag)™... (X-Ag)®
ou les entiers o; sont positifs et les A; sont toutes les valeurs propres distinctes de f.
De plus la dimension du noyau de (f-AIdg)* est égale a l'ordre de
multiplicité de la valeur propre A;, pouri=1, ..., k.

Démonstration : soit A1, ... , Ax les valeurs propres distinctes de f, comme le
polynéme minimal divise le polynéme caractéristique, il est clair qu’il existe une
telle décomposition, ou les entiers o; sont positifs ou nuls. Soit i un entier compris
entre 1 et k, si x un vecteur propre associé a la valeur propre 1;, ona:
x#20 et 0=(f—AD%... (f=AI)%(x) = (hi—Aq)%... (Ai—Ay)%x,
Comme on a (ki—kj)“f;tO sij#1, on a nécessairement o;#0.
Notons N; le noyau Ker(f-1,1)% et f; I'endomorphisme induit par f sur le
sous-espace stable N; (cf. lemme 1-1). Le lemme 1-3 montre que:
V=N;®...®N;,.
Il s’ensuit que :
K= Xfy o Ao

Soit B; l'ordre de multiplicité de %; dans Xfr (X-2;)B divise le produit xg ... Xfi- et
comme N; contient tous les vecteurs propres de f associés a A, xs; est le seul facteur
divisible par X-2;, on est donc str que (X-1;)P divise xf- On a donc:

dim N;=degré xf;2Bi, pouri=1, ..., k.
Orona:

n=dimNj+...+dim Ng=B;+ ... + B
ce qui exige que B;=dimN;, pouri=1, ..., k. <

Comme il est clair que f;— 2,1 est nilpotent, nous pouvons restreindre notre
attention a ce type d’endomorphisme.

I.R.E.M. de Nantes
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§ 3. Endomorphismes nilpotents

* Cycles

Définition : soit r un entier positif, toute suite d’élements de E telle que:

v, f(v), ... ,.fWv) , fr(v)=0 et fr-1(v)=0,

est appelée cycle (pour f) et I'entier r en est la longueur.
(3-1) Proposition : tout cycle est un systéme libre.

Démonstration : étant donné un cycle :

v, f(v), ..., frY(v),
on considere une combinaison linéaire, de ses éléments :

y=agv+a1f(v)+... +a,_1f1(v).
Si k est une entier compris entre 1 et r-1, on a:
Fro-a 5 (o)y) = af-1(v).

et comme f-1(v)#0, y=0 entraine successivement :

ag=ay=...=a, 1=0. <

Définition : un sous-espace de V est dit cyclique - relativement a f - s’il admet une
base formée d'un cycle pour f.

Remarque : notons qu’un tel sous-espace est stable par f.

* Forme réduite d'un endomorphisme nilpotent

Théoréme 1: étant donné un espace vectoriel E, si f est un endomorphisme
nilpotent de E, il existe une décomposition de E en somme directe de sous-espaces
cycliques relativement a f.

Démonstration : on procéde par récurrence sur la dimension de E, notée n. Sin=1,
la propriété est banale, on suppose donc que n>1 et que la propriété est vérifiée
pour tout espace de dimension moindre que n. Comme f est nilpotent, son rang est
inférieur a n, le théoréme s’applique donc a I'image de f. Il existe un entier m et des
cycles :

w;, (wi), ,f’r’l(wi) ie {1, cow g m}

dont la réunion forme une base de Im f.

Pour chaque ie {1, ... ,m}, on distingue un vecteur v;, tel que f(v;) =w;, la
réunion des vecteurs suivants :

v, fvy), ..., f77Y(v;) pour ie {1, ..., m).

forment un syteme libre de E, on note F, le sous-espace engendré.

On sait que F et Ker f sont supplémentaires dans V (1). Les vecteurs restant :

friwy) =fHw;) iefl, ..., m)
forment une partie libre de Kerf qu’on compléte par des vecteurs :
Umt1 s oee s Um+s
pour former une base de ce sous-espace. La réunion des bases de ces deux sous-
espaces donne une base de E. Celle-ci peut s’ordonner de la facon suivante :
vy, f(vy), S0 e O fOm)s s f(0), Va1 s oo ) Uy

C’est bien une réunion de cycles. L'assertion de ’énoncé en découle de facon
immédiate. <

Voir la démonstration de la propriété classique dim E = dim ker f + rangf.

La réduction de Jordan
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Dans la pratique, il est plus commode de ranger chaque cycle dans l’ordre
inverse du précédent :

vm+s
Relativement a une telle base, la matrice de fse présente sous la forme diagonale

par blocs, ot chaque bloc diagonal a tous ses coefficients nuls, sauf ceux situés
immeédiatement au dessus de la diagonale principale qui sont égaux a 1 — forme
qu’on schématise comme suit :

[0 1 0 - 0]
0

0 1

0 0

La forme réduite de Jordan de f se déduit immédiatemment de ce fait.

Remarque : on peut prouver que la suite formée par les tailles de ces blocs classées
par ordre croissant — ou décroissant, peu importe - est unique. Ce fait a
évidemment une importance théorique considérable car il permet la classification
des endomorphismes, dans le cas ol le corps est algébriquement clos.

Dans le contexte qui est le notre, cette propriété est un peu secondaire.
Néanmoins, on pourra se persuader que la démonstration consiste a interpréter la
suite des dimensions des noyaux successifs en termes de nombre de chaines qui
naissent — ou s’interrompent, selon le point de vue adopté.

Elle pose plus de problémes de rédaction qu’elle n’offre de difficultés réelles.

I.R.E.M. de Nantes



§4. Forme réduite de Jordan

Théoreme 2: étant donné un espace vectoriel E, sur le corps K, et un
endomorphisme f de E ayant toutes ses valeurs propres dans K, il existe une base de
V pour laquelle la matrice de f admet une partition diagonale dont les blocs sont de
la forme :

A 1. 0 0 - 0
0O A 1 0 " :
0 A 1 0

0

0 A 1

_0 0 }\‘

Démonstration : nous avons vu que dans ces conditions, V est la somme directe des
sous-espaces invariants — précédemment notés N;. Sur chacun d’eux, f induit un
endomorphisme de la forme AI+f;, ou f; est nilpotent. <

* Détermination concrete

La démonstration du théoréme 1 suggére une méthode de calcul explicite
d’une base ol la matrice de f est réduite dans ce sens. En théorie cela semble
compliqué car l'exposé général ne se rédige pas a I’économie. Soit A une valeur
propre dont l'ordre de multiplicité est B, on détermine le rang des puissances
successives de A-Al, jusqu’a ce que ce nombre soit stable, c’est-a-dire. Ce qui livre
I'entier o, tel que:

rang (A -Al)o-1>rang (A-Al)*=rang (A - AI)e+1,
On a alors N =Ker(f-AI)*-et dim N =B. On choisit :
une base wy, ..., wp de N nIm(f-AI)e-1,
On en reléve les éléments par f-1I, on forme ainsi une partie libre oy, ..., vy de
Im(f-2AI)e-2, telle que :
w1=f(v1), ..., Wy = f(vp) soit une partie libre de ker(f—AI)*1 A Im(f-Al)*-2,
qu’on compléte de fagon arbitraire en une base de ce sous-espace si nécessaire.

... et ainsi de suite jusqu’a épuisement.

Dans les illustrations courantes, I’écart entre o et B est 1 ou 2 — rarement trois
ou quatre. La dimension de Ker(f-AlI) fournit le nombre des “blocs”, il suffit de
relever, par f-1I (1), pour des vecteurs propres “convenablement choisis” pour
obtenir la base souhaitée.

Recette : pour fabriquer des exemples on part du résultat. On construit une matrice semblable en effectuant quelques
transformations élémentaires des types :

M — Pl']'(—)»)MPi'O\.) , M—P

On constate que la matrice devient trés vite méconnaissab{e.

R/

Ce qui s’entend choisir une solution du systeme (A -AI)X = V.
Dans les cas ou la chute de rang est supérieure a 1, on est amené a résoudre en chaine des sytemes linéaires
ayant méme premier membre. Il est possible d’éviter la répétition des opérations d’élimination en
commencant par réduire la matrice augmentée [A ~AIII]. Notons [R | P] le résultat de cette opération, la
forme réduite de tout systeme (A - AI)X = B sera alors RX = PB.

La réduction de Jordan
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Annexe II. Sur les matrices compagnes

§ 1. Définition et premiéres conséquences

Définition : étant donné un polynéme unitaitre de degré n, de K[X] :
: P=ay+a X+ ... +a,  Xn14+Xn,
on lui associe la matrice carrée d’ordre n suivante :

- -

0 0 —ay
1 0 : —-a
01
Mp=[: 0 1
0
1 0 —-a,,
0 1 -a, ]|

qu’on appelle sa compagne (1). )

Remarque

1) On est habitué a ramener la résolution de 1’équation différentielle
linéaire :
yMW+ay-D+  +agy=0
a un probleme de Cauchy, en posant :
Yo=Yy 1=y, e Yu=ye D
L’équation donnée devient équivalente a :
Y'=tMpY,
ou P est le polynéme caractéristique de 1'équation (2).
P=X"+a, ;X" 1+ ++q,.
2) Ceci vaut, mutatis mutandi, pour les équations aux différences linéaires.
(1-1) Proposition : tout polynoéme unitaire, de degré supérieur a 1, est, au signe prés,
le polyndme caractéristique de sa matrice compagne.

Plus précisément, si P est de degré n,on a:
dét(Mp—XI)=(-1)"P.

Démonstration 1: on applique & la matrice Mp-XI, les opérations suivantes :

Li—~L1+XLy , Li—~L;+X2Ls3 , ... , L1 » L+ X™1L,,
Soit B la matrice obtenue, elle vérifie :
0 -P(X) ) 0 -P(X)
B={ T C ] et det(Mp—}\.I)= { T C .

ou T est triangulaire supérieure de format (n-1)x(n-1) et ne comporte que des 1
sur la diagonale. Le développement suivant la premiére ligne donne :
dét(Mp-XTI)=(-1)"P.

Ce terme nous semble plus adéquat que 1'anglicisme “matrice compagnon” - traduction paresseuse de
“companion matrix"”.

Au sens classique qu’on lui donne dés le lycée.
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Démonstration 2: on peut préférer éviter de travailler sur un déterminant a
coefficiente polyndémiaux et procéder comme suit. Soit E ’espace vectoriel K7,
rapporté a sa base canonique, notée, pour la circonstance, (eg,e1,... ,en-1), P
désignant toujours un polyndéme donné, de degré n et unitaire, on note fp
I'endomorphisme de E défini par la matrice compagne Mp. On a :
fe(eo)=e1 , ... , fr(en—2)=en-1 et frlen-1) =—(ageo +are1+ ... +a,_1€,_7)
On en déduit que:
fﬁ(eo)ze,- pouri=1,2, ... n-1,
puis : N
f"(eo) =—[apld(eo) + ayf(eo) + ... + a,_1f " 1(ep)].

P(f)(eg) =0
et entraine que: _ .
P(fp)(ei) = P(fp)fp(eo0) = PXi(fp)(e0) = X'P(fp)(eo) = fA(P(fp)(e0)) = 0.

P(f)(e;)=0 pouri=0,1,... n-1.
Ainsi P(f) est 'endomorphisme nul de E.
Soit Q un polynéme annulateur de f, de degré k, k<n-1.
Q=by+ b X+... + b Xk,

Ce qui s’écrit :

On a donc

ona:
0=0Q(f)(eo) =bgeg + breg + ... + brek
et comme les ¢; appartiennent a une base, il vient :
bg=by=... =b;=0.
On en conclut que Q=0 et comme P est unitaire, il est le polynéme minimal de f. Il
divise le polyndme caractéristique xsde f, il est de degré n. On a donc :

xf= (~1)"P. <
On a donc établi, en passant.

(1-2) Proposition : tout polynéme unitaire, de degré supérieur a 1, est le polynéme
minimal de sa matrice compagne.

Une des conséquence les plus marquante s’énonce comme suit.

(1-3) Théoreme : toute matrice carrée est semblable & une matrice diagonale de blocs
qui sont des matrices compagnes.

Démonstration : voir ’exercice 9. <

I.R.E.M. de Nantes
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§ 2. Algorithme de Danilevsky

Il est possible, partant d’une matrice carrée donnée, de construire une
matrice semblable, triangulaire supérieure par blocs et dont les termes diagonaux
sont des matrices compagnes, en effectuant opérations élémentaires portant sur les
lignes et les colonnes.

L’utilité d'une telle opération est évidente. En effet, partant d’une matrice A,
elle livre une matrice dont le polynoéme caractéristique est le produit des polynémes
caractéristiques des blocs diagonaux. Or, ces derniers s’expriment immédiatement
car il s’agit de matrices compagnes. Commengons par un exemple trés simple.

231
A=[1 2 IJ
123
Le second coefficient de la premiére colonne étant 1, on s’en sert comme pivot pour

€liminer les autres coefficients de la colonne, on effectue les opérations :
Ly > L;-2L; et Ly—L3-Ly,

Exemple 1 : partant de la matrice :

ce qui donne :

0-1-1

P32<—1)AP12(—2)A={1 - 1]

002
On obtient une matrice semblable a A en effectuant la multiplication a droite par
P12(2) et P3x(1), ce qui s’opére concrétement par les opérations élémentaires sur les

colonnes :
Co—>GCo+2C; et Cr-GCr+C5,

0-2-1

Aq :{1 5 1}

022
On note que ces opérations, n’affectant que la deuxiéme colonne, conservent les
acquis de I'élimination. On passe a la deuxiéme colonne. On crée un pivot égal a 1,

en position (3,2) en effectuant I'opération :
1

L3—)§L3
Le résultat s’exprimant P3(%)A1, on rétablit la similitude en effectuant la multipli-

cation a droite par P3(2). Son résultat s’obtient par 1'opération :
C3-52Cs.

0-2-2
A'z{l 5 2}
012
On continue, selon le méme principe, en effectuant les opérations :

Li—>Li+2L3 et L, > 1,-51; puis C3—-5C3-2C; et C3— C3+5C,,

On obtient :
0 0-2
Az= {1 0 —8]

012
Le procédé s’arréte la et A; est une matrice compagne semblable a A.

On obtient ainsi :

Matrices compagnes
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Exemple 2 : on applique les opérations a la matrice augmentée [A |]]

A | I
1 1 1 1 1 0 0 0
0 -1 3 1 0 1 0 0
2 2 3 1 0 0 1 0
2 2 1 3 0 0 0 1

Les transformations sur les colonnes n’affectant que les quatres premiéres. Le
résultat sera de la forme :
[BIP]=[PAP-1|P]
'Ainsi, on explicite facilement la matrice par laquelle on va conjuguer A.
On commence par créer un pivot en position (2,1) au moyen des
opérations :
Liol; et CieCo.

-1 9 3 1 0 1 0 O
1 1 1 1 1 0 0 0
2 2 3 1 0 0 1 0
2 Z 1 310 O 0 1

On procede a l'élimination au moyen de:
Li-»Li+L;, L3—>L3-2L, et Ls— Lsy-2L1,.

0 1 4 2|1 1 0 0
1 1 1 1{1 0 0 0
0 0 1 -1/-2 0 1 0
0 0 -1 1/-2 0 0 1

On assure la similitude par :
Cr-Co-Cy, Cu5C+2C3 et Cp - Cr+2C,.

0 13 4 211 1 0 O

1 4 1 11 0 0 O

0o 0 1 -1{-2 0 1 0

0 0 -1 1/-2 0 0 1
Un premier bloc apparait. On passe a la troisieme colonne. On ajuste le coefficient
(4,3), en effectuant :

L4—)—-L4 et et C4—-)—C4.
0 13 4 -211 1 0 O
1 4 1 -1]1 0 0 0
0O 0 1 1 1-2 0 1 0
0 0 1 012 0 0 -1

On procede & I'élimination - inutile de remonter plus haut que le coefficient (3,3),
on effectue :

L3 - L3—L4.
0 13 4 -21}1 1 0 0
1 4 1 -1 1 0 0 0
0 0 0 1 -4 0 1 1
0 0 1 0 2 0 0 -1

I.R.E.M. de Nantes
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On ajuste les colonnes, via :

C4 — C4 + C3 :
PAP-1 P
0 1374 21 1 0 0
1 411 011 0 0 0
0 0]0 11-4 0 1 1
0 o1 1112 0 0 -1

La matrice obtenue est bien de la forme attendue. On en déduit le polynéme
caractéristique de A :

XAX) = (X2-4X-13)(X2-X~-1).

Pour s’assurer que ce procédé va toujours a son terme, il suffit de remarquer

que lorsqu’on vient de traiter la colonne i-1 (i<n), on est exclusivement dans 'un
des cas ci-apres.

1.

Le terme (i+1,1) est 1, I’élimination s’effectue par les opérations :
Lj - L]‘—a]‘iLj+1,

I'ajustemnent mettant en jeu Cjy; —» Ciyp + a;iCj, il ne porte que sur la
colonne i+1 et ne modifie pas les acquis antérieurs.
Le terme (i+i+ 1) est non nul, mais différent de 1, les opérations :

1

Lin—>——Lia et Cis1 >a;:1Cin

ii+1
nous ramenent au cas précédent.
Le terme (i+i+1) est nul et il existe j, tel que j>i+1 et aji#0. On effectue les
opérations :

Lii1 (—-)Lj et Cin <—)C]'.

La premieére place aj; en position (i+1,1), ce coefficient n’est donc pas affecté
par la seconde. On est ramené a I'un des cas précédents.
On a g;;=0 pour j2i+1, le terme a; “limite” un bloc — dont la taille peut étre
1. On passe a la colonne suivante, a moins que i+1=#, auquel cas le
processus s’arréte de lui-méme.

Matrices compagnes
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§3. Une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton

Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et f un endomorphisme de E, on
choisit arbitrairement un élément, non nul, e de E, on note p le plus grand entier tel
que les vecteurs :

er=e ,ex=f(e) , ... , ep=fr-1(e)
soient linéairement indépendants — on a 1<p<n. Le sous-espace engendré par ces
vecteurs est stable par f. Soit ¢ 'endomorphisme induit, il s’exprime, relativement a
la base (e7,e7, ... ,€p), par une matrice compagne Mp. Nous avons montré que
P(g) =0 (cf. 1-2), on a donc, en particulier :
P(f)(e) = P(g)(e) =0.

On complete (e1, €2, ..., €,) en une base de E, la matrice de f s’exprime alors :

l: :l
0 B
Il est ClaSSique que :

xa(X) = dét(A - XI) = dét(Mp—XI) . dét(B - XI) = P(X) . dét(B - XI) = dét(B - XI) . P( X).
On pose dét(B-XI)=Q(X), il vient :
xa () =[QX)P(X)](f) = Q(f) o P(f)

xa(f)(e) = dét(A-XI)(f) o P(f)(e) = 0.
Il apparait ainsi, que xa(f)(e) =0 et ceci quel que soit e. Autrement dit, x(f) est
I'endomorphisme nul. <

On en déduit que:

I.R.E.M. de Nantes
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V. Exercices sur le déterminant

Soit A une matrice d’ordre n, exprimer détAA en fonction de A et de dét A.

Calculer les déterminants suivants :

1)
200 311 4-9 2 4-11 12-1 -142
110,255,4—92,200;011, 507,
857 877 310 1 887 02 7 308
21 2 3-15 243 31 2 2-14
03-1,-1 21} ,|-130|,|451|,[3 15
41 1 -2 43 021 -12-3 1 23
2)
123 123%
234 2345
345" 3456
456 7
3)
1 311 1 1-24 -1120
2152 0113 0321
1-1 23 (2-1 10] - 0412
4 1-37 3125 318 7

Calculer le déterminant du produit de matrices suivant :
]
y x -yl x’
En déduire une identité remarquable.

Déterminant de Vandermonde
Démontrer que :

1x x2
[ lyy } = (y-2)(z-x)(z-y).
1z 22

Adapter a un déterminant d’ordre 4.

Démontrer les égalités suivantes, sans développer les déterminants :

fa-b-c 2a 2a
(1) 2b b-c-a 2b }=(a+b+c)3.
2e 2c c-a-b
[ 0abc
al0cb
@ bcoagl|=—(atb+c)(-a+b+c)a-b+c)a+b-c).
Ll cbalO
"1 sina cosa
) 1 sinb COSb} = sin(b-c) + sin(c—a) + sin(a-b).
| 1 sinc cosc
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VI Dans le plan vectoriel, rapporté a un repere orthonormé (1T , ]-'), calculer le
déterminant de :
1) la rotation d’angle 6,

2) la symétrie orthogonale d’axe R(i+ ]—').

v Résoudre les sytémes suivants :
3x+y-z=0
{ x+y+z=0
y-z=1
{Zx-— y+ z=1

ey

x+3y-2z=0
dx-3y+ z=2
dx+y+ z+ w=1
x-y+2z-3w=0
(3) 2x+y+3z+5w=0
X+y—- z— w=2

(2)

vl On considere le déterminant suivant :
521

A=|676

439

1) Montrer, sans le calculer, qu’il est divisible par 5.
2) a) Déterminer un nombre réel a de tel que :
3+7a+2a2=9+6a+a2=0.
b) En déduire, sans le calculer, que A est divisible par 31.
3) Calculer A.

IX Etant donnés un entier n supérieur ou égal a 2, n polynémes Py, Py, ..., P, de
C[X], de degré inférieur ou égal a n—2 et n nombres complexes zj, z3, ... , z;, On note
A=[ajjhcicn , ou aj;=Py(z)).

© o 1gjgn

Quel est le déterminant de A ?

X Etant donnés 7 +1 nombres complexes aj, az, ... , a, et z, on considere le
déterminant d’ordre n + 1 suivant :
[~z 0 0 - 0 a4,/
0 -z 0 0 a,,4
- 0 0 -z :
) : : o 0 a
0 0O -~ 0 -z g
L4 Gp—1 - Gy M -z

1) Trouver une relation de récurrence simple reliant D,, et D,,_;.
2) En déduire la valeur de D,,.

I.R.E.M. de Nantes
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On considere la suite (D,;),;>; des déterminants suivants :

3 2 0 0 0]

—p 1 3 2 0 0
D1=3,D,=|3 3|, Dy=|132[,.p,=0 1 3 2 " E

013 ¢ P ¢

o0 - 1 3 2

00 - 0 1 3

a) Montrer que (Dy),»1 vérifie une relation de récurrence de la forme :
D,=aD,_1+bD,_, .
b) En déduire la valeur de D,,.

Calculer de maniere analogue le déterminant suivant
[5 3 0 0 - 0]
25 3 0 -0
0 2 5 3 :
|
00 -~ 2 5 3
00 - 0 2 5

Soit z un nombre complexe. On considere le déterminant d’ordre n suivant :

[1+22 -z 0 0 0 |
-z 1+z2 -z 0 0
0 -z  1+4z2 -z :
Dn: . : . .
: . . 0
0 0 e =z 1422 =z
0 0 e 0 =z 1422

1) Etablir une relation de récurrence entre D,, D, et D,,_—z.
2) En déduire la valeur de D,,.

Exercices sur le déterminant






57

VI. Exercices sur la réduction des endomorphismes

I Déterminer les solutions réelles des systémes différentiels suivants :
X' =-7x- 6y X= +y+z
(a) {y/=12x+1oi/ (b) {z’f§+ +z
=Xty
X=1lx- 6y+2z X= + y- z
(©) {y’=—6x+10}/—4z (d) {y’:—x+ + 2z
z'= 2x- 4y+6z Z'= x-2y
X'=  y+z
y'= Z+u
(e) Z'=x +u
u'=x+y
I Déterminer les solutions réelles des systémes différentiels suivants :
Y= x4 p X'=3x+y- z
, ‘= x+y+ z
() {y =-x+3y & {Z’=2x y+22

m Montrer que la résolution des systémes suivants se rameéne a celle de
systemes du premier ordre. Effectuer cette résolution — détermier les solutions
réelles :

x”=-23x-18y X" +3y' —4x+6y=0
(a) y”= 36x+28y (b) y'+ X' =2x+4y=0
xll — xl + yl —y
(C) {y1/2x1+yl_x
v Déterminer les solutions réelles de I'équation différentielle :
y@— y=0
a l'aide d'un systéme différentiel du premier ordre.
\4 Calculer la puissance némes (n e N) des matrices suivantes :
1-1-1 320 111
A:[—l 1—1:' , B:[—l 0 O:, , C:{O 1 O:l
-1-1 1 001 002
VI Déterminer le terme général de la suite (u,),»0, donnée par ses trois
premiers termes ug, uj, u appartenant a C et vérifiant la relation de récurrence.
a) Vn,n22, up1=3uy_1-2u,_o
b) VYn,n22,2uy1+ up+ 2Upy_1+ 22Uy =0.
vII Montrer que les matrices suivantes définissent des isométries de R3. Pour
les rotations, en préciser 'angle :
010 1221 1[841 1[-2-1 2
A:{O 0 1} , =§[—2 1 2:' , ngl: 47 4J , D=§{—1 —2—2}
100 1-2 2 14-8 2-2 1

On pensera a utiliser la trace.
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Vi Montrer que la matrice suivante définit une symétrie orthogonale par
rapport a un plan vectoriel dans R3:

1 1-2-2
B:gl:—z 1—2]

-2=2 1
X Montrer que les matrices suivantes définissent des antidéplacements de R3,
qu’on précisera :
0-1 07 1[2-2 1
~ A:[O 0-1], B=3 1—2—2:l
-1 0 0. 32 12
X Utiliser le théoréeme de Hamilton-Cayley pour montrer que la matrice :
[ 11 07
A=|-10 0
| 2 0-1]

est inversible et calculer son inverse.

X1 Déterminer, a similitude pres, toutes les matrices de C22 et de C3<3 qui sont
idempotentes — c’est-a-dire telles que A2=A.

X1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, on en considére un
endomorphisme f, dont toutes les valeurs propres sont distinctes.

1) Montrer que si g est un endomorphisme de E qui commute avec f, tout
vecteur propre de f est vecteur propre de g.

2) En déduire que si g commute avec.tous les endomorphismes de E, c’est
une homothétie.

3) Montrer que tout endomorphisme de E qui commute avec f, est une
combinaison linéaire de Id, f, f2, ... , fi-1,

XIII 1) Etant donnés deux polynémes P et Q, a coefficients complexes, unitaires,
de méme degré n, on note leurs racines respectivement :
0g,...,0, et By,...,Bn
Montrer que si, pour tout entier naturel k, on a:
S af=3 g,
i=1 i=1
alors P=Q (1).
2) Etant données deux matrices carrées A et B, de méme ordre, montrer que
trace AB=trace BA
et, plus généralement, que, pour tout entier positif k, on a:
trace (AB)k = trace (BA)k.
En déduire que AB et BA on le méme polynéme caractéristique.
3) Etant données deux matrices A et B, montrer que si AB et BA sont
définies, les polynomes caractéristiques de ces deux matrices coincident, a un
facteur prés qui est une puissance de 1'indéterminée.

On peut utiliser les formules de Newton. Se reporter au chapitre d’un quelconque manuel d'algébre traitant
des relations entre coefficients et racines d’un polynome.

I.R.E.M. de Nantes
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Les exemples qui suivent ont en commun de montrer que résoudre une
equation caractéristique n’est pas toujours le passage obligé dans la
determination du spectre — contrairement aux idées recues.

2n
XV Soit n un entier positif, on pose w=e " et pour k=0,1, ... ,n-1:
re=(1, 0k, 0, ..., 0m"-1k),
L’espace vectoriel C” étant rapporté a sa base canonique (ey, ..., €,), on en considére
I'endomorphisme D tel que:
D(ej)=ejs1 pourj=1, ... ,n-1 et D(e,)=e;.

Montrer que D est diagonalisable, de méme que :

M=1(1+D).
Donner une interprétation géométrique de M.
XV Déterminer les valeurs propres de la matrice “circulante” :

ay 4z ... Q4

an aj ... Ay-1

ap az ... aj

XVI Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes :
010 Oaa..a 1 1 I e 1
-10 1 bOa..a 1 o o0 .. ol
(a) ; b)) bbO0.cal; (@] 1 @ of .. 020D
-1 01 C S ; s s
0-10 bbb..O»0O 1 o1 @2mn-1)  @(n-1)2

Elles sont d’ordre n et en :
(b) on suppose que ab#0

.2n ; .

() w=expi? et lon suppose que n est impair.
Indications
(a) Les coordonnées d'un vecteur propre associé sont les premiers termes d’une suite récurrente qui

s’exprime en fonction de la valeur propre associée. La condition d'arrét permet de conclure.
(b) Il est possible d’exprimer I'équation caractéristique au moyen d’une relation de récurrence, obtenue en

effectuant des transformations sur les lignes. ;
(c) Notons A la matrice considérée. On détermine AZ, ... on connait alors toutes les valeurs propres

possibles de A, il reste a en déterminer les ordres de multiplicité ... On montre la trace de A admet pour module V.
On aurait pu demander de calculer dét A et Itrace Al. sans restriction sur 7.

Exercices sur la réduction des endomorphismes
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Exercices Complémentaires

I On convient que f est 'automorphisme de R2 défini, relativement a la base

canonique, par la matrice :

ab
Mz[c g P ad—-bc=0.

On adjoint & R un élément noté = et I'on pose R =R U {w}. Désignant par x
I’élément courant de R, on définit I’application :

f: B — ﬁ,
- appelée homographie — comme suit :
o sicz0 . Sic=0 (alors d#0)

(& _ax+b d

J f(x)d_cx+d six#—_ etx#eo 2 b
A x)= Si x#eo
f=g)=ee ) *
) g f(e0) =00

[ fleo)=¢

1) a) Donner une interprétation géométrique de l’ensemble ainsi obtenu
pour Me GL,.

b) Caractériser les points fixes de f qui appartiennent a R.
¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que e soit un
point fixe de jAr :

2) a) Vérifier quesi h=gof, h = gofetsig=1f, g=f.
b) Décrire les homographies définies par :

A0 _ Al
Mzou,pUISMzo}\..
¢) Montrer que si une homographie f admet un point fixe réel, il existe
une homographie g, telle que :
§lofog
soit de 'un des types précédent.
3) L’automorphisme f étant donné, on considére les suites (Un)n>o0 qui
vérifient :
vnr ne N/ un+1 = _f-(ui’l)'
Déterminer la forme générale des solutions, dans le cas ou les valeurs
propres de f sont réelles.
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i Etant donné un scalaire A, si n22, on note J,; la matrice de K"*", qui se
présente comme suit :
(%1 0 0 - 0]
0 A 1 Ty &
0 A 1 0
RPN |
0 A 1
0 0 A

et I’'on convient que J;,=A.
1) Pour K=R, résoudre le syteme différentiel X'(t)=7],X(t), avec les
conditions initiales :
x{(0)=A; pour 1<i<n.

. k

2) Exprimer J,, ; ,pour k21.

3) Montrer que si f est un endomorphisme de E, non nul et tel que f2=0, il
existe une base de E ou f s’exprime par une matrice diagonale par blocs de la forme
J2,0 et J10-

4) Déterminer tous les endomorphismes de E tels que :

(1) pr=p.

(2) s2=1dg.

5) Décrire toutes les transformations affines involutives d’un espace affine
de dimension finie.

m Classer, a conjugaison pres, tous les automorphismes de R2, puis de R3-
v Résoudre le systéme différentiel :
00-2 1
X'(t) =l:1 0 —5} X(t) , X(O)=|: 0 }
014 0
\Y Autour du polynéme X2 + 1

Soit f un endomorphisme de E tel que f2+1d =0.

1) Montrer que E devient un espace vectoriel complexe Ec, en posant :
(a+1ib)x=ax+ bf(x). :

2) Montrer que Ec est un espace vectoriel réel de dimension 2n.

3) Montrer qu’il existe une base de E oii la matrice de f est formée de blocs de

la forme:
1 o)
1 0/
A% Autour du polynéme (X —a)2.

1) On convient que E=R;[X] et on note :
0 -a2
M =[ 1 24 ]
a) Si P est un élément de E, on note u(P) le reste de la division de XP par
(X=a)2. On définit ainsi un endomorphisme de E. En exprimer la matrice relative-
ment a la base canonique de E.
b) Soit R, le reste de la division de X" par (X-4)2, on pose :
Ru(X) = o + B X.
Calculer directement o, B, et vérifier que:

[or]-m[]

I.R.E.M. de Nantes
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2) Soit A une matrice carrée d’ordre 3 qui vérifie :
AZ=2gA -a2].

a) Montrer que A"=R,(A).

b) Déterminer :
Un
Un} tel que Ups1=AU,.
Wn
¢) Montrer que A est semblable a une matrice diagonale formée de blocs :

Joa et J1a

d) Résoudre le syteme différentiel X'(t)= AX(¢).

VIl Etant donné un polyndme a coefficients réels, qu’on note :
D(X) = X3+ asX2+a1X +ay,
on considere I'endomorphisme :
u: Rz[X] _— Rz[X]
P -~ u(P)

ou u(P) désigne le reste de la division de XP par D.

1) Exprimer la matrice de u relativement a la base canonique de Ry[X].

2) Soit S un polynéme arbitraire de R[X] et P un polynéme de R;[X], décrire
S(u)(P) au moyen de S et D.

3) Déterminer le polynéme caractéristique de S(u), de deux maniéres
différentes.

Vi 1) Relation d’Euler
Montrer que deux polynémes A et B de K[X], ne sont pas premiers entre eux
si, et seulement s, il existe deux polyndomes non nuls U et V tels que :
AU+BV=0 , degré U<degré B et degré V<degréA.
2) Matrice et déterminant de Sylvester
Etant donnés deux entiers n et m, non nuls et deux polynémes A et B de
degrés respectifs n et m, on considere "application :
fP,Q : Km—l [X] ><Km—l [X] - Km+n—1 [X]
(U,V) - AU+BV
a) Vérifier que cette définition est bien cohérente et donne une application
linéaire.
b) Décrire la matrice relativement aux bases naturelles.
¢) Donner une condition, formulée au moyen d’'un déterminant pour que
deux A et B soit premier entre eux.

X Le cadre est l'espace vectoriel E=K”, rapporté a sa base canonique notée
(€0, ... ,€n-1). Soit P un polyndme unitaire de degré n, on note f 'endomorphisme de
E défini par la matrice compagne Mp. Soit A et B deux polynémes unitaires,
premiers entre eux et tels que :
P=AB.

On note p=degré A et g=degréB - on a donc n=p +g4.

1) Montrer que:

Ker A(f)=Im B(f) et KerB(f) =Im A(f).
2) Montrer que le systéeme de vecteurs :
(A(A(e0), A(A(er), -.. , AP)(es-1) ; B(P(eo), B(f)(eq), ..., B(f)(ep-1))

est une base de E. Exprimer la matrice de fp, relativement a celle-ci.

3) Conclure.

Exercices complémentaires
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V. Déterminant

I On a dét(AA)=A"dét A. Ce qui se justifie de plusieurs facons :
+  on applique la proposition 1-1 et la premiére propriété de la définition,
. on applique la proposition 1-2 ' :
. le théoreme 1-6 détAA =détAl,.détA.

i 1) On trouve succesivement :
. 14 La matrice est triangulaire.
. 0 Deux colonnes sont égales.
. 0 Deux lignes sont égales.
. 24 On développe suivant la deuxiéme ligne.
U 5 On développe suivant la premiére colonne.
. 76 On développe suivant la deuxiéme colonne.
« =20 On fait apparaitre un autre zéro dans la premiére colonne.
. 5 On fait apparaitre en une seule fois deux zéros dans la deuxieéme colonne.
. 4 On fait aparaitre un second zéro dans la colonne 1 ou 3 ou la ligne 2 ou 3.
- -14,
« 10

2) Ces deux déterminants sont nuls  On fait apparaitre deux lignes égales,.
3) On procede par élimination, on trouve -115, 18 et 45.

m On applique le théoréme sur le déterminant d’un produit de matrices, on
obtient :
(2 +y2 )(x2+y2 )= (xx"+yy')2 + (xy’ +yx’)2.

v On retranche une ligne de toutes les autres, le résultat suit.
Pour 'ordre 4 on trouve :
1 X1 .X12 x?
1 x5 x3 x5
1 x3 x2 x5 |= (2= x1)(x3—x1)(xa—x1)(x3 - x2) (x4 = x2) (x4 - X3).

1 x4 x¢ x3

Généralisation : le résultat, écrit sous la forme :
T (xj-x).
1<i<js4
se généralise pour un ordre quelconque. On pourrait procéder par récurrence, on
préfere généralement remarquer que l'expression attendue est, en fait, un polynéme

D, des n indéterminées x1, x», ... , x,,, dont le degré est 1+...+n-1= "—(nz;n et qui
s'annulle si I'on y substitue I'un quelconque des x; & I'un quelconque des xj, sii#j. Il
est donc divisible par x;-x; pour tout couple (i,j) tel que 1<j<i<n. Comme ces
polyn6émes sont premiers entre eux deux a deux, il est divisble par le produit :
P= H (x]-——x,-).
1<i<j<n

Comme P comporte C; facteurs de degré 1, il est de méme degré que D,,. Il existe
donc un scalaire k, tel que D, =kP.
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Le terme diagonal x;x3 ... x"! est 'unique mondéme du développement du
déterminant qui ne contient pas xj. Il lui correspond un seul des 2" termes issus du
développement de P:

(x2-x1) )
(x3=x2)(x3-2x1) - Xx3F
(Xn=Xn-1)(Xn=Xn-2) ... (Xn—22)(xn—x1) - XoxF ... X}~ 1
On en déduit que k=1 et ainsi :
nn-1
Dy= Il (y=x)p=(-1) 2 T (xi-x).
1<i<j<n 1<i<jsn
\% (1) On ajoute a la premiere ligne les deux autres, a+ b+ ¢ se met en facteur.

On retranche la premiére colonne des deux autres. _

(2) On remplace la premiere ligne par la somme des quatre lignes, a+b+c se
met en facteur. Dans le déterminant 4x4 obtenu, on retranche la premiére colonne
de chacune des autres. On obtient un déterminant 3x3 dans lequel de la premiére
colonne on retranche la seconde et on lui ajoute la troisieme, a—b + ¢ se met de
nouveau en facteur ..

(3) On développe suivant la prem!ere colonne.

VI 1) Soit f la rotation vectorielle d’angle 8. On a:

f(i )=cos® i +sin 6 ] et f(j)=-sin® i +cos® i,
la matrice A de f dans la base considérée est donc :
cos 6 —sin 6
A=[ sin® cose]
Son déterminant est égal a 1.
b) Considérons le repéere orthogonal (u, v) avec:

4—1+] et v——1+]
Notant g la symétrie orthogonale d’axe R# ,ona:

gli)=1il et g(7)=-7
Ainsi, la matrice de f relativement a la base (ii, 7) est :

o)
A=l 01
son déterminant est égal a —1.
1
VI 1) 3(-1,2,-1).
1
2) ﬁ( 1—1 ’ 1)
1
3) 18 (-10,97,16,-25)
v 1) En ajoutant la deuxiéme et la troisiéme ligne, on obtient trois entiers
multiples de 5.
2) a)a=-3.

b) En remplagant la ligne L3 par Ls+a L, +42L; (notation convention-
nelle) on obtient, avec a=-3, la ligne [ 31 0 0 ]. D’ou le résultat.
3) On trouve A=155 (=31x5).

Algébre linéaire |
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X Les polynémes Py, Py, ..., P, appartiennent a 1'espace vectoriel C,_»[X] des
polynomes a coefficients complexes, de degré inférieur ou égal a n-2. Cet espace
étant de dimension n-1, ces n polynémes forment une famille liée. Il existe donc n
nombres des complexes A, ..., Ay, non tous nuls, tels que :
l]P1+...+XnPn=0.
Il s’ensuit que :
Vze C, MPi(z)+... + 1, P,(2)=0.
On a donc en particulier :
Vj,1<j<n, 7&1P1(Z]') +...+ KnPn(Z]’) ={),
Ce qui signifie que les lignes de A forment une famille liée de C” et ainsi :
détA=0.
X 1) On développe suivant la premiere ligne (ou colonne) on obtient la
relation suivante :
D, =-zD,_1 + (-1)"a2zn-1,
b) On effectue la combinaison schématisée ci-dessous :
D, =-zD,_; + (-1)"a2zn-1
-z | Dp_1==zDyp + (-1)-1g,2zn-2
(-z)n-2 | Dp=—zD;-a%z
(=z)r-1 | Dy= 22—a12

On obtient :

D, =(-z)"1z2—(af +ag+... +a?)].
X1 1) On développe D, suivant la premiére ligne on obtient la relation de
récurrence :

D;=3Dy1- 2Dy
2) On sait que les suites réelles, ainsi définies, forment un espace vectoriel de
dimension 2. Pour en déterminer une base, on résout I"équation caractéristique :
x2-3x+2=0.
Les racines en sont 1 et 2, elles sont distinctes, les deux suites :
(AM)pz1 (2M)n21
forment donc une base de cet espace vectoriel. Il existe des réels X et u tels que :
Vn,nz21,D,=A+u2n
Les conditions initiales :
Di=3 et D=7,
donnent le systéeme d’équations suivant :
A+2u=3
{l+4u=7'
On a donc A=-1 et p=2. Il s’ensuit que::
vn,n21,D,=-1+2n+1,

X1 On trouve par la méme méthode :
Vn 21, D, =-2n+143n+1,
X1 1) On développe suivant la premiére ligne (ou colonne) on obtient :

Dyp=(1+22)Dy_1-22Dps.
b) La relation précédente prouve que (D, —D,_),» est une suite géométrique
de raison z2. Apres calculs on trouve :
Vn,n21,D,=1+z2+z4+ ... +22n,

Déterminant : solutions
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VI. Réduction

I (a))»1=1,7»2=2,'
V(1)=R(3,4) et V(2)=R(2,-3) ;
x(t)= 3Aet +2Be2t
{y(t) =—4Aet - 3Be2t
(b) M1=2,=h3=-1;
V(2)=R(1,1,1) et V(-1)= R(1,-1,1)® R(1,0,-1) :
{ x(t)= Ae2t+ (B+C)e-t

(A,B)e R

y(t) = Ae2t— Be-t (A,B)e R2.
z(t) = Ae2t— Cet

(C) 7»1 =3, 7\.2=6, 7\.3= 18 ’
x(t)= Aet +2Bebt + 2Ce18t
{y(t) =2Aet+ Bebt —2Cel8t (A B,C)e RS,
z(t) =2Aet - 2Bebt + Cel8t

(d) A1=0, Ao =6, A3=—iV6.
On commence par rechercher les solutions complexes :
V(0)=C(2,1,1),
V(iV6)=C(-2,2-iV6,2+iV6), V(-iN6)=C(-2,2+iV6,2-iV6).
On obtient :
x(t)=2a- 2peN6t 4 oyeiVe
y(t)= o +(2-iVE)pe Vot + (2 +iVE)ye- VOt (a,B,y)e C3.
2(f)= o — (2+iV6)BeN6! 4 (2 — iVE)ye-iV6t
On en déduit les solutions réelles :
x(t)=2A - 2B cos V6t -2C sin+6t
y(t)= A +(2B-CV6) cos V6t + (BV6+2CV6)sinV6t (A,B,C)e R3
z(t)= A+ (2B+CV6)cosVét + (BV6-2C6) sin V6t
Remargue : les solutions reelles sont celles ou B et y sont imaginaires conjugués. On
pose: B+y=Beti(B-7y)=
(@) M=0,A2=2,A3==-1+1, Mg=-1-1;
On se place encore dans C.
v()=C(1,-1,1,-1), V(2)=C(1,1,1,1),
V(-1+i)=C(1,i,-1,-i), V(-1-i)=C(1,-i,-1,1)
Les solutions complexes s’expriment :
x(t)= o+ Be2t+ ye(-1+Dt 4 §e—(1+i)t
y(t) =—o + Be2t + iye(-1+0)t _ jge-(1+i)t
z(t)= o+ Pe2t — ye(-1+i)t _ §o—(1+i)t
u(t)= o+ Pet —iye(-1+)t 4 ge—(1+i)t

(o,B,y,8)e C4.
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Les solutions réelles s’expriment :
x(t)= o+Bet+ (A cost+ B sint)et
y(t) =—a + Be?t + (B cost - A sint)e~t
z(t)= o+ Be2t —(A cost+ Bsint)et
u(t)=-o+ pe2t - (B cost— A sint)e~t
[poser A=y+8 et B=i(y-38)]

I (a) A1=22=2, V(2)=R(1,1)
Comme dimV(2)=1<2, la matrice:

A=l 5]

n’est pas diagonalisable. On choisit un vecteur propre u=(1,1) et un vecteur
arbitraire v=(1,0) indépendant de u. Notant f 'endomorphisme f de R? défini par
A, relativement a la base canonique, on a:

flu)=2u et flv)=(1,-1)=—e1 +2es.
Ce qui donne la matrice de f pour la nouvelle base :

(o,B,A,B)e C4.

, [2-1
=[5
On pose :
R
X=[y] i E=[Té]] et X=P=.
On résoud le sytéeme :
{ §'=28-n
n'=2n

La transformation X=PZ, donne les solutions cherchées :
{ x(t) = (A + B-Bt)e2t
y(t) = (A-Bt)e?t
(b) A1=A2=43=2;V(2)=R(0,1,1).

La matrice de ce systeme différentiel :

31-1
A= [ 111 J

20 2

n’est pas diagonalisable. Soit f 'endomorphisme de R3 défini par A, relativement a
la base canonique. On détermine une base (u,v,w) telle que la matrice de f soit

triangulaire, c’est-a-dire :
2ap
izt
002

On choisit u=(0,1,1), on pose v= (a,b,c) etw=(a’,b’, ¢’), les conditions posées
deviennent :

(A,B)e R2.

2a=q 2a"=B+y
a+b-c=0 |a'+b' -c'=y
Les vecteurs u=(1,0,1) etw=(1,1,0) conviennent et donnent :

220 011
A':{OZZ] pour P:lrl 12}
002

110
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On trouve :
x(t)=(B+C +2Ct)e2t
{y(t)z(A+C+ZBt+2Ct2)e2f (A,B,C)e R3.
z(t)= (A +B+2(B +C)t + 2Ct2)e2t
m (a) Le systéme est équivalent a :
x=u
y'=v
u'=-23x-18y
v’ =36x + 28y

On trouve A =1, Ap=-1, A3=2, Ag=-2.
Les solutions s’expriment :
x(t) = 3Aet + 3Be~t + 2Ce2t + 2De-2t X
{ y(t)=—4Aet—4Be~t-3Ce-2t-3De-2t (A, B, C)e R

(b) On se ramene a la résolution du systéme
x'=u
y'=v
u'=4x-6y-3v
v'=2x-4y-u
Les valeurs propres de sa matrice sont :
AM=2,=-2,A3=1, Ag=—1i
Apres avoir déterminé les solutions complexes, on obtient les solutions
réelles sous la forme :
x(t) = Ae2t + 2Be~2t + 3(2C + D)cos t + 3(2D-C)sin ¢ 3
{y(t)z Be—2t +5C cost +5Dsint (A,B,C)e R3.

¢) On obtient le systeme
x'=u
y’ =0
U'=-y+u+v
vV=-X+U+v
Sa matrice admet pour valeurs propres :
M==1,A=k3=0=1.
Les sous-espaces propres correspondants sont :
V(-1)=R(1,-1,-1,1) et V(1)=R(1,0,1,0)®R(0,1,0,1).
La matrice du systéme n’est donc pas diagonalisable.
On choisit pour nouvelle base (u1,u3,u3,u4), en posant :
up=(1,-1,-1,1) , u»=(1,0,1,0) , u3=(0,1,0,1) , u4=(0,0,1,1).
La matrice du systeme devient :

-1000
0101
0011
0001
On obtient les solutions :
x(t) = Ae~t +(B+ Dt )et
{ y(t) =—Ae~t +(C + Dt)et ST S

Exercices complémentaires : solutions
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v On est amené a résoudre le systéme :
y=u
u'=v
v=w
w'=y

dont la matrice admet pour valeurs propres :
M=1,A=-1,A3=1, Ag=—i.
En procédant comme dans l'exercice 3) b) par exemple, on trouve pour solutions
réelles de y@-y=0: <
y(t)=Aet+Bet+Ccost+Dsint , (A,B,C,D)e R4

Remarque : En notant que y®) -y =(y”"-y)” + (y” -y), une autre méthode est de
résoudre le systeme suivant :
{y”—y=z
z"+2=0
Pour cela, on résout d’abord la seconde équation ce qui conduit a :
y"-y=acost+P sint,ae R,Be R

\Y% (a) A est diagonalisable car V(-1)=R(1,1,1), V(2)=R(1,-1,0)®R(0,1,-1)
An=PA’'nP-1
avec :
-1 00 1 1 07
A=l 0 20} et p:{l—l 1
0 02 1 0-14

Le résultat admet la présentation suivante :

1 r011
An=3[((-1)n+2m+1)+ ((1)"-2mB] ou B=| 1 0 1
2 1 10}
b) Comme précédemment A est diagonalisable. On obtient :
2n+l_1 2n+l1_2
Bn ={—2"+1 -20 42 0:|
0 0 1
¢) La matrice C est triangulaire, on vérifie qu’elle n’est pas diagonalisable. On
note que que C=D+N avec:
100 011
D:{O 1 0} et N:[O 0 O}
002 000
Comme N2=0,on montre, par récurrence, que :
100 0 u, v,
An=[01 O}+|i0 0 O:I
00 2n 00 O
ou u, et v, vérifient :
Vn,n2l, up 1=ty et vy1=20,+1
On obtient immédiatement u,=n etv,=2"-1 et ainsi:
0n 2n-1
An = [ 01 0 }

01 O
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Vi a) On pose :

Uy 010
Un=l:un+1:' et A=l: 00 1jl
Ups2 -230

U= AU,.

Pour tout n>20,0n a:

Il s’ensuit que:
U,=An"U,.
On vérifie que :_
xa(X) ==(X-1)2(X+2)
V(1)=R(1,1,1) et V(-2)=R(1,-2,4).
A n’est donc pas diagonalisable. On choisit pour nouvelle base base (u7,us,us)
avec :

u1=(1/1/1) ’ u2=(_2/-110) et u3=(1,—2,4).

110 1-2 1
A’=P—1AP={0 1 0} ol P:[l—l —ZJ,
00-2 10 4
On calcule A", puis la premiere ligne de A”=PA’"P-1. On en déduit :

By = % [(=67m + 8+ (=2)"ug) + (Bn + 2+ (=2)"*D)uq + (3n =1+ (=2)")u>].

Ce qui vaut a partir de n=0.
b) On procéde de fagon analogue. On pose :

010
Az{ooq
i 1
o e =jF

admet pour polynéme caractéristique :
1
xa(X)= §<x2+ 1)(2X-1)

On est donc conduit a se placer dans C. On

00 4-1 1

i 0| ou P:[—Z i—i:,
0 - =11

An=PA'npP-1
Du calcul de calcul de la premiére ligne de A", on déduit :

On obtient :

(@) ON|»—-

A’=P-1AP = {

obtient :

an:—(é) +1M2+i—(-1)"(-2+1)]
un=%(an_2 Ug+ Bpoo U1+ Yo ) o1 § Bn=5M(1-(-1)")
- (_22)n +iM[2—-4i—(=1)"(2 + 4i)]

On obtient alors :
Uzp= 5[(4p_1+ 1)P)u0+(4p 1+4(-1)r- 1)u2]
1
umHl=—ﬂ5K@;T+4GJW4)uO+10@1W4u1+(Z;3+461W4)uﬂ.

. : P K 1 nmn ._nm
On pourrait aussi présenter ce résultat sous la forme : u, = Azi+Bcos5 +Csiny .

Exercices complémentaires : solutions
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i A : rotation d’angle Zg,—n (mod 2r) mesuré autour de l'axe orienté par le

vecteur (-1,-1,-1).

B : rotation d’angle —Arc cos% (mod 21) mesuré autour de l’axe orienté par
le vecteur (1,0,1).

C : symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle R(1,4,1).

D : symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle R(1,-1,2).

v On a'A.A=], f est donc une isométrie. On note que A2=1I et comme A#], f
est une symétrie orthogonale. Le sous-espace propre relatif a la valeur propre 1 est le
plan d’équation x+y+z=0.

X a) On note que -A est la matrice A de l'exercice, il est clair que f est
I'isométrie négative produit (commutatif) de la symétrie vectorielle par rapport a

l'origine (i.e. -Id) et de la rotation d’angle ? (mod 2m) mesuré autour de (-1,-1,-1).
Elle se décrit aussi comme l’antirotation d’angle ;—t (mod 2r) dont I'axe est orienté
par (1,1,1).

b) La matrice B définit I’antirotation d’angle '23—7t (mod 2m) dont l'axe est
orienté par (1,1,1).

X Ona:
XAX)=-X3-1.
On sait que xa(A)=0, on a donc —A3=1, A est inversible et A-1=-A2. Le calcul est
immeédiat.
Xi Dans les deux cas, puisque A2= A, les valeurs propres de A sont 0 ou 1. En
effet si A est une valeur propre de A de vecteur propre x, on a :
A(x)=2ix et A2(x)=A(Ax)=AA(x)=A%x
et ainsi :
Ax =A2x

Il s’ensuit que :

. sin=2,xae {X2,X(X-1), (X-1)2}

«  sin=3,xae{X3,X%X-1), X(X-1)2, (X-1)3}

a) Cas n=2:si yy=X(X-1), A est diagonalisable et est donc nécessairement

semblable a la matrice :
00
01
C’est-a-dire qu’elle est de la forme :

[00} L
Plo1 [P

ou P est une matrice inversible. En calculant le carré de cette matrice, on vérifie que
la condition est suffisante. Lorsque ys=X2 (0 est valeur propre 0 double), A est
nécessairement semblable a une matrice :

Loo]
00
ou o appartient a C. La vérification donne o=0. Ainsi A est semblable, donc égale, 2

la matrice nulle. La résolution du troisiéme cas montre que A est semblable, donc
égale, a la matrice identité.
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En résumé, pour n=2, on obtient
. la matrice nulle

. la matrice identité

. les matrices semblables a :

[07]

b) Cas n=3: on obtient par la méme méthode

. la matrice nulle,

. la matrice identité,

. les matrices semblables a 1’une ou 'autre des matrices :

000 000
[010}011[000]
001 001

Remarque : ces résultats ne constituent pas une surprise car on a déja vu que tout
endomorphisme p, tel que p2=p, est la projection sur Imp suivant Kerp.

X1 1) Soit A une valeur propre de f et v un vecteur propre de VA3), on a:
f(g(v)) =fog(v)=gof(v) =g(Av)=2g(v),
ce qui établit que g(v) e VAL). Comme f a toutes ses valeurs propres distinctes, VAR)
est de dimension 1 et comme v est non nul, il existe un scalaire p, tel que:
g(0) = po.
On en conclut que v est un vecteur propre de g.

2) Soit x un vecteur non nul de E, il existe toujours un endomorphisme f
qui vérifie I'hypothése du début et admet x pour vecteur propre. Le point 1 nous
assure que :

Vxe E I, e K g(x)=A.x.
On montre que A, est indépendant de x. C’est immédiat pour les vecteurs coliné-
aires a x. On considere donc un vecteur y, indépendant de x. On a:
Aery(X+y) = fx +y) =fx) + fly) =ryx + Ayy.
Comme x ety sont indépendants, on en déduit que :
e = Ry =
Ainsi, Ay est bien indépendant de x et g est une homothétie.

3) Soit C I'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f. Il est
immeédiat que C est un sous-espace vectoriel de End E et comme tout élément de C
est bien défini par la donnée de n valeurs propres relativement a2 une base de
vecteurs propres de f, on a dimC =n.

Comme f admet n valeurs propres distinctes, son polynéme caractéristique
est aussi son polyndme minimal. Il s’ensuit que (Id, £, f2, ... , fi-1) est une famille
libre, elle est formé de n éléments de C qui est de dimension 7. Il s’agit donc d’une
base de C. La propriété avancée s’en déduit immédiatement.

Exercices complémentaires : solutions
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- 2
Notant o une racine de 1'équation x” =%, eto=¢' " , on obtient :
a+i=owk(b+2).
Les awk, ke {0,... ,n—1} étant n nombres complexes distincts, on peut conclure.
« Sia#b,on an valeurs propres distinctes :
: awk—qgn-1
M=bT——— , ke{0,...,n-1}.
« Sia=b, on obtient directement que :
-a est valeur propre d’ordre n-1
{ n-1 est valeur propre simple

(c) Comme n est impair, on convient que n=2p+ 1. On note la matrice A, on
vérifie que :

10
wnlo 1]
ou tous les coefficients de ] sont nuls, a I'exception de ceux, situés sur la diagonale
secondaire qui sont égaux a 1. Comme (n]J)2=n2l, le polyndme minimal de 1] est
X2-n2. On en déduit que les valeurs propres de A2 sont n et -1, avec pour ordres
respectifs p+1 et p. Les valeurs propres de A sont donc :
Vi ,—=n ,iNn ,-ivn.
On en note les ordres respectifs a, b, c et d. On sait alors que :
a20,b20,c20,d=0
{a+b=p+1
c+d=p
Avec ces conventions, on a donc :

n
trace A=vVn[(a-b) +i(c-d)] et détA=n2(-1)b jcd,
Par ailleurs, on montre que (1) :
ltrace Al=+n.
On a donc :
(a-b)2+ (c-d)2=1.
Les parités de a—b et de c—d étant celles de a+b=p+1 et de c—~d=p, on a soit :
a-b=%1, c=d et pestpair
{ a=b ,c-d==1 etp est impair
On en déduit que :
© Sim=dk+l, c=d=k et oubien | oo gy eisrt 83

=ketd=k+1 (3
. Sin=4k+3' a=b=k+1 et oubien {E:kfletd-—-k 243

Pour conclure, on utilisera le fait que:

n
détA=n2(-1)b i,
On note qu’on a, selon les cas répertoriés ci-dessus :
(_1)k+l ’ (1)

-k, (2 n
(_1)b 1¢-d = E—l;kl ) §3; dét A =n2(-1)b i,

(-Dk+1i, (4)

1 Voir un peu plus loin.
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Par ailleurs, ce déterminant de Vandermonde s’explicite comme suit :
détA= I (o5-07).
0<r<ssn-1
Orona:

s2mi  r2mi (r+s)1ti (s—r)ni (s—r)m' (r+s)m'
0S—-w'=e " —g " =g " (e L )=2ie 3 sin&nrM
Les sinus qui apparaissent étant positifs, on sait évaluer une détermination de
I'argument de ce nombre complexe :
nn-1)n o i )n
S e r+s)-.
. 2 2 0<r<s<n-1 n
Un calcul classique montre que : '
n-1 s(s—1 n(n-1)>2
3 (r+s)= 3 [s2+ (2 )]=...— (2 ) :
0<r<s<n-1 s=1
On en déduit que:
nn-1)n nn-1)>2n T T
a=""5 5+ 5 ;:(n—l)(3n—2)4—=(n—l)nn—(n-—l)(n+2)4—.
Comme (n-1)n et (n=1)(n +2) sont deux entiers pairs, on obtient :
n (n-1)(n+2)
détA=n2i 2

Or,ona:
(n-1)(n+2)
o sin=dk+1, TR opak43), i 2 = (ei)Zk= (<)
(n-1)(n+2)

o sin=4k+3, T op 1)4k+5), i 2 = i2kl=(<])ke,
On peut alors conclure. En effet, il apparait que les seuls cas possibles sont (2) et (4), a
savoir :

« Sin=4k+1, a=k+1, b=c=d=k ;

. Sin=4k+3 , a=b=c=k+1etd=k.

Il reste a justifier que le module de la trace est effectivement vVn. On pose :

T=1+0+o!+.. +00-12
Comme (n +k)2=n2+2kn +k?, on a o*k+")?= @k, ce qui montre que T s’exprime aussi
bien : ‘
T=1+o+ot+... +0m1?=@h?+ ot+1)2 4 | 4 @(h+n-1)2

Autrement dit, si / est un entier arbitraire, on a :

n-1 n-1
T= z (okz — Z m(h+k)2.

k=0 k=0
— n=1 n=1 n=1 n-1 n-1 n=1
h=0 k=0 h=0 k=0 k=0 h=0
Or,ona:
n=1 0,si w?k#1
2k\h = e
,EO(‘” ) _{ n,siwk=1"
On en déduit que :
- n, si n est impair
- 3 =
ITP2=TT ‘{n(l +(=1)?), sin est pair,n=2p -

On en tire, en particulier, le résultat attendu.
Vn , sin estimpair
ITI=yV2n, sin=0 (mod 4)
0 , sin=2(mod 4)

Exercices complémentaires : solutions












