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Algebre 1 Raisonnement mathématique.

Calcul dans R et C

e Raisonnement Par TéCUITENCE........cc.couriuereerrereeeereiteeeeseesensnssaeeanas
e Notations X et IT...ccccooeveeeeeeenn.

e Formule du binéme............. .
o Calenl dans € isiuommmmemisms e s s s e S e

Raisonnement par récurrence

Prouver par récurrence qu'a partir d'un certain rang non a: 5" > 4" + 3"

Prouver que pour tout entier n: (r>7)=(2">18(n+1))
En déduire que pour tout nombre réel x: (x>28)=(2">18x)

Montrer que pour tout nombre entier 7, le nombre n®—n est un multiple de 5.

Montrer par récurrence que tout nombre entier n supérieur ou égal 4 24 peut s'écrire sous la forme :
n=5a+7b ol a et b sont deux nombres entiers positifs.
( Distinguer lescasoil b>2etoub<1 (a>4),ennotantque 1=3x5-2x7=—4x5+3x7)

Montrer par récurrence que:

DR RCNE

a.  La somme des n premiers (a partir de 1) nombres entiers est g, , = n_(n_zj_—_l)_
b.  La somme des carrés des n premiers nombres entiersest o, , = nin4l)(dnsl)
; : n’(n+1)? 2
c.  La somme des cubes des . premiers nombres entiersest o3, = — 3 =loy,)
Déduire du (a) la somme des n premiers nombres pairs, puis celle des n premiers nombres impairs.
Retrouver ce résultat directement par récurrence.
E On considére la suite de Fibonacci définie par: ®=0 ; ®;=1 ; VrneN o, ,=0,,+0,
n
On note dans ce qui suit ¢, = Z ®, lasomme des n+1 premiers termes de la suite (&, )
k=0
a. Calculer d, et o, pourn=1,2,..,10
b.  Montrer par récurrence les résultats suivants:

7 .n
e VneN ¢,,<(Z)
* VneN o0,=9,,,-1 et o,,,=0,,,+0,+1

s VneN o, = %g[(uz_ﬁ)_(l_z_\/gﬂ

Ou est l'erreur ?

Voici trois raisonnements par récurrence donnant des résultats certainement faux... Déterminer pour chacun
d'eux quelle est l'erreur. ( On note p(n) I'hypothése de récurrence )
a. Montronsque: Vn>1 10"+1 est un multiple de 9.
En effet, 51 10"+1 =9k, alors 10"+ 1 = (9+1)10"+1 =9x 10"+ (10"+1) =9x (10" + k)
10™'+ 1 est donc bien un multiple de 9...
En particulier, pour n=1, 11 est un multiple de 9...

b.  Montrons que pour tout n> 1 : T>1<—2-+2173+"'+m=33—;2
En effet, pourn=1: 1% =% et 3;:(;2: % (donc p(1) est vrai )
Btsi pln) est vrah, lors: TG4 55+ oDt T et RO S e
Et pourtant, pour n = 4: %+é+'11—2=% alors que... 3*2%: %
c. Montrons que nous sommes tous des filles... Pour cela, nous montrons par récurrence que la propriété p

suivante est vrai pour tout n...

p(n): "Si, dans un groupe de n individus il y a une fille, alors les n individus du groupe sont tous des filles"

p(1) est évidemment vrai: (considérer un "groupe” de 1 individu comportant une fille !!!)

2 Si on suppose que p(n) est vraie, et qu'on considére un groupe de n+1 individus { E, ,E, ,E,, ... ,E, ,E
dont on sait que l'un d'entre eux, par exemple E,, est une fille...
En appliquant la propriété p au groupe { E,,E,,E,, ..., E, } puis au groupe { E ,Ey,. ,E, E, ) on
déduit que E, ,E, ,Ey, ... ,E, , E,,, sont tous des filles.

3. La propriété p étant ainsi prouvée, il suffit de considérer le groupe constitué par toute I'humanité... Ma mére
est une fille de ce groupe, donc nous sommes tous des filles.

=

n+1 l’
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Notations X et IT

5

Calculer(etcomparer):A:Z —21—1 B= 2 —21—1 C= Z 11—1 D= 2 ;Zlﬁ

nés n+ n+
n=0 0<n<5 0<n2<s 0<m2<5
5
1 1 _ 2 1 _ Z 1
s 2 7 F= L k1 O 1 H=2 724l
0<Viss 0< k%<5 0< Vpss "o
100 =
9 Calculer (et comparer): A=Y a° B= Y a" C= Y a D= Y od%
=g 0<2n <100 0< k<100 0<2p<100
E= Y ad™ F= Y a" G= Y % F= Y a"
0< m< 100 0< 2m< 100 0<2:<200 0< m< 200
m pair m pair m pair

a.  Représenter dans un tableau a double entrée les nombres a,, =m+ n® pour 1<m<4 et 1<n<4
4 4 4 2

Calculer: A=i i a;; B= a;; C= 22, a;; D=Z 42 aji
A& i 4 et 4 =

=1 =1 i=1l J=1 J=1 &
4

i 4 4
E=Z z a;; F=z 2 a;; G= z :zij H= z a;; I= . .t:ij

i=1 j=1 i=1 j=i 1ici< 1<i<js4 1< jsi<
b.  Mémes questionsavec a,,=m+n , a,,=m" et a,, =m’n
q N q E]
111 Calculer: A=2 n B=Z (a+bn) C=3Y Y mn
o =0 m=p n=r
D= Z (u;-u;,_,) E= (U1=8; 4) F= L
: i -1 : i+1 i-1 k(k+2)
m<isn m<igsn 1<k<n
- 4 N N N
S 1 (GO IR | [CORES | (COIS | (=Y
Calculerr A= 9n-3 B= - C= 1 D= 1—;1-5
n=0 n=1 n=2 n=1
N n
E=H (na) et montrer que pourn >1: 2"sin(2x—n) Hcos(%):sinx
n=1 m=1

Formule du binéme

IE a.  Ecrire le développement de (1+x)", et calculer:

n

n n n

‘:‘ k

E Ck h ‘/‘_1\;1 Ck . ; 2kcﬁ ; ,_1-k ~k cy : C?Jt . : 2k+1
o7 e TN e n ' e “n i

k=0 r=0 k=0 k=0 0<2-sn 0<2k+1<n

b.  Calculer 2(—1)"023"(1”)“""";"
k=0

c. Caleuler,pourn>0: - > kC: 3 k(k-1)C: Y ¥ L
k=0 k=1

n

d.  Montrerque C; = 3, (Ch)? (Utiliser (1+x)")

n

a.  Montrer que pour p <n: Z C: ot ( Que signifie cette égalité sur le triangle de Pascal ?)

n+l
k=p
n n n
Endéduire les valeursde 0, ,= Y & 0,,=3 K  o5,= Y & (cfex n° 5)
.S k=1 k=1
) m-1
b.  En utilisant le développement de (1+k)™, montrerque: (1+n)" - (1+n)= z ( C: Op.n)
k=1

n
(ou 0, , = Z q}' ) . En déduire une troisiéme maniére de calculer Oi1n » Opn » O3,
g=1
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n
Montrer par récurrence sur n que pour m > n z (-1)"*Cp,q = C:;
k=0

( Interpréter cette égalité sur le triangle de Pascai, par exemple pour m=3,n=2)

Calcul dans C

2in
Dans cet exercice, a,f,7, ++- sont supposés étre réels. Comme d'habitude, j=¢ 3
Mettre sous la forme "a +ib" les nombres complexes suivants: ()

% _a+iff  a-if _ cosB+isiné _14j
A=1ai B=pviaTpoic  C=cosp-isino D=15
Calculer le module et l'argument ( donner le résultat entre 0 et 27 ) de:
E=ij? F=1-iV3 G:(l’l”Tﬁ) pour n = 21, 22, 23, 24
i6 6
;i e -1 e -1
Pour 6€]0;2n[;9e]0;2n[ H=¢"-1 I== ==
¥ e’+1 e¥-1
Calculer la puissance 6-iemede: K=1+i L=1+j
_1l+itané n
M’-l—itane (Gae2 (mod m))
_1l+cos6+isiné

= —cosf—isind (60 (mod2n))

Racines cubiques de l'unité... Vérifier les formules suivantes:

VzeC (z41) (z+7) (z+72) = (142) (14j2) (1+j%2) = 2°+1
V(u,0)eC®  u’+0®=(u+v)(utjv) (u+i?v)

Y (u,0,w)eC® 2(u+jvtjlw) (u+jv+jw) = (u-0)? + (v-w)? + (w—-u)?

Résoudre les équations suivantes (Trouvez toutes les solutions, représentez les graphiquement dans le plan):

P wi 2=y z”:ﬁ =167 Fes £=9E
22+2+2=0 2’ +(3+42i)z+1+3i=0 2*-2zc0s6+1=0 (6eR)
(22-4z+5)2 +(z+1)2 =0 22-2z¢%+1=0 (6€l0;n[)
2 +22+41=0 1+z+22+eee42"=0 (z4i)"=(z=i)" (nentier,n>2)
(z+))% + (z4)2(2=1) + (2+5) (z=1)* + (z2-1)* =0

|z|=|§ =11z

Soit x e R —2nZ. Montrer que::

n cos (%)sm((i';li) . sin (%)sm((n;l)x)

2 coskx = et sinkx =
i X « X
k=0 szn(i) k=0 sm(i)

On considére les sommes suivantes: A= C,? + C: + ... B= C: + C: + ... C= C: S C: + ...
Calculer A+B+C, A+jB+j2C ,et A+jZB +jC et en déduire les valeursde A, B, C.

Comment feriez-vous pour calculer: C: + C: - Cf+

Linéarisation de polynémes trigonométriques
3

Montrer que: cos’x =%( 3 cosx + cos3x ) sin’x =% (3 sinx — sin3x )

Exprimer comme combinaison linéaire des cospx et/ ou des sin gx: A=cos’0sin®® B =cos0sin'e

Calcul algébrique
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Algebre 2 Calcul vectoriel élémentaire
Géométrie analytique

¢ Produit scalaire, produit vectoriel, déterminant..................ccccueeee.
e Géométrie analytique plane.............cccceeennee. -
® Géométrie analytique en dimension 3........ccc.cceeeiieeiireeeiivieiieennsn

Les exercices de ce chapitre constituent une mise au point sur les outils courants de la géométrie analytique dans le
plan et dans l'espace. L'aspect "physique” (les figures) y est prépondérant, les aspects formels délibérément réduits au
minimum.

Dans les exercices de ce chapitre, V désigne l'ensemble des vecteurs du plan ou de l'espace (euclidien), et les repéres
assumés par les énoncés sont toujours orthonormaux et directs (Bonhomme d'Ampere !).

On parlera plutét de coordonnées d'un point et de composantes d'un vecteur, sans se poser de question métaphysique
sur les structures affine et vectorielle. Les vecteurs sont les "vecteurs libres” de la physique, et deux vecteurs sont
égaux lorsque leurs composantes sont égales...

Dans le méme ordre d'idées, on ne parlera pas de base, mais on parlera des "vecteurs de base" au sens "vecteurs qui
constituent le repere”, étant entendu que tous les étudiants savent qu'un vecteur se décompose de manidre unique
comme combinaison linéaire des vecteurs de base...

La dimension est simplement le nombre des vecteurs de base. La norme d'un vecteur est sa "longueur”.

eee  Supposé connu (& vérifier !... Faire le point le cas échéant... Certaines propriétés sont proposées en exercice):

* Produit scalaire: 7T = {H llscos6 = uyuy +vyvy (+uzvg pour des vecteurs de l'espace)
Propriétés essentielles:
- Linéarité par rapport a chacun des vecteurs. % +(0+W) =00+ 2 +0 @+0)w = 2B+ o
- AT)T= AT =2 T
- Commutativité: 70 = 0w
(BT =0) = ( W=7 ou v=0 ou BIV)
e Produit vectoriel: N Uy Ug—Ugly
U AU a pour composantes: Ugly — Uy Vg
Uy Uy = Hg by
On peut définir W= UAT par les propriétés suivantes: W=0 si(Z=0 ou =0 ou w/T)
- WLV et WLV (W est perpendiculaire au plan ( 7 ;7 ))
(7 ,_5'.'13 ) est direct ( Bonhomme d'Ampere )
- - - - ] "
-l wav=| ullell v|-|sin6| (o 6 estl'angle des deux vecteurs )
Propriétés essentielles:
- Linéarité par rapport & chacun des vecteurs. - UANTHD) = AT+ AT (B+0)AW = TAD+ DAw
e PP —
- Au)av = uA(AVv )= uAv
- Anti-commutativité: TAw =— WAv
= 5 o - = -5 - =,
-(uAv =0 ) e (u=0 ou U=o0_ ou u/l v)
e Déterminant de 2 vecteurs du plan det(@,0) = | Zl+]| ¥ fl-sin 6 = Uq vy — vy Uy
Propriétés essentielles: - Linéarité par rapport a chacun des vecteurs.
- Anti-commutativité: det( 7, %) =- det(@,7V)
... Aspect géométrique: - | det(@,7)| est l'aire du parallélogramme construit sur (7, 7)

-(det(?,T;’):O)u(Tf:? ou D=0 ou uiT)

e Déterminant de 3 vecteurs dans l'espace (produit mixte)
Ug Uy Wy

AT )W = | Up vy wy
Us Uy Wy

det(@, 7, W) =(%
= U UgWg + UgUg Wy + Ug Vg Wy — UgUg W — Uy Vg Wy — Ug ¥y Wy (Développement de Sarrus)
=uy (Vowg —vgwy ) + Uy (Vawy —v w3 ) + ug (Vywy — vyw, )
(Développement suivant le 1°7 vecteur, la 1¢™¢ colonne )
=uy (vgwg —vgwy ) + vy ((Woug —way ) + wy ( Uyvg — ugvy )
(Développement suivant la 1°™¢ coordonnée, la 1°7¢ ligne )
Propriétés essentielles:

- Invariance par permutation circulaire sur les vecteurs: det(7, VW) = det(V, 0,7 ) = det( w,7.7)
ou encore: (?A?)-E’:(?AE’)-?:(E’A?)-?
D'od : (F’A?)-E’:(?A_w’)-?:? (TAD)

... Les autres sont des conséquences de ce qui précéde, et des propriétés du produit scalaire et du produit vectoriel:
- Linéarité par rapport a chacun des vecteurs...

- Changement de signe par échange de 2 vecteurs Par exemple: det(?,?,?v’ )=—det( 7,74’,_w’)
- Développement par rapport a une ligne ou & une colonne (ramenée en téte par permutation circulaire)

... Et aussi ( aspect géométrique ).. | det(Z,7,@) | est le volume du parallélipipéde construit sur (%, 7,%)

-(det(2, 7, @) >0) e ((&,7,8) est direct (Bonhomme d'Ampére) )

-(det(@, ¥, W) =0) = ((¥,V,%) sont coplanaires )

... On peut aussi citer l'invariance par transposition du tableau, mise en évidence par le développement de Sarrus)

Yy Uy Wy Uy g Ug

-
det(?,?,—w’) =(;’AU )-E}’: Uy Ug Wy | = Uy Uy Vg
ug vz Wy Wy Wy g
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Vecteurs du plan et de I'espace. Produit scalaire, produit vectoriel, déterminant

[1]

a.

Produit scalaire

¢
Montrerquepourtoutvecteur,?(y)deV: x=(7.7) y=(7-7) z=(7.F)
z

Que représentent x, y,z lorsque T est un vecteur unitaire ?

1
Quels angles (val. approchées) font avec les axes du repére les vecteurs 7 | 2
2
Le globe terrestre étant assimilé a une boule de rayon p=6000 km, calculer la distance d (& vol d'oiseau) entre
long. p= 5° long: ¢' =—40°

les points A et B définis par leur longitude ¢ et leur latitude i: A lat 2 =60° et B lat A'= 45°

(Exprimer en fonction de p,¢,A,¢ et A’ les coordonnées de A et B dans un repére R= (0,7’,7,73) ) ou O est le
centre de la terre, ol l'axe (O,Tz’) passe par le péle nord et l'axe (0,7 ) par le méridien de Greenwich. En

- =
déduire la valeur de l'angle 6 = ( OA, OB)... Réponses: cos6 =cosA cosi’ cos(¢—¢') + sinA sini’.

1+V6

Avec les données ci-dessus: cos 6= 4 )

Montrer que la projection orthogonale d'un angle droit (7,7 ) sur un plan (par exemple sur le plan (0,7,7))
est un angle droit si, et seulement si, I'un des vecteurs % ou 7 est paralléle au plan.
(Décomposer Zet7 en X =1 + 4 Fet 7= e % on %, et 7] sont paralléles au plan (0,7,7))

Equation @-% =b (dans le plan). On suppose @ =70
Solution "géométrique"”: Vérifier que les solutions sont les vecteurs ¥ qui se projettent orthogonalement sur @
selon le vecteur aé? ,olta = || 2| est la norme (la longueur) de 7.

-
Si A est un point donné du plan, vérifier que l'ensemble des points M solutions de I'équation @ .AM = b est

une droite A dont on précisera la position. Si on note ( g ) les composantes de @, et ( ‘Z ) les coordonnées
de A, donner l'équation de A. Application: A ( % ) et @ ( 'i ) (Equation de A ?)
Inversement, étant donné une droite A d'équation ux+vy+w=0 et un point A ( Z ) , comment choisir @ et b

-
pour qu'on puisse considérer A comme l'ensemble des points M tels que @ -AM =5?
Retrouver ainsi que le vecteur 77 de composantes ( 1;) est orthogonal & A, et que la distance de A a la droite
A est donnée par la formule: d(A,A)= |zpsvgtw|

u +v
Mémes questions qu'au (a), mais en dimension 3. (Adapter I'énoncé... Exemple: Distance d'un point a un plan)

Produit vectoriel (espace)
1 (4 \
On donne les vecteurs 7 (2) et 7|0 | Calculer les composantes de @aT

\3 \3,

Etablir I'identité de Lagrange: (ax+by+cz)? +( bz—cy)2+( cx—az)2+(ay—bx 2=(a?+b%+c?) (22452 +2%)

Equation 2= (2=+7)

Solution "géométrique”: Montrer que cette équation ne peut avoir de solution que si AN

Montrer que si X, est une solution, alors tout vecteur 5 = Xy + AT est aussi solution.

Prouver enfin qu'il existe une unique solution ?; (bien siir, si @L7B) telle que ?:, LT et E'(’, 17

A étant un point donné dans l'espace, et T étant un vecteur orthogonal 3 @, déduire de ce qui précede que
I'ensemble des points M solutions de l'équation ?AA_XJ =T est une droite A paralléle a @, orthogonale a T;,
telle que ||—5' I = ||7 | d(A,A) (o d(A,A) représente la distance de A a la droite A) et telle que pour tout
point P de A (en fait, il suffit que ce soit pour un seul des points de A) le triedre ( ?,B’,?) soit direct.
Application: Soit A une droite donnée par un point A et un vecteur directeur @, et un point M du plan.

—)
Montrer que la distance d(M,A) de M i la droite A est donnée par la formule: d(M,A) = @M_}L
el

0 1
Calculer la distance du point M | 1 |2 la droite D= (AB) ou A ((1;1:0)) et B| 0 ) Retrouver ce résultat
1 1

géométriquement en notant que le triangle ABM est équilatéral (compléter le cube d'arétes paralléles a
777{ construit sur les points O, A, B, M)
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Soit 7 un vecteur unitaire. Caleuler | 7a7 |2+ || 727 12+ 7% |I2.
En déduire que toute droite du plan fait avec I'un au moins des axes un angle au moins égal 4 l'angle a défini

par sina= ‘\’ % Donner un exemple de droite faisant avec les 3 axes un angle égal a a.

Déterminants 2 x 2 ( Repeére orthonormé R = (0,7, 7))

Soit ABC un triangle. Prouver que: det(.?B R‘ )= det(i}z‘,E’A ) = det(a ,C—';i)
En déduire la "loi des sinu_s".' Si onnote a, B, ¥ les angles du triangle, et a, b, ¢ les cétés respectifs BC, CA, AB,
on a la relation: oL L =Sy
T a b c
de - —
Vérifier que l'aire du triangle ABC est: t(? ACH.

Application: A ( i ) ,B ((1) ) ,C ( _12 ) . Quelle est l'aire (.lu triangle ABC ?

On fait subir au triangle ABC de la question précédente une homothétie de rapport k, et de centre quelconque.
Quelle est l'aire du triangle A’B’C’ obtenu ?

Systéme de 2 équations linéaires a 2 inconnues. Formules de Cramer
ax+ by=c¢

a'z+by=¢c s'interpréte d'une part comme la recherche de l'intersection de deux

Le systéme d'équations {
droites, d'autre part comme équation vectorielle x @ + y—g = 7 ou les vecteurs 7@ , I3 ,T sont définis par
leurs composantes: @ (:,) B (g,) z (g,)

Intersection de 2 droites: Vérifier que pour qu'il y ait une solution unique il faut et il suffit que det (@, ?) =0
Equation vectorielle:

Si (x,y) est une solution du systdme, prouver que: xdet (@, ? )= det (T, 3’) ; ydet(d, _b) )= det (@, )
En déduire l'expression de la solution lorsqu'elle est unique.

Produit mixte et déterminants 3 x 3.

Calculer par la méthode de Sarrus les déterminants suivants: A=

= B DD
o

ro b co

|
B Co -
CUNE )
MW

Prouver que det(T+a7 +pW .7, 8 )= det (L, 7,3 )

(On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres)
Retrouver que det( 7,7,3 ) est nul si, et seulement si, les 3 vecteurs sont coplanaires.

Montrer que det ( 7+?,?+?.?+?)=2 det ( Tz’,?.?)

Systeme de 3 équations linéaires a 3 inconnues. Formules de Cramer
Vérifier la formule du double produit vectoriel: V (7,7,_13 ) BB )= (Z-W)T - (7O

En déduire que: V (7,7, 2.7) (ZaPA(ZaT) =det (2,7, 7)7 —det (2.7.2)7

puisque: V (@, 7, 2,d) det(2,5.0)d =det(3,8.2)T +3det (7,3, 2) B +det(2.5,0)7
ax+ by+ cz=d ‘ —
Le systéme (S){ a'x + b'y+ ¢'z=d' s'interpréte comme équation vectorielle x @ +yb +20=d
a'x+b"y+c'z=4d"

a b ¢ d
en notant ?,?, ?,? les vecteurs de coordonnées @ (a' ) T)’ (b' ) z (c’ ) 7 (d)
a" b po a"

On suppose dans cet exercice qu'on est dans le cas ou det ( '3,—5’,?) #0

Déduire de ce qui précéde que si det ( 7,?,?) # 0, le systeme (S) a alors au moins une solution, donnée par:
s —
=det(?'_5:c) det(?i?) L _det(@ i?) (Formules e Cramer)
det(d,5,7) det(d,5,7) det(2,5,7)

Inversement, montrer en calculant le déterminant det ( ?,—5),?) (et les déterminants analogues) que si (S) a
une solution, ce ne peut étre que celle que donnent les formules de Cramer. Conclure.

2x+ y+2z2=0 % +2z=3
Applications: (1) { 3x+ y+z=1 (2) { =

x+2y+z=2 x+y =T

Les formules de Cramer seront généralisées dans le M2, on peut toutefois d'ores et déja noter 1'analogie avec la
résolution d'un systéme de 2 équations a 2 inconnues:
ax+ by=c¢
a'x+by=c

Soit le systéme d'équations { , interprété comme équation vectorielle x @ + y T .

On a vu dans un exercice précédent que si det (@, ? )# 0, ce systéme admet une solution unique donnée par:

L, det(2.%) y o det(@ )
det(2, ) det(2,3)

Dans tous les cas, le dénominateur est le déterminant des vecteurs qui forment le premier mambre de
I'équation, et le numérateur relatif a chacune des inconnues s'obtient en remplagant le vecteur (la colonne)
correspondant par le vecteur (la colonne) second membre de I'équation vectorielle...
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Géométrie analytique plane

a.
b.
{3

d.
.
f.

a.
b.
C.

d.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé R = (0,7",7) soit les points A ( 2 ) . B( 101 ) ,C ( _12)

On note A', B', C’ les milieux respectifs des cétés BC, CA, AB du triangle T = (ABC), et I son cercle circonscrit.
Calculer les coordonnées des points A', B, C', et celles du centre de gravité G du triangle T

Donner les équations des hauteurs de T, et calculer les coordonnées de son orthocentre H.

Donner les équations des médiatrices de 7, et calculer les coordonnées du centre Qde I'._

Vérifier que Q, G, H sont alignés (droite dEuler de 7), et qu'on a la relation: GH = -2 GQ

Donner les équations des tangentes a 'en A, B, C

Montrer que 1'équation de T est: %+ ¥y - %gx + ';-y + 57—5 =0 , et que son rayonest: R = %

On note 7 le cercle d'Euler de T, homothétique de I par I'homothétie de centre G et de rapport —%

Justifier que y a pour centre le milieu @ de QH, et donner son rayon p, puis son équation.
Vérifier que y passe par les points A', B', C’, par les pieds des hauteurs de 7, et par les milieux des segments
AH, BH, CH.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé R=(0,7,7) on considére les points A ( _61 ) ,B ( g ) ,C (g )

Calculer les composantes de vecteurs unitaires :, —B _y) portés par les cétés respectifs BC, CA, AB du
triangle.

En déduire des représentations paramétriques et des équations des bissectrices intérieures du triangle ABC,
vérifier qu'elles sont concourantes, et déterminer les coordonnées de leur point d'intersection I.

Vérifier que les distances de I aux c6tés du triangle sont égales, en déduire que I est bien le centre du cercle y
inscrit dans le triangle ABC. Donner l'équation de 7.

Calculer les coordonnées des points de contact P, @ , R de y avec les c6tés BC, CA, AB (projections de I sur les
cbtés). Vérifier que les droites AP, BQ , CR sont concourantes en un point G (Point de Gergonne)

Les bissectrices Al, BI, CI recoupent les cités respectifs BC, CA, AB du triangleen A, B', C".

AB _AB BC_BC CA_CA

Vérifier analytiquement les égalités: AC=AC BA=BA CB=CB

Géométrie analytique en dimension 3

[13]

Dans l'espace rapporté a un repére (orthonormal) on considére le plan P passant par les trois points suivants :
A:(1,-1,2), B:(2,1,-1), C:(-1,1,1)

Déterminer une équation cartésienne et une représentation paramétrique du plan P, ainsi que des équations

de ses traces sur les faces du repére.

On note U, V, W les intersections de P avec les axes du repére. Evaluer (valeur approchée) les angles du

triangle UVW.

3x+2y+ 2= 1
x+2y+3z=-1

sont les équations cartésiennes d'une droite dont on écrira une présentation sous forme paramétrique.

Caractériser cette droite par la donnée d'un point et d'un vecteur directeur.

Vérifier que dans l'espace rapporté a un repére les relations suivantes :

Equation d'un plan: une "formule"...

(non nuis et non colinéaires)

() = (2 o 2
< U | & U ot |
u

Soit P un plan donné par un point A k:3 |, et deux vecteur | e 4
) )

v)

_)
Montrer que pour qu'un point M appartienne a P, il faut et il suffit que: ( ZA7)-AM =0
u v x-a
En déduire que l'équation du plan est donnée par la formule: u v y-B | =0

1" 1"

u' v oz—y

1 -1
Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé R= (O,?.—f ,'Tz) ) soit les points A (0) ,B ((1)) ,C (8) ,D (—1)

0 0 1 -1
Ecrire 'équation des plans (ABC) et (ABD). Comment obtenir simplement les équations des plans (BCD) et
(ACD) a partir de celle de (ABD) ? (utiliser la symétrie des données)

Donner une valeur approchée de 1'angle 6 des plans (ABC) et (ABD) (Rep: cos6 = L )

V33
Calculer la distance de D au plan (ABC), et celle de C au plan (ABD).
Donner des représentations paramétriques et des équations de la perpendiculaire d abaissée de D sur le plan
(ABC) (Hauteur relative au sommet D du tétraédre), et de la hauteur ¢ relative au sommet C.
Montrer que c et d se coupent en un point H dont on déterminera les coordonnées. Vérifier que la droite (AH)
est orthogonale au plan (BCD), et que la droite (BH) est orthogonale au plan (ACD).
En déduire que les hauteurs du tétraédre (ABCD) sont concourantes (tétraédre orthocentrique).
Montrer que les hauteurs b et ¢ du tétraédre (OBCD) se coupent en A, mais que ses hauteurs ¢ et d ne sont
pas sécantes, et que donc le tétraédre (OBCD) n'est pas orthocentrique...

page 124

Calcul vectoriel élémentaire et géométrie analytique



a0 o

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé R:(O.?,?,Tz’ ), on considére deux droites d et d' définies

chacune par un point et un vecteur directeur: d (A,%7), d' (B, 7 )

. — -
Soit M un point de d, et N un point de d'. Montrer que : det( 2. 7.MN)= det(Z,7,AB)
Justifier que la perpendiculaire commune 2 d et d’ (dont on supposera l'existence) a pour direction ZA 7

-
En déduire que la distance entre d et d’ peut étre obtenue par la formule: §(d.d’) = det (U, 7.AB)

| ZaT |

Expression analytique de quelques transformations géométriques

Dans l'espace rapporté a un repére on considére les points A, B, C, U, V de coordonnées :
AQ1.2,2),B(2,1,1),C2,-3,-1),U(1,2,-1) et V(3,1,1)

On note P le plan (ABC) et D la droite (UV)

Vérifier que P et D ne sont pas paralléles.

Soit M (x,y,z) un point quelconque. Déterminer les coordonnées des images de M par:

. la projection sur P suivant la direction de D,
. la symétrie par rapport a P suivant la direction de D,

la projection sur D suivant la direction de P,

. la symétrie par rapport a D suivant la direction de P.

Mémes questions, en remplagant D par la perpendiculaire 4 P passant par le point W (1, 2, 3).
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Algebre 3 ) Résolution de systémes d'équations linéaires.

Méthodes pratiques

e Résolution de SYStEMES.........ccueviieeererieriiiiiicecie e
o Systémes échelonnés. Rang..........cccccoeeennennnen.
e Applications géométriques, algébriques, etc

Résolution de systéemes

[Z} Pour chacun des systémes de 3 équations a 3 inconnues ci-desous,
¢ Résoudre le systéme par la méthode du pivot de Gauss
e L'interpréter vectoriellement, et, si le déterminant est non nul, le résoudre en utilisant les formules de Cramer
¢ L'interpréter géométriquement comme intersection de plans

2x + 3y+ z= 1T x+2y-3z=-1 x+2y-3z= 6
(A){ x— y+ 2z=-3 (B){Sx- y+ 2z= 17 (C){2x— y+ 4z = 2
3x+ y—- z= 6 S5x+3y—-4z2= 2 4x + 3y - 2z = 14
x+ y—- z=1 x+ 2y—- 3z=a X - 3z=-3
(D) {2x+3y+az=3 (E) {2x+6y— 11z = b (B) {Zx—my— z=-2
x+ay+ 3z=2 x-2y+ Tz=c¢ x+ 2y+ mz= 1
[_T_} (a+1)x + ¥+ z = a’+3a
Discuter et résoudre en fonction du paramétre a: (A) { x + (a+1)y + z = a®+3q?
x + ¥y + (a+1)z = a*+3d°
x - y + z - t = 2
x + by + b2z + B3t = b
Et en fonction de b: (B) bx + by + bz + t = b
¥x + by + 2z + bt = b
B¥x + y + bz + bt = p

2in
E a.  Soit le systéme suivant d'inconnue (x,y,z) € C°, de paramétres (a, b,c ) € C°, etou j=e?3

x+ y+ z=a
(S) x+ jy+ fz=0
X+ Jy+ jz=c¢

Résoudre ce systeme de 3 facons différentes: par la méthode du pivot de Gauss, 4 l'aide des formules de
Cramer, et a l'aide de combinaisons linéaires astucieuses (ne pas oublier la vérification !)
Comment choisir a, b et ¢ pour que la solution soit réelle ?

x + ¥y + l‘z = 3
b.  Etudier le systéme: (T X+ Jjy+ Jjz= m de paramétre m € C
x + Jj'y + z =2m

Comparer avec le systéme (S)...

E a. Soit le systéme suivant d'inconnue (x,y,z,t) € C’, de paramétres (a, b, ¢ ,d ) € C*
X+ y+z+t=a
x+iy—z— it=b
xX-y+2z-t=c
x—iy— z+ it=d
Résoudre ce systéme de 2 fagons différentes: par la méthode du pivot de Gauss, et a 'aide de combinaisons
linéaires astucieuses (ne pas oublier la vérification !)
Comment choisir a, b, ¢, d pour que la solution soit réelle ?

Systémes échelonnés. Rang

[s]

Pour chacun des systémes suivants, réduire le systéme par la méthode du pivot. Préciser le rang r, le nombre
d'inconnues principales et libres, et résoudre le systeme...

;Ig;+3;;1§ x4+ 2y - 2z+ 3u= 2
() _ B) 2x + 4y - 83z + 4u=5
St By =42 = 13 51 +10y — 8z +11u = 12
2x + 6y + 2z = 22 T ¥ 10y = B Fdlp =
2x + y -2z + 3t=1 x+ y-2z+ u+3 =1
) {3x+2y— z+2t=4 (&) {Zx— y+2z+4+2u+6v= 2
3x + 3y +3z2-3t=5 3x + 2y — 4z -3u-9v = 3
x4+ 2y +3z+ 4t+5u+6v = 1
2x + 3y + 4z + S5t+6u+ v = 2
(ed 3x + 4y + 5z + 6t+ u+2v = 3
€ 4x + 5y + 6z + t+2u+3v = 4
5x + 6y + z+ 2t+3u+4v = 5
6x + y +2z+ 3t+4u+5v = 6
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[e]

X+ X+ X3+ e+ x, = 2
X+ 2xy + 2x3 + + 2z, = 2
Résoudre le systéeme suivant : % + 2xy + 3x3 + + 3x, = 2
% + 2% + 8x3 + o+ + nx, = 2
Axy + X + X3 + 0 + X, = a
N . X, + AXy + X3 + e + X, = @
Résoudre le systéme suivant : 1 2 4 " 2
X+ X + X3+ e + AX, = a,

ol A etles a; sont des nombres complexes donnés.

Applications géométriques, algébriques, etc.

[s 1.

Discuter l'existence des solutions du systéme: { '

ol on suppose que (a, b, ¢) sont non tous nuls, ainsi que (a’, &', ¢').
Distinguer tous les cas possibles de la résolution, et donner une interprétation géométrique des résultats.

ax+ by = d
Méme question pour un systéme de 3 équations & 2 inconnues: a'x+ b'y= d
a"z 4+ By = @

Ce systéme peut s'interpréter dans le plan, ou dans l'espace ( coefficients c=c¢'=¢”" =0 ).
Pour chacun des cas possibles de la résolution, donner sa signification pour les deux interprétations
géomeétriques, et préciser le rang du systéme.

Résoudre les systéemes suivants dans C™:

X=ax, + b X+ X =20
X3=ax, + b X + X = 24,
4 (B) (distinguer suivant la parité de n)
x,=ax, 1+ b X+ x, = 2a,
xn=ax, + b x, + x = 2a,

ol a,b etles a; sont des nombres complexes donnés.

Etant donné n points M, , M, , ++- , M, dans le plan, existe-t-il un polygone (de n c6tés) dont ces points soient
les milieux des cétés ?

On justifiera que si n est impair, il existe une solution unique & ce probléme. Par contre, si n est pair, il y en a

. e = — — ey
une infinité ou aucun, selon que le vecteur v = MM, + MM, + -+ M, ;M est nulounon...

On note R,[X] I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 2.

Atout polynéme P=aX’+bX +c de R,[X] , on associe le polynéme F(P) =2 (X+1) P— (X* -1) P’
Montrer que si P € R,[X] alors F(P) e R,[X] .

Déterminer les éléments non nuls P de R,[X] pour lesquels il existe un réel A tel que F(P) = AP.

Résoudre successivement les trois systémes suivants :
20x + 19y = 39 { 20x + 191y 4 { 20x + 19,1y = 39
21y + 20y = 4,1 21x - 20y = 4,1 209x + 20y = 4,1
Quelles conciusions en tirer sur la stabilité des solutions d'un systéme dont les coefficients sont donnés par des
valeurs approchées ?
Donner une explication géométrique du phénomeéne.

il
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Algebre 4 Matrices

Technique élémentaire............ccccuevuiviiiiieiniiiniiiiire e
Quelques sujets d'étonnement....................
Matrices carrées. Polynémes de matrices.......
Matrices carrées particulieres.............c.cccueee.
Matrices échelonnées. Rang d'une matrice
Inverse d'une matrice carrée ...........c.ccooueueenn.
Quelques applications du calcul matriciel

Notations:
e M, ,(R) (resp M, ,(C)) désigne I'ensemble des matrices mxn (m lignes , n colonnes) a coefficients dans R (resp C)

M, (R) (resp M, (C)) désigne l'ensemble des matrices n x n (matrices carrées d'ordre n ) a coefficients dans R (resp C)
Si le choix de R ou C est indifférent, ( ou s'il n'y a pas d'ambiguité ), on note simplement M, , ou M
* O, , (resp. O, ) désigne la matrice de M, , (resp.de M, ) dont tous les coefficients sont nuls.

S'il n'y a pas d'ambiguité sur m et n, on note simplement O.
e ], désigne la matrice unité de MM, ; S'il n'y a pas d'ambiguité sur n, on note simplement /.

Technique élémentaire

7 2 -2 -2
Calculer tous les produits A; A; possibles, en présentant les résultats dans un tableau a double entrée.
(conseil: placer A; en ligne, A; en colonne du tableau).

@ 1 2 3 0 1-1
On donne A = 2 5 7 et B=| 4 -3 4

3-3 4

+B

1 9-5 1 2 3 1-1 0
Ondonne A= { ( _3 2) Af(-%-f) A3=(6—2 3) A,,:(l) A= (7 2 4).

-2-4-5
a. Calculer: A+B,A-B,5A-7B,A-B,B-A,"(A+B),'A+'B,'B+'A,%A.B),'A.'B,'B.'A
b.  Calculer: A%, B?, (A+B)%,A%-B? A’+2A.B+B%, (A+B)-(A-B)

c.  Caleuler: A- A% A%. A A. A° A% A,(A%)"
Justifier ces résultats en parenthésant ces expressions et en utilisant l'associativité du produit.

E 1.  Soit A la matrice : A= ( % :% ? _g Calculer ‘AA etAA .
2. SoitA €M, ,. Montrer que ‘A.A et A’A sont des matrices symétriques.

Quelques sujets d'étonnement

1-3 2 1 4 10 2 1-1-2
2 1-3 B=({2 1 11 C=| 3-2-1-1
4 3 -1 1-2 1 2 2-5-1 0
B

(alorsqueB=C)

E On donne A = (

Vérifierque: A. C
Noter que: A-(B-C)=0
m

( On notera O toutes les matrices dont tous les coefficients sont nuls, de dimensions adéquates, bien siir )

1-1 1 123
E Soit M=| -3 2-1 N=| 2 46 Vérifierque: N-M#0O maisque M-.-N=0
-2 10 123
(5] 2 33 3
Soit D=|2 0 1 Vérifier que : D=0 mais que D?2%0
8 6-2
2-3-5 -1 8 5
a. Soit P=|-1 4 5 Q= 1 -3 -5 Vérifierque: @:P=P.-Q=0
1-3-4 -1 3 5
b Montrer que: (P+ Y=P+@? et que, plus généralement: VYn>1; (P+Q)"=P"'+@Q"
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Matrices carrées. Polynomes de matrices.

On donne: D= ( g _; Calculer P(D) dans les cas suivants:
P=X?+X Q=X*+X+1 Vérifier que D annule le polynéme X2 - 14

a.  Montrer que si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre:
E e ((A+B)*= A’+2A-B+B’) & (AetBcommutent)
e (A’-B’=(A+B)(A-B)) < (AetBcommutent)

b.  Montrer que si A et B sont deux matrices carrées (réelles ou complexes) de méme ordre, et qui commutent :
. VYn>0 A.B"=B" A (Acommute avec B")... Par convention: B’ =]
. Vm>20;Vn>0 A".B"=B".A™ (A" commute avec B" ).
. Si P et @ sont deux polynémes de R[X] (oude C[X]): P(A)-Q(B) =Q(B)-P(A)

b.  Montrer que si A et B sont deux matrices carrées (réelles ou complexes) de méme ordre, et qui commutent :

. La formule du binéme est licite: (A+B)" = Z C: Apr+
k=0

. Sienoutre A:B=B:A=0, alors: Vn>1 (A+B)"= A"+B"

01 0
b. Seit B= (-1 | } Calculer P(B) lorsque P est le polynéme: P=X°-1

001
100

En déduire un calcul simple de: W= Y B*
k=0

a. Soit A= ( _f _? ) . Calculer P(A) lorsque P est le polynéme: P=X>+X+1

n
En déduire un calcul simple de: U=A*+2A%+A? etde V= 2 C: ArtE
k=0

c. Soit M = (gg).VériﬁerqueMannulelepolynéme: X2- (a+d)X + g Z I
. 11 1-1
[11] Résoudre dans M, (R): M2+M=(1 1) M’ -2M= ( 0 1 ) M’=-1 M +M=1I
@ b agprp
Soient trois réels p, g, r, vérifiant : p2+ ¢? + r2 =1. On considére la matrice: A=| pg ¢° rq
2
pr gr r

et on pose B = I;—A. Montrer que A%= A et en déduire AB, BA et B2.

. . L _ cos@ —sin@
@ Pour tout nombre réel 6, soit A(6) la matrice : A(8) = ( dind conl J°

b. Montrer que V6,V ¢; A(8) commute avec A(p) et que: A(6) - A(p) =A(6+ ¢)
b Montrer que A(6) est inversible pour tout 6 et que [A(6)] = A(-6).

c. En développant [A(6)+ A(—6)]" , montrer que l'on peut déterminer cos"6 en fonction de cosinus d'arcs
multiples de 6.

001
b 1% Soit A = ( 10 3 } Calculer A?et A® et résoudre dans R l'équation: xI;+yA+ zA? = 4°
010
En déduire que A est inversible, et calculer A™
2. Montrer que toute matrice A € M, | (R) et vérifiant une relation du type:
agl,+a,A+ayA% + .. +a,A"=0 o g;eR et ay=0
est inversible, et calculer son inverse.

Matrices carrées particulieres.

1 5-2 2-3 8 -3 0 0
a.  Ondonne: T1=(0—3 4) T2=(0—4 6) T3=( 7 4 0)
1-2-1

0 0 7 0 0 1
Caleuler: T,.T,, Tp. Ty, T1.Ty, (T,.Tp=T,. T, )"
c Montrer que le produit de deux matrices carrées d'ordre n triangulaires supérieures (resp. triangulaires

inférieures ) est une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure).

2 5-1
Soit A la matrice : ( 0 2 3 ) Calculer A" en remarquant que A=2/+B.
00 2
@ Soit A et B deux matrices carrées symétriques. A quelle condition la matrice A - B est-elle symétrique ?
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101
110

1. Calculer A%et vérifier que: A=A +21.
En déduire que A est inversible et exprimer A’ en fonction de A et de I.
2. Vérifier que pour tout n e IN*, A" peut s'écrire sous la forme: A"=u A+ v, I ouu, etv, sont réels.
3. Onpose: a,=2u,+v, ; B,=u,-v,.
Calculer (a,,,,B,,;) enfonctionde (a,, B, ), puis u, et v, en fonction de .
4.  Calculer A".

s.,()

11 1 _
a. On considére la matrices A = ( 1 JZ jz) et A la matrice conjugués de A (dont les termes sont les
177
_ X+ Y+ z=a
conjugués de ceux de A). Calculer A A et résoudre le systéme: (8S) { x + {y + jfz=b
X+ jy+ jz=¢
2ikln .
b. Onnote a,;=e " .Soit A, lamatrice A = ( a“)lsks,, . Calculer le produit A, « A,
1<i<n
Soit &, , &, £ les racines cubiques de l'unité (1, j, j%).
1 zf £,
On considére les matrices A,=| ¢ 1 cf pour £=1,2,3
cf g 1
1. Calculer les produits A, A, en distinguantlescas: p=g et p#gq.
acbd
2. a. Montrer que toute matrice du type M(a, b, ¢) = ( bac ) ou a, b, ¢ sont réels,
cba
peut s'écrire de maniére unique sous la forme: M=xA, +yA, +zA4;
ou x,y, z sont des nombres complexes qu'on calculera en fonction de a, b, c.
b. En déduire que: M" =x"A, +y" 4, +2"4,
Appliquer ce résultat pour a=1, =0, c=-1.
@ On note A;; €M, (R) la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui de la i*™ ligne et de la j*™°

colonne, qui vaut 1. Montrer qu'une matrice B commute avec toutes les matrices de M, (R) si et seulement si
elle commute avec chacune des n” matrices Ay
En déduire qu"une matrice B qui commute avec toutes les matrices de M, (R) est de la forme: B = A 1.

Matrices échelonnées. Rang
e Con £i et tati
Matrice échelonnée: Matrice dans laquelle le nombre de zéros en début de chacune des lignes est
strictement supérieur a celui des lignes précédentes.
Elément distingué: Le premier terme non nul d'une ligne non nulle...
Opérations élémentaires ... Echanger les lignes L; et L; (Lie—— L; ;i%))
sur les lignes ... Ajouter a la ligne L; le produit de L; par un nombre k. (L; — L; + kL; ;iz))
... Multiplier la ligne L; par un coefficient non nul. (L; —s kL; k=0)
Equivalence-ligne: Une matrice A est équivalente-ligne & une matrice B lorsqu'on peut passer de A a B
par une suite d'opérations élémentaires sur les lignes.
Forme canonique ligne de A:  Matrice échelonnée équivalente-ligne a la matrice A, et dont les éléments distingués
sont tous égaux a 1, et sont les seuls termes non nuls dans leur colonne.

¢ Résultats admis et illustrés:

Toute matrice A est équivalente-ligne a une matrice échelonnée, et admet une unique forme canonique ligne.
Toutes les matrices échelonnées équivalentes-ligne 2 une matrice A ont mé nombre d'élé ts distingués: rg(A)

@ a.  Déterminer a l'aide d'opérations élémentaires de lignes le rang des matrices suivantes:

9 1 1 3 4 5 6 7
5 5 4 1232 4 5 6 7 8
P= 1 8 5 Q=(23 5 1) R= 5 6 7 8 9
3 -9 -1 1345 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19
i 1 1
b. Discuter ( en fonction des paramétres a, b, ¢, m de C ) le rang des matrices: S=| b+c c+a a+b
be ca ab
1 1 1 1-m 2 1-m 2m+1 1l alb
T= 3 2 -13 U= 0 m+1 0 3m+1 v=| @ 1 61
|l m 3 -2 0 - 1 3 1+m 4 “{1 b 1a
-10 -4 3 m 2m+l m 2m+1 b1 al
c. Déterminer en fonction de n et o le rang des matrices suivantesde M, (C) (n>2)
-1« 0 .« 0 0 0 1l+a 1 o 1 1
0 -1 a <« 0 O 1 0 1+a -« 1 1
I v A BT B
0 0 0 . -1 a 1 1 1 ¢ 0 1l+c
\a 0 0 «. 0 -1 l4¢ 1 1 . 1 0
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23 |

Donner les formes canoniques ligne des matrices suivantes:

2 23 12 -3
A=(064 B=(25-4

01 3 -2 3 2
E=| 2 1 -4 3 F= 2 -1
2 3 2 -1 5

h—— LY I

CODNI bt pt HHW

1 3 -1 -3
Indication: les rangs des matrices obtenues sont dans l'ordre: 2,2,2,3,2,3,3

Soit I la matrice unité de M, . On note, pour représenter les opérations élémentaires sur les lignes:

e E;; la matrice obtenue en échangeant dans / les lignes i et j.
o P; (k) la matrice obtenue en multipliant dans [ la ligne i par & (k%0 ).
° S;; (R) la matrice obtenue en ajoutant (dans I ) a la ligne i le produit par k de la ligne ;.

Pour n = 4, écrire les matrices élémentaires suivantes: E, , , E,, , S; 3(4) , §3,(4) , Py(-5)
Déterminer les opérations inverses de ces opérations, et leurs matrices.
Justifier que les matrices E;; , P;(k) , S;;(k) sont inversibles et déterminer leurs inverses...

2 3 8 38
(n=3). SoitA=|0 3 6 3
1010
Multipliez A a gauche, successivement par E; 3, S3 ;(=2),Ey 3, S5 ,(=1), Pyl %3') et Pyl 13) , en
vérifiant que les matrices obtenues a chaque étape correspondent bien aux transformations espérées.
En déduire que si B est la forme canonique-ligne de A: P, ( % )ePy( % )83 9(=1)eEg 4+ S3 ,(=2)-E, 3+ A=B

01 3 113 1 13 1 00
. p . . . 1 2 6 1 2 6 01 3 01 3

On considére la réduction suivante: A = 93 9 |7 239”lo13/1”100 0 =B
113 1 01 3 00O

atrices élémentaires.

B w

0
Traduire cette réduction par des multiplications & gauche par des
Déterminer une matrice carrée inversible P telle que: P-A =B
123
Réduire a sa forme canonique-ligne la matrice: A = ( 2 45 ) En déduire que A est inversible et donner A}
356

Calcul de l'inverse d'une matrice

(%]

27

g

Calculer l'inverse des matrices suivantes de plusieurs maniéres:

. En résolvant un systéme d'équations
° En utilisant la méthode du pivot
123 4 13 3 1111 2 4 3 2
2 3 0123 2-3-2 2 36 5 2
A=\ 1 4 B=19012 C=(i§i) D= 1 323 | E=| 25 2 _3
0001 3 1-10 4 5 14 14

a, 0 e
g : ; 0 a
Déterminer les inversesde: F = L

: : , 11 1 1
io=-1 2 1 i -1 13 21 =

Sur C déterminer l'inversede: K=| 2 0 2 L=|-2i 0 3 M= -
- c 1-11 -1

-1 0 1 1 @ - 1 - -1 i

Déterminer, lorsqu'elles existent les inverses des matrices suivantes ( Discuter suivanta ,b,c):

1- 1 1 1 2 l1+4a b a b
laa a-b-c 2a 2a
|1 14a 1 1 _ 2 | & 14a b a _
P=11 71 146 1 Q-(}b”z] B=| ¢ b 1+a b S-[ 28 g be)
1 1 1 1+c 2 b a b 1l+a i e e=e=
1 1 1 ... 1 (1 2 3 ¢ n
0 1 1 .. 1 0 1 2 n—-1
Déterminer les inverses de: T= 0 0 1 .. 1 U=| 0 0 1 -« n-2
0 0 ... 0 1 \0 0 . 0 1
1 1 1 ... 1 (a b b b
0 2 1 .. 1 b a b b
V= 0 0 3 .« 1 W= b b a - b
0 0 « 0 n b b -« b a

( On vérifiera que W n'est inversible que si a#b et a+(n—-1)b=0)
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Soit A e, ,
On suppose que A® =0. Montrer que —A est inversible et que: ([—A)™'=1+A +A?

a.
b.  On suppose qu'il existe p>2 tel que AP=0. Montrer que (I—-A) est inversible et calculer (]—A ).
(] On suppose A tnang’ulau‘e supérieure et telle que les coefficients de la diagonale soient nuls. Démontrer que
les k derniéres lignes de A* (k>1) sont nulles. En déduire que A satisfait a la condition du (b).
12345
01234
d.  Application : Calculer par cette méthode l'inverse de: 00123
00012
00001
Quelques applications du calcul matriciel
@ 2 31 . 2x+3y+ 2z=9
Soit la matrice: A=| 1 2 3 | Calculer A" et résoudre le systéme: { x+2y+ 32=6
(3 1 2) 3x+ y+22=8

m-1 1 -1 (m-1) x+ y— z
Soit m =+ 1 . Montrer que 2 m 1 |est inversible et résoudre: 2x+ my+ z
m 1-m m mx+ (1-m)y+mz

3u, + v,

s : < . . uml
On consideére les suites (u,) et (v,) définies par: { u, + 3v,

avec ug=1let yy=2

Calculer u, et v, pour tout n, en utilisant la matrice A= (

(On pourra noter que A =21 + K et vérifier que K" =2""'K pour apphquer la formule du binéme)
Upep = 5 u, + 4!1"

Mémes questions lorsque: {
3 ™ Un+1 = 3!)"

E Rk

Matrices
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Algebre 5 Polynémes

Calculs €lémentaires..........cceeieiienuiiieiiiieeie e e
Division euclidienne ... smemmnsmrimsnims s amasserssss
Diviseurs et multiples. Racines, multiplicité, formule de Taylor.....
Facteurs irréductibles. Décomposition dans RetdansC ...............
Divisibilité , P.g.c.d, P.p.cm.cccciiciiiiiiiiiiiiiccieccieeceecie e
Utilisation du P.G.C.D. et fonctions symétriques des racines..........
Division suivant les puissances croissantes................c.cccocvveeernnnen.

Calculs élémentaires

[1]a

Déterminer un trinéme 7T du second degré unitaire et i coefficients entiers dont une des racines est o = 1-V 3.

Soit P(x) =x° +2x*+ x?—x—1. Caleuler P(1-V3) en notant que: a’=2a+2.
Retrouver le résultat en utilisant la formule du binéme, et en faisant la division euclidienne de P par 7.

1+\/€

Mémes questions avec: a="p— et P=X°+2X*- 7X34+3X-5

Montrer qu'une fonction polynome paire (resp. impaire) a ses coefficients i impairs (resp. pairs) nuls.
(On rappelle qu'un polynéme a coefficients réels ou complexes n'est nul que si ses coefficients sont tous nuls)

Montrer que si un nombre complexe a est racine d'un polynéme P a coefficients réels, alors @ est aussi racine
du polynéme P. Cas ou « est réel.

Polynémes d'interpolation de Lagrange.

Etant donné n nombres deux a deux distincts a,, ay, ... a,,onnote  m,(x) = H (x-ap)
pzk
mp(x) (x=ay)(x=ag)eee(x—ap_y ) (x=0p,q )+ (x—a,)
m(ap) ~ (ap—ay)(agp—ag) -+ (ap—ap_1)(a—a4,q) - (a3—a,)
Vérifier que, k étant fixé, g, est un polynéme de degré n—1, et que ¢p(ay) vaut 1si k=p, et 0 si k=p.

et @p(x) =

Montrer que pour tout polynéme P de degré n—1, on a la relation: P = Z P(a;) ¢,
k=1
(On rappelle qu'un polynéme non nul de degré k a au plus k racines distinctes)
Etant donné n nombres b, , by,... b,, montrer qu'il existe un unique polynéme P, de degré n—1, et tel que pour
tout k on ait: P(a;)=b;
Exemples d'application:
Ecrire I'équation de la droite passant par les points A (a,a’) et B (b, b") (ou a%b)
Donner l'équation de la parabole d'axe paralléle a Oy, qui passe par les points U (1,2), V (-1,6), W (2, 3)
X+ X+ Xy= A
Résoudre le systéme: { %y+2x;+4%,=A, en interprétant (x, x;, x5) comme les coefficients d'un polynéme P
Xg+ 3%+ 9x,=A,4
de degré 2...
Généralisation: Etant donné n nombres deux a deux distincts a,, ay, ... @, , et n nombres by, by,... b, ,
Tt 2 ay+ Xpai+ 4%, 00 = b,
résoudre le systéme de n équations linéaires: : : : i
1
‘ =b

n-—
X+ x4, +x2a + 04X, Q@ o

Soit P le polynéme: P = 2+ Px + g ol p et g sont deux nombres réels fixés.
Etudier les variations de la fonctxon y=P(x), et en déduire que pour que P ait 3 racines réelles distinctes, il

faut et il suffit que 4p +27q <0.
Meéthode de Cardan.
Pour trouver les racmes réelle de P, on pose x=u+v, olt u et v sont liés par la relation: 3uv+ p=0.

Montrer que u® et v sont solutlons d'une équation du second degré qu' on determmera

Pour résoudre 1'équation P px + g=0, il suffit donc de calculer ° et »° , puis u et v (liés par la relation
3uv+ p=0), pour obtenir x=u+uv.

Application: Résoudre par ce procédé les équations: x2-21x-20=0 et 2°-12x-65=0

Indications: Ayant obtenu pour u® et v% des valeurs (réelles ou complexes) U et V, résoudre dans C les
équations P=Uet ®=V , puis en déduire x= % +v en tenant compte de ce que uv doit étre réel (3uv =—p )
Pour le premier exemple, on pourra noter apres l'avoir vérifié que (10+9iV3) est le cube de (-2+iV3)
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Division euclidienne

(5]

(=PRI - ]

o o

o

b.
d.
b

Effectuer la division euclidienne de A par B dans R[X] ou dans C[X] suivant le cas.

A= FX o % g B=X+X+2
LA=X-X4+X -2 B=X?-92X+4
A=X2_3iX-5(1+i) B=X-1+i

A= X 4 (4-20)X° - (5+48i)X%+(18+419i)X+3-6i B= X2- (14i)X+2+3i

Effectuer la division euclidienne de A par B dans R[X] ou dans C[X] suivant le cas.

A= X4 X41 B=X=X%1
L A=X X -X2_X 49 B=X’-5X+4
A= X+ X B=X+1+i

2in
A X - (B R 27+ 1)XE - (140X 42 B=X2-(2+j)X+j (od j=e3 )
A= X101 _4 B= X'-1

Soit A, B, C trois polynémes non nuls de C[X].

Lorsqu'on divise A par BC, le reste est R.

On divise A par B. Le quotient est @’ et le reste S’. On divise @' par C. Le reste est T".
On divise A par C. Le quotient est Q"' et le reste S”’. On divise @' par B. Le reste est 7"
Montrer que: BT'+S'=CT"+S8"=R

Soit a et b deux nombres réels distincts, et P un polynéme quelconque.

Exprimer le reste de la division euclidienne de P(X) par (X—-a)(X-b) en fonction de a, b, P(a), P(b).

Soit a, b, ¢ trois nombres réels distincts, et P un polynéme quelconque.

Exprimer le reste de la division euclidienne de P(X) par (X—a)(X-b)(X—-c) en fonction de
a,b,c,P(a),P(b),P(c). (Faire cet exercice de deux maniéres, en appliquant ou non les résultats de l'exercice 3)
Exemple: Déterminer le reste de la division d'un polynéme @ par (X-1)(X-2)(X-8) sachant que Q(1)=3,
Q(2)=T7 et Q(3)=13.

Montrer qu'il n'existe pas de polynéme P qui ait pour reste (X+1) si on le divise par (X—1) (X—2), et pour
reste (X+2 ) sion le divise par (X2-1).

Trouver le reste de la division euclidienne dans R[X] de P=(X-2)2"+ (X-1)"+1 par les polynémes:

a) @=(X-1)(X-2) B) @=(X-1)(X-2)(X-3) 7) Q@=(X-1)%X-2)
Trouver le reste de la division euclidienne dans R[X] de X" par les polynémes:
a) Q=(X-1)2%(X+2) B) Q=(X-1)3(X+1)

Effectuer dans R[X] la division euclidienne de P=a,X" +a, ;X" + ... +a,X +a, par X—a

On prouvera que le reste est P(a) et que le quotient est de la forme: @ =, X" + b, ;X" 2 4 ... 4+ b, X+ b,

ak—l

" 2
ol b,=a, ; b, y1=a,1+aa, ; by =0, 4,1+, b0 +Q Ay pg+ e+ a, ; ete

=

14
2

Déterminer a e C pour que le polynéme X aX-

mee e polyndme X{-X+a [Rep: a = ]

Déterminer (A, ) € R pour que X%+ 2 divise X*+ ¥ + .-.X2+uX+2 [Rep: A=8;u=2]

Déterminer (p,q) eC? pour que le polynéme P(x) =224 px+ g divise le polynéme défini par Q(x) = P(x*+1)
Rep: (p.@) e (0,—j);(0,—7%);(=1;1);(1,2);(27,7%); (27%,7) 1]

Déterminer (a,b,c)eC? pour que X+ X2-cX+1 divise X’ +aX2+b
Rep: (a,b,0) e (-27%,-j%,j):(=2j,-j,i%) 11

Soit n un nombre entier donné, ¢ un nombre réel donné, et A, B, C les trois polynémes suivants de C[X].
A=X"sing - Xsin(ng) + sin(n-1)p

B=X""cos(n-1)p — X" cos(neg) — Xcoso + 1

C=X?-2Xcosp+1

Effectuer les divisions euclidiennes de A par C, et de B par C.

Dans les deux cas on trouve que le reste est nul. Peut-on démontrer ce résultat plus rapidement en se plagant
dans C[X]?

Retrouver le résultat du (b) en considérant le polynéme D +i B ou D est défini par: D(x)= x"“A(%)
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Diviseurs et multiples. Racines, multiplicité, formule de Taylor.

- Prouver que les polynémes suivants vérifient: @ divise P:

142 P =x7%-1 Qx)=2x-1,Qx=12"-1,Qx)=2"-1,Qw=1x-1, Q)= x°-1
b.  P(x) =224 2% 4 %P Q(x) = x°+ x+1 (n,m,peN).
¢ Px)=(x+D)¥ - 2% 92-1 Q(x) = x (z+41) (2x+1) (neN*).
d  Px)=na""'— (n+Dx"+1 Q(x) = (2-1)% (neN").

Déterminer a et b pour que le polynéme P = aX"*'+5X"+1 soit divisible par (X-1)% dans R[X].

Prouver que X0 _9x%4+X8-2X51 4X%_2X*+X2-2X+1 estdivisible par (X-1)* dans R[X]

Prouver que sin>2: (1+X)(1-X") =2nX"(1-X) —-n*X" 1 (1-X)? est divisible par (X-1)° dans R[X]
Prouverquesin > 1: nX"*2_ (n42)X " 4 (n42)X -1 est divisible par (X-1)° dans R[X]

Pour quelles valeurs de l'entier r le polynéme P = X2 + X" + 1 est-il divisible par Q=X?+X+17?

o po T

Soit P un polynéme de R[X], et a un nombre réel quelconque.

Montrer que a est racine au moins triple du polynéme: @ = % (X-a)(P'+P'(a)) -P+P(a)

Soit p et g sont deux entiers non nuls premiers entre eux.
Montrer que le polynéme (X —1)(XP7-1) est divisible par (XP-1)(X9-1)
(A faire par une autre méthode quand on aura prouvé que le P.G.C.D.de (XP-1)et (X9—1)est (X-1))

o
IS |

Soit P € R[X], tel que P # 0. On suppose que: JaeR ; (P(a)>0 et V n <deg(P) P™M@)>0).
Montrer que si P a une racine réelle x; alors on a certainement x,<a

2 n
Montrer que le polynéme suivant de C[X] n'a pas de racine multiple: P(x) =1+ % + % + ..+ :—,
Montrer que P (x) =1+ Tx.'.+ x(;-:—l) ot x(x+1)..’.t$x+n.—1) a pour racines : 1, -2, ... -n
, . . . ) X" (a—bX)"
@ Etant donné g, b deux entiers relatifs non nuls et » un entier naturel, on note P le polynéme: P = T

Montrer que P, ainsi que toutes ses dérivées prennent des valeurs entiéres pour x =0 et x = % (On pourra
utiliser la formule de Taylor).

P étant un polynéme de C[X], on note P'?)(x) = P(P(x))
a. Quel est le degré de P219. Montrer que P-X divise P[?_X
b.  Calculer P/%(x) lorsque P=X?+2X -2, et résoudre l'équation P! (x)=x

d

Irréductibilité. Décomposition dans R et dans C

@ a. Décomposer dans C[X]: A= X2_2Xcos6+1 ol 6ecR
A= X?-2Xe*+1 pour 8€[0;n] (sin6>0) puis pour felrn;2n]

a. Décomposer les polynémes suivants dans R[X] et dans C[X]:

a=X+1 b= X'+ X+ X%+ X+1 e=X-X34+X%-X+1
d=X‘—X2+1 e=X6+X‘+1

F=xX+1 g=X8+1 g=X%4+1
g=Xo+ax +2X%+1 ho e X% i=(1-X2)°+8X°

J= X8 -2X*cos (2a) +1 k= X°+X*+3X%+2X+2 (en vérifiant que j est racine double...)
b.  Soit A une racine du polynéme b du (a). Justifier que A # 0, puis calculer —b:(é'-z en fonctionde pu =41 +l.

A
En déduire a l'aide du (a) que: cos(%) = ﬂg- et cos( %ﬂ

_1-V5
4 T4

)

a.  Montrer que le polynéme: P= X°-6iX*-11X%+2iX%- 12X +8i
admet la racine 2i. Quelle est sa multiplicité ? Factoriser P dans C[X].
b.  Résoudre dans C l'équation : X6 -7X%-8=0, et factoriser dans C[X] le polynéme X°-7X%-8
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[26

Décomposer les polynémes suivants dans R[X] et dans C[X]:

P=(X+i)"=(X-i)" (2 méthodes).
n n 3 . - 1
Q=(X+1)"-(X-1) En déduire que: VneIN I I cotan( 25— ) =
p=1 (2n+1 1{2’1_’_1

n-1
R=(1+iX)"—e?"*(1-iX )" lorsque 2™ (-1)" En déduire T = H mn(a+%) (s'l existe)
p=0

n-1 n-1
Rep: P=2in| I (X—cotan(pn—x)) Q=2n I I (X+immn(?)) T=
p=l p=l

-1y si n=2p
(-1)tan (2p+1)a si n=2p+1

Soit P un polynéme a coefficients rationnels admettant o + g V'3 comme racine, avec a,Beq.

Montrer que si Z.+u‘j§=0 avec AeQ et pe@Q alors A=p=0

Prouver que pour tout k entier, ( a + V3 et (a- B V3 )t peuvent s'écrire respectivement sous la forme
A, +B, V3 et A,-B, V3 ot A, et B, sont rationnels.

En déduire que a - V3 est racine de P.
Application: Factoriser le polynéme: X*—3 X3-X24+4X+2, en sachant que 1+ V3 est racine.

Soit P=a,X"+a, ;X" +..+a,X+a, un polynéme de C[X] 2 coefficients entiers.
Montrer que si un entier p est racine de P, alors p divisea;, (Notation: p | ag )

Montrer que si le rationnel X =§ (p et g premiers entre eux) est racine de P, alors p | ay et q|a,

Montrer que P = P_X-1 a% pas de racine rationnelle.
Résoudre dans C l'équation: 3X%+8X2+12X-5=0.

Soit P=X*+1 , qu'on peut considérer aussi bien comme polynéme de C[X], R[X], Q[X]

Donner les décompositions de P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X]

Justifier que P est irréductible dans Q[X]

e Par l'absurde, en utilisant 1'unicité de la décomposition dans RI[X]

¢ Par un calcul direct, en essayant d'écrire P = ( X2+aX+ﬁ ) ( X2+yX+8 ) (oubiensir P=(X-r)@Q)
(ou a,B, 7,6, r seraient rationnels... )

Divisibilité, P.g.c.d, P.p.c.m

Déterminer le P.G.C.D. des polynémes suivants :

a.  Xo+3X'+X°+X%+3X+1 et X 4+ 2X3 4+ X+2

b.  2X0+4X*+4X5+2X%+6X+6 et 2X2+4X+4

. Xo4+x-X34X%4X-1 et  Xo+X'+2x-1

d X+X-sxioaX-1 et X+X2-X-1

e. 2X0-5X°-14X*+36X°+86X%+12X-31 ;  2X°-9X*+2X°+37X%+10X-14 ot X°-9%X-1

Déterminer fous les polynémes de C[X] qui sont divizeirs communsa P =X+X'-18%°-8X +80 eta

Q@=X"-4x°-8%%2+32

Déterminer suivant les valeurs de a € R le P.G.C.D. de P et @ définis par:
P=X_X_X'4+2X°-X?-X+a et Q=X+ X2 -8%2-% 42

[Rep: Sia=1, PGCD=X'-X-X+1 Sia=-62, PGCD=X +2 Sinon, PGCD =1]

Pour n > 3, déterminer dans C[X]le PG.C.D. de A= nX"*'— (n+1)X"+1 et B= X"-nX+n-1
[Rep: PGCD=(X-1)%]

Effectuer la division euclidienne de P(x) = x"-1 par Q(x)=x’-1.
Quelle relation doit-on avoir entre n et p pour que @ divise P ?

Prouver que le P.G.C.D. de P et @ est Xd-—l, ou destle PG.C.D.denetp.

Soient S et T deux polynémes premiers entre eux. Montrer qu'il existe un couple unique de polynémes (U, V)
tels que: SU+TV =1 -avec: degU<degT et degV<deg$S

Déterminer U et V dans les cas particuliers suivants:

(On pourra admettre si besoin est que ce couple peut s'obtenir en explicitant les quotients et les restes de
l'algorithme d'Euclide a partir du dernier)

S(x) = 2°+1 T(x) =x*+1

S(x) = 2°+41 T(x) = 241

S(x) = x"+1 T(x) = 2"

S(x)=x—-a T(x)=x" (a=#0)
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Utilisation du P.G.C.D. et fonctions symétriques des racines

Déterminer a et b pour que les polynémes P=X*+3X%+a et Q@ =X*+X +b de C[X] aient deux racines
communes (distinctes ou confondues) dans C.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients p et g pour que le polynéme P=X%+ pX+q de
C[X] admette une racine double.
Faire cet exercice par 3 méthodes:

p

- Etudier la fonction y=P(x), et déduire qu'une racine double vérifie nécessairement x =+ 2 _3a

3 T2p
- Utiliser P.G.C.D(P,P’")
- Utiliser les fonctions symétriques des racines (noter A, A, u les racines...)

Déterminer a de sorte qu'une des racines du polynéme P= X®—7X +a soit double d'une autre.

- en notant que les équations P(x)=0 et Q(x)=P(2x)=0 doivent avoir une racine commune... (P.G.C.D)
(Noter la solution parasite a=0, qui donne la solution x=0, qui est son propre double !)

- en utilisant les fonctions symétriques des racines (Noter A, 24, et u les racines...)

©w
Y

Déterminer un polynéme P divisible par X241 et tel que P—1 soit divisible par X341
Plus généralement, étant donné deux polynémes S et T, a quelle condition peut-on trouver un polynéme P
tel que P soit multiplede S et P—1 multiplede T?

N s

Décomposer le polynéme P = X 13X +67X3-171 X%+ 216 X - 108 , sachant qu'il a une racine double
et une racine triple

Déterminer un polynéme P de degré 7 tel que P +1 soit divisible par (X-1)*, et P—1 divisible par (X+1)*%.
( On pourra utiliser P’)

Trouver tous les polynémes P de R[X] tels que : P(i) = 2 i + 5. (Chercher d'abord une solution particuliére )
Trouver tous les polynémes @ a coefficients réels tels que Q(j) = j2 +1et QUi)=-1

S

On considére la suite de polynémes de C[X] définie par: Py=1, Py=X etpourn>1 P, ,=XP -P,
Montrer que P, est degré n, et déterminer pour . supérieur ou égal 2 ses trois coefficients de plus haut degré.
On pose pour tréel : f, ()= (e —e) Pn(ei’+e’i'). Montrer que : f,,(t)=e'.("“)t—e"'("+m

En déduire les racines, puis une factorisation de P,, .

»

c. Calculer pour r supérieur ou égala 2 :
n n
- kx - kn  pn - H kn
S,,-Zcosn T= Zcosncosn U,= cos™
k=1 1<k<p<n k=1
Division suivant les puissances croissantes
Effectuer la division suivant les puissances croissantes a l'ordre 4 de:
a. 2-3X°+x* par 14X X0
b. 1 par 1-X
c. 1-X par 1+X°
Effectuer la division suivant les puissances croissantes a l'ordre n de:
a. 1-abX? par 1-(a+b) X+ abX? (a,beR?)
b. 1-Xcosa par 1- 2Xcosa+X>
c. Xsina par 1- 2Xcosa+X>
n n
d. 2 P par Z (-1)kz*
k=0 k=0
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Algebre 6 ) Fractions rationnelles

® DAVETB.i wusesnivmusumsrsmsisommsomiss ressase e e i iR eI TR B AT B S Pes
e Décomposition en éléments simples sur R...
¢ Décomposition dans C(X)..........cccveciiiiiiininnne SRR R

Divers

E A quelle condition, portant sur a et §, peut-on trouver deux nombres réels A et B tels qu'on ait I'identité:
VicR-(-1;1) XtoX+p__ A B
: (X'-1)? TX-1DFT X+1)?

g

Déterminer a, B,y de fa%on que l'expression suivante soit un polynéme en x :

Lra+pr+y  P+pP+yr+a | Pryliex+B
- +
x-1 x-2 x-3
E] Soit P et @ deux polynémes a coefficients réels, premiers entre eux. On note R la fraction rationnelle IQ—,
a.  Montrer que R est une fonction paire si et seulement si P et @ sont des polynémes pairs.

b.  Montrer que pour que R soit une fonction impaire, il faut et il suffit que P ou @ soit impair, et que l'autre soit
pair. C'est-a-dire que: ( R impaire ) < ( ( P paire et @ impaire ) ou ( P impaire et @ paire ) )

E Soit R =—g— une fraction rationnelle de C[X], admettant a pour péle.
a. On suppose que a est un pdle simple. Montrer que le coefficient de ﬁ dans la décomposition de R en
P(a) 2x+1

Q@) Exemple: Décomposer R = 21

b.  On suppose que a est un péle multiple d'ordre n. Montrer que le coefficient de

n!.P(a)
Q(n)(a)

éléments simples est

Y dans la décomposition

de R en éléments simples est

Décomposition en éléments simples sur R

El Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur R. En déduire des primitives
a. Péles simples... )
_ il _x+2x+5 _ 1
Alx) = (x+1)(x+2) Bla) = 3142 Clx) = (x—a)(x=b)
D(x) = % (out P(a) #0 ) [ Théemes: penser i la division euclidienne, i la formule de Taylor, etc... ]
—x—-2 x2—x—2 1
B = 6z Fo=7Gaa 6@ = G D (x+2) e (z4m)
a.  Péles multiples...
42
xX—x"—x-1 3x+5 8
=TT = T
B §F -3x Fish 2 —x"—x+1 I (x+1)(x-1)
_xtx+l _ 2x+3 _ 1
Ko =Gy L= =G nD M =707
b.  Eléments t}e 2éme espéce
x 1 2
= = By
No =23 0 -1 PO =Z D e
3 x—-3x—4 5 T 2 3 . y
= == s =k
Q(x) ;:ﬁz R(x) D) (2D (Penser a multiplier par x“+ 1, puis faire x = i...)
X+ x"+x+2 _ 1 b 22 b22olxgl
Fw="Hade TS sy (e
d. Tutti ﬁ'ug’ci..:1 . ) g
—x +4x —4x"+8x-4 X +1
U =1=2% Viz) =
(£+2)° (2®+x+1)
1 x 1
=—7 =73 =% 3
W(x) x(x2+1) X(x) (x—l)(x+l) Y(x) (xs_l)
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Utilisation de la décomposition en éléments simples sur C

[e]

Décomposer en éléments simples sur C:
x+1 1 2

B _ X
a(x)—x2+1 ﬁ(x)_x(x+1)(x4+1) Y(x)——T(xz+1)
2 s i
241 ¥ X+
_ =T33 = i
6(x) —f(x2+x+1) e(x) -l (22D $(x) Priztl

Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur C.
En déduire leur décomposition sur R.

1 2 —8x-2 1
Alx) =—=5— uix) = viz) =—¢—
T+l (x+1) (24x+1) . 21
1 1
(x) =—5— o(x) =———7 n(x) =—5—
¢ (x+1) (2%+1) (x°-1) x(z'-1)
2x

()= a1y
PR = T ) (Prz+])

alx)= x% ( pour la décomposition dans R, distinguer suivant la parité de n )

=]
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Analyse 1 Généralités sur les fonctions

Limites, continuité

Domaine de définition, parité, symétries .......
Limite d'une fonction en un point et en oo
Questions de continuité ............cccceeeeeerinenennnn.
Fonctions continues sur un intervalle...........ccccoceiviinivninnncciciennenn
Fonction réciproque d'une fonction continue strictement monotone..
Limites de BUICEE sosmmsmimimmmiim s s s
Suites et résolution approchée d'équations ....
Quelques idées sur les suites de fonctions ..........ccocoveviiiiiiiiiiennn

Domaine de définition, parité, symétries

Donner le domaine de définition des fonctions définies par...
a(x) = 2+ n(2) b(x) =Vz+2  c(x) =V [z+2| d(x) = —2 e(zx) =V 22
V| x+2|
=kl _Nx+1 _afxtl I
fx) =773 g(x) o h(x) = ‘\/ 1-x i(x) =Vsinx—1
; . -1 1 -1 -1
I®=nm P =Rt U2 = gina] mE® =iz " =R
cosx
o(x) =cotanx (= sinx ) HE) = anx
NTneoss X e —— 1
q(x) =lncosx r(x) =Nlncosx s(x)= In|cosx| t(x) =Vin|cosx| u(x) = —=——
Vin|cosx|
E A partir du graphe, connu, de chacune des fonctions f suivantes, représenter graphiquement, sans les étudier,
les fonctions: x— f(|x]) x— |f(x)] et x— | f(] x])]
a. fx)=lnx b fx)=2"-x e. flmy=1x'-1 A flx)=sinx e f(x)=cosx
[E Soit (C) la courbe représentative de x — e”. Quelle est l'équation cartésienne des courbes suivantes:
a. Translatée de (C) par la translation dont le vecteur a pour composantes ( 1; -2)
b. Symétrique de (C) par rapport a l'axe Ox
c. Symétrique de (C) par rapport a la droite d'équation y = 3
d. Symétrique de (C) par rapport a l'axe Oy
e. Symétrique de (C) par rapport & la droite d'équation x = —2
f. Symétrique de (C) par rapport a l'origine O
g. Symétrique de (C) par rapport au point A de coordonnées (1;5)
E' Déterminer la période de celles des fonctions suivantes qui sont périodiques:
alx) = cos’x B(x) = cos( x?) yix)=co82 % &%) = cas%
e(x) =cos| x| {(x)=sin|x| n(x):sinzlxl
'I] Quels sont les éléments de symétrie (et éventuellement la période) des fonctions suivantes ?
e(x) =V |x+2| d(x)=x3+3x+1 e(x) = 25+3cosx+1 f(x) = cos2(%+§)
Limite d'une fonction en un point et en + ©©
[IJ Etudier la limite (éventuellement les limites a4 gauche et a droite) des fonctions a , b, ¢ définies par:
__x—4 _ _ x*-4243 _ _x*-3x42 _
a(x)_m en x=4 b(x)-w en x=1 c(x)—w en x=1
Quelles sont les limites de ces fonctions quand x— -0 ,quand x—+o00 ?
Calculer les limites suivantes :
a. lm (—L—%‘ e. lim, -42=8
x—=1 1-x 1-x Tl \j?—_l
. 1tz -Vi-z N o |
b. lim f. lim ——
x—0 x - T -0 m
c lim Va-1 g lim x(‘J 1+x2—x)
x—=1 3 T+
Vz-1
d.  lm _':L_x—_ma (aeR™, m,nelN*) h.  im (x-‘] 1-3° )
x-Va
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On rappelle la propriété suivante :
(@) Pour que lim f(x) = b, il faut et il suffit que pour toute suite (x,) 130 tendant vers a et telle que pour tout n, x = a,la suite
1m0

xea

(f(x,)) tende vers b. (a et b pouvant désigner un nombre réel, + o0, ou —oo)

Soit f(x)=x sin x. )

Donner deux suites (x,,),59 €t (¥,),5o quitendent vers +co ettellesque: f(x,)=x, , f(,)=-¥,
En utilisant la propriété (), montrer que f(x) n'a pas de limite lorsque x— +0o0 .

Les fonctions suivantes ont-elles une limite quand x tend vers 0 : f(x)= sin% g(x)=x sjn%

Questions de continuité

10

On note f, g, h les fonctions définies par:
f(0)=2 et f(x)=3x+l%£-l- pour xeR' ; g(x)=E(x)+E(2-x) ; h(x)=—-E(E(x)—-x)
En quels points de R les fonctions suivantes sont-elles continues: f,g,h,g+h,gh, hog,goh

Etudier si les fonctions suivantes, définies sur R*, sont prolongeables en des fonctions continues sur R.
1

_ (1+x)"-1 _1 .1 ) Bt
a(x)——“———zx (nelN) b(x)—x sin- c(x)—xsznx d(x)=e
e(x)= (sinz) sin> F(x)= (cosx) cost g(x)= (sin(1+2)) In| 1+ x|

Fonctions continues sur un intervalle.

[11]
[12] =
b.
[13]
b
a.
b.
C.

Montrer que l'équation x2cosx + x sinx+1=0 a au moins une solution dans R
(Chercher un intervalle dans lequel on puisse étre certain que la fonction x +— Pcosx+xsinz+1 s'annule)

Soit f une fonction définie et continue sur l'intervalle [a,b] (a < b), et & valeurs dans ce méme intervalle.
Démontrer qu'il existe un point c de [a,b ] tel que f(c)= c.

Soit fet g continues [a,b]— R, et telles que: f(a)=g(b)=0 et f(b)=ga)=1

Montrer que pour tout nombre positif K il existe un point c €[a,b] pour lequel: f(c) =K g(c)

Soit fet g continues [a,b]— R, et telles que pourtout x e [a,b] f2(x) = gz(x) %0
Montrer que fetg gardent un signe constant sur [a,b],etque: f=g, ou f=-g
Noter la différence entre: "V x; (f(x) = g(x) ou f(x) =—g(x) ) " et "(Vx;f(x)=g(x)) ou (Vx;flx)=—g(x))"

Soit f:[a,+00[— R continue telle que : Iim f(x)=1

)
Montrer que pour tout A compris strictement entre f(a) et 1, il existe ¢ >a tel que f(c)= A.
On suppose f strictement croissante. Montrer que la valeur ¢ du (a) est unique.

Soit /: R— R continue . On suppose: lim f(x)=+00 et im f(x)=-00
X +0 T -

En remarquant que pour tout r, il existe deux nombres réels a, et b, tels que f(a,) <—-10" et £( b,) > 10"
montrer que pour tout @ € R 1'équation f(x)=co admet au moins une solution.

Démeontrer que tou me de degré impair a coefficients resis adruet au moins une racine réelle.

Montrer que tout polynome 5 unitaire de degre pair (a coeffic:e1:ts réels) admet un minimum absolu m qui est
atteint, et que pour tout a > m l'équation P(x)=a a au moins deux solutions distinctes.

Soit f une fonction réelle définie, continue et périodique sur R . Démontrer que f est bornée dans R.

Fonction réciproque d'une fonction continue strictement monotone.

Représenter graphiquement chacune des fonctions suivantes, dire si elle est continue, (strictement) monotone,
injective, surjective, bijective, et préciser éventuellement sa fonction réciproque. Le cas échéant, préciser des
intervalles sur lesquels la restriction est continue et strictement monotone (donner les fonctions réciproques
correspondantes).

a. a: [-1,21-[0,4] a(zx)=12 d. §:[0,21-100,5] &x) =E(x)+2(x—E(x))?

b. B:1[0,21-510,2]1 B(x)=Ex)+(x-Ex)? e e:[0,2[—>102[ ex) = 1+x+E(x)-2xE(x)

c. v:100,2[-100,3[ yx) =2E@+(x-E(x))?

(On notera en particulier que la restriction a ]0,2 [ de fonction ¢ réalise une bijection de ]0,2[ sur ]0,2[, bien
que la fonction £ ne soit ni continue ni monotone dans J0,2[.)

Déterminer les intervalles de R sur lesquels les fonctions ci-aprés admettent une fonction réciproque, et donner
l'expression de cette fonction réciproque ( pour a, b, ¢, d ) dans chacun des intervalles trouvés.

a(x) =2"—4 otz) = E=2 e(x) = cosx
e+l
- _ 3e°-2 2
b(x) = T+ d(x) = 14 f(x)=sin"x
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Soit f une fonction réelle, bijective, continue, définie sur un intervalle [a,b] de R (a<b ).
Montrer que si f(a)< f(b), alors f est strictement croissante.

Limites de suites

La définition de la convergence au moyen de ¢ et N n'étant pas prévue dans le cadre du M1, tous les exercices
portant sur les suites ne font intervenir que quelques notions de base:

sin In(1+x) 1
- Limites de fonctions connues et limites classiques ( xI . n(T lorsque x — 0, % § gx— , etc... lorsque x — o)
- Théorgmes classiques sur les suites convergentes ( somme, produit, quotient, ... ), unicité de la limite (admis)

- Si f est une fonction continue en a et si la suite (u, ) converge vers a, alors la suite (f(u,)) converge vers f(a).

- 11 est admis qu'une suite croissante converge si elle est majorée, et tend vers + o si elle n'est pas majorée.

-Si u, < v, £ w, -laconvergencedeu, et w, versune méme limite ! implique la convergence de u, vers !
-si u,—> +00 alors v, —»+00 (etsi w,——0c0 alors v,— —00)

- Suites adjacentes ( dont la théorie ne fait appel qu'aux suites croissantes majorées )
- Il est aussi admis qu'on peut pour étudier la nature d'une suite ne pas tenir compte d'un nombre fini de ses termes.
- Si une suite (z, ) converge vers /, toute suite "extraite” de (u,) converge aussi vers /.

Trouver les limites (si elles existent) des suites suivantes :
g o B L PR +1 @n+3°@n-2)* 5o 2=
=T A\ A b "= gr . o1
" on—(-1) \j i n’+2n 2"+7
‘Ja n2+1 E (nx) sinn nsin(n!)
&= "2 {= - L (a>0) 6,= 21
n, gn_n 3 3,
&b —c (o 0<a<bge) x=Vn+a-Vn (a>0) A,=Vn+1-Vn

n

" b

3
- N8z +1-2n v=Nn E=Vn+l-Vn 0,= V5r3+(-1)"

n

3
Vrl+1-n
n
1,2 n-1_ 17! y A 1
n,="3+ gt + —7 = k = k o, = =
=27 A2 n ?kgl Pn ;ykgl " 3"
5 2n+1 2n
e 1 b 1 0 = 1 5 2 L
e k(k-1) Lo - ‘/nz-{-k " b \fn!+k " k=n
@ Justifier les réponses aux questions smvantes par un raisonnement ou par un contre-exemple:
a. (u, ) est une suite réelle telle que (u, %y converge. La smte (u, ) est-elle convergente ?
b.  (u,) est une suite réelle a termes positifs telle que ( z,?) converge. La suite ( u, ) est-elle convergente ?
e, (u,) est une suite réelle telle que (u,”) et (u,°) convergent. La suite (4, ) est-elle convergente ?
(Répondre sans utiliser le (d))
d. (u,) est une suite réelle telle que (u, 2| converge. La suite () est-elle convergente ?
e. (u, ) est une suite de nombres complexes telle que ( una) converge. La suite (u,) est-elle convergente ?
n
@ On considere la suite ( &, ) définie par: h, = z % est croissante, et que h,, — h, > %
k=1
En déduire que la suite ( k) n'est pas majorée, donc tend vers + 0o
( On pourra raisonner par l'absurde, ou prouver par récurrence que hz" > g')
; : u,+2v u,+3v,
@ On définit les suites u, et v, par: uy=1 v;=12 Uiy = ”_3"- O} %

a. Onpose w,=v, —u, et t,=3u,+8v,.
Montrer que w, et t, sont des suites géométriques convergentes, et donner leurs limites.
. En déduire la convergence et les limites de u, et v, .
c. Montrer directement que les suites (u,) et (v, ) sont des suites adjacentes (( u, ) croissante, (v, ) décroissante,
et v,— u,— 0 ), donc convergent vers une limite commune. Que peut-on alors déduire du (a) ?

a. Soit (u,) une suite de nombres complexes non nuls. Montrer que si g, = Eu"‘ﬂ- — Ai<1,alors (u,)— 0.
('suivant ce qui aura été vu en cours, on pourra admettre ou justifier qu'a partir d'un certain rang N tous les g,
sont compris entre 0 et u:l-;—l . Il suffit alors " d'oublier les N premiers termes " de la suite (u,), et de
montrer que pour n>N on a la majoration du type: | u, |< | uy|p"™)

b.  Applications : trouver les limites des suites de terme général: Z—’; ; % i ':L_"‘ : ':L—T

Note: ces résultats sont importants et méritent d 'étre retenus.

. : 2 n!-1000" 5"-n°
i Etudier la convergence des suites: s . Ty
" n+n n"+n? 3"-n
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Suites et résolution approchée d'équations

Dichotomie.
Soit £ une fonction continue sur un intervalle [a,b] (a < b ). On suppose que f(a) <0 et f(b) >0
On considére les suites (u,) et (v, ) définies par: ujy=a, vy=b

u,+v,

puis, par récurrence: m, = et si f(m,)<0 u,,,=m, et v, ,,=v, ,sinon u, ,,=u, e v,,,=m,

Montrer que les suites ainsi définies sont adjacentes ((u,) croissante, (v, ) décroissante, v,— u,—0), eten
déduire qu'elles convergent vers une solution a de l'équation f(x) =0.

Quelle valeur de n (en fonction de a et b) suffit-il de considérer pour obtenir a avec une précision ¢ ?
Application: Résoudre l'équation e =2 cosx avec une précision de 107 ( Noter que e’<2 et e>2)
(Réponse: pourn=9, 053906<a<054102. a=~054004 & 10" pres)

Equation du type: f(x) = x. Fonction continue croissante...

Soit f une fonction continue croissante sur un intervalle [ a,b], et telle que f([a,b]) c[a,b]

Justifier que 'équation f(x) = x a au moins une solution dans [a,b]

Soit ¢ un point quelconque de [a,b]. On note (u,) la suite définie par: uy=c et u,  ,= f(u,)

Prouver que la suite (u, ) est monotone, en déduire qu'elle converge vers un nombre a (tel que f(a) = a).

Note: Cela ne fournit qu'un résultat qualitatif, on est incapable & priori d'évaluer l'erreur... Ce résultat est donc peu utilisable en
pratique pour obtenir une valeur approchée d'une solution de l'équation f(x)=x.

On suppose qu'en outre (f est toujours continue et croissante sur [a,b], et telle que f([a,b]) c [a,b]) la
fonction f posséde la propriété : Vxel[a,b],Vyela,b]l (xzy) |f(x)-f(»|<|x-y]|

(Attention, ne pas confondre cette condition avec celle de l'exercice suivant, on ne suppose pas ici que f est une fonction contractante !)
Montrer que dans ces conditions l'équation f(x) = x a exactement une solution dans [a,b]

En déduire que la suite définie au (b) permet alors d'obtenir LA solution de l'équation f(x) = x

Equation du type: f(x) = x. Fonction contractante...

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b ], et vérifiant la propriété suivante (fonction "contractante"):
Il existe un nombre k, telque 0 < k< 1, ettelque: Vxel[a,b] Vyela,b] |f(x) -f) | <k | x-y I

On suppose en outre que: f([a,b]) c[a,b]

Justifier qu'il existe un unique point e de [a,b] tel que f(x) ==x

Soit ¢ un point quelconque de [a,b]. On note (u,) la suite définie par: uy=c et u,,,= f(u,)

Prouver que la suite (u,) converge vers a (tel que f(a) = @). On montrera en particulier que l'erreur commise

en remplagant ¢ par u,, est inférieure (ou égale) 2 k" | b—a I

Résoudre par cette méthode l'équation cosx =2x (Trouver une valeur approchée de la solution a 1072 pres )

1 x=y| lx=yl
On pourra noter que Elcosx—cosyls smT 5—2——

Suites de fonctions

@a.

Soit £, : [0,1]— R, les fonctions définies par:  f, (x)= x"
Représenter sommairement sur un méme graphique les courbes représentatives de f, , £, , /3, /5 -
Déterminer la fonction f définie par: Vxe[0,1], f(x)= Uim f,(x)

n—+m

Etudier la continuité des fonctions £, , de la fonction f... Conclusion ?

Soit £, : [0,m1]— R, les fonctions définies par:  f, (x)= sin”" x
es representatives de f, , f,, f5 .
Déterminer la fonction f définie par: Vxel[O0,n], f(x)= am f,(x).

n—+o

Etudier la continuité des fonctions £, , de la fonction f...

Soit £, : [0,7] — R, les fonctions définies par:  f, (x)= sin nx

Représenter sommairement sur un méme graphique les courbes représentatives de f, , f, , f; .
Existe-t-il une fonction f telle que: Vxe[0,x], f(x):ngrzzm frn(x).

(considérer les points d'abscisses O et %, par exemple)

on
Tracer le graphe de la fonction f: R—— R, définie par: f(x)= lim iﬁ

Trouver la fonction /: R— {1} — R, définie par: f(x)= lm %—x
no+o l4x+x"+..+x

n+p-1 (pEN)

Passage de la limite sous le signe [
Soit f,:[0,1]— R, les fonctions définies par : f, (x)= { nlx s 0<x<1
Déterminer, pour tout x de [0,1]1, f( x)=nlz'rPm Falx)

Montrer que: L ( L‘ fn(x)dx) " f (dm, £ Yds
0
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Analyse 2 ) Dérivation

Calculs de dérivees .........ooooeeiiiiiiiiiiiiiiiieriece et e e e e e e e e eeeanees
Questions de dérivabilité
Théorémes de Rolle et des accroissements finis
Formule de Taylor........ccccoovveviieeiiiiiecieciiecieeec .
Variation des fonctions, et applications ............cccceeeeviieiiiiunnnennnn.

Calculs de dérivées

Ea.

Calculer la dérivée des fonctions suivantes (sans chercher a vérifier les domaines de validité):
8x’-5x+1 x°+2

alx) = et surR—{—4) ﬁ(x):m surR—-(-5;5)
r@®=(-x'+8:22°  swrR sin= 2L swR*
[Tiz 3+2Vx 9
) =\T— sur ]-1; 1[ e(x) = surR— (%)
1~ 3-2Vx 4
f(x) ===t sur 10; +oo [ 1) =—d— sur 10; +oo [
VI+G 2+‘J;+3x

. J Bt _cosx+xsinx g ;
8(x) = x’cos"x sin” (7x) sur R 1x) = ey ( ne pas préciser son domaine )

_1 1 _(pE. _ _to3 1. 5 = )
x(x)_c—o?z;+ ginx sur R {kz.keZ) Alx) =tanx gtan’z+ztan’x surR {2+kn.keZ)

2 2 3
px)=(a3-23)2  surl0al v(x) =857 sur R
Ex)=e""* sur R olx)= x* sur ]0; +oo [
(%) = In*x — In(ln x) sur ]11;+400[ p(x)=In(x+V 2+a’) surR
o(x) =e° sur R Tx) = (1+%)’r sur 1-1:0[U]0;+00[
v(x) = (lnx)"* sur ]1;+00[ o(x) =V1+inx +n(1+Vzx) sur]%;m[
1) =(2ma™ +b surR (a>0,6>0) y(x)=in—~—ZE2HE R (g20)
Vil+al-x
o(x) = tan (%) ( domaine a préciser)
Déterminer la dérivée n-ieme des fonctions suivantes:
1 i _ _ :

A = Bx) =777 I'(x) =in(ax+b) A(x) = cosx E(x) =sinx

— - . __a b
Z(x) —;5_—1 (on pourra chercher a écrire Z(x) sous la forme: Z(x) = 1 + 1 )
H(x) = cos3x O(x) = cos’x (on pourra linéariser cos’x )
I(x)=x"lnx (Montrer que I'™ () est de la forme : I’ (x) = x?™" (a,lnx+b,))
Formule de Leibniz
Déterminer la dérivée n-iéme des fonctions f, g et g définies par:
A(x) =xe” B(x) = (22 + 2% 4 1)e™* I(x) = (1-%%) cosx.

= _ ,ax+b . 3 2
Alx) = axih E(x)=e O(x) = cos”x sinx
Ix)= (23 +2x-7)¢" K(x)=*"sinx

n étant un entier fixé, calculer la dérivée n-ieme de P(x) = ((X—a ) (X-b))".
En déduire la valeurde S= ), (C)? (Faire o =b=0)

k=0
Retrouver la valeur de S en cherchant le coefficient du terme de degré nde (1+x)% = (14+x)" (1+x)"

Dans chacun des cas suivants, vérifier que f admet une fonction réciproque définie sur R, et calculer (£ !) (¢c),

s'il existe... a.  fx) =x+Tx c=22
b. flx)=e"+x+1 c=2
c fx)=x+sinx c=x
d flx)=x+sinx c=2rm

Préciser 1'ensemble des points ou la réciproque de la fonction x —— x + sin x est dérivable.

Supposons que f'l ) f’[f‘(x)] et fl”[fl(x)] existent et que f'Lf'l(x)] z0.

Montrerque:  (F1)"(x) = —'ﬂM]-;

(£ @1)
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Questions de dérivabilité

a.
b.
c.
a.
b.

Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée, pour les fonctions suivantes R — R
a(x)=|x|‘J X B(x) = sinV | x|

1. 2.1 . E T
y(x)z{xsznx si x#0 6(x)={x siny i x#0 %) = {x sin - si x=0

0 si x=0 0 si x=0 0 i x=0

On note £ la fonction définie sur R par f(x) = 2% pourx>0 et f(x)= P pour x < 0

Jusqu'a quel ordre f est-elle dérivable ?

On considére deux polynémes a coefficients réels: A(x) =ag+a,x+...a,x" et B(x)=bg+a,x+..b, 1"
On note f la fonction définie par f(x) =A(x) si x<0 , et f(x)=B(x) si x>0.

A quelle condition la fonction £ est elle continue ?... k fois dérivable ?

PouraeR,etbe 10;4+00[ , on définit f par: f(x) = { '12\[; ?i x€]0;b[

x°+38 & xelb;+owol
A quelle condition sur a et b la fonction f est-elle continue sur ]0;+00[ ?
Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur ]0;+oo [

Soit I = ] —a;al un intervalle de R symétrique par rapport & 0. On considére une fonction f dérivable dans I.
Montrer que si f est paire (resp. impaire) alors ' est impaire (resp. paire).

Réciproquement, montrer que si /' est paire, la fonction t—— (f(¢)+f(—t)) est constante.

Donner un exemple de fonction qui n'est pas impaire, mais dont la dérivée est paire.

Montrer par contre que si f’ est impaire, alors la fonction f est paire (étudier z+— (f(£)—f(—1)))

Soit une fonction f dérivable dans R.

Montrer que si f est périodique et de période T alors f’ est aussi périodique de période 7.

Réciproquement, donner un exemple de fonction non périodique dont la dérivée est périodique.

Montrer que si f’ est périodique de période T, prouver que pour que f soit périodique il faut et il suffit que
f(0) = £(T). (Etudier par exemple la fonction ¢(x) = f(x+T)—f(x) )

Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Tres facile, merci de bien expliciter les théorémes utilisés (Th de Rolle, Th de la valeur intermédiaire...)
On considére la fonction f(x) =x° —10x2+5x

Pour étudier les variations de f, étudier d'abord le signe de /", puis en déduire les variations de /...
On montrera en particulier que f” s'annule pour deux valeurs a et § telles que: 0 <a<1<f< 2
Déduire les variations de f, et donner l'allure de la courbe représentative de f.

Prouver que l'équation f(x) = 0 admet 3 racines 0, A, u tellesque: 0<A<l<pu<?2

Soit p et g des nombres réels, et n € IN*. Démontrer que le polynéme f(x)= x"+px+ ¢ a au plus deux
racines réelles distinctes si n est pair et au plus trois racines réelles distinctes si n est impair.

Montrer que si une fonction r fois dérivable prend la valeur 0 en (n+1) points distincts d'un intervalle donné, il
existe un point de cet intervalle ou la dérivée d'ordre n prend la valeur 0.

Un consideére une fonction f continue sur (¢ 4}, dérivabie sur ju, &, telle que fla) = £(b) =0.
Etant donné un point d de [a,b], montrer qu'il existe ¢ € ]a,b[ tel que la tangente en (¢, f(c)) au graphe de
f passe par le point du plan de coordonnées (d,0)

f(x)

Indication : Apres étude géométrique de la question, appliquer le théoréme de Rolle a g(x) = (x—a)

En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction x — In(1+x) , prouver que:
Vxzel-1;00l

xil <iln(l+4+x)<x  (discuter suivant le signe de x)

Soit f une fonction réelle continue sur [a,b], et qui est dérivable sur Ja,b[, sauf peut-étre en xp€la,bl.
Montrer que si /' a une limite en x, alors f est dérivable en x, et f'(xy) = 4m f'(x)
x— xg

Donner un contre exemple a la réciproque.

Soit 2 €]0,1[ . Montrer : V n s 0: ﬁm((nﬂ)"—n"k?‘: En déduire: L ——/

Vn i Y5 72
k=1

An
Montrer que pour x>0 —i7<ln(x+1)~Inz <+. En déduire, pour A€ N (> 1) la limite de u, = Z%

k=n+1
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Montrer que si f est une fonction f dérivable sur [a,b], et si f (@)= (b)=0, alors, il existe (au moins) un
point c € Ja,b[ tel que l'on ait : f(e)=f(a)=(c—a) f(c). Interprétation géométrique.

Indication: Considérer la fonction g définie par: g(a)=0 ; g(x)= (x;:a (a) pour x#a

Soit f une fonction dérivable sur [a,b], et telle que: f(a)=0 f(b) >0 et f(b)<0
Montrer qu'il existe (au moins) un pointc € ]a,b [ tel que I'on ait: f(¢) =0. Interprétation géométrique.
Indication: On pourra commencer par prouver (par l'absurde ?) qu'il y a au moins un point de Ja,b[ et tel
que f(d) > f(b)...

Formule de Taylor
@ Etudier l'allure du graphique des fonctions suivantes (tangente, position par rapport a la tangente, etc):
c. xoa(x)=x—3x+2 au voisinage du point x=0.
b. x-—)b(x)=x:—3x2+2x+1 au voisinage du point x=1. (Poser: x=1+h)
c. 1—>c(x)=x—+:g:2- au voisinage du point x=4. (Poser: x=4+h)

Pour ce dernier exemple, placer la courbe représentative de ¢ (dans des voisinages de x=4 qu'on précisera)

2
par rapport a la parabole d'équation: y =% (9- %L )

@ Ecrire la formule de Taylor-Mac Laurin & l'ordre n pour les fonctions :  ¢*, sinx, cosx, In(l+x)
Méme question pour la fonction tanx 4 l'ordre 5.
En déduire les inégalités suzivantes:

x S <" x2
o Vx>0 e>21+ B ARk s . VxeR le"—al—xIs?elxl
° Vx>0 x—% <ln(l+x)<x . Vx>0 x—%—<sinx<x
3 5 2 2 4
. Vxe]O;%[ tanx>x+x?+21—’; ° VzeR 1—% <cosx<1—% +2£Z

[23] o , (=D*! 1.1 1 (=n"*
a.  Montrer en utilisant la formule de Taylor que la suite z, = . 1- gt3 gttt
k=1

converge vers In2

B =

b.  Montrer de méme que: v, =1 +—+%+%+ +% converge vers e.

Montrer en utilisant la formule de Taylor que si f et q possédent au voisinage du point a des dérivées
continues jusqu'a l'ordre n et s(i':l) f@=fl@=.=Ff""a)=ga)=g@=..=g"Ya =0, 2" @) %0
. . f(x) _ (a)
alors: xh—’zla g(x) '?W
Applications: Déterminer lim SRE £ lim ISR
x—=0 x x>0 x x—=0 x
2 3
x x .
1-5—cosx x—Z—sinx
fiy, ——tp—— i O
x—0 x4 x—0 x
. x—sinx . 1
Jmy 7 sinx xl‘—'f'o( coRx—3 )

2

Soit f la fonction définie pour x =0 par f(x)=e *>
a.  Montrer que f peut se prolonger a une fonction continue dans R (qu'on continuera a appeler /).
b.  Montrer par récurrence que f est indéfiniment dérivable dans R, et que pour toutn : £ (0) =0
Que donne la formule de Taylor-Mac-Laurin pour une telle fonction ?

Applications

Soit £ une fonction définie sur R” telle que | f'(x) | < k< 1pourtout x>0 , ettelleque £(0)>0.
Montrer que I'équation f(x) = x a une seule racine positive et que cette racine est la limite de la suite (x,)

définie par : 2 =f00), x=f(x), .., x,= flx,_ )

P(x)

a.  Montrer que la dérivée n-ieme de f(x):—lg s'écrit : f‘")(x)=(1+x =

l1+x
ol P, est un polynéme de degré n.
b.  En dérivant la relation (1+x%) f'(x) + 2x f(x) =0 , démontrer que
P, (x)+2(n+1) xP,(x) + (14+2*) (r*+n) P,_;(x) =0.
c.  Encomparant f"*"(z) et £"(x),démontrerque: P, ,(x)+ 2(n+1)xP,(x)=(1+22)P' (x)
En déduire une relation entre P, _, et P’, .
e. Montrer que le polynéme P, a n racines réelles distinctes.
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28 | Montrer les inégalités suivantes (Trouver a chaque fois la bonne fonction a étudier !):

a. Vxelo;g[ 27r—x<sinx<x

b. Vn>3 Ve > "Varl

c. Vzel O;g[ tanx+2sinx>3x

d Vzxel[O0;n] n!sinx| <2Vx(n-x)
e. Vn>8 Gm>\/n_+1ﬁ
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Analyse 3 Fonctions usuelles

THRONOMBIEIE i:usivessvirismimsmvivspmssmmisvswsssammnsibrsssoomessosiess

Fonctions puissances. Logarithme et exponentielle.
Fonctions hyperboliques ..........ccocceeeiieiniiieniieniieniens
Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques
Fonctions réciproques des fonctions hyperboliques............ccccece...

Trigonométrie

III Montrer que: V xe R cos(sinx) > sin(cosx)
(Ramener l'étude a [0, % ]. On rappelle que pour x> 0, sinx< x)

E a.  Résoudre les équations: cos2x=sinx tanx + V3 cotanx =0
cosx+sinz=\/_2 cosx+sinx=1 cosx +sinx =2
V3 cosx +sinx=2
b. ... et I' inéquation: V3 cosx —sinx <1
[Z] Calculer cos2x,cos3x, cos4x, cosdx en fonction de cosx , et sin3x, sin5x en fonction de sinx

Montrer que d'une maniére générale on peut écrire: cosnx = T,(cosx) ou T, est un polynéme de degré n, dont
on précisera le terme constant et le terme de plus haut degré.

(On pourra utiliser la formule du binéme, ou remarquer que: cos(n+1)x+cos(n—1)x=2cosx cosnx)
Montrer que si n est impair, sin nx s'exprime sous la forme V, (sin x), et que si n est pair on peut écrire que
sinnx = (cosx) W,(sinx) (ouV, et W sont des polynémes dont on précisera le degré...)

E Etant donné deux nombres réels positifs a et b, on considere le point M ( x(zz) =gacost; y(t) =bsint)
a.  Vérifier que lorsque ¢ décrit [0;2 7 ], le point M décrit 'ellipse d'équation fg $ %{ =1

On note F (¢ ;0 ) et F' ( —c ; 0 ) les foyers de cette ellipse ( ¢ étant défini par: ¢> 0 ; al=b%+c?)
Montrer que MF=a —ccost et MF'=a + ccost. ( Noter que MF + MF' =2a )
¢ On admet que la tangente en M a l'ellipse a pour vecteur directeur le vecteur (x'(z); y'(¢)).

Déterminer des vecteurs unitaires proportionnels a MF et A MF , et en déduire que la tangente en M a l'ellipse

est la bissectrice extérieure de l'angle ()\?F ; M )

Fonctions puissances. Logarithme et exponentielle

l_—L—] a. Représenter sur un méme graphique les fonctions x+—— x* pour a=-2,-1, —% .0,%,1 ,2,3,4

( définies sur [0;+0o[ ou a défaut sur J0;+o00[ )

Comparer, suivant les intervalles de valeurs de x, les positions de ces différentes courbes.
b. Faire le point de celles des fonctions x —— x* ( @ € R ) qui sont définies sur [ 0;+0o [, dérivables sur [0;+00[
Lesquelles de ces fonctions sont convexes sur [0;+00[ ?
Lesquelles admettent la premiere bissectrice comme axe de symétrie ?

(=7

E a.  Montrer que toutes les courbes représentatives des fonctions x — a™ ont une seule tangente passant par
l'origine des axes. Déterminer les coordonnées des points de tangence. Quel est, lorsque a varie, l'ensemble de
ces points ? Le résultat est-il étonnant ?

b.  Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la courbe représentant la fonction In a celle de la fonction
x +— log,(x) =i—:§- ? De la courbe représentant log, acelle représentant log, ?
De la courbe représentant x+—> ¢ a celle représentant x —— o™ ?
De la courbe représentant x — a” i celle représentant x+— b™ ?
Ces remarques expliquent-elles le résultat du (a) ?

a2
Montrer que pourtout xe R: e~ * < i—xg

fonctions x+—— e~

(=

2
xetx»—)%

Représenter sur un méme graphique le 1tz

On note T, la courbe représentative de la fonction x+— e*—nin|x|
a.  Indiquer les différentes formes possibles des courbes I, et représenter sur un méme dessin les courbes I', pour
n=-2,-1, —el’ —i ,0,1 (ce serait une bonne idée d'utiliser des couleurs différentes )
b.  Déduire de ce qui précéde la discussion de l'équation e* —n in I x | = p. Représenter graphiquement les
résultats de la discussion en considérant le point du plan de coordonnées (n,p).
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]

Montrer que : ln(x+‘l -1 )=—ln(z—‘J x-1 )

10 | Résoudre les équations: 4" =2 +6
(x%)*=x%"  (avecla convention: z2° = (2% )
Vo) =x"*
321: % 22:4»%: 9 x+%‘_ 32:—1
Fonctions hyperboliques
11 Simplifier les expressions suivantes : sh(lnx) , th(in Vx) , (chx+ shx)"

-
(]

-
w

-
o

Calculer en fonction de sh et ch les sommes : =14+chx+ch2x+..+chnx

S
. T shx+sh2x+..+shnx
10
Résoudre l'équation: Zo sh(2+nx) =0
n=

Calculerch nx et shnx al'aidedechxetshx.
Applications : Calculer ch 5 x, sh 5 x, ch 4 x et sh 4 x en fonction de ch x et sh x .

Résoudre dans R les équations : achx+bshx=c
chx+shx= - -
shx chx
Montrer que le systéme : { :Zi::ﬁzzg (a,b)eR? ades solutions si et seulement si a >V b°+4

Résoudre ce systéme dans ces conditions.

Etant donné deux nombres réels positifs a et b, on considére le point M ( x(¢) =acht; ygt) =2bsht )

Vérifier que lorsque ¢ décrit R, le point M décrit une branche de 1'hyperbole d'équation f; - ';Lz =1
On note F (¢ ;0 ) et F' ( —c ; 0 ) les foyers de cette ellipse ( ¢ étant défini par: ¢ >0; c® =a’+5?)
Montrer que MF =ccht—a et MF' = ccht+a. ( Noterque MF —MF =2a)

On admet que la tangente en M a 'hyperbole a pour vecteur directeur le vecteur (x'(2); y'(2)).

Déterminer des vecteurs unitaires proportionnels a M et a E}""; en déduire que la tangente en M a l'hyperbole

est la bissectrice extérieure de l'angle (IEF) , MF )

Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques

17

[21]

Calculer la valeur numérique de : A = Arcsin (- ) B= sin(Arcsin(~5))
C=cos(Arcsmk—§-u D = Arccos(sin( Arctan (—1)))
Simplifier les expressions : p(x) = cos (Arcsinx) g(x) = cos (2Aresinx )
r(x) = sin(2Arcsinx) s(x) = tan(ArccosY 1—x2)
Calculer et représenter graphiquement les fonctions définies dans [-3 7;3 7 ] par:
o(x) = Arcin(sinx) B(x) = Arccos( cosx )
y(x) = Arctan(tanx) 8(x) = Aresin (| sinx |)
e(x) = Arcsin(sin2x) {(x) = Arcsin(cos2x)
Calculer les dérivées des fonctions: o(x) =Arccos(—-3x) B(x) = Arctan Vx
y(x) = x Aresin ( %) 5(x) = Arctan zti
Montrer les relations: Pour -1<x<1 Arctan —= = Arcsinx
V1-22
Pour zeR Arcsin —= = Arctanx
v 1-+-2 P
Pour xeR Arccos-liﬁz = 2 |Arctan x|

0 si xy<l
Montrer que pour xy=1: Arctanx + Arctany = ArctanlL_*'x‘L + Anmr oui= { 1 sixy>letx>0
y -1 si xy>letx<0
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Calculer: X = Arczan-l- + Arctanl - Arczarzl

2 5 8
@ On donne les fonctions: f(x) = Arctan ?1;7 (définie sur R*)
et  g(x)=Arctan—*—_ Arctan ¥=1 (définie sur R—(-1,0})

x+1
Comparer f et g, d'une part en les dérivant, d'autre part en utilisant l'exercice précédent.

@ a.  Montrer que pour tout x de [-1,1]: Arczcos x+Arccos (-x)=n
. _ . 2x lox
b. Calculer: y= Arcsin K;f + Arccos -1—;2-

( On pourra poser: x = tan g avec —1< 6<n clest-a-dire: 6 =2Arctanx )

1

Montrer que a =4Arctan % — Arctan 239 =4

bl

Résoudre les équations: Arccosx = ‘%rc sin2x
1-x . 2%
ArccosT— 3 + Arcsin———3 =n
1+x 1+x

Arccosl;x + Arcsin& =7

l+x 1+x
Etudier la fonction définie par: f(x) = Aresin ﬁz et représenter la courbe.

Préciser les tangentes aux points anguleux.
Indiquer comment déduire la courbe représentative de f & partir de celle de la fonction Arctan.

Fonctions réciproques des fonctions hyperboliques

Calculer la valeur numériquede : A =Argsh 2 B = sh(Argch3)
C=Argch(chT) D =Argsh(shT)
E =Argch(ch(=T)) F=Argsh(sh(-1T))
G =ch(Argsh(-17))
Simplifier les expressions suivantes: sh(Argshzx) Argsh(shx)
ch (Argehx) Argch(chx)
ch(Argshx) th (Argsh x)
Montrer que: VxeR,VyeR Argshx+Argshy=Argsh(x 1+ +yV1+x2)
Vi>1,Vy>1 Argehx+ Argehy =Argeh (2y+V(22—1) (5—1) )

Vrel-1;1[,Vyel-1:1[ Argthx+Arg1hy=Afgth(%

Simplifier les expressions sui vantes : Argth ( \flL-Hc-’) Argsh ( 2xV1+2° ) Argth ‘\’ %—

(Etablir les formules de deux maniéres différentes, calcul direct ou dérivation...)
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Analyse 4 Développements limités

e Opérations sur les développements Hmités............ccouiviniininiiiciencicneinccne
¢ Développements limités généralisés et développements asymptotiques ......
e Applications des développements limités aux calculs de limites ...................

Opérations sur les développements limités

III Trouver un développement limité au voisinage de x = 0 de chacune des fonctions suivantes :
o. ch x sin x (a l'ordre 5) B. 1 (a l'ordre 4)
cosx

n(l+x) Y x S

Y. S (a l'ordre 4) . 1 (a l'ordre 4)
2

x 3 x %
E. pe (a l'ordre 4) L. e (a l'ordre 4)
n. tgzx (a l'ordre 6) 6. tgx (a l'ordre 6)

4 sinx+shx <
1 thx (a l'ordre 6) X. g (a l'ordre 7)
A In(2-x) (a l'ordre 5) g in EREREh: (2 l'ordre 6)
V. cos(x shx) (a l'ordre 8) 3 V1+sinx (a l'ordre 5)
o. V1+thx (a l'ordre 4) . V14+V14x (a l'ordre 3)
p.  n(1+xz+V1+z)  (alordre3) 6. Vltchz (a T'ordre 5)
1. sin(In(1+4x)) (a l'ordre 4) v. e (a l'ordre 6)

( =1 - L 5 i
0. cos = (a l'ordre 4) ¥ (1+x) (a l'ordre 3)

N 1

v. (chx) °F (a l'ordre 4) ©.  (l+sinx)? (a l'ordre 3)

Trouver les quatre premiers termes des développements limités de l—’;é‘— etde Vx au voisinage de 1

Trouver un développement limité a l'ordre 4 au voisinage de x= % de y= sin® (%) , 2=lnsinx

Soit fdéfinie au voisinagede O par: f(x)=In 11_g_tttg::

Calculer f’ au voisinage de 0. Déduire un développement limité a 1'ordre 5 au voisinage de 0 de £.
Retrouver le méme résultat sans utiliser la dérivation.

Rappeler le développement limité a l'ordre 4 de (1+ x)* pour a € R, et en déduire les développements limités
au voisinage de 0 de:

O S Ca

1 5 .
a(x)= (a l'ordre 8) c(x)=In(x+V1+22) (a l'ordre 9)
v 1—::2 '
b(x)= Arcsinx (a l'ordre 9) d(x)= % 1-x +A’—c23"—ll (a l'ordre 9)

Développement limité a I'ordre 8 au voisinage de 0 de : y=Arctan (Arcsinx)—Arcsin(Arctanx).

Donner la partie principale (le premier terme non nul du développement limité) des expressions suivantes,
suivant les valeurs de a et b::

Ax)=In(l+x+ax®) -

2 [

X
1+bx

2. 1 1
1+x l+ax 1+bx

B(x) =
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Développements limités généralisés et développements asymptotiques

IRl

]

.tan(In(1+x))—-In(l+tanx)

Calculer les développements limités généralisés a l'ordre 2 au voisinage de 0, des fonctions suivantes :
I 1
sindx ¢ el

. Vsinx (pourxe[0;n])

Arctan x

Calculer le développement limité généralisé a 'ordre 3 au voisinage de 1, de Inx

£-2x"+2x+2

Donner le développement asymptotique a l'ordre 2 au voisinage de +co de -1

3 3
Trouver un développement asymptotique a l'ordre 2 au voisinage de +oo de: y =V Crxt - V-2

Calculer les développements asymptotiques au voisinage de +c0 de:

1
n ( 1+I) T 7 7 & "5
a(x) = 1 (a l'ordre 4) b(x) =V xl+x+1 - Val-x-1 (a l'ordre 4).
sin=
x

c(x)=xin (1+tg;1£) (a l'ordre 3) dx)=(x+1)Ilnx—xiln(x+1) (alordre3)

On se propose de calculer le développement asymptotique a l'ordre 3, au voisinage de +oo, de la fonction f
x+1
x+2
Soit u(t)= f( % ) . Calculer le développement limité & l'ordre 2 au voisinage de 0 de u'(¢). En déduire le

développement asymptotique a l'ordre 3 de f (x) au voisinage de +0.

Calculer le développement asymptotique a l'infini de %Retrouver le développement asymptotique de f

définie par: f(x) = Arctan

au voisinage de +c0.

Applications des développements limités

[5]

Indiquer les positions mutuelles, dans un voisinage suffisamment petit de 0, des courbes représentatives des
fonctions suivantes:
sinx , tanx , Arcsinx , Arctanx , shx , Argshx , thx , Argthx , et x

Calculer les limites suivantes :

2 2 2

; tan‘x—x ; 1\«
R Sy . m =
zh—»o (cosx—1)(e"-1) b :h—.o (cosx

. a \

Vxtarss »cn( :;; )

xh-% sinx—x 4. :h—% % k;Arctanx—l)
—~tanx
. I — .

iim & +cos ( n£1+x)) 2+x ¢ um (1o x1
z—0 X -0 X e -1
Limite lorsque x — 0 de:

ln.cazsx eArcsin x_ esin x
& y=ein= b. yzeArczanx_etanx

. : 1)= ; ( ¥ 32 33 )‘
Calculer: Iim «x 1+ —e lim ©+3x°+2-Va+1
xX— +0 X x—+0

lim, (3477-2'\73)"

X
Soit fla fonction définie par: £ (x ) = el-*
Peut-on prolonger f par continuité en x=1 ? Si oui, le prolongement est-il dérivable en x=1 ?

page 242

Développements limités



Analyse 5 Etude de courbes planes

¢ Courbes définies par une équation y=f(x)
e Courbes définies par représentation paramétrique
e Courbes définies en coordonnées polaires

Courbes définies par une équation y=f(x)

Etudier les courbes suivantes :
1

a. y= x2e‘—x2-x——2-

B (Dériver 3 fois).
Prolongement par continuité 4 gauche en x = 0. Demi-tangente en ce point..
(Donner un développement limité au voisinage de 0 pour x < 0 )

o Tangente au point d'abscisse 0.

R _xinx
’ T a1
° Prolongements par continuité en x = 0 (tangente verticale) et en x = 1 (maximum)
X
d y= 1
1+e*
° Demi-tangentes a l'origine.
Développement asymptotique pour déterminer 1'asymptote.
1
e*+1
e y="1
e*-1

e Deux prolongements possibles pour x =0 (a gauche ou a droite, mais pas les deux !)
° Développement asymptotique pour trouver l'asymptote

Point d'inflexion (développement limité au voisinage de —1 pour étude locale)

# = ° Prolongement par continuité en x = 0 (tangente verticale)

° Minimum...
h y= lTx

. Maximum, point d'inflexion (développement limité au voisinage de e% pour étude locale)
L y= il

. Prolongements par continuité en x = —% (tangente verticale) et en x =0
) (développement limité au voisinage de 0 pour étude locale)
3. y=lin|in| x|| . 2
. Symétries, asymptotes, branches paraboliques.

o Points d'inflexion, intersections avec Ox, tangentes en ces points.
k. y=xArctan xle
° Deux prolongements possibles pour x =1 (a gauche ou a droite, mais pas les deux !)

o Tangentes aux points d'arrét (développements limités pour étude locale)
. Développement asymptotique pour trouver l'asymptote
2 1
1 y=2x"Arctan P
e Deux prolongements possibles pour x = —1 (a gauche ou a droite, mais pas les deux !)
° Tangentes aux points d'arrét (développements limités pour étude locale)
° Développement asymptotique pour trouver l'asymptote

m _Cchx
Y= s
° Parité
° A l'infini, position par rapport a la courbe y =chzx
x
n y= xl -x

. Etudede x+—— 1 — x — Inx pour les variations
° Tangente au point d'arrét (Prolongement par continuité en x = 0)

Courbes définies par représentation paramétrique

[z] a.  Donner des représentations paramétriques:
e La droite passant par 2 points A et B, ou définie par un point et un vecteur
® Le cercle de centre @ (a;b ) et de rayon R

2 2
e L'ellipse de centre O, d'axes portés par les axes du repére et de longueurs a et b ( f; + 'bxz =1)
)

2
e L'hyperbole de centre O, d'axes portés par les axes du repére, définie par ( -:g - -bé =1
e La parabole d'axe Ox, de tangente au sommet Oy, définie par : ( ¥ =2 px)
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Reconnaitre parmi les figures du (a) celles qui sont représentées par:

1
{x=2+cost ﬂ{x=2cht F = 5{x=2+3t
1y = 3+sint y = sht L 1 y = 1-t
y = t=
1=£ 1=
0 AT pd ¥ =P
2t t
= = 1
Y =347 Y=y

On précisera en particulier le rapport entre les représentations ( a , £ ) d'une part, ( By, ) d'autre part...

Etudier les courbes suivantes, et préciser les particularités annoncées.

{ x = sin3t
y = cos2t
. Périodicités et symétries.
° Points doubles, angle des tangentes en ces points
1 .1
T
1 1
Y =it
. Vérifier que la seconde bissectrice est axe de symétrie.
. Asymptotes
. Point double, tangentes en ce point.
x = cost
{ _ sin’t
Y = 2+sint
o Symétrie par rapport a Oy.
. Rebroussements en A et B, les tangentes en ces points passent par C (0;1).
x = 2t+f
y = 2t—-lz
° Point stationnaire (rebroussement): Développements limités de x et y au voisinage de ¢ = 1.

° Point double
. Veérifier que lorsque ¢ — +00, la courbe est asymptote 2 la parabole: y* = 4(x—y)

Courbes définies en coordonnées polaires

[3]

[4]

Vérifier que l'équation: r = (oud > 0et @ eR sont deux paramétres ) représente une droite située a

A
cos(6—a)
la distance d de l'origine, et faisant avec l'axe Ox un angle §+ a.

Vérifier que l'équation du cercle de centre @ (a,b) et qui passe par l'origine est: r=2(acos6 +bsing)
(M étant le point de coordonnées (rcos6,rsiné ), et A le point (2a; 2b) extrémité du diametre d'origine O,
écrire que le triangle AOM est rectangle !).

Représenter les courbes suivantes:

r= -
T 146
' . Symétrie par rapport a Ox
° Point asymptote
° Déterminer la tangente au point A (1;0) (6=0)
r=2+thé
o Deux cercles asymptotes
r=asin2é
. Symétries (domaine d'étude)
° Tangentes a l'origine (voir aussi: r=a cos26
r=1+ tan%
° Asymptote
° Tangente a l'origine
° Point double
r=a 629
e Spirale
. Montrer que la tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur

On considére la courbe d'équation: r =aVcos26

Etudier l'allure de la courbe (symbole "00”), préciser les tangentes a l'origine.

Déterminer les points a tangente horizontale A et B d'abscisse positive, et prouver que le triangle OAB est
équilatéral
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On considére la courbe d'équation: r = +0
=D

Etudier l'allure de la courbe (Intervalle d'étude, branches paraboliques, point double)
Vérifier que les tangentes au point double font entre elles un angle égal ég

On coupe la courbe par une droite quelconque passant par l'origine. Montrer que les tangentes aux 3 points
d'intersection obtenus forment un triangle équilatéral, et retrouver le résultat du (b).
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