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Cours d’algébre - Tétes de chapitres

1- Résolution de systémes d’équations linéaires . Méthodes pratiques .

2 - Espaces vectoriels. Sous - espaces vectoriels. Somme de sous-espaces
vectoriels. Somme directe. Supplémentaire. Sous-espaces engendrés par un
systéeme de vecteurs.

3 - Systéme libre, systérhe générateur, base.

4 - Théoréme de la base incompléte. Dimension d’un espace vectoriel.
Dimension d’une somme, d'une somme directe.

5 - rang d’un systéme de vecteurs, rang d’'un systéme d’équations
linéaires. Méthode de calcul.

6 - Application linéaire. Composition, application identique, inverse.

7 - Matrice. Matrice d'un vecteur (matrice colonne), matrice d’une
équation, linéaire (matrice ligne), matrice d'un systéme de vecteurs, d'un
systéme d’équations linéaires, d’'une application linéaire. Somme de matrices,
produit de matrices, matrice unité, matrice inverse. Transposée d'une matrice.

8 - Rang d’une matrice. Méthode de calcul du rang : opération sur les
lignes, sur les colonnes.

g - Calcul de!'inverse d'une matrice par manipulation sur les lignes ou
sur les colonnes. Résolution de systémes linéaires par inversion de matrice.

10 - Déterminant d’une matrice carrée. Calcul du déterminant par
manipulation des lignes et des colonnes. Développement d'un déterminant par
rapport 4 une ligne ou une colonne. Formule en dimension 2 et 3.

11 - Propriétés du déterminant. Déterminant non nul si la matrice est
inversible. Calcul de I'inverse d’une matrice (matrice des cofacteurs). Relation
entre le rang et les déterminants des so’us—matrices.

12 - Valeur propre, vecteur propre. Polyndme caractéristique.
Diagonalisation des matrices carrées, des endomorphismes. Théoréme de

Cayley -Hamilton.



13 - Applications : calcul des puissances d’une matrice, résolution de
systémes linéaires, de systémes récurrentiels, d’équations différentielles linéaires.
14 - Triangularisation d’une matrice. Exemples.

15 - [Isométries en dimension 2 et 3.



Résolution de systémes d’équations linéaires. Méthodes pratiques

1) Résoudre les systémes suivants :
X+2y-2+1t=0

2X+3y+2=7
y+z-t=1
X-y+22=-3
2X-y+2 =3
IX+y-2=6
6y-2Z2+t=-2
2) Résoudre dans C:
(X+y+2=2a
2i
2 ; 3
<x+jy+j Z=b , avecj=e et a,b,cdescomplexes
2
X+] Y+jZz=¢C

Comment choisir, a, b et ¢ pour que la solution soit réelle ?

3) Résoudre et discuter, suivant le parameétre m, les systémes suivants :

Y+ 2z2+mt =1
X =3z=-3
mx + 2+ t=1
2X+my- 2 = -2
X +mz+ t=20
X+2y+mz = 1
X+y+mz = 1
4) Résoudre le systéme suivant :
AX +X +X + .. +X =a
t 2 n 1
X +AX +X + .. +X =a oudetlesa sontdes complexes donnés
t 2 3 n 2 J
X+X + +X +AX =a
SO | 2 n-1 n n




5) Déterminer les valeurs de a de telle sorte que le systéme suivant :
X+y-2 = 1
2X+3y+az=3 ait
X+ay+3z =2
(1) aucune solution

(ii) une solution unique

(iii)-plusieurs solutions



chapitre 2
Espaces vectoriels

1) i) Montrer que 'ensemble E des applications de R dans R est un espace
vectoriel sur R.
ii) Soit F 'ensemble des applications de R dans R qui sont paires et G
I'ensemble de celles qui sont impaires. Montrer que F et G sont des s.e.v

de E. Montrerque:E = F o G.

2) i) On considére dans R” les vecteurs e = (1,0,0,1), e, = (-1,1,0,0),
e, =(0,0.41) et e, =(2,0.1,0)-
Soit E = vectg{e,e,}, F =vectp{e, e }. Montrer que: R*-EeF.
ii) e,=(1,0,0,1) ; e,=(-11,0,0) ; &, =(0,0,1,1) et e, =(2,-1,2,3)

Soit E=vectg{e ,e,} et G = vectR{_e3.e5} . Déterminer E+G etEnN G.

3) Soient UV et W les sous-ensembles de R’ suivants :
U={(ab,c);a+b+c=0}, V={(a,b,c) ;a=c}, W={(0,0,c);c €R}
a) Montrer que U, V et W sont des s.e.v. de R®.
b) Montrer que: (i) R’ =U+V
(ii) R*=U+W
(iii) R =V+W

Quand la somme est-elle directe ?

4) Déterminer F, n F,, o0 F = vectp{(4,2,-5).(-1,3.1)} et

F, =vectp{(3,-4,2),(5,-2,-2)}.



5) Montrer que les sous-espaces engendrés par y etu, d’une part, et par ¥,

etv, d’autre part, sont identiques:

u,=(2,3,-1), u,=(1,-1,-2), v,=(3,7,0), v, = (5,0,-7).

@) i) Montrer que 'ensemble R[X] des polynémes a coefficients réels est un

R.e.v. .
ii) Soit: P(x) = x2+3x+5 :Q(x) = X -x: R(X) =3 +1: S(X) =X+2.

Exprimer P comme combinaison linéaire de Q,RetS.

7) Soient U et V deux s.e.v. d'un espace vectoriel E .

On suppose en outreque U U V est aussi uns.e.vdeE.

Montrer que l'on a soit: U ¢ V, soit: V ¢ U.

8) Soit E un espace vectoriel sur Cet A,B,C trois s.e.vde E tels que :
AnB = AnC, A+B=A+C , B¢ C

Montrer que B=C.

@) Soient U,V et W des s.e.v. d’un espace vectoriel E sur C .
Montrer que: (UnV) + (UNnW) ¢ U n(V+W).
Trouver des sous-espaces de R pour lesquels 1'égalité ci-dessus n'est pas

verifiée.

10) Soit E, E2 et 53 trois s.e.v. d'un espace vectoriel E .
a) Moatrer que (E, ¢ E,)= ( E+(E,nE,;)= E, n (E+ E;) )
b) Soit F un autres.e.vdeE.
Montrer que: (E ¢ E,, E nF = E,nFetE+F=E,+F )= (E =E,)

Donner un contre-exemple dans le cas ou E, n'est pas inclus dans E,.



Systéme libre, systéme générateur, base

1) Dans R*, on pose a=(1,2,-1,-2), b =(2,3,0,-1), ¢ = (1,3,-1,0), d = (1,2,1,4).
Montrer que a,b,c,d sont linéairement indépendants.

Calculer les coordonnées de x = (7,14,-1,2) dans la base (a,b,c,d).

. o 2
2) Pour tout entier n, on désigne par X, le vecteur (1,n,n") de R, On note :
E=Vect(x.x,) F= Vect(xz.x4)
les sous -espaces vectoriels de R engendrés par XX, et X;.X . Construire une

basedeE N F.

3) Préciser la dépendance des systémes de vecteurs suivants appartenant a IRZ,
R’ ou R*:
a) (3,2), (4,.1),(5,-2);
b) (9,-3,7), (1,8,8), (5,-5.1) ;
c) (2,-15,7), (3.1,5,-2), (1,1,1,-4).

4) Démontrer que les fonctions : sin X, cos X, sin 2X, cos 2X, ..., Sin N X, COS A X,

sont linéairement indépendantes.

5) Soit [={-N, =N+1, ..., -1,0,1,....N}, NeN.

Démontrer que la famille {e"/ne I} est libre dans F(R,R) .



@) o.B,Y étant trois nombres réels distincts deux a deux, montrer que les

polynomes A,B et C forment une base de |'espace vectoriel E des polyndmes a

coefficients réels de degré inférieur ou égal a2 .

el o (x-B)x-Y) Bl = (x-Y(x-c) Stk (x-ct)(x-P)

(2-PB)le=Y) B-V(p-a) (Y-a)(Y-B)

; = 2
Décomposer les polynomes 1, X, X sur cette base.

7) Montrer que (n+1) polyndmes P, (x) , deg P, =k , 0 gk <n, forment une
base de !'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ouégal an.
Applications:

a) Démontrer que les polyndmes : 1, X, X(x+1) , ...., x(x+1)...(x+n), forment
une base de I'espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur ou égal a
n+t .

b) Soit P(x) un polyndme a coefficients réels de degré n. Montrer que P(x) et

ses n dérivées sont linéairement indépendants.

4 % gis . .
@) Dans R", on considére les systemes de vecteurs suivants :

i) a,= (1,2,21),2,=(5,6,6,5), 2,=(-1,-3,4,0), 2,=(0,4,-3,-1) ;
ii) 2, =(2,-5,3,10) , a,=(1,-1,1,3), 3, = (3,3.1,1) ;
iii) a = (1,2,5,-1),2,=(3,6,5,-6) , 2,=(2,4,0,-2) ;
iv) 2, =(2,0,4,2),2,=(1,2,-2,-3) ,2,=(3,1,3,4) ,a2,=(2,4,95).
Etudier, dans chaque cas, I'indépendance ou la relation de dépendance s'il en

existe une. Déterminer une base de chacun des sous-espaces engendrés.

*@)Soit E un K -espace vectoriel de dimension n>2 (K=R ou C) et soit

B=(e.e,, .... &) une base de E. Les systémes:

) | 1
B’ = (el,el+e2,.... e+ e,+...+8 ), -(el+e2, Byt €y ey B HE en+el) ,

n 2 3! i L

sont-ils des bases de E?

Le systéme §= {ei—ei /tgi<jgn}est-il générateur de E?



Théoréme de 1a base incompléte. Dimension d'un espace vectoriel

1) Dans R* on considére les trois vecteurs :
(1|40—100)I (61101190) (2v211v1)-
Déterminer un quatriéme vecteur complétant une base. On choisira un vecteur

ayant le plus possible de composantes nulles.

" " 4 Sl '
2) Déterminer une basede R’, constituée en partie par une base du sous-
espace E ayant pour générateurs:

g =(2,-231), g,=(-1,4,-6,-2).

3) Soient E et F les sous-espaces vectoriels de R* engendrés respectivement par:
X, =(2,2,1,0), X, =(1.4,2,-1), X; = (2.1,-1,0), X, = (2,-5,4,2)
et Y,=(2.1,4,5), Y,=(1,2,3.4).
Déterminer les dimensions de E,F, E+F, ENF et trouver une base de chacun

d’eux.

4) Méme exercice avec :
a) X,=(1,2,-1,-2), X, = (3,1,1,1), X, = (-1,0,1,-1) et
Y =(25,-6,-5). Y,=(-1,2,-7,-3).
b) X

= (12,0.0), X = (2,,3.40), X, =(1.-4,6,~1) et

¥, = 0.2100, Y= {-taaak, Vo=t - 1041 ¥, =(2,2.2.2)-
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Chapitre 5

Rang d’'un systéme de vecteurs, rang d'un systéme d’'équations

1) Déterminer le rang du systéme linéaire suivant, o a est un parametre :
X+Y+2=0
X+2y+32 =0

ax+y+az =0

2) Déterminer le rang du systéme linéaire suivant, o0 m est un paramétre:
(mx +2my +2 +2t =0
2X + my +2mz +t =0

X+2y +mz +2mt =0

2mXxX +y +2z2+ mt =0

3) Déterminer les rangs des systémes linéaires suivants (a et b sont des

paramétres) :
(x+ y +22z+ 3t=0 ’ ax+ azy =0
2 2
<x+(2--a )y+2z + 3t=0 4 x+(2a+b)y+(a+b)z =0
2X+ 3y +z+ 5t=0 y+(2a+3b)z+(a+2b)2t=0
2%+ 3y +z+(9-a2) t =0 i z+(22a+5b)t=0

4) Dans R on considére le systéme S des vecteurs suivants :
a=(1,2,0) b=(0,11) c=(1,0,2) d=(1.1.1)
Calculer le rang de §.

Trouver une relation linéaire entre les vecteurs de S

. . 3 .
Déterminer toutes les bases de R™ extraites de §
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5) Soit (e, e,, e,) une base de C.On pose :
u =(p-2)e +2e,+ 2pe,
U,=2€+ P e,+ 2(p+1) e,
u,=-e+ 2e,+ (p+lle,

Déterminer le rang de (ul, U, u3) suivant les valeurs du parameétre p.

@) Calculer les rangs des systémes de vecteurs de E suivants :

a)E =R*;

a=(2,1,3,-1), b=(4,2,1,5),
c=(3.1,5,2), d=(5,2,3,8).
b) E=R,[X];

P(X) =3 +3X +X3+X,  P(X) =1-X-X*+X,
P,(X) =-1-X+X'+X, P (X) =3-3X+X°-X".

7) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4 et soit B= (el,ez,es,e4) une base
de E. Déterminer suivant la valeur de «, le rang du systéeme de vecteurs
{x,%,.%, %%} de E définis par :

2 3
xl=el+ oce2+ [0 e3+ a 84.
2 3
x2=oce1+oa 82+OC e3+ 84.
2 3
X3 = e1+ o e2+e3+ 0(84.
3 2
X4 = el+e2+oce3+oc 84,

x5=el+ e2+ e3+e4.
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8) Donner les rangs des systémes linéaires suivants :

(2% +X -X +x =0 (x +x -3x =0
1 2 3 4 1 2 3
3IX =2X +2x -3x =0 2X +X -2x =0
) { 2 3 4 1 2 3
X +X -X +2x =0 ] X +X +x =0
1 2 3 4 { 2 3
2X -X +X -3x =0 X +2x -3x =0
. 1 2 3 4 L 2 3
X -2X +3X -4x =0 2x +x +x =0
1 2 3 4 t 2 3
X -X +X =0 X +3X +x =0
2 3 4 ]t 2 3
X +3X% -3x =0 X+ X +5x =0
1 2 4 1 2 3
-7x +3x + x =0 2X +3x -3x =0
L 2 3 4 \ { 2 3

@) Résoudre le systéme suivant a (p+1) inconnues réelles :

,

1 2 P
x+C x +Cx +...+Cx =0
0 n 1 02 n p

1 2
X +C Xx +C X +...+C Xx =0
. 0 n+p 1 n+p 2 n+p p

ot (n,p) € N et O<pgn.
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Chapitre &

Applications linéaires

1) Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Déterminer pour
chacune d’elles le noyau et I'image:
f: R* - R® définie par: f(x,y) = (3x-y, 2x+4y, 5X-V)
f: R’ -~ R définie par: f(x,y.2) = (z.x+Yy)
f: R’ - R’ définie par: f(xy,2) = (x+2y,y-2, X+22)
f: R® - R* définie par : f(x.y.2) = (2x+3y-82,x+Y, 4X-5%, 6Y)
f: R* =R® définie par: f(x,y,2,t) = (3x-4y+2X-5t,3x-2+2t)

. 2 . i
2) Montrer que toute rotation du plan R est une application linéaire.

Dans tout les exercices qui suivent, E désigne un espace vectoriel sur

un corps K.

3) Soient f un endomorphisme de E et 2 un élément de K. Montrer que:
E ={x € E/f(x) = * x} est uns.e.vde E. Examiner lecas oG4 =0, =1et

A=-1.

4) Projections,
Soient F et G deux s.e.v. supplémentaires de E. La projection sur F
parallélement 4 G est 'application linéaire p: E — E définie par p(x+y) =X, ou
X € F,y € G. Montrer que cette projection vérifie :
a)Kerp = GetImp = F.

b) F est le s.e.v. des éléments de E invariants par p.

c)pop = p.
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5) Un endomorphisme p de E est appelé un projecteursipop = p.

i) Montrer que p est un projecteur si et seulement si IdE—p est un projecteur,
ii) Sip est un projecteur, montrer :

a) Im (Idg-p) = Kerp .

b) Ker (Idg-p) = Im p.

¢)E = Im p & Ker p.

d) En déduire que p est 1a projection vectorielle sur Im p parallélement &

Ker p.
iii) Soient p un projecteur et u un endomorphisme de E. Montrer I'équivalence
des propositions suivantes :

a)pou =uop.

b) Ker p et Im p sont stables par u.
iv) Soient p et q deux projecteurs. Trouver une CNS pour que p+q soit un

projecteur.

@) Svmétries vectorielles,

i) Soient F et G deux s.e.v supplémentaires de E. La symétrie par rapport a F
parallélement a G est I'application linéaire s : E — E définie par:
s(x+y)=x-y,0u0 x € F,y € G. Montrer que cette symétrie vérifie :

a) s est un isomorphisme.
b) F est le s.e.v des éléments de E invariants par s, et Gest le s.e.v des
éléments de E transformés en leur opposé.
c)sos = Idg (s est une involution).
ii) Soit s un endomorphisme de E vérifiantsos = Idg. Montrer que::
a) E = Ker (s-1dp) @ Ker (s+ Idp).
b) s est la symétrie par rapporf aKer (s-1d;) parallélement &

Ker (s+Idg).
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7) Soient F et G deux s.e.v. de E et f I'application linéaire: F x G — E , définie
par: f(xyy) = x+V.
a) Déterminer Im f et Ker f.
b) Montrer que Ker f est isomorpheaF n G.
¢) En déduire la formule :

dim (F+G) = dimF +dimG-dimFnG

@) Soient (e, ..., e ) une base de E, F un espace vectoriel sur K, (b, ..., b_) une

suite d’éléments de F.

i) Montrer qu'il existe une et une seule application linéaire f: E —=F , vérifiant :
Vi, 1gign, fle)= by

ii) Soient A uns.evdeE, et Buns.e.vde dimension finie de F vérifiant :
dim A + dim B = dim E. Montrer qu’il existe une application linéaire :
f:E—F  vérifiant Ker f = A et Imf = B. Est-elle unique ?

Application : Trouver f : R’ — R® linéaire vérifiant: Ker f = {(x,x.x)/ x€ R},

Imf={(2,6,0,0)/(a,b) € R*).

¥ @) On pose = Idg et f"=fo...0of ,nfois (n € N*¥). Montrer :
a) Vne N,Ker " c Ker f" et Im "' Imf" .
b) Ker f* = Ker f*"'= Ker {*"'= Ker f*"?

En déduire 'existence d’'un entier n, vérifiant :

n<ny= Ker f = Ker "7 et nxn,= Ker £ = Ker "
1

c)vVne N, kerf" = Kerf" ' e Imf"= Im g

En déduire que l'entier n, du b) vérifie aussi :
0

1
n<n,= Im " = Im " et nxny;= Im £ = Im "™

n n
d)E = Kerf t ®Imf | . 0,y étant 'entier du b).
n n

e) L'homomorphisme g: Im f i Imf 2 induit par f (i.e défini par :

g(x) = f(x)) est un isomorphisme.
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% 1@) i) Soit f un endomorphisme de E. Montrer qu'il existe une base

(e, ... e ) de E, telle que (el, ..... ep) soit une base de Ker f et
), ... f(e )) une base de Im f.
ii) Soient f et g deux endomorphismes de E.
a) Montrer qu’il existe un endomorphisme h de E tel que : g= hof si et
seulement si Ker f ¢ Ker g.
b) Montrer qu’il existe un endomorphismef de Etel quef = golsiet

seulement si Imf ¢ Im g.
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291

Matrices

1) Soit A la matrice :

2 5 -
A=|0 2 3
0 0 2

Calculer A" en remarquant que A =2[+B.
2) Montrer que le produit de deux matrices carrées d’ordre n triangulaires
supérieures (resp. triangulaires inférieures) est une matrice triangulaire

supérieure (resp. triangulaire inférieure).

’ i & iz 2 2 2 o J
3) Soient trois réels p.q.r vérifiant : p + @~ + r =1. On considére la matrice:

et L
p ap rp

_ 2
A =l9q q rq
2
_pt‘ qr : 33 i

et on poseB = 13-A

Montrer que A%= A et en déduire AB, BA et B
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4) Soit A = (a;) € My(3x3).
On dit que la matrice A est magique de somme S si :
S = la somme des termes de la ligne i (i =1,2,3)
= la somme des termes de la colonne j (j=1,2,3)

= A+ 2y, + Ay,

Ay + 2y, + 23,

a) En considérant parmi les équations précédentes celles qui contiennent

a,,, montrerque:S = 3 2y

22°
b) Pour (a,b,c) € R® donnés, montrer qu’il existe une seule matrice
magique M (a,b,c) telle que :

S=3a , a = a+b , 2, = a+c .Ecrire M (a,b,c).

5) Soit A la matrice :

A:[l -1 0 -3}
3 -2 1 0

a/ Calculer 'A.A etA'A .
b/ Soit A € M (mxn).

Montrer que ‘A.Aet A'A sont des matrices symeétriques.
¢/ Soient A et B € M (nxn).

On suppose A et B symétriques. A quelle condition la matrice AB est-elle

symétrique ?
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®) Pour tout nombre réel t, soit M, la matrice :

2 2
t t
e il t
2 2
- 2 2
o t t
- - t
2 2
ot - .

a/ Montrer que pour tout (s,t) € R?: M,. M, = M,

b/ En déduire I'existence et |'expression de (Mt) !

7) Pour tout nombre réel 8, soit A(8) 1a matrice :

cos 6 -sin 6
Ae) =| |
sin 6 cos 6

a/ Montrer que A(8) est inversible pour tout 8 et que [A(8)] "= A(-8).
b/ En développant [A(8)+ A(-8)]", montrer que I'on peut déterminer

cos"8 en fonction de cosinus d’arcs multiples de 8.

®8) Soit A € M, (nxn).
a) On suppose que A° =0,
Montrer que I-A est inversible et que (I-A) ™' = [+A+AZ
b) On suppose maitenant qu’il existe p>2 tel que AP = 0. Montrer que
(I-A) est inversible et calculer (I-A) ™"
c¢) On suppose A triangulaire supérieure et telle que les coefficients de la
diagonale soient nuls. Démontrer que les k derniéres lignes de Af (k>1)
sont nulles. En déduire que A satisfait au b).

d) Application : Calculer par cette méthode I'inverse de:
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i 2 3 4 5
0O 1 2 3 4
0O O | 2 3
0O O 0 | 2
0 0 0 0 f
@) a/ Soit:

0O O 1

A=|1 0 3
oot o0

Calculer AZ et A® et résoudre I'équation dans R :
X1, + YA +2A% = A®
En déduire que A est inversible et calculer A,
b/ Montrer que toute matrice A € My (nxn) vérifiant :
a, I+ 2 A + azAz + e + anAn =0,

les a, étant réels et a, = O, est inversible et exprimer son inverse.

10) On considére la matrice :

0 1 |
A=|1 o) 1
{ | 0

a/ Calculer AZ et vérifier que A% = A+2l En déduire que A est inversible et
exprimer A" en fonction de A et de I.
b/ Vérifier que pour tout n € IN*, A" peut s’écrire sous la forme:
A= u A +v,, ouu etv sontdes réels.
¢/ On pose: ¢ =2u +v et B =u -v . Calculera  etP _ enfonction

dea et ,puisu etv enfonction den.

d/ Calculer A"
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11) a/ Soient €€, €3 les 3 racines cubiques de 'unité. On considére les

matrices :
2 3\
1 sk €k
1 2
Ak= ? Sk 1 ek k=1,2,3.
2
\Ek ek 1

Calculer les produits A A, en distinguant les deux cas k = Letk=0.
a ¢ b

b/ Montrer que toute matrice M(a,bc) =|b a ¢

c b a
ou a,b et ¢ sont trois réels, peut s’écrire de maniére unique sous la
forme:M=xA+yA,+2 A3 , 0U X,y et z sont des nombres
complexes que !'on calculera en fonction de a,b,c.
Py . n n n n
¢/ Endéduireque : M =X A+Y A, +Z A,.

Appliquer ce résultat lorsquea=1,b=0etc=-1.

12) Soit Aii € My (nxn), la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui

de ta i"*™° ligne et dela j — colonne qui vaut 1.

Montrer que B € J’kﬁ (nxn) commute avec toute matrice

A e Mn(nxn) si et seulement si elle commute avec les n° matrices Aii
(tgign, tgjgn).

En déduire la forme particuliére de B.
Matrice d’une application linéaire.

13) Trouver la représentation matricielle de chacune des applications linéaires de

I'exercice 1 du chapitre 6 .
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14) Déterminer la matrice de chacun des opérateurs suivants dans la base
indiquée.
f: R* = R®, défini par f(x,y) = (4x-2y, 2x+Y)
dans la base B =(e, e,) avec e = (1,1) et e, = (-1,0) .
f: R* = R, défini par: f(x,y,2) = (2y+2,x-4y,3x), dans la base

B = (el.ez.e3). avec g = (1.1.4). e,={1,10), e, = (1.0.0) .

13) Soit f : R - R , 'application linéaire définie par :
f(x,v.2) = (2x+y-2,3x-2y +42)

) . : 3 2. ...
Déterminer la matrice de f dans les bases de R™ et R suivantes :

e = (1140 " &,= (L,EO) - ey=1(10,0)
g, =13} " g;2004)

16) Considérons le corps des complexes C comme un espace vectoriel sur le corps

des réels R.

Soit T I'opérateur de conjugaison sur C tel que : T(z) = z . Trouver la

matrice représentant T dans la base(l,i) , puis dans la-base (1+1, 1+2i) .

17) Soit u: R® - R® dont la matrice dans la base canonique de R® est:

7 IR SRR |
A = -4 e EIY |
NS 2

a)Déterminer u,Keru et Imu.

b)Montrer que u est la composée d’une homothétie et d'une projection

vectorielle sur un plan,parallélement a une droite,que I'on déterminera.
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18) Soit E = My(2x2), 'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2 a

coefficients réels et soit :

Déterminer 1a matrice de chacun des opérateurs linéaires suivants, lorsque E

est muni de sa base canonique :
f:E—E, défini par f{(M) = AM.
g:E— E, défini par g(M) = MA..
h:E - E, défini par h(M) = AM-MA .

19) a) Soit F(R,R) I'espace vectoriel des applications de R dans R et soit E le

s.e.v. de #(R,R) engendré par {e", %, t &} Montrer que 'application D

de E dans E définie par: D(f) =f’, est un endomorphisme de E. Déterminer

sa matrice dans la base ci-dessus.

b) Méme question avec: F =Esp {e?t. ter, t2e).
20) SoitE = le[X] I'espace vectoriel des polyndmes 4 une indéterminée X de

degré <3.0n munit E dela base B= {1, X, X(X-1), X(X-1)(X-2)}.
Montrer que 'application f de E dans E ,définie par :

f(P(X)) = (1-X3) P"(X) - 2X P'(X),

est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice dans la base B.
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21) Soit E = IRZ[X], I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de

degré<2 . On considére l'application f : E —~E, définie par:
f(aX’+bX+c)=cX +bX+a.
a)Montrer que f est un isomorphisme.

b) Ecrire la matrice A de f dans 1a base canonique de E .
Calculer A®, A™".
c) Soient E ={Pe€E/ f(P)=P} et E,={P€E/ f(P)=-P}.

Montrer que E, et E2 sont des s.e.v. de E et que : E=zE®E, .

Calculer les matrices des projections associées a cette somme directe,
dans la base canonique de E.
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Rang d’une matrice. Méthode de calcul du rang : opérations

sur les lignes, sur les colonnes

1) Déterminer le rang des matrices :

1 .3 2 5 4 1 2 3, <2 <3 1 1 2
1 4 1 3 5 1 3 -2 o 4 4 5 5
1 4 4 3 3 8 -7 -2 -1 5 8 1
2 1T =3 & 13 2 1 9 =10 <3 =1 =2 2

2) Déterminer suivant les valeurs du réel a le rang des matrices :

a 1 1 1 1 1 @ 1 2a+l 1l-a 2 l-a
i a 'L 1 3 2 -1 8 4 1+4a 3 1

i 1 :a 1 a 3 -2 O 2a+1 a 2a+1 a
1 1 1 all-1 O -4 3 3a+1 6] a+1 0]

3) a) Soient A et B € My (nxn). Montrer que :
rang (AB) ¢ min (rang A, rang B)
b) On suppose que rang A =n. Montrer que :
rang AB = rang BA = rang B
c) Donner des exemples de matrices de J"\.R(ZXZ) non nulles telles que :
rang (AB) < min (rang A, rang B)
rang (AB) = min (rang A, rang B)
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4) Déterminer suivant les valeurs de « et de n, le rang de la matrice carrée

d’ordren (n>2):

[ = a O 0 0
0 i 0 0]
0 o -1 0 0

o O -1 o

i 0O O 0 -1 ]

5) Déterminer les relations entre o et n pour que la matrice carrée d’ordre n

(ny2):
[ 0 t+« 1 1 A
1 0 1+ 1 |
{ 1 0 1 1
1 1 1 0 l+a
| 1+a 1 1 { O ]

soit inversible.

(On distinguera soigneusement les cas 1+ =0 et 1+ =0)
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Calcul de l'inverse d'une matrice par manipulation sur les

lignes ou sur les colonnes

1) Calculer 'inverse des matrices suivantes en utilisant seulement des

transformations sur les lignes pour les réduire:

1 2 3 4
133
2 3 0.1 2 3
A{l 4) B_(igﬂ oo 12
0001
2) Déterminer les inverses des matrices suivantes:
LV 0] PO sassase 0 &7
& QK FOP— (0] (0] a, O
A= . . B=|_ ... ot a; a;...a,#0.
I © ) & Jrae—— a, | La, 0 20
3) Dans Mg(2x2), déterminer I'inverse de
i -1 21
A=|2 0 2
-1 0 1
4) Déterminer les inverses des matrices :
. .
1 a a
T TR aveca=b,a=c,b=c,
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en n’ utilisant que des transformations sur les lignes.

5) Montrer que la matrice:

2 .4 41 2

3 6 5 2
A =

2 5 2 3

4 5 14 14

est inversible et calculer son inverse en n'utilisant;
a) que des transformations sur les lignes,

b) que des transformations sur les colonnes.

@) Meme probléme que précédemment pour les matrices:

2 0r -1 2 1 3 3 2 1
1 3 2 3 1 4 3 3 -1
12 1 -1 11773 4 1 <}
2 3 -1 4 1 2 -1 2 2

7) Déterminer les inverses des matrices suivantes :

1 1 1 sem 1 ¥ 2
O 1 1 1 O 1
A=0 O 1... 1 B={O O 1

.....

avec a,b,c =0,

1
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B | 1 L 1]
1 1 1 [a 1 0
o) { ¢ c c
2 3 n 0 a {
C=l0 0 1 c2 c D=|0 a
3 n
ﬂ LO 0O O
0 0 0 0 C
. ndd

8) Soit la matrice :

a/ Calculer A~

b/ Résoudre le systéme :

2X +3X +X =0
1

2 3
X +2X +3Xx =6
1 2 3
3X +X +2X =8
1 2 3

@) Soit m = + 1 . Montrer que la matrice:
m-1 1 -1
2 m {
m 1-m m

est inversible et résoudre le systéme :

(m-1)x+vy

I
w N

2X + MY + 2

mx+(l-m)y + mz=m
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1@) a) Montrer que la matrice suivante est inversible:

1 2 3
0 t 2
0 3 2

X+2Y +32 + 4t =5
b) Résoudre le systéme Yy +32+2t=9

3y +22 + t=0

c/ Etant donnée I’équation supplémentaire: 2x - 3y + az + 4t = b,

déterminer avec justification a et b de sorte qu’elle soit vérifiée par

toutes les solutions du systéme initial.

11) Soit 1a matrice :

a/ Calculer A",

b/ Résoudre le systéme:
(2X +X +5X +X =5
¢ 2 3 4
X +X -3X - 44X =-1
1 2 3 4

3IX +6X - 2X +X =8
i 2 3 4

+2X +2X -2X =2
2 4

\

2X

1 3
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Chanitrae 10

Déterminants
1) Calculer les déterminants:
1+1 1-21 1+
2 1 3 La 8 I?Zi 13+i lii ? ;
a)|2 1 -1 (3.1 2 C) s e i d)
1-3 2 2 3 1 # 2% - A
i 1+ 1+ 1-2i 1 1
3 3 3
2) Montrer que les déterminants suivants sont nuls :
1 15 14 4
. i ; 1C gliz 6 7 9
b+c c+a a+b 8 MG A gad
13 3 2 16
al-b1 al-b2 .............
1 cosa  cos2a a,-b, ay-by
c)|cosa cos2a - cos3a|l (a€R) d){...
cos2a cos3a cosda a {
an-b1 an-b2 .........
3) Calculer le déterminant:
a2 (a+l)? (a+2)? (a+3)?
b2 (b+1)? (b+2)* (b+3)?
¢t (c+1)? (c+2)® (c+3)?
@ (d+D? (d+2)* (d+3)?

(U I e
[

(n>2)
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4) Soient a,b,c,d quatre réels et A la matrice:
a b ¢ d
-b a -d c
-C d a -b
-d -c b a
Calculer le produit A'A et en déduire det A.

5) Démontrer I'inégalité : (ac+bd)? ¢ (@°+b%) (c*+d?)

a
(Considérerla matrice (

Joix a.b.c.d sont réels).
cd

@) Soient a,b,c trois complexes et les matrices:

A B i I 1

M=lcabl|etJ=|t § j°| (jracinecubiquede!l’ unité).
bca { j2 j
a) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D telle que MJ = JD.

b) En déduire la décomposition de det M en produits de facteurs.

7) Calculer al'aide d’une formule de récurrence les deux déterminants d’ordre n:

.........
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'+ TN RN R 1
Y T T Ou——— 1
% TRRE" R - EUER 1
A =
n
O TP, G S 0

1 2 3 4... n-1 n
1 1 Z2 3 n-2 n-1
1 1 1 2 n-3 n-2

a a g . - e a

n n-1{ n-2 n-3 0

- X 0 0 0]

0 -1 X 0 0

P =10 0 =1 X 0
n

0 0 o) & S P X

*1@) Etablir une formule de récurrence pour le déterminant D_ tel que:

a = tli=]) et a; = t+a; (les &, étant des réels donnés).
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¥11) Etablir une relation de récurrence entre D,.D,..D,_,pourle

déterminant d'ordren :

T B T 0 O
X 1+=x2 X 0 0
0 X 1+x2 0 0)
D =
n
2
0 0 0 1+%° X
0 0 0 X 1+

En déduire une relation de récurrence pour lasuiteu =D -D__. Calculer D .

12) Calculer le déterminant suivant (en le considérant comme un polyndme) :

X a b c

a X ¢ b
P(x) =

b. g~ X @&

¢ b a X
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#13) Soit (x,) une famille de n éléments de Cet soit f I'application de C dans C

définie par:
n

vx e C f(x) = [] (xk—x)
k=1 .

Soient a,b deux éléments non nuls et distincts de C. On considére le

déterminant d’ordre n défini par :

X = 8 IR S SN S a
b X, a a
b b X, a a
D =
b b X a
n-1
b b b b X
n

a) Démontrer que D = f(b) + b A et queD = f(a) + aA,, 00 A et A,
sont des déterminants d’ordre n-1.

b) Montrer que : D = [af(b) - b f(a)] (a-b)"".

%14) Calculer la dérivée de 1a fonction définie par:
x* XZ X

f(x)= sinx cos X 1

Inlt+x] t+x 1

(Exprimer cette dérivée sous forme d' une somme de déterminants).
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Applications des déterminants

1) Vérifier si les matrices suivantes sont inversibles et calculer leurs inverses

quand c’'est possible :

1 -1 1 i i O 2 5 {
M=t -2 -1 M2= { 1 =1 M3= -3 -4 2
1
2 ) | -2 =3 2 -1 1 3
1 { { { . )
i 1 5 5 -1+1 1-1 -1
M, = Mg=| 1-2i -1+i -i
A | 4 4

2-1 0 1-i
1 -1 8 -8

2) Soit Pm 'endomorphisme d'un espace vectoriel sur R de dimension 3 dont la

matrice dans une base B est :

m -1 0
A =|-2 m -2| ,o0um¢€R
m
0 -1 m

a) Déterminer m pour que ¢, SOit un isomorphisme et calculer dans ce cas la
§ =i
matrice de ¢ _ dans la base 3.

b) Dans le cas oG Pm n'est pas un isomorphisme , déterminer la dimension du

noyau de ¢ .

¥3) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R.

Montrer que s’il existe deux endomorphismes injectifs de E, u et v tels que:

uov+vou = O, alors n est pair.
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¥4) Soit K un corps commutatif. On considére la matrice carrée d’ordren a

coefficients dans K définie par:
d_=1 sijgi
A=(a) et N 14,
ij tgign a =0 sij>i

Igjgn 1

Montrer que A est inversible et calculer A'l.
(On pourra considérer A comme la matrice d’'un endomorphisme d’'un espace

vectoriel de dimension n sur K rapportée & une base).

5) Déterminer le rang des matrices suivantes :

2 2 -1 a::5 { 1 3 4 1
1 1 =3 -3 -4 2 -1 4 3 {
3 -1 2 -1 1 3 1 { 2 1

@) a étant un nombre réel,

a) Déterminer le rang de la matrice :
2a+1 -a a+1

M. =|a-2 a-t a-2

a

2a-1 a-1 2a-1
b) Résoudre dans R le systéme :
(2a+1) x - ay +(a+t)z = a-t
(a-2)x +(a-1)y + (a-2)z = a

(2a-1)x +(a-1)y + (2a-1)z = a

7) Discuter suivant les valeurs des rationnels a et b, le rang de la matrice M a

coefficients dans O

M=|-1 3 1 2
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B) Résoudre dans R et discuter suivant les valeurs du réel m le systéme suivant:
X+Y + zZ=m+1

mx+y+(m-1)z

m

X+Mmy+ z |

@) Résoudre dans C et discuter suivant les valeurs de a et b le systéme suivant :
-ax +by +2 =0
X =-ay +bz=0

bx +y -az=0

10) Résoudre dans R et discuter suivant les valeurs des parameétres a,b,c.d le

systéme suivant :
X+y+2 =1

ax +by +cz=4d

2 2 2 2
axXx+by+cz-=d

11) Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension 3,

B= (el, By e3) une base de E et M la matrice de f dans la base B. Dans
chacun des cas suivants, donner une base de f(E). En déduire une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur X de coordonnées (X, X, X3)

dans B appartienne a f(E):
2 -1 -5 1 =2 0
a)M =4 6 -2 b)M =3 -4 2
1 -1 -3 -1 5 3
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12) Soit f 'application linéaire de R* dans R® dont 1a matrice dans les bases

canoniques respectives de R* et R® est:
2 12 -5 -7
M=|-1 e { 2
-1 -1 2 3
Donner une base de f(lR4). En déduire une condition nécessaire et suffisante

pour que X = (a,b,c) appartienne a f(RY).

13) Soit f 'application linéaire de R’ dans R” dont 1a matrice dans les bases

. 4
canoniques de R’ et R est :

i 2 3

2 -1 5
M =

i =3 O

-1 2 -1

Donner une basede f (IR3). Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que X = (a,b,c,d) appartienne a f(R’).

Meme question pour :
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Valeur propre, vecteur propre. Polyndme caractéristique.
Diagonalisation des matrices carrées, des endomorphismes. Théoréme

de Cayley-Hamilton.

1) Diagonaliser les matrices suivantes, et déterminer les sous - espaces propres :

2 0 4 1 2 =2
A=|3 -4 12 B=1{2 { -2
1 =2 5 2 2 =3
3 -1 1 2 -2 1
C=10 2 0 D=]2 -3 2
1 -1 -1 2 0

(Donner des matrices P et P~ telles que P'AP, ..., P'DP soient diagonales) .

2) Trouver toutes les matrices carrées réelles 2x 2 admettant une valeur propre

double qui sont diagonalisables.

3) On considére la relation :

u =-7u - 6V
n+1 n n

(R) pourn >0

v =12u +10v
n+1 n n

a) Montrer qu’il existe une matrice (2 x 2), A telle que :

b) En déduire la solution générale de (R).
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n

4) Soit P(X) = a3, X +..+23X+3,,et f un endomorphisme d’un espace

vectoriel E. On suppose que P est le polyndéme caractéristique de f.
a) Montrer que tout vecteur propre de f est dans le noyau de :
P(f) = af"+ ..+ af+a,ld,

b) En déduire que P(f) est 'application nulle si A est diagonalisable.

$) Soit: q(t) = t*- 4t+3. Calculer q(A), q(B) et q(C),

-2 0 -2
, -1 2 -1
oU A = ,B = etC =| -1 i -2 1
1 3 -1 2
0 1 -1

@) En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton, montrer que la matrice

suivante est inversible et calculer son inverse :

1 1 0
A=| -1 Qo O
2 0o -1

7) Le polyndme: p(t) = (t-1)° est le polyndme caractéristique de

1 0 @ | O O
A=|l1 1 O éth =10 | &
0O O | 0 1

Trouver un polynéme q(t) tel que q(A) = q(B) = O.
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8) a) Pour quelles valeurs du parameétre a la matrice réelle :
6 2 0
A=l 3 0
az -7a a-7 a
admet-elle une valeur propre double ?
b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

¢) Calculer M”, n € N, lorsque:

6 2 0
M= 2 3 0]
-10 -5 2

@) Soit A une matrice symétrique d’ordre n. On suppose que A eti,sont deux

valeurs propres distinctes de A , de vecteurs propres v, et %, Montrer que:

v, ( ‘ v,)=0,

1®) Soit 1a matrice:

m 1 Iy & 2

-m 5m 4m-1 6m-2
A=

m -m 1 -2m

0 -m -m 1

a) Déterminer les valeurs propres de A.
b) Pour quelles valeurs de m, A est-elle diagonalisable?
c) Prenons m =1. Trouver une base de vecteurs propres ; déterminer la

matrice de changement de base ainsi que son inverse.

11) Soient A et B deux matrices ( n x n). Supposons que A admette n valeurs

propres distinctes. Montrer que: AB=BA , Si et seulement si tout vecteur

propre de A est vecteur propre de B.
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*12) Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, { et g deux
endomorphismes de E vérifiant: fog = gof.

a) Montrer que, si A est une valeur propre de f et si E)_(f) est le sous-espace
propre de f associé a2, alors E, (f) est stable par g.

b) En déduire qu'il existe un vecteur propre commun af et g.

¢) On suppose maintenant que f posséde n valeurs propres distinctes.
Montrer que tout vecteur propre de f est un vecteur propre de g. En
déduire que f et g sont diagonalisables dans une meme base.

d) Montrer que, réciproquement, si f et g sont diagonalisables dans une

méme base, f et g commutent.

13) ‘Applications de 'exercice 12.

a) Trouver les matrices qui commutent avec la matrice :

5 1 -1
2 4 -2
1 -1 | 3
g- O "0
b) Trouver les matrices B vérifiant B' = 5140

-8 0 1
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14) Soit A une matrice (nxn). On suppose que son polyndme caractéristique P
vérifie: P(0) = 0.
a) Démontrer que A est inversible.
b) Soit Q le polynome caractéristique de A ™.

(1) 4

Montrer que Q(X) = X P(1/X).
que Q(X) 50) (
2 4 3
c) Calculer:Q pourA =0 1 1
2 2 -1
¥15) Soit 1a matrice:
4 > 35 0 1)
.5 ORI 1t O
A =
0 1

a) Calculer A% Quelles sont les valeurs propres de A ?
b) Calculer le rang de A+ et A-I (distinguer le cas oU n est pair ou
impair ).

c) En déduire que A est diagonalisable. Diagonaliser A pour n=2,3,4.
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16) 1)Soit 1a matrice complexe:

0 1 0
A= 0 0 1
1 00

Calculer A% et A, Déterminer les valeurs propres et les sous -espaces
propres de A et de A%,
- Tl - el
ii) Soit la matrice complexeB =|c a b |
b ¢ a
En remarquant que B est combinaison linéairede [, A et Az, déterminer

les valeurs propres de B (sans calculer son polyndme caractéristique).
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Applications

1) a) Diagonaliser la matrice:

b) Calculer A",
c) Soient les suites (u ), (v_), (w ) définies par uy= vy=w,=1 et les

relations de récurrence :

W a =B * ¥ * Vg

Calculer u,v,w en fonction den.

d) Résoudre le systéme différentiel linéaire :

(dx

E‘E =3X+Yy -2
dy
<d—t- = -X+Y +2
dz

\‘d—g =X +¥Y+2

Déterminer la solution satisfaisant les conditions initiales:

x(0)=1,y(0)=0,2(0) =-1.
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2) Mémes questions que le 1) avec la matrice:

g =1 1
A=|-1 1 -3
1 -3 {

Fung g
A=l Binitt
1.2 i@

et U0= Vo=1. WO=—1.

4) Soient les suites (u_) et (v_) définies par :
u = -10u -28v

n+1 n n

v =6u + 16V
n+1 n n

Calculer u etv,en fonction de Uy, Vg et n.
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5) Soit (u ) une suite de réels définie par Uy U, U, et [a relation:
Beg= =30, 50, =8 .. On se propose de calculer u en fonction de Uy,

u,u, et 0.

a) Exprimer la relation en écriture matricielle, X , =MX_, en
posant: X =y

b) Calculer M" 4 'aide du théoréme de Cayley-Hamilton (Indication: si P(x)
est le polyndme caractéristique de M, 1a relation de la division euclidienne
de x" par P(x) s'écrit : x" =P(x) Q(x) + ax°+ bx + ¢, a,b,c étant des
coefficients que I'on déterminera ).

c) En déduire u_en fonction de Uy, U, U, et n.

@) Calculer le polyndme caractéristique de la matrice :

- R
0.0 B sk i
I 10 0
t 1.0 0

En déduire les matrices B”, nx2.

7) Résoudre les systémes différentiels linéaires :

(dx (dx =t
-d—t =V+2 a=y+z+3 e

1) <i¥ = Z+X 2) <d—y=z+x+3 te "
dt
dz dz 2 -t
E?: = X+VY E \&=x+y+3 t e
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B) Résoudre le systéme différentiel :

(dx

— =3X +
dt &
<

dy

— = -X+
dt o
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Chapitre 14

Triangularisation

1) a)Soit 1a matrice:

3 1
A=
Est-elle diagonalisable? Triangularisable? Si oui trouver une matrice A’

diagonale ou triangulaire supérieure semblable 4 A. Déterminer P telle que :

A’'=P'AP.
Qg 1 0
b) Mémes questions avec la matrice réelleB =| -1 O O
0O 0 1
2) a) Triangulariser les matrices :
3 -4 O 2
3 1 0 -2 -1 2
. 4 -5-2 4
A=|-4 -1 0 B={-15 -6 i C=
0) 0 3 -2
4 8 2 -14 -6 11
0 O 2 -~
b) Calculer B", n € N.
3) Triangulariser les matrices :
1 2 -4 3 0 8 7 3 -4
A=|0 -1 6 B=|3 -16 C=|-6 -2 5
O -1 4 -2 0 -5 4 2 -1
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4) Soit la matrice :

qui dépend du paramétre t et qui représente une transformation (°C) dans
une base donnée du plan Oxy.
a) Cette matrice A est-elle toujours diagonalisable ? Etudier le cas d'exception.
b) Trouver dans ce cas une matrice triangulaire semblable et préciser la
transformation °Ccorrespondante.

es

5) Déterminer, en utilisant des réduites triangulaires, les puissances p" "™ des

matrices suivantes :

3 -1 1
3 -1
A =l: :] A =2 0] 1
1 1 { 2
1 -1 2

@) Calculer A , ot A est la matrice:

o )
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7) a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice:

8 -1 -5
A=|-=-2 3 1
4 ° =f =i

b) Déterminer une matrice triangulaire B semblablea A , c’est-a-dire égalea
PT'AP.

c) Déterminer une matrice de Jordan C semblable a4 A (les seuls termes non
nuls en dehors de la diagonale sont des 1, et appartiennent a la paralléle
située immédiatement au dessus de la diagonale).

d) Calculer c" , 0U n est un entier positif et indiquer sans faire les calculs

comment on peut obtenir A",

@) a) Déterminer les sous-espaces propres de la matrice:

2 0 -8
A=|3 -1 6
-2 0 -5

b) Calculer (A+I)%

c¢) En déduire une base dans laquelle la matrice devient :

-1 0 O

B = 0o -1 1

0O 0 -t

@) Soient les matrices:

1 2 3 4 1 10 0
Az g 1 2 3 B- 0 1 10
g 0 1 2 g8 6 1 1
0 0 0 1 9 9 0 1

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Montrer que A

est semblable a B. Trouver une matrice de passage P.
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1@) Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ou triangularisables dans

J’\N(R) ? Si oui trouver une matrice diagonale ou triangulaire semblable .

2 -2 O 4, 2. =2 1 3 =3
A=|2 0 -2 B =|1 . =13 1 =3
2 0 0 i 3 1 0O 0 -2

11) Soit A la matrice :

-4 0 =2
A= 0 1t O
'Y 3
Montrer qu'il existe une matrice inversible P telle que:
a 00
P'AP =0 b ¢ aveca<b
0O 0 b

Déterminer P et P 'AP.
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Cours d’'analyse. Tétes de chapitres

1- Suites numériques réelles ou complexes. Structure de Q, R, C.
Théoréme de BOLZANO -WEIERSTRASS. Critére de CAUCHY.

2- Limites de fonctions numériques. Limite d’une fonction en un point.
Relation entre limites de fonctions et limites de suites. Limites de fonctions
monotones bornées. Limites d'une fonction en + o ; limites infinies.

3-Fonctions continues. Continuité et convergence. Prolongement par
continuité. Extrema d’une fonction continue dans un intervalle compact.
Théoréme des Valeurs Intermédiaires. Image continue d'un intervalle. Continuité
uniforme (d’une fonction continue sur un intervalle compact).

4- Fonctions dérivables. Dérivées de fonctions, sommes, produits,
quotients, composées ; des polyndmes, fractions rationnelles. Dérivées des
fonctions réelles monotones et de leurs réciproques. Extrema, Théoréme de
ROLLE, Théoréme des accroissements finis, formules de TAYLOR (MAC LAURIN).
Interpolation polynémiale (polyndémes de LAGRANGE).

5- Fonctions élémentaires.

« Fonctions exponentielles réelles, In, ch, sh, puissance, fonctions
réciproques.

« Fonction exponentielle complexe, trigonométriques, réciproques, nombre

6- Polyndmes. Division euclidienne dans K[X]. Divisibilité, racines d'un
polynome, polynome dérivé. Division suivant les puissances croissantes.

7- Fonctions rationnelles a une variable. Décomposition en éléments
simples. Pratique de la décomposition d'une fonction rationnelle en éléments
simples dans C[X] et dans R[X]. '

8- Développements limités.
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g- Graphes de fonctions réelles. Etude locale, position du graphe par
rapport a la tangente, points d’inflexion. Branches infinies.

10 - Intégrales et primitives. Intégrales des fonctions continues et
primitives. Interprétation géométrique de !'intégrale. Théoréme de la moyenne.
Reégle de Chasles. Intégration par parties. Changement de variables. Calcul de
primitives.

11 - Equations différentielles.
12- Courbes planes. Courbure. Tangente, vecteur vitesse. Etude locale,
branches infinies. Construction de courbes paramétrées planes. Courbes

rectifiables, longueur de l'arc.
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Chapitre

Suites numériques

1) a) Soient a et b deux nombres réels .

L 52
Montrer queab < 5 (a

+b%) . Etudier le cas d’égalité.
b) En déduire la borne supérieure de 'ensemble A de R défini par:

A={xy/(xy) € IR+2 et x2~1-y2 =6}.

2) Soit E '’ensemble des nombres réels de 1a forme:

n-1/n
,n € IN*,

u =
T n+t/n
Montrer que E est borné, trouver sa borne supérieure et sa borne inférieure.

Etudier I'existence d’un plus grand et d'un plus petit élément.

3) Soienta,, b, €R,b,>0 ,1gign.

a) Soient m = Inf a,M =Supa i Montrer que

n
z ab
i=1 L

1

a a+a, + .. +2 a.
b) Montrerque : Inf|—| < < Sup | —
b. b1+bz+"'+bn b

1
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10) Montrer que la suite (u,) définie pour n >t pariu_ =1+ 12—+ s W iT ,
n'est pas une suite de Cauchy. Montrer que lim U =+,

n— +oo

11) Utiliser le critére de Cauchy pour montrer que la suite de terme

= 1 { n+l {
général:u = - + o+ (=1)

0 2+1 2 a
2 +2 2 +n

, €St convergente.

12) Soit (xn) une suite réelle telleque: 0 <a ¢X, <X, <b, et

R

X = X X pOUfﬁ)l.
n+2 n n+t

a) Montrer que: Vn € N, a ¢x_ b

b) Montrer qu’il existe k <t tel que: [x -x% | < klx - x__|

c) Montrer que la suite (x ) converge.

)

13) a) Soit (u,) une suite. On suppose que les sous-suites (u, ) et (u,

convergent vers £. Montrer que (u_) converge vers £.

b) Etudier la suite (u ) définie par u, = V2 et u, =v2-u__.

n-1
c) Soit (un) une suite. On suppose que les sous-suites (u, ), (umﬂ) et

(u,,) convergent. Montrer que (u ) converge .

m)
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=

4) Etudier les suites suivantes définies par:uy= + 3et les relations :

(On s’inspirera de I'étude des graphes des fonctions numériques :

4(x-1) 1
X

2
X +1

15) On considére la suite (u)), .y définie par :

u =0etu = /2-u nx1t.
0] n n

="
a) Montrer que {'ona pour toutn >1:

1gu < 3/2 et %—gu <.

2n+1 2n

Montrer que la suite (umH) 1N €St décroissante, et que la suite

(u N ©stcroissante.

Zn)ne

b) On pose: y_ =u u, ,n3t Montrer que:yngj—y g + B BL,

20+t~ “2n '

. En déduire 1a convergence de la suite (un)ﬂ <Nvers une limite que 'on

déterminera.

16) Soit (un) une suite bornée de nombres réels. On suppose que pour tout

entier nonnuln,ona:2u gy, +u, _.Onpose: v =u _-u

n+i n’

a) Montrer que la suite (v,) est croissante et convergente.

b) Démontrer que limv_=0.
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¥17) Soit une suite (uﬂ) dont la limite est nulle.
1

a) Montrerque lim —(u _+..+u ) =0.
8 0 n

n— +
b) On considére deux suites (a ) et (b ) telles que lima_=aet
i by o 1
limb_=b,ondéfinitc = (@b +ab _+..+ab).
Démontrer qu’il existe un nombre M tel que :

M([ &
lc -abl g _(Z (la=a | + |b-b |>} (Yn30)
L n k=1 k k

c)Endéduire que lim c_= ab .
n—+oo

18) Trouver la limite des suites définies par:

a) u =—L (2: Logk}.
n

& k=1 k

{

n
1 n-k+1
— 2 X e " ou X estlasuite définie par:
n n & =i 'S k

(utiliser 'exercice 17)
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19) a) Soit (u,) une suite de nombres complexes.

Montrer que si tend vers £.£ <1 alors (un) tend vers zéro.

u
n

b) Exemples : trouver les limites des suites de terme général:

n n o
nl

p L] nl ’ —Il. "
n n

{ .
+ .. + = et p unentier »1, on poseu = Snp-Sn.

20) SoitS =1 + 5

Montrer que la suite (u ) converge et que si L(p) désigne sa limite, ona :

L(pq) =L(p)+L(q).

(un+vn),v =vu_ . v_ .

n+l n+t n

NI"‘

21) Soient u,=a,v,=b, O<a<b,u , =
a) Montrer que (u_) et (vn) sont des suites adjacentes.

Ao . o
b) Calculer u etv, explicitement en posanta=b cos ¢, 00 O <ot < 5.
sin o«

c)En déduire quelimu =b
n B o 4

d) Application numérique :a=1, b =2 ; en déduire une valeur approchée

der 210 ° prés.
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22) On considére la suite de terme général :

{ { 1
3 = + + e +

% a41)® (a+2)° (2n)°

(n et p sont des entiers, p est un parameétre ).
a) Montrer que si p>2, Sp , tend vers zéro quand n tend vers 'infini (on
cherchera un encadrement de S 2

b) On prend p =1, montrer que la suite S, , est croissante et majorée.

1 1 i
¢ Solt U = Sin s N ~——— . % SO =
n n+1 n+2 2n

Montrer que u_ converge vers la meme limite que B

3
X

(rappel : pour toutx >0, x - = < sin x gX).

23) a) Tracer le graphe de la fonction f: R—R , définie par:

2n
X -1

f(x) = lim
2n
n—=+0 X +1

b) Trouver la fonction f : R-{-1} = R, définie par:

{-x"
f(x) = lim ,p € N.

2 n+p-1
n—+00 | +X+X +...X

% 24) Soit f: [0,3] =R, une fonction avec la propriété qu’il existe une suite

P_(x) de polyndmes de degré <3 telle que :
vxe [0,3] , lim P (x) = f(x)

n—+o

Démontrer que f(x) est un polyndme de degré <3.
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25) Soient f_(x) : [0.1] = R, définies par :

f(x):{n X six € [0,1]

{ §1 X = |

a) Trouver lim fn(x) ,Vx € [0,1].
n— +o0

1 1

b) Démontrer que: lim J f (x) dxzj lim f_(x) dx
n -+

0 0

26) a) Tracer dans un repére orthonormé la fonction f(x) = ;— En déduire sik

est un entier supérieur ou égal a 2 les inégalités :
k+1 k

dx 1 dx
*F°| ©

k k-1
b) On pose U,=1+ 12—- + ..+ :Tpourn >1. Montrer que:
)

ea(n+1)-n(2)+1 U 1
€n(n) <_En(n) el a(n)
¢) En déduire que :
U
ﬂ1—°11?oo ﬂ(n) g

27) Soient f (x): R =R, définies par:

X
f (x) = etf =f of sin »2
1 5 n 1 n-1

a) Trouver fn(x) en fonction de n.

b) Calculer lim f (x).

n
n— +o0
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Chapitire 2

Limites de fonctions

1) Etudier la limite et éventuellement les limites 4 gauche et a droite de:

2
X-4 X -4X + 3
a)—z———enx=4 b)—-—-——z——enx=1.
X - 12 (x-1

Quelles sont les limites de ces fonctions quand X —-o0, quand X = +o0 ?

2) Calculer les limites suivantes :

1 3 1 +X - 1 -X
a) lim —~ . , b) lim / /
x -1 |0 7% 1-x x—~0 =
A 1~ g U
c) lim ,d)lim —————— A R* .0, meN¥*)
2%-3 X -1
e) lim f) lim
x=-o0 [? 4 B _x4+1
' F 3 _ 3] 3
g) lim x(/1+X -x) h) lim (x+ J1-x )
X +00 X— +00

3) Etudier les limites 2 droite et 4 gauche en O des fonctions f et g définies
1
Cox+2x

X
pour x=0par:f(x) = P , 8(x)
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4) On rappelle la propriété suivante :

"Pour que lim f(x) = b, il faut et il suffit que pour toute suite (x )

n n30
X—a

tendant vers a, la suite (f(xn)n;O tende vers b (a pouvant désigner +oo ou
-0, b pouvant désigner +oo ou -co0),

a) Soit: f(x) =x~ sin x, donner deux suites (x_)

Waya (yn)n;O qui tendent vers

+oo et telles que : f(x ) = Xna. fly,) = —Yna-
En utilisant la propriété rappelée ci dessus, montrer que pour e >0, f(x) ne

tend pas vers une limite quand X —+o0.
b) Calculer lim f(x) pour «<O.

X— +00

5) Les fonctions suivantes ont- elles une limite quand X tend vers 0 ?

a) f(x) = cos i—; b) g(x)=x sin%

®) Montrer qu’une fonction monotone sur un intervalle ouvert [ admet en tout

point de cet intervalle une limite a gauche et une limite a droite finie.

7) Soient f_: [0,1] = R, définies par:

f (x) =
o 1 six =1
Trouver lim f (x) ¥x € [0,1].
n

n—+o

{n x  six e [0.1]



8) On consideére la suite (f ) de fonctions réelles définies sur [0,1] par:

1
(n+2)x si0 gxg—
n+2

1 2
fix) =42 -(ae2ige shlosiiig B ¥ ——
n n+2 n+2

2
0 six > —
n+2

Etudier la convergence de (f_) sur [0.1].

@) Soit (fn) la suite de fonctions réelles définies sur R” par:

(n+1)(x+x2)

x) =
n (n+1) x+1

Montrer que la suite (f ) converge sur R™

1@) Soit o un nombre réel et (fn) la suite de fonctions réelles définies sur [0,1]

par:

o

(n+1)
f (x) =4

n

o) si

g )
(— - X )siOgxg—
n+1

1
n+1

1

2 % 2 1
n+1

Pour quelles valeurs de « la suite (f ) converge-t-elle sur [0,1]?



68

(th a ]! TE'E@ «:5

Continuité

1) En quels points de R les fonctions suivantes sont-elles continues?

12x] ,
a) f:x=3X+— sixe R-{0}, f(0)=2.
X

b) g:x—E(x) +E(2-x)
¢) h:x - -E (E(x)-x)

d) f =g+h e)f,=gh f)f,=hog g) f,=goh

2) Soient f et g des fonctions continues de R dans R. La fonction sup {f,g}

est-elle continue ?

3) Soit f une fonction réelle définie et monotone sur [0,1]. Démontrer que f est

continue a droite au point O si et seulement si la suite:

1
(f(—)} admetlalimite f(O).
n+1

neN

4) Etudier dans chacun des cas suivants si la fonction f est prolongeable par

continuité sur R.

1 n
a)f :x = — [(1+x) -1] (n eN)

2X

3 1

bifix ~xsin

i y 1
C) f:x— X Sin %
d)f:x—»sinxsin;—

e)f:x—sin(t+x)8nlt+x

|
f) f:x—cosxcos - .
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5) Etudier la continuité de la fonction f définie par :
{0 sixe®

X SixXg0

f(x) =

®) Soient f et g des fonctions continues de R dans R vérifiant: f(x)= g(x) pour
tout x € Q . Démontrer que f=g.

7) Soit f: R =R, la fonction définie par:
0 six=0

1
f(x) ={— six € Q%
X

Xx sixe R\Q

o sos 3 o=l ; e
Montrer que f est bijective sur R, définir f . Etudier la continuité.

8) Soit f une fonction réelle définie et continue sur R, telle que pour tout couple
(x,y) de nombres réels on ait : f(x+y) = f(x) + {(y).

a) Démontrer que f(n) = nf (1) pour tout entier relatif n.

1 f(1)
b) Démontrer que: f(—) = ) pour tout entier q >0 . En déduire que
q

f(r) =r f(1) pour tout nombre rationnel r.

c) En déduire que : f(x) = x f(1), pour tout nombre réel x.

@) Soit f une fonction définie et continue sur !'intervalle [0.1] a valeurs dans ce

meme intervalle. Démontrer qu'il existe un point x de [0,1] tel que f(x) = x.

10) Soit f une fonction réelle, bijective, continue, définie sur un intervalle [a,b]
de R, (a<b).

Montrer que si f(a) <f(b), alors f est strictement croissante.



70

11) Soit f : [a,b[ =R , continue, telle que :

lim f(x) = +00 .
X—b
X<b

Montrer que VA >f(a), on peut trouver ¢ € [a,b[ tel que f(c) = A.

12) Soit f : [a,+[ = R continue telle que :
lim f(x)=t.

X— +00
a) Montrer que pour tout A compris entre f(a) et 1, il existe ¢ >a tel que:
fc)=A.
b) On suppose f strictement croissante. Montrer que la valeur ¢ de a) est

unique.

13) Soit f une fonction réelle définie et continue sur R .
On suppose lim f(x) = +o0 et lim f(x) = -oo.

X = + 00 X— - 00

a) Démontrer qu’il existe un nombre réel x (resp.y) tel que: f(x) <O
(resp.f(y)>0). En déduire que I'équation: f(x) = O, admet au moins une
solution. |

b) Démontrer que tout polyndme de degré impair a coefficients réels admet

au moins une racine réelle.

14) Soit f une fonction réelle définie et continue sur R . Démontrer que si f est

périodique de période T alors f est bornée dans R.
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*15) Soit f une fonction bornée sur [a,b] on pose:

M(x) = sup f(y)
y € [a.x]

Montrer que si f est continue pour une valeur Xq € la,b[ et si
f(x4) <M(x,) , il existe un intervalle ouvert contenant X, OU la fonction

X — M(x) est constante.

1) Soit f une fonction réelle définie et strictement croissante sur un intervalle
[a,b] de R telle que : f([a,b]) = [f(a), f(b)].
a) Montrer que f est une surjection de [a,b] sur [f(a).f(b)] .

b) Soit X, € [a,b[. Montrer que f est continue a droite en A

(considérer Inf f(y)).
xo<y<b

c) Soit x, € ]a,b]. Montrer que f est continue a gauche en x,.

d) En déduire que f est continue sur [a,b].

17) Etudier la continuité uniforme des fonctions: x —v'x sur R*, et

2
X=X surR.

18) a) Montrer que la fonction sinus est uniformément continue sur R .

b) On considére les suites réelles (x_) et (y_) de R définies par :

I 30
X = | — +2nll y = ?+2nII

n Z n

Montrerque lim (y -x ) =0.
n n
n— +o0

En déduire que la fonction X — sin X n’est pas uniformément continue.
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19) a) Soit f une application continue de R dans R admettant des limites
finies lorsque X tend vers +co et -oo, Montrer que f est bornée et
uniformément continue sur R .

b) L'application continue: X — ax+b (a,b € R), est-elle uniformément

continue sur R ? bornée ?

20) Soit f une application de R dans R vérifiant :
f(x)-f(y)l ¢ klx-yl , V(x,y) € R®, ouk est un réel (O<k<t1) .
a) Montrer que f est uniformément continue sur R.
b) On considére la suite (x_) définie par le premier terme x, et la relation
).

Montrer que cette suite est convergente et que sa limite £ est solution

de récurrence x_= f(x__

de I'équation f(x) = x . Cette équation admet-elle d’autres solutions ?
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Dérivation

1) Calculer la dérivée n- iéme des fonctions f,g,h définies par :

B g ', 3X+7
flx)=x"€nx , g(x)=x"sinx , h(x):z_
X +X-6
dication : a) Montrer que f(n) (x) est de la forme :

pla) (x) = xP-0 (a, x€nx +b_).

a b

b) Trouvera et b telsque h(x)=— + — .
X-2 X+3

2) On donne une fonction f continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, telle que:
f(a) = f(b) = O, et un pointd ¢ [a,b].
Montrer qu’il existe ¢ € ]a,b[ tel que la tangente en (c,f(c)) au graphe de f

passe par (d,0)

Indication : aprés traduction géométrique de la question, on appliquera le

‘théoréme de Rolle a g(x) = f(x)/(x-d).

3) Soient p et q des nombres réels, et n € IN* Démontrer que le polynome :
f(x) = x"+ pX + q, aau plus deux racines réelles distinctes si n est pair et

au plus trois racines réelles distinctes si n est impair.

4) Ecrire la formule de Taylor-Mac Laurin a 'ordre n pour les fonctions
suivantes : e" , sin x, cos x, €n (1+x), ainsi que celle pour la fonction tg x a

I'ordre 5.
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5) Montrer que si une fonction n fois dérivable prend la valeur 0, en (n+1)

points différents d'un intervalle donné, il existe un point dans cet intervalle

ou ladérivée d’ordre n prend l1a valeur 0.

@) a) Montrer que la dérivée n- iéme de :

P (x)

n

f(x) =

. (n)
s'écrit (x) =
2. n+1
1 +X (1+x)

ou P est un polyndme de degré n.
b) En dérivant la relation: (1+x°) f'(x) + 2x f(x) = O , démontrer que:
%)
(ﬂ+1) (n) 2 y =
c) En comparant f (x) et f (x), démontrer qu'on a aussi :

0=-P_, (%) - 2(a+1)x P_(x) + (1+X)P’ (x) .

n

0 =P, (x)+2(n+1) xP_(x) + (1+x)(n’+n) P

n—

d) En déduire une relation entre P__ et P’ _.

e) Démontrer enfin que Pn admet n racines réelles distinctes en construisant

le tableau de variations de f(n).

7) Soit f une fonction réelle continue sur [a,b] dérivable sur ]a,b[ sauf
peut-étre en X, € la,b[.

a) Montrer que si {’ a une limite en X, alors f est dérivable en X, et
f’(xo) = lim f{'(x)
X = XO

b) Donner un contre exemple a la réciproque.
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8) a) Soit f de classe & sur la-c, a+al, a>0 , et telle que f"(a) = 0.
Pour h tel que: |hl<«, on choisit 8(h) € ]0,1[ tel que :

f(a+h)-f(a) = h f'(a+8(h).h) .

{
Démontrer que lim 6(h) = — .
h -0 <

~—

b) On suppose maintenant f de classe @ £'(a)=0,{"(a)=0 .

Démontrer qu'on a alors lim 6(h) =
h—0

ol

c) Appliquer ce qui précéde a 1a fonction Arctg . Montrer que, pour cette

fonction, 6(h) est unique.

@) Soit f une fonction définie sur R telle que : |f'(x)| ¢k <1, pour tout x>0, et
f(0) >0 ; montrer que I’équation: f(x) = X , a une seule racine positive et que
cette racine est la limite de la suite (x_) définie par :

Y.

X, ={l0), 2,=(%), e, %, = f(x

{ 2 n-1{

%1@) Montrer que si f est une fonction dérivable sur [a,b] et si f'(a)=f' () =0 ,

alors, il existe un point ¢ € ]a,b[ tel que 'on ait :

flc) - f(a) . .
——— =f"(c). Interprétation géométrique.
c-a
f(x)-f(a)
Considérer la fonction g définie parg(a)=0, g(x) = pour X =a
X-a

11) En étudiant les variations de la fonction :

2 3 n

X X . X
X—=PX)=1-X+— = —+ ...+ (=-1) —
2 3 n

étudier 'existence des racines réefles du polyndme P(x).
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12) Soit x — f(x) une fonction dérivable sur !'intervalle [x,, +oo[ .

: f(x
a) On suppose que lim f (x)=¢=0 .Etudierlalimite de — etde f(x)
X

X = + 00

lorsque X tend vers +oo.

f(x)

b)On suppose maintenant que lim f’(x)=0 .Etudierlalimite de —
X

X =400

lorsque X tend vers +co .

c)Si lim f'(x) = +o0 , étudierlalimite de f(x) pour x tendant vers +oo.

X = +00

13) Calculer la dérivée d’ordre n de la fonction: x =y = x"(1-x)", en déduire

la somme des carrés des coefficients du bindme.

14) Calculer la dérivée d’ordre n de la fonction: X =y = (1—x2) cOoS X .

15) Etudier les graphiques des fonctions suivantes :

2
X +X-2

2
X

aA)X -y = au voisinage du point X =4 .

3 2
b) Xx—y = X -3X +3X+! au voisinage du point X =1 .

3
€) X—y = X -3X+2 au voisinage du point x=0 .
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1@) Montrer en utilisant la formule de Taylor que si les fonctions f et g

possédent au point a des dérivées continues jusqu'al’ordre n et si:

fla)=f'(a) = ... = f(n-1)(a) = 0,
gla)=g'(a)=... = gln-1)a) = 0, g"(a)=0
alors lim i = f(n)(a)

x—+ o0 8(X) g(n)(a)

=F ) . X-sinx 1
Application : trouver lim ——— , lim |cotg X - — | .
-0 XSIAX Ty Lo X

17) a) Soit: x —f(x), une fonction admettant une dérivée pour tout X € [a,b]

et une dérivée seconde pour tout X € ]a,b[. Montrer qu’a tout nombre

x €lab[ correspond au moins un nombre ¢ € ]a,b[ tel que:

f(b) - f(a) (x-a)(x-b)
f(x) - f(a) - ———(x-2) = ———onur "(c).
b-a 2

(n-1) S

b) Soit: x = f(x), une fonction admettant des dérivées f',..., f
[a,b] et une dérivée d'ordre n pour tout x € Ja,b[. Si de plus elle prend
la valeur 0 pour a et pour b et pour n-2 nombres LI I

appartenant 4 ]a,b[, montrer qu’il existe au moins une valeur c € Ja,b[

telle que, pour tout x € Ja,b[:

f(x) = (x-a)(x-a)...(x-a ) (x-b)
1 fi=2 nl

Retrouver comme cas particulier la formule précédente.
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18) Soit f une fonction de classe & sur [0.1[. On pose:

u(x):f(x)-f(o)-[f'<x)+f'(o)]; PSR I (1) e

ou A est une constante réelle.
Peut-on choisir A pour que u(1) =0 ? Avec cette valeur de A, démontrer

qu’il existec, O<c<l,tel que: A = f(S)(c).

19) Déterminer le polyndme de Taylor d’ordre 6 P(x) de 1a fonction:

1
X =/ 1+x .Donner une majoration de |P(x) - /1+x |sur [0, ?] .
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G ﬁﬁ] B 5
Fonctions élémentaires

1) Calculer 1a dérivée des fonctions suivantes :

a) f(x) = e b) g(x) = e
ex+1 2%

¢)hix) = = d)u(x) =tan (e )
e -1

e) V(X) - -enx

2) Déterminer la dérivée n-iémede f(x)=xe".

3) Tracer les graphes des fonctions suivantes :

X =X

b)glx)=xe ¢) h(x)= -

a) f(x)=e

4) Soit f(x) = 2e %, Déterminer I'équation de la droite tangente 2 f au point

(0,2).

5) Trouver le point du plan ouladroite:y = -4x -7, est tangente a la courbe:

@) a)Montrer que pour tout x 30,0na e >1+X.

b) Utiliser a) pour montrer que pour tout X, e = X.
N ’ X
c) Utiliser a) pour montrer lim e = +c0o,

X —+o00
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7) Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

8) Montrer que, pour [x|>1 :

€a(x + / xz—l) = -8n(x- / x2—1).

@) Etudier les trois fonctions f, g et h définies par :

f(x) = a(1+x°) ., g(x) = enlx| h(x) = x- nx.

®0) Soit f une fonction définie sur ]O,+oo[, dérivable en 1 et satisfaisant pour
tout x et y dans ]O,+oo[ a: f(xy) = f(x) + f(y).
a) Montrer que f(1) =0 .

b) Montrer que, pour tout x et y dans JO,+oo[ , f( ;i) = f(y) - f(x).
c) En déduire que si O<Jhl<x, alors

a3 1)
Hasn) Sied f T o

h X h/x
d) Déduire de c¢) que f est dérivable sur ]O,+oo[ et que pour tout x >0
f(x) = f'(1) €nx .

11) Simplifier les expressions suivantes :

sh(@nx) ,th @avx ), (chx +shx)".

12) Calculer en fonction de sh et ch les sommes :

S

chx+ch2x+..+chnx
T

shx +sh2x +..+shnx .
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13) Calculer ch(nx) et sh(nx) a'aide de ch x et sh X .
Application: Calculerch5 x,sh5 x,ch4 xetsh 4 xenfonctiondech xet

sh x.

14) Résoudre dans R I'équation :
| 1

chx+shXx=— - —
shx chx
(on pourra posert = e ).
15) Montrer que le systéme :
chx+chy = 2
{ 4 (ab) € R
shx +shy =

; y . 2
a des solutionssietseulementsia > / b +4.

Résoudre ce systéme.

1@) Déterminer les intervalles sur lesquels les fonctions ci-aprés admettent une

réciproque que !'on calculera:

X
a)f(x)=x2-4 b)g(x) = -
1+X
c)h(x) =cos x d) u(x) =sin2x
X X
e -1 3e -2
e) v(x) = £ wix) = —
X X
e +1 e +4
17) Catculer (™) (c) pour :
a)f(x) = X°+7 , c=6 b)) f(x) = x +sinx , c=0
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%18) Supposons que f ', [f '(x)]etf [f '(x)]existent et que f [f7'(x)]=0.

Montrer que :

e -t T (%)
i) 2 —ereees

) ) == 3
[(f€ (x))]
19) Calculer la valeur numérique de :
sin (Arc sin (-1/2)) cos (Arctg (-1))
2
sin (Arc cos (——2—-) ) . Arccotg (tg II/3)

20) Simplifier les expressions suivantes :

cos (Arc sin x) , cos (2 Arc sin x) ,

2
sin (2 Arcsin x) , tg (Arccos /1-x)

21) Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

B X+1
Arccos (-3x) , Arctg /x , xArcsin (x) | Arctg er
. X—

22) Montrer les relations suivantes :

X
a) Arctg ———— = Arcsinx pour -1<x<1.
2

1 -X
X+Y

I -Xy

b) Arctg x + Arctg y = Arctg pouUr Xy <t.
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23) a)Montrer que Arccos X + Arccos (-x) = & .

2
2X 1 =X
> + Arc cos

1 +X 1 +X

b) Calculery = Arcsin

(On pourra poser X = tg 2— .0 € ]-n=n[).

24) a) Calculer: y = Arctga + Arctgb, aetb réels .

1
b)Dériver les fonctions f(x) = Arctg =

2X

X X-1
et g(x) = Arctg — - Arctg — ,x=20,x=-1.
X+1 X

Conclure. Pouvait-on prévoir le résultat ?
25) Calculer 'expression: c= 4 Arctg1/5 - Arctg1/239 .

26) Etudier la courbe définie par :

2
y =Arctg (x + / x -1) .

Déterminer sa fonction réciproque.

27) Déterminer les dérivées de :

f(x) =ch J/ 1-x2 . 8(x) =sh (Arctg ezx) .

28) Simplifier les expressions suivantes :

2 ch x -1
Argsh (2x /1 +x ) , Argth | —o0n0,
ch x +1
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29) Limite lorsque X — +o de :

i @
¥ = e (Argsh x) a>0.
X
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Polynomes

1) Effectuer les divisions euclidiennes suivantes dans R[X] :

a) 3%+ 2¥ - %%+ par: +X+2
b) X*-X*+X-2 par: X°-2X+4
¢) X+X+1 par: X - X+

2) Effectuer les divisions euclidiennes dans C[X] de :
a) X°-3iX -5 (1+1) par: X=1+4 .
b) 4X°+%X par: X+1+1 .

3) Effectuer dans R[X] la division euclidienne de :
aan + an_l}(n.l +..+a,, par: (X-a) .
4) Effectuer dans R[X] les divisions euclidiennes par ( X~ 2X cos ¢ +1) de:
a) X" sing- Xsinne + sin (n-1)e.
b) X""'cos (n-1) ¢ - X"cos n ¢ - X cos o +1.

Dans les deux cas on trouve que le reste est nul. Peut-on démontrer ce

résultat plus rapidement en se plagant dans C[X]?

5) a) Effectuer la division euclidienne de P(X) = X"-1, par Q(X) = X°-1 .

b) Quelle relation doit-on avoir entre n et p pour que Q divise P?

c) Prouver que le P.G.C.D de P et Q est Xd-i, d étant le P.G.C.D .den et p.
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&) Déterminer le P.G.C.D des polyndmes suivants :
2) X+3X 4+ 0+ X%+ 3%+t et X 2X0+%X+2,
b) 2X° + 4X*+ 4X°+2X°+6X+6 et 2X° +4X+4 .
¢) X -+ X4X-1 et PrX42%3-1.
d) T 4T =37 «4%~1 8t TwX =X=1.
e) 2X°-5%- 14X +36X°+86 X0 +12X-31 ; 2X0- 90X + 20+ 37X +10X - 14

et X3-2X-1 .

%2) Montrer que: ¥V P €K[X], P(X) - X divise P[(P(X)]-X.

8) Prouver que les polyndmes suivants vérifient: Q diviseP:
2L L3, Q%) = P+X+t (nmp € N).

a) P(X)= X
b) P(X) = (X+1)®® = ¥*"=2%X-1, Q(X) = X(X+1) 2X+1) (n € N¥).
¢) P(X) = nX"™' —(a+1)X"+1 . Q(X) = (X-1)% (n € N*).

d) P(X) = (1+X) (1-XY-2n X" - X)=-n® X"'1=-%X)% |
Q(X) = (X-1°(ne N, n32).

@) a) Pour quelles valeurs de I'entier n le polyndme P(X) = X"+ est-il
divisible par le polynéme Q(X) = C+X+1?

b) Méme question pour :
P(X) = X=X X=X 410t Q(X) = X=X+ XP-X+1

1@) Trouver le reste de la division euclidienne dans R[X] de :

P(X) = (X-2)""+(X-1)"+1 par Q(X) = (X-1)%(X-2) .
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11) Montrer que si p et q sont deux entiers non nuls premiers entre eux,

(X-1)(xP?-1) est divisible par (X°-1) (X*-1).

12) a) Montrer que le polynéme: P(X) = Y-6i%-11%+21i¥-12 X+8i ,
admet la racine 2i. Quelle est sa multiplicité ? Factoriser P dans C[X].
b) Résoudre dans C I'équation : X6-7X3—8 =0, et factoriser dans C[X] le

polyndme: Xé— 7L = 8.

13) Factoriser dans Q[X], R[X], C[X] respectivement les polynomes :

)X+, b)) X-¥et o) 22X -xdeXi-X-t .
14) Factoriser: (X+i)" - (X-1)" .

15) Soient a,b deux entiers relatifs non nuls et n un entier naturel.

@5 e ryl,

Montrer que le polyndme: P(X) =

ainsi que toutes ses dérivées prennent des valeurs entiéres pour X=0 et

= g—(Utiliser la formule de Taylor).

16) Montrer que le polyndme suivant n'a pas de racine multiple:

2 n
X X
SR g S e L
1! 21 nl
17) Montrer que le polynome :
X X(X+1) X(X+1) ... X+n)
P (X)=1 4 = % B e
wad {1 21 (n+1)!

2 pour racines : =1, =2, «,; -0, ={a%1).
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18) P étant un polyndme a coefficients réels, montrer que le polyndme :

X- . ,
QX) = —2—? [P'(X)+ P'@)] - P(X) + P(a)

admet a pour racine multiple. Quel est son ordre ?

19) a) Soit P € R[X] de degré n. On suppose que P divise P. Montrer que:
P(X) = A(X-2)" X, a € R).
b) Trouver tous les polyndmes P de degré n a coefficients réels tels que :

P(X) = P(X)P (X) ... P™(x).

20) a) Montrer que si un polynodme a coefficients réels admet une racine
complexe z alors il admet aussi z comme racine.
b) Soit P un polynome a coefficients rationnels admettant oc+B\/—§- comme
racine, avec a,p € Q. Montrer que t-pv'3 est aussi racine de P.
(Application : Factoriser le polynéme: 48 5X3+6X2+2X— 4 , en sachant
que 1+V3 est racine). Généraliser ce résultat pour o +pvk ou k n'est

pas un carré parfait.

21) Soit P(X) = X°+X+1.
a) Montrer que P n'a pas de racine dans Q, puis qu'il est irréductible dans
Q[X1.
b) Montrer que P a une racine « dans R.

c) Chercher tous les diviseurs de P dans R[X].
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22) Soient S et T deux polyndmes premiers entre eux.
a) Montrer qu'’il existe un couple de polynomes (U,V) tels que:
SU+TV =1
b) Montrer que l'on peut trouver un couple unique de polyndmes (U,V)
vérifiant 1'égalité précédente avec :
degU < deg T etdegV < degS .

c) Déterminer (U,V) dans les cas particuliers suivants :

${XT = Xl T(X) = X*+1
$(X) = ¥t T(X) = X 4§
$(X) = (1-X) T(X) = X* (k=2.3,...0) .

23) Soit n un entier strictement positif.
a) Démontrer qu’il existe un couple unique (P,Q) de polynémes de R[X] de
degré <n , vérifiant : (1-X)" P(X) + X" Q(X) = 1
b) Démontrer que : P(X) = Q(1-X), Q(X) = P(1-X) .
¢) Montrer qu’il existe une constante a telle que :
(1-X)P(X) -nP (X)= a X"

En déduire les coefficients de P et la valeur de a.

24) Effectuer 1a division suivant les puissances croissantes a l'ordre 4 de:
a) 2-3%°+X* par1+X+% .
b) 1 pari-X .

g) (=X par1+%X° .



80

253) Effectuer la division suivant les puissances croissantes a !’ordre n de:
a) 1-ab¥’ par 1- (a+b) X + ab ¥ | (ab) € R,
b)1-Xcosa par -2 Xcosa + .

c)Xsina parl—2Xcosa+X2.

n n
k k k
d) 2 X par 2 (-D X
k=0 k=0
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intalRi

Fractions rationnelles

1) Sur le corps des complexes, effectuer la somme:
2 2 2
X —-JX+1 X -1 X +1
+
2 . 2
X -1X+1 X +1X+1

2) Déterminer «.p.Y de fagon que 'expression suivante soit un polyndéme en X :

3 2 3 2 3 2
X +aX +BxX+Y X +BX +¥X+a X +¥X +ax+p
- +
X-1 X-2 X-3

3) Décomposer en éléments simples sur R :

) 1 b) 2x-3 ) x4 d) xz—x—z
Y ke 0x+2) x-D(x-2) oy o
8 2 2X+3 1
)—— e O ——— b
(x+1)(x-1) (x-1) (x +1) x(x-10(x -1) x(x +1)
1 X3-3X—4
i) S e e S(a,bc distincts) j) - =
(x +a )(x +b )(x +c ) (x +2)(x +x+)

4) Décomposer en éléments simples sur R :

¥
X +1

2 3
(X +x+1)
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5) Décomposer en éléments simples sur C :

2 , 2
X+1 X +1 1 X+1 X

2 .2 2 ' 4 2, w3
X +1 (x +x+1)  (x+1)(x +1) x +ix+1 (x+1)

®) Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur C . En

déduire leur décomposition sur R :

2
1 i 1 2X X -3xX-2
5 6 ¥ .3 2’ . 2 2 oo 2 2
X +1 X -1 (x -1) (x +1)(x +x+1) (X +x+1) (x+1)
6
X { 1 1
2 2 2 4 " "n . nEINX
(x +1) (x+1) x(x -1) X -1 X +1
P
= ,p € N,q € N*¥,p<2q.

1-X
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Clhhapitre &

Développements limités

1) Trouver un développement limité au voisinage de X = 0 de chacune des

fonctions suivantes :

2 _ en(t+x)
tg x (al'ordre 6),ch xsin x (a2 'ordre 5), rien (a l'ordre 4),
+X :

1

(al'ordre 4), (alordre 4) , (a1l'ordre 4),

cos X sin X

sin X
(al'ordre 4), /1+sin x (4 l'ordre 3), /1+tg x (al'ordre 4),
e -1
sin x V cos x
sin (n(1+x)) (al'ordre 4), e (al'ordre 4) , e (al'ordre 4),

{ 1

(1+x)x (a'ordre 3) , (1+sin x)x (al'ordre 3) .

2) Soit f définie au voisinage de 0 par:

1+t
f(x) = fn 8%

1-tg X
a) Calculer f ’ au voisinage de O. En déduire un développement limité a 'ordre
5 au voisinage de O de {.

) Retrouver le méme résultat sans utiliser la dérivation.

3) Rappeler le développement 1imité 4 'ordre 4 de (1+x)", « € R et en déduire

les développements limités au voisinage de 0 de:

/__

"X 2 1
./1+x Jal'ordreg , d) = j=% +—£-Arcsinx alordre g .

al'ordre8 , b)Arcsinx al'ordre g,
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4) Développement limité a I'ordre 8 au voisinage de 0 de :

y = Arctg (Arc sin x) - Arc sin (Arc tg x).

5) On se propose de calculer le développement 1imité a I'ordre 3 au

X+1
voisinage de l'code f(x) = Arctg | — .
X+2

a) Soit: u(t) =f(1/t) . Calculer le développement limité 4 l'ordre 2 au voisinage
de 0 de u'(t).

En déduire le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de ['sode f (x).

X+1
b) Calculer le développement limité de g(x) = | - al'ordre 3 au
+

voisinage de |'ec .

Retrouver le développement limité de f(x) a 'ordre 3 au voisinage de 1’ .

@) Trouver les quatre premiers termes du développement limité de

Ln x
= —— etd = u 1S 1 .
0% = etdey /;( au voisinage de 1

X

7) Trouver un développement limité a 'ordre 4 au voisinage de X = ;i de

o & X
Y = sin 5

8) a) Calculer le développement limité 4 I'ordre 3 au voisinage de

X, € Jox[ de: f(x) = €n sin x . Examiner le cas ou K, = ];.

b) Calculer directement ce développement limité au voisinage de o=

@) Trouver un développement limité au second ordre au voisinage de

5 P 3 3 2 3/ 3 2
l'infinide y = X +X - X -X
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1@) Trouver le développement généralisé au voisinage de x infini a I'ordre

3 2
X -2X +2X+2

2de vy =
X-1

11) Calculer les développements limités au voisinage de +oo de:

3n(1+L)

X [ 2 / 2
a) = alordre4 , b))/ X +X+1 - /X - x-1 al'ordre 3,

sin —
X

c)x€n(l +tg l;) alordre 4.

12) Calculer les développements généralisés a 'ordre 2, au voisinage de 0 , des

fonctions suivantes :

a)e®*_e™ | b)tglln(1+x)]-Ln(t+tg x) , c) : :

13) Calculer les limites suivantes :

2 2 ﬂtgé—@n(e

: tg X -X _
lim e , lim :
x=0 (cos x-1) (e -1) x-=0 sin x - x

X

)

-1
X

-t
e ¥ icos (@n(1 +%))-2 +X 1 2 2

. ) X .

lim , lim (cos —)" , lim x(= Arctg x -1).
4 X

x—=0 b X— +00 X— +00

14) Limite lorsque x tend vers 0 de:

|
2n cos x

Arc sin x sin X
sin X e - e

b)Y:

a)y

1]
@

Arctg x g x
e = e
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15) Limite lorsque X tend vers +oo de:

16) Peut-on prolonger par continuité en x =1, la fonction définie par:

X

- X
f(x) = x ? Si oui,le prolongement est-il dérivable en x =1 ?



Chapitre ©

Etude de courbes y = f(x)

tudj cou ujvant

xfn x
3)y =
2
X -1
x
e +1
5)y =
'8
X
g =i
7)y=xx
) n (1+x)
)Y = s,
et ey e
X
11) y = xArctg —
X-1

ch x
13)y = —

2
th x

fn x

10) y = £n [€nlxl|

1

2
12)y =x Arctg —
X+1

X

1-X
14)y = X
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Intégration

1) Soit f une fonction réelle continue périodique de période T .

x+T

Montrer que la fonction définie par F(x) = f(t)dt estconstante.
X

2) Soit f une fonction définie et continue sur [a,b] telle que ¥V x € [a,b],

f(a+b-x)=1(x) .

b b
a+b
a) Montrerque : | xf(x)dx = - f(lx)dx .
b14
Xsin x
b) Appliquer le résultat précédent au calcul de egery dx .
5 1+cos X

3) Calculer les primitives des fonctions suivantes (on précisera les intervalles de

définition):
X
n 3 2x , 3 2 e 2 2 2
x €nx,xe ,Arcsinx,cos x,tg X, — 15X X -1 1%,
e +1
3 4
i Ix=z { 1 X =3 2% 4 { tg X
x/ x+a ' ' ' '

2 2 g 2 3, 2 2 2" ’
4X +4X+5 X -4X+2 X -X  (x=17(x +1) (x +x+1) 05X

1 { 1-tg X 1 X+2 2
. - ‘ ; ; — , X/ -X +3X+6 .
COSX 1+sinX 1+tgx chx / 2
X -5x+6




29

4) Calculer les intégrales :

1 e 2 n -1
2 n L 4 |
Arctgtdt , | (8nt) dt , | t €ntdt , | sin tdt , p e
[ 2
0 1 { 0 2t/ t +1
n
A 2 2
e -1 1
t dt, 5 ——t—-—tdt 5
COS t+Ssin
.»oe+1 | t +t +1 "
2

.
2 3
t/t +2t+5dt , J' Jt fz-1)dt
0

!

5)

.4 r
T 2 2

a) Montrer que:| f(sinx) dx =| f(cos x) dx =| f(sin x) dx
19

2

T

sin (n+—) t
2

b) Montrer que : VneN, Dn=J -—-—t_ dt
" sin?

1]
a
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®) Pour tout entiern >0, on pose :

T
7
. n
[ = sin xdx
o]

a) Exprimer [__, en fonctionde I .

b) En déduire la valeur de [, etde [, . pourn3o0.
I I

2n 2n-1
c) Montrer que : 1g <

2n+1 2n +1

) n, converge

En déduire que la suite de terme général : ( 2

vers ;—(formule de Wallis).

7) Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et donner leur dérivée :

X X

g(x)= e dt ; hix)=| e dt .

8) Soit f : R =R, une fonction continue et soit :

X+1

1
Fx)==| f(t)dt .
X-1
a) Montrer que la fonction F est définie, continue, dérivable et calculer F’ .

b) Déterminer F pour f(t) =|t| et tracer son graphe.
c) Montrer quesi 1imf(t) =€ , alors limF(x)=2.

= +o0 X— +c0



101

9) Soit f 1a fonction :

1+cost
(0 [ _hsertl Lo
/ 4 2
X t -t +4
a) Préciser le domaine de définition de f. Etudier sa parité .( On ne cherchera
pas a déterminer explicitement f(x) ).
b) Etudier la dérivabilité de f et déterminer {’ .

c) Montrer qu’il existe ce]o,1[ tel que: f'(c)=0.
d) Montrerque lim f(x)=0.

X—= +00

10) Soient: f:[a,b] =R, continue, g:a,b] =R, positive et intégrable,

m=Inf f(x) , M=Sup f(x) .
b

a) Montrer que la fonction F définie sur [a,b] par: F(x) =f(x)J’ g(t) dt ,
a

est continue et déterminer ses extrema en fonctiondemet M .

b) En déduire qu'’il existe un élément c de [a,b] tel que:
b b

,[ f(t) g(t) dt = f(c)J g(t) dt (premiére formule de la moyenne)
a a

Etudier le cas ou g est constante et vaut1 .

11) Vérifier que les intégrales suivantes ont un sens. Les calculer.

+ 00 + 0 + o0 + o0

[ dxe J dx ‘{ x dx [ g
| ' , e sinxdx
(x+1)(x+2) ) lnX : (x+1)(x +1) .

0
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12) En utilisant la notion de somme de Riemann, calculer les limites des suites :

{ 1 { {
a) a_ = + + F e , o,BeR¥
" na na+Pp na+2p no+(n-1)p *
1 a o a
b)b = (1t #2 +.....+n ) , €0
n o+
n
L+ 2+..... +\/—r-1
c) c =

(=N
Q
|
Dl"‘
Lo }
5

+
o]
+
3]
B
+
2
-

.

13) Soit f 1a fonction de R” dans R définie par :

1

-=x(1+=u2)
e
f(x) =J’ —_ du .

0

a) Montrer que, pour tout nombre réel h=0,0na:

1 2 —h(l+u2)
1 =x(t+u) e -1
5 f(x+h) - f(x)| = [ e - du
h(t+u )

0

b) Montrer , en appliquant 1a formule de Taylor 4 l'ordre 2, qu’il existe un

nombre réel A>0 , tel que:

< Alyl .

|

Yye [-2,2]

c) En déduire que f est dérivable et que :
1

—x(l+u2)
f'(x) = - e du .

0

2
d) On pose : g(x) =f(x2) . G(x) =J e dt .

Montrer que g et G sont dérivables sur R et que :
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vxeR® , gx)+[(Gx)’T =0

En déduire :

B 2
f e—L Clt=/7ﬁ :

0

12) Soient a et b deux nombres réels tels que : 0<a<b .

a) On considére 1a fonction f définie sur ]0,+oo[ par :

2
ab+u

f(u):v:
20

Etudier les variations de f. Montrer que la restriction de f a4 {'un ou 'autre
de deux intervalles que I'on précisera, permet de définir dans chacun des
cas une fonction réciproque. On désigne par ¢, et ¢, ces deux fonctions.

Donner 'expression de ¢, et de o, .

b) On considére 'intégrale :
/2

de
I(a,b) = ;
z B 2,2
/a cos 8+b sin 6

o
Effectuer les deux changements de variable :

2
ab+u

2u

a+b
En déduire I'égalité : I(a,b) =1 (,/ ab , TJ

2 2 2 .2 ,
u=,/ a cos B+b sin 8 ,puis: v=

c) On considére les deux suites (an) et (bn) définies par les relations :
a +b
n n

0 0 n+1 n n n+1 2

i)Montrerque:V’nGIN.0<an<bn etI(an,bn)=I(a b ).

n+1 n+1

ii) Montrer que la suite (a ) est'croissante, la suite (b ) décroissante.

iii) En déduire que les suites (a_) et (b_) sont convergentes et
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démontrer qu’elles ont méme limite £ .
iv) Utiliser ces résultats pour établir la formule :
n

I(a,b) = ﬁ .
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Chapiltre 12

Equations différentielles

1) Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y'y=e' 7.

2
X

b))y’ x8nx - (xzﬁnx +1)y = e2

Y
Sy X e —=1,
X

d) (xy’-y)(@ny - €nx) = x .
e) (x2-1)y’ + Xy =-1.
f) x(1-y)y +y (1-x*) = 0.

2
X +1 2

YV +X+Y =0.

g)

h) 2x2y’ = (x—l)(yz—xz) +2xy (en remarquant que v = X est une solution

particuliére ).

2) Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) 2x°y’ = x°+y? .
b)xzy‘ + XYy’ - xz—y2 = 0.
c)2xy’ -y = 10Xy,
d) xy’' -2y =x.

e)Xy' -y =X.
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3) Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)y’'- 3y + 2y = 2x3- 7x2+2x -1,

2 2 2
C)y’'-2y = 6X -2X-4+X e“+4xe’”

)
D) y”+ 2y’ +2y = 2X - sinx .

)
d) y'’'- 4y’ + 3y = 6X +1 + 48" + Te

3
e)y’'+Yy = cos” X .

X=1 _y
fly” +3y’ +2y = —e

X
gy -y=-0.

h)y”’- 3y’ +2y = cos X .
Dy -2y +y=e +X .

4) a) Calculer :

X

:
J e sin2tdt

0

b) Résoudre !’ équation différentielle :

2 2 |
yvJ/Ix +y=xJ/1-x ,xel-t,1[.

5) Résoudre ' équation différentielle :
xzy”— 2x2y’ + y(x2 -2)+0 .

(Vérifier que x e" est solution,et en déduire toutes les solutions).
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huOﬁJl‘ﬂ

Courbes planes

urbes en coordonné triqu

2) Tracer le graphe de la fonction :

gty =(t, -t) =1zt gl

3) Etudier et tracer le graphe des fonctions f et g définies par :
2 3

t
-

f(t):(t2+t3,t2—t3) ,oglt)=( ‘
f=1" tit

4) Etudier les courbes définies par les équations paramétriques suivantes :

t t . < t3 3 2t3 3
e te =t +— ,y=21t +—
a) X=— , y=—0o b) d £
1+ 1+t
(Etude du point stationnaire)
t t+2 2t t2
Xp—— ¥ 2 X = Y =—
2 2 b -
ol t-1 (- d, Ll
(Etude du point double, (Branches infinies,
tangente a l'origine) , (point double)

t
e -t
e) X =—t ,y=t(t-2) (Point stationnaire, équation de la tangente en ce point)
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ourb ocordonné olai

5) Etudier les courbes suivantes :

{+t " sin 9
r=1+tan ; 5 r=
2 cos 6-1

a)
(Asymptote,point double)

3 : B P ; 5 5
c)r=cos 0+sin” 0 (Préciser les points ou la tangente a 1a courbe est

paralléleala 2*™pissectrice).

Courbure

@) Déterminer le centre et le rayon de courbure des fonctions suivantes :
f:[ox] =R%, t—=(2cost,2sint)
g R-R> , t=(t,t%)

7) Calculer le rayon de courbure de la fonction r(t) au point £y
a)r{t)=(2costi.3sint) ; ¢, =0,

b) r(t)=(t, 3t°) Lt =0.

8) Déterminer la longueur des courbes paramétrées suivantes :
a) c(t)= (1-t%, t+t?) ogtgl.

b)s(t)= (sint-tcost,tsint +cost) , Ostg}.

@) a) Etude de la courbe définie par: x= a cos’t ,y=2a sin’t .
b) Calculer le rayon de courbure, le centre de courbure et la longueur de la

courbe.
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1@) a) Etudier 1a courbe définie par :

r=/cos29

b) Calculer le rayon de courbure en un point quelconque.

11) Courbure et centre de courbure en un point quelconque des courbes définies

par:
X=a ( 8-k sin 9)

2 4
X=0 cos ® - 20sin® y=a(t-k cos @)

2
y=0sin 9 +20cos 6 keR*

12) Courbure et centre de courbure en un point de la courbe d’équation polaire :

r=a(1+2cos 8)

13) Soit 1a courbe d’équation polaire: r= ath g— . Soit M le point de la courbe

correspondant a 'angle polaire «. Calculer la longueur de l'arc OM .
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