Université de Nantes |.REM.
des Pays de Loire

Séminaire IREM-APMEP : séance du 7 Mars 1990

LES COURBES DE YON KOCH ET DE SIERPINSKI
COMME PARADIGMES DE FRACTALS.

par A. ROBERT, professeur a I'Université de Neuchatel (Suisse)



unte alors
.rﬂ'(lass-lm)etpurvianih
nclusion que la dimension de la
te est supérieure & 1.

par Alain ROBERT
Professeur & PIMIL,
Université de Neuchdtel

Cette photographle montre une farmat:on dogmu surune vftra On peut y reconnaitre une self-similarité b:en caracténs-

nquc d’un fractal.

~Indications .
bibliographiques

Mandelbrot:

- Fractals: Form, Chance
d Di ion, W. H. Fi

377)

~ The Fractal Geometry
ature, W. H. Freeman (1982)
O. Peitgen (et coauteurs):

- The Beauty of Fractals,
ringer-Verlag (1986)
—The Science of Fractal

1ages, Springer-Verlag (1988)

lmenlrihmurbeima—
en

portance

parabole et hyperbole), puis plus
généralement des courbes ayant
une tangente variant contind-
ment. Mais il a fallu attendre le
XXe siécle pour que les courbes
totalement irréguliéres (sans dé-
rivée) perdent leur caractére
d’épouvantail...

Cest poqudfhﬂmm

ouvert sur... la science

hdmﬂe leeercle,etplusgenp
ralement toute courbe lisse sont
des objets de dimension 1. Le car-
e, le disque et plus généralement
toute portion de surface sont des

- objets de dimension 2. Un cube,

une bonle,... sont des objets de di-

d’étude des l‘nculs par I’:mlyse
p-ndlque. .

3. Lorsqu’on double Ia
txﬂled’unemn-be,s- longueur
double; la méme opération qua-

vdnlplehsurfaceduunéoudu

cercle et multiplie par 8 celle d’un

...cube. Le facteur 2 d’agrandisse-
<. ment linéaire se répercute par un
tent en évidence méthode *

futewl‘endimemndpour

La notion de dimension
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donc satisfaire 3* = 4! Tout gym-
nasien découvrira la solution de
cette équation: d = logd/log3 =
1,2618595... C'est la dimension
attribuée a la courbe de von Koch
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Le terme «fractal» vient de
fractus (adj. laun), ets apphqm
4 des parties d'espaces métri-
ques: une courbe fractale, une
surface fractale. Il a_donc la
méme origing que e terme frac-

et s'applique en effet
aux objets de dimension frac-
tionnaire (au sens de Haus-
dorff), D’adjectif, il est devenm
substantif et on parle aujour-
d’hui du fractal de von Koch, da
fractal de Sierpinski, du fractal
de Mandelbrot, etc.

Dans un sens, I'idée que des
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‘es images ont été réalisées dans le cadre d’un travail pratique en infographie & la section de mathématiques de I'lMI par J.-P. Renfer. Elles illustrent des symétries du flocon de von
och qui n'avaient pas encore été mises en évidence.




LES COURBES DE VON KOCH
ET DE SIERPINSKI COMME
PARADIGMES DE FRACTALS

*
par A. Robert )
Professeur a I’Université de Neuchitel (Suisse)

1. LA COURBE DE VON KOCH

C’est a Helge von Koch (1904) que 1’on doit 1’exemple de courbe continue non
différentiable qui suit. Les premiéres approximations laissent entrevoir le
principe itératif conduisant (convergence uniforme oblige!) a la limite en
question.

i

Fig.1

Il est évident que cette courbe est réunion de 4 portions réduites 2a
I’échelle 1/3 de la courbe entiére (les deux portions centrales sont
inclinées. Il est aussi évident que 1’on retrouve une copie de la courbe a la
méme échelle 1/3 en position horizontale au sommet (qui joue le réle de
centre d’homothétie). Cette remarque suggére de filmer la courbe en
effectuant un zoom 1 : 3 sur cette portion centrale, et de projeter le
résultat en cycle. On aura ainsi I’impression de s’approcher indéfiniment du
sommet, sans jamais obtenir d’image plus simple. Ceci illustre bien la non
différentiabilité de la courbe (en ce point). Les lignes brisées qui
approchent la courbe ont pour longueur (4/3)" — «. La courbe limite n’est
pas rectifiable (le lecteur est invité a réfléchir a cette déduction : nous
ne sommes pas en train de reproduire le paradoxe grec consistant a dire que
la longueur de la diagonale du carré unité est 2 puisque cette diagonale peut
étre approchée uniformément par des lignes en escalier de longueur 2 !).
L’intersection de la courbe avec I’horizontale de base est l’ensemble
triadique de Cantor : il est totalement discontinu.

*

) Texte d’une conférence faite a I'IREM de Nantes (France) le 7.03.90. Je
tiens & remercier J.-P. Renfer qui a réalisé les images laser des flocons de
von Koch (dans son travail de licence a I’'IMI de Neuchitel).



Une observation légérement moins évidente consiste & remarquer que les
deux sommets des triangles équilatéraux ajoutés dans la deuxiéme
approximation sont alignés avec l’origine et le sommet supérieur, et qu’ils
divisent en trois portions égales le segment qui joint ces derniers.
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Fig.2

On en déduit la possibilité de construire une courbe de von Koch i partir du
segment reliant 1’origine et le sommet supérieur, et orientée vers le bas.
Les approximations de cette derniére forment une suite d’encadrements de la
courbe de von Koch limite. Une similitude permet donc de passer de la courbe
entiére sur sa premiére moitié. Cette méme similitude va appliquer la
premiére moitié de la courbe sur son premier tiers (car le raisonnement fait
s’applique naturellement aussi a la premiére moitié, oblique, de la courbe!).
Il en résulte que le carré de la similitude en question est 1’homothétie de
rapport 1/3. Cela prouve par exemple que la distance de 1’origine au sommet
de la courbe est 1/V3 (c’est le rapport de dilatation de la similitude...).
La suite d’encadrements de la courbe admet pour aires /3" — 0. La courbe de
von Koch est donc négligeable (au sens de la mesure de Lebesgue du plan).

Méme si la courbe de von Koch n’est pas rectifiable, son centre de
gravité est parfaitement bien défini. Voici comment on peut le trouver. Par
raison de symétrie, il doit se trouver sur la verticale d’abscisse 1/2, a3 une
hauteur xh (h = 1/v12 désignant la hauteur de la courbe, i.e. la hauteur du
triangle équilatéral de c6té 1/3 de la premiére approximation). Ce méme
raisonnement peut étre fait pour chacune des moitiés de la courbe et comme
les trois centres de gravité doivent étre alignés, on en tire 1’équation
x-h-x-cosvt/Gzh_x-‘§=h-x
V3 V3 2 2 "

d’ou x = h/3 : le centre de gravité est situé au tiers de la hauteur de la

courbe.
b
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I y a une paramétrisation uniforme de la courbe qui est canonique
(remplacant le paramétre spécial des courbes lisses). En effet, il est
naturel de choisir la paramétrisation t € [0,1] qui passe par le sommet
(centre de symétrie) en t = 1/2, passe par le point (1/3,0) en t = 1/4, par
(2/3,0) en t = 3/4, etc. Les valeurs du parameétre étant ainsi prescrites pour
tous le points rationnels a/2™ e [0,1], il y a un unique prolongement continu
qui décrit la courbe. A 1’aide de cette paramétrisation

t — o) : [0,]] — C
le centre de gravité est donné par

I o(t)dt € C.
0

(D’ailleurs, pour toute paramétrisation continue t +— %(t) : [a,b] — C, on
peut considérer le "barycentre" défini similairement par
b
b_-l-a I 7(t)dt € C.
a
On peut montrer que tous ces barycentres sont situés dans 1’enveloppe convexe
de I’image de la courbe dans C.)

La dimension de self-similarité (c’est aussi la dimension de Hausdorff
en l’occurence) est définie comme suit : tout facteur d’accroissement
linéaire ¢ doit se répercuter par un facteur £ du "contenu". Par exemple, si
on multiplie par 2 le c6té d’un carré, son aire est multipliée par 4 = 2.
Donc la dimension du carré est 2., Pour le cube, la duplication du cété
produit une multiplication par 8 = 2° du volume : il est de dimension 3. Pour
une courbe lisse, tout agrandissement linéaire produit le méme agrandissement
de la longueur : les courbes lisses sont de dimension 1. Prenons maintenant
la courbe non rectifiable de von Koch. Lorsqu’on en prend une homothétique
trois fois plus grande, on constate que cette nouvelle courbe contient quatre
portions équivalentes par isométrie a4 la premiére. On doit donc admettre que
sa dimension d satisfait 1’équation

34 =4 (donc 1 < d < 2).

Il en résulte d = log4/log3 = 2log2/log3 = 1,2618595...

Le méme raisonnement permet de déterminer la dimension de 1’ensemble
triadique de Cantor. Ici, une homothétie de rapport 3 fait surgir une
deuxiéme copie de I’ensemble original. La dimension d de ce dernier doit sa-
tisfaire P

3 =2 (donc 0 <d <1).
et précisément d = log2/log3 = 0,6309298... (moitié de la dimension de la
courbe...)

On peut prolonger la courbe de von Koch en courbe illimitée d’une fagon
naturelle. Il suffit de considérer que la portion de courbe construite au-
dessus de !’intervalle [0,1] est le premier quart d’une courbe similaire
construite au-dessus de l’'intervalle [0,3]. Puis recommencer au-dessus de 1’-
intervalle [0,9], etc. La paramétrisation canonique définie dans le paragra-
phe précédent se prolonge en paramétrisation canonique

: [0,0f — C
qui satisfait par construction 1’équation fonctionnelle
p(4t) = 3p(t) (t = 0).
Ce prolongement reste dans le secteur de C défini par 0 = Argz = n/6 qui
constitue 1’enveloppe convexe de 1’image de cette courbe illimitée.




Il est méme possible de prolonger ¢ canoniquement aux valeurs négatives
de t en considérant le prolongement de la courbe de von Koch qui admet 1’ori-
gine comme sommet. Cette paramétrisation satisfait la méme équation fonction-
nelle que ci-dessus et a pour enveloppe convexe dans C, le secteur défini par
-n/2 = Argz = n/6. La restriction de ¢ a I’intervalle [-1/2,1/2] redonne la
courbe originale a une isométrie prés. Une équation fonctionnelle relie aussi
les valeurs négatives aux valeurs positives puisque la courbe admet 1’axe de
symétrie donné par la droite d’équation Argz = -n/6

em/ 6.¢(_t) = conjugué de e‘n/6'¢(t) (t =z 0).

Fig.4

2. LE FLOCON DE VON KOCH

Passons maintenant au flocon de von Koch. Il s’agit de la courbe fermée
simple obtenue en répétant la courbe de von Koch sur les trois cétés d’un
triangle équilatéral. Comme le suggére la construction de la courbe
illimitée, nous choisirons le triangle équilatéral de base ayant pour sommets

les points O, 1 et ¢ . L’aire de ce flocon est trés facile a déterminer.
En effet, 1’aire So du triangle équilatéral de coté 1 est

S =V/3/4.

o

L’aire Sl de la premiére approximation du flocon (I’étoile de David a six

branches) s’obtient en ajoutant trois triangles équilatéraux réduits a I’
échelle de 1/3 donc
Sx = So(l + 3/9) = 480/3.

On vérifie sans peine que 1’aire de la limite est donnée par la série géomé-
trique
3 4 4.2 -1 4]-1
Sm/so=1+-9- [1+§+(§) +] =1+3 [1-5] = 8/5.

Donc a I’échelle convenue

S, = (8/5)-(V3/4) = 2V3/5.
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La paramétrisation naturelle de ce flocon est donnée par une fonction f
de période 3 qui coincide avec ¢ sur l’'intervalle [-1,1]. On a d’ailleurs la
relation

o(t) = 3k¢p(4_kt) = 3%F(47*t) des que |t| = & (ie. k= log|t|/log4).
Elle permet de retrouver la paramétrisation illimitée ¢ : R — C & partir de
la paramétrisation f du flocon par la formule

p(t) = ‘l‘_g)lg 3*r4™t) (convergence stationnaire !).

En tant qu’application continue et périodique R — C, cette fonction f
admet un développement en série de Fourier

f(t) = E’m «:ke““"t (w = 2n/T = 2n/3).

Son coefficient constant co en est la moyenne, c’est-a-dire le centre du

flocon -~
Rec =1/2 et Argc = e

d’ou i - (1 - iv3)/2. Il est probablement plus commode de centrer le flocon

par translation de ce centre de symétrie et considérer la fonction
3-périodique ket

ft)=f(t)-c_ = c.e

o o & k

qui présente une symétrie de rotation d’ordre 6. Celle-ci fournit 1’équation
£ (t+1/2) = e (1),
o o

A son tour, cette relation est équivalente a
ck=0 sauf si k = 1 mod 6.

Il serait déja intéressant de calculer c

1 3/2 Sk 3/2 gk
g =k J' fida gy = 2 j £ (t)-e'“at
1 3 o
-3/2 -3/2
-2miziz2 1 Az 2Ni/12 -1wt
=e '3 J' e fo(t)-e dt =
-3/2

-2mi/12 2 e 2|i/12 1wt
=e '3 Re[ e f o(t)-e_ dt
0

2Mi/12

puisque e fo =f . satisfait f 1(---t) =f 1(t). On peut encore utiliser une

self-similarité de la courbe pour se ramener a une intégrale sur [0,3/4]...

Comme on le sait par ailleurs de fagon générale, 1’aire d’une courbe
fermée simple (paramétrée dans le sens trigonométrique direct) est donnée par
sa suite de coefficients de Fourier selon la formule

- 2
Aire = n Z:o k|ck| g
Dans notre cas, cette formule donne pour le flocon de von Koch la relation

Zg k|c |? = 2v3
=1(mod6) Kk Sn’

Finalement, revenons a 1’observation cruciale de self-similarité de
rapport 1/V3 de la courbe de von Koch. Pour le flocon, elle se traduit par la
possibilité de placer six flocons réduits du facteur 1/¥3 autour d’un flocon
original ou trois flocons agrandis dans le rapport V3 (cf. fig.5).
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Cette facon de paver un "trou", permet de paver le plan entier sauf un point
(le centre) a 1’aide de flocons homothétiques. On reconnait ici un schéma de
spirales...

Fig.8

Une autre spirale formée de flocons apparait d’une autre fagon comme suit.

Fig.9

3. LE NAPPERON DE SIERPINSKI

Partons d’un triangle plein et retranchons-lui le triangle obtenu en joignant
les milieux de ses c6tés. Il reste alors trois triangles similaires au pre-
mier mais de dimension moitié. Recommengons le procédé d’excavation sur
chacun des trois petits triangles (cf. illustration) : il restera une figure
formée de neuf triangles plus petits... En itérant le procédé, on voit qu’il
restera finalement une figure extrémement complexe qui n’est rien d’autre que
le napperon de Sierpinski. Si I’aire du triangle initial est So, il ne reste-
ra que les trois quarts de So aprés la premiére extraction. Aprés la n®™e
itération, la figure restante n’aura plus qu’une aire de (3/4)" So' Lorsque

n — o, ces aires tendent vers zéro et le napperon de Sierpinski est d’aire
nulle (il est négligeable au sens de la mesure de Lebesgue dans le plan).
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Fig.10

Une coupe de ce napperon au tiers de sa hauteur révéle la présence d’un
ensemble ressemblant a 1’ensemble triadique de Cantor. En effet, une telle
coupe partage aussi le premier triangle enlevé dans la proportion 1/3, 2/3 et
a la deuxiéme itération, on retrouve une coupe parfaitement similaire a la
premiére. L’ensemble totalement discontinu que 1’on obtient est le suivant.

Partant d’un intervalle I = Io’ on lui enléve une portion médiane de longueur

moitié. Il reste alors deux intervalles de longueur égale au quart de la
longueur de l’intervalle original : I1 = I; V) I'l'. On recommence sur chacun

des intervalles restants l’opération faite pour I. A la o étape, In est

réunion disjointe de 2" intervalles dont la somme de longueurs vaut 2" fois
la longueur de I’intervalle original. L’ensemble limite (intersection des In)

est négligeable et isométrique a la section du napperon de Sierpinski au
tiers de sa hauteur.

Si on amplifie d’un facteur deux (linéairement) un napperon de
Sierpinski, on retrouve trois copies du napperon original. Cela montre que
son "contenu" triple si on double ses dimensions linéaires. Sa dimension d
doit donc étre racine de 1’équation 2 = 3 :

d = log3/log2 = 1,5849625...

Nous allons illustrer 1’ubiquité du fractal de Sierpinski par différen-
tes constructions inattendues.

Le processus aléatoire suivant donne une méthode de Monte-Carlo pour le
dessin du fractal de Sierpinski. Fixons trois points A, B et C non alignés
dans le plan. A partir d’un point P intérieur au triangle ABC, on construit
une suite (Pn) de points aléatoires en décidant que me est avec probabilité

173 le point milieu de PnA, de PnB ou de PnC. Par exemple, on peut jouer avec

un dé et décider que les issues 1 et 2 (resp. 3,4 ou 5,6) correspondent a un




déplacement du point dans la direction de A (resp. B ou C). Mis a part les
quelques premiers points, un graphique d’une telle suite retrace le fameux
napperon ! La raison en est simple. Le premier point P est arbitraire : il a
peu de chance de se trouver sur le napperon. Mais le deuxiéme ne peut que se
trouver dans les trois triangles homothétiques au premier dans le rapport 1/2
(représentant les trois déplacements possibles dans les directions A, B ou
C). Ainsi, Pl se trouvera nécessairement dans la premiére approximation du

- & . <
napperon. Itérativement, Pn devra se trouver dans la n“" approximation du

napperon. Pour peu que les issues soient distribuées de fagon équitable (!)
la suite des Pn avec 8 = n = 100’000 donnera une trés bonne image du

napperon.

Deuxiémement, revenons au triangle formé par les coefficients binomiaux
(dénommé aussi triangle de Pascal en Occident...).

1
11
121
1331
14641
15101051
[ o |

Fig.ll

Plus précisément, intéressons-nous a la parité des coefficients binomiaux.
Pour cela, remplacons tous les nombres pairs par O et les nombres impairs par
1. Mod 2, on trouve le triangle

1
11
101
1111
10001
110011
1010101
1 111111 1
100000001
11 0... ..011

Fig.12

Comme on le saikt bien, tous les coefficients binomiaux intermédiaires d’une
ligne d’indice 2" sont pairs et on obtient une ligne du type 1 O... «:0 1
qui se répercute ensuite par la présence d’un triangle de zéros dans les
lignes suivantes. On reconnait facilement dans les figures formées par les 2
premiéres lignes O = i < 2" (la ligne de base ayant 1’indice i = 2" - 1 n’a
que des 1, donc correspond a des coefficients binomiaux tous impairs) des
approximations du napperon de Sierpinski. Dans un sens qu’il serait facile de

préciser, le triangle de Pascal mod 2 tend vers le napperon de Sierpinski.



Fig.13

(On admet qu’il est plus fréquent de considérer la taille des coefficients
binomiaux dans une ligne : convenablement normalisée, cette distribution bi-
nomiale tend vers une courbe en cloche de Gauss...). Du point de vue
physique, on peut parvenir a l’observation précédente par un chemin légére-
ment différent. Au lieu d’additionner les deux coefficients d’une ligne pour
passer a la ligne suivante, on peut décider de les soustraire : modulo 2, le
résultat sera le méme. Ainsi, partant de la ligne illimitée

...000000000010000000000O0...
et d’en faire les différences finies (mod 2)
..000000000110000000 0 0....

A son tour, cette ligne admet les différences finies

On peut imaginer que les 1 représentent des spins orientés vers le haut
tandis que les zéros représentent des spins orientés vers le bas. Au cours du
temps, les variations d’orientation se propagent comme une onde, avec les
interférences caractéristiques d’une onde. On trouve ainsi une image du
tableau de Pascal modulo 2 qui illustre encore 1’approximation du napperon.

AN
"

PAN 41
et LR

P T,
S Nl N\

Fig.14

10



4. LES COURBES DE SIERPINSKI

Le napperon de Sierpinski est aussi une courbe ! Indiquons quelques
approximations de cette courbe par des courbes simples (sans point double).
Pour rejoindre deux points A et B, le plus court chemin est donné par le
segment d’extrémités A et B. Partant de cette "courbe", on peut —comme un
écolier qui flanerait— décider de rejoindre A et B par la ligne brisée
formée de trois segments de longueur moitié. Ensuite, on pourrait remplacer
chacun des nouveaux segments par trois autres de longueur moitié et ainsi de
suite...

-,
iy \

Fig.15

Si on utilise un algorithme naturel pour les contours a gauche et a droite,
on voit que cette suite de lignes polygonales tend uniformément vers le
napperon (qui est ainsi une courbe avec points doubles). Indiquons en effet
par la lettre D un contour a droite (changement de direction de n/3) et par G
un contour analogue a gauche. Alors, la premiére approximation correspond aux
deux contours a droite DD. La deuxiéme correspond 3 GG)DDGG (les deux
lettres grasses D représentent les sommets de la premiére approximation. Pour
passer a l’approximation suivante, il suffit d’insérer alternativement les
couples DD, GG entre les lettres précédentes

DDGGGGDDDGGDDDDGGDDDGGGGDD

On voit bien comment continuer !
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De plus, et comme pour la courbe de von Koch, on voit qu’il y a une
paramétrisation naturelle de cette courbe par 1’intervalle [0,1] (si on en
fixe l’origine A et I’extrémité B). Cette courbe de Sierpinski est de
longueur infinie puisque son approximation d’ordre n a pour longueur (3/2)"¢
(£ : longueur du segment original). La paramétrisation canonique "uniforme"
décrit la courbe a vitesse constante infinie...

Cette courbe peut étre prolongée de facon illimitée dans un secteur et
paramétrée par la droite réelle entiére R. La symétrie par rapport a 1’axe
vertical correspond alors —avec un bon choix de paramétre uniforme— a la
symétrie t —— -t. C’est d’ailleurs celle-ci qui est limite du triangle de
Pascal mod 2. Il suffit de connaitre 1’équation de la prolongée a4 un ordre
fini n pour obtenir la courbe limite par 1’expression

lim 27"f(3™).
n>0

Fig.17

Venons-en a la courbe fermée de Sierpinski. Il suffit de placer six nap-
perons alternativement au dedans et au dehors d’un hexagone régulier. Cette
configuration symétrique repésente une limite de courbes fermées simples
ayant toutes la méme aire, égale 3 1’aire de 1’hexagone de base sur lequel
elle est construite. On laisse au lecteur le soin d’écrire la relation d’aire
en fonction des coefficients de Fourier de cette courbe. Comme cette courbe
fermée présente une symétrie d’ordre 3 (et non 6), ses coefficients de
Fourier non nuls sont ceux qui ont un indice k = 1 mod 3. Les pavages du
plan obtenus par juxtaposition de ces courbes de Sierpinski sont intéres-
sants.
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S. PARAMETRISATIONS p-ADIQUES

Un entier p-adique est donné par un développement illimité en base p

2 1

ao + alp + azp P+ gew ZIZO alp

avec des coefficients ("digits") satisfaisant 0 = a = p-1. Le développement
en base p d’un entier naturel conduit & un tel développement (avec des a = 0

a partir d’un certain rang). Ces développements peuvent étre additionnés avec
le systéme des retenues usuel dans le cas ou a + bl = p. On peut aussi mul-

tiplier de tels développements. Avec ces deux lois de composition, on obtient
I’anneau des entiers p-adiques Zp. Dans cet anneau, on trouve les entiers né-

gatifs. Par exemple, si on prend tous les coefficients a =p- 1, le systéme

des retenues montre que .
1 + Zzo (p-Dp = 0.
Donc .
Y 5o (-DP' = -L.

La topologie du produit sur les familles (al)lZO munit lp d’une structure
d’anneau topologique. Pour cette topologie, Zp est compact et totalement dis-
continu (les seuls connexes de Zp sont les points). La numération en base 2
donne un homéomorphisme canonique entre Z2 et I’ensemble triadique de Cantor

C c [0,1] (il est donné explicitement plus bas). La figure 19 donne une image
canonique de Z3 au-dessus de I’ensemble de Sierpinski: il y a une application

continue canonique Y : 13 —> S qui est bijective hors des points doubles de
S. Tous les espaces Z sont homéomorphes (non canoniquement) entre eux et
P

donc a I’ensemble de Cantor C.

Fig.19

Introduisons les applications sur jectives

vy :Z — [0,1]
P P
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définies par . e
2120 ap — Zzo ap = O,aoalaz... en base p.

Elles ne sont pas injectives car les points de
(0,1l A ZIl/p]l = {a/p" o1 0 < a < p™, m € N}

ont deux écritures en base p (I’'une avec des zéros a partir d’un certain
rang, 1’autre illimitée). Par contre, en dehors de ces points, wp est bijec-

tive. On observera que la composée de w3 z 23 — [0,1] avec la paramétrisa-

tion uniforme de S n’est autre que 1’application canonique y représentée dans
la figure 19

T/ Zs — [0,1] — S.
La symétrie t — -1-t de 13 correspond 3 la symétrie de S relativement a son

sommet (ce dernier, point fixe de la symétrie, est bien 1’image de t = -1/2
dont le développement 3-adique a toutes ses composantes a égales a 1).

Revenons a 1’homéomorphisme canonique entre Z2 et I’ensemble triadique

de Cantor C. Voici comment on peut 1’écrire. En utilisant la représentation
décimale en base 3 des éléments x € [0,1], disons

x=Z x3' ' =0x xx .. od x =0, 1 ou 2,
£ 071 2 1

la relation x € C équivaut a la propriété “xl # 1 pout tout i =2 0". Si t € Z2
disons t = ZPO tIZ‘, on peut lui associer 1’élément x € C ayant toutes ses
composantes paires x; = 2tl et obtenir ainsi la paramétrisation

P~ 1 -i-1
z, > cclol, t-zmtlz Hx—zlzoZtlfB .

Cette paramétrisation peut étre prolongée a 1’anneau auquel on ajoute une
racine de 1 d’ordre 3
=1 e C#1 doa CE+C+1=o0.

Dans ce nouvel anneau
. Zzlc] = Z2 + czz
on calcule avec la régle ' = - - 1.
Il y a une paramétrisation canonique de la courbe de von Koch par cet
anneau 12[§1. Si
1 1 1

t+&s= Zzo tlz +C leo s‘2 = Z]zo (t1+ CSI)Z

on lui associe un point j4(t +Zs) = ZPo xldl_l_1 € [0,1] ou

t1+ Csl =0 (resp. g, 1+, 1) = x = 0 (resp. 1, 2, 3).

(Cette application j4 ressemble 3 une v:4, mais wp n’a été définie que pour p
premier...) On voit que les points avec . - O ont une image dans un

ensemble cantorien obtenu en retranchant de 1’intervalle [0,1] un intervalle
médian de longueur moitié, etc. En composant cette application avec la
paramétrisation uniforme de la courbe de von Koch K on obtient une
paramétrisation de cette derniére qui étend la paramétrisation de 1’ensemble
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de Cantor par 12
12[C1 — [0,1] — K.
En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif
Zzlcl — [0,]] — K<cC
u u

Z,=2kIn0, —C=KnR

(on a posé 02 = F‘rac(lz) : c’est le corps des nombres 2-adiques). La connais-
sance des premiéres composantes to et 5, de t + {s détermine sur quel "quart"

de courbe 1’image sera située. Itérativement, on détermine 1’image exacte de
t + s sur la courbe K. A titre d’exercice, le lecteur pourra encore
considérer 1’application continue t + {s — 2s + {t de 12[C1 dans lui-méme

puis déterminer les images des paramétrisations composées
t+ s > 2s + {t — ¥(2s + Qt),
t+8s 25 + {t — 2t + {25 +—> ®(2t + L2s).
Point n’est besoin d’épiloguer plus longtemps sur ces paramétrisations...

6. SYSTEMES ITERES

Sans prétendre faire une théorie générale, il peut néanmoins étre utile de
signaler une méthode générale de construction de fractals self-similaires
dans un espace euclidien R*. Considérons pour cela un systéme fini de
similitudes S = (Sl, ,Sn), chaque S étant de la forme

<l -

S = T + a
i i i
i
ou Tl est une isométrie linéaire de Rk, v, > 1 (un facteur de contraction) et
a € R (translation). Pour toute partie A de Rk, on pose
S(A) = U Sn(A)‘

s*la) = s(s*A) (k= 1.

Le cas le plus simple est celui des deux similitudes S1 et S2 de R

données par ; ;
S = 3 1d, 5 = 37 Id. + 2/3.

Avec S = (Sl.Sz) on obtient évidemment
s([o,1) = [0,1/3] v [2/3,1],
s*(to0,1) = s(10,1/3] v [2/3,1])) =
= [0,1/9] v [2/9,1/3] v [2/3,7/9] v [8/9,1].
On reconnait la construction de 1’ensemble de Cantor
c = 0 sto,m.

De méme, trois similitudes dans R2 g C permettent de construire 1’ensemble S
de Sierpinski et quatre similitudes la courbe de von Koch. Dans ces exemples,

les facteurs de contraction sont égaux a v = 1/3 pour C, v = 1/2 pour S et
v = 174 pour K. Ce sont les rapports de self-similarité respectifs.
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Revenons au cas général et introduisons l’ensemble P = P (IRk) des
Cc [ +]
parties compactes non vides de R*. Pour A et B € ?c, on pose

3(A,B) = Max (dist(a,B)).
aeA
Il est clair que &(A,B) = 0 exactement lorsque A ¢ B. Pour obtenir une
métrique sur Pc, il s’agit simplement de symétriser la relation 8 en posant

d(A,B) = Max(5(A,B),3(B,A)).
C’est la définition de la métrique de Hausdorff sur Pc. Le théoréme des

applications contractantes dans un espace métrique fournit alors facilement
le résultat général suivant.

Théoréme. Pour tout systéme S = (Sl)lslsn

facteurs de contraction v, > 1, I’application S : ?c — ?c définie ci-

de similitudes dans R* ayant des

dessus est contractante et admet en conséquence un unique point fixe K appelé
attracteur de S. De plus, pour tout A € ?c, s*(A) — K au sens de la métrique
de Hausdorff sur ?c.

Dans le cas d’un systéme S = (Sl)xsx - ou tous les facteurs de
contraction v, = Vv son égaux, la dimension de self-similarité d d’un tel
attracteur doit satisfaire v’ = n, c’est-a-dire d = logn/logv. En général, la

dimension de self-similarité d sera définie par
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