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INTRODUCTION

Dans les pages qui suivent, se trouvent regroupés quelques- uns des
problemes de géométrie travaillés par un groupe IREM qui a fonctionné en
Maine et Loire.

Nous avons retenu uniquement les thémes qui nous ont
particulierement intéressés ; la plupart d'entre eux peuvent fournir des
idées pour des activités de géométrie dans nos classes de lycée.

Les solutions ne sont pas toujours entierement développées. Nous
sommes a la disposition des collégues pour donner éventuellement des
informations complémentaires.

Les animateurs du groupe :
J. VENARD
B. MARQUIS

Février 1990



UNE APPLICATION f DU PLAN P DANS LUI- M EME QUI
TRANSFORME TOUTE DROITE EN UNE DROITE N'EST PAS
NECESSAIREMENT BIJECTIVE.

I)Soit f une application du plan P dans lui- méme qui transforme toute

droite en une droite.

Si_f(P) contient trois points non alignes, alors f est bijective ; en

effet :

@ une telle application est surjective :

Il existe trois points A, B, C du plan (nécessairement non alignés)
dont les images A’ B', C par [ ne sont pas alignees.

Soit M un point quelconque du plan, distinct de A", B’ et C. Parmi
les trois intersections (A’'M) n (BC) , ( BM) n (CA’) et (CM) n (A'B’), l'une
au moins n'est pas vide. Supposons par exemple (AM) n (BC) = @ et
notons | le point commun a (A'M) et (BC).

Le point | appartient a I'image de la droite (BC) par [ ; il existe
donc un point i de (BC) tel que : f(i) = .

Le point M appartient donc a I'image par f de la droite (Ai) et M
posséde donc un antécédent par f.

On deéduit de ce qui précede que tout point du plan posséde un
antecédent par f.
L'application f est surjective.

N



@ une telle application est injective :

Remarques
. Toute droite est I'image d'au moins une droite.

. Deux droites dl et ci2 deviennent deux droites d'I et ci’2 = g d'l et

d'2 sont paralleles disjointes, alors dl et d2 sont paralleles disjointes.

* Supposons qu'il existe deux points Dt et D2 distincts ayant la méme image
D' Les points D1 et D2 définissent une droite d dont I'image d' contient D.

11 existe au moins un point A non situé sur d dont limage A’
n'est pas sur d'; de plus il existe au moins un point E de d dont limage
E' n'est pas D (alors E = Dl et E = Dz).

Soit A la droite contenant E et parallele a (AD'). Il existe au
moins une droite A contenant E dont I'image est A" .
Puisque les droites tADl) et (ADz) ont pour image (A'D'), et puisque

A et (AD') sont paralléles disjointes, on peut affirmer :

A et (ADI ) sont paralléles disjointes

et

Aet (AD2) sont paralleles disjointes.




On arrive a une contradiction.
Donc [ est injective.

* Conclusion : Si f(P) contient trois points non alignés, alors [ est bijective.

II) Soit e application du plan P dans lui- méme qui transforme

toute droite en une droite.
Supposons que f(P) ne contienne pas trois points non alignes.

L'image d'une droite étant une droite, f(P) contient au moins une
droite. Donc ici : f(P) est une droite, et f n'est donc pas bijective.

Exemple d'une telle application :

e

Le plan P est rapporté a un repére (0,7, ).
L'application f associe au point M(x, y) le point M'(x’, v') défini
comme suit :

Six>oety<o : Mllnlylo)
Six>oetyzo : Mingx o
Six<oety>o0o : MiIny, o)
Six<oetygo : MInlx|o)
Six=oetyg<o : Miloo)




ELLIPSES CIRCONSCRITES A UN PARALLELOGRAMME

Soit ABCD un parallélogramme, non aplati et non rectangle.
Supposons : AC > BD.

| ) Il existe au moins une telle ellipse.
On considére le rectangle AB CD (voir fig. 1) inscrit dans le cercle

(T') de diametre [AC] : l'affinité orthogonale d'axe (AC) qui transforme B en

B transforme le cercle (T') en une ellipse ; cetie ellipse est bien circonscrite
au parallelogramme ABCD.

II) Analyse : soit (E) une ellipse contenant A, B. C et D et soit A son axe

focal.

1) Soit A l'une des deux affinités orthogonales d'axe A qui
transforment (E) en son cercle principal (C) : A transforme ABCD en un
parallelogramme inscrit dans le cercle (C), donc en un rectangle dont le
centre O est le centre de (C), donc de (E) ; le point O est donc invariant par
A et est limage par A du centre du parallélogramme ABCD.

Donc : le centre de lellipse (E) est le centre du parallélogramme
ABCD.

2°) Soit k le rapport de laffinité A ; A, B, C, D se projettent
orthogonalement en Al , B1' C‘ , D‘ sur Aet leurs images A, B, Cet D par

A sont telles que : OA' = OB’ |,
donc:OA” + k*AA” = OB « k'BB’ .

donc;kz(AAf - BB.) - ozsl2 ! 0A|2

Le fait que ABCD ne soit ni aplati ni rectangle fait que : AA! = BB] :

2
donc : k =

oB? - oa?
| pm— 1
AAf - BB?Z
i



Un repére orthonormal (0 ;7,7 ), ou 1 dirige A, étant choisi, les
coordonneées des points A, B, C, D sont définies comme suit :

Ala, B), B(Y, &), Cl-a, -B) , D(-Y,-8) ; et :k'= ——— _, donc:

§ - § -(-p) ; -
s 2 1 iz) < O , donc les droites (AB) et (AD) ont des pentes de

signes contraires.

Dou la conclusion : Pour qu'une ellipse soit circonscrite a ABCD, il

faut que l'axe focal de cette ellipse passe par le centre O du

parallélogramme ABCD et se situe dans l'une des parties du plan non

hachurées sur la figure 3.

“I) Réciproque : soit A une droite qui passe par O et est située dans

'une des parties non hachurées de la figure 3.

A coupe (AB) en I et (AD) en ]. Une affinité d'axe A transforme (A,
B, C, D) en un rectangle (A", B, C, D) si, et seulement si, le triangle 1A’] est
rectangle en A’ (cf fig. 4).

Le cercle de diametre [I]] coupe la perpendiculaire en A a4 A en
deux points A’ et A", symétriques par rapport a A. Les affinitées A et A"
d'axe A quitransforment A en A’ et A" respectivement transforment (A, B,
C, D) en deux rectangles (A, B, C, I') et (A", B", C", D"), symétriques par
rapport a A Ces deux affinités ont des rapports opposés, et leurs
réciproques transforment les deux cercles (A'B'C D) et (A"B"C'D")en la
méme ellipse qui passe par A, B, C, D.

En conclusion : il existe une infinité d'ellipses circonscrites au

parallelogramme ABCD.

Pour une droite A "convenablement placée”, il existe une
seule ellipse d'axe focal A circonscrite a ABCD.

(%3}









UNE MINIMISATION

Soft ABC un triangle propre. Déterminer les points M intérieurs ay
lriangle ABC qui realisent le minimum de la somme des distances de M aux

lrols cotés du triangle.

1) Notatjons: . BC = a,CA = b, AB = ¢
A = aire du triangle ABC.

. A tout point M du plan, intérieur
au triangle ABC, associons :
Qg Bpp Yy les distances de M a (BC),

(CA), (AB) ;
Ay, By Cy o les aires des triangles

MBC, MCA, MAB.

. Supposons que :a < b < ¢. Remarquons que :
1
2

1 1
AM’“—EaIaM,BM: bIBM,eth=?CIYM
et a(IM +bBM + CYM = 2A.

La somme a2 minimiser est UV BM + VM .

2) La parallele a (BC) en un point M intérieur au triangle ABC coupe [AB]
en M et [AC] en M" ; et lorsque M décrit [M'M"], la distance ay est

constante.
Fixons donc, momentanément VK alors : bBM + cYM = 2A - ayy,

b 2
?)BM * (1‘ 1 )QM*'-C—A.DOHC(QM L BM+¥M)

C

et(IM + BM +?M = [I'
dépend de BM par une fonction affine, de coefficient directeur (1 -;) :

notons [ cette fonction: bg ¢, donc: -

b .
T 20, donc, suivant que b = c ou

b< ¢, [ est constante ou strictement croissante.

.Sib = ¢ alors la somme (opg + BM v YM) ne dépend pas de M sur [M'M"]

O



2
c

, - a
et est égale a: (1 - ?)GM +— A,

.Sib < c alors la somme (ay, + By + ¥y) est minimum si, et seulement si,

BM I'est, c'est- a-dire : si BM est nul, auquel cas :
" a 2
M=M et GM+I3M+YM= (l -E~ )QM*‘— A.

¢

3) Fai inten jer @y, : la fonction g - (1-2yay, + 2.4
3) Faisons maintenant varier M 12 onction g : Gye — (1-—Jipe + —
; 2 i . a .
est affine, de coefficient directeur (1 —?) ;or @ agc, dong, suivant que @ a = ¢

oua < ¢, g estconstante ou strictement croissante.

.Sia=c alors a=b=c et la somme (QM + BM + YM) est indépendante de M,

2
et égale a_c_ A .

: ; m . 2
.Sia < c alors g atteint son minimum en O et ce minimum est alors = A ;
donc: .. ou bien (a<b et b=c) et alors (opp + Byp ¢ Yy est minimum

si, et seulement si: M € [BC];
.. 0u bien agb<c et alors (C!M + Bpp + ) €St minimum si, et

seulement si:(M=M"et M" € (BC), cest-a-dire :si M = C.

En conclusion : Notons SM la somme des distances de M aux trois cotés du

triangle ABC.
. Si ABC est équilatéral, alors SM est indépendante de M (et égale a

BC/3).
. 51 ABC est isocele et non equilatéral et si la base est le plus petit
cote, alors SM est minimale si, et seulement si, M est sur la base du triangle.

. Si ABC est isocele, la base étant le plus grand coté, ou si ABC nest
pas isocele, alors SM est minimale si, et seulement si, M est au sommet

oppose au plus grand cote.

10



CONIQUE AYANT PERDU SES ELEMENTS,
SOUHAITE LES RETROUVER

Cette étude part d'une remarque : un cercle étant tracé, on sait
construire son centre et son rayon.
Et pour une conique ?

I) Prenons une conique a centre, ellipse E ou hyperbole ¥ (cf fig. 1)

1°) Les milieux de 2 cordes paralleles et distinctes sont alignés avec
le centre O de la conique. La donnée de deux couples de cordes paralléles

et distinctes, de directions différentes, détermine donc O (cf fig. 2).

2°) Un cercle T de centre O qui coupe la conique la coupe en quatre
points M, P, Q et R tels que MPQR soit un rectangle (quadrilatére dont les
diagonales sont égales et ont le méme milieu) ; en effet O, centre de
symétrie de E et de T, est aussi centre de symétrie du quadrilatéere MPQR.
Les axes de E sont axes de symétrie de E et de T, donc du quadrilatére
MPQR ; dong, si ce dernier n'est pas un carré, alors les axes A et A’ de E sont
les paralleles en O a (MP) et a (MQ) (cf fig. 3).

3°) Connaissant les axes de E, on connait : ses sommets et ses fovers.

I1) Prenons une parabole P (cf fig. 4)

1°) Les milieux de 2 cordes [MP] et [M'P] paralléles et distinctes
sont sur une parallele D a l'axe de P (cf fig. 5). L'axe A de P est alors la
parallele a D qui passe par le milieu d'une corde perpendiculaire a D (cf fig.
6). Le sommet 8 de P est le point commun a A et a P.

2°) La droite D rencontre P en un point T ; et la tangenteen T a4 P
est la droite (1) parallele en T a (MP). La droite (1) rencontre la tangente en
S a P (perpendiculaire en 8 a A) en un point U qui est le projeté orthogonal
du foyer F sur (t). Donc le fover F de P est le point de concours de A et de la




perpendiculaire en U a (t) (cf fig. 7).

3°) Connaissant I'axe de P, son sommet et son foyer, on connait sa
directrice.






A PROPOS D'UNE PYRAMIDE, CHASSONS UNE IDEE FAUSSE.

Etant donné un triangle propre quelconque, 'un au moins de ses
sommets se projette orthogonalement sur le coté opposé entre les deux
autres sommets. Qu'en est- il pour un tétraedre ?

Plus preciséement © étant donné un tétraédre propre. est-on sir que

lun au moins de ses sommels se projette orthogonalement i lintérieur de /a
lace opposee 7

Madame DELEAU, Inspecteur Général, nous a proposé un

contre-exemple : OABC, avec, définis dans un repére orthonormal (o, 1,
K):A(1,1,-5),B(-1,-1,0), C(-4, 1, 0).
En voici un patron :




LA FOURMI, LE VERRE ET LA CONFITURE

Probléme : (voir fig. 1)

Un verre cylindrique est posé sur une table. Sur la paror ntérievre du verre,
4 y a une goutte de confiture, notée C Sur la paror extérieure du verre se
lrouve une fourmi, la position initiale de cette fourmi est notée F

Deécrire le plus court chemin que doit suivre fa fourmi pour aller de F*
en

Pour résoudre ce probléme -connu- on réalise un développement
du cylindre quest le verre et on introduit le point C symeétrique de C par
rapport au bord supérieur du verre (voir fig. 2).

Dans le cas de la figure 2, le circuit le plus court est FJC et, dans
I'espace, la trajectoire T de la fourmi est alors constituée de deux arcs
d’hélices circulaires.

Dans une classe de Terminale C, un bon exercice consiste a introduire
un repere de [espace et a chercher, relativement a ce repére, une
représentation parameétrique de la courbe T .

MAIS SI LE VERRE ETAIT CONIQUE (fig. 3) ?

On peut toujours réaliser un développement de la partie conique du
verre. (voir fig. 4).

On doit alors coillsiruire le point I tel que la droite (SI) soit la
bissectrice intérieure de FIC.

Jusqu'a présent nous n'avons pas réglé ce probléme.

Peut-étre n'y a-t-il pas de construction possible du point I a l'aide
de la regle et du compas (ce qui resterait a prouver) ?

Le probléme reste ouvert...
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A PROPOS DE LA TRISECTION DE L’ANGLE

Probléme : L'angle xoy est donné

. il est mesuré par 8, ou 6
appartient a Jo, nl .

®

a) Comment confectionner un tomahawk 7

B ¢ BY
l

A
|\
I\
|

\

AB - BC = CD - R.

N

' AN
b) Trisecter Xoy avec le tomahawk :

. AN (\ ‘ 2}
Chacun des angles x0B, BoC et Coy est mesuré par —




@ Un "instrument” plus classique : la parabole (cf page 20).

, , 9
. On veut construire un angle mesuré par 5 -
. i 8 .
. Soit a le reeli .Remarque:0 <8< n,donc:o< Q< . , donc :

1
3<cosor< 1.

Soit a le réel cos @ ;alors:a = cos 3a et ’a!< 1.
Le nombre cos & est 'une des solutions de I'équation (E) :

4x°- 3% -a - 0.0r: (E) & 8x° - 6x -2a = G ;
donc : (E) & (2x)°- 3(2x) -2a = o,

Donc 2 cos @ est 'une des solutions de I'équation :
y- 3x -2a = 0; 2 cos & est donc une solution, strictement comprise entre 1
et 2, de I'équation (E') : xq— 322 ~ 23X = 0;

et : (B) & (x°-2)% (x-2)°=a’+ 4.

Les solutions de (E') sont donc les abscisses des points communs a la

parabole P d'équation : y = xz et au cercle I d'équation :

(x-2)° + (y—2)2= a’+ 4

. On peut donc obtenir graphiquement le réel (2 cos @), puis
construire un angle mesuré par q.
. Remarque : Le cercle I' et la parabole P ont en commun 4 points

(réels) ayant pour abscisses : 0, 2 cos @, A et |, reels tels que :
-2<A<-l<p<l<2cosac< 2.
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PASSER D'UN TRIANGLE QUELCONQUE A UN TRIANGLE
EQUILATERAL

Probleme :
Sort ABC un triangle propre, quelconque. Soit O un pornt du plan N

sort r [arotation de cenltre O et dangle 3—‘ (le plan étant supposé orienté)
Soit A B, C les images respectives de A, B Cpar r, soit U V. W les

mifieurx respectils des segments [AB] [BC/, [CA/ .
Demontrer que le iriangle UVW est équilatéral

Remarques :

* Le probléme proposé est une généralisation du cas ou le point O
est pris au centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

* Les triangles ABC et A'B'C sont directement égaux.

Méthode :
Démontrer que UVW est équilatéral, cest démontrer que V est

I'image de U par la rotation de centre W et d’angle; ou (- -’3‘-).

Or (cf fig. 1) : U, h p.f ,p.,. 0, ,0u0 h est 'homothétie
de centre A’ et de rapport 2 et o h' est I'homothétie de centre C et de

1
rapport — .

La transformation h’or o h est une rotation r' de méme angle que
r ; déemontrons que son centre est W, c'est-a-dire que r'(W) = W .

Le point W est le milieu de [AC] , donc r(W) est le milieu de
[r'(A) r(C)).

AVD A Ly A, et OAAZA’ est un losange (cf fig. 2).

., h r
C ~CI=— Cz.




Remarque : C est le milieu de [A’Cl] , donc C" , image de C par r, est le

milieu de [A"CZ] ol A" = r(A).

Démontrer que r'(W) = W, cest démontrer que (W) est le milieu
de [AC] ; or (W) = h(roh(W)) et roh(W) est le milieu de IA2C2] , donc

r'(W) est le milieu de [h'(Az) h’f_Cz)].

Notons L le milieu de [Azczl ;alors r'(W) = h'(L).

Demontrer que r'{W) = W , c'est donc démontrer que W = h'(L), cest
encore démontrer que CW = ]? CL , cest-a-dire que W est le milieu de

[CL] . autrement dit que ACCL est un parallélograme, c'est- a- dire que AC
- IC.

Or LA'A"C" est un parallélogramme (cf fig. 3) ; de plus OAA'A" et
OCCC" sont des losanges ; on a donc :

E—Y

AC-0C-0A-CC-ARA-CC-TrL-IC

On en déduit AC = LC et donc: (W) = W,

Le triangle UVW est donc équilatéral.
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LE TRIANGLE QUI VEUT DEVENIR PYRAMIDE

Probléme 1
Dans un plan P on donne un triangle ABC et on note A! B C les
milleux respectds des cotés [BCY [CA] et [AB] (cf fig. 1) En se placant dans
{un des demi- espaces delimites par le plan P on fait pivoter les triangles
ABC, BCA, CAB autour des droites (B'C), (CA), (4 B) respectivement.
Peut-on ainsr constituer un tétraédre propre ?

. Voir fig.1 -Dans le pliage autour de (BC), A décrit un demi-cercle T A

situé dans le plan qui contient a et est perpendiculaire a (B'C) : de méme -
B décrit un demi-cercle I“B situé dans le plan qui contient b et est

perpendiculaire a (CA’).
Ces deux plans se coupent suivant une droite A qui contient H,
orthocentre du triangle ABC, et est perpendiculaire au plan P (cf fig. 2).

r A @pour centre a et coupe en général A en un point Q.

rB a pour centre b et coupe en général A en un point P.

- En supposant l'existence de o et B, démontrons que :a = B
of fig2 : Ho'- aa’- Ha’
- aA’-(CH” - Ca®) (cf fig.1)
-(aA"+ac® ) - cH’
donc: Ha’- CA®- CH® . De méme: HB’- CB® - CH?,
or :CA = CB. Donc : a=p.

. De méme : le demi- cercle l‘C décrit par C, dont le plan contient aussi A,

coupe en général A en un point Y:et:a=Y.
Donc lorsque les demi-cercles I‘A, ]‘B, TC coupent A, le tétraedre

existe.

. Existence de . B, Y : ces trois points existent si, et seulement si :

25




alH < aA

bH < bB , cest-a-dire : si, et seulement si, H est intérieur
cH < cC

au triangle ABC.

Remarque :
Le tétraédre ainsi constitué est tel que ses arétes opposées ont la

méme longueur.
On veérifie qu'en "dépliant” un tétraedre dont les arétes opposées ont
méme longueur, on obtient le dessin de la figure 1.

Probleme 2 (généralisation du probléme)

Soit un tetraedre (proprel ABCD : ‘ouvrons’ ce teétraédre en faisant
oivoler les triangles DAB, DBC et DCA autour des droites (AB) (BC) et (CA)
respectivement : fe pomt D se rabat alors sur le plan (ABC) en A! B C’

comme sur [a figure 3.
Remarque : y-z|<BC < y+1Z ;lz—x|<CA< Z+X ;Ix-y[<AB<X+y.

. Prenons maintenant, dans un plan P, un triangle (propre) ABC : et
supposons quon ait pu construire trois triangles (propres) BCA', CAB' et
ABC', extérieurs au triangle ABC, tels que : AB' = AC' , BC = BA' et CA’ =
CB’ (cf fig.3).

Peut-on alors constituer un tétraédre ?

Remarque : x, y, z désignant (comme sur la figure 3) les distances AB’, BC et
CA’, pour que la figure 3 puisse étre réalisée, il faut que :
(!y-z!<BC<y+z et lz—x’<CA<z+x et Ex—y|< AB<x+y)

Et cette condition nécessaire est suffisante a la réalisation de la
figure 3.

. Dans le pliage autour de (BC), le point A’ décrit un demi- cercle I‘A, situé

dans le plan contenant [ et perpendiculaire au plan P (cf fig.4) : dans le
pliage autour de (CA), le point B’ décrit un demi-cercle I‘B. situé dans le

plan contenant | et perpendiculaire au plan P.



. Ces deux plans se coupent suivant une droite A qui coupe P en O , point
commun a (A'l) et (B’]), et qui est perpendiculaire a P:

I‘A, a pour centre | et coupe en général A en un point « ;

l"B. a pour centre | et coupe en général A en un point f§ .

. Démontrons qu'alors : a=0 :
na’ - I’ - 10°

1A% - (ca’ - ¢’

ca’ - ca®.

1]

De méme : 0[32 - CB”- ca’.or: CA' = CB'; donc : @=.

. Demontrons maintenant que le plan du demi-cercle I“C. décrit par C

contient A. Il suffit pour cela de prouver que les trois droites (IA'), (JB),
(KC') du plan P sont concourantes :

() et A’ sont sur une méme ligne de niveau de l'application : M MC*- MB"
: ; . L 2 2
(1 et B' sont sur une méme ligne de niveau de ['application : M — MC - MA

Il en résulte que :

ac’- B’ - 22 -y
; donc:QAz— QB2= X - y2= C'AZ- C'Bz;

2 2 2 2
OC - 0A =z -x

donc Q) et C sont sur une méme ligne de niveau de l'application :

M= I\M2 - MBZ: et donc la droite (CK) contient Q.

. En géneéral, '~ coupe A en un point Y et on prouve alors que : @=Y.

Conclusion :
Lorsque fes poinls @ f et ¥ existent . on coastilue bien ainsi ug
letraedre.
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