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INTRODUCTION

Ce volume d'exercices fait suite au volume N° 7 de la collection Nanta-

Iremica, volume intitulé : Eléments d'Analyse Fonctionnelle.

On y avait proposé 49 exercices et il a pu paraitre utile d'en fournir
le corrigé.

En effet, ces éléments d'analyse fonctionnelle ont la double intention
de servir des lecteurs, ingénieurs ou autre, dans le cadre d'un stage de
quelques jours et des professeurs de 1'enseignement secondaire, se réunissant
épisodiquement en petits groupes, mais sur un laps de temps assez long, pour

étudier le sujet.

Comme pour tous Tles volumes de la collection Nanta-Iremica, celui-ci ne

prétend qu'aider Te lecteur & partir d'une expérience acquise au contact de
divers stages d'ingénieurs & 1'ENSAE ou & 1'ENSTA, ou lors de séances de

1 IREM:

Le niveau des exercices est trés varié et les commentaires volontairement

Tongs, et quelquefois, plusieurs solutions différentes sont fournies.

L'accent ne fut nullement mis sur 1'@1égance ou la concision mais sur les
explications, souvent pesantes, permettant de relier cours et applications,

ainsi que sur 1'utilisation des méthodes abstraites développées dans le cours.

Une fois cet ouvrage utilisé, Te lecteur aura certainement accompli 1'effort
d'assimilation qui Tui permettra d'atteindre par lui-méme la beauté de 1la

théorie et donc le convaincra de se débarrasser du présent texte.

Jean DHOMBRES
Juin 1976




EXERCICES SUR LE CHAPITRE 0

EXERCICE N° 1

Soient £ et F deux expaces vectoriels sur le méme corps K , de
dimension M et N respectivement. Quelle est la dimension de 1'espace vec-
toriel Hom(E-F) ? (Réponse : m.n ).

En particulier, quelle est la dimension de 1'espace vectoriel E¥ 2

EXERCICE_N® 2 :
Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie p
sur le corps K. Soit P un opérateur linéaire de E dans F ; démontrer

1'éguivalence des propriétés suivantes

P admet un inverse & gauche

P est injective

P est surjective

L'image de toute base de E est une base de F

St { P()ﬁ)sp(]%) seevs Pxg) ) est une base de F , alors (XH . T s

2
.»Xpn ) est une base de E

EXERCICE N® 3 :

Soient P1 et Pz deux opérateurs linéaires sur un espace vectorielk,
Nous supposons que ( | =Py P2 ) admet un inverse noté (I- P )~

Premiére question : supposons que E soit de dimension finie :

a) en utilisant au besoin 1'exercice n® 2, montrer que (I -F,P) admet un

inverse,



b) démontrer les formules suivantes

(L — Py Pg )_1: I+ Pi(l =P Pt)_1 P2

(I - P2 Py )—1: | Pz(I“P: Pz)-1P1

Deuxieme question : se servant de b), faut-il faire une hypothése supplémen-

taire pour assurer 1'existence d'un inverse pour
(I —=P2P) dans le cas ot E n'est pas de dimension
finie ?

EXERCICE N° 4 .

On considére 1'espace vectoriel B des suites de nombres réels
(GF RN § 3.8) et F le sous-espace vectoriel des suites de nombres
réels telles que seul un nombre fini de termes soient différents de zéro.
Caractériser 1'espace dual algébrique du sous-espace vectoriel F

EXERCICE N° 5

On considére 1'ensemble E des fonctions réelles f d'une variable
réelle, définie sur R , indéfiniment dérivables,
et telles que pour tous les entiers p et q , les intégrales :

flugpgdq’f
- Id:):q

soient convergentes.

Premiére question : montrer que E est un espace vectoriel de dimension

infinie. Montrer que si f € E , f tend vers zéro
Torsque x tend vers 1'infini.

Deuxiéme question : & toute fonction f de E , on fait correspondre la

fonction @ :

g x ——=0(x) = slx) fle)sm 22 (ox)

dac



ol M une constante donnée et S une fonction donnée, indéfiniment dérivable
telle que pour tout n entier 3 0 ,i1 existe un entier k ,un nombre réel M
et un nombre positif X, tels que pour tout oo ,[a:l > Xo on ait

g"

- ()

dax”

a) Montrer que A est un opérateur linéaire défini sur E

{M’ack

b) ¢ étant donnée dans E , chercher la fonction & de E , dépendant unique-
ment de ¢, telle que :

Shomor de = ot du
pour toute fonction ¢ appartenant a E .

c) Montrer que la correspondance § — & définit un opérateur linéaire
p *
sur E , hote A

d) Déterminer une fonction S , nulle en O , de sorte que 1'on ait :
AR - AR =
ou 1 désigne 1'opérateur unité de  Hom(E , E).
e) Montrer que les valeurs propres de A%A sont non négatives.

f) En outre, si AN - KXA -1 alors si A est valeur propre £ 1 de
A A, (A-1 ) et (A+1) sont encore des valeus propres de AX A

EXERCICE N° 6 :

E h.1 désigne 1'ensemble formé par les polynomes a coefficients
g P
réels P(x) dont le degré est inférieur ou égal a n

n
P (:I:) :gUka = 004- U‘]x+____+0n xn

1°) montrer que E est un espace vectoriel sur le corps des réels de

n+1
dimension ( n+1 ), dont une base est {1 5 50, E.. xh



2°) Donner la dimension du sous-espace vectoriel formé par les polyndmes P
multiples d'un polynéme donné (L (le deqré de Q est supposé égal a k
avec k\<n ).

3°) Par:xf , On désigne 1'application qui fait correspondre & tout &lé-
ment P de L ni1 le nombre réel P(xo).[% est un nombre réel] .

Cette application est-elle linéaire sur Enst 2

4°) En déduire une base de 1'espace vectoriel E ™

e s espace dual de

1 It 1 "y
1'espace vectoriel E ,,

(on pourra montrer que si ( Los TyseesX ) sont ( n+1 ) nombres réels
distincts , ( mje, xf‘...xf ) sont ( n«1 ) formes linéaires indépendan-
tes de E¥na1 ).

5°) En déduire qu'il existe ( n+1 ) constantes ( o, .00 ) telles que

pour tout élément P(ac) de Ene1 , on ait :

fP(JZ)dC‘C: - ] P — +oc, Plx )

Déterminer ces constantes.

EXERCICE N° 7.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et
soit F un sous-espace vectoriel de E . Démontrer la relation suivante :

dimF «dimF°- dimE

EXERCICE N° 8,

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie sur K . Démontrer

les deux théorémes suivants : (théorémes de Nouché)

1°) Un opérateur linéaire P et son transposé P ont méme rang (Cf § 3.4).

2°) Pour qu'une dquation linéaire P (x)-= y, soit résoluble ( P opérateur



linéaire, Yy, vecteur fixe), il faut et i1 suffit que Yo soit orthogonal

a toutes les solutions de 1'équation homogéne transposée :

P =% = g

EXERCICE N° 9.

lére partie :

On considére la fonction de deux variables réelles F (=x,y) ,
définie selon

F (,y)=togl(l-x)(ky)]pour 1< xx ¢ y ¢+

et F(xy) = Fly,x) pour tous ¢,y réels qui satisfont les inégalités

S R T RS

1°) Pour tout entier N >0 , calculer 1'intégrale

+1
_fn()/) :IF((}:,'y) x”dx
=1
b

a partir de la fonction g 1(y)?jn gf”*1gkn laquelle est définie
n+ g 1=

pour =1 ¢ y < +1

2°) Calculer gn+1(y)
3°) En déduire que f_ est un polyndme de degré n

4°) Calculer explicitement jo ,jj 5 5 et fa en ordonnant ces polyndmes

2
par puissances croissantes.

2eme partie

On pose G(x’);~lfkgW+Log2~l
i # 7



ot F désigne 1a fonction déja définie en I. On désigne par E 1'espace vec-
toriel formé par les polyndmes & coefficients réels, de degré 3 au plus. A
tout polyndéme P de E, on fait correspondre la fonction (Q définie sur

] -1 .+ [ selon
Qly) = E:x P(x) d x

1°) Etablir que @ est 1a restriction, a ]—4 o+ [ , d'un polynéme encore

noté { . Montrer que 1'application ¢ : P— est une application
lingdaire de E dans E

2°) Soit Tt le polyndme = _,T(w=2xt o0 t=0,1,20u3 . La famille
des {%i§, i variant de 0 a 3, forme une base de E . Quelle est 1a
matrice [® ] représentant 1'application @ dans cette base de £ ?

3°) Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice[d]?

Donner une hase de vecteurs propres dont tout &lément vérifie

P(s) = 1

3éme partie :

Soit A un paramétre réel quelconque. On désigne par tUA]'équation
différentielle linéaire et du second ordre

(1-y2) 9 (y) gy 99y enf(y) = 0
g i y)+Af (y

1°) Trouver le polyndme P, de degré 3 au plus, satisfaisant :DA_avec A =42
et vérifiant P(]) = 1

On admet dorénavant que toute fonction continue f sur [~1 ,+1]
et satisfaisant

+4
Hy) = ﬂfG(r,yJ (%) dx
-4
satisfait aussi 1'équation EIA pour A £ ()
2°) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation :UA

admette pour solution un polyndme est que A =n(n+1)oll n désigne un

entier positif ou nul.



3°) On appelle P un polyndme non identiquement nul satisfaisant J a pour
A= n(n+1) . Montrer que P(1) est différent de zéro. En déduire qu'il
existe un unique polyndme, noté P, , de degré n , satisfaisant ’I:Pn(l)
et 1'équation ), pour A = n(ns1) .

44
4°) Montrer que f P(x)P(x) dx = 0 pour n#m
A

4éme partie :

Soit f une fonction satisfaisant 1'équation ]A POUr A = ne(ne+!)
ol no est un entier positif ou nul, et pour tout ¢ appartenant & Ja,b C

ol a<-1et b D>1.
+1
1°) Montrer que f_'f(:r:) ﬁ(a:] dx = 0 pour tout entier n # n,
~1

2°) Montrer qu'il existe une constante o telle que (lx)= - oP (x)

No

satisfasse

+1 '
f glc) Rix)dx = 0 pour tout n 30
f
+1
3°) Montrer que fg(x) Plx)de = 0 pour tout polyndme P de degré quelconque.
-1

4°) Montrer que g(gc):D sur[-1,+ 1] et donc que f est un mu]tip]e'de Pn,
Conclure.

(on raisonne par 1'absurde en supposant qu'il existe un point 2, de[-1,+1]
tel que g(x)# 0. Par homothétie, on peut se ramener & supposer 0(x,) = G)f]}
Par continuité, il existei}@ > 0 tel que g(x)> 4 pour tout x satis-
faisant l:)c-:fco

{ 8 . On considére alors Plx)=1 _l(xz—ﬁz) de sorte
que P(x) )1 pour |:x:l {0 et IP(DC”< 1 pour § 2< ]oc] ¢ 2 - On de-

compose +1 .,
£ Qlac)(P(:x:— :m)) dx

en deux intégrales, 1'une restant bornée et 1'autre tendant vers 1'infini
avec n . Il y a contradiction).




EXERCICE N° 10.

Soit fpt): Jx+2 et 0(x) = ac?+2c -2 deux polyndmes 3 coeffi-
cients réels. On désigne par QJ&J = Qo+ ----+0 x" le quotient de la division
suivant Tes puissances crojssantes & 1'ordren de f (x) par g (x).

1°) Calculer @, et a, et montrer que pour toutn 2 2, on a

2°) La matrice(i"2 1;2> admet deux valeurs propres A RZ (A1 <2z2).

Soit e, (respt. €, ) le vecteur propre associé a A1(respt. A,) et
dont la premiére composante dans la base canonique est 1. Calculer e,
et B,

3°) Calculer AP et en deduire a, en fonction de n .
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INDICATIONS DE SOLUTIONS POUR LES EXERCICES pu
—  —————12 TR LES EXERCICES DU

CHAPITRE 0

Les solutions des exercices du Chapitre 0 sont assez détaillées
pour permettre au lecteur de réviser ces notions d'algébre lingaire.

Hom (E.F) est un espace vectoriel sur le corps K . Appelons L
1'opérateur linéaire de E dans F dé&fini pour tout X de E par

L,'_J(X) = xif_i
Ici, (€5 €25...,€,) est une base de E et tout x de £ s'écrit de fagon

unf-quv -~
X - '[‘xLeL (%, ¢k)
L=

m

De méme, ( f,, f,,....f,) est une base de F,et tout y =93 y.f.

ément de Hon1( A F). on dispose de 1'écriture suivante

1
Lix) = mg(ux)

Soit alors L un &

Gji_'—ij(XJ
j=1 i=1

Par suite, les m.n &léments L;; engendrent Hom (E,F). Ces &1éments sont
Tinéairement indépendants puisque 1a relation de nullité

N

implique, pout tout x de E , 1'égalita

rii"‘ji L) = 0

=1 i=

S



. m n
Soit E: ( “jLXL> fj =0
iL=1

j=1
et puisque les {% } forment une base de F, pour tout j=1 ,...,m, ona

n
z:oﬁi Xi = 0
L=t
Les X étant quelconques, on a bien 1a nullité de tous les coefficients
L=1,.__,n
xXji = 0 .
L N —

En particulier Hom (E,K) = E® a une dimension égale & la dimension de E
lorsque E est de dimension finie. En général dim(Hom(E,F)) = (dim E)x(dim F)

Nous commencerons par un résultat combinatoire trés simple :

On rappelle le théoréme suivant : soit X un ensemble fini et f une applica-

tion de X dans X . I y @ équivalence entre les trois propriétés suivantes :

(1) f est bijective

(2) f est surjective

(3) f est injective.

si f est injective, f()() a le méme nombre, fini, d'éléments que 1'ensemble
X, donc coTncide avec X et f est surjective. Réciproquement, si f est surjec-
tive, pour tout X dans X , Card Jfk1(x )= 1. Enfin (1) est par définition
la conjonction de (2) et (3).

Démentrons alors Te théoréme:sSoit E un espace vectoriel de dimension finie

sur_un corps K . Pour un opérateur linaire P de E dans [ » i1 y a équivalence

entre les trois propriétés suivantes :

(1) P est injectif

(2) P est surjectif

(3) P est bijectif.

On part d'un cpérateur linéaire P : E — E.




Soit une base (G, O0,,..., 0p)de ker P, et by, ba,... bq une base de
Im P . Définissons Op.q Pour Q> k > 1| par 1'expression Plpuc= by
et montrons que (@y, Q,,..., Op,q) est une base de 1'espace vectoriel E .
Soit x un vecteur quelconque de E,Px est un vecteur de Im P donc i1
existe ( scalaires °‘p+P"" o<p+q » appartenant au corps de base K
de Etels que

X pe1 bl* --- * Xpag bq = Px = X pat Pﬂp+1 M i TY| Pﬂp+q

=P (O<p+1 Gp-u-‘l ¥ *o‘pc-q Gp-rq)

donc il existe y dans kerP tel que X=0pyy Qpay* ===+ 0 Qp 0+ Y

Mais puisque Y appartient & Ker P , i1 existe p sca]a1res@ s0_ 5. .50, dans K

’ D
assurant 1'égalité

X = X p41 Up+1 *—-—-*0<p+q0p+q"' (041[];* -—— *+Xp Gp)

IT ne reste plus qu'ad démontrer 1'indépendance des P+Q vecteurs a,, a,,

s Opyq - Orsi

0 = c5(1H‘|"—“J'c‘(pﬂGp+1*““" D(p+q(1p~aq

on dispose en appliquant P & cette relation linéaire de 1a relation

0 = & p4y bl b __+ O<P+qbq donc Kpyy= == o<p+q = 0
car(by, bzs.... by) est une base dans [m P. Dés lors
0 - «, Op--#cxplp donc o= o(y=_..= = 0 car (a,,q,___ 0p)

est une base de 1'espace Ker P .

Dés lors, si P est injectif, Ker P est reduit au vecteur nul et par suite
Im P cofncide avec 1'espace E d'aprés la construction précédente et ré-
ciproquement, si P est surjectif (Im P = E), c'est que Ker P est réduit a {0}

L'assertion (1) est &quivalente & 1a conjonction de (2) et (3).

On notera que le raisonnement du théoréme revient & construire une base

de E sur laquelle le raisonnement du théoréme combinatoire énoncé en premier
puisse jouer.

Donnons maintenant la solution de 1'exercice N° 2.

(1) == (2) IT existe un inverse & gauche : QP = I DoncsiPx= 0
on en déduit QPx =x = 0 , ce qui est bien 1'injectivité (Ker P [:U])

pour un opérateur linéaire.




(2) = (3) == (1) Théoréme énoncéd précédermment

(3) —> (4) Soit ( e,s.-., g, ) une base de E . Alors Pe,,.__ Pe_

est un systéme générateur de 1'image de E par P et cette image est F en
entier. Comme la dimension de F est n » On a bien que Pe1 58 & 95 Pe,.l est une
base de F

(4) == (3) Si iPe“..., PenJ) est une base de F, et y un vecteur
de , 0N a "
y = ) o Pe, donc y = Pl(x)
L=1
ol n
X = loe;
i=1
(3) &> (5) Puisque grdce au théoréme 2, on a un comportement symétri-

que de P et P~'. Donc on a (3) pour P~' clest-a-dire (5).

lére question

a) E est de dimension finie. Par suite [ - P,P, posséde un inverse
si I -P,P est injectif, c'est-a-dire si 1'squation
(1) X = P,PI(x)

admet x = (0 pour unique solution. Soit X une solution de cette équation,

il vient, en faisant opérer P1

(2) Prix) = P Py (Rix)

Comme - PP, admet un inverse, 1'unique solution de (2) est P (x) = 0

Soit, d'aprés (1), X = 0 , ce qui termine la démonstration.

1
b) Supposons que I- P, P, posséde un inverse et &tudions P = I+ (1P Pyl P,

On multiplie & gauche par I-P,P,




_12_

1

(1-PPYP = 1+P(I-RPJR —PR = PP P, (1P P) P,
= TeR(T-RPI-PP, (T-RR))P, - P, R
= TP (- RPI- P PS)P = PP
= I+PP — PP

= 1

On multipiie & droite par 1 _ P2P1:

P(I- PP) = T+P(I-PRRB P - PP— P(1-PBR"P PP
= T+ P((I-Pp)'= (1= RRFPPR) P - PP
= 1

Par suite P est 1'inverse de ( I - P,P,).Naturellement une formule anaiogu
s'obtient en changeant Py en P, . On remarque que le calcul de (b) est
indépendant de 1'hypothése de dimension finie.

Par suite, si ( I - PyP;) posséde un inverse, i1 en est de méme pour
I - P,P; dans un espace vectoriel quelconque.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 4.

F est un sous-espace vectoriel de 1'espace des suites constitué par Jes
suites possédant un nombre fini de termes non nuls. Appelons x(™ 1a suite,

élément de F, définie par

(n) : .
X, =5n’k 0 si n =k e 1 si n=k
Soit L une forme linéaire réelle sur F et posons L (x(™) = «, . La donnée
de la suite {cxn]n>0 détermine complétement L puisque si X = {xn} -
est un élément de F
X = Z: X X{™ et L(x) = §J x_ o
n30 H;O n n
car ces sorimes ne centiennent qu'un nombre fini de termes non nuls.
Réciproguement, soit {cxn}n>0 une suite de nombres réels. I1 existe une

unique forme linéaire L sur F telle que L(XV)-o, . 11 est facile de



= Tl

constater que 1'application L"—’{“n} réalise une bijection entre le dual
algébrique F*¥ge F et 1'espace des gJ?tes réelles.

Les espaces vectoriels fournissent un langage commode pour étudier certaines
suites récurrentes.
Cherchons, par exemple, une suite {xn} > X € R, telle que pour tout
n=0

nz=1 onait :

Ly = et (2) x =x_=1

= + X
xn n-1 1 0

n+1

Appelons G Te sous-espace vectoriel de toutes les suites réelles vérifiant

la condition (1). Un élément x = {xn} de G est entiérement détermine
nz0

par la donnée de X, €L x . En termes d'espaces vectoriels, cela signifie que
1

G est un espace vectoriel réel de dimension 2. Pour le vérifier, on peut
établir que la suite X de G, X = {x } avec x_ =1, x =0 et la
n 0 1
nz0
suite Y de G avec Y = {y } ot y =0,y =1 constituent une base
n n30 0 1
de G. Ceci est facile. I1 est pratique alors de chercher une solution de (1)
sous la forme Xp = x" ou x #0.

IT vient X% = x # 1

1+ /5 1-,5
2 2

Soit X =

On montre ensuite que :

Y et v ={AA5n
nz0 2 n 0

sont Tinéairement indépendants . (Si oX + BY = 0, cela signifie en particulier,
eta1+\/5-+81—/5~=05+8+0t‘8_£=0
2 2 2 2

o+ B =0

La seule solution est o = g = 0).

Dés Tors, comme G a pour dimension 2, tout x de G s'écrit avec des
coefficients convenables o, B8

aX + BY
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Pour terminer la résolution de notre probléme, i1 convient de trouver o, B
de sorte que

L1+ V5 ‘8 1-/5

a+B8=1 et =i
2 2
I1 vient
u=%(1+f§) =415

5

d'ol

(3) x_ = [:1 ¢ 8 1 + /F)n + (1 - 15} (1 - #g)h}
5 2

x0=1,x =1,x =2 ,%x =3,x%x =5,x =8,X = 13 ...
1 2 3 L 5 6

Ces nombres sont les nombres de Fibonacci qui ont des propriétés combinatoires

particuliérement intéressantes.

lére question :

11 suffit bien slr de montrer que E est un sous-espace vectoriel de
1'espace vectoriel des applications de R dans R ; soient donc f et g
deux fonctions de E, A et j deux réels. La fonction Af+pg , definie

sur R et & valeurs réelles, est indéfiniment dérivable. I1 reste 3 vérifier :
+00 dq
Vp,qEN, f‘xp Ty (P\f»-pg)(x)l dx < + o
-

ce qui résulte immédiatement de

d—imwgl(x)ldx & le|x " f(x)|dx » unf]xpﬂ—g(x)\dx

Cet espace vectoriel est de dimension infinie ; i1 suffit pour le prouver
d'exhiber une famille - infinie d'éléments Tin&airement indépendants
de E : soit, par exemple la famille

(Fn)nCN: fn(x) = e

Nous aurons besoin de montrer que les fonctions de E tendent vers zéro &
1'infini. Pour ce faire, se rappeler que toute fonction continiment dérivable,
intégrable sur R , et de dérivée intégrable sur R tend vers zéro & 1'infini.

—rt)(2

En effet, on peut écrire :

Fix) = fla)ef F(t) ot
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+@

Mais F(t) dt  existe par hypothése, donc f a une limite £ Torsque x
a

tend vers 1'infini,

Mais f f(t) dt  existe, donc cette 1imite ¢ est nulle. On fait le méme
-

raisonnement pour X = - . Enprenant p=0, q = 0 et q =1, on cons-
tate que fEE vérifie bien les conditions requises.

2éme question:

a) Montrons que si f est un élément de E , g = Af est un &lément de E

On a :

xp%q- (x) = xp—L{sf](x)»fme—dT (x)

Soit, en développant :

- P[s b Lgds 4 L

dx9 dxt dx9-t
+ g‘lg ](x)»«mxpgxq;ﬁ (x)
D'ol
f[xp——g-(x dx < Zglf] xp(%—le- 2i_fi>(x)|dx lmlf|xpg 7ot (%)

La derniére intégrale converge puisque f €EE . D'autre part les hypothéses
faites sur s montrent que :

pdls dI-if l pek 9t f '
X : . < M|x
dxi  dx9-t dx9-t
au voisinage de 1'infini, et donc, f € E impliquant la convergence de 1'in-
tégrale du second membre, la convergence de 1'intégrale du premier membre
est assurée, et finalement la convergence absolue des intégrales considérées.
AFEE et A est évidenment Tinéaire de FE dans F

b) On voit facilement que & (x)= S(X)QJ(XJ—HI%EQ(X)convient. En effet :
X
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+ 00

L/‘E(XW(X)*“‘%%[X)]LWX)UX = f[ (x) (x) \P(x)+m¢(x (x)] dx

- =00

D'autre part, par intégration par parties, on a :
f‘P(x)dkp(x)dx - el om0
dx - x dx

et, P et ¢ , &léments de E , tendent vers zéro a 1'infini. Donc on

obtient :
[jb?x)-dd—;g(x X = —[:P(x)dd—kk—(x) dx
d'ol
S [s0000 em €210 ] 4 e f[s(x)¢(x)— (7] 9 (x) dx

On montre, de méme qu'en (a), que E ainsi définie est bien un &élément de E

c) On peut d'abord montrer que la correspondance (b ——*—E est bien définie,
c'est-a-dire que 5 est unique. Supposons donc que deux éléments de E
i, et & , conviennent. On a alors :

v OEE f@(x)i,(x)dx _ f‘P(x)ﬂz(X)dX

ou encore :

voeE, [P0 [E-E] dx = O

en particulier, prenons ¥ : &,-— &;; , laquelle est bien dans E , i1 vient

f:fg,_gz]ztx) dx

E]" Ez étant indéfiniment dérivable, en particulier continue, cette

0

gégalité montre que E, - Ez

% 5 iz e .
A" est donc bien défini et donné par la formule déja établie

A*)(x) = ) O (x) - d“l’

Sa linéarité est alors évidente.

d) Soit f EE et calculons :
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(AN A = stfomsdfom & (sf)-m2 € _[of.ms 8E md (f)-m?df
ms £ mdx(sf) m & [Sfmsdx mdx(sf) mdx?]
d df
= 2m —— f)1=2 A
e (sf)-2ms i
ds
- £ L
2m 3%
On a donc A A*- AXA - 1 si, et seulement si 2 mg—i a 1
Soit
s(x) = X£— + constante
2m

Ces fonctions vérifient bien les conditions imposées aux fonctions f . La so-
lution nulle en O est alors :

$(x) = =2—
2m

e) On part de 1'égalité de définition de A% . fA\P.q)dx: f\p.A*‘b dx

dont on peut déduire, pour tout f EE :

fAf.Afdx - ff.(A*A)(r)dx

Si on suppose maintenant que f = 0 vérifie (A AY(F) =AM , clest-a-dire
que f est un vecteur propre de A¥ A , on obtient :
+ Q0 2 + 00 2
[ afx)ax = A [Fia] dx
- @ -0
L'intégrale d'une fonction positive étant positive, ceci montre : A> 0

les valeurs propres de A¥ A sont non négatives.

f) Soit A une valeur propre de A¥A , f = 0 un vecteur propre correspon-
dant : (A% A)(f) = Mf . On suppose que a¥ - A* A 1 11 vient donc :

(AXA) (AFF) = AX (AAXE) = AX[Fen™ af] o (10 h) AYF

ce qui montre que A*f , s'il s'agit d'un vecteur différent de 0, est vecteur

propre de A¥ A pour 1a valeur propre (A +1).

pe méme (A¥AY(AF) = (AN-T)(AF) = A(AF) -Af = (\-1) Af, ce qui montre
que si Af#0,(A =1 ) est valeur propre de _A* A , Af &tant un vecteur pro-

pre correspondant.

Mais supposons que A f =0 . ona alors A M- f. A f) = f, c'est-a-dire
A = 1, ce qui est refusé par hypothése .puisque f ¢# 0.
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Supposons que A*f = 0 , onaalors AAF = _f donc A=—1, ce
qui est impossible puisque les valeurs propres sont > 0 . Ceci termine la
démonstration. On pourrait facilement poursuivre et expliciter les valeurs
propres et les vecteurs propres de A .

CORRIGE DE_L'EXERCICE N°_ 6.

lére question :

Par définition de E ,,, , on note que le systéme constitué par les polynémes :

Po(x) = 1
F:1 (x) = X
P',,(x) - X"

est un systéme de générateurs puisque tout polyndme de E nsy S'€crit sous
la forme

k=n k=n
P(x) = kZ_ﬂr:l,‘x" . kZ_OukPk(x)

Le systéme précédent constitue également un systéme indépendant, i1 suffit de
vérifier que 1'identité

n
o

k=n
k
L QX
k=0
implique 0, = O pour tout k compris entre 0 et n, ce qui est bien connu.

Par conséquent, le systéme {Po s Piaeoan Pn} constitue une base de
1'espace vectoriel réel E nia et la dimension de E ns1 est ns1i

2éme question :

On dit qu'un polyndme P est un multiple d'un polyndme Q si 1'on a :

Plx) = Qix) Dix) ¥er

od D (x) est un polyndme.

Puisque le degré de | est égal @ k(kgn ), i1 est clair

que le degré de [ doit étre inférieur ou égal & n-k afin que P appar-
tienne a En+f .

De plus, &.tout polyndme de En+1 multiple de 0 on fait correspondre un
unique polyndme D de degré inférieur ou &gal & N-k et réciproguement &
tout polynéme D de degré inférieur ou égal @ n-k , on fait correspondre
un unique polynéme P de  E n.1 , grice a :

P = Q.0




Cette correspondance définit une bijection entre e sous-ensemble de En+1
des polyndmes multiples de ] et 1'ensemble des polyndmes de degré inférieur
ou égal @ n-k . On vérifie sans peine que 1'ensemble des polyndmes de

Enst1» multiples de Q , constitue un sous-espace vectoriel de E nel

On vérifie aussi que la correspondance P— [ est un isomorphisme
(c'est-a-dire une bijection linéaire) entre le sous-espace vectoriel des
polyndmes multiples de Q et 1'espace vectoriel des polyndmes de degré in-

férieur ou égal @ n-k , soit E__ ...

De plus, deux espaces vectoriels isomorphes (et de dimension finie)
ont lTa méme dimension. En définitive, la dimension du sous-espace vectoriel
des polynémes multiples du polyndme Q est la dimension de [ p-kel o
c'est-a-dire nN-k«1

(On peut aussi raisonner de la fagon suivante :

i (o)

1
Qx) xt

P (x)

I

X
=n-k
a;

L=

puis montrer que Tes Q (x )x! constituent un systéme linéairement indépen-

dant de générateurs de 1'espace des polyndmes de [ » multiples du poly-

n+ i
nome Q. Ce qui permet d'affirmer que la dimension de cet espace est n-k+1).

3éme question :

* . T & ke -
Xo désigne une application définie dans En+1 i valeur dans R

*

Xo . P—-—" P(Xo)

(on fera attention & ne pas confondre P &lament de E avec P (x),

N+l

valeur au point X du polynéme P ).

Xo (MPBsA,P,) Ay Prxo) + Ay Py (%)

Mais
Prixe) = xs ( Py)
P2 (%) = X (P,)
Donc :
xﬁ (A1P1+ Ang) = A1X§ (P) +A2X§ (P2)

-
ce qui établit 1a linéarité de la forme Xo



L'ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel E' sur R
*
constitue un espace vectoriel, noté £  ; dual algébrique de E

Ainsi donc, on peut définir la somme Xf'+ X% de deux formes
linéaires du type précédent. Cependant la somme X§ + X? n'est

as de la forme x¥ : c'est-a-dire qu'il n'existe pas de nombre X de R
P 2 2

tel que pour tout P de En on ait

+1
X3 (P) = (x¥«)(P)

Cela signifierait en effet

P(X?J =P(XO)+P(X|) pour tout P de En+1
ce qui est impossible i Xo # X, et n >

*
Toutefois X§ est un &lément de £ : espace dual algébrique de E
On utilise alors le théoréme suivant démontré dans le cours:

le dual algébrique E;* d'un espace vectoriel de dimension finie E est un

espace vectoriel de méme dimension.(cf Exercice N° 1)

déme question :

. . * .
La dimension de E'nsy est donc N+ 1 . I1 suffit de trouver
(N+1) vecteurs de E 7, indépendants pour pouvoir assurer qu'il

s'agit d'une base dans E nad o

*
Rappelons que des vecteurs Lo, Ly ,L, ...L, de E,, sont
dits linéairement indépendants si
L=n
Zﬂi Li. = 0
L =0

entraine Q; = 0 pour tout i entre 0 et n. Mais le 0 de cet espace est &

entendre comme la forme linéaire nulle sur E nst » C'est-a-dire que

1'égalité précédente signifie

pour tout P de En, : Ef a; L(P) = 0
i=0
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Choisissons alors (N +1 ) nombres réels deux i deux distinctsx0 .
Xy 2 Xy seees Xy . Ces (n +1) nombres définissent N + 1 formes linéaires
xB ,x: ,x; ,...,x: . Montrons que ces N +1 formes linéaires sont
indépendantes au sens de E:+1

Nous devons vérifier que :
I=n

'E: a. x* - 0
i=0

entraine c|.1 = (0 pour i variant de 0 & n, c'est-i-dire :

Z a, x; (P)=0
i=0

pour tout polyndme P de En+ entraine @, = 0 . Plusieurs méthodes sont

1
possibles.

Premiére méthode.

Choisissons un polyndme Pj, appartenant a E valant 1 au

n+1
point x - xj et 0 en X = X pour i = 0, 1, 2...3-1, j+l,...,Nn.I1 est
facile de former un tel polyndme (on a sans doute déja rencontré les poly-

nomes d'interpolation de Lagrange).

11 X - %
b, (x) = F" ( ) DX )0y Do (X g ) (X, )X, )
ifjo___n ( X~ X ) (Xj*xo)(xf-xﬂ_-.( %= xj_1)(x]-xj+1)---( X; X,
i i
Pj(x ) est un polyndme de degré n et tel que :

Ces (n+l) pelynémes P. nous permettent un calcul facile.
J

Appliquons 1'hypothése 5 &
Y g, x* (P) =0

i=0
aux n+l polyndmes Pj . I1 vient n+l équations

I=n
20 P (x) za, =0
c'est-a-dire les conditions gj =0 pour j =0, 1...n. On en conclut :

i * * ® P i
les n+l formes linéaires Xo s Xy seees X sont Tinéairement indépendantes

dans 1'espace dual algébrique de E n.1 &t conformément a ce qui a été dit,
* ~%

n+1 )

constituent une base de 1'espace dual deE . , (note E




[pe)
(RS}
I

Deuxiéme méthode :

Plus directement, écrivons 1'identité
=N

2 q X (p) =0
i=0
pour un polynéme P arbitraire de En+1

P(x) = by #b X+ sb x"

n

ol les bn sont N+ nombres réels arbitraires.

On écrit : .
t=n j=n
i=0 j=0

Ordonnons par rapport aux bj:

i=n

j=n
Ego bj ( " g, X% ) =0

Cette égalité devant étre vraie pour toutes valeurs des bj » on en déduit

i=n

i ﬂ = pour tout j entre 0 et n.
0

||.M
]

I

Les inconnues sont les n +1 nombres Go , a » Qp . Pour

y e
qu'un tel systéme linéaire de n + 1 é&quations et & n + 1 inconnues
Qg »--+> O ait une solution distincte de la solution triviale il faut

et i1 suffit que le déterminant

] [ — ]
A .|t e,
n - ! | I
I[n tl"'I 'n
XO X1 e TR X "

soit nul.

Un tel déterminant fait partie de Ta panoplie du bon calculateur
(déterminant de Van der Monde).

Indiquons un procédé de calcul de ce déterminant. Remplagons X,
par une variable indéterminée X




Le déterminant devient une fonction de x. En développant selen la
derniére colonne, on constate que

1 Vo 1

X ) (YRS

:0 i‘ ! = P (x)
I I |

In 'n I n

XO )(1 ________ X

est un polyndme de degré inférieur ou &gal a3 n en x. Visiblement ce polyndme

est nul pour X = Xg s X=X, seses X=X, _, car le déterminant a deux colonnes
proportionnelles. Nous connaissons les n racines réelles de P (x ), ce dernier
s'écrit alors

[ =n-1

P(x) - AT (x-x)

1=0
ol A est un nombre réel i déterminer. A n'est autre que le coefficient du
terme de plus haut degré enx : ce terme se calcule sur 1'expression du

déterminant donnant P ( x), & savoir comme un déterminant d'ordre (n-1)

Y i i i —1
A = :An-1
n-1 n-1
A== ———————— X ot
IT vient donc une relation de récurrence entre Ay et A4
1 =n-1
P(Xn):An: An-] ﬂ (Xn—Xi)
i=0
Soit la valeur de An, puisque A = 1.
Ay (xg, Xy _x,) = 1 (x; - x;)
n;L>J;0

Le déterminant de Van der Monde est donc différent de zéro si, et

seulement si les X; sont des nombres distincts, ce qui est ici 1'hypothése.

Le systéme b

]
=0
n'a donc que la solution triviale g, - 0 ce qui implique 1'indépendance
linéaire des xf



Nous venons donc de démontrer que toute forme linéaire L sur En ;

ouvait s'écrire, avec des coefficients convenables,
p

5éme question :

Etudions 1'application P ————ﬁ-J[‘P (x)dx définie sur E . et &

valeurs réelles.

Cette application est une forme linéaire sur E grace aux

n +{

propriétés connues de 1'intégrale

1

f(P (x) + P(X)) = fl%(x)dw L/OHPZ,(X) dx
IAPx)dx - ?\fo]dx

Grace & la question 4, la forme linéaire P —— L/B )dx est un é&lément

*

de Enp et s'écrit avec des coefficients convenables XKyyenny X

0° n

1
‘[P(x)dx = oy Xg (P) + s o x5 (P)

pour tout polyndme P de E N+

Bien entendu, les coefficients o, sont indépendants du polyndme P
(mais dépendent de Ta dimension n). On peut les calculer & partir des poly-
némes Ri de Lagrange, polyndmes dont il a été question a la quatriéme

quest1on (1ére méthode). En effet, ces (n+1) polyndmes Pj constituent une base

gde n+1

fp (x)dx = ogx(P) + v oxaXn(Py) = o (X )emcs ooP; (X))

J
= X, puisque P.(x.) = 0.

D'ou :

1
(ﬂ(x—x-t])d)( S
L#j (i variant de 0 & n).

M (x; —=x;)

L#]




($2]

1
Une autre méthode consiste & calculer explicitement L/WP(X ) dx
sur un polynéme P arbitraire de E 0

n+1
L=n =n 1
Plx) = b, x* et JZathJ."(P) i fP(x)dx
L =0 j:O
1 L=n
1
tgP(x}dx - .L; L(-:n” )
= Jio(j (i bi_ XJL>
i=0 =0

En identifiant par rapport a b.L (c'est-a-dire par rapport aux ns+1

formes indépendantes P —— b,,coefficient d'ordre i) i1 vient
j=n
1 E: i
; = X
L+1 jnm >

ce qui fournit les o grace a une résolution d'un systéme de Cramer,

dont le déterminant (de Van der Monde) est différent de zéro.

o X [R—— 1
X 1
Xg =~ ——¥i .4, 5 ! Xisgm——=Xy
n 1 n n
X; = Yoo ===~ Xiw 777 X =-Xn
'ﬂ.()(i_ - XJ)
L #
n3i>j>»0
On en déduit 1'égalite :
| JPE— 1 e 1
1
XO—_—*XPPEﬂXHI_—__ Xn
[T
X - X:) dx Xg———-x"y L, x"Ne———- o
Ky = 0 j¢i( J) - ° XHHH,X“’ Xn
(% - x)) T (% - %)
J#FL j#i

nzi>j20



' i les polyndn re de dearé 1 au plus.
Exemple n = 1 : E, est ] 'espace vectoriel des polyndmes réels o

On choisit par exemple

Nés lors 0

[Pddx = wg?(0) o, PIT)

ou 0

1
1
J beox e L -ndx =

o (xg - X1) -
1
X — X,) dX 1 1
Xy = o | : = Q/‘x dx = 3
]
0)-P(1)
P(x)dx = ﬂ_)_z_—
0
1 1 il 1
1/2 X1 1 XO 1/2 1
On vérifie bien «o_ = ok et o =- =5
© X =~ X ! X - X
1 o 1 0

On vérifie de méme que pour tout polynéme de degré 1 au plus 0

1
P
J (ax + b)dx = 5 + b = Plo) + Byl)
0 2
p
L'aire du trapéze Xo X, B A est celle du P
rectangle x.x CD
O 1 — — ——— - -
x* A
N _ otB \
Exemple n® 2 : Prenons le cas ol Xo = Qs x] ===

et x =R avec o # B
2

On calcule a partir des formules précédentes, conduit &
B
J P(x)dx = 5 [Pla) + 4P(EE) + P(B)] (-
a

pour tout polyndéme de degré au plus égal & 2. Cette formule traduit une
propriété géométrique de la parabole.

De fait, selon le choix des nombres X,, X;,..., X, , diverses propriétés
des nombres otgy, oXys..., X Ppeuvent étre déduites. Le calcul présenté
peut étre poussé beaucoup plus loin et constitue les formules de quadrature

mécanique sur lesquelles on insiste beaucoup en théorie numérique de 1'ap-
proximation d'un opérateur (intégration de Gauss).




Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace
vectoriel de E. soit { €5 Bpsnnis e, } une base de E telle que
( €y Bg:..:2€, ) soit une base de F . D'aprés le cours, il existe une

%
base conjuguée {eﬁ, e§,..., eﬁ1 } de £ nour laquelle :

Par suite, 1'orthogonal FO de F, c'est-a-dire 1'ensemble des formes linéai-

) *
res sur E , nulles sur F , est engendré par { e:+!,..., e, } . Donc la
dimension de FOest (n -k ) d'ol le résultat.

Considérons 1'application canonique I qui identifie F et E** Torsaue E
est de dimension finie. Le sous-espace vector1e1(FO)O est 1'image, par I, d'un
sous-espace vectoriel F' de E. I(F') = (FO)O. Mais on a bien sir I(F)(;(FO)O.
Or 1a dimension de (F°)° est n-(n-k) = k = dim F et dim I(F) = k. Donc (F9°

s'identifie a F.

Exercice n° 8

Soit P : E——3F un opérateur linéaire ol E et F sont des espaces

vectoriels de dimension finie.
On appelle rang de P la dimension de son image.

Rg(P) = dim (ImP)
D'aprés le cours, on a une autre formule pour ce rang

= dim E - dim(Ker P)
1) Pour établir que P et tP ont méme rang, montrons d'abord que le noyau
de P coincide avec 1'orthogonal de 1'image de tp.

P(x) = 0 équivaut a (P(x), x*) = 0 pour tout x* de P. Autrement dit 1'équation

P(x) = 0 éguivaut a (x, tP(x*)) = 0 pour tout x* de P. C.q.f.d.

Donc dim(Ker P) = dim ((Im °P)°)

D'aprés 1'exercice n® 7, comme tP 2 E* et que nous identifions E et
Sl t

dim E - dim(Im “P

dim E - Rg("P)

dim(Im tP)°

Nous avons établi

"

dim(Im ®P)° = dim(Ker P)

Donc

I

dim E - Rg(*P)

=

dim E - Rg(P)

dim(Ker P)
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Rg(P) = Rg(*P)

2) Soit y_ e F. Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour
0

que P(x) = ¥y ait une solution au moins, x € E.

t #

Si P(x) =Y, etsi P(x7) = ol x*e F*, on a

|
o

* *

(yo, x7) = (P(x), x) = (x, "P(x") =0 donc (yo, x*) =0

Réciproquement, supposons que (yo, x*) = 0 pour tout x* de F*  tel que t

P(x*) =0
Préceédemment, nous avons établi que Ker P = (Im tP)O. En raisonnant sur tP, au
lieu de P, et en rappelant que t(tP) = P, grace a 1'identification de E et E¥,

on d&duit

(%) = (Im P)°

Donc, notre hypothése revient a admettre que y, € (Ker(tP))o, c'est a dire,
0,0
)

Ker

grace encore a 1'exercice n° 7 qui prouve (F = F, que Yo € Im P donc que

P(x) = Yo posséde une solution x.

En particulier, si le noyau de tP est réduit a {0} , c'est que 1'opérateur
P est surjectif de E dans F.

Ces résultats constituent les théorémes de Rouché sur la résolution des
équations linéaires.

- lére partie -

1) faly) fr (%,y) " dx

y i
[}og[(i—x) (1+y)Jx dx + ‘/y‘[og[(1+x)[1_y)]¥ dx
M TR RO

IT suffit donc de calculer, par intégration par parties

’ n n+1 y : N+
.,Clog[ﬁ—x)(hy)]x dx = B‘” Log[ﬁ-x)(hy)ﬂ n_1_ X : dx

-1 —11—

yn+1

Log (1- y’) + ( ‘) 109@(1*)/)] Q.M( )

Donc :

foly) = (:1) [[09(2(1 +y)]+ (—1)n|.0gf2(1—y))] + n1_+1 [gn+1(y)+(—1)gn;i(-yﬂ

=5




2°) Calculons maintenant la fonction 9
y

y Y
B Xn+'| _ | . 1_Xn+1
9 1Y) a f —x 9 B <f11—x i 1= o

-1

y
= —log(1-y)+log 2 - f(1+><+--—+x”) dx
-1

N+ y
= = [0g(1-y)+|.0g2— [X"-"—"’ X 1]

N+t
-

3°) On peut désormais calculer f

n n -
faly) = H [Log(?(hy))d—ﬂ”'-og(?f1—y)ﬂ

1

o i (11011 0g2 - (1og (1-)- -1 laglrey) - [re s 2 e e X2

On envisage deux cas, selon la parité de n

ler_cas : n pair :
2 +1
fn(Y) = Lloq2 + 2 [("‘I) + (_—1)+-----+(—L)n J—- _&_ [ y2+£+-—-+ —Ln:l
n«+1 n+1 2 N+t n{L2 4 n
(Expression écrite avec n > ().
céme_cas : n_impair :
N ST A A
fnly) - n+1(y 3 n )

On constate bien que dans tous les cas fmn est un polyndme de degré n.
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4°)
o ly) = Llog2 -2
fy (y) = -y
F2 (y) _ 410392 _ g ~ gz
faly) = —j?———{s—a

- 7éme partie -

+1
Q (y) = fﬁ(x,y)P(dex
-1

19) L'application @ est bien définie sur E et & valeurs dans [ puisque
d'aprés (I), 1'image d'un polyndme de degré n est encore de degré n au plus.
En outre 1'application @ est lingaire.

2°) 3 3
Si P(x) = 2a;Ti(x) alors §ly) = Y A T.(y)
i=0 L=0
erq [ QO—
A, a,
et =
A, o] |,
LA, ] | 9, )
La théorie, ou un calcul élémentaire, prouve que la matrice [] dans la base
TO le T:u T_‘, est de Jla forme 1 -
o 0 0 -3 O
1 1
0 = 0 -
{Cb] - 2 1 b
0 0 5 0
1
0 0 0 vl
puisque : B
+1
ST o o -1 gy (log2-7)2 -
-1

+1
LT de - - Lfy) o Loy




i
W
Pan
]

+1
J Oy T de = - Thiy) log 2~ 1) = - AToly) LTyly)
+1
t = -1 = L " 1
e _*G(x,y)Ta(x) g = 2 15 (y) - T,(y) 1 T5(y)

3°) Les valeurs propres de [d)] sont alors

Ao = D 3 A] = -12— 3 Az = % 5 Aa = 115
Ao = 0 Pour les vecteurs propres, on a le systéme :
1
— 1 q = 0
18 2
1 1
- G0 = 0 donc  0,=0,=0,=0
1
+ 0, = 0 a, Qquelconque
1 =
12 43 =
Avec la normalisation faite, on a Py (x) = 0
A y = 7;— Pour les vecteurs propres, on a le systéme
N R -
2 Qo-7g 02 = '
—2—.03 = U donc UO=C12=[]3=U
1 1
(_5" B _2) a2 = 0 d, quelconque
1 1
L -L)g = 0
(12 2) 3
Avec la normalisation faite, on a P, (x) = X

A = %- Pour les vecteurs propres, on a le systéme
- Ll g. -1 -
5 Jo~ 9g 02 /
1 : ; donc 0y =03 = 0
(L-1)oelag,= 0
2 6 Vg 309 = - q
(1 _ 1 —
\12 6 ) 03 = U




W
™

2
Avec la normalisation faite, on a P, (x) = 3x2“1
A= é%- Pour les vecteurs propres, on a le systéme
3
1q - 1L -
~ 35 % 3¢ 1z = 0 donc 0, = a, = 0
1
(17—'112—)01+_A"03 ==z [] 501 ——3ﬂ3
1 _1 - 0
(6 12)a2 -
3_
Avec 1a normalisation faite, on a P3 (x)] = EQLTTQlL
- 3éme partie -
Les quatre polyndmes construits en(II) satisfont
v
N Ply) - f61(x,y) P (x ) dx (= 01,2 ou 3

On cherche une équation différentielle satisfaite par ces polyndmes.

1°) On commence par déterminer une solution dans E de D
P {x) = gg»axsa,xs g, 12
PP(x) = ay+20,% + 3a4x° -2X
3 2)
PP(x) = 2a,+6a,x (1-x
3 2
0.x° + X (~202—402 +12(12)+ X ('r3c13—2t11 +12q, ) +20, +120, = 0

On obtient donc trois équations pour déterminer les quatre coefficients

ao, a ,a, eta

En outre, on impose : P wd = Gp+0y+ 0+ 0, =




Il vient :

60d > = 0

Qo= 0; = 0

60,+100, = 0 it 303 +50; = 0

202 +120, = 0 Gy« 03 = |1

o+ Oy+ G+ Q53 = 1

5 x>~ 3%

soft P lx) = A c'est-d-dire le polyndme P, déterminé en II.

Grdce a la théorie de Sturm-Liouville (cf cours), on peut montrer que AQ = P,

avec P(1) = 1 &guivaut & ce que P satisfasse B, .

2°) La condition est nécessaire : supposons que P (X) = Qg+...+0n X" satis-

fasse :D\ - On doit avoir, si O, # 0, en examinant le terme de plus haut degré

adn (A=ni(n-1)=2n) = 0
soit
A = n(n+1]
La condition est suffisante : supposons X = n(n+1) et cherchons & détermi-
ner Qg, Oy,..., 0, de sorte que P(x)=0y+---+ a,x" satisfasse I]n(n*4\
n(n +1) P (X) = {10 + 0y X +-—+ Uan
—2x P’(x) = a4y +20,x +--—+ng,x""'
2 2 =
(1-x*) PPIx) = 2a3+---+n(n-1) g, x"2
0 = [n(n+1) gp2a,] + Kn(n+1)-2)o,+603] X

oo s [(n (n+1) - k (k+1)) a,+ k+1)(k+2)0k+j XK eeme

(n(n+1)—(n-1)n) a X" [(n(nd)-n(mf))uh ] X"

n

0 -y [(k+2)(k+1)ak+—2(k(k+1)—n(n+1))uJx"

k=0
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Pour que la formule précédente soit correcte, i1 faut que 1'on ait fixe

a =0 et 1o = 0.

n+1
Dés lors, on dispose de la relation de récurrence descendante

_ (k+2) (k+1)
k(k+1)-n (n+l)

ak+2

valable pour 0 g k <n
Les coefficients se calculent de deux en deux.
_ n(n+l)

Si n est pair : on peut prendre a, arbitraire, a = a, etc.
e 2
jusqu'a a. Tandis que a1 = a3 = ...=a, 9" 0
2 %0 on
P(x) =a (1l +-2 x>+ ... +—Xx)
0 a, a,
Si n est impair : on peut prendre a arbitraire, a = 2-nntl) etc.
1 3 6

jusqu'a a . Tandis que a, = a2 = ...=a,qF 0

11 existe donc bien un polyndme, non identiquement nul, de degré n, et

solution de D pour tout entier n, positif ou nul.

n(n+1)

3°) P est un polyndme de degré n au plus, non identiquement nul, satisfai-

sant ﬂrﬂn+1)ou n est un entier positif ou nul. Supposons P(1)=0, on
deduit P'(1)= 0. Dérivons alors 1'équation différentielle : i1 vient
(1-x2) P”(x) = 2xP1x) - 2P (x) = 2xP”(x) +n(nd) P'(x) = 0
soit P”(1) = O

Plus généralement, par la formule de leibniz, on a

(k+1)

+ ) ( k+1)
0 = (1-%) P(H)(x)— 2kx P (x) - %_—” 2 P{k(x)-MPk (x)
_ 2k PYx) +nin+) )
si donc P™(1)= 0 dlors P*Y(1)=0

sonc P(1) = P (1) =——-= P™1) =0

On en déduit P = 0 car P est un polyndme de degré n. Ceci contredit Tle
choix de P.




On a donc P(1)% 0 et le polyndme P (xh—iix—) satisfait P_(1) = T)

est de degré n si P 1'est et satisfait Dn(m”

Un tel polyndme est unique : soit Qn un autre tel polyndme, alors P,— Q,
est de degré n au plus, satisfait [J,(n, ) et (Pn =Qn) (1) = 0
donc Pn = Qn.
On note P, pour N 3 0 » 1'unique polyndme de degré n satisfaisant
i et Py (1)=1 . D'aprés 1a relation de récurrence, quant ayx
coefficients, on note le résultat suivant de parité :

Palt) = (-1)" P,(-t)

n(n+1)

4°) On écrit :

Py :
P, () dti_x[u-x?; 8o () | = —niner) P o) 7 ()

+1 d dP +1
SRty L (110 S ) -nn+1) f P ()P ) o

+1 +1
[P (x)%% (x) (i—xzﬂ —f(l—xz)aﬁ( )dP—"‘[x)dx

m

=-_f1E|-x21 Lo )] LPo () o
[(1 X2 dP’“ (x)P(x Jﬂszl [(1 X) dP’“(x)}

-1 4

+1
= —m(man(x (x) dx

Soit 1
(m(m+1) -n(n+1) f R(x) P.(x)d
-1

+1
vim s [P (x) P (x)dx=0

Si




- 4éme partie -

1°) f satisfait D?\ pour tout X E]Cl,b[, [-1,1[ étant strictement
inclus dans  Ja,b [ . La fonction f est alors ind&finiment dérivable
sur Ja,b [ et la méthode de III (4) convient pour prouver

+1{
(A= n(n.1) Flx) Palx) dx = 0

+1
Si donc A.—.no[noq],_.n(nq) Ou encore N = N, alors ﬁ[x) P(x)dx = 0
'

2°) g(x) = F(x) = ocPafx)
+1 +1 +1
Ja Palx) dx = [F(x) o 0x) d x - o« Balx) B,ix) dx
r+1_1 1 =1
o(x) P (x) dx = 0 si N s Ny d'aprés IV(1) et III(4)
=1 0

+1 +1 2
- I1f (x) Pag(x)dx — “ISP%(X)) dx

+1

2
Pn° étant une fonction continue, f(Pno(x)) dx > ( car Pn £ 0, donc
-1 0

(.4

+1
P
'-[1’:()()1 ”O(X)dx satisfait la condition requise.

‘[1‘(}”"( X ))2dx

3°) Soit P un polyndme de degré quelconque n. Les P. , P1

une base de 1'espace des polyndmes de degré n au plus (les polynémes Pis en

s---s Pn forment

nombre (n+l) sont linéairement indépendants car de degrés différents et 1a
dimension de 1'espace considéré est (n+1)). Donc

P = oxg Py + —-=+ <P, pour des constantes e ,..., o

convenables. On en déduit bien

+1
P(x)g(x) dx = 0
~1
+1

4")fP(x)g(x)dx = 0 pour tout polyndme P . On suppose gixe)= a>0
-1

Par continuité, i1 existe un O >0 tel que g(x) >~20_ pout tout x tel

que Ix-xol < O . 0n prend O < 1

2
On pose P(x) = 1- 12-()(2_(3}: c'est un polyndme pair, décroissant pour > (




2
1.9

2 2
de > é1—l(4_(5>=i—1>—1 pour x = 2 en passant par 1 en
X = O .0n a bien P(x)> 1 pour Ix| € & et |P(x)] < | pour
O <Ix| € 2 . Dé&s lors

0 (P lx-x) dx = o
i

"
car 1'expression (P(X-—X0)> est un polyndme.de decré n au plus.

Mais ceci s'écritavec X = x - X,

0 = fg(x) (P(x—x{,)>ndx . fg{x) (P(x—xo))n dx

ixl €0 bt >9
et x| 1
fg(x)(P(x—xol)ndx > g (x) (P(x—xo))ndx > %(P(%D”
IXled IXl¢5
Tandis que
fg(x)(P(x—xo))zj < f]g{x)] dx
X|> 8 Py
|x| €1 x| g1
Mais :
n 2 = g
(PE3) = (-L(L-8)) - (4. 35 )

qui tend vers + @ avec n, tandis que la deuxiéme intégrale reste bornée.avec n.

Donc i1 n'est pas possible que g(xo) > 0 (et donc que g(xo} < 0). D'ol

Vx€[-1,.1] : glx) = 0

ou encore

fix) = O(Pno(x)

Il n'existe qu'une seule famille de solutions de IL(n+1) réguliéresen + 1

a savoir les multiples de P, . Ce résultat peut étre trouvé comme conséquence

de la théorie des équations différentielles.

CORRIGE_DE_L'EXERCICE N° 10.

Par définition de la division de deux polynémes suivant les puis-
sances croissantes a 1'ordre n, on a 1'écriture unique :




(e
]

F{X) — g(x) Qn(x) +xn+‘|Rn(x) ou le degr‘é de Qn < n

On pose Qn(x) = Go‘ A X #===e a, Xn et i1 faut remarqguer qu'@ 1'ordre
: nel o n+1
suivant Q.. (x) = Q,+ QX ¢+——=+ ax =G, (x) +a 4 x
Ici
+1
+2 = (xPex-2) Q (x)+x" R (x)

1°) En considérant les termes de degré 0 et 1 dans les deux membres de la

division pour N > 1 , on trouve

Soit Bg = ~1 et G =-2

Pour N > 2 | considérons les termes de degré n dans les deux membres

de la division. On trouve

0 = - 2ﬂn"' Qn_q+ Un-2

Soit la relation de récurrence valable pour tout N > 2 :

On_y *0n_7

0, =
2

Nous allons étudier cette relation de récurrence par un procédé matriciel.

On remarque que 1'on peut écrire pour tout n > 2 .

.

0o
3
N —
l
0o

-
o
|

=

Donc
[ a, .

Gn-l GO

Il s'agit donc de calculer les puissances successives de la matrice [A]



!
(9]
W

On gtilise pour cela la diaconalisation de la matrice [A]

3°) Les valeurs propres de [A7] satisfont 1'équation du second degré

1 R
N -A) > =0
D'od les valeurs propres
1
?\2 =+1 Et A] = —T

Un vecteur propre associé a Al satisfait

et on normalise par convention e, = (1,-2) selon 1'énonce.

Un vecteur propre associé a Az satisfait

1 1
“ghryh = 0
et on normalise selon la convention de 1'énoncé. e = (1,1)

4°) Dans la base ( €,, &,), la matrice [A] est représentée par la matrice
diagonale [ D]

'’y
2
0

La matrice [A] s'obtenant a partir de [ D] au moyen d'une matrice de
passage CP] dont les colonnes sont les composantes dans 1'ancienne

base des vecteurs propres €, et €,

(Al - (P1[DICP-']
ol
1 1 1 <1
[P] - et [P . L
2 1 2 1
Soit
(A1 = (IPILDILP']) ... (tP1c01CP')

= [P1DI"[PM



1 (O I ) N 1 &
& 1
[A] = 'y

o = 3 [2(3 ) (1)) -3 [se mtenn)]

Par suite, on en déduit le terme général Qpselon :

a = -%—(—5+Eﬂl> n > 2

2n—1

Remarqueq: Une autre méthode pour calculer On est de décomposer en &léments
simples la fraction rationnelle

Fix) _ 3x.2 _ _35.2 21(5 4)
g (x) X2+x =2 (x-1) (x+2) 3

3 T=% ‘|+_’§_

Il suffit de faire la division suivant les puissances croissantes de —5

par 1 — X et de +2 par (1 + —%— ) pour calculer a,

_ %_ [_ 5“ . +___+xn) + 2 (1 __)2(_4. -__+{%‘l_nxn):‘ + Xm‘ Rn(X)/g(X)

Soit

Fix) = [_1_2x+--- +i3':<-5+(51)j>]g(x)+x”*'Rn(xJ



=] =

Remarque 2 :

Un autre procédé de calcul de a, est celui exposé a 1'exercice n°® 4. On
part de

a + a
a :M et a :—l,a :—2_
n 2 0 1

On cherche d'abord une solution A, = a" de la seule équation

5 = an—l * an-2
n ?
IT vient a‘ = a+l donc
2
a =1 ou a = - %
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EXERCICE N° 11:

Soit E un espace vectoriel de dimension N sur Je corps des nom-
bres Péels . On définit sur E une norme particuliére 1iée au choix d'une
base (e, e,s...ne, ).

Si X s'écrit (d'une maniére unique) dans la base (e , ... , &,
1 t

X =X, e+._+x€ ot x, ER

K

On pose

P A

k=n
X1 est une norme provenant du produit scalaire <:X’y:>=>_xk Vi
k=1
et E est un espace euclidien,

1°) Soit A un @lément deHom( E,F ) représenté par une matrice [A] dans la
base ( ey ...en ). Montrer que

Sup TAxI = TA]

X =1

definit une norme sur Hom ( E,F ).

2°) Vérifier 1'inédgalité :
1A Bl < IA] |B]

3°) Supposons la matrice A symétrique suyr E , de valeurs propres RL.
Montrer que
L=1,.,n



4°) Pour une matrice quelconque, de coefficients réels aij’ montrer aue

Sup ] < n Sup lag; |
1 Ly

Que peut-on dire de ||A| par rapport aux valeurs propres de la matrice A ?

On utilise les notations de 1'exercice précédent.

Montrer que

1AL, = T (a1 (A7)

(ol [A]* désigne la matrice adjointe de [A] ), est une norme sur
Hom ( ELE ), (la trace notée Tr A d'une matrice[ﬂjest la somme des coefficients
de la diagonale de [A)).

Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que 1'application
y ——————ﬁllyll est une application continue de E dans R

Soit E un espace vectoriel réel normé. On suppose que cette
norme X — |[ x| satisfait 1'égalité d'Apolionius.

Ix «yl? « I =y 2 = 2(Ix]2 + Jyp)

Montrer que cette norme provient d'un produit scalaire.

Soit E un espace vectorie] normé réel et P un opérateur 1ina-
aire déefini sur £, 3 valeurs dans F ( PE Hom (E,F )), ol F est un
espace vectoriel normé réel.
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Montrer qu'une condition nécessaire de continuité pour P est

que 1'ensemble des vecteurs X tels que P(x) . 0 (noyau de P ) soit
fermé. Examiner si la condition est suffisante. (

F:IR).

cas F quelconque et cas

_________ + montrer que 1'ensemble des fonctions f de € [0,1]te]les que

1
L/ﬁf (x) dx = 0 > est un ensemble ferméde(S (1]
0
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INDICATIONS DE SOLUTIONSPOUR LES EXERCICES
DU CHAPITRE I

Premiére question :

I1 importe de vérifier directement tout d'abord que Sup IlAx]  pris Torsque
Ixl =1, ce que 1'on note Sup [|Ax]| , est un nombre fini.
XN =1
On a .
J:rl
(Ax), = j;u.”.xj

D'aprés 1'inégalité de Schwarz

gt < (Do) (2

1%, 1)

Ce qui fournit

1Ax)

It
™
>
>
M\
-~ o~
o
s
~
C_-
~N
S
-
—M

Soit la majoration

Sup Il < \I Y 2lgyl

x|l =1 isl jat

Que le suprémum en question soit fini est aussi une conséquence du cours, car

tout opérateur linéaire sur un espace de dimension finie est nécessairement
ce que 1'on peut vérifier

continu. En outre, ce suprémum définit bien une norme,
(EsA:F.)

directement, ou déduire de ce qui a été fait dans le cours

En conséquence :

Eilﬂulz

=1

[\/]3

Al = SplAxl et 1Al <
Mg

i=t

,_
1]
—.

La suite de ce probléme consiste & calculer JA| dans le cas d'une matrice
euclidienne (On pourra adapter les calculs au cas hermitien).



Remarque : Nous n'avons pas utilisé de fagon fondamentale le fait que 1'on
cherche 1a borne supérieure de | Ax] sur 1'ensemble des vec-
teurs de norme unité. Bien sir, 1'ensemble des IAx] n'est
pas borné en général lorsque X ne reste pas dans une boule

bornée. Cependant, i1 est clair que si Ix] = &« , on aura
1Al < 1A

Montrons que

1A1 - Sup lAx]
Ixl =1

peut se calculer aussi en prenant

Sup | Ax|
IxI<

En somme, on prend le Sup non plus sur la sphére unité, mais sur la boule

unité.

Posons

A & Sup | Ax|
Ixl <
IT est clair que

A, > Al

Par ailleurs, soit x un vecteur te] que Ixll < 1 . Si ce vecteur est
différent de 0, X est un vecteur de norme €gale a 1. Donc

iz

AL < JAIIXE < JA]

<
Soit

Ce qui revient & dire

D'ol 1'égalité annoncée
1A] = sup IAxI = Sup | Ax]|
lIx] =1 Ixl<

Cette formule donne alors le résultat suivant, ol 1'on ne fait aucune
hypothése sur x :




(1) TA Ol < 1ADx]

et [A] est le plus petit nombre positif réalisant cette inégalité pour

tous les vecteurs x. (Cf E.A.F. cours)

Deuxiéme question :

Soit x un vecteur de norme unité :

(AB)x = A (Bx)

par définition du produit de ccmpesition de deux opérateurs (Avec pour Tes
matrices [A] [B] = [AB]. Une base &tant fixeée pour F, nous ne distincuerons
plus entre 1'epérateur A et une matrice représentative).

I(AB)xl = A (Bx) ]
Grace a 1'inégalité (1)

A (Bx)I < 1Al IBx]

De méme en vertu de (1), appliquée & la matrice B

I1BxI < IBI Ix] et puisque |x] =

IBxI < 1B ce qui entraine

IABIx] < TAl.|B]

pour tout x de norme unité.

On peut donc passer aux bornes Supérieures :

Supl(AB)xl = AB]
Ixl=1
On peut alors écrire 1a majoraticn de la norme de AB

(2) IABI < Al 1Bl




Troisiéme question :
21> Eme question

Si A est une matrice hermitienne, elle posséde n valeurs propres réelles

A,, Az,...,An (distinctes ou non) et n vecteurs propres orthonor-

maux notés E,, E,,...,F, (Cf cours E.A.F. et 1la cénéralisation aux
cpérateurs intécraux).

Bir Eisssis b " constituent une base de E sur laquelle 1a matrice A
prend la forme diagonale D .

A} U U ___________ U
J
e 0
D - L
R e —— 0
| I‘ | |
|' | r ll
B TR S )

L'opérateur linéaire représents par la matrice A dans 1a g;se ( €y5...sBh)

de T1'€noncé est représenté par la matrice diagenale D dans 1a base

('E1, Epassss Er;) formée par les vecteurs propres de 1a matrice A .

La matrice de passage de la base ( €5..., €n) @ la base ( E,, et b EL )
est une matrice unitaire P ( P P¥_ 1 ) telle que

Nous savons qu'une matrice unitaire P conserve 1a norme euglidienrne c'est-3-dire

que si x est un vecteur, de composantes Xji, Xg2,..., X A dans la base ortho-
normale ( T erw), et de composantes x} s xg R x% dans la base

( El’ Ez""’ En ), égalerent orthonormale, on a :

P D S Y I
L=1 i

-

Par conséquent

n

Sup _Z‘(A(x))-tfz = Sup i{(ﬂ (ﬂjgiz

(iglnlzzl) izl (E[XHEO i=)

Or
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D'oa IAl = Sup JAx]| = Sup \/Z IEHE

Ixl =1 X1 =1
Une autre méthode revient & &crireidlsipP- HuAnnp” <Al car P "IiPii=
en uti ,1%ant la 2éme que%t1or Réciproguement de Pg P = A, on déduit

A n
% s ht donc %éTc“ﬁbr {g borne supérieure de 1' expression

izn
2 12
LX)
Torsque
L=n 2
|x ]| = 1

Il existe plusieurs méthodes pour calculer cette borne supérieure. Une
méthode est basée sur les multiplicateurs de Lagrange. Une méthode rapide

est la suivante :

Visiblement, si 1'on appelle A le nombre égal a SUP ]A , on a
e .

NP < >€Z|x| . ¥

i =t

d'ol 1a rajoration

1Al < A

Mais vérifions qu'il existe un vecteur X, de ncrme 1 et de cer.pesantes
x;, SR x dans,’

la base nthnnﬂrmaTd JR—— E, ) tel que lAx] = X . Prenons X = E;
ot i est 1'indice correspondant a unAL dont la valeur absolue est égale
a Myl =), 11 vient

i Ein
=1
Soit pour ce vecteur particulier x, Ix)f =

TAx] = X

En définitive, on a obtenuy 1'expression explicite de 1a norme de 1'opération A

(3) FAT = Sup A
tz4e, n




Quatriéme question :(Ici on peut suppeser aussi bien E, espace vectoriel,

complexe que réel).
Les équations donnant les valeurs propres de A sont :

Z ULJ X_J = )\XL [ = 1,2’-—-‘,“
J

A
Soit A une valeur propre de plus grand module de la matrice A, suppo-
sée quelconque et non plus hermitienne comme dans le calcul précédent. (I1 est
alers possible que ?é.di‘ﬁt non a R).

A1 = Sup [ A

i.","')n

Soient X, , X,,..., X, les coordonnées d'un vecteur propre V , cor-
respondant 3 A . Les Qi vérifient les équations
[GLJ XJ s AXL j. = 1,2:-—-;”

~

Soit ;n,unep1us grande coordonnée (en medule) du vecteur propre V.

Xml = Sup I%,]

¥ L iéne
)(.L considérons la m

~ J=n
~ -~
A Xm Zﬂm_j X j
j=l

Parmi les équations donnant les . Elle s'écrit

d'oll 1'on déduit

N xml < 2lagl 1%
On peut majorer : .

M Bl < X (Suplagl) 15ml = nlil Sup | g
J L,J Ly

d'od, en divisant Par X .., non nul puisque X est vecteur propre :
Al < N Suplay

On a donc bien 1'inégalité annoncée :

Lyd

(4) SEID Al < _qu[a”] ]

On peut interpréter ces inégalités. Lorsque x est un vecteur propre de
la matrice A, correspondant & la valeur propre A,i? est clair que

AT = Il = [N Ix]l

S1 1'on norme le vecteur propre x, il vient

IAXT = |A]



Par conséquent, la borne supérieure des |AX] Torsque [ Xx] = 1 est

nécessairement supérieure a tout |A| o A est une valeur propre de A

1A > Sup Al
L
Dans le cas des matrices hermitiennes, on a [A] = Sup I\|. On vérifietcr 3eme
3 <
auestion) IIA”2= ﬂA}{ dans le cas d'une matrice hermitienhe. Par conséquent,

lorsque A est hermitienne, on dispose de 1'écriture

- oy R
sup 1AL = Al = Lim JA"]

n —= Q0
Or démentre cans le cas général d'une matrice quelcongue t'existence de 1a
limite - lim A"l "“En fait, on obtient algrs

LAl > Lim A1 = Sup IA

=00 Lz L,enyn
Y
L'inégalité pouvant étre stricte Torsque la matrice A n'est pas une
matrice hermitienne.

Exemple : 0On se nlace dans R* pour la base orthonormale canenique

A 1 1
0 1
1AL = sup ((aexPexd) = Sup (dexbe2x0 0 )
X x2 =4 X3+ x2 =
= 1+Sup (2x,x,+ xD) >
x2 4 x2 29
1 2
; 1
(faire Xy = Xy — )

2= V2
Par contre la valeur propre double de 1a matrice A est 1a valeur 1.
1 n
An
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1
Calculons maintenant ﬂAnﬂﬁ . On obtient

2
HAnn = Sgp g(x + nx )% + x?)
x2+x%=11 . ‘
1 2
=1+ Sup (n®x* + 2n x x )
xZhx2=1 2 1 2
1 2

<1+ 0%+ 2n = (n+l)?

Donc 1 1
A" " < (1 +n)R

1
Comme 1im (1 + n)M =1, par suite de la croissance comparée de n et de Log n,
N—co
Ny =
on déduit Tim A7) 7

n— o

< 1. 0r i1 est clair que ‘,An“ > 1. Donc on a prouvé

dans ce cas 1'existence de

1
(5) Tim (A" T = 1
n— o
Par opposition nous avons vu que |[A]] > 1

Remarque : Si A est une matrice hermitienne, nous avons précédemment établi
1'inégalité, valable pour tout «x

[Axll s (Sup |2, 1) [Ix]
i

ol kl, X 5 éuvs An sont les valeurs propres de la matrice A.
2

Supposons que A soit inversible (et hermitienne). Ses valeurs propres sont
alors toutes différentes de 0 (puisque le noyau de A est réduit a {0} .



La matrice inverse A'l, admet 1/)\1, 1/)\2,..., 1/}\" comme valeurs propres.
De  Sup ’—1- = —1 ___ on peut déduire une najoration de \[A-l[\
L i In_f l}\L|
L
il
IA'x1 < —— x|
InF l)\L]
Et faisant y =  Ax "
nf DY < HAyl

Ce qui permet d'écrire la double majoration pour une matrice hermitienne
inversible.

(€) (inf DJIYL < DAL < (Sup IAgfiyl

Un tel résultat (6) se généralise de la fagon suivante pour toute matrice

i&nversible : i1 existe deux constantes positives K ( = ||A] ) et
= ] telle que pour tout y
S0
(7) klyl < TAyl < Kyl

Nous avons examiné ce point dans le cours.

Mais les inégalités (7) sont encore valables pour tout opérateur liréaire,
continu, et inversible quelconque, défini sur un espace vectoriel de Banach
(non nécessairement de dimension finie).

CORRIGE DE_L'EXERCIGE N°_12.

PR L L L T T T L T

On pose | A ||2=\pr([A__] [A*]) ol la trace désigne la somme des termes de
la diagonale principale. L'opérateur A est représenté par la matrice [A]

dans une base orthonormale (e , e , ..., e ) de E.
(Al = [ayl ' °
EET . e L

Donc
(AT [(AT" = [cy]

et

n
Cy =L Oy T



« B

En particulier Tr([A] [A]*> - Z Cii = Z 2 la,-;\z
Led L g M

Le fait que [lA], soit une norme sur Hom (E,E) devient évident
puisque Hom (E,E) s'identifie a 1'espace vectoriel ®&" (Cf exercige

s C 2 o
N® 1) et que Ta norme prggedente est 1a norme hermitienne sur R ,associéc
3 la base canonique de R~

IT importe de remarquer queHA“z que nous avons définie pour une
matrice (Al , a une signification intrinséque. En effet, (A7

est la représentation dans une certaine base d'un opérateur
linéaire A sur 1'espace vectoriel £ de dimension m . Cet espace
vectoriel est structuré a priori en espace euclidien par le
choix d'un produit scalaire (Cf. Chap. I.A, § 4.5.1). Ce choix
fait, 1'opérateur posséde un adjoint A* bien défini (Cf. Chap.
1ils § 3u7<k),

<Ax,y>« <x, A%y > Yx,y €E

D'ailleurs sifA] est la matrice représentant dans une certai-
ne base orthonormale de_E_, [A*]est représenté dans cette méme
base par [A]* , matrice adjointe de [A] (cf E.A.F. chap. 0, §4). Par
ailleurs, la notion de trace d'une matrice (A] est intrinséquement 1liée

& 1'opérateur A. En effet, la trace de [A] , correspond & la somme des
valeurs propres de 1'opérateur A. Elle est donc indépendante de la représen-
tation matricielle de cet opérateur.

Donc HA"2 est 1iée a 1'opérateur A et non pas seulement & sa représentation

dans une certaine base par la matrice [A].

*

On peut préciser 1'expression intrinséque de HA”2 . En effet, AA" est

un opérateur linéaire hermitien.

(AA*)* _ KK pE L apk
Par suite AA* posséde une base orthonormale de vecteurs propres (fl,...,fn),
associés a des valeurs propres réelles, distinctes ou non

Ul s U2>---s Hn

Calculons <fi’ AA*(fi)> ol fi est un vecteur propre de AR* pour 1la

valeur propre us (- R A désigne le produit scalaire sur E.
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E3
<f1, AA f1> = <A

Donc HA* fiHZ

My = —————
I741F

Les valeurs propres de AA* sont donc positives ou nulles. En outre, dans ]a
base (f , f ,..., fn), la matrice représentative de an¥ est diagonale. Donc
1 2

W ”Auz :1/1' 1 i

D'aprés 1'exercice II, lére question, nous avons &tabli [IA] < “A“2 puisque

I8, = AT layyl”

Par ailleurs, dans la base (f , f ,..., f ) on calcule que

INe~1=

1 2 n
f *
) U <n Sup <x, AA" x>
i=1 I x]l=1
" n n
puisque  <x, AA" x> = ¥ i x% et Y X3 =1
i=1 i=1
2
Or  <x, AA® x> = <a¥y, A*o :IIA*x”
2
D'oG  Sup <X, AA¥x> = [1A%))

[Ix]=1
Au chapitre III, nous établirons que |/A¥| = Al (88.4.3). Donc
[1AlL< /& [IAll

En définitive, pour tout opérateur A

(8) 7 1AL, < lal < Al




- 56 -

On part de 1'inégalite triangulaire

IIx | = lIx-y+yl Ix=yll + Iyl
De méme

Iyl = ly-x+sx] ¢ Fy-x1 +|x]

D'ol 1'inégalite

I r-tyll < rx-yl

Par suite, si Xn converge vers y . alors | x,] converge vers Iyl » ce qui
établit bien la continuitée de x — Ix|

e

On se propose de donner une caractérisation des espaces vectoriels normés
dont Ta norme dérive d'un produit scalaire (espacespréhi1bertiens): c'est-
a-dire des espaces tels que :

IxI? = <x,x>

Dans tout ce qui suit nous supposons que le corps de base est Je corps
des nombres réels.(mais la méme démonstration vaut pour les complexes)

a) D'une part, si Eest un espace préhilbertien, i1 vient facilement :

le+yllz= TXHYLXHYD>S = <X, x> + < Y>>+ <Yx> + <y, y>

Il x —yll2 = SXNXY> = <> < oxy> - <YX> v < y,y>

soit

Ix ey s Ix=y I = 2(1x )2 lyl?)

Cette €galité est bien connue en géométrie &lémentaire sous le nom d'éga-
lité de l1a médiane (ou d'égalité du parallélogramme, ou encore d'égalité
d'Apollonius). Cette égalité signifie que dans un parallélogramme la somme
des carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés
des longueurs des quatre c6tés du parallélogramme.
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X+Yy

X
b) Réciproquement, supposons donné un espace vectoriel normé E , dont la

norme satisfasse 1'égalité du parallélogramme

(1) Ix oy e x= yIP < 2(0x I+ 1y P)

Nous allons montrer que la norme dérive d'un produit scalaire.

Posons

(2) [x,yD = F byl =Ix 2= 1y )

et donnons tout d'abord quelques formules résultant d'une simple combi-
naison de 1'égalité (1) du parallélogramme et de la définition (2) de

[x,y 1

G 20x,y1 = Ix«eyP=IxP-yl* = IxP Iyl Ix -y
D'ou : 2 2
(4) LEx ,y] = UIxsyl” = Ix-yl
Vérifions pour [, T tes propriétés d'un produit scalaire.
& [ X,y 1 = [ Y, X 1 ceci est bien clair d'aprés (4)
B : [x,x]1 = 0 si, et seulement si,X = 0 et [x,x]>0

En effet, on obtient d'aprés (4) que

[x,x] = [|xI?

et il suffit d'utiliser la définition d'une norme pour conclure.

Yo [x+xXyl = [xyl-+[xy]l

Calculons la somme suivante en utilisant les deux expressions (3)
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GDxy D Dy D) = 200x -y P-Ix- 1y B Ixl% Dy IP= I x-y IP)

= 2011 Ixay 1) = 200x P+ Ix= y )

Utilisant alors deux fois 1'égalité (1), i1 vient

LDy T+IXyT) = Iexsy s Ix ey -x"P= I xox=yP= Ix=y-x I
= Ixexey Pelxex-yl?
= 4[x+x3y]

Ce qui fournit bien 1a relation Y
IT reste maintenant & vérifier que pour tout réel A on a

(8) A,y = ALxy]
O'une part ce résultat est exact pour A =-1, puisque
[-xy] = -Ixy]

d'aprés 1'égalité (4). I1 suffit donc de démontrer (O ) pour A >0.

Pour A = 0, on a bien sar [0,yl = 0 d'aprés (4)

Pour A =D oi P désigne un entier naturel, le calcul effectus en (Y)
fournit le résultat

pLxyl = [px,yl
et pour tout nombre entier naturel g, on a
x| _ X
[qq y 1 ql[q y 1

1 - [,
q [x,y] [[q y ]

Finalement, pour tout nombre rationne]7$. (o0 p et q sont des entiers)
on obtient :

I[—p—x,y]]

P
q ﬁ—[x,y]

Pour étendre cette &galité au cas d'un nombre réel A, on note
que si fxéxest une suite de vecteurs dans f convergeant vers x, on a :

n
Lim Ixa-yl = Jx-y]
n —s @
Lim Ixnsyl = Jxay]

n —aw
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et par conséquent

LimIx,yl = [x,y]
n—s 00
Soit donc An_=,lll une suite de nombres rationnels qui converge
n "
vers le nombre réel A . La suite de vecteursz_?\n x} converge vers Ax
(pour tout x) et par suite "
Lim [Ax,y] = [Mx,y]
n —

Mais [A x,y] = I[g—“ %,y =M\ [x.y] converge vers X[ x,y]

Cxx,yl = Mx,yl

ce qui termine la démonstration.

Finalement 1'expression [:x,y] définit un produit scalaire sur
1'espace vectoriel normé réel E , produit scalaire dont dérive la norme

selon

Ix1? = [x,x]

On notera dans ce qui suit, conformément & une habitude héritée
des physiciens

<x,y> = [x,y]

L'égalité du parallélogramme caractérise donc les espaces préhil-

bertiens.

De fait on peut prouver beaucoup plus. Par exemple, si E est un

espace vectoriel réel et X —s | x| une application de E dans R telle
que

(1) Ix)] >0 et Jx] = 0 si, et saulement si X = 0

(2) IAxl = |AlIx]

(3) UNa-cllb-dl < Na-bllc-dl+Ib-clfa-d]
(inégalité de Ptolémée).

Alors x| est une norme sur E provenant d'un produit scalaire. La démonstra-
tion exice une crande habileté combinatoire.
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ST P. E_ F est un Opérateur continu, Ker P _ PL0] est ferme
En effet x, € Ker P et Xp—— x  dans E alors

P(xn) ‘—‘—-'P(X)
dans E donc Plx) = 0 donc XE KerpP .

Application En particulier, prenons P . \2 [U’]J._,_,.R défini par

[f‘(x) dx

P f

Il

P est un opérateur Tinéaire sur %2[0, 1] (notation du cours E.A.F.)
puisque
PFL S (IFl = Sup (x|
| xef0,1]
Donc Ker P est fermé dans e [o, 1]. Autrement dit, 1'ensemble des fonctions
f de €0, 1T telles que

A
f f(x)dx = 0

est un sous-ensemble fermé.

La réciproque de 1a propriété établie est inexacte. Nous allons construire
un opérateur linéaire P - E ——3E, sur un éspace vectoriel normé rée] E,
dont le noyau est ferms et qui n'est pas continy.

On reprend 1'exemple du chapitre I, § 5.3.5. Soit E 1'espace de tous les
polyndmes réels t(x), muni de Ta norme

n
t(x) = ] a; x It]l = Sup ;|
= ]:1,...,n
On définit P : E— \F par 1'opérateur de dérivation P(t)(x) = gér(x).
C'est évidemment un Opérateur Tinéaire, dont le noyau est Je sous-ensemble

des polynémes constants. C'est un ensemble fermé dans E.

Pourtant P n'est Pas un opérateur linéaire continy. IT ne peut exister
de constante A, reelle, telle que  [[P(t)]| < A (It]]  pour tout polynéme t
de E.
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En effet, prenons t(x) = x". On a [tll=1 tandis que ‘lg;!= nﬂxn_lu = n.

Donc, si A existait, on devrait avoir pour tout entier n, ng< A, ce qui
est impossible.

Toutefois, 1a réciproque, fausse en général, est exacte lorsque F = [R.
Autrement dit si P : E——> R est une forme linéaire, celle-ci est continue
si et seulement si, Ker P est fermé dans E.

La démonstration de ce résultat exige une certaine habileté. Lorsque x
parcourt E, P(x) parcourt®R, du moins si P n'est pas identiquement nulle
(auquel cas, le résultat est acquis). Donc P(x) est un nombre réel et on va
définir une nouvelle norme |||.||| sur R par

lylll = [[x-z]|  pour y =P(x)e R

Inf
zZeKer P

La définition a un sens dans la mesure o Il¥]ll prend 1a méme valeur
si T'on prend x' tel que y = P(x') = P(x). En effet P(x-x') =0 donc
X = x'" € Ker P et le calcul de la borne inférieure est le méme avec x ou

avec x'.
Montrons que y — |||y]ll est une norme sur RR.
lly + y'lI| = Inf IIx + x* - z|f pour y +y' =P(x) + P(x")
e b = P(x+x') € R
= Inf [x +x' - z-2z'|| car Ker P est un sous-espace
zeKer P vectoriel
z'eKer P
& Inf [ x-z|| + Inf [[x" - z']|
zeKer P z'eKer P
< Iyl + Nyl Inégalité triangulaire

De méme, pour A # 0

NIAy|ll = Inf [[xx - z|| pour y = P(x)
ZeKer P puisque Ay = P(Ax)
= Inf Ixx - Az'|| car Ker P est un sous-espace vectoriel
z'eKer P
= |A| Inf ([x - z']]

z'eKer P
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=[xl Iyl relation qui subsiste si A = 0
IT ne reste plus qu'a vérifier que Nyl =0 dimplique y = 0. Or si
lylll =0, cela signifie qu'il existe une suite z de points de Ker P et

|Ix - Zn“ < %, o y = P(x). Comme Ker P est fermé, ceci signifie que

Tim z_ = x, donc que «x appartient a Ker P, auquel cas P(x) =y =0 ce
n-y e

qu'il fallait démontrer.

Nous avons donc deux normes sur R : la norme usuelle |y | et la norme
Y[l - Ces deux normes sont nécessairement quivalentes (théoréme du cours).
en particulier ,il existe une constante A > 0 et pour tout y de R

Iyl < Allly |l
Autrement dit [P(x)] ¢ A Inf |[x-z||  pour tout x de E
zeKer P
Or Inf [[x-z|f < ||x]] si 1'on fait z = 0. Donc
zeKer P
POl s AfIx]l , YxeE

Ce qui établit la continuité de la forme P - JESSPEEEREY, )



Soit E un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de E.

F est muni d'une structure

Etablir 1'a

Pour que

C
sser

tion suivante

F soit c

EXERCICE N° 17.

préhilt

omplet

.'I

ertienne en tant que sous-espace de

1

—h

L)

ut

et i1

. ; n
Soit 1'espace vectoriel R

suffit que

C
|

F

soit fermé.

muni d'une norme quelcongue.

On définit la matrice

Soit [A] une matrice réelle nNxn .

[s 1= 11+ t [A)+
ol L [ ] dési la matrice identité et
matric [ﬁd

1°) montrer
vecteurs
: t CAl
2(1) E‘ L

Montrer que

3°) calculer

°)

(on trouvera

(V

e pour chaq

CSn(X) converge vers un vecteur noté

dafinit-11 une matrice

e(t; +tg) [A]

™
b=
| .

[Dt A]

pour

[A]+

£

[A]

1]

/s

et

by [A]

B

2t

o (A"
_____ N
[A]r‘1a puissance n
chaque valeur t . 1
Ct[f}
QL"E[A]
0 | ]
1 () ]
1 1 0
+ Z_II_}'__Z[/E]_ emt )
5

iéme

(o}

S

suite

——

de la

g

.



EXERCICE N° 18.

Sott X = Xy 5 X2 500y Xpseo.) un élément de L2 . Montrer que
1'application Tin , définie sur L° par :

TL(X) = Xp (coordonnée d'ordre N )

est une forme linéaire continue de norme 1.

EXERCICE N° 19.

Soit D Tle disque unité du plan complexe C (/2| <1)

On appelle L% ( D) 1'espace vectoriel de Hilbert (Cf. II § 6),
constitué par les fonctions (mesurables) et de carré intégrable, définies sur D

et a valeurs complexes. On munit cet espace du produit scalaire.

<fhg> = Ifof(z) glz)dxdy > avec z = X +iy

fontrer que le sous-espace vectoriel HL? (D) composé des fonctions
holomorphes est un sous-espace vectoriel fermé de L2 (D)

EXERCICE N° 20.

. . 2 i e 3
Soit F 1e sous-espace vectoriel de |° constitua par les suites
X::{Xh X2 4.ou.y Xn ,...} telles que seul un nombre fini de coordonnées xn
soient différentes de 0.

Montrer que F'est un sous-espace vectoriel dense de [?

EXERCICE_N° 21,

soit ¥00,1] T'espace vectoriel normé pour la norme de la conver-
gence uniforme des fonctions continues réelles définies sur [0 ,1]

On définit 1'opérateur Pn sur ¥[0,1] , d valeurs dans %?[U,]]

k=n )
Palf)0) = 7 Cax™f{ 1-x)™ £{-£) = 0,1
k=0



Montrer que Pn est un opérateur linéaire continu, positif, de norme 1
sur f?fﬂi]] (polyndme de Bernstein).

EXERCICE N° 22,

h désigne un nombre réel (strictement) positif et%g[ﬂ)}]
1'espace vectoriel normé, pour la norme de la convergence uniforme, des
fonctions continues réelles, définies sur [0,1]

_On définit la forme Ph sur k?[U,l] par ses valeurs

1
p L h
b (F) ﬂ[ F(x) dx

hZ 4+ x2

1°) montrer que  Ph (f) est une forme linéaire continue sur

€(0,1]

2°) montrer que, pour toute fonction f de f?[U,]],

Lim Ph{f) = £ (0)

h—s 0
Si 1'on appelle P, la forme lingaire continue f—— f(0), définie sur
€ L0,1] , peut-on assurer que Ph converge vers Po au sens de la-
norme du dual de T?[:U,1] lorsque h tend vers [ ?

EXERCICE N° 23.

Soit F une fonction appartenant @ [ [01]. Démontrer le résultat
suivant :

Lim Jf I, existe et vaut IF o

P — 4+

EXERCICE N° 24,

En utilisant 1'inégalité de Holder, montrer que 1'on peut identifier
Lq[0,1] d un sous-espace du dual topologique de Lp [0,1] lorsque
1l < p < +o

[On peut en fait demontrer que par 1'identification précédente, 1'espace

Lq[0,1] est isométriquement isomorphe & 1'espace ( (LF]{D,]]>' )}



EXERCICE N° 25

Démontrer le théoréme suivant et en déduire une majoration de 1a constante
qu1 intervient dans 1'exemple 5.3.5. du chapitre I

Parmi tous les polyndmes de degré _inférieur ou €gal a N, dont le C_ie terme de
plus haut degré a 1'unite - _pour coefficient, e _poelyndme b Tn (x)
Teme

N1
od_Tn est le > N~ " polyndme de 5e>7fev v, est celui dont le Z

maximum de 1a _valeur absolue sur [- 1, 1] est 1a plus petite.

[ Pour 14 définition des polyndmes de Cebidev (du ler type), on peut se
reporter a 1'exercice n° 36. Pour notre théoréme, nous avons seulement besoin
de quelques remarques '

Tolx) = cos (ﬂ(!\r‘c cos x)) = X +[n ¥ (x
n-1

On notera TX)22 X" + termes de degré inférieur, en outre le poly-

noéme de degré n , TE(X),a N racines simples aux points Xp= COS—ZEJLL'W

Zn
et prend N+ 1 valeurs extrémes, alternées, en N+1  points Xy = C0S éleT
a1
Pour démontrer le théoréme, on écrit - Q (x)= gﬂ%}-— P(x) ou
P{x) = 3" + tormes de degré inférieur, et Sup IP(x)] <« Sup ITh | T (x)
X €[4 1 X €far] 201

Q est de degré n =1, mais Q (x}) xL:_llﬁ__ P{x}) pour h = 0,1,2, . _n

Par aTternance, on en déduit que Q admet N zéro§ donc est nul ; donc

P(x) = Talx)
Zn—i

ce qui est impossible.]



EXERCICE N° 26.

Soit E 1'espace des fonctions numériques définies sur [0 ,+o0 [

bornées et continues telles que Lim f(x) existe. On munit E de 1a norme

. X —» + 00
de Ta convergence uniforme :

Ifl = Sup IF(x)]
X € [0,40f

On définit Tes deux opérateurs suivants P et Q sur E

X

P JICIE Ofr(y)dy X £0 et PFlo) - F(o]
qQ f) = 2% (o y L
Q > Ofe vy  x g

a) €tudier la continuité des opérateurs P et (.

b) montrer que 1'application L : F— Lim f{x)  est une forme lindaire

. X—+w
continue sur 1'espace E ,

c) montrer quen Lo P = L c'est-a-dire

Lim PFlx) = Llim f(x

X—+ e X—+o

et montrer que

Lim Qf(x) = lim f(x) = L(f)

X— 0 X—+0m

EXERCICE N° 27.

4

Soit E .,y 1'espace des polyndmes d'une variable complexe 7 et
de degré inférieur ou égal & N. On pose comme norme sur F ..

[Pl =  Sup [IP(z)]

LzZ1 g1
Soit L une forme Tinéaire sur Enetr . On construit, a partir de [ , un
opérateur T s linéaire sur En+t . selon



Montrer que T applique E nst dans Fnet et a une norme égale & la norme
de 1a forme linéaire L .

EXERCICE N° 28.

On appelle E 1'espace vectoriel constitué par toutes les suites

infinies X = {Xn ] o 3l de nombres réels, telles que
lim xn = 0
n— 4+ @

On pose en outre

SUp IXnI

no

Ixll,,

lére question : montrer que X — |IX |o constitue une norme sur E

montrer que E est un espace vectoriel de Banach pour cette
norme.

2eme question : soit X(™  1'@lément de E d&fini par '™ = 0 sik 4n
et 1 sik =n

Montrer que E: Xn AR converge vers X = {xn]
nz=0 n>0

au sens de E lorsque p tend vers 1'infini.

3éme _question : nous nous proposons de déterminer 1'espace dual topologique

de E .
a) soit Y une suite de nombres réels y = iy”] rWOteHe que
E: Iynl converge
n=0
+ 0
montrer que 1'application X —s E: Xn Yn est une forme linéaire conti-

hue sur £ . Déterminer la norme de ceLce forme linéaire continue.
b) on appelle [ 1'espace vectoriel constitué par les suites infinies

(l)

y :(yn] de nombresafcc]s telles que z:[yn; converge ,

Montrer que Hy]h - 2_ | ynl définit une norme sur [
n=0



! 3 ) . ¥ - i
C) montrer que E est 'lSOﬂk.’UW({u@lﬂil’i'lt 'ISO!‘HOY‘D}T(T d E .

. ) - . - -
4éme_question : E’ peut &tre considéré, sans sa norme, comme un sous-espace
. ’ .
vectoriel de E . Montrer que sur E » la topologie de
dual est strictement plus fine que 1a topologie de sous-espace

de E .

. 3 /4 . . . .
Séme _question : montrer que E » bidual topologique de E » peut s'identifier

a 1'espace vectoriel constitué par les suites bornaes réelles.

Soit E un espace vectorie] normé . - Montrer qu'il ne peut exister deux appli-
cations linéaires et continues, P et qQ , de 5?( E) » telles que

PR —BF &1

ot I désigne 1'opérateur identits sur E

En déduire que 1'espace E de 71'exercice N°5 n'est
pas normable.
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INDICATIONS DE SOLUTIONS POUR LES EXERCICES

DU CHAPITRE II

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 16

Supposons F, sous-espace vectoriel complet d'un espace de Hilbert (ou de

Banach). Soit {xn} une suite de points de F, convergeant vers x & E.
n:l
Cette suite est donc de Cauchy. Comme F est complet, elle converge donc

dans F, ce qui établit que xe& F. Autrement dit F est un sous-espace

fermé de E.
Réciproquement, supposons F fermé. Soit {xn} une suite de Cauchy
nzl
dans F. En tant que suite de Cauchy dans E , {xn} converge vers Xx € E
nxl

puisque E est complet. Donc, comme F est fermé x &€ F. Autrement dit, toute
suite de Cauchy dans F converge dans F, c'est-a-dire que F est un

sous-espace vectoriel complet.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 17

Premiére question :

\'_S r,‘]est une matrice, dépendant d'un paramétre t, teRou te ¢

E” raqn
(S} = [I1et[As---sr[A]
(si 1'on appelle Cij (L) le coefficient général de cette matrice, il
est clair que ce coefficient est une fonction holomorphe de la variable t
puisqu'il s'agit d'un polyndme. Si donc on prouve la convergence de Sn
vers la matrice notée 9“3], on obtient que le coefficient d'ordre (i,j) de
e tBlest une fonction holomorphe de t,te€ donc une fonction entiére de t).

Montrons que le vecteur[sn](X)converge vers un
vecteur y de 1'espace vectoriel E = R" rapporté a une base €4,... €j,
et structuré en un espace normé d'une maniére quelconque.

[Snl(x) = x o b [AJ(x) o=t tn[A]n()()

n!

Montrons que{?éy X ) définit une suite de Cauchy sur 1'espace vectoriel
n
R". 11 suffit de calculer

t"“"i n+1

L™ [AT™P (x)e - « (x)

A+p! n+!

CA]

1.3 -[sJxn = |
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Mais on sait qu'une matrice représente un opérateur linéaire continu, donc

ITAT" 01 < AT ) I

En outre, paisque [|(A]™| =[IA"]| , on a

1A'l < JA°

grice & 1'inégalite |A B|<|A|IB| que nous avons démontrée dans le cours
ou encore a 1'exercice N° 11.

Par conséquent

n+p n+p N+l
ISaJ0) -kl < (H#T?M R 14 IIAII‘“’)lxI

net!

Or 1'expression en facteur devant x n'est que 1'expression de la différence
de Cauchy pour la srie convergente (série numérique) suivante :

L 111 /Y NN [ 1 /Y
11 n'

Par tout & > (0, i1 existe un nombre N tel que pour tout n>N et
tout p > 0, on ait

(]|:|n+p”},3‘”n+j:3*___+ It|n+l ”A"n”) < 6

n+p! N+

Donc de méme

S, Jx)=[SJx)1 < € Ix

Si dans 1'inégalité ci-dessus, nous passons & la borne supérieure, en
utilisant le vocabulaire des normes d'opérateurs, c'est-i-dire en posant

sup ISa(x) I = I Sall
Ixl =1

on obtient

IS,.-S 1 < ¢

n+p

c'est-d-dire que Sn est une suite de Cauchy dans 1'espace vectoriel

normé des opérateurs 31?(E )




5 J2 =

De méme, ESJ(X ) est une suite de Cauchy sur £ , qui est un espace vec-
toriel normé complet (ici, c'est un espace euclidien), donc §a (X))
converge vers un vecteur Y

tim [Sa)(x)

n —s

I
T

On note

y = el (y)

_— . t
Zéme question : Montrons que la correspondance X —a€ [a]x est une
correspondance linéaire.

On a noté que [Sn} est une matrice, donc

[SallMxiAxy) = A5a]0x) « AgfS a)ix2)

En passant & la limite

Lim [Sa)l Arxy shpxy) = et (A, %, + Apx,)
n — 00
Donc
Bl (A, x,shyx,) = ), et (x,) +), e®] (x,)
Par conséquent etlAl  est une matrice carrée sur 1'espace F = IRn

On vient de démontrer, grdce @ 1'inégalité obtenue dans &£ ( E ), que [S.;
converge au sens de éf?( E) vers etp] , c'est-a-dire que pour tout
& >0, i1 existe un N tel que pour tout n > N

et -[.)1 < €

La matrice et[AJ est ainsi associée a Ta matrice [A]. Dans la base choisie,
elle représente un opérateur linéaire. Cet opérateur est en fait 1ié a
1'opérateur A. En effet, on peut raisonner directement sur les opérateurs
Tinéaires. La convergence étant prise au sens de ¥ (E), qui est un espace de

Banach puisque E en est un (Cf. E.A.F. Chapitre I),

On pose nAn
disa e DoebRrss LA,
n.

etA est un opérateur linéaire et la matrice associée a cet opérateur dans la

base choisie n'est autre que et[A] définie ci-dessus par limite de la suite

[Sn] de matrices.




- 73 -

De 1a méme facon, on peut définir par un opérateur linéaire A,

. LA_p_LA A -A
sin A _ _‘3‘_2__9_‘_ sh A _ e;e
L
LA i A A n_ A
cosA - B s€t7 ch A - ehwe-A
2 2

oi A désigne un opérateur 1inéaire continu ( & éfé EA ).Cette défini-
tion avec un opérateur s'étend au cas ol E est un espace de Ranach.
Mais i1 ne faudrait pas croire gque les Propriétés usuelles des fonctions

exponentielles soient toutes vérifiées.
Si A et Bne commutent pas ( ABxBA ), onn'a pas en général

B _ A LB

Par contre on a toutes Jes formules de duplication (cos 2A, etc.) de la

trigonométrie hyperbolique ou circulaire

Deuxiéme question Nous raisonnons ici en termes d'cpérateurs.

eftieta I+(t1+t2)A+---+ﬂlIﬁt-ﬁnA“+___
KB tk pn-k
= L (byaty)A . ZOEL_II_L -
k = n.
I t k=n tk n-k
- s [ Lo PR —=1l=2 A",
e ty) k=0 K!M=k! A

Grdce au théoréme syr les produits de séries absolument convergentes, a valeurs
dans un espace de Banach, on déduit :

(ef1%) (et

d'ol Tla formule

( t] +t2JA

e = (e51%) (et24)

Troisiéme question :
——21>T€me question

La transformation A envisagée est une transformation linéaire définie

) 3 - ’ :
sur 1'espace vectoriel [R7. On se donne sa représentation par une matrice
dans la base choisie. Le vecteur (X,Y,Z), image de (x,¥52) est fourni par
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X F[] 1 1 i X
Yol= 11 0 y
Z o o\ 2
La matrice [A] est
0 1 ]
[Al= |1 0 1
_l 1 UJ

Jn peut calculer par récurrence sa puissance d'ordre n: Une autre méthode est 1a
diagonalisation de [A]. Les valeurs propres de A s'obtiennent en annulant Te
déterminant de [A - AI]. Mais on note que =2 est valeur propre pour le
vecteur propre x =y =z = 1.

) ] 1
dét[A-AIT= |1 _) |
] 1 -\

Ce déterminant est divisible par ( A +1 ) et par ( A- 2 ) donc est de
la forme—(A+1)(A=2) (A + t) . Pour A:Uﬂe déterminant vaut +2

donc t = 1. On vérifie directement par la régle de Sarrus :

dét[A-ND =  —(A1)? (A-2)

La matrice admet la valeur propre A= 1 comme valeur propre double et la

valeur propre A= 2 comme valeur propre simple.

Déterminons les vecteurs propres.

[ 1
A+1 = 1 | 1
1 ] |
e .
Le plan x+y+z = 0 est donc un plan propre, c'est-da-dire que tout
vecteur de ce plan est un vecteur propre associé i la valeur propre A=-1

(vecteur non nul).
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b) N = 42 .
(2 1
A-21 = 1 -2 1
a1 -2
Un vecteur propre associé doit vérifier x = y=2 . Ladroite x_ Y =1
orthogonale au plan propre relatif & A = —1 est donc droite propre.

On pourra déterminer trois vecteurs propres formant une base orthogonale
ce qui ne doit pas surprendre puisque la matrice A est hermitienne et

méme symétrique, puisque nous sommes sur un espace vectoriel réel. On

sait qu'une matrice hermitienne est diagonalisable dans le groupe linéaire
orthogonal. Nous savons donc qu'il existe une matrice de passage [P Jtelle
que [ PI7"[AIIP] soit une matrice diagonale. Cette matrice de passage
est d'ailleurs une matrice unitaire permettant de passer de la base initia-
Tement choisie @ 1a base orthogonale formée par les vecteurs propres.

Dans le cas présent nous disposons d'un certain arbitraire dans le choix

de deux vecteurs propres orthogonaux du plan Xx+y+Z = 0.

Supposons avoir pris les trois vecteurs propres suivants, V et V appartenant
au plan propre associé a A = 1. ! 2

( Vi = ( a,b,c )
valeur propre A - _1
J V= (a,be)
v = ( .1 , 1 _1_) 1 A _ ?
3 Vi \/3—, 5 valeur propre -

de telle sorte que V;, V, et V, soient orthonormés. La matrice de

passage [P] s'derit

[ s1
a - \73__’
[P] = S
b b 7
C ¢ 1
L V3_

La matrice inverse de la matrice P se calcule trés aisément puisque P

est une matrice réelle unitaire : [P 1=[P7""
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[a b C |
[PJ_1 — 0) bs C,
I .
K]
On peut calculer
@ b [bec B’ \/2?:_
[P]-i[A][P] = G, b, C’ G+C 0,4. C, _2_
1 V3
I T b a2
w & w0 Y E

Mais on doit tenir compte de ce que V et V sont dans Te plan propre.
1 2

Soit a+b+c=0 ; a'+b +¢c' =0
D'ou le calcul
@ b ¢] [o - % : (i ed) —(agibbee) \;—3_(0+_b+c_f
[PTAIP) = |0’ b> ¢’ Lb b \?—3_ -(aa%bbcd) -(a% b \—?—3_(0’+b’+c')
:\713__— VL; E :_c_ - é 3 j\/—iﬂ«ubm) %(albﬁc') :_

I1T faut maintenant & nouveau tenir compte du fait que a+b + ¢ = 0 et que
a' +b'+c' =0, mais aussi de 1'orthogonalité de V et V et de leur ncrme
pour chacun écale a 1. C'est-a-dire 1 :

aa»bb»cc’ - 0

02+ b2+ C2

d'od le résultat

=1

(D] =([PI[A][P] = 0 -1 0
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[T s'agit bien str d'une matrice diaconale selon les résultats théoriques
du cours.

Pour calculer 1a puissance n'®™ ge [A], on remarque que 1'on peut faire
’ : iéme ; . n
le calcul, simple, de J]a puissance n de [D] et obtenir ensuite [A]

O T G
donc
AT = IR o (pamer) () p))
Or on a
1" o 0
[(D]" = o (1) o
0 0 2”_l

Un calcul simple en cheisissant V et v
1 2

a = {%? b = é%? C = 0
e’ = % b” = 71-6_ ' = -—2\/?
conduit a la matrice [A]" :
-§—“+t—1)“‘3i L) L L1y —;—-
[AI" = 1Nl £t 2 Lo
j—" -1 1 2oL L) %_

D'ailleurs on sait que [A]" est symétrique, puisque [A] 1'est, donc i1 suf-

isait de calculer une partie seulement des coefficients. Visiblement on

peut noter [A]" d'une maniere Plus agréable & partir de [A)
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[A]" - (-§“+(-n“§—)tn +(—§2-(-n”13) [A]

= (el X (201720

=  4,[I]+ b,[A] ou a

et b

3
|

= |
Il
w' - m]_m
P
)
p= |
i
T
-
5
~_~

Donc on calcule maintenant 1a matrice exponentielle

[e]

]

IS LTI . 0"
I a7 (et - 502 - a))

([A]+[I [) y (ﬁt!)" . (2[1]?:[AJIZ (;n!t_L”

3 n30 n30

Ce qui donne le résultat matriciel

fetA] = Al 2x 2(I)-[A] -
3 3
tA _ M 2t 21 - A -t
ou e’ = e+ e en termes d'opérateurs

On utilise 1'inégalité suivante

00
] Xn] < Z'Ianz

est continue, de norme au plus 1. La ncrme est

Elle établit que l1a forme
niéme coordonnée

1 en fait si 1'on appligue moau vecteur ayant 1 comme
et 0 par ailleurs. !

2
HL* (D) est un sous-espace de L2(D) . Montrons que cet espace est fermé.
Soit fn  une suite de fonctions holomorphes dans D qui converge vers une
fonction f au sens de (D).

im (it -fldedy — o
D

n — 0
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Soit Z, un point deD et un cercle orienté positivement,de rayon P2
de centre Z,, inclus dans J) et appelons A le domaine plan 1imité par [ .
On sait, d'apres Je théoréme de Cauchy, que

fm (Zn)—fnlzo) - LTT l/‘fm(g)_.zfn(z d

1
T,-—rosz(fm(z)-fn(z) dx dy

Il

ol z = x + iy

Donc

I_Fm{z,,)—fn(z.,) < ——TZﬁ.fmh% f. {z)’dxdy
Trd Yya
Utilisant 1'inégalité de Schwarz

T_Tlr-’_(‘qlfm 2)- o (ZJ!de dY>% (Aire de A )2
0
(fﬂfrn (z)- fn (2) ] dx dy)%vﬁ :

[}

Par suite fn est une suite de Cauchy pour 1a norme uniforme dans le disque
de centre 0 et de rayon ol <1 (puisque -r1— < 1 ). Cette suite

=

comme appartenant a H (D).

Par ailleurs, soit xe P2 oll x=(x1,x s Xy an)
2
x(n)-(x,xz, X 5 105 0 )
@® 2
x(n)e Fooet [Ix- x(n)” = ) |x | . Par suite Lim [ x - x(n)ﬂz = 0.
2

n+1l n—poo
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Donc F est dense dans ?2.

Une autre démonstration utilise directement le théoréme des bases
hilbertiennes du cours et la base canonique de P2,

Pn(f) est un polynéme de degré n au plus, donc peut &tre considére
comme un élément de ¢ [0, 1].

En outre Pn(f+g)(x) = Pn(f)(x) + Pn(g)(x) ; Pn(kf)(x) = APn(f)(x)

pour tout 2 €R , tous f, gde € [0, 1] car

P(F)(x) = Pk Kok

= tn)

En outre, puisque x e [O, 1] » on dispose de la majoration

n
PR € € 1 ey o 0™ 1oy

$x+1=-0" £l = |l

Donc Pn est un opérateur linéaire, continu. Comme Pn(l) = 1, sa norme
en tant qu'opérateur continu, est précisément 1. Enfin, si f(x) =0 pour
tout x de [0, 1], on a bien Pf(x) 0 pour tout x de (0, 1]. C'est un
opérateur positif.

On peut établir (théoréme de Bernstein) que pour toute f de T? ﬂ), 1] .
Tim HPn(f) - f|l = 0. Par une démonstration, veir Nanta Iremica, vol. N° 11,
n-eo

Méthodes Mathématiques modernes utilisées en théorie de 1'approximation.
Cette démonstration utilise toutes Jes propriétés explicitées dans cet

exercice de 1'opérateur Pn'

1ére question Ph - f[O, 1] ———> R est bien définie comme forme

linéaire. En outre
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1
P ()] s%([ P ax) [ £I
0 h? + x?
1
<= [Ar'ctg %} i [l i
0
Soit

[P, ]| < (& Arctg h%) I£l

Or
1 _ 2
P.(1) =% Arctg v Donc IIPhH ~ Arctg — )
2 (1 h T2 (X h
2érre question : Ph(f)—f(O) = = - (f(x)-f(0)dx + f(o)E_ . — -{
m h2 + x2 Ll h? + x2
N 0
o 13 1_o 1
Or, Tim Arctg —— 7 lim 2 h ds _
h=0 h T 2,2
Denc h—0 o ho+x

Nn va majorer la premiére partie du second membre. On laisse d'aberd n >0
libre entre 0 et 1.

|
& [ (F=f10) ox| < %[%zlﬂx)- Fl0)] dx

1
e 2 [h]fix)-110)] ox

N
€>0&tant donné, on fixe T de sorte que |f1x)-fl0)] <€ pour toutIx] <n
grice & la continuité de f en 0. On appelle |fl1a borne supérieure de f
sur [0,1]. 11 vient

#1510 | < €2 cho Jaea( - 2 [T a)

Lorsque h est choisi assez petit, le second membre peut étre rendu inférieur
a 26 . On a donc montré que pour toute fonction f de P [0,1]

Lim P.(f) = P, (f) = f(0)

h—s 0

Avec 1'opérateur de convolution on peut considérablement généraliser

ce résultat. (Cf. Nanta-Iremica, Vol N°11, méthodes mathématiques modernes
utilisées en théorie de 1'approximation).

Le dual de € [0,1]peut &tre normé comme & 1'accoutumée
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]

I Pyl = Sup |P,(f)] - %rArctg--l < 1
) [E3'PY ik
Mais on n'a pas hle(} I P,=Py ] =0 . C'est-A-dire que la limite

n'est pas atteinte uniformément pour toutes les fonctions de méme norpe.

En effet, posons $.1x) = Sup(p%,[}) pour 1> x > [

IT vient
h 1

P = 2 p-xy _h o 2 ~t) 4t _ 1 _log2

h(Ffn) TT“[“ th2+x?dx“ Tr[“ t)1+2‘ = —#—
Donc en obtient une quantité constante non nulle :

Pulth) ~Rotf) o - (lgz, 2.}
i

Pourtant; If .l =

On a évidemment | f Ilpg [ f “m pour p >.-] . Pour avoir 1'inggalite

contraire on se place autour d'un pointxo tel que H(XQHZ [l f "c‘n
Par continuité, € > (0 stant donné, i1 existe un N >0 te] que [f(x)]>
ﬂflul -€)  pour [ x-x, 1< . Dés lors
X+ T p
> Lol > 1100-e ) 2n
P x-‘fl @
Soit

LI > 1t (1-€) (2n)*

1
Lorsque p tend vers 1'infini, (Zn)/p tend vers 1 (n fixe). Donc
on a bien

LS00 > I (1-2¢)
ce qui termine la démonstration de Tim ”fllp = [ fll, pour fe[ [0, 1]
po

—_—

CORRIGE_ DE_L'EXERCICE_N° 24. On se place sur L,([0, 1], ®).

1
Ltmgtad < g wee 1<P<
0

1.1 .
etT q z 1
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1
Par suite si g est fixé dans Lg [0/1 ] , 1'application f — e{: f(x)g(x)dx
est une application linéaire et continue de L, [01] dans R , donc

définit un &lément T du dualde L, [0,1] . De plus, on montre
que la norme de cet &lément Tg en tant qu'élément du dual est précisé-
ment

l[gl%

i g / g, dans Lq [01] alors Tg1¢ ng . On a réalisé une in-
jection isométrique de Llq [0]1]  dans le dual (norme) de Ly [0,1] . un
théoréme plus puissant montre que cette injection est bijective.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 25

Appelons En 1'espace vectoriel de dimension (N + 1) des polyndmes
a coefficients réels et de degré au plus égal a n. Appe]onsF,1 le sous-
ensemble de En formé des polyndmes dont le terme de plus haut degré n a
1'unité pour coefficient.

Posons T (x) = cos n (ArcCoS X ) : i1 s'agit d'un polyndme de
degré n que 1'on peut écrire d'ailleurs de fagon explicite. En effet

cosnx: Rele™ ) = Re(cosx sisinx)"
h:n.h . n=h h

= Re ( 2 1"CMcos x) (sinx) )

h:o

& k2 n.2k k
=2 (-1 C (cosx) (1-cos®x)
k=0
od N :%%- si n est pair et % (n-1) si n est impair.

En particulier, on obtient pour Tn(x) le polyndme suivant



Tn(X) = cos (n Arc cos x) = X

Le terme de plus haut degré est celui du degré
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2N-1

n
k=N
a = ) Cik= 1+ cﬁ $ouatt Cin
k=0
k-1 k
o i ch = +
n sait que Cn—l Cn—l
a =1+c¢c! . +¢c?2  +...+cC
n n-1 n-1 n

Si n est impair, 2N = n-1, donc an = 2

Si n est pair, 2N = n et C

. =i
En définitive a_ = 2

Plus généralement, le terme de degré

N-
(-1)

h=0 ="

m
+
m Z CZm 2h Ch

pour tout

m+h

-1

n

a condition de considérer que

2N
n-1

> 1.

T (x) posséde n racines simples, aux valeurs

n

2k-1
X, = cos °n m

Ck
n

n. Son coefficient wvaut

O si k > n.

n-2m de cos (n Arc cos x) est donné par

En outre an(x) | £ 1 pour x € [—1, +1] et Tn(x) prend sur [—1, +1] les

valeurs extrémes +1 et -1, alternativement, en (n+1) points, & savoir

_ 2k
yk = cos °n ™ k
Et
T (yv.) = cos kT = (—1)k
n yk

Considérons maintenant le polyndme Qn(x) défini par

T (x)

Qn(x) = ¢

n-1

Qn est de degré n et appartient 3 Fn (c'est-a-dire que son coefficient de plus

haut degré est 1).

Montrons que pour tout polyndme

(1) Sup

|P(x)| > sup

xe[—l, +1] xG[—l, +1

P de

o (x)]| =
n

on
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On raisonne par l'absurde en supposant qu'un polynéme P de F

satisfasse 1'inégalité contraire

(2) Sup P(x) < i
xe[-1, +1] 2
1™
On pose Q = Qn—P. On calcule Q(yk) 2n-1 - P(Yk)'
Comme IP(yk)}< i—l ¢+ On constate que Q change alternativement de
signe aux points Yor Y 1 Y 1 «ens yn. Donc, par la propriété des zéros, le
1 3

polyndme Q posséde n zéros distincts. Or Q est de degré (n-1) au plus,
puisque Qn et P sont dans Fn. La seule possibilité est donc Q = 0, soit

Qn =P ce qui est refusé par (2). Donc (1) est satisfaite.

Soit maintenant P un polyndme de degré n au plus mais dont le terme

de plus haut degré a pour coefficient 1. Soit k le degré de P. D'aprés ce qui

précéde
1
k-1

Sup [P(x)|»
x € [-1, +1] 2

et 1'inégalité est stricte si P différe de Tk' En particulier

Sup |P(x) |3

X € [—1, +1 21’1_1

o o
Ce qui termine la démonstration du théoréme de Cebicev.

Ce résultat est une premiére étape dans le calcul de la constante a qui

intervient au chapitre I, §5.3.5. Il s'agit 13 de comparer sur En, espace vectoriel

réel de dimension n+l, deux normes

”P“ = Sup [a.l
1 i=0,...,n +
et
21, = sup [P (x|
x € [-1,+1]
lorsque P(x) =a + ... +a_ x'. On a évidemment 7]l < (n+1) ”P"1 et il y
a égalité pour P(x) =1 + ... + x°'. Donc
s Il +1
up = n+l.
PEE P 1
n
lcul W”PMW h de Cebid
I1 reste a calculer a = Inf . Le théoréme de Cebicev nous assure que
PEEI’! B 1 '
1
%n 3 2n—l

I1 faudrait une analyse plus précise pour calculer explicitement 8.
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CORRIGE DE L'EXERCICE N° 26.

a) Pfix) :—;—Jo'f(y)dy (x # 0) et Pf(D) = f(0)

Naturellement, Pf (x) est bien définie et continue pour toute valeur
de: x> 0. En outre,
Lim — f flyldy= f (o)
X—0 ES yes=

puisque 1'on peut écrire

X X
%f f(y)dy-flo) - l—cﬁf(y)-f(ODdy

0
Or, pour tout £> () , grdce a la continuité en 0 de la fonction f , il
existe un > 0 tel que [f{y)-{(0)] <& pour tout 0SS y<s7n ,

Soit
1
X_‘f fly)- J1dyl < pour tout 0 XK1

Comme on a pris Pf(0)=f(0)] On en déduit que X—P f (x) est une
fonction continue sur [D}og[

Clairement P est un opérateur linéaire défini sur E.

En outre [Pf(x)] < l_([ [tly) 1dy < ||f|]m pour X#0

et donc (puisque Pf(o) - f(o) ) ¢
SupIPflx)I Nl  sot [IPfl,, < Mfly

Xe Ocn
Cette inégalité montre donc que P est un opérateur linéaire continu de E

(normé) dans 1'ensemble des fonctions continues bornées sur [O}CD [, espace
muni de la norme uniforme. Nous démontrerons plus loin qu'en fait PfeE
et donc que P est continu de E dans E . On 1'appelle 1'opérateur de Césaro.

= . i 2
De méme considérons o -(xy)

lorsque fe 0 f(x) est def1nie et continue en chague point X> 0
puisque 1'intégrale est absolument et uniformément convergente. On a méme

12t gvé ([e%y i,

©_.2




= B

D'o0 Ta majoraticn

gt 1< N,

Q est donc un opérateur linéaire et continu de E (normé) dans 1'ensemble
des fonctions continues bornées sur ]f)ﬁn [ et muni de la norme
uniforme. Nous démontrerons plus loin qu'en fait  fe E et donc
que § est continu de £ dans E

b) L:f—slimf(x) est une application évidemment linéaire de F

X=»+®
dans R,

Cette forme est continue grdce a la majoration facile

[L(t)] < Sup [f(x)]
xeol
c) Lo P est une forme linéaire continue sur E . Nous allons montrer
que LoP = L , c'est-a-dire

. 4 ’ N
Lim X—ffly)dy = Lim f(x)

X-yco ] X+

Or pour un nombre 0 < X, @ fixer, on écrit :

€ > 0 étant donné, on choisit X,de sorte que |f (y)-L(f)] <

dés que y > X,> 0. Dans ce cas, pour x > X, , on a la majoration

[T ay-Lif| < 2 %enfi s le o dagry,. £

>
N

On choisit alors X’ > X, de sorte que pour tout x > X’ on ait

2-%2Hfﬂq)<j%%- ce qui est possible puisque X, est déja fixé. Dés lors,
on a bien Te résultat limite désiré.

On démontrerait de méme que
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Lim  Qflx) = Lim f(x) = f(o0) puisque 1'on &crit :

X —»+ @ X— 0

) = 2X [aoty? _ 2 fe-ect
Qf(x) \/ﬁfoe Fty)dy_ﬁfoe flLydt — o)

et que F(%—) — f (0) lorsque x —+ o (en utilisant 1'absolue

uniforme convergence de 1'intégrale).

Considérons maintenant Lim  Qfl(x) . On a de la méme fagon

X —» 0

_ 2 [zt
fx) = Z fe i) ot

et pour les mémes raisons, utilisant 1'absolue uniforme convergence de
1'intégrale et pour t> 0 le résultat

Lim f (3( ) = L (f}

X —»+0

On constate que :

Q f(x) — L (f) lorsque -
Finalement P et ( eikE).

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 27.

1°)  TP(z) = L(P) od P, (y) = Plzy)
Dans L(PZ), L aoit sur PZ en tant que poliynbre en y.

Montrons que T : En+1 T —— En+1 et pour ce faire prenons
Plz) = 2" donc LIP)=2"L{y")et L") = q et

Donc on peut calculer TP(z) pour un, polyndme quelconque de En+1

TPlz) = Zorh ﬂhzh
h=0
n h . )
lorsque Plz) = X:uhz . I1 est clair que T est un opérateur
h=0
linéaire.
En outre :
1T (P)I - Sup | T P(z)l
1zl g1
= Sup | L (P, )]

Izl €1
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< Sup LI AP, = L] SuplP,]
Izl <1 1zl <1
Mais pour 121 £ 1 , on a
1P, 1 = SuplPlzy)] < Sup IP(t) = |P]
ly | <1 It <1

Donc :

ITPI < 1L IIP

Ce qui prouve que |T] < ]LJ,0u1a premigre expression désigne la norme

dans Jf{En+1) » 1a seconde la norme dans le dual de -

Puisque. E .1  est de dimension finie, i1 existe Po € B,y  tel que

IL (Po)l =lILlet |lPo) =1. Dans ce cas, en y AT

IT(RIU)T = JL(P)I = IL(P)] — LI

Donc

IT (Po)l = L]

Si T'on ne veut pas utiiiser le théorame (non démontré dans le cours)

(
assurant 1'existence de Po, on passera & 1a limite. Paur tout £, 1> E€> )
il existe Pg EE,_ | tel que |L (P )I> ILI(1-E)et Pl =1

et on conclura facilement.

Remargue : T est un opérateur linéaire sur F

e représenté par

une matrice diagonale dans la base (1 s Xseuowy X" )s

L'ensemble E des suites infinies X = {xn} 30 de nombres réels

telles que Lim x, = 0 constitue visiblement un espace vectoriel
n—— +00

réel (de dimension infinie).

Puisque ]an devient petit lorsque n est suffisamment grand, le SAJD Ixnl
a un sens. On note
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Ixle = Suplx,|

Vérifions que X ——]| x|l définit une norme sur E . En effet

(1) Ixle > O

(2) Ixl, = O

implique |Xnl = 0 pour tout n, donc x est 1a suite nulle
(3) INx 1y = TAIxl,

(4) Ix+yl, < Ixl <yl

puisque

IXn+yal < Ixnlelynl donc Sup Ixpeyal < Slexn|+SuDIynl
n

E est un espace vectoriel normé. I1 s'agit en fait d'un espace de Banach.
Pour le démontrer, soit X (™)  une suite de Cauchy d'&léments de E .
Pour tout & > 0 , 11 existe un nombre N tel que pour m et n supérieurs

a N, on ait

(n) (m)
(1) I x" ' =x"], € &
c'est-a-dire pour chaque p fixé
(n) (m)
2 -
(2) Ix, =x, 1 < ¢

Pour p fixé, la suite x(pm) est une suite de Cauchy de nombres réels,
donc converge vers un nombre noté Xp . On a | Xr;- Xpl € & en faisant
tendre m vers 1'infini dans 1'inégalité (2). Ceci étant valable pour tout
P, on a bien (3)]])((“)—)("00 < € en posant X = {xp} . I1 reste 3
p20
montrer que x appartient bien a E. Choisissons donc N de telle sorte que
1'on ait pour N > N , 1'inégalité (3). On a alors, n étant fixé, une
valeur de p telle que pour p > P :x7 | < € (car X" est un &le-

ment de E) D'od pour p > P

< Ix-xX", < €

soit Ixpl ¢ 2€ ce qui &tablit 1'appartenance de x & E .
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Grédce a4 la norme choisie, on utilise les méthodes de raisonnement de
la convergence uniforme. On pourra comparer la démonstration de cette
question & celle utilisée pour prouver que E?[D,1 ] est un espace de

Banach pour la norme uniforme.

Deuxiéme question :

n=p
Calculons la norme de la différence x — ) X, x(n)
nsl
n=p
(n)
Ix =2 xy X1 = Sup Ix,l
n=0 ny»p

Pour p suffisamment grand, on a bien

Sup Ixal < &
n»p

Donc Lim Xn X X au sens de 1'espace de Banach E.

Troisiéme question :

Rappelons que le dual topologique d'un espace vectoriel normé est
1'ensemble des formes linéaires continues définies sur cet espace. Nous

nous proposons de déterminer 1'espace dual topologique de E .

+00
a) Soit y une suite de nombres réels y=={yn} tel que E:] yn! converge.
n>»0

n=20
Etudions le nombre F (Xx) = 3: Xn Yn . Montrons que F(x ) est bien
défini. On a : n=e
N=+00
(1) IF(x)] < (Sup | x| Z]y,J) <5 e
n N\n=-0
D*autre part
Flxs+x) = F(x)+F(x')
F(Ax) = M (x)

Par ailleurs, 1'inégalité (1) peut s'écrire avec les notations de la
premiére question

Nn=+00

(2) IF (x)] < Ixlle 1y,
ni=0
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ce qui montre que F définit une forme Tinéaire continue sur E , donc un
élément du dual topologique E’de 1'espace E .

L'inégalité (2) fournit une majoration a priori de la norme de la
forme Tinéaire continue F . On a

N=+0@

(3) IF] < E::]_ynl
n=0

En fait, on a effectivement

IFI = LTy

Pour Te démontrer, i1 suffit de prendre une suite X, 8lément de E et de
norme]7teﬂe que pour un nombre £>0 donné, on ait

Xn =5S04Nn Yy, pour N N (od sgnz=|—%s1‘2%ﬂetos1'2=0)
Xn = 0 pour n> N , N étant choisi de sorte que

00

N+1

On a alors pour cette suite x:%n}, qui appartient évidemment & E

N o]
IF(x)] = rlZolyn] > (Zolynl)_c

Soit puisque |/x|| = 1, Ta minoration
a0
IF] > (Zlynl)-é
n=0
Mais ¢ > 0 est arbitraire. Donc on a le résultat limite
[20]
IFl = Lyl
n=0
b) On constate facilement que (! est un espace vectoriel. De méme, i1
est facile de vérifier que 1'expression | ynl définit une norme
sur f1 . On peut montrer que F‘ est unn=0 espace de Banach.

Indiquons seulement 1'idée de la démonstration.

Soit y(n) une suite de Cauchy d'éléments de [' . Pour chaque p
fixé, on a

0 < oy,

p
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Donc y(;) est une suite de Cauchy de nombres réels laquelle doit

converger vers un nombre noté Yy, . I1 reste donc & vérifier que_y=={yp}p .
o & 1 >

est un élément de [ et que y “1)converge vers y au sens de [',

ce qui est bien facile et analogue & ce qui fut fait a la premiére

question pour 1'espace E .

c) Notons par E 1'espace dual topologique de u'espace E. Par 1a question
(dL nous avons montré que 1'on peut identifier [ & un sous-espace de E°

P e F

En effet, a tout élément y de f! » On peut associer la forme linéaire
continue sur E définie par

o8]
Fix) = Ly
et la correspondance est isométrique entre f’ et un sous-espace vectoriel

de E’.

Nous désirons montrer qu'en fait 1'isométrie précédente permet d'iden-
tifier 1'espace [' et F’.

Donnons nous donc une forme linéaire continue L sur 1'espace E
(nh ™ est 1'é1ément de E défini de 1a facon

Posons _yn = L(x ol X
Suivante :
(n) y
X'y = 0 S n#p
x(n) _ |
n
Naturellement, vy, est alors un nombre réel. Montrons que y = {yn} ;
n>
est un élément de ['. Pour cela, envisageons la suite Xy, élément

de E, définie selon

Xp = sgn ¥y, pour n g N
Xy ={xn}”0 ;

Xn _

pour n > N

IT vient
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Il = 1
IL (XN < L) I XNl o, car L est continue(et de norme ||L|)
N
Cependant xN = 3 X x(n). Ce qui p%{met d'écrire N
0
n= n=0
N
D'ou, pour tout entier positif N E:lyn] < L]
n=0

@
Ce qui montre que nZ%[yn] converge et donc que y appartient & &

Maintenant i1 nous faut &tablir que la valeur de L au point X

de E est bien déterminée par la donnée de Yy = {er 0Se10n la relation
n 2

8

Calculons 5

(o
nzgn X

On trouve facilement

P (n) P
L(ZX,—,X ) - an _Yn
n=0 n=0

1
Mais y;={yn}n)0est un &lément de [ . or L est une forme 1inégire
continue sur E , et a la deuxiéme question nous avons &tabli que '} X x(n)
. n n=o0
converge, lorsque p—> , vers x. Donc L(x) = Lim ) Xp L(x")
Donc ® g cette limite est
(1) L (x) = Zoxnyn
n=

En résumé, tout élément de E‘ détermine une forme linéaire continue
unique sur E et réciproquement toute forme linéaire continue sur E
provient selon (1) d'un &lément de (' . e plus, 1a norme de la for-
me linéaire continue est précisément la norme de 1'élément correspondant
de & . L'espace f1 est donc isométriquement isomorphe au dual topologique

de E muni de sa norme.
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Quatriéme question :

. 1 .
Toute suite x appartenant a f est telle que lim Xp = 0 et par

N —e+ 00

. 1 "
suite 1'espace (" est un sous-espace vectoriel de 1'espace E

1 ;
Sur [ » nous disposons de deux normes

la norme | .!q, héritée de E

la norme | .I1 provenant de la définition de fl

Comparons ces deux normes. Une premiére inégalité est facile

(1) Ixle < Ixl,

Q0

(en effet |X,] < ) Ix.| ce qui donne 1'inégalité (1) en passant aux bornes
supérieures). n=0

Une inégalité en sens contraire est-elle possible ? Nous allons mon-
trer que non, ce qui revient & dire que la topologie de f‘, c'est-a-dire
la topologie duale, est strictement plus fine que la topologie que £
posséde comme sous-espace de L.
Nous allons établir qu'une inégalité du type (2)

(2) Ixl, < Alxlg

1
ol A est une constante positive, est impossible pour tout X dans f .
En effet, prenons la suite 7y définie par (notations de la 2éme question)

n=N
ZN — Z x(m
n=0
D'une part
HZN]1 = N+

D'autre part

1,0, = 1

L'inégalité (2) donne alors

(N+1) € A pour tout N

Ceci montre que (2) est impossible.
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Cinquiéme question:

L1
Par E on désigne le dual topologique de f'= E' , c'est-a-dire
le bidual topologique de E . Nous nous proposons de déterminer cet
ensemble en suivant la méme démarche gu'a la troisiéme question.

a) Si 2 =‘{2n] n 5o ST une suite bornée (c'est-a-dire telle que

Q0
Izl = ig%[gJexiste et est finie), la correspondance y — , Z%yn Z,
nN=

définit une forme linéaire continue sur fT

En effet
Q0

YnZa| < lzlelyl,

n=0

I1 est facile de montrer que la norme de cette forme linéaire continue est
précisément ||Z"a, en utilisant une méthode identique & celle utilisée

en a d la troisiéme question.

. : 1
Réciproquement, soit L une forme linéaire continue sur ( . Posons
(n)
Zn, = LX)
(n) 4 E1
(on remarque que X est un &lément de [ ' C E ).
De plus )
1zl = ILOMI < ILEIX™L, = L]

.. . 1 ( —
car L est une forme linéaire continue sur f et X n)un élément de norme
1 ) oy
1 de ['. Par suite 2z = {Zn}r1>0 est un élément de 1'espace des

suites bornées.

P
. (n) =
Enfin, en montrant quel?;oxn X converge vers X = {X”}n >0

au sens de [' » lorsque P tend vers 1'infini, on démontre comme en (c)

L(x) = nZoZ”y“

- - J’ . . . - - - -
En résumé, E peut s'identifier & 1'espace des suites bornées muni

de 1a norme |

"
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Nous avons vu qu'en général E s'identifie a un sous-espace vecto-
riel de E”. I1 est facile de voir ici que E est un sous-espace vecto-
riel fermé de E”’(soit directement, soit en disant que E est complet
pour Ta norme ||, | et donc qu'une suite d'éléments de E , convergeant
vers un &lément x au sens de E’: est une suite de Cauchy dans E » ce qui
entraine 1'appartenance de x a E ).

Dans 1'exemple de cet exercice nous venons de construire un ensemble
. . )

E qui par la correspondance canonique de E dans E est un sous-espace
. 5 3

vectoriel strict de E”,.

Lorsque E est de dimension finie, on sait que E est canoniquement
identifiable @ E”. Nous venons de voir que ce résultat n'est plus valable
en dimension infinie, en cénéral. Toutefois les espaces de Banach tels aue E
s'identifie ainsi a E" jouent un arand role en analyse fonctionnelle of ils sont
connus sous le nom d'esnaces réflexifs.

CORRIGE _DE_L'EXERCICE N° 29.E désigne un espace vectoriel normé réel ou

compiexe.

Supposons donc avoir construit deux opérateurs P et Q@ de L(E)

tel que
PQ-QP = I
Vérifions par récurrence que pour tout entier n > ( , On a
+1 +1
PR™- QP = (ns) Q"
Pour N = 0 , c'est 1'équation de définition. Pour N =1 , on multiplie

a droite et & gauche 1'équation de définition par Q puis on ajoute

PQ*- QPQ = 0

QPQ - QP - Q
soit

PQ* - Q*p - 20

En supposant la relation exacte au rang' (n-1), on écrit donc

P Q"1 "'p (n-1) Q"7

et en la multipliant & droite par Q :

PQ"—Q"PQ= (n-1) Q"
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Mais en multipliant 1'équation de définition & gauche par "1 91 vient

Qn-1PQ-—QnP _ Qn—i

Soit, en additionnant
PQ" - Q"P = (n-1en) Q"' = "

ce qui termine la démonstration.

Estimons maintenant 1a norme des opérateurs P et Q (au sens de
&L (E) ) et en utilisant

IPOI < IPNQL et 1™ < 1QI1 Q"]

Soit
IPA™' = Q"™P] =  (n«1)]Q"]
et danc (n+1) 1" < IPHQ™ Q™' ]P]
< 20PIQ1IQn)

Par suite, pout tout n, si 1'on suppose Q"] = 0 , on a

(n+1) < 21P1IQ]

Une telle relation est impossible. Supposons alors |Q™ ] = 0
c'est-a-dire Q" = 0 pour un certain n,- Gréce a la relation de
récurrence, on a Q" '— 0 et donc Q@ =0 . ce qui est impossi-
ble puisque PQ-QP =1.

A 1'exercice N° 5, nous avons dé&fini un espace E et une conver-
gence sur E (communément appelé espace S des fonctions a décroissance

rapide). En outre nous avons construit des opérateurs A, B linéaires

et continus sur E et satisfaisant
AB - BA -

Par suite la convergence sur S ne peut provenir de 1'existence d'une
norme sur S: on dit que S n'est pas normable.




EXERCICES SUR LE CHAPITRE III

Exercice n® 30

Polyndme d'Hermite

On part du développement

2 40 ,
= I )

e-t2+2tx

1°) Montrer que les Qn sont des polyndmes tels que

Qn(x) = X' aety

2°) Montrer que la suite H(X) =e Q,(x) est orthogonale sur L2[-ew, +x]

en intégrant par rapport & x le produit des séries

§ &N ; oN

e H (%) et H (%)
T o J

nzp NPon nep N

Etablir précisément

4o
‘ H (x) Hm(x)dx =0 pour n # m

n
=2 nlym pour n=m

Exercices n° 31

Avec les notations de 1'exercice précédent, calculer

8

" - isx
o e Hrﬁs)ds

=00

il ~1

n=0

En déduire que Hn(x) est solution de 1'équation intégrale

+oo
AH(x) = J e** H(s)ds  pour A, = i"Ver

Exercice n® 32

: 2 > (] > -] n L
Montrer qu'il n’existe pas de poids h pour lequel les mondmes x" sont orthogonaux

sur 1'espace de Hilbert Lz([—l, +1], h).
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Exercice n® 33

Utilisation des bases orthogonales.

On désigne par ﬂ [0, 1] 1'espace vectoriel des fonctions (& valeurs réelles
ou complexes) d'une variable réelle, définies et continues sur 1'intervalle fermé
[0, 1].

On structure [ [0, 1] en espace préhilbertien note &[0, 1] = E a 1'aide du
produit scalaire usuel

] ————

<f, g> = [ f(x) g(x)dx
0

On désigne par H la partie de 63[0, 1] formée des fonctions deux fois continGment

dérivables (dérivée a droite en x = 0, 4 gauche en x = 1), et vérifiant les relations

(1) f(0) + f(1) = 0
f1(0) + f'(1) =0

On considére 1'opérateur intégral A, appliquant E dans E, qui a toute fonction

f appartenant a E fait correspondre la fonction Af = F définie par

F(x) = f (1-2 [x-y|) f(y)dy

0
1°) démontrer que H est un sous-espace vectoriel de E,

2°) a- démontrer que, pour toute fonction f appartenant a £, Af = F appartient &

H et vérifie la relation :
F'(x) = -4f(x)

b- démontrer.qu'inversement, quelle que soit la fonction F appartenant i H,
il existe une fonction unique f, appartenant a E, telle que Af = F

3°) vérifier que 1'opérateur A est hermitien,

4°) démontrer la relation : [|AT)> < %-”f“ﬂ valable pour toute fonction
f€ E et qui montre que 1'opérateur A est borné, avec [ Al < Laﬁ?

5°) déterminer les valeurs propres de 1'opérateur A et montrer qu'a chaque valeur
prop q

propre An correspond un espace propre Pn de dimension 2.
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6°) a- on désigne par (f f n) une base orthonormée de 1'espace propre P”

isn* " m,

Montrer que la fonction : Y (x, y) = f n(x),
1y

v E VAT /
; () + F, () £ (v

1,0 25N 25

est indépendante de la base orthonormée de Pr choisie.

b- soit s(t) la fonction périodique de période 2, définie par
s(t) = 1-2|t|
sur 1'intervalle [-1, +1] . Calculer le développement en série de Fourier de s(t).

En déduire la relation

oo

Y P
1-2|x=y] = ) Ap Th(xs ¥)
n=0
Préciser le domaine de validité de cette relation dans le plan des (x, y).

Exercice n° 34

Calcul de 1'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

. p s . ) 5
Soit %\ un espace préhilbertien réel et x , x , ... X o M vecteurs linéaire-
1 2
ment indépendants. Montrer qu'il existe n éléments y , ¥y 5 ... o formant un
1 2
systéme orthonormal de sorte que 1'espace vectoriel engendré par y , ... yp
1
coincide avec 1'espace vectoriel engendré par x , ... xp (construire pas a pas le
1
vecteur yp), pour tout pgn
% o KL AFEE L XS
1' 1 Iy & 1t p
Soient B{% % 5 15w %) = ‘ '
& P XFAX L XL L K3
P> "1 TPT T TP TP
et g% s % 5 was x“) le déterminant de cette matrice. A un signe prés, montrer que
1 2
X
' & -1 3 = | 3 -_-_._1
¥ peut s'écrire (sauf pour n = 1 auquel cas Yy —
Yg(x )
1
<X X > <X 4 X > <X x>
1 11 21 1 nf 1
Yn = — : ! '
/ <X g Ko g3 N LXK P Y K >
v g(xl, s Xpo1) g(xl, , xn} »* *nal 2 "=l n® “n-1
X
X X, i
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(on utilisera les régles de Cramer pour le calcul de Y, en remarquant qu'on

obtient Y, en minimisant

Ix, - (a x +...42, %ol

Retrouver ainsi les trois premiers polyndmes de Legendre.

Exercice n® 35

Pour une famille de polyndmes orthonormaux, &tablir Ta relation

n a
PDRACR — (P (X) PL(X) = Pr(x) PLg(x))
n+l

(utiliser la formule de Christoffel-Darboux en faisant tendre y vers x).

Exercice n® 36

Soient Tn(x) les polyndmes de Cebilev de premier type, c'est-a-dire les

polyndmes orthogonaux sur L2[(-1, +1), 2 ] (on remarque que ces polyndomes
v1-x?
sont des cas particuliers des polynomes de Jacobi avec o= 8= - %J.

Vérifier les diverses propriétés suivantes (avec une normalisation convenable)

+1 1
1°) — (T (x))%dx = %— si nxl et w si n=0

1 e
20) o 2n-1

n
3°) A,=2, B =0 et C =1
4°) Tn(cos X) = LO0S nX
2 d T

s0) (1 - x?) LT £ 7000 4 pey (y) = 0



1
1 n LSS
r(n+ 3 "( (1-x?
6°) 3h _Hwrgd T (x) = (-1)" Vi-x? ol xn) R
(3] &
Blk 0 (nekel) n-2k
™ T=f 1 T g Y

oy [2]' désigne la partie entiere de g

8°) T (x)] ¢ 1 pour -1 g x g +1

Exercice n°® 37

1°) Soit f wune fonction développable en série de polyndmes de Cebilev de

premiére espéce selon

Montrer que :

X
J f(t)dt = A+ ( )T, (x) %] ¢ 1
<

2°) montrer que le développement d'une fonction f(x) en série de polyndmes
¥V .v : " _ s
de Cebicev de premiére espéce correspond au développement de f(cos x) en série

1 en séries de polyndmes
1+ %

de cosinus. En déduire le développement de

(¥4
de Cebiclev.
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Exercice n® 38

Propriété des zéros des polyndmes orthogonaux

Considérons la famille des polyndmes orthogonaux de Legendre sur [-1, +1] pour

1'espace L?[-1, +1]}

a) montrer que les n racines de Pn(x) sont réelles, distinctes et situées
dans 1'intervalle [-1, +1]. 4

(pour effectuer la démonstration, on remarque que J Pn(x)dx = 0, donc que Pn

w

admet au moins un zéro dans [-1, +1] autour duquel Pn(x) change de signe. On
raisonne alors par 1'absurde en supposant qu'il existe ¥ racines distinctes
X o X s oon Xy dans [—1, +ﬂ et en considérant Pn(x) (x—xl)...(x - xi)

On en déduira que nécessairement f = n)

b) soient X 5 X s eee X les zéros de Pn(x) et posons By = 1 et Xpel = +1
Dans chaque intervalle [xk, xk+1] pour k =0, ... n, il y a exactement un seul

zéro de Pn+l(x).

On pourra en déduire une décomposition de la fraction rationnelle ol Yk

désigne les zéros de Pn+1(x)
P (x) n+1 o
L = ¥ X avec oy > 0
Posp (%) k=0 XYy

Les démonstrations de cet exercice sont généralisables a toute famille de

polyndmes orthogonaux sur L?[(a, b), h] pour a et b finis.

Exercice n° 39

Soit {P } une famille de polyndmes orthonormaux sur  L*([a, b], h(x)).

Soit m(x) = (x = x )...(x - xh) O X » X 5... X, sont des nombres distincts
1 1 2
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de sorte que w(x) >0 sur [a, b].

Montrer que la famille Qn ol

| P(X) oer Pp(x) ]
1
Qn(X) = —-W Pn(xl) i v Pn_‘_h(xl)
Pn(xh) U Pn+h(xh)

est orthogonale sur  L*([a, b], m(x) h(x))

Exercice n® 40

Soit  E un espace de Hilbert et U un opérateur hermitien linéaire et continu

de E dans E. On suppose que

V" < C pour tout entier n %0

ot C est une constante positive.
En utilisant le théoréme de projection, montrer que pour chaque x de E

P (x) = Lim I
n—— e h

(x)

INe~13
o=
=

1

existe au sens de 1'espace E. Montrer que P_ définit un opérateur linéaire,

projecteur orthogonal, tel que :

POO oU=Uo P =P

Exercice n® 41

Soit E un espace vectoriel préhilbertien sur le corps des complexes. Soient
P et Q deux opérateurs hermitiens de E dans E tels que :

[P, Q] = PQ - QP = il
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ot I est 1'opérateur identité ; [P, Q] s'appelle le crochet de Poisson de P et Q.

On pose :

A =P+ iQ
A =P - iQ

H=5 (P + Q)

1°) calculer A A¥ et A¥ A en fonction de H.

En déduire que : [A, H] = A

[H, A*] = A*

7=} Xy étant un vecteur propre relatif a une valeur propre X de H (s'il en

existe), montrer que :

A% X)2 = (20 + 1) %, )2
IA XJ2 = (20 - 1) %12

HAX

= (A= 1) AX

A
¥
H A Xl

]

*
(A + 1) A XA

3°) déduire de ces formules que :
1) Si le spectre S(c'est-a-dire 1'ensemble des valeurs propres de H) est non vide,

il est borné inférieurement

1]

2) Si X =1/2 n'appartient pas & S, S est vide

3) Si A =1/2 appartient & S, alors An N E % sont des valeurs propres

4) Tous Tles vecteurs propres correspondant a la valeur propre An sont de la

forme :

X est un vecteur propre correspondant & la valeur propre A
0

5) AO = 1/2 est valeur propre de H si, et seulement si, il existe un vecteur

0

X tel que AX = 0. Quels sont les vecteurs propres X1/2 de H?
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Exercice n°® 42

On considére 1'équation différentielle xy" + y' + Axy =0 o0 X est un
nombre réel donné, et on appelle probléme P; la recherche des solutions y non

nulles et & valeurs réelles de cette équation satisfaisant les conditions C

suivantes :

< <
— ——
— o
S o
I I
o =

l1ére question

Montrer que pour deux valeurs distinctes de A, les solutions (supposée exister)
correspondantes des problémes PA respectifs vérifient une propriété d'orthogo-
nalité relativement & un certain produit scalaire. En déduire qu'elles sont

linéairement indépendantes.

2éme question

Montrer que 1'ensemble A des valeurs 2, pour lesquelles PA admet une

solution, est formé de nombres positifs.

3éme question

On appelle E 1'espace formé par les fonctions f dfune variable réelle et a
valeurs réelles telles que x(f(x)) soit intégrable entre 0 et 1.

a) par analogie avec L2[0, 1] , définir de fagon simple un produit scalaire
et une norme sur 1'espace vectoriel L,

b) établir les relations d'inclusion entre les espaces E, L'[0, 1] et
LZ[O, 1]. Comparer les normes définies sur ces trois espaces pour une fonction
appartenant a 1'intersection de ces trois espaces fonctionnels,

c) construire a partir des questions précédentes un systéme orthonormé dans

1'espace E.
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4éme question
Etablir 1'équation différentielle que vérifie la fonction yk(mif) ol yx(x)

oy
désigne une solution du probléme P,. En déduire que le probléme P, posséde au

A A
plus une solution en utilisant quelques résultats classiques sur les fonctions
de Bessel.

Donner une caractérisation de 1'ensemble A.

GEéme question

Le systeme {y,} pour AEA est-il tctal dans 1'espace b7
Calculer le développement de 1 en série de Fourier généralisée relativement a ce
systéme (utiliser les relations de récurrence définies sur les fonctions de Bcssel

d'ordre 1 et 0 et de premiére espéce).

6éme question

Montrer avec un minimum de calcul qu'un intervalle de longueur finie de 1'axe
q

réel ne contient qu'un nombre fini de valeurs X appartenant a A

Que peut-on en déduire pour 1'ensembie A ?

Peut-on préciser ce résultat ?

Exercice n°® 43

Soit M un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert E.
1°) récapituler les propriétés de 1'opérateur de projection orthogonale sur I,
2°) soit P un opérateur linéaire et continu, idempotent et hermitien sur E.
Montrer que P est un projecteur orthogonal,

3°) montrer que (MLIL = M et plus généralement que (Flf': F lorsque F est

un sous-espace vectoriel quelconque de E.
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INDICATIONS DE SOLUTIONS POUR LES EXERCICES

DU CHAPITRE III

CORRIGE DE L'EXERCICE_N°_30.

1°) On part de e i — Qn (x)

-t2+ 2tx

La fonction e est une fonction entiére . en t, donc 1a série

précédente est convergente. On note que

3

e-(t—x)2 ci i:_

= n=0n!

Qnix)e ™

Avec le théoréme donnant le terme général de la série de Taylor en E =¥,

on déduit . dn (E_x?-)
Qn(x] = (- 1)n e Sm—
(1) ( d x )

En particulier :

Qu(x) =1 Ql(x) = P & Qz(x) = 4x* - 2 etc

Nous allons montrer que la suite des Qn constitue une suite orthogonale

-x2/2)

sur 1'espace L*(R, e . Les Q. sont appelés polyndmes d'Hermite.

n




I1 est facile d'en déduire que (, est un polyndme de degré n.

2 9] 2

2°) - t24 2t x -5 tn e

e = L hT Qn(x) e 2

- 21- _x_z 2 h )t2

e ™Y rENm 3 = hZO%.- 0n(x) e= 7
Soit
(2) t2 _u?e2 (teu)x—x2 R tnyh —x2

e - Y HU i)t e

nhzoN: h

Montrons d'abord que Jlﬁjgilw < e 2l . Pour ce faire, on

pose t =% oi B est un nombre réel. I1 vient

2 i @
—-e + 2xe Lnée
e - ) E — Qnlx)
n=0 n.

Oon applique la formule de Parseval & cette série de Fourier, ce qui est

possible puisqu'il s'agit d'une fonction 2T périodique et continueen 0

M 2ie ig 2 2
_L_h/" Ie-el s 2xe’ T Q2(x)+___ . Qn (x) L
2w 0 0 (n)?
Or
2i8 ) _ie |?
—e“Mikxe 2(1+20x1)
le < e
Donc a fortiori
14+ 2{x}
1Q,0)] < n! e e
Dés lors
Qn(x)gh()() e-x2 < e2-i-l.|x[—x2
nlhl -
La série double (2) converge donc uniformément et absolument dans

tout intervalle fini de variation de x. Nous allons maintenant intégrer

en x de - & +m , et il faut un raisonnement particulier.
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On écrit :

e-g-ugz{t+u)x-x2

= S +R

NK T TNGK

RN’K désignant le reste pour N > N et k > K . On a

Ry ylx)l < (Z[t " ) g o =
B

Donc

£o+§:,l((x)|dx < (ENltn Uk,> '_fcgzofalxl—ﬂdx

k 2K

On peut donc intégrer terme & terme la série double. D'oi

+CD

—x%s 2(teu)x -2 —y?2 T tnyk
fe x?+ 2(tsu)x dx = an}i'_k_]_( Q () 0, (x 2 )
e k=0
Or x?- 2(t vulx+t24u? = (x-t-u)?-20ut
+ 5
et fe'(x—r‘")dx = Va
-0

Donc

Vime''t - oirg'nlg'k (fﬁ:?x) Qk(X)e_xzdx>

Cependant le premier membre se développe directement et n'a que des termes

selon Tes puissances de Ut dans son développement. Par identification
+Q0D -.)(2
f Qnlx)Qkix)e " dx = 0 pour n =« k
-

+00 2 .
¢ f Rix)e™¥dx = 2V
- 00



On reprend les notations de 1'exercice précédent. I1 s'agit de

calculer

(=N

& t" +cif’s;x Ty
L& [e™ qls)e T gs

On part de o

I LA

w
~n

o

On peut intégrer terme & terme, en multipliant au préalable par e ‘®*
selon une démonstration analogue & celle donnée précédemment. (Ex 20)

i

+ 00 2 @ +@® 2
2 3 = n S
-t"+2ts - = Lsx t e
fe 7 e ds - Z_'”n (fun(s)e 7 g lsX ds)
" Yoo

-00 n=0
On sait que
t.y . x2
S . .
. fe‘z‘e‘“ds = e 2
vam -

Tous calculs faits, on trouve

x 2

TP S
Vam . e 2 3

I
-
b= |
nﬁ
=

D'o0 le résultat avec Wr

AnHnlx) = an(s)e'“-“ds

Supposons qu'il existe une fonction h positive et mesurable de
sorte que 1, x ,...,x",... forme une suite orthonormale sur L2 (1411, h)

On aurait pour n %= m



+1 +1

I = ﬁ” x™h(x)dx = fx“””h(x)dx

-1 -1

Avec n et m impairs, on aurait la nullité d'une intégrale de fonctions
positives, ce qui implique

x™™ hi(x) = 0 presque partout

Ou encore

h(ix) = 0 presque partout.

1°) si f, et f, appartiennent a H , et si A est un nombre complexe

quelconque, on a aussi

fy+ f, est deux fois continiment dérivable
Af, est deux fois contindment dérivable.

ainsi que :

(F« f)lo)+ (f+f) (1) = A(o)«AF(1) = 0

et
(Fy s £07(0) + (fy+f,)0 1) = O My (o)« M) = 0

et par conséquent ﬂ“fz et Af, appartiennent a3 H .

H est un sous-espace vectoriel de E

2°)a. On peut écrire :

1 X 1
Flx) = f0(1w2[x—ylf(y)dy_—.fo(1-2x+2y)f(y)dy+fx(i+2x-2y)ﬂy)dy

Les fonctions sous les signes J(\sont définies et continues, leurs dérivées
par rapport a x sont définies et continues, les intégrales de ces dérivées
existent, 1'intervalle d'intégration est fini. I1 ne se posera donc aucune
difficulté pour dériver sous le signe ‘/ﬂ .
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Utilisant les formules :

X %
%{‘ [ K(X,Y) dy = [ E%lf— (x,y)dy + K(x, x)
b b
_g- e g{(- v - K
dx 'JC‘ Sk yloy - J[‘ x (Xy)dy - K(x, x)

nous pouvons affirmer que les dérivées F’(x ) et F”(X) existent, leurs
expressions étant :

b 1
F(x) = C2f Fly)dy«Fix)]- 2 /F(v)dv—
(x) [zf(y) y+Fx)] [2_[()/) y—f(x)]

X 1
= 20 [Fiydy - [Tiydy)
0 X
et

(2) F (x) = — 4f(x)

Nous avons donc montré que F = Af est deux fois continlment dérivable
et vérifie la relation (2). I1 nous reste & montrer que F vérifie les
relations (1), ce qui achédvera de prouver que F appartient 3 H .

1 1
Flo) = ﬁ-zymy)dy L FO) fU(-1+zy)r(dey

-
%

o

Il

1 1
2f0f(y)dy . F'l) = _zfﬂymy

donc

Flo)«F (1) = 0 et F'lo)+F 1) = 0

F'=/Af appartient a H et verifie F”= —4f

b) si F est une fonction de H » elle est deux fois dérivable, et si la

fonction f telle que Af = F existe, elle est unique et égale 3 ——Z—F"

Posant f(x) = —%—F”(X)et Af = g , i1 reste & démontrer que ¢ (x) =F (x)
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Mais F appartient & 1'espace vectoriel H (par hypothése), ainsi que g
(par construction). Donc (Q -F ) appartient 3 H et vérifie les conditions

(1) :
(g-F)lo) + (g-F)(1) = 0

(g-F)(o)+(g-F)"(1) = 0

En outre g” = —4f = F”soit (g- F)'"= 0

Les trois équations que nous venons d'écrire possédent la solution unique

(g- F) = 0, ce qui termine la démonstration

si FEH, i1 existe FEE , unique, telle que Af = F

3%) Nous avons :

< Af,g> = [t{&(x,y)f(y)dy) g(x) dx

< f,Ag> = f01f(x)(foK1(x,y)g(y)dy>dx

en désignant par K (x,y) le noyau ( 1—2]x - y| ) de 1'opérateur
intégral A .

Comme K (x,y) = K(y,x), les produits scalaires <Af,g> et <f Ag>
sont tous deux égaux @ I’ir1te'gr1ule1 double :

fofoK(y,x ) f(x) gly) dx dy

A est hermitien

4°) On a, d'aprés 1'inégalité de Schwarz :

! 2 ! 2 ! 2
lfoK(x.y)f(y)dyl < fOIK(x.y)]dyfolf(y)l dy

1
& 1F L 1K1 dx dy

1A f(x))

d'oli on déduit :

IAF) 2

1 1-1
Jimearax < 1Rffik oo o gy
00
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Calcul de

1 1
2
fo‘fo(i—zlx—yl) dx dy :
1/1 1M
f0/0(1~2lx-yl)2dxdy = f0f0[1—4lx—yl+4(x-y)2]dx dy

et on a :

(i) ]Ofdx dy - 1
(LL)fO:[OI1x—y|dxdy - foéy[j;)fy—x)dm‘égx—y)dxl

(LLL)]OZ(;(—y)de dy = foldyfozxz—ny cy?) dx

Ces trois intégrales permettent de trouver le résultat :

: .
1 b 4 1
{folK(x,y)ldxdy = 1-3+F = 7

Plus directement, on remarque

1-1 2 1 b 2 3,
- - - _ 2 1
‘Léh 2lx-yl)dx dy = 2_41)({(1 2(x-y))dy = 2[%-’3‘—]0 - %=7

IAFI® < Lif)?
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5°) De la relation AFf = F = N, nous déduisons :

F¥ o M7 o —uf

Remarquons que 1'on ne peut avoir A= 0 ; en effet f appartient au

sous-espace H , et les conditions (1) entraineraient alors f = (.

51 W est un nombre (&ventuellement complexe) tel que - )2

4
) : e . A
nous avons alors 1'équation différentielle :

fPe2f = 0

de solution générale :

fFix) = Acoswx+ Bsinwx

Mais f , nous 1'avons déja noté, appartient & H . Les conditions

(1) appliquées & f donnent alors :

[l
o

flo)«f (1) ou A1+ cosw)+Bsinwx =

flo)+f(1)

I
=

0 ou —-AWsinW+BWI(1+coswW)

Le déterminant de ce systéme est égal é—-c052 %l et doit donc

étre nul car nous cherchons des solutions en A, B non nulles simultané-

ment. Soit donc

Wp = (2n+1)m

ce qui donne :
Ny = —*4&
(2n +1 )?1r2

On vérifie bien que les valeurs propres sont réelles ce qui provient de
1'hermiticité de A.

On vérifie alors immédiatement que A et B peuvent étre choisis

quelconques.




A
Valeurs propres de A: Ap= — %
PEH "7 (2n+1 )22
A chaque Ancorrespond un espace propre P,
de dimension 2 dont une base orthonormée est,
par exemple :

F, = V2cos(2n+1)1x

1,n

f. = V2sin(2n+1)mx

2,n

6°)a. Etant donnée ( fyn » f,, ) une base orthonormée de P, toute

autre base orthonormée ( Oyne g, ) est de la forme :
gl,n = cxﬁ,n +B f?,n 2 2
avec o+ -
g2,n = m:!:,n_Od:Z,n

De fait, i1 faudrait prendre une matrice complexe quelconque uni-
taire puisque nous avons pris comme possible le corps des complexes (la
dimension 2 est alors & prendre sur le corps des nombres complexes). Le

lecteur vérifiera qu'avec la matrice

O(E*'nﬁ = 1

o B -
, ol x'ox’+ N0 = 1
ol T+ 0B = 0

Les calculs se conduisent de la méme fagon, mais 1'invariant serait écrit
différemment en écriture complexe. Nous supposerons maintenant rester
dans le domaine réel. Nous avons alors :

010 (X) 9, (y)eg, (x)g, (y) = [ocf, (%)« BF, ()T lecf, (y)+DF, (y)]
+ [ ﬁ f,,n()()—cx z’n(x):'[_ﬁf'l,n(Y)‘Offz’n( Y)]

= (oc® W)LF, (x)f, (y) + foax) f, (y)]

Vn(x,y)ne dépend que de Pn sans dépendre de 1a

base orthonormée choisie
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b) S (t) est une fonction paire, on aura donc bk =0 pour tout k ,
et donc :

S(t) = & +-—sa,coskmts---

Les coefficients 0, é&tant donnés par :

+1 1
a, - %—fﬂt)coskn/t/-r - 2f(1—2t)cosknt dt
-1 0
_ 1. sinkmt ', , smknt dt
2 [(1-2t) shknt p f
1
- 0-_4 cosknt}= 4 (-
[kz m? 0 k2m? { =) }
Soit
Uan = 0
8
Qohet = (2h+1)2 12
(e 9]
S(t) = Z , C0s (2n+1) mt
n=0 (2n+1)
Si nous posons t = (x=y) , nous en déduisons, pour (X - y) dans
1'intervalle [-1,+1]
[22]
8
S(x-y) = 1-2/x-y| = n;mcoswnd)n(x—y)
Or
P (x,y) = (\/Ecos(znq)nx)(\/fcos(?nﬂ)ny)+(stin(2n+1)nx)(Wsin(2n+1)ny)
= 2cos(2n+1) 1 (x-y)
et donc :

8
AP x) = TTICE cos(2n+1)m(x-y)
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Quant au domaine de validité de notre expression de 1-2 |x-y|
il est défini par :

-1 € x -y €

C'est la bande diagonale située entre les deux droites y = X+1 et
Y =X-=1. Elle comprend en particulier le carré ((J<x <LKy < 1)
sur lequel est défini le noyau K (X,Yy) de 1'opérateur intégral A

@

1-2]x-y] = Zo?\n\i)n (x,y )
n=

relation valide pour |x - y| < 1

Grédce @ la décroissance en %5 de 7\“ » on peut intervertir les

signes Z et f pour le calcul de Af

1
F(x) = Af(x) = _[u_zlx-ynr(y) dy

- f(f An LPn(x,y)) fly)dy

g ‘h=0

+00

1
- ?\njo-‘Pn(x,y)f(y)dy

n=0
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Or
8 . =
AnLPn(X,Y) = mCOS(?ﬂ 1)1 (x Y)
_ 8 ]:co (2n+1)1 x cos(2n+1) T
N (2ﬂ+'1)2TT2 ° J
+ sin(2n+1)T x sin(2n+1)rry]
@ 8 1
AT (x) =n;m(cos(znw)nxfocos(2n+1)nyf(y) dy
1
s sm(2n+1]1’rxj;sm (2ns+1)my F(y) dy)
Posons
1
0, = 2fcos(2n+1)nyf(y)dy
0
1
b - 2 | sin(2n+1 fly)d
A fosm( n+1)my fly) dy
Il vient
(0 9]
Af (x) = nZﬂ (zn—j)z_rrz (an cos(2n+1)mx + bp sin(2n+1)nx>

D'aprés 1'énoncé, f (X ) est définie sur le segment [0,1] . Définissons
f(x) sur [0,27 par ses valeurs :

Pour  x € [0.1] Tix) = flx)

Pour  x € 11,21 Tix) = —f(x-1)



fonction g (x)

Puis prolongeons f (x ) par périodicité, de période 2, en une fonction
g(x) sur 1'axe réel. Pour g(x ), on a 1'écriture de Fourier

g(x) ~ ) a,cos(2n+1)mx+ b, sin(2n+1)mx

Bien sir la série de Fourier ci-dessus n'ait aucune raison de converger
puisque 1'on ne suppose que la continuité de f(x) (qui d'ailleurs
n'entraine pas celle de §(X)). Cependant la série de Fourier analogue

de Af(x)

a
Af(x) ~ nZ(QT;.)?_n? (ancos(2n+1)mx +bpsin (2n+1) Tx)

converge uniformément vers la fonction Af(x) (de H).
On constate que 1'opérateur intégral A représente une somme

infinie d'homothéties suivant les vecteurs propres et, en somme, A est
"diagonalisé" suivant la famille de fonctions COS( 2N +1 )TT X

et SiN(2n+1)TM X . Mais nous sommes en dimension infinie, et bien que
A soit injectif ( AF=0 == f =0) A(E) est strictement inclus
dans E (nous avons démontre A (E) = Hc E ). Par ailleurs i1 se pose

des problémes de convergence, ce qui n'était pas le cas en dimension
finie.
La possibilité de "diagonalisation" de Atient & ce que A est

hermitien mais aussi & ce que A est un opérateur intégral. L'hermiticité
ne suffit pas en dimension infinie.
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CORRIGE DE L'EXERCICE N° 34.

Le probléme considéré est celui du calcul explicite de 1'orthonor-
malisation de Gram-Schmidt.

Snient donc Xys Xpoeens X » n vecteurs linéairement indépendants dans

n
un espace préhilbertien BGL Nous cherchons & déterminer n vecteurs
orthonormaux Yi s Yase-es Yn de sorte que ( Yiooos ¥Yp ) engendre
le méme espace que ( Xy, X,-..> Xp ) pour tout p ol 4 < p < N
Le cours montre qu'une fagon d'obtenir yp est la suivante : on prend

la projection orthogonale Zp de Xp sur 1'espace vectoriel engendré par
( Xy 5 Xgseens X p— ) (ou par ( vy, , Yo »o00s Ypo )) et alors

Xy — g

o= Tl

Pour obtenir Zp , i1 faut résoudre le systéme linéaire

<Xp =Ip ,Xn> = 0 vh=132:“"‘:p—1
soit
< Zpsxh > - < xp,xh > Vh = 1’2’___’[]"1
Exprimons  Z, = 04 X3+ 0 Xy + -== + & X, et il vient
l: p—1
.ZOCL<XL, Xh> = < Xp - xh> vh =1’21_h—’p-—1

i=1

Les formules de Cramer fournissent,par exemple o s en posant au préalable :

|
g (XI’xz’__— !xh) = |
|
I




De méme X
18M€ colonne
<Xy L% D --=<Xp Xy D> —-=<Xp_pXy >
| | l
| [ |
x. 1 | |
g (X1’__—’XP-1) l II {
I [ [
<X1 ,XP_'|> ___<XP ,Xp_'|> ___<XP_1,XP_-|>

Pour regrouper ces formules en une seule, en tenant compte de ce que
p-1
ZIp = Z o; Xi
L=l

on note, en considérant que le déterminant suivant doit étre formellement

calculé en développant suivant la derniére ligne

<Xy LX)y > —-— <Xpo1,X) > < Xp Xy 2>
| | !
| ; Y
-1 | f
= el | | |
giXs,=-=Xp. | I |
<Xq1 LXp2 —m= <Xpoy,Xp2> <Xp LXp>
Ris X 1 0

Puis Xp-Zp s'obtient suivant 1'écriture

< Xj , A > === <Xp_],X] > <Xp 5 K) o>
! [
| | |
| ! |
X =2 = 1—_ [ | |
g X1’""_:Xp-1
| l |
< X1 ,Xp—1> =i <Xp_11Xp-1> <XP ,XP_'I>
X, Xp_1 Xp
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L'expression Ixp -2z, est la distance du vecteur x, a 1'espace
engendré par Xy, Xys...5Xp_y - Il n'est pas difficile de vérifier
que cette distance vaut

0 0yt
Q (X'I,XZ,"',XP-1)

En effet, cette distance A satisfait la relation de Pythagore

2
A <zp,2,> = <Xy o Xp>

Il
o

ou encore, grdace a 1'orthogonalité <Ip ,Xp—-1Ip>
Az
+ <Zp’Xp> = <Xp gXp>
ce qui fournit 1'équation linéaire en o, o;,...,

2
) <Xy, X2+ -mms 0ty Xy, Xp> = <X, %> - A

On ajoute a cette équation linéaire en o, 0,,... o 1 e

systéme des p-1 équations linéaires en oty ,..., x qui

permit de calculer o , a ,..., ap 1o a savoir :
: 1 -

p-1
ZCX-L(XL,Xh) = <Xp,Xh> h = 1,———,D—1

2

On obtient un systéme homogéne de p équations d p inconnues (X7 Kys-
o p_1s=1) qui, puisqu'il posséde une solution non nulle, doit avoir un

déterminant nul. Soit

<Xy LXp > ——— < XpopXp> 152_<>(p »Xp >
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Soit en décomposant en deux ce déterminant

Il

|

# g lhyre oo ) = |

g (Xyo===2%p.y | L THR 8
|

<X1,Xp> - = = <XD

et finalement le résultat anoncé, qui justifie 1'orthonormalisation

A \/g(xn———'xp)
- g (Xys—==5X%p_1)

Soit {Pn J i une famille de polyndmes orthonormaux sur un espace
n

L ? ([G,b],h)

. La formule de Darboux-Christoffel enseigne

P.(x) P _ On Payt (X) Paly) =Pn(x) Pouly)
hzz(l h{X) h(Y) Onat X—y

ol On désigne le coefficient du terme de degré n dans P (x)

On écrit en passant a la limite

lm - IRORLY) = L

y == h=0

Gjh(x})2

tandis que la limite du second nombre devient

(Paat (X) = Pt (y) p . Paly)— Pn(x) )
x\ X"Y n (y] X—y Pn+1(y)

:?@&HWMH—ﬁUmdﬂ

N+t
ce qui termine la démonstration.



rer les propriétés les plus remarquables

mont
polyndmes ortho-

Nous nous proposons de
prem1er type

des polynomes de Cebicdev du

gonaux sur 1'espace 12 Tl 41LVF____

c'est-a-dire des

t de 1a relation d'orthogonalité de définition

fo)T = 0 i N M

Vioxt

1°) On par

On pose X =C0SYy : i1 vient en choisissant y £ [o,nj

fT (cosy) Tmlcos ) %‘%—Ldy - fo\Tn(cosy) T.(cosy) dy

faly)l = T, (cosy)

soit, si 1'on pose

ffnly) £ y) dy - 0

0

sitifs ou nuls, non nuls tous

On note que , n et m étant des entiers po

les deux. n 1 tfﬂ
focos ny.cos my.dy = 7 O(COS(mm)y + cos{n-m)y) dy
_ L {sin(n»m lé_L[Sin(n—m)y]
7 L (nem) 4, 2 Lin-m)} g
= 0 (n=m)
Par suite, on peut essayer de prendre faly) = cos ny
ou encore Talcosy) = cos ny

(ce qui est 1a relation (4) de 1'&noncé)
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a la yariable Xx.

dire, €n revenant
cos (nArc COS x )

Taix)] =

c'est-a-

est un polynome en X » C€ qui est bien facile et
25 auquel nous réN\voyons

Il reste 3 yérifier que Ta
b1 & 1" exercice n°

illeurs déja ete éta

ad'a
cos ny = e (et"Y) = Re (cosy +isiny)"
= (Z C;h Sln COSY) -h>
Soit
(5
cos ny - E(J)Cilﬂ—CDSQy)h(cosy)n‘

h=0

NS

oﬂ[{%] désigne 1e plus grand entier inférieur Ou ggal 2 %%- « Ciest-E-dive
si nest pair et E:1-51 n est impair.
Par conséquent, ON a polynome de degré n

bien un
(z)
Talx) = iok—ndhu-m“x

n-2h

1

11 convient de calculer 12 norme au sens L~ d'un tel polyndme

Tr

#1 ™
f(Tn(x))zr@‘—— - f(fn(y))zdy = rf(:osl’ny dy
1 =% 0 0

™
COS 2Nva
=£f~‘/—2 Ldy = -
2

si n =+ 0

(ce qui est 1a relation (1) de

T
1'énoncé)

+1
tandis que f(To(x))z% -
4 X

la norma\ﬁsation

1ynomes Y N E

polyndmes o \"rr cos (arccos x ) » ,\f 2 cos (n arc cos x ), ---
12 [ (A1), 1= ]

(G

8§ de 1'énoncé.

Tal1) -1 pour tout n>0

On remarque

par suite, les
ormaux sur

e de pol némes orthon
ce qui est 1a relation

1T <1

forment une suit
On note bien sir que

sse hilbertienne dans 1'espace de Hilbert con-

Cette su1te forme une b
la correspondance

sidéré : L2 (-1 \f'_3
) gly) = flcos y)

f — g OU

En effet,
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établit une isométrie lingaire et bijective entre L% [(-1,+1), ! ]

, 1 =%
et L [O,TTJ selon
+1 m
Fox)f(x) - = 3.1y d
L[:IX) 2 X \ﬁ_:;7 Ucﬁmty) gz y y

Or i1 est facile de déduire du cours que la suite {COS ny}n>‘0 est totale
2 . - .
dans L° [0,m] . Par conséquent la suite des polyndmes de 69b15ev du pre-

LI,
Vi

Pour déterminer la relation de récurrence entre trois polyndmes succes-

mier type est totale dans |2 C(=1,41),

sifs, on peut faire la remarque suivante :

cos(n+1)y = COS Ny cosy — sinny siny
cos (n-1)y = COS Ny COSY + Sin ny siny
Donc
cos{n+1)yscos(n-1)y - 2C0S Ny.cosy
ou encore avec Yy = Arc cosx
Taad) + T d i) = 2x T, (x)

ce qui donne bien la relation de récurrence cherchée (relation (3) de 1'é-

noncé)

Taalx) = 2xT,(x) = Tpo_y(x) n > 1

On en déduit aussitét le coefficient G, de x" dans Ta(x) en utilisant
les fermules démentrées dans le cours.

= On oil A = 2 pour n

n+1 Gn-i n+1

\Y




Par suite
n-{
0n = 20,4 = 2 Q4 et Ty(x) = x donc a = 1
On a
a, = 2! (ce qui est la relation (2) de 1'énoncé
et pourrait aussi étre calculé directement sur la formule donnant Tn(x)).
n-1 n-3
(on vérifie bien que £ = | = 2 .2 conformément & la théorie).
" 2(n-2)2

L'équation différentielle satisfaite par le polyndme In s'obtient faci-
lement en notant que

d (cos(nArc cosx) - i -
( dxr ) - -0 (sm{n Arc COS x)) (_\/1_Tx5)
d?(cos(n Arccos x)) = - n(cos(nArccos x)) —— - nx sin (nArc cos x) L
( L8 (cosinarccos x)) 1, — nx sin marc cos x) i
Soit
2
71— 2 dTn _ dTn " 2 =
-2 S (x) - x g X)emTalx) = 0

ce qui est la relation (5) de 1'énoncé.

Considérons maintenant la série entiére absolument convergente dans
le disque ouvert {Zl |Z|<1} définie par

= n
) Talx)z
n=0

Posons X = COS Y

@ . 3 00 - fo) o
) z"cos ny - LY (zeV) LY (ze®)
n:O 2 n:O 2 n=0

_ 1_(1 s
- 7 \1=26"YF  f-72°"7




1 2 — 7 (etY. gty)

2 1+7¢-7 (elYae-ly)

1 _ 2 cosy
1 <2z cosy+z?

Soit
3
T.(x) 2" = d-zx 1 &1
L JInlx) e Ix] < et |z]
. 1-2ZX . e . .
La fonction {jjgz;:ii— s'appelle la fong;zggmggqgrgtrj;g des polyndmes
de Cebi¥ev du premier type.
d"/—1=2X )
En particulier 1 (1..2ZX-+22
n! dz" = Tnlx)
' z=0
Des méthodes analogues conduisent & la formule
(7]
h (n=h =1)! n-2h
= i . L Sl Y £ S X —
et
LoTinsd) i gn n-1
2 Tnix) = (-1)vVicxz L [(1=y2) ZJ
Ml ax"

o 0]
On part de f'(x)=-%113+§:GnTh(x) . Un tel développement existe

n =4

5 2 1
pour toute fonction f appartenant & 1'espace L (t-—1,+1], ) et au
V1-x2

sens de cet espace, puisque la suite des polyndmes de Cebilev est totale

dans cet espace. Notons que 1'&noncé suppose lan] < o , donc que f
. n=0

est suffisamment réguliére gn particulier continue).

@
La condition Z:lanl < ® permet d'intégrer terme 3 terme la série
n=0

uniformément convergente (puisque |[Th(x)] € 1 pour tout X € [-1,+1]

).
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Donc

je}]

fF“)dt = oiﬂn(f;n[t)dt> _ o

A n=0 -1

~No l

Or Tes polynOmes de Cebidev de premiére espéce satisfont une relation

particuliére

20 =1 T,00 = (n=1) T.),(x) = (n+1) T, (x) (n > 1)

comme on le vérifie aisément en tenant compte de

Talx) = cos (n Arc cos x)
et

T (x) n sin (n Arc cos x)

\/1_)(2

ce qui donne pour n =1 :

n2-1) [ To(t) ot
-

[{n—n T (B = (ne1) Tn_1(t)}

=1

Soit
) Y 1o [halt) _ Tual)]’
. X N+ _ In+ , 4y 2 v, Qo oy,
SHOLIEER ool L § O e
ce qui s'écrit encore, avec T,(x) = 2x°~1, T (x) = x et Tylx) =1
L/ﬁx oo a a ’ 1 0 ( 1)”
_ n-1"“n+ s . = -
flode - n; b Talx)s = (g 1) T, ngz T

(9]
(n-1—-0n+1 _
b LR T w0 ¢

)" 01
et No= =) 12U — (a.-5a)
n:ZZ(nzﬂ1)Gn+ 2 -0 ? 1’
D'ailleurs lemembre de droite doit s'annuler pour x = -1, donc

®
)\ = . On-1— Un+1 _ f
2;1 2n =1)
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faisons correspondre § © g

2y A tout Q8 Lz(L-w,»fﬂ,r-\hl-%)
-X

_ Nous avons déja montré (Cf exercice N° 36) Q
jection 1inéaire et ssométrique avec L= WE% cette
des polyndmes de Lebidev < 0,1 ]

Orrespond

g(x): flcos x)

pondance est une bi

corres
base {Tn (%) o130

par suite comme a 1a

on a

la base &cos nx}
n>»0

développement en série de tebd tey

Fix) e 380 2 a TolX)

et
ment en saérie de Foury
er

@
Q(X) ~f(cosx) N%"»}—_uncos nx développe
n=i
2
me le sous-espace ge UL+ w7
constitué

(on peut considérer 12 [o,m] com

par 1es fonctions paires).
Prenons ' fix) = O S '
par exemple 12 fonction X = 3 , i1 Tud
h(] —_— ____,_l_.-—-—-
S 7 +C0SZX
On a donc
nk n
W (-1) (\fi—‘l) \/—5 si n est paip
in = 2 [cos DX _dx = (n=>0)
" m 01+c052x ]
si N est impas
pair

1obtient par 1a formule des résidus d'une f
onction

ce dernier résultat s
pi* = 7 et nous ne détaj
Nerons pas

de variable complexe €n posant

les calculs intermédiaires.

o ——

orthogonaux ge

a) Soit donc {Pn]n o 1a famille des polynomes
2 (-1 »1] . Montrons que Pn poss
- sséde n raci
acines

Legendre Sur 1'espace
es et distinctes sur [-1,+11.

Pn n'ait aucun
t ce qui rend imposs

[‘1,'*1] s SON S-'Igne Fedta
ible 18 it e Fingras

réell
e racine sur

Supposons que

donc constant sur ce segmen

+1
[ pate) dx = 0 <1,8> = 0)
-1



De méme supposons que Prn change de signe en p points seulement sur
]-1,+1[ . On note Xy s Xgseees Xp

Q (x)=(x-%).-. (x=xp) Pnlx) . Le polynéme § garde donc un
signe constant sur ] -=1,+1[ . Mais si P < n , on doit avoir 1la

+1
f1[{(x)dx - 0

puisque P, est orthogonal & tout polyndme de degré inférieur & n

ces p points et on forme

relation contradictoire

(construction de Gram-Schmidt). Donc p > N. Le degré de ﬂlétant n,

il y a donc n racines réelles et distinctes, d'ailleurs simples de Pn
dans J1-1,+1[

b) Notons Xo = —1 et X, = 1 tandis que X;, X3 s...s Xp
sont les n racines de Pn situées dans 141, +1[ . A 1'exercice N° 35,
nous avons obtenu comme conséquence de la formule de Darboux »
Christoffel

h=n 2
Fls)

qui prouve aisément que P, et Pn+1 ne peuvent avoir un méme zéro

3, [P,:u(x)Pn(x)—Pn’(X)Pnn(X)] -

al'H-']

( Po(x) =1). Sidonc Xy et Xpa sont deux zéros consécutifs

de Pn » on a d'une part puisque les racines X, 2 X s... sont simples

P;(Xh) P;(Xh+l] < 0

Mais Ta formule précédente assure d'autre part que

an 4
B 1 Pn(xn) Pn+|()§1) < 0
et
. P;(th] Prail X o1) < 0
ar'nr‘l
Donc
Prat(Xn) Prot (Xp o) < 0

Cette derniére relation assure que Pn.q posséde au moins un zéro entre

Xnh et Xpiyy . On dénombre donc (N -1) zéros de P,,, . Maintenant
regardons ce qui se passe sur ]X¥,Xn,=10[ . I1 vient P,(x,) >0
( Pa(1) =1 et iln'yaplus de zéros aprés X,, donc le polyndme est

croissant aprés Xn ). La formule déja invoquée fournit

Pnst (xn) < 0



donc i1 existe un zéro de Pn+1 entre Xn et 1 puisque a+41 ] = 1
On agit de méme pour X, = —1 ce qui termine la démonstration.
b) On écrit par décomposition en €1éments simples (zéros simples)
n+ |
Ppl%] — Z Xh
Pn+|(X) h=l X = Xh
oil {Xh};1: i e i désigne les (N + 1) zéros simples de P,y ,

distincts de ceux de P, . I1 est bien connu que

Pn (X h)

PJ
n+1 (Xh)
ce que 1'on écrit encore astucieusement

Xy

X _ Pn’+1 (xh)Pn(Xh) g Pn+‘| (Xh)P,—,’(X h)
(Pr:-ﬂ(xh ))2

et ce nombre est strictement positif compte tenu de 1'exercice N° 35.

CORRIGE DE_L'EXERCICE N° 39.

Posons
o M) sme — PrielX)
1 Polxe) — - —____ Phve (x1)
U (x) = % ; ‘ i 1
] |
Pn (Xe) —————— Pn+le(xe)

odl {Pn }n , o ©st une famille de polyndmes orthonormaux sur Lz(fﬂ,b],rg
et Xy, Xp,...s X sont des nombres distincts et réels de
sorte que TT(Xx) = (x- x1)—--(x—)s1)>[]sur [a,b]

Le polyndme Qn est de degré n au plus puisque le déterminant est a
priori de degré ( N + h ) mais s'annule en X = X;» Xp s:--» X,, et
1'on divise justement par T (X ). '

2
En outre q,, est orthogona]>sur L [O,b ] et pour le poids u multiplié
par Ma& tcut nolyndme P de degré (N=1) au p]us)puisque combinaison 1iné-
aire des polyndmes Pn, Pn,y ,..., Pphup

b
bL Q (x) P(x)n(x) d&)(x) - 0
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Montrons que Qn n'est pas identiquement nul et est de degré n exactement.

En effet, le terme de degré n dans Qi provient du mineur relatif a Pnsh

dans le déterminant fournissant Q n - 9i ce mineur est nul, il existe
h constantes o ,..., Xy, g telles que le polyndme
h-
RO = ) og Rulx)
h=0
s'annule en X = Xy s Xgoeeos ¥ . Donc
R(x) = =(x)Rx)

Le degré de R, étant (N - 1) au plus. Dé&s lors, on dispose de la rela-

tion d'orthogonalité

b
chuW1h)dru) = 0

Soit b
2
JERO)™ gpto = o0
a
La positivité de M sur[a,b] implique donc R, = 0 , ce qui est impos-

sible puisque les Pn* k. k variant ce C a (h-1)sont linéairement indépen-

dants.

Finalement la famille {Qrﬁ}n 5 fournit une famille orthogonale pour
le produit scalaire

<f,g>

I

b
(/}(x)fﬁ]nu)dfu)

Ce résultat est du & Christoffel.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 40.

Cet exercice est une application du théoréme de projection et

constitue le théoréme ergodique principal.

Les hypothéses sont les suivantes :

U est un opérateur hermitien, linéaire et continu, dont les puissances
1émes P . "
sont toutes bornées en norme par une méme constante réelle C

On pose

k=n

1
A = = U

k =1

k
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A, est un opérateur linéaire sur 1'espace de Hilbert E ., dont la

norme est majorée par C

Al < ¢

a) Calculons d'abord 1'action de An sur un vecteur x de la forme U (y)-y

k=n k=n
1 k 1 k
A (Uty)-y) = T 0" () - L Luty)
=+ (y-uy)
lorsque n tend vers 1'infini Lim An(U(y)— y) = 0 . En effet

FAn(UIY)-y) 1 < (U™ e qun) nyl

< 2cnI|yH
Soit M 1'ensemble des vecteurs x de la forme ll(y%-y ou Y
parcourt E , c'est-a-direque M - [U=1) (F).

soit M 1e sous-ensemble de E constitus par les limites de
suites (de Cauchy) d'éléments de [ : c'est-d-dire 1a fermeture de 1'espa-

ce M.

D'une part, M est un sous-espace vectoriel de E comme i1 est

facile de le constater : en effet si x = lim x, et y = Lim y,
n—ao n —s

ou Xn et Yn sont des éléments de £ , alors

AX + 1y = Lim (Mx,+py,)

n
ol A et M sont des constantes réelles.

De plus M est un sous-espace vectoriel complet de E (ce que nous
démontrons en ce moment est un résultat topologique qui peut s'énoncer
simplement en disant que la fermeture d'un sous-espace vectoriel, dans un
espace de Hilbert E , est un espace complet).



En effet, soit x(M une suite de Cauchy d'éléments de M ,
chaque élément x(") gtant 1ui-méme obtenu comme une limite d'une suite
(de Cauchy) Xf‘n) d'é1éments de M .

Comme X (") est une suite de Cauchy dans E, i1 existe un vec-

(n) (n)

teur 1imite X x de E et 1im x(n) = X. De méme Tim %/ = X
n-—ye k=0

. (1)
Posons y1 = X
puis, cet élément déterminédans M, nous posons

(2)

y, =X, ot k est le plus petit entier tel que | X(f)—)&z)” < %

et |]x£]2) - x(2)|| \% pour tout m 3 k .
: (n) ‘ ; .
Plus généralement : Yy = )i}n ol hest le plus petit entier,
supérieur a 1'entier ayant servi & déterminer Yno1 » tel que pour m 3 h,
”xl“)_x(n)u <% . La suite{ Y} est une suite dans M et qui converge
m A >
vers le ptint x de E. En effet : nal
I =ya < D= IXPIP] < x-x™) s 2
€ étant donné positif si 1'on choisit n tel que ”x—x(n)ll < % pour

tout N 2N et %_g _gi.,i] vient

I x -ynl < &

ce qui termine la démonstration en assurant que x est bien la limite d'une
suite d'éléments de M . Donc T est un sous-espace de Hilbert de E.

Pour tout élément x de M, on a Lim An(x)=0. En effet, on a bien

N —s+00

. k —
Lim An()(( )J=U pour tout Xx‘*) | glement de M . Or tout x de M est limite

N —=+ @
d'éléments x“" de M et An forme une suite uniformément bornée

d'opérateurs linéaires, donc :

120 < TAnIx =X )1+ 1 An(x™) ]

< C Ix=x™pa 1A x™))

On choisit d'abord k pour que C"x—x(")llg —%— puis k fixé,
on choisit n suffisamment grand pour assurer HAn(X“‘ <

—
—
===

séquent, pour n assez grand

IAL(x) ]l € € pour tout x dans M

€ étant arbitraire (»0), on déduit bien 1im A (x) = 0si xe N
N=>oo




b) D'aprés le théoréme de projection, tout vecteur x de F se décompose

d'une maniére unique sous la forme
X = X;+X, ol x,est un élément de M

et x, est un &lément de(ﬂ)-‘

et T'on a, gréce 3 la linéarité :

An(x) = AL(xy) + A,(xy)

IT reste donc & déterminer la limite de An(Xg) Torsque n tend vers
1"infini. Pour ce faire, nous allons utiliser 1'hypothése d'hermiticité
de 1'opérateur U (cette hypothése assure en particulier que A,1 est

également un opérateur hermitien).

Soit y un &lément quelconque de E . On a, puisque X, est ortho-

gonal & M , donc en particulier 3 M

<xpUly)-y > = 0
d'od

<xU(Y)> - < x,,y> = 0

et grdace & 1'hermiticité :

<Ux) =%,y > = ¢
pour tout y de E . Par suite

U(Xz) = X4

IVEL ; "
pour tout X, de (M)” , ce qui entraine

Anlx)) = x
pour tout X, de (M—) et donc

Lim A, (x,) = x,

nN—s + 0

D'ailleurs réciproquement si x est tel que  Ulx) =x , alors x est un
=i
élément de (M)

Fina]ementﬁHn1 An(x)existe pour tout &lément x de F et vaut P&X) ot
— 4+ 00 —
P désigne la projection orthogonale de E sur (M]L

Lim An(x) = P(x) Vxet

N — + 0
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L'opérateur limite est donc bien linéaire et continu.
Finalement, nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoréme : si U est un opérateur hermitien sur un espace de Hilbert F et

dont toutes les puissances restent bornées en norme par un méme nombre, si
POO

riants par U , alors

désigne la projection orthogonale sur 1'ensemble des vecteurs inva-

Lim %r E:Uwix) = Py (x) pour tout x dans E

n—s+ 0 k=1

On remarque en outre que

U(An) Ix) = D2loa(x - LI
AnlU)(X) = UlAn)(x)
D'ol
n-EiTcD An(U)(x) = nﬂl@U(AAX) = nlimonn(x) = P, (x)

Soit pour tout x de E.

U] = U(R(x) = Pg(x)

On pourra retrouver tous ces résultats sur le cas particulier des matrices.

Conclusion.

Le théoréme que nous venons de démontrer repose essentiellement
sur 1'égalité d'Apollonius puisque c'est sur cette &galité que repose le
théoréme de projection. Cette égalité donne la longueur de deux cdtés
d'un triangle en fonction de la longueur de la médiane relative au troisiéme
coté et de Ta longueur de ce troisiéme ciOté.

A
o — 3 ey _—w3
IBCI4hAMI® = 2(1ABI - IACT)
. , C Une telle égalité caractérise les espaces

M préhilbertiens (cf Exercice N°44).



Par application de la seule inégalité triangulaire, valable dans
tout espace normé, on obtient les inégalités :

(1) [ABI-IACI 5 yAMp > JABI-IACI-IBTI
2 - 2

A étant fixé ainsi que |JAB|] et JAC] ., par exemple prenons
IABY = IACI =1, tandis que | BT | reste minoré par une quantité posi-
tive €& , on ne peut pas majorer ||AM |  par une quantité strictement

inférieure @ 1 lorsque 1'on dispose seulement de (1).

Au contraire, 1'égalité d'Apollonius donne

(2) AT JABIZIATI® 1B C?
2 4

— —_— — —
donc assure, si |JJAB| =||AC| =1 tandis que [|BC|> & , que [|Af]| est
majorée par une quantité strictement inférieure & 1 et ne dépendant que de &:
2
— 2
(3) TR .k

Or si 1'on reprend les calculs menant au théoréme de projection,

on remarque qu'une inégalité du type (3) suffit. On convient alors de dire

un espace normé est dit uniformément convexe si pout tout 5,(2 > 6 >U)

et pour tous vecteurs x et y tels quellxl =1yl = 1 etlx-yl> &
on a un nombre O (€) strictement positif tel que

552 < 1-s e

Un espace préhilbertien est un espace uniformément convexe.

Sur un espace uniformément convexe, les théorémes précédents
se généralisent assez bien. De tels espaces sont utiles en théorie de
1'approximation.

. P . "
Ajoutons que les espaces L™ sont uniformément convexes.(a>>rp3>1)
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Premiére question : Calcul de A A¥ et de A¥ A

AAY o (PAiQ)(P-1Q) = PR QZi[P,(]
- 2Hs] avec les notations de 1'énoncé.
De méme
A*A = (P-iQ)(P+iQ) = PR QALLP.Q]
= 2H-I

Dﬁ convient de remarquer dés cette &tape que P-i(Q est 1'adjoint de A
En effet, on connait les propriétés de 1'opératian qui fait passer de A 3
son adjoint, (on note avec un astérique 1'adjoint d'un opérateur).

.. .. * * %
L'adjoint d'une somme est la somme des adjoints ( A+B ) = A+ B

= * T . *
L'adjoint de AA et le produit de 1'adjoint de A par N : (AA)Z= A A

(rappelons que 1'adjoint d'un opérateur A , s'il existe, est un opérateur

tel que *
<Ax,y > = < x,Ay>

pour tous les éléments x et y de 1'espace préhilbertien £ ).

On a donc 1'adjoint de A en prenant Ta somme de 1'adjoint de P
et de 1'adjoint de (L Q ). Comme P est hermitien, c'est-a-dire &gal a
son adjoint, et comme Q 1'est également, on a bien :

o Poig Aest 1'adjoint de Al

Les notations de 1'énonceé sont donc cohérentes.

Calcul de [A,H] et de [H,A].

[AH] = AH - HA

Or
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par conséquent :

[AH] - A AYAT _ A*A.T
2 2
_ AA*_A*A A
2
- IA
LAH] = A

De méme, un calcul semblable conduit &
%
[H,A] =  A*

Toutefois, on peut obtenir directement ce résultat en utilisant les pro-
priétés des adjoints

[AHT* = (AHYSHAY® = WR A A% W
- [H* &%)
Or
H* _ _;_(sz* Q*2)= l(P2+ Qz)
2
H*  _ -
Soit

[AHY = [H,A%

De [A,H] =A , on déduit bien [H,A¥] - A%

Deuxiéme question.

Soit A une valeur propre de 1'opérateur hermitien H et X,
un vecteur propre, donc non nul, associé & cette valeur propre A

X
XA est alors vecteur propre de AA” pour 1a valeur propre 2\ +1
puisque MI2H:Jet de  A¥A pour la valeur propre 2A =1
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Soit

A A*(X,) (2A«1) X,

A A (Xy) (2N =1) X,

Rappelons également que les valeurs propres d'un opérateur hermitien

sont réelles ( A réelle). Dés lors
I/\()(A)ll2 = <AG)LAG)> = <X, A%A(X,) >
puisque A¥est 1'adjoint de A
= < Xy.(2N=1) X3 >

— (20 1) < XpuXy >
Soit

(1) TA L)1 = (2h=1) IX,1°

De méme, on calculerait

(2) IA OG0 12 = (2 1) 107

(3) HA (X5) = AH(X;) -A(X}) = (A-1)A(Xy)
et
(4) H A¥(X ) = AMH(XG) A% = (h+1) (X

Troisiéme question.

a) Le spectre de 1'opérateur H , c'est-a-dire 1'ensemble des valeurs
propres de H , peut a priori étre vide. Supposons d'abord que S ne soit

pas vide.

Puisqu'un vecteur propre est nécessairement non nul, c'est que 2N+
et 2A -1 sont des nombres positifs, ou nuls et par conséquent tout
é1ément du spectre est supérieur ou égal a gf , grace aux relations
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(1) et (2) o>

no—

b) Supposons maintenant que la valeur 1/2 n'appartienne pas au spectre de 1'o-

pérateur hermitien H

Supposons que A appartienne au spectre de S pour un vecteur propre
associé X, . Bien sir, compte tenu des hypothéses, A >%.

Montrons alors par récurrence que A" (X,) est un vecteur propre de 1'opé-
rateur H pour la valeur propre A-n .

Pourn=0 , X, est bien, par hypothése, un vecteur propre de H pour
la valeur propre A » L

2

Pourn=1, A (XA) satisfait les deux relations suivantes :

(1) 1A = @1 X,
et
(2) HA(X,) = (A=1) A(X5)

Comme ||X,| est différent de 0 et que 22A-1% 0, 0na

AT = 0

ce qui assure que A (X5) n'est pas nul. La relation (2) &tablit alors
que A (X;) est vecteur propre pour la valeur propre A-1.

Supposons donc avoir & 1'ordre n, les deux résultats suivants :

(1) A" (X5) n'est pas nul
(2) HAn(Xl) = (')\—n)An(X-,\)
Le vecteur AH(XI) est donc vecteur propre de H pour la valeur propre

A -Nn . Comme 1/2 n'appartient pas au spectre, cela prouve d'une part

que A-N == —;,— , c'est-a-dire 2A-2n -1 = 0

Par ailleurs, si 1'on pose Y = A"(X,) , on doit avoir, conformément aux

résultats de la question 2 :

(3) AN = (20-n)-1) Iy



et

(4) HAGY) = (A=n-1) A (Y)

Soit en remarquant que A (Y) = A™'(X,)

(1 bis) PA™ 0001 = (2220 -1) 1A (X, ) )2
et

(2 bis) PHA™M(Y) I = (h=ne1) A™(y)

Puisque A" (X;) n'est pas nul (relation (1) de récurrence)
et puisque 2 A-2n-14 0, 1a relation (1 bis) assure que A””(X )

n'est pas nul.

La relation (2 bis) é&tablit alors que An”[Xh) est vecteur
propre de 1'opérateur hermitien H pour 1a valeur propre A-np -1

Ceci termine la démonstration par récurrence.

Dés Tlors, pour un entier N suffisamment grand, A-N est infé-
rieur @ 1/2 mais appartient cependant au spectre. Ceci est contraire au
résultat de (2) et implique que S est vide lorsque 1/2 n'appartient
pas a S

c) Supposons maintenant le spectre Sde H non vide et supposons que

%_ = Asoit un élément de S pour un vecteur propre associé X1 = X]
On a les deux relations suivantes, valables pour A = ; 2

1 * 2 2

(1) 1A% (X3)1° = (2h+1) IX45]

et

(2) HAOG) = (he1) (X

Ces deux relations assurent que 1/2 + 1 est valeur propre de H pour le
vecteur propre (non nul d'aprés (1)) A*(XA). Par récurrence, i1 est facile
de constater que (A¥)" | X170 est un vecteur non nul, vecteur propre de

1

H pour 1a valeur propre &+ N, ol nest un entier naturel.
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En définitive, lorsque A\ = %? appartient au spectre de H, toute valeur

Ap =N+ %T ol n parcourt 1'ensemble des entiers naturels, est également

une valeur appartenant au spectre de S .

Donnons une réciproque en &tablissant que seules les valeurs
A =N+ é%- peuvent &tre valeurs propres de 1'opérateur hermitien H .
En effet, supposons que A soit distincte de toutes les valeurs ]n;=|1+-%r
lorsque n parcourt les entiers naturels et supposons en outre que A
soit valeur propre de 1'opérateur H . En suivant 1a démarche de (b), i1
est facile de prouver que la famille des vecteurs Ap(XA) , ol X]
est un vecteur propre associé & A, constitue une famille de vecteurs
propres de 1'opérateur H .

Par récurrence, on obtient facilement

(1) TA 0GD1* = (-2 p=1t ) 1A' (P

= (2x-12p-1)) (22~ (2p-3) —-@2A-1)1),]?

et
(2) HIP0G) = (h-p) AP(X,)

lorsque A #= Ay(pout tout n), la relation (1) assure que AP(X5) n'est
pas nul et la relation (2) permet de dire que AP (X 3) est vecteur
propre pour la valeur propre A-p de 1'opérateur H

Dés lors, on peut choisir p assez grand pour que'l-p soit inférieur
a 1/2 et ce résultat contredit (a). Par conséquent, si A est valeur
propre de H , i1 existe un entier n tel que A=12,

La recherche des vecteurs propres de H est donc ramenée i la
recherche des vecteurs propres qui correspondent aux valeurs propres An .
Nous allons ramener cette recherche & la seule considération des vecteurs
propres relatifs a A = + . Enfin, nous déterminerons 1'ensemble des

vecteurs propres relatifs a A,= %.

On peut remarquer que 1A th) o= 3% HXAHIZ

d) Nous cherchons maintenant & savoir si, lorsque S = 0, Tes vecteurs

propres associés & la valeur propre )n==n+-%-peuvent étre obtenus &



partir des vecteurs propres associés & N, = -%—

En (c) d'une part, nous avons stabli que tout vecteur de 1a forme XM=
[ A® )P X“A est vecteur propre de H pour 1a valeur propre 7\ + 17
Torsque Xlon est un vecteur propre associé @ la valeur propre 7\ l2-

11 nous faut donc établir la réciproque. Nous allons procéder par

récurrence. Soit d'abord le casn =1 .

Soit X_a_ un vecteur propre de H relatif & la valeur propre 7\1=
2
Formons A (X3)=Y . Le vecteur Y satisfait les relations

I\JIUJ

1
HiY) = -V
IH1? = 2lxsl?

Le vecteur Y est donc vecteur propre pour la valeur propre A =-12—. I
est du type X
2

Formons alors A* Y — A*A(X3). I1 vient, a partir de A A = 2H-I
2
A¥(Y) = 2H(K3)-T(Xs) (2.3 -1)Xs = IX3
Finalement, posons X1 = : %A (Xz ) 2 Le vectedr X1
est vecteur propre de H pour2 la valeur propre 1/2 et A*(XJ{) ’ est pré-
cisément &gal au vecteur X% dont nous sommes partis. Cela prouve que
tout vecteur propre relatif a j - %— est de 1la forme A X1 ou X1

est un vecteur propre relatif a 7\=12_

Supposons ce résultat exact a4 1'ordre n. Donnons-nous alors un
vecteur propre X de H relatif a 7\n+1 = (n+1)+ -;— . Formons

Y A(X)

Le vecteur Y satisfait 2(n +1)

et
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Y est donc un vecteur propre relatif a )n = N+ %r . Formons maintenant
A¥(Y) 11 vient aussitét :

* _ 1 p¥ _ 1 _ _ 1y - (o)X
A = A0 = el KD 0 = KEX-L00 - lneX

A¥(Y) = X

Finalement, on obtient X comme image par A* d'un vecteur propre relatif

a 'Rn = N+ %r . Mais par 1'hypothése de récurrence, il existe un vec-
*

teur L, vecteur propre relatif a 1/2, te] que (A")"(Z) =Y . D'od

X = (A% (Z) avec I vecteur propre relatif & A = ;— .

La récurrence est donc établie, ainsi que 1'assertion de (d).

e) Si 10= 3 est valeur propre de H , alors i1 existe un vecteur X1
non nul tel que H X;= A X1 . Ceci permet d'écrire que £
7 2 7
2
IA.]" = 0 et donc AlXy) = 0
2 2

Réciproquement, soit X un vecteur de E , non nul, et tel que A (X) = 0
Montrons que A - gf est une valeur propre de H .

Nous avons effectivement

A*A(X) = 2H(X)-X
d'aprés la premiére question.
D'ol — 1
ou HiX) = 5 X

ce qui montre que X (non nul), est vecteur propre de H pour la valeur

propre 1/2.
En résumé, pour qu'un vecteur X soit vecteur propre de H pour
la valeur propre A = ?%-, il faut et i1 suffit que X soit un vecteur

non nul du noyau de A .
Nous pouvons maintenant résumer les résultats de ce probléme.

Soient P et Q deux opérateurs hermitiens sur un espace préhilbertien
complexe E dont le crochet de Poisson ( [P,Q] ) soit &gal & iI, o I
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désigne 1'opérateur identité. On pose

H = 1(P%@? et A - P.iQ

ol
2
Le spectre de H , s'il n'est pas vide, est composé des va1eurs'hn =N +€%—
ol n parcourt les entiers naturels (positifs ou nuls).

Les vecteurs propres de H sont les vecteurs non nuls du noyau de A .

Si A est injectif, le spectre de H est vide.

De fagon plus précise, siX == 0 appartient au noyau de A , X est

n

vecteur propre de H pour la valeur propre 1/2 et (A*) (X ) est vecteur

1

propre de H pour la valeur propre N+ >

Les résultats de ceprobléme servent en mécanique quantique pour

déterminer les différents états d'un atome d'hydrogéne.

sans utilisation de la théorie développée en cours.
Premiére question:

Soit A un nombre réel. On appelle probléme Pz la recherche des

solutions non nulles et & valeurs réelles de 1'équation

(1) Xy +y'+ Axy = 0
satisfaisant les conditions C
y (o) = 1
(C)
y (1) - 0
L'équation différentielle (1) peut s'écrire d'une autre maniére
d (xy’)
—— 4 \X = 0
dx J

On appelle Yy une solution du probléme Py. Soient Al, A deux nombres
réels distincts. On dispose de :




151

et d(X_YR)

=" e, = O

Multipliant la premiére équation par Y, la deuxiéme par y-h1 puis
soustrayant les expressions obtenues, i1 vient

d[xl y,\zy;;ymy,fz) ]
d x

Intégrant entre O et 1, en utilisant les conditions (C), on obtient

= (A=) X, I,

3 k] ! 1
0 = Dx(y, n- 5 W, = (lz-),)foxyh Ya, 04X

L'intégration ci-dessus est licite car les fonctions YA, et ¥,
sont supposées définies pour toutes les valeurs de x et deux fois
contindment dérivables.

On obtient donc 1
fx_yh(x)y]z(x)dx = 0 Si A xe A,
0
ce qui est bien une relation d'orthogonalité.

Bien entendu, deux fonctions Y et ¥Ya solutions du probléme
1 2
PR1 (respectivement sz ) ne peuvent étre linéairement dépendantes.
En effet, si 1'on avait

o< Yy, XD +By, (x) = 0

il viendrait en multipliant par xylz ou )(_y.,\1 et en intégrant entre 0
et 1 :

[
o

1
ocb[xy;(x)dx

et ]
2
Hfox_yhz(x)dx = 0

Par hypothése Y, et y, ne sont pas identiquement nulles, les intégrales
1
ne sont pas nulles et donc



D'ailleurs géométriquement 1'orthogonalité correspond bien a la
notion d'indépendance linéaire (elle implique méme une indépendance linéaire
topologique comme on 1'a montré dans le cours).

Deuxiéme question :

Multiplions les deux membres de 1'équation différentielle (1) par
Xy, et intégrons entre 0 et 1. I1 vient

1—[(x_y,‘] foyly,\dx = 0

On peut encore effectuer une intégration par parties et tenir compte des

conditions C pour obtenir

[h“ lfx_ydx = 0

Si 1'on avait_y;( 1)=0, on aurait alors une fonction yA de la variable x
satisfaisant 1'équation différentielle (1) et les conditions de Cauchy en
X = ]

Yol = y; (1) = 0

Or au point x =1, 1'équation (1) est réguliére et satisfait les conditions
d'unicité du théoréme de Cauchy. Par suite y, = 0 donc n'est pas solu-
tion du probléme P, selon les hypothéses faites. En résumé y; (1) & 0
Par suite, comme Yy, n'est pas identiquement nulle, on dispose:de

1
2
_nyhdx Ps 0

et on a
2
[yx(1)]
s A
M

20xy7\dx
Par suite, si Pk posséde une so]ution)ce ne peut étre que pour une
valeur de N strictement positive (on pouvait voir directement que A = 0
ne peut convenir puisqu'alors la solution générale de (1) est de la

forme oqlog|x|+ o<, et ne peut satisfaire les conditions C car elle
posséde une singularité a 1'origine).

Troisiéme question:

a) E est 1%ensemble des fonctions mesurables & valeurs réelles f telles que

1
&IWX f(x)dx scit fini (nour prenons ici 1'intégrale au sens de Lebesgue).
0




L'espace E est un espace vectoriel puisque si

FEE , AMfEE

et si f, et F, appartiennent a £ ,ona F+FEE grace a

(F+f) < 2 F2.f2)

,fOTx(Fﬁfz)?dxg 2[L‘1ff(x)dx+jo\x1 fj(x)dx}

Cet espace E posséde toutes les propriétés linéaires de 1'espace

donc

L2 0,1] . D'ailleurs, on peut établir une correspondance bijective
2
et isométrique entre E et L [U,]] a partir de la correspondance

FEL0N]e—g = \2F (x*) gEE

1 1 1 1
,[xgztx)dx _ [2xfre) dx = ffz{xz)d(xz) - [fz(t)dt
0 0

Ainsi E peut-il &tre structuré en espace préhilbertien réel par le
produit scalaire
1
<fg> = [Jxfix)igin dx

0
D'aprés 1'inégalité de Schwarz relative aux intégrales et appliguée aux

fonctions \G?.f, et \GT.g s on trouve directement

2
<f,43 < <f,f3<g,0>
La vérification de ces assertions est facile et laissée au lecteur. Bien
entendu, i1 faut considérer comme équivalentes deux fonctions f, et fy

de E telles que ,

[xthi0-fxe = o
0
c'est-a-dire telles que X (ﬂ(x)—-&(x”z = [ presque partout. Soit encore

telles que f,(x) = f,(x) presque partout, comme cela a été expliqué dans

le cours. Naturellement E est 1'espace Lz([on]’x)et nous aurions
pu directement appliquer les résultats du cours.

La norme dans E est définie par

1
P12 = fxfx) o
0
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b) Nous allons préciser les relations d'inclusions entre les divers

espaces, E,L'[0,1] et L2[0,1]

On retiendra que dans ces problémes d'inclusion, il importe essentiellement
de comparer les normes. L'ensembleEfWL’[UJ] N szﬂ,}] n'est pas vide
puisque comportant au moins toutes les fonctions continues.

D'une part, on a 1'inclusion L2 [0,1]1cE . En effet

1 1
2 < 2
Sxftdy J 120 ox

puisque X < 1 sur 1'intervalle d'intégration. Donc

” FHE \<~. "f"LQEOJ]

Ce résultat implique bien 1'inclusion.

D'autre part, on a 200,11 c L (0,1]

IT suffit d'appliquer 1'inégalité de Schwarz & la fonction f et i 1a

(ﬁ'”"”d")z < (Lro)(firewa)

Soit finalement | £ ]I1 = llf"2

fonction

ce qui implique 1'inclusion dite.

Par contre il n'y a pas de relations d'inclusion entre E et L'[0,1]
D'une part, i1 existe une fonction fE U[U,1], mais n'appartenant pas & [ .

1 . Visiblement f(x)€ L' , mais 1'inte-

grale du carré diverge & cause du comportement autour de X =1 et la

Considérons F (x) =

5

multiplication par x ne change rien & ce comportement.

D'autre part, i1 existe une fonction F € E mais n'appartenant pas
1
a L [0,1]

Considérons

B 1 . 1
Fix) = X Togx si 0 < x &
= 0 S x>%



I1 vient
12 1/2d +c|)d 1
[xf(x)dx _ fox'—"mgﬂ' - [ - o<
Par contre
L/"1/2 dx - +Oiﬂ!_
o Xxllogxl] log2 Vv

!

diverge a cause du comportement en v a 1'infini.

En fait sur 1'intersection L'[0,11N E 1es normes [fl_ et
||f||L,[0 q= IF], ne sont pas équivalentes : c'est-a-dire qu'il n'existe pas

de constantes a et b strictement positives telles que

alfl, < IFL, < bIFI,

Pour établir ceci il suffit d'approcher les fonctions qui servent dans
les contre-exemples précédents par des fonctions suffisamment réquliéres.
Je fais ici la démonstration pour 1'exemple. On prend pour fixer les idées

la deuxiéme égalité.

On pose  fnlX)

1
= [] S1 X > —j_
1 . 1
- xlogx . xlogx = "
_ _ 1 3
B ; . xlogx < "
I1 vient
! 172 1/2 Log xp
Il = fxﬂ?(x)dx =[xfﬁ(xmx =fL2_ Y ( 1 _ 1 )
v Xn XLOQ X Logzv L092 LOan

ol X, est tel que X,l0gx, =-<. On sait que [im x, = 0 en décroissant.

n—s 00

=N

Donc fa€ E et |f,l g—l-\ pour n assez grand.
E "~ Log2

Par contre

1 1/2
I ol =[]fn(x)]dx = fxx_%_; Y og [1020.]

log 2




et If ], tend vers 1'infini en croissant avec x.
La deuxiéme inégalité n'est donc pas possible car elle entraine

IEall, < bT?-—
0g2

ce qui contredit le résultat : ”fgﬂ, tend en croissant vers 1'infini.

c) Les calculs de l1a premiére question montrent que si le probléme PA
a des solutions, les yl correspondants (a priori, pour un N donné, 11

peut y avoir plusieurs _YA associés |) satisfont

1
(ys (1) )?
IXYA,(X)YAZ(X) dx = —é‘lréa,,x.z
ol
5]"A _ 0 si N, = A,
1772 1 si A, = A,

Appelons A 1'ensemble (qui peut étre vide !) des valeurs A pour
lesquelles P, admet au moins une solution. Alors la suite

ol Y, est une solution de P, Tlorsque A parcourt N , est une suite

orthonormée de 1'espace E

Quatriéme question :

Nous allons maintenant montrer que PA admet une solution unique

pour certains A

On pose

et 1'on a d'aprés (1)

& GG % k) - o

et par dérivation de _yh[x ) , i1 vient

vixvxwy;()()-b\/x_y;{x)'a- \;X'X _y)\(X) = 0

Soit
X Yy (x) +yix)exy,(x) = 0



Cette nouvelle équation différentielle est une &quation de Bessel et ne

dépend pas de A

Transcrivons les conditions C sur Y,

(C)
yall) = 1
Or 1'équation de Bessel
xy?+y'+xy = 0

a une solution générale donnée par

o J (x)+0AN._ (x) Jo(x) fonction de Bessel de premiére
0 0 espéce (d'ordre 0)

No (x) fonction de Bessel de deuxiéme
espéce (d'ordre 0)

Or seule la fonction JO(X) est bornée a 1'origine. Elle prend d'ailleurs

la valeur 1 en ce point. On doit donc avoir

Yolx) = Jolx) soit Y, (x) = Jp VAX)

Mais alors la premiére condition de (C') donne
,(VE) = Jo(VR) = 0

Résumons les résultats obtenus.

si AEA , alors A est positif et VA est un zéro de la fonction
de Bessel d'ordre O et de premiére espéce. Dans ce cas le probléme P, ad-
met une solution _yk(x) - Jo(Vﬁrx) unique. Réciproquement, si qu
n'est pas un zéro de la fonction de Bessel d'ordre 0 et de premiédre espéce,

le probléme Pj n'a pas de solution.

Nous avons ainsi caractérisé A ./\ est 1'ensemble des carrés des

zéros de la fonction de Bessel d'ordre 0 et de premiére espéce.

(on rappelle que J,(x) est une fonction paire).




=
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1

Cinquiéme question :

On peut démontrer que le systéme {yR } ol A parcourt A est
un systéme total dans 1'espace E (cela tient au fait que A= 0 n'appar-
tient pas a A et appliquer la théorie des opérateurs compacts sur un

espace de Hilbert : Cf cours): on remarquera que jusqu'd présent, nous avons
fait une étude directe sans utilisation des résultats du cours).

Dans ce cas, la fonction 1 admet un développement de Fourier géné-
ralisé relativement au systéme total Y, - C'est-a-dire que 1'on a

1= 2a,y,x

AEA

ol la convergence de cette série s'entend au sens de E . De plus, on ob-
tient précisément la valeur de Q@ , selon la théorie

1
" FNE M”*m dx) Iy, l?

Soit
! 1
_ JIX Jo VA x) dx _.[x Jo(VA x) dx
A B = )
(f; Jj(\/xx)dx) IAVN)

Mais on peut calculer une expression plus simple de a, > au moyen de for-
mules de récurrence relatives aux fonctions de Bessel. On sait en effet

que

Jolx) = —T,x)

(3, ()

x Jy (x)

Par suite

f1 Vi VA )
0\/Xx ToVAx) d (VA)x = {(VJO(V)) dv =‘[(v Lv))dv = VA T(VX) = VAT, (VX)




et on a :

1= 2 g T,(VRx)

AEA

Sixiéme question :

La théorie des opérateurs compacts (Cf cours) assure que 1'ensem-
ble /\ est dénombrable. Nous pouvons retrouver ce résultat de diverses
fagons & partir de la caractérisation de /\

premiére méthode : supposons que Y (X ) soit une solution de 1'équation

de Bessel et vérifiant les conditions

y(0) =1 et y(VAX) = 0

Supposons que y ait une infinité de zéros sur un segment borné [X,,X;
D'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, ces zéros admettent un point
d'accumulation X,- Par continuité de y(x ), on aurait

Yixe) = 0

Le théoréme de Rolle assure qu'entre deux zéros de ¥, i1 existe au moins
un zéro de y'. Par suite, i1 vient facilement, grace & la continuité

yix) = 0

Mais d'aprés le théoréme d'unicité de Cauchy, valable ici en tout point
Xo = 0, on aura y = 0 pour toutes les valeurs de x gui est absurde.

(i1 n'y a aucune étude particuliére & faire pour le point x = 0 puisque
1'hypothése y(0) = 1 jointe & 1a continuité permet d'é&liminer un petit
segment autour de zéro ol il n'y a aucun zéro de la fonction).

Par suite, i1 existe au plus un nombre fini de zéros dans
- N,+N ] pour la fonction J, et donc A réunion dénombrable
d'ensembles ayant un nombre fini d'éléments, est dénombrable.

Effectivement, on démontre que 1'ensemble des zéros de Jo est bien
infini (dénombrable) car si A était fini cela signifierait, grédce &
la totalite de y, . que E serait un espace de dimension finie, ce qui
est faux.
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Deuxiéme méthode: Io(t ) peut se prolonger en une fonction entiére dans

le plan complexe

Jyle) = 1eemme LI (2_)2

Par suite JO(Z) ne peut avoir qu'une infinité dénombrable de zéros.
Effectivement i1 y en a une infinité, sinon on aurait en utilisant le

théoréme de Liouville

(2 -2) --(z-2,) _
Io(Z)

ce qui est faux.

1°) Récapitulons les résultats obtenus quant i 1'opérateur de projection

L'opérateur de projection orthogonal sur un sous-espace vectoriel complet M
d'un espace de Hilbert E est un opérateur linéaire, continu, idempotent,

hermitien, et de norme égale a 1.

De plus 1'image de E par P est le sous-espace M (surjectivité) et le
noyau de P est le sous-espace orthogonal @ M . En effet, si x appartient

a kerP (ensemble des vecteurs x tels que P (x) =20), on a pour tout
y dans M <x-Plx),y> = <x,y> = 0 donc x est orthogonal a M

Réciproquement si x est orthogonal a M, P(x)=0 grice i la carac-
térisation de P (x ) par orthogonalité.

MY = {xIP(x) = 0} = kerP

={xl<x,y>= 0 pour tout y dans MJ,
d'aprés ce qui vient d'étre vu.

ML est un sous-espace de Hilbert de E : d'une part, i1 est facile
de voir qu'il s'agit d'un sous-espace vectoriel de E . Par ailleurs, ce
sous-espace vectoriel est complet car si X, est une suite de Cauchy de
vecteurs de Ml » Xn €St aussi une suite de Cauchy dans E et converage
donc vers un élément x de E. Je dis que x appartient & M . En effet
< Xn,Y> = 0 pour tout y de M donc de méme <X,y> = lim<xay> = 0

(o ¢]

n—
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. .ml
pour tout y de Met par conséquent x appartient a M=

1 8

Cherchons a déterminer le projecteur orthogonal de E sur M7,

En fait i1 s'agit de I-P ot I désigne 1'opérateur identique de E
dans E . D'une part X—P(X) est un &lément de M1 pour tout x dans E

puisque

<x -Pl(x),y> = 0 pour tout y dans M

1
De plus, pour tout z dans M
<x -(x-P(x)),z> = <P(x)yz> = 0
ce qui assure le résultat.

Par conséquent, pour tout x dans E

X = P(x)+(x-P(x)) ob P(x) appartient 3 M

et x—P (X ) appartient 3 M% .
; = 1
(bien sir MN M = {oh

ML est donc un supplémentaire algébrique de 1'espace M

2°) Soit P un opérateur linéaire continu, idempotent et hermitien défini
sur un espace vectoriel de Hilbert E . P est un projecteur

orthogonal sur 1'espace image de E par P

Posons M - P(E). M est un sous-espace vectoriel de F .

D'une part M est un sous-espace de Hilbert de E . En effet, soit
X, une suite de Cauchy d'éléments de M . Puisque E est complet, X, con-
verge vers un certain vecteur x de E . Mais ce vecteur x appartient & M

car Lim x, = X or P(xn) = X grdce & 1'idempotence de P
n—ao

et Lim P(xn)= P(x) grice & 1a continuité de P et donc P (x) = X

n—s ¢
ce qui assure que x est dans M
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D'autre part P (x ) est la projection orthogonale de x sur le
sous-espace M . Formons le produit scalaire

<x-P(x),y> =<X,y> -<Px)y> o0 y appartient a M.

Comme P est idempotent et comme y appartient a M, y= P (y) . Par
suite de 1'hermiticité de P

<X,y> = <x,Plyl> = <Pix).¥>
D'ol

<x -Plx)y> = 0

ce qui, gradce a la caractérisation de 1a projection orthogonale,assure
le résultat souhaité.

3°) Montrons enfin qu'un Sous-espace vectoriel complet de E est déterminé
par son projecteur orthogonal P , ou ce qui revient au méme, par le
sous-espace M*' sous-espace orthogonal de P . Nous allons établir ce
fait en prouvant que

(MY = M
, . 1,1 . 1
D'une part on a bien sgr (M™)" D M par construction de M* .
Soit x un é&lément de (F1l)l . On écrit

X =P(x)s+(x-P(x))oa P(x) appartient a M

et X-P(x) appartient 3 Mt
Comme x est dans (Ml)i<x,x-P(x)>=Uet <x=-P(x),P(x)> = 0
puisque P(x ) appartienta M, d'oq :
<X-Plxlx=P(x)> = Ix=P(x)I® = g

ce qui implique que x, &lément de (ML)4 est en fait de la forme P (x)
donc &lément de M . Ceci termine 1a démonstration.

=.1 1
En particulier, puisque (F) =F ,ona ([FHL_F pour tout sous-
espace vectoriel F de E
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV

Exercice n° 44

Avec les notations de ce chapitre, résoudre 1'équation

(1) —(E’Lté)-?- x(t)dt = x(s)

dans 1'espace E des fonctions continues.

En déduire Ta formule de Taylor sous forme intégrale (on considérera 1'équation

intégrale

S
(2) J (S_t)nx(t)dt = y(s)

ol y est une fonction continue).

Exercice n° 45

Un espace métrique (E, d) est dit q-chainable s'il existe un nombre a>0
fixe tel que, étant donné deux points quelconques x et y de E, i1 existe une suite
finie {x;} satisfaisant

j=

0,...n

a) Xo =X 3 X, =y et d(xi-l’ Xi) < q 1

M
—
A
=

Naturellement, 1'entier n et les points X; dépendent des deux points x et y.
n .
1°) montrer que  §(x, y) = Inf{( ) d(xi’ Xi-l))’ ou Ta borne inférieure est a
i=1
prendre sur 1'ensemble des suites finies vérifiant (a), définit une distance sur

1'espace E,

2°) supposons que (E, d) soit un espace métrique d&-chainable et complet.

Supposons en outre que f : E—__5 E satisfasse

J ke 1 tel que Vx EE kfy €L et d(x, y)<a entraTne



= B -

d(f(x), f(y)) < kd(x, y)

Montrer que f posséde un unique point fixe.

Exercice n® 46

Soit [A] [de une matrice n x n, strictement diagonalement dominante,

.c'est—a-dire telle que

n

'Zl |aij! < ay, pour i =1,2,...,n
J:
J#i

Montrer que la matrice [A] est inversible.

Exercice n® 47

Donner des contre-exemples montrant que les hypothéses du théoréme des

approximations successives de Picard sont essentielles.

Exercice n® 48

Démontrer le théoréme suivant :

soit Q@ un ouvert convexe d'un espace vectoriel normé (X, |.]|) de dimension finie.
Soit f : Q——3s R une application convexe, c'est-a-dire telle que
fax + (1-a)y) s af(x) + (1-a) f(y) Vas0<ac<l
Vx € @
Yy € n

La fonction f est alors continue. En outre elle satisfait localement une condition
de Lipschitz ; c'est-a-dire que pour tout a de 9 i1 existe une boule ouverte V
centrée en a et une constante C (dépendant de a et de la boule ouverte) de sorte
que

[f(x) - f(y)ls Clx-yl| Yx. vev



Exercice n° 49

Soit “D un domaine simplement connexe du plan R? 1imité par une courbe fermée
simple de Jordan TI. Soit V(H) un champ de vecteurs, continu, défini dans le plan.
>
On appelle rotation du champ. V 1le long de T, et on note a(V, I'), 1'angle dont

=

tourne le vecteur V(M) lorsque le point M décrit la courbe T dans le sens direct.
Cette rotation n'est bien définie que si V(M) ne s'annule pas sur la courbe T .
On remarque alors que

a(V, T) = 2kmr ol k est un entier relatif.

>
On suppose désormais que le champ V est deux fois contindment différentiable

et ne s'annule pas sur T.

Premiére question

? désigne 1'angle que fait V(M) avec une direction fixe. Exprimer d? en
fonction de dﬁh et en déduire une expression de (V, 1) sous forme d'une

intégrale curviligne.

Deuxiéme question

>

A 1'aide de la formule de Riemann, démontrer que si V(M) ne s'annule pas dans

le domaine dD, la rotation a(V, I') est nulle.

Que peut-on dire si Ta rotation «(V, ') n'est pas nulle ? Cette derniére

assertion admet-elle une réciproque ?

Troisiéme question

Etudier les cas suivants :
a) V(M) = AM, o0 A est un point fixe du plan (EI) est quelconque).
b) 7D est le cercle de centre 0 et de rayon 1. V(M) = |oM|? V ooi V est un

vecteur fixe et |OM| la longueur du vecteur OM.
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Quatriéme question

- ¥
Soit ﬁ et W deux champs de vecteurs ne s'annulant pas sur T. On suppose de

plus qu' en chaque point M de T 1'angle non orienté formé par les deux vecteurs

V(M) et W(M) est Strictement inférieur 3 .

Démontrer sars calculs que : a«(V, T') = afW, I)

Cinquiéme question

Soit ¢) une application du plan dans Tui-méme deux fois différentiable. On
notera par M' =Q(M) 1'image de M par ¢ . On suppose que pour |OM| < 1 on a

loM'| < 1.

Démontrer qu'il existe un point P tel que [OP| ¢ 1 et ¢ (P) =P

(théoréme de point fixe). Peut-on généraliser ce résultat ?

-5 — - —

[Pour démontrer ce théoréme on considérera les champs V(M) = MM' et W M) = MO

et on prendra pour & le cercle de centre 0 et de rayon 1.]

Sixiéme question

On utilise Ta représentation complexe du plan : z = x + iy
On associe au vecteur V(M), son affixe Z =X + iY. On suppose que la fonction
f, qui définit Te champ de vecteurs (Z = f(z)), est une fonction holomorphe.

Montrer que :

ou(V,I‘)=-1'{ F{(z) 4,
Ir f(z)

Calculer cette intégrale.

Ce résultat est-il plus précis que 1'assertion démontrée & la deuxiéme question ?
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CORRIGE DE L'EXERCICE N° 44

On étudie d'abord 1'équation intéagrale (2), o0 y est une fonction donnée.

S
n
) J Lt x(e)dt = y(s)

o] n!

Pour que 1'équation (2) ait une solution, quelques conditions supplémentaires

doivent étre vérifiées par y.

S -
Ainsi paur tout p < n y(p)(s) = [ LEJElEHEVx(t)dt et
o (n-p) !
S
y{M(s) = J x(t)dt. bonc  y{"™ 1) (s) = x(s).
0

Autrement dit, s'il existe une solution x & E (espace des fonctions continues

réelles), y doit étre dérivable jusqu'a 1'ordre (n+l). En outre x = y(n+1).

De plus, on dispose de conditions initiales pour y
(3) y(0) =y'(0) = ... =y™(0) = 0

En définitive, si y est (n+l) fois continuement dérivable, et vérifie (3),

alors (2) posséde une unique solution, donnée par y("+1) = x._C'esﬁ le théqrﬁme de
Cauchy sur 1'existence et 1'unicité d'une solution d'une écuation différentielle

d'ordre (n+l).
Si y ne satisfait pas ces conditions, 1'équation intégrale (2) ne posséde

aucune solution x dans E.

On peut interpréter les résultats obtenus. L'équation différentielle, ol x

est donnée

(n+1)

(4) y (s) = x(s)

posséde comme solution particuliére

Par suite, Ta solution générale de 1'équation différentielle (4) est une
combinaison Tinéaire de n solutions indépendantes de 1'équation homogéne
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(n+1}(s) - 0

¥
et de la solution fournie par (5).

Autrement dit

s
n
(6) y(s) = a,+as+ + 8 s" + j (s-t) x(t)dt
! o n!
fournit toutes les solutions de (4) lorsque a,s » a € R
D'ailleurs, on interpréte les coefficients
y(p)(O) =a_.p ! Dgpgn p entier
p' . N N
D'ol 1'écriture
n) s &
y(s) = ¥(0) + sy((0) + ... + s" YO f e L
n! o n!

pour la solution de (4). Autrement dit, on a obtenu la formule de Taylor pour vy,
mise sous forme de reste de Lagrange pour une fonction (n+l) fois continuement

dérivable :

toute solution, dans E, doit vérifier x(n+1)(s) = x(s) et x(0) = ... =

X(0) = .os = x(n)(O) = 0. Le théoréme de Cauchy sur les équations différentielles
assure que la seule solution dans E est alors x = 0. On pourrait aussi bien
envisager le résultat acquis dans le cours avec 1'équation intégrale de Volterra
et le théoréme du point fixe, pour conclure x = 0.
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CORRIGE DE L'EXERCICE N° 45

lére question : Soit (E, d) un espace métrique o-chainable. On a posé

1
§(x, y) = Inf 121 d(xi, xi—l) Xo = X 5 Xpp =Y
a) &8(x,y) >0
b) &(x, y) = 0 implique que pour tout e >0, il existe
1
Xo = X5 X5 X senes X g5 Xos Xpoq =Y et 121 d(xi, xi-l) S E
nt+1
Or d(x,y) g ) d(x;, %;_1). Donc d(x, y) < ¢ pour tout e > 0.
i=1

Autrement dit d(x, y) =0, 6 soit x =y.

c) &(x, y) = &(y, x) comme on le constate facilement en utilisant

d(xs y) = d(y, x)

d) d(x, z) ¢ d(x, y) + d(y, z). puisqu'une o-chaine de x & y et une
a-chaine de y @ z fournit une a-chaine de x d z.

2éme question : Montrons que (E, 8) est un espace complet. Soit {x(n)}

n3l

une suite de Cauchy dans (E, §). Comme d(x, y) & 8(x, ¥), on en déduit que

{x(n)} est une suite de Cauchy dans (E, d). Or, cet espace métrique est
n3l

complet. Donc {x(n)} converge, au sens de la métrique d, vers x € E.
nzl

Soit  1im d(x(n), x) = 0. IT existe donc N et pour tout n >N,
n-3co

d(x(n)’ X) < a. Dés lors, G(x(”)

s X) < d(x(n), x) pour tout n % N. Donc

Tim 6(x(n), x) = 0. Autrement dit x(n) converge vers Xx au sens de la
n<=$ e

métrique &. Donc (E, ) est un espace métrique complet.

Soit f : E ——3E telle qu'il existe 0 <k <1 et pour tous x, y de E

d(x, y) < a implique d(f(x), f(y)) < k d(x, y)
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On a pour une «a-chaine joignant x a y

Mais par hypothése

d(f(x;)s Flx5,1)) € K d(xss Xs,q)

Soit

S(f(x), f(y)) < k (d(x, xl) + d(x , xz) + ...+ d(xn, y))

1

En passant a la limite inférieure

§(f(x), f(y)) g k &8(x, y)

Autrement dit f : E—— E est k-contractante sur (E, §), espace métrique
complet. IT existe un unique point fixe pour f d'aprés le théoréme des
approximations successives de Picard.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 46

Pour fixer les idées, nous supposons que les coefficients de Ta matrice [A]
sont réels mais le cas de coefficients complexes est analogue. Puisque 1'inégalité

est stricte dans 1'énoncé, on a 2. > 0.

Posons [D], 1a matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux

de [A] , & savoir I SRR S [I] désigne 1a matrice identité. On
pose (8] = [1] - [0]™" [A].
i ] - [B]
On pose aussi k = Max |b. .| ol b..] = [B
=1,25...50 3=1 ' B3
a5
Soit bs:= .. - —= ol §..=0 si 1i#J, 6..=1
1] 1) aii 1] 11

On constate, grace & 1'énoncé, que 0 < k < 1.

Soit y un vecteur fixe de R". Considérons 1'application f :[Rn____g R"
définie par  f(x) = [B] x +y
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Sur R" , définissons une distance d(x, y) = Max (Ixi - y1|)
1gign

L'application f est k-contractante puisque
f(x) - f(z) = [B] (x-z)  soit d(f(x), f(z)) £ k d(x, 2z)

Le théoréme des approximations successives de Picard assure que f posséde
un unique pecint fixe x.
C'est-a-dire
x = [B] x+y

Autrement dit la matrice [I] - [B] est inversible ; c'est-a-dire la matrice
[D]'l [A] , ou encore la matrice [A] , ce qui termine la démonstration.

CORRIGE DE_L'EXERCICE NZ_47.
Voici quelques contre-exemples.

1°) L'application 1/2-contractante X —> %%— définie sur 1'espace

métrique non complet ]0, [  pour la distance usuelle ne posséde pas

de point fixe dans cet espace.

définie sur 1'espace métrique complet

2°) L'application f :Xx—sX+
[1,m [ pour la distance usuelle, satisfait

dif(x),fl»)) < d(x,y) Vx,y € [1,0l

Cependant elle ne posséde pas de point fixe.

3°) (E,d )  métrique complet 3 f:x— X posséde plus de deux points
fixes dés que E a plus de deux &léments. Elle satisfait bien sir

d (f(x),fly)) <d(x,y) Vx.y

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 48

1°) On va d'abord montrer que f : @ ——3 R reste bornée supérieurement
dans un voisinage d'un point a quelconque de Q. En fait, on s'arrange pour

choisir un voisinage qui s'écrive comme enveloppe convexe d'un nombre fini de
points.
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On peut prendre une boule fermée B(a,r ), de centre a et de rayon r > 0,
incluse dans Q. Pour fixer les idées, nous allons supposer que la norme H.H
choisie sur 1'espace vectoriel normé réel de dimension finie E soit associée a
une base (el, s -ans en) de la facon suivante

| X,

x =x e +...+x e 3 [[x]j= 1[

n
11 n i

INo~1>
—

Soit x wun point quelconque de B(a, '). On pose & = [[x-a]] et g oxl.
r
Appelons x' Tle point de la frontiére de B(a, r) défini par
X = g 4 X (si 8 # 0, et |[x'-a] = r sans nlus si 6 = N)

On écrit alors x comme combinaison convexe de a et de x'

x=(1-10)a+ ox' valable pour 0 <6 < 1.

B. e. et
I i

Ne~1=

n
En outre x' -a = ) |B:| = r ardce au choix de la norme

1

L'idée consiste & écrire x' comme une combinaison convexe de n points,

choisis parmi 2n points fixés de B(a, r).

On définit bi =a+ re; ; i=1, ..., n
et bi =a- e ; i=1, , N
On pose a, =a+ r(sgn Bi) e; ; 1= 1,2, ..., n ol sgn B; = 1 si Bs > 0
et sgn g; = -1 si R, < 0. Les {a.} sont choisis parmi les bt et b .
1 1 1 i=1, N J J2
J=1, s N
e _ |85
On définit aussi . =
i r
n
On note izl a; =1, et 0§ o; < 1. Enoutre
n n n
) asa;= () a;)a+ ) B.e.=a+x' -a
L = iz T
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— + - .
On a donc obtenu x' comme une combinaison convexe des bi et bi’ points
fixés de B(a, r).

En dimension 2, on a le dessin suijvant :

b
/N ¢
7 N
4 )
:‘ T
| /\
j Az ‘\.
b —af Lt
\ '1
\ L
f \\ /
H i
e /,\ X ‘
3 \|
b
|
\;, S— — —
0 e
4

Revenons a la fonction convexe f : Q———3[R

f(x) < (1 - 8)f(a) + e_El a; f(a;)
1=
Posons M = Sup (f(a), f(bf), f(b7)s +.vs f(br), F(b)). I1 vient
flx) < (1 -86)M+6 § oy M=(1l-086)M+6M=M
i=1

Par suite f est bornée supérieurement par M dans tout B(a, r)ec Q et

M = Sup f(x)
x€ B(a,r)

2°) Montrons maintenant que la fonction f est continue au point a :
On utilise d'abord x = (1-8)a + 6x' et la convexité de f pour obtenir
f(x) g (1 -0) f(a) +8 f(x")

Ce qui fournit une nremiére majoration
f(x) - f(a) < 6(M - f(a))
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Puis on définit x" =a - (x" - a) eton gcrit a comme combinaison convexe
de x et x"
gom el g o 5 0 < A el 3 D¥ 2 <1
1+6 1+6 1+6 1+6
Donc .
Fla) ¢ T8) 4 B p(x) ¢ T4 B2
1+0 146 1+6 149
Soit une minoration cette fois :
f(x) - f(a) > 6(f(a) - M)
. " X-a
Finalement, en revenant a 9 =
r

1f(x) - F(a)] ¢ L2l - fa))

r

et donc lim f(x) = f(a) ; ce qui implique la continuité de f en a, pour
X —>a
. M-f(a) . q
tout a de r.. Le comportement en ]1x-a|], puisque ne dépend que de
r

B(a, r) suggére une propriété plus forte.

3°) Finalement, le caractére lipschitzien local se montre de la fagon

syivante :

On suppose que B (0,27 ) une baule fermée de centre a et de rayon 2T est incluse
dans r . La fonction f est continue 'sur E(a, 2r) donc est bornée supérieurement

et inférieurement sur B(as 2r) (théoréme de Heine). Grace @ la continuité, on
dispose donc d'un renseicnement supplémentaire qui n'était pas clair auparavant.

on pse R R
m = Inf f(x
x € B(a,2r)

On prend alors la boule fermée de centre a et de rayon r; notée B(a.")-

Pour deux points quelconques x ety de'B(a, F), on dispose de la relation

C X s vy e T (y-x)
y* oy =y g LY

y = r+ﬂy-x|lx rly-x|

Mais y' appartient a B (a,2r) puisque {ly'-af |ly-al| + r < 2r de sorte
que de 1'inéoalité de convexité

r L Ay-xl ,
FUy) < oy W0 g T



On déduit

Fly)-f dy-x] " ot M-m
(y)-fix) < Ty ] (Fly')-F(x)) < Ty-x)l 85

Par symétrie du rdle de y et x,dans B(a, r),on a bien 1'inégalité
[f(y) - F(x)] < |ly-x|p

ol a ne dépend que de a et de . Ce qui termine la démonstration.

CORRIGE DE L'EXERCICE N° 49,

Premiére question :

On note (x, y) les coordonnées du point M et (X ,Y) les coordonnées

du vecteur _V.(M ) . X et Y sont des fonctions de x et y.
soit P 1'angle que fait le vecteur _vr(M) avec 1'axe 0X.par exemnle :
t . L
gy X
ou encore
y
% - arctgx—
et donc
] d 2 .3
X_-Y__yl\ X_Y_y-x
dv _ xdy-Ydx 39X X ldxy | _2Y oY gy

X2+y? - X2, yz ) X2+y2
Notons que, alors que P n'est défini qu'a 2m prés, dP  est partout
défini de facon univoque sauf si le vecteur V (M) s'annule.

—

La rotation du champ V le long de [ s'exprime sans ambiguité par la

formule
() = [e0 - [ Xdy- yox
r r ol i
Deuxiéme question : Si les fonctions
?Y 3 "tY DX
LI 1 X <L _y A
P — a:X 3 X st Q= by 3y
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sont continues et possédent des dérivées partielles continues dans le
domaine QD , 0N peut appliquer la formule de Riemann. Les conditions
sont réalisées si V ne s'annule jamais dans SZ) car alors X + Y

ne s'annule pas dans & , et on a supposé que les fonctions X et y
sont deux fois continlment différentiables.

Dans ce cas, on a :

X (V,r') = L{(')—()zf—yz dy——x\z/‘.*yz dx>

f(y;&%zzdxr\dy—%dy,\dg = 0

&

]

Donc si ET(M)ne s'annule pas dans le domaineng, x(v,n) estnulle.
On en déduit que si la rotation o (V,I') n'est pas nulle, le champ

de vecteurs v s'annule dans le domaine &

Si le champ de vecteurs 17 s'annule dans le domaine &%) » On ne peut
rien affirmer a priori sur la rotation o« ( V, [ ). Elle peut étre nulle dans
certainsicas comme:nous le verrons sur-un exemple & la question suivante (3b).

Troisiéme question :

a- On voit immédiatement que

si A est intérieur & la courbe I (appartient 3 &£ )» la rotation
x (V,I") est égalea 2T , et le champ V s'annule dans £ ;

si A est extérieur 3 " (n'appartient pas & ®) ) 1a rotation o (V,I")
est nulle, et le champ V ne s'annule pas dans &2 .

b-Puisque Y garde une_direction fixe le long de ' se{¥. D) =D
Pourtant Te champ V s'annule en 0, point appartenant 3 £E>
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Quatriéme question :

- " , — .
Soit U (M) un vecteur unitaire faisant avec 1'axe 0x 1'angle orienté:

(Tx. TM) = (VM) , W (M)
Ce vecteur est bien défini pour tous les points de [
On a évidemment :
o« (W,F) = oc(V,F)sox(U,T)

Par suite des hypothéses faites le vecteur U (M) ne prend jamais la
—

direction opposée & la direction 0x , la rotation du champ U le long

de [ est donc nulle.

On a donc :

(W, = o(V,I")

Cinquiéme question : T est la circonférence du cercle de centre 0 et de rayon 1.

Si le champ de vecteurs V s'annule sur la circonférenci’]_' , cela expri-
me qu'il existe un point P de [ (|0 P]=1) tel que PP~ 0 , c'est-a-dire
que P=0Q(P), 1a propriété est donc vérifiée.

B

Supposons maintenant que V ne s'annule pas sur [ . Puisque le vecteur
—

MO est 1a normale intérieure a la circonférence I' et que le point M
est intérieur & 9 , 1'angle que font les deux vecteurs V (M) et W (M)

en M est inférieur a —g— . Les hypothéses faites en 4 sont vérifiées.
Or la rotation du champ W est facile & calculer : x(W,[") = 2m
donc x(V,I")=2m M

Ceci prouve que le champ V s'annule dans a@ c'est-a-dire qu'il existe

un point P de D tel que P=QI(P).




La proposition est complétement démontrée.

Sixiéme question : gécrivons 1e cas ol f est une fonction holomorphe
fU2) 4, _ dz _ ZdI _ (X —iY) (dX +idY)
F(z) Z s 3 14

_ XdX.YdY , . XdY —YdX
Y i P Y2

et
F(z) _ V). XdY -YdX
‘[F(z)dz fpd(tog( )+ L AT

Comme

frduog{xzwﬂ) - 0

On voit que :

- [ fz)

Puisque T est holomorphe dans le domaine é@ » la fonction_i ne peut
avoir dans éb que des pdles qui correspondent aux zéros de f .

Soit a un point oo f s'annule. On a :

flz) = (z-4a)" glz)

o0 §(Z) est une fonction holomorphe ne s'annulant pas en @

Alors £lz) _gfz) ., n
f(z) g(z)  z-a :
Puisque J (Z ) ne s'annule pas en 0 , on voit que 1a fonction ;ég;

posséde en @ un pdle simple de résidu n, n étant la multiplicité du zéro
de fen @

On obtient donc : J[\_%%l% dz = 2L 1N
r z

oi N est le nombre de zéros de f dans &, chacun étant compté suivant

son ordre de multiplicite.

Et la rotation vaut :

«(V,l') =  2Nm
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Comme i1 est équivalent de dire que V' s'annule ou que f s'annule,
on voit que dans le cas ol le champ _V* est défini par une fonction holo-
morphe, la rotation est nulle si et seulement si le champ ne s'annule pas
dans <& . On obtient un résultat plus fin que dans la question 2. On véri-
fie facilement que Te contre-exemple construit & la question 3 ne corres-
pond pas au cas holomorphe.

Remarque : & la cinquiéme question, nous avons démontré qu'une application

. . - - - . - 2 - -
continue et deux fois différentiable du cercle unité de R dans Tui-méme,
admet nécessairement un point fixe.

On peut, en fait, obtenir un résultat beaucoup plus général et di 3
Brouwer (théoréme du point fixe).

Théoréme : Une application continue, conservant la boule unite

de R", admet toujours un point fixe.

2 .
Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas du plan R" en uti-
lisant les résultats de ce probléme

Nous avons besoin d'un lemme préliminaire d'approximation dont nous

ne ferons qu'esquisser la démonstration.

Lemme : Soit (b une application continue du cercle unité dans lui-méme.
Pour tout € >0 , i1 existe une application continue ¢), deux fois
différentiable du cercle unité dans Tui-méme, telle que

Sup [d(M)- d(M)]< e
MED

D désigne le cercle unité du plan m2 et " H une norme quelconque
sur le plan R?

Soit P(x,y) et { (x,y) les composantes de 1'application
de @ dans D.P et Q sont des fonctions continues, définies sur D
a valeurs réelles. Par analogie avec ce que nous avons vu & plusieurs re-
prises (procédé de régularisation par convolution ou théoréme de
Weferstrassff le Tecteur admettra qu'il existe des fonctions P et q suf-
fisamment réguliéres, disons deux fois contindment différentiables telles
que :

Sup | P(x,y) - pix,yll < €/2

(x,y)€D

* Voir par exemple Nanta Iremica, Vol N° 11.
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et Sup \Q(x,y)-q(x,y}l < &

(x,y)€D

La fonction ® ¢ (x,y) — (pix.y),q(x,y)) - vérifie bien

Sup 1HM)-dMI< Eou Tix,y)l = Ixl«lyl par exemple
M

® conviendrait si (D appliquait D dans lui-méme. Ce n'est pas vrai
en général, mais visiblement 0] applique D dans le cercle de centre 0
et de rayon (1+&). Faisons suivre alors ¢) par une homothétie de rap-
port 'TéTf' , on obtient bien une fonction convenable comme il est

facile de le vérifier.

Dés lors, appelons @, une fonction appliquant D dans D , deux

fois continGment différentiables et telle que

sup 1OM)-Fa M) 1 <

MED

Grace 3 la cinquiéme question, il existe au moins un point M,

tel que M, appartienne &8 D et qui soit point fixe de O

Mais la famille des points M, est une suite bornée dans R?,
donc on peut en extraire une sous-suite, notée quk telle que M”k con-

verge vers un point M de D (théoréme de Bolzano-Weierstrass).

Montrons que M est un point fixe de @. On majore (M) - M|| selon

[lo(M) - Wll< o0 - oy )+ oty ) = 2 (M )1

+ e, M ) -M |+ M - M|
nk ﬂk nk nk

1
cllom - oM )+ 5=+ 1IM, - Ml
"k "k "k
Grace & la continuité de @, lim [[&(M) - &(M )[| =0 et lim ”Mn - M||
k=0 k k> k

Donc pour tout e > 0, on aura |[[&(M) - M| < e. Soit (M) =M, ce qu'il

fallait démontrer.
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