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INTRODUCTION

Les programmes actuels de mathématique du second cycle sont congus de fagon telle
qu'en classe de seconde on ne parle pas de trigonométrie et qu'un "voile pudique" est
jeté sur la notion d'angle. Ce n'est qu'en fin d'année de premiére que cette notion
est abordée aprés l'étude des rotations vectorielles du plan vectoriel euclidien...
et alors le professeur de physique ne reconnait plus ce "grand sinus" qui, aprés

maintes péripéties (la surjection 6 n'étant pas la moindre) se fait tout petit...

Pourtant, dans les programmes de la classe de troisiéme, figure une initiation a
la trigonométrie qui peut, semble-t-il, permettre de faire face aux besoins fondamen-

taux du cours de physique.

Le présent volume qui, & notre sens, s'adresse tout autant aux professeurs de

mathématique que de physique, est divisé en trois parties :

- la premiére partie est constituée par une approche de ce que peut é€tre en

classe de premiére, un cours de liaison mathématique-physique consacré a l'optique.

- la seconde partie est une information théorique en mathématique. Elle a
pour but de montrer deux approches de la trigonométrie : celle pratiquée en troisiéme

d'une part, celle pratiquée en premiére d'autre part.

- la troisiéme partie est une information théorique en optique : les systémes
centrés y sont étudiés & 1l'aide du calcul matriciel mais, & aucun moment, les notions

utilisées ne dépassent les possibilités d'un éléve de terminale C ou E.

Ce volume est le fruit du travail d'un groupe de liaison mathématique-physique qui

a fonctionné & 1'IREM de NANTES en 1976-1977. Ce groupe était composé de
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Francis LE CAMUS (physique - Lycée CHANTONNAY)
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La partie physique a été rédigée par Daniel BLANCHARD, la partie mathématiques par
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PREMIERE PARTIE

UN COURS DE LIAISON MATHEMATIQUE-PHYSIQUE

EN CLASSE DE PREMIERE

- Cours de mathématique :
- Approximation trigonométriques
- Approximation géométriques
- Applications linéaires et matrices

- Axe de révolution d'une figure.

Cours de physique : lentilles minces



COURS DE MATHEMATIQUE

1 - APPROXIMATIONS TRIGONOMETRIQUES

Nous avons, conformément au programme, posé l'axiome suivant

. sin x
lim ———=1

X—) 0 X

Aprés avoir démontré la dérivabilité (donc la continuité) de la fonction sinus

et de la fonction cosinus en tout xo réel, nous en avons déduit :

Lip el g et lim ——l_coj X.= %

X—3 0 X X—30 X

En physique ces trois résultats sont souvent "traduits" de la fagon suivante

m &
"si x est petit (en pratique inférieur a TE—% sin xXx , tgxXx,

2
x
cos x.V 1- 5 -

Nous wvous proposons ici d'obtenir de meilleures approximations de sin x, cos x,

tg x
+
¥ Considérons les deux fonctions £ et g de R vers R définies par

+
X £€R q V; £ (x) sin x - x

2
x €R , Yx g(x) = 1-cos x - &~

+
Ces deux fonctions sont dérivables sur R et :

X € R+ ; Vx f'(x) = cos x - 1
X £ R+ 7 Vx f'(x) = sin x - x
Remargquons alors que : x £ R+ ; ‘Vx f'(x) € 0, donc la fonction f est
décroissante sur R+. Comme f(0) = 0O, nous en déduisons que

+
x eR , Vx £(x) < O soit :




Vx

+ ;
x ER , sin X

<

]

X

+
Mais alors X ER , Vx

+
sur R . Comme g(O) = 0O, nous en

+
x e R, Y¥x g(x) €0

g'(x) € 0 , donc la fonction

g est décroissante

déduisons encore que

soit

+
X ERrR , Vx 1 - cos x €

2

=
2

+ . +
¥ Cherchons alors a définir une fonction h de R vers R, dérivable sur R ,
+ .
telle que h(0) = 0 et X E€ER , Vx x - h(x) € sin x
* .
Posons X E€ER , \:fx a(x) = x - sin x - h(x)
+
Alors : X€MR , Vx 0'(x) =1 - cos x - h'(x)
Remarguons que 0. (0) = O. Donc, si nous choisissons h' de fagon que :
+
xerR , VYx a'(x) €0
+
Alors : x€¢€R , Vx a(x) £0
+ x?2
Or nous savons que : x e R , Yx 1‘COSX—5—-.<O
. + x2
I1 suffit de poser X E€R , Yx h'(x) = Ul

En raison de la condition initiale h(0) = 0, il en résulte que
+ %3
x €R , ¥Yx hix) = o=
+ x3
Donc X € R ' 'V/X x—6——$sinx\<x
+
¥ On cherche maintenant a8 définir une fonction k de R vers [R, dérivable sur
+
R , telle que : k(0) = 0 et
2 2
+
xE!R,Vx 1—52{“\<cosx$1—§—+k(x)




X2

Posons : x€£R+ 3 Vx B(x}=cosx—1+§— - k(x)

Alors : xXx € R ‘ Vx B'(x) = - sin x + x - k'(x)

Remarquons que f(0) = O. Donc, si nous choisissons k' de facon que :

+

xeR , ¥Yx B'(x) €0
+
alors : X € R i Vx B(x) < O.
+ x°
Or nous savons que : X € R ,VX x—sinx—-é—-SO
+ x3
I1 suffit de poser : x € R 7 t/x k'(x) = T
En raison de la condition initiale k(0) = O, il en résulte que :
L
+ X
X € R i \/x kix) = 52
donc :
2 2 4
+ X b'd X
X €ER ,Vx 1—5—\<cosx\<1—2—+ﬁ

+
¥ Cherchons maintenant & définir une fonction 1 de R vers [R, dérivable sur

+ x° x®
telle que 1(0) =0 et x €R , ¥ x x—6—ssinx.<x—6—+ 1(x)
+ x?
Posons : xXx ¢ R , Vx v (x) =sinx—x+6—— 1(x)
+ x?
Alors : X € R ,\/x Y'(x)=cosx—1+2——l'(x)

Remarquons que Y(0) = O ; donc, si nous choisissons 1' de facon que :

+ +
XER , t/x Y'(x) 0 alors x € R , ¥x y(x) £ 0.

x? x"

+
Or nous savons que : X € R ,Vx COSX—1+2——ﬁ\<O

+
I1 suffit donc de poser : Xx €R ’ Vx 1'(x) =35

+
R




En raison de la condition initiale 1(0) = O il en résulte que :
5
+ X
X €R , Vx 1(x) = 120
Donc
3 3 5
4 b4 b X
= == < X e e Remes
X €MR , V& X g S sin x € x 3 150

Remarque : On retient plus aisément ce résultat sous la forme :

|>c
IP'C
|N

+ .
x €R , Vx x - sin x

w
A
A
%
1
w
Ul

g 2 e
¥ En itérant cette méthode, on trouverait ensuite une fonction m de R vers

+
dérivable sur [R , telle que m(0) =0 et :

2 i 2 L
+ X >4 X X
- — 4 =— - < < - —+ —
x€R , Vx 1 5 52 m(x) cosxg1 5 52
Tous calculs faits, on trouve :
X € m+ Vx m(x) = Ei— =X
i 720 6!
D'old le résultat
2 i 6 2 i
+ X X % X b4
x €R , Vx 1-Sr4gr-ogrScosx§l- gyt gy

R,




2 - APPROXIMATIONS GEOMETRIQUES

a) Relation entre mesures d'angles

Considérons la figure ci-dessous

I S A
Désignons par i, u, @ les écarts anqulaires des angles géométriques i, u, O
On sait que : i=u+a,
IH TH
t = — ; = —
9= t u = 2m

. ; i o = - .
Si u et o sont "petits" (inférieurs a T@J on peut écrire : u M tg uet adtg .
u . AH

Posons AH = x ; AS =p et AC=4d

Alors : AS ¢ x £ AC et CH = d-x

(Remarquons que : AS = x& u = 0)

" X _ il
=N d-x d
P |
x
o u [1 + 1 ]
d
= e
b4
Or Koo P et %———-———% g donc i——0
Wieiy6 u—y 0 u=0o




b) Assimilation d'un arc de cercle au segment de tangente correspondant

—
L'arc IS a pour longueur £ et £ = u.R

Le segment [IA] a une longueur IA telle que : IA = CA.sin u
Si u est petit, sin uMu d'ou IA Vv CcA.u

Comme CA >R , IA >0

D'autre part
CA.u = R.u + SA.u = £ + SA.u
SA = AK.sin u
sA X AK.u

SA < ATl.u (AK € AI)

Si on suppose lu[<<%- , u° est négligeable devant 1 et alors L2 AT




b - NOTIONS ELEMENTAIRES D'ALGEBRE LINEAIRE

(voir Nanta Iremica N° 9)

A) Application linéaire

f est une application linéaire de E vers F si, et seulement si, gquels
-> - . _
que soient les éléments u et v de E, quel que soit le réel a :
> > -+ -
f(u+ v) = £f(u) + £(v)

- =
f(aqu) = af(u)

Exemple

2

% Soit f 1l'application de R? dans R qui, au couple (y, u) associe le couple

(v', u') tel que

Il
L
4
o

Y

ul

Il
o

Il est clair que :

e S8i f(y ,u) =(yv+u,u) et £y ,u)=(y+u, u) alors
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
fly+y,u +u)=(y +y +u +u,u +u)
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
fly + v ,u +u) ==£f(y ,u) + f(y , u)
1 2 1 2 1 1 2 2

¢ D'autre part :

Il

flay , ou ) (ay + ou , oua )
1 1 1 1 1

flay , au ) oy +u , u)
1 1 1 1 1

3>
Soit f(oy , au ) = af(u )
1 1 1

Donc f est linéaire.
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¥ Au lieu d'écrire y' =y +u
u' = u
On convient d'écrire : y'! 1
u' 0
1
Le tableau

est appelé matrice associée

B) Matrices carrées d'ordre 2

Rappelons que si l1l'on désigne par 'H\L l'ensemble

sur lequel on a défini :

. st a (s a' c!
¥ une égalité

b d ) b! da’ é:;'

¥ une addition notée +

¥ une multiplication notée X

¥ une loi externe (application de R X qu

o

ata'

b+b'

aa'+ch!

ba'+db'

a l'application linéaire £f.

des matrices carrées d'ordre

ctc!

d+d’

ac'+cd!

be'+dd!’

dans Tqb) notée .

2
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( qqtf +, .) a une structure de R-espace vectoriel

(1“1: +, X) a une structure d'anneau non commutatif, unitaire, non intégre.

Le déterminant de la matrice A =

est le réel, noté dét A, tel gue

dét A = ad - bc

On note aussi : dét A =

On démontre que : guelles que soient les matrices A et B

det (A X B) = det A X det B

Si l'on désigne par q“tJ l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 a déterminant

non nul
* .
(TnL , X) est un groupe non commutatif
a c )
La matrice inverse de la matrice A = est la matrice notée A = telle que
b d
A_I B 1 d =c
dét A b &
Exemple
1 1 ! 1 -1




o Al s

Remarque

Nous aurons besoin, en optique, du résultat suivant :

a c
Si on multiplie une matrice quelconque A = par une matrice du
b d
1 o
type , le coefficient b de la matrice A est conservé.
0 1
En effet
a éw 1 a a ao+c
¢ =
b ¢ 0 1 b bo+d
b — a—
— . — -]
1 o a ¢c atba  ct+da
X =
0 1 b d b d
- - -

4 - REPERE D'ESPACE - AXE DE REVOLUTION D'UNE FIGURE

Soit d%' un espace affine euclidien orienté de dimension 3 dont l'espace vectoriel

est noté E.

-
Soit O wun point de éﬂ; et g?> = (?, ?, k) une base orthonormée directe de E.

lOn appelle repére d'espace de éﬁ: , nhoté Re’ le couple (O,Sﬁ). ‘

Tout point M de l'espace est parfaitement déterminé par la donnée de ses

r

& P - ; - X

coordonnées cartésiennes, notées (x, vy, Z)R , qui sont les composants, notées (y
&

z

b

— . o q
du vecteur OM relativement a& la base J3.




est souvent appelé "rayon vecteur" du point M.

—
Le vecteur OM
Si une figure (S) est engendrée par la rotation d'une courbe (C) autour d'un axe
on peut ramener son étude dans

L

(A) on dit que (S) admet (A) pour axe de révolution

l'espace de dimension 3, & une étude dans un plan contenant cet axe de révolution.
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On étudie alors une section (s) de (S) par un plan quelcongue contenant (A) ; ici,

on pourra étudier la section par le plan (x0z), par exemple.

~¥
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COURS D'OPTIQUE GEOMETRIQUE

Emploi "direct" des matrices en lére C : Cas d'une lentille mince

1 - PROPRIETES ADMISES D'UNE LENTILLE MINCE

- Existence et propriété du centre optigue O : Tout rayon incident passant par O

(son support est dit axe optique secondaire ; l'axe optique principal est 1l'axe de
révolution de la lentille) est transformé par la lentille en un rayon émergent de

méme support (il n'est pas dévié & la traversée de la lentille).

rayon incident

axe principal ; s
P P - Existence et propriétés des

9]

foyers
rayon
émergent - tout rayon incident passant

“

lentille

d¥a secondaire par le foyer objet F est

transformé en un rayon

paralléle a l'axe principal

- tout rayon incident paralléle

d l'axe principal est trans-

—* o

foyer objet

formé en un rayon émergent

passant par le foyer image F'.

Y

foyer
image
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2 - PROBLEMES DE REPERAGE

- Repére d'espace dans un plan de section principale (plan contenant 1l'axe principal)

+> >
R = (0, B) d'origine O et de base B = (i, j) orthonormée

3ll

(;.L ? et ﬂ?ﬂ - "j = 1) ; i est le

vecteur unitaire directeur de 1l'axe

principal, orienté dans le sens de propaga-

tion de la lumiére ("de gauche a droite") ;

->
j est coplanaire a la lentille et dirigé

\
/ vers le haut ("vertical et ascendant").

- B
L'axe (0, i) peut é&tre noté Ox ; l'axe (0, j), Oy.

On peut ensuite passer de cet espace de dimension 2 & "l'espace" de dimension 3

4
par rotation autour de l'axe (0, i).

>
La rotation de (0, j) engendre un plan, contenant la lentille, qui est un plan de

front (plan orthogonal a 1l'axe principal}.

/ s % -
- Positions des foyers relativement & R ou, plus précisemment, a l'axe (0, i)

- Foyer objet : OF = f = distance focale objet

- Foyer image : OF' = f' = distance focale image.

Nous supposerons que les milieux d'entrée (a4 gauche de la lentille) et de sortie
(A droite) ont méme indice de réfraction (ce qui est, en particulier, le cas s'ils
sont identiques, par exemple s'il s'agit d'air). Dans ce cas, la loi du retour

inverse de la lumiére montre que : f=-f
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- Repérage relativement 4 R d'un rayon incident

- Soit un plan de front (I') coupant

=¥

l'axe principal en G ; ce plan

g

M
’,4f1§/’J est dit plan de référence d'entrée.

—

[ o

G (0] Un rayon incident le coupe en M,

d'ordonnée GM = y. Ce rayon est
(ici, yv»o, u>o) ¥ o

(T§ supposé appartenir au plan de
section principale choisi comme
plan de figure. Son vecteur unitaire directeur, ayant pour sens le sens de propagation

->
de la lumiére, est u.

Relativement & R, deux paramétres déterminerait la position de ce rayon, si l'on

se fixe 0G :

-y €R

AN

S
- la mesure u de la détermination principale de l'angle 2= (i, u) appelé angle
d'ouverture du rayon incident :

u € [-Tr, +’IT]
rad

y et u sont d'espéces différentes (y a les dimensions d'une longueur, u est

sans dimension). Leur ensemble ordonné est le couple : (y, u).

- Repérage relativement & R d'un rayon émergent

- Soit un plan de front (I'') coupant 1'axe
=¥ principal en G' ; (I'') est le plan de

référence de sortie.

Un rayon émergent coupe (I'') en M',

d'ordonnée G'M' = y'. Ce rayon est

(ici, y'<o, u'<o)

(r")
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supposé appartenir au plan de section principale pris comme plan de figure. Son vecteur

->
unitaire directeur est u'.

Si l'on se fixe OG' , la position de ce rayon est déterminée, relativement & R,

par :
-y
> -
- la mesure u' de l'angle d'ouverture 4 = (1, u").
D'oll le couple : (y', u').

I — CONDITIONS DE GAUSS RELATIVES AUX RAYONS

Considérons un rayon incident et le rayon émergent correspondant.
Les existences du centre optique, des foyers, de formules relativement simples,
nécessitent que 1l'on opére dans des conditions appelées conditions de Gauss (dans

lesquelles, de toutes fagons, 1l'étude n'est qu'approximative).

Pour les rayons, l'une des conditions est que ces rayons soient paraaxiaux.
Un rayon incident sera paraaxial pour :

[u|<< g— rad

On démontre gue le rayon émergent correspondant sera paraaxial et on aura donc :

[u'|<< g— rad

4 - MATRICE DE TRANSFERT DE LA LENTILLE AVEC PLANS DE REFERENCE QUELCONQUES

Nous admettrons que, dans les conditions de Gauss, pour 0G et OG' fixés, la
transformation par la lentille du couple (y, u) en couple (y', u') est une application

linéaire, c'est-a-dire qu'on peut écrire

y Tiy + Tzu

I

u' Tay +: TPx1l



Les quatre termes : T; , T2 , T3 , Ty des deux relations sont fixés, au moins

pour OG et OG' fixés (Ty et Ty sont sans dimension ; T2 a les dimensions d'une

longueur, T3 de l'inverse d'une longueur).

Ces relations peuvent s'écrire sous forme matricielle.

y T T2 vy
u'! Ty Ty - u
matrice colonne matrice carrée matrice colonne
34 deux termes d'ordre 2
T To
La matrice : T = est dite matrice de transfert de la lentille
T3 Py

avec plans de référence (I') et (I'') qui sont, & priori, quelconques.

Le probléme est la détermination de ses quatre coefficients, et l'attribution

d'un "sens physique" & chacun d'eux.

5 - SENS PHYSIQUE DE Tp2: RELATION DE CONJUGAISON

— Admettons que, dans les conditions

de Gauss, la lentille soit stigma-

% G'=A" 4 tique pour un couple gquelconque
(A,A'), le point objet A et le
| point image A' correspondant appar-
(T (T")

tenant a l'axe principal.
Nous poserons (formules de Descartes) origine unique au centre optique O

oA = p OA' = p'

Prenons alors le cas particulier oi G =A , G' = A'.

Tout rayon incident passant par A doit &tre transformé en un rayon émergent

passant par A'.
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Donc : Yu y=0=3y' =0 Or : y' = Thy + Tau

Ce gui nécessite Or T; est une expression faisant intervenir

P, P', et les caractéristiques de la lentille. Celles-ci se résument a une seule
f ou f£'.
On choisit de préférence £'.

Donc : T, = £f(p, p', £") Ty = 0&—— hztp, p', £') =0

C'est la relation de conjugaison (De Descartes) de la lentille.

Nous expliciterons la fonction h plus loin.
2

6 - SENS PHYSIQUE DE Tu: GROSSISSEMENT ANGULAIRE OU RAPPORT DE CONVERGENCE

g
js1]
o
n
n
®
0
i}
1]
o]
(o]
(8]
o]
|

' = T3y + Tuyu

u F—
y=0= ke Ty

]
Le rapport sans dimension %— (€ R) est appelé grossissement angulaire ou rapport

de convergence G de la lentille pour le couple (&,A') :

G

Py pour T, =0

A priori, comme pour T3,G =h' (p, p', f') ; coome T, = O ¢&tablit une relation
N

liant p, p', f', deux variables p et £f', ou p' et £f' seulement sont indépendantes.

G ne doit donc étre fonction, pour f' donné, que de p ou de p'. Cette
grandeur a peu d'intérét physique.

Nous expliciterons la fonction h plus loin.
L




— 2T

7 — SENS PHYSIQUE DE T;: GRANDISSEMENT LINEAIRE

AN
I
B.
T AN
]
@
/
G=A (0] 1?'
(T

Dans les conditions du 5, considérons un objet rectiligne AB de faible dimension

devant le rayon de base de la lentille (autre condition de Gauss), orthogonal a l'axe
principal.

TLa lentille en donne une image rectiligne A'B', dans le méme plan de section
principale, et également orthogonale & l'axe principal.

En particulier, 1'image du point objet B est B'.

L'ordonnée de B est : AB = y du rayon incident (axe (I'))

L'ordonnée de B' est : A'B' = y' du rayon émergent (avec (1Y),
y' = T1v + Tru Or : T, = 0, les points A et A' étant conjugués
[ N
Donc : I - A;E_ =T
Y AB
A'B'

= Y est une grandeur sans dimension appelée grandissement linéaire

de la lentille pour le couple (A,A') (on démontre qu'elle ne dépend

gque de ce couple).

Comme G, 7Y s'exprimera en fonction de p et f', oude p' et £'.
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Donc, pour Tz = 0 : Ty =Y

Nous expliciterons plus loin la relation fournissant Y

8 - SENS PHYSIQUE DE Tj3: CONVERGENCE

M 5 X
4-8 ER »M\
>
© °l 3 ¢ F\‘K
() ()

Revenons au cas ol les plans de référence (I') et (I'') sont guelconques.
Soit un rayon incident paralléle & l'axe principal ; il traverse (I') en M et

GM = y = constante, quel que soit (I') pour un rayon donné.

Le rayon émergent correspondant passe par F' et traverse (I'') en M' tel que

G'M' = y' (variable si (I'') change...).

Comme u=0 et u' = T3y +Tyu=u' = Tzy

Or, dans le triangle F'OI :

tg u' = - 2 = %T‘ Si ]u'|<< g-rad, tg u' ¥ u' :
OF'
u‘%—%.—
. o _ 1
Donc, gquelg que soient les plans de référence : Tz =~ E2d

1

Tl C est la convergence de la lentille. La relation précédente peut donc aussi

s'écrire : T3 = - C.
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[ 9 - RELATIONS

FOURNISSANT _Y 1

A Revenons au cas 6 % T =0, Ty =7
Soit un rayon incident passant par
B | B et paralléle & l'axe principal ;
NG
. - ; Cizh' il est transformé en rayon émergent
i
passant par B' et coupant 1l'axe
Bl
principal en F'.
(T (r")
A'B' — s 2R
par définition = : or, AB = OI. Si 1l'on considére les triangles
AB
homothétiques F'A'B' et F'OI :
1 ' ] ]
A_?ﬁ S OF' = f! Relation de Chasles F'A' = OA' - OF' = p' - £'
oI OF'
v ! ' 1
Y=_p =_%+1 'Y:I—E_E.‘_.
fl
On a obtenu Y en fonction de p'.
y
On peut l'obtenir en fonction de
\\> p en considérant le rayon incident
B T
1N passant par B et F ; le rayon
F z
>
c=la 0 > c'=|A" émergent correspondant est parallél
i
- 4 l'axe principal et passe par B'.
Il
A'B' = OI'
v
I A'B' 1 OF
(M () e S B (triangle FOTI'
B AB FA
A et FAB)
OF = £f = - £' FA = OA-OF = p-f
_ £ _ £
Y p-f p+f!
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L'élimination de f' entre les deux formules conduit a 1l'expression plus symétrique

Y = (si p # 0)

p

[ 10 - RELATION DE CONJUGAISON

En égalant les deux expressions de 7Y(la lére et la 3éme) :

L]
1 - %T-= %}-pour p # O. Si 1l'on:suppose aussi p' # 0 en divisant par p'
I Y 1 ou : S Relation de conjugaison de Descartes
p' f£' p T |p' p £ e )

Remarque : autre méthode pour cobtenir Y

Soit le rayon incident passant
par B et O ; il est transformé

en rayon émergent passant par B'

G'sa

et tel que 4 = 1.
B' On obtient aisémment :
AIBI PI
'Y = —= = =
(r) aB P

11 - RELATION DONNANT G

Si 1'on tient a expliciter G, revenons & la figure du 5

o2

o1 — —_—
tgu=-— ; tgufu tgu'=-— ; tgu' Y u' OA=p , OA' = p'
QA oa'
T ' '
u X - gz-; a' - 9%7‘ ; G = %—-= %T- qui est la forme la plus symétrique

des relations de Descartes.




12 - MATRICE DE TRANSFERT AVEC PLANS DE REFERENCE CONJUGUES

Elle s'écrit : P — - = ===0
D £

Remarques

- la matrice n'a aucun intérét si les plans de référence ne sont pas conjugués ;

. . 1 )
le seul terme qui conserve un sens, et la méme valeur, est Tj3; = - O (car il ne

dépend que de la lentille !).

- on aurait pu traiter
11 avec 6

9 avec 7

mais on a besoin du résultat de 9 pour le 10 !

- le cas de l'association de deux lentilles minces est traité dans la 3&me partie

de ce document.
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2éme PARTIE

INFORMATION MATHEMATIQUE

En classe de troisiéme

1. Rapport de projection d'un axe
sSur un axe

2. Distance de deux points d'un
plan

3. Isométries

4. Angles géométriques

5. Ecart angulaire

6. Fonctions trigonométriques

7. Relations dans le triangle

rectangle

En

classe de premiére

Produit scalaire - Orthogonalité

Isométries vectorielles

Orientation d'un plan vectoriel

Angle de deux vecteurs

Mesure des angles

Fonctions trigonométriques
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EN CLASSE DE TROISIEME

Nous vous proposons de mettre en évidence les différentes étapes du programme de

troisiéme qui conduisent & la notion d'angle géométrique et & celle d'écart angulaire.

1 - RAPPORTS DE PROJECTION ORTHOGONALE D'UN AXE SUR UN AXE

Soit (A) et (A') deux axes, A et B deux points de (A) , A' et B' leurs

A'B'

projections orthogonales respectives sur (A'). Le rapport est, d'aprés l'axiome

AB
de THALES, indépendant des points A et B choisis sur (A).

(A

S (AY)

Al B'

Le rapport —— est appelé rapport de projection orthogonale de (A) sur (A')
AB
et noté C(A, A").

2 - DISTANCE DE DEUX POINTS D'UN PLAN.

Etant donnés deux points d'un plan, il existe une droite et une seule contenant
ces deux points. On pourrait imaginer de munir la droite (AB) d'une structure d'axe
et de dire que la distance des points A et B dans le plan est la distance de ces deux
points sur 1l'axe.

Cela conduirait & des situations "physicuement" aberrantes du type suivant :

d(o,a') = 3

d(o,a) = 2

(. ,a ) =4

@]
[
I 8
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alors que les segments [OA] i [OA'] ' [O A ] ont méme "longueur" (au sens physique)
1 1

c'est-d-dire superposables.

Pour obtenir un modéle mathématique plus adéquat, on munit le plan mathématique

de l'axiome dit "de symétrie du rapport de projection orthogonale" qui s'énonce :
PP q

Pour tout couple d'axes (A, A') , le rapport de projection orthogonale de A

sur A' est égal au rapport de projection orthogonale de A' sur A.

Le plan mathématique muni de cet axiome est dit euclidien.

Cet axiome a pour conségquence de lier entre elles les structures euclidiennes des
droites du plan. En fait ceci correspond au choix d'une droite de longueur dans le

plan.

[Aé = ISOMETRIE§4J

On appelle isométrie du plan euclidien P toute bijection £ de P dans

lui méme telle gue, quels gque soient les points A et B d'images respectives A'
q q q P

et B' par £, on ait : da(a',B') = 4(A,B)

Remarque

On dit souvent qu'une isométrie "conserve les distances".

On étudie, en troisiéme, les isométries suivantes :

translations, symétries centrales, symétries orthogonales.
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Les deux triangles (ABC) et (A'B'C') sont dits isométriques.

Remarque : Il ne faut pas dire que ces triangles sont "égaux".

Toutefois, considérons la figure suivante

-
% Le triangle (A'B'C') transformé de (A , B , C ) par la translation de vecteur u,
1 1 1
noté ta, est isométrique & (A , B , C )

1 1 1

% Le triangle (A'B'C') transformé de (A,B,C) par la symétrie de centre O, notée SO

est isométrique & (A,B,C).
On peut alors dire que les transformés de (A,B,C) et (A , B , C ) respectivement
1 1 1

par SO et tz sont égaux.

4 - ANGLE GEOMETRIQUE

Dans l'ensemble des couples de demi-droites de méme origine, on définit la relation
suivante :
(Ax, Ay).s (A'x', A'y") é===§ (il existe une isométrie transformant Ax en A'x'

et Ay en A'y').
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On démontre aisément que €Q} est une relation d'équivalence.

Toute classe d'éguivalence pour la relation gl)est un angle géométrique.
i e . N

L'angle géométrique dont (Ax, Ay) est un représentant est noté XAay.

Dire que §R§ = 6%3 c'est dire que les couples (Ax, Ay) et (Bu, Bv) sont

isométriques.

Retour... dans le passé

Un certain nombre d'expressions gui ont nourri nos veillées de "potaches" ont
disparu du langage "moderne" : que sont devenus nos "angles opposés par le sommet”,
nos angles "alternes-internes", "correspondants" ?... Cela ne va pas sans créer

quelques soucis aux professeurs de physique. Essayons de s'y retrouver

B/\1

Zl

La symétrie centrale de centre A transforme [Ax) en [Ax') et [Az) en [Az’).

Les couples (Ax, Az) et (Ax', Az') sont isométriques et représentant le méme angle,

A
2

= N
note AI ou
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—_—
La translation de vecteur AB transforme [Ax) en [By) et [Az) en [Bz). Les
couples (Ax, Az) et (By, Bz) sont isométriques et représentant le méme angle, noté
~ FAS
A ou B .
1 1
La symétrie centrale de centre I transforme [Az') en [Bz) et [Ax') en [By).

Les couples (Az', Ax') et (Bz, By) sont isométriques et représentant le méme angle,

PN
ou B,
1

noté i?
2

Nous retrouvons une situation analogue en ce qui concerne les figures suivantes

("angles a cbtés paralléles")

Y
yl
XI
A' 55
T
A y b < A
>
A Y
->
(translation de wvecteur AA') (symétrie centrale de centre I milieu

de EAA'J)

5 ECART ANGULAIRE

Soit le demi-cercle de centre O et de diamétre EﬁA'] tel que d(o, A) = 1.

N
A tout point I de ce demi-cercle, on associe l'angle géométrique AOI dont un

représentant est (0x, Ou)
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Réciprogquement, pour tout angle
S N .
geometrique xOu, on construit son
représentant dont un cété est la I u
demi droite DQA) et dont 1'autre

cbté coupe le demi-cercle en I.

On construit ainsi une bijection entre 1'ensemble Cj%;des angles géométriques et

le demi-cercle de centre 0 ét de rayon 1.

Si ce demi-cercle est matérialisé par le bord d'un demi-disque cartonné et que
nous enroulions un fil sur celui-ci en partant de A nous mettons en é&vidence 1l'exis-

ence d'une bijection entre 1'ensemble des points du demi-cercle et 1'intervalle

[0, x] ae ®r* /‘r&/

or

£ L
/ g

/ ”~
/ ,//
Vs
”

.

te)a=

/ /s
/
B 7
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La composée des deux bijections précédentes est une bijection, notée Ek' de dé?
@ B S i . . s ns
vers [O, k] qui, a l'angle géométrique AOI associe le réel t appelé "écart

N
angulaire" de l'angle AOI.

On note : Ek(ﬁg}} = t

Si k = 180 on dit que 1'écart angulaire est exprimé en degrés.
Si k = 200 il est exprimé en grades

Si k=" il est exprimé en radians.

On admet alors que

N ~~ PN
E = +
k(xOy) Ek(xou) Ek(uOy)
et 1l'on définit "angle aigu" et "angle obtus" :

A k
o est aigu si, et seulement si 0 < Ekda) <-5

A X ~
B est obtus si, et seulement si 5‘< Ek(B) < k

On peut aussi définir la notion "d'angles complémentaires" et "d'angles supplémen-
taires" :
"Deux angles oo et [ sont complémentaires si, et seulement si
k

i
E, (@) + E (B =3

Ils sont supplémentaires si, et seulement si :

A
Eké?) +E ®) =

Enfin on démontre que "la somme des écarts angulaires des angles géométriques d'un

triangle est égale & k".



- 36 -

A titre d'exemple donnons la démonstration de ce théoréme.

Désignons par SI la symétrie de centre I milieu de [A] et par SJ la

symétrie de centre J milieu de LAC] . Il vient

s. [(ea, B0)] = @ax', aB)

s; [(ca, cB)] = (2x, ac)

L A\
Mais : E (éﬁzﬁ) + D, (BAC) + E (62}) =k
k “k k
~~ N
d'ou E, (ABC) + E, (BAC) + Ek(igﬁ) =k

i i
¥ Angles a cdtés perpendiculaires

Une notion utile en physique et qui a disparu des actuels programmes du ler cycle

&tait jadis connue sous le nom d'"angles a cotés perpendiculaires".

ler cas ly
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N
Nous nous proposons de comparer les angles xAy et x'A'y'. La translation de

—_
vecteur AA' transforme le couple de demi-droites (Ax, Ay) en le couple isométrique
(A'xl, A'yl) tel que : (A'xl) // (BAx) et (A‘yl) // (Ay), donc X'A'x1 et y'A'yl

sont droits.

/\ = = Tyt 5
Les angles x'A'y et x A'y ayant méme complément x A'y sont égaux et par
1 1 1
suite : x'A'y' = xAy.

Si (Ax, Ay) et (A'x', A'y') sont des représentants de deux angles aigus tels

que : (Ax) L (A'x") et (By) L (B'y'), alors ﬁ£§ = fng§'.

2&me cas
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AN
Nous nous proposons de comparer les angles xAy et x'A'y'. La translation de

— . ; . ;
vecteur A'A transforme les demi-droites [A'x') ' [A'y'), [A'y') respectivement en
Ax ) Ay ) Ay ).
[ax ), [av), [ay,

_/\ TN _ /\“ P i _
Les angles x'A'y' et x Ay sont égaux ; les angles xX'A'y" et x Ay sont égaux.
1 1 1 2

N AN
De plus d'aprés le ler cas, xAy et x Ay sont égaux.
1 2

Il en résulte que :

N N\ P,
E(£K§) + E(ifg'y') = E(x'Ay") + E(x'A'y') =T

Si (Ax, Ay) et (A'x, A'y') sont respectivement des représentants d'un angle
aigu et d'un angle obtus tels que
(Ax) L (Ax') et (Ay) 4L (A'y') alors

E(Qy)+ E(xﬁ‘\y') = T
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6 TRIGONOMETRIE

— =
Soit (C) le demi-cercle de centre O et de rayon 1 : (O, OA, OB) est un repére

orthonormé du plan.

Soit M un point de (C), H et K les projetés orthogonaux de M sur (on) et (OB).

Posons : E?T (AOM) = x

()

- ---—- -

v

A' 0 K A

a) L'application de [O, T] dans R qui, au réel x, associe le réel OH (ordonnée

— —
de M dans le repére (0, OA, OB)) est appelée "application sinus" ; on note

OH = sin x

b) L'application de [O, W]dans R qui, au réel x, associe le réel OK (abscisse

—_— -
de M dans le repére (0, OA, OB)) est appelée "application cosinus" ; on note

K = cos x

c) Si x # g— on appelle "application tangente" 1l'application de [O, ﬂ]—{g} vers R

L. . _ sin x
qui, & x, associe le réel —_—
cos X

sin X
on note : tg x = ———
cos X

2 2 1

Le théoréme de Pythagore permet alors de démontrer la relation : sin“x + cos™x =

m i1l m
et d'étudier les cas particuliers oi x prend les valeurs G '3’ 5—.

7N . .
De la méme facon si, ElBO(AOM) = u on définit les réels notés 51n180 u et

u et les relations trigonométriques dans un triangle rectangle.

COSISO
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EN CLASSE DE PREMIERE

Nous allons donner ici les idées directrices qui conduisent aux notions d'angle
et de mesure des angles dans les actuels programmes de premiére des lycées. Nous ne
donnons aucune démonstration ; les lecteurs intéressés par le détail de cet exposé
peuvent se reporter au volume n°® 9 de la Collection Nanta-Iremica intitulé "Algébre

linéaire et géométrie vectorielle".

1 - PRODUIT SCALAIRE - ORTHOGONALITE

1-1 Produit scalaire

Etant donné un espace vectoriel réel E, on appelle "produit scalaire" sur E,

toute application \{ de E x E vers R satisfaisant aux axiomes suivants :
V3, V%, ¥w Y, v = Y@, 9 + Ya, w

Vo, Y3, V% Y@, ov) = o Y@,

Vi, v Y@, v =Ye, o

ueE- {0}, Y0 Y& W >so

Un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire est dit "espace vectoriel

> > >

euclidien". Dans la suite nous noterons : lf(u, V) = u.v
- - - >
I La norme d'un vecteur B® est le réel noté ”u“ tel que “u“ =Yv.u

Un vecteur est dit unitaire (ou normé) si et seulement si sa norme est égale &

1-2 Orthogonalité

On définit alors la notion d'orthogonalité de deux vecteurs
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Deux vecteurs sont orthogonaux si, et seulement si leur produit scalaire est

nul.

Ainsi que la notion de sous-espaces vectoriels orthogonaux :

Deux sous-espaces vectoriels F et F' de E sont orthogonaux si, et

> ->
seulement si tout vecteur u de F est orthogonal & tout vecteur u' de F'.

Le procédé d'orthogonalisation de SCHMIDT permet de construire des bases orthogona-

les puis orthonormées.

> > >
Relativement & une base orthonormée, par exemple (i, j, k) d'un espace vectoriel

de dimension 3, le produit scalaire des vecteurs

- - > - - - > >
U=Xi+Yj]+2Zk et U'=2ZX'L+Y'j+ 2k

est

> >
LU.V = XX' + YY' + 727"

2 - ISOMETRIES VECTORIELLES

2-1 Définition

On appelle isométrie vectorielle d'un espace vectoriel euclidien réel E

toute application f de E dans lui méme telle que :

> =

ﬁ, V.\; f(z) : f(?r) = U.Vv

On dit souvent que f "conserve le produit scalaire".
A partir de cette définition on démontre deux propriétés caractéristiques d'une
isométrie vectorielle :

« f est linéaire et f "conserve les normes"

Yi desE lec@ | = |2l
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e I est linéaire et transforme une base orthonormée de E en une base

orthonormée de E.

2-2 Propriétés d'une isométrie vectorielle d'un plan vectoriel euclidien

a) Ces définitions générales étant posées, on s'intéresse aux isométries vectoriel-

les d'un plan euclidien. Elles constituent un groupe non commutatif appelé groupe

orthogonal du plan vectoriel euclidien

b) Les isométries vectorielles d'un plan vectoriel euclidien sont de deux types

- les "rotations vectorielles"dont la matrice relativement & une base

orthonormée est de la forme a =b| avec a2 + b2 =1

b a

- les "symétries vectorielles" dont la matrice relativement & une base

, 2
orthonormée est a b avec a2 + b =1

b -a

c) L'ensemble Eﬁb des rotations vectorielles d'un plan vectoriel constitue

un groupe commutatif.

3 — ORIENTATION D'UN PLAN VECTORIEL

3-1 Introduction-définition

a) Dans l'ensemble des bases orthonormées d'un plan vectoriel on définit la

relation suivante SD :

S > s R . . . . i
(a, v) J7 (u', v') si, et seulement si, il existe une rotation r telle que

- -+
u' = r(u) et v' = r(v).
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c) Définition

ORIENTER le plan vectoriel euclidien c'est PRIVILEGIER L'UNE DES CLASSES

d'équivalence.

3-2 Propriété

La matrice d'une rotation vectorielle est indépendante de la base orthonormée

directe choisie.

Par conséquent une rotation r est caractérisée par les coefficients a et b

de sa matrice F; -b avec aZ + b2 =1
E) a
On posera Cos r = a
Sin r =Db
Remarque

Si une rotation r' est caractérisée par

"

Cos r'

a

b! Sin r'

on obtient Cos (ror') et Sin (ror') en effectuant le produit des matrices respectives

de r et de «r'

4 - ANGLE DE DEUX VECTEURS

4-1 Angle de deux vecteurs unitaires

a) Soit 1L 1l'ensemble des vecteurs unitaires. Considérons dans ll % 1L la
relation binaire \? définie par :

>+ > > > :
(u, u')‘f (v, v') si, et seulement si, il existe une rotation r

- -
telle que u' = r(u)
B o
v' = r(v)

Cette relation \F est une relation d'égquivalence.
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5> > B
Chaque classe d'équivalence est appelé Ianglel.-Si (u, u') est un représentant
T

S
d'une classe, cette classe sera notée (u, u') et appelée angle du couple de vecteurs

. . e ->
unitaires (u, u').

b) Remarque : A chaque rotation r est associé un angle et un seul. Par conséquent

nous pouvons noter cet angle r.

A £

Ainsi = (U, 0") & ' = r (@)

4-2 Groupe additif (J%,*ﬂ des angles

Soit dﬁ: 1l'ensemble des angles. Nous savons dque (gl, o) est un groupe commutatif

et d'aprés la remarque ci-dessus (4-1 b) il existe une bijection entre G}, et c*ﬁ.
Le schéma suivant montre comment on peut munir cft d'une loi interne appelée addition

et notée +

9),

~
~-
H)é%,

r ¢ >
A

] L]
& 5> T

loi o loi +

—— K

A Ay

ror' = r'or ¢ A THY' = T147

(Gl, o) étant un groupe commutatif, il résulte de l'isomorphisme ainsi défini que

(dt, +) est un groupe commutatif.

4-3 Angle de deux vecteurs gquelcongues

- =
]

Etant donné deux vecteurs 3 et 3' non nuls, les vecteurs i;ﬂ- = ﬂ;i
v v

sont unitaires.
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Par définition /\

> ->
—)-' _ v v'!
’ - T >
v ([
4-4 Relation de Chasles N N
> > - - ¥ - v
Soit trois vecteurs non nuls v , v , v et soit u = +1 u = ¢2
o ov ? Iv |
5, 1 2
-¥ v3
u —1
-
SN
VAN P
A e > A Re - .
posons r = (ul, u2) r' = (uz, u3) et soit r et r' les rotations respective-

§ = ~
ment associées & T et #£'. Nous avons :

- - - - . > -
r(u) =u et r'(u) =u d'oi u = r'or(u)
1 2 2 3 1
P
Ainsi (u , u) = T+
— 1 3
A 4{’3; AN
D'ol (u ,u) + (u,u)=(u, u) et par conséguent
3 1 3
- - > -
(v ,v)+ (v ,v)=(v,vVv)
1 2 2 3 1 3

4-5 Cosunus et Sinus de l'angle de deux vecteurs

> >
Les Sinus et Cosinus de 1l'angle (u, v) de deux vecteurs, sont donnés par les

formules suivantes :

et
<¥

-
de (u, v)
Cos (5, %) = 8V ats 1Y, By = TR

N B
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5 - MESURE DES ANGLES

5-1 Cercle trigonométrique

a) Définition :

B On appelle cercle trigonométrique du
v plan affine P tout couple (C, A) ou

C est un cercle de rayon 1 inclus

e

dans P et A un point de C.

He
*

0O est le centre du cercle

- >
¥ (0, i, j) est un repére orthonormé

direct du plan P.

b) Remarque 1 : Pour tout angle £ associé a la rotation r du plan vectoriel

—_— —_—
E il existe un point M wunique tel que r (OA) = OM.
— — - PR
En conséguence ”OM" = HOA” = 1, ce qui entraine que M est élément de C.

—_ =
Réciproquement pour tout point M de C le:couple de vecteurs unitaires (OA, OM)

détermine un angle unique r.
L'application suivante
f:Q— C est donc une bijection

Y p—) M

c) Remarque 2 :

-

-5
Ssi T = (0A, OM)

alors | Cos £ = x et SinT =y
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5-2 Surjection de R vers d%{

5-2-1 Axiomes de définition

Axiome 1 : Il existe une application 6 de R vers 0% telle que

(x, x') € Rr? V(x, 3 ") B(x+x") = B(x) + B(x")

’
Axiome 2 : Il existe un réel positif, note T, tel que 8(m) = ﬁ (angle plat).

La restriction de 6 & ]—W, +W] est une bijection de ]—ﬂ, WJ sur(j% -

5-2-2 Interprétation intuitive

N\
On peut "assimiler" 0 & 1'enroulement
d'un fil autour d'un cylindre
x,__um) =% =0
Rl wl_.g(@)=§=6(m
U (%)

)

A'O)
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5-2-3 Conséquences

Les propriétés de 0O (additivité (axiome 1)) et de 7 nous conduisent aux résultats

suivants
9(0) = 0 (Yx) (x € R) B(-x) = - B(x)
(x €R) (ke 2Z) (Yx) (Yk) B (kx) = k6 (x)
B (2m) =6
(x €R) (kez (Yx) (YK 6(x+ 2km = 6(x)
S x-x' = k(2m) alors Bilx)y = 0 (x")
k € 2
X €R
x'" € R

5-2 Groupe additif (R/ , +)

2TZ

a) La relation binaire définie sur R X R par

xVvx'&s (3k) (ke 2) x-x' = k(2m)

est une relation d'équivalence

b) L'ensemble des classes d'équivalence pour cette relation est noté R/Zﬂz

et on l'appelle ensemble des réels modulo 2T.

c) Remarque

Toute classe d'équivalence a un représentant et un seul dans J—ﬂ, +ﬂ] . On

pourra donc identifier un élément x de R/
]—TT, m] .

d) On munit R/

o a son représentant, noté x, dans

de la loi de composition interne notée + et définie par :

X €R/y o Ve R/, (VR (YY) x+y="%y

2TZ

(R/

onz ! +) a une structure de groupe commutatif




- 49 -

5-4 Mesure d'un angle

a) Nous connaissons les bijections suivantes

f IR/2,rrZ ——-)]—TT, +‘IT] d'aprés la remarque 5-3 c

N
]

.
X}

et 0/1 : ]-m, +1T] SN | 1

~
p 4

~

Nous en déduisons gque 80of est une bijection de IR/2TTZ vers Uﬂ{

b) De plus fof "transporte" la loi d'addition de R/21TZ dans c%t et par

conséquent pour (x, 9) quelconque de R/ZWZ X R/zwz

Bof(x + y) = BOf(x) + B0E(Y)

Ce qui nous conduit au théoréme suivant

(iR/2Trz , +) et (d%ﬂ +) sont des groupes isomorphes.

c) Mesure d'un angle

L'élément unique de R/2WZ associé & un angle T est appelé mesure de cet

angle.

d) Remarques

est donc un "réel modulo 2m"

. La mesure d'un angle ¥

. Tout représentant de la mesure de T est appelé détermination de £ et le

est appelé détermination principale.

représentant appartenant a ]—W, +F]

Exemples : mes P = T = {x / x =T+ 2km  k € 2}

mes 4 = (gJ ={x/ x= g—+ 2k k € 2}

. Par abus de langage on confond souvent détermination et mesure d'un angle.
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e) Unité d'angles

On appelle l'angle 6(1) image du réel 1 par 6.

f) Autres systémes d'unités

L'existence de 6 é&tant admise on peut définir de R vers dﬁfd'autres applica-

tions possédant des propriétés analogues & celles de 0 soit par exemple :

o = [R—-——-—}C’OG

Xpb——3 0a(x) = 0(Ax) ot A est un réel fixé

Pour chaque valeur de A on définit ainsi un nouveau systéme de mesure.

Par exemple

. OL180=R———)0‘E

B (—— x)
%2 Plygg *

1'unité d'angle est alors le |degré soit 1l'angle @180(1)

Vs | meemr——s
e'ﬂ'
Xjp— (566-X)

1'unité d'angle est alors le , soit l'angle oczoo(l)

Remarque

p = 86(m = uIBO(IBO) = azoo(ZOO)

L'angle plat ﬁ a donc pour détermination principale

T (en radians)
180 (en degrés)

200 (en grades)



- 51 -

6 - TRIGONOMETRIE

La surjection 60 étant définie de R vers Jf'nous connaissons le Sinus et le

Cosinus de tout angle 0(x) oG x est un réel.

6-1 Fonction sinus et fonction cosinus

On appelle fonction sinus (respectivement fonction cosinus) 1l'application

définie de R vers [—1, +1] pour tout réel x par
sin x = Sin [B(X)J
(respectivement)

cos x = Cos [S(X)]

6-2 Fonction tangente - fonction cotangente

La fonction tangente est définie pour tout réel x différent de g—+ k.

(k € 2) par :

sin x
cos X

tg x =

La fonction cotangente est définie pour tout réel x différent de kr

(k € %) par
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3éme PARTIE

OPTIQUE GEOMETRIQUE MATRICIELLE

Rappel des lois générales
Généralités sur les systémes centrés
Dioptre sphérique

Dioptre plan

Miroir plan

Lentilles minces
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OPTIQUE GEOMETRIQUE MATRICIELLE

1. LE BUT de cet exposé est la résolution de problémes simples d'optique
géométrique traditionnelle (niveau lére C ou D) pour des systémes centrés (1'é&tude
du prisme, par exemple, est donc exclue) en éliminant au maximum la géométrie plane
traditionnelle, qui n'est plus enseignée aux €léves, et en la remplacant par des

opérations sur les matrices carrées d'ordre 2, abordées en premiére.

De plus, la notion de repére d'espace, presque jamais abordée dans ce domaine
(elle est indispensable dans toute la physique, mais surtout en Mécanique) sera

précisée.

2. RAPPEL DE LOIS GENERALES

Au niveau de la lére, les lois générales seront admises sans démonstration (elles
seront plus tard démontrées & partir du Principe de Fermat). Elles sont au nombre
de quatre et s'énoncent aprés avoir défini 1'indice absolu n d'un milieu homogéne
transparent (et bien sdir isotrope !) comme n = %- oi ¢ est la norme de la vitesse
de la lumiére dans le vide et v 1la norme de la vitesse de la lumiére dans le
milieu considéré:
n € [1 ; 2,4J n =1 correspond au vide

n=2,4 au diamant

n  est sans dimension et sans unité.

- Loi de la propagation rectiligne de la lumiére dans un seul milieu.

- Loi (et non Principe) du retour inverse de la lumiére (assez mal compris des

éléves).

- Je ne rappelerai que les deux derniéres lois —dites de Descartes- (ou de Spell-

Descartes)
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2-1 LOIS DE LA REFRACTION

Deux milieux homogénes transparents,
d'indices absolus n et n', sont
limités 1'un par rapport a 1'autre par

une surface dite dioptrique s.

Un rayon incident traverse le Premier

milieu et frappe s en I, dit point

. . - .
d'incidence, Soit u le vecteur unitaire

directeur du rayon et dont le sens est
=3
celui de propagation de la lumiédre. Soit la droite orthogonale en I 3a s, N le

.
vecteur unitaire directeur de celle—ci,orienté du premier vers le second milieu. N

est dit vecteur unitaire orthogonal ou "normal"

> >
L'ensemble (I, u, N) définit un plan affine, appelé plan d'incidence. La figure

est faite dans ce plan, par anticipation de la lére partie de la loi.

< 2
L'angle orienté dans le sens trigonométrigue 9 = (N , u) dont la mesure,
. - ) . L m _
lorsqu'il est exprimé en radians, est comprise entre - 5 et — , est appelé

"angle d'incidence"

>
Soit uﬂ le vecteur unitaire du rayon réfracté, orienté aussi dans le sens de

propagation de la lumiére.
. W £ : ™ oow . :
L'angle orienté I'= (N, u') avec i'€ [ i 5—] est l'angle de réfraction.
(rad)

LOI
¥ Premiére partie : le rayon réfracté appartient au plan d'incidence (d'ot figure
- > >
plane) ou (I, u') € (I, u, N)

#* Deuxiéme partie : n sin i = n' sin i

Conclusion : i' n'est pas lié linéairement & 1.
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Cas particulier : Loi de Képler

Si |i| est faible devant g rad (et non : si i est faible, comme on lit

souvent) alors :

sin i ¥ i (en réalité, une meilleure approximation est donnée par
. 3 )
L . i . 3
sin i M i - =— = i(l - — ))
6 6
D'autre part : n et n' sont deux réels, supérieurs & 1, n'exédant pas 2.4

Il en résulte que E} est au plus égal a 2,4 et
n

lil faible devant g—é:# |sin i| faible devant 1
|sin i| faible devant 1 ¢==;|sin i'| faible devant 1

|sin i'| faible devant 1 &= |i'| faible devant g-

d'ou :
sin i' A i
D'ol la loi de Képler : n i % mtilt alors que, dans les formules approchées

récédentes, i et i' devaient étre exprimés en rad, dans cette loi, l'unité
P

d'angle est quelconque.

Cette formule est acceptable, avec une précision qui, en physique, est au moins

égale & 1 %, si :

.2
1 En prenant : sin i ~ i(1 - %—)

100

. 2
1 /
alors e £ — et I]_I < /E soit |J.J = 6 X 180 = 14°
6 100 rad 100 deg 100 i

A

L'intérét de la loi de Képler -par rapport & la deuxiéme partie, de la loi de
Descartes- bien qu'elle ne soit pas rigoureuse, est que i' est 1ié 3 i par une

relation linéaire.
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2-2 LOI DE LA REFLEXION

Dans le cas précédent, en plus du rayon réfracté, il existe un rayon réfléchi

dans le premier milieu. Ce rayon existe toujours tandis que le rayon réfracté
disparait si le deuxiéme milieu devient opaque. Donc, la nature du 2éme milieu

n'influe pas sur la réflexion. s constitue une surface réfléchissante ou catoptrique.

Les définitions relatives au rayon
incident sont inchangées par rapport
au 2-1. Par contre, le rayon réfléchi
correspondant a4 de la lumiére se
pProgageant du 2éme milieu vers le
premier, le vecteur unitaire orthogonal

-
qui lui est relatif est - N et 1l'angle

de réflexion :
S /\
2+ > il
i'= (- N, u'"), avec i' € [- E‘, + —J
(rad) s 2

LOT

* Premiére partie : analogue & la premiére partie de la loi de la réfraction :
le rayon réfléchi appartient au plan d'incidence.

* Deuxiéme partie : i' =ei

I1 est avantageux sur un plan mathématique (plus que physique) d'essayer de ramener
les lois de la réfraction et de la réflexion & une seule loi. La premiére partie
est la méme. La deuxiéme est plus compliquée pour la réfraction : il faut faire en
sorte que la réflexion soit un cas particulier de la réfraction. Or

i''=-1i =3 - sin i' = sin i. En multipliant par n : - n sur i' = n sin i.

Posons : — n = n' =3 n' sin i' = n sin i



w BT

"Tout se passe comme si" le rayon réfléchi se propageait dans un milieu fictif,

d'indice négatif -n.

m . 2 R
En particulier, pour fi] < < E—rad, la loi de Képler est applicable & la
réflexion comme i la réfraction, et elle est évidemment vigoureuse dans le premier

cas.

Remarque. Dans tous les cas : i = O == i' = 0 : le rayon réfracté ou réfléchi a

alors méme support que le rayon incident.

3. GENERALITES SUR LES SYSTEMES CENTRES

3-1. DEFINITIONS

- Un systéme optique (S) est un ensemble de milieux homogénes transparents,

séparés entre eux par des surfaces dioptriques que nous Supposerons sans point
singulier, le dernier milieu pouvant étre limité par une surface catoptrique. Nous
supposerons (S) unique dans 1'espace.

Soit Sp et Sq les faces d'entrée et de sortie de (8), la lumiére se propageant

depuis Sp vers Sg- Nous supposerons que la seule surface pouvant étre catoptrique

est la plus 3 droite. Il est possible que Sp et Sg soient confondues. On ne schémati-

sera gque ces faces et on supposera (S) indéformable.

(s)
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- Avant SE se trouve un milieu homogéne transparent d'indice absolu n,

dit milieu d'entrée ; aprés SS se trouve un milieu homogéne transparent d'indice

absolu n' dit milieu de sortie. Si la derniére ligne est catoptrique, le milieu qui

est 3 droite de celle-ci est en fait quelconque et on la symbolisera par -

Les milieux d'entrée et de sortie sont alors confondus & gauche de SE' qui est

confondue avec sS.

Cas particulier. (S) est dit systéme centré si, et seulement si, i1 posséde au

moins un axe de résolution, c'est-d-dire si toutes les surfaces dioptriques ou
catoptriques ont en commun au moins un axe de révolution . Celui-ci est dit axe

optique du systéme.

Par la suite, nous n'étudierons que les
q

systémes centrés.

Xe optique : Ty
(8) & Ptiq Tout rayon incident, dans le milieu
n n' d'indice n, est transformé par (S) en
- s un rayon émergent dans le milieu d'indice
E S

nl

Si un rayon incident a pour support l'axe optique, lorsqu'il frappera chacune
_— A .
des surfaces s, son angle d'incidence i sera nul puisque ces surfaces n'ont pas
de point singulier - finalement, le rayon émergent correspondant aura méme support,

qui est l'axe optique.

Pratiquement, les diverses surfaces s composant (S) sont uniguement des portions
de plans et de sphéres.
Les plans sont évidemment orthogonaux i 1'axe optique.

Les sphéres sont centrées sur l'axe optique.

Ici aussi, il est commode de ne considérer qu'un seul cas : un plan est la limite

d'une sphére lorsque le rayon R de celle-ci tend vers + 1'infini.
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Nous étudierons les cas particuliers suivants :

- Sg est dioptrique et confondue avec Sp = dioptre sphérique, puis plan.
- Sg est catoptrique et confondue avec Sg * miroir sphérique (hors-program-
me) puis plan. Ce cas est un cas particulier du précédent, en prenant n' = - n.

- Sg est dioptrique et n'est plus confondue avec SE i le milieu entre s

et Sq est unique : lentilles.

= plusieurs lentilles de méme axe optique sont associées (pour deux, on

forme un doublet,...).

3-2 REPERES D'ESPACE

(S) étant indéformable et placé dans un espace affine euclidien de dimension 3,
un repére d'espace R de dimension 3 peut lui &tre attaché (le temps n'intervenant
e
pas en optique "statique", on n'a pas besoin de repére de temps Rt, donc de

référentiel R = {Rr , Rt}
e

A cause de la symétrie de révolution de (S) autour de son axe optigque, tous les

plans contenant cet axe, dits plans de section principale sont équivalents entre eux.

Si un rayon incident coupe l'axe optique, il appartient & 1'un deux.

Le rayon émergent correspondant coupe également 1'axe optique et appartient au
méme plan de section principale & cause de la premiére partie des deux lois de
Descartes et parce que les "normales" aux surfaces de réwolution, soit coupent 1'axe

(sphéres) soit lui sont paralléles (plans).

Donc, & condition de ne considérer que des rayons coupant 1'axe optique, le
probléme se raméne & un probléme dans un espace de dimension 2, puis on passe & un

espace de dimension 3 par rotation autour de l'axe optique.

> >
Dans un plan de section Principale, soit B = (i, j) 1la base définie comme suit
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b4 Yy o5
¥ 1 est le vecteur unitaire directeur de
l'axe optique et orienté dans le sens
de propagation de la lumié&re incidente.
. ) -
) j -
J 4 Ré (s J:r Ré i est inchangé par la rotation précédente
AY
ol * . ;
0 i o'l 1 x, x' dans un espace de dimension 3.
X s .
¥ J est le vecteur unitaire directement
&, T T m T
orthogonal &8 i ((i, j) = + E-rad). j est
() ) changé par rotation.

R doit étre muni d'une origine, toujours

e

choisie sur l'axe optique, et de position
invariable par rapport a (S), qui est indéformable. A part cela, cette origine O

est quelconque. D'ol : R = (0, B)
e

En réalité, on choisit deux repéres Re et Rg, de méme base, et ne différant
que par leurs origines 0O et 0O

R = (0, B) R' = (0', B)
a e

>
R sera relatif aux rayons incidents, Ré aux rayons émergents. L'ensemble (0, i)
e

- = -
est l'axe Ox ; (0, j) l'axe Oy ; (0' i) 1l'axe 0'xy, (0', j) 1l'axe O'y/! avec quelles
que soient les origines choisies sur 1'axe optique : y' =y

Les plans orthogonaux a 1'axe optique en O et O' seront notés () et (2"). ce

sont des plans origine d'entrée et de sortie.




- 61 =

3-3 DETERMINATION DES RAYONS INCIDENTS ET EMERGENTS

(S) Soit un rayon incident dans un plan

M' de section principale et le rayon
E\z; émergent correspondant. A 1'intérieur

de (S), on ne détaille pas la "marche"

(]
=t 4

réelle du rayon et on note un segment

en pointillé entre les points d'inci-

dence I et d'émergence 1I°'.

(T) (T") Tout rayon appartenant & un plan
connu (de figure), est déterminé par

deux paramétres :

- -
¥ Le premier est appelé angle d'ouverture. Soit u et u' les vecteurs unitaires
directeurs respectifs des rayons incident et émergent et orientés selon le sens de
propagation de la lumiére.

- l'angle d'ouverture du rayon incident est l'angle orienté -

a_ F > .
u= (i, u), avec, en radians u E]—ﬂ, W]

- l'angle d'ouverture du rayon émergent est :
5> >,
qAr = (i, u), avec, u' e‘]—ﬂ, ﬂ]

u|‘
— est un réel appelé grossissement angulaire ou
p g

Le rapport (sans dimension) g =

[=4

rapport de convergence.

¥ Le second est 1'ordonnée du point de concours du rayon avec un axe connu de
; ¢ 2 . . :
vecteur unitaire j. On pourrait prendre Oy pour le rayon incident, O0'y' pour le

rayon émergent.

Pour des raisons qui seront vues plus loin, (obtention de 1a relation conjugaison),

on choisit les axes quelconques : Gy et G'v'. G et G' sont les points de références

d'entrée et de sortie. Le plan orthogonal & 1'axe optique en G note (T), s'appelle




= B2

plan de référence d'entrée. Le plan (I'') orthogonal & l'axe en G° est le plan de

référence de sortie.

Le rayon incident traverse le plan (I') en M. Soit y = GM

Le rayon émergent traverse le plan ( I'') en M'. Soit y' = G'M°
Les couples : (y, u) et (y', u') déterminent parfaitement les rayons incident et
émergent.

Pour un couple d'entrée (v, u) donné, les lois de 1'optique géométrique (détermi-
nisme !) permettent de calculer le couple (y', u'). Dans le cas général, l'application
qui & (y, u) associe (y', u') n'est pas simple, et, en particulier, n'est pas linéaire.

Seule une approximation linéaire permettra l'emploi de matrices carrées d'ordre 2.

Remargues : y est 1'ordonnée du point de concours du rayon incident avec le plan (I,
et non celle du point de concours de ce rayon avec le plan ().

- G n'est pas fixe par rapport & O. L'ensemble (G, B) ne constitue pas un
repére d'espace.

- Le probléme du changement de pPlans de référence de méme nature est traité

au 3-10, qui peut &tre lu dés maintenant.

3-4 STIGMATISME

Les rayons incident et émergent coupent 1'axe optique respectivement en a et A'.

Considérons un faisceau de rayons incidents concourants en A oy isogénes. A est

alors dit objet ponctuel ou point objet. Un point objet est dit réel s'il appartient
au milieu d'entrée, virtuel dans les autres cas. Le faisceau allant de 2 3 (S) est

divergent si 1l'objet est réel, convergent s'il est virtuel.

Si, et seulement si, un faisceau incident isogéne en A est transformé en un

faisceau émergent isogéne en A', A' est 1'image ponctuelle ou point-image de A.
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A et A' forment alors un couple (A, A') de points conjugués et le systéme (S) est

dit stigmatique pour ce couple.

A' est réelle si elle appartient au milieu de sortie,virtuelle dans les autres

cas. Le faisceau allant de (S) & A' est convergent si A' est réelle, divergent si

elle est virtuelle.

Par la suite, nous n'étudierons que des systémes qui, sous certaines conditions,

sont stigmatiques au moins approximativement pour des couples (A, A')

quelconques
(le stigmatisme est dit approché si au point A correspond une tiche lumineuse centrée

sur A', de dimensions au plus €gales & celle des "grains" constituant le récepteur

optique : rétine, plaque photographique...)

> (5 Soit alors x = OA 1l'abscisse de A
[&
relativement & R x' = O'A' 1'abscisse
= ¥ & e
] 5 t = R'.
A o £ 9 o Al de A' relativement & o

A cause de l'unicité (ou déterminis-
me) des lois physiques, pout tout x

donné correspond un seul x', s'il

: .
(A et A" sont réels tous deux. existe (stigmatisme). Donc :

sur cette figure)

x" = f£(x) pour (S) donné, ce qu'on écrit plutét
, 1 1 1
sous la forme implicite : Ex, x") =0 (une loi telle que - — + £?= T est

exprimée sous forme implicite).

Cette relation est dite relation de conjugaison.

3-5 FOYERS

= Supposons que =x devienne infiniment grand (A s'éloigne & gauche sur l'axe).

Si, et seulement si, %' ne devient pas infiniment grand, (x' reste fini), alors
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le point limite de A' est dit foyer image et noté F'.

— Supposons que, lorsque x' devient infiniment grand, x reste fini. Alors, le

point limite de A est dit foyer objet et noté F.

On démontre que : ou un systéme posséde deux foyers, et il est dit focal ou n'en
posséde aucun et il est dit afocal (alors [xl et ,x'] deviennent simultanément
infiniment grandsl

En effet, supposons que (S) posséde seulement un foyer-objet F. Tout faisceau
incident issu de F est transformé en un faisceau cylindrique de génératrices
paralléles & l'axe optique. Si (S) n'a pas de foyer-image F', un faisceau cylindrique
incident de génératrices paralléles & l'axe est transformé en un faisceau cylindrique
de génératrices paralléles & 1l'axe. Ceci est contradictoire avec 1'existence de F,

car seul un faisceau issu de F permet d'obtenir un tel faisceau émergent.

3-6 APLANETISME

Tout plan orthogonal i 1'axe optique est dit plan de front.

Supposons le systéme stigmatique, au moins approximativement, par le couple (A, A').
Considérons, a 1l'intersection d'un plan de section principale et du plan de front
Passant par A, divers points-objets, évidemment alignés, dont 1l'ensemble constitue

un objet rectiligne [AB]

B ? (s) Si tout point appartenant 3 EAB] a
P une image conjuguée et si celle-ci se
4 & 2
A \i i

o' situe a l'intersection du plan de

S

T
B section principale contenant EAB] et

du plan de front passant par A',
[ABJ réelle, [A'B'] virtuelle et

renversée par rapport & [AB]:iY < 0)
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L] - .
c=2 appelée convergence du systéme (on montrera qu'elle est égale aussi
]

n
a - —).
£

- Soit (H, H') n'existe pas, soit une infinité de couples répond a la question:
Y = 1. Nous allons démontrer qu'alors le systéme est afocal, ge qui revient a
[ |f| et [f'| infiniment grandé]@:; C=0
En effet, tout faisceau cylindrique incident est transformé en faisceau cylindrique
émergent. Si le premier a ses génératrices paralléles a 1'axe optique, il en est de

méme pour le second. Donc, Y = constante. D'oll les deux pessibilités :

s af\

——y—f - - - -

Y=1\(S)/ v#l\(S)/

3-8 CHOIX DES ORIGINES

Si un systéme est focal, on peut choisir deux double-origines.

- Soit aux points-principaux : H = O, H' = 0'. On notera alors : HaA = P,
H'A' = p' ; les formules obtenues sont dites de Descartes.
- Soit aux foyers : F =0, F' =0'. On notera alors : FA = g , F'A' =0g'

les formules obtenues sont dites de Newton. Bien moins utilisées que celles de

Descartes‘nous ne les étudierons pas.

Si un systéme est afocal et s'il posséde une infinité de couples (H, H'), il est

commode de privilégier 1'un d'eux et de choisir, par exemple H 3 l'intersection de

SE avec l'axe optique. On obtient alors des formules du type Descartes.

3-9 MATRICE DE TRANSFERT

Nous montrerons que, sous certaines conditions, dites de Gauss, les systémes centrés



= T =

approximativement stigmatiques et aplanétiques, et que l'application qui, a (y, u)

fait correspondre (y', u') est approximativement linéaire. On pourra donc écrire

Y') T T (Y
_ [ 2 )
u' T T ) u
3 4
T iy

La matrice carrée d'ordre 2 : (T) = : % est dite matrice de transfert (T),

T T
3 L

(ou de transformation)du systéme (S) avec plans origines () et (R') et plans de
référence (I') et (I'') car une partie des termes qui la composent dépend de Q et O',
de G et G'.

En pratique, on se fixe les origines Q0 et Q' une fois pour toutes ; par contre,

on fait varier les positions de G et @' relativement & O et Q°'.

Donc, (T) dépend & priori seulement des plans de référence.
Les quatre termes : Tys Ty, T3, T, n'ont évidemment pas les mémes dimensions, puisque
Yy a les dimensions d'une longueur, tandis que u, mesure d'un angle, est sans

dimension.
Etudions le sens physique de chacun des termes de la matrice (T)

- 81, et seulement si, G et G' sont conjugués, ce que nous noterons

—

G =A G' = A" 0G = 0A = x , 0'G' = 0FA" = x!'
Vu t y=0 et y'=0 Or : y' = Ty + Tshu
Yu : Tou =0 & |T> =0 Or, T2 est une relation entre x et x' -
T, = £(x, x'") = O donne la relation de conjugaison.

2

Donc, le seul fait que y' soit fonction linéaire de (y, u) entraine que le

systéme est stigmatique pour un couple (A, A') quelconque.
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® = opp i
o' y'40 4 A=[Z 0 -I o' G'=A \

(T) (T (T) (r")

Toujours dans le cas ol G=A et G' =A', supposons le systéme aplanétique. Les
abscisses de B et de B', égales respectivement a celles de A et A', obéissent

d la relation de conjugaison. Donc, pour le couple (B, B'), T, = O.

Oor : y' =Ty y = AB y' = A'B'
L Al ]
Z; = ___?_.. =y Donc, dans ce cas : Ty =Y
AB

Revenons au couple (A, A'). Pour lui

u' = T3y + Tyu

[
o]

Or, y =0 =» u' = T,u — =T, Or : =(}

c
“

Donc, dans ce cas : Ty = G.

En résumé : si, et seulement si, deux points sont conjugués:

Ty =Y Ts =0 qug

- Supposons maintenant G et G' gquelcongues. Deux cas sont possibles :

- Soit le systéme est focal. Il posséde alors, entre autres, un point principal

image H', un plan principal image (r') et un foyer image F'.
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[
3  .__ID
€ '
45 i
Bl
|
i
(s)
(m")

(ici, H' et (T') sont virtuels,

F' est réel).

Quel que soit ('), y est constant.

L] L]
tg u' =~ 0D si |u'|< <L rad:tg u' ¥ u'
HIFI 2
H'D' = v H'F' = £

u' = - %3 Or u=20 et u' = T3y + Tyu

1

Ty = - —

fl
Ceci étant vrai quels que soient G et G', le terme

particulier,

plusieurs matrices d'espace.

— Soit le systéme est afocal. Alors u =

m

T, est invariant.

Tout rayon incident paralléle
a l'axe optique émerge en
passant par le foyer image F'.
Par définition des plans prin-
cipaux (points conjugués de
grandissement ¥ = 1) les rayons
incident et émergent (ou leurs
prolongements)

concourent. en

un point D’appartenant a (m').

u' = T3y

Il doit, en

se conserver lorsqu'on multiplie la matrice de transfert par une ou

0 &3 u' = 0 quels que



wy
f\
f
/
/
+
(@]
R
G-
]

2 Tzy + Tyu = u' = T3y =0
85 | &5

Ceci doit &tre vrai quel que soit

Ve
(S) _ . . .
Donc T3 = 0} (invariant ici

aussi)

Remarque : Un systéme afocal est la limite d'un systéme focal lorsque ]f"—4 +o0

(lim T3 = 0)
+00

L'intérét physique de ce calcul matriciel est (contrairement & ce qui est souvent
dit) que les quatre termes de la matrice (T) ont tous un sens physique, et sont tous

différents.

Remarque d'ordre pédagogique

Nous avons énoncé, et démontré en partie, des propriétés trés générales relatives
aux systémes les plus généraux rencontrés en Optique élémentaire : les systémes
centrés. Cette présentation peut paraitre trop générale et trop abstraite pour des
€léves de lére. Elle conduit ensuite & 1'étude de systémes particuliers simples

dioptres, miroirs...

On peut adopter la présentation inverse : démontrer d'abord les propriétés des
systémes les plus simples puis généraliser les résultats obtenus aux systémes centrés.

Au niveau de la lére, cette deuxiéme présentation est sans doute plus pédagogique.

3-10 MATRICE D'ESPACE

Une matrice d'espace (E) (mot mal choisi : il s'agit plutét d'une matrice de
passage) permet de passer d'un plan de référence de nature donnée, par exemple (Tl)
d'entrée, & un autre plan d'entrée (rH.

2

Remarquons donc que les plans origines sont fixes, les plans de référence "mobiles"
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(c'est-ad-dire mobiles par rapport aux plans origines).
MzP (Fl} et (Fz} coupent l'axe optique
en G et Gz' Un rayon incident couple
1
? T Ml a--#K ces plans en Ml et M2 , avec :
/ u I
N :
> y =GM y =GM
=
O'/;///-G - 1 11 2 2 2
1 2
V) 2 = =g
1 2
Soit K le projecté orthogonal
de M sur (')
1 2
(T) (F*) GM =GK+ KM (Chasles)
1 2 2 2 2 2
GM =GK

Si |u’<< g—-rad =) tg u%u

le rayon dit paraaxial. D'oq

KM =GG tgu
2 2 1 2

G u

ay
P Y, A Yl + G 5

1
3

(relation encore plus approchée que pour le sinus, car tgu=mu+ —3~ en prenant
3
deux termes au lieu de u(- g—- pour sin u).
o ¥, 1 GG, ¥y
D'otu - (E) = 1 G,G,
u, 0 1 u, o 1

On démontrerait de méme que la matrice d'espace permettant de passer du plan de

sortie (T;) au plan de sortie (F;),

G!
1

et G'
2

points est

1 G!G!
E") 172

plans coupant 1'axe optique respectivement aux
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4 DIOPTRE SPHERIQUE

4-1 DEFINITION

Un dioptre sphérique est la surface

axe principal dioptrique s, sphérique, de séparation

de deux milieux homogénes transpa-

rents, d'indices absolus n et n'. Soit

&
eoo
%’bl

= Sg Yoy, R le rayon de la sphére. On supposera

évidemment : n' # n.

Si C est le centre de la sphére, toute droite passant par C, c'est-a-dire ayant
pour support un rayon de la sphére, est axe de révolution du dioptre, donc est axe

optique : un dioptre sphérique est un systéme centré possédant une infinité d'axes

optigues concourants en C.

En pratique, s n'est pas une sphére entidre, mais une calotte sphérique dont la

base est un cercle.

On réserve alors le nom d'axe principal & 1l'axe optique axe de révolution de 1la

calotte, et d'axe secondaire & toute autre droite passant par C.

Le point S de rencontre de l'axe principal avec s est le sommet principal ;

le point S' de rencontre d'un axe secondaire avec s est un sommet secondaire.

SE et sS sont confondues avec s et avec (8).

Il est commode de mesurer algébriquement R, en posant :

—_— =
R = SC (figure : R > 0) (avec 1)
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4-2 ETUDE DANS DES CONDITIONS QUELCONQUES

Ce sous-paragraphe peut é&tre directement supprimé pour une étude directement

matricielle.

Soit A un point-objet sur 1'axe
principal et un rayon incident
passant par A et frappant s

au point d' incidence I. Son

A
angle d'ouverture u est quel-

congue.
-
() N en I est directeur du rayon
- - de la sphére, CI, et dirigé de
s I vers C.
. A A
(n' > n) L'angle d'incidence est i,
)
l'angle de réfraction i' (si
n' > nexdlsin i'[<|sin i| et [i'| < |i] dans 1'intervalle : [- -g— y: -"21])

Le rayon émergent ou réfracté coupe 1l'axe principal en A'. A' est 1'image de A
si, et seulement si -
CA = constante, Vﬁ = CA' = constante (provisoirement - double-origine
confondue en C). La premiére partie de la loi de Descartes relative & la réfraction

montre que le rayon émergent appartient au méme plan de section principale (également

plan d'incidence) que le rayon incident.

La deuxiéme partie permet d'écrire : n sin i = n' sin i
A =D o T m . .
Posons - w = (CS , CI) angle orienté avec w € [— E—, 51 (on se limite & une demi-

sphére au maximum) .

~
Dans le triangle CAI : i =1 - G (figure : i et u > 0, w < 0)
- sin i _ sin u

- CA R
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“ A <
Dans le triangle CA'I : i' = u' - W (figure : i' > O, w et u' <0)
sin i' sin u'
& S5 ==
CA' R
. = — sin i' sin u — sin (i+w
Dot : CA' =ca . Si . = ¢a, &, 2alw)
sin i sin u' n sin(i'+w)

e . — . o~ -~ ~ .
Pour CA donné, CA'serait constant Vl (et i', et w) si :

sin (i+w sin i 1oy
—-J———) = constante. Or ————— = constante = —
sin(i'+w) sin i n
~ "~ sin (i+w
w#O0 VQ sanlita) # constante
sin(i'+w)

Donc, pour i quelconque, le dioptre sphérique n'est pas stigmatique.

4-3 CONDITIONS DE GAUSS

ﬂ
- Supposons : Iu|<<§-rad et le rayon de base r = ’R’ sin de la

W ;
Maximal

: il
calotte <<|Rf ou sin w << 1 ou w <<— rad
Max Max 2

- Cette premiére condition permettra d'effectuer les approximations, u étant
exprimé en rad.

sin u N tg u - u-

- La deuxiéme condition permet de confondre approximativement la calotte
sphérique s avec une portion de son plan tangent en S, plus précisemment avec la

partie de ce plan qui est "vue" de C sous le méme angle (solide).
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Cette approximation permet de confondre les coordonnées de I avec celle de I',

relativement & R ,mais il ne faut évidemment pas confondre en I les "normales" & s

e
et au plan en question ! (ce qui reviendrait & "rejeter" C & 1'dnfini).
Cela permet de schématiser le (
dioptre sphérique : n n'
8 &
R >0
\
(s)

Ces deux conditions expriment les deux premiéres conditions de Gauss. Nous verrons

qu'elles sont nécessaires et suffisantes pour le stigmatisme approché, mais seulement

nécessaires pour l'aplanétisme approché. Elles expriment que tout rayon incident est
"proche" de l'axe optique ou paraaxial.

Il en faut une troisiéme pour 1'aplanétisme approché
IEEW< <|R| autrement dit : objet rectiligne, orthogonal & 1'axe principal, de

faible dimension devant le rayon du dioptre, pris en valeur absoclue.

4-4 STIGMATISME APPROCHE

Ce sous-paragraphe peut aussi étre éliminé pour une é&tude purement matricielle.
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. SN A . = —
La relation i = u - w, jointe aux deux premieres conditions de Gauss

m m . ; m 3 -
|u’<<5- ' |w|<<§- entraine [1|<<E- : la loi de Képler est donc
applicable.
m
ni g n'i' Donc [i'[<<5
-~ -~ -~ ~ - ~ ™ Z -
Oor i'=u' - w u' = 1" + w 'u'f<<§- : le rayon émergent est également
paraaxial
sin i sin u sin (i+w) sin i' sin u' sin (i'+w)
or : - —/——=-= = gk -~ —— = =
CA R R CAT R R

R

sin i x i, sin(i+w) A i+w , Sin i’ x i' , sin(i'+w) % i'+w donc les relations
i + w ! . . . 4 .
= S % = r - _l rwm_, = impliguent - "% % i ( == o E),\r\j i? (_-_L 4 .4_')
CA R CA' R cA R CA'

En divisant membre & membre par n i A n'i' :

¥ 5 %— (:%T'+ %? Relation indépendante de u, et & fortiori de
ca’'

i, i', u', w. Quel gue soit u ; CcA’ est fixé si, et seulement si, CA fixé

(définition du stigmatisme approché).

Cette relation peut aussi s'écrire

aE 1 4 A
- + = (é;'—j-) = : ce n'est autre que la relation de conjugaison avec
— e n n R
nCA n'CA
double-origine confondue en C (0 = 0' = C). Elle est peu utilisée.

4-5 FOYERS
Ce sous-paragraphe peut &tre supprimé lors d'une étude purement matricielle.

- Foyer-image

Si Eg-tend vers - —E—- tend vers 0, et ~4E——— tend vers (i-— éﬁdél
ca n' CA' n neR
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— n L
ou CA' tend vers R —— , grandeur finke (n' # n, et R ne tend pas vers
n'-n
1'infini).

Le dioptre sphérique posséde donc un foyer image F' 1limite du point A'

lim CA' = CF'= R —— C'est donc un systéme focal.
A -w A

- Foyer-objet

e

tend vers (i - d’—.)i
n n R

CA' tend vers + lorsque : -

]
8

nl

ou CA tend vers - R qui est fini.

n-n'

Le foyer-objet F existe (évidemment puisque F' existe) et sa position, qui est

la limite de celle de A', est donnée par : CF = - R Z

On aurait pu obtenir CF a artir de CF' par a lication de la loi du retour
P P b pp

inverse de la lumiére en permuttant les indices n et n'.

4-6 APLANETISME APPROCHE

(S)
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Supposons gu'un point-objet ne déplace sur un arc de cercle de centre C, de
rayon IEK}. Toute droite passant par C, autre que 1l'axe principal, et aussi axe
optique, dit axe secondaire. Le stigmatisme étant approché pour tout couple (A, A")
dans les deux premiéres conditions de Gauss, tout point de cet arc de cercle a son

image sur le rayon passant par ce point, 4 l'intersection avec l'arc de cercle de

-

centre C et de rayon I-C—K1

A ) ™ . ) B ~
Si l'angle w de la figure est tel que |w <<§) et si l'arc intercepté par w

a une mesure prise en valeur absolue, faible devant |R| (3éme condition de Gauss),

on peut confondre les calottes sphériques passant par A et A' avec leurs plans

tangents en A et A'.

Alors l'image d'un point-objet tel gue B est approximativement B' : le dioptre
plan est approximativement aplanétique.

Le grandissement vaut, par définition :

A'B'

Y = Il ne doit dépendre que du couple (A, A')

&l

A
Or, les triangles rectangles CAB et CA'B', ayant l'angle w commun, sont

homothétiques. Donc

s

IBI

[ —
= g%f’ Y AB : ce rapport ne dépend bien que du couple (A,A')

5|

Remarque : Pour une é€tude purement matricielle, on peut supprimer 4-2, 4-4 et 4-5,

et placer 4-6 (en supprimant 1'étude du grandissement) avec 4-10.

4-7 MATRICE DE TRANSFERT (Tg) AVEC PLANS DE REFERENCE (S)

Nous avons montré, par la méthode classique, qu'un dioptre sphérique était appro-
ximativement stigmatique et aplanétique pour un couple (A, A') quelconque dans les
conditions de Gauss.

On peut abandonner ici la méthode classique pour introduire a la place la méthode
matricielle (qui ne peut &tre utilisée au départ, tout au moins pour l'aplanétisme,

en lére).
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Nous confondrons d'abord G et G' avec S, c'est-id-dire les plans de référence
d'entrée (I') et de sortie (I'') avec le plan (S) et allons démontrer que les paramétres
(y', u') d'un rayon émergent sont liés linéairement aux paramétres (y, u) du rayon

incident correspondant dans les deux premiéres conditions de Gauss. Nous prendrons

provisoirement une double-origine confondue en § : 0 = O' = S)

Le point d'incidence est I = Mg = M'g d'ordonnée : yS = vy'S

P
=M =@09 1T=0-8§ =3 - w
S
wht- ¥ g By ¥S_no ¥ _ys
R n R n R R
; n'-n
u =- YS+—'L1
n'R
y's 1 o vSs
Donc : =
, n'-n n
u - — u

=}

n'r
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H
o

T =
B , Notons que : det (TS) = ——

1
]
=i
=}

4-8 MATRICE DE TRANSFERT (T) AVEC PLANS DE REFERENCE QUELCONQUES

G et G' sont maintenant quelconques,de positions relativement & S définies par

SG et SG'.

On passe de (I') plan d'entrée & (S) plan d'entrée par la matrice d'espace (E_I)
inverse de (E) ((E) permet de passer de (S) a (I') avec, dans la formule précédemment

établie, S =G ,G =G )
1 2

1 SG 1 ~5G

(E) avec : det(E) = det(E_l) =1

I
=)
i

On passe de (S) plan d'entrée a (S) plan de sortie par (TS)

On passe de (S) plan de sortie & (I') plan de sortie par la matrice d'espace (E')

(formule établie avec S = G; , G' = G")
2
1 SG'
(E') = det (E") =1
0 1 (f
n n'
MS = M'S
M M'
+ | yS=Y's

=)}
=

(]
w0
r-i\f

G' Af“aJkQ'

(T) M (8S) (r")



Avec les plans de références (I et ('), la matrice de transfert est :

-1
(T) = (E').(TS).(E )
1 SG' 1 0 -5G
(T) = _
0 1 - p*-n ET 1
. n
n'r
{ - nl-n SG' - SG + —— SG.SG' + °— 5G'
n' R n'rR n
(T) =
n'-n n'-n L
- T ' n'
-1
Avec det (T) = 1 X 2—x 1 = E—, (det (T) = det(E') X det(T) X det(E ')
T),

4-9 STIGMATISME APPROCHE. RELATION DE CONJUGAISON.

Dans les conditions de Gauss, l'existence de (T) ou, plus précisémment de sa

premiére ligne, constitue la preuve du stigmatisme pour un couple (A, A') guelcongque.

\
(I) (s) (')

Supposons qu'en G se trouve le

point-objet A. Pour tout rayon

incident passant par A, on a alors
y =0

Le dioptre sphérique est stigma-

tique (au moins approximativement)

s'il existe une position de G', notée A', par laqguelle passe le rayon émergent corres-

pondant au rayon incident, fixe relativement

2 du rayon incident (dans les conditions de Gauss).

Si A' existe, y' =0

Or en général , y' = T1v + Tsu

a Re quel que soit l'angle d'ouverture
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\du:-y=0=g v'' =0 Donc T, =0

Remarque : Nous avons démontré ce résultat dans le cas général, au 3-9. Nous le

redémontrons pour ceux qui préféreraient &tudier le dioptre avant les systémes centrés.

—_— " ¥
Or Ta= -8R+ 20 SRER
n R

l::!

sa!

=)

; . B & % TR e N
L'annulation de T; montre que SA fixé entraine SA' fixé, quel gque soit u.

Le dioptre sphérique est donc approximativement stigmatique. L'annulation de T,
fournit une relation de conjugaison, que nous transformerons en la multipliant par

' ' 1
:{;———— : —__i + n = nR L avec 0O = 0' = 8§
SA.SA" SA SA'

4-10 APLANETISME APROCHE. GRANDISSEMENT

n n’ Alors que le stigmatisme
™ approché peut étre ainsi
A
y montré par le traitement
S e
G= |A * G'sA' matriciel aussi bien que par

le traitement classique,
Mt B'
\ nous ne pourrons qu'admettre

I

(M (S)=(R)=(2") (r"H l'aplanétisme approché, qui
fait appel dans le
traitement matriciel 3 la relation de Lagrange-Helmoltz : nyu = n'y'u', dérivée de la

condition générale d'Abbe : ny sin u = n'y' sin u', et qui est hors-programme en lére C.

G et G' sont conjugués, et notés pour cela A et A'. Les plans de référence, égale-

ment plans de front () et (I'') sont alors conjugués.
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Le dioptre sphérique étant SUpposé approximativement aplanétique pour tout couple

(A, A'), & 1l'objet rectiligne CAB] contenu dans le plan (') correspond 1'image

rectiligne[ﬁ'B'}contenue dans le plan (I'') et dans le méme plan de section principale

r
queLABJ.M n'est donc autre que B, M' n'est autre que B', et : AB = M=y

La relation de conjugaison vraie pour (A, A') 1l'est €galement pour les abscisses

de (B, B').

Al ] L) " i .
Le grandissement est : Y = _E =¥ - Il doit étre indépendant de G, et ne doit
aB Y
dépendre que du couple (A&, A"). Plus précisemment, comme la relation de conjugaison

lie les positions de A et A', Y ne doit &tre fonction que de l'une d'elles

y' = Y(A ou A'") Y

Or : y' = Ty + Tou. Donc To =0 est retrouvé et Ty =vy

Relation démontrée dans le cas général au 3-9.

E_3 S L . . .

Iei = % =1 = 2 n? —%— qui ne dépend bien que de la position de A',
i a R .
avec 0 = O' = § relativement & A

4-11 PLANS PRINCIPAUX

Les plans principaux, s'ils existent, sont tels que Y = 1.

or : ¥ = 1 é::; SA" =0 ; H'=A' est en §

: . ; n' '-n
La relation de conjugaison : - 2: + — =2
SA SA R
montre que : SA = O &) SA' =0 H =2 est aussi en S (ce qui montre aussi la

loi du retour inverse).

Donc : H, H' et S sont confondus, (m), (T') et (S) sont confondus, H et H'j (m)

et (T') sont uniques.
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On emploiera uniquement la double-origine en S : O = 0' = S, donc les formules de
Descartes (et (m) = (mW') = (8)).

En posant : SA =p SA' = p!

Formule de conjugaison

n n' n'-n
_.__+_|=
p P R
. n'-n p'
Formule de grandissement : Y=1 - = B
4-12 FOYERS-CONVERGENCE
— nl
Foyer-image F' S1 SA — - ® oup-—3-® , p'—3 R e qui est fini. La
distance-focale image est
]
Lf'=Rn,
n'-n
Foyer-objet F Obtenu par la loi du retour inverse ou par :
SA' =3 + ® oup' — + P — -R E,_n
La distance focale objet est
£f=RX
n'-n
- Relation entre distances focales. Convergence
n' n n'-n . ; P
C = ok E— (= R ) (C # O exprime que le dioptre sphérique est
foeal). .
Autre obtention de C.
Si EE-——é - @ (p = - ™, u— 0 Or : u' = T3y + Tyu = u' = Ty

Tous les rayons incidents passant par A sont paralléles & l'axe principal (ils

constituent un faisceau cylindrique). Le faisceau émergent converge au foyer image F'.
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y
n n' Quel que soit le plan d'entrée
Mo MS
- (T) choisi, (méme si (T) ne
=0 >
2 1
y J‘\y\ E coincide pas avec (S)), y
C a8 h.
- u -
G S| i est le méme pour le rayon
incident.
. Oor : tgu' = - L = = %7
SF'
& (S) Dans les conditions de Gauss,
AV ' T Z._
tgu' ¥ u' et u' { - r
; 1 6
Donc, gquel que soit (') : T,= g BE=F

Le terme Tj; est le méme pour toutes les matrices de transfert. On le vérifie pour

(T) et (TS) ou :

L'expression et les propriétés de T3 ont été démontrées en général au 3-9.

Remarques importantes

Seul le terme T3 est invariant lorsque (I') et (I'') wvarient. T1, T2, et Ty changent.

Or, pour(TsS) -

1 0
(Ts) = c n To =0 donc le plan (S) est conjugué de lui-méme.
_n_r H_r_

Y=T1 =1 = (8) = (m) = (1")

Lorsque Tz # 0, les termes Ti1, T 2et T4 n'ont aucune signification physique.

f' est plus souvent utilisée que f (n et n' étant connus, il suffit de connaitre

soit £, soit £'). Les formules de Descartes, en introduisant f', deviennent :

- conjugaison _a,n _n' (= - 3
jug P pr—fl - £
L L

- grandissement Y=1 - ET- (= E—. ET)
& P n
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4-13 GROSSISSEMENT ANGULAIRE

P 4
n n'
Si G=A, G'=A', (A, A') étant
conjugués, y = y' = 0 et
~
u
u' = Tay + Tyu = Tyu
G3A o
or - ﬁ = — = grossissement angu-
u
laire.
\ Donc, si T =0
(I (s) (r+" 2

=Tf+

Relation démontrée en général au

3-9.
Dans le cas général (T)
" _
_n'-n p . n _p .n
S n' R n' f' n'
Pour (TS) comme p = O, on retrouve : (?}= 2—,
Remarques (T ), pour T, = 0, s'écrit
Y 0 s
(T) = det (T) = Y?— Or : det (T) = —
_ < n
nt s
Donc : =2 ou A Ei-= B nyu = n'y'u' : Relation de Lagrange-Helmoltz
SR A" Sl B m Y ¥ : grang .

La notion de grossissement angulaire peut &tre passée sous silence en 1ére 5
ayant un intérét bien moindre que les trois autres relations. Cependant, elle permet

de vérifier deux résultats :

- Tout rayon incident passant par C (ou dont le prolongement passe par C)
ayant pour support un axe secondaire, n'est pas dévié.

Donc, C est conjugué de lui-méme et u' = u. Ceci est rigoureux (de méme que S est
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conjugué de lui-méme).

- Le premier résultat peut &tre vérifié avec la relation de conjugaison

|
o
®
n
)
Q
0
=)
ol
()]
:
H
e
=}
(0]
an
Il
=] IE
Il

- Troisiéme méthode pour calculer les distances focales

Distance focale-objet f & partir de g £

Vu, u' =0 si A=F ’
n n'
u' >
Donc : = —=0 g
% u = u'=0
u
o _n'-n £,n _ o /;‘ S
= % n' R n'
n
2f=-R - S
(8)
/
n n'
Distance focale image f' ——
_____________________ =0
a partir de 8 y SI p—a - © S F;\%ﬁ'
u—30 l%f—>+ © d'ou f' L

Autre remarque : Calcul des distances focales & partir de Y. Calcul de f°'

Si [AB] est tel que p — - ® , pour que A'B' #£ 0, il faut que [E[>>|A'B'| ouy =0

(A" = F', B' se situe en un foyer-image secondaire \?‘)




Calcul de f

(s)

Si p—f, |[y|[3+> don £
(@)
- Les constructions géométriques
- rayon émergent correspondant 4 un rayon incident donné
- image[A'B']d'un objet[AB]
restent traditionnelles et utilisent les propriétés de : C, F, F' (avec toujours une

relation de plus que ce qui est nécessaire pour la construction).

Exercice : Etablir la matrice de transfert (Tc) avec G = G' = C. Montrer que Ts =0

(conjugué de lui-méme), Ty = 1 (% = 1), T3 inchangé.

5 DIOPTRE PLAN

5-1 DEFINITION

Un dioptre plan est une surface plane (S) de séparation de deux milieux homogénes

transparents d'indices absolus n et n'.

Pour traiter les problémes relatifs 3 ce systéme, on peut d'abord remarquer qu'il
posséde une infinité d'axes optigques : toutes les droites orthogonales a (S). Ces

droites sont paralléles. Son étude peut s'effectuer de deux fagons différentes :

- Etude directe, comme celle effectuée pour le dioptre sphérique & partir du

4-7. Cette étude est la plus longue, mais la plus "physique".

- Etude indirecte, en considérant qu'un dioptre plan est la limite d'un

dioptre sphérique lorsque IR’-——) + ©. C'est la seule que nous effectuerons. Il faut

remarquer que c'est un systéme moins "approximé" que le dioptre sphérique ((S) est

bien tangent & lui-méme en S ; il est rigoureusement conjugué de lui-méme, avec <y=1).
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5-2 MATRICE DE TRANSFERT AVEC PLANS DE REFERENCE QUELCONQUES

n n' .
M _>
I

— A'

s — a 4\% u

ALSr A s| T G}
M
() ()
(s) (n' > n)

Pour un dioptre sphérique :

n'-n SG' —  n'-n SG.8G' n SG!
S - SG + + —
4 n' R . n' R n'
(T) =
n' R n R n'
Si  |R|— + o
1 -5+ L &
n
(T) —> (T) =
n
(0] =~
5-3 FORMULES DE DESCARTES
* Convergence : [T3 = - ET-= 0 D'oi C =0 : le dioptre plan est afocal.

* Grandissement :|y = T; = 1 Lorsque T» O (et méme lorsque T, # O, mais T; n'a

alors aucun sens physique). Deux plans conjugués quelconques sont des plans principaux.

Nous montrerons que (S) est conjugué de lui—méme)ce qui est rigoureux. Par convention

nous prendrons : (M) = (T') = (S) ou H = H' =8
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* Conjugaison : Si SG=SA=p , SG'=SA'=p' , Ty, =0 ou :
n
P+ 5 p'=0
n n'
ou : - =+ ==0
p b

On vérifie ici que p=0¢& p' =0

+ Grossissement :[%,= Py = Pour Ty = O (vrai, en fait, pour T, quelconque

mais n'a aucun sens physique pour T; # 0).

Nous remarquons que 7Yy et G sont invariables (les mémes dans (TS) par exemple).

Exercice : Traiter une lame & fices paralléles comme un systéme centré (S) d'épaisseur

non nulle dans lequel (sE) et (sS) sont des dioptres plans paralléles.

Remarque : On ne peut traiter un-prisme comme 1l'ensemble de deux dioptres plans (sE)

et (sS); car, n'étant pas paralléles, (S) n'est pas centré.

6 MIROIR PLAN
6-1 DEFINITION

Un miroir plan est la surface catopttigque (S) plane limitant un milieu homogéne.

transparent d'indice absolu n.

Comme le dioptre plan, le miroir plan est un systéme d'épaisseur nulle, centré car
possédant une infinité d'axes optiques : toutes les droites orthogonales a (S).

Il est & remarquer que les relations que l'on établit ne dépendent pas de conditions
particuliéres, telles que celles de Gauss : le miroir plan est le seul systéme centré

simple pour lequel la linéarité est rigoureuse

Pour traiter les problémes relatifs au miroir plan, on peut

- soit effectuer une étude directe, comme a partir du 4-7, ce qui est la

meilleure méthode.

- soit effectuer une étude indirecte, en considérant qu'un miroir plan se

conduit comme un dioptre plan avec n' = - n. C'est la seule &tude gue nous
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effectuerons.

6-2 MATRICE DE TRANSFERT AVEC PLANS DE REFERENCE QUELCONQUES

NN MY

/
/
/

5
Y

=
(0]

G| o
NS~

A ¢
/

SN

NN

(r") (r (s) (A réel, A' virtuelle)

Pour le dioptre plan :

1 -56+ % sav

n
(T) =
0 -n—,
n
Si n' = -n :
| - 8@ ~ SGY
(T) = det (T) = -1
0 -1
6-3 FORMULES DE DESCARTES
¥ Convergence : |T3 = - gT- =C=0 : le miroir plan est afocal

¥ Grandissement :{y = T; = 1

Deux plans conjugués quelconques sont principaux.
Nous montrerons que (S) est conjugué de lui-méme. Par convention, nous prendrons

(m) = (m') = (8) , ou H = H' = s,
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* Conjugaison : Si SG =5A =p , SG' = SA' = p' , Ty, =0

-p -p' =0 ou p et p' sont de signes contraires : objet et

image sont de natures différentes

On a bien : p =0 ¢» p' =0 : (5) conjugué de lui-méme.

% Grossissement : |G =T, = -1 u' = -u montre que rayons incident et réfléchis

sont symétriques par rapport & (S).

Remarques : Un traitement matriciel pour un systéme aussi simple semble superflu.

Cependant, si on l'effectue directement, et avant tout autre systéme, il offre

l'avantage d'une facile compréhension.

Les propriétés a démontrer par rotation du miroir peuvent se traiter par la
géométrie vectorielle, la composée de deux symétries vectorielles é&tant une rotation
vectorielle.

La notion de champ devra &tre établie par la géométrie traditionnelle.

7 LENTILLES MINCES

7-1 DEFINITION

Une lentille est un systé@me centré (S) d'épaisseur non nulle constitué d'un milieu
transparent homogéne, d'indice absolu n, plongé, pour simplifier, dans l'air, d'indice
absolu trés voisin de 1, et limité par des dioptres plan ou sphérique (sE) et (sS).

L'une ou moins de ces surfaces est sphériques. La lentille est dite mince si son

épaisseur est trés faible devant le rayon de base de la ou les deux calottes sphériques.

{ Ix 1 Dans ces conditions, on peut approxi-
in \
\
o | mativement confondre les sommets S et
r g b g hd
] --’ % ‘ 1 :
c i s\ (S c S' sur l'axe optique. S = S'.
N
(SE}” (s8)

(S)
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On notera O le point commun, car on montrera gqu'il s'agit aussi bien du point
principal objet que du point principal image : O = O' = H = H' pour les formules
de Descartes.

On notera toujours algébriquement les rayons

SC =0C =R s'c' = oc' = R! Nous supposerons R' # R (ou C' # C),

sans quoi le systéme est afocal, et sans intérét.

Les surfaces (sS) et (sE) seront confondues en (S) avec le plan orthogonal en O

a4 1'axe optique. D'ol les schémas traditionnels des lentilles minces :

N, 1 1
1 ﬂ 1 n
> B +
7 J
5 >
T o) 1
o} 1
J A
(s) (s)
Convergente : C > O Divergente : C < O

Par la suite, pour simplifier, nous adopterons pour toutes les lentilles le

schéma relatif aux lentilles convergentes!

7-2 MATRICE (TS) DE TRANSFERT AVEC PLANS DE REFERENCE (S)

(TS) est établie pour la transformation : (S) plan d'entrée — (8) plan de sortie,

ce que 1'on peut décomposer de la maniére suivante

¥ On passe, avec le premier dioptre (indices successifs :1,n' rayon R) de (S) plan

d'entrée & (S) plan de sortie, par : 1 0

(Tsy) = fi-1

n

£
n

bl e

% On passe, avec le deuxiéme dioptre (indices successifs : n, 1, rayon R') de (S)

plan d'entrée & (S) plan de sortie par :
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1 0 1 0
(TSZ) = = 1
- (1-n) % n -l gy &
D'ol : (TS) = (TSZ)X (TSI)
1 0 1 0 1 0
(Ts) = 1 = = (TS)
n-11 = 1 .
(n—l) P - —'r'l—"E n (n—l) (-R-’-'__ E) 1

7-3 PLANS PRINCIPAUX. CENTRE OPTIQUE. AXES PRINCIPAUX ET SECONDAIRES. CONVERGENCE

Dans (TS)

¥ T, = 0. Donc (S) est conjugué de lui-méme

¥ T =1 lorsque T; = 0. Donc, pour (S) : ¥y = 1.

(S) est un plan principal, conjugué de lui-méme. Il est unique si C # 0. On a alors

(m) = (') = (8) , H=H'=0
c
* T3 # 0. Or T3=—n—,,n'=1 T3 = -C
1
{C = (n-1) (% - R—,) n>1; R'#R =) C # 0 : une lentille est un systéme focal.
Les plans principaux sont uniques : (1) = (m') = (8)
"> 0 : lentille convergente
; 1 1
C a le signe de R RY

< 0 : lentille divergente
¥ Ty = % lorsque T; = 0. Or T, = 1<@ (3= 1& u' = .

Tout rayon incident passant par O n'est pas dévié. Donc l'axe optique défini

précédemment est 1'axe principal ; toute autre droite passant par O est un axe secondair
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Remarque : det(TS) = 1. On retrouve bien, en général : det(T) = ET-, avec ici

7-4 MATRICE (T) DE TRANSFERT AVEC PLANS DE REFERENCE QUELCONQUES

4
=3

M
_,/1r?;”A
L% ﬁl
" G 0 1 G A

¥ (")
r
() (8) = (m = (1)
= () = (@")
Comme H = H' = 0, nous prendrons O pour double-origine (formules de Descartes) .

Le plan d'entrée (') a sa position définie par OG, le plan de sortie (I'') a sa

position définie par 0OG'

(T) est établie avec les plans de référence (I') et (I''). Or -
- on passe de (') plan d'entrée a4 (S) plan d'entrée par la matrice d'espace :

1 - 0G
® ! =

0 1

- on passe de (S) plan d'entrée & (S) plan de sortie par la matrice de

transfert (TS).

- on passe de (S) plan de sortie & (I'') plan de sortie par la matrice d'espace;
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1 oG'
(E') =
0 1
o -1
D'ol (T) = (E') X(TS) X(E ")
1 0G' 1 o) 1 -0G
0 1 ~{H-L) e - R—,) 1 o) 1
1 - 06
1 oG!
= X 1 1 1 1 —
-(n- - - = - - - = -
o 1 (n-1) (R R.) (n-1) (R R,) oG + 1
1 - (n-1) (L . ) 0G' - 0G + (n-1) (l- 1—) 0G. 0G'+0G'
R R R R' :
(T) =
1 1 1 1 —_—
- (n- = =1 L5 i i
(n-1) (R R,) (n-1) (R R'} oG + 1
Comme : det (E') mdet (TS) = det (E_I) =1 : det(T) =1
7-5 RELATION DE CONJUGAISON
Si, et seulement si : G =A , G' = A', conjugués entre eux, Ty = 0O
= S .. n' . _ 1 1
Posons : OA = p, OA' = p ;comme:C=f—,,n—1:C-—£-,—=(n-1) (= ===}
_ p.p' "o A I SO S - = F o
p+>—+p'=0 ou: p+p'—f' On a bien : p=04&) p' =0

Remarque . Cette formule est la méme gue pour le dioptre sphérique en prenant :
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7-6 DISTANCE FOCALES

1 1 1
- Distance focale-image f', telle que : = (n-1) (E-— Eja

L)

Hh

- Distance focale objet f. A 1'aide de la loi du retour inverse, qui revient

simplement & permuter R et R' : £f=-f

m,w
In
1
1
=]

On a bien : %T-= - , cas particulier de : ; lorsque n = n' = 1.

Hh

Remarque : f' et f peuvent aussi &tre obtenues par la relation de conjugaison.

7-7 GRANDISSEMENT

Lorsque Ty =0, G' =A', avec OA' = p' et Ty = Y
=1 - B On a bi =1 "=o0
Y = £ ien Y=13 p' =

Remarques : On peut aussi obtenir f£' en faisant Yy = 0, et £ en faisant |Y|-—A + o

La formule donnant Y est la méme gue pour le dioptre sphérique

7-8 GROSSISSEMENT

Lorsque T; =0, G =A OA =p et Ty = %

Tq,z %=E","+1

Remargues : On peut aussi obtenir f' en faisant |iﬂ-§+ @, et f en faisant 3 = 0.

La formule est la méme que pour le dioptre sphérique en faisant n = n' = 1.

Conclusion : les formules de Descartes, exprimées avec f' (ou f) sont les mémes pour

ces deux systémes.
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7-9 GENERALISATION A UN DOUBLET

Si un systéme centré (S) est constitué de deux lentilles minces de méme axe
principal, il constitue un doublet (microscope, lunette astronomique...). Soit (Ll)

si 1'on connait

et (Lz) les deux lentilles, de centre optique respectif O1 et O2 7

1l'épaisseur e= 0 0 %0 du doublet, on peut établir sa matrice de transfert (T)
1 2

pour des plans de référence quelcongques en commencant par 1l'établir avec (I') = (S ) ,

(r'"y = (Sz)' soit (TS). Selon que T est nul ou non, le doublet est afocal ou non.
3

On montre que

(TS) =

Si e =0, on trouve la formule de Gullstrand :




