'IREM

NANTA IREMICA N° 2

Une introduction

Tome 2

a la théorie des ensembles

M. Durand
M. Van Den Bossche

1977



151

NANTA IREMICA

Les volumes de la collection Nanta Iremica sont écrits pour les

Enseignants a partir d'un travail critiqué et testé par des équipes organisées
9

dans Te cadre de 1'Institut de Recherche sur 1'Enseignement des Mathématiques

de 1'Académie de Nantes.

Qu'on ne se méprenne surtout pas en imaginant que cette phase critique
fasse des ouvrages de Nanta Iremica des textes de référence définitifs. La
critique collective, si elle &limine des erreurs, si elle organise plus ration-
nellement le plan d'un texte, si elle 1'adapte mieux aux besoins des lecteurs en
gommant les Tubies et manies de 1'auteur, ne saurait fournir un brevet de
valeur assurée. Que le lecteur garde tout son esprit critique, 1'aiguise méme.
Les textes de Nanta Iremica n'ont aucun caractére contraignant et ne sont
imposés par aucune hiérarchie. Tels qu'ils sont, ils représentent une étape,
certes figée par le texte, de 1'activité pédagogique et mathématique d'une
Académie. Mais les modes, les golts et les connaissances &voluent et les étapes

se succédent.

Dans cette collection, i1y a place pour des textes d'information
mathématique, place pour des recueils commentés de problémes et place pour des
progressions analysées de telle ou telle classe de 1'Enseignement, en particulier
1'enseignement dans les classes Tittéraires ou les classes prefessionnelles qui

sont défavorisées du point de vue mathématique.

IT y a aussi place pour des documents qui ne font pas partie de la
panoplie usuelle des gadgets du mathématicien moyen. Par exemple des documents
d'épistémologie mathématique, par exemple des documents de docimologie, par
exemple des synthéses sur les différentes réformes des mathématiques dans le
monde, par exemple puisque tout individu a échoué, échoue ou échouera sur un

probléme mathématique, des réflexions sur 1'achec en mathématiques.
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Le présent texte, deuxiéme volume de la collection, est la suite

obligée du volume 1 (Introduction & la logique). IT est exactement rédige

dans Te méme esprit : le texte se veut &lémentaire et naif, fourmillant
d'exemples, en prenant lentement le lecteur et 1ui donnant tout le temps

nécessaire pour se frotter a des exercices variés.

MM. Durand et Van Den Bossche, animateurs a 1'I.R.E.M. de Nantes ont
eu le courage de rédiger cet ouvrage avec minutie en soignant la graduation,
répondant ainsi a une attente. Je Tes en remercie vivement au nom de toute

1'équipe d'animateurs de 1'I.R.E.M. de Nantes

Jean DHOMBRES.
Directeur de 1'R.R.E.M.
de NANTES
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Premiére partie : LA LOGIQUE
A - Généralités
l. Notions primitives.
2. Les propositions composédes,
B - Le calcul des bropositions
« Méthode des tables de vérité,.

. Les opérateurs logiques unaires,

3
4
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1], Axiomatigue: tablean synoptique,

D - Les opérateurs de Sheffer
12, L'incompatibilité et le rejet.

E - L'égalité
13, L'égalité

F - Notions sur le calcul des prédicats
14. Introduction.
15. Analyse des fonctions propositionnelles,
l16. Quelques résultats du calcul des prédicats.,

17. Calcul des prédicats: tableau synoptique.

Deuxiéme partie : LES ENSEMBLES
18. Introduction.
19, Ensembles. Eléments. Appartenance,
20. Quantificateurs et ensembles,
2l. Inclusion. Parties d'un ensemble.
22, Complémentaire. Ensemble vide.
23. Réunion, intersection d'ensembles,
24. Différences d'ensembles,

25. Les ensembles: tableau synoptique.
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18~ I NTRODUCTTIO N

Dans la premiére partie de cet ouvrage, nous nous sommes
initiés &4 la construction des assemblages, des propositions et
fonctions propositionnelles., Nous n'avons pas précisé les rela-
tions et les objets utilisés, en dehors de la relation égalité,

En mathématique, on introduit d'abord un type particulier
de relation qui est & la base de la théorie des ensembles: la
relation d'appartenance,

La seconde partie est consacrée aux ensembles, Dés le début,
la relation d'appartenance ¥ apparait en tant gue notion primitive
A l'aide de l'appartenance, nous introduisons les relations et
objets élémentaires et usuels concernant les ensembles,

Nous n'avons pas voulu présenter une axiomatique de 1g théorie
des ensembles:ces axiomatiques,bien connues, reléveﬁd'ouvrages
spécialisés. Nous avons seulement voulu:

1) présenter, d'une manidre assez'"nalve" d'ailleurs, un certaj
nombre de résultats classiques;

2) montrer comment les régles et lois de 1a premiére partie
pouvaient 8tre utilisdes pour justifier certainsde ces résultats,
Il nous asemblé utile de mettre en évidence quelques énoncés habi-
tuellement considérés comme des axiomes dans les enseignements
du premier degré et du second degré. Ces énoncés sont signal és
par le sigle AX. Bien entendu, le choix de ces énoncés a été
dicté par l'usage et, de ce fait, ne pPrésuppose pas le choix
d'une axiomatique.

Dans les premiers chapitres de cette seconde partie, nous
avons cru devoir indiquer, dans chaque démonstration, les régles
et lois logiques utilisées. L'étude de ces chapitres éclaire
considérablement 1lg logique et permet au lecteur d'acquérir une
certaine aisance dans 1lg manipulation des concepts et des symboles
logiques, et une plus grande sfireté dans l'application des régles,
En contrepartie, l'accumulation des références alourdit le texte,
bien que le signe | indicatif des lois logiques dans la pre-
miére partie n'ait pas été maintenu dans 1a seconde, aucune am-
bigllité n'étant 3 craindre,

Nous supposons, du lecteur, une connaissance intuitive des

notions d'ensemble fini y d'ensemble infini, et de nombre d'élé-
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ments" d'un ensemble, ces notions étant utilisées dans les
exemples et exercices.

Afin de faciliter 1la compréhension, il nous a sémblé indis-
pensable d'émailler le texte de nombreux exemples clairement

illustrés.
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19 - ENSEMBLES .ELEMEDNTS S.APPARTENA ANTECTE

19.1. Elément et ensemble.

La notion d'ensemble,ainsi que celle d'élément, sont des
notions primitives en mathématiques. De ce fait, elles ne peuvent
8tre définies. Les éléments et les ensembles doivent 8tre consi-
dérés comme des objets.

Afin de donner un support aux considérations qui vont suivre,

nous devons poser:
AX1: I1 existe au moins un ensemble.

19.2. Appartenance.

Etant donnés deux objets désignés par a, E, pour exprimer
que E est un ensemble dont a est un élément, nous énongons la
relation d'appartenance:

"a appartient a4 E"
ou "a est élément de E"
et nous notons: ae€ E

La relation d'appartenance est une relation logique qui doit
8tre considérée comme une notion primitive.

Considérons la notation: a € E; elle représente une relation;
a, E, désignent des termes; € est le symbole d'apparbenance.
Ce qui précéde est résumé dans le schéma suivant:

relation

d €

terme terme
élément de l'ensemble E ensemble dans lequel figure
1'élément a
E étant un terme, il peut, & son tour, 8tre élément d'un autre
ensemble F; dans ce cas, nous écrirons: E € F,
Exemple.
Désignons par IN 1'ensemble des entiers naturels:

3 €N

19.3. Egalité de deux ensembles. Notation,

Il importe d'établir un lien entre les deux relations fon-
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damentales des mathématiques: 1l'appartenance et 1'égalité. Pour

cette raison, nous posons:

AX2: Quels que soient les ensembles E, F, E égale F si et seule-
ment si, pour tout x, l'appartenance de x & E est logique-

ment équivalente a l'appartenance de x & F,

AX2 nous permet d'exprimer 1'égalité de deux ensembles E, F, sous

la forme suivante:
19451« E=F &> VXx(XEE<>>x€F)

Exemple.

Désignons per 2IN 1l'ensemble des entiers naturels multiples

de 2 et par E l'ensemble des entiees naturels pairs;
2N = E
Conséquence.

I1 résulte de AX2 qu'un ensemble est parfaitement déterminé
lorsqu'il est possible de donner la liste exhaustive de ses &lé-
ments.

Dans ce cas, nous désignons cet ensemble en écrivant successivement
les symboles représentant les éléments de l'ensemble, séparés par
des points virgules et en encadrant tout cela par des actolades.
L'ordre dans lequel sont écrits ces symboles est sans importance.

Par exemple, 1l'ensemble ayant pour seuls éléments 1, 3, 5, 7 sera

noté: { 1; 3; 535 7}
soit encore: { 3 13 73 5}
ous {75 3; 55 1)
Nous avons alors: { s 33 5i ?} = 155 1; 75 5}
ou: {15 35 55 7} = {7 35 5 1}

La notation qui vient d'8tre introduite ne s'utilise en fait

que dans le cas ol 1l'ensemble envisagé comporte un"petit nombre"
d'éléments,

Le plus souvent, les symboles représentant des éléments sont des
lettres; il est alors nécessaire de ne pas utiliser la m@me lettre
pour désigner des éléments distincts et de ne pas écrire deux fois
une méme lettre, c'est 4 dire de ne Pas nommer deux fois le m8me

objet. Par exemple, si a, b, ¢, désignent les éléments d'un cer=
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tain ensemble, nous noterons cet ensemble {a, b, cl ou encore
{c, a, b} mais nous ne le noterons pas {a, b, a, c} . Cette
derniére notation n'est pas correcte puisqu'un m8me élément s'y
trouve désigné deux fois par la lettre a.

Pour indiquer que E dégigne 1l'ensemble dont les éléments
sont notés a, b, ¢, nous écrirons:

E={a,b, CI

Si dans E, les lettres a, b, désignent le mBme objet, E devra
8tre noté: { 8, c}

ou encore: {b, c}

19.4%. Négation de l'appartenance. Négation de 1'égalité de deux
engembles.
A) Négation de l'appartenance

E étant un ensemble donné et a étant un élément donné de E,

a € E

est une proposition. Sa négation est une autre proposition:
non(a € E)
qui se note: a ¢ E

wn

et qui se lit: "a n'appartient pas & E
ou: "a n'est pas élément de E"

D'aprés 4.3, nous avons la table de vérité:

AEE |agE
— — |
Y, £

F v

Exemples.

En utilisant les notations précédentes, nous pouvons écrire:
7TEN
T¢ 2N
b € {a, b, c}

d£ {b, c, a}

B) Négation de 1'égalité de deux ensembles.
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E, F, désignant deux ensembles donnés, considérons la pro-

position vraie:

E=F<>Vx(xg E<=x € F)
d'aprés 6.37.2, cette proposition est logiquement équivalente i:
19.4.1. EH Pt non(Vx(x €E E<=>x €F))
R3 et 16.8.10 nous permettent d'écrire:

Ef Fees Fx(non(x € E=>x € F))
En appliquant R3 et 8.41.8, nous obtenons:

19.4.2. E # F &> Ax((x€E et x¢F) ou (x€F et x4E))

Exemple.
Soit les ensembles E = b; c3; d} sy F = {a; c; d; e f} "

a
Nous avons E ¥ F: en effet, 1'élément b appartient 34 E et n'appar-

N e

tient pas & F. On peut aussi considérer 1'élément f qui appartient

4 F et n'appartient pas & E. Dans ce cas, le second membre de

l'équivalence logique 15.4.2 est vrai.

19.5. Régles concernant 1l'appartenance.
La relation d'appartenance obéft aux restrictions suivantes:
I1 ne faut pas écrire: X € X
x{:x
La notion d'ensemble de tous les ensembles est exclue
& priori.
Ces interdictions sont motivées par la nécessité d'éviter les
contradictions quii sont apparues & la naissance de la théorie des

ensembles.

19.6. Le singleton. La paire.
Nous avons supposé l'existence d'un ensemble au moins. Afin
de permettre la construction de nouveaux ensembles & partir d'en-

sembles donnés, il faut poser:

AX3 : Quels que soient les termes a, b, il existe un ensemble E

(unique d'aprés AX2) qui apour seuls éléments a, b,

Nous en déduisons:

12) lorsque a et b sont égaux, 1l'existence d'un ensemble noté
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{ a} ; 11 est parfois appelé singleton ou ensemble & un élément.
22) lorsque a et b sont différents, l'edistence d'un ensemble
noté { a; b} ; 11 est appelé paire ou ensemble & deux éléments.

I1 est important de rappeler gu'un ensemble E est un terme et
peut, de ce fait, 8tre & son tour élément d'un autre ensemble, ne
serait-ce que de l'ensemble noté { E} .

Les restrictions du paragraphe 19.5 nous interdisent d'écrire

a € a; mais il est toujours possible d'écrire: a € { a} :

Ceci met en lumiére 1l'obligation de ne pas confondre l'objet
mathématique a et l'objet mathématique { a} qui est l'ensemble
ayant pour unique élément a.

En tenant compte de tout ce gui préeéde, nous pouvons donner de
nouveaux exemples.

Soit deux ensembles: {a a; b) . Nous avons les rela-

s
tions: a € { a}
a € { aj b}
0§ {a}
v € {a; v}
En posant E = {{ai 5 {a; b}} , nous pouvons écfire:
{a} € E
J & bll € E
Notons également la relation: {a} E{{a‘}

9.7. Ensembles et fonctions propositionnelles.

Un ensemble E peut &tre défini en donnant la liste exhaustive
de ses éléments. Ce procédé est difficilement utilisable lorsque
l'ensemble envisagé contient "un trés grand nombre" d'éléments;

il n'est plus utilisable si "le nombre des éléments est infini".
Il est donc nécessaire d'introduire un nouveau procédé permettant
de définir un ensemble,

Nous sommes alors conduits & admettre:

AX4 : Pour tout ensemble E, quelle que soit la fonction proposi-
tionnelle A(x) & une seule variable, il existe un ensemble
(unique d'aprés AX2) dont les éléments sont les éléments

de E qui conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils

remplacent x dans A(x), et ceux-13a seulement.
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Lorsque un ensemble est défini de cette manié&re, on dit souvent
qu'il est 1l'ensemble des éléments de E qui "vérifient" A(x) ou
qui possédent la propriété "exprimée par A(x)". Dans ce cas,
l'ensemble est désigné par un symbole abréviateur, B par exemple,
et, pour exprim€rce fait, nous écrivons:

B « {x \x € E et A(x)§
et nous lisons:"B est l'ensemble des x tels que X appartient a
E et A(x)".
En conséquence, lorsque nous emploierons l'expression:" soit un
ensemble B tel que B = {x ‘x € E et A(X)} "y, i1 faudra comprendre:
"B est un symbole abréviateur de x' X € E et A(xﬁ" ou "B désigne
l'ensemble {xl x €F et A(x)}”.

En définitive, nous disposons maintenant de deux procédés
pour définir un ensemble. :

12) Nous pouvons drescer la liste de ses éléments; nous
dirons que l'ensemble est défini en extension.

29) Nous pouvons nous donner un ensemble E et une fonction
propositionnelle A(x) 3 une seule variable; nous dirons que 1'en-
semble est défini en compréhension.

Exemples.
1e) Prenons pour E 1l'ensemble [N des entiers natufels et
considérons la fonction propositionnelle :
A(x) : 3 divise x
que nous noterons symboligquement: 3 \x
L'ensemble B = {'x\ X E.nJ et 3‘ x} y défini en compréhension,
est 1l'ensemble des entiers naturels divisibles par 3. De ce fait:
o€ 3B, 3€£ B, 12 & B, 5*,3,
sont des propdsitions vraies.

29) Prenons pour E 1l'ensemble IN et pour A(x) : x < 7.

B = {x Ix eIN et x £ 7} est un ensemble défini en compréhension;
il peut 8tre également défini en extension; en effet:

B='{0; l; 25 3; 45 5; 63

39) Soit l'ensemble E ={'12; 1; 65 3; 8; 5; lO}
Nous nous donnons les fonctions propositionnelles:
A(x):2\x; A'(x) ¢+ x3 6

Envisageons alors les ensembles:

B ={x\x € B m;?\x}

C = { x\ X € E et x 2;6}
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Nous pouvons encore écrire:

B = {6 8 10; 12 }

C = { 6; 8; 10; 12}
B=2C

Il est bon de remarquer que, un ensemble E étant donné, deux

Il en résulte:

fonctions propositionnelles différentes peuvent conduire & un
n&me ensemble B.

42) Soit l'ensemble E ={1; 10; 4; 6; 20; 3; 15} et la
fonction propositionnelle: 5| x et x <
L'ensemble B ={ xl x €E et (5[ X et x

il n'a aucun élément.

.
< 1& existe d'aprés AX4:

Considérons 1l'ensemble E de l'exemple précédent et la fonc-
tion propositionnelle: 5| x ou x £ 7.
L'ensemble C ={ x\ x €FE et (5[ x ou x 7)} peut 8tre défini en
extension; C = { 1; 3; 4; 6; 10; 15; 203'.
Il en résulte 1'égalité: C = E.
Remarques

12) Pour toute fonction propositionnelle A(x) & une seule
variable, il n'existe pas nécessairement un ensemble dont les
éléments sont tous les objets gui donnent une proposition vraie
lorsqu'ils remplacent x dans A(x).
Quelle que soit la fonction propositionnelle A(x), pour que nous
soyons assurésde l'existence de 1l'ensemble B, nous devons néces-
sairement nous donner, au préalable, un ensemble E dans lequel
seront pris les objets x; E s'appelle le référentiel.

22) Le référentiel E étant donné une fois pour toutes, et
aucune ambigulte n'étant 4 craindre, B = { xl Xx € E et A(x)}
pourra 8tre noté plus simplement B = {x \A(x)} ; 11 ne faut pas

oublier, cependant, que ceci est un abus d!'écriture,

19.8. Diagr@émmes.

Une représentation schématique des ensembles permet d'illusg-
trer et de comprendre avec plus de facilité les définitions, les
raisonnements, les théorémes, dans lesquels ces ensembles inter-
viennent,

Nous utidiserons souvent les diagrammes suivants appelés quelque-
fois diagrammes de VENN ou diagrammes d'EULER.

12) Les éléments d'un ensemble finj sont représentés par des
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croix, par exemple, situées sur une por¥ion de plan intérieure

4 une ligne courbe,fermée,simple.

Soit l'ensemble E =%“a; bs o3 d} . Le diagramme ci-dessous repré-

sente l'ensemble E et montre que l'objet h n'est pas €lément de E.

22) Un ensemble infini F sera représenté par une portion de
plan intérieure & une ligne courbe, fermée, simple. Cette portion
de plan pourra 8tre hachurée ou coloriée. Nous matérialiserons

un €lément a de F par une croix, par exemple.

Remarque.

Les diagrammes précédents sont des illustrations facilitant
la compréhension, mais ils ne peuvent, en aucun cas, 8tre consi-

dérés comme les éléments d'une démonstration.
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EXEURCTIT CES

E.19.1.

Soit les ensembles:
{ 3355057 + 33 V4 }
B - {5x2;5;253;2 }
C = {2x5;2+1;2-2;5;2x1}
D -{6;2;3+2;O;10;6}
E = {1x5;452; \/9 ;441
F = { 0; VIBB ;4+l;3;2}

Ecrire toutes les égalités vraies entre ces ensembles.

.
(]

Représenter ce$ ensembles au moyen de schémas,.

B:19:2,
Soit les ensembles:
b - s‘--63645 . 7504V 4489 . 462 ‘. 3887}
12729 / 71824 ) \JTIT48 ) 2197
B= [ 216 . _1146 .« 1384 . 5166 )
\ 712 ) /328329 ) 1730 ~ T J 1353 5
¢ . /6819 3577 . _ 10194 . 3 +\/3(7 = 4V'3) 4 .0, 1}
| 72643 " 6167 ) 8495 ) 2 — )38t 5y
v. [420 287, V3
) 3 a
B = { 921 , 391, (2+V3) - 4N3, 76 49 \
V282747 ) 221 ) ) 24 6

Ecrire toutes les égalités vraies liant ces ensembles,

E.19.3,
E désignant 1'ensemble: {1;2;3;4;5;6;?‘;8;9;10;11;12g ,
définir en extension les ensembles suivants/
{x[er et x]'12}
{x]x(—_E et (5<x ;ﬁ_llo)}
- { x|x¢E et (x2€ E ou B\X)}
! x|x€E et (ng E et non(2lx))}
D = {rx\x:éE et (x> 3 et x premier)f
{_x]x €E et (VX€EE et (5+x) € E)ﬁ
1 x|x €E et (2[(x+1) et x < 4)}

{x|x ek et (x% <1010 &2| V)l

U o W =
1 noon

Fxy
]

<]
H
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Ecl9'4o

[N désigne l'ensemble des entiers naturels. Définir en ex-
tension les ensembles suivants:
{ x[xé.ﬂ@ et ((x £.25) W (x|56))}
{x|xeN et (x>5 == x|40){
{ xixé,mJ et [x2’—12x + 274 0 et (2|x ou \JE’G BJ)}
x| x€ N et[(x;;-,l? ou x £ 9) == (xé:?B)]}-
xlxéjhf et (x|40 ou x 4;5)}
| x\xelN et [:(x; 17 ou x £9) == ((x4-28) W (x°L 230))]}
{ x|xEIN et [(qu = 2}x) = (x2£ 1111)}}
ﬁ x}x EIN et non (x > 5 et non(x)40))}

] ]

m o =q H U o & &=
[l
P e

E.l19:5,
E désigne l'ensemble {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}
Donner au moins une définition en compréhension des ensembles
suivants:
{3;6;7;8}
{4;5§5§7€
{05438}
{031;2;8;9;10}

{57}

E.19.6.

Déterminer en extension l'ensemble des entiers naturels x

tels que:
2X3—7X+3=O

E.19.7.
Déterminer en extension l'ensemble des nombres réels x tels
que:
2xi’- 7x + 3 = 0
E.19.8.

h &
Déterminer en extensidn l'ensemble des nombres réels tels gque

2xﬂ - 5x1 + 2x + 1 = O
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E.19.9.
Déterminer,en extension, l'ensemble des nombres réels x
tels que:

3x¥ + (3V2 = 11)x = 11V2<£ 0 et zx%e N

E.19.10.
Déterminer, en extension, l'ensemble des entiers rationnels
tels que:

9

52 4+ (3V2 - 11)x - 11V2 20 et x¥e N

E.19.11,
Déterminer, en extension, l'ensemble des entiers naturels
x tels que:
X+ 4  2x + 3
_;—+ 2 = h-x + 5

E.l9.12,
Détérminer, en extension, l'ensemble des entiers naturels

x tels que:

6xY - x =1 =0

E.l90150
On donne ks termes: a, b, c, A a} 5 3 b} y {c} . {a;b} 5
{tek s}y Joa))y {qe}sqn) ] .
Ecrire toutes les relations d'appartenance vraies faisant inter-

venir ces termes.

E.19.14.
”M désignant l'ensembles des entiers naturels, quels sont,
parmi les ensembles suivants, ceux qui sont égaux,
E ={ xlx €N et x2 -6x + 5 = 0 }
F={x|xeMN et (x|25 et x417)}
={ 23 \fEB{
=425 35 43 5
={ x|x € IN et x¥ =Tx + 6<& O}

=<~1; 5&

2]

& H b



168
E.19.15.

Démontrer que les ensembles:

! {

- . J | | ; R
11X) » {X3¥) , et -Lax'[ "KKI;J'fr
sont égaux si et seulement s8i x = x' et y

]
o
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20 - Q UANTIFICATETURS ET ENSEMBTLES

20.1., Quantificateur existentiel et encembles.

Compte tenu de AX4 et des remarques du paragraphe 19.7,
nous nous donnons d'abord un r&férentiel E, puis une fonction
propositionnelle A(x) & une variable. Pour exprimer qu'il existe
au moins un objet a qui est élément de E et tel que la proposition
A(a) soit vraie, nous écrivons:

Ax(x € E et A(X))
Afin d'abréger l'écriture, nous notons cette proposition de la
fagon suivante:

Jdx e E, A(x)
et nous lisons: "il existe au moins un x de E, A(x)".

En résumé:

20,1.1 ., Le symbole 3Ix € E, A(x) désigne la proposition
dx(x € E et A(x))

Le symbole I x € E o0béfTt & la régle suivante:

20,1.2. (y € E et A(y)) =~ (3x € E, A(x))

Exemples.
l2) Soit JR 1'ensemble des nombres réels. La proposition:
JxeR , x¥ + 1 = 0
exprime que 1l'équation T G, a au moins une solution réelle,
ce qui est faux.
29) Soit l'ensemble IN des entiers naturels. La proposition:
dxe N, x> 5
exprime que parmi les entiers naturels, 1'un d'eux, au moins,
est plus grand que 5. Cette proposition est vraie puisque 6 est
un entier naturel plus grand que 5.
Remarquons que:
(6elN et 6> 5) = (IxeN , x> 5)
est une proposition vraie.
30) Soit E ={ 8; 21; 11; 18; B; 6; 5; 14} . La proposition:
Jx e E,(?' x et x(lO)

est fausse.
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42) En considérant le m8me ensemble E, la proposition:
qx € E,(’leouxd_lo)

est vraie.

20.2., Quantificateur universel et ensembles.

A) "Soit un référentiel E et une fonction propositionnelle
A(x) & une seule variable.
nonA(x) est une nouvelle fonction propositionnelle. Considérons
alors la proposition:
dx € E, nonA(x)
et sa négation:
non(dx € E, nonA(x))
Cette derniére proposition se note:
Yx € E, A(x)
et se 1lit: "pour tout x de E, A(x)" ou encore "quel que soit x
de E, A(x)".

En résumé:

20.2.1. VxeE A(x) désigne la proposition
non(3d x € E, nonA(x))

En conséquence:
20.2.2. (V=x € E, A(x)) <> (non(J x € E, nona(x)))

B) Ry et 16.8.11 nous permettent d'écrire:
non Jx(x € E et nonA(x)) &= Ix non(x € E et noni(x))
soit encore en utilisant Rs, 6.12,2 et 6.11.1,
non Jx(x € E et nonA(x)) ==\ x(xqg E ou A(x))
D'aprés Rz et 6.13.1, nous obtenons:
non I x(x € E et nonA(x)) ==>"x(x € E = A(x))
puis d'apres 20.1.,1,
non(d x € E, nonA(x)) <> Vzx(x e E = A(X))

En définitive, en tenant compte de 20,2,1, il vient:

T

20.2.3, (Vxe E, 4(x)) <> Vx(x ¢ E —> A(x))
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C) D'aprés L2 et 8.41.4, nous pouvons écrire:
Vx{a(x) = (B(x) => A(x))]}
et affirmer que cette proposition est vraie.
D'apreés R2 et 16.8.24, la proposition:
YV [40) = (3(x) => a(0) )= [¥x4(x) => Vx(3(x) =>4(x)]]

est aussi une proposition vraie.

En appliquant Rl aux deux propositions précédentes, nous obtenons

la proposition vraie:
20.2.4. Voxa(x) => Vx(B(x) == A(x))

En désignant par B(x) la fonction preépositionnelle x € E,20.2.4
nous permet d'écrire:

V xA(x) => Vx(x € E => A(x))
et en tenant compte de R3 et 20.2.3,il1l vient:

20.2.5. Vxa(x) == V=xe &, A(x)

D) Exemples.
12) Soit Z l'ensemble des entiers rationnels et A(x)
la fonction propositionnelle: x > 5,
non A(x) est la fonction propositionnelle x £ 3.
D'aprés 20.2.1, (Vx€ # , x > 3) désigne la proposition:
non (Ixe # ,xg3)
Dans ce cas, (VX&,Z y X > 3) exprime que tous les éléments de
Z# sont supérieur & 3, ce qui est faux;
non (Jxe &, x > 3) exprime qu'il n'existe aucun
élément de Z- inférieur ou €égal &4 3, ce qui est faux.
22) Considérons 1l'ensemble N des entiers naturels et
la fonction propositionnelle Afx): x & x + 1.
(VxelN , x £ x + 1) signifie cue tout entier naturel est diffé-
rent de son suivant, ce qui est vrai.
(¥MxeIN, x # x + 1) désigne la proposition vraies
non (FxeMN, x . x, 1)
Elle signifie, en effet, qu'il n'existe aucun entier naturel
égal & son suivant,

30) Soit E = {’8; 2l; 11; 18; 3; 63 5; 14} . La propo-
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Ver,k?[xet x(lO)
est fausse.
4°) En prenant le m#me ensemble E,
¥x € E (7| x ou x < 10) est une proposition fausse;

Vx c E,(Tf x ou x £ la)est une proposition vraie.

20.3. Négation et quantificateurs.
A') En tenant compte de 6.6.1,20.2.1 peut encore s'écrire:
non (Jx € E, non A(x)) «=VY¥ x € E, A(x)
En remplagant A(x) par nonA(x), d'aprés Ry sRz et 6.11.1, nous

obtenons:
2043.1.. non(d x € E, A(x))@ Vxe E non A(x)

Exemple.

30it E l'ensemble des entiers naturels impairs. Considérons
la fonction propositionnelle A(x): "x est divisible par 4",
non A(x) est alors la fonction propositionnelle: "x n'est pas
divisible par 4".
Dans ce cas particulier, la traduction littérale de 1'équivalence
logique 20.3.1 est:
"non(il existe au moins un entier naturel impair x divisible par
4) est logiquement équivalent & (quel que soit 1l'entier naturel
impair x, il n'est pas divisible par 4)".
Notons que les deux membres de cette équivalence logique sont des
propositions vraies.

B) D'aprés Leg, et 6.37.2, la proposition 20.2.2 et la propo-
sition :
20.5.2. non(V¥ x ¢ E, A(x)) <& non [non(ﬂ x € E, non A(x))—J
sont logiquement équivalentes.
La proposition 20.2.2 é&tant vraie, 20.3.3 est une proposition
vraie d'aprés R4 « En tenant compte de I23 et 6.11.1, nous dédui-

sons de 20.3.2 la proposition vraie:

20.3.3. non( x ¢ &, A(x))<=> (I x € E, non A(x))

Exemple.

Soit E =N et A(x) la fonction propositionnelle:
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"x est un multiple de 5"
Dans ce cas particulier, 20.3.3 exprime l'équivalence logique
des propositions:
"les entiers naturels x ne sont pas tous des multiples de 5"
"il existe au moins un entier naturel x qui n'est pas un
multiple de 5",

Ces deux propositions sont vraies.

20.4. Régles concernant les symboles: dx ¢ E, V x ¢ E.

Les symboles Ix € E, ¥x € E, obétssent & des régles analo-
gues & celles qui régissent 1'utilisation des symboles 3:x, \fx.
(cf. chapitre 16).

De la m&me maniére, les lois logiques du calcul des prédicats
peuvent 8tre étendues i des exXpressions contenant Hx € E, Y x € E,

En particulier nous noterons les propositions vraies suivantes:
20.4.1. (¥x € B a(x) et B(x))=f(Vx € B,4(x)) et (¥ x €E,B(x))
20.4.2. UY&QEAU@)ou(VxQ&Bﬁﬂji?'(VxéﬁAﬁ)OuBWH
20-4.3. (Ixe B 4(x) ou 3(x)) &> [(Txe5,4(x) ou (Fxex,3(x)]
20.4.4. (3 x€ E,4(x) et B(x)) = [(3 *€B,4(x)) et (I xeB,B(x))

Exemples.
1°) Considérons l'ensemble: E ={'2; 4; 8} et les fonctions
propositionnelles: A(x) : 2| x
B(x) : x33y g
Il est clair que la proposition:

(¥x e &zlxem.ﬁ)e)é:>(Vx6E,2|xet Ver,xaazﬂ
est vraie, les deux membres de cette équivalence logique étant
des propositions vraies,.

29) Soit E l'ensemble des entiers naturels multiples deé et
les fonctions propositionnelles: A(x) : 3 ,x
B(x) 6| X
La proposition:
[(VXEE, 31}:) ou (Vxg&E, 6[ x)-l = (Ver,jlx ou 6! x)

est vraie, les deux membres de cette implication étant des pPropo=-
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sitions vraies.
Dans ce cas, l'implication réciproque:
(VXEE, 3)x ou 6| x) #[(VJ{QE,B, x) ou (Vx€EE,6| x)]
est elle aussi vraie.
Dans cet exemple, l'implication réciproque de 20.4.2 est une
proposition vraie.

32) N est notre référentiel.
Soit les fonctions propositionnelles: A(x) : 2] x

B(x) + 2| (x+ 1)

La proposition:
[(VxeMN,2| x) ou (¥ xelN ,2| (x+1)]=> (¥xelN,2| x ou 2| (x+1))
est vraie, le premier membre de cette implication étant une propo-
sition fausse. En effet, puisque 2 ne divise pas 3, (VY xelN,2| x)
est une proposition fausse; de mB8me, puisque 2 ne divise pas (64+1),
(VxeIN,2 [ (x+1)) est une proposition fausse. Notons que le second
membre de notre implication est une proposition vraie, puisque
l'un des deux nombres x, (x+1), est nécessairement pair.
Dans ce cas, l'implication réciproque:
(VxelN,2 | x ou 2| (x+1)) =((¥ xeN ,21| x) ou (VxeN o2 (x+l))]
est une proposition fausse, son premier membre étant vrai et le
second faux.
Nous avons ici un exemple pour lequel 1'implicatiog réciproque de
20.4.2 est fausse.

42) Considérons l'ensemble N et les fonctions proposition-
nelles: A(x) ¢+ 51x

B(x) : x <« 3

La proposition:
(FxeMN,51 x ou x<3)<e== [(3xeN,51x) ou (AxeN ,x3)]
est vraie,les deux membres de cette éguivalence logique étant des
propositions vraies.

5¢) E tant donné 1'ensemble IN et les fonctions ptoposition-
nelles : A(x) : 4| x

B(x) : 5] x
La proposition:
(Bx €N,z |x et 5(x) = ((TxeN,2|x) et (3 xem, 5| x)]
est vraie. Il en est de méme de l'implication réciproque:
(3){6[]\1,4,}:) et (_:]'xE:[N,Slx)] => (dxeN,4|x et 5] x)

Il suffit de donner & x la valeur 20 rour s'assurer de la vérité
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des deux membres de cette derniére implication.

62) Soit IN le référentiel et les deux fonctions proposition-
nelles: A(x) 2! X

B(x) : 2| (x+1)

La proposition:
(3x¢N,2(xet2[(xﬂ)):7¢}3xém,2(x)et(ﬂxem,2[(mln
est vraie puisque le premier membre de l'implication est faux.
En effet, un entier naturel ne peut pas 8tre a4 la fois pair et
impair.
Par contre, la proposition:
[(3xc~_N y2\x) et (IxelN,2| (x+1)j|=>(3xen~f y2 (x et 2 (x+1))
est fausse; le second membre est faux mais le premier est vrai
puisqu'il exprime,en fait, l'existence dans IN d'un nombre pair
et 1'existence dans [N d'un nombre impair, sans exiger, pour

autant que ce so0it le m&me,.
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EXERCTITCTES

en utilisant le symbole Vx € IN , la proposition:
non[ J xeIN ,((x< 25) W (x]36))]

en utilisant le symbole \fiwﬁ N sy la proposition:
non| J x €N ,(x>5 — x\40)7

—

en utilisant le symbole ‘fx € [N , la proposition:
non i:fix e, (x% = 12x + 27 £ 0 et (2\x oquElN))]

en utilisant le symbole Wi € M sy la proposition:

non [ J x€IN,((x2 17 ou x £ 9) —, x £ 26)]

en utilisant le symbole kfx € N , la proposition:
non [El xeMN ,(x|40 ou x _c.s)j

en utilisant le symbole VX & IN sy la proposition:
(x>17 0w x £ 9) = ((x < 28) ¥ (x4 230))]

en utilisant le symbole V€ € IN , la proposition:
non{ Jxe N , ((4]x = 2 |x) —=> xe{f__ lll]ﬂ

en utilisant le symbole V¥ € [N , 1a proposition:
non.[_ﬂ x€ N ynon(x > 5 et non(x‘40lﬂ

en utilisant le symbole J x € BN , la proposition:

non [;V x€EN,L(3(x + 1)L 2x —> 6!’():]
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E.20.10.

Ecrire, en utilisant le symbole :It (5 Hﬁ_ la proposition:
non{-v x€ N (non(wr—é,l729 et 5]x) ou x< + X 4+ 8 4_0)7

B.20.11,
. Ecrire, en utilisant le symbole 3 2 € N s la proposition:
non[qv x:&ﬂf,«x“‘+ 5x$ - 3x = 3 = x cL 1000) ou x /£ (x + ll]

E.20.12,
Ecrire, en utiligant le symbole -] X € IN s la proposition:
nonr-\f x €EIN,((x%~ 5x + 6 <0) W (xg’>-86 et TI(x + 1))”
E.20.13.
Ecrire, en utilisant le symbole - x & N , la proposition:
non/ V xEN,(x2 = 5x + 6 <0 ou (x3> 86 W T{(x + l)ﬁ]

E.20.14.
Ecrire, en utilisant le symbole - x € N, la proposition:

non| V x €N, (x + 4 £ 3x <= (2x + 1)| 14)_’1

E.20.15.
_Ecrire, en ntilisant le symbole .1~ € IN , la proposition:
non! WV xEIN,(x £ 41 et non(x[186 ou BixL)Z]
-
B, 20,16,
Ecrire, en utilisant le symbole A x € N , la proposition:

non[ ¥ xeN,(x¥+ 2x 4 41> 0 = X = 27 - x2> 0))

E.20.17.
Soit l'implication:
((Vx(_[N x2 - 9x + 14> 0) ou (VxeMN, 3& x£ 6)]
——;,W VxemMN, (x - 9x + 14 > ou 3 < x &-61]
Est-elle une proposition vraie?
L'implication réciproque de cette implication est-elle une

proposition vraie?
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E.20.18,
Soit l'implication:
[(Vx(—'_ﬁ\f,x2+ x+13 > 0) ou(V’xt[N,xlﬂ)J
—_— [Vxerﬁ\[,(xj’+ x+13 > 0 ou x‘2l)-l
Est~elle une proposition vraie?
L'implication réciproque de cette implication est-elle une

proposition vraie?

E.20.19,
Soit 1l'implication:
[(VxelN, x2= 524 6<0) ou (¥xeMN, x|8)]
O [_VXEIN,(X?‘- 5 + 6 < 0 ou xle)]
Est-elle une proposition vraie?
L'implication réciproque de cette implication est-elle une

proposition vraie?

E.20.20,
Soit 1l'implication:
[E[xé[N,(xZ< 100 et x > 5))
== [(IxeN,x2<100) et (TxeN, x>5))
Est~elle une proposition vraie?
L'implication réciproque de cette implication est-elle une

proposition vraie?

E.20,21,
Soit l'immplication:
[ﬂ xe N, (4]x et x premier) |
= [(Ax€EN, 4|x) et (TAxEN, x premier)__l
Est-~elle une proposition vraie?
L'implication réciproque de cette implication est-elle une pros

position vraie?

E.20.22.

Soit l'implication:

- Wl 2 2
Eﬂxem,(x‘*w» 4x + 3 = 0 et x > 31)1

- 2 3 2.
-=¢L(3X€(N’ x“+ 4x + 3 =0) et (xemN, x= 31)

Est-elle une proposition vraie?
L'implication réciprogue de cette implication est-elle une

proposition vraie?
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2l - I NCLUSION.PARTTIES D'UN ENSEMIBLE

21.1. Relation d'inclusion.

A) E, A, étant deux ensembles donnés, en utilisant la rela-
tion d'appartenance et l'implication, nous pouvons écrire la
proposition:

-3 I [ vx(xe A = x € E)
Nous la désignerons par AC E que nous lirons:"A est inclus
dans E".

En résumé:

21 .12, AC E désigne la proposition Vx(x € A = x € E)
De ce fait, l'équivalence logique

21:1:3; A E & ¥x(x ¢ A = x ¢ E)

est une proposition vraie.
AC E est une relation appelée relation d'inclusion.
In tuitivement, la proposition 21.1.1 signifie que tout élément
de l'ensemble A est aussi un €élément de l'ensemble E, c'est a
dire que l'ensemble A est, en quelgue sorte, "contenu" dans
l'ensemble E. C'est cette derniére idée qui est exprimée par la
relation AcC E.
Exemple.
Soit les ensembles: B = {15 25 35 4; 55 6)
b= {5 6; 2 }
Dans ce cas, la proposition 21.1.4 est vraie. De ce fait, d'aprés
21.1.2, nous pouvons dire:
AC E est une proposition vraie
soit encore:
{5: 6; e} < {15 25 35 45 55 6}
est une proposition vraie.
B) Soit E un ensemble quelcongue.
En remplagant P par x € E dans 6.27.1, nous obtenons, d'aprés

Lg, y l'expression vraie:

21.1.4. Yx(x € E == x € E)
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c'est &4 dire: EC E
En définitive, nous pouvons affirmer que tout ensemble est inclus

dans lui-m&me, ce qui peut 8tre noté symboliquement:

21.1.5, VE, EC E

Cette proposition exprime une propriété de l'inclusion communé-
ment appelée réfléxivité,.

C) B, A, étant deyx ensembles donnés, lorsque la proposition
21.1.1 est vraie, il peut se faire que la proposition:

81 .1.6. Vx(x € E = xe€ 4A)
soit vraie elle aussi. Dancs ce cas, nous avons la proposition
vraies
2117 Vx(x € A = x € E) et Yx(xe E => x € 4)
D'aprés 16.7.14, R2 puis R4,
2l..1.8, V:{(xeA:#-er) et (x € E %rxéA)J
est encorerune proposition vraie.
En utilisant 6.23.1 et L3 , puis en tenant compte de Ry , nous
déduisons de 21.1.8 la proposition vraie:
21.1.9. Vx(x € A &< x € E)
D'aprés 19.3.1, 21.1.9 exprime 1'égalité des deux ensembles A, E.
Exemple.
Considérops les ensembles:

E = {-a; c; d; e; b}

A = { b; d; c; aj; e}
Dans ce cas, la proposition 21.1.1 est vraie et nous pouvons
écrire: A E; or, la proposition 21.1.6 est vraie; il en résulte,
d'aprés ce qui précéde que nous pouvons écrire:

{a; c; d; e; bJ = {b; d; ec; ag e}

D) E, A, étant des ensembles donnés, lorsque la proposition
21.1.1 est vraie, il est possible que la proposition 21,1.6 soit
fausse. Sa négation est alors vraie et en tenant compte de 21.1,2,
nous pouvons écrire la proposition vraie suivante
2l1,1.10. AC E et non (Ec 1)

Nous exprimons ce fait en énongant:" A est sttictement inclus
dans E",
Remarque,

Certains auteurs notent 1'inclusion en utilisant le symboleg;
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et réservent le symbole ¢ pour traduire l'inclusion au sens

strict.
Exemple.
Soit les ensembles: E = {s; u; vi tj; W} y A = {t; 83 Wj
Dans ce cas, nous pouvons ecrire:
A — E et non(E — A)
E) Soit A, E, deux ensembles donnés.
En remplagant P par (x € A) et @ par (x € E) dans 8.41.11, nous
obtenons, d'aprés L2, la proposition vraie:
21.1,01, Vx(x € A = x € E) = (x €¢ A<=>(x € A et x € E))
En remplagant dans 16.8.31,
Ax par (x € A => x € E)
Bx par (x € A== (x € A et x € E))
nous obtenons, d'aprés R2, une implication vraie dont le premier
membre est 21.1.11 et dont le second membre est:
21,1.12, VYx(x € A= x € E)==>Vx(x € A<= (x€ A et x € E))
La proposition 21.1,11 étant vraie, 21.1.12 est aussi une proposi-

tion vraie qui, d'aprés Rl, et compte tenu de 21.1.2, s'éecrit:

21 .1.13%, AC B Vx(xe A =—(x€ 4 et x € E))

21.2. Inclusion et ensembles définis en compréhension.,
A) Donnons nous un ensemble E et une fonction propositionnelle

B(x). D'aprés AX4, l'ensemble ix\xé,E et B(x)} existe et est umique]
21 .2.14 (x € E et B(x)) = x & {x\x € E et B(x)}

L'expression 21.2,1 es#nZXpression vraie; d'aprés 6.28.2 et L2,
la propogition:

Vx(x € E et B(x)) = x ¢ E
est une proposition vraie.

En tenant compte de 21,2,1, d'aprés R3, nous obtenons:
21 2l \'fx(x(—,{xler et B(x)j=;>er
Si nous appelons A l'ensemble {x|x € E et B(x)}, 21.2.2 s'écrit

Yx(x ¢ A =>x € E) soit encore A E.

En résumé:
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21.2.3, Si A={x|xeE et B(x)} alors Ac E

Exemple.

Soit E =IN et la fonction propositionnelle B(x): x ¢ 7.
L' ensemble A = {x[ x € E et x ¢ ?} n'est autre que 1l'ensemble
{05 15 25 3; 4; 55 6). Nous avons effectivement A c IN.

B) Conservons les données du paragraphe 21.2, A.
D'aprés LY , B8.41.3 nous permet d'écrire la proposition vraie:
212l Vx[x € E=> [(x€ E et B(x)) & B(x)]]
En tenant compte de 20.2.3 et de Rg » 21.2.4 est logiquement équi-

valente a:

21.2.5. Vxe Ef(x € E et B(x)) <= B(x)]

gui est une proposition vraie d'aprés R4 .

Nous en déduisons, en utilisant 2l1.2.1 et Ry , la proposition

vraie:

2l,2.6. Vx e E,[xe { x| x € E et B(x)} <= B(x)]

En appelant ensuite A l'ensemble {x) X € E et B(xﬁ y 21.2.6
s'éerit: ¥ x@ E,(x € A &> B(x)).

En résumé:
21:2:7.; Si A = {x‘ X € E et B(x)} alors NYx ¢ E, (x€ A &= B(x)

2l1.3. Sous-ensembles, Farties.

Soit deux ensembles E, A,
Nous dirons que A est un sous-ensemble de E ou est une partie de
E si et seulement si A est inclus dans E.
Remarquons que d'aprés 21.1.5, E est un sous-ensemble de E, ou
encore, que E est une partie de E,
Exemple.

Les ensembles: {1; 3; 5} , {2 7}, {3},

{1; 4; 3; 25 53 T; 6}

sont des sous-ensembles ou des parties de l'ensemble:

{l; 2; 35 4; 5; 63 7’}

2l.4. Inclusion et diagrammes.

E, A, étant des ensembles donnés tels que A soit inclus dans
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E, pour représenter schématiquement cette relation d'inclusion

nous pouvons utiliser les diagrammes de VENN.
Exemples.

12) Soit les ensembles A = { a; c3 dj f} ,

E = { a; by e; d; e3 fj "

La relation : {a; c; d; £] < las b3 c; d; e f}

peut 8tre représentée par le schéma suivant:

29) En désignant par 2N l'ensemble des entiers naturels

pairs, la relation 20N C JN peut-8tre représentée par le diagram=-

me suivant:

9
38,

)
RS

\ :”’:’:’:"0’0”’:‘:
BRI
0a09%29%9:%%Y i

2.9.9.9.9, N
\ CSREIN
\ RS
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21.5. Lien entre inclusion et implication,
Donnons nous un ensemble et deux fonctions propositiopnelles

c(x) , D{x) .
D'aprés 21.1.3, nous pouvons écrire l'éguivalence logique vraie
ayant pour premier membre:

(X ) {xl xEE et C(x)} (= {x\xEE et D(x)}
et pour second membre:

(ﬂ ) Vx[x €{xlx€E et C(x)} = xé{xl XEE et D(x)s
En tenant compte de 21.2.1 et R; , nous pouvons, dans cette équi-
valence logique, remplacer (JQ ) par:

Vx[(x € Eet C(x)) = (x € E et D(x))]
Désignong par A l'ensemble {x‘ x €8 et C(x)} et par B 1l'ensemble
{x 'x €EE et D(x)} i le premier membre ( X ) prend alors la forme
AC B.

En résumé:

21.5,1. Si A:{xleret c(x)} etB:{xlxéEetD(x)s
alors AC B @VK[{X € Eet C(x)) =(x € E et D(x)):

La loi logique 8.41.5 et la régle L) nous permettent d'écrire
l'équivalence logiqgue vraie:

21.5.2. [(x€ B et C(x)) = (xcE et D(x)]]=>[x€ & == (C(x)=>D(x))
En tenant compte de 21.5.2 et de Ry , nous pouvons remplacer le
second membre de 1l'équivalence logique figurant dans 21,5.1 par

le second membre de 21.5.2; nous obtenons alors:

21.5.3. Si A= {x|x€E et C(x)} et B= {x|xeE et D(x)}
alors AC B@-Vx[x € 8 =2 (0(x) => D(x))]

Soit encore, d'aprés 20.2.3 et R 3:

21.5.4. 8i A ={x|x €E et c(x)} ot B = | x| xeE et D(x)}
alors AC B &> V¥ x € E, (C(x) = D(x))

Par abus de langage, on dit quelquefois que "l'implication
(C(x) == D(x)) est vraie sur E".
Exemples.

19) Soit E =N ot les parties de N suivantds:
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!}

{ x‘:&éﬂJ et 6 | x}
{ x| xeIN et 3| x}
Dans ce cas, 21.5.4 s'écrit:
AC B &> VYxelN (6| x = 3| x)
Comme la proposition: ¥V x€eN (6| x = 3| x) est vraie, nous

pouvons affirmer que A est inclus dans B.

L]

2¢) Soit E = {l; 2; 33 4; 6} et les sous—-ensembles de E:
A = { xi x € Eet x> 4}
B = { x| x€e E et 2| x}

Dans ce cas, A = {‘4; 6j et B = { 2; 4; 6} et de ce fait, nous
avons A C B.

Dtaprés 21.5.4, AcB <> Vx€ E (x> 4 == 2| x)

Il en résulte gue : Yx€ E (x> 4 = 2] x) est une proposition

vraie.

21.6. Négation de 1'inclusion.
Soit E, A, deux ensembles donnés.
La négation de AC E se note AcF E et se 1it:"A n'est pas

inclus dans E". En tenant compte de 21.1.2, nous énongons:
21.6+ls A ¢ E désigne la proposition non[\?’x(x € A = x e E)J

De ce fait, 1l'équivalence logique suivante est vraies

2l1.6,.2. A¢_‘ E@non[Vx(xeA;—i;-er)j

A) D'aprés 16.8.10 et Ry ,
2l.6.3. non[Vx(xe:A% x€ E)] &> Jx, non(x€ s => xe E)
est une proposition vraie.
D'autre part, en appliquant Ly, et 6.13.1, nous pouvons écrire:
non(x € A =% x € E) &> ‘:non(x € E)et x e 4]
soit encore:
21.6.4. non(x& A =% x € E) &> (x¢Eet X € A)
En appliquant Ra & 21.6.3 et 21.6.4, nous en déduisons la proposi-
tion vraie:

21.6.5. non[Vx(x €A = x¢& E)] <> 3x(x ¢ E et x € 4)

qui d'aprés 21.6.1 peut s'écrire:
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21.6.6. A E &> Ax(x & E et x € A)

Cette proposition exprime le fait que A n'est pas inclus dans E
si et seulement si il existe au moins un élément de A qui n'est
pas élément de E.

Exemple.

Soit les ensembles E = {a; b; c; d} , A= { c;5 a5 £
Nous notons oue (f € A et f & E) est une proposition vraie. Il en
résulte que A n'est pas inclus dans E.

I1 est possible de schématiser cette situation de la maniére sui-

vante:

B) Supposons maintenant que:
A {x | x e E et C(x)}
B {xleret D(x)}

c(x), D(x), étant des fonctions propositionnelles données. D'aprés

la loi,logique 6.37.2 et Le, , 21.5.4 est logiquement équivalente
a4 la proposition:
AE B &> non[\'/xe E(C(x) = D(X)D
soit encore en utilisant 20.3.3, Rg , puis Ry :
21.6.7 Ad B&> Jx € E, non(C(x) => D(x))
L2 et 6.13.1 nous permettent d'écrire:
21.6.8, non(C(x) = D(x)) &> (non D(x) et C(x))

En appliquant Ry a 21.6.7 et 21.6.8, nous en déduisons que:
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21 . 649 Si A = {x| X€E et C(X)J et B = {x\ XEE et D(x)k
alors Ad B &= Jx € E, (c(x) et mon D(x))

Exemple.
Soit E {1; 23 33 4; 5; 6} et les parties de E suivantes:

{ x\ X & et x 2 4 }
B={ x|xe Eet2]|x}
B = &2; 4; 6} ; A n'est donc

=
1
=

[}
=

Nous avons alors: A = i4; 53 6} .
pas inclus dans B.
Dans ce cas, 21.6.9 s'écrit:

Aq: B<<=> Jxe€ E, (x> 4 et non(2] x))
Effectivement, 5 est un élément de A puisque 5 ;;4, mais il n'est
pas un élément de B puisque 2 ne divise pas 5.

Nous pouvons illustrer ce cas par le schéma suivant:

21.7. Retour sur 1'égalité de deux ensembles.
A) Soit A, B, deux ensembles donnés.
D'apres 19,.,3.1, nous avons:
A= B> Vx(x € A& x € B)
Soit encore, en appliquant 6.23.1, Lg puis R} :
el Tl s A = B @\_,;Vx&x€ﬁ=+x & 3B) et (x & B> x & ﬁ_:))
La proposition 16,7.14 et R9 nous permettent d'écrire que:la
proposition:
\dxl_(xe A=> x €B) et (x & B=> x €4)]

est logiquement équivalente & la proposition:

YVx(x € 4 = x€ 5) et Nz(x e 53 = X € 4)
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D'aprés Rz , cette derniére proposition peut 8tre substituée am
second membre de 21.7.1 et nous obtenons:

L= 8 & [vx(xes => xcB) et Vx(xed = xch)]

c'est &4 dire en tenant compte de 21.1.2
20 T. 2, A =B > (ACBet BcA)

Remarque,

Cette équivalence logique nous permet d'exprimer AX2 (chapi-

tre 19, paragraphe 3) de la fagon suivante:
VE, VP, (E= F<=>(ECF et FcE))

B) D'aprés 6.37.2, L2 et Rl, nous pouvons prendre la négation
des deux membres de 21.7.2 et nous obtenons:
21.7.3. A 4B &>non(Ac- B et B 4A)
En appliquant 6.12.2, L2 et R3, nous pouvons remplacer le second
membre de 21.7.3 par:

(non(A < B)) ou (non(B < 4))

c'est a4 dire par:

(Aq; B) ou (Bt 4)

En définitive, nous obténons:

21.7.4. A;B<@(A¢Bou B ¢ 4A)

C) Soit A, E, deux ensembles donnés.
La loi logique 6.31.4 et L2 nous permettent d'écrire une équiva-
lence logique vraie ayant
pour premier membre: A ¥ B == (Ad E ou E o 1)
pour second membre:(Ac E et A # E)e== (A= E et (A E ou Ecf 1))
Le premier membre étant vrai d'aprés 21.7.4, en utilisant Rl,
nous obtenons la proposition vraie:
21.7.5. (AC E et A ¥ E) &> (A E et (AdE ou Edg4))
En remplagant P par (Ac E), Q par (Ed- A) dans 8.41.6, nous
obtenons, d'aprés L2, la proposition:
21.7.6. (AcEet (AdCEouEd A)) == (A= E et Ed-A)
En appliquant R3 & 21.7.5 et 21.7.6, nous en déduisons la propo=-

sition vraie

21.%.7. (AcCE et A E) =>(AcE et quA)
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D'aprés 6.28.2 et L2, nous avons:

21.7.8. (Ed A et ACE) == EcA
Appliquons R3 & 21.7.7 et 21.7.8; il en résulte:

&l FeiBia (AcC E et A £ E) =>'7ECFA

Remarque.
Nous avons vu au paragraphe 21.1. D, que la proposition
21.1.10:
ACE et non(E e A)
soit encore: ACEet EA
exprimait le fait suivant:
"A est strictement inclus dans E".

En tenant compte de 21.7.7, nous pouvons dire:

21« TelOs A est strictement inclus dans E si et seulement si

AC Eet A £ E

D) Donnons nous trois ensembles E, 4, B, et deux fonctions
propositionnelles C(x), D(x). Selon 21.5.4, si

A = {x}er et C(x)} et B = {X\X_EE et D(x)}
alors,

ACB « VxekE, (C(x) => D(x))

B A ~—=-Yx€E,(D(x) = c(x))
En considérant ces deux équivalences logiques, nous pouvons
appliquer R3 a4 21.7.2 pour obtenir:
21.7.11. 4 = B<=>[Vxer(c(x) =>D(x)) et VxeE(D(x) —¢(x))]
D'autre part, 20.4.1 et R2 nous permettent d'écrire une équiva-
lence logique dont le second membre est celui de 21.7.11 et dont
le premier membre est:

V x é.E{(C(x) == D(x)) et (D(x) — C(x)):\

En appliquant alors R3, nous déduisons de 21.7.11, la proposition:
21.7.12. A =3B <> Vx €E [(c(x) =>0D(x)) et (D(x) —>¢(x))]
En tenant compte de 6.23.1 et L2, puis en appliquant & nouveau

R3, nous pouvons €énoncer:

21,7.13. Si &= {x|xeB et C(x)} et B - {x|x€E et D(x)}, alors
A=B<&S> Vx ek (6(x) < D(x))



190

Exemple.
Soit E = &2; 14; 8; 5; 125 3} et les deux fonctions propo-
sitionnelles: C(x) = x| 30
D(x) : x est un nombre premier

Les ensembles: A = { xjx € E et C(x)}
B = { x|x ¢ E et D(x)}
sont deux parties de E, & savoir:
A= {25 35 5}
B= {2; 3; 5}
Ayant A = B, nous en déduisons que la proposition:
Vx € E (x l}O &> X est un nombre premier)
est vraie.
Notons que la proposition:
Vx(x| 30 &=> x est un nombre premier)
est fausse. Il suffit en effet de remplacer x par 11; le premier
membre est faux alors que le second membre est vrai.
Pour cette raison, et par abus de langage, on dit quelquefois
que "(x divise 30) et (x est un nombre premier) sont logiquement
équivalentes sur E",
E) Soit E un ensemble,
(x = x) est une exprezsion vraie d'aprés 13.2,a.
Remplagons P par (x € E) et Av par (x = x) dans 6.39.1; d'apres
L2, nous obtenons la proposition vraie:
21.7.14. Vx[er@-(xaE etX:x)J
En appliquant R2 & 21.2.1, nous pouvons écrire l'expression
vraie:
21.7.15. (x € E et x = ) e x ¢ {x]x € E et x = x}
En tenant compte de 21.7.15, nous pouvons appliQuer R3 a 21.7.14;
il en résulte la proposition vraie:
¥ x Exe_E Q'—;,_\-.,_xe{x'[x €EE et x = xj]
qui, d'aprés 19.3.1, est logiquement €quivalente a:
Eztxlx e E etx=x}

D'aprés Rl, nous en déduisons:

2l s Telbs B = ﬂ“x\x € E et x = x}
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21,8. Transitivité de 1l'inclusion,
Donnons nous trois ensembles A, B, C. D'aprés 21.1.2,
(Ac B et B C) désigne la proposition:
21.8.1. Vx(x€ A =>x €B) et Vx(x & B =>1x ¢ ()
En appliquant R2 & 16.T7.14, nous obtenons une équivalence logique
vraie dont le premier membre est 21.8.1 et dont le second membre
est:
v‘x[(xeaga-xeB) et (x & B =>x € 0))
I1 en résulte que:
21.8.2. (AC B et BC C) & "K/x[(xeA#.xEB) et (x€B=> xe& (
est une proposition vraie. |
En appliquant L2 & 6.19.1, nous obtenons la proposition vraie:
21.8.3. V’x‘:((xe.& = X€B)et(x€B =>x€C)) == (x€A ==x€ C):)
En appliquant R2 & 16.8.24, nous obtenons une implication vraie
dont le‘premier membre est 21.8.3 et dont le second membre est:
21.8.4.]_‘V’x((xeA —=> x€Blet(x€B = x¢€ c))jf,-[vx(xe A=>x€0)]
Puisque 21.8.3 est vraie, d'aprés Rl, 21.8.4 est aussi une Dropo-
gition vraie.
En tenant compte de 21.8.2 et de 21.8.4, R3 nous permet d'écrire:
(AcB et BcC) %E‘Q/X(x €A = x¢€ C))
soit encore, d'aprés 21.1.3:
(AC Bet BC C) = AcC

En résumé:

21 .8.5. duels que soient les ensembles A, B, c,
(AcBet BCC) —s Ac.C

Ceci exprime une propriété de 1'inclusion habituellement appelée
transitivité.
Exemple.

Soit les ensemblesg : A

{25 55 3}
B = {1; 5 3; 2}
C= {25 45 3; 5; 1; 6}

A B, BCC, ACC, sont des propositions vraies et nous vérifions

]

que 21.8.5 est une proposition vraie.
Dans ce cas, nous pouvons illustrer la situation par le diagramme

suivant.
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21.9. Fonctions propositionnelles et ensembles.

5\ Etant donnde une fonction propogitionnelle "-(;:\. 4 une seule variszhle.

général, nous ne sommes pas

nous avons noté (19.7 remarque 1°) que, en )

assurés de l'existence d'un ensemble F dont les éléments cont tous les objets
qui donnent une proposition vraie quand ils remplacent x dans A(x).

Cependant, il peut se faire qu'un axiome ou un théoréme affirme 1'exig-—

tence et l'unicité d'un tel ensemble, Dans ce cas, F sera noté:

est une expression vraie, et cue:

A _, .
21.9.2, Vx|x€ {x|Alx)} &> Ax) |

En particulier, E étant vn ensemble donné,
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Vx[xe {x\xe F‘} &> x € F]
et d'aprés 19.3.1, nous en déduisons la proposition vraie:

21.9.3. Quel que =oit l'ensemble T
{x|x € E} = B

B) Soit A(x), B(x), deux fonctions propositionnelles telles cue:
1°) A(x) = B(x)
2°) L'ensemble {x|A(x)} existe et est unique.
3°) L'ensemble {x}B(x)} existe et est unique.
D'aprés 21,9,1, nous avonss
A(x) &= x e{x|A(x )}
B(x) == x G{x[B(x) }

En appliquant 8.41.14 aux trois équivalenceslogiques précédentes, 12 et Rl

nous permettent d'écrire 1l'expression vraie:

21.9.4. [A(x) e>3x)] = (xe{zt@)| e xe {x\3x) ]

et la proposition vraie:

Vr[(A(x) &3(x) == (= e{zltx)} s x€{x]3(x)}))
En lui appliquant 16.8,31 et R1l, nous obtenons:
21.9.5. ¥Vx[a(x) <—'———->B(I)]é—'-=->\fx[x e{x lA(x)} &> X E {x'B(x)}]
Drautre pf'a,rt, en tenant compte de 19.3,1 et de R2, il vient:
21.9.8. D’f x (xe{x\A(x)} —>X G{x \B(x )})J@Ux\A(x)} ={xlB(x)ﬂ

En appliquant R3 & 21.9,.5 et 21,9.6, nous en déduisonss

219 T s Lx[.ﬂ.(x)j et (}:|B(x)j existent, alors:
[Vx(a(x) «=>3(x)) <= {x|A(x){ = [x|B(x)}

Nous en déduisons la régle suivante:

R8 / Si les ensemb/les [x|A(x)} et {x|B(x)}existent,
si Y (x) [A(x) = B(x)] est une proposition vraie,
si F désigne l'ensemble {x\A(x)} ) |
alors, en remplagant A(x) par B(x) dans F = '{ xIA(x)} on obtient la

propogition vraie : E ={ IlB(X)} .




Nous

e

ivons donc énoncer la régle suiventes

est une proposit

_ i
PO R ] [ -
g1 C désigne 1'ensemble {x|x € E et Ax)

alors r ca A :
alors, en remplagant A(x) par ?(x) dans C = { x|

obtient la proposition vraie $+ C = ¢ x|x ¢ E et

194

on
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EXERCITCES

E.21.1,
On donne les ensembles

A= {375 1; 2; 8; 51
= {7 45 25 V395 6}
- {5 6} |
{ 33 \4; 2%} ;
-ﬂ\/-?@; 13; Yyl—;S[
Pe {3 2% 2x3; 44+ 3}

Ecrire toutes les relations d'inclusion vraies concernant ces

L}

B
C
D
E

engsembles,

E.21,2.
‘EJ désignant l'ensembles des entiers naturels, on considére

les ensembles:

A = -{Vxlxéih\i et x{:.lzlk-

B = { x|x € A et xll2}

C =43 6; 12}

D = fx‘xel‘bf et xilE}
E={x|xeD et x?¢ B}

F-.{ X\XQP"{ et 6xY - 5 + 1 = 0}

Ecrire toutes les relations d'inclusion vraies concernant ces

ensembles.

E.21.3,
Représenter schématiquement les relations d'inclusion de

l'exercice E.21.2, en utilisant des diagrammes de Venn.

E.21.4.

Soit les ensembles:

E = f 13 25 35 45 55 6; 7; 8; 9; 10%

A = { xX|xX€E et x> 3}

B::{ xlxé_C,et XEE_E}

C=4{xlxeE et (x|10 et x|6)}

D=4 x|x€E et (x¥- 16)(x¥ - 10x 4 21) = 0 }

Ecrire toutes les relatios d'inclusion vraies concernant ces

ensembles.
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E.21.5.
Schématiser lesrelations trouvées &4 1'exercice E.2l1.4, a

l'aide de diagrammes.

E.21.6.
En considérant les fonctions propogitionnelles servant &
définir les ensembles A, B, C, D, de 1l'éxercice E.21.4, écrire

toutes les implications "vraies sur E",

E.2L.7.

Soit les ensembles:

Au’{l; 23 33 4; 5; 63 T; 8; 9; 10; ll}‘
B = { xfxéiA et x{12}

c={1; 25 3}

D = { 2; 4; 6; 8; 10; 12}

E=J 3 6 95 12§

F = {x‘x({A et x;zi}

Gu{f); 6; 12 |

H=44; 5 6; T; 8; 9; 10; 11; 12}
I={l; 2; 3 6;9;12],‘
J={x}x@5 et xéaﬂ

K = f‘xlx € E et x};Q }

Quelles sont, parmi les propositions suivantes, celles qui sont
vraies?

VxeA , (x& B <:-———2-.~x112)

VxeA ,(x€c e x2 € a)

VxeA ,(x€D <« (4]|x ou (x + 1)|9))

Vx €A ,(x€E &> 3|(x + 1))

Vxe , (xeF ®x2¢A)

Vxeh ,(xce &> (x|12 et 3|x))

Vxe a,(xenm &> x> 4)

Vxé€ 4 ,(xeI <= (2% 4 ou 3|x))
VxeB,(x€l e x < 3)

Vx € E ,(x€K <« x|12)
Vx€c,(x€7=>xte 0)

Vx €1 ,(x€0 == x(6)
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E.21.8.

On considére les ensembles A B, C, D, E, F, G, B, I, 7,
K, définis a l'exercice E.21.7. Représenter, sur une méme figure,

chacun de ces ensembles par un diagramme de Venn.

E-21°9¢

Les ensembles considérés sont ceux de l'exercice E,21. T

Quelles sont les propositions vraies parmi les propositions
suivantes:

GCIé—’.? Y x L(xeA et jlx) == (xe& A et (x € A ou 3[x)ﬂ
Vx[(x€a et x2 EA)-%?'(XQA et x[12)]

thxéA —_%v(xeA=;x¢4)]

Vx(_A ,I_x]l2 et 3|x) =’-7>(x € A ou foﬂ

Yxe® , (x € 4 = x%¢ B)

E.21.10.
Soit les ensembles:
A= {249 V35 x5 2ats 41722 |
83 / 50 / 31643 7 23861

{x)x e R et (145x)2 - 81l796x = 122694 - 102245x }

C - 13 V8978 \V/2738 , 68694 ,
{5 3 VO T snto
13 - 43x3 67 37 11449
i3
?i
1617 —— 53—
p 2 { 28T L0 0,3 \/\/65530 Z Vr29? |
3\/5929 3—:1
‘ o]

Ecrire toutes les relations d'inclusion vraies concernant ces

ensembles,

E.24.11,
On donne les fonctions propositionnelles suivantes:
(x £ 23 et 3|x) notée A(x)
(x|8 ou x2 - 9xi) notée B(x)
(6 £ xg 13 = x£}576) notée C(x)
(Bﬁ\xz’et xZ < 400) notée D(x)
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(2|x W x|l2) notée E(x)
F désigne l'ensemble { 1; 2; 4; 8; 16; 32}
En utilisant les fonctions propositionnelles précédentes,
a) écrire toutes les implications“™vraies sur F",

b) écrire toutes les équivalences logiques "vraies sur F".,

E021012.
Résoudre 1'éxercice précédent en remplagant l'engemble F

par l'ensemble G = { 1; 6; 125 18; 24; 30; 36}

E.21.13,
Résoudre 1l'éxercice précédent en remplagant l'ensemble F

par l'ensemble H = { l; 23 453 6; 8; 10; 12}
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22 ~-COMPLEMENT AIRE.ENSEMSBTLE V IDE.

Dans les chapitres 19, 20, 21, nous nous sommes efforcés de
montrer au lecteur comment les résultats du calcul des proposition
et du calcul des prédicats pouvaient 8tre utilisés dans les raison
nements. Cela nous a semblé indispensable.

De ce fait, nous avons crft devoir indiquer, & chaque fois,
les régles et les lois logiques utilisées. La rédaction des rai-
sonnements s'en est trouvée alourdie. Le lecteur aura constaté de
lui-m&me que l'accumulation dés références rend la lecture pénible.

Nous estimons cependant que ces trois chapitres auront suffit
au lecteur pour acquérir les "mécanismes" mis en jeu. Afin d'gllé-
ger la rédaction des chapitres suivants et de permettre au lecteur
de suivre plus aisément la pensée exprimée, nous avons supprimé
(sauf dans des cas exceptionnels) toutes ks références concernant

les régles pour ne conserver que celles relatives aux lois logiques

22,1, Complémentaire.

A) Soit un ensemble E et A une partie donnée de E.
D'aprés AX4, E étant donné, il existe un ensemble unique dont les
€léments sont les éléments de E qui conduisent i une préaposition
vraie lorsqu'ils remplacent x dans la fonction provositionnelle
x,¢ A, et ceux-lad seulement., Cet ensemble s 'appelle complémentaire
de A par rapport 4 E et nous le noterons: (; 4.

En résumé:
22.1.1. Si A . alors U = ;
i ACE, alor A {xlerethtAh

Notons que A étant une partie de E, BaA existe et est unique.
B) D'aprés 21.2.2, nous avons la proposition:

Vx(x e {x\x € E et x %.A} —=r x € E)
et en tenant compte e 22.1.1, puisgue A est une partie de E,
nous obtenons la DrOpOSition-

Vx(x e UA —= X € E)
qui s'écrit encore, en tenant compte de 21.1.2:
(AcE
E

En résumé:
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22.1.2. AC E .-_—._';arCACE
&

Ceci exprime que, A étant une partie de E, son complémentaire par

rapport & E est encore une partie de E.
C) En utilisant 21.2.1, nous obtenons la proposition vraie:

‘q'x[:_xe{xlxe_E etx¢ }@-(eret x¢-_A)]
51 d'autre part nous avons A E, dans ce casg, t;lxe E et x#;Aj

se note (}ﬁ. En conclusion:
22.1,3, Ac E %VxEcéCA@(er et xqu)]
E

D) D'aprés 22,1.1,
si A = E, alors CA = {x[xe® et x¢af
et d'aprés 21,2.7,
si CA = { xEE et X$A} alors 'V'er,(erix@ x € A)
£

En conséquence:
22.1.4. Si AC E, alors vXeE,(erfx &> x ¢4)
E

E) Pour exprimer qu'un ensemble B est le complémentaire de A
par rapport & E, nous utiliserons la notation suivante:
B = C A ‘
On renconlre chez certains auteurs les notations suivéntes:
B = E\ A (KUROSH)
B E - A (voir chapitre 24)

B =X (notation utilisée en calcul des probabilités

lorsque E est donné une fois pour toutes.}
F);Exemples.
12) Soit E ={a, b, c, 4, e} et 4 = {b, 4, e}
Dans ce cas, [;A = {a, c}

Nows pouvons représenter ceci 3 l1'aide du diagramme suivant.,
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2°) Soit E =[N et A = 2 [N,
™

Le complémentaire de A par rapport & E est 1'ensemble des entiers naturels

impairs. Dans ce cas, nous avons le diagramme s nivant;

20 D

numéroté 21,2,3),

En utilisant la loi logique 8.41.7, nous obtenons:

o & (_x € E et non(x € E et B(x))| = [ x € ® et non }?(:cq
congidérant 21,2,1, nous avons: -‘
22.2.2, IG{V‘.[Y_G‘T et non(x €F et I‘(v\)}(:? x €EE et non(x€ E et B(*c'))_]

D'aprés la transitivité de 1'équivalence logique, 22,2,2 et 22,2.,1,nous



202

permettent d'écrire;
22.2:3. X € {x\x € FE et non(x € T et B(x))L<E=5¢,(x €E et non B(x))
D'autre part en tenant compte de 6,37.2, 21,2,1,nous condvit 1%équivalence
logique suivante:

non(x € E et B(x))<?ﬁ9 non(x € {x)x € E et B(x)}
soit encore, (voir 19.4.A):

non(x € E et B(x)) &> x§ { 3x € F et T%(x)}
Dans 22.2.3, nous pouvong remplacer "non(x € E et B(x)" par:

" g {ﬁ:[r\: €T et B(x)} (daprées R9)
et nous en déduiscns la rroposition vraies
22,2.4. Vx| x¢€ { |* € E et x é{xlx EE et B(x)}\}@.kc EE et non B(t)\]
Puisque A = {x) E et B(x)} , 22.2,4 pevt s'écrire: |
"(fx[lfé{" xe E et x %A}@(}c € E et non B(x))]

et A étant de ce fait une partie de E, nous pouvons tenir compte de 22,1.1 et

22.2.5. Si A = {x x €EF et B(x) alors
Y x[xe ﬁ <= (x €T et non B(x))‘]
L Ug n
Exemple,
Soit E = {13 25 35 4; 5; 6; 71
={x\x€ﬂe‘tx 45% _
Nous avons A = {1:_ 2; 3 f‘& et par conséquent C;ﬂ_ = {5: 63 ’(}
Dans ce cas, 22,2, s'éerit: _c'
"EA &=> (x €L et x 3 5)

Y x
Effectivement, ()

22.3. Propriétés du complémentaire,

A) Soit un ensemble F et A une pertie de E,

Nous savons, (voir paragraphe 22,1, B), que A étant une partie de E, C A est
N2

une partie de E, Nous pouvons alors envisager le complémentzire de g A,
YE

-
par epapport & E, que nous noterons (J'r(_)fA-
En remplagant A par C dans 22,1,7?, nous avons:

Cp ~E = bﬁ
C L A est donc une ar‘t:lﬁ de E que r}uo allons préciser.
En&mbl;ll.eant la commutativité de 1'équivalence logique et de 1la conjonction
logique, 21.1,13 permet d'écrire:

]
= v K Eet x €A) = xefl
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solt encore, en considérant la négation de 1'appartenance:
22.3.1, ACE «=Yx [( €T et nonx gh) e>x e
En appliquant 8.41.7
Lx{—'_E et non x & A == [_v E et non(x€F et x & A))
[X€E et non(x €F et x q: b)) &= v:e{*{lv €T et non(x€F et x %_ _ﬁ)}
qui nous donnent par transitivité:
22,3.2, (x€E et non x EAL)&= xe {x}xé?ﬂ et non(x €7 et x?A)}
En tenant compte de 5.37.2, 21.2,1 nous permet d'écrire:
non(xe‘r?e‘txé‘?ﬁl <_—_=;>xé_:{ 'xGE@t x € !/ }
En remplagant dans le second membre de 22,3.2, nous obt Fr‘mﬁtjdapf'eb R 3
22,333, (x€E et nonx¢ﬂ)<_-_—>xe{v\xeu- et x}é{xlxem et x M
d

Dans 22.3,1, remplagons maintenant "x € E et non G ¢A" par le secon

puis 21,2.,1, nous ohtenons deux équivalences logiquess

membre de 22,3,3; nous en déduisons la propogitidn: .
2,34, Ac__r'@v L {x\yé tx{ft{ xeE et x & ﬂ}}‘d_——-:? xG!ﬂ

Or, A et U;-“ étant des parties de F, 2: €T et x# Ai se note CEA,
=
. G

puis {*{] € I et y¢ ( J se note Il en résulte:
22535, A C_T‘@%V}CLY(-: ()(J.fﬁ@i;r” e Al

p g
D'aprés 19.3.1,le second membre peut o'ferire: [)[j!‘\_ = A,

N

22,3,6. Si A est une partie de E,

FE

Exemple,
Soit E =N et A = 2N,

F
Nous avons vu(deuxidme exe ple du paragraphe 22,1,%) que CA est 1l'ensemble
des entiers naturels impairs, Il est clair que CU est l«’irc 1'ensemble
des entiers naturels pairs, c'est & dire 2 N, ™
Nous avong hien: Ll C 2P = 2[N.
B) Soit E, A, B, +rmcnsinr mbles donnés, Fn appliquant 8.41,12, nous
pouvong derires

22.3.7. (x€A = xe3B) =5((xeW et x ¢ B) == (x€E et x ¢ A))

et en tenant compte de 21,2, 1, nous obtenons la proposition vraie:

[!é =>x €B) %(xc{ ’-sce?, et x ¢ B} __.7>> TE{X{}.’(:TT et x e‘g} )3
de ce fait, en appliquant 16.8.24, nous en déduisons, gzréce R1,
‘xé'ﬂ et :f(-# }\’]

\'fx(}: €A %x&'ﬁ) —_— L\T’x(xé{x’y_ff‘- et x B} *——‘=—>x€{

D'aprés 21,1, s

s
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le premier membre se note: A — B

le second membre se notes ;\}‘,{’I(:_T: et x & “{ — {

,.4
m
=
&
ot
M
fr
g

En conséguence, noug avons la pro osition vraie:

22.3.8. ACB = "‘ s’)Cr et Tii ""'% _ E'»:[",C-“ et x & A q

- o .
vongslderone maintenant le coe AN A R 3 3 3
w Ul sd J Il§ i Eall 18 CdE o il . gont od2ux parties 4 _‘lﬂ'"""‘ y de E
. & paz: nees |
c'egt & dire telles mque:
P FetRBRc— T
-]Ip[\ o S o (: Y none ” = s = L o il (O & LR -
s - 9 .
" ' - ture 1 ceecond rem "( Tt e 2 e e i g T Tyt iy o A b 53 z
i : 3 ’
des ]
sl
Cealle
&, B, de B sont
: ( ('
telles que \.Bc— . A
. e

X = “ b &
Nous.pouvons afirmer. 2 2 007 P P A ''n L

I : s S a 22,1,B, que Sy by 80NT ux parties

E B parti

“E &

r\ [ - 4
> 310 (Vg e - (' ~( (" -
St O L A —=> AC ‘b?

= = b bebE \,“Li C-:

=
Nous nolvon ol 3 reg .
Noues Y O1 ons 2 enir * OMT a a 292 Y TI11] & }
pouvens tenir compte de 22,.3,6 puisque, par hypothése, nous avons

Tam?T apandt A ] - -~ 00
remplag A, B, dans 22,3,0,

cT

s'éerires

; 5 iy
ions 22,3.9 et 22,3,11. nous obtenons en

Exemple

S0it les ensembles: B {.';, b, ¢, 4, e; g}

]

=
]
P
W
-
-
o
—

A, B, sont deg parties de F et :

&
E : )
B c, e, f{

GE { ) ? (:

Nous conetators, d'une part que AC B

[}

d'autre part que 'L B - U"

N i ¥ vone 47171 etnayr A ™ :
Nous pouvong illustrer ce cas par un diseramme

At ramard e P YA
ctivement par (_}‘; (/-'5 nous obtenonsg



) Soit un ensemble E parties données
/ = =t = S

dire telles que:

BCE

Nous pouvons alors appliquer 22,3.12 et

ACCE et

écrire:

™\ 3
rep e (5 (s
B A e [ C%
S L \__j;'— — \ L:
En remplagant dans 21.7.2, nous obtenons:

aJ

22.3.1

no

A

toujours d'ap:

Mais

.
A < Tam+ A B
équivalent 2 ‘(J;-

Fn définitive, nous pouvons

L

1]
~A
L
I
1
m
D
1
\“/
-
2
¥ )
o~
=
-
~aa
(=]
(W
se
\YNal
e
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N\
A [
et par conséquent: L= B
= C
ne A = B puiscve effectivement:

22,4, Partie vide d'un ensemble E

A) Soit E un ensembl

D'aprés AX4, l'ensemble:

Remarquong que la partie vide de E est un ensemble ne contenant

élément.

B) Nous savone que F est inclus dans E (21,1.5%) t, le symbole
[ \ D) le symbol
_LrE a un sens et en tenant compte de 21,7,16 et de 22,2 5, nous pouvone
JE I , .5, nous pouvo
‘e ires
a9 4 o -+ _‘_’ [} e ( o~ T L \\
22,2, | X e IL > (X ¢ e r % x) |
| UE
soit encore d'laprés 21.2.1.
- o~ . I

" k"\_/',: ), =2
£ 10,3.1 nous donne:
o1 B, | "[ T -~ | - £ T at = / -g
2ud, . X|X & ke a
W \
"-\‘.
En résumé, la partie vide de B, n! tre que 1l'ensemble noté: ([ E.
=
22.5., L'ensemble vide,
A) Soit E un ensemble donné, E étant inclug dans E, 22,1.1 no
rmet d'écrire:
ey e i - [ l - =
2.5, el =94 x|x €E et =
ol = E
Tr 4 L A te de 21.2.1 nen } y e 1 lex escion vraies
29. K529 X € -]’7 s (v & F et v{”\
s e /E, & \X C 1
Soit A(x) une fonction propositionnelle,D'aprés 8.41,13, nous avons la
precpogition vraie:

1 résulte de 22,5.2 et 22,5.3, la pro

22.5.4. Vx|xé€E C.T =5, ﬁ(y\(

— s
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De la m&me m 1'encemble B
’ A \
22.5.5. (~Y)
. PR nn ~ - r:
iy 2.5.4. ¢ S g B aE R
ot - i 7 = \
S S E —= (3 /
 — s /
c'est & dire: ‘
no 6 £ 3 o— ]
. \ . Je
= r
’
e méme erplacant A(s ) par i " E dans 22.5.5, il vient:
p JE
P f - Vo
" nl
a4l FC T
- _ > 4 . -
lr? ten nt o 1 ¢ "\_1 .r' 2 " 5 A et ) g '7’ n ol e ermaettent I Ap e
s I I LLel 3
f\f\.:'rlc Ore N A E T 1Ay R T T
\U
M i g 5 1T e Tl te un enzemble vnicue oyl eagt la partie
rd ,:', de tout &“f"‘“""ﬂ' Tes .‘"\ eat ’1!".“‘&‘1.‘;- ensemhle vide et noté:. {
'm conclusion:
N oA Ay a . th T e e ¢ T
e 5
' m L
v \L
TNe o 1Y & a2 p 1 e A B .
" 1
~ E 1N - -
) f — ST S ' e}
.
r
3 i 1 v - - - - -
" + . W 5 .
¢ -
v (‘q— a " 1 - | L ~ 4 'y .t
x| xEEouxER)= x & (,_
) £ 0 A :
in 16,8, nous obtenons la pronosition vraie:
10N ] s1tlon vrale:
\—+ Fouxeg Bere—axVUx(x & )

Or, Vx(x € E oux &E) est une proposition vraie d'aprés 6.25.3, T

enn réosultes
n £ . :
22,5.11, est une proposition vraie

Soit de 20 E O
» - }—- ' § . - .
22,9,12, Vx(x & ¢ ) est une proposition vraie
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d'ol nous déduigons, grice & 16.8.5,
22.5.13. dx(x ¢ gﬁ ) est une proposition vraie,
C) Soit F un ensemble, Nous savons ques
a) Gﬁ est une partie de toute ensemble F (22,5,10)

b) tout ensemble F est une partie de lui-méme (21.1.5):

c) quel que soit 1'ensemble F, C}FF = ¢ (22,5.9)

d) si A est une partie de F, alors ;' ‘A = A,
Nous en déduisonss o FoF
’L_' F<F clest & dires
g
22,5.14, Quel que soit l'ensemble F,

U =T

D) En considérant 21,7.2, nous pouvons écrires

F=Pe> (Fo g et O F)

Nous avons établi que, pour tout enmemble F, @& C F est une expression
(voir & ce propos 22 -5 10@). ¥n tenant compte de 6,35,1, nous en

déduisons:

/ o
F = L = Pe &
/ )
En résumé:
22:5:15, Quel que soit l'ensemble F,

FC & e F= &

/

3
[\)]
o ]
t+
(&)Y
w
3

c'est & dire, en appliqu 1

22.5,16,

-9

— Fct o}

=
L
=

22,6, Ensemble des parties d'un ensemble,
Nous admettons:
AX5 1 Quel que soit l'ensemble E, il existe un ensemble (unique d'aprés
., GO P . .
AX2), noté.f (E), dont les éléments sont les parties de E et seu-

le ment ces parties.



En tenant compte de 22.5,10,

22.%6,2, g € J (E)
T1 est logiquement équivalent de dire
EP(m).

que A est un élément de

E étant un ensemble donné, nous avons

22,6.3,

ACE & reP

1°) Soit 1'ensemble E = {h, b, ¢}
alors j?ﬁ(ﬁﬁ =1 4, {a} y (b}, de}, {a,
2°) Soit 1'ensemble F = {1}
alors ‘fﬁ(m) = { @, F}
3°) Si H= @, alors gj(ﬂ\ =

Notons cue:

a) Si E est un ensemble donné et a un élément de

i
Ce résultat sera démontre b

s

que A

donec:

(r)

est inclus

Quelle que soit la partie A de E,

d

a.

ns

E

et

@
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H
@



210

EXERCITCES

E.22.1.

Soit l'ensemble E:

E = { a, b, ¢, d, e, 1, g-¥
et les parties suivantes de E:

A = {-a, ¢, d, f}

B-{b,d,e,f,g}

C = {'c y

D=fd,f,g}
Déterminer les ensembles suivants:

G T R G

Représenter ces ensembles par des diagrammes.

E.22.2.
Les ensembles E, A, B, C, D, étant ceux définis 2 l'éxercice

GG e olow

E.22,3.
Les ensembles E, A, B, C, D, étant ceux définis & 1'éxercice

E.22.1, déterminer les ensembles:

[} C D CiA C;B
C2) (L%é) %g(f) %)t )

E.22.4.
Soit l'ensemble IN et les parties de N

A = { x‘xé;ﬂq et x £ 9}

B={x[x€N et x¥< 100}

C = .{xlxejﬂ'et (x\84 et 2[x)}

D = -{x|.x ENet (xg 8 ou (x + 1)x 4_135)}

a) Donner une définition en extension des ensembles
A’ B. c, D-

b) Donner une définition en compréhension des ensembles

Oa, (Os, c, (n.
IN N N N
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E.22.5.
A, B, C, D, étant les ensembles définis & l'exercice

précédent, déterminer en extension, puis en compréhension, les

G‘DA ’ CDB ’ CD(CBA)'

ensembles:

E.22.6.
B, C, désignent les parties de ”\ telles que:
’
(iﬂ s C}N B et (}ﬁIA C: N C et CLN (:th‘-CL

Quelle propriété en résulte-=t-il pour l'ensemble A?

E.22.7.
Quels sont les éléments de éj)(E) lorsque:
1) E = {a }
2) E= {a, b}
B)Ea-{a,h,c,d}

E.22.8.
Quels sont les éléments de l'ensemble QZD (@) 2
Quels sont les éléments de l'ensemble 493(293 @)) 7
Quels sont les éléments de l'ensembleufp(lga(ggp (g)))2

E.22.9.
A, B, désignant deux ensembles, démontrer 1l'équivalence
logique:
- P
ACB @L? (1) = 7 (3)]
E.22.10.

Sachant que E= { a, b} y déterminer, en extension, les ensem-

bles:

P(P(r)); PP (P E));

E.22.11.
Démontrer que:
non ( { x} = @)
est une expression vraie,

En déduire que i ¢} £ ¢
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23 - REUNION, INTERSECTTIONTN
D' ENGSEMBTILES

23.1. Réunion d'ensembles.

Nous admettrons ce qui suit:

AX6 : Quel que soit 1l'ensemble E, dont les éléments sont des
ensembles A, B, C,..., il existe un ensemble F, unique
d'aprés AX2, ayant pour éléments ceux de hy By Oyiewiag

et ceux-1la seulement.

Autrement dit, pour qu'un objet noté x soit un €lément de P, il
faut et il suffit qu'il existe,dans E, au moins un ensemble X de
fagon que: x € X.

Si E= ¢, alors F = ¢.

Quel que soit l'ensemble A, si E = {A} alors F = A.

Quels que soient les ensembles A, B, distincts, si E = {A,B}
alors F est l'ensemble des objets x tels que: X € A ou x € B,
c'est & dire:

23.1.1. F = { x]x €A ou x € B’}
F est appelé réunion desiensembles A, B, et se note:
AU B lire: "A union B"
En conséquence:
5

23.1.2. AUB =y x\x € A ouxe& B P

LN

et il en résulte l'expression vraie:
- T B (X € A U B) e (X <€ A ou x & B)

25.2. Diagrammes et exemples.

la b, a}] et B={b, ¢, e, £/

12) Soit les ensembles A (

AU B = ?fa, b, c; d, e, f k

Notons que 1'élément désigné par b figure dans A, dans B, mais

I}

ne figure qu'une seule fois dans A U B.

Nous pouvons utiliser les indications données au paragraphe 15.8

pour représenter par un schéma la réunion de ces deux ensembles:
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29) Soit les ensembles: A= 1; 45 55 3}
Ba {25 7; 8 9; 10 {l

[ \

A UB = {15 25 35 45 5; 7; 8; 93 10 -
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23,3, Commutativité de la réunion.
Soit A, B, deux ensembles donnés arbitrairement.
D'aprés le paragraphe 23.1, l'ensemble ix]x € A ou x € B}ggxiste
et est uniques:s il se note A {J B.
l'ensemble { xEx € B ou x E,A% existe

et est unique: il se note: B (J A.

Vx f(x & A ouxée€ B) &> (x € Bouxé€e€ A)"E
est une prOpos?tion vraie d'aprés 6.4.2. |
Appliquons maintenant R8, nous obtenons la proposition vraie:
23.3.1. {x|x € A ou xeB} — {x\x&Bou X € A_}

En résumé:

2% 5.2y Quels que soient les ensémbles A, B,
AUB=3BUA

On exprime parfois cette propriété en disant que la réunion de

deux ensembles est commutative.

23.4. Associativité de la réunion.

Soit A, B, C, trois ensembles donnés arbitrairement. D'apreés
le paragraphe 23.1, les ensembles A UB, B U C, existent et sont
uniques.

La réunion des ensembles A U B, C, exiske et est unique; c'est
l'ensemble que nous notons: (A ) B)UC.

De méme la réunion des ensembles A, B {J C, existe et est unique;
c'est 1'ensemble noté: 4 U (B UC).

D'aprés 23.l1.2,

23.4.1. (AU B)UC = {_x\x € (AUB) oux€C}
23.4.2. A U (B UC) ={\x{x € Aoux €(BUC)}

En tenant compte de 23.1.3,

(x € (AUB) oux€¢) <—((x€ Aoucx € B) ou x € )
c'est & dire d'aprés 6.9.1:

(x € (AUB) oux€C) <= (x€ A ou (x€ B oux € C))

et, en appliquant & nouveau 23.1.3, on obtient:
(x € (A UB) ou x € ¢) <<= (x € A ou x€ (B Urc))
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La proposition:

Vx[(x € (A U B) ou x €C) == (x €A ou x € (B Uc)ﬂ
étant vraie, d'aprés R8, nous en déduisons:
23ed 435 Quels que soient les ensembles A, B, C,

(AUB) Uc=2ay (B Uo

Cette égalité exprime que les notations A U (B UC), (AU B) U ¢,
désignent un méme ensemble que l'on convient de noter plus sim-
plement AU B U C. Notons & ce propos que l'ensemble A U B ) G
n'est autre que l'ensemble F introduit dans AX6 lorsque E = {A,B,Cl
Cet ensemble noté A UB U ¢ sera dorénavant appelé réunion

des ensembles A, B, C., En résumé:

23.4.4. Quels que soient les ensembles A, B, C,

(AUB)UCc=ay((BUC = aUBUC

Ce résultat exprime une propriété de la réunion appelée associa-

tivité
Exemple. ‘
Soit l'ensemble E =1{4a,b,c,a}, {c,e, £} , {g}!
=L 132 P Cy sy 1L Cy€y ’ g |
Posons: A= {a,b,c,dl
B:{C,e,f"
= 2
¢ = {&}
Nous avons:
AUB = {a,b,c,d} U {c,e,f} = { a,b,c,d,e,f%
B UC = { c,e,f} U { g } = .{ c,e,f,g_}

AUB UG » k{a,b,c,df U &c,e,f% ) {g f = -{a,b,c,d,e,f,g}

Représentons par des schémas distincts les ensembles (A U B) U ¢,

& U (® Lg).
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Remarques.

le) La réunion des ensembles A4, AY, Ay , peut encore

UA;, . ie {1, 2, 3}

2¢) Ce qui précéde peut-8tre généralisé au cas d'un nombre

gtre notée:

quelconque d'ensembles. On notera dans ce cas,

L_,-.JA.; ;, 1@ Ls Zyeevs B}

2%,5., Quelques propriétés de la réunion.
A) Quels que soient les objets distincts a, b, d'aprés AX6,

nous avons:
25250l Lay U o} = { s, b

B) Dans le paragraphe 23,1, mous &vons vu que si E = { A} ’
alors F = A. De ce fait:
Fa{x]xeﬁ}
soit encore, en utilisant 6.25.2 et RS,
F:{x\xeruxeA}
La comparaison de cette égalité avec 23.l1.2 nous conduit a con-
sidérer F comme la réunion de l'ensemble A avec lui-m&me et a

donner un sens au symbole A [J A, Dans ce cas:
23.5-2- AUA- A.

En particulier:

23.5.3. gJg=-d

Remarquons qu'il n'était pas possible, & priori, de remplacer
B par A dans 23.1.2 puisque nous nous étions donné, au départ,
la paire { A, B} , ce qui supposait A # B.
¢) En utilisant 6.28.1, nous pouvons écrire:
Y x Lx €A — (x €A oux € B) |
soit, en tenant compte de 254l o 58
7 x Lx €A —> x € AU Bl

En conséquence, d'aprés 21.1.2,
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23.5.4, Quels que soient les ensembles A, B,

AcC A UB
et puisque AU B = B U A,

23.5.5. Quels que soient les ensembles A, B,
AcC B UA

De la m&me maniére, nous démontrerions que:

23,5.6. Quels que soient les ensembles A, B,
B AU B
BC BU A

D) Soient A, B, deux ensembles tels que A soit inclus dans

B. Nous avons:
AC B = Vx(x € A = x € B)
D'aprés 8.4l.15, nous avons la proposition vraie:
23.5.7. Vx{:(xeA —> x €B)e=((x €A ou X €B) == xG_B-ﬂ
soit encore, en appliquant 16.8.31: i
23.5.8. E\T"X(XEA e xEB)—]i &~ \Q'iXUXEA ou X & B)<==> }(EB:!3
Le premier membre peut étreﬁiemplacé par A B et le second mem=~
bre, dv'aprés 23.1.3, peut 8tre remplacé par
Vx(x € AUB&> x € B)

soit encore par A U B =B (voir 19.3.1)

En résumé:

23.5.9. Quels que soient les ensembles A, B,

AC B &> AUB=2

Remarque

La commutativité de 1a réunion et ce qui précéde, condui-

sent au résultat suivant:

sy )
23,5.10. E &tant un ensemble, si A est un &1 ément de -/ (E)
alors: AUE = E J A = E
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Exemple.
Soit les ensémbles: A = {1;2;4;6}
B = {1;2;3;4;5;6}
Nous avons, d'une part: AC B
d'autre part: AUB = {1;2:5;435;6k
ctest & dire AUB =B

E) D'aprés 22.5.10, nous savons que, pour tout ensemble A,
gc A est une proposition vraie.
En utilisant 23.5.9, il vient:
fChA=—> gUL= 2
et en tenant compte de la commutativité de la réunion, nous pou-

vons affirmer:

23561 4 Quel que soit l'ensemble A,
AU G =¢gUA= A

F) E étant un ensemble donné, considérons les deux parties

de E désignées par: A = { x|x € E et C(x)}
B = { x]x & E et D(x)}
La réunion de ces deux parties se note AlJ B et d'aprés 23.1.3,
x € AUB &= X € Aoux€?B
est une expression vraie; il en résulte, d'aprés 2l1.2.1:
23.5.12. x€aUB <> [(x€E et ¢(x)) ou (x€E et D(x))]
soit encore, en tenant compte de 6.16.1,
x € AUB &= EXG'E et (C(x) ou D(x))\

En appliquant 21.2.1l, nous obtenons: _

Ux[xerUsas xelx|xes et (o(x) on 2(x)}]

et d'aprés 19.3.1, nous pouvons énoncer:

254 5ol Fo Si A = { x|XEE et c(x)} et B .{xler et D(x)}
alors : AUB = { x|x€E et (C(x) ou D(x))}

D'aprés 21.2.7, nous en déduisons:
23.5.14. Si A = 11 x| x €E et C(x)} et B = éx(x €E et D(x)}
alors : (Vx¢&E) [xeA UB <= (¢(x) ou D(x)):\
Exemples.
12) Soit l'ensemble E = {71;2;5;4;5;6;7;8;9;10}

et les parties de E suivantes:
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A={ x|x€E et € B}
B={ x|x€E et 2|x }

=
1]
A
'_l
N
-
Y
-

Nous avons alors:

B = { 2;4;6;8;10}

AUB = { 1;2;3;4;6;8;10}
En considérant l'ensemble R = 1 xlxéﬁE et (x2E€E ou leﬁ, nous
constatons que 1323 3343638310, sont les seuls éléments de E qui
conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils remplacent X dans
la fonction prapositionnelle (x2€ E ou 2|x). De ce fait:

R = { 1;2;3;4;6;8;10}

et AU B = {X\XEE et (xZ€E ou 2\1)}

Cet exemple est illustré par le schéma sumivant:

2¢) Prenons pour E l'ensemble ﬁd des entiers naturels et
considérons les parties de N suivantes:
ar = { x{xe IN et x|10 }
B! = { xlx&_fN et x ér5}
Nous en déduisons: AY { 132;5310
B = { 0;1;2;5;4;5}
A''U B' = { 0;1;2;3;4;5;10>

]

]

et, de ce fait:
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A'U B = {x[xeﬂ et (x(10 ou x £ 5)}
G) Soit A une partie d'un ensemble donné E. De ce fait:
vV x(x€ A .—>~ X€EE) est une proposition vraie notée AC E
Jlxler et xé‘A} est un ensemble noté O*A'
D'aprés 8.41.16, nous avons la proposition vraie: -
Y x [(xeﬂ = X€ B) &£—> BXGA ou (XEE et x&4)) @XGE]]
c'est &4 dire, en tenant compte de 18.8.31,
23.5.15. Vx(x a4 =x tE)éﬂ——L‘)\T‘x[(x’cA ou (x €E et x%_A))(:jvxEE-}_]

qui peut encore s'écrire:
23.5.16. AC E & \7’x[(x€A ou (X CE et XQA))(,:;@ er’K

En particulier, nous avons la proposition vraie:
AC E .-:._?->r\1"x]:(x(—'_ﬁ ou (xEE et x¢A))é='}> x&_E]
De ce fait, nous pouvons utiliser la notation rappelée ci-dessus
et nous obtenons(21.2,1): ’
ACE —> \v’xli(xeA ou x &€ D_,A)(__H—b X € Ej
c'est & dire, en appliquant 23.1.3: -
ACE1$>‘¢1BX€AULJA)GZD xﬁﬁ]
puis, en appliquant 19.3.1: = )

23.5.17. ACE => (AUC‘_A.E)
e
En définitive:

2%.5.184% Si A est inclus dans E, alors,

AUCA:- E
e

H) Soit A, B, E, trois ensembles.
La loi logique 8.41.20 nous permet d'écrire la proposition vraie:
23.5.19. 17 x | ((x€A=> x¢E) et (x€B =>-x€E) ) => ((x€A ou x€B)=> er)]
En appliguagf successivement 16.8.24 puis 16.7.14, nous obtenons:
25.5.20.E€'x(xC—A=}x€E))et Y x(x€B =7erj]$\fx((xeA ou XEB)-=>x€E)
En tenant compte de 21,1,2 pour le premier membre et de 23.1.3
pour le second membre, il vient:

(Ac E et B E) == Vx(x€4U B => xEE)

c'est &4 dire, d'aprés 21,1.2:
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23.5.21. quels gque soient les ensembles A, B, E,

A—E et BCE == AUBCE

23.6. Intersection d'ensembles.

Soit E un ensemble non vide dont les éléments sont des ensem-
bles: A, B, Cyee.y et l'ensemble F, réunion des ensembles A, B,C,..
D'aprés AX4, il existe un ensemble I, unique, dont les éléments
sont ceux de F qui conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils
remplacent x dans la fonction pr0positionnelle P(x):

"pour tout X, si X appartient & E, alors X appartient & X"
Cet ensemble I est appelé intersection des ensembles A, B, Cyeasy
él éments de E.
Exemple.
Soit les ensembles:
L w {1;2;3}
B~ (2535455
C = {2;5;5;6\’
E= {4, B, ¢}
La réunion des ensembles éléments de E est:
P - 11525354536
Considérons par exemple 11él8ment 2; la proposition:
2€F et |(A€E =>2€A) et (BEE —>2¢B) et (CEE=>2€C)]
est vraie. Puisque 2 rend vraie P(x), alors 2 est élément de I.
On établirait de mé&me que =S est él ément de I. Il n'y a pas
d'autres éléments de F qui soient Bléments de I. Par exemple, 5
n'est pas élément de I car la proposition:
5 cF et [(ACE=>5€A)et(BeE=>5 cB)et(CEE=>5€0C))
ost fausse du fait que (A€E = 5€ A) est une proposition fausse.

En résumé, I = { 1;2} est l'intersection des ensembles

2% o Intersection de deuXx ensembles,
soit E = { A, B}‘ une paire d'ensembles.
Dans ce cas, F = A|J B ,et la fonction propositionnelle P(x) du
paragraphe précédent peut se noter: .
(A € {A, B} == x€ 4A) et (B{{A, B} => x¢€B)

D'aprés 6.22.1, nous pouvons éerire:

P(x) = L(xéA ou Aeﬁ{a, B}» ) et (x€ B ou B¢{A, B% )]
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En tenant comptede 6.40.1, il vient:

P(x) <= [x € A et x ¢ B
En conséquence, l’enseﬁgle désigné par I au paragraphe 23,6, est
ici l'ensemble:
23.7.1, {x
En appliquant 23.1.3 et R8, nous pouvons écrire:
I = { x,(xtgﬂ ou x€B) et (x& A et x¢ B)F

x € 4 UBet (x€ 4et x& B)}

D'aprés 8.41.17, nous avons la proposition vraie:
23.7.2. Vx[((x<h ou x€B) ot (xea et x¢ B)) == (x €4 et xcB)]
Nous en déduisons (R8):

I = { x\x € A et x € B}
Cet ensemble est appelé intersection des ensembles A, B, et noté
A (]B(lire:A inter B).

En résumé:

253.T.3. Quels que soient les ensembles A, B,
AMB = ﬁ xlx € A et x € Bt

Soit encore:
23T 4o x€ANB &£ (x & A et x € B)

23.8. Exemples et diagrammes.
1¢) Considérons les ensembles:
A = %a; b; e d&
B= /c; d; e; £; gl
AB = { c; 4l

Nous pouvons utiliser un diagramme pour représenter l'intersection

de ces deux ensembles.
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2) Lorsque les deux ensembles A, B, sont infinis nous pouvons
illustrer la situation & 1'aide a'un diagramme analogue au sui-

vant.

23.9. Commutativité de l'intersection.
Soit A, B, deux ensembles.

D'aprés le paragraphe 23.6 et le résultat 23.7.3, l'ensemble
{x]x © A et x Q-B}

existe, est unique et se note A [ )B.

De méme, l'ensemble
{x|x € B et x € 4}

existe, est unique, ét se note B f\Ao

Yx [(x € et x €B) = (x €3 et x € 4)

est une préposition vraie d'aprés 6.5.1. En appligquant R8, nous

obtenons la proposition vraie:

23.9.1. 1%|x€r et x€BF = [x[xE€B et x€ 4

)

En résumé:

23.9.2. Quels que soient les ensembles A, B,
ANB=38MN34

On exprime parfois ce fait en disant que l'intersection de deux

ensembles est commutative,



225
23.10. Associativité de l'intersection.
Soit ' A,B,Cytrois ensembles. Nous savons que:
AMNB, BMC, existent et sont uniques.
L'intersection des ensembles A (1B, C, est l'ensemble
noté (A M\ B) (") C;
L'intersection des ensembles A, B (V1 C, est l'ensemble
noté 4 (1 (3 Nc).
D'aprés 23.7.3,
23,10.1, (. NB)Ne
23.10.2. AN (3 Nec)
En tenant comptede 23.7.4:
(x€ (4 /MNB) et xeC) == ((x€4 et xEB) et x€ )

i

{xix € (o (1B) et x € ¢}
Ixxeaet xe (BMe)}

C'est & dire d'aprés 6,10.1:

(xE(A/\B) et x€C) == (xch et (xeB et xeC))
Soit, en appliquant & nouveau 23.7.4:

(x €(A()B) et xEC) =—— (xEA et xc(B N ¢))
La propogitidn:

Vx| (xe(AMB) et x€0) = (xEh et xe (B )]

étant vraie, d'aprés RS, nous en déduisons:

23.10. 3, Quels que soient les ensembles A, B, C,

(aNB) MNec=2aN(Nec)

Cette égalité exprime que les notations (A f\B) (\C, A (W(B r\C),
désignent un m&me ensemble que l'on convient de noter plus sim-
plement A N B Nc.

Notons en outre que AN BNg n'est autre que l'ensemble I intro-
duit au paragraphe 23,6 lorsque E = {‘A, B; C} et FP= AU BU C.
Cet ensemble noté AN B ()¢ sera appelé dorénavant intersection

des ensembles A, B, C. En définitive:

23,10.4. Quels que soiemnt les ensembles A, B, C,

(ANBNc=a)(BNCc)=2aNBNC

Cerésultat exprime une propriété de l'intersection appel ée
associativité.
Exemple.

12) Soit les ensemhles:
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A=A 1525354;55635738 |
{ 135253;5;657;9;10;11}
[ 637;8310;511;512 }

]

c

I

Nous avons:
ANB = 152533555657}
B¢ = /637510511
AMBNC= 16;7)

Représentons par des schémas distincts les ensembles (Afw B)f\ C,

T AN AR ST T S s T

| [ ANB ==}
x4 x2 x3 | x4
| | ‘
NBNe— |

| || x5 ] | x6 %= ||| =x8

v 0x  x41 | x42

x1 x2 x3 : x 4
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22) Supposons les trois ensembles envisagés infinis. Nous

pouvons représenter les intersections & l'aide des schémas

suivantsy
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Remarques
1°) L'intersection des ensembles Ay » Ay, Az, peut-8tre

notée:

) . ( )
(Z,‘AL* s 16411; 23 5J _

22) Ce qui précdde peut-8tre généralisé au cas ou le nombre
des ensembles serait n, avec cependant n £ 0. Nous noterons
alors l'intersection:

QA; 3 iE{l; 2;...;n]r

23.11. Quelqgues propriétés de l'intersection.

A) Quels que soient les ensembles A, B, ces ensembles sont
dits disjoints si et seulement si A()B = g.
Exemple.

Considérons les ensembles:

4= 4 2;4;6 |
B = { 3;55137}
Nous avons: ANB = ¢

A, B, sont des ensembles disjoints.

Nous pouvons schématiser la situation de la fagon suivante:

e he e

it
)1

|

B) Dans le cas ou l'ensemble E = %A L, le paragraphe 23,6,
nous indique que F = A et que P(x) est la fonction propositionnelle

re{at = x €
De ce fait, I = -J xlA :_IA\ —— ] X ((_ A}
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Or nous avons:

P(x) <= (x €A ou A Q; A} ) (d'aprés 6.22.1)

P(x) =~ x€A (d'aprés 6.40.1)

P(x) == (x €A et xcA) (d'aprés 6.26.1)
En conséquence, (R8):
23,11.1. I= {x/xchf = {x|xechet xea] =1
en tenant compte de 21.9.3.
Considérons maintenant 23.7.3, et remplagons B par A dans cette
relation, Nous obtenons:
23.,11.2 ANA = J x| x € A et x ¢ A}
La comparaison des égalités 23.11.1 et 2}.1102 nous conduit &
donner un sens au symbole A A et & le considérer comme désignant
l'intersection de A avec lui-mé&me.

Nous posons:

23ell 3. Quel gue soit l'ensemble A,
AN

En particulier:

23.11.4. ¢gMg=¢g

La remarque du paragraphe 23.5.B, reste valable dans ce cas.
C) En utilisant 6.28.2, nous pouvons écrire:
Y x Tkx«iA et x €B) = xt;ﬁj
sodf an benant vomphe de 23, 7.4 -
Vx(x€ AV B —= x € &)

En conséquence, d'aprées 21.1.2:

23,11.5. Quels que soient lés ensembleg A, B,
ANBCA

et, puisque A NB = B=f\A,

23,11 .6. Quels que soient les ensembles 4 6 B,
B ACA
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De fagon analogue, nous démontrerions que:

23.11,7. Quels que soient les ensembles 4, B,
ANBcCB
B(VACB

D) Soient A, B, deux ensembles tels que A soit inclus dans

B. Nous avons:
ACB —==-Vx(x€ A == x € B)
En utilisant 8,41.11, nous pouvons écrire la proposition vraie:
23.11.8. Vx [(x€4—3x€B) w==- ((x€a ot X €B) == x €4)]
Soit, en appliauant 16.8.3%1:
23.11.9. (Vx(xea =>XE€B)) === Vx((xca et XE B)e=>x¢ A)
Le premier membr® peut-8tre remplacé par A B et le second par
Vx(x € A B == x € 4) (d'aprés 23.7.4)

En appliquant 19.3.1 au second membre, on obtient alors:

23,11,.10,. Quels que soient les ensembles A, B,
AC B == A NB =4

Remarque.

Ce qui précéde et la commutativité de l'intersection condui-

sent au résultat suivant: E étant un ensemble,

70
23,11.11, Si A est élément de /" (E), alors,
ANE=EMNA a4

E) Nous savons, par 22.5.10, gue, gquel que soit l'ensemble
A, @ A est une proposition vraie.
En appliquant 23,11.,11, nous pouvons affirmer, puisque ¢ est é1é-

&7
ment de 7/ (4):

23.11 .12, Quel que soit l'ensemble A

gNa=aNga=¢g

F) E étant un ensémble donné, considérons les deux parties

de E désignées par:

A:éﬂerﬂcuw
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B = { x\x € E et D(x)f
L'intersection de ces deux parties se note A[] B; d'aprés 23.7.4,
nous pouvons écrire l'expression vraie:
x € ANB &= [x € A et x € B)

Nous en déduisons, (21.2.1):

23,11.13. x€ANB <= [(x€E et C(x)) et (x€E et p(x))]
soit encore, en tenant compte de 6.,18.1,
xeA(\B ~—> [x€E et (C(x) et p(x)) |

Appliquons alors 21.2.1; il vient:

Vx|x€EAMNEB L= xe“%x;lxéE et (C(x) et D(x))J;;

Nous pouvons enfin énogcer, grlice & 19.3.1:

23.11.14. Si A= 4 x|x€E et c(x)} et B =1 x|XECE et D(x)sl

alors, ANB = % x|x ¢E et (C(x) et D(xﬂ}
Nous en déduisons:

2%,11.15. Si A= {x\xeE et C(x)[ et B = I x\x¢E et D(x)f
alors Vxek|xeaNBae>(C(x) et D(x))]
| - A

Exemples.

12) Soit l'ensemble E = % 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}

et les parties de E suivantes:

A= Jx|x €£€F et 2ixf

B=_/xix&€ E et x> 6}
De ce fait, iw 2;4;6;8;10)

B = 4 758359310 }

ANB = [ 8; 10}
En considérant 1l'ensemble:
I = % x|x € E et (2\x et x > 6)}
nous constatons que 8, 10, sont les seuls éléments de E qui con-
duisent & une proposition vralie lorsqu'ils remplacent x dans la
fonctihon propositionnelle (2{x et x > 6). En conséquence,
I=.{a;1oﬂ et ANB =1

Nous pouvons représenter ces divers ensembles a l'aide du schéma

gsuivant:
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29) N désignant 1'ensemble des entiers naturels, considé-
rons les ensembles:
A = {x]x@ﬂ“l et \[?eil\i}
B = { x]x e N et 2[(x + l)}
Nous ne pouvons pas, dans ce cas, énumérer tous leséléments de A
et de B. Notons cependant, a titre d'exemples, que O3 1l; 4; 9; 25;
sont des éléments de A, et que 1; 33 5; Ts; 93 sont des éléments
de B.
Nous ne pouvons pas davantage énumérer tous les éléments de 1'en-
semble A N B, Signalons que 1l; 9; 25; 49; sont des éléments de
AN B; ce sont aussi les éléments de l'ensemble:
‘{xlXEN et (ﬂéN et Q'(x+l)}
Remarquons que A () B est en définitive l'ensemble des entiers
naturels impairs qui sont des"carrés parfaits”.
¢) Soit A, B, E, trois ensembles.

a) D'aprés 23.11.5, nous avons AN\ B a. 8i, en outre,
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A est une partie de E, alors, en appliquant 21.8.5, on obtient:
AMNBCE

En résumé:
23.11.16. ACE — A()B~E

b) D'aprés 23.11.7, nédus avons A()Bc— B. Si, de plus,
B est une partie de E, 21.8.5 permet d'écrire:

ANBCE

En résumé:
23.,11.17. BCE —=> A()BcC E

¢) Considérons 23.11.16 et 23.,11.17, et appliquons

8.41.,20, Nous en déduisons:

23%:«11:.,18. Quels que soient les ensembles A, B, E,
(ACEouBCE) —— ANBCE

En particulier, puigqueé 6.28.3):
(AC E et B E) = (A E ou B E)

il en résulte:

2311 .19 Quels que soient les ensembles A, B, E,
(ACE et BCE) —— A/\BcCE

H) Soit un ensemble E et A une partie de E,.
Afin d'étudier l'ensehble noté [' A () A, considérons la fonction
propositionnelle: -

(xE E et xg A) et x € A

En tenant compte de 6.10.1 et 6.5.1, nous pouvons écrire la
proposition vraie:
23.11.20. Eixﬂ(xe,E et x€ A) et x€ A)e==(xcE et(xec A et x%AA)ﬂ
Puisque nous ;bons A E par hypothése et A A pour tout ensem:
ble A, nous pouvons appliquer 22.1.3 et nous ohtenons:
23,11.21. V x Uxt [ A et x€EA) &> (xEE et xC,C Aﬂ
D'aprés 23.7.4, nous obtenons:
23.11,22. Y x'xg(, AN A ~—> x€ E f\t 1
Mais uﬂ(A = @ (22.5.9) et EN ¢ = ¢ (23.11. 12) En tenant compte

de 19.3.1, nous énongons:
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23.11.23, Queﬂeque soit la partie A de &,

Lf,h N A = g

23,12, Formulesde de Morgan,

A) Soit A, B, deux parties d'un ensemble donné E. Nous
pouvons écrire A\ B C E (23,11.19). De ce fait, A, B, étant deux
parties de E, nous pouvons envisager les complémentaires de A,

B, AN B, par rapport &3 E. En utilisant 8.41.18, nous obtenons
la prOPOSition-
23,12.1. VYV x|(x¢€E et non(x€ A et xEB))=—=
- ((x€E et x4 A) ou (xg E et x€ B)
D'aprés 23.7.4 et 6.37.2, nous en déduisons:
23,1262 'Vx‘kxegE et x3 ANB)e=>((x&E et x& A)ou(xEE et x¢ B)ﬂ
L'hypothése faite au début de ce paragraphe sur A, B, E, nous per-ﬂ

met d'appllquer 02 el s 3, ce gqui nous donne:

%

23,12.3. V x| xf-\,_Ai e=> (x€ {4 ou x el ' B)]

L E
Nous pouvons alors ecr1re(23 1.3):
— -~ 7y 1 £ |
2 3 . 1 2 & 4 . \;‘ X " X E {L,‘. ( A ﬂ B) \_".f_:‘t—'"/ X :‘ ( L} 2 A U/ 4‘ B) !
\ = c -

-

soit encore, d'afrés 19.3.1,

23.12.5% Si ACE et B E, alors,
~ _ -~ A

L.(A!ﬂ\B) (AU /{ B
E = M E

]
C

Exemples et schémas.
1l2) Soit les ensembles:
E = | aybyc,dye,f,g,hyiyj}
L= {f,8,0,1,j}
B= {d,e,i,i}

A, B, sont des parties de E et nous avons:

ANB = 1,5} |
CEA = { a,b,c,d, e ‘
J (;EB = { a,b,c,f,g,h {
Ce(anB) = {ab,codye,fyg,h}
Lga U C:EB = { a,b,c,d,e,f,g,h}
Nous constatons que:
(aNB) =(, a4V () B

~iE Rt 5 ~ 0
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-
Représentons par des schémas distincts les ensembles [:(A M B),
j =
c

C‘EA U C‘GB ;
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29) On suppose les ensembles E, A, B, infinis. Nous pou-

vons illustrer la relation 23,12.5 & 1'aide des diagrammes

suivants.
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B) Soit A, B, deux parties d'un ensemble donné E., Nous avons
Al B CE d'aprés 23,5.11. Puisque A, B, A |UJ B, sont des parties
de E, nous pouvons considérer les complémentaires de A, B, A|) B
par rapport a E.
En utilisant 8.41.19, nous obtenons la proposition:
93,126 V’ [(x(_E et non(x € A ou x€& B) )<=

((xECE et xqu) et (x€ E et xéFB)

Nous en déduisons, d'aprés 23.1.3 et 6.37.2, B
23,12:75 Vxl-(x(—'E et x ¢ AUB) &= ((x€E et x¢a)et(xEE et x& B))
Par hypothése:.A, B, sont des partied de E et de ce fait, nous -

pouvons appliguer 22.1.3; nous obtenons:
25.12.8. Vx[x¢€ p(AUB)<ﬂiv (xe (.4 et x€ C B)|
E Z
Il nous est donc posslble d'écrire, en tenant compte de 23.7.4:

23,12.9 Vxxﬁ(‘/(AUB)c’@xe(()An(kB)

Pour conclure} nous appliquerons 19,3.1, ce qui nous donne:

23,12,10. Si ACE et B( E, alors,
L.x \" m )_\

LI(A UB) = [)A | (J#B

E (= =

Exemples et schémas.

1°) Considérons les ensembles:

E = {135253;4;5;657:8
A= ]152;556
B = [657:8})

A, B, étant des parties de E, nous avons:
AUB = {1;2;5;6;7;8‘[
k, A= {3;4;7;8}
. Ce % {1;2;3;4;5}
U(AUB) { 354}
C AI’\L B = [334)

Nous obtenons

]

L]

C'L(AUB)-[/A[ LB
Représentons les ensembles (A\, B), ,A F\(j,B, a l'aide de
C | A

schémas distincts.
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22) En supposant les ensembles E, A, B, infinis, les diagram-

vants permettent d'illustrer la relation 23.12.10.

»Qﬁl"’m’-l_ﬂ RN SR L e e

AN
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23,13, Distributivités.
Dans ce paragraphe, nous considérons trois ensembles A, B,
C, donnés arbitrairement.
A) La réunion des ensembles A, B [\ C, est un ensemble qui
se note AJ (B () C). L'intersection des ensembles A U B, A U C,
est un ensemble qui se note (A\VJB)(W (AUC). D'aprés 6.15.1,
nous avons la proposition vraie:
23,13.1, Vx[}x&Aou(xﬁBetx%C”
“—((x€ A ou xEB) et (xE A ou x€ C))J
En tenant compte de 23.1.3 et de 23.7.4, nous obtenons d'abord
\"'xjr(xeA ou x€ (BNC)) == (xc AUB et x € AUC)]
puis, B
V’x[xea U@ENCe) == xec (aUB) N QU c)\

D'aprés 15.3.1, nous énongons:

25:1 5.2, Quels que soient les ensembles A, B, C,

sUGENe) = (AU (aU o)

Cette relation exprime une Propriété généralement appelée "dis-
tributivité" de la réunion par rapport a l'intersection.
Exemples et schémas.
12) Soit les ensembles:
A= {a,b,c,d,e,f,g,h}
Ba= {a,bye,fyi,j}
C= {f,g,h,d,ky1}

Nous en déduisons:

BOC = {f,J)}
AU(BOC) Lol {a,b,c,d,e,f,g,h,ji
AUB = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,3}

aUC = {a,b,c,d,e,f,8,h,d,k,1}
(aUB)MN (AU C) = {a,b,c,dye,fyg,h,J)
Nous constatons que A \U (B(V¢c) = (AU B) N (4 U C).
Nous symbolisons les deux membres de cette égalité a l'aide des

schémas suivants.
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2¢) Dans le cas ol les ensembles A, B, C, sont infinis,

la relation 23,13.2 peut-8&tre illustrée & l'aide des schémas

suivants.

S ORIIIIEK svav'*’&%‘*‘“"%g&,gg ;.
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B) L'intersection des ensembles A, B|J C, est un ensemble
noté Al ) (2 UC). La réunion des ensembles A (B, A N\ C, est un
ensemble noté (A YB)U) (A M¢).

En utilisant 6.16.1, nous pouvons écrire la proposition vraie:
23,13%,3, Vx L(xEA et (x€B ou xE€CQ)) —=—=
((x& A et xXEB) ou (x€A et xE C)W
Nous en déduisons (23.1.3 et 23.7.4): -
V4 x[(xEA et x€BUC) —> (x& ANB ou x¢ Aﬂc)]
soit encore: =
VxRxQA(HBUCD4§i?J{£(Af\mkj(A(WCU

Nous pouvons alors énoncer (19.3.1):

23.13.4. Quels que soient les ensemhles A, B, C,

AN BUC = aNepU (aMNeo)

Cette relation exprime une propriété souvent désignée par "dis-
tributivité"™ de l'intersection par rapport & la réuniomn,
Exemples et schémas.
1l¢e) Considérons les ensembles:
A= { 1;2;5;4;5;6;7;8}
B = {5;6;7‘;9;10;11?
C = {7;8;11;12}
I1 en résulte:
BU ¢ = {5;6;7;8;9;10;511;12]
A (BUC) = 565738}
ANB = {567}
aNc= 478}
(AaMB)U (aN0) [ 55657358}

De ce fait:

n

L]

aNEUS = (aN U (aM o)
Les deux membres de cette égalité sont représentés par les sché-

mas sulivants:
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2¢) Lorsque les ensembles A, B, C, envisagés sont infinis,

les schémas suivants permettent d'illustrer la relation 23,13.4.

A

S v i v g N ETY Y
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A A 8 . N\ e . .
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. ™N . e N o .
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. - . » L L
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C) La réunion des ensembles A, B |) C, est un ensemble qui

se note ALJ(BU C). La réunion des ensembles AU B, AU C, est

un ensemble gqui se mote (AU B) U (a4 U ¢).
En utilisant 6.,1T7.l, nous obtenons la proposition vraie:
23,13,5. VY x \:(XEA ou (xEB ou x€C)) ==
((xc A ou x&B) ou (x€ 4 ou x&C))]

La relation 23.1.3 nous permet d'écrire:

VxﬁxéAouxeBLM)ézﬁ-(ngUBoux&AUCﬂ
C'est & dire

\:f'x\Lx& AU (BUGC) = xec (WUB U (o U c)-L

D'apreés 19.3.1, nous pouvons énoncer:

23.,15:6. Quels que soient les ensembles A, B, C,

aJ@EUc = aUBU (U 0)

Exemple.
Soit les ensembles:
A= {a,b,at
B = {‘c,d,e%
C = fld,e,f}
De ce fait,
BUc= dec,d,e,f!
sU@BUVe) = §ab,c,d,e,rf
AUB - § ab,c,d,el

aUc = {a,b,d,e,f}
(AU B) U (aU o) '
Nous avons effectivement:
aU(@UC = (aUB)U (aU c)
D) En utilisant la loi logique 6.18.1, nous démontrerions

1]
.
o
o
o
a
®
.

de la m&me maniére le résultat suivant:

2%:1 3T Quels que soient les ensembles A; B, C,

AN @ENe) = (aNB N (aNo)

Exemple et schéma

Considérons les ensembles:
A= 4 152543555 7;8;10;11§
B

= {1;2;3;4;5;6;7;8;9}
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| 5565859511512}

(]
Il

Nous en déduisons:
B(\C =
AN (BNece) =
AMNB =
AMNC =
(ANB) N (aMc) =

et par comséquent:
AN(BNECE = (ANB AN (AN C)

Cet exemple peut &tre illustré & l'aide des diagrammes suivants:

i L 10A
i :

i ‘4 X )(‘4’ "qz ? ,“1()

| ax =1

X

N

O
0O

%“;.AW"' Rt /
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e 3 = R i S T 2 G 5 AT
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23.14. Remargues

Soit A, B, C, trois ensembles donnés arbitrairement. Il est
clair que les implications:
23,14.1, A=8 — allg
23.14.2. A=-3B = aUc

sont vraies quels que soient les ensembles A, B, C.

BMN ¢
BU C

]

Par contre, les implications réciproques de 23.14.1 et 23%5.14 .2,
sont fausses. Il suffit pour s'en convaincre d'éxaminer les
exemples suivants.

12) Considérons les ensembles:

A = { a,b,c{
B = {b,c,e,fg
¢ = {eca}
Dans ce cas, nous avons,
d'une part: ANe - { c}
BVc= {ect

clest & dire A/ ¢c =B N ¢
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d'autre part: A#B

Cette situation peut 8tre représentée a4 l'aide du schéma suivant.

22) Soit les ensembles:

A= 1152535556
B= {1;5:6;57 *
C = 4 2;3;4;65758
Nous en déduisons;
d'une part: AUC = { 1;2;5;4;5;6;7;8§
BUC = {1;2;3;4;5;657;8 ]
cl'est a dire A\UC=38UC¢C
d'autre part: A £ B

Ce cas peuk 8tre représenté par le schéma suivant.
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Par contre, 1l'équivalence logigue suivante est vraie(23.5.11).

23.14.3. Quels que soient les ensembles A, B,
AUPg=BUYF <> A =B

D'autre part, quelles que soient les parties A, B, d'un ensemble

By(23:31.11 )2

23.14.4. ANE=BNE &= 4B

est vrailie.
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23.15. Recouvrement.

Soit Ay ye..y A ye.ey A, , des ensembles dont la réunion
est notée:

U, i€ {1,...,n}

Si un ensemble E est tel que:
e U a.
nous dirons que l'ensemblz ayant pour éléments les A ,ié_{l,...,n}
cons titue un recouvrement de E.
Exemple et diagramme.
Soit les ensembles: A, = { a,b,f,g ¥
1 a,b,c,d,e}
{ byc,d,gyh,il

Asg

)

)
Congidérons maintenant les ensembles:

E = {ab,c,f,g,h}

F = { cydye,hyi, j}

Nous avons:

B, Us,Uay =4 a,b,c,d,e,f,8,h,1 )
De ce fait, E C:(AAiV)AilJ3A5 ) est une rélation vraie. L'ensemble
{ Ay, Ay, Aﬁ& est donc un recouvrement de E.
Par contre, puisque j n'est pas un élément de A U Az(j Abjl’en—
semble F n'estpas inclus dans cette réunion et '{Aw ’ Af_,A1 }
n'est pas un recouvrement de F

Cet exemple peut 8tre illustré de la maniére suivante:
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23.16. Partition.

Soit E un ensemble non vide et O° (E) 1'ensemble de ses

parties. _ )
Nous dirons que des éléments A{_ , i€ { l,...,an de f?'(E),
clest 4 dire des parties de E, constituent un ensemble appelé
partition de E, si et seulement si ces éléments vérifient les
trois conditions suivantes:

1) Yi(i € {1l,..0n}) == AL # §)

20) (Vi)( W) (1€ 1,.000n} et 3€41,..0,n} et if5)=>

L | AL aj= ¢

30) L) A = E, ié& { l,...,n} Lz -

Ce qui pré%éde signifie que les ensembles A, , Ao ,... A, , ne
sont pas vides/n'ont aucun élément commun, et ont pour réunion
l'ensemble E lui-m@me. De ce fait, a étant un élément donné de E,
il est nécessairement élément d'une des parties de la partition
et d'une seule.

Remarque.

Une partition de E est un recouvrement de E, mais un recou-
vrement de E n'est pas nécessairement une partition de E.
Exemples et schémas.

A°) Soit l'ensemble E:

E = a,b,c,d,e,f,g,h,i,j}
Les ensembles A, , A: y A:ﬂ’ A i3
Ay = { a,b,c }
Ay, = f d,e }
Ay = { £}
4, = { &n,i,J}
sont des éléments de 9 (E). Nous avons:

19) A 4 7[ 525, A;Liz ¢’ A}% = ¢’ AL\» = @/'
29) Aim Al*- g, Ag.’/\’ AH—“ ﬁ.
30) AU 49U AU 4= E

En conséquence, iAJ1’ A, , A, , A&j. est une partition de E.

En considérant A' = {a,f}
B! = {b,gk

c' = .Jc,h%
D! = Jd,il
E' = {e,j}

Nous pouvons encore affirmer que /) A', B', C', D', E'l est une
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partition de E.
Par contre, é A;4, AY, AS ’ Aaf} n'est pas une partition de E
puisque A, MNA' = fa& .

Nous pouvons représenter cet exemple 4 l1'aide des schémas suivants:
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B) Soit l'ensemble IN et les parties de N suivantes:
Ay = { x\x e N et 2|(x+ 1)
et (2|x et x < 111)}
Az =4 x\xe N et (2\x et x > 111)}

] !

As = 4 x\ X C

Le lecteur établira aisément que:
Ay, A3 , A, sont non vides,
Ay, A9, Ag sont disjoints deux & deux,
AU A9 UAy = IN

De ce fait, [ A, , A, , Ay } est une partition de IN .

\ b J
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EXERCITCES

E.23.1.
Soit les ensembles:
A= {a, b, 4, e, f}
B={a c, gy © }
C= {b, g e, £}

Déterminer toutes les réunions et toutes les intersections de

ces ensembles pris deux a deux.

Construire les diagrammes correspondants,

E.23.2,
On désigne par:
A 1'ensemble des diviseurs de 72.
B 1'ensemble des diviseurs de 315,

C l'ensemble des diviseurs de 99.

Déterminer toutes les réunions et toutes les intersections de

ces ensembles pris deux & deux.

Construire les diagrammes correspondants.

E.23.3.
Les ensembles A, B, C, sont ceux de l'exercice E.23.2.

Déterminer les ensembles suivants;

aNsNec; aUsUc; aN@Ue) ; aU@N0

E.2304.
Soit 4, B, C, D, quatre ensembles tels gue:
AT Bet CCDet BCCet DC.A

Que peut-on dire de ces quatre ensembles?

E.23.5.
On considére l'ensemble E = { a8y by ¢, d, e, f, g, hJ et
les ensembles: A = { by, c, f}
B = { b, ¢, d, e, f, g}
12) Trouver toutes les parties X de E telles que A = B U X,
22) Trouver toutes les parties X de E telles que B = X U A,
32) Trouver toutes les pat*ties X de E telles que A = B N X,
4°) Trouver toutes les parties X de E telles que B = X/ A,
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E02396o

A, B, E, sont les ensembles définis & 1'éxercice E.23.5,
Déterminer les ensembles:

. | C = U , (y M m ;
BN Gzt s aU U s CeaUs) CE.aLJCEB s Al) (BU 1) ;
3U (4N Cen)

Construire les diagrammes correspondants.

E.23.7.
On considére trois ensembles A, B, C, tels que:
A={a b, d, e, f}
B=+{a, b, c g{
C = { a, ¢, h }
D'autre part, on pose:
E=AUGB
F=aUc
¢=38Uc
at= AN B
B'= o\ ¢
ct= B C
am= ENF
Bv- A U ¢!
le) Vérifier que B" (C A" et que A" (— B"; quelle conséquence
peut-on en tirer?
29) Trouver toutes les relations d'imclusion liant ces ensem-

bles pris deux & deux,

E.23.8.

4, B, C, sont les ensembles définis & 1l'éxercice E.23.7.
Soit:

A' = ANB et B' 22N ¢ ;3 et 6=BU Cet B = arl B
et K = AN ¢.

Vérifier que K (C H et que H(C K; que peut-on en déduire?

E.23.9.

Quels que soient les ensembles X, Y, 2, démontrer que, si
U=e XUYet Ve XUZet W=0UNVet W =x U(r() z), alors
wsW’.
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E.23.10.

Quels que soient les ensembles X, ¥, Z, démontrer que si
U=xNtTet TeaxNzetW=0UVetw =x)(xUz) alors,
wzw'-

E.23.11,
A, B, C, D, désignant des ensembles quelconques, utiliser

les propriétés de la réunion, de l'intersectionm, pour simplifier
la notation des ensembles suivants:

(M c)U (cMNa)

(cUn)N (0 g)

B N(aN (4 U B))

c JU(@UJ (cN D))

[(BnC)lJ(A,ﬂ )] N {((cUEB) N BN Cc

E.23.12,
A, B, C, D, désignant des ensembles gquelconques, utiliser les
propriétés de la réunion, de l'intersection, pour simplifier la

notation des ensembles suivants:

f[aN@EVUe)NslN TaU((cNB) U )
(a N(8U ) n[(CU(BUD)).ﬂ ¢\ﬂ (aU (8 ¢))
a0V N@UB) NBE) N a -

E.23.13,
Reprendre l'éxercice E.23.11, en supposant, en outre, que

l'on a B A.

E.23.14.
Reprendre 1l'éxercice E.23.12 dans les deux cas suivants:
12) Lorsque AC B et D = C}&A.
2¢) Lorsque A B (ZC (D.

E.23.15,

Soit quatre ensembles A, B, C, D, tels que AC D et BC D
et C C D.

19) Démontrer que: (AC B) —= (AU c) & (B V ¢)

2¢9) Démontrer que: (A C B).::%? (Af1 ¢) (B(W )
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32) Démontrer que:
[AC.B) — [(AUC)C (3Uc) et (aNc) (8N ¢)]
4°) Démontrer que:

Ac 3] @?BAUC)C(BUC) et (A Nc)c (8 No)

E.23.16.
Soit quatre ensembles A, B, Cy, D, tels que AT D et B¢~ D
ett CC D.
1e) Démontrer que:
L(AUC)C’_(BUC) et Al)C = ;ﬂ = (ac 3]
2¢) Démontrer que si: (A U C)Ci (BUC) et (x & A-et xéF B)

alors x est un élément de C.

E.23.17.

Quelles conditions doivent vérifier les ensembles E, F, G,
pour que:

le) ENFNG=¢ 2

2¢0) ENNPNGE=E?

3) ENFNG=ENGE?

n

E.23.18,
Quelles conditions doivent vérifier les ensembles E, F, G,
pour que:
1e) EUFPUG =¢ =
) EUFUG =E 2
3) EUFUG¢e

H
=
C
o
)

E.23.19.
Quelles conditigns doivent vérifier les ensembles E, F, G,

pour que:

1) EU(PNG) = ¢ 2
20) (EUPNG=¢ 2
3) EU(PNGEG =E 2
42) (EUP Ne=©28 2

E.23.20.

Démontrer que, quels que soient les ensembles E, F,

EU(EATF =EN(EUPF
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E.23.21.

Démontrer que, quels que soient les ensembles E, F, G,
B(EUG)C(EUF) et ((EN@)—(ENF)] = HGC;FF[
E.23.22.

Démontrer que quelles que soient les parties A, B, d'un
&nsemble E:

1) (CeaUB)N2a=8Na

2¢) (CeaNB)UA=30U 4

E.23.23.
Quelles que soient les parties A, B, C, d'un ensemble E,
démontrer que:
1e) (AUBN (BUC N (cUa)
= (aNB)U (BN U (cN a)
2¢) (¢UUB)N (¢Na) =aNc
3¢) (cUB)U (¢Na) =cUB

E.23.24.

Quelles que soient les parties A, B, C, de l'ensemble E,
démontrer que:

1) U N @Y (o (BOCEmU(cM)

20) CC(A(\BFWC)..(CA)U(C B) U ((g

) CaUsU o) - ((\ga)ﬂ(OB)ﬂ(C‘EC)

E.23.25.
On donne les ensembles:
E={1; 25 3 4}
F={2; 3 5}
Déterminer:
P (k) N P (r)
P (5) U P (¥
Euﬁ(z)
FU(./(F)
U PE)N (U LPm)




260
E.23.26.

E désigne 1l'ensemble:

{l; 23 33 45 53 65 T; 8; 95 10; 11; 12; 135 143 15; 16}

On considére les ensembles:
=415 3 5 15}
B = { x]x & E et x¥¢ E}
C =1 x[x ¢ E et non(2‘x)}
D= 8; 9; 10; 113 12; 13; 14; 15; 16 }
Al= { x|x € E et Vx ¢ E¥
B! ={x\x € E et (2|x #Xit’,)}

- -2 (x=5)2
C'a { x|x € E ot 2= LX=5)° - 4€ :c}
X - 55X - 4

D'mj\x\xQE et [((x(_B =_721(x = 1)) et x¥ = 11x + 28 # 0]
Définir en extension les ensembles suivants:

1e) ailJc; BND ; Ar B 3 c'U o $

2¢) A(dNcr ; BUcUD 3 cN(arU B) ;3 (DNc)U (B'UD

E.23.27.
Les ensembles intervenant dans cet exercice sont ceux
définis au numéro E.23.26.
Rechercher une définition en compréhension des ensembles suivants:
1) 4, D, B Vg, ¢ N D,
2e) aANBN e (AU BN 4, (cUB)YN (¢c'N D).

E.23.28.
Les ensembles intervenant dans cet exercice sont ceux
définis au numéro E.23,26.
Etablir la vérité des propositions suivantes:
VxEjE|1(2lx = x[4) <> (x € E ou x é_C)j
VX.‘_EEXZ(X& 5)‘2-16

xZ - 5x = 4

=0 =<>(xe&B et\/—;—éEﬂ

Vx(:.E[:(xQ Dv)@ (x]ls ou x77)}

E.23.29.

Les ensembles intervenant dans cet exercice sont ceux définis

au numéro E,23,26,
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Etablir la vérité des propositions suivantes:
UxéE[(x[lS et x?“EEet ﬁeE)@x&C'mCJ
Vx € E[P(x) <= Q(x)] ob,

P(x) désigne {:xll5 ou (non 2]x et x> 7i]
Q(x) désigne [lxll5 ou x > 7) et (2\x = x\{i

E.23.30.
HV désignant 1'ensemble des entiers naturels, on considére

les ensembles:

E = & x)x e N et (x £ 30 et 3\x)}

F:{x\xe N et (2|(x + 1) = X>14)}
¢ =1 x{xeN et x|462}
H = { x\x €N et (x¥Y- 8x - 33 = 0 ou nOn(X\l54))}

Définir en extension les ensembles - suivants:

A
12) E, ¢, CuFy (8-
2¢) ENe, EU 6.

E.23.31.
E, F, G, Hy, sont les ensembles définis & l'exercice E.23, 30,
Définir en extension les ensembles suivants:
1) ENCwr, eUCGwr, eNCpr, eV (5.
2¢) g CmF ’ GﬂCrNH ’ GUC:HF ’ GUCmH ’
CNECNE) Ux].

E.23.32.
Soit E, ¥, G, Hy les ensembles définis a l'exercice E.23, 30,
Définir en extension les ensembles suibants: _
OrUm;s (Cam N (Cur) 5(Cu® U (On®) 5(Cue) N (Cum s
CukrUE); CwB) O (Cum s Cne Um; Cu(rNw).

E.23.33.
E, F, G, H, sont les ensembles définis ay numéro E, 23,30,

Définir en compréhension les ensembles:

Owe, Cwry Cwe, (Cue) N (CnE), OnE Cu(e 0w, Cuz U ).

E.23.34.

E, F, G, H, sont les ensembles définis au numéro E.23,30.



262

Définir en,compréhension, les ensembles suivants:
N Cyr s EN(CwE ; EU 6 )
(CuB N (Cwm) 5 Curu ) 5 Ca(Cum)U E] 5
CNUCWG)ij.

E.23.35.
Soit F lt'ensemble:
F= 1;2;3;4;5;6;?;8;9310;11;12;15;14;15;16;17318;19;20}
Considérons les parties suivantes de F:
A = { xlx € F et Bix}
{ x|x € F et 4l(x +l)}
{ x|x €F et 3{(x + 1)}
{ x(x € P et 3((x+ 2)}
-{x\x €CF et 5((x + 2)}
19) L'ensemble { A, B, E } est-il une partition de F?

H O o w
[l

2¢) L'ensemble { B, C, D} est-il une partition de F?
32) L'ensemble { iy G, D} est-il une partition de F?

4°) Représenter les différentes situations par des diagrammes,

E.23. 36,
IN désignant l'ensemble des entiers naturels, on considére
l'ensemble L:
L = { xlx eEMN et 0« x L1218 }

puis les ensembles:

A-{x]xEINet xila} _

B = { x\xé;h¢ et (x = 0 ou x\24)}

C= o x|xeN et (x = 4)(x =5 (x=-17) =0}
D = ‘{ xixéﬂ\l et xi315j _

E = { x|x €N et (x - 10)(17 - x) > 0§

F = {'x]x EN et x°> x}

6 = { x|x €N et 2x¥+ 5x = 32 0}

1l2) En envisageant les ensembles dont les éléments sont
choisis parmi A, B, C, D, E, F, exclusivement, déterminer ceux
qui sont des partitioms de L.

22) Déterminer ceus qui sont des recouvrements de L.
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24 - DI FFEREUNTCES D" ENSEMBLES

24.1. Différence de deux ensembles,.

Soit E, P, deux ensembles donnés. En considérant la fonction
propositionnelle (X[$ F), nous savons, d'aprés AX4, qu'il existe
un ensémble D, unique, tel que:

D = { x\x € E et x ¢_F}
Cet ensemble est appelé différence des ensembles E, F, et se

note: E - F.

241 1% Quels que soient les ensemblesg E, F,
E~TF = x|x € E et x & F
§ x| E Py

I1 en résulte:
24.1.2. x € (E=-F)et=-(x € E et x & F)

24.2. Exemple et diagramme .
Soit les ensembles:
E = {15;2;335;657
F = 43;4;7;8}
Nous en déduisons: i
Fl =E = { 4;8% et E - F = {-l; 2; 53 65

Cette situation est résumée par les diagrammes suivants:
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24.3, Etude de E - F, lorsque F est une partie de E,
A) Soit E, F, deux ensembles tels que F soit une partie de
E.
D'aprés 24.l1.1, nous pouvons écrire:
E-F= {x|x €E et x & F}
La relation 22,1.1, nous indique que:
si F(—E, alors, CGF - J]_xix €EEet x§ F

Nous en déduisons:
24.3.1. si FC E, alors E - F = CF
E

Ce résultat permet de noter plus simplement le complémentaire,
lorsqu'il n'y a pas ambigufté (cf; § 22.1.E).

B) En particulier, si F désigne l'ensemble vide, nous savons
que, quel que soit l'ensemble E, ¢ est une partie de E (22.5.10).

En conséquence:
E -~ @ = [j ¢ = E (d'aprés 22.5.14)
E

24.3:24 Quel que soit l'ensemble E, E-¢=E

C) Considérons maintenant le cas ou E désigne l'ensemble
vide. Nous pouvons considérer deux cas:
a) F est lui aussi l'ensemble vide. Alors, d'aprés

la rela tion 24.3.2, nows avons:

24.3.3. g-¢=9¢

b) F n'est pas l'ensemble vide. Alors F n'est pas inclus
dans E qui est supposé vide(22.5.16). Nous ne pouvons pas appli-
quer la relation 24.3.1. En tenant compte de 24.1.1 et de 21.9.1,
nous pouvons écrire l'expression vraie:

xE(f-F = (xcPet x&)
En considérant 22.5.9, 22.1.1 et 21.9.1, il vient:

24.3:.4., (xe ¢) &= (x €F et x g;F)
Des deux équivalences logiques précédentes, il résulte:
24.3.5. x € (¢ - F) =—> L(xE_Fetx¢F) et x(fF—E

Soit, d'aprés 6.10.1 et 6.26.1,
24.3.6, x €(f - F) == (x cFet xd P
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En tenant compte de 24.3.4, nous avons:
Ux|x€(f-F) e xeg ]

et d'aprés 19.3.1, nous pouvons énoncer:
24435 Ts Quel que soit l'ensemble F, g -F=¢

24.4. Différence de deux ensembles et fonctions propositionnelles.
Soit un ensemble E, et deux fonctions propositionnelles C(x),

D(x).

Les ensembles: A } x%x € E et C(x)}

4 x|x € E et D(x)}

sont deux parties de E (21.2.3).

L'ensemble A - B est tel que:
24.4.1. A-B= x|x €A et x § BL
I1 en résulte (21.2.1):
x € (A=B) —> (x¢€ A et x 4 B)

et aussi, en tenant compte de 6,37.2,
24.4.2. x € (A = B) =—= gx € E et C(x))et non(x ¢ E et D(x
Or, d'aprés 8.41.21, nous avons:
E(xégE et C(x))et non(xEE et D(x)ﬁ;;;yﬂkE;E et (C(x) et non D(x)i}
En conséquence, nous obtenons:

x € (A - quiis;,[x € E et (C(x) et mon D(xnf

En résumé:

24.4.3, 8 & = 4 x|x € E et C(x)} et Ba 4 x{x &£ E et D(x)x

l

alors, x € (A - B) &> [x € E et [C(x) et nonD(xyu
Soit encore, en tenant compte de 21.2.,1 et 19,.3.1,

24.4.4. Si A = {_x\x € E et C(x)} et B = { x]x € E et D(x)}
alors, A -~B = { x|x €E et (C(x)et non D(x»f

On peut également écrire, en utilisant 21.2,7:

24 .4.5. Si A = % x\x € E et c(x)f et B = { x|x € E et D(x)}
alors, \/ x € E[& € (A - B) =—=>(C(x) et non D(x))j
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Exemple.
Etant donné l'ensemble E,
E = {1,2,5,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
considérons les parties de E suivgntes:
A = 4 xlx € E et x é;B}
B = { x|x ¢ E et 4|x }
Nous en déduisons que:
A= {1,2,3,4,5,6,T,8)
. {4,8,1211
A-B= {1,2,55,6,7}
En considérant l'ensemble
D = { x|x ¢ E et (x < 8 et non(4|x)”
nous constatons que 1,2,3,5,6,7, sont les seuls éléments de E
qui conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils remplacent x
dans la fonction propositionnelle (x £.8 et non(4|x)). De ce fait,
D= {1,2,3,5,6,7}
et A-B = {x|x €E et (x £8 et non(4|x))f

Le schéma suivant permet d'illustrer cet exemple.
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2.5, Quelques propriétés de la différence.

A) Soit A, B, deux parties d'un ensemble E. Nous pouvons com-
sidérer les ensembles A - B et Al [LEB. Afin d'étudier le lien
qui existe entre ces deux ensembles, considérons la proposition:

X€A = xX€EE
\71 et 5;,[(3{6!& et X¢B)Qé7(x €A et(xX€EE et xﬁiB)ﬂ
xXE B x€ B
C'est une proposition vraie d'aprés 8.41.22.
En appliquant 16.8.24 & l'expression précédente, puis 16.7.14 &
la conjonction logique, nous obtenons une implication dont le
premier membre est:
Vx(x € A == x €E) et Vx(x €B —=x € E)
que l'on peut noter:
AC Eet BCE (2151.2)
et dont le second menbre est:
\fxi}xc;A et x&B) == (xc4 et (xCE et xémB)}j
Celui-ci peut encore s'écrire, d'aprés 24.1l.2,
Wf(x € A - B) & (x € A et x €E - B)]
Soit eacore, en utilisant 23.7.4, puis 19.3.1,
A-B=a[)(E - B)
En définitive, l'implication s'écrit:
-1 R (ACE et BCE) —— (A=38=4(\(E~B))
Or, B étant par hypothése une partie de E, nous pouvons tenir

compte de 24.3.1 et nous en déduisons:

24.5.2. Si ACE et si BC E, alors,

A-B:AﬂCEB

Exemple et schéma.

Considérons 1'ensemble E = o a,b,c,d,e, f,g,h,1}

et les parties de E: A = { a,b,d,e,g,h\

B = { d,e,f,g,n,i}
Nous en déduisons: A - 3B = { a,b}
B = { a,b,c}
AN CEB = {a,b}
et par conséquent: A=-5=a[ L}EB

Ce résultat est illustré par le schéma suivant:
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B) Soit E, F, deux ensembles.

E - (E = F) est 1'ens®mble des éléments x tels que:
x & E et non(x € E et x é F) d'aprés 24.1.1.
En tenant compte de 8.41.7 et 6.11:1, nous avons la proposition
vraie: .
v x[(xe‘E et non(x€E et X%F))@—(XQE et xEF)\
qui s'écrit enwore, en considérant 23.7.4,
v x{(x@_E et non(x€E et X%;F))éé:ﬁ?‘ x £ E Fsﬁj
Le premier membre peut, d'aprés ce qui précéde, 8tre noté:
x € (E~-(E =~ F)) (81 ,2.1)
En définitive:
V‘x('x €E(E-(E=-F)) & x€ENF|

et, en apgliquant 19,3.1, nous pouvons énoncer:

2He54 3. Quels que soient les ensembles E, F,
E~-(E-~7PF) =ENPF

Exemple et schéma.

Soitt les ensembles:

E = { 1;2;5;4;6;7;8;9}
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F= {435;9:10}

Il en résulte:

E-F-= {1;2;5;6;7;8}
B- (E - F)= [ 4;9]
ENF = {4:9}

et en définitive,
E=-(E=~PF) =EMNFPF
Les diagrammes suivants représentent les différents ensembles

figurant dans cette relation.

|
|
i
i
|

C) Soit A, B, C, trois ensembles.
Considérons les deux ensembles:
AM(B - C), (A NB) - (4N g)
AMN(B «C) = { x\xeA et (x€B et xé_c)} (23.7.3 et 24.1.1)
(4 (\B) = (N C) = )13‘ (x€EA et x€B) et non(x €A et xﬁc)}

(23.7.3 et 24.’1;‘1)

Or d'aprés 8.41.23, nous avons la proposition vraie:
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Vx[(x €A et(xeB et x€C)) &> ((x€A et xEB) et non(xC A et x€ C))

En appliquant R8, il en résulte que:

24.5.4. Quels que soient les ensembles A, B, C,
AN((B=-C) = ANB - aNC

Ce résultat exprime la "distributivité"™ de l'intersection par rap-
port a4 la différence.
Exemple et schéma.
Considérons les ensembles:
A = {'6;7;8;10; 11;12%
B = 4152;3;5;657;9510;11
C= {132;3;4;5;657;8)

Nous avons:

B-C = {9;10;11}
AN(B~-c) = {10511}
ANB {6;7;10;11@
ANOC = {_6;7;8}
ANB - aNCc = {10;11}
Nous constatons que: AN(B ~c) =a(lB~-allc

Représentons par des schémas distincts les ensembles A (B - C)
et AMVB - aMNc.
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D) Soit E, F, deux ensembles.

Que pouvons nous dire de l'ensemble E - F dans le cas ou E est
une partie de F?
En considérant la loi logique 8.41.24, nous pouvons écrire la
proposition vraiej

\'f‘xi—‘(er =X EF) <= ((x€EE et x¢,F)¢;@—(xeF et xﬂ—_F))ﬁ]
ioit:'d'aprés 18,8,31:
LV x(x€ E .:»xE:F)]{::E;* WV x((x€E et XEF)=(xEF et X%F))
En tenant compte de 24.,1.,2 et de 22,1.3, puisque F est une partie
de F, nous obtenons:

.‘I Vx(x¢ E==x¢€ F)j<="-'> \v4 x(x€E - Fe>x € C\*F)
E: définitive, 21.,1.2, 22.5.9 et 19.3.,1 nous p;rmettent d'écrire:

(ECF) & (E-F = ¢)

En résumé:

2545 Quels gque soient les ensembles E, F,

(EC P) ==>(E - F = §)

En particulier, pour tout ensemble E, nous avons E E et nous

pouvons énoncer:
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24.5.6. quel que soit l'ensemble E,
E-E= @

24.6., Différence symétrique de deux ensembles,
Seit E, F, deux ensembles.
La réunion des ensembles E - F, F - E, est un ensemble noté

E/A F et appelé différence symétrique des ensembles E, F.

2H.6.1. Quels que soient les ensembles E, F,
EDNFP - (E-F) U (F- E)

Il en résulte, d'aprés 23.1.3, 24.1l.2,
24.6.2. x € EAP <> [(x€EE et x4 F) ou (x&F et x¢E)]|

Exemple.
Considérons les ensembles:
E={ ab,c,d}f
F= i c,d,e,f,g,h}
Nous avons:
E - F =
F - E

a!b}i
€, f,g,h}

(]
—t,

et, de ce fait,
EAF - J} a,bye, f,gh |

Cet ensemble est représenté par le schéma suivant:
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2lT. Deux autres aspects de la différence symétrique.
A) E, F, étant deux emsembles, em tenant compte de 8.41.8,
nous pouvons écrire,grfice a 2%;6.2,
x€EEAF —>non(x € E &=x¢€&F)

En utilisant 6,14.1, il vient alors:

28,71, XE€ERBAP &= ((xe E) W (x & F))
D'aprés 21.9.3, nous en déduisons:

26T, 2. EAF = { x“x €CE) W (x& F)}

B) Considérons la différence symétrique des ensembles E, F,
Nous pouvonsdécrire, d'aprés 2%«6.2, la proposition vraie:
2h.7.3. -vx\'erL\pa:%((er et xc{:r) ou (XCF et xé#E))T
D'autre part, en tenant compte de 8.41.2, nous avons l'expression
vraie: ‘ B _
1:(1(;}3 et x%F)ou(xeF et x#Eﬂ@lﬁxéE ou x&F)et-’M‘.x’(IEEe{;x(:F)J

Nous pouvons alors remplacer le second membre de 2,7.3 et nous
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obtenons: B
24.7.4. ‘V’xtx EENFPe>((x€CE ou xcF) et non(xcE et xeF)B
En appliquant 23,1.3 et 23.7.4, il vient:
Vx[xeBEAPe=>(x€EUF et non(x€E NF))]
soit encore:
VxE&EZSL@ﬁ%erL}Fet h%E(\HU
Tenons compte maintenant de 24.1.2:
VLEEAFQ x e (EUF - ENF)]

En résumé, d'apreés 19.3.1,

2gu7.5. Quels gue soient les ensembles E, F,
EArP-EUP-ENTF

Exemple et schéma.
Re prenons l'exemple du paragraphe 2446.
E = { a,b,c,d }
F o= {'c,d,e,f,g,h}
E/_\,F {a,b,e,f,g,h}
D'autre part:
E P = J" ayb,e,d,e, fyg, 0}

EQF:{ch
EUF-EﬁF={abef,g,h\
et de ce fait, EA FP=EUPF-EP

Nous pouvons comparer le schéma du paragraphe 2446, au suivant.
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2%&8, Quelques propriétés de la différence symétrique.
A) E, F, étant deux ensembles donnés, d'aprés 2/1.6.1,
EAF=(E~-TF) U(F - E)
FAE=(F-E)U(E~F)

La commutativité de la réunionm (23.3.%) nous permet d'écrire:

2lf-.8°1o Quels que soient les ensembles E, F,
EAP=FAE

Cette égalité exprime la commutativité de la différence symétri-
que.

B) E étant un ensemble donné, considérons l'ensemble E A .

D'aprés 24«7.5,

EAg=-=EBEUFGg=-ENG
or EUG = E (d'aprés 23.5.11)
ENGg=49¢ (d'aprés 23,11,12)
En conséquence:
EAP=E~¢

C'est & dire, d'apres 24.3.2:

2lf.8.2. Quel oque soit l'ensemble E,

EAYG = E

C) Etant donné l'ensemble E, d'aprés 24.6.1,
EAE=(E~-EU (- E)
soit, en tenant compte de 2&&5.6 et 23.5.3,

2%.8.3 Quel que soit l'ensemble E,
EAE = ¢

D) Soit les ensembles A, B, C, La différence symétrique des
ensembles A A B, C, sera notée: (A /A B) /A C. La différence symé-
trique des ensembles A, B & C, sera notée: A D (B A ).

D'aprés 6.9.2, nous pouvons écrire la proposition vraie:
214.8.4. V'x[:((xe;A)w(xeB))w(x €C) )= (x € A)W((x EB)W(xE c))l
soit, en tenant compte de 24.7.1,

\/ x[(x&AA B)W(x €C) ~—=>(x € A)W(x €8 /) c)j

ou encore
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Vx [x € (AAB)AC — xealA (B A c):]

En définitive, en utilisant 19.3.1, nous pouvons énoncer:

24.8.5. Quels que soient les ensembles A, B, C,

(AaAB)Ac=2A (BA 0

Cette égalité exprime "l'associativité" de la différence symétri-
que. Nous noterons: (AN B)Ac=aA (BAC) - AA 3 Ac,
Exemple et schéma.
Considérons les ensembles:
A= {l;'c’;4;5;7;8;10;11;L
B = {15253;4;556(

\
¢ = {4;5;6;7;8;9f

Il en résulte
AA B = {3;6;57;8;10;11}%
(AAB)A © = { 345559510511}
BAC= J152;37;8;9)
AA(BAC) = | 3;4;5;9310511 )
De ce fait, (AAB) Aca=adA (B8A0)

Les diagrammes suivants illustrent cette égalité,

i}

G SR IRY | IR i g Y SR
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E) Soit les ensembles A, B, C.
L'intersection des ensembles A, B A C est notée A A (B A ¢).
différence symétrique des ensembles A (1B, A4 KWC, est notée:
(ANB)A (ANc).
En considérant 6.16.3, nous obtenons laproposition vraie:
24.8,6, \fx[(xc-A et((x(- B)W(xe C)) &=
((x €4 et xE€B)W(xEA et x&C))]

clest & dire en utilisant 24.7.1 et 23.7.4, :

¥ x (x€4 et x€EBA C) e=> (xeAmB)w(xeAf\c)j
soit encore,

Vexre aN@EAC) = xc 4N A (1N )]

En définitive, d”aprés 19,3.1, nous pouvonmns énoncer:

24.8.7. Quels que soient les ensembles A, B, C,
AN(BAGC) = (ANB) A (4N ¢)

Cette égalité exprime la "distributivité"™ de l'intersection par
rapport a la différence symétrique.

Exemple et schéma,
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Soit les ensembles:

A= 115253545563 ; 8)
B= [132;5;659510]
C = {2;3;4;6;738510;11;12}
Hous en déduisons
BAC = { 153;4;5;7;8;9511;12]
AN (B Dc) = { 1;3;4;5:T38
AR { 1;23536 }
sV ca 12534565758

(AOVB) A (aNe) = 1533455738
Il en résulte:
aN@Adc) =(aNBA (o No)

Nous pouvons représenter cette situation par les schémas suivants:

e Y o L T A R A P e s e [ I
e X 8 S S gt - PN

1P |6 |
i ACLCD
i |
i

Bl 3= 10= 11~ x12

I \=BAC BAC
e —

i FRsb—y - S Ay B iy - AR vrna ) ol e
5 (S AU T e S S SN I st S PR s A =z

P——

W,
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F) E étant un ensemble donné, considérons les deux parties

de E désignées par:

A = { x]x & E et C(x)}

B = { x|x € E et D(x)‘
La différence symétrique de ces deux parties est, d'apres 24.7.2,
l'ensemble: ‘

103 - x| ca)W(x ¢ B) {

et nous pouvons écrire (21.9.1):
x € AAB <= (x € A)W(x & B)
Utilisons maintenant 21.2.1:
x € AAB &~ (x €E et ¢(x))W(x € E et D(x))
En appliguant 8.41.25, nous obtenons:
x€ AAB &= [} € E et (c(x))ww(x))]

En résumé:

24.8.8. Si A = .{x}er et C(x)l‘ et B = {X[XCE et D(x)}
alots, xC A /_\Bcg::*;»EceE et (c(x) W D(xﬂ
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soit encore, en tenant compte de 21.2.1 et 19.3.1,

24.8.9. Si A = th\x&_E et c(x)} et B = {x\er et D(x){Y

alors AA B =(4 x‘xé;E et (c(x) w D(x))
Nous pouvons également écrire, en utilisant 21,2.7:

24.8,10, Si A = Q x|xEE E} C(x)& et B = % x| x EE et D(x)}
alors, YV x€E Lx cAAB =S (c(x) W D(x))J

Exemple,
Etant donné 1'ensemble E = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12% ,
considérons les parties de E suivantes:
Asu{x\x(—;zet x &8}
B--{x\x{; E et 4\x?r

Il en résulte:

A {1;2;3;4;5;6;7;8}
B {¢;8;l2!
AAB =S 152;3;5;6;57;12 |
En considérant l'ensemble
S = { xlx!’:E et ((x /;—,B)W(l;\x))}'

nous constatons que:

1;2;3;5;6;7;12
sont les seuls éléments de E

qui conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils remplacent x
dans la fonction propositionnelle:

(x < 8)W(4)x)
Par conséquent:

s = { 1525355657512 1

et AA B = {X\XGE et ((x < 8)w(4\x))!

Cet exemple est illustré & l'aide du schéma suivant:
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EXERCTITCES

E.24.1.
Soit les ensembles:
A= {a b, hi
B= {c, d, e, f}
C = { a, ¢, e, g, h}
D = 4a, by ©, d,h}
Déterminer toutes les différences de ces ensembles pris deux a
deux,

Construire les diagrammes correspondants.

E.24.2.

A, B, C, D, sont les ensembles définis au numéro E,24.l.
Déterminer toutes les différences symétriques de ces ensembles
pris deux a deux.

Construire les diagrammes correspondants,

E.24.3.
[N désignant l'ensemble des entiers naturels, on considére

les ensembles suivants:

A = { x|x €& N et x\lef

B =4 x|xeN et x£o7)}

C=d x|xe N et x\45}

D= {x|xeN et (x=3)(x=1)(x=6) =0

1¢2) Déterminer, en extension, toutes les différences de ces
ensembles pris deux & deux.

29) Déterminer, en compréhemsion, toutes les différences

de ces ensembles pris deux a deux,

E.24.4.
Les ensembles A, B, C, D, sont ceux définis au numéro E.24.3.
.1%) Déterminer, en extension, toutes les différences
symétriques de ces ensembles pris deux a deux.
20) Déterminer, encompréhension, toutes les différences

symétriques de ces ensembles pris deux & deux.
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E.24.5.
mjdésigne l'ensemble des entiers naturels. Considérons
les ensembles suivapts:
Am erlx e INet (7ix ouVx € WJ)}
B = o x\x €N et (j\x :57—5‘x)}
¢ =4 x|xEMN et (36| x% & x2Z 400)}
D ! x|xg N et (2|x W x|12) {

l
le) déterminer, en compréhepsion, toutes les différences de

"

ces ensembles pris deux & deux.

2¢) Déterminer, en compréhension, toutes les différences

symétriques de ces ensembles.

E.24.6.
Les ensembles A, B, C, D, sont ceux définis au E.24.1.
12) Déterminer les ensembles:
AfN(B=-¢) 3 DN(c=-=38) 3 BN (4~20C);
2¢) déterminer les ensembles:

BN\ a) - (BNc); (ANB) - (cN4a); (¢cNd) - (8N\D).

E.24.7.
Les ensembles envisagés sont ceux de E.24.1.

Déterminer les ensembles:
l1e) A~ (B=-C) 3 A= (C=~3B) jB=(aA=-2C); B~ (a=~0D).
29)A-(A-B);C-(C—-D);A-(A-—D);A-(A—(.C-D))

E.24.8.

Les ensembles envisagés sont ceux de E.24.1.
Déterminer les ensembles:
12) (AAB)AC; BA(DAL) ; AL(CAD) 3 BA (chH a).
20) (AAC)AD; AA(BAC) 5 (BADA A ; cA(DA 0.
E.24.9.
Les ensembles envisagés sont ceux de E.24.l.
Déterminer les ensembles:
1) aNBAC ;3U@MAD ;5 ¢cN(@BAL
20) BUMNAGBUD ; (aNB)A (aNd) s(cMN3) A (cUa);
(aOVB)YA (aMc) 3 (¢cNB)A(cNa).
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Eo 24-10::

A, B, C, D, sont les ensembles de l'éxercice E.24.3.
Déterminer les ensembles suivants:

1) AN (B-¢) ;pN(c=38) ;BN (a-c).

2e9) (BN 4a) = (BN ) ; (ANB) = (cNa); (¢cNd) - (8N D).

E.24.11,
A, B, C, D, sont les ensembles de 1l'éxercice E.24.3.
Déterminer les ensembles suivants:
1) A - (B=-C) ; A~ (C=B) 3(B~(aA=-2C); B~ (A=~0D).
22) A - (A~-B); C = (C=D); A= (A=D); A-(a~(C=0D)).

E.24,12.
4, By, Cy D, sont les ensembles de l'exercice E.24.3.
Déterminer les ensembles suivants:
1e) (AAB)Ac; BA (DAL ; AA(cAD 3 BA (cA .
20) (ADC)AD; aA@BDLC ; BADA a3 ¢cA (A o).

E.24.13.
A, By, Cy D, sont les ensembles de l'exercice E.24.3.
Déterminer les ensembles suivants:
le) Aﬂ(BL\C); BU(AA D); CH(B//\ 4).
2e) (BU M)A (BUD); (aNB) A(alNd); (¢cNBYA (¢ U ),
(ANBA (aNC); (cNBYA (¢ a).

E.24.14,.

Quels que soient les ensembles E, F, démontrer que:

C (rNE) =AF
FUc

E.24.15.

Quels que soient les ensembles E, F, démontrer que:

E/\F-E(JC(EQF]U[(JF (¢ N 5)]

E.24.16.

Quels que soient les ensembles E, F, démontrer que:

EN(EAF) = C‘,(EHF)
14



Be24:1 7

Que peut-on dire

E.24.18.

Démontrer que:

(A &

(E)

et B

de deux ensembles A, B,

AA B =g -

=

(8)) =>|(" (a A B)

L\L/E

tels que:
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AX3

AX4

AX5H

AX6

R8
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25 -« L E S ENSEMBLES
T ABLEAT SYNOPTTIGQTUE

I1 existe au moins un ensemble.

Quels que soient les ensembles E, F, E égale F si et seu-
lement si, pour toul x, l'appartenance de x & E est logi-
quement équivalente & l'appartenance de x a F,

Quels que soient les termes a, b, il existe un ensemble E
(unique d'aprés AX2), qui a pomr seuls éléments a, b,

Pour tout ensemble E, quelle que soit la fonction proposi-
tionnelle A(x) & une seule variable, il existe un ensemble
(unique d'aprés AX2) dont les éléments sont les éléments de
E qui conduisent & une proposition vraie lorsqu'ils rempla-
cent x dans A(x), et ceux-la seulement.

Quel que soit l'ensemble E, il existe un ensemble (unique
d'aprés AX2), noté SJD(E), dont les éléments sont les partie
de E et seulement ces parties.

Quel que soit l'ensemble E, dont les éléments sont des
ensembles A, B, C,..., il existe un ensemble F (unique
d'aprés AX2), ayant pour éléments ceux de A, B, C,..., et

ceux-la seulement,

Si les ensembles A XIA(X)} et {x\B(x)} existent,
si \f(x) [A(x)<¢=? B(x)] est une proposition vraie,
si E désigne l'ensemble {X]A(x)} y
alors, en remplagant A(x) par B(x) dans E = i x\A(x)} , on
obtient la proposition vraie: E = {rx)B(x)J.

si Y (x) LA(x)<§ﬁ>—B{x)\ est une proposition vraie,

gi C désigne l'ensemble ‘{x x &€ E et A(x)} 3

alors, en remplagant A(x) par B(;) dans C = { x‘xe E et A(x)}

on obtient la proposition vraie: € = { x\x CE et B(X)R .

19.3.1. E = F@*;V&(xé,E@?x& F)
19.4.2. E o P e Ax((xeE et XQF) ou (xEF et x&E))
20,1 .1, Le symbole I x€ E,A(x) désigne la proposition

x(xEE et A(x))

20.1,2, (7€ E et A(y)) => (3 x€E,A(x))

20.2.1.

V x€E,A(x) désigne la proposition h(m.(.ﬂ'x(if':) Nl*—P‘(x))-



20.2.2

20.2.3,
20.2.4.
20.2.5.
20.3.1,
20.3.3.
20.4.1.
20.4.2.
20.4.53.
20.4.4.
21.1.2.
21 1 o5
21;1.4.
- .
2lalel3
21.2.1.
2l.2.2.
21.2.3.
2l,2,6.
2l1.2.7.
21.5.1.

2l.5.5.

21.5.4.

2 6.1,
21 .6.2,
2l.6.6.,
21 .6.9.

2l.7.2.
2l.7.4.
21.TeTe
21.7.9.

21.,7.10.,
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( \Y x CE,A(x)) <> (non( =] x€ E,nonA(x)))
(V x€E,A(x)) > V x(x €EE ==-4(x))

V x, A(x) — ¥x(B(x) == A(x))

V x,A(x) == V x€E, A(x)
non( =] x€E,A(x)) = ( \/ x€E,non A(x))
non ( v xcE,A(x)) <= ( 3 xEE,non A(x))
(V x€E,A(x) et B(x))<==> ( V' x€E,4(x) et \/ x€E,B(x)
(Vx€E,A(x) ou Vx€E,B(x)) => (V xE€E, A(x) ou B(x))
(4 x€E,A(x) ou B(x) )}=>-(3 x€ E,A(x) ou 3 x€E,B(x))
(Jx €E,A(x) et B(x))=> (I x€E,A(x) etIx€ E,B(x))
AC— E désigne la proposition V x(x€ A = x ¢E)
ACE<=—> Vx(x€EL =x EE)

/ x(x EE == x €EE)

¥ E,ECE
Ve E<_-==;7\—fx(xé Ace—=>(x€EA et XEE))
(xEE et B(x)) =>x & {x]x EE et ]3(1::)|rl
v x(x€{x]x€E et B(x)} —>. x€E)
Si A = { xlxe_E et B(x)} alors ACC E
W x GE,l[xé{x[er et B(x)} <= B(x)]|
Si A =.{x]xQE et B(x)} alors Vx€E,(x €A <=>3(x))
Si A = Xx|[XEE et C(x)} et B -{ x|xEE et D(x)}alors
AcB <« Vx [(x¢E et 6(x)) == (x€E et D(x))]
Si A = Lx\x&E et C(x)} et B -{x|x€E et D(x)}alors
AC B =—V\x EXGE —= (C(x) ==-D(x))]
Si & ={x|x€E et C(x)} et B ={x\x€E et D(x)} alors
Ac—B <& YxeE, (c(x) = D(x))
Ad E , désigne la peoposition nonl:‘v‘ x(x€ A = xEE)’_]
AQC E ¢_—-—7non\;\7‘x(x6 L == x€E)]
A(?Ef—’—%}’ax(xﬁ’ﬂ et x& A)
Si A ={hx\xE:E et C(x)} et B ={\x\xé_E et D(xﬁ alor
Ad= B<=> J x€E,(C(x) et non D(x))
A=Bgc—> (A= B et BC A)
A4 B> (AFEBou B - A)

(AC E et A 4 E)eee=> (ACE et Ed A)
(AC E et A/ E) = EcEA
A est srictement inclus dans E si et seulement si

AC E et A # E.
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21.7.13, Si A ={x\x€E et ¢(x)} et B ={x|xeE et D(x))
alors, A = B <> Vx€E,(C(x) «>D(x))
21:7:16. E = {x|er et x = x}
21.8.5. Quels que soient les ensembles A, B, C,
(ACBet BCC) == A—C
21.9.1. Si {xiA(x)} existe alors x e{x\A(x)} &> A(x)
21.9.3. {x|xeE} - E
21.9.4. Si -{X\A(X)}' et %X‘B(X) existent alors
(4(x) <= B(x)) &> (x ezx\A(x)} = xe{ x| B(x)} )
91..9.7: si '{X\A(X)}- et :-{xlB(x)} existent, alors,
Vx(A(x) e B(x)) > ({x|a(x)} = { x|B(x)} )
22.1.1, 51 4C E, alors (.2 -dx\xeE et xda}
22,02 ACE == [:AcCE
221 3 ACE -#Vx [xe GEA@—(:&GE et x#A)]
22.1.4. Si ACE, alors Vx€E,(x€()rhce=>xd4)
22.2.5. Si A = -{x}xéE et B(x)} , alors
VX[X(:_OEA(:_>(X(—_‘E et non B\(x)ﬂ
22.3.6. Si A est une Partie de E, e chA = A
£2.%.8, ACB-—-—‘;-]_{x[xéE et xé@} — {x]x.\é_E et 3}:#1&}
22:3: 12 Si AC E et BCC E, alors ACC B> [,"EB-(_—: L'EA
22.3.14, Si ACE et BC E, alors, A = B <=> CEA - CEB
224l -ix]xG:E et X ¥ x| est appelée partie vide de E.
22.4.3, CEE = {x\xE,E et x o x.,\ \
22.5.8. Quel que soit l'ensemble F, (JcE =, ¥
22.5.9. Quel que soit l'ensemble F, (\.F = ¢
22.5.10, Quel que soit l'ensemble F, @ — F.
i L O U \'fx(xet (JEE) est une proposition vraie.
22.5.12, v x(xef_ @) est une proposition vraie.
28.5.13%, dx(x & ¢) est une proposition vraie.
22.5:14. Quel que s0it l'ensemble F, G,:¢ = F.
22.6.3%. Quelle que soit la partie A de E,
ACE & Acg:’(E)
23.1.2. AUB = {x|xea ou xeB}
23,13, x€ (AU B)<«—— (x€4 ou x¢€B)
23.5.2. Quels que soient les ensembles A, B, A UB = B U4
23:4.4. Quels que soient les ensembles A, B, C,

(aUB)Uc-aU@Uc -aUsUec



23.5.10

23.5.2.
23.5.3.
23.5.45
23.5.55
23.5.6.

2305-90
23.5010.

23.5.11.
23:5.13.

23.5.16.
23.5.17.
23,5.18.
2552 .

23.T+3.

23.T7.4.
23.9.2,
23.10.4.

23.11.3,
23.11.4.
23.11.5.
23.11.6.
253:11aTs

23.11:10.

23.11.11,

Quels que soient les objets distincts a,

{a} LJ {1* - -&a; b}

Quel gue soit l'ensemble A,
pUE = ¢

Quels que soient les ensemhles A,
Quels  que soient les ensembles A,

Quels que soient les ensembles A,

Quels que soient les ensembles A,
AC B<=A\UB =B

AU A =

B,
B,

B,
et

B,

A
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b,

AC A U B.
A B U A,
BC AU B
B B U A

E étant un ensemble, si A est élément de .7~ (E), alorsd

AUE=EUA = E.

Quel que soit l'ensemble A, AU P = g U A = A,

Si A = { xixé_E et_C(x)}

et B = { x'x& E et D(x)} "

alors, AUB = {rx\xé:E et (C(x) oun p(x))}

ACE < Vx F
:ﬁ

ACE '=:")(Al"/'.JEA=E)
Si AC E, alors ALJ[)EA = B

soient les ensembles A,
B E) == (AU BC E)

gsoient les ensembles A,

Quels que
(AC E et
Quels gque
ArwBau{xPEA et xEB}
x€EAMNB «= (x€4 et x€B)
Quels que soient les ensembles A,

Quels que soient les ensembles A,

B,
B,

aNBNc=aNEBNCc) =aN13Nc

Quél que soit l'ensemble A, Al A
gNg=¢

Quels
Quels

Quels

que soient les ensembles

que soient les ensembles

que soient les ensembles

= A

B,
B,
B,

et

Quels A,

ACBe&—>AlMNB=A

gue soient les ensembles,

A
oD
/

Si A est un élément de -
ANE=EMNA=2

B,

(E), alors,

Cy

(x€&A ou (x€E et xﬁA)) = x{-Ej

ANB =8N 4

A0 BC A
BN AC= A
AN Bc B
B AC B



23.11.12,
2%5:11.14.

23,11 ,.15.
23,11.18.
23,11.19.
23,11,23,
23.12.5.

230120100
23.13.2.

23.13.4.
23.13.6.
23:13.7s
2401 ola
24.1.2,
24.5.1.
240302.
24.3.3.
24.5.7.
24.4.5.

24 .4 .4.

24.5.2,
24.5.3.

24.5.4.

2405.5.

Quel que soit l'ensemble A,
Si A ={xlx§_E et c(x)} et
AlNs =
Si A u{ \xé E et C(x)}

alors,
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gNas=aNgag
B={x|x€E et D(x)},
et (C(x) et D(x»}
t B={x|x€E et p(x)} ,

-{xlx&E

®

alors, VY xE€E, [xGAﬂBQ—b (c(x) et D(x)) ]

Quels que
(ACZ E ou
Quels que
(ACC E et

soient les ensembles A, B, E,
BC E) == (AN BCE)

soient les ensembles A, B, E,

CE) = (A1 BC E)

Quelle que soit la partie A de E, ( (\_A)Iq A=
Si AC E et BC E, alors, (=(aNB) - ((EA)U(( B)

Si AC E et BC E, alors, (Jc(aUB) = ((oa)N ((‘* B)
Quels que soient les ensembles A, B, c,
aU(BNc) = (aUB)N (aU )

Quels que soient les ensembles A, B, C,
aN(BUc) = (aNB)U (aNc)

Quels que soient les ensembles A, B, C,
AU(BUC) = (alUB)U (aU0)

Quels que soient les ensembles A, B, C,
aN(ENe) = (aNB)N (aN¢)

Quels que soient les ensembles E, F,
E-F = { Lxe:E et xéiFl

XxE(E - F) .= (X€E et xé,t_F)
Si FCCE alors , E= F =/ F

Quel que soit l'ensemble E, E - ¢ = E
g-¢=19
Quel que soit l'ensemble F, ¢ - F = ¢

et B ={ x|x¢E et D(x)]
alors, xé&(A - B)= [ X€E et(C(x) et non D(x)ﬂ
S5i A = 4 x|x€E et ¢(x)} et B = { x)x€E et D(x)]
alors, A = B = {_x\x €E et (C(x) et non p(x))}

Si ACE et si BC E, A-B=2aN[j_3
Quels que soient les ensembles E, F,
E~(E~-F) = ENF

Quels que soient les ensembles 4B, C,

AN(B-0) =(a0B) - (aNg)

Quels que soient les ensembles E, F,

ECF«ete=—>E-F = (

Si &4 = { x|xCE et C(x)}

alors,
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24.5.6. Quel que soit l'ensemble E, E - E = (§

24.6.1. Quels que soient les ensembles E, F,
EAF=(E-F)U(F-E)

24.6.2. x€ (EA F) = [(er et x&F) ou (xCF et xetrgﬂ

24.7.1. x€(EAP)e—— (X€E) W (xe&F)

24.7.2. EAF = x|[(x€E) ¥ (x€F)}

24.7.5. Quels que soient les ensembles E, F,
EArP-=-EUF-eNF

248,71 Quels que soient les ensembles B, F, EA F = FA E

24.8.2. Quel que soit l'ensemble E, E/N ¢ = E

24 .8.3. Quel que soit l'ensemble E,
EAE-¢

24«BsDe Quels que soient les ensembles A, B, C,
(AAB)Ac=2aA@EA0

24.8.7. Quels que soient les ensembles A, B, C,
AN @EAc) =(aNBA (a0

24.8.8. Si A =4 x|x€E et C(x)! et B ={ x|xEE et D(x)
alors, x& (4D B){:}[[—x&E et (C(x) W D(x))__J

24.8.9. Si A = { x|x€E et C(x)] et B = -{x\lxéE et D(x)|
alors, AL B = {x|x€E et (C(x) W D(x))/

24.8.10, SiA={x|xeE et c(x)} et B =y x|{x€E et D(x))

alors, VY x€E, Exé (A4 B) = (c(x) W D(x))j
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NOTE

Pour concrétiser des concepts et des résultats concernant
la logique et les ensembles, il est habituel d'utiliser une
collection d'objets. Ces objets sont construits de telle sorte
que:

tous possédent des propriétés communes;

tous se différencient par au moins une propriété.

Les objets qui sont désignés dans cet ouvrage sous le vocable de
bloec ou plaque L.0.G.,, doivent 8tre considérés comme répartis de
la fagon suivante, si l'on veut comprendre les exemples ol ils
sont utilisés.

La collection comporte 48 objets tous distincts et possédant
chacun quatre qgualités:

la taille (2cas : grand, petit)

la couleur (3 cas : bleu, jaune, rouge)

la forme (4 cas : rond, carré, rectangle, triangle)

la texture (2 cas : plein, troug)
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