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MANTA  IREMICA

Le présent ouvrage est le premier de la série "Nanta Iremica'". Cette
série a pour but d'offrir aux Stagiaires de 1'I.R.E.M., et plus généralement aux
Enseignants, un choix de textes élaborés pour eux et déji utilisés, avant publi-
cation, dans le cadre des groupes I.R.E.M. ou des groupes analogues d'Enseignants.

Ces textes, munis d'exercices gradués et variés, ont donc &té criti-
qués par des collégues et ne représentent pas les seules lubies de leurs auteurs.
Ce sont souvent des gloses sur des cours mathématiques magistraux nettement plus
€laborés et exhaustifs. Ce sont aussi des textes destinés aux Enseignants.

Qu'on ne se méprenne surtout pas en imaginant que cette phase critique
fasse des ouvrages a paraitre des ouvrages de référence définitifs. La critique
collective, si elle élimine des erreurs, organise plus rationnellement le plan d'un
texte et 1'adapte finalement mieux aux besoins des lecteurs, ne peut fournir un
brevet de wvaleur assurée.

Que le lecteur garde tout son esprit critique, 1'aiguise méme. Les tex-
tes de la "Nanta Iremica" n'ont aucun caractére contraignant et ne sont imposés par
aucune hiérarchie. Tels qu'ils sont, ils représentent une &tape, figée par le texte,
de 1'activité mathématique et pédagogique d'une Académie. Mais les modes, les gofits
et les connaissances évoluent et les &étapes se succédent.

Octobre 1975



PREFACE

Depuis quelques décennies, la logique mathématique ne cesse d'&tonner
le monde mathématique par les ré@sultats qu'elle obtient et ce quelquefois dans des
domaines qui ne semblaient pas devoir @tre le sien.

On connait, au moins par on-dit, les succés de GODEL et peut-8tre ceux
de P.J. COHEN. Le premier, vers 1939, démontrait que 1'hypothése du continu (et
1'axiome du choix) étaient compatibles avec les axiomes de la théorie des ensembles.
Le deuxiéme, vers 1963, &tablissait que 1'hypoth&se du continu ne peut &tre obtenue
a partir de 1'axiome du choix et réciproquement que 1'axiome du choix ne peut &tre
déduit de 1'hypothése du continu. En outre, 1'axiome du choix est logiquement indé-
pendant des axiomes de la théorie des ensembles. On obtenait ainsi la premiére re-
lation mathématique indécidable.

D'autres résultats encore plus récents concernent la non possibilité de
trouver un algorithme universel pour résoudre les équations diephantiennes. A n'en
pas douter, la logique mathématique est une des branches les plus actives de la re-
cherche mathématique actuelle. Il ne peut &tre question d'aborder 1'état de ces re-
cherches dans ce texte.

Cependant, on s'est aussi rendu compte, par ce souci d'épuration des
concepts qui caractérise notre siécle mathématique, que 1'on avait avantage, dés
le niveau de 1'enseignement secondaire, d fournir des connaissances de logique aux
futurs Enseignants. Malheureusement, la plupart des livres disponibles exigent une
attention soutenue et on est vite perdu, par manque d'exercices préparés, dans le
dédale des propositions.

Les auteurs du présent ouvrage l'ont rédigé pour faire face 3 une deman-
de provenant d'Enseignants du Secondaire et ont pu tester leur texte auprés de nom-
breux collégues stagiaires. Le texte se veut élémentaire et naif, mais prend lente-
ment le lecteur en lui faisant parcourir un petit bout de chemin en logique et en
lui donnant tout le temps nécessaire pour se frotter i des exemples variés.

C'est une invite 4 lire ensuite des ouvrages plus étoffés de logique
pour lesquels il sera préparé.Enun mot, c'est un peu 1'&chauffement qui précéde la
course. Nous souhaitons que ce texte puisse &tre utile aux Enseignants et remercions

vivement les deux auteurs, tous deux Animateurs & 1'I.R.E.M. de Nantes, pour leur
travail patient et minutieux.

J. DHOMBRES
Directeur de 1'I.R.E.M. de Nantes

Octobre 1975
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1 -NOTIONS PRIMITITVES

Dans ce qui suit, nous précisons le sens que nous voulons

donner a certains mots sans prétendre les définir.

1.1, Proposition.

Toute phrase, ou succession de phrases, ecrite en frangais ou
en langage formalisé, qui exprime une affirmation ou une négation,
objectivement, soit vraie soit fausse, est une proposition,

Exemples. 1) "Le nombre 7 est premier" est une Proposition

vraie.
2) " 13 est divisible par 3" est une proposition
fausse.
3) " La musique dodécaphoniste est belle". Cette

phrase n'exprime pas une proposition parce que
le jugement vrai ou faux dépend du sujet qui
le formule,
Précisons dés maintenant qu'une proposition a nécessairement une
valeur de vérité et une seule, c'est & dire est:

s0it vraie et seulement vraie;

soit fausse et seulement fausse,

Nous ne reconnaissons pas comme propositions les phrases
conduisant & un jugement qui soit "ni vrai ni faux" (indécidable),
& un jugement qui soit "i 1la fois vrai et faux" (contradictoire).
On exprime ce qui précédde en disant que la logique considérée est

bivalente,

l.2. Propositions indéterminées.

Les lettres P, Q Ry S,..., désignent des propositions indé-
terminées. Lorsque nous remplagons la lettre P, par exemple, par
une proposition vraie, nous dirons que "P est vraie"., De la méme
maniére lorsque nous remplacerons P par une proposition fausse,
nous dirons que "P est fausse".

Exemple. Si nous remplagons P par la proposition "2 divise &Y,
P est vraie. Dans le cas on nous remplagons P par "5 > 11", P est

fausse,



1.3. Fonctions propositionnelles.
A) Une phrase ou une succession de phrases dans lesquelles
figure, une ou plusieurs fois la lettre x, appelée variable, est

une fonction propositionnelle & une variable d&s gqu'il est possi-

ble d'obtenir une proposition en remplagant x, en chacune de ses
occurrences, par un objet déterminé,

Exemples.
1) Considérons la phrase:"le nombre entier x divise 36."

En femplagant x par le nombre 4, nous obtenons la proposition vraie
"le nombre 4 divise 36". La phrase:"le nombre entier x divise 36 7

est une fonction propositionnelle.

2) La phrase:"le nombre x est un nombre bénéfique”, n'est
ras une fonction propositionnelle. En remplagant X par un nombre
déterminé, nous n'obtenons pas une proposition puisqu’alors le ju-
gement exprimé est subjectif,

3) La phrase:"le nombre entier x divise le nombre entier
x" est une fonction propositionnelle. En substituant & x le nombre
41, nous obtenons une proposition vraie:"le nombre entier 41 divie

se le nombre entier 41",

B) Une phrase ou une succession de phrases dans lesquelles
figurent, une ou plusieurs fois les lettres Xy, ¥y Zy..., appelées

variables, est une fonction propositionnelle & plusieurs variables

dés qu'il est possible d'obtenir une proposition en remplagant x,

Yy Z25..., en chacune de leurs occurrences, par des objets détermi-

nés. Précisons que toutes les lettres x doivent 8tre remplacées

par un m@me objet, que toutes les lettres ¥ doivent 8tre remplacédes

par un m8me objet qui peut 8tre différent du précédent, ete...
Exemples.

1) Etant donnée la phrase:"les nombres x et Y sont tels
que X + ¥y » 7", nous obtenons une proposition fausse en rempla-
¢ant X par le nombre 2. et y par le nombre 3, La phrase donnée est
donc une fonction propositionnelle & deux variables.

2) "Le nombre x divise la somme des nombres y, z", est
une fonction propositionnelle puisque en substituant le nombre 4
4 x, le nombre 3 a Y, le nombre 9 & z, nous obtenons la pProposie-

tion vraie:"le nombre 4 divise la somme des nombres 3, 9,"

.
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C) Les fonctions propositionnelles & une variable x, seront
représentées par les symboles A(x), B(x), €(x), etec...
Dans le cas de fonctions propositionnelles 3 plusieurs variables
X, ¥y Zy...y on notera, par exemple, A(x,y), B(x,y),...
Lorsque nous remplacerons, dans A(x), la variable x par l'objet

déterminé a, la proposition obtenue sera notée A(a), ou mieux A.

l.4. Description d'objets.

Il existe des phrases ou des succession de phrases, contenant
une ou plusieurs variables, qui, dés gue l'on y remplace les varia-
bles par des objets déterminés, deviennent des descriptions d'autre
objets. Ces phrases ne sont pas des fonctions propositionnelles.

Exemple.

"Le carré de x", n'est pas une fonction propositionnelle,
mais, en remplagant x par le nombré 3, on a une description du

nombre 9.

1.5. Les assemblages.

En mathématique , une exXpression totalement formalisée, c'est
& dire écrite uniquement & 1'aide des signes logiques définis dans
les pages suivantes, de lettres, et de signes mathématiques ( = ,
+ 5+..) est appelée, selon Bourbaki, un assemblage. En fait, ce
genre d'expression devrait permettre d'écrire tout ce qui constitue
la mathématique; mais Bourbaki lui-m8me Y renonce étant donné 1lg
lourdeur et la complexité d'un tel exposé,
Les assemblages sont donec également représentés par des symboles
abréviateurs. Les uns désignent des termesg ou objets mathématiques
( par exemple ENF, W, etc...), les autres désignent des relations
qui représentent des fonctions propositionnelles ou des propositions
( par exemple x + 4 - 0, E«(EUF), etc...). Les relations qui con-
tiennent une lettre x représentant une variable a4 laquelle on s'in-

téresse particulidrement seront notées R(x).
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1.6. T ransformation des fonctions propositionnelles en propositio
5 Nous avons précisé le sens que nous donnions
aux mots propositions, fonctions prapositionnelles, variables. Nous
allons envisager des procédés permettant de transformer une fonc=-
tion propositionnelle A(x, y,...) en une proposition.
A) Remplacement des variables par des objets déterminéds.

Une fonction propositionnelle RA(x, y, ...), dans laquelle
chaque variable a été remplacée par un objet déterminé, devient
une proposition. Ce cas a déja été considéré au paragraphe 1,3,
( revoir,ad ce sujet, les eXemples du paragraphe 1.3.). Précisons
que si A(x, y, Zy ...) comporte plusieurs variables x, y, z, ...,
et que si l'une d'elle au moins n'a pas été remplacée par un objet
précis, nous n'obtenons pas de proposition associée, mais nous

sommes encore en présence d'une fonction propositionnelle,

B) Examinons maintenant quelques cas particuliers.

a) Considérons la fonction props:itionnelle R(x):" le
nombre entier naturel x est pair ", A cette fonction proposition-
nelle, nous pouvons associer la phrase suivante:

" il existe au moins un nombre entier naturel x tel que x
est un nombre pair "
Point n'est besoin de remplacer la variable x par un nombre entier
naturel déterminé, pour affirmer objectivement que ce Jugement est
vrali ., Ce jugement est donec une proposition.

b) Considérons la fonction pPropositionnelle:™ le bloc

L-0-G.
logique NUNIB ., x est sphérique ". Associons a cette fonction pro-
positionnelle la phrase;" il eXiste au moins un bloc logique éiﬁiil
X tel que: ce bloc x est sphérique ". Nous pouvons affirmer objec~
tivemeiﬁoqif ce jugement est faux sans remplacer x par un bloe lo=
gique WS . déterniné. Ce Jugement est une proposition.

c) Considérons la fonction propositionnelle:" le nombre
entier naturel x est tel que x est supérieur & xin, Associons lui
la phrase suivante:" Quel que soit le nombre entier naturel x, x
est supérieur & x ", Cette affirmatign est une broposition fausse.
En effet, en remplagant x par certains entiersnaturels: 2, P ®mrwy
dans RA(x), nous obtenons une proposition vraie, mais la proposition
obtenue est fausse lorsque nous remplagons x par 0 ou 1. En consgé-
quence, nous n'obtenons bPa&s une proposition vraie quel que soit le

4




nombre entier naturel remplagant x dans R(x).

C) Ces trois cas particuliers nous montrent qu'il existe
des procédés permettant de transformer une fonction proposition-
nelle donnée en une proposition, autresque celui qui consiste a

remplacer une variable par un objet déterminé,

D) La présence,dans un Jugement, de l'expeession " pour tout..

" ou de l'expression " il existe au moins un ..." ne nous permet

pas d'affirmer que ce jugement est une proposition. Considérons
par exemple la fonction propositionnelle RA(x, y):

" le nombre entier naturel x est inférieur a 1'entier naturel y"
Associons a4 R(x, y) la phrase suivante:

" il existe au moins un nombre entier naturel x inférieur 4 1'en-
tier naturel y "

Cette phrase n'est pas une proposition. En y remplagant y par un
entier naturel déterminé, elle devient une proposition. On obtient

une proposition fausse en remplagant y par O et une proposition

vraie en remplagant y par 3.

E) Remarque,
Les notians abordées dans ce paragraphe seront re-

prises et précisées auxparagraphes 45-3/ 154,




EXERCICTES

E.1.1.

Parmi les expressions suivantes, quelles sont les "fonctions
propositionnelles" et gquelles sont les"descriptions d'objets"?

lo) Le produit des nombres entiers naturels Xy 34 ¥

22) Le nombre entier naturel x est un multiple de 5.

32) Le carré du nombre entier naturel x est 4.

4°) x2 4 3x - 4.

5¢) La somme des deux nombres entiers naturels x, y, est
inférieure & 11,

62) xU 4 3x = 4 = O.

79) La somme des carrés des entiers naturels x, y.

82) Le plus grand diviseur de l'entier naturel x.

9¢) Les entiers naturels x, y, ont un diviseur commun pair.

102) Un diviseur pair commun aux entiers naturels Xy Yo

E.1l.2.

Reprendre l'exercice E.l.1l, et remplacer x par 2, y par 6y
Il est alors possible d'obtenir:

dans certains cas, une proposition vraie; laquelle?

dans d'autres cas, une proposition fausse; lagquelle?

dans d'autres cas, un nombre; lequel?

Esl.3,

Reprendre l'exercice E.1.1l, et remplacer x par 1, y par 11.
Il est alors possible d'obtenir:

dans certains cas, une proposition vraie; laquelle?

dans d'autres cas, une proposition fausse; laguelle?

dans d'autres cas, un nombre; lequel?

E.l.4.

Reprendre l'exercice E.,l1.l, et remplacer x par 10, y par O,
Il est alors possible d'obtenir:

dans certainscas, une proposition vraie; laguelle?

dans d'autres cas, une proposition fausse; laguelle?

dans d'autres cas, un nombre; lequel?



B.lo5e

Considérons les énoncés suivants:

12) quel que soit l'entier naturel x, x est un multiple
de x.

2?) Il existe au moins un entier naturel x dont le carrd
est 8.

3¢)  Le nombre entier natuel x est le carré de 8.

42) Il existe au moins un entier naturel x supérieur au
carré du nombre entier naturel y.

5¢2) Quel que soit l'entier naturel X, le double de x est
supérieur & l'entier naturel y.

62) Quel que soit l'entier naturel x, il existe au moins un
entier naturel y tel que le double de x soit supérieur 3 x + y.

72) Quel que soit l'entier naturel x, le double de x est
supérieur a x + 1.

82) Quels que soient les entiers naturels x, y, x¥ 4+ y > 0.

92) Il existe au moins un entier naturel x dont le carré
est inférieur & l'entier naturel y.

102) Il existe au moins un entier naturel x et il existe au

moins un entier ndturel y tels que (x - y)¥= 0.

Parmi ces énoncés, quelles sont les "fonctions propositionnel-

les"™ et quelles sont les'"propositionsg"?

E-l .6.
Parmi les dix énoncés envisagés au numéro E,l1.5, quelles
sont les "propositions vraies"; quelles sont les"propositions

fausses".

Esl.7.
Considérons les fonctions propositionnelles suivantes:
19) L'entier naturel x est divisible par T et par 9,
2?) x2 + x = O.
32) x¥*+ x¥ + 1> 0
42) Le double de x est supérieur au carré de x.
50) 2x¥ = 7 > 5x¥ - 3.
6°) Il existe un entier naturel y tel que x¥ + ¥ =1.

7¢) Il existe au moins un entier naturel ¥ telque

(x + )Y + 3 = 0.
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82) Quel que soit l'entier naturel y, (x + y) > x4y g,
Parmi ces fonctions propositionnelles quelles sont celles qui
permettent d'obtenir une proposition vraie en remplagant x par

un entier naturel quelconque?

E.l.8,

Parmi les huit fonctions propesitionnelles envisagées 2
l'exercice E.1.,7, quelles sont celles qui permettent d'obtenir
une proposition fausse en remplagent x par un entier naturel

quelconque?

E.1.9,
Parmi les huit fonctions propositionnelles envisagédes a
l'exercice E,1.7, quelles sont celles qui permettent d'obtenir
une proposition vraie en remplagant x par certains entiers
naturels, et une proposition fausse en remplagant x par d'autres

entiers naturels?
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2 -LES PROPOSITTIONS COMPOSESTES

2.1. Introductien

Considérons les deux propositions:
" 5 est supérieur & 2 "
" 7 est plus petit que 9 "
Chacune d'elles est vraie.
Envisageons la phrase suivante:" le nombre 5 est supérieur a 2 et
le nombre 7 est plus petit que 9 ". Chacun reconnait comme vrai le
Jugement qu'elle exprime: c'est une proposition. Elle est composée
des propositions précédentes reliées par la conjonction "et", A
partir des deux praépositions, en utilisant le mot "et", nous ve=-
nons de construire une nouvelle proposition appelée proposition
composée.
P, Q, désignant les propositions composantes initiales, la propo=-
sition composée peut 88tre notée symboliquement:

P et Q

Notons qu'il n'y a pas, ici, ambigufté sur le sens du mot "et",

Soit, maintenant,la phrase:" le nombre 5 est supérieur a 2
ou le nombre 7 est plus petit que 9 ". Dans ce cas, la vérité du
Jugement €mis dépend du sens donné au mot "ou". Si nous lui attri-
buons un sens inclusif, la phrase considérée est une proposition
vraie. Par contre, en donnant au mot "ou" un sens exclusif, cette
phrase devient une proposition fausse.
Dés que le sens du mot "ou" est précisé, nous obtenone une proposi=-
tion composée i partir des deux propositions P, Q, reliées cette
fois par "ou". Dans ce cas, nous noterons:

P ou @

Nous obtenons des propositions composées en utilisant des pro-
positions initiales et des mots tels que "et", "ou",... Il est
toutefois indispensable de préciser la signification de ces mots

et les régles de construction,

2.2. Construction des propositions composées.
a) Dans les paragraphes suivants nous définirons des opéra-

teurs logiques. Ils se répartissent en deux catégories:
- les opérateurs logiques unaires; un seul sera pratique-
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ment utilisé: l'opérateur "non", représenté par le signe logique "l
- les opérateurs logiques binaires tels gue: "ou%", "eth,
"implique", etc..., également représentés par des signes logiques.
b) Soit P une proposition indéterminde. 1P est un assemblage
qui représente une nouvelle proposition indéterminde Bt
¢) Soit P, Q, deux propositions indéterminées. En plagant,
entre P et Q, un des signes logiques suivants: V , A y = 3,
W s symbolisant un opérateur logique binaire, on obtient un as-
semblage représentant une nouvelle proposition indéterminée R,
Aingi, PvQ, P => Q, sont des assemblages représentant de nouvel-
lespropositions indéterminées.
P'y R, sont des propositions composées alors que P, Q, sont des
propositions composantes.
A l'aide des propositions P', R, P, Q, et des opérateurs logiques,
on peut construire de nouvelles propositions. Les assemblages qui
les représentent pourront Btre notés plus simplemmnt en utilisant
de nouveaux symboles, chacun d'eux étant défini par la proposition
qu'il représente. Il ne sera pas envisagé de propositions composées
autres que celles obtenues par les méthodes précédentes.
Remarque.
Les assemblages comportent également des parenthdses qui
permettent de préciser la partie de l'assemblage sur laquelle 1'opé-

rateur agit.

2.3. Notation polonaise.
I1 existe plusieurs notations pour chacun des opérateurs logi-~
gues. La constitution des assemblages représentant les Propositions
composées dépend de la symbolique choigie. La notation dite "polo~
naise", fréquemment utilisée, donne lieu aux régles suivantes:

- soit P une prorosition; NP est un assemblage qui repré-
sente une nouvelle proposition P,

- soit P, Q, deux propositions; en plagant devant PQ un
des signes logiques suivants: A, K, C, E, J, symbolisant un opéra-
teur logique binaire, on obtient un assemblage représentant une nou-
velle proposition R.

Exemples:

APQ, CPQ, sont des assemblages représentant de nouvelles
propositions,
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Remarques.

L'ordre des lettres intervenant dans les assemblages est
déterminant.

La notdtion polonaise évite l'utilisation des parenthé-
ses. L'opérateur,quelle que soit sa nature, étant toujours placé
immédiatement avant la proposition ( qui peut-8tre composée) sur
laquelle il agit, la régle concernant la place de l'opérateur se
trouve simplifiée.

Toutefois la lecture des assémblages devant se faire de la droite
vers la gauche, celle-ci présente quelques difficultés pour le
débutant.
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EXERCTITCES

El2lll

On considére les assemblages suivants:

1e) (71 p) N a

2¢) "} (1 p)
32) \/ (p,\ a)
4¢) p( 71 q)

5¢) p == ("1 q)
62) “1(p => q)
7¢) (e T)A p
82) (1 p) = (1 4q)
92) ((M\ p) =>q) — (] )
102) (pV a) &= (p ] 1)
11¢) "1 (p W q)
122) (p Wr) = (7TV)
132) p\V (7] q)
142) p 7(V q)
152) P A (T a)) <= (p => (r Vs))
Les lettres p, 9, r, s, désignent des propositions. Parmi les
assemblages précédents, déterminer, en donnant les justifications,

ceux qui ne sont pas des propositions composées,

E.2.2,

On considére les assemblages suivants écrits en utilisgant
la notation polonaise:

12) CEp

22) CpNag

32) NCpq

42) CNpq

5¢) NpCg

62) CNprg

7¢) ApKNgr

82) NKNrNqNr
9e) NANrNg
10°) ENKpqANpNq
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Les lettres p,q,r, désignent des propositions in détermindes. Les
lettres A,C,E,K,N, désignent des opérateurs logiques. Déterminer,
en donnant des Justifications, les assemblages qui ne représen-

tent pas des propositions composées, parmi les assemblages consi-

dérés.

E.2.3.
Les lettres p,q, r, désignent des propositions indéterminées.
Les assemblages suivants représentent des propositions composées:
12) T (pV a)
29) ( TPV a
32) (p == a)A r
42) p —> (a A r)
52) (T (pY ))<= ((Tp)A (7 4q))
Ecrire les assemblages désignant ces méme propositions, a4 1l'aide

de la notation polonaise.

E.2.4.

Les lettres p, q, r, désignent des propositions indétermindes.
Les assemblages suivants représentent des propositions composées,
dans la notation polonaise:

l2) CNpgq

22) NCpgq

32) CKpqApq

4°) ENCpgKpNgq

52) EKAparAKprKpgq
Ecrire les assemblages désignant ces m8me propositions en utili-

sant les symboles définis au paragraphe 2.2.
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53- METHOTDE DES T ABLES D E VERITE

Dans ce qui suit nous ne considérerons que les valeurs de

vérité des propositions indépendamment de leur signification cone-

créte,

5.1, Cas d'une proposition indéterminée.

Etant donnée une proposition indéterminée, P par exemple, du
fait du caractére bivalent de la logique mathématique, en rempla-
¢ant P par une proposition déterminée, nous ne pouvons rencontrer
que 1l'un des deux cas suivants (cf. § 1.2. ):

P est vraie: ce cas sera désigné symboliquement par la lettre

V ( certains auteurs utilisent 4+ ou 1 )
P est fausse: ce cas sera désigné symboliquement par la lettré
F ( certains auteurs utilisent - ou 0 )
Pour représenter schématiquement cette situation nous utiliserons
un tableau appelé"table de vérité".Ce tableau comporte une colonne
unique. En haut de la colonne, le nom P de la proposition est in-
diqué,., En dessous nous marquerons les deux valeurs de vérité posSsi=-

bles en commengant par V.,

3.2, Valeurs de vérité des propositions composées,

Nous admettrons que la valeur de vérité d'une proposition come-
posée ne peut dependre que des valeurs de vérité des propositions
composantes et deflnltlons des opérateurs logiques qui y figurent,
Remarquons, dés maintenant, qu'il existe des propositions composées
dont la valeur de vérité ne dépend pas des valeurs de vérité des
propositions composantes.

Un procédé pratique permettant de déterminer la valeur de vérité

d'une proposition composée, connaissant les valeurs de vérité des
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propositions composantes, consiste &4 utiliser des tables de vérité.

3.3. Présentation des tables de vérité.
Envisageons simul tanément plusieurs propositions indéterminées |
En considérant les deux valeurs de vérité possibles pour chacune
d'elles, le nombre des situations que 1l'on peut rencontrer, quant
aux valeurs de vérité, dépend du nombre de ces propositions.
Toutes ces situations, sans exception, devant apparalttre dans les
tables de vérité, nous sommes conduits a adopter la présentation
suivante.
a) Cas de deux propositions.

La table comporte deux colonnes. Quatre éventualités peu-
vent se présenter: a P vraie, on peut associer, soit Q@ vraie, soit
Q@ fausse, puis 4 P fausse, on peut, & nouveau, associer, soit @
vraie, soit Q fausse. On convient de présenter la table sous la

forme ci-dessous.

M N L[| LK<|©
Nni<|N| L@
o po

Exemple.
Considérons les fonctions propositionnelles:
A(x): " la plaque L.O.B. x est carré "

B(x): " la plaque L.0.B. x est rouge "
Si nous remplagons x, dans A(x) et B(x),

par la grande plaque carrée

rouge trouée, nous obtenons deux propositions Ay yBy , vraies., Nous

sommes dans le cas de la premiére ligne.

S1 nous remplagons x par la petite plaque carrée Jaune pleine, nous

obtenons deux propositions; 1'une Ay est vraie, l'autre By, est

fausse. Nous sommes dans le cas de la deuxiéme ligne.
Si nous remplagons x par le

grand triangle rouge plein, nous avons
A3 fausse, B 3 VvVraie; nous

Sommes dans le cas de 1g troisiéme ligne
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Si nous remplagons X par le petit rond bleu troué, nous avons A
fausse, B fausse; nous sommes dans le cas de la quatriime ligne.
b) Cas de trois propositions.
La table comporte trois colonnes et huit lignes puisqu'il
existe huit éventualités. On convient de la présenter sous le mo-

déle suivant:

< |2
F
(AN

MmN m|{<|<|<|<|]O

MUK [([<|MM|<|<L |0

2
3
4
b
b
7
8

TI<'11<"1<“1J

Iy

Exemple.

Considérons les fonctions propositionnelles:

A(x): " la plague L.O.G.xest grande "

B(x): " la plague L.O.B.xest carrée "

C(x): " la plaque L.O.&. x est bleue "
Si, dans A(x), B(x), ¢(x), nous remplagons x par la grande plaque
carrée bleue trouée, nous obtenons trois propositions A4 ,By 1 Cy
vraies; nous sommes dans le cas de la ligne 1.
En remplagant x par la grande plaque carrée rouge pleine, nous
obtenons trois propositions, Ay ,By vraies, Cy fausse; nous sommes
dans le cas de la deuxiéme ligne.
X étant remplacé par la petite plaque ronde bleue trouée, nous
obtenons trois propositions: A; yBn fausses, C? vraie; nous sommes

dans le cas de la ligne numéro 7.

Nous laissons au lecteur le soin de rechercher les plaques qui cn-

duisent aux autres cas,




19

c) Cas de n propositions.(m FLHL)
La généralisation au cas de n propositions est immé-

diate. Par exemple, pour n = 4, nous obtehons la table suivante:

S OO WO AOD e N

—
—

-
oo

—
N

Y
N

—
O]

MR« L[L|<|L[<|
M7 | <|<|< < |n|mm|7nl<|<|c|<|O
MA IS |IK N7 | < |< |77 <|<M|N|&L|L|®
M<|M|[<|M|<|M < |N|<|N|< | |[<|M|< |

2.
()]

Ex8mple.

Considérons les fonctions propositionnelles:
A(x): " la plaque \.O.F. x est petite "
B{(x): " la plagque L.O.F. x est ronde "

C(x): " la plaque L.O.B. x est jaune "

D(x): " la plaque L.O.B. x est trouée ",

Si, dans A(x), B(x), ¢(x), D(x), nous remplagons x par la petite
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plaque carrée jaune pleine, nous obtenons quatre propoditions: Ag s
C¢ yB¢ sDs . Les deux premiéres sont vraies et les deux dernidres
fausses. Nous sommes dans le cas de la ligne numéro 6.

Le lecteur déterminera aisément les plaques qui conduisent aux

autres cas.

3.4, Utilisation des tables de vérité.

Aprés avoir défini un opérateur logique, nous donnerons une
table de vérité pour résumer la définition. Dans la pratique, l'uti
lisation de cette table de vérité se révéle souvent plus commode
que celle de la définition.

D'autre part, nous utilisetons les tables de vérité pour dé-
terminer les valeurs de véritédhne proposition composée connaisg-
sant les valeurs de vérité des propositions composantes et les

définitions des opérateurs logiques concernés.
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EXERCTICES

E.3.1.

On se donne les fonctions propositionnelles suivantes:

A(x) : "La carte x extraite d'un jeu de 32 cartes est une

figure!

B(x) ¢ "La carte x extraite d'un jeu de 32 cartes est rouge”,.
Indiguer la ligne de la table de vérité du paragraphe 3.3.,a qui
représente la situation dans laguelle nous nous trouvons lorsque

nous remplagons X par la dame de pique dans A(x) et dans B(x).
M&me question lorsque 1l'on remplace x par le dix de Pique.
M&me question lorsque 1l'on remplace X par le valet de coeur.
M&me question lorsque 1l'on remplace x par le neuf de carreau.

M8me question lorsque 1l'on remplace x par le roi de tréfle.

E.3.2.

On se donne les fonctions propositionnelles suivantes:

A(x) : "La carte x extraite d'um jeu de 32 cartes est un

tréfle”,

B(x) : " La carte x extraite d'un jeu de 32 cartes est noire"
Indiquer la ligne de la table de vérité du paragraphe 3.3.a qui
représente la situationp dans laquelle nouws nous trouvons lorsque
nous remplagons x par l'as de pique dans A(x) et dans B(x).

Méme question si nous remplagons x par le roi de coeur.
M&me question si nous remplagons x par le dix de tréfle.
M8me question si nous remplagons x par le valet de carreau.
M&me question si nous remplagons x par le dame de tréfle.

En considérant d'autres objets, est-il possible d'obtenir
les gquatre situationSreprésentéespar les quatre lignes de la

table du paragraphe 3,3%.a?

E.3.3.
On se donne les fonctions propositionnelles suibantes:
A(x) : "™ Le nombre entier naturel x est pair".
B(x) : " Le nombre entier naturel x divise 6",

Indiquer la ligne de la table de vérité du paragraphe 3,3,a qui
représente la situation dans laguelle nous nous trouvons lorsque

nous remplagons x par 1 dans A(x) et dans B(x).



M&me
M8me
lM&me
Mé&me

question
question
question

question

E.3.4.

On se donne les fonctions propositionnelles suivantes:

Indiquer la ligne de la

représente la situstion dans

nous
M&me
M&me
M8me

A(x) : "Le nombre

B(x) : "

remplagons x par 1 dans

dans le

dans le

dans le

dans le

cas

cas

cas

cas

X est
X est

X est
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remplacé par
remplacé par

femplacé par

o v A~ Oy

remplacé par

entier naturel x est impair",

Le carré du nombre entier naturel x est impair".

table de vérité du paragraphe 3.3.a qui

laquelle nous nous trouvons lorsque
A(x) et dans B(x).

N
question dans le cas ou x est remplacé par2,.

. -
question dans le cas ou
| -,

question dans le cas ou

En considérant d'autres

objets,

X est remplacé

X est remplacé par 4,

par 7.

est-il possible d'obtenir

les quatre situations représentées par les quatre lignes de la

table du paragraphe 3.3.,a?%

E.3.5.

Indiguer 1la

On se donne les fonctions propositionnelles suivantes:

A(x)
B(x)
c(x)

e

"Le nombre entier
"Le nombre entier
"Le nombre entier

ligne de la table

naturel x est pair".
naturel x divise 18",
naturel x divise 20",

de vérité du paragraphe 3.3,b qui

représente la situation dans laquelle nous nous trouvons lorsque

nous
M&me
M&me
M8me
M&me
M8me
M&me
M&me

remplagons x par 1 dans A(x) et dans B(x) et dans C(x).

question
question
Question
question
question
gquestion

question

En considérant d'autres objets,

si
si
si
si
si
si

si

nous
nous
nous
nous
nous
nous

nous

remplagons
remplagons
remplagons
remplagons
remplagons
remplagons

remplagons

X

X

X

X

X

X

X

par
par
par
par
par
par

par

2.
3
4.
5.
6.
Te
8.

est-il possible d'obtenir

les huit situations représentées par les huit lignes de la table

du paragraphe 3,3.b%



E.3.6.
Les fonctions propositionnelles
A(x)
B(x)
¢(x)
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suivantes sont donndes:

" Le nombre entier naturel x est pair."
" Le nombre entier naturel x divise 12."

" Le nombre entier naturel x divise 350"

Indiquer la ligne de la table de vérité du bparagraphe 3,3.,b qui

représente la situation dans laquelle nous nous trouvons lorsque

nous remplagons x par 1 dans A(x) et

dans B(x) et dans C(x).

M8me question si nous remplagons X par 2, puis par 3y puis par 4,

puis par 5, puis par 6, p uis par Ty puis par 8, puis par 9.

En considérant d'autres objets,
les huit situations représentées par

du paragraphe 3,3,b?

E«e3:7e

Les fonctions propositionnelles

A(x)

B(x) : " L'entier naturel x est

c(x)
D(x)

" L'entier naturel x est

(1]

" L'entier naturel x est

" L'entier naturel x est

e

est=-il possible d'obtenir

les huit lignes de la table

suivantes sont données:
pair.™

un multiple de 6.,"
inférieur a 5."

un multiple de 3."

En remplagant x, dans A(x), B(x), C(x), D(x), successivement par

les entiers naturels 1, 2, 3y5..y nous rencontrons des situations

qui peuvent 8tre représentées par certaines lignes de la table

de vérité du paragraphe 3,.3,c, Quelles sont les lignes de la table

qui ne peuvent pas 8tre obtenues de

objets permettant de les obtenir.

cette maniére? Proposez des
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4 - L E S 0O PERATETURS LOGIQTUES UNAIRES
LA NEGATION

4.1. Définition.

La négation d'une proposition A déterminée est une nouvelle
proposition qui est fausse lorsque A est vraie-et qui est vraie

lorsque A est fausse.

4.2, Notations.

La négation de la proposition A sera notée "mon A". P étant
une proposition indéterminée, considérons le symbole "mon P", En
remplagant P par la proposition déterminée A, on obtient "non A"
qui symbolise la négation de A. Bien que P soit une proposition
indéterminée, par abus de langage, nous dirons que "non P" est'"la
négation de P",

On rencontre également les notations suivantes:
NP notation polonaise
P dans les ouvrages de FraTssé, de Kreisel et Krivine

entre autres.

VP Kuratowski entre autres
P! Kuratowski entre autres
P notation trés utilisée en probabilités

4.3, Table de vérité

La table de vérité suivante résume la définition 4.1,
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4.4. Exemples.
a) Considérons la fonction propositionnelle:

A(x): "™ le nombre entier naturel x est pair ".
En remplagant x par le nombre 4 nous obtenons la proposition vraie
Ai :" le nombre entier naturel 4 est pair ". La proposition "non AX
s'énonce: " le nombre entier naturel 4 est impair ": elle est faus-
se. Nous sommes dans le cas de la ligne 1 de la table,.
Si nous substituons § 3 X, nous obtenons la proposition fausse A@ :
" le nombre entier naturel 5 est pair ™. "non Ay " s'énonce: " le
nombre entier naturel 5 est impair ": c'est une Proposition vraije.
Nous sommes dans le cas de la ligne 2.
On remarquera que les propositions Ay yAy, , font intervenir 1'attrid
but " pair" et qu'il existe un autre attribut " impair " permettant
d'exprimer les propositions "non Ay ™, "nomn A4 ",

b) Soit la fonction propositionnelle:

A(x): "™ la plaque L.O.F. x est rouge ",
Bn remplagant x, dans A(x), par la grande plaque carrée rouge trouée
nous obtenons la proposition vraie A4y . La proposition fausse
"non A, "™ est alors: " la grande plaque carrée rouge trouée n'est
pas rouge ". Dans ce cas, nous constatons que la proposition
" non A4 " peut encore s'exprimer, étant donnée la composition du
matériel L.O.B., sous la forme affirmative: " la grande plaque
carrée rouge troude est bleue ou jaune ", Ici le mot“ou’s le sens

défini au paragraphe 5.4
LES QUATRE OPERATEURS LOGIQUES UNAIRES

4.5. Tautologie,
a) Définition.

Désignons par P' une proposition composée d'une seule
proposition indEterminée P et d'opérateurs logiques. Nous pouvons
envisager le cas ou P! est vraie quelles soient les valeurs de vé-
rité des propositions substituées & P. Dans ce cas la valeur de
vérité de P' est donc rarfaitement déterminéde: P' est appelée tau-
tologie.

b) Notation,

Pour signaler que la valeur de vérité de P! egt parfaite-

ment 4é iné cigé
e déterminéde et rlus Precisément que p! est vraje et seul t
emen
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vraie, nous placerons devant P' le symbole W= , Cette tautologie
sera notée: = P!,
¢) Table de vérité,

La table de vérité suivante résume la définition 4.5.a).

P P’

d) Exemple.
Nous rencontrerons un exemple de tautologie lors

de 1'étude de la proposition " P ou (non P) ", au numéro 5.%

4.6. Antilogie.
a) Définition,

Désignons par P" une proposition composée d'une seule
proposition indéterminée P et d'opérateurs logiques. Nous pouvons
envisager le cas 03 P" est fausse quelles que soient les valeurs
de vérité des propositions substituées & P. Dans ce cas, la valeur
de vérité de P" est parfaitement déterminde: P" est appelée anti-
logie.,

b) Notation,

Pour signaler que la valeur de vérité de P" est parfai=-
tement déterminée et plus précisément que P" est fausse et seule=
ment fausse, nous placerons, aprés P"y, le symbole b= ., Cette anti-
logie sera donc notée: P" - .

c) Table de vérité.

La table de vérité suivante résume la définition 4.6.8).

P p”
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d) Exemple.
Nous rencontrerons un exemple d'antilogie en étudiant

la proposition "P et (non P)", au numéro 5.-14

4.7. Etude des quatre opérateurs logiques unaires,

Etant donné une proposition indéterminée P, nous pouvons lui
substituer une proposition déterminée conduisant aux deux cas sui-
vanta:

P est fausse

P est vraie
Nous en déduisons la table de vérité introduite au paragraphe 3.1.
A cette table nous pouvons en associer quatre autres et quatre

seulement. Il en résulte le tableau suivant:

P P’ P non P P’
i . v F o
F lL V F V F

1 L s 4

Nous reconnaissons en colonne I la table de vérité de la tau-
tologie (§ 4.5.c), en colonne:ﬂicelle de l'antilogie ( § 4.6.c.),
en colonne;ﬂfcelle de la négation de P ( § 4.3.). Quant & la colon-
ne ;j; elle est la répétition de la table de P.

La colonne III schématise l'action de l'opérateur unaire
"non" sur une proposition déterminée. Le résultat de cette action
est la qé ation de cette proposition., De mémQ,noua pouvons consi-
dérer l;; gﬁisjf, }jﬂ comme schématisant l'action de trois autres
opérateurs unaires sur une propcs ition déterminéde. Le résultat de
cette action peut 8tre appelée: affirmation de la proposition

( colomne II ), tautologie ( colonne I ), antilogie ( colonne IV ).
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EXERCTICES

E.4.1.
Soit les fonctions propositionnelles:
A(x)
B(x)
c(x)

En remplagant x, successivement, par 2, 4, 12, dans A(x), B(x),

" Le nombre entier naturel x est un diviseur de 12,"

.

" Le nombre entier naturel x est inférieur 2 12,1

oo

" Le nombre entier naturel x est égal & 12."

C(x), on obtient des propositions. Précisez leur valeur de vérité

et énoncez leur négation.

E.4.2.
Soit les fonctions propositionnelles:
A(xyy) &+ "™ Le carré de 1'entier naturel x est supérieur au
carré de l'entier naturel y."
B(x,y) : "™ La somme des entiers naturels X, yy est un entier
naturel pair."
C(x,y) : " Les deux entiers naturels X, ¥y, sont pairs."
En remplagant x par 7 et y par 5, dans A(x,y), dans B(x,y), dans
C(x,y), on obtient 3 propositions. Précisez leur valeur de vérité
et énoncez leur négation,
En remplagant x par 7 et y par 6, dans A(x,y), dans B(x,y), dans
C(x,y), on obtient 3 propositions. Précisez leur valeur de vérité
et énoncez leur négation.
En remplagant x par 6 et y par 3, dans A(x,y), dans B(x,y), dans
c(x,y), on obtient 3 propositions. Précisez leur valeur de vérité
et énoncez leur négation,
En remplagant x par 6 et y par 4, dans A(x,y), dans B(x,y), dans
C(x,y), on obtient 3 propositions, Précisez leur valeur de vérité

et énoncez leur négation.
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5 -L ES OPEBRATZETURS LOGI®GTUES BINATIRES

LA DISJONCTION LOGIQUE

5.1l. Définition.
La disjonction logique de deux propositions déterminées A, B,

est une nouvelle proposition qui est fausse lorsque A étant fausse,

B 1l'est également, et qui est vraie dans tous les autres cas.

5.2, Notations,
La disjonction logique des deux propositions A, B, sera notée

"& ou B". P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons
le symbole "P ou Q". En remplagant P par la proposition déterminée
A, Q par la proposition déterminée B, on obtient "A ou B" qui sym-
bolise la disjonction logique des propositions A, B,
Bien que P, Q soient deux propositions indéterminées, par abus de
langage, nous dirons que "P ou Q" est " la disjonction logique
de P, Q ".
On rencontre également les notations suivantes:

APQ notation polonaise

PV Q notation employée par Kuratowski, Fralssé, .

Kreisel et Krivine, entre autres.

5.3. Table de vérité.

La table de vérité suivante résume la définition 5.1,

P la PMQ‘I
V|V \V/
viel] v
elv] v
Fle] F

5.4. Conséquence.
Connaissant la valeur de vérité de 1a disjonction logique de

pr X
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ces deux propositions que lorsque la disjonction logique est fauge-

se. Nous sommes alors dans le cas de la ligne numéro 4: les deux

propositions sont fausses.

5.5. Remarque,
Le mot "ou" utilisé pour la notation de la disjonction logi=-

que, a un sens plus précis que le mot "ou" du langage courant,
Dans ce dernier, "ou" peut avoir le sens non exclusif envisagé
dans la définition précédente, mais il peut également prendre le
sens eXclusif,

Par exemple, dans 1l'expression " il pleut ou il vente", "ou" a un
sens non exclusif: il est certain que 1l'on peut avoir, & la fois,
pluie et vent.

Par contre, "une porte est ouverte ou fermée", "mort ou vif", sont
des expressions dans lesquelles les deux éventualités sont income-
patibles; "ou" y a un sens exclusif.

Le latin évite cette ambigufté puisque le mot "vel"™ & le sens de
notre "ou" non exclusif, et le mot "aut" celui de notre "ou" exclu-

sif.

5.6. Exemples.,
a) Considérons les deux fonctions propositionnelles:

A(x): " la plagque L.O.G. x est ronde "

B(x): " la plague L.0.B. x est rouge ".
Si nous remplagons x par la petite plaque ronde rouge pleine, nous
obtenons les propositions vraies Ay 4 By ;3 nous sommes dans le
cas de la premiére ligne de la table:"A,ou B, " est vraie,
Si nous remplagons x par la grande plaque ronde jaune pleine,
nous obtenone les prosositions Az ’3& § Az/ est vraie, Bg est
fausse; nous sommes dans le cas de la deuxidme ligne; "Agp ou B& "
est vraie.
En remplagant x par la grande plaque carrée rouge trouée, nous
obtenons les propositions A% ,Bg 3 AS est fausse, By est vraie;
nous sommes dans le cas de la troisiéme ligne; "Ag ou B3y " est
vraie,
En remplagant x par la petite plaque triangulaire bleue trouée,
nous obtenons les propositions AL +BY4 Ah est fausse, B, est

fausse; nous sommes dans le cas de la quatriéme ligne: " 4 ou By "
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est fausse.
b) Soit les fonctions provositionnelles:
A(x): " le nombre entier naturel x est premier "
B(x): " le nombre entier naturel x divise 12 ",
Si nous remplagons x successivement par les nombres 3, 5, 6, 8,
nous nous trouvons respectivement dans les cas des lignes numéro

un, deux,trois, quatre, de la table de vérité.

5.7. Remarque.
Nouws pouvons, maintenant, donner un exemple de tautologie.

P étant une proposition indéterminée, considérons la proposition

composée: "P ou (non P)" et construisons le tableau suivant:

mon P P ow (mom P)
V

l\/ V

<[
-

La propmition "P ou (non P)" est donc vraie quelle que soit la
valeur de vérité de la proposition substitude & P. La proposition
"P ou (non P)", appelée parfois " loi du tiers exclu ", est donc

une tautologie que nous pouvons noter:

5Tl e EP ou (non P)]

LA CONJONCTION LOGIQUE

5.8. Définition.
La conjonction logique de deux propositions détermindes 4, B,
est une nouvelle proposition qui est vraie lorsque A étant vraie,

B l'est également, et qui est fausse dans tous les autres cas,

5.9. Notations.
La conjonction logique des deux propositions A, B, sera notée
"A et Bll-

E, Q) €étant deux propositions indéterminées, considérons le symbole
P et Qn.
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En remplagant P par la proposition déterminée A, Q par la propo=-
sition déterminée B, nous obtenons "A et B" qui symbolise la con-
jonction logique des propositions A, B.
Bien que P, Q, soient deux propositions indéterminées, par abus
de langage, nous dirons que "P et Q" est la " conjonction logique
de P, QY
On rencontre également les notations suivantes:
KPQ notation polonaise
.PA Q notation employée, entre autres, par Frafssé,
Kreisel et Krivine
P&Q notation employée, entre autres, par Novikov

P.Q@ notation utilisée en probabilités.

5.10, Table de vérité,

La table de vérité suivante résume la définition 5.8.

Plaf Pera
VIV V==1I
VIiF] F
Flv] F
Flr] F

5.11. Conséquence.

Connaissant la valeur de vérité de la conjonction logique de
deux propositions, on ne peut en déduire les valeurs de vérité de
ces deux propositions que lorsque la conjonction logique est vraie.
Nous sommes alors dans le cas de la premiéré ligne de la table de

vérité: les deux propositions sont vraies.

5.12. Remarque.

Le mot "et" utilisé pour la notation de la conjonction logique
a un gens plus précis que le "et" du langage courant, Dans la phra~
se: " cet enfant est grand et fort ", "et" a le sens de la conjonc=

tion. Toutefoid, il peut marquer la consécution temporelle comme
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dans: " ils se mariérent et ils eurent beaucoup d'enfants ", ou

la surprise, voir l'indignation, comme dans:" et vous croyez mnous

apitoyer ?".

5.13. Exemples,
a) Considérons les deux fonctions pro positionnelles:
A(x):" la plaque L.O.G. x est triangulaire "
B(x):" la plaque L.O.B. x est jaune ".
Si nous remplagons X successivement par la grande plaque triangu-
laire jaune pleine, la petite plaque triangulaire bleue trouée,
la petite plaque ronde jaune pleine, la grande plaque carrée bleue
trouée, nous nous trouvons respectivement dans les cas des lignes
numéro un, deux, trois, quatre, de la table de vérité,
b) Soit les fonctions propositionnelles:
A(x):" le nombre entier naturel x est divisible par 2 "
B(x):" le nombre entier naturel x est divisible par 3 ",
En remplagant x, successivement par les nombres 12, 4, 9, 5, nous
nous trouvons respectivement dans les cas des lignes numéro un,

deux, trois, quatre, de la table de véritéd.

5.14. Remarques.
a) Nous pouvons maintenant donner un exemple d'antilogie. P
étant une proposition indéterminée, considérons la proposition

composée: "P et (non P)" et construisons le tableau suivant:

P llmonP [P et (mon P)
F F

LLL \' F i

La proposition "P et (non P)" est donec fausse quelle que soit la

valeur de vérité de la proposition substitude & P. La proposition

"P et (non P)" est donc une antilogie que l'on peut noter:

5.14,1. [P et (non P)J
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b) Nous pouvons également donner un nouvel exemple de tauto-

logie.
P étant une proposition indéterminée, considérons la proposition

composée: "non(P et (non P))" et construisons le tableau suivant:

Pl mon P | Pet(nonP) mon(Pe (nonp))
F E Vv
3 Y F Y

La proposition "non(P et (non P))", vraie quelle que soit la valeur
de vérité de la proposition substituée & P, est une tautologie

appelée parfois "loi de contradiction”; elle peut 8tre notée:

5.14.2. b [rmn(P et (non P)Y}

L'IMPLICATION

L'implication intervenant souvent en mathématiques, ce para-
graphe a une importance capitale. Seule, une connaissance précise
et approfondie de cette proposition, peut permettre de comprendre

les raisonnements et les définitions dans lesquels elle intervient.

5.15, Définition.

A, B, étant deux propositions déterminées, l'implication d'an-
técédent A et de conséquent B est une nouvelle proposition qui est
fausse lorsque A étant vraie, B est fausse, et qui est vraie dans

tous les autres cas.

5.16. Notations.
L'implication d'antécédent A et de conséquent B sera notée:
"A == B" gque nous énoncerons: " A implique B ",
La proposition A est appelée " premier membre de l'implication ";
la proposition B est appelée"second membre de l'implication ".
P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons le symbole

"P => Q". En remplagant P par la proposition déterminée A, Q par
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la proposition déterminée B, on obtient "A > B" gui symbolise
l'implication d'antécédent A etd%onséquent B.
Bien que P, Q, soient deux propositions indéterminées, par abus
de langage, nous dirons que "P => Q" est"l'implication P implique
Q" .
Remarquons a ce propos que, lorsqu'il n'y a pas ambigulfté, les
propositions notées "A —B", "P == Q", seront appelées plus sim-
plement implications.
On rencontre encore les notations suivantes:

CPQ notation polonaise

P=oQ

P —=Q notation employée, entre autres, par Kreisel et

Krivine, Novikov.

Les deux derniers symboles = et —= se rencontrent en mathéma-
tiques avec des significations trés différentes de celles envisa-
gées ici. Ils sont,de ce fait, déconseillés aux débutants. Il ne
convient pas d'utiliser le symbole —= dans le corPsd'une phrase

en guise d'abréviation sténographique.

5.17. Table de vérité.

La définition 5.15, est résumée par la table de vérité suivan-

te:

P=>QJ

<7< ||2

M7 (<[

7

il
1 3

5.18. Implications assocides & l'implication "P —> Q",

R(<|<| | <

Soit l'implication:
5.18.1, P==4Q

a) L'implication: "(non P) == (non Q)" s'appelle implication
inverse de 1'implication 5.18.1, Cette écriture signifie que 1'on

considére d'abord la négation de la proposition P, puis 1a négation
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de la proposition Q, enfin la proposition: "(non P) => (non Q)".
En tenant compte des définitions de la négation et de l'implica=~

tion, nous pouvons construire le tableau suivant:

PlQ mon P nen Q (mon P) => (nom Q)
V|V F F Vv
V|F F v v
Flv| v ; F
Flrl v v v
2R 5 T

b) L'implication "Q == P" gs'appelle implication réciproaque
de l'implication 5.18.1. Construisons la table de vérité corres-

pondante:

Pla | Q=>p
Viv Vv
V|F V
F v F
F|F Vv
A S )

Remarquons que la colonne IIT de la table associde a "Q ==>P" est

la m8meque la colonne V du tableau associé & "(non P) == (non Q)".
¢) L'implication "(non Q) => (non P)" s'appelle implication
contraposée de l'implication 5.18.1. Nous pouvons construire le

tableau suivant:
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mom Q) mon P | (mom Q) @(Mmp)ﬁ

E V
v F F
£ \V | V
Vv Vv
v

“'*"n'n<<“°
| ML ni< (P

1 4

Remarquons gque la colonne III de la table associée a4 "P =5 Q" est
idéntique & la colonne V du tableau associé a "(non Q) == (nomn P)",
d) Exemples.
Considérons les deux propositions:
Aj:"le nombre 8 est supérieur au nombre 6"
B;:" le nombre 8 est pair"
Envisageons alors l'implication:
- - "(le nombre 8 est supérieur au nombre 6) implique
(le nombre 8 est pair)"
Nous pouvons lui associer les trois propositions suivantes:
l'implication inverse de 5.18.2,:"
"(le nombre 8 est inférieur ou égal au nombre 6)
implique (le nombre 8 est impair)"
l'implication réciproque de 5,18.2,:
"(le nombre 8 est pair) implique (le nombre 8 est
supérieur au nombre 6)"
l'implication contraposée de 5:lB8:2.:
"(le nombre 8 est impair) implique (le nombre 8 est
inférieur ou égal au nombre 6)"
Avec les propositions A;, By, données nous sommes dans le cas de
la premiére ligne des tables et tableaux des paragraphes 5,17, et
5.18,
De m8me considérons maintenant les propositions:
A3: "le nombre 4 est supérieur au nombre &"

Bz: "le nombre 4 est pair"
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Nous pouvons envisager l'implication:
5.18.3. "(le nombre 4 est supérieur au nombre 6) implique
(le nombre 4 est pair)"
et lui associer trois propositions:
l'implication inverse de 5.18.3.
l'implication réciproque de 5.18.3,
l'implication contraposée de 5.18.3.
Nous sommes alors dans le cas de la troisiéme ligne des tables
et tableaux des paragraphes 5.17. et 5.18.
A titre d'éxercice, le lecteur pourra rechercher des exemples

correspondant aux lignes numéro 2 et 4 des m8mes tables et tableau

5.19. Cas ou les propositions "P== Q", P, sont vraies.

Envisageons la construction d'une implication "P —= Q" vraie.
Si nous remplagons P par une proposition déterminée A vraie, la
premidre ligne de la table de vérité 5.17. permet d'affirmer
qu'alors, @ ne peut 8tre remplacée que par une proposition déter-
minée B vraie. Pour résumer ce qui précéde, nous pouvons dire:
"(P == Q) étant vraie, si P est vraie, alors Q est vraie". C'est
la raison pour laquelle la proposition "P = Q" est quelquefois
présentée sous la forme:" si P alors Q". Malheureusement, cette
expression cache un aspect important de l'implication.

Remarquons que "P —> Q" é&tant vraie, si nous remplagons
d'abord Q par une proposition déterminde B vraie, nous pouvons
nous trouver dans le cas de la ligne 1 ou de la ligne 3 de la

table 5.17.

5.20, Cas ou la proposition "P == Q" &tant vraie, P est fausse.
Envisageons encore la construction d'une implication "p == Q"

vraie,

Si nous remplagons P par une proposition déterminéde A fausse, les

lignes 3 et 4 de la table de vérité 5.17. montrent que le choix

de la proposition déterminée B devant remplacer § est sans impor-

tance: quelle que soit la valeur de vérité de cette proposition

B, nous sommes assurés d'obtenir une implication vraie "A => B",

Nous constatons que le mot "implique" n'a pas le m#me sens en

) . VFaje
mathématiques et dans le langage courant: "P=>Qn ;é veut pas dire
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que P est vraie!

5.21., Cas ou la proposition "P = Q" est fausse.
Envisageons,enfin, la construction d'une implication "P => Q"

fausse.

La deuxiéme ligne de la table de vérité 5.,17. montre que P doit

8tre remplacée par une proposition déterminée A vraie et Q par une

proposition déterminée B fausse.

5.22, Exemples.
-a) Considérons les deux fonctions propositionnelles:
A(x):" la plaque L.O.G., x est ronde "
B(x):" la plaque L.O.G. x est jaune ",
Si nous remplagons x, successivement, par la petite plaque ronde
jaune trouée, la petite plaque ronde rouge pleine, la grande pla-
que carrée jaune pleine, la petite plaque rectangulaire bleue
trouée, nous nous trouvons respectivement dans les cas des lignes
numéro 1, 2, 3, 4, de la table de vérité 5,17.
b) Soit les fonctions propositionnelles:
A(x,y) : " le nombre entier naturel x est supérieur &
trois et le nombre entier naturel y est supé-
rieur a 5"
B(x,y) : "™ les nombres entiers naturels x, y, ont une
somme(x + y)supérieure a 8 ",
q) Remplagons x par le nombre 4 et y par le nombre 63

nous obtenons les deux propositions vraies:

A(4,6) :+ " le nombre entier naturel 4 est supérieur & 3
et le nombre entier naturel 6 est supérieur
és"

B(4,6) : "™ les nombres entiers naturels 4, 6, ont une

somme 4 + 6 supétieures 8 "
que l'on peut écrire sous forme symboligue:
A(4,6) ¢ " 4>3 et 6>5 "
B(4,6) + " 4 +6> 8 ™
L'implication vraie: " A(4,6) = B(4,6) " peut s'écrire:
"(4>3 et 6>5) = (4 + 6 > g)"

Nous sommes dans le cas de la premiére ligne de la table Sl e
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8 ) Si nous remplagons x par le nombre 2 et Y par le
nombre 7T, nous obtenons les propositions:

A(2,7) = "2>3 et 7>5 " qui est fausse puisque "2> 3"
est une proposition fausse;

B(2,7) : "2+ 7 > 8 " qui est vraie.
L'implication "(2>3 et 75>5) = (2 + T > 8) " est vraie. Nous
sommes dans le cas de la troisiéme ligne de la table 5.17.

¥ ) Remplagons x par le nombré 1 et y par le nombre 6;
nous obtenone les propositions:

A(1,6) "1>3 et 65 5 "

B(1,6) : "1 4+ 6> g m
L'implication "(1>3 et 6>5) = (1L + 6 > 8) " est encore vraie.

Nous sommes dans le cas de la quatridme ligne de la table 5«17.

8) Il n'est pas possible de trouver deux entiers naturels
tels que, en remplagant x par 1l'un et Y par 1'autre, nous obtenions
une propesition A vraie, une proposition B fausse et, par consé-
quent une implication "A = B" fausse: nous ne pouvons pas 8tre

dans le cas de la deuxidme ligne de la table 5l T
L'EQUIVALENCE LOGIQUE

5.23. Définition,
L'équivalence logique de deux propositions déterminées A, B,
est une nouvelle proposition qui est vraie lorsque A, B, ont

m&me valeur de vérité, et qui est fausse dans les autres cas,

5.24. Notations.

L'équivalence logique des propogitions A, B, sera notée:

A&e> B

gue nous €énoncerons: " A est logiquement équivalent 4 B ",
La proposition A s'appelle prepier membre de l'équivalence logi~
que, la proposition B s'appelle second membre de l'équivalence
logique.,
P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons le sym-
bole "P<= Q", En remplagant P par la proposition déterminée A,
Q@ par la proposition déterminée B, nous obtenons "A &S B" qui

symbolise 1l'équivalence logique des propositions A, B
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Bien que P, Q, soient deux provositions indéterminées, par abus
de langage, nous dirons que "P<&=> Q" est "1'équivalence logique
de P, QV
On rencontre é€galement les notations suivantes:
EPQ notation polonaise
P=qQ notation employée, entre autres, par Kuratowski
Pe—>Q notation employée, entre autres, par Kreisel et
Krivine
P<L-q

P~r Q notation employée, entre autres, par Novikov

5.25. Table de vérité,.

La définition 5.23. est résumée par la table de vérité sui-

vante:

Hmm <<l
wiM<| ML |R
R (<™ n| < :@

5.26. Conséquence

Connaissant la valeur de vérité de l'équivalence logique, de

deux propositions, on ne peut pas en déduire les valeurs de vérité

de ces deux propositions.

5.27. Cas ol les propositions "P&=> Q", P, sont vraies.

Envisageons la construction d'une équivalence logique "P&> Q"
vraie,

Si nous remplagons P par une proposition déterminée A vraie,
la premiérd ligne de la table de vérité 5,25, permet d'affirmer

qu'alors Q ne peut 8tre remplacée que par une proposition B vraie,

Si maintenant nous remplagons d'abord Q par une proposition

déterminée B vraie, nous sommes toujours dans le cas de la premié-
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re ligne de la table de vérité 5.25. P ne peut 8tre remplacé€que
par une proposition déterminée A vraie,

Pour résumer ce qui précéde, nous pouvons dire:
"P &=>Q" étant vraie, si P est vraie et seulement si P est vraie,
Q est vraie.
Remarquons que, contrairement & ce qui a €été signalé au paragra=-
phe 5.19., l'équivalence logique "P<=>Q" étant vraie, si nous rem-
plagons @ par une proposition déterminée B vraie, nous nous trou-

vons dans un seul cas de la table de vérité 5.25., celui de la li-

gne numéro 1.

5.28. Exemples.
a) Considérons les deux fonctions propositionnelles:
A(x) : " la plaque L.0O.F. x est bleue ou jaune "
B(x) : " la plaque L.0.B. x n'est pas rouge "
Si nous remplagons x par la petite plague carrée bleue pleine,
nous obtenone les propositions vraies 44, B,; nous sommes dans le
cas de la premiére ligne de la table 5.25.:"A , &=>B," est vraie,.
Si nous remplagons x par la petite plaque ronde jaune gauée,nous
obtenons les propositions vraies Ai, B% § nous sommes encore dans
le cas de la premiére ligne de la table 5e25, "g:ésaBJ" est vraie.
Si nous remplagons x par la grande plaque ronde pleine, nous obte=
nons les propositions fausses Ak’ Bq; nous sommes dans le cas de
la quatriéme ligne de la table 5.25.:"AQ4:%>B¢F est vraie.
Il n'est pas possible de trouver une plaque L.O.B. telle que en
la substituant 4 x, nous obtenions deux propositions A, B, ayant
des valeurs de vérité différentes et par conséquent, une équiva-
lence logique "Az=>B" fausse: nous ne pouvons pas Btre dans le
cas de la deuxiéme ligne ni dans celui de la troisiéme ligne de
la table 5.25.
b) Soit les fonctions propositionnelles:
A(x) : " le nombre entier naturel x est pair "
B(x) : " le nombre entier naturel x est un multiple de 5"
En remplagant x, successivement, par les nombres io0, 8, 15, 17,
Rous nous trouvons respectivement dans les cas des lignes un, deux,

trois, quatre, de la table de vérité 5.25,




43

5.29. Equivalences logiques associées & "Pe==> Q".
Scit 1l'équivalence logique:

5.29.1. NP Q"

Nous pouvons lui associer les trois équivalences logiques suivantes

£.29.2, Q=P
5.29.3. "(non P)_~—= (non Q)"
5.29.4. "(non Q) =~ (non P)"

Ces propositions seront étudiédes au chapitre 6.

LA DISJONCTION LOGIQUE EXCLUSIVE

5.30. Définition.

La disjonction logique exclusive de deux propositions A, B,
est une nouvelle proposition qui est vraie lorsque A, B, ont des
valeurs de vérité différentes, et qui est fausse lorsque A, B, ont

meme valeur de vérité.

5.31. Notations.

La disjonction logique exclusive de deux propositions A, B,
sera notée "A W B" que nous énoncerons: "soit A, soit B",
P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons le symbole
"P W Q". En remplagant P par la proposition déterminée 4, Q par
la proposition déterminée B, nous obtenons "A W B" qul symbolise
la disjonction logique exclusive des propositions A, B.
Bien que P, Q, soient deux propositions indéterminées, par abus de
langage, nous dirons que "P W Q" est la disjonction logique exclu-
sive de P, Q.
On rencontre également la notation suivante:

JPQ notation polonaise

5.32. Table de vérité,

La table de vérité suivante résume la définition 5.30.
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5.33%3. Conségquences,
Connaissant la valeur de vérité de la disjonction logique exclu
sive de deux propositions, on ne peut pas en déduire les valeurs

de vérité de ces deux propositions.

5.34. Exemples.
a) Considérons les d&ux fonctions propositionnelles:

A(x) + "™ la plaque L.O.BG. x est carrée "

B(x) : " la plaque L.0.B. x est rouge "

Si nous remplagons x,successivement, par la grande plaque
carrée rouge pleine, la grande plaque carrée jaune trouéde, la pe=-
tite plaque ronde rouge trouée, la petite plaque ronde bleue pleine,
nous nous trouvons respectivement dans les cas des lignes numéro
un, deux, trois, quatre, de la table de vérité 5,32,

b) Soit les fonctions propositionnelles:

A(x) : "™ le nombre entier naturel x est un multiple de 2"

B(x) :+ " le nombre entier naturel x est un multipléﬁe 3"

En remplagant x successivement » pPar les nombres 6, 8,
9, 7, nous nous trouvons respectivement dang les cas des lignes

numéro un, deux,trois, quatre, de la table de vérité 5,32,
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LES 16 OPERATEURS LOGIQUES BINAIRES

5.35. Tautologie.
a) Définition.

Désignons par P' une proposition composée de deux pPropo=-
sitions indéterminées P, Q, et d'opérateurs logiques. Nous pouvons
envisager le cas ou P' est vraie quelles que soient les valeurs
de vérité des propositions substituées &4 P et &4 Q. Dans ce cas,
la valeur de vérité de P' est donc parfaitement déterminde: P!
est appelée "tautologie".

b) Notation,

Pour signaler que la valeur de vérité de P' est parfai=~
tement déterminée et plus précisément que P' est vraie et seulement
vraie, nous placerons devant P' le symbole — . Cette tautologie
sera notée: +— P!,

c) Table de vérité.

La table de vérité suivante résgsume la définition 5 o3 Haills

o0

— P’

M7 <[ K|

M <|m|<
<l<|<|<

d) Exemple.
P, Q, étant deux propositions indéterminées, étudions
la proposition:

"(P W Q== (non(P<> @))"

Construisons le tableau suivank:
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Pla | Pwa| Pe>Q|mon(Pesq) (PWQ)@-(’“*’“(P@’Q‘E
viv] F | v F ¥
VI F| Vv F Vv v
FIV]| v F V V
FIF| F 1% F v

La proposition "(P W Q)c=> (non(P==>Q))" est donc vraie quelles
que soient les valeurs de vérité des propositions déterminées
substituées 4 P et &4 Q: c'est une tautologie que nous pouvons noter

5.35.1. — [(P ¥ Qe= (non(Pe=q))]

5.36. Antilogie.
a) Définition,

Désignons par P" une proposition composée de deux propo-~
sitions indéterminées P, Q, et d'opérateurs logigues. Nous pouvons
envisager le cas ou P" est fausse quelles Que soient les valeurs
de vérité des propositions substituédes & P et & Q. Dans ce cas, la
valeur de vérité de P" est parfaitement déterminée: P" est appelée
"antilogie".

b) Notation.

Pour signaler que la valeur de vérité de P" est parfaite=-
ment déterminée et plus précisément gue P" est fausse et seulement
fausse, nous placerons, aprés P", le symbole |— . Cette antilogie
sera donc notée: P" |— .

c) Table de vérité.

La table de vérité suivante résume la définition 553650
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d) Exemple.
P, Q, étant deux propositions indéterminées, étudions
la proposition:
"(P et Q)e=> (non(P et Q))"

Construisons le tableau suivant:

QR |mon (Pekq) (j;et(3)4§ﬁ>-(ﬁman.(F’ebtq))
F F

MM L[| L ||™©
M<K |N | L || @
MMM <8

\Y} F
\% F
\Y F

La proposition "(P et Q) (non(P et Q))" est donc fausse quelles
gue soient les valeurs de vérité des propositions substituées

& Pet a Q c'est une antilogie que nous pouvons noter:

Be36.1, [_(P et Q) & (non(P et Q))j —

5.3T7. Les 16 opérateurs binaires.

P, Q, étant deux propositions indéterminées, nous pouvons
substituer & chacune d'elles une proposition déterminée. En con-
sidérant les valeurs de vérité possibles, nous pouvons rencontrer,
au plus, quatre situations distinctes qui apparaissent dans la
table de vérité introduite au paragraphe 3.3.a.

A cette table a quatre lignes, nous pouvons associer seize autres
tables & quatre lignes et quatre seulement, constituant les colon-
nes A, B, ¢, D, E, F, G, H, H', G', F', E', D', C', B', A', du
tableau suivant. Les 16 tables doivent 8tre considérées comme cor-
respondant & 16 opérateurs binaires, certains d'entre eux n'ayant
pas été introduits.
Npus reconnaissons:

- en colonne A, la table de vérité associde & la tautologie

(§ 5.35.¢.)
- en colonne B, la table de vérité associde & la disjonction

logique (§ 5.3.)

-~ en colonne C, la table de vérité associée 4 l'implication
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"Q =>P" (§ 5.18.b.)
- en colonne E, la table de vérité associée 4 l'implication
"P =>Q" (§ 5.17.)
- en colonne G, la table de vérité associée & 1l'équivalence lo-
gique "P<&> Q" (§ 5.25.)
- en colonne H, la table de vérité associée 34 la conjonction
logique (§ 5.10.)
Ces tables correspondent & des opérateurs binaires étudiés dans
les paragraphes précédents.
En colonne D figure la table de vérité associée & une proposition
que nous appellerons "affirmation de P"™ : elle correspond & un opé-
rateur binaire qui n'a pas été introduit.
De m&me, en colonne F, figure la table de vérité associde & une
proposition que nous appelle~ rons " affirmation de Q ".
La table de la colonne A' est associde a la négation de la pPropo=-
sition correspondant &4 la table de la colonne A.
Il en est de mBme pour les colonnes B' et B, C' et C, etc...
Remarque.
Nous reconnaissons en colonne G' la table de vérité
associée & la disjonction logique exclusive "P W Q".
Notons & ce propos que la tautologie 5.35.1., traduit l'équivalence

logique entre "P W Q" et "nom(Pe&=Q)".
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EXERCTITC CES

E.5.1.
Soit les propositions:
P : "™ 2 est premier."
Q : " 2 divise 90."
Considérons les propositions composées suivantes:
S4¢ " 2 n'est pas premier ou divise 90,"
Szg: " 2 est premier et divise 90,.,"
Quelle est la valeur de vérité des propositions 84 ’ SQ/?
Quelle est la valeur de vérité des propesitions 34 ’ SR’dans cha-
cun des trois cas suivants:
2 est remplacé par 35 dans P, Q, S, , S9,3
2 est remplacé par 7 dans P, Q, S, , Sz,;
2 est remplacé par 15 dans P, Q, Sp Sz/.

E.5.2,
Soit les propositions:
P : " 2 est premier."”
Q : " 2 divise 90."

Considérons les propositions composées suivantes:

Sz: " 81 2 ne divise pas 90, alors 2 est premier ou divise
90."
qu " Le fait ,pour 2, d'ftre premier ou de ne pas diviser

90 n'implique pas la négation du fait que 2 n'est pas
premier et divise 90."
Sgt " 2 ne divise pas 90 est logiquement équivalent & 2 est
premier ou divise 90."
Quelle est la valeur de vérité des propositions 83 y Sy S50
Quelle est la valeur de vérité des propositions 35 y Sy Sg,
dans chacun des trois cas suivants:
2 est remplacé par 11 dans P, Q, S3 84_, S¢ .
2 est remplacé par 18 dans P, Q, 53 54—’ S
2 est remplacé par 12 dans P, Q, 83 ’ 84_, S

E.5.3,
En utilisant les lettres P, Q, et les signes logigques "1, \/ ,

construire les assemblages représentant les proposi-

A y = !
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tions composées St » Sg.» Sy, S4y Ss, considérées dans les

exercices E.5.1 et E.5.2.

E.5.4,
Soit les propositions:
p t " 2 est premier.”
q ¢ " 2 divise 90."
En utilisant les lettres p, g, et la notation polonaise, cons-
truire les assemblages représentant les propositions composées

S4y 8y, 85, Sy Sﬁ-, considérées dans les exercices numé-

rotés E.5.1 et E,5.2.

Es5.5.
Soit les propositions:
P : " 5 n'est pas premier."
g : " 5 divise 120."
r : " 5 est le carré d'un entier naturel. "

Considérons les propositions composées suivantes:

Sgp: " 5 est le carré d'un entier naturel et 5 divise 120
ou n'test pas premier.”
S&t " Soit 5 est premier, soit 5 divise 120 ou est le carré

d'un entier naturel.
s;: " 5 n'est pas le carré d'un entier naturel ou 5 divise
120 ou 5 n'est pas premier"
Quelle est la valeur de vérité des propesitions Sy , Sg Sy ?
Quelle est la valeur de vérité des propositions 84 , S, Sz ,
lorsque 5 est remplacé par 6 dans p, 4 ry S, 4 S, 4, S5 ? lorsque
5 est remplacé par 4? lorsque 5 est remplacé par 7? lorsque 5

est remplacé par 33? lorsque 5 est remplacé par 97

E.5.6,

Les propositions représentées par les lettres Py, Qq, r, sont
celles définies & 1'exercice E.5.5.

Considérons les propositions composées:
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S3: " 81 5 n'est pas premier et n'est pas le carré d'un
entier naturel, alors 5 ne divise pas 120,"

Spt " 5 divise 120 ou 5 n'est pas le carré d'un entier nature
est logiquement équivalent 4 5 est premier."

" 81 5 est premier ou est le carré d'un entier naturel

e]]

alors, le fait que 5 divise 120 n'implique pas que 5
n'est pas le carré d'un entier naturel."
Quelle &st la valeur de vérité des propositions 53 y Sty S5 7
Quelle est la valeur de vérité des propositions S3 » B4, S5,
lorsque 5 est remplacé par 4 dans p, Qy Xy 53 ’ Sq_, S5 7 lorsque
5 est remplacé par 15?7 lorsque 5 est remplacé par 217 lorsque 5

est remplacé par 13? lorsque 5 est remplacé par 257

E.5.Te
En utilisant les lettres p, q, r, et les signes logiques N 3

V sy ANy = y .—= 4, W, construire les assemblages repré-
sentant les propositions composées Sy s So, S3 SA—’ S5 5 consi-

dérées dans les exercices E.5.5 et E.5.6.

E.5.8.
En utilisant les lettres p, q, r, et la notation polonaise,
construire les assemblages représentant les propositions composées
Sy s Sg 4 Sa, Sq ’ SS” considérées dans les exercices numé-

rotés E.5.5 et E.5.6.

E.5.9.
Soit les propositions:
Pt " La lettre U est une voyelle."
qQ : " La lettre U figure dans le mot logique."

Traduire, en langage courant, les propositions composées repré-
sentées par les assemblages suivants:

() V (7777 g

T((7T @) == (702))

PV a

NApKpa
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E.5.10.
Quelle est la valeur de vérité de chacune des propositions
composées S, , Sy @
S;: " (p et non g) —=>(non p ou Q)"
Syt " (non(p —=q)) == (g == p)"
lorsque p, q, désignent les propositions suivantes:
p " 2LT7T".
qQ : " 8 est pair."

Traduire en langage courant les propositions S, et 82/.

E.5.1l1,

Reprendre l'exercice E,5,10. dans le cas dﬁ P, 4, désignent
les propositions swivantes:

p ¢ " Le rectangle ABCD est un parallélogramme."

q@ ¢ " Le rectangle ABCD a 5 cB8tés."

E.5.12,

Reprendre l'exerc-ice E.5.,10. dans le cas Sh Py, q, désignent
les propositions suivantes:

Pt " i est une consonne."

g ¢ " u est une voyelle.,"

E.5.13,
Reprendre l'exercice E.5,10. dans le ces ou P, 9, désignent
les propositions suivantes:
p: "%, 3. g¥nm
q:"\/53’+5)’=5+3"

E.5.14.

Quelle est la valeur de vérité de chacune des propos itions
composées S , Sy , 53 :

S4: " (non(p et non q)) .=—=> (non p au Q)

S50 " ((non p) W q) —= (non(p w—=aq))

;¢ " (non(p —pmon q)) <= ((p W q) ou (p et q))
lorsque p, q, désignent les propositions suivantes:

p ¢+ " La Seine traverse Paris."

g ¢ " Le Rh®ne se jette dans la Manche,"
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E.5415.
-
Reprendre l'exercice E.5.14, dans le cas ou Py, 9, désignent

les propositions suivantes:

P : " Un triangle rectangle est équilatéral . "
q@ ¢ " Un triangle rectangle a au moins un angle aigu,"
E-5o16o

Reprendre l'exercice E.5.14, dans le cas ou P, a, désignent
les propositions suivantes:
p ¢ " Corneille est l'auteur d'Andromaque."

g : " Corneille naquit en 1667."

E.5.17.

Reprendre l'exercice E.5,14, dans le cas o; P, Qq, désignent
les propositions suivantes:

Pt "3y 49“_= 5% n,
qa: " V52 -4*a

E.5.18.

Quelle est la valeur de vérité de chacune des propositions
composées suivantes:

S4: " (p et (a ou r)) a==((p et q) ou (p et r))

Sgt ™ non[ﬁp et (¢ —= non p)) —=. (p ou ( r =>. non q)i}

lorsatie:p) q, r, désignent les propositions:

P : " e est une voyelle."

g : " b est une voyelle."

r : " m est une lettre du mot logique."
E.5.l9-

Reprendre l'exercice E.5.18, dans le cas ou P, 49, r, dési-
gnent les propositions:
t " i est une voyelle."
: " o est une voyelle."

r:+ " o, i, sont des lettres du mot logique,"
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E.5.20.
Reprendre l'eXxercice E.5.18, dans le cas dﬁ P, q, r, dési-
gnent les propositions:
P ¢t " 7 divise 12."
r % 5 510

r : " 4903 est un nombre premier."

E.5.21.
Reprendre l'exercice E.5,18, dans le cas ou Py 0y T, dési=-
gnent les propositions:
: " L'or est plus lourd que l'eau."
t " L'eau est un métal."

¢t " L'or est un métal."

E.5.22.
Reprendre 1l'exercice E,5.18, dans le cas ou P, 9 T, dési=-
gnent les propositions:
p : " 1l2 est impair."”
: " 12 est premier."

r ¢+ " 12 divise 34."

E.5.23.
Quelle est la valeur de vérité de chacune des propositions
composées S, , Sy , Sy Sy
S+ (avp) v (m (pVva)
S3t A (T79) = [(zV (1)) A (¢ == r]]
S3: (P =a) = [((pVE)= (aV 1))
Sy (p W q) => E(—I(P =>q)) V¥V (71 (¢ ==1p))]
12) Dans le cas ou py 9, r, désignent des propositions vraies.
22) Dans le cas ol p, q, désignent des propositions vraies et
une proposition fausse.
32) Dans le cas on Py r, désignent des propositions fausses et q
une proposition vraie,
42) Dans le cas ou Py §, r, désignent des propositions fausses.

5¢) Dans le cas ou g, r, désignent des propositions fausses et P
g

une proposition vraie,
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E.5.24.

Quelle est la valeur de vérité de chacune des propositions

composées représentées par:

Sy EKppp

S, CNEKpqgCqNp
Sx: ANpEqCpgq
Sg: ENApqgCpq
Sg ¢ EANpqCpq

1¢2) Dans le cas ou p, 9y - désignent des propositions vraies.

22) Dans le cas ou Py 9, désignent des propositions fausses,

59) Dans le cas ou p désigne une proposition vraie et g une
proposition fausse.

492) Dans le cas ou p désigne une propositign fausse et q une
proposition vraie,

E.5.25.

Etudier les valeurs de vérité des propositions composées

suivantes en construisant les tableaux associés correspondants.

12) (p et (q ou non p)) — p

22) (p ou q) et p W q)

32) p W((non q) et p)

42) (p et q) <§=t>[? ou non(q = p)]

52) (p et (q ounon r)) —> (p —> (q et r))

62) (P => q oua =5 r) => ((p et q) —=> nonr)

7¢) (non(p ou qa) et r) ou non s
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6 -NOTTIONS S UR L ES LOIS LOGIAQTUES
GENERALITES

6.1. Généralisations des tableaux de vérité,

Soit P,Q,R,... des propositions indéterminées.
A 1l'aide de ces propositions et des opérateurs logiques unaires
et binai res, nous pouvons construire une nouvelle proposition
indéterminée composée P' (revoir a ce sujet le paragraphe 2.2.).
Par exemple, & l'aide de P, Q, et des opérateurs "non", "ou",
"m =", "&> ", nous pouvons construire la proposition P':

(P= Q) =>(Q ou (non P))

En remplagant P, Q, R,... par des propositions déterminées A, B,
Cyee. 5 P' est remplacée par une proposition déterminée A' dont
la valeur de vérité est alors connue.
Le propbléme important est de connaftre la valeur de vérité de A!
dans chacune des situations qui peuvent se présenter, relativement
aux valeurs de vérité de A, B, C,....
Dans ce cas, la construction d'un tableau de vérité T, utilisant
les tables de vérité introduites pour préciser la signification
des opérateurs logiques, permet de mettre en évidence toutes les
situations ainsi que la valeur de vérité de A' correspondant a
chaque sgituation.
En considérant 1l'exemple précédent, nous obtenons le tableau sui-

vant:

P|lQ| P=Q [mon P Q ou (mon P)| P
vV |V \'4 F A% Vv
vV | F F F F v,
FlV Vv v % 1%
F|F Y v Vv v
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6.2. Lois logiques ou tautologies.

Considérons la dernidre colonne du tableau T; elle indique
la valeur de vérité de A' associée & chaque situation. Cette colon
ne peut présenter trois aspectsdifférents.

19 La dernidre colonne dutableau T ne contient que des V.
Nous avons alors établi que la proposition A' est vraie quelles
que soient les propositions déterminédes remplagant P, Q, R,...
Dans ce cas nous pouvons dire que P' est vraie.
P' ayant une valeur de vérité bien déterminée doit Btre considérée
comme une proposition déterminée vraie., Nous appellerons P' "loi
logique" ou encore "tautologie" et nous noterons cette proposition
— P!,
Reprenons par exemple la proposition "(P —> Q) <= (Q ou (non P))";
elle est vraie quelles gue soient les propositions déterminées
rémplagant P, Q; nous sommes donc en présence d'une loi logique
que nous noterons:
s ds A I-——E(P——:-% Q=> (Q ou (non P))7]
En définitive, nous appellerons tautologie une proposition qui
est construite & 1l'aide de une ou plusieurs propositions indéter-
minées P, Q, Ry... et des opérateurs logiques, et qui est vraie
quelles que soient les valeurs de véritéd des propositions détermi-
nées substituées a P, Qy Bywuiws

29 La derniére colonne du tableau T ne contient que des F,
Nous avons alors établi que la proposition A' est fausse quelles
que soient les propositions détérminées remplagant P, Q, R,....
Dans ce cas nous pouvons dire que P' est fausse.
P' ayant une valeur de vérité bien déterminée, doit 8tre considé-
rée comme une proposition déterminée fausse. Nous appellerons P!
"antilogie" et nous noterons cette proposition P' | _

.

L4
Prenons par exemple la propositionPi"(p W Q= (P=>Q)" et cons-
truisons le tableau suivant:

Plal pwal P

<|7m i< |0

miN <<
"1<<'11£
<’ﬂ‘ﬂ<@
AN ) B U

ﬂ
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La proposition P' est fausse quelles que soient les valeurs de
vérité des propositions déterminées remplagant P, Q; nous sommes
en présence d'une antilogie que nous noterons:
6.3.3 [ W Qe (P ] +
En résumé, nous appellerons antilogie, une proposition qui est
construite & l'aide de une ou plusieurs propositions indéterminées
P, @, Ry... et des opérateurs logiques, et qui est fausse quelles
que soient les valeurs de verité des propositions détermindes
substituées 4 P, Q, R,...

Remarque.

Lorsque P' est une antilogie, "non P' " est une tautolo-

gie.

32 La derniére colonne du tableau T contient des V ainsi que
des F.
Dans ce cas P' n'est qu'une proposition indéterminée. Prenons,
par exemple, la proposition P' : "(P et Q) ~=>(P ou Q) " et cons-

truisons le tableau suivant:

PlQ P &t Q P ou Q P’
V|V \% \ Vv
V|F F Vv F
Flv F Vv F
FlF| * F v

La proposition P' n'est ni une antilogie, ni une loi logique;

c'est une proposition indéterminée.

6.3. Conclusion,

Une loi logique ou une tautologie affirme la vérité d'une
proposition représenkée par un certain assemblage dans lequel fi-
gurent des lettres désignant des propositions et des symboles re=-
présentant des opérateurs logiques. De ce fait, la loi logique
dépend essentiellement de l'agsemblage et non des propos itions re=-

présentées dans cet a&ssemblage. Les lois logiques constituent donc




un des fondements du raisonnement mathématique.
QUELQUES LOIS LOGIQUES RELATIVES A LA COMMUTATIVITE
6.4.La disjonction logique.

Considérons la proposition P' : "(P ou Q). (Q ou P) " et

construisons le tableau suivant:

PlQ@| Pow® | Q ow P | P
V |V VvV vV VvV
vI|F Vv v v
£ v V v v
FlF F F v

La derniére colonne de ce tableau ne contenant que des V, nous
pouvons affirmer que P' est une loi logique., De ce fait nous

écrivons:

S - f=s [(P ou Q)<= (Q ou P)j

. . )
Remarque. Construisons le tableau associé a la prOposition:fhj

"(P ou Q) =>(Q ou P) "

Q Q

-
oV
~

Q
\'
F
A
E

mm< | <"
<< I<|8
Mi<|<|I<|®
<|<|<|<

I

La derniére colonne ne contenant que des V, nous écrirons:

60
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.l.2: — [(P ou Q) == (Q ou PX]

6.5. La conjonetion logique.

Construisons le tableau correspondant & la propositionP’:

"(P et Q) 2> (Q et P)"

-

P

B

<&

I

Mi<|M|<|o

P ek
\"4 V
A" F
F F
F F

<K< <

L'examen de la derniére colonne nous permet d'écrire:

6.5.1. = [__(P et Q)e=>(Q et P)7]

6.6. L'équivalence logique.

,
Construisons le tableau associé & la proposition: P

"(PEY Q) &= (Qe=P)"

PlQ Pe>Q | Qe P p’
VvV VQ - vV Y v%
viEl F | F v
FlV F - ﬁ‘F‘ V
FIF| v v v

Nous en déduisons la loi logiQue:

6.6.1. — [(Pée;Q)é——>(Q<=57P)]
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6.7. La disjonction logique.exclusive.
r
La propositionP"(p W Q &> (Q W P)" nous conduit au tableau

suivant:

PIQRI PwqQ | @ w p P’/
VI|F v ¥ v
FlV \% Vv ’v
F|F F F ]v

Nous en déduisonsg:

6.7.1. LEWVQae(ewp)]
6.8. Remarques.

parfois commutativité,

s 7

2) Construisons le tableau associé 3 1g broposition pt.
"(P=Q) e (0 =>p)w,

PR P> | @=pP| p
viv[ v v v
vIiFl F | v F
Flv % F F
F|F v v v

commutative,
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QUELQUES LOIS LOGIQUES RELATIVES A L7ASSOCIATIVITE

6.9. La disjonction logique.
A) La disjonction logique non exclusive.
La proposition P!':
((P ou Q) ou R) .=—_ (P ou (Q ou R))

nous conduit au tableau suivant:

’:; 'Q 'R ”PouQ CPO“Q)WEFQ ou R Pou(@%}&)ﬁ%
V|V Y V \'% \'4 V
VIV |F \' \'4 \'% \'4
VIF(V] Vv \'4 \' 4 \%
VIFI|F| Vv Vv F 4 V
FIVIV] V \'4 A\ \' Y
FIVIF|] V v % v v
EIE|V] F \'4 Y 4 \Y;
FIFIF] F F F F Y
Nous en déduisons:

6.9.1. ]-—[((P ou Q) ou R) == (P ou (Q ou R)):‘

Cette loi logique exprime une propriété appelée parfois associa-
tivité de la disjonction logigue non exclusive.
B) La disjonction logique exclusive.
La proposition P":

((PWQ) WR) & (PVW (QWR))

nous conduit au tableau suivant:
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Pl |R[PWR[(PWR)WR|Q W R PW(®Q WR)|P”
vivlv] F Y, F v v
VIVIFI F F Vv F 4
VIF|V] V F \% F V
VIFIF| Vv Vv F Vv V
FIVIY] VY F F F v
FIVIF]|] Vv \V4 Vv Vv V
FIFIV]| F \4 % Y Y,
FIFIF| F F E F V

Nous en déduisons:

6.9.2. - (¥ ¥R == (pW (aV r)]

Cette loi logique exprime une propriété appelée parfois associa-

tivité de la disjonctiom logique exclusive.

6.10, La conjonction logique.
Construisons le tableau associé & la proposition P':

((P et Q) et R) .= (P et (Q et R))



Plalr|Peea|(Pua)ecr [aer [Pec (qetr) [P’
Viviv]| v \4 v VY !
VIVIF]| Vv F i J !
VIFIv| E F F f !
VIF F| € F F ‘ !
Flv|v]| F F vV F ¥
F|V | F| F F | L T Y
FIF|v] F F | F F v
FIFIF| ¥ F F i Y

Nous en déduisons la loi logique:

6.10.1.

= [((P et Q) et R) & (P et (q et R))]

Cette loi exprime une propriété appelée associativité de la con-

jonction logique.

6.

Ils

Soit la proposition P' :

QUELQUES LOIS LOGIQUES RELATIVES A LA NEGATION

Négation de la proposition "non P",

le tableau suivant:

"(non(non P)) &P ",

Construisons

P | mon mon ((mon P) P
v F W v
2 Y% F %

Nous en déduisons la loi logique:

6.11:1;

- [(non(non P)) &P ]




66
Cette loi est quelquefois appelée "loi de double négation".

6.12, Lois de De Morgan.
La proposition P' : "(non(P ou Q)) «=>((non P) et (non Q))"

nous conduit au tableau suivant:

P Q| Pow @ [mom (Pou@)] mom P [mom @ |(mon Pet (o) p”
YV |V \% = F F F \
V| F V F % F V
Flv Vv F F F \/
FI|F £ vV V V V V

Nous en déduisons:

6.12.1, t— [(non(? ou Q)) &> ((non P) et (non q))]

Construisons le tableau associé & la proposition P":

"(non(P et Q)) &>((non P) ou (non Q))"

PlQ|PeQ [mom(Peq) mon Plnon Q |(mon Plow(mmq)| P’
vViv] v F F F F %
Vv | F F vV F Vv Y V
Flv]| F v v F v A
F|E E v % \% \4 \%
Nous en déduisons:
6.12,.8. [ [(non(P et Q)) <> ((non P) ou (non Q))]

Les lois logiques 6.12,1. et 6.12.2. sont souvent appelées lois de

De liorgan.

La proposition "non(p et Q)"

est quelquefoig appelée "incompatibilitg
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des propositions P, ¢ ",

6.13. Négation de l'implication.
Construisons le tableau correspondant & la proposition P

"(non(P => Q)) &= ((non Q) et P)",

| Pla P = Q mon ( P ==Q) ﬂuyk;fﬁ__—ﬁfuﬁng) et P [P’
Y |V v F F F \
V| F F Vv y, V N
FlV \'% F F F V
F|F v F \% F V
Nous pouvons écrire:
6.13.1. - [-(non(P% Q) )&= ((non Q) et P):I

6.14. Négations de la disjonction logique exclusive et de l'équi-

valence logique,

Le tableau suivant correspond a4 la proposition Pty

"(non(Pege>Q)) &> (P W Q).

Pl a !PJi)Q hon (Pe>Q) | P w @ |P
vivl v £ Jv
VIF| ¢ V Voo
Flv| r V v vV
FlF| v F £ v

Nous avons donc la loi logique:

6.14.1. p— [(non(P e=>0q)) < (P W Qﬂ
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Construisons le tableau associé i lsa proposition P";:

"(non(P W Q)) &> (Pe&=nQ)"

PlQa| Pwaq mon (PWea) Pe>q P
V|V F \ Vv Y
V|F % F F V
FlV A4 F F \%
FI|F 3 vV \Y 4
Nous en déduisons:
6.14.2. (- [(non(P W Q))@(P@Q)J

QUELQUES LCIS LOGIQUES RELATIVES A LA DISTRIBUTIVITE

6.15. Distributivité de la disjonction logique par rapport & la
conjonction logique.,
La proposition P':"(P ou (Q et R)) &> ((P ou Q) et (P ou R))"

nous conduit au tableau suivant:

Pla|R |[QRetR |[Pouu(QeR) | PouQ|P onR (PeuR)et (PouR) | p/
V|V Vl Vv \Y; V V v vV
VIV I F F V vV Vv V V
VI iF |V F vV \Y V V \Y%
VIF|F| F Vv Y% V V/ V
FElv v v v vV | v Vv V
FIVI|IF| F F % = 7 V
FIF|V] F F ' [ v e Vv
E|F[F] F F F | F F v
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Nous pouvons écrire:
6.15.1. — [(P ou (Q et R))e&=> ((P ou Q) et (P ou R)) ]

En procédant de la m#me maniére, nous obtenons la loi logique

suivante:

6.15.2. F [((P et @) ou R) &> ((? ou B) et (Q ou R)) |

6.16, Distributivité de la conjonction logique par rapport a la
disjonction logique.
A) Construisons le tableau associé & la proposition P!';

"(P et (Q ou R)) &= ((P et Q) ou (P et R))"

P |Q (R QouR [Pet (QouR) |PerQ [PetR (PetQ)wLPo)cR) P
viviv] v | v v v v v
VIV F| vV v v | F V v
VIElv v [ v e v [ v v
V |F F _i; —_wl; _ F 3 P Vv
F |V |V Vv F F F F \
FIVIF]| v F £ F F v
FIF|v| v E F F - v
FIF|F| + : F | F F v
Nous en déduisons la loi logique:

6.16.1, = [(P et (Qou R)e>((P et Q) ou (P et R))]

En procédant de fagon analogue, nous obtenons la loi logique:

6.16.2. - [((P ou Q) et R) & ((P et R) ou (Q et r)))
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B) Construisons le tableau associé & la proposition P":

(P et (QWR) == ((P et Q) W (P et R))

1P |a fi*@wk Pet (QWR )P et ® [PecR |(Pec®) W (PetR)| P”
VIviv] F F v |V F Vv
VIVI|F| V \ Vv F \'4 \Y%
VIF|V] V V F \Y \4 \'4
VIF|F| F F F F F Y4
Flviy[F [ ¢ ¢ [F F v
FIVIF] VY F F F F v
FIFIV] V F F F F vV
FIFIF[ F F F | F F 4
Nous en déduisons la loi logigue:

6.16. 3, — [(P et (QW R)) &> ((P et Q W (P et R))]

En procédant de fagon analogue, nous obtenons la loi logique:

6.16. 4. — [((P WQ) et ) = ((P et R) W (a et B)) ]
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6.17. Distributivité de la disjonction logique par rapport a elle-

méme.

Le tableau suivant correspond & la proposition P';

"(P ou (Q ou R))<&3>>((P ou Q) ou (P ou R))".

P 1R |R [QouR [P ou (asuR)[Pou@ |PouR [(Poud) on (PouR)| P’
viviv] v v vV | v v IV
vivIifFl v V V v v \
VIE|v]| V v Vv Vv Vv V
VI F|F| F v V V V V
F|lV |V Vv Vv V VvV \Y \V;
FIV|F| Vv V Vv F % V
FIF(V] V \% F \% v V
FIF|F| F F F F F \Y
P' est donc une loi logique.

6.17.1. — (_'(P ou (Q ou R)) & ((P ou Q) ou (P ou R)))

Nous obtenons de la m8me maniére la loi logique suivante:

6172, F— L((P ou @) ou R)e=> ((P ou R) ou (Q ou R))]

6.18, Distributivité de la conjonction logique par rapport & elle-
méme ,
Le tableau suivant correspond & la proposition P!:

"(P et (Q et R)) &> ((P et Q) et (P et R))"
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P|lQ|R [QetR [Per (RecR)[PecQ [PecR (Pet @) et (PetR)| P’
VIiVI IV \'% V Vv Vv v Vv
VIV IF F 3 \' F F V
VIF|V| F F F v F V
VIF|F| F f | F | F F V
FIV| iV V F F F F Vv
F|(VI|F F = F F F V
F|F |V F F l F F = V
FIF|F| F F | F | F F o |v
Nous en déduisons:

6.18.1, — [(P et (Q et R))&E>((P et Q) et (P et R))]

D'une maniére analogue, nous obtenons la loi logigue suivante:

6.18.2. = (((P et @ et A)&> ((P et B) et (@ et B))]

6.19.

DEUX LOIS LOGIQUES RELATIVES A LA TRANSITIVITE

Transitivité de l'implication.
Construisons le tableau associé & la proposition P':

"((P=2>0) et (C=>R) => (P = B)".




~J
w

Pla]r]r=ala=r[(P=a)ec(amr)P wr |F]
VIVIVI v | v vy
viviel v | F F | F V]
YIF|v| F v o F R L.
VIFI|F F % F B Y]
Flvivl v | v v v v
FIV|F v F R NV
FIF |V v, vV Vv h-V Vv
FIF|F| v v Vv v IV

P' est une loi logique qui exprime une propriété souvent désignée

sous le vocable de "transitivité de l1l'implication":; mowus ouvons
b H P

écrire:

6.19.1.

= [(((P=>0Q) et (¢=> 7)) = (> = )]

6.20.Transitivité de 1'équivalence logique.

Construisons le tableau correspondant & la proposition P!';:
"((Pe>q) et (Q#nR)) ==(P&s>R)"

—~

O

’Q@-——>R

(Pe>Q)ee (Re=>R)

7o

V

%

]

1

t

N <(<|m|m

""l"l'l‘ﬂ'ﬂ'<<<<'0

nni<|<|ninici<lo

MM <M< Mo

<<'ﬂ'n-—n—n<<3];

< |

F
E
=
3
£
F
Vv

<< <|{ni<|]
AV
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Nous en déduisons la loi logique:
6.20.1. b— [(‘{Pg_:a@) et (Q&=>R))=> (P4=—>R)J

Elle exprime une propriété souvent appelée "transitivité de 1'équi-

valence logique".
LIENS ENTRE CERTAINS OPERATEURS

Dans les paragraphes 6.21.,6.22.,6.23.,6.24., nous étudions
des lois logiques ayant entre elles une certaine analogie: ce
sont toutes des équivalences logiques au premier membre desquelles
figurent deux propositions P, Q, liées par un seul opérateur bi-
naire. Au second membre figurent ces m#mes propositions P, @, des
opérateurs binaires différents de celui in troduit au premier mem-
bre et, parfois, l'opérateur "non".
Ces lois logiques traduisent, en quelque sorte, la possibilité
d'exprimer un opérateur binairé en fonction de l'opérateur "non"

et des autres opérateurs binaires.

6.21. Conjonction et disjonction logique.
Soit P' la proposition:"(P et Q)<= (non((non P) ou (non Q)))"

Construisons le tableau suivant:

(mow p) ow (mom R ) [mom ((momf’) ow (mong))

F

T\

T 7| £ <L||™©

nom R

£ F \%
Y

F‘

A

<|l<|m|m|?

Q
\'}
Fl F
\')
F

< I < LK< |jro

\'%
s
Y

|

I

Nous en déduisons:

6.21,1. F—-[YP et Q) & (non((non P) ou (non Q))X]
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En procédant de la mBme maniére, nous obtenons la loi logique sui=-

vante:

6.21.2. b [(P ou Q) &= (non((non P) et (non Q))ﬂ

6.22. Implication.

Considérons la proposition:"(P =2 Q) & (Q ou (non P))",
et 6.2.

Elle

a été étudiée, 4 titre d'exemple, aux paragraphes 6,1.

Cette proposition est une loi logique; nous écrirons:

b522:1, — [(P =» Q) &> (Q ou (non P) ):1

6.23. Equivalence logique.
Construisons le tableau associé 4 la proposition P':

"(Pe2ee=>((P=>Q) et (Q=>P))

Q [PesQ | P=2Q | Q=P |[(P=0) ex (R =>p)| P’
YI Vv | vV N Y, N
= Fi T v v
M v
F v

— - F
Fo| v F | F
\Y} vV V Y

Ay
F
F

Nous en déduisons:
6.23.1, F | (P& Qe ((P =2 Q) et (R=> F))__]

6.24. Disjonction logique exclusive et équivalence logique.
La proposition "(P W Q)e==> (non(Pe&=>Q))" a été étudide au
paragraphe 5.35.(exemple). Cette proposition étant une loi logique

ou tautologie, nous pouvons écrire:
6.24.1. = [(P W @ & (non(P e=q))

En procédant de la m8me maniére, nous obtenons la loi logiaue

suivante:



6.24.2. r— [(P&>Q) &> (non(? W Q)]

QUELQUES PROPRIETES DE LA DISJONCTION ET DE LA CONJONCTION
LOGIQUES

6.25. La disjonction logique,

Construisons le tableau suivant:

Pow P |(PouP) = P (PouP) &= P
Vv \'4
| F \Y
1 3 ji0 W

L'examen de la colonne IV nous permet d'écrire:

T <L
M <L ||

¥ <<

6.25.1. — [CP ou P) =%>Ii]

La colonne V ne contenant que des V, nous pouvons encore écrire:

6.25.2. — ((p ou P)@P]

L
Rappelons enfin la loi du tiers exclu" étudide au paragraphe 5.7.:

6.25.3, Jen Cb ou (mon P)]

6.26. La conjonction logique.

Construisons le tableau suivant:

PIP| Pec P |(PeP) e P
viv) v v

C S SN S— —

FIF| F y

Nous en déduisons la loi logique:

6.26.1, — {:(P et P)@Pj
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Au paragraphe 5.14. nous avons étudié la proposition:

"non(P et (non P))"

C'est une loi logique appelée "loi de contradiction".

écrire:

6£.26.2. - [non(P et (non P))]

QUELQUES PROFRIETES DE L'IMPLICATION

6.27. Etude de la proposition "P =» P",

Construisons le tableau suivant:

PlP P=>P
V|V V
Y

——

RAt
T

Nous en déduisons:

6.27.1. — CP-_:::;P]

6.28. Etude des propositions "P =2 (P ou Q) ", "(P et Q) => P"

"(P et Q =>(P ou Q)".

Construisons le tableau suivant:

Jd

Nous pouvons

9

L'examen des colonnes V, VI, VII, permet d'écrire:

P1Q [|[PouQ [Pt Q |P = (Poug)|(PAB) =P | (Pt B)=> (PouR)
ViV v | v vV Vo

VI IF| V F Vv \% \%

FIV] Vv £ \Y, V \Y

FIF|] F F V \ V

D v gl W
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6.28.1. s CP => (P ou Q))
6.28.2. s C(P et Q) => P
6283, f— [(P et Q) =p (P ou Q)]

6.29. Etude de la propositiomn "(P et (P =>Q)) == Q ™.
La proposition "(P et (P = Q)) =3 Q " nous conduit au tableau

suivant:

p ’Q rP—_-sQ Per (P=g)|(Pet (P=q) = &
VI V] V \ V
Y | F F F Y
Flv v F \Y
FIF| Vv s \Y;
Nous en déduisons:
6.29.1. - [(P et (P=>0)) = Q|

6.30. L'implication et sa contraposée.
Construisons le tableau associé & la proposition P!

"(P =3 Q)ee=> ((non Q) =% (non P))”.

P& | P=Q& [mon Q |mon P (mom @) =£':’C"ncna P) p'
VIV V F F Y Vv
VIF F \ F = \V;
FlV V F Y V V
FIFL Y | v v % v

Nous en déduisons:
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6.30.1. — [(® = @ e=s ((non @) = (non »))]

6.31. Etude de la proposition:"((P —=Q) et ((non P) = Q))@Q "

Construisons le tableau associé & la proposition P':

"((P = Q) et ((non P) == Q)) == "

(Q mm.__P.(/nou?):b& (_Pm@)@t((monl’)ﬂ&) p/

P lqfp—
Viv] v F Y, V Y,
VIF| F | F Vo F v
Fiv] Vv v Y, V V
FIFL v [ v F F v

Nous en déduisons la loi logigue:
6.31.1. ((P=>Q) et ((non P) => Q)) => @
6.32. Etude de la proposition:"(P =2 Q) => ((Q@ => R) == (P —>R))".

La proposition P': "(P=>Q)=> ((Q=R) —= (P =2 R))", nous

conduit au tableau suivant:

PlAIR|IP=QR|&=R|P=R|(8=R) = (P=R)|¢
V Y|V vV |V v | \V, V
VIVIF| VvV | F F Vv N
VIFIV| F |V Vo v V
vIFIF| F [ v [ ¥ . y
FIvivi v v v | v v
FIVIFIl v | ¢ | v | v V
FIFlY| v [ v | v y y
FIFIFl v | v | v v v
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Nous pouvons donc écrire:

6.32.1. . (?(Pq‘; Q)-_—;((Q:%-R)—ép(P@H))J

6.33, Etude des propositions:(P = Q) = ((P ou R) = (Q ou R))"
et "(P=Q) => ((P et R) => (Q et R))".

Construisons le tableau suivant associé 4 la proposition

P' : "(P=» Q) => ((P ou R) =>(Q ou R))"

P QR |P=>Q|PouR | RQouR [((PouR ) => (RouR))|P’
Y| V|v VoIV |y v Vv
VIV IF \ \V} V \ VY
YIF|V] F s v V Vv
VIF|F|] F v IF F Y
FIV |V V vV Y vV Vv
FIV|F Vv F vV Vv V
FIFE|Y|] V v V \% V
F|FI|F VM F, ) _F_ | V vV
Nous en déduisons:

6.33.1. s [(p.-_> Q) =»((P ou R) = (Q ou R))]

En procédant de fagon analogue, nous obtenons la loi logigue:

6.3%.2, — [(P_—_s Q) = ((P et R) = (Q et R))_]

6.34. Etudes des propositions "((P =Q) et (R =»5)) =3 ((P et R)
=> (Q et §))" et "((P=> Q) et (R => 5)) =5 ((P ou R) =
(Q ou 8))*".

Construisons le tableau correspondant & la proposition P!

"((P==p Q) et (R=>35)) = ((P et R) w=>(q et 5))"
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PIQ|R |S|P=>Q|R=>5((P=>Q)et (R=>S)|P et R|Qets (PetR) = (Qets) | P’
VIVIVIV| V i Yy Vv Y \Y \%
YVIVIVIFI| V F F \ F F Y
VIVIFIVI V |V v F |V s Y
VIVIFI|F| V v \ F F \4 v
VIF|VIV] F | v F vV | F F Y
VIFIV|F| F | F F v | F F v
VIF|F|V]| F V F F F \% N
VIFIFIF|l F | vV F F | F v \
Flv|viv] v | v Y, F | v v v
FIV|VIF| Vv | F F F | F v v
FIVIFIV| v |V V CF |V Vv Y
Flv[Fle] v | v Vv F | F v Y
FlElvIv] v v v F | F v y
FIF[VIF] v ¢ F F | F v v
FIFIF[V] v | v V F | F v v
FIF|FIF|V |V v F | F V V

Nous en déduisons:

6+34.1, — [((P 2> Q) et (R=8)) = ((P et R) == (Q et S)_)J

En procédant de la m8me manidre, nous obtenons la loi logique:

6.34.2. — [((P_——_)Q) et (R=>5)) =((P ou R) =2 (Q ou s))j

6.35. Etude des propositions:"((P => Q) et (P&>R)) =» (R ="
et "((P =>0Q) et (Q&>R)) =» (P = R)",
Construisons le tableau associé & 1la proposition P!':

(P2 Q) ot (Pap ) = (R =0 Q)"




(P>&) ot ( PasR)
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A |
4
o

.

PIlQ|R|IP=>Q|Pe=R S
VIVIV|] V ' V VvV |V
VIVY|[F| vV F F VY
VIFIV| F \% F F vV
VIF|F = F F v V
FIV| V| V F F V V
FIVIEl V V Vv VARV
FIF|V| V F F F v
FIF|F| V V V \ v

Nous en déduisons:

6o 5561,

- [((P=p Q) et (PewR)) = (R =5a) ]

La proposition P"

"((P = Q) et (Q&DR)) = (P =>R)", nous

conduit au tableau suivant:

PIQIRIP=Q|QeR|(P=Q) et (Qe>R) [P=r|p
ViVIiV| v | Vv vV v v
VIVIFl v | F F K
VIF|lv F | F F VEERY
VIFI|F] F \ F F Y
Flvivi v [ v v v |y
FIVIF| V F F Vo oly
FIF|V| v | F F v |V
FIF|F| v | v N vy

Nous en déduisons la loi logique:
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6.36.

= [((P=> @) et (eepRr) = (¢ =27)]

QUELQUES PROPRIETES DE L'EQUIVALENCE LOGIQUE

Etude de la proposition:

PIPIIPeP
v vV
F|F V

Nous en déduisons la loi logique:

6.36.1.

6.37.

— (Pep)

Equivalence logigue et négations.

IIP:;PII‘
Construisons le tableau suivant:

Construisons le tableau associé & la proposition P':

"(Pe=> Q) &> ((non Q) & (non P))
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(F’ QP B imm Q [mon P | (mow Q) &> (mon P){P'
V|V V = F \' Vv
VI F F Y = F %
FIVv| F F v F v
FIF \/ % Vv Vv %

Nous en déduisons:

S

- (P& 0 e ((m0n Qe (non 7))

La proposition P": "(P&>Q) & ((non P) & (non Q))", nous con-
duit au tableau sui vant:
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P Q ” P{——?_Q Mmon P | mon ® (momn P) & (mem Q) | P
\V \/ \/ = F;“__*k*ﬁ"_—_‘kﬁm{) h \f
V| F F F Vv = \V;
Flv| F v F Fo Y,
FIF V vV V V V
Nous en déduisons la loi logique:
6.37.2. — [(Pa= @) &> ((non ?) == (non Q))]

6.38., Etude des propositions:"(Pemd Q) = ((P et R) &=>(Q et R))"
et "(Pe=> Q) =>((P ou R) &> (Q ou R))".

Construisons le tableau correspondant & la proposition P':

"(Pae@) =D ((P et R)g=>(Q et R))™".

P |Q|R |Pe>@|PebR| QetR|(Pet R) o= (dec)]|p’
vivivl v | v | v | v

VI|V|F| v | F F v \
V| E|v] F | v F F N
VIFIF| F F ~ v V
F|V |V F ~ V F '
FIVIF| F | F | F % Y,
FIF|IV| VvV | F | F V v
FIFIF| v | F | F v Y,
Nous en déduisons:

6.36.1. — (P e = ((» et R) &= (Q et R))]

En procédant de la m8me maniére, nous obtenons la loi logique:
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6.38.2. — [(Pd;:jQ) ==((P ou R)=>(Q ou R))’]
DEUX TAUTOLOGIES PARTICULIERES

N'ayant & considérer que les valeurs de vérité des proposi=
tions indépendamment de leur signification concréte, toute propo-
sition appartient 4 1'une des deux classes suivantes:

la premiére classe contient toutes les propositions
vraies; l'une quelconque de ces propositions pourra 8tre désignée
par le symbole A, .

la seconde classe contient toutes les propositions faue-

ses; l'une quelconque d'entre elles pourra 8tre notée A_ .

6.39. Btude de la proposition "(P et Ay)e=P ",
AV' étant une proposition vraie, construisons le tableau

correspondant & la proposition: "(P et A, ) <P ".

Ayl Pet Ay| (PetAy) «<—> P
x::q
Vi V V
%

4 F

Lall
v
F

Nous en déduisons la loi logique:

6.39.1. — | (P et Ay) =P ]

6.40. Etude de la proposition "(P ou A )e= P "
Age étant une proposition fausse, construisons le tableau

associé 4 la proposition "(P ou AF-)4F=)P ",

(Pou Ap) <=> P




Nous en déduisons la loi logique:

6.40.1. p— L(P ou A
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7-U0UTILTISATTION DE S L OIS LOGIQUES

Soit X, Yy...

les propositions composées construites & l'aide

de propositions initiales P, Q, Ry, S,... et d'opérateurs logiques

comme il a été indiqué au paragraphe 2.2. Les propositions X, Y,

obéfssent aux régles suivantes, qui permettent l'utiligationm

effective des lois

logiques.

7.1l. Premiére régle.

P' étant une proposition,composée ou nom, en remplagcant P

par P', en chacune

des occurrences de P dans X, on obtient une

nouvelle proposition X'.

La proposition X' pourra 8tre notée “(P'IP)X " et se lira:"propo-

sition obtenue lorsque P' remplace P dans X ",

Exemple.

Soit X la proposition "(P et Q)e== (P ou Q)". Considé-

rons la proposition P': "(non R) = S ". La proposition X' notée

(P'lP)X s'écrira:

(((non R) = 5) et Q) => (((non R) =>S)ou Q)

7.2. Deuxiéme régle.

X' étant la proposition notée (P'|P)X, ¥' la proposition

notée (P'| P)Y,

(non X') sera la proposition notée (P'|P)(mon X)

(X' ou Y') sera la
(X' et Y') sera la
(X' = Y') gera la
(X'e=>Y') sera la

proposition notée (P!'|P)(X ou Y)
proposition notée (P'[P)(X et Y)
proposition notée (P'|P) (X = 1Y)
proposition notée (P'|P) (X =Y)

(X' W ¥') sera la proposition notée (P'|P)(X W Y)

Exemple.

Soit X la proposition (P ou Q), Y la proposition

((non P) => q), P!
La proposition X!,
La proposition Y!',

La proposition (X!

la proposition (R &>8).
notée (P'|P)X s'éerit:((R&>8) ou Q).
notée (P'|P)Y s'écrit:((non(R==S)) — Q).

et Y'), c'est & dire:

((Re>S) ou Q) et ((non(R@:)s)) => q)

sera notée: (P'| P)(X et Y) ou encore:
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(P" P)((P ou Q) et (mon P =>Q))

7.3. Broisiéme régle.
X étant une loi logique, la propositiomn X' notée (P'lP)X
est une nouvelle loi logique.,
Exemple.
Soit X la loi logigque 6.28.3:
 [(P et @ = (P ou Q)]
Considérons la proposition P': (R ou S8). La proposition X' notée
(P'lP)X est une nouvelle loi logigque qui s'écrit:

— [((R ou S) et @) =>((R ou 8) ou Q)]

T.4. Quatriéme reégle,

Soit X une proposition construite & l'aide de plusieurs
propositions dont 1'une, gue nous désignerons par A, peut 8tre
composée.

A' désignant une proposition telle que l'on ait la loi logique
— [A>ar]

lorsque nous remplagons A par A', en une ou plusieurs occurences

de A dans X, nous obtenons une nouvelle proposition X' telle que:
- [x<e1]

Exemple.

Soit X la proposition (R et (P =>Q)); nous avons la
loi logique 6.22.1:
— [(? =>a) «=(Q ou (non p))]
Remplagons (P = Q) par (Q ou (non P)) dans X; nous obtenons la
proposition X': (R et (Q ou (non P))) telle que:

b—((R et (P =>10Q))=>(R et (Q ou (non P)))]

7.5. Remardque.

Certaines phrases comportant des fonctions propositionnelles
et des opérateurs logiques (non, et, ou, implique, ete...)
peuvent 8tre des propositions. C'est le cas dans les exemples sui-
vants:

a)"Quel que soit l'entier naturel x, x divise 4 implique x
divise 12",est une proposition vraie

b) "Il existe au moins un entie* naturel ¥ telque 3 est le

carré de Y ou 5 est le carré de y", est ume proposition fausse.
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c) "Il y a trois entiers naturels z et trois seulement, tels

$

que z divise 4 et z divise 12", est une proposition vraie.
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8 -LE CALCUL DES PROPOSITIONS

T ABLEAT SYNOPTIOGWTUE

2o Les tables de vérité

4.1. La négation.
La négation d'une proposition A déterminée est une nouvelle
proposition qui est fausse lorsque A est vraie et qui est

vraie lorsque A est fausse.

5.1. La disjonction logique.
La disjonction logique de deux propositions déterminées A,
B, est une nouvelle proposition gqui est fausse lorsque A
étant fausse, B l'est également, et qui est vraie dans tous

les autres cas.

5.8. La conjonction logique.
La conjonction logique de deux praepositions déterminées A,
B, est une nouvelle proposition qui est vraie lorsque A
étant vraie, B l'est également, et qui est fausse dans tous

les autres cas.

5.15. L'implication.
A, B, étant deux propositions déterminées, l'implication
d'antécédent A et de conséquent B est une nouvelle proposi-
tion qui est fausse lorsque A étant vraie, B est fausse, et

qui est vraie dans tous les autres cas.

5.23. L'équivalence logique.
L'équivalence logique de deux praépositions dEterminédes A,
B, est une nouvelle proposition qui est vraie lorgque A, B,
ont m@me valeur de vérité, et qui est fausse dans tous les

autres cas.

5.30. La disjonction logique exclusive.
La disjonction logique exclusive de deux propositions déter-

minées A, B, est une nouv®lle proposition qui est vraie




lorsque A,

fausse lorsque A,

6.2
P £ O
6.4.2.
6.5.1.
6.6l
6.7.1.
6.9.1.
6.9.2.
5el0.ls
2 Gy
6.12.1.
6.12.2,
6.13:1 0
6141,
6.14.2.
6e15,1,
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6.16,2.
6.16.3.
6.16.4.
65171
6.1T7.2.
6.18,1,
6.18.2,.
6.19.1,
6.20,1,
6.61 .1,
6.61.2,
6.22,1.
6.23.1.
6.24.1.
e 2
.1
2.
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B, ont des valeurs de vérité différentes, et qui est

TTTTTTTTITTITTITTITTITTITTITTITITITITTITITNTNTNT

B, ont méme valeur de vérité.

. Lois logiques.

(P ou Q) == (Q ou P)

(P ou Q == (Q ou p)

(P et Q) <<= (Q et P)

(P> Q) <= (@& P)

(P W Q) (QVWP)

((P ou Q) ou R)<==>(P ou (@ ou R))
((PWQ) WR) <= (PW (Q WR))

((P et Q) et R) <=~ (P et (Q et R))
(non(non P)) === P

(non(P ou Q)) == ((non P) et (non Q))
(non(P et Q)) <= ((non P) ou (mon Q))
(non(P => Q)) «<—=>((non Q) et P)
(non(P<=>Q)) == (P ¥ Q)

(non(P W Q) k=>(P == Q)

(P ou (Q et R)) <<= ((P ou Q) et (P ou
((P et Q) ou R) === ((P ou R) et (Q ou
(P et (Q ou R)) &= ((P et Q) ou (P et
((P ou Q) et R) = ((P et R) ou (Q et

R))
R))
R))
R))

(P et (QWR)) == ((P et Q) W (P et R))
((PW Q) et R) === ((P et R) W (Q et R))

(P ou (Q ou R)) «<<== ((P ou Q) ou (P ou
((P ou Q) ou R) <= ((P ou R) ou (Q ou
(P et (Q et R)) <&=>((P et Q) et (P et
((P et Q) et R) <= ((P et R) et (Q et
((P=> Q) et (@ => R)) == (P ==>R)
((Pe=> Q) et (Q&==R)) =3 (P<=>R)
(P et Q) &—> (non((non P) ou (mon Q)))
(P ou Q) <—> (non{(non P) et (mon Q)))
(P —>Q) «——> (Q ou (non P))
(Pee>Q) <= ((P = Q) et (@ => P))
(P W Q) < (non(P &=Q))

(P <> Q) &> (non(P W Q))

(P ou P) ==>P

(P ou P) ==>P

R))
R))
R))
R))
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6.25.3 F— P ou (non P)

6.26.1, — (P et Plc=P

6.26.2, F— non(P et (non P))

6.27.1. — P =P

6.28.1 b— P == (P ou Q)

6.28.2, F—~ (P et Q) =>7P

6.28.3, — (P et Q) == (P ou Q)

6.29.1. F— (P et (P=>Q)) = Q

&, 301 -~ (P=>Q) === ((non Q) == (non P))
6.31.1 — ((P=>Q) et ((non P) =Q)) «=>1Q
6.32.1. — (P=>Q) = ((Qa==>1R) == (P=>R))
6.33.1 — (P=>@) =— ((P ou R) =>(Q ou R))
6.33.24 — (P=>q) = ((P et R) = (4 et R))
6.34.1. = ((P==Q) et (R=>85)) = ((P et R) == (Q et 8))
6.34.2. — ((P=-Q) et (R==>3)) = ((P ou R) == (Q ou 8))
6.35.1. —  ((P=>Q) et (P<>R)) => (R =)
6.35:2. — ((P=>q) et (Q<<>R)) == (P ==R)
6.36.1. — Pe>rpP

6.37.1. o (Pe=Q) <<= ((non Q) <= (non P))
64372 — (Pee=Q) <= ((non P)=>(non Q))
6.38.1 = (Pe>Q) = ((P et R)e=>(Q et R))
6.38.2. — (P<=>Q) ==((P ou R)e==>(Q ou R))
6.39.1. fooe (P et Ay) =>P

6401, = (Powi)=="P

T Utilisation des lois logiques.

8. Quelques autres lois logiques.

8.41.1.}—((P<==>Q) et (R&> S)) == ((P et R) ==-(Q et S))
8441.2.4—((P et non Q) ou (Q et non P))—== ((P ou Q)et non(P et Q)]
8e4l.3.—P —=(P et Q) ==Q)

8.41l.4.p-P =—=(Q —=P)

8441.5.4—~((P et Q) —=(P et R)) =—=>(P == (@ => R))
8.41.6.4—(P et ((non P) ou QHG%5;>(P et Q)
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8.41.7. p=(P et non(P et Q)) == (P et non Q)

8.41.8. b=(non(P<=>Q)) <« ((P et non Q) ou (Q et non P))
8.41.9. (P> Q) == (R = (P=>4))

8.41.10.b=(P == Q) &> (P —= (P et Q))

8.41.11.4=(P =>Q) =—> (P=>(P et Q))

8.41,12.4=(P =>Q) —= ((R et non Q) => (R et non P))
8.41.,13,b=(P et non P) == Q

8.41.14.~(P=—> Q et P—> R et Q== 8) => ((Pe=> Q)<= (R&>3)
8.41.15.p=(P = Q) &= ((P ou Q)==> Q)

8.41.16.0=(P == Q) c;_——_.—_—bBP ou(Q et non P)) = Q:]

8.41.1T.p=((P ou Q) et (P et Q))<= (P et Q)

8.41.18.p=(P et non(Q et R)) =—> ((P et non Q) ou (P et non R))
8.41.19 .}=(P et non(Q ou R))c==> ((P et non Q) et (P et non R))
8.41.20.p=((P == R) et (@ ==R)) = ((P ou Q) == R)
8.41.21. 0= ((P et Q) et non(P et R))«=== (P et (Q et non R))
8o41.22.p=(P == Q et R =>Q) ==[(P et non R)<=> (P et(Q et non R)
8.41.23.4—~(P et (Q et non R)) &= ((P et Q) et non(P et R))

8.41 .24, (P => Q) &> ((P et nomn Q)«=>(Q et non Q))
8.41.25.%=((P et Q) W (P et R)) &=> (P et (Q W R))



EXEURTC CTIOCE

E. 8.1.
En utilisant la méthode des tables de vérité, démontrer
que les propositions répertoriées sous les numéros 8.41l.l1, 8.41.2,

etc..., sont des loid logiques.
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9 -PRINCIPE DE L A METHODE AXIOMATTIAG QTUE

Dans l'introduction, nous avons indiqué la possibilité de
construire une logique par une méthode axiomatique. Cette méthode

comporte différentes étapes:

9.1. la donnée de symboles représentant, entre autres, des propo-
sitions indéterminées et des opérateurs logiques. Les définitions
de ces opérateurs ne font plus intervenir les valeurs de vérité

et ne sont plus résumées par des tables de vérité,

9.2. l'introduction de la notion "d'expressionsbien formées",

gue nous désignerons Par le sigle EBF, et de celle“d'expressions
vraies" que nous désignerons par le sigle EV.

Les EBF sont des expressions "autorisées", c'est & dire consgidé-
rées comme ayant un sens dans la logique étudiée. Ce sont,d'une
part, les symboles représentant les propositions et, d'autre part,
les expressions construités 4 l'aide de ces symboles et de ceux
qui représentent les opérateurs logiques par application de régles
appelées régles de syntaxe.

On peut considérer que les EBF jouent, en axiomatique, le r8le

des propositions composées dans le calcul des propositions.

Les EV sont des EBF qui sont considérées comme vraies dans la
logique étudiée. Elles sont, soit données a priori, soit déduites.
U désignant une EBF, si celle-ci est également une EV, nous la
noterons = U ou T,

On peut envisager les EV comme jouant en axiomatique le r8le des
lois logiques dans le calcul des propositions.

Pour abréger 1l'écriture des EBF, il est fréquent d'introduire,

& l'aide de définitions, des symboles supplémentaires tels que:

AN = , &= , etc...

9.3. 1l'énumération d'un certain nombre d'EBF qui sont des EV a

priori et que l'on appelle des "axiomes".

9.4. 1l'énoncé de régles de déduction permettant de prouver gu'une

EBF est une EV, & partir des axiomes. Cette EV sera appelée théo-

~
reme o




10-ES QUISGSE D'UNE CONSTRUCTTION

AXTITOMATTIGQTUE

10.1. Signes primitifs.
On se donne trois espéces de signes:

a) des lettres P, Q, R, etc... qui représentent des
propositions indéterminées et jouent le r8le de variables. Nous
les appellerons "variables propositionnelles",

b) les signes "1, \V , qui représentent des opérateurs
logiques et jouent le r8le de constantes. 71 se 1it "non", et YV
se 1lit "ou".

c) les deux parenthéses: (,).

10.2, Expressions bien formées: EBF.
a) Régles de syntaxe.

Les régles permettant d'obtenir une EBF sont les sui-

vantes:

Sl : Une variable propositionnelle est une EBF,

82 : Si A est une EBF, 7\ (A)est une EBF,

S3 : Si A, B, sont deux EBF, (A)V (B) est une EBF,

S4 : Il n'existe pas d'EBF en dehors de celles obtenues par
les régles précédentes.

b) Allégements d'éecriture.

Lorsque il n'y a pas d'ambiguité, nous convenons d'allé-
ger l'écriture en supprimant des paires de parenthéses. Par exem~
ple, si A et B sont des EBF, (B)V (71(A)) se note plus simplement:
BVTA.

Remarque. Lorsque une EBF comporte plusieurs paires de
parenthéses, certaines peuvent 8tre remplacées par des paires de
crochets,

c) Exemples

le A, B, étant des EBF, d'aprés S2 et la convention
10.2.b., "1A est une EBF. BV A est une EBF d'aprds S3 et la con-
vention 10.2.b.

22 D'aprés la pigle $2 et la convention 10.2,b., =14
T B, sont des EBF. D'aprés §3, (T4)Vv(1B) est une EBF. Enfin,
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S2 permet d'affirmer que 1((1A)v (11 B)) est une EBF.

10.3. Axiomes.
Les EBF suivantes doivent 8tre congidérer comme des EV & prio-
ri.
AX1 : p=[PVI(PVP)])
AX2 ¢ [ (PVQ)V(TP)]
AX3 ¢+ = [(QVP)V (T (PV Q)]
AX4 ¢ = [((QVR)V (T (PVR)))V (T1(QVvTR))]

10.4. Régles de substitution.
Soit A une EBF et B une seconde EBF dans laguelle figure
une variable propositionnelle P. Nous pouvons substituer A & P,
mais ceci doit ®tre effectué en chacune des occurrences de P dans
B. Le résultat de cette substitution est une nouvelle EBF que nous
désignerons par X. Cette substitution est régie par les conventions
suivantes:
12 5i B est la variable propositionnelle P, alors X est
1'"EBF A.
2?2 8i 7 est 1'EBF obtenue en substituant A & P dans "B,
alors Z est 1'EBF - TJX.
32 Soit C une EBF dans laquelle figure la variable proposi-
tionnelle P, et Y 1'EBF obtenue en substituant A & P dans
C. S1 U est 1'EBF obtenue en substituant A &4 P dans BV C
alors U est 1'EBF XVY
42 Il n'existe pas d'EBF résultant de substitutions en dehors
de celles obtenues par la régle précédente.
5¢ 8i B est une EV, alors X est une nouvelle EV.
Dans tout ce qui suit, la régle de substitution sera désignée par
le sigle RS.
Exemple,
Désignons par B 1'EBF: (71P) V((1QV P). Substituons
1'EBF & & P dans B. Nous obtenons:1'EBF X! (TA)V ((T7Q)Va4).
B désigne 1'EBF “1((TTP)\((T1Q VPE)).
L'EBF 71X est alors: 1((TA)V((7QVA)).
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10.5. Définitions.

Des symboles supplémentaires sont introduits & 1l'aide de
définitions, Ils jouent le r8le d'abréviations.

A, B, étant des EBF, intPoduisons dé&s maintenant les définitions
swivantes:

DEF 1 : A=> B représente 1'EBF:BV A; A=> B se 1it: A
implique B, et est appelée implication de premier membre A et de
second membre B,

DEF 2 : AAB représente 1'EBF 1((7A)V (1 B)). ANB se 1lit:

A et B.

DEF 5 : A<<> B représente 1'EBF 1 ((1(BV14))V(T(AY1B))) ce
qui peut encore s'écrire, en tenant compte de DEF 1 et de DEF 2:
(A=>B)N(B=>4). Ac>B se lit: A est logiquement équivalent
4 B, et s'appelle équivalence logique de premier membre A et de
second membre B,

Les signes =—=> , A y» < , ne sont pas des signes primitifs.
Les symboles A =>B , AAB , A<>B , ne seront utilisés que
pour désigner sous forme abrégée les EBF qu'ils représentent.
Lorsque, dans un assemblage, figure le symbole A =B , nous de-
vons en fait considérer que dans cet assemblage, figure 1'EBF
BVTA. Il en résulte la régle suivante:

8i X est une EBF dans laquelle figure,une ou plusieurs fois,
1'EBF BVT1A , nous pouvons remplacer, & chaque instant, toutes
ces EBF BVTA , ou certaines d'entre elles seulement, par l'abré-
viation A => B ., Le nouvelle assemblage obtenu est encore 1'EBRF X.
Le remplacement de A =>B par BV1A obéTt 3 la m8me régle.

On procede de la m8me manidre avec les symboles AAB , A<>B.

Exemple:

Soit X 1'EBF : PVI(1((7P)V(1Q))) . Cette EBF peut
encore s'écrire: PVI(P A Q) , soit encore, (PA Q) = P .

10.6. Ecriture simplifide des axiomes.
En tenant compte de DEF 1, DEF 2, DEF 3 les axiomes pren-
nent la forme simplifiée suivante:
AX' 1 : ¥ [(PvP) =P
AX 2 ¢ p—=[P=>(PVvQ)]
AX 3 ¢ = [(PVQ) == (avp)]]
AX 4 — [(P=>0Q) = ((PVvR) == (qVR))]
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Remarque:
Le symbole .- n'intervient dans les axiomes qu'a

titre d'abréviation.

10.7. Régle de détachement.
Soit A, B, deux EBF . Si A —= B est une EV, et si A est
une EV, alors B est une EV,.

Dans tout ce qui suit, la régle de détachement sera désignée par

le sigle RD.

10.8. Régles dérivées.

La régle de substitution et la régle de détachement consti-
tuent les régles de déduction.

De nouvelles EBF étant construites, les axiomes, les régles
de déduction et les définitions, permettent de démontrer que
certaines de ces EBF sont de nouvelles EV appelées théordmes. Ce-
pendant, afin d'alléger les raisonnements, on applique d'autres
régles de déduction appelées régles dérivées. Ces régles doivent
d'abord 8tre démontrées en utidtisant ce qui précéde. Elles seront

répertoriées & l'aide de la lettre D suivie d'un numéro.

106.9. Convention,.

Pour rendre la lecture plus aisée, dans sout ce qui suit,
nous conviendrons d'écriré non A , A ou B, A et B, les symboles
1A, AVB , AAB .

Avec cette convention, les 4 axiomes du numéro 10.6 et les
3 définitions du numéro 10.5 deviennent:

AX 1 — [(P ou P) =>p]

AX 2 t— [P == (P ou Q) 1

AX 3 — L (P ou @ = (Q ou P)]

AX 4 HE(P:@Q)%((PO\;R)-ﬁ(QouR))]

DEF 1 : A =>B représente 1'EBF: B ou (non 4)

DEF 2 : A et B représente 1'EBF:non((non A)ou(non B))
DEF 3 : Ae=>B représente 1'EBF:(A =2B) et (B=>4).

10.10. Premiére ré&gle dérivée.
Remplagons P par @, Q par R, R par non P , dans AX 4. Il

vient:
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10.10.1. = (Q@=>R) =>((Q ou non P) =>(R ou non P)) d'aprés AX4,RS
Appliquons DEF 1 & 10.10.1,

10.10.2. = (Q =>R) => ((P=>Q) —> (P => R))

Remplagons @ par B, R par C, P par A, dans 10.10.2. On obtient:
10.10.3. = (B=>C) = ((A=>B) ==>(A=>C)) d'aprés 10.10.2. RS
10.10.3 étant une EV, si B=>C est une EV, A=>C est encore

une EV selon RD,

Nous avons ainsi démontrer une premidre régle dérivée:

DI : Si A=>B est une EV et si B=>C est une EV, alors A=>C

est une EV.

10.11. Quelques propriétés du "ou".

a) A, B, étant deux EBF, remplagons P par A et Q par B dans
AX2, Il vient:
10,11.1. [ 'fA =>(4 ou B)] d'aprés AX2,RS.

Appliquons RD & 10.11.1; on obtient la régle dérivée suivante:
D2 : Si A est une EV, alors A ou B est une EV.

Remplagons maintenant P par Q et Q par P dans AX2 et dansg AX3:
10.11.2. H— [@=>(q ou P)] d'aprés AX2, RS.
10.11.3, — [(Q ou P) =X(P ou Q)] d'aprés AX3, RS.
En utilisant D1, 10.11.2. et 10.11.3. donnent:

T1 — [Q —=(P ou Q)j

Remplagons Q par B et P par A dans Tl;

10.11.4.  p—= [ B=3(4 ou B)7]

Appliquons RD a4 10.11.4., nous obtenons la régle dérivée suivante:
D3 : Si B est une EV, alors A ou B est une EV.

b) Remplagons P par Q et Q par P dans AX3:

T2 — EYQ ou P) =(P ou Ql] d'aprés AX3,RS.
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10.12, Cinq théorémes faisant intervenir une seuwle variable pro-

positionnelle.

Remplagons Q par P dans AX2

10.12.1. — P—=%(P ou P) d'aprés AX2,RS
mais: — (P ou?P)=>P AX1
10.12.1. et AXl étant des EV, alors P => P est une EV d'aprés DI
D'ot:

T3 — P==7P

Soit encore d'aprés DEFl:
T4 — P ou (non P)

Remplagons maintenant Q par non P dans AX3:
10.12.2, p— [f ou (non Pﬂ S [ﬂnon P) ou E] d'aprés AX3,RS.
Cette expréssion étant une EV et T4 étant une EV, (non P) ou P

est aussi une EV d'aprés RD; d'fou:

75 = [(non ?) ou P]

Remplagons P par non P dans T5:
10.12.3. +— (non(non P)) ou (non P) d'aprés T5,RS.

Soit encore d'saprés DEFl:
T6 — P ;:bElon(non P)]

et aussi en remplagant P par non P dans Té:
16,12,4y for [hon PJ:&;»[?on(non(non P))] d'aprés T6,RS.
Remplagons maintenant P par non p , Q par non(non(non P))), R
par P, dans AX4. On obtient

10.12.5. b~ |non P =>non(non(non P)i]:%;Efnon P) ou P) = (non(non(nom P))) ou E)

d'aprés AX4,RS.

D'oht, en appliquant RD & 10,12.4 et 10.12,:5
10.12.6¢ jo= [Inon P) ou ﬂ-::g(lnon(non(non P))) ou é]
RD appliquée & T5 et 10,12.6, permet d'écrire:
10.12.7 = [hon(non(non P)) ou PJ

D'autre part, remplagoms P par non(non(non P)) , @ par P ,dans AX3
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10,12.8. p=— [non(non(non B) ou E]=%>lf ou non(non(non P))]
d'aprés AX3,RS.
En utilisant RD avec 10,12.7 et 10.12.8, il vient:

10.12.9. p— P ou (non(non(non P)))
C'est & dire, d'aprés DEFl:

TT — [non(non P)]::>-P

10.13, L'implication et sa contraposée.
a) Remplagons P par Q, Q par non(non Q) , R par non P ,dans
AX4., Nous obtenons:
10.13.1 o [Q = non(non Q)_—J:_—},'-@Q ou (non P)) =((non (non Q)) ou (non P))_:l
d'aprés AX4,RS.
D'autre part,
10.13.2. — Q=> \non(non Q)J d'aprés T6,RS.
Ces deux EV permettent d'écrire, en appliquant RD:
10.13.3. — [Q ou (non Pﬂ = Enon(noﬂ Q)) ou (non Pﬂ
Remplagons P par non(non Q) et @ par non P dans AX3:
10.13.4. + [(non(non Q)) ou (non Pﬂ =$>Enon P) ou (non(non Q)ﬂ
d'aprés AX3,RS.
En considérant 10.13.3 et 10.13.4 , nous pouvons appliquer la
régle dérivée D1 et conclure:
10.13.5. ¥ [Q ou (non 3B-=€>[inon P) ou (non(non Qlﬂ

C'est & dire en tenant compte de DEFl:

T8 o [P = Ql_-—_-> [(non Q) =» (non P):l

Rappelons que (non Q)=> (non P) est appelée implication contra-
posée de l'implicatien P —=> @ .
b) Remplagons maintenant P par non(mon Q) , R par non P

dang AX4. On obtient:

10.13.6. p— r(non(non Q))_—%ﬂ-_@@(mon(non Q)) ou (nom P) => (Q ou (non P)):I
De plus, d'apré&s AX4,RS.
10:135:7T. = [hon(non Qﬂv==9 Q d'aprés T7,RS.
Ces deux EV permettent d'écrire, en appliquant RD :
10.13.8. p— [}non(non Q)) ou (non Pﬂ '=iBIIQ ou (non P)ﬂ
D'autre pari, remplagons P par non P , Q par non(non Q) dans
AX3:
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10139 k—{}non P) ou (non(non Q)ﬁ =€;[}non(non Q)) ou (non P)]
d'aprés AX3, RS.

En considérant 10.13.9, puis 10.13.8, nous pouvons alors utiliser

la régle dérivée D1 et conclure:

1041 3,10, }-—I__(non P) ou (non(non Q,))J%Ga ou (non P)J

C'est &4 dire en tenant compte de DEFl:

T9 }—Bnon Q) = (non P)J —_ [(P — Q)]

10.14. La conjonction logique et .
a) Remplagons P par non P dans AXl;

10.14.1. +— [(non P) ou (non P)] => (non P] d'aprés AXl, RS.
Remplagons ensuite P par (non P) ou (nomn P) , Q par non P , dans
T8. Il en résulte:

lO.l4.2.t—[}(non P) ou (non P)) = (non Eﬂsﬁb(inon(non P)) = (non((non P) ou (nont

d'aprés T8, RS.

En appliquant RD & 10,14.1 et & 10.,14.2, on obtient:
10.14.3. p—~ |[non(non Pﬂ :%;[%on((non P) ou (nqp P)ﬂ
Considérons T6, puis 10.14.3; d'aprés la régledérivée D1, nous
pouvons €crire:
10.14.4. = P :g;{?on((non P) ou (non P)ﬂ

C'lest &4 dire en tenant compte de DEF2:
T10 & — P _—_—>[} et P]
b) Remplagons Q par non § dséns AX2;

10.14.5. — P =[P ou (non Q)] d'aprds AX2, RS.
C'est & dire,avec DEFl:

TI1 — P=> (e =>F]

Remplagons ensuite P par & et Q par P dans T8;
10.14.6. = [Q-=93]==§(£non P) => (non QB d'apres T8, RS.

a

Tll puis 10.14.6, conduisent, par application de D1, a:
T2 — P @L(non P) => (non Qﬂ

c) Remplagons P par non P , Q par non Q , R par non Q
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dans AX4;

10.14.7. — Y(non P) = (non Qi}:ﬁ?[}(non P) ou (non Q)) => ((non Q) ou (non Q)X]
- d'aprés AX4, RS.

Tl2 puis 10.,14.7 donnent, en utilisant D1l:
10.14.8. — P:%;W}(non P) ou (non Q)) => ((non @) ou (non Q))]
Remplagons P par (non P) ou (nom Q) et @ par (non'Q) ou (non Q).
dans T8;
10.14.9.|—[((non P) ou (non Q)) = ((non Q) ou (non Q)_)].@[r.lon((non Q) ou (mom Q))
=>non((non P) ou (non Q)Xl
d'aprés T8, RS.
10.14.8 puis 10,14.9, donnent , toujours en appliquant R1,
10.14.,10, = P = Elon((non Q) ou (non Q.)):‘; non((non P) ou (non Q)):l
C'est a2 dire en tenant compte de DEF2:

T13 ;e P.—_.—_—)[(Q et Q) =>(P et Q)|

d) Soit A, B, deux EBF. Remplagons P par B dans T10;

10.14.11. b= B =[B et 3] d'aprés T10, RS.
Remplagons P par A et Q par B dans T13;
10.14.12 = A =5 ((B et B) => (4 et B)] d'aprés P13, RS.

Si B est une EV, 10.14.11 étant une EV, B et B est alors une EV
d'aprés RD. Si en outre A est une EV, 10.,14.12 étant une EV,

(B et B) =» (A et B) est encor# une EV d'aprés RD. Mais B et B
étant une EV, la m8me régle RD permet d'affirmer que A et B est

une EV, Ainsi, nous venons de démontrer une nouvelle régle dérivée:
D4 : Si A est une EV et si B est une EV, alors A et B est une EV

e) Remplagons P par non Q@ , Q par non P , dans AX3;
10.14.13. }—-[Enon &) ou (mnon P)].%L'(-non P) ou (non Q)]
d'aprés AX3, RS.
Remplagons ensuite P par (non Q) ou (non P) , Q par (mon P) ou
(non Q) dans T8; il vient:
10.14.14, P—(}(non Q) ou (non P))=>((non P) ou (non Q)iLﬁ?iéon((non P) ou (non Q)

=> nonf(non Q) ou (non P))\ d'aprés T8, RS.
RD, appliquée a 10.14.13 et 10.14.14, conduit a:
10,14.15. p— [ﬁon((non P) ou (non Q)ﬂ-:;)(}on((non Q)ou (non P))]
Soit, en tenant compt¥® de DEF2:
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14 — [P et Q] =[Q et P]
En remplagant, dans 714, Q par P et P par Q, nous obtenons:

T15 - [Q etP]—_r-D[P et Q]

f) Remplagons P par non P , Q par non @ , dans AX2;

10,14.16. p= [ﬁon.ﬂ =€Dlznon P) ou (non Q) | d'aprés AX2, RS
Remplagons ensuite P par non P , Q par (non P) ou (non Q), dans
T8;

10.14.17.+_.[(n0n P) =((non P) ou (non Q)ﬂ:ﬁ?lﬁon((non P) ou (non Q))=> non(monP)
d'aprés T8, RS.
En appliquant RD & 10.14.16 et 10.14.17, nous sommes conduits &:
10.14.18. = |non((non P) ou (non Q)i]:iatgon(non Pi}
Soit en tenant dompte de DEF2:
10.14.19. = ‘;P et @:%&on(non P):l
Cette EV, puis T6, donnent, par application de Dl:

T16 — Eetﬂ.—_—:—%)}"

Remplagons P par @, @ par P, dans Tlé6:

10.14.20. = [Q et P] => Q
Tl4 puis 10.14.20 donnent, d'aprés DI1,

T17 . — [Pet¢=q

g) A, B, étant deux EBF, remplagons P par A, Q par B, dans
T16 et T17;
10.14.21. = [A et B] —» A d'aprés T16, RS.
10.14.22, - Eq et 5] = B d'aprds T17, RS.
Si A et B est une EV,

10.14.21 étant une EV, alors A est une EV selon RD;

10.14.22 étant une EV, alors B est une EV selon RD.

En résumé, nous avons la régle dérivée:

D5 ¢+ Si A et B est une EV, alors A, ainsi que B, sont des EV.
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10.15. Quelques régles dérivées relatives & l'implication et &
l'équivalence logique.
Soit A, B, deux EBF.
a) A<=>B est, d'aprés DEF3, 1'EBF (A ==B) et (B ==4).
Si A =B est une EV et si B = A est une EV, d'aprés D4,
(A=>B) et (B=>4) est une EV, c'est & dire, A&>B est une

EV. D'ol la régle dérivée:

D6 : 8i A =>B est une EV et si B =>A est une EV, alors
AL B est une EV.

b) P=>P étant une EV d'aprds T3, (P —>P) et (P —>P) est
une EV d'aprés D4; soit en tenant compte de DEF3: Pe= P est

une EV.

T8 — Peae=>P

c) Remplagons P par B ou (mon A) dans T18;
1L0:15.1: +— [ B ou (non Ai)‘<&$> (B ou (non 4)) d'apres Tis,RS.
Soit d'aprés DEFl:

T19 — (& ::3}3]@-@ ou (non Aﬂ

Remplagons maintenant P par non((non A) ou (non B)) dans T18;

10.15.2, = [ﬁon((non A) ou (non B)ﬂcﬁgp [hon((non A) ou (non B)il
d'aprés T18, RS.
Soit, en utilisant DEF2:

T20 — [A et;@ é:b[}on((non 4) ou (non B)ﬂ

En remplagant P par (P =>Q) et (4 —>P) dans T18, nous obtenons:

10.15.5. = [(P=>Q) et (e=2P)|=>((P=20q) et (q=>P))

d'aprés T18, RS.
) comple
Soit, en tenant de DEF3:

T2l : - [P e[ = 0) et (¢ =>»)]

d) Remplagons P par Q ) Q par P, dans T1l;
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10.15.4. — Q—__-;,E: = Q] d'aprés T11l, RS.
Remplagons ensuite P par A, Q par B, dans Tll et 10,15.4:

10415:5: — A== |B =2 4] d'aprés T11, RS.
10.15.6. — B%,@:\p B] d'aprés 10.15.4, RS.

Si B est une EV, 10.15.6 étant une EV, RD permet d'énoncer la

régle dérivée suivante:
DT : Si B est une EV, alors A—>B , est une EV.

Si,en outre, A est une EV, 10.,15.5. étant une EV, d'aprés RD,
B=> A est une EV. En résumé, si B, A, sont deux EV, alors A== B,
B=>A sont des EV, En définitive, tenant compteeDEFS,nous pouvons
affirmer que A<=>>B est une EV. D'ou la régle dérivée:

D8 : Si A est une EV et si B est une EV, alors A<<=>B est

une EV.

e) Si A==>B est une EV, c'est & dire, en tenant compte
de DEF3, si A =B et B=>A est une EV, alors, d'aprés D5,
A=B ainsi que B—= A sont des EV.

En particulier, A<&B étant une EV, si A est en outré& une EV,

B est aussi une EV selon RD. NOus obtenons la régle dérivée:

D9 : 8i A<=>B est une EV et S¢ A est une EV, alors B est

une EV,

10,16. Quelques équivalences logiques remarquables.,

En appliquant la régle dérivée D6 a T6 et TT7, on obtient:

T22 - P> Enon(non P)]

En appliquant la régle dérivée D6 & T8 et T9, on obtient:

T23 @ — G’:’.,) Q]@ [(non Q) = (nonP?

! . . oz 3 §
Enappliqpant la régle dérivée D6 & AX3 et T2, on obtient:

T24 | L_P ou @5_:3[5 ou 193
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En appliquant la regle dérivée D6 & Tl4 et Tl5, on obtient:

T25 b (P et él@[& et };l

10,17. Commutativité de 1l'équivalence logique.
Remplagons P par P=>4 , & par Q =>P , dans T25;
10017.14-.[(13@61) et (Q —> P}]@KQ =>P) et (P=> Q]
d'aprés,T25, RS.

C'est &4 dire en tenant compte de DEF3:
T26 (P> Q<= (a =7

10.18., Transitivité de l'équivalence logique.

Dans ce qui suit, nous supposons que Az=>B, BzsC,
sont deux EV,.

a) A «=> B étant une EV, en tenant de DEF3, nous pouvons
affirmer que (A => B)et (B == A) est une EV.
En appliquant D5, il vient:
A= B ainsi que B==A , sont deux EV.

b) B«=> C étant une EV, en tenant compte de DEF3, nous
obtenons:

(B=>C) et (C =>B) est une EV.
Soit d'aprés D5,
B==C ainsi que C=> B , sont des EV.

¢c) A=>B, B=> C, sont deux EV; Dl nous autorise &
énoncer: A =>C est alors une EV.
C==>B, B=—>A sont deux EV; d'apres D1, nous pouvons donc dire
que C —=—=>A est une EV.

d) A=>C, C=>14, étant deux EV, d'aprés D4, (A=> ()
et (C==>4) est alors une EV. Donc,d'aprés DEF3, Age=>C est une EV.

Nous pouvons maintenant énoncer la régle dérivée suivante:

DI0O : 8i A ==B est une EV, et si B<&>C est une EV, alors
A=>C est une EV.

10.19. Conclusion.

Les paragraphes 9 et 10 ont permis au lecteur de prendre

contact avec la méthode axiomatique. Il ne nous semble pas indis-
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pensable de poursuivre la recherche systématique de nouveaux
théorémes et de nouvelles régles dérivées.
Le lecteur qui souhaiterait approfondir la méthode axiomati-

gue pourra se reporter & un ouvrage spécialisé.
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11 - AXIOMATTIGQTUE T ABLEAT SYNOPTIQTUE

10.1., Signes primitifs
Variables: P, Q, R,...
Constantes: non, owu,.

Parenthéses.

10.2. EBF
Sl : Une variable propositionnelle est une EBF
S2 ¢+ 81 A est une EBF, non A est une EBF.
S3 : Si A, B, sont deux EBF, A ou B est une EBF.
54 : Il n'existe pas d'EBF en dehors de celles obtenues par
les régles précédentes.

Allégements d'écriture.

10.3. et 10.6. et 10.9. Axiomes

AX1 p— (P ou P) =>7P

AX2 . — P = (P ou Q)

AX3 — (P ou@ = (Q ou P)

AX4 b~ (P=>Q) => ((P ou R) == (Q ou R))

10.4. Régles de substitution
Soit A une EBF et B une seconde ERBF dans laquelle figure
une variable propositionnelle P. Nous pouvons substituer A & P,
mais ceci doit 8tre effectué en chacune des occurrences de P dans
B. Le résultat de cette substitution est une nouvelle EEF que nous
désignerons par X. Cette substitution est régie par les conventions
suivantes:
le Si B est la variable propositionnelle P, alors X est
1'EBF A.
229 S8i Z est 1'EBF obtenue en substituant A & P dans 1B,
alors Z est 1'EBF T7IX.
3¢ Soit C une EBF dans laquelle figure la variable proposi-
tionnelle P, et Y 1'EBF obtenue en substituant A & P
dans C. Si U est 1'EBF obtenue en substituant A & P dans
BV C, alors U est 1'EBF XVY.

42 Il n'existe pas A'EBF résultant de substitutions en dehors
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de celles obtenues par la rdgle précédente.

5¢ 8i B est une EV, alors X est une nouvelle EV.

10.5. et 10.9. Définitiong.
DEFl : A —> B représente 1'EBF B ou (non A)
DEF2 : A et B représente 1'EBF non((non A) ou (non B))
DEF3 : A&>B représente 1'EBF (A =>B) et (B==>4)

10.7. Régle de détachement.
Soit A, B, deux EBF; si A =>B est une EV et si A est une

EV, alors B est une EV.

Régles dérivées.

10.10. D1. Si A=>B est une EV et si B == es¥ une EV,
alors A = C est une EV.

1011 . D2y 5i A est une EV, alors A ou B est une EV.

10.11. D3, 51 B est une EV, alors A ou B est une EV.

10.14. D4. Si A est une EV et si B est une EV, alors A et B
est une EV,

10.14. D5, 51 A et B est une EV, alors A ainsi gue B sont
des EV.

10.15., D6. S1i A=>3B est une EV et si B=>A est une EV,
alors A<=>B est une EV.

10.15. DT. S5i B est une EV, alors A =B est une EV,

10.15. D8. Si A est une EV et si B est une EV, alors A«&—> B
est une EV,

10.15. D9, 831 A&=> B est une EV et si 4 est une EV, alors B
est une EV,

10.18. D10. Si A&>B est une EV et si B&>C est une EV,
alors A&>C est une EV.

Théorémes.

10.41.. 1 — Q == (P ou Q)
10,11, T2 I (Q ou P) —= (P ou Q)
10.12, T3 — P oatd

10,12, T4 — P ou (non P)

10.12. T5 — (non P) ou p

10.12. 16 — P => (non(non P))
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l2.
13,
13.
.14.
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T7
T8
T9
T10
T11
112
T13
Tl4

14 T15

o 2ddis
.14.
S8
184
.15.
.15.
16.
16,
16.
.16,

17,

T16
T17
718
719
720
T 21
722
T23
T24
T25
T26
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non(non P) = P

(P =>>Q) == ((non Q) = (non ?))
((non Q) == (non P)) = (P=> Q)
P == (P et P)

P =, (Q=>7P)

P = ((non P) = (non Q))

P —> ((Q et Q) =5 (P et Q))

(P et Q) = (Q et P)

(Q et P) —> (P et Q)

(P et QQ = P

(P et Q) =Q

P> P

(A=>B)<=> (B ou (non A4))

(4 et B) & (non((non A) ou (non B)))
(P<>Q) <= ((P =>0Q) et (¢ =>P))
P «>(non(non P))

(P==1Qq) ==((non Q) ==>(non P))
(P ou Q) &= (Q ou P)

(P et Q) &> (Q et P)
(PeQ) <> (Q £>P)
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12-L'"INCOMPATTIBILTITE ET L E REJET

12.1. Réduction du nombre des opérateurs logiques primitifs.

Pour constfuire une logique par une méthode axiomatigqgue, on
donne souvent deux signes au moins, représentant des opérateurs
logiques primitifs (cf. §10.1.b). Des symboles supplémentaires
sont ensuite introduits & l'aide de définitions (revoir & ce
sujet le paragraphe 10.5).

Il est toutefois possible de construire une logigque par une
méthode axiomatique en se @&onnant des lettres, P, @, R, etec...,
les parenthéses (,) et un seul signe représentant un opérateur
logique binaire primitif., Dans ce cas, il est démontré qu'il
n'existe que deux possibilités pour choisir cet opérateur; on
peut adopter:

soit l'opérateur servant & exprimer l'incompatibilité de deux
propositions;

soit l'opérateur servant A4 exprimer le rejet de deux pPropo-
sitions.

Ces deux opérateurs sont cuelquefois appelés "opérateurs de
Sheffer". Nous préciserons d'abord la signification de ces deux
opérateurs en définissant l'incompatibilité, puis le rejet de
deux propositions selon le méthode adoptée au chapitre 5. Ensuite,
en utilisant les tables de vérité, nous montrerons qu'il est
raisonnable de définir la négation d'une proposition, la disjonc-
tion logique, la conjonction logique, 1'implication, 1'équiva-
lence logique de deux propositions & 1'aide du seul opérateur

logique correspondant & l'incompatibilité de deux propositions.
INCOMPATIEILITE DE DEUX PROPOSITIONS

12.2. Définition,.

L'incompatibilité de deux propositions détermindes A, B,
est une nouvelle proposition qui est fauswe lorsque A étant
vraie, B l'est également, et qui est vraie dans tous les autres

cas.

12,3, Notations.
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L'incompatibilité des deux propositions A, B, sera notée
AIB. P, Q, étant deux propositions indéterminées, par abus de

langage, nous dirons que P|Q est l'incompatibilité de P, Q.

12,4. Table de vérité.
La table de vérité suivante résume la définition 12.2.

Pla

n|mi<|{<]o
T <|[n|<|86

E
V
V
V

Dans le tableau systématique associé aux opérateurs Logiques
binaires (cf. § 5.37), nous reconnaissant en colonne E' la table
de vérité associée & la proposition P,Q; c'est aussi la table de

vérité associée & la proposition non(P et Q).
REJET DE DEUX P ROPOSITIONS

12.5. Définition.
Le rejet de deux propositions déterminées A, B, est une
nouvelle proposition qui est vraie lorsque A étant fausse, B l'est

également, et qui est fausse dans tous les autres cas.

12.6. Notations,
Le rejet de deux propositions A, B, sera noté A\bB gue nous
lirons "ni A, ni B", P, Q, &tant deux propositions indéterminées,

par abus de langage, nous dirons que P\LQ est le rejet de P, Q.

12.7. Table de vérité,

La table de vérité suivante résume la définition 12.5,
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n|<|< |

F
4

Q
Y
F F
%
F

F

Dans le tableau systématique (cf. §5.37 ),nous reconnaissons en
colonne B' la table de vérité associée 4 la proposition PJ/Q 3
c'est aussi la table de vérité associée & la proposition

non(P ou Q).
DEFINITIONS DES OPERATEURS LOGIQUES UNAIRES

12.8. Négation d'une proposition.
P étant une proposition indéterminée, considérons la proposi-
tion composée (non P)‘éF;»(P'P) et construisons le tableau sui-

vant:

(e mone [Pl PP | (momP) < (PIP) |
v F v F v
'

vV = Vv Vv

Nous en déduisons la loi logiQue:

12.8.1. = [ (non P)z=>(2|P)]

L'opérateur logique correspondant a l'incompatibilité étant
le seul opérateur logique primitif donné, dans une méthode axioma-
tique, ce qui précéde justifie le choix de la définition suivante:

TA représente 1'EBF A!A .

12.9. Les quatre opérateurs logiques unaires.

A la table de vérité correspondant & une proposition indéter-

minee P, nous pouvons associer les tables de vérité correspondant
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aux propositions:

p[(e[?) 5 (2]2)|(RI) 5 2P 5 (2l(2|®)|(2|(p[P))

I1 en résulte le tableau suivant:

PLPICPIPY | (PIRI(PIP) | PIP | (P)CPIP) (P) (P) P))
\Y V v F Fo
F \ F v F

1 I i o

Nous reconnaissons dans les colonnes I, I, III, IV, de ce tableau

les colonnes I, II, III, IV, du tableau construit au paragraphe 4.
DEFINITICNS DES OPERATEURS LOGIQUES BINAIRES

12,10. Disjonction logique de deux propositions.
P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons 1la

proposition composée; (P ou Q)<§5%?((P'P)’(QIQ)) et construisons
le tableau suivant:

a[PIP| Q18] (PIP](8]10)| CPon Gl (co10) | (810)
F Vv

:

mN< ML

1L

ni<|<|<| g

3
V
vV
Y

TM<| <L
<7 | <|7

-
\Y
\

-

Nous en déduisons la loi logique:

12,1041, F— [(P ou %)@((P{P)](QIQ)U

L'opérateur logique correspondant & l'incompatibilité étant
le seul opérateur logigque primitif donné dans une méthode axioma-

tique, ce qui précéde justifie le choix de la définition suivante:



AV B représsnte 1'EBF (a|a)|(B|B)

12.11, Conjonctiog logique de deux propositions.

P, Q, étant deux propositions indéterminées, construisons le

tableau associé & la proposition:

(P et Q) <<= ((P|Q)[(P|Q))

[[Pera | PI& | (Ple)1(2)®)] (Perd)e=(CPIn) | (Ple)

V V

IR EEYEY B
N< |||
M

F

V F V
V F V
V E Y

Nous en déduisons:

1822 1.4 - (P et Q)&= ((?|Q)[(P|a))

Ce qui précéde justifie la définition suivante dans une méthode

axiomatique basée sur l'incompatibilité:

AAB représente 1'EBF (A(B)|(4|B)

12.12., Implication

P, Q, étant deux propositions indéterminées, considérons la
proposition composée:
(P=>Q) & (P|(q]|Q))

et construisons he tableau suivant:

[P [R]|P=c Rl |P] (’]]) [(P=>R)«>(PI(1]R))
ViVl VvV F \Y V
VIF| F Vv F V
Flv|] Vv F vV %
FIF| Vv V Vv V
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Nous en déduisons:
1818 e (P=2Q) e (Pl(le&))

Dans une méthode axiomatique basée sur l'incompatibilité, ce qui

préceéde justifie la définition suivante:
A=>B représente 1'EBF A|(B|B)

12,13, Equivalence logique
P, Q, étant deux propositions indéterminées, construisons le
tableau associé a4 la proposition P':

(Pem0) == (2| @) [ ((2]2) | (2 [0))

P&<Q|(PlQ|P

-

& |(p19))(a18)|CPI&)|(CPI P)I (&) ))
\Vj vV

Q

K| L|I<|™
<| </

v
F
F

V

F>
V
V
E
F'

M<K |
LI <|™
Ni<|I<

< | < | <l <|| P

F
F
Vv

Nous en déduisons la loi logique:

12.18.1. = (P> Q) = ((2[Q) | ((312)] (2]Q)))

Si une méthode axiomatique est basée sur l'incompatibilité, 1la

définition suivante est donc justifiée:
Ae=>B représente 1'EBF (A{B)/((AM)’(B]B))

12.14. Conclusion.

Les paragraphes précédents monteent qu'il est possible de
définir tous les opérateurs logiques wnaires et les principaux
opérateurs logiques binaires, a4 l'aide de l'opérateur correspondant
a4 l'incompatibilité,.

En se repor$ant au tableau systématique du paragraphe 5.37 , on
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réalise alors la posgibilité de définir tous les opérateurs logi-

que binaires & l'aide du

de
Ce
en

de

deux propositions.
résultat a une grande
pratigue cela conduit

langage.

seul opérateur associé & l'incompatibilité

importance sur le plan théorique, mais

4 de sérieusesdifficultés d'écriture et
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EXERCICTES

E.12.1.
Exprimer &4 l'aide des opérateurs logiques définis aux
chapitres 4 et 5 les propositions sugvantes:
(P|B)|(B(B) ;5 al(ele) ; al(P(Q) ;5 (p[P)|(PIQ) ;
(e|@)| (Qip)

E,12.2.
Exprimer a l'aide de l'opérateur associé 2 l'incompatibilité
de deux propositions, les propositions répertorides sous les

numéros 6.25.1, 6.25.2, 6.25.3, 6.26,1, 6.28,1, 6.28.2, 6.28.53.
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13 - L '"EGALTITE

a désignant un objet et b désignant un objet, il est nécess
saire de pouvoir exprimer que a, b, désignent le m8me objet. Pour
ce faire, nous introduirons une relation fondamentale en mathé-

matique ', appelée relation égalité,

13,1, Définition.

a = b représente la relation d'égalité existant entre 1'ob-
jet désigné par a et celui désigné par b; cette relation exprime
que a, b, désignent le méme objet.

a = b se lit: "a est égal & b" ou "a égale b".
a constitue le premier membre de 1'égalité, b, en constitue le se-

cond membre,

13,2, Propriétés.
La relation d'égalité obéft aux axiomes suivants:
a) Axiome de réfléxivité: quel que soit l'objet désigné
par a, la proposition a = a est vraie.
b) Axiome de symétrie: quels gue soient les objets dési-
gnés par a, b, la proposition (a = b) =>(b = a)
est vraie.
¢) Axiome de transitivité: quels que soient les objets
désignés par a, b, ¢, la proposition
((a =b) et (b=c)) =5 (= c)
est vraie.
d) Axiome de remplacement: quelle que soit la proposition
R(a), si a =1b , alors les propositions R(a) et R(b)
ont m&me valeur de vérité:
(a = b) = (R(a) <=>R(D))
Exenmnple,
X désignant un entier naturel, nous considérons la fonction
bropositionnelle: x « 5,
Remplagons x par 4, nous obtenons la proposition vraie 4 ¢« 5. Comnme
4 = 2.2,
(4=2.2) = (445 =>2.2c75)
Remplagons x par 7, nous obtenons la proposition fausse 7 ¢« L

Nous avons 7 = 4 4+ 3 y donc:




b—t
(%]
w

(T=144+3) ={(T< 5 ==(4+ 325))

13.3. Négation de 1'égalité.
La relation (mon(a = b)) exprime que a, b, ne désignent
pas le meme objet; (non(a = b)) se note a 4 b et se 1it: "a est

différent de b",
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L4 INTRODUCTTIOTN

Dans les chapitres précédents, nous n'avons considéré que
des propositions et de ce fait, nous avons donné des résultats
concernant seulement le calcul des propositions.

En mathématique , ce calcul des propositions s'avére insuffisant
puisque, pratiquement, il est souvent fait usage de fonctions
propositionnelles. Il nou#@emble donc nécessaire d'introduire quel-
g@ues notions se rattachant 4 ces fonctions propositionnelles et
d'énoncer quelques résultats concernant le calcul des prédicats.

Afin d'atteindre une meilleure compréhension, nous avons cru
devoir nous livrer, dans le chapitre 15, & une approche des notions
suivante$:

notion d'analyse des fonctions propositionnelles;

notion d€ prédicat;

Pour faire apparaftre le prédicat, nous avons utilisé la méthode
des abstracteurs. Il nous a semblé alors naturel d'introduire les
quantificateurs & partir des prédicats. Nous nous sommes d'abord
placés dans le cas d'une seule variable pour objet, puis dans le
cas de deux variables. La généralisation ne présente plus alors
de difficultés majeures.

Bien qu'il existe des constructions axiomatiques du calcul
des prédicats, nous nous contenterons d'indiquer,dans le chapitre
16, un certain nombre de conventions et de résultats intervenant
dans un tel calcul. Cependant, nous avons tenu a introduire les
notions d'expressions bien formées et d'expressions vraies, et 3
préciser des régles permettant:

12) de dégager, parmi certains assemblages contenant des
fonctions propositionnelles, ceux qui ont un sens;

22) de construire de nouvelles expressions vraies.

Enfin, aprés avoir montré sur quelques exemples comment les
notions précédentes peuvent 8tre utilisées, nous indiquerons
quelques expressions vraies pouvant 8tre employées par la suite,
sans prétendre en donner une liste exhaustive,

Il ne nous a pas semblé utile d'aborder le probléme de la
"décision™", Signalons, & ce propos, qu'il existe, dans le cas ou
les fonctionsg Propositionnelles comportent une seule variable,

des méthodes de décision permettant de reconnaftre si une EBF est
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ou n'est pas une EV. Parmi ces méthodes, signalons celle des
tableaux sémantiques de BETH. Indiquons, pour conclure, que
CHURCH a démontré en 1936 la non exitence d'une méthode uniforme
permettant de décider si une expression quelconque est ou n'est
pas une loi logique: la logique faisant intervenir deux objets
au moins avec des quantificateurs ne peut pas avoir de méthode

générale de décision.
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15 ANALYSE DES FONCTTIONS
PROPOSITIONDNELTLTES

FONCTIONS PROPOSITICNNELLES A UNE SEULE VARIABLE

15.1. Les prédicats monadiques.

Soit la proposition P:"3 est un nombre premier". Dans cette
propositicn vraie, nous pouvons distinguer deux parties:

a) "3" : ce symbole désigne un objet déterminé;

b) ce que l'on affirme de cet objet: "est un nombre premier";
cette deuxiéme partie s'appelle un prédicat.

Nous venons d'effectuer une analyse de la proposition P.

Considérons maintenant la fonction propositionnelle A(x) :

" X est un nombre premier". Dans cette fonction propositionnelle,
qui n'a pas de valeur de vérité, nous pouvons encore distinguer
deux parties:

a) "x" : ce symbole désigne un objet indéterminé;

b) ce que l'on affirme de cet objet : "est un nombre premier";
cette derniére parties'appelle toujours un prédicat.

En faisant apparaftre dans A(x) la variable pour objet x, d'une
part, et le prédicat, que l'on peut désigner par A, d'autre part,
nous venons d'effectuer 1'analyse de la fonction propositionnelle
A(x),

Dans la proposition P et la fonction propositionnelle A(x),
l'analyse nous conduit au m8me prédicat A; les notations P et
A(3) désignent, de ce fait, la m8me proposition., Ce prédicat A
ne s'appliquant qu'ad un objet déterminé ou i une seule variable
pour objet, s'appelle prédicat monadique,

Un prédicat monadique donne naissance a4 une fonction pPro=-
positionnelle & une variable lorsqu'on 1'applique & une seule
variable pour objet. En remplagant cette variable par un objet
déterminé, dans cette fonction propositionnelle, on obtient alors
une proposition,

En résumé, analyser une fonction propositionnelle & une
seule variable, c'est séparer le prédicat monadique (représenté
par les symboles A, B, C,...) et la variable pour objet (repré-

sentée par x, y, Ly ooe)e
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15.2. Les abstracteurs.

Considérons la fonction propositionnelle A(x):
15.2:1. "x est premier et x est impair"
Nous pouvons l'analyser de la fagon suivanté:

la variable esgt:x

le prédicat est : "est premier et impair".
Bien que figurant deux fois, la lettre x désigne le m&me objet
et, de ce fait, A(x) est une fonction propositionnelle & une
seule variable.
Remarquons que le prédicat précédent ne s'obtient pas en suppri-
mant, purement et simplement, la lettre x dans 15.2.1.
Il existe un procédé automatique pour faire apparafttre un prédi-
cat & partir d'une fonction propositionnelle & une variable:
c'est la méthode des abstracteurs utilisée par le logicien Dopp.
Elle consiste & introduire un nouveau symbole constitué par la
variable d'objet surmontée d'un accent circonflexe et appelé
abstracteur.
Par exemple, le prédicat relatif & 15.2.,1, se notera:
RA(x)

Cette méthode permet la représentation de prédicatsanalysés.
Si nous considérons les fonctions propositionnelles:

B(x) : "x est premier"

C(x) :+ "x est impair"
A(x) peut s'éerire : "B(x) et C(x)".(Voir § 16.2.56)
En appliquant & cette derniére fonction propositionnelle la mé-
thode des abstracteurs, nous obtenons le prédicat :

2(B(x) et C(x))

I1 apparalt comme la conjonction des prédicats By, C : il exprime
la propriété que devrait posséder un objet a, pour que en rempla-
¢ant x par a dans "B(x) et C(x)", on obtienne la proposition
vraie : "B(a) et C(a)".

A partir des prédicats monadiques, on peut construire des
fonctions propositionnelles & une variable; il suffit pour cela
de faire suivre le prédicat d'une variable pour objet,

Par exemple, le prédicat 2A(x) ci-dessus peut nous donner la
fonction propositionnelle (RA(x))x qui, dans ce cas, n'est
autre que A(x). Le m8me prédicat peut également nous conduire &

la fonction propositionnelle (%A(x))y qui n'est autre que A(y)
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ctest & dire:
"y est premier et y est impair".
En tenant compte du fait que le prédicat A apparatt comme la
conjonction des prédicats A,B, cette dernidre fonction proposi-
tionnelle peut encore se noter: (R(B(x) et C(x)))y qui n'est
autre que : B(y) et C(y).
Nous pouvons également construire des propositions 3 partir
des prédicats monadiques; il suffit pour cela de faire suivre
le prédicat d'un symbole représentant un objet bien déterminé.
Par exemple, le prédicat 2A(x) ci-dessus peut nous donner les
propositions suivantes:
avec l'objet noté 7: (RA(x))7 ; cette proposition peut en-
core s'écrire A(7) et n'est autre que
la proposition vraie:
"7 est premier et impair".

avec l'objet noté 15: (RA(x))15 ; cette proposition peut en-
core s'écrire A(l5) et n'est autre que
la proposition fausse:
"l5 est premier et impair",.

avec l'objet noté a : (RA(x))a ; cette proposition peut en-
core s'écrire A(a) et possdde une va-
leur de vérité bien déterminée.

Bien entendu, les abstracteurs obéTssent & des régles de
syntaxe. Le lecteur qui souhaiterait approfondir cette question
voudra bien se reporter i des ouvrages spécialisés.

Remarque.

Considérons la fonction propositionnelle;

"X est premier et h4 ést impair".

Ce qui précéde ne peut lui Btre appliquée puisqu'il s'agit, cette

fois, d'une fonction propositionnelle & deux variables.

15.3. Le quantificateur existentiel.

Considérons la fonction propositionnelle & une seule variable
15.3.1. A(x) : "x est pair"
Le prédicat qui lui est associé se note: 2(4(x)); remarquons
que ce prédicat pourrait tout aussi bien se noter $(A(y)) ou
encore 2(A(z)); le choix de la variable n's aucune importance

et on exprime ce fait en disant que X, ou y, ou z, est une variable
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muette dans ce prédicat.

Lorsque nous voulons affirmer que, dans un univers donné,lb
il existé au moins un objet déterminé a tel que A(a) soit une
proposition vraie, nous écrivons:

15.3.2. 3 (2(a(x)))
a, b, ¢,...désignant chacun des objets de Qi,, la proposition
15.3.2 représente la disjonction logique des propositions A(a),
A(b), A(c)y..., c'est & dire, en fait, la proposition:
" A(a). ou A(b) ou A(c) om ...".
Afin de simplifier l1'écriture, on convient de noter la proposi-
tiom 15.3.2 de la fagon suivante:
15.3.3. (3 x)a(x)
Elle se lit:"il existe au moins un x tel que A(x)",
On rencontre également la notation suivante: J xAx (notation
polonaise).
Notons que 1l'expression 15.3.3 n'est ni une fonction proposition-
nelle, ni un prédicat, mais une proposition.(Voir & ce propos 1.6).
D'aprés la signification de A(x),(voir 15.3.1),15.3.3 n'est autre
que la proposition:

"il existe au moins un x tel que x est pair"
Cette proposition est vraie puisque l'objet 4, par exemple, est
tel que la proposition A(4), c'est & dire:"4 est pair", est
vraie. La vérité de ( 3 x)A(x) résulte de la vérité de A(4).
B(x) étant une fonction propositionnelle quelconque, ( 3 x)B(x)
est donc une propOSitionﬁui peut 8tre vraie ou qui peut 8tre
fausse. Elle est vraie si B(x) désigne la fo/nction proposition-
nelle 15.3.1, elle est fausse si B(x) désigne la fonction propo-
sitionnelle: " l'entier naturel x a un carré négatif",

Dans 15.3.3, la lettre x n'est pas une variable pour objet,
au sens habituel du terme, puisque 15.3.3 est effectivement une
proposition; celle-ci peut d'ailleurs s'écrire encore: (Ay)aly)
ou ( 3 z)A(z) ou m#me J [ Jﬁ\[j. Pour exprimer ce fait, nous
dirons que x, ou bien y, ou bien Z, est une variable 1liéde.

Le symbole o est appelé quantificateur existentiel;il doit 8tre
obligatoirement suivi de la variable 1liéde.

Remarquons que le symbole = n'est pas un signe sténographique;
il ne peut, en aucun cas, 8tre employé comme abréviation dans

le cours d'une phrase.
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15.4. Le quantificateur universel.

Soit A(x) une fonction propoditionnelle.
Lorsque nous voulons affirmer que, dans un univers donné IL 5
"quel que soit l'objet déterminé a, la proposition A(a) est vraie",
nous écrivons:

Y (2(4(x)))
ou encore, pour simplifier:
15.4.1. ( ¥ x)A(x)
On rencontre ausei les notations:
T] xax (notation polonaise)
(x) Ax
a, b, ¢,..., désignant chacun des objets de 11,, la proposition
15.4.1 représente la conjonction logique des propositions A(a),
A(b), A(c),...yc'est & dire, en fait, la proposition:
"A(a) et A(D) et A(c) et ... "
15.4.1, n'est ni une fonction propositionnelle ni un prédicat,
mais une proposition,(Voir 1.6), qui se lit:
"quel que soit x, A(x)"
ou encore: "pour tout x, on a A(x)".
Cette proposition peut 8tre vraie ou fausse.
Elle est vraie si A(x) désigne la fonction propositionnelle:
"l'entier naturel x est ratiaonnel™
Elle est fausse si A(x) désigne la fonction propositionnelle:
"l'entier naturel x est premier".

Comme dans le paragraphe précédent, x est une variable liée,
Remarquons que le symbole V‘ doit 8tre obligatoirement suivi de
la variable liée, V’ est appelé quantificateur universel.
Le symbole V n'est pas, lui non plus, un signe sténographique; il
ne peut, en aucun cas, 8tre employé comme abréviation dans le

cours d'une phrase,

15.5. Expressions comportant une seule variable et un seul quan-
tificateur.

A) Les prédicats monadiques que nous envisageons peuv@®nt 8tre
représentés par des lettres. En aucun cas nous ne considérerons
ces lettres comme des variables pour prédicats suceptibles d'8tre
quantifiées. On exprime ce choix en disant que la logique étudide

est une logique du premier ordre.

B) Aux paragraphes 15.3 et 15.4, nous avons introduit deux
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quantificateurs: 3 et V .

Considérons la fonction propositionnelle A(x):

"l'entier naturel x a un carré positif ou nul".

"non A(x)" est encore une fonction propositionnelle.(Voir § 16.2
S3). Elle peut s'écrire:
"l'entier naturel x a un carré négatif."

La proposition fausse: ( J x)(non A(x)) s'énonce:

"il existe au moins un entier naturel x ayant un carré

négatif".
La négation de cette proposition, notée: non{}'ﬂ x) (non A(x))],
est la proposition vraie:

"il n'existe aucun entier naturel x ayant un carré négatif."
Ce Jjugement peut encore s'exprimer de la fagon suivante:

"tout entier naturel x a un carré positif ou nul."

Ce dernier énoncé se note: (V x)(a(x)).

Cet exemple fait apparattre la possibilité d'établir un lien
entre une proposition compotrtant un quantificateur universel et
une autre proposition, convenablement choisie, faisant intervenir
le quantificateur existentiel.

C) Soit A(x) une fonction propositionnelle & une variable.
Dorénavant, ( V x)A(x) devra 8tre considéré comme une asutre no-

tation de la proposition notée:zunlﬂ 3 x) (non A(x)ﬂ .
FONCTIONS PROPOSITICNNELLES A DEUX VARIABLES

15.6. Les prédicats dyadiques.
Soit la proposition P:
"5 est inférieur a 7",
Dans cette proposition vraie, nous pouvons distinguer deux parties;
a) l'objet 5;
b) l'objet T;
c) un lien entre ces deux objets exprimé par:
"est inférieur a ",
Ce lien s'appelle prédicat dyadique: il s'applique & deux objets.
Considérons maintenant la fonction propositionnelle & deux varia-
bles, et deux seulement, notée A(x,y):
"x divige y"

A(x,y) s'appelle aussi: relation logique binaire; par abus de
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langage, et lorsqu'il n'y a pas ambigufté, A(x,y) sera appelée
relation binaire.
Dans A(x,y), nous pouvons distinguer:
a) la variable x;
b) la variable jy;
c) le prédicat dyadique:"divise", que 1l'on peut désigner
par la lettre A.
La variable y désigne un objef indéterminé qui peut cependant

8tre le mBme que celui désigné par la variable x.

15.7. Fonctions propositionnelles et abstracteurs.

Soit A(x,y) une fonction propositionnelle & deux variables
et deux seulement.
I1 existe un procédé permettant d'analyser une telle fonction
propositionnelle et de faire apparaftre le prédicat dyadique:
c'est la méthode des abstracteurs(voir § 15.2),
En plagant devant A(x,y) l'abstracteur %, on obtient 1'expression
2(A(x,y)); elle contient encore la variable pour objet y.
En plagant devant %(A(x,y)) l'abstracteur %, nous obtenons le
prédicat dyadique $(2(A(x,¥))) que nous noterons plus simplement:
$24(x,y) .
Bien entendu, ces abstracteurs obéTssent & des régles de syntaxe.
Notons, & ce propos, que l'ordre des abstracteurs est déterminant
et que, en général, $2A(x,y) ne désigne pas le mBme prédicat que
2A(x,y).

Le lecteur qui souhaiterait étudier ces notions, pourra se

reporter a un ouvrage spécialisé.

15.8. Fonctions propositionnelles et quantificateurs.

Soit A(x,y) une fonction propositionnelle & deux variables
et deux seulement.
2(A(x,y)) est une expression contenant encore la variable y. En
plagant devant cette expression le quantificateur existentiel,
nous obtenone: I (2(A(x,y))); c'est une fonction propositionnelle
4 une seule variable y que nous noterone plus simplement:
(3 x)A(st)-
Dans cette fondtion propositionnelle x est une variable liée

alors que y est une variable libre.




136

En plagant devant ( 3 x)A(x,y) l'abstracteur §, nous obtenons le
prédicat: YE | X)A(x,x)] .
Lorsque ce dernier est précédé du quantificateur existentiel, il
en résulte une proposition qui se note:

(3 »)( 3 x)a(x,y)
Dans cette expression, les deux variables x, y, sont liées.
Considérons par exemple la fonction propositionnelle & deux varia-
bles: "l'entier naturel x est inférieur 4 l'entier naturel y".
X, ¥, doivent,bien entendu, 8tre considérées comme des variables
libres.
La phrase: "il existe au moins un entier naturel x inférieur a
l'entier naturel y" , doit 8tre notée: ( 3 x)A(x,y); nous sommes
en présence d'une fonction propositionnelle & une seule variable
¥; x Jjoue le r8le de variable liéde, y celui de variable libre.
La phrase: "il existe au moins un entier naturel y, il existe au
moins un entier naturel x, tel que x soit inférieur a y", doit
8tre notée: ( I y)( I x)4a(x,y); nous avons cette fois une propo-
sition vraie; les variables x, y, sont toutes les deux liées.

En partant de A(x,y) et en procédant d'une maniére analogue,

nous pouvons former les propositions suivantes:

(3 x)(3 y)a(x,y)

(V ) (Y x)A(x,¥)

(V x)(V y)A(x,y)

(3 =)(V¥ y)alx,y)

(2 y)(V x)a(x,y)

(v x) (3 y)alx,y)

(¥ 7) (T x)a(x,y)
Exemple:

A(x,y) désigne la fonction propositionnelle: "x divise y".

(2 x)(V y)a(x,y) est une proposition vraie qui se lit: "il
existe au moins un x, quel que soit y, tel que x divise y".
(Notons que tout nombre est divisible par un, )
(V x)(3 y)a(x,¥) est une proposition fausse qui s'énonc#: "pour
tout x, il existe au moins un y tel que x divise ¥y".(Notons que

0 ne divise aucun nombre.)

15.9, Généralisation
Les diverses notions introduites dans les paragraphes pré-

cédents peuvent 8tre étendues aux cas des fonctiond proposition-
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nelles comportant plus de deux variables pour objets.
Remarque.

Dégignons par A(x,, Xgpeery Xipeoey x,.) une fonction propo-
gsitionnelle &4 n variables.
15.9.1. (V b S U PRSI < T X, )
est une fonction propositionnelle &4 (n - 1) variables dans laguel-
le x{, est une varigble liée. La lettre y ne figurant pas dans
15.9.1, en remplagant x, par y en chacune des occurrences de x4,
dans 15.9.1, nous obtenons un nouvel assemblage représentant la
méme fonction propositionnelle:

(V 7)A(XygeeesY govey Xpm)

Ceci peut 8tre étendu aux cas de fonctions propositionnelles
comportant un ou plusieurs quantificateurs existentiels ou univer-—

sels,

15.10. Notion de classe logique.

Soit A(x) une fonction propositionnelle & une seule variable
X. En remplagant X par un objet déterminé a d'un univers qi ’
nous obtenons la proposition A(a).
Tous les objets delL qui, lorsqu'ils remplacent x dans A(x),
donnent naissance & une proposition vraie, constituent la classe
logique associée au prédicat 2A(x), moyennant certaines conven-

tions.(Voir par exemple la théorie des types.)

15.11. Propriétés des relations logiques binaires.

Soit 1L un univers uniquement composé d'objets du m8me ordre.
Considérons la relation logique binaire A(x,y) dans laquelle les
variables x, y, ne peuvent 8tre remplacées que par des objets de
l'univers QI/.

Le relation A(x,y) est dite réfléxive dans 1'univers U ,
ou plus simplement réflédxive, si et seulement si:

(V x)a(x,x) est une proposition vraie.

La relation A(x,y) est dite symétrique dans l'universiL "
ou plus simplement symét#ique, si et seulement si:

(VM 2) (V¥ y) EA(X,y) =>-A(y,x)j est une proposition vraie

La relation A(x,y) est dite antisymétrique dans l'universqi.,
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ou plus simplement antisymétrique, si et semlement si:
(Vx)(V 5 \:(A(x,y) et A(y,x)) = (x = y)J est une
proposition vraie.
La relation A(x,y) est dite transitive dans 1'univers 1L ;
ou plus simplement transitive, si et seulement si:
(N 0 (V¥ 7)(V2) [(ax,7) et a(r,2)) = a(x,2]]  est

une proposition vraie.
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S6:5 désignant un opérateur logique binaire arbitraire, si o ,
ﬁ y sont deux EBF telles que aucune variable pour objets ne soit,
en m&me temps, liée dans l'une et libre dans l'autre, alors
(X )D(f5) est une nouvelle EBF.

Si une variable est, par exemple, l1iée dans o et libre
dansJﬁ y i1 suffit de remplacer, dans o/, cette variable par une
autré ne figurant ni dans X ni dans /> pour que («)A (ﬁ:) soit
une EBF.(Voir § 15.9.)

Ainsi, si nous désignons par o 1'EBF A(x), par /3 1'EBF (W x)A(x)
A(x) = (Vx)4(x)
n'est pas une EBF, mais
4(x) —> (Y1) 4(y)
en est une.
ST7: Il n'existe pas d'EBF en dehors de celles obtenues par

les régles précédentes.

16.3. Lois logiques: EV.

Les lois logiques sont des EBF considérées comme vraies dans
la logique étudiée. Elles sont désignées par le sigle EV (expres-
sions vraies).

Ll: Les lois logigues du calcul des propositions sont des
lois logiques du calcul des prédicats.

L2: Soit & wune EV du calcul des propositions dans laquelle
figurent des variables propositionnelles P, Qy Ry...

Si en remplagant P, en chacune de ses occurrences dans o .5
par une EBE‘/Q du calcul des prédicats, on obtient une EBF, cette
EBF est ume EV ¥ du calcul des prédicats.

Si en remplagant, simultanément,

P, en chacune de ses occurrences dans & , par une EBF ﬁ,
@y en chacune de ses occurrences dans % , par une EBF Y,
R, en chacune de ses occurrences dans % , par une EBF¢£
on obtient une EBF, cette
EBF est une EV \P'du calcul des prédicats:ﬂ y 8% , & ,... ne sont
pas nécessairement des EBF toutes différentes.

si (V)P, (Yof, (30¢, (TG, (VnY, (YnY,

(']y)kf, (Hy)\f/,..., sont des EBF, ces EBF sont des EV du calcul

des prédicats.
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16 - QUELQUES RESULTA AT S DU CALCUL
DES PREDICATS

16.1. Signes primitifs.

Avant de construire un calcul des prédicats, il est nécessai-
re de se donner un certain nombre de signes appelés signes primi-
tifs. Nous choisissons les suivants:

a) des lettres P, Q, R,...qui représentent des propositions
indéterminées et jouent le r8le de variables. Nous les appellerons
"variables propositionnelles".

b) des lettres x, y, z,...qui représentent des objets et
Jouent le r8le de variables. Nous les appellerons "variables pour
objets".(x,¥,...peuvent 8tre affectdes d'indices ou d'accents.)

c) des lettres A, B, C,...qui représentent des prédicats
s'appliquant & une ou plusieurs variables pour objets. Ces lettres
jouent le r8le de variables. Nous les appellerons "variables de
prédicats".

d) les signes représentant les opérateurs logiques rencontrés
dans le calcul des propositions.

e) les signes 3 ,VY.

f) les parenth&ses et les crochets.

16.2, Expressions bien formées: EEF.

A l'aide des signes précédents il est possible de construire
des assemblages. Ceux qui ont un sens dans la logique considérée
sont appelés EBF. Nous adoptons les régles de syntaxe suivantes:

Sl: Toutes les EBF du calcul des propositions sont des EBF
du calcul des prédicats.

32: Si A est un prédicat s'appliquant 4 n variables pour
objets, alors A(xﬁ, xz,...,xm) est une EBF. Cette EBF désigne une
fonction propositionnelle & n variables.

$3: 8i o est une EBF, alors non(™{ ) est une EBF.

S54: BSi o est une EBF qui contient la variable libre x, alors
(3 x)X est une EBF qui contient la variable liée x et les m8mes
autres variables libres que ¢ .

S5: 8Si o est une EBF qui contient la variable libre X, alors
(V x)o est une EBF qui contient la variable lide x et les mfmes

autres variables libres que o .
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Exemples.
12) Nous avons
— (P et Q) =P 6.28.2,
C'est une EV du calcul des prédicats d'aprés Ll.
Remplagons P, en chacune de ces occurrences, par 1'EBF A(x); nous
obtenons:
(4(x) et &) =>= 4(x)
gui est une EV du calcul des prédicats, d'aprés L2,
(a(x) et B(y)) = A(x)
(A(x) ot A(x)) = A(x)
(¥ xA(x)) et B(y) =3 (¥x4(x))
sont encore des EV du calcul des prédicats d'aprés L2.
VH(4(x) et B(y)) = 4(x)]
Iy[(a(x) et B(y)) = A(x]]
sont encore des EV.
Ty[(alx) et B(y)) =2 V¥xa(x)]
n'est pas une EBF car x est libre dans(A(x) et B(y)), mais 1liée
dans le second membre de l'implication.
Par contre,
3 y[(a(x) et B(y)) =3 Vza(z)]
est une EBF, et , d'aprés L2, cette EBF est une EV.
22) Nous avons aussi:
= (P=>0Q) == ((Q =>R) =>(P ===R)) 6.32,1,
C'est une EV du calcul des prédicats d'aprés Ll.
D'aprés L2:
(4(x,5) = oJ == [(a =>¥28(2)) == (A(x,y) => ¥23(2))]
V x[(B(x) = A50(y)) == ((Ty0(y) =>B(x)) => (B(x) => B(x)))

sont des EV du calcul des prédicats.

16.4. Régles de déduction,

Leg EBF considérées comme lois logiques, & priori, sont
toujours appelées axiomes.
A par%ir des axiomes et grflce a4 des rdgles de déduction, on peut
construire de nouvelles lois logiques que l'on appelle théorémes.
Enfin, & partir des axiomes et des théorémes déja connus,il est
possible d'établir, & 1l'aide des m8mes regles de déduction, de
nouvelles lois logiques également appelées théorémes,

Notons, en particulier, les rédgles de déduction suivantes:
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Rl : Régle d'inférence:
Soit of , y deux EBF.
si l_—(o() et (™ g..ﬁ )J:%—ﬂ est une EBF, cette EBF
est une loi logique d'aprés L2.
En conséquence, si of est une EV et si (o =%Tj%) est
une EV, alors /3 est une EV,
Ce qui précéde est encore valable si (d::;;%)est
remplacé par (Nksﬁ;7g).
R2 : Désignons par « une EV.
19) Une EBF /3 est donnée.
Soit P une proposition figurant dans 1'EVe’ . Dans & |,
en remplagant P en chacune de ses occurrences par 1'EBF
/8 y on obtient une expression qui, si elle est une EBF,
est une EV.
Exemple:
[non(P%-VxB(x))J@[non VxB(x) et P_]
est une EV d'aprés L2 et 6.13,1.
Prenmons pour EBF 3 : Vx(A(x) ou B(x)) et remplagons P par:ﬁ ;
non [(VX(A(X) ou B(x))):;.\‘fxB(x)]é?[noanB(x) et Vx(A(x)ouB(x)}
est une EBF; c'est donc aussi une EV.
2¢) Une fonction propositionnelle B(x) & une seule variable est
donnée.
Soit les fonctions propositionnelles & une seule variable
A(x), A(y),... figurant dans 1'EV % . Dans % , en rempla-
cant:
A(x) en chacune de ses occurrences par B(x)
A(y) en chacune de ses occurrences par B(y)
on obtient une expression qui, si elle est une EBF, est
une EV.
Exemple:
[4(x) et ¥ya(y)] = [A(X) ou VJA(yﬂ
est une EV d'aprés L2 et 6.28. 3.
Prenons pour B(x) la fonction propositionnelle nonA(x) et remplagons
dans 1l'implication précédente. Nous obtenons:
[nonA(x) et Vynonﬂ(yl] —_— [nonA(x) ou VynonA(y_)]

qui est une EBF; c'est donc aussi une EV,




32) Une fonction propositionnelle B(x,y) & deux variables est

donnée.

Exemple:

Soit des fonctions propositionnelles A(x,x), A(x,y),
A(yy%x)yeee,a(z,%)y..., figurant dans 1'EV X . Dans & ,
en remplagant:
A(x,x) en chacune de ses occurrences par B(x,x)
A(x,y) en chacune de ses occurrences par B(x,¥y)
A(y,x) en chacune de ses occurrences par B(y,x)

A(z,t) en chacune de ses occurrences par B(z,t)

on obtient une expression qui, si elle est une EBF,

est une EV,

4(,y) = [A(x,7) ou a(y,x)

est une EV d'aprés L2 et 6.28.1.

Prenons pour B(x,y) la fonction propositionnelle nonA(x,y) et

remplagons dans 1l'implication précédente;

[nonA(x,yﬂ;==%7 nonA(x,y) ou nonA(y,xﬂ

est une EBF; c'est donc une EV.

42) Une fonction propositionnelle B(x,¥,...) est donnée.

R3

R4

R5

R6

La méthode de remplacement indiquée au 39 se généralise
et on procéde de la m8me manidre.

Soit: A une EV dans laquelle figure 1'EBF/3 $

!5' une EBF telle que ﬁ <g=$>/3/ soit une EV,
Dans & , en remplagant /’-3 par /8' en une ou plusieurs
occurrences de/g dans « , on obtient une expression qui,
si elle est une EBF, est une EV.

Soitef , » deux EBF, « contenant la variable libre x.
Si (& =>—[5) est une EV et si ((Vx)xX ) = /3 est une
EBF, alors cette dernidre EBF est une EV,

Soit & , ﬁ deux EBF, ﬂ contenant la variable libre x

et & ne contenant pas la variable x libre.

S§ (D(‘_-‘-_:,P) est une EV, alors (& =—> (Vx)/g) est
une EV,

Soit o , deux EBF, IB contenant la variable libre x.

Si ( R ==(3) est une EV et si (¥ —;7(3):)[%) est une

EBF, alors cette dernidre EBF est une EV,
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R7 ¢ Soit of , ﬁ deux EBF, « contenant la variable libre x
et ﬂ ne contenant pas la variable x libre.
gi (X =%=-(3 ) est une EV, alors ((3 x)« =>-[j) est
une EV.
Remarque.

Dans les lois logiques du calecul des propositions, en rempla-
g¢ant les variables propositionnelles P, Q@ Ry..., par, respective-
ment, les fonctions propositionnelles & une seule variable x, Alx),
B(x), C(x)y..., on obtient une EV du calcul des prédicats. (Voir
L2, § 16.3)

En plagant devant cette EV le symbole (V x), on obtient une propo-
sition vraie. Dans ce cas, la référence donnée sera celle attribude

a8 la loi logique dans le tableau synoptique du calcul des proposi-

tions ( chapitre 8),

16.5. Quelques lois logiques.

Nous allons utiliser les régles précédentes pour démontrer
que certaines EBF sont des EV. Ceci permettra au lecteur de se
familiariser avec la "manipulation" des fonctions propositionnelles
et des quantificateurs.

Rappelons d'abord que:

16.5.1. (V x)A(x) est une autre notation de non (3 x)(non A(x)
Il nous faut préciser, au préalable, 1'EBF que nous considérerons
comme vraie & priori. Dans ce qui suit, 1'EBPF:

16.5.2. A(y) = (B x)a(x)

dans laquelle A(y) et A(x) sont des fonctions propositionnelles

4 une seule variable, est un axiome.

Reppelons enfin que 1l'utilisation des parenthéses conduit treés
vite & une écritfure compliquée., Afin de faciliter la lecture des
expressions formelles, nous nous permettrons, lorsqu'il n'y g ras
ambigufté, les abus d'écriture suivants:

19) La fonction propositionnelle & une seule variable A(x)

sera notée Ax,

29) (¥ x)A(x) sera noté Vxax.

(3 x)A(x) sera noté Jxax.

30) (VY x) non(A(x)) sera noté V¥x non Ax.

42) (V¥ x)4a(x)) et B(x), par exemple, sera noté V xAx et Bx

mais (V x)(A(x) et B(x)) sera noté Vx(Ax et Bx).
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De m&me pour les autres opérateurs logiques binaires.

16.6. L'expression vraie: (' xBx) — By.
Les fonctions propositionnelles qui interviennent dans ce
paragraphe sont des fonctions propositionnelles & une seule variabl
En remplagant Ay par (non By) et Ax par (non Bx) dans 1'EV
16.5.2, nous obtenons, d'aprés R2, 1'EV:
16:6.1. non By —»> Ix non Bx
Utilisons maintenant 6.30.,1 et L2. En remplagant P par (non By)
et Q par (3 x non Bx), nous obtenons 1'EV:
l16.6.2. [non By == Jx non Bx]c_’—-—}[non(ﬂx non Bx = non(non By))J
D'aprés 16.5.1, le second membre de 16.6.2 peut s'écrire:
VxBx == non(non By)
D'autre part, 6.11.1 et L2 nous donnent 1'EV:
16.6.3, non(non By) «&= By
En appliquant R3 avec 16.6.2 et 16.6.3, nous obtenons 1'EV:
16.6.4. [non By == =]x non Bx} = [VxBx —_— ByJ
Puisque 16.6.1 et 16.6.4 sont des EV, d'aprés R1,
16.6.5. V xBx = By est une EV.

16.7. L'expression vraie:!jdxAX et ‘VxBx] =3 Vx(Ax et Bx)

Dans ce paragraphe nous ne considérons que des fonctions
propositionnellles & une seule variable.

A) En appliquant R2 a 16.6.5, nous obtenons 1'EV:
16 .7l s V xAx => Ay
En tenant compte de 6.34.1, 16.7.1 et 16.6.5, nous pouvons écrire
1'EV suivante:
16.7.2.[(VXAX = Ay) et (VxBx = By)]f;[( Vxix et ¥xBx)=> (Ay etBy3|
Le premier membre de 16.7.2 est la conjonction des EV 16.7.1 et -
16.6.5; c'est une EV; 16.7.2 étant une EV, la régle Rl permet
d'affirmer:
16.7.3. (¥ x Ax et % xBx) => (Ay et By) est une EV.
Appliquons R5 & cette dernidre EV, nous obtenons 1'EV:
1647 . 4 (¥ xAx et VxBx) => Y y(4y et By)
La variable x étant liée, il nous est possible de changer la varia-
ble liée y et nous obtenons:

S (Mxax et \xBx) =—> Vx(4x et Bx)
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B) Selon 6.28.2, nous avons 1'EV:

16:7+:65 (Ax et Bx) = Ax
\fz(Az et Bz) =3 Ax étant une EBF, d'aprés Ry » nous sommes en

présence de 1'EV:

16.7.7. (V 2(Az et Bz)) == Ax
En appliquant R4 4 16.7.7, nous obtenons 1'EV:
l16.7.8. (W z(Az et Bz)) ==> WV xix

x étant une variable liée, en changeant la variable 1liée Z, nous

obtenons:
16.7.9. (Vx(Ax et Bx)) =3 V¥ xAx
Partant de la loi logique (Q et P) = P, une démonstration analo-

gue nous conduit & 1'EV:

16.7.10. (Vx(Ax et Bx)) == W xBx
Appliquons maintenant 6.34.1 aux EV 16.7.9 et 16.7.10. Il vient:
(¥ x(Ax et Bx)) ==-VxAx V¥V x(Ax et Bx)

et = et =$-(VxAx et VxBx)
(V x(Ax et Bx))=> V xBx V x(Ax et Bx)

Cette implication est une EV; son premier membre étant la conjonc-
tion de deux EV est lui-m8me une EV et, d'apreés Rd :
16.7.11. (V¥x(Ax et Bx) et Vx(Ax et Bx)) =>(V xAx et V xBx)
est une EV,
D'aprés 6.26,.1;
16.7.12. (V¥ x(Ax et Bx) et Y x(Ax et Bx)) &=V x(Ax et Bx)
est une EV,.
En appliquent Rz & 16.7.11 et a 16.7.12, nous obtenons 1'EV:
16.7.13. (V x(Ax et Bx)) —> (VxAx et V xBx)
C) En remplagant dans:
(P=2=Q et Q=>P)=> (P&==> Q) 36231
P par: ¥ x(Ax et Bx)
Q par: (VzxAx et VxBx),
nous obtenons une EV,
La conjonction des deux EV 16.7.135 et 16.7.5 étant une EV, R‘i nous
permet d'affirmer que:
16.7T.14, (V x(Ax et Bx)) «&&= (V¥ xAx et Y xBx)

est une EV.
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16.8. Les autres lois logiques.

La démonstration des 1oi8 logigues conduit généralement &
des raisonnements assez longs. La méthode & suivre vient d'ftre
exposée dans les paragraphes précédents. Pour ne pas surcharger
cet ouvrage,nous nous contenterons d'énoncer les lois logiques
les plus fréquemment utilisées. La liste de ces lois logiques sera
donnée au chapitre 17.

Le lecteur désireux de prendre contact avec d'autres démons-

trations pourra se reporter 4 un ouvrage spécialisé.
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E.16.1.

Démontrer les lois logiques répertoriées au chapitre 17,

depuis le numéro 16.8.1, jusqu'au numéro 16.8.42.



149

17 - SYNOPTTIGUE DU CALCUL DES
PREDICATS

l6.2. Expressions bien formées: EBF.

S1 : Toutes les EBF du calcul des propositions sont des EBF du
calcul des prédicats.

52 :+ Si A est un prédicat & n variables pour objets, alors
A(x,, XgyeeeyXy) est une EBF.

S3 Si K est une EBF, alors non(x ) est une EBF.

S4 : 8i A est une EBF qui contient la variable libre x, alors
(3 x)X est une EBF.

S5 : 81 & est une EBF qui contient la wvariable libre x, alors
(V x)X est une EBF.

S6 : D désignant un opérateur logique binaire arbitraire, sio( ,

15 » sont deux EBF telles que aucune variable pour objet ne
soit, en m&me temps, lide dans l'une et libre dans l'autre,
alors D{Aﬁ est une EBF.

16.3. Lois logiques: EV.
Ll : Les EV du calcul des propositions sont des EV du calcul des
prédicats,
L2 : Soit X une EV du calcul des propositions dans laguelle
figurent des variables propositionnelles Py, Q Ry...
Si en remplagant P, en chacune de ses occurrences dans ¥ ,
par une EBF ﬂ du calcul des prédicats, on obtient une EBF,
cette EBF est une EV Y du calcul des prédicats.
Si en remplagant, simultanément,
P, en chacune de ses occurrences dans X , par une EBF ﬁ,
Q@yen chacune de ses occurrences dans % , par une ERBF Uﬂ,
R,en chacune de ses occurrences dans X , par une EBF g y
; on obtient une EBF, cette EBF
est une EV ‘P du calcul des prédicats.bﬁ ’ 5/, 5-,..., ne
sont pas nécessairement des EEF toutes différentes.
st (Y, (Yo f, (399, (T, (Fa)P, (vP,
(3 y)f’, (Ely)?,,..., sont des EBF, ces EBF sont des EV du

calcul des prédicats.
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16.4. Régles de déduction.
Rl : Si « est une EV et si ( « =>= fi ) est une EV, alors ﬁ
est une EV.
Si X est une EV et si (X &= p ) est une EV, alors 3
est une EV,.
R2 : Désignons par o« une EV.
12) Une EBF 3 est donnée.
Soit P une proposition figurant dans 1'EV o . Dans ;
en remplagant P en chacune de ses occurrences par 1'ERF
ﬁ y on obtient une expression qui, si elle est une EBPF,
est une EV,
29) Une fonction propositionnelle B(x) & une seule variable
est donnée,
Soit les fonctions propositionnelles & une seule variable
A(x), A(y),..., figurant dans 1'EV & . Dans % , en rem-
plagant:
A(x) en chacune de ses occurrences par B(x)
A(y) en chacune de ses occurrences par B(y)
on obtient une expression qui, s8i elle est une EBF, est
une EV,
3¢) Une fonction Propositionnelle & deux variables, B(x,y)
est donnée,
Soit des fonctions propositionnelles A(x,x), A(x,y),
A(¥9X)yeeoy A(zyt),...,figurant dans 1'EV . Dans o,
en remplagant:
A(x,x) en chacune de ses occurrences par B(x,x)
A(x,y) en chacune de ses occurrences par B(x,y)
A(y,x) en chacune de ses occurrences par B(y,x)
A(z,t) en chacune de ses occurrences par B(z,t)
on obtient une expression qui, si elle est une
EBF, est une EV.
42) Une fonction propositionnelle B(x,¥,...) est donnée.
La méthode de remplacement indiquée au3? se généralise

immédiatement.
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Soit:

~ une EV dans laquelle figure l'EBFﬁ ;

E'J une EBF telle que(ﬁ .¢_—_;7ﬂ')301t une EV.
Dans o« , en remplagant ﬁ par [’5’ en une ou plusieurs occur-
rences de ﬁ dans % , on obtient une expression qui, si
elle est une EBF, est une EV.
Soit & , 15 , deux EBF,  contenant la variable libre x.
8i (X =E',>-ﬁ ) est une EV et si ((Vx)%):—?ﬁ) est une
EBF, alors cette dernidre EBF est une EV.
Soit & , 3 , deux EBF, ﬁ contenant la variable libre x et
X ne contenant pas la variable X libre.
si (o .—.,—;?(3) est une EV, alors (¥ —> ('v‘x)ﬁ.) est une EV.
Soit ,ﬁ y deux EBF, /3 contenant la variable libre x.
si ( =>fB ) est une EV et si (« — (Bx)ﬁ) est une
EBF, alors cette derniédre EBF est une EV.
Soit ,ﬁ} y deux EBF, X contenant la variable libre x et ﬁ
ne contenant pas la variable x libre.

Si (o(_—.é,:-ﬁ) est une EV, alors ((3x)¥ == R ) est une EV.

16.5. Quelques lois logiques.

16.5.1. Vx Ax est une autre notation de non(3A x(non Ax))

16.5.2. Ay —> 3 xAx
16.5.5. (V xBx) —= By

16.7.14. [Vx(ax et Bx)]<=> [(¥x ax) et (Vx Bx)]
16.8.1, (VWx P) <P

16.8.2. (3Ax P) > P

16.8.3. (non Ay) =>- 3 x(non Ax)

16.8.4. (Vx(non Ax)) —> (non Ay)

16.8.5. (¥x Ax) => 3Ax Ax

16.8.6. (Vx(non Ax)) = 3 x (non Ax)

16.8.7. (Vx Ax) «= (V¥ x 4ay)

16.8.8. (Jx Ax) & (3 x 4y)

16.8.9. (3 x Ax) <« non(‘v"x(non Ax))

16.8.,10. (non (¥x Ax))e=> 3Ax (non Ax)

16.8.11. (non(d x Ax))=> v x (non Ax)

16.8.12. (Jx(non Ax)) ou (3 x(non non Ax))

16.8.13. (3 x(non Ax)) ou (non non 3 x(Ax))

16.8.14. (3 X (non Ax)) ou (non non V x (4x))
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[ax(Ax et Bx)| —=>- E(Elx Ax) et (3 x Bx)]
[('\Tx Ax) ou (V¥ x Bx)] %’-LV}((AK ou Bx)]
[Jx(ax ou Bx)] == | (2 x Ax) ou (I x Bx)]
[¥x(ax ou Bx)] = [(Elx Ax) ou (VY x Bx)]
L[Nx(Ax ou Bx)T] = [(V¥x Ax) ou (I x Bx)]
[((Vx ax) et (3 x Bx)] —=> [El x(Ax et Bx)]
[(Tx Ax) et (Vx Bx)] == LE] x(Ax et Bx)]
((Vx ax) ou (T x Bx)] == [Zx(Ax ou Bx)]
[(Zx Ax) ou (V¥ x Bx)] %—[E_]x(mc ou Bx)]
[ Vx(ax :#Bx)l e [('Vx Ax) =>—(V x Bx)
L‘VX(AX ==Bx)] => [(V=x ax) => (Jx Bx)]
[Vx(ax == Bx)] = [(3 x 4x) = (3 x Bx)]
'[z{x(Ax == Bx)]==> (¥ x Ax) == (3 x Bx))
[(Vx ax) = (V¥x Bx)| == | 3 x(Ax —» Bx))
[(3 x ax) = (Vx Bx)] == [V x(4x == Bx)_)
[(Tx ax) = (3x Bx)] == [T x(ax => Bx)]
[V x(Ax &> Bx) | = (v x ax) &=(Vx Bx)]
CVx(Ax «=>3x)] == [(2x Ax) «= (3 x Bx)] |
J[Fx(ax «>Bx)] = [((v xAx) = (FxBx))et((V xBx) = (I xAx
[VX(P@A}:)]@[(P = VxAx) et(3 xAx =>p) '
[(V x(Ax = Bx)) et (ST xax)] —> [E!X(Bx et Ax)]
[(Vx(Ax =>nonBx)) et (2 xBx)] = Eﬂx(Bx et nonAx))
[(¥x(ax => Bx)) et Ay | — By
Y(VX(AX =>Bx)) et non By) = non Ay
[Vx(ax = Bx) et V¥V x(Bx == Cx)] == [ Vx(4Ax =3 Cx)
. [( Vx(Ax =Bx)et JxAx)et vV x(Bx ==Cx)]

== [V x(Ax ==Cx) et 3 x4ix)
c[( ¥V x(Ax =>Bx) et ZIxAx) et-\?‘x(Bx::}:-Cx)Ji?ij(Ax et Cx) ]
. l:gx(Ax et Bx) et V x(Bx .—_,_L,.Cx)’J &.@-L;‘]X(Ax et Cx)]

]




