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PREFACE

Le développement extraordinaire des moyens de calcul offerts par les
ordinateurs contemporains a eu par effet de retour une influence déterminante
sur une théorie mathématique assez ancienne, la théorie de 1'approximation.
Cette théorie connut trois stades jusqu'ad présent. Une préhistoire avec
1'interpolation polyndmiale de Lagrance, la méthode des moindres carrés,
les formules de quadrature de Gauss, ainsi que diverses considérations é&parses
dans la littérature au XIXéme siécle commencant avec le développement en
série de Fourier et se terminant avec les théorémes limitesde Weierstrass,
une histoire classique avec Eebié%v et Tes premiers résultats sur
1'approximation uniforme, les travaux de la Vallée Poussin, Bernstein et
Jackson, une histoire moderne enfin avec 1'arrivée des calculateurs et
qui offre un florilége de publications au niveau de la recherche, de rapports
techniques et d'ouvrages de vulgarisation. Voici un exemple supplémentaire

de cette derniére catégorie.

Nous avons voulu reprendre la théorie mathématique de 1'approximation
d'une fonction et a moindre titre celle d'un opérateur, en mettant systé-
matiquement 1'accent sur Tes méthodes de 1'analyse fonctionnelle. Par
conséquent, on ne pourra bénéficier de ce texte sans une certaine connaissance

de cette derniére discipline et un ouvrage particulier, El1&ments d'Analyse

Fonctionnelle (en abrégé E.A.F.) a été d'ailleurs rédigé a cette intention™.

Nous fournissons ici les résultats élémentaires de la théorie désormais
classique, du moins ceux qui ne présentent pas un caractére technique trop

difficile ou trop long & détailler.

De nombreux exemples jalonnent 1'exposé et un chapitre entier porte sur
une technique numérique particuliére. Plus d'une soixantaine d'exercices

sont proposés au cours du texte.

* Publié dans la collection Nanta-Iremica : Yolume N®7, suivi d'un volume N°8

consacré a des exercices en analyse fonctionnelle.



Toutefois, rappelons qu'il s'agit d'un texte mathématique dont le but
premier est de décrire des idées et leurs enchainements, de justifier 1'utilité

des concepts introduits et non seulement d'inventorier des recettes numériques.

Nous souhaitons mettre le lecteur en possession d'un outil puissant et lui
permettre, face d une situation concréte de son travail d'ingénieur, de faire
un choix critique parmi les diverses méthodes plus ou moins possibles. Ensuite,
il pourra se reporter aux bibliothéques d'ordinateurs, ou aux ouvrages

spécialisés pour la mise en oeuvre pratique de la procédure adoptée.

Ce texte peut aussi étre utilisé par des professeurs de 1'enseignement
secondaire désirant apprendre la théorie de 1'approximation en vue de modifier
certains aspects de leur enseignement trop @loigné des techniques numériques.
Nous avons utilisé un tel cours dans de nombreux stages de recyclage pour
ingénieurs a 1'Ecole Nationale Supérieure des Techniques Avancées et & 1'Ecole
Nationale Supérieure de 1'Aéronautique et de I'Espace*. Nous 1'avons utilisé
avec des stagiaires de 1'Institut de Recherche sur 1'Enseignement des
Mathématiques de 1'Université de Nantes. Les nombreuses remarques des auditeurs

nous ont fait modifier bien des présentations et nous remercions ces participants.

Monsieur DAUBISSE a dirigé la rédaction de mise en oeuvre numéricue
des méthodes mathématiques de 1'approximation dans le cadre d'un groupe IREM
au cours des derniéres années. Le texte est fourni & la suite du texte théorique,

au cthapitre 8. I1 est did au travail en collaboration.

* Depuis 1973



INTRODUCTION

Précisons le probléme général de 1'approximation. Soit f, une fonction
représentant un phénoméne physique et que nous voulons exprimer, de la meilleure
fagon possible, & partir d'autres fonctions {¢n} , tabulées ou considérées comme

n»1l
plus simples

La premiére question qui se pose est celle de mesurer la précision de 1'ex-
pression choisie pour remplacer f & partir des fonction ¢n' IT nous faut
définir,sur un ensemble de fonctions contenant f et les ¢,> une notion quanti-
tative mesurant 1'écart de deux fonctions. La notion de norme convient 3 cet effet
et nous nous placerons sur un espace vectoriel normé, utilisant constamment le

langage de E.A.F. chapitres 1 et 2.

La deuxiéme question, une fois ce langage posé, est celle de définir mathéma-
tiquement 1'expression "de la meilleure facon possible". Soit f une fonction,
€lément d'un espace vectoriel E contenant les fonctions ¢n. AppeTons F le
sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions ¢n. Nous chercherons a
exprimer f au moyen d'un élément g de 1'espace F et cela de la meilleure
fagon possible. Le mieux alors est de chercher s'il existe un &lément g de F
tel que la distance de f & g, mesurée par la norme de f-g, soit l1a plus petite
possible parmi toutes les distances de f & un &lément quelconque h de F. On

veut donc résoudre, si cela est possible, 1'égalité :

f-gll = Inf |f-h|| ;5 gqgeF
heF

Si un tel point g existe, on 1'appelle une meilleure approximation de 1a fonction

f au moyen de combinaisons linéaire des {¢r§

nz1

Bien entendu, un tel &lément g peut ne pas exister, ou s'il existe ne pas étre

unique. C'est 1'objet du chapitre 1 que de donner les résultats utiles en ce




domaine. Ajoutons que le probléme d'existence est toujours résolu par 1'affirmative,

dés que 1'on cherche a approximer au moyen de combinaisons linéaires d'un nombre

fini de fonctions ¢n“ Ceci est de grande importance pratique.

Cependant, lorsqu'il y a existence et unicité, i1 faut favoriser un moyen
pratique de calcul, soit un algorithme, soit une propriété caractéristique de 1la
meilleure approximation. Notre effort portera essentiellement sur deux normes :

Ta plus utile, Ta norme uniforme, sera traitée au chapitre 6 ; la plus utilisable.
la norme quadratique, fera 1'objet du chapitre 2. Cette derniére norme présente

en effet de nets avantages, d'ailleurs souvent caractéristiques (existence et
unicité, méme en dehors des cas de dimension finie, caractérisation au moyen de
propriétés de nature linéaire grdce au produit scalaire, linéarité de la meilleure
approximation, etc.) Sur le plan de la compréhension, la norme quadratique est
tellement proche de 1'intuition géométrique usuelle que les théorémes et les
démonstrations sont trés parlants. Le chapitre 3 détaille la technique numérique

des fonctions splines ol la norme quadratique joue son plein réle.

Enfin, i1 reste a préciser 1'erreur commise en remplacant f par sa meilleure
approximation en prenant n fonctions de base ¢1 5 ¢2 5 5553 ¢n‘ Bien entendu,
on obtiendra surtout des résultats sur ce qui se passe lorsque n tend vers
1"infini. C'est le but du chapitre 4 et du chapitre 5 ol 1'on rejoint avec la
notion de Tissage et de régularisation d'une fonction 1'importante notion de con-

volution.

Enfin, on a regroupé en un chapitre 7 ce qui concerne les approximations

d'opérateurs linéaires et des exemples de calcul numérique.
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- CHAPITRE 1 -

-——— -

I. THEOREMES D'EXISTENCE.

Nous utiliserons les notions d'analyse fonctionnelle pour poser et
résoudre le probléme annoncé dans 1'introduction. A priori, nous nous plagons
donc sur un espace vectoriel normé E, dont les &léments sont des fonctions.
Nous nous donnons un sous-espace vectoriel F, de dimension finie et nous

cherchons, f &tant un élément fixé de E, un &lément g de F tel que

If-g1 = Inf Jf-h]
heF

Cet élément Q est appelé une meilleure approximation de f dans F .

Pour utiliser 1'hypothése de la dimension finie de F , 11 est rela-
tivement commode de partir d'une base ®,, ®,,..., ®, engendrant F . Le
probléme se situe alors de la fagon suivante :

Chercher n constantes réelles 0y, Q5,..., G, (ou complexes si 1'espace [
vectoriel normé sur lequel on travaille est complexe) pour lesquelles

n=k n
If-L o, 0 = Inf  IF-L b,
By, b b€R" =
Exemple : choisissons pour [ 1'espace vectoriel des fonctions continues
et 3 valeurs réelles, définies sur le segment[0,1]: E=[[0,1] . Nous
munissons [E de 1'une des normes définies en EAF,chap. 1 pour constituer

un espace normé du type €[0,1] ou ¢ (0,11
p

A priori T est une fonctiop continue quelconque et les (1)1, CD2 s
,,(Dn sont n fonctions continues supposées indépendantes. Cette derniére
expression signifiant que s'il existe n constantes réelles b,, b, ,..., b,

telles que 1 'expressj(grr‘l

L0, (x)

soit identiquement nulle sur [U,ﬂ, alors on a nécessairement les égalités

b1=b2=-—== bn=0




On peut énoncer le théoréme trés général suivant :

Théoréme d'existence 1 : il existe une meilleure approximation de tout

glement T d'un espace normé au moyen d'un sous-espace de dimension finie.

L'idée de la démonstration est simple. Tout d'ka_bord, f é&tant

=N

fixé dans E , nous constatons que 1'expression |f — Z h 5 (Dkll est
k=1

positive et définit une application de F dans R¥(xe R' si x 30)

E1le admet donc une borne inférieure notée Q. Le probléme est de montrer
maintenant que cette borne inférieure est effectivement atteinte pour n

constantes réelles Q Qpseees O - A priori, il semble possible

1’ ¥
d'obtenir un tel résultat (quand on songe au probléme analogue : montrer
qu'une fonction continue sur [0,1] atteint sa borne inférieure) a

condition toutefois de montrer que les by, B,...,b_ ne varient pas

n
sur tout 1'espace Rr" .

k =n

Inf If- ibkCDkll

n k=
by b, - b € R

o
i

D'une part, cette constante, positive ou nulle, est majorée par
If ] (faire b,= b,=---=b, =0). Nous allons approcher le minimum
au moyen d'une suite g (Q, » &lément de F ) telle que

ao < If-g,1 < a+-|%

La suite q,, est caractérisée par ses n coordonnées dans la base CD,,
Digsesss P de 1'espace F, c'est-a-dire

=N

Om = bk,rnd)k

=

Nous allons montrer que 1'on peut alors extraire de gm une
sous-suite §, qui converge dans ‘F vers un élément (§ de ctoordonnées
[flk] . Cet eé]ément g sera justement un élément réalisant la meilleure
approximation.

Reprenons donc la démonstration. L'expression

k=n
{h, S byaeemb. } ——-ﬂkizlbk o, |

. . n
constitue une norne sur 1'espace vectoriel [

N (b, ,b,-=,b)



En effet
N (Aby s Abp--=Ab, ) = 1A N (byubj-ac.b,)

N Cbye b joma=b s 0% ) & N (byumesb,) e N bmamib’ )

e
n

N (b .b,---sb) = 0 est equivalent a b, =b,=---=b =

(Ce dernier point est acquis grdce a 1'indépendance linéaire des fonctions
®, ®,..... O, qui forment une base de F).

- - = - . n
Grace au théoréme d'équivalence des normes sur 1'espace R~ ,
nous assurons 1'existence de deux constantes positives A et B pour
lesquelles

(1) AMax | b, < N(b.bpr--:b,) < B Max Ibyl
i€ kg n 1< kgn

Nous avons donc 1imité ainsi le champ de variation des constantes bl, bz, .

Nous approchons maintenant le minimum a au moyen de la suite [+ .
La premiére inégalité de (1) fournit :

1
Max b, | < g lfl-m
1< kgn ’ A
car on a
n
S A A R N B P N B T
Ceci prouve que Ta suite B = {bhm ,bz‘n;—-—,hn’ } est une suite bornee

n . . 5 s .
dans R". Certes nous ne savons pas a priori si la suite Bn,converge, mais
le théoréme de Bolzano-Weierstrass permet d'extraire de la suite B,.n une

. n -
sous-suite Bme convergente dans 1'espace R vers un point A .

A - {a,,az,—“,un}

La convergence de la suiFF B'“e implique la convergence de la

! -
- Z bk‘m ¢, au sens de la norme sur 1'es

suite de fonctions 0
é k=1 e

pace £, grice & la deuxiéme inégalité (1).




En effet :

k=n k=n
”Zbk,m@k QZ qu)k“ < B Max | b -a |
k=1 e k=1l 1< k<n kym g k

Ceci implique aussitdt grdce & 1'inégalité triangulaire

| f - 2: a, .1 - Lim | f - E: bem @i |
k=1 me —D‘CD k =1 e
Or :
_ i
If Eibk‘med)kl < 0 as

qui tend vers @ lorsque M tend vers 1'infini. La suite G,, 0, ..., @

réalise donc :

¢ = ]f-kz_faktbkﬂ = Inf] f=h]

heEF

L'existence d'une meilleure approximation est ainsi assurée conformément
au théoraéme énoncé. (Une autre démonstration bien plus rapide utilise la compaci-

d'une boule fermée de R", notion non définie dans E.A.F.)

2. EXEMPLES.

On applique ce theoréme au cas [(0,]7)] ou encore {[a,b],
a et b étant finis ou non.

Exemple 1 considérons 1'espace [(0,1)] et différentes normes sur cet
espace :

1fl, = Sup | F(x)

x€ [0.1]

ef.

o~

1
IFHF> =({If(x}lp dx) /P2 1, (Cf. E.A.F' Chapitre 1)

Cherchons & déterminer une meilleure approximation, pour ces normes, de
la fonction f : X ——X  lorsque 1'on choisit n= 1 et @,(x)=1.

I1 s'agit de trouver une constante a telle que | f-a | soit minimum.



Traitons d'abord le cas p quelconque mais fini. Des inégalités

a < 0 X-0 > X > -0 sur [0,1]
et
X<+ 0-1 < X+0
on déduit :
If-all, > 1l > HF+aIp si a< 0
et :
[fea-1l, < Ifeal; sioa >

c'est-d-dire que 1'on peut supposer a compris entre 0 et 1. Dé&s lors

1 {-a D +1 ¥
p p P e P
If-al, = flx—ulp dx = IxIPdx = O—=l1-0)
0 -a P+t
d £ p P P
—— -a = a-(1-a
d.u“ ip) ( )
L'unique valeur de @ réalisant le minimum est donnée par a? = | 1-—ﬂ)p,
c'est-a-dire @ =-%?.
Maintenant i1 est facile de vérifier que 0 = %? est 1'unique

solution réalisant le minimum pour la norme de la convergence uniforme.

Exemple 2: Toutefois 1'unicité de la meilleure approximation n'est pas tou-

jours exacte comme le montre 1'exemple suivant. Supposons que nous vou-
lions réaliser la meilleure approximation de la fonction f valant 1 sur
[0,1] en prenant n =1et O,(x)=x.

If —axl, = - axl,

D'une part

It -axl, > flo) = 1

Cette borne inférieure est atteinte pour toutes les valeurs de @ comprises

entre 0 et 2, comme ge montre une figure.

{

On note que a =2
| % correspond @ 1'unique

! | ' % meilleure approximation
|

0 . /s 1y Pour les normes ﬂ.ﬂp




3. UNICITE DE LA MEILLEURE APPROXIMATION.

Nous allons voir cependant que pour de nombreuses normes fonction-
nelles, il y a unicité de la meilleure approximation. Ce résultat est
d'importance pour le traitement par machines.

Définition : on dit qu'une norme fonctionnelle est strictement convexe

lorsqu'elle posséde la propriété suivante :

si If,1

If,1 et si o est un nombre strictement positif et strictement

inférieur a4 1, alors

lcfy« (1= )f,l < If,] = If,l lorsque f, = f,

Théoréme d'unicité 2 : il y a unicité de la meilleure approximation lorsque

la norme fonctionnelle est strictement convexe.

Supposons que deux suites de nombres {a, Oy seeaw @ } et
{ a; v B3 smes a;, } réalisent une meilleure approximation de la

fonction f . Envisageons la suite 0y* 0} g 02’______ 0,+0, et
2 2 £ E
1'approximation que réalise cette suite. I1 vient :
i Qe 0 3 s
f“ k+ = l' - +—]— S '
I7-LI2525)0,0 = 15(-2a,0) 1 (f- 10,0,
Mais nous avons par définition d'une meilleure approximation
n n (2]
IF-2 0yl = 1F-La"dd = Inf IF-Y bd,l
k=1 k=1 (b‘ - _..,bn)e R k=1 1
et en appliquant la définition d'une norme strictement convexe avec a = 3
n q [],
+
If L (58 0l < Inf | r-Zbkcbkn
=1 (bys=--,b,) ER" =
* )
Cette derniére 1nega11te est impossible si 1'on a { ::::: ,uk}¢[qﬁ.ncn . a ]

d'oil Te theoreme 2.

L'exemple donné aprés le théoréme 1 montre que sur 1'espace [[0,1]
la norme de la convergence uniforme n'est pas strictement convexe puisque
nous avons trouvé plusieurs meilleures approximations. On montrerait de
méme que la norme |f ﬂ1 n'‘est pas strictement convexe. Toutefois, les

autres normes Ifﬂp sont strictement convexes.



Théoréme 3 : Pour 1<p<+m les normes |, |p sont strictement convexes.

Pour ce théoréme, il importe d'abord de préciser 1'inégalité de
Minkowsky en cherchant les cas d'égalité, dans le cas des normes |,||J .
Lors de la démonstration de

IF«aly, < Iflp+ 1gl; avec 1< p< o
nous avons vu qu'il y a égalité seulement si f et g sont des fonctions

linéairement dépendantes (Cf. E.A.F.).

Des Tors si Jfy |, = |fl, alors pour un nombre o (0 < & <1), on a

IO(ﬂ‘“-'O()fz'p < O(I‘ﬂlp*“—of)lf.z"p = |f1“p = IIlelp

L'égalité a lieu seulement si of, et ({-x)f, sont linéairement dé-
pendantes et de méme signe. Mais comme f, et f, ont méme norme, cela
implique 'I:1 = f2 . Nous avons bien vérifié la définition d'une norme
strictement convexe (ici les espaces fonctionnels sont supposés réels).

La norme |.|QD a une relation limite avec les normes ﬂ.!p. Nous allons
voir laquelle et comment on peut utiliser une telle relation pour la re-
cherche d'une meilleure approximation au sens de la norme de la convergence
uniforme.

4. ALGORITHME DE POLYA.

Enongons le théoréme en vue sous la forme la plus simple.

Théoréme 4 : soit f une fonction continue sur le segment [0.1]. On a :

1fleg = Sup If(xl = LimIfl,

x € [0,1] p— @

Ce théoréme est facile. D'une part | f ﬂp<ﬂflmd'aprés 1'inégalité
de Holder (Cf. E.A.F.). D'autre part, plagons-nous autour d'un point Xo ol
f atteint son maximum. Nous supposons, sans perdre de généraliteé,
(changer f en —=f ) que :

[fle = fxe)



I1 existe un nombre 7 positif tel que pourlX -Xe | inférieur a %
alors |f(x) = f(xo)| est inférieur 3 & . I1 vient, pour tout € >0
assez petit

1 Xo+ Xo+r
_[If"(x)lP dx > f IFrl(x)Ip dx > _(lfﬂm—&)"f dx
0

Xo =N Xo-n

> 20 (1f 1€

i
IFl, > IFL > (Lf] -6)(22)F

1
Lorsque P tend vers 1'infini, (2R )P tend vers 1, ce qui établit le
théoreme 4, le résultat étant vrai pour tout & positif assez metit.

Appliquons ceci au probléme de 1'approximation. Nous savons que
pour Ta norme L . (p>1), i1 existeure unique meilleure approximation de f
sur F, que je note P, (f) . Que peut-on dire de Lim Po(f) 2

P =+ Q@

Heuristiquement, on peut imaginer que LimPp(f ) est 1'une des meilleures
p—+@

approximations de f au sens de la norme de 1a convergence uniforme.

Le résultat n'est pas exact sous cette forme. Nous avons bien
(1) 1fF-Po (fll, < If-gl; pour tout g dans F
et en particulier pour g = 0

=P (F), < 1FI,

ce qui montre que, en utilisant les relations entre les normes Lp(cf EAF chap 2§85

Pl < 1Pl Fllp < 2Ifl, < 20flg

Mais Po(f) est une suite de 1'espace vectoriel de dimension
finie F . Comme cette suite est bornée, en norme L }eﬁ reprenant 1'utilisation d
théoréme de Bolzano-Weierstrass comme dans la démoﬁgtration du théoréme d'u-
nicité 1, on montre que 1'on peut extraire une sous-suite Pp (f) telle
que Ppr(f) converge au sens de L1 et au sens de la norme ée la conver-
gence uniforme (car sur F' toutes Tes normes sont équivalentes), vers une



fonction de F que je note fo . Montrons que fo réalise une meilleure
approximation de f au sens de la norme de la convergence uniforme. En effet

on a

If -Pp(f )lp! < 1f-g Is, pour tout gEF

Donc :
lf -fo ﬂp' < I f -Pp‘(f)lp!" ﬂpp!(f) s fu lp!

Mais l1a norme de la convergence uniforme est plus fine que la norme Lp ,
d'od

1= folp, < 1= gl +1fo-P, (fllg

Faisons tendre [ vers 1'infini, i1 vient grdce au théoréme 4 :

lm 1f-fl, = 1F-fulg
— 00 !
t ] N = =
g - i,

et grace & la construction de Pp!(f)

Lim Ifo P (F)l_ = O

— 40
If-fl, < If- 0l pour tout g dans C [0,1]

ce qui démontre le théoréme suivant.

Théoréme 5 : soit Pp(f) Jla meilleure approximation de f au sens
de L p[0,1] sur un espace vectoriel de dimension finie F . Toute
sous-suite sz(f) convergente en norme uniforme, converge vers une

meilleure approximation de T au sens de 1a norme uniforme.

Obtient-on de cette maniére toutes les meilleures approximations
pour la norme uniforme ? La réponse en général est négative et 1'on peut
avoir une limite pour la suite Po(f) elle-méme bien que f n'ait pas

une unique meilleure approximation au sens de la norme uniforme. Un tel cas

est” fourni par 1'exemple 2, page 5.



Cependant ce théoréme 5 permet le calcul de la meilleure approxima-
tion lorsque cette derniére est unique, compte tenu du fait que les espaces
Lp sont uniformément convexes (voir plus loin).

5. AUTRES EXEMPLES.

Comme nous nous sommes donnés beaucoup de liberté dans le choix
de la norme, il peut étre intéressant de chercher les meilleures approxi-
mations lorsque la norme fait intervenir T et ses darivées.

Ainsi prenons ('[0,1] 1'espace des fonctions contindment déri-
vables sur le segment [0,1].

On peut se poser le probléme de la meilleure approximation d'une
fonction f en choisissant une norme particuliére.

Exemple : sur C'[0,1] , nous prenons trois normes différentes :

1 4
2 2 norme de la convergence en moyenne
el = (if(“ dx) quadratique
Ifl, = Sup I (x)] norme uniforme
x€ [0,1]

et Ifl

réle simultang a f et a
sa dérivee f

) z ', 2 X
(flf(x}l dx+f |f (x)] dx> 2 laquelle fait jouer un
0 0

Recherchons 1a meilleure approximation de la fonction y = x4 par exemple €n

Prenant pour F 1'espace des fonctions linéaires.
Pour la premiére norme, il y a unicité et on trouve facilement

(Cf Chapitre suivant) _g_. X - ._.;_ = 0,8x - 0,2

Pour la troisiéme norme, il y a également unicité (cette norme
dérive d'un produit scalaire, et ,grice & 1'identité du parallélogramme,les
espaces préhilbertiens sont strictement convexes). On trouve :

S8, 19 L 098k - 0,29

65 65
Pour la norme uniforme, on trouve
3
X-—%— V2 = x-0,236

Naturellement ces trois meilleures approximations sont différentes.



l ' Meilleure approximation
y uniforme '

yaX

Meilleure approximation
au sens de L’ espace (?
08x-0,2

+1

05

\J

fig: Meilleure approximation de x*
par des fonctions lineaires

La troisiéme norme de cet exemple est assez intéressante, elle
dérive d'un produit scalaire et le complété de 1'espace E1 [U,i] pour
cette norme est un espace de Hilbert appelé communément espace HI et
sur lequel on pose souvent les problémes d'équations différentielles avec
problémes aux limites.

Nous verrons au Chapitre 2 que 1'on peut caractériser les meilleures
approximations sur un espace de Hilbert, et que 1'on dispose ainsi d'un
moyen de calcul.

Si 1'on démontre que 1a norme [.l,, est plus fine (Cf E.A.F.)
que la norme uniforme, la connaissance de la meilleure approximation pour
1a norme de H' donne une bonne approximation en norme uniforme, non
optimale en général. Ceci est appréciable quand on connait les difficultés
de 1'approximation en norme uniforme (Cf. Chapitre 6).

Ces quelques remarques montrent que le choix d'une norme est une
chose importante pour 1'approximation d'une fonction continue. Donnons
une figure suggestive qui fera comprendre en outre le probléme d'unicité.
Nous nous plagons dans 1'espace Rz et choisissons comme normes les
normes Lp & sayoir pourx=(xl,xg:

1
Ixl, = ("6 )P pour 0>p > 1



Les boules unité Bp pour ces normes peuvent étre représentées

de la fagon suivante :

B

0
! //
B
/| B

Fig: Boules unités ennorme Lp_

Puisque les frontiéres de By et de B, présentent des portions
rectilignes, i1 ne peut y avoir unicité de la meilleure approximation
au sens de ces normes. En effet, les é&léments de meilleure approximation
d'un point X de E par: un sous-espace vectoriel F sont & 1'.intersection
du sous-espace Fetkde_1a‘sphére de centre x et dont le rayon est la
plus courte distance de fa F.siila sphére en question posséde une
portion de segment, ou plus généralement une plage convexe, on n'a pas
unicité, comme la figure ci-dessus 1'indique bien.

Boule de centre £ et
de rayon girej[f__ d(fg)

0 | \ Ensemble des meilleures

approximations de f par F



6. UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE D'UNE MEILLEURE APPROXIMATION.

L'existence d'une meilleure approximation est donc acquise dans
le cas du moins o F est de dimension finie. La question qui se pose
maintenant est le calcul effectif d'une meilleure approximation. La dé-
monstration du théoréme d'existence n'est pas constructive puisqu'elle
ne fournit pas un algorithme convergeant vers une meilleure approximation.
En effet on a seulement dit qu'il é&tait poséib]e d'extraire une sous-suite
convergente en se basant sur le théoréme de Bolzano-Weierstrass, mais on
n'a pas donné de moyen pratique pour une telle construction : on n'a pas
encore programmé sur machine 1'obtention d'une meilleure approximation.

-

Une démarche naturelle consiste alors & chercher des propriétés
caractéristiques des meilleures approximations avec 1'espoir que ces
propriétés s'avéreront constructives. De fait, de telles caractérisations
seront envisagées avec succés pour des espaces normés particuliers : les
espaces hilbertiens. Ainsi au Chapitre 2, pour la norme de la convergence
en moyenne quadratique, une excellente caractérisation sera obtenue grice
a la propriété d'orthogonalité.

Au Chapitre 6, on passera & Ta norme de la convergence uniforme pour la-
quelle une caractérisation moins maniable sera obtenue au moyen des pro-
priétés d'alternance. Pour la norme L , nous étudierons également des
propriétés d'alternances et de convexité.

Toutefois, nous allons terminer ce chapitre par une caractérisation fort
générale.

Théoréme &:soit E un espace normé sur R (ou sur € ) et F un sous-

espace vectoriel fermé de E . Soit x un point de E n'appartenant pas

i F.un point Yy, de F est une meilleure approximation de x par les

éléments de F si et seulement s'il existe une forme linéaire continue L

sur E possédant les propriétés suivantes :

(1). ILl = 1
(2) L(z) = 0 pour tout 7z de F
(3) Lix-y) = Ix-Yol




Démonstration : La condition est suffisante. En effet s'il existe un Yy, de

F et une forme linéaire continue sur E ayant les propriétés requises,

on a

Ix-yol = 1L({x=yJ| = | L(x-2)

puisque L (Yo = L(z) =0 . Par suite, pour tout z de F , on a bien

Ix -yl < TLIIx-z1 = lx-zI
ce qui caractérise bien une meilleure approximation,

La condition est nécessaire. .Puisque x n'appartient pas & Foet
que F est un sous-espace fermé de E , on dispose de

Inf Jx-z1 = a > 0
ZEF

Considérons le sous-espace vectoriel 6 de E , engendré par le sous-espace
F' et 1'élément x. Tout élément y de 6 s'écrit d'une fagon unique sous
la forme

Y = 2.¢-AX

o0 A est un scalaire réel si E est réel, complexe si E est complexe.

5
On définit une forme linéaire L sur 0 en posant pour tout y de G

Cly) = Aa
En particulier L (z) =0 pour tout 2z de F .

Cette forme linéaire est continue sur 0 puisque

ICyl <yl

En effet, cette inégalité est évidente si A =0. Pour A = 0, on a une
minoration puisque 2/7\' appartient a 1'espace F .

Iyl = dz«Xxl = lz/«x1 > Mo = LU (y)l

I1 est facile de voir que la norme de L’ , considérée comme forme lindaire
continue sur 0 , est exactement 1 grdce au choix de @ . Dés Tlors, un
théoréme fondamental d'analyse fonctionnelle, le théoréme de Hahn-Banach,

- . , . - .
assure qu'il existe un prolongement L de L en une forme linéaire et
3 ! -
continue sur tout E . En outre L a méme norme que L . Nous admettrons



ce théoréme assez intuitif et i1 devient alors clair que L est la forme

linéaire et continue cherchée.

Le théoréme de caractérisation précédent est évidemment utilisable
dés que le dual topologique de E est bien connu : c'est le cas de C [0,1]
mais également le cas de Q;[U,ﬂ pour | < p<w . Dans ce dernier cas en effet,
le dual s'identifie avec Lq[0,1]oa 1/p + 1/q = | (Cf E.A.F.)
Dans le cas (51 [0,1] e dual s'identifie & 1'espace des fonctions mesu-
rables et bornées sur  [0,1] (Cf E.A.F.). Enfin, pour Q[0,17 ., le
dual est 1'espace des mesures de Radon sur [U,T] , largement étudié en
théorie de 1'intégration.

Examinons ce qui se passe dans le cas (E'[U,l], ou ce qui revient
au méme pour la dualité topologique, dans le cas L*[0,)]. on sait que le
dual topologique s'identifie a L2 [0,1] (Cf. E.A.F.). Soit alors f
un &lément de L2 [0,1] et go un élément d'un sous-espace vectoriel fermé F
de L? [0,1]. cet &lément Jo est la meilleure approximation de f par F
si et seulement s'il existe une fonction h de L2 [0.1] telle que

1
(1) I, = .ﬁh(x)lzdx =
1 i
(2) fg(x) hx)dx = 0 pour tout q de F
0

(3) ‘[(;(x)-go(x))ﬁ(_ﬂdx - \/L‘ff(x)—go(x)]zdx

1 | I
(1) et (3) fournissent J (h(x) - F(x) = 90(x) ) h(x) dx = 0 et grdce au

| ° If - g, ;
-9 2 - I 9% 1N\ 2 .
théoréme de Pythagore l]h . I+ [hii? = “_E" = 1
- gl IF - 9,
f(x) = g (x) O -
donc h(x) = "presque partout.
I - gl

Par suite, 1'é1ément Qo réalise la meilleure approximation de f par les
éléments de F si et seulement si pour tout §de F on a

fog; (x)(f(x)—g:.(x)) dx

Cette propriété caractéristique est de maniement facile comme nous allons

I
o

le constater au Chapitre 2. Nous allons d'ailleurs reprendre complétement
la démonstration de cette importante propriété dans un cadre plus aénéral.




- EXERCICES DU CHAPITRE 1 -

EXERCICE N° 1.

Soit f une fonction continue sur [a,b]. m et n deux entiers
fixés positifs. Montrer que le probléme de trouver n+m+2 nombres réels

1 I— » 0, s Dgs.... b, tels que
-1
Sup [fx) - SaXlGX o
x € [a 5] box”‘+ b'i . bm

soit minimal, admet au moins une solution (ce résultat constitue le pre-
mier pas en théorie non linéaire de 1'approximation des fonctions).

EXERCICE_N°_2.

e e -

Calculer la meilleure approximation de V1+ X sur L U,T] au
moyen d'une fonction linéaire et au sens de la norme en moyenne quadra-
tique (on trouvera 0,955 + 0,414 x).

Discuter 1'erreur commise.

EXERCICE N° 3.

Comparer la meilleure approximation en norme quadratique de €*
par une fonction linéaire & la meilleure approximation de €* en norme L'

ou en norme uniforme.

EXERCICE N°_4.

—rm e o e -

Montrer qu'un espace préhilbertien (Cf E.A.F.) est strictement
convexe.

EXERCICE N° 5.

Reprendre la démonstration du théoréme d'unicité dans le cas d'un
espace de norme strictement convexe E et d'un sous-espace F dont la di-
mension n'est pas nécessairement finie. On montrera que 1'ensemble des
meilleures approximations est un sous-ensemble convexe d'une certaine sphére.



Par ailleurs la stricte convexité réduit & un point les sous-ensembles

convexes qui sont sous-ensembles d'une sphére.

EXERCICE_N°_6.

Etablir le théoréme suivant.

Pour qu'il existe une ynique meilleure approximation de tout 1'&lément

d'un espace vectoriel normé E sur R (ou C ) par un sous-espace vectoriel
de dimension finie F quelconque, i1 faut et i1 suffit que E soit
strictement convexe.

EXERCICE_N° 7.

Montrer que le théoréme de caractérisation d'une meilleure approxi-
mation est encore vrai lorsque les conditions (1), (2) et (3) concernant la
forme L sont remplacées par les conditions suivantes, ol E est complexe :

(1) IL1 =
(2') Re (L(z) = 0 pour tout z de F
(3') [Re L (x=Yoll = Ix =y |

EXERCICE_N° 8.

Justifier 1'assertion suivante, implicitement utilisée dans le
texte du Chapitre 1:

X appartient & la fermeture de F si et seulement si Inf Jx-2z] = 0
Z€EF

EXERCICE N° 9 =

: _ - < 1 e Y

Soit ABC un triangle. Existe-t-il un point P du plan de ce triangle tel que la
somme des distances de P aux trois sommets A, B et C soit minimale ? Le point
est- i1 unique ? Construire géométriquement le point P lorsque le triangle a tou
ses angles aigus. Le point P s'appelle le point de Fermat.

Peut-on généraliser ces résultats ? (cf Appendice : Et pan dans le mille).



- CHAPITRE 2 -

D = D e M e = e e S ) e e

I. UN PROBLEME DE LINEARITE.

Jusqu'a présent, nous avons fixé 1'élément f dont on recherchait
une meilleure approximation au moyen des &léments du sous-espace vectoriel F .
Se plagcant dans un espace normé E Justiciable d'un théoréme d'unicité de la
meilleure approximation (c'est-d-dire pour une norme strictement convexe,
Cf exercice N° 6), il est intéressant d'examiner la correspondance établie
entre 1'élément T et sa meilleure approximation, notée Pf , par les &léments
de F . On définit donc 1'application P .

P f —— PYf
€E €F

avec la propriété caractéristique
IF-PFI < Jf-gqgl pour tout g dans F

Remargue : en toute rigueur, on devrait noter P.(f) pour expliciter le rdle

de F . Nous ne le ferons pas chaque fois que F' aura &té clairement choisi et
fixé.

La premiére propriété évidente de cette application P est son idempotence

(1) P(Pf) =Pf pour tout [ dans E

Une deuxiéme propriété facile est 1'homogénéité
(2) POAF) = AP(F) pour tout scalaire A

En effet, si g est un &lément de F et pour un scalaire A non nul, on a
puisque 9/7\ appartient a F

I Af-g1 = mnr-%u > NIf-PfI =  IIAf - APF |
Par suite de 1'unicité, on déduit bien
P (AF) = AP(f)

Une troisiéme propriété concerne la norme. On a

(3) IPfl < 2]f] pour tout T de E



En effet Pf = Pf-f+F et donc |Pf] < [Pf-F[s]f], tandis que

IPF-fl < If-01] = ﬂfl7 puisque 0 € F, grice & la propriété de la meilleure

approximation. On peut naturellement chercher & améliorer la constante 2 qui
figure dans (3),pour des espaces normés particuliers. Nous reviendrons plus tard
sur ce point.

On peut également ajouter 1'inégalité suivante, facile a vérifier

[ 1f-Pfll-Tg-Pgll < I1fF-gl pour tout F,.g de E

I1 est alors tentant de se poser le probléme de la linéarité. En général, on
n'a pas 1'égalité suivante

P(f"g) = Pf+Pg

3 . .
Exemple : Prenons pour E 1'espace R® muni de deux normes strictemert con-

vexes classiques. Pour tout X = (x‘ ,X2,x3) de R® . on pose

2 2 2
Ixl, = Vix?s x; +x2

4 4 4
(X, ¢ x5 +x5) 2

et Ixﬂa

Au Chap. 1 §5,nous avons déja remarqué les propriétés géométriques différen-
tes des boules relatives a ces deux normes.

Nous cherchons une meilleure approximation de X par les éléments du sous-espace

F de R3 constitué par 1'ensemble des y = ( y‘ ’yz ’ya) ol yI = y2 = y3

(axe ternaire).

Pour 1a norme |[|.],, i1 est facile de voir que vy, —y. _ v o X1*¥X2*X3
2 Yy y2 y3 3
réalise la meilleure approximation de X = ( Xy 29Xy 5Xg4 ) par F . Ce sera une

conséquence facile des résultats ultérieurs, mais on note directement 1'égalité
2 2 2
(xy=y)s (xp-y)s (x5-y) =

+ + 2 + + 2 + 2
(x, - !_1_1'3&2._&) v (x,- X ;2 X3y, (Xg- xHZZ X2 )%, 3(y - X1+X32+x3 ?

ce qui assure aussitdt le résultat. En outre, 1'application X —P(x)qui & tout
X fait correspondre le point y dont les trois composantes sont égales et valent

3
X3 *XSz*Xa est une application linéaire de E=R’ sur 1'espace F

Plxsx') = Plx) «P(x)



I1 ne s'agit d'ailleurs que de la traduction algébrique du théoréme de
Thalés puisque le point y s'interpréte comme la projection orthogonale sur
1'axe ternaire du point ( X, X,, X3)-

X,

F=axe ternaire

P P(x+x’)
=P(x)+P(x’)

Linéarité de la meilleure

approximation dans un

espace euclidien

Pour la norme | @ﬂd, les choses sont bien différentes. I1 faut

c g5 4 4 &4 : . .
minimiser ( x, - £ )+ ( xz—-t )+ ( Xq= t ) parmi tous les t réels possi-
bles. Une solution annule la dérivée en t, c'est-d-dire satisfait

3 3

(X, =t e (xp=t) 0=t = 0

ou encore

3t - 30xexpexglt?ealxtadadlt - (xdexdeaxd) = 0

Pour x =(0,0,1) , ou x = (0,1,0) ou encore x = (1,0,0) e nombre t con-
venable est le méme par symétrie et satisfait 1'squation polynémiale :

(1) 3t 3% s 3t -1 0

]

Pour X = (1,1,1) , élément de F, le nombre t’ convenable est
évidemment 1. On voit alors qu'il n'est pas possible que £’ =3t puisque 1/’3
n'est pas solution de 1'équation (1). On en déduit qu'il n'y a pas linéarité
de la meilleure approximation pour 1a norme |[.[, '

I1 devient dés lors naturel de se poser la question suivante :

Pour quels types d'espaces normés (E, |.]| ) (strictement convexes) a-t-on
la propriété de linéarité de la meilleure approximation par les é&léments d'un
sous-espace de dimension finie quelconque ? Un théoréme répond complétement

d cette question.



Théoréme__ 1 N : Soit E un espace vectoriel normé (réel ou complexe),

dont la dimension si elle est finie est au moins égale & trois. On suppose que

pour tout sous-espace F de dimension 1, i1 existe une unique meilleure appro-

ximation Pg(x)de tout x € E par les &léments de F telle que

P- (x+x’) = P=(x) +P(x") Vx,XEE

Alors la norme de E provient d'un produit scalaire.

Nous ne ferons pas la démonstration compléte. On note d'abord qu'il suffit

de faire la démonstration dans le cas ol la dimension de E est finie et &gale
a trois. En effet, si le théoréme est vrai pour tout espace normé de dimen-
sion trois, on en déduit que tous les sous-espaces [ de dimension trois de E
ont une norme induite par E qui provient d'un produit scalaire. Cette norme,
sur [, satisfait alors 1'égalité du parallélogramme (Cf E.A.F.)

Ix .y|]2+ Ix—yll2 = 2(lx[|2+lyu2) Vx,y €6

Mais dans la relation précédente, i1 est bien clair que 1'on peut remplacer
la mention : V x,y €0 par la mention V’x,y EE puisque deux
é1éments quelconques sont en jeu (et appartiennent donc toujours & un 0 de
dimension 3). Par suite :

2 2 2 2
e oyl s Ix=-y 17 = 2(Ixd 1y ) Vx,yEE
Nous avons alors montré en exercice (Cf. E.A.F ; Exercice N° 14 ) que cette

égalité caractérise les normes provenant d'un produit scalaire.

I1 reste donc seulement & envisager le cas d'un espace vectoriel normé de
dimension trois, ce que nous laisserons sans démonstration.car c'est assez pénible.

I1 est également intéressant de noter dans la méme veine le théoréme suivant :

si elle est finie est au moins égale & trois. On suppose que pour tout sous-

espace F de dimension 1, i1 existe une unique meilleure approximation PF(x}

de tout x € E par les éléments de F telle que

1P.001 < Ixl VxEE

Alors la norme de E provient d'un produit scalaire.




2. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT.

La Tinéarité de la meilleure approximation conduit donc aux espaces
dont la norme provient d'un produit scalaire, c'est-i-dire aux espaces préhil-

bertiens. Dans E.A.F., nous avons étudié la meilleure approximation dans un
espace préhilbertien par les &léments d'un sous-espace complet quelconque F
Regroupons les résultats obtenus en un théoréme

complet de E . I1 existe une unique meilleure approximation E=(X} de tout

élément x de [ par les éléments de F . En outre PF est un opérateur liné-

aire, idempotent, auto-adjoint, et de norme 1 sur E .

L'élément PF(x ) est caractérisé par la propriété de projection orthogonale,
a savoir :

<x - P(x),y> = 0 VyEF

Dans un espace de Hilbert, non seulement i1 y a existence et unicité de la
meilleure approximation pour les sous-espaces F de dimension finie mais éga-
Tement pour les sous-espaces fermés quelconques. En outre, on dispose d'une
propriété caractéristique de la meilleure approximation, propriété qui est de
maniement facile comme on va le montrer car elle ne fait intervenir que des

outils linéaires.

3. PROJECTION ET APPROXIMATION: THEOREME DE CARACTERISATION.

A titre d'exercice, nous allons reprendre les démonstrations d'E.A.F.
sur un espace préhilbertien réel et pour un F = E, de dimension finie.

Soit I8 un espace préhilbertien (réel pour fixer les idées) de pro-

duit scalaire <x,y> et de norme | x l; - <X, )(>f/2

Cherchons 1a meilleure approximation PX d'un é&lément x de &6 par
les éléments d'un sous-espace vectoriel En:Px € E, et pour tout yE€ E,,

(1) Ix =Px1® < Ix {Px+yl1?

Explicitons les produits scalaires

Ix -Px1® < Ix-Pxl= 2<x= Px,y> + Iy]’



soit la relation

(2) 2 <x -Px,y> K Iyl2

Remplagons dans (2) y par Ay (0< A< 1). On a encore :

2
2 <x -Px,y> < Alyl
A étant aussi petit que 1'on veut, ceci implique que :
<x - Px,y> < 0

Si nous faisons le méme raisonnement en remplagant 1'é&l1ément y de
E, par (-y), encore élément de En nous trouvons de méme :

<x =-Px,-y > < 0

Donc :
<x -Px, y > > 0
Finalement
(3) <x-Px,y > = 0 pour tout yEE,

Nous avons donc obtenu la condition nécessaire suivante pour que
PX soit une meilleure approximation sur un espace préhilbertien :

la différence entre x et sa projection Px sur En est orthogonale & En .

Montrons que la condition (3) est aussi  suffisante. I1 suffit de

décomposer la somme x-(P(x)+~/)se1on[x-P(x))__.y en utilisant le théoréme
de Pythagore

Ix =(Prpy) 12 = Ix=PxI®+lyl® > TIx-Pxl?

ce qui termine la démonstration. On appelle Px 1la projection orthogonale de x
sur Eq .

Remarque : Le fait que E, soit de dimension finie n'a pas &té utilisé pour

établir la condition nécessaire et suffisante qui précéde. Cependant, en dimen-

sion infinie, 1'existence de la meilleure approximation est un théoréme profond
(Cf § 2 et E.A.F).

Dégageons un certain nombre de conséquences de cette propriété ca-
ractéristique de la meilleure approximation.




1°) Unicité : 1'unicité a été démontrée. A titre d'exercice, donnons ici une
démonstration particuliére. Soient alors deux projections Py , P, de 1'éle-
ment x de 33 sur 1'espace En.

On a : <x -P,y> - 0

En particulier :

De méme :
<X"'P1P_-P>= 0

Soustrayons membre & membre les deux expressions précédentes :

]
o

2
NP - Pyl
Donc :

- P P

I

2 i

2°) Linéarité : montrons que 1'opérateur P de projection orthogonale qui & x

dans & fait correspondre Px dans En est linéaire.

En effet, pour tout élément z de En, la bilinéarité du produit
scalaire fournit :

<A =-WPx,z> = A<x -Px,z > = 0
<xoy = Px+Py),z> = <x=Px,z>+<y-Py,z> = 0
ce qui assure la linéarité d'aprés la propriété caractéristique de la meilleure
approximation.

3°) Idempotence : i1 est facile de constater que Px = X pour tout &lément
x de 1'espace En . Par suite, on dispose de la relation : '

puisque Px appartient 3 E, pour tout x dans JE , ce que 1'on note encore

P = P

P est alors dit idempotent.

4°) Symétrie : 1'opérateur P est auto-adjoint relativement au produit scalaire.

Ceci veut dire que 1'on a la relation

(4) <Px,y> = <x,Py>

pour tout x et y de 3‘8



En effet, écrivons x suivant la décomposition X = xt + Px

o 1'on a gt , IS5 = 0 pour tout z de Eq.

De méme pour 1'élément y

y =yt Py
Reportons dans 1'expression <Px,y>
<Px,y> = <Px,y1> ¢« <Px,Py> = <Px,Py>

5°) Enfin, 1'on peut montrer que P est un opérateur continu dont on peut méme
préciser 1a norme || P ] . Rappelons que

Px
Pr- sy f

Pour x dans E , on a Px =X donc on a un premier renseignement

1P1] > 1
D'autre part, d'aprés 1'égalité de Pythagore :
2 2 2
Ix12 = I s1px

ce qui fournit
2 2
IPxI™ < Ix 1
Donc on en déduit aussitét

1Pl < 1

Pl = 1 .
Récapitulons : 1'opérateur P de projection orthogonale est un opérateur

D'ol le résultat final

idempotent, linéaire, auto-adjoint, borné et de norme égale a 1.

Remarque : On peut montrer réciproquement que ces propriétés caractérisent

les opérateurs de projection orthogonale dans le cas d'un espace de Hilbert
réel. '

Nous allons maintenant donner 1'application au calcul explicite de la projection.



4. APPLICATION AU CALCUL DE LA PROJECTION.

Soit 36 un espace préhilbertien réel et E, un sous-espace vectoriel

de dimension finie. Soit €, €,,..., €, une base de E,. Tout &lément y de
E, s'écrit d'une fagon unique :
y = Z.YJ €]
PX est un &lément de E dont les coordonnees dans la base {e sont appelées
{?;}.Ona {=n
Px = Zir;
iz

~J
Nous cherchons & expliciter les coordonnées X; de la projection P x
de X sur En

Appliquons Ta propr1ete caractéristique d'orthogonalité. On a :

<X'Z:(L L:ZYJE> = 0
pour tout N- uplg y,, y,,... yﬁ ) de nombres réels.

Ceci s'écrit en utilisant 1a bilinéarité du produit scalaire :

n n

~Jt
j;yj Lz:“xl 8;,8;> — < X,e; >] = 0
En prenant successivement yJ.=1, _yk=0 (ksj) pour j =1 ,...01

on obtient le systéme (5) de n équations linéaires pour les inconnues Gi
g
Xt

(5)

w [~12

<e ,e;> = <x,e;> (pourj=1,---.n)
]

L
Y
Le systéme (5) permet donc de calculer les coordonnées X; de la
projection Px de X sur En d condition que le déterminant de ce systéme
linéaire ne soit pas nul. Mais nous savons, d'aprés les théorémes généraux du
Chapitre 1, que la projection existe et est unique : le systéme (5) a donc une
solution unique. On peut d'ailleurs le vérifier directement (Cf. Exercice N° 14).

Rappelons que dans le systéme (5), la base ( €,, Bs5-029 B ) Bt
connue, ainsi que le vecteur X . En écriture développée

~J o~ ' ~J
XL <E‘1,81> # x2<ezaei> Y ey xl’l<er‘1’ef_> o= <Xsel>
~ ~ ~ '
(5) x|1 <& ,Ep + X <R ,€032 ¢ ——— ¢+ X <Bp,8> = <X s 822>
|
|
A o ~
Xn<B B> ¢ X <8 8> + —-—+ X <8 ,6> = <X,g >



On a donc un systéme de Cramer dont la résolution est maintenant une affaire
de calcul.

Nous reviendrons d'ailleurs plus loin sur le déterminant de ce
systéme linéaire (déterminant de Gram)

Lorsque ce déterminant est proche de zéro (mais bien sdr différent de zéro),
le calcul numérique méme sur machine est délicat.

Exemple : soit & chercher la meilleure approximation en moyenne quadratique

de 1a fonction €* sur[0,1] par un polyndme de degré n-1 au plus. On doit

d'abord calculer les coefficients du systéme (5) :
1

i=1 _j-1
<& ,6> = fx" 7 dx% = etz
0 L+] -1
Nous avons choisi pour base de 1'espace des polyndmes de degré (n-1) au plus
(dimension n) la famille

. : X —— X pour { =1,2 ,~=—sN

I1 faut calculer le second membre du systéme (5) avec la fonction e*
1

fex Xj-1 dX = IJ

0

Une intégration par parties fournit facilement la relation de récurrence qui
lie I; et I,

I, = e-jl pour | > 1

En écrivant [; sous 1a forme [; =x;e+B; oicxj et ; sont des
nombres entiers, on dispose donc de
ﬂj+1

c J ; ) . .
d'oi B_j = (-1)" j-1! tandis que o; se détermine par une méthode de varia-

+jB; = 0 et Xt Joxg =]

tion des constantes. On calcule :
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k-1

_11) Jeo(-1) [=31

(-
k-1

J
j-1
I o= =07 TR L

ou encore en désignant par Sj la somme partielle jusqu'a 1'ordre (j-1)
du développement de la fonction €* en série entiére, développement calculé
au point x = -1

I; = (07730 (eS;-1)

En particulier I, =e-1, I, =1 ,];=e2etl,=6-2¢

Calculons maintenant le déterminant de Gram du systéme

1 1 e 1
7) n
A a1 e 1
3 N+
b, = ? |
t !
! i
A 1 N
n N1 20 -1

Ce déterminant est un déterminant appelé persymétrique car sur toute droite

orthogonale & la diagonale principale tous les éléments sont égaux. Un calcul
astucieux, que nous laissons au lecteur courageux a titre d'exercice, conduit & :

(=it (=2 - (11)?

A -
" [1,2..-n][2-—-(n+1)] === [n(n+1) === (2n-1}]
- =) ——— 21 (1 1?
ni{n+1!) —-- (Zn=T!)
En particulier, on obtient
. - 1 I
b= ’A2‘12’A3‘2150

Par suite, la meilleure approximation de €* en moyenne quadratique par un poly-
nome de degré 1 au plus sur le segment [0,1], c'est-a-dire pour la norme

Y. o 3
[F(x)] dx ) “ est donnée par A+bX , ol a et b s'obtiennent en faisant n = 2
0



dans les formules précédentes. Soit

1 e —10 et p = -1 = 18-6e
1 1 = 1
3 2

soit avec trois décimales significatives .

(0,865) + (1,691)x
est 1a meilleure approximation cherchée.

Malheureusement, résoudre un systéme tel que le précédent est tech-
niquement difficile, méme sur machine, car le déterminant de Gram est trés
proche de zéro, d'autant plus proche que n devient grand. Un tel systéme est dit
mal conditionné et une erreur d'approximation sur un terme du déterminant est

grandement amplifiée pour le calcul final. De fait, la quasi-nullité de ce da-
terminant provient de ce que deux vecteurs colonnes sont quasiment colinéaires
et ce d'autant plus que n augmente. En termes vectoriels, cela revient & dire

* sont "trés peu indépendants" sur 12 [-1,41] ,

que €= X' et €., =X
comme d'ailleurs 1'explicite le théoréme de Mintz (Cf. Chapitre 4). La base
utilisée est donc trés mal choisie et i1 faut en changer. I1 importe de remar-
quer que dans le systéme (5), 1'é1ément & approximer se trouve au second membre
seulement, tandis que le déterminant de Gram ne dépend que de la base choisie.

Cela incite & changer de base, et ceci est possible d'une fagon intéressante.

5. UTILISATION DES POLYNOMES ORTHOGONAUX ET DES BASES ORTHONORMALES.

5.1, Bases orthonormales.

Le systéme (5) est aisément résoluble dés que Te déterminant ne
contient de termes non nuls que sur la diagonale principale, c'est-d-dire
si 1'on a

<e; ,e> = 0 pour tout L 5= |

Une famille {ei} possédant une telle propriété est dite orthogonale
(Cf E.A.F.). Dans le cas d'une famille orthogonale le systéme (5) devient
~ . ;
XJ‘ <E_j,E'J'> = <X,e_j> ] = ly===5N
d'od 1la solution immédiate

X . i <X |e> J

R TR
J <gj,0;> 1 ’




lorsque 1'on a en plus <8 ,B>= 1 pour tout j , on dit que la famille
est orthonormale (Cf A.E.F.) '

Remarque : Nous avons fait les calculs dans le cas d'un espace préhilbertien réel.

On peut aussi travailler sur un espace préhilbertien complexe en faisant atten-
tion a 1'ordre des produits scalaires.

Soit 36 un espace préhilbertien (réel ou complexe) et F un sous-espace vecto-
riel de dimension finie n. Soit {EL}, une base orthonormale de F

IR 1 J—1

La meilleure approximation &(X) d'un é?émentxqueiconque de m@ par _les éléments
de F est donnée par '

)
PF (x) == Z(X,EL> e

L=

o R T L L L T o E T s iy

" ’ 2 ‘
Considérons 1'espace de Hilbert L= [-m,+m] des fonctions 2T
périodiques a valeurs complexes et de carré intégrable (Cf E.A.F), muni du pro-
duit scalaire

+ 1T
_ 1_f lx]
| <f,0> = 5 xﬂf”(x)g(x)dx
la famille {e,,} ol B, ¢ X ——— ptM*
neEz
2
est une famille orthonormale sur L° [=T,+T] . C'est d'ailleurs une base hil-
bertienne de 1'espace LZ [-TT.+TT ] , comme nous 1'avons démontré dans les
éléments d'analyse fonctionnelle. Appelons F le sous-espace vectoriel de di-
mension finie des combinaisons linéaires des fonctions exponentielles imaginai-
res €, pour k variant de -n & +n. Cet espace est de dimension (20« 1),
Soit T un &lément quelconque de 12 [_n3+11]~ D'aprés ce qui précéde, la
meilleure approximation de f au sens de L [-m+n]par les éléments de F est

donnée par

k=+n
kK =-n
Soit
k=+n
PF)(x) = Lo, flet
k==n
ol T'on a posé
ST Coefficient de Fourier d'ordre
-ik
c(f) = Zlnff(x)e”dx K de la fonction T .

T
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Par suite P.(f)n'est autre que la série de Fourier de f tronquée & 1'ordre n.

L'analyse harmonique, c'est-d-dire 1'étude des séries de Fourier, est donc en
particulier 1'étude des meilleures approximations en moyenne quadratique et nous
renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés sur ce sujet.

I1 importe de remarquer que 1'on a une excellente idée de la différence entre f
et sa meilleure approximation, grdace a 1'égalité de Parseval (Cf. E.A.F.)

2
If - P(f)] - Y ¢ ()1
& : [k|>n
L'étude du reste, c'est-a-dire de f - P-(f) , sera d'ailleurs entreprise dans
un chapitre spécial (Cf Chapitre 4).

Donnons, pour étre pratique, les formules relatives au cas d'une fonction f,

de période T et supposée & valeurs réelles. On suppose que f appartiegg

+T
2
i L [—-ZT-w%] , lequel est munt du produit scalaire <f,g> =ff(x)g7>_(7dx
-T/2
La meilleure approximation de F par 1'espace  F des combinaisons linéaires
des fonctions ( 1 .cos2Tﬂx .sin 2y ..., cos 2F—nx ,SiN ETlnx )
est donnée par :

k=n
' Qs . BI 5 . b gi Je 20
PAf)x) = e +kZ=1(c1kcosk Ty« bysin k 2x)
ol 2 +T/2 2
a = % [f(x)cosk &L x dx k > 0
¢ = 3 sk
et +T/2
- 2 re e 217
b, = T [Tf/(zx)smk T X dx k=21
et on a la valeur du reste :
IPUF) -1, = 1 Z(adeb?)

k>n

Lorsque 1'espace préhilbertien d6 est donné, ainsi que le sous-
espace F , le paragraphe précédent montre que 1'on a avantage & doter F

d'une base orthonormale lorsque 1'on veut faire de 1'approximation dans F




Nous avons vu dans E.A.F qu'ad partir d'une base {e.L de F , on peut toujours
construire une base orthonormale [E:_} par le procédé d'orthonormalisation de
Schmidt. Naturellement le calcul explicite de {e:] & partir de {EL} n'évite

pas les éventuels problémes de mauvais conditionnement. Cependant., il existe des

tables de bases orthonormales pour Tes espaces fonctionnels de Hilbert usuels
et le calcul est donc tout fait & 1'avance, I1 ne dépend bien entendu pas de la
fonction. On peut donner des formules théoriques pour 1'orthonormalisation de
Gram-Schmidt (se reporter au corrigé de 1'Exercice N° 34 des Eléments d'Analyse
Fonctionnelle).

Pour n > 1

<E1,el >——=‘<en,E, >

|

’ 1 I
VG(e,-—e,) 6(e;-—en |
|

I
I
I
I
I
I

<& ,th > ---<8€,,ehp
€, === Bp

ou le développement de ce déterminant est formel et s'entend suivant la der-
niére 1igne (qui est composée de vecteurs " et non de nombres). En outre pour

Nn=1,o0na: e] = —E1_
lel
<e1 181 > === <eklej>
' i
et on a posé G (ep---s8,) = : !
| |
<Ek;e{ >———<Ek;9k>

(déterminant de Gram du systéme €4,..., €, ).

Ces formules théoriques ne sont pas d'un usage pratique. Un exemple
fréquent est 1'orthonormalisation de la base usuelle {1 4 X 4...p X" ,...)
pour un produit scalaire donné. On a déja montré (Cf. E.A.F) qu'il était possi-
ble de construire une base orthonormale de polyndmes ( F%( X )s ﬂ( X Yooes

Pa(X )s...). Les propriétés de ces polyndmes ne se constatent pas sur les
formules précédentes mais par une étude directe. Nous renvoyons le lecteur
a E.A.F. pour 1'étude des principales propriétés des polyndmes orthogonau x
(relations de récurrence, équations différentielles et problémes de valeurs
propres a la Sturm-Liouville, propriétés d'alternances des racines, etc.).
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Exemple_: Soit f un élément de L? [-1,+1] . Cherchons 1a meilleure approxima-

tion de f au sens de la norme
+1
2
1F1° = | f(x)I*dx
-1

au moyen de polynémes de degré inférieur ou égal & n. L'espace F de tels
polynémes est de dimension (n+l) et une base orthonormale est fournie par
les polyndmes de Legendre (du moins & un multiple prés : Cf. E.A.F.)

Po (x) = \—}—2_

P =[x

P(x) = @_3)(22__1

Plx) = \/;-SXZA, etc ___

Par suite, la meilleure approximation P.(f) de f est fournie par

l

(1) P-(F)(x) kgff,p P (x)
+1
od <f,B> = f_if(x) PIx) dx

On peut écrire (1) sous une autre forme

n k=n +1
L<fp> R0 - kgopk(x)Lf(y) P (y) dy
+1 n
= f( P Ply)
JHp(L PPy oy
Mais nous avons calculé déja 1'expression E: Pe{x) Pl = K,lx,y)

(formule de Darboux-Christoffel).

Knlx,y) = = PFM(X)Pn(YX)_—yPnn(y)Pn(X)




oll O, désigne le coefficient du terme de degré n dans P, . Finalement

+1

- Qn [ (FPoes(X) Pr(y) = Py (y) Palx) )
PfIX) = GM_[:( 2L P Fly)dy
Rappelons que éhL1 = 7%— s ou An est le coefficient intervenant dans

la relation de récurrence
Palx) = (Anx+ Bo) Py (x) =CyP_y(x)
On sait que A, = 2%¥:l dans le cas des polyndmes de Legendre, ce qui

fournit en définitive

21

- ol . Pm-i (X)Pn(Y]—Pn+1(Y)Pn(X)>
I L AL o 1y) dy
Exemple : cherchons la meilleure approximation de la fonction f (x) = e* par

un polyndme de degré 2 au plus et au sens de L% [=1,+1] , pour la norme

+1
IF1; - IF (x)I"dx
i =1
I1 vient
+1
Pe(f)lx) - V315 30 aY -1 - (5 3iaxt ) o g

2
3 , L (x-y)
+1

Tous calculs faits, on trouve

- % _1y?2_ 3y .33 1_ 3
e IC—gx + 32 5 - e

e

Soit avec trois décimales

Pe(f)(x) ~ 0,539x%+ 1,104x + 0,996
En général, on vérifiera 1'égalité permettant de mesurer la qualité de 1'appro-

ximation faite

+1

F) - Pe(f)(x) = = [ (Pra1 (%) Po(y) = Pog(y) Po(x) ) TXL=F) g,
n-1 -1 X=y




- EXERCICES DU CHAPITRE 2 -

On aura avantage a se reporter également aux exercices du Chapitre 3 de E.A.F.

EXERCICE_N°_10.

On dit qu'un élément x d'un espace normé E est orthogonal & un élé-
ment y de E si 1'on a '

Ix « Ayl > Ix] pour tout scalaire A

Montrer que (o est une meilleure approximation de fEE par les éléments
de. F (avec fEE \F ) ot F est un sous-espace vectoriel de E , si
et seulement si f-(, est orthogonal & tout élément’ g de F

EXERCICE_N°_11.

Démontrer la généralisation suivante du théoréme 1 de ce chapitre :

Soit E un espace vectoriel normé, dont la dimension, si elle est finie, est
au moins é&gale d trois. Soit n un entier fixe tel que 1< n < (dimE)-2.
Supposons que pour tout sous-espace vectoriel F de dimension n, i1 existe
une unique meilleure approximation F.(x) de tout x € E par les é&léments
de F telle que '

Pe (x +x’) = Pelx) « P lx?) Vx,x’CE

Alors la norme de E provient d'un produit scalaire.

EXERCICE N° 12.

Démontrer le théoréme suivant :

Soit E un espace vectoriel normé, dont la dimension, si elle est finie, est au
moins é&gale & trois. Soit n un entier fixe tel que 1< n < (dmE)-2. Supposons
que pour tout sous-espace vectoriel F de dimension n, i1 existe une unique
meilleure approximation P.(x)de tout x € E par les &léments de F , de sor-
te que

IPe(x)1 < 1x] VxEE

Alors 1a norme de E provient d'un produit scalaire.
(remarque : en général on a seulement [Pe(x)] < 2]x] (Cf. cours)).




EXERCICE_N°_13.

Soit FE un espace vectoriel normé et F un sous-espace de dimension
finie tel que tout x € E ait une unique meilleure approximation PF (x)

par les éléments de F . Montrer que I - PF : E—y E_est une application continue

(remarque : Pg n'est pas une application linéaire en général).

EXERCICE_N°_14.

1°) Montrer directement que le systéme (5) (Cf ce chapitre § 4) posséde une
unique solution

(5) )2

=1

V)
Xi

<8L,ej> = <X,e-> J = 19___“’n

-

(par 1'absurde, on supposera que le systéme homogéne posséde une solution non
nulle (&, , & 5,.... &, ) et on additionnera les n équations obtenues préa-

lablement multipliées par Et }s

2°) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que n fonctions,
réelles pour fixer les idées, f,, f, ...., f, de 12 La,b] soient linéai-
rement indépendantes

(i1 faut et il ﬁyffit que le déterminant de Gram d'ordre n, dont le terme
général est filx )ﬁ(x ) dx , soit différent de zéro).
b

EXERCICE N°_15.

P

. 2 :

Soient f et ( deux &léments de L° [-mm.+m] . Donner une

expression intégrale pour la fonction
+ O
Flx) = am L C,(f)C.lg)e™™
’ k=-00

ol + 17 .

C.Af = [ f(x)et™

K(f) Zn -n( Je dx

Etudier 1'application f —— F lorsque g est fixé.

(on trouvera F(x) =‘/mf(x—t)g(t)dtconVOTution de T et de § , opération

étudiée au Chapitre 5)
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EXERCICE _N°_16.

2 o
Soit f une fonctionde période 2M et appartenant & L [—TT,+_T13
Calculer la série de Fourier de 1a fonction

Foix) = ) f(x.k2D)

EXERCICE _N°_17.

e e -

Caractériser 1'ensemble des opérateurs P , définis sur 2[-m,+n]
et & valeurs dans L2 (-17,+17) , qui possédent les trois propriétés suivantes :

(1) P est un opérateur lingaire
(2) P est un opérateur continu
(3) P est un opérateur stationnaire, c'est-a-dire que si U (F) désigne 1a

fonction translatée de [ de pas K

UF) () = flx-k)
alors

P(Uk(f)) Uk(P(f)) pour tout k€ R

EXERCICE_N°_18.

Calculer les coefficients de Fourier généralisés de la fonction
f(x) = €* relativement aux polyndmes de Legendre normalisés de degré 0, 1 et 2.

Retrouver la meilleure approximation de la fonction fix) = e*

au sens de la norme Ilf]|2= ]f(x)lzdx
-1 .

14
(On trouve €, = \FZ:(E—EL); C, = V-—%:(%) et ¢, = -3\1{—1—0(&‘_-&_)

et donc

Pe(x)

]

=
—

]
®|—
~j

* .
5
rD|r-.:
o}

+

e

—
o
I~
sl !
¥
~Jwo
=
=
HN
l—‘




EXERCICE _N°_19.

Soit €, €yseees B un éléments d'un espace préhilbertien kﬁ% .

On appelle déterminant de Gram de ces éléments, Te déterminant

<e.g> -—-— <e e.>
I

G (ep'-—-:en) = l :
| |

<en se1> _-__<en ,en>

Montrer que
0 < Glg-e) < lel’___lel?

Discuter les cas d'égalité.

(IT y a nullité si et seulement si les éléments €,,..., €, sont linéairement
indépendants, 1'autre &galité si et seulement si les &léments €,,..., € sont
orthogonaux).

EXERCICE N°_20.

Soit ABC un triangle en géométrie plane. Montrer qu'il existe un
point M du plan tel que la somme des carrés des distances de M aux cdtés du
triangle soit minimale et donner une propriété géométrique de. ce point.

EXERCICE N° _21.

EEm e - -

Soit 3&3 un espace préhilbertien et X,, X,,..., X, , n vecteurs
linéairement indépendants. Soit X un vecteur quelcongue de 2%3 . Montrer que
la distance A de X au sous-espace vectoriel engendré par X, , X, ,...,X,
est donnée par

A = b (xy,X9,-=— . Xn,X)
G(X1’X23==—=9xﬂ )

ol 1'on a posé (déterminant de Gram : Cf Exercice N°19)

R KXyl —-— &F, S
I
|

G (X]t"""sxk) = |
|
|

<X X2 === <Xy X >
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(on écrira la relation de Pythagore
A’ s <Y,Yy> = <X,x>
ol y désigne la projection orthogonale de x sur le sous-espace engendré par
Xis X25...5 Xn . On a aussi
A . <X,Y> = <x,x>

On ajoute cette équation aux n équations linéaires fournissant y dans la base
Xys X2 s+.+s X et ensuite on écrit que le systéme d'ordre (n+l) est
de Cramer).

EXERCICE_N°_22.

Soit Pn | s polynome de Legendre orthonormalisé. Montrer que

P.(0) =0 pour n impair et




- CHAPITRE 3 -

e e e e = o o e = = - —

Dans ce Chapitre nous allons envisager une technique d'approximation
dont 1'origine est trés intuitive. Une fonction T , représentant un certain
phénoméne physique, est en général connue par les valeurs prises par f en un
certain nombre de points,mais on ne connait pas exactement la valeur de T en
tout point. En général, sur un dessin donnant les points connus de f , on in-
terpole la fonction T en cherchant une courbe passant au mieux par les points
donnés. L'interpolation peut se faire @ la régle : on joint par un segment deux
points d'abcisses consécutives, et il s'agit de 1'interpolation linéaire.
L'interpolation peut encore se faire avec un instrument appelé "pistolet" en
frangais (spline en anglais) oG la courbure joue son rdle. Si 1'on peut donner
une expression mathématique a 1'opération mécanique ainsi faite, et ce n'est
qu'affaire de technique, i1 parait normal d'obtenir une approximation de la
fonction f . Approximation en quel sens ? I1 se trouve, qu'une fois encore,
nous allons trouver une approximation minimisant une certaine expression qua-
dratique.

1. INTERPOLATION LINEAIRE D'UNE FONCTION.

Pour fixer les idées, soit [Q,b ] un segment de 1'axe réel et
Xg=0s Xpsecees Xp=h D points donnés distincts appartenant a ce
segment. On qualifiera cette donnée de division A, (d'ordre n) dela,b].

Définition : On dit qu'une fonction @g: [a,b]— R est lindaire par

morceaux pour la division A_si f est continue et 1inéaire sur tout segment
L% g o %pas] pour kK= 1,2 ,....,(n-=-1).

Appelons En 1'espace des fonctions linéaires par morceaux pour la
division A, . I1 s'agit d'un espace vectoriel dont la dimension vaut n préci-
sément. |

Appelons g (x,) les valeurs de g aux points de la division A,.0n ob-
tient une expression analytique pour la valeur en x d'une fonction g de En

g(x) = [~5—11—"=f Je X=X fix, )
Xicat ket "Xk

oll X:k(x) est la fonction caractéristique du segment [x k1] .
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On écrit encore

n

X =X X= Xk-
o () = L [HuasX oy () Xt X0 ] Fixg)

en convenant de noter X (x) = 0 et X, (x) =0

Théoréme : Soit f une fonction définie sur [a,b]et 3 valeurs réelles et A, une

division de [a ,b] . I1 existe une unique fonction @ linéaire par morceaux

pour la division A et telle que

flx,) = g (xy) Vk=1,2,_.,n-1)
Ce résultat est évident

A
f(X4)
fix 3) P f(xn)

f(x,) /

Pour fixer les notations, appelons Pn(f) 1a fonction g linaire
par morceaux pour la division An associée 3 f par le théoréme précédent.
Quelques propriétés de 1'application f ———e P (f)sont évidentes. On sup-
posera que T appartient & un espace fonctionnel, disons lP,[Cl,b] 1'ensemble
des fonctions continues sur [U,b] » muni de la norme uniforme. D&s lors,
Pn(f)est un &lément de E |,

(1) P, est linéaire

(2) 1P fl < I et méme Pl =
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(3) P,(1) = |
4) P, = 0 c'est-a-dire s T(x)> 0 pour tout x € [a,b] , on a

également Rf(x) > 0 pour tout x € [a,b].

(5) P, (f.P,g) = Pn (fg) Vf,gE@la,b]

Cherchons maintenant 1'expression analytique de P, (f)

PoIF)(x) = Efx o) [ Bt =X g0 2K £ ()]
= ke 1™ Xk K X=Xy
ou encore
n-1{
Xai— X X =X
Pl f)(x)-Flx) = éixk(x)[;&“(f(xk)-f(x)) m(f(xm)-r(x))]

k+i

Une majoration du reste est donc possible Torsque 1'on suppose que f est une

fonction dérivable et dont la dérivée est bornée : nous notons|]f'] = Sup |f (x)]
® x€ [a,b]

Dés lors, en notant selon 1'usage

IPR(F)-F 1 sup | P,(f)(x) —f(x)I

x€ (3 b]
et en appliquant deux fois le théoréme des accroissements finis

Py (£) (x)=F(x)] < Zx (x)1F"1 (XH X {x =%y )+ (x—xk.\{xm-x)>

Xk+1~Xg Xyo1~Xp,

Puis en majorant X =X, par X, ,-X, et X y-—X PAr Xy, 4= Xy

< iX(x)llf o () = x,))

Notons également |A_|, pas de la division A, , le maximum de 1'écart entre
deux points consécutifs de la division

14, = Sup (%, ,-X%,)

k =1,--- n-1
11 vient (pour une meilleure inégalité, Cf Exercice N° 31)

Palf)-fle < If'l

Mais Pn(f) ne réalise pas en général une meilleure approximation de f par les



éléments de P, (f ) au sens de la convergence uniforme (Cf Exercice N° 23).
Nous verrans d'ailleurs au Chapitre 4 ce que 1'on peut dire lorsque|An| tend
vers 0 pour n tendant vers 1'infini.

2. INTERPOLATION POLYNOMIALE D'UNE FONCTION.

Au lieu d'interpoler par des fonctions linéaires par morceaux,
nous allons maintenant interpoler par des polyndmes. Le théoréme suivant est
bien connu.

Théoréme de_Lagrange : Soit A, une division d'un segment[ab](X,=Q ....,%X,=b )

et soit f une fonction & valeurs réelles définie sur le segment [Q,D]. I1 existe

un unique polyndme, noté P,(f) de degré au plus (n-1), tel que

P.(f)lx,) = flx,) pour Kk = 1.2,__.n

Au lieu d'un calcul &lémentaire bien connu du lecteur, donnons une démonstration

susceptible de généralisation. Supposons que T appartienne & un espace vecto-
riel £ reel. Pour chaque X, , k = 1,2,...,n,1'application

O,

est une forme linéaire sur £ et en particulier une forme linéaire sur En 5

U

1'espace de dimension n des polyndmes réels de degré (n-1) au plus. Ces n formes
linéaires sont linéairement indépendantes sur le dual Eﬁ dont la dimension

est également n (Cf E.A.F. Chapitre 0, Exercice N° 6). En outre E:* s'identifie
canoniquement 3 En et i1 existe donc un unique polyndme PEEn tel que 6x£P:
ait une valeur fixée pour k = 1,Z2,_._,n . On note Pn(f) ce polyndme tel que

éxk(P(fD=<S,(£f) pour k= 1,2,=--,N

L'expression analytique explicite de Pn(f) est obtenue grice & la construction

sur E, d'une base orthogonale & 1a base O,, O, ,..., 0 de Eﬁ' . Une

telle base de polyndmes L,, L,,..., L, satisfait

(ij(l.j.) = D Si I. #j Et axi(L',_) = ]

Naturellement on a aussitét :

Li (x) (x = %) (x =%g) === [x =x_ ) (x =% () === (x-x,)
(XL_X1) (XL_'XZ) === (XL—XL-1)(XL-XL+1) — (XL-XH]
et

n

Palf) = L flix)L,

L=1
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Si 1'on suppose £ =\[a,b]muni de 1a norme uniforme pour fixer les idées, on a

quelques propriétés immédiates de 1'application Pn: Y [g,b] —— En

(1) Pn est un opérateur linéaire
(2) IPa(f)] < Alf] oil 1a plus petite constante possible A vaut
n
Su ﬁ;:ILL(x]|> mais i1 est techniquement difficile d'en donner une
x€ [a,p]Mia!

(3) B(1) =1
(4) Pn n‘est pas uﬁ opérateur positif (Cf Exercice N° 24)
(5) Po(f.P,g) = P,(fqg) VFfq €Q [a,b]

Nous verrons au Chapitre 4 ce que 1'on peut dire lorsque n tend vers 1'infini,
c'est-a-dire comment étudier |P,f -1 |

I1 peut étre commode d'écrire autrement le polyndme P,(f) , que 1'on
appelle quelquefois polyndme d'interpolation de Lagrange.

On remarque, grace & la régle de dérivation d'un produit, que si 1'on
pose T {X) = (X=X)(X=%;) ===(x =x,), alors

_ - 1T (%)
Lei®d (x=x)m(x,)
Donc
Pl f)lx) = L —TX)  Fy

Lat (x=x) (%) Jm(x)

Quelques relations supplémentajres, dites relations de Cauchy, jouent un cer-
tain rdle (Cf Exercice N° 25). I1 est peut-étre intéressant de noter que 1'in-
terpolation de Lagrange est mal commode en ce sens que 1'on doit refaire tous

les calculs pour passer de 1'ordre n & 1'ordre (n+l).
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I1 existe de nombreux autres types d'interpolation : interpolation
d'Hermite, de Newton, d'Abel-Gontcharoff, etc. (Cf. Exercice N° 28). Nous allons
étudier une interpolation généralisant les deux paragraphes précédents et qui
est trés a la mode.

3. INTERPOLATION PAR LES FONCTION SPLINES CUBIQUES.

On se donne un segment [a,b] et une division A de ce segment
T Y

Soit une fonction définie sur [a,b] et & valeurs réelles pour fixer les idées.
Dans chaque segment [xk,xk+1] , nous allons interpoler f par un poly-
ndéme de degré 3 au plus, prenant les mémes valeurs que T en X, eten X,
En outre, nous allons imposer un bon raccordement des différents polyndmes aux
points de la division en supposant que ces portions de polyndmes, une fois
recollées, constituent une fonction deux fois continuement dérivable.

Théoréme_des_splines_cubigues : Soit f une fonction réelle définie sur le

segment [q,b]et Ar,={x1=urn_jn=b}une division de ce segment. On suppose f
dérivable (a gauche) enb et (& droite) ena. I1 existe une unique fonction

possédant les propriétés suivantes

(1) _Q est deux fois confinuement dérivable sur (a,b]

(2) 1a restriction de g & tout segment [x, x,.J ( k=1,..., (n=1)) est

un polynome de degré trois au plus

(3)  glx) = f(x,) pour k = 1,2,.._.n
4 49 (yy . df ; d df |
(4 S = T (x) ; Fxl(xn) = 5 ()

facile.

Commengons par poser des notations. Pour un point X, » on note par 6xk la
forme linéaire

(Sxk ; fre— f (Xk} = éxk[ﬂ

¥
et par éxk la forme linéaire (définie pour les fonctions dérivables)

%, : f—— - 5 (f




= df =

1&re construction d 'une base

Considérons d'abord le segment [(0,1] et 1'espace E de dimension 4
des p du troisiéme degré au plus sur ce segment. Les quatre formes
Tinéeg 6; . 61 , et 5; sont linéairement indépendantes en tant
qu'élu dual de E , donc forment une base de cet espace dual E*,

(dimE* = 4 ).

En eféterminant de Gram associé n'est pas nul (Cf Exercice N° 27).
Chere base de polyndmes de E , orthogonale & la base 60,50’.51 et 61’
du duv. Un calcul simple montre que les polynbmes suivants conviennent

LQ,0 (x) - 2x® =34+ 1

Lm(x) - -2x%43%%

La,‘ (x) = x3 - 2%+ x

Lm(x) - x3 —x?

puisqa

o= 1 8l = Sl = §lL) = 0
,1) = 1 6t:;(Lo,o) = éc’)“‘no) = 60’“1,1) = 0
}o) = 1 61“-0,0) = 61(Lo,1) = (51“-1;1) = 0
D= 8l = OML) = (L) = 0

Par si existe un unique polyndme L de degré au plus trois, tel que

L)L) =e¢gs L(1) = o et Ll1) =o) on ot opox, et o,

sont ombres réels donnés. Ce polyndme s'écrit :

5 P
00 * oc0L°,1+ Lot X by,

28me é&:onstruction.d'un polyndme :

- = dOL

Donnons-nous (n-2) nombres réels notés ['i e 3 ['] et prenons
2 n-1
v =xy), Ba= —EF-—I-(XF,) . Considérons un intervalle [X,, X,,4]

de Tan A, donnée pour k=1,2,___n-1, 11 existe un unique polyndme,

noté tel que




Ll = flx) 5 Lilx) = B 5 Lilxa) = F (%) 5 L,k(x kol = Bt

I1 s'agit du polyndme obtenu aprés une translation et une homothétie a partir
de L et en tenant compte du comportement de la dérivation vis & vis d'une

homothétie :
L(x) = Flx)Log(2=2x (X=X ) By Loy (=20 ) +
7 Xat = X "1 =X g

X - X L =8
* Xl L-"ﬂ (mk;)' My =% BKTILU <xk+|_xkk>

3éme étape : Raccordement des polyndmes :

Appelons Q la fonction égale @ L,[x) pour XE [x,x,,,] ou
k = 1,2,._.,(n-1) . Grace & la construction méme, la fonction g satisfait

la condition (2) du théoréme, la condition (3) et la condition (4), et ceci
‘quel que soit le choix de la suite ﬁz []n_| . En outre, (g posséde une
dérivée continue puisque seuls les points de la division sont douteux et 1'on

a précisément choisi
Ux) = Lilx,) = 8, K = 2,-—_,(n-1)

I1 reste d@ montrer qu'il existe un unique choix de ces (n-2) nombres
B,, By,..., B,_, tel que § posséde une dérivée seconde continue. Cette
condition s'écrit

Llx ) = L2 (x,) k = 2,---,(n=1)
Pour calculer les dérivées secondes, on remargue que
Lo,o Ha) = 12x - 6
Lm(x) - -12% + 6
Lu,1 (x)] = bx - 4
L1,1 (x) = Bx -2
Donc, en posant hh = Xy~ Xy pour alléger 1'écriture
LHR(X ) _ f(sz)(‘m[ X — Xk )_5>+ 0 (6( X—Xk)_4>
h2 h, h, h,
flx. . ¢) X = Xi B X = X
K pr Ky pp) + KL gk L g
hy hy hy hy




tandis que
Ui (x,) = 6 f:}’%‘k_-:) .2 ii—i{ -~ s;(%f): 4 5:1
Ce qui fournit un systéme linéaire avec A= 2,...,(n-1).
. 7%: B““‘w(hjtf ;J 8, + rfk By = - sf(xk)(n;—ﬁ = ﬁ)

+ 6 F(sznl _Sf(xzk-d
hi Ny
Il s'agit d'un systéme de (n-2) équations linéaires & (n-2) inconnues
B,.....0,_, . Le déterminant de ce systéme s'écrit :

L.L¢L> 2 0 - --0
(h1 h:: h2
2 /.J_+_L> 2 D
R RS A
' |
i
|
{
i |
2 4(1: L)
— === == hn_z n-2 hn-‘i> i

On remarque alors que sur une méme ligne le terme diagonal est strictement supé-

rieur & la somme de tous les autres termes

4(1 41>> 2, 2
, hyoy h Ny hy
C'est un résultat bien connu en analyse numérique (Cf aussi E.A.F., Exercice

N® 46) que le déterminant n'est pas nul et donc que 1'on a une unique famille
32,..., g n-i - Cette assertion termine la démonstration du théoréme et

fournit d'ailleurs une formulation explicite de la fonction g & condition de
résoudre le dernier systéme linéaire ; mais on dispose pour ce faire de tech-
niques bien rodées sur ordinateurs.
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L'espace E, des fonctions qui vérifient les conditions (1) et (2) du théoréme
des splines cubiques est un espace vectoriel de dimension (n+2). En effet;
la démonstration précédente montre qu'une fonction de E“ dépend linéairement
de la valeur aux n points Xy, X,,...,X, et de la valeur de sa dérivée en

Xy et en X, . On pourrait méme exhiber précisément une base de (n+2) fonc-
tions de E & 1'aide des formules établies.

(d'ailleurs, d'un point de vue heuristique, 1'ensemble des fonctions satisfai-
sant la condition (2) a une dimension égale & 4(n-1), la condition (1) fournit
3(n-2) conditions pour le raccordement, ce qui donne bien 4(n-1) - 3(n-2) = n+2.
La condition (3) donne n conditions et la condition (4) en donne 2 ce qui expli-
que le théoréme).

Appelons P,(f) 1'unique fonction associée & f par le théoréme

| S —
oa E désigne 1'ensemble des fonctions continuement dérivables sur [U,b 1-
On a quelques propriétés de Pn que 1'on ordonne par analogie avec les para-

graphes précédents.

(1) Pnest un opérateur linéaire

(2) Nous étudierons au Chapitre 4 les questions de normes et la précision de
1'approximation de f par Pn (f)

(3) P (1) -

(4) PalfRqQ) Pn(fg) Vg €L

4. PROPRIETES DES FONCTIONS SPLINES CUBIQUES.

Lemme : Soit f une fonction & valeurs réelles, définie sur[a, b Jet deux fois

- -

continuement dérivable. Soit P.(f)la fonction spline cubique relative a une

division A, . On a la relation

F S [(RU3) 6 nf"b-(inD”nj
ol 1'on a posé Ilf"ﬂz - L/zfﬁx]>2dx

Démonstration : Il suffit bien sdr d'établir la relation d'orthogonalité

b

I - fQ(Pn(r))"(x)(r"(x)-(an)"(x))dx -0




(rappelons a ce propos que les fonctions considérées sont & valeurs réelles)

Or 1'intégrale [ s'ecrit

I - k[j fkfﬁf))(x)( (x) - ((F1) 1)) dx
= L [0 (7 - () )]

Xk

Xpo ”
g fpkff) ) (x) \r (Pn(r))’(x)) dx

En utilisant une intégration par part'nes sur chaque segment [x, , huj
c'est-d-dire en intégrant le termef (3] ~(PrF))ftlet en dérivant le
terme an( ”' afin de faire apparaitre une constante.

i
Car (Pn(f)) (X) est une constante o, sur le segment [ Xk X gat] gréce
d la condition (2) du théoréme des splines cubiques. D'ol

” ; Xn  n-4 xk‘;‘ ,
D= e (e (x)—(Pn(f))(x)ﬂx1—kZﬂo(hxfk(f(x)—(Pn(‘f))(x)) dx
Les conditions (3) et (4) de ce méme théoréme permettent de conclure.

Théoréme : Soit f une fonction définie sur un segment [a,b), & valeurs réelles
et possédant une dérivée en a et en b. Soit A, une division de [a,b]
appelle § 1'ensemble des fonctions g , définies sur [a,b] , & valeurs réel-

les, deux fois continuement dérivables et telles que

g (x,) = flx,) K = 1,2---,n

9" (%) = flx) 3 og'(x) = flx,)



La fonction spline cubique P (f ) relative d A, est 1'unique fonction

de 8§ qui rende minimale 1'expression

b
10 = S e7xf ox

En effet, on peut appliquer le lemme précédent & la fonction g et a Pn(f):ﬁ’(g)

I1 vient
19", = 1o”= (VT 1 (ut )T

donc si g # Palf)

o'l > 1T

Nous venons donc de montrer que les fonctions splines cubiques sont parmi les
fonctions réguliéres qui interpolent une fonction donnée suivant une division

An, celles qui rendent minimale une certaine expression quadratique, d savoir
1'intégrale du carré de la dérivée seconde.

5. GENERALISATION.

On peut naturellement définir des fonctions splines généralisant
les fonctions splines cubiques. Nous ne donnons ici que las résultats et les
définitions idoines.

Définition : soit X;, X, ,..., X, une suite strictement croissante de n

nombres réels. Une fonction spline de degré m pour la division Rjgeees By
C telle que

est une fonction @ : R

(1) sur ]XL,X-‘H[ ,pour L=0 ,...,n en posant Xo = — EEX"‘*' =+

. ——

g est un polynéme de degré m au plus

(2) g est une fonction possédant (m-1) dérivées continues.

Dans cette définition, nous avons voulu étudier le cas de 1'axe réel
entier et non celui d'un segmentfu,b] comme dans le cas des splines cubiques.

Définition_: Une fonction spline naturelle est une fonction spline de degré

impair 2k -1 s pour une division X, , Xp5.-.5 X » mais qui se réduit

a des polyndmes de degré ( k=1 ) au plus sur ]—oo,X1[ 9_[{] Xn s+ oo
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Théoréme : Soit f une fonction définie sur R et Xys X -»X_~ une

gidimee
division donnée. Soit k un entier 1< k <n . Il existe une unique fonction

spline naturelle § de degré 2R -1, telle que

g (xi) f(x;) L =1,2,._,N

Théoreme : Soit f:[a,b]—+ R et soit A,,,= (Xy=Q,Xy,-cc,Xq,2= D )

une division de [a,b]. On appelle S 1'ensemble des fonctions ¢ : R—s R ,
qui possédent une dérivée d'ordre K ( 0 € k < n ) continue et telles que

g (x;) fx,) L = 2,...,n+1

]

La fonction spline naturelle d'ordre 2 k- 1 donnée par le théoréme précédent

est 1'unique fonction de § qui minimise 1'expression
" 2
J 1% (x) 7 dx
a

Avec des conditions aux limites différentes, on a également

Théoréme : Soit f:[a,b] — R et soit An+2 = (X1 = 0, %,---X - D)

une division de [a,6bl; Soit k un entier, 1 < k<n. On suppose que f pos-
séde des dérivées jusqu'a 1'ordre ( k=1 ) en a et b. Il existe une unique

n+2

fonction spline § d'ordre ( 2 k—-1) telle-que

Q(XL) = f (XL) L = 2,3,-_.?,n+1
%—ﬁ-(u) = d%r,i{a) Fo=0.0---(k-1)
dg _ o4 '

dx'(b) = W(h) r =0,1,---,(k=1)

On a également un théoréme montrant qu'une telle fonction spline minimise une
B (K)o
intégrale f [g™(x) Jdx parmi toutes les fonctions § satisfaisant des condi-
a
tions aux limites convenables et possédant une dérivée continue jusqu'd 1'ordre k .

Nous renvoyons le lecteur & la bibliographie pour 1'utilisation des
fonctions splines, notamment en ce qui concerne 18s problémes de valeurs initia-
les pour les équations différentielles.



Terminons par quelques indications.

On se donne une division <X, <... <X, < b et on appelle
Sn'k 1'ensemble des fonctions splines d'ordre k . Soit f une fonction
continue sur[@,b]. On peut chercher 1'unique fonction spline S'E Sn’k qui
minimise

b
fq]f(t)—s(t)lzdt

lorsque S parcourt Sn,k . Le probléme est théorigquement tré&s simple : i1l
faut orthonormaliser une base quelconque de Sn,k. Un algorithme explicite
et d'ailleurs un programme peuvent se trouver dans : C. de Boor, J.R. Rice,
Least square cubic spline approximation, I fixed knots , Rpt CSD TR 20,
Computer Science Department, Purdue University (1968).

On peut se poser le méme probléme en laissant libre la division
A, dela,bJet de méme une référence utile est C. de Boor, J.R. Rice, Least
square cubic spline approximations, II Variable knots , Rpt CSD TR 21, Computer
Science Department, Purdue University (1968).




- EXERCICES DU CHAPITRE 3 -

EXERCICE N° 23.

Avec les notations du paragraphe 1, donner un exemple montrant
que P,(f)n'est pas une meilleure approximation de f par les fonctions de Em
au sens de la convergence uniforme sur ‘® [a,bJou d'une norme LP [a,b].

EXERCICE _N°_24.

Avec les notations du paragraphe 2, fournir un exemple montrant
que Pn n'est pas un opérateur positif.

EXERCICE _N° 25.

Soient {l.L} i -1 _n les n polyndmes qui interviennent dans

’1'interp01ation de Lagrange (§ 2) d'ordre n.
m(x) _ —-x,) === (X=X
LL(X) = (x—-W) avec T [X] = (X x])(x XZ) (x xn)

Etablir les (n+l) relations de Cauchy

g(xL L(x) = 0 k = 1.2,---,n
ot 2 Lilx) =
L=

(on pourra considérer 1'interpolation du polyndme (x-—y)“ ol Y est un
paramétre fixe, puis faire Yy =X).

EXERCICE N° 26. (interpolation trigonométrique)

Sojent Xg, Xy s.-- Xpns (20n+1) points du segment [-m,sm [ et
une fonction réelle et 2T -périodique. Montrer qu'il existe un unique
polynéme trigonométrique Pn(f), c'est-a-dire une combinaison linéaire de
cos kx et sin kx pour Kk =0,1,---,n  tel que

P(f)lx) = flx) L =0,1,---,2n




(on construira une base orthogonale & la base de 1'espace dual notée

By D13

2n
2n 2n

Tx) = T sin(X3%) ﬂsin(ﬁf-—'—x-—'ﬁ-)>
k=0 k=0 2
kL ki

LEXERCICE N° _27.

Soit X un espace vectoriel réel de dimension N . Soient
Ly, La,.o.y Ln 5 n formes lingaires sur X et soit {x, s X2 eens Xn] une base
de X . On appelle déterminant de Gram (L,,L,.._,L,)associé le déterminant

Ly (%) L) = === Ly (x))

|
g (Ly,La--, L) :
|

|
Lont%y) Lalxy) = === Li(xa)

Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante de 1inéaire indépendance
des n formes linéaires Lj, Lz,..., L (en tant qu'éléments du dual de X)
est 1a non nullité du déterminant de Gram

EXERCICE N° 28.

Soit X un espace vectoriel réel de dimension n . Soient L,,
Lysc..s Ly, n formes lingaires sur X supposées linéairement indépendantes
en tant qu'éléments du dual de X . Soit ( y,» y,s--.»y, ) une famille de
n nombres réels. Montrer qu'il existe un unique vecteur X de X tel que

LL(X) - 'yi. L = 1, 2 ,——-,n
(on pourra utiliser 1'exercice N° 27).
Exemple 1 : | X = espace des polyndmes réels de degré au plus (n-1)
L= 6x1 s L2= 6x2,--_ Ln= 6Xn (notations du § 2)

(on obtient 1'interpolation de Lagrange , les Xi 1 =£42,n sont distinc



Exemple 2 : (X = espace des polynomes réels de degré au plus (n-1)
s (n)
L1= 6x1 3 L?. — 6x2,_..__ ,an éxn
(k) 3 L. L . L )
ol 5xk représente la forme linéaire qui a TE¥ associé le nombre réel
d* f (x.) . . L
T Xkl . lci les =y peuvent étre distincts ou non.

(on obtient 1'interpolation d'Abel-Gontcharoff).

EXERCICE _N°_29.

Soitke[ﬂ,b]1'espace des fonctions continues et & valeurs réelles
muni de la norme uniforme. Soit E . le sous-espace des fonctions linéaires
par morceaux pour une division donnée Ap = <[x, w il Koyouas¥n = b }

Montrer qu'il aviste un unique opérateur linéaire Pn défini sur
Q [a,b] et a valeurs dans b, tel que Pn soit de norme 1 avec P, (1) = 1
et satisfasse P,(F Pyg)="P,(fg) pour tous fet g de ? [a, b]

(11 s'agit de 1'opérateur d'interpolation linéaire étudié au § 1).

EXERCICE_N°_30.

Fournir un exemple montrant que dans le théoréme des splines
cubiques, et avec les notations du paragraphe 3, on n'a pas 1'égalité

99y o 4f gy | ;
i (x;) i (x;) L = 2,---,n-1

Soit f une fonction deux fois continuement dérivable sur un

5 " u .
intervalle [a,b] . Posons |]f lo = Sup Ifix)] . Soit alors P,(f)
x € [a,b]
1'interpolée linéaire de T par une fonction linéaire par morceaux pour une
division A, . On pose |A,] = Sup (xk+,—xk)
k=0 --(n-1)

Montrer que

If -Plfll, < HALIF,

(i1 suffit d'obtenir une majoration sur un segment [X,,X,, ] . On fixe X sur
ce segment et considére la fonction F de Y définie sur ce seagment par :



..57..

fix)-Palf)(x)
(x_xk)(x_xkﬂ)

Fly) = fly)=Pa(f)ly) - (y -x ) (Y =X uy)
Comme F(x,) = F(x) = F(X'k*:)zo , i1 existe un point & oa F (E) = 0

Soit

F”(E) _ + f"(E,) -2 f(X)-Pn(fHX) — U
(X=X ) (X =Xy )

et donc pour tout X de [ X, ,X,,4]

Flx)=Pn(f)(x) < %?-ﬂ 7]

x=x, J(x-x )

On conclut facilement).

EXERCICE N° 32.

Soit Ap=(X=0 -_. Xp=D)une division de [a,b] et F, 1'espace
des fonctions réelles deux fois continuement dérivables sur [Q,b] , dont la
restriction & tout segment [xk,x ks1J] soit un polyndme de degré 3 au plus.
Soit f une fonction réelle deux fois continuement dérivable sur [a,b].
Cherchons une fonction de F, gui rende minimale 1'expression

b

2
f (F"(x)- Q"(X)) dx lorsque @ parcourt F,

(i1 s'agit naturellement de Pn(f) :1a fonction spline cubique pour An ).

EXERCICE N° 33.

Déterminer 1a meilleure approximation au sens de L’ 10,17 de 1a

fonction X — = Vx par des fonctions splines naturelles d'ordre trois

et x2= -1— et X3= —3—.

pour la division Xy = > R

L
4
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- CHAPITRE 4 -

1. INTRODUCTION.

Jusqu'a présent, nous avons étudié 1'approximation d'un vecteur
d'un espace vectoriel E au moyen des éléments d'un sous-espace vectoriel
de dimension finie. I1 est important de savoir ce qui se passe lorsque la
dimension de ce dernier espace augmente.

Deux problémes se posent alors :

1) d'une part la dimension de 1'espace E est en général infinie et de
cardinal supérieur au dénombrable. Par suite, comme Ta réunion dénombrable
d'espaces de dimension finie est au plus d'une dimension ayant la puissance
du dénombrable, les résultats intéressants seront de nature topologique
(théorémes de densité) ;

2) d'autre part, il peut étre intéressant de connaitre le degré de 1'approxi-
mation lorsque 1'on s'arréte a un espace de dimension n, c'est-a-dire obtenir
un majorant du reste R_

I1 faut toutefois remarquer tout de suite que naus ne cherchons
plus 1a meilleure approximation dans 1'étude du probléme (1). Donnons un
exemple : soit E :f [0}1 ] 1'espace vectoriel, normé par la norme uniforme,
des fonctions définies sur | [Dﬂ ] , a valeurs complexes et continues. Envisa-
geons la famille [ E, ] des sous-espaces vectoriels de L [UJT], chaque
étant constitué par les polyndmes de degré inférieur & n. L'espace En est
alors de dimension n. 7

Le premier probléme est de savoir %j 1'on peut représenter tout
glement § de f-[Q]] au moyen d'un élément de £{1E” . La réponse directe

est non : toute fonction continue ne s'écrit pas comme un polyndme d'un degré
suffisamment élevé. Toutefois, lorsque f est analytique sur tout le plan
complexe, la formule du développement de Taylor & 1'origine.
' o (n)
Fx) = flo) » xf' (o). e 2 £ (0 )+ R, (%)

montre que la différence entre f et un certain polyndme de degré n est un



reste R (x) , lequel peut s'exprimer sous une forme intégrale de Lagrange
X n
- (x-t)"  (nen)
Rol) = Bt e g

et on dispose de la majoration de ce reste & partir d'une majoration uniforme

de la dérivée d'ordre (n+l)

1
[Ralx) | s 2| £ o,

N+
n+11
Soit, puisque 1'on est placé sur [0}1]
oty

o

Pour les fonctions entiéres, nous avons estimé le probléme (2).Quant au probléme
(1), #1 se trouve dés lors résolu dés que 1'on sait

Lim (R -0

N —s+m ”O‘-
c'est-d-dire si pour tout € positif,il existe un entier n et un polyndme

de degré n, tel que la différence entre f et ce polyndme soit en norme

uniforme inférieure @ £ . Un tel résultat est assuré lorsque f est la
restriction a [9,,] d'une fonction entiére

IT est un cas ol les problémes (1) et (2) sont résolus: c'est le
cas de 1'approximation dans un espace de Hilbert (séparable). En effet soit ZKg
un espace de Hilbert (séparable), €, 58475 €, s+ une base hilbertienne de 568
Appelons E, 1'espace vectoriel (de dimension n) engendré par les n vecteurs
g, s €, 5...58, . Soit x un vecteur de dE . La meilleure approximation de x par
Tes éléments de En est donnée par 1'expression

3]
PX =,
EE-; ) kz=l<x’ €= €
d'aprés les résultats du Chapitre 2. En outre
2 @ 2
Ix-R (x)I = 2 kx,e
" k>n

ce qui fournit une valeur exacte du reste, lequel tend vers 0 lorsque n tend
vers 1'infini (Cf Analyse Harmonique).

Pour d'autres normes, les problémes (1) et (2) s'avérent nettement
plus délicats. Deux techniques au moins sont possibles. On peut déduire un
résultat de densité de celui obtenu pour une norme provenant d'un produit



Stmais en utilisant un procédé de régularisation, la convolution
que T'on 4y Chapitre 5. Une autre technique fructueuse, méme pour la
norme de lrgence uniforme, repose sur 1'emploi du théoréme de Korovkin.
Ces deux ties se recoupent d'ailleurs (Cf Exercice N° 48). Enongonc d'a-

bord une Pié, dite propriété K, pour la commodité de 1'exposé.

irons que n fonctions continues f, , f, ,..., f, , définies

SUr un inter fini [@,b ] , ou plus généralement sur un espace topologique

compact X' adent la propristé K , lorsqu'on peut trouver n fonctions

EO_E‘HE‘SEQ‘ seees g telles que
Ksn
G(x,y) :Eﬂ g (y) filx)

201t une foncpositive, nulle si et seulement si x = y.

Exemple : soites fonctions f =] . B2X% f3: x? sur un intervalle

[G’b 1. Ces s fonctions satisfont la condition K

(y-x - y2= ny+x2: yzf;‘-Z yf2+ f3

€St positive nu si et seulement si x = y. On choisit donc

g, =y’
et 92:‘2}{
QB:T

La preigté K a pour intérét de fournir une fonction strictement
Positive sur le ¢pa [a,b IxI q b] , la diagonale &tant exclue, et nulle
Sur cette diagona. on peut en déduire une fonction non constante et stric-

tement positive, pmee 3 partir des fonctions f,
On pose a partir de deux points y, et y, distincts :
6 (x)=6lxy)+G(x y

La_ﬁ)”cﬁo” 0 (x) est strictement positive sur[a bl , grace aux hypotheses
faites. Nous avons en plus besoin d'une définition générale :

Définiti : : 4 néai afini
nition : on dit qu'un opérateur linéaire P , défini sur un espace fonc-

tionnel, est positif lorsque 1a propriété f(x)=0 pour tout x, implique

Pf(x)= 0 o




Exemple : sur %? [Oﬂ ] . 1'opérateur P défini par

4T . n(x-t) 2
1 /sin
P (x) R In Fit) = “;251 - )dt

est un opérateur positif. C'est d'ailleurs 1'opérateur de Féjer.

Pour une fonction réelle continue, on a les majorations

A< f(x)< B oo A: Min f(x)
x€(ab)

et B: Max f(x)
xe(ab)

donc B-f(x) = 0 et par suite en appliquant 1'opérateur P
BP (1) (x) - Pf(x)=0
ce qui donne en faisant de méme pour A

AP(1)(x)< Pf(x) < BP (1) (x)

donc

Pfll< 1fIl P(1)

On obtient méme la valeur de la norme de 1'opérateur P : [P (1)]=1P)

Par contre, tout opérateur linéaire continu n'est pas un opérateur
positif comme le montre par exemple 1'opérateur

Pef —o Pf(x) :f”fmsin(x-t)dt sur B [-t,am ]

-N

2. THEOREME DE KOROVKIN.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Korovkin : dans ce
qui suit, on pourra remplacer E?[G b] par (X) oo X est un espace topolo-
gique compact possédant au moins deux points. Rappelons que [G,b] est
muni de Ta norme uniforme.

Convention : dans ce chapitre, un opérateur linéaire L opérant sur une

fonction de deux variables 0 [x?y) , sera considéré comme opérant sur la

premiére variable, ce qui revient a dire :




[(G(X,)’)) (z) est une fonction de z et de y.

Théoréme 2 : soient n fonctions f} . f‘z I satisfaisant la proprié-

te K sur‘g [qg,b].

n

Soit l_,k une suite d'opérateurs linéaires positifs sur & [G,b] telle que

Tim |!Lk(fi_) -fLﬂ = U(p‘our‘ Toly, 2 ooy n)

k —»= +@

Alors on a pour tout f appartenant & & [G,b]

Lim TL(f)-F1 =0

k —++00

Calculons d'abord

L6 0,y D yd = L 08 g ly) £ 0 (y)
=L gL, (R ly)

Or Lk(fi_) converge univormément vers ﬂ selon 1'hypothése du théoréme,

par suite Lk(G (x,y)){y) converge uniformément, lorsque k tend vers
=N .

1'infini, vers 2 g(y)f (y) . c'est-d-dire vers O grace & la propriété K .
i=1 1 1

Grace 3 ce résultat

kLim L, (Glxy) ly) <0

et ceci uniformément, on peut démontrer beaucoup plus en prenant une

fonction continue quelconque F (X,Y) sur [g,0]1X[a,b ] ©, telle
que F (y,y )= 0 . On va en effet prouver que la fonction Lk(F(x,yD (y)
converge uniformément sur(qa,b ] lorsque K tend vers 1'infini.

Soit € un nombre positif donné, i1 existe un nombre T  tel que

[F(x,y)l<€& pourly-xl<n

grace a F( Y,y )=0 et a-1a continuité uniforme de F ~sur le carre (b ]X[O}b}.
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De plus, pourly-x|=1n . G(x,y) est une fonction continue stricte-
ment positive, donc G(X,y) = « > . Donc, en notant| F || le maximum de
[F[ sur le carré [a,b ] % [0; b ] , on dispose de 1'inégalité

IHE
[Fix,y)l<E + [ (x?y)
Faisons agir 1'opérateur L, sur cette inégalité

L FOxyly <elt, )y« LELC 6 0y 1y

Or on peut facilement donner un majorant de L, (1) en utilisant la fonction
G(x) qui est strictement positive (Cf p. 58). I1 existe donc un nom
bre B tel que :

G(x)= A>10 sur [a,b]
d'ol
G(X) > 1
i
et donc
JG_Lk(G)(x):;Lk (1)
Mais b (x) = Glxy)+6(x,y,) donc comme L (6(xy)) (y) converge
uniformément vers G(Y,YJ pour L = 1 ou 2 » On obtient une majoration unifor-
me de Lk(1} que nous noterons avec une certaine constante ¥ =0
llLkalslf Vk>1
En passant, on remarque quelim L,( G(x)) converge uniformément vers la
k —= + 00

fonction G . Enfin, puisque

Lim L J(G(x,y)) (y) = 0

kK — +@

i1 est permis de choisir au nombre entier k suffisamment grand de sorte que

Ll GIx,yD(y)}] < & . Finalement, on peut estimer L, Fix,y)) au
point y selon :

POy < eYe Blog
ce qui montre bien que Lim L, (Fx,ylly) = 0

K — +00




uniformément (en y ) sur [a,b] .

Terminons maintenant la démonstration du théoréme de Korovkin en

posant
Hix,y) = fix)- £ 6ix)
Y 6ly)
La fonction H est continue sur [a,b]x[a,b] puisque G(y) est
une fonction strictement positive. De plus H(y,y) = 0 . Par suite :

fi
=]

Lim L, (H{x,y)) (y)

k —+ @

= lim Lf)y) - g—(‘%m L ( 6)(y)

k — 00 Kk —= @

Or, comme nous avons déja remarqué que

Lim  L,(G)(y) = Gly)
ke~ + @
On a
Lim L. (f){y) = f(y) uniformément sur [aq,b]
k —

ce qu'il fallait démontrer.

3.APPLICATION AU THEOREME DE WEIERSTRASS.

Donnons une conséquence du théoréme de Korovkin.

Théoréme de Weierstrass 3 : Toute fonction continue sur un intervalle [Q b]

peut étre approchée, d'aussi prés qu'on le désire au sens de la norme uniforme,

par un polynome.

Nous allons construire des opérateurs Lk convenables pour pouvoir
appliquer le théoréme précédent de Korovkin. On utilise un procédé ancien,
di a Bernstein :

on pose pour f appartenant a [0,1] et pour tout entier k =1

Ll fit = L eixbi-x)of ()



(le cas ® [a,b] se traiterait d'une maniére analogue aprés une translation
et une homothétie).

La transformation f —— L (f] est visiblement 1inéaire. De plus
Ly, est un opérateur positif, donc cont1nu sur € [0,1]

sur [0,1] , nous avons pu.constater que les trois polyndmes
fi=1, fy=x et fy=x? satisfaisaient 1a condition K. Or

L=k .
Lelfdlx) = Zebxi(1-a%t =1 o f(x)
L =0 '
Puis
L, (f)(x) = k Z‘ Led ¥ty -x)*e
- 1:_ Z L 1—'X) -1
Mais Lch = kc‘_z donc on peut encore écrire ;
L=kl . )i
- f—kl=ocL1#(1-xfk”
Seit Lk[fz)[X) = X
Enfin
L=k . . gy
Lelfa)(x) = Z Cx x'(1=-x) %
Mais on peut calculer facilement
. L=k . . L
KZLJAF) () =k L) (x) = _Z&(LJ)QXW1—H““

izk
= FL Lii-1)ck 2™ g
i=2




Or . .
L(i-1¢cy = kik=1ci™?

=2

L=k -2

- k(k-‘l)x{ci_zx"(tﬂ)"*L"’z
1L =0

c'est-da-dire

Lfd) = L Lf) ) = KLy

T3 lorsque k tend vers 1'infini. En resume, L (f,)

ce qui tend vers X2 L

pouri=1,1 =2, 1L = 3 , tend vers f; . Nous sommes donc dans les condi-

tions du théoréme de Korovkin permettant d'assurer que

L=k . .
lim L cpxt =% fOE)

k —>+00 | k

fx)

uniformément en x sur 1'intervalle [0,1] (ce qui est la formulation de

Bernstein du théoréme de Weierstrass).

Remargue : L (F)(x)  est un polyndme de degré k qui approxime 1a fonction
continue f. I1 faut remarquer que Ly(f) n'est pas un polynéme de meilleure

approximation pour la norme uniforme ou une norme Lop et ne coincide pas
avec 1'interpolation polynomiale de Lagrange & 1'ordre n. D'ailleurs la cor-
respondance entre f et sa meilleure approximation dans L p ( Ps#2) n'est

pas linéaire !

On peut considérablement préciser le théoréme de Weierstrass. En
fait, on n'a pas besoin d'avoir tous les termes en X', x2, x3,..., x",...
pour reéaliser la densité. Le théoréme suivant, que nous donnons sans démons-

tration, illustre ce propos.

Théoréme_de Mintz : Soit [}, ] une suite croissante de nombres réels posi-

tifs telle que b = 0 et Llim M, = + o . Pour que Tes combinai-
n—s @
sons linéaires finies des fonctions f, = x'P soient denses dans P [0,1]
il faut et il suffit que la série 1 diverge.
n=1 pl‘l



Nous venons donc de résoudre le probléme (1) pour 1'espace des poly-
, . P
nomes et en utilisant la norme uniforme, ou d'ailleurs une norme L [U,b]
quelconque ( p > 1) (Cf Exercice N° 37).

Un résultat identique a lieu pour 1'espace des polyndmes trigonomé-
triques, en utilisant 1a norme uniforme ou une norme L (-m,«m] (p>1)
(Cf Exercice N° 35 : théoréme de Fejer que nous retrouverons au Chapitre 5
sous une autre démonstration).

L'étude du probléme (2) est peut-&tre plus importante pour 1'utili-
sateur, une fois résolu le probléme (1). Cependant, on congoit aisément que
des propriétés fines spécifiques de la fonction & approximer f vont alors in-
tervenir. Toute une faune d'espaces vectoriels surgit pour procurer des théoré-
mes de plus en plus précis. Nous allons nous contenter de donner quelques énon-
cés typiques, reportant les démonstrations en exercices (Cf notamment les

Exercices N° 39 et 40).

4. ESTIMATION DE LA MEILLEURE APPROXIMATION.

Définition : on dit qu'une fonction f est de la classe de Liptschitz ( M, )

lorsque £:R . R

IF(x) -fly)l < Mlx-yl™ tx bty ER

(les seuls cas intéressants sont pour 0 < x < 1 ).

Définition : on appelle module de continuité WI(f,h) d'une fonction F ,

1'expression

WI(f,h) = Sup Ifi(xst)-f(x)l
xt

It ¢
Pour une fonction de la classe de Lipschitz, W (f,h) < Mh*

4.1. Cas_des_fonctions_périodigues.

* o o g
Commengons par ( ° , espace des fonctions 2T -périodiques, pour la
norme uniforme (Cf Exercice N° 47).
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Théoréme de Jackson: (1) I1 existe une constante H telle que si f est un

élément de C* de module de continuité ) , on a pour tout x

IF)-Paf ()] < Ho (F, L)

P.(f) désigne une meilleure approximation au sens de la norme uniforme

& [2

f par un polynéme trigonométrique d'ordre n au plus.

(2) De méme, i1 existe des constantes A telles que si
E*

f est un élément de possédant des dérivées continues jusqu'd 1'ordre r ,

cette dérivée d'ordre r étant de la classe de Lipschitz (M, ) alors avec

les mémes notations, on a pour tout x

If (x) <P flx)] < ArM/n”"‘

On pose E_(f) = Inflf -gl, ot g parcourt les polyndmes trigonométriques

d'ordre n au plus. La partie (1) du théoréme de Jackson se note

ELf) < Aw(f,l)

On dispose d'un théoréme réciproque.

Théoréme _de Bernstein : Soit o ; 0<oc <1 , et r est un entier. Supposons

que fE C* satisfasse

En(f) < A/n““

pour une certaine constante A . Alors f posséde r dérivées et la dérivée

d'ordre r est d'une classe de Lipschitz d'ordre oK »

Pour & = (0, on a aussi un théoréme.

Théoréme_de_Zygmund : Soit I un entier. Une fonction f de C*sati.sfait

En(f) < 1‘-\/nr pour une certaine constante A

si et seulement si la dérivée d'ordre (r— 1) de f satisfait la relation

W, (N < Ay

pour une certaine constante A . Ici, (,)2 signifie

W,(f,h) = Sup If(X+t)ff(x—t)=2f‘(xH
[t] :Sth
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Un résultat d'ailleurs trés précis est du & S.B. Ste&kin qui lie
E.(f)et sa régularité. I1 importe de noter que le comportement de E (Ff)
caractérise bien souvent la régularité de f. Ainsi f est lipschitzienne d'or-
dre x ( 0 <o < 1) si et seulement si E (f) < A/n“ pour une constan-
te A convenable.

On prend 1'espace ) [-L*ﬂdes fanctions continues définies sur
[1,+1] et pour E, 1'espace des polynémes de degré n au plus. Comme
dans le théoréme de Jackson, en posant

EL(f) = Inf lIIf-gl,
od g parcourt les polyndmes de degré n au plus, on a que En(f) est
au plus d'ordre 1/n. Mais en fait, le théoréme de Timan précise que 1'approxi-
mation par des polyndmes s'améliore beaucoup aux points frontiéres de 1'inter-
valle. On peut donner des réciproques & ces théorémes permettant de montrer
qu'ils sont les meilleurs possibles. Nous ne donnerons qu'un seul théoréme

de ce genre.

ler_théoréme_de Timan : I1 existe une constante M telle que pour toute fonc-

tion f appartenant 3 @ [-1,+1], i1 existe une suite de polyndmes P, pour

Tesquels P, est de degréam au plus et

[F(x)]-Pa(x)] < Mw(f,Aq(x))

pour =1 < x < +1 od 1'on a posé

W(f,h) = 5Utplf(x+t)-f(x)l module de continuité de f
"
It| ¢h
et
_ Vioxz 1 _
Afx) =  Sup ( =1 n2> no=1,2,

céme_théoréme_de_Timan : Si une fonction continue admet p dérivées continues

sur  [=1,+1], i1 existe une suite de polyndmes P, (x) de degré n au plus

et

F)-P 00T < M, (8,00 V0 (£78,x)

la constante Mp ne dépendant que du nombre p-




Remargue : le premier théoréme de Timan précise la convergence de Pn vers f.

De fait, on obtient par des procédés dus a Jackson (Cf Exercices N° 39 et 40), la
majoration moins forte

oi M est une constante et ws le module de continuité de f. En particulier,
lorsque f est une fonction dont la dérivée premiére est bornée

f"
Wif, 1) = sup Iflet)-Flxl < e
x,t
]tis%
On a de méme une réciproque, choisie parmi bien d'autres cas possibles.

Théoréme : Soit 0 < o < 1,un nombreentierr et une fonction f continue

sur [~1,+1]. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une

suite de polynomes P, (de degré n au plus) telle que

1F) =Paix)l < (Bab0) " Vx € [-1,41]

est d'une part 1'existence des T premiéres dérivées de f, d'autre part que la
dérivée d'ordre r appartienne & une classe de Lipschitz (M, , o ) o0 M,

ne dépend que de p .

4.3. autres cas.

Nous venons de préciser le comportement aSymptotique du reste entre
une fonction et une meilleure approximation polynémiale (en norme uniforme) &
partir de la régularité de cette fonction. On a des résultats analogues en
analyse harmonique, comme on 1'a vu en 4.1. On sait que la série de Fourier
d'une fonction f de L° [-m,+m] converge vers f en moyenne-quadratique.
$1 f a des propriétés de régularité, sa série de Fourier peut donc converger
uniformément (Cf Analyse harmonique et Exercice N° 47). Un tel phénoméne est
général. Donnons sans démonstration un seul exemple, parmi les trés nombreux
1égués par les mathématiciens du siecle dernier. Rappelons que si f est une
fonction définie sur [—T,+1] , a valeurs complexes et appartenant a

L2 [- 1,+1] , on appelle série de Legendre de f la série qui correspond au
développement hilbertien de f suivant la famille orthogonale et totale
{ Pn]n 50 des polynémes de Legendre (Cf Chapitre 2 et E.A.F.).

Théoréme : Soit f une fonction analytique sur un domaine contenant le segment

[-1,+1] . Le développement de f en série de Legendre converge dans la plus

grande ellipse dont les foyers sont +1 et -1 et & 1'intérieur de laguelle f
est holomorphe.




@
Si f ~ Z:an P, »1a somme des demi-axes de 1'ellipse de

convergence est donnée par

R = Um Inf lo,|%

N —s 0

5. ESTIMATION DE L'APPROXIMATION AVEC DES FONCTIONS SPLINES CUBIQUES.

En régle générale, entre touk cas pour 1la norme uniforme, il n'est
pas commode d'obtenir une meilleure approximation. Le théoréme de Korovkin ou
les méthodes d'interpolation par des fonctions splines fournissent des approxi-
mations qui dépendent linéairement de la fonction 3 approximer. A-t-on aussi
une idée du reste de 1'approximation ? La réponse est positive et nous allons
reprendre les notations du Chapitre 3, § 3 , sur les fonctions splines cubiques.

Théoréme : Soit f une fonction réelle définie sur le segment [a,b ] et

A, = { Xy = 0,%X,---X,=D } une division de ce segment. On suppose f quatre

fois continuement dérivable. Soit Pn(f) 1'unique fonction spline cubique

interpolant f fournie par le théoréme des splines cubiques. Alors il existe

des constantes A, B et ([ telles que

IF-Plflle < A]A,°
F' (o)l <« B 18
F-Ci )1 < C 1A

Al = Sup  |Ix - x|

k=t,_(n-t) ©*
Nous admettrons ce résultat qu’ & 1 n est pas difficile de démontrer 3 titre
d' exercice.

6. AUTRES THEOREMES LIMITES.

6.1. D'abord avec 1'interpolation lTinéaire, on a

Lim  1f-P.(f) ] = 0

N —s ©




en utilisant les notations du Chapitre 3 § 1. La démonstration directe tient
compte de 1'uniforme continuité de f. Une autre démonstration plus fonction-
nelle est possible (Cf Chapitre 5, § 4(e)).

6.2. Examinons maintenant le cas de 1'interpolation par un polyndme (Cf Chapi-
tre 3, § 2 dont nous conservons les notations). Les choses se passent ici tout
a fait différemment car [P, | tend vers 1'infini avec n (Cf Chapitre 5, § 4(e)).

L'exercice N° 45 donne un exemple od [P, (f) -fl tend vers 1'in-
fini avec n pour une fonction f trés réguliére puisqu'analytique. En fait, on
dispose d'un théoréme négatif :

IT existe une fonction f continue sur [g,b], telle que P,(f), polyndme de

Lagrange associé & A, et f , ne converge pas uniformément vers f.

On dispose de tout un arsenal de tels résultats négatifs. Toutefois

si An est constitué par les zéros d'une famille [Qn} de polyndmes

n»1

orthonormaux, et si Lim W(f h) logh = 0 , alors P,(f) associe & 4,
h—s 0

et f converge uniformément vers f (théoréme de Bernstein). La raison de ce ré-

sultat dépend d'une estimation précise de |Pn ] comme le Chapitre 5, § 4(e)

1fexplique.

associé
)n-i.

Paflx) = L Chf(L)xt(1-x

L
0 n
converge uniformément vers f.

En fait, on dispose de renseignements nettement plus forts qui
précisent 1'emploi des polyndmes de Bernstein

Théoréme : Soit f une fonction possédant des dérivées continues jusqu'd 1'ordre

k et soit Pn(f) le polynome de Bernstein d'ordre n. Alors

(k)
d Pn(f) (x) converge uniformément vers f .




Le polynBernstein suit remarquablement certains mouvements de f;:

notamment

Théoréme f une fonction convexe sur [0,+1] ; alors le polynéme de

Bernstein) est aussi convexe sur £o,1].

:ontre, en régle générale, P (f) ne converge pas trés vite

vers f. Dn précise :

t Soit f une fonction bornée sur [0,17] possédant une

Théorame pvsky)
P,{f) le polyndme de

--------

dérivée seen chaque point. On a en dé&signant par

Bernstein yré n

lm 0 (Palf)- Fix)) = XA 01 yyen

1T —s ® -
La convergin un point od f”(x) % 0est donc de 1'ordre de A/n . ce qui

n'est Guérerable,

(1'&tude deéyndmes de Bernstein est trés poussée dans G. Lorentz - Bernstein

polynomialsonto 1953).




- EXERCICES DU CHAPITRE 4 -

EXERCICE N°_34.

Que peut-on dire de P([f]) en fonction de |Pf] lorsque P est
un opérateur linéaire positif sur un espace fonctionnel (on montrera que
[Pfl & P(If]) en utilisant 1a marque que P(fg) est un produit scalaire
généralisé).

EXERCICE _N°_35.

A partir de la remarque que 1-C0S(x-Yy)est une fonction positive
et nulle si et seulement si x = y, donc que 1, COS X et sin y satisfont
la condition K , en déduire le théoréme de Weierstrass suivant :

Théorame : toute fonction continue de période 2T peut étre approximég d'aus§i

e - -

prés qu'on le désire par un polyndme trigonométrique.

Peut-on retrouver ce théoréme & partir du théoréme de Weierstrass
démontré dans le texte ?

EXERCICE N°_36.

Soit f une fonction continue sur [0,+ o ] et dont la limite

est nulle lorsque x tend vers + o . Montrer que 1'opérateur L defini par
k= +00
k
L (f)lx) = LK) Doxk e
k=0 n = k!

est un opérateur positif, bien défini.

Montrer que Lim Lo(f) = f

A—s + @

uniformément sur le demi-axe positif Lo, +]

EXERCICE_N°_37.

Montrer que 1'espace des polyndmes est dense dans tout espace
LP [0,1] pour tout nombre entier P>1 (on utilise la densité de Q[0,1]
dans LP [ 0,17 et la densité de 1'espace des polyndmes dans © [0,1]
démontrée par le théoréme de Weierstrass).




Soit f une fonction périodique et de période 2m et Ty un
polyndme trigonométrique de degré n

Ta(x) = g+ a,co8 x +b,sinx + ___+ a,C0S Nx + b, sin nx

Soit Mn(f)1'expression

— Min ] minimum pris pour 1'ensemble des poly-
Mn(ﬂ M IF ”' ndmes | n de degré inférieur ou égal a n.

(Th)
Le probléme (1) consiste & montrer que le M alf) = et le probléme (2)
consiste & préciser cette tendance vers O
Montrer que si 1'on pose . -
9 P 1 st sin(2n+1) %—
Salf) - L [T 2 it
=T 2 sin 2‘,"

c'est-a-dire la somme partielle d'ordre n de la série de Faurier de F, ou
encore

.
(1}

n

- & ., + b, si
Snlf) = 7 L (agcos kx + by sinkx )

avec pour k 20:

l
]

a, t [fit)cosktat et b, %f:(t)sinktdt

alors
I -Salf)l < KM, (f) logn (n>1)

o0 K est une constante convenable.

Lorsque f est suffisamment réquliére pour que les théorémes usuels
sur les séries de Faurier soient applicables, que peut-on déduire de ce
résultat relativement au comportement & 1'infini de Mn(f)

—

EXERCICE N°_39. (suite du précédent)

Montrer le théoréme suivant di a Jackson : il existe une constante K
telle que pour toute fonction continue périodique de période 21T

Malf) < Kwif, 1)
(on pose L (1) = (Slﬂ—f—) ol Ap est tel que f Ladbl df = 1

A sm—- ol




puis on pose

Jn(F)(x) = f_nf(xﬁt)Kn(t) dt

oi Knlt) =L (1) avec N'= [%%—]+1. Le symbole [ . ] signifiant partie entiére
de n. L'opérateur Jn s'appelle 1'opérateur de Jackson et son noyau est Kn .

On forme

fx)-1n(x) = /_ETZTf(x)—f(X+‘t)—F(x—t)Kn(t] dt

et une majoration conduit au résultat aprés avoir noté que Jn est un polynome
trigonométrique).

Montrer le théoréme suivant di & Jackson : pour tout entier p, il
existe une constante R(p) telle que pour toute fonction périodique de
période 2T, ayant p dérivées continues, on ait

Rp) (P) 1
Malf) < R @S E)
(on utilisera une généralisation du noyau de Jackson en posant :
Sln nt Zn + 1T
L,lt) = 1<.T)et L, () dt = 1
n.2 An2 \ sin L -n M2

Comment les deux théorémes de Jackson précédents peuvent-ils étre
utilisés pour obtenir des renseignements sur 1'approximation d'une fonction
par des polyndmes ? Comparer les ré&ultats avec les théorémes de Timan.

EXERCICE N° 41.

Soit X un espace normé et x,une famille d'éléments indépendants.

Soit y un élément de Y , on pose

n
E.ly) = glin Hy—LZﬂaLxLI
1) montrer que En(y) a les propriétés d'une norme sauf la propriété de
nullité

2) lorsque X est complet, étant donnée une suite décroissante de nombres

positifs &, avec LiMm Xp= 0 , on peut trouver un &lément y de
N =—»00
tel que
En(y) = &, pour n > 1

(ce résultat est did & Bernstein).
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EXERCICE N° 42.

Soit f une fonction dans le cercle unité.
. 2
E (f) = \/M_m ff]f(z)- L a, z" Pdx dy
L ai D izo &

Montrer que si f est analytique dans |Z|< P avec P > 1 et non analytique
dans 1z2| < P’ pour tout P’> D alors

Posons :

Lim Sup (En(f))L” - -

EXERCICE N° 43.

2
Soit L ([U,t!],d-l (x)dx) 1'espace des classes de fonctions & valeurs
complexes, définies sur un intervalle et telles que

b
f lf(x)lzﬁ“(x) dx existe

ou lJ est une fonction mesurable positive (strictement) sur [a,b]

Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille
orthonormale [Pnj soit une base hilbertienne est que

pr ) p it dt|” ‘[&J(t)dt VxE [0,b)

(1a condition est nécessaire comme on le voit en appliquant la formule de Parseval
a la fonction caractéristique du segment [G,X] . La suffisance est plus
€laborée. Pour démontrer la totalité du systeme, on prend g€ L® ([U,b],d-' (t) dt
telle que <g,R> = 0 pour tout k > 0.

On montre alors que la relation donnée implique <7,f> = 0 pour toute
fonction f qui est une fonction caractéristique d'un intervalle [a,x] . Dés

Tors pour tout by xy a

_[g(t)dJ(t)dt - 0

et on peut conclure g =0 au sens de 1'espace considéré (Ce point exige i

vrai dire un peu de théorie de la mesure mais est bien intuitif). Ce théoréme
est connu sous le nom de théoréme de Vitali. I1 fournit une condition originale
de totalité d'un systéme orthonormal).




EXERCICE N° 44,

Soient Xy, X5 s...s X, les zéros du polyndme de Cebidev,

dordre n ( X, = C0S 2h-1 n ) et f une fonction continue sur [-1,+1]

2N
soit P, (f) le polynome de degré inférieur ou égal & 2n-1tel que
P flx) = flhy)
P;n_,lf){xk) = 0
Montrer que ] Limco P,nqlf ) converge uniformément vers la fonction f

EXERCICE N° 45.

Soit o un nombre strictement positif. On pose

f(z) - =i VzEC
° 0l2) - flzimal
(z-x) malz)
. 2k+1

oo W,(y) =(y-g)ly-g)---(y~-a,) et q, =

avec-M< k< m-1 (n =2m)est une division du segment [-1,+17]. On appelle

P.(f) le polyndme de Lagrange interpolant f aux N =2M points [Gk}

En calculant fg(z) dz sur un cerclel” de centre 0 et de rayon R , supérieurs
P

i lx] et 1 , et en estimant certaines gquantités.établir que pour o assez

petit
Lim (1) - P, (f)(1)] = +o

N —s @
(phénoméne de Runge, sur la divergence de 1'interpolation de Lagrange d'une
fonction analytique).
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Dans le chapitre précédent, nous avons fourni une technique
(théoréme de Korovkin) permettant d'obtenir des résultats limites
en théorie de 1'approximation. Une autre technique malheureusement
restreinte aux eéspaces de Hilbert est celle des bases hilbertiennes
(Cf E.A.F.). Dans ce chapitre, nous allons envisager une troisiéme
technique basée sur T'opérateur de convolution. Un tel opérateur
est introduit 3 la fois pour des théorémes limites et pour son rdle
régularisant. Naturellement ces trois techniques permettent séparé-
ment de retrouver les théoreémes classiques de Weierstrass ou de Fejer.

Pour définir 1'opérateur de convolution, nous allons d'abord partir
de considérations générales.

1. CONVOLUTION DE DEUX FONCTIONS PERIODIQUES DE CARRE SOMMABLE.

A. Introduction.

- e o o o e

On rencontre fréquemment en Physique des systémes dont 1le fonc-
tionnement global peut se schématiser de la fagon suivante

F(t) : L Flt)
Entrée L OYSteme S —c-o

Le systéme est une boite qui réagit a une entrée en fournis-
sant une sortie. Par exemple si S est une impédance, 1'entrée est
une intensité a priori variable avec le tenips et la sortie est éga-
lement une intensité. § peut étre une télévision, un réacteur a
piles ou un flipper. Toutefois des considérations particuliéres con-

‘duisent & supposer deux propriétés essentielles du comportement

global

(1) le systéme obéit a 1a régle de trois,plus précisément le sys-

téme est Tinéaire. Si 1'on multiplie 1'entrée par A » la sortie est
multipliée par le méme scalaire X

_ Si 1'on ajoute deux entrées, la scrtie est la somme des
deux sorties correspondantes.
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(2) le systéme est stable dans le temps : c'est-a-dire que si

1'on décale 1'entrée dans le temps, la sortie est décalée de la
uéme maniere. On dit aussi un systéme stationnaire.

Mathé&matiquement, on peut représenter le systéme S comme un
opérateur qui fait passer de la fonction d'entrée f & la fonction
de sortie F. On note

Fo= T(f)

Du point de vue théorique ol nous nous plagons, il importe
de préciser la nature des fonctions f et F, Bien évidemment,
1'espace fonctionnel des fonctions d'entrée et de sortie se doit
de posséder deux propriéteés

- d'une part c'est un espace vectoriel, compte tenu de la pro-
priété (1) ; existence d'une addition et d'une multiplication
par un scalaire

- d'autre part, avec toute fonction ﬂ il doit contenir 1la
fonction f, fonction translatée de la fonction f, définie par

fn + t ww—s f(t-h)

ceci compte tenu de la propriété (2) du systéme considéré.

Pour fixer les idées, nous allons nous placer dans 1'espace
L2 (-m,+m) , espace constitué par 1'ensemble des fonctions pé-
riodiques et de période 2T , dont le carré est intégrable au
sens de Lebesgue. L'expression

1 + T
<f,g> = B _:(x)g(x]dx

finit un produit scalaire sur cet espace et 1'on sait qu'ainsi
2

‘ructuré L® [-m,+m] est un espace de Hilbert. La norme sur

~t espace est donnée par 1'expression

1 = &.0)7

2
On invoque fréquemment 1'espace L* (-m,+ 1] lorsque 1'on
‘herche des fonctions représentant 1'énergie d'un systéme mé-
ique. En effet, cette éneryie satisfait les équations
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qu'explicite la mécanique analytique, mais si 1'on ne veut pas,
OU ne peut pas é&crire la solution de ces équations, la premiére

donnée sdre est 1'appartenance i 1'espace |2

(la notion de périodicité est secondaire et utilisée pour éviter
T'emploi de théorémes plus délicats. En outre, il y a des avan-
tages mathématiques & considérer des fonctions prenant des va-
Teurs complexes).

Reprenons les données de notre étude.

2
Nous avons un opérateur agissant sur L et prenant ses va-
leurs dans L%, Traduisons maintenant les propriétés (1) et (2).

(1) T est un_opérateur linéaire. de L® dans L2,

(2) T commute avec les translations. Cette expression a la signi-
fication suivante ;

'soit f 1a fonction t —ww— f(t), 1a fonction f,

frn:t—ww—flt-h)est 1a fonction dite trans]atée de pas h de
la fonction f et la propriété (2) de stabilité dans le temps
signifie

(2) b T(fy) = (T (f))

—

Ces deux hypothéses &tant posées, 1] paralt naturel .de
rechercher une représentation des opérateurs T , définis sur L°
et satisfaisant (1) .et (2). C'est ce que nous allons entrepren-
dre.
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B. Détermination_des _opérateurs_T

Pour étudier 1'opérateur T , i1 convient d'examiner d'abord
le comportement de T vis a vis de fonctions dont la transla-

tée s'exprime simplement & partir de la fonction de départ, par
exemple les fonctions propres des opérateurs de translation.

Ainsi, prenons f (t) = e-%t

fh(t) - e itw(t-h) - e-i.(.dh ei.wt - e-i_(;.)h f(t]

f(t) est un multiple de la fonction f

Appliquons 1 & la fonction fp :

T (f,) = TIEEF] & BT
grdce a la linéarite de T . En outre, gréce d la propriété (2)

T (fy) = (T(f))y
Soit it
(T (F)), - e T(f)
ou encore en posant F = TI(Ff)
Flt-h) =  e“"FIt)

Changeant de variables (poser h ==y et t =0), i1 vient

Fly) = Flo)et®

c'est-d-dire

(3) -T Lf) =AM o0 M est une fonction du paramétre W (A=F(o))

" transforme donc une exponentielle complexe en un multiple
‘peut-&tre nul) de cette méme exponentielle complexe.

En optique, en électromagnétique ou en informatique, 1a
snction  A(W) est connue sous le nom de réponse en fréquence
|_systéme S. Cette réponse en fréquence caractérise le systéme

me nous allons le prouver maintenant. '




- ts‘j -

En effet, grdce aux séries de Fourier, nous pouvons calculer
explicitement 1'action de 1'opérateur [ sur toute fonction de
L2 s Moyennant toutefois une condition supplémentaire de con-
tinuite.
Toute fonction f de 1'espace ® s'écrit d'une fagon unique
sous la forme

f(t) _ -Z[:nei.nt

ol la sommation s'entend au sens de la conyergence en moyenne
quadratique, c'est-a-dire

n=+N
Lm 1f(t)-2Ce™ = 0
N —s + @ n==N

ol 1'on a posé

n=+N

MUE ZE B ( flf(t)—Zt g dt)‘T

n=-=N

Par suite, si nous supposons que T est un opérateur conti-
nu (Cf E.A.F.), on peut écrire

Flt) = Tf(t) = T(che'”‘“)= Z T(e'"*)

N=-o

puisque la continuité permet de commuter T avec E:. Soit —-

N=+@

(@) Ft) = X C.eint ) TF(E) = ch Mn) eint

N=z-®

Finalement, 1'opérateur T consiste en la multiplication
de chaque coefficient de Fourier Cn de la fonction d'entrée f
par le nombre A(N) . La réponse en fréquencetﬁtémﬁnéj‘iﬁﬁon du
systéme. En fa1t “elle le caractérise. N

Nous n'avons pas encore &crit que I(f)appartient @ 1'espa-
ce L2 et cette propriété va nous fournir un renseignement sur
la fonction A(n). '

Puisque T est un opérateur linéaire continu sur 1'espace
L2 , on a 1'inégalité fondamentale

(4) T < ITHIfl (Cf E.A.F.)
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En outre la formule de Parseval nous permet de calculer 13 norme de f:

1

irr - (Lic.r)®
) Tl = (::Zm(nn"mnlz)%

L'inégalité (4) nous donne enfin

(ni:_rmnn’]cnlz);— < 1mr(Yic 7T

cette inégalité &tant valable pour toute fonction f )’ on peut en
inkt

particulier prendre f(t) = € C 11 vient M2 < IT 12

Soit () | A(n)] < 1T

C'est-da-dire que les coefficients Aln) forment une suite bornée,

Récapitulons les résultats acquis et énongons une réciproque.

2 b B P 2
réme 1., Un opérateur linéaire défini sur 1'espace L_ et con-
u

terminéd par une suite bornée de nombres A(n) selon les formules .

(a) et (b).

Rec1proquement, si 1'on se donne une suitebornee de nombres .-

réels ou.complexes X(n 1.cette suite dofprm}np 5g1gn (a)_gt (b). un unijaue.

—

operateur linéaire, continu, cowmutant avec les translations sur L? [_w +17]

o

Pour la réciproque, il suffit de vérifier que (b) définit
bien un &lément de L® pour toute fonction f de L? . Cec1 est

une conséquence du théoréme de Riesz-Fischer etabhssant un1so—
) 2
morphisme entre L et £? , et de la majoration

N=+®

Eponies® < (LI6F) s 0

La continuité et les propriétés (1) et (2) sont alors des consé-
quences faciles (Cf E.A.F.).
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Essi'approfondir le théoréme obtenu :

fonction f de L2[—H!¥n] est déterminée par ses coef-

ficle Fourier

+ T
1 [ e-intf(t) dt (théoréme de Riesz-Fischer:
em J__ Cf E.A.F.)

Supique les coefficients A(n), caractéristiques du Sys-
téme de 1'opérateur T), soient eux-mémes les coefficients
de F d'une fonction g. Pour fixer les idées, nous suppose-
rons abpartient éjalement & 1'espace L2 . Peut-on donner
une sion de T(f)selon une écriture simple en f et g 2
Oui, & 1a formule généralisée de Parseval.

devons déterminer 1'expression (b) etl'on pose

-~ *I 3
Mg st ) gltie=mgr
Nous
. n=+ci o inx -~ 1 * LAt
(5) ') = LamFfe™ aec §n) = M) = L fglte™at
z 1 o <int
et = Co - oL [rmear
Poson) = g(x-t), considéréecomme une fonction de t, et
calcUes coefficients de Fourier de h
- + 1T +M
1 -int 1 T T a-int
h ﬁ[nh(t)e it = ﬁf_"g(x-t)e at
e-i.nx i int “Tn)p ihx
= 5= _ng(t)e dt = gln)e

h(n) g(n)etnx
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D'ol

(6) Fix) = L (F ()

Partons de la formule de Parseyal(cf E.A.F.)
Ifepht® = LIf(a) e phin)’

et développons en identifiant en J , paramétre complexe arbitraire.

I7T vient :

+

L

c'est ce que 1'on appelle la formule de Parseval généralisée,

[rni o

fFin)Rln) = -%ﬁ

Donc en remplagant h par sa valeur dans (6) et (7), on par-
‘vient & la faormule

el Fix) = g [Fitighet) gt

Théoréme 2 ; La formule intégrale (8) montre que, sous les hypo-

----------

théses fajtes, le systéme S est caractérisé par une fonction g
et agit sur une fonction d'entrée f selon (8),

On convient de dire que F est la convolée des fonctions f et

g, On note

F = fxg
Remargue On utilisait autrefois le mot produit de composition
ou méme “Faltung" pour désigner la convolution.

2. CONVOLUTION ET EXEMPLES FONCTIONNELS.

La définition précédente de la convolution est trop res-
trictive, en ce sens que 1'intégrale (8) est définie quand bien
. L 2
méme f et g ne sont pas des &léments de L[-nm+n].

- s e o e e pm oy w =

ques de période 211 , f et g, la fonction définie par 1'inté-
grale :
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(f » lx) = ,;ﬁ-[wf(t)g(x;t)dt

quand cette cderniére existe pour toutes les valeurs de la va-

riable Xx. Passons maintenant du groupe des nombres réels module 27 au

T I I T TN A S A ——— s —
oroupe des nombres réels.

T o B -

T

Définition_2 : On appelle convolutionen x de deux fonctions f et g,

définies sur 1'axe réel, 1'intégrale quand elle existe

[Fegix) = JFit)gx-t) dt

Donnons quelques exemples.

(a) espace des fonctions de carré intégrable

2 (R) est 1'espace des fonctions définies sur 1'axe réel et
da valeurs réelles ou complexes telles que 1'intégrale de Lebesgue,

+ @ 1
IFH2 = ( If(xHde) Z , existe et soit finie (Cf E.A.F.)
- O

Pour deux éléments f et g de 1'espace L2(R) , la convolution
est bien définie par

(9) [f»gx) = flx-y) g(y)dy
En effet, grace a ifinéga11té de Schwarz, on a la majoration

l (x y)gly) dy ] < (flf(x yl ) (ﬁ;{)y)lzdyﬁ

\[f %= glx)l < Ie1,0gl,
Soit  (10)

Ifxgl_< If 1, Igl,

De plus, on montrerait d'une fagon analogue d ce qui a été fait

pour le cas périodique ques

Il

fe“""y fly) gly) dy

- 00

(11) [f%q]lx)
oi f et ﬁ sont les transformées de Fourier des fonctions f et

g , dont 1'existence est assurée par le théoréme de Plancherel.
Nous reviendrons plus loin, sur la transformée de Fourier et sur la formule

(11) (cf 3b).
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~

Comme f et @ sont des éléments de 1'espace [? , le produit
f@ est absolument intégrable, ce qui prouve que fx g est une
fonction uniformément continue et tendant vers 0 & 1'infini.

Cependant, en général fxQ n'est pas un élément de | #

Théoréme 3 : fxq est une fonction uniformément continue,

= ==

- o - - - = =

(12) Ifxgl, < Ifl,1gl,

(13) fxq = q *f (évident sur la formule (11))

b) espace des fonctions définies sur le demi-axe positif

Considérons la classe E des fonctions définies sur 1'axe
réel et nulles sur le demi-axe négatif. Cherchons & donner un
sens & 1'expression dela convalution. Pour éviter des difficultés,
nous supposerons que les fonctions de la classe E sont continues.

+

f(x-ylgly)dy lorsque f et g appar-

Que vaut [F*-ﬂ(x)

=

tiennent & 1'espace E ?

Cette intégrale peut s'écrire d'une autre fagon puisque
gly) =0 pour y< 0 et fix-y) =0 pour y>x . On trouve

fof(x~y)g(y)dy pour x = 0
[F*glix) =
0 pour x < 0

Par suite f% Qg est bien définie pour toutes les valeurs
de la variable x et appartient & la classe E comme nous Taissons

le soin au lecteur de le vérifier.

On note dans la classe E

I

(14) [F % g](x) fof‘(x-—y) gly) dy

D TN
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(15) Fxg = g*f
(16) (Fxg) % h = fx(g*h)

On remarquera que mise d& part la continuité, nous n'avons
fait aucune hypothése sur les &léments de la classe E (pas de
borne ou d'appartenance a un espace du type LP ). L'essantiel
est la nullité pour les valeurs négatives de Ta variable,voire seu-

-

lement la nullté de f a4 gauche d'un certain nombre a, dépendant de f

c) classe des fonctions intégrables et des fonctions bornées.

Soit f une fonction de L™ (R) et g une fonction de L' (R)
Rappelons que 1'espace U(R) est constitué par 1'ensemble des
fonctions absolument intégrables au sens de Lebesgue (Cf. E.A.F.)

4+ @
1l = | £ (x)] dx
- Q0
Un(R) est constitué par 1'ensemble des fonctions bornées ;
on note
lgl, = Sup 1g (x)]
x €ER

En fait, les fonctions de Lmet L' doivent posséder en plus
une certaine régularité (caractérisée par la mesurabilité) afin
que 1'intégrale ~/q|g(x)l dX existe (au sens de Lebesgue), a et
b étant des nombresqrée1s finis. Cette remarque est de pure

forme car toutes les fonctions bornées usuelles sont mesurables
(CE E.A.F.).

1
On démontre que les espaces L' (R ) et Ub(R) constituent
des espaces de Banach (par construction,d partir des résultats
de E.A.F.).

La fonction [f*‘g(x) H/“f(x y)gly) dy est bien
définie puisque 1° 1ntegra]e de la valeur absolue se majore selon
e dool < S1F -yl aly)l dy

< Suplaly)lf 17 ix- "1 gy
Si f appartient a4 1'espace L' (RY) et g & 1‘espace “(R) ,
il vient 7

(18) Ifxgl, < Iflilgl,
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La convolution d'une fonction de L ét d'une fonction
de L® est une fonction de L . De fait, on peut dire beaucoup
plus sur Tx(g gréce au théoréme suivant dont 1'importance
est remarquable.

Soit f une fonction de 1'espace L' (R) et fn sa transla-
tée de pas h. Lorsque h tend vers 0, fn(x) tend en chaque point
x vers f(x) . Cependant, on peut obtenir un résultat plus pré-

cis selon le

1
Théoréme 4 : Si f est un &lément de L , Th  converge vers f

1 ;
au sens de la norme L lorsque h tend vers 0

im | f-fal, = O

h— 0
On sait que toute fonction absolument intégrable peut &tre ap-
prochée au sens de la norme L1 s @ f?é prés, par une fonction
continue f, nulle en dehors d'un intervalle borné [Q,,Dbn]
(CFf E:A:Fs)

JF -l = 1fix)-fox)l dx < =
=0
Dés lors,
If -fh[l] = ] f- Fn"l *’“fn' fl-,’hﬂ1 * "fn,h—f-hll
(dans cette expression fn,h désigne la translatée de pas h

de la fonction fn ).

D'une part |f-f,1 = If,,-fnlj9rdce & 1'invariance de la
1 3

-

i ; . .
norme L vis @ vis de la translation.

o= forly = |

an-l

Comme fn est continue sur [Gn,bn], cette fonction est uni-

En-outre
bn-h IRl

Ifnlx) =fnlx-hl| dx
hl

formément continue, c'est-a-dire qu'il existe un nombre n choi-
si inférieur & | by -0n|pour lequel |h| < n entraine

S %) = fs (% <h < &

Finalement, pour |h| < n, et en prenant 20 < 1



If-fl, < &.& Ba-Uoe 208

ce qui termine la démonstration,

On peut alors énoncer

1
Théoréme 5 : Si f est un élément de L

et g un &lément de L*,
f * § est une fonction bornée et uniformément

continue.

La formule (18) établit que T% § est bornée. Formons

[f*Q](X1)—[f*g](xz), il vient
I[f* gth) ~[Frgixa)l < : I f(xs=y)- flx-yllgly)l dy

< 1f-f, L Ihlgl,
Le théoréme 4 assure que hlﬂnJ f- fhﬂ1

,» donc prouve la conti-
nuité uniforme de T% Q.

(18) Ifxgl, < Ifl1gl,

(19) Fx g = gx f

1
(20) si f et h sont dans L et g dans L©

, 11 y a associa-
tivité du produit de convolution

(f*xg)*h = f*(g % h)
Exemple : calculons la convolution d'une fonction f de L' avec
une exponentielle imaginaire Q(x) = et@x
+® ’ +@
(f % glix) = e 19UV fly)dy = e“""[ e Y f(y) dy
- -
En notant
-~ +°_
fly) = Je?™f(x)dxla transformée de Fourier de
- 0

la fonction f, on obtient la formule

L0 X tWx & W
flx)* e = e Hz_rr“)
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La convolution par une exponentielle imaginaire est un
UTtiple de cette exponentielle. Cette derniére relation mon-
tro que si f et g sont d1fferentes de 0, il se peut cependant que

Fe g = 0 (choisir f telle que f( =) =0 et glx) = e * ),

1 AP
L est un module sur Lm,maisn'est pas d'intégrité.

4) classe des fonctions absolument intégrables.

Soit f une fonction absolument intégrable et g une autre
fonction ayant 1a méme propriété. La fonction x —w— f(x-y)gly)
N'est pas toujours intégrable.

Par exemple si 1'on prend

flx) - glx) = E%%%FD pour x = 0 et 0 pour x = 0

18 produit Flx-y)gly) = 2XPIX-ylexpl-yl

Vix-y[ Vlyl
de Va variable y est intégrable de —® & + ® pour toute valeur
de x sayf pour X = . Toutefois

ffJf (x-ylglldxdy = IFI1gl,

Par Suite, le théoréme de Fubini (Cf E. A. F.) s Précise

considéré comme fonction

+ o0
Que x-m—qu——-.uffu-y)gW)dy est une fonction absolument inté-
= 00

Srable (bien que non définie partout!). En récapitulant :

Thooreme 6 : Le produit de convolution de deux fonctions de L

o
T o aamm-

ESt une fonction de L et on a

If=al, < Ifllgl,

- oo o=

(21) fxaq = ax f
(22) fxlg* h) = (f *g) » h
(23} [ foe Tl g = Fyx g+ fpx g

(AF) % g = A f *xqg)
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L'opération de convolution est associative, commutative

et distributive vis & vis de 1'addition. Muni des lois + et *

1'espace de Banach L est structuré en une algébre (Cf E.A.F.

Chapitre 0), dite alcébre de Banach commutative.

Demontrons (22) pour donner un exemple de calcul sur 1la
convolution

[f * (g*xh)ix) = fR‘f(x-z)[g*h](z)dz
f{zf’(x—z)g(z—y) hly) dy dz

= [Lfte-z-prgtrhiy dy oz

A £[f*g](x-y)hty1dy = [Ifxg) » Hix)

Bien d'autres cas sont envisageables pour assurer 1'existence
du produit de convolution. I1 est inutile de donner des preéci-
sions supplémentaires. Les quatre exemples étudiés fournissent
un bon apergu des techniques. I1 importe de bien noter que la

convolution est une opération bien définie entre les espaces
fonctionnels

et 2, et (™ o et ('

‘edarque : dans ce paragraphe, nous nous sommes délibérément

:lacés sur 1'axe réel, toutefois le lecteur pourra aménager
‘25 théorémes 3

4, 5 et 6 dans le cas des fonctions périodiques.

“Us donnerons plus loin un exemple. On pourra penser au cas de plu-

-
4.

PROPRIETES DE LA CONVOLUTION.

Dans les quatre cas (a), (b), (c) ou (d) et lorsque ces ex-

“*3sions ont un sens, la convolution est commutative (12, 18,

"7t 21), associative (notamment 16, 20) et distributive vis 3
© %% 1'addition (23).

“iularite.

W mem oo o e

“‘sutre part, le cas (c) montre que Ta conyolée d'une fonc-
L" et d'une fonction de L% est plus "réguliere” que

“tions de départ. Nous allons voir comment cette proprié-
s'écrire en nous plagant, pér exemple, dans ce méme cas

-
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Théoréme_7 : Soit f une fonction absolument intégrable et' g une
1eéme

fonction bornée, n fois dérivable et dont la dérivée n est
bornée. Alors la convolée f* Q est une fonctionn fois dériva-
ble , dont la dérivée nVEM& .ot fournie par la formule
(n) r (n)
(Frg)™ix) = [Fxg”lx)

Constatons que la dérivabilité est une propriété transmise
par hérédité par un seul des "parents" de la convolution !

Etablissons d'abord que si g et g™ sont contirues et
bornées sur 1'axe réel, a]ors i1 en est de méme pour g*, 0",
L et g(n 1)

Tout d'abord, on note par recurrence sur P que si I est
un intervalle de longueur @ et si!g ) > x>0, ¥xEI .
alors i1 existe un intervalle Ip inclus dans I , de longueur

: d (n-p)
au moins -5 tel que |g (x)] > 'Q_(p+1 pour tout x dans I,

(i1 suffit de dacouper I en quatre). Dés lors fixons un inter-
valle I de longueur @ et notons

Mg = Sup 1 g™ (x)l

Gu bien %{-Hm)é -%- M, , Qzeélen -J;{Hn,«;J > %’Mn ,

auquel cas|f*"(x)] reste supérieure a %—MH;J-'- sur un inter-
valle de longueur au moins %} (théoréme des accroissements
finis | appliqué a f(n 1h et donc grdce & 1a remarque :

M n-=1
Mo 2 3'1 ' n(.n—nz'(n—l)

En additionnant les majorations concernant 1es deux éventualités,
on a 1\ < 2ﬁr1)(n+1) ,
5 Mn-t S 1 _MO -f;g M,

Ce résultat s'en déduit pu1sque 1'1nega11te depend seulement de

la longueur de I

Nous pouvons nous contenter maintenant de montrer que f*g
est dérivable pour établir le théoréme 7 puisque les n premiéres
dérivées Jjouent un rﬁle companab]e

Or 1'intégrale f(y)g(x-y)dy ol f appartient & 1'espace
" et g’ a L® ' “dafinit une fonction continue (Cf cas (c)
du paragraphe 2) et de plus cette intégrale est uniformément



convergente sur tout intervalle borné parcouru par la variable x.
Le théoréme classique sur la dérivation sous le signe somme est
applicable et procure

[F*g’](x) = f_wf(y) g’(x-y) dy = (Fxg) (x)

Dans notre introduction, nous avons directement relié le
produit de convolution & la stabilité d'un opérateur face aux
translations.

Cela nous incite & regarder les relations entre transfor-
mée de Fourier et produit de convolution. Nous le ferons seule-
ment dans les deux cas (a) et (d) ol la transformée de Fourier
est classiquement définie pour les fonctions que 1'on convole.

Cas _des fonctions de carré intégrable

Interprétons 1la formule (10) démontrée lors de 1'étude
du cas (a) des fonctions de carré intégrable

(10) [f « gI{x) = f_e“”’ %[y)ﬁ(y) dy

Cette formule indique, aprés utilisation du théoréme de
Plancherel qui est aussi un théoréme d'inversion

(25) (fxg) = f.3

On énonce

Théoréme 8 : la transformée de Fourier Gu produit de convolution

de deux fonctions de |2 est €¢ale au produit des transformées

de Fourier.

Cas des fonctions absolument intégrables

Nous allons retrouver le théorame précédent au moyen d'un
n - — 1
calcul direct. Pour un é&lément f de L s On pose

+ 00

(26) %(y) = fe‘“”"yf(x) dx

A

Calculons alors (f xg) (y)
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(f*g)“(y) = fe‘z"“"’[f*g](x) dx
= jre"ziﬁw ( f[x~t)g(t)dt) dx
= [fenneetyfix-t) etintg () dt dx
R
en utilisant la relation fonctionnelle de lfexponentieTTe complexe
(27) e-ZE‘wxy _ e—Ziﬁ(x-t)y e-?inty

_Cependant 1'intégrale double

ffg-zmv f(x-t) g(t) dt dx
R

est absolument convergente, puisque f et g sont dans L' , et que

Jlr-tmgwnexae o 11, g1,
On peut écrire '
(Fxg)lly) = [;NWf(u) du f_é‘"?"“tyg{t) ot
= fly)gly)

ce qui donne le théoréme 8

(28) Flylaly) = (fxg) (y)

On devine combien cette propriété est fréquemment utilisée
pour remplacer des équations ol interviennent des convolutions
par des équations ol seuls figurent des produits.

4. QUELQUES UTILISATIOHS DE LA CONVOLUTION.

o= = et e = ]

Soit f un élément de 1'espace L s, nous savons théoriquement
qu'il existe une fonction continue T, approchant i moins de &
la fonction f, 1'approximation ayant lieu au sens de la norme L.
Cependant, nous ne savons pas construire effectivement une fonc-
tion f,. L'opérateur de convolution procure un procédé de manie-
ment pratique. Nous avons besoin d'un résultat préliminaire, assez
long a établir, dont 1'intérét intrinséque n'est toutefois pas

négligeable.



Ki(x)une famille de fonctions de la variable X, continues
Surréel et indexée par le paramétre h ot b > h >0 .
Fais trois hypothéses suivantes

1°)x) est une famille absolument uniformément intégrable,
ce aifie que pour tout € > 0, i1 existe unT, > 0 tel que

_To +
f_m| K, (x]] dx fTolKh(x)I & & €

et dbart, i1 existe un M tel que pour tout h

fIKh(x)ldx < M

poun on ait

2°) Lim Kn(x) dx = 1

he—1 0 -

3°) (x) = 0 uniformément sur tout intervalle de 1a forme
[ox,+00 [0u] -00,—x]
lorsgst un nombre réel (strictement) positif.
ille Kh s'appelle une famille de noyaux régularisants.

Son i réside dans le théoréme suivant

Théor Lorsque f est une fonction absolument intégrable et

EQELU'origine, et K, wune famille de noyaux réegularisants,

on a .

hLi_n_T.o[mKh(x)f(x) dx = flo)

clairy graphique. (cf fic. p.98).K, (x) tend a s'aplatir le
long de des réels pour ne laisser subsister qu'un doigt

de ganiys en plus effile Je long de 1'axe Oy
(La dérion pourrait étre un peu simplifiée en remplacant (1) et (3) par

+m1Kh(x)|dx $M

Démonsn :Le comportement de la suite de fonctions Kh est bien

-0

et pour > 0 et tout Xg > 0, 11 existe H > 0 tel que pour tout h 3 H

+co
%o | Ky, (x) [dx tj[ iKh(x)!dx < g
X

o]
0
En effet (3) impliquent ces conditions, majs pour conclure avec ces
conditiqement i1 faudrait supposer f bcrnée en plus des autres propriétés;.




ALY

Kn'

1 < h'<h’<hgb

Kn

Le graphique suggére une démonstration, Formons en effet :
(29) o = JKebo (F - Flo)) ox

Cette expression est bien définie pour toutes les valeurs
positives de h comme nous allons 1'établir : o S

Choisissons un nombre positif Af'Qﬁte-a1'hypawmse(3),
pcur un h assez petit, on a Tes majorations :

Sup |Kn(x)] € A et Sup | Kplx) < A
x € [ﬂ,ﬂ:l:] x € j-—m,-u]

D'une part :

K10 -Flo) dxl < 1KntxIf (ol dxe1F (o)l J 1Kl dx

D'autre part :

Lkt tal dx < IR0 (x0Tdx e TRy £l dx o f T RybxF (0] d

De plus :
K0l fildx < ASIfIx)] dx

et P -
|Kn(x)f(x)| dx < AJIfix)] dx
ol o
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Kn(x) étant continue, i1 existe une constante Mh assurant
la majoration '

Sup | Ky (x) < M,

x € E—K,q: d]

Donc on obtient la majoration

+ o

fIKh(x)F(x) dx| < thlf(x)ldx

-0l
En définitive, on dispose d'une borne pour 1'intégrale Jn , ce
qui suffit & assurer sa convergence.

[f(:(x)-f{opkh(x)ldx < (f_l‘fjx)ldx)(waM\)'«lf(o)]M

Passons a la démonstration du théoréme. Puisque nous avons suppo-
se f continue & 1'origine, nous divisons 1'intégrale Jhen trois
parties

(30) L Kot (F1o - £100) g
(31) _xg:?x)(f{x)- f (o)) dx
et

(32) f;okh(x)(f(x)-r(o))dx

Xo désignant un nombre (strictement positif) que nous allons
bientét déterminer. Soit & un nombre positif donné. Traitons
d'abord 1'expression (31).

Grace d& la continuité de f & 1'origine, nous pouvons fixer
un nombre X, pour lequel

(33) Ix] < ¥Xo

entraine [Tx)-flo)] < €
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(31) se majore selon

+ Xo

+ Xo
| JKnbxd (Flx-flol) dx| < &f | Kntxil dx - <Me
= Xeo - Xo

Traitons maintenant 1'expression (32). La fonction Ky(x) ne
converge pas uniformément vers la fonction 0 lorsque h tend
vers 0, mais considérons 1'intégrale :

Ja = J Kntx) (Fix)- £ o)) dx

Cette derniére expression peut-elle étre rendue inférieure
5 € 7 Malheureusement si 1'on sort Kn du signe somme, il reste
une expression non intégrable sur tout 1'axe réel 3 cause de 1la
présence du facteur constant flo). Cependant, d'aprés 1'hypothé-

: + 0o
se (1) Kp(x) dx est une intégrale absolument uniformé-
= oo

ment convergente et 1'on peut donc choisir un nombre To tel que

+ @

TIKh(x)ldx<:6 pour toute valeur de h. Ce nombrel, fixé,supérieur
[+

& 1 et au nombre x, , nous pouvons choisir, en utilisant 1'hypothése
(3) de définition des noyaux régularisants, un nombrep tel que
b<h<n implique

(35) Sup Ky < ?8'

x € [x.,+m[ ’ ]

On obtient les majorations suivantes

Te

foKhlx)(f'(x)-f(o))l dx < J 1Kax)IIF(x)-Flo)] dx +leKh(x]||F‘(x)-f(o)| dx

+ 00

lkn(x) (Flx)- FlO)] dx < J TKn(x) FIx)] dx<1f(0)] J IKn(x)] dx
To

o Te

T
To To Te
S (Fx - Fla)l dx < S TR0l dxelFlol] [ 1K1 dx
Xeo Xe Xo

+ @

] Te
leh(x] (f(X)ﬂ—f(ODI dx < Sup ]Kh(x)l[ XLf{x}ldmlf(o)l (To—xol]

x € [Xo’-ocn[

. Sup IKh(x)lfTIF(xlldx+lf(o)! 1yl 8x

x € [x.)+ o[
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Finalement

-t.t.'o e +® )
(36) If)'(f,h(x)(f(?()-fto)) al < £ 1t dx+ el {f ()] + £1f(o))

On majore de méme 1'expression (30) pour obtenir

=Xo +00
(37) | _Kh(x)(f(x)-fto))dxl < c(fxlf(x)l d)(+2|f(0)|)

en utilisant To > 1 > x,

Additionnant les inégalités (34), (36) et (37) pour une es-
timation de Jj

(38) 1nl gc(mff?(xn dx+4(F(0))>
Ceci signifie que
Lin _j:(x)(ﬂx)-f(o)) x = 0

Tenant compte de T'hypothése (2), le résultat du théoréme
est acquis

7

(39) . Lim of Ki(x) .f(x) dy = Ffﬂ)

Muni de ce théoréme 9, sur les noyaux régularisants, nous
allons envisager 1la convolution de la fonction f et d'un noyau
régularisant pour ne plus particulariser T'origine. Les hypothé-
ses faites assurent, lTorsque f est une fonction absolument inté-
grable, que f ¥ K, est une fonction continue et bornée (théo-
réme 5). Quant au théoréme 9, i1 ajoute que si f est une fonction
continue, on a :

Lim [f*Kh](xJ = flx)

h —s 0
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Pour s'en convaincre, i1 suffit d'appliquer le théorgme 9
a la fonction g,ly)=flx-ylqui est un &lément de 1'espace L' car :

| gx (y)l dy - [Fly)l dy
De plus g (y) est continue & 1'origine puisque f 1'est
en tous points de 1'axe réel, I1 appert que
| g, (y)l dy = [Flyl)l dy

c'est-a-dire flx) = Llim JKJ(ylgly)dy pour tout nombre réel x,
h—0 "_ o

Essayons d'approfondir ce résultat en tirant le maximum pos-
sible des inégaiités dtablies dans la peine et 1'effort lors du
théoreme 9. On pose Fn = f# K, et on cherche & préciser la con-
vergence de la famille Frh lorsque h tend vers 0. On a d'abord :

| Frix)-gxloll < [IKh(y)(g,(y]—gx(o))l dy +1 g, (o)l th(y) dy-11

Utilisons 1féga11té (37)
R -gloll < €(s S 1ol dy 4lgdol) « €lglo)

et quitte & diminuer le nombre N choisi en (35), on peut réaliser
‘LKh(Y) dy -1 ‘ <& powr 0< h < n
Reprenant la notation g,l0) = f(x), i1 vient

| Falx) -f(x)l < 6(M+f|f(x)|dx+51ftxll)

Toutefois, nous avons utilisé 1'inégalité (33) ayec flx-y)au
lieu de  fly) , c'est-a-dire qbe nous devons supposer la con-
tinuite uniforme de la fonction f. Ecrivons (41) sous une forme
résumée :

(42) IFxKn=fle < E(Mlfl+50fla)
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On @nonce le théoréme

Théoréme 10 : Soit f une fonction définie sur 1'axe réel, unifor-

- e mmom on e e we o e

mément continue, bornée, et absolument intégrable. Si Kn est

une famille de noyaux régularisants,f x Kr\converge uniformément

vers f lorsgue h tend vers 0.

La situation de ce théoréme exige a la fois 1'appartenance
de fa L® et 1a continuité. Que se passe-t-il en des points
de discontinuité de f, cette derniére restant dans T'espace L! 2.

-

Nous savons que Fo= f % K, appartient i 1'espace L' comme
les fonctions composantes f et Kn . Calculons alors

If %K, -fl, = flf* Koly)-fly)l dy

IT vient d'abord, d'aprés un groupement déja effectué

(43) ,f_‘;(:(x)f (y-x)dx -f(y) =f*:<nh(x)(f(y-xJ-ﬂy))dx+([K‘:x)dx—1>ﬂy)

Puis ,

If * Kh-fl‘%f IKn(x)(fy-x)-Fly)l ox y+_@ Kh(x)dx—H)fIF(y)l dy

D'aprés 1'hypothése (2) sur les noyaux régularisants, la deuxiéme
partie du second membre converge vers 0 lorsque h tend vers 0.
Quant & la premiére partie, posons

plx) = flf(y-x)—f(y}l dy

= 00
On encadre

H £ plgl. <& lzlfh

et d'aprés le théoréme 8, p(x) est une fonction continue i
1'origine.
- 4+ 0 .
Montrons que Lm1‘j}(leKhh]ldX= 0selon la démonstration
h—a( =
du théoréme 8, bien que Sgn'appartienne pas d 1'espace 2
Toutefois la constatation plo) = 0 va régler le probléme

+ oo =T -Xo + Yo
_g(xHKh(xH dx <fmp(xHKh(x)ldx+ _TIKh(x)!p(x)dx+J;lKh(x)Ip(xJ dx

o

+T

+J TKIp () dxs [ plx) 1K (x)] dx
-Xo T
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Se donnant & >0, on choisit T tel que
e

_leh(x)l dx « leKh(x)ldx < €

(hypothése (1) sur les noyaux) T fixé, on choisit Xe< T tel que
p (x)< & pour |x] < Xo , gréce & la continuité a 1'origine de p.
Puis on choisit N pour que 0 <h < n entraine

£

K E e
1K (x )] T3

up

%€ StXa,T] U [- Xo,-T]
Dfoﬂ en rappelant que
plx) < 21fl,
Soit ‘e
[Pkl dx < GElfl,-21f1EcM

Ce qui termine la démonstration de

(44) m [ pix) Kyl dx = 0

h=—s0 Y-

Par suite e
Ifx Kn-Ffly < fptx)lKh(x | dx«lfK f If(y)l dy
En effet, comme ‘/jkgx)f(y X)- Fdexdyest absolument con-

vergente, on peut intervertir les signes sommes dans le premier
membre de (43) donnant finalement

(45) lim 1f x K, -fl - 0

h — 0

Enoncons le théoréme

Théoréme_11 : Si Ky est une famille de noyaux régularisants et

= e e e owm e o e

f une fonction absolument intégrable, f % K, tend vers f au

sens de L' lorsque h tend vers O.

Comme f % Kp est une fonction continue, nous avons réalisé
une approximation de f par une fonction continue. Il est fort
ppssible de choisir Ky indéfiniment dérivable. Grdce au théoré-
me 7, i1 en sera de méme pour f * Ky, ce qui réalise une



On

= J0§ =

1
approximation de f au sens de L par des fonctions indéfini-
ment dérivables. ‘

------

() on peut prendre pour Kp la fonction Kh= (h_zi}?)% . On vé-

rifiera facilement les propriétés requises pour les noyaux péqu-
larisants,
2

: B} ; 1 1 X
(B) On peut &galement prendre pour Kn la fonction Kp = -~ BXP= —2—
Vanh r, P 2h

etc,

L)
o
o
=
p
-,
o
D
a1
o
o
=3
10
n
-
1
1D
0
[ §el]
1>
mwn

On peut se poser le probleéme suivant, Existe~t~i] une fonction f

_de..L‘_: telle que fxg =(Q pour tout g dans L1 ? Si tel est le

cas, prenons les transformées de Fourier des deux membres, i1
vient

-~

f. J - 0 pour tout g dans L' |,

Seulement, en chaque point y, on peut trouver un €lément g tel
que G(y) = 0 . Par suite flyl = 1 . 0r toutetransformee de
Faurier d'une fonction de L' tend vers 0:a.1'infini, et le

Probléme posé n'a pas de solution : i] n'existe pas d'unité de
convolution dans L',

Toutefois, nous avons construit une famille Ky de fonctions
telle que pour tout f de L! on a

Lfm f * Kh = f

h — 0

‘onvient de dire que K, constitue une unjita approchée.dans L.

Remarquons notamment que :

h'ﬂo(““J (y)fly) = fy)

“ -
Mais pour tout y, on peut trouver dans L' telle que fly) #0
et par suite :

-

Lim  (Kn) (y)

h — 50

]




= LD& ~

On construit quelquefois K, & partir de cette propriété.

Exemple : on donne
1-hlyl si |yl<1T
(46) (Kp)™ (y)
0 si lyl > L.
On calcule v
Kplx) = (Kn)" (y) e* ™Y dy
(47) 1 Siﬂ 221'Th)(
bl - F( 21X )
2h
clest un &lément de L' (R)
1
Knly)
=_:T 0 ¢=]h-. y: i
’1 | Y
!
h
Knix) Kn” (x)
\W, ] savaVAl J\
-2h —h 0 h 2h -2  -h' 0 h’ 2n’
Ficures  Graphes de Kh et KG
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On veérifie bien que K, (X) 2 0 et que [ Ky(x)dx = (Kp) (o) = 1

Les autres propriétés sont faciles. La convolution dé f
par Kh supprime les fréquences de la transformée de Fourier
supé€rieuresa 1/h. Le noyau Kp est appelé noyau de Fejer et
permet de démontrer des théorémes de convergence sur les sérijes
et les intégrales de Fourier. (Cf Analyse Harmonique).

-----------------------

Le noyau de Fejer va nous conduire i préciser le théoréme
d' 1nvers1on de la transformee de Fourier. Soit f une fonction
de L'(R) et f sa transformée de Fourier, laquelle peut ne pas
appartenir & L' “Rappelons que :

+m

et f (x) gy

-

(48) fly)

+

‘Sans hypothése SUpp1émenta1re, Jf E'z‘”‘yfty)dy ne conyerge pas

en général vers f(x). Toutefois, nous savons d°' aprés le théoréme
9 que f * Khconverge uniformément - vers f lopvsque f est bornée et
79_!}1ﬁfqr'_mementi continue. Nous allons donc d'abord appliquer le thécréme -

d'inversion 3 la fonction_ f % Kh puis nous passerons d& la limite. On a
constaté que (f * Kh)‘= . (Kh)‘ d'aprés la formule (28).
T % Kh par contre est une fonction indéfiniment dérivable & laquelle Te

théoréme d'inversion usuel est applicable (cf Analyse Harmonique élémentaire)
selon les formules

(49) (Fxkpo = [Ty )y gy
_ +1/h '
or Frkf - [ty (1ony) gy

/h

d'aprés la formule (47)}

Posons k = i% pour simplifier 1fécr1ture, il vient :

+ k
(50) [F* kjx) - fke""““"?(ym-’%)dy
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Nous allons donner une autre forme a 1'égalité (50). Pour
celas nous calculons d'abord

k R ko Ak .
foe““‘“ f{y)(1—=—{5)dy - foezk"*yf(y)dy-e&-foyf(y)eh“”dy

Intégrons par parties la deuxiéme intégrale du second membre

k-& 5 yA ) k k y -
_,.,,Lfy f[y)EZLﬁxydy i __L[y ff(t)ehn’xtdt:l +J‘deIF{t)92LHXtdt
k=4 k 0 o KY "+
Soit_:
g i i ,
2imxy i 4 I £ 2im xt
‘£E f (y)(1 k)dy = {dy‘[gf(t)e dt
De méme

(=]

0 Kk
fezl.ﬂ“XYf(y)(]+___y_)dy - i_ dyff(t) ezLHXtdt
o k K ¥ Yy

D'olu le resultat

S
(51) [f* K)o = —%Ldyff{t)eZL”*tdt
k =y
et
(52) im - [f* Ki]tx) = fix)

Kk ——=+t o0 k

k
En remarquant que %?j: est une moyenne et en.ﬁppelant
transformée de Fourier tronquée la fonction valant Fl(t) pour
| t1 S Y et 0 ailleurs, on énonce le théoréme suivant qui amé-
liore le théoréme d'inversion. '

Théoreme 12 : Soit f une fonction uniformément continue, bornée

oroem oom oo mo v s o S e e

et absolument intégrable sur 1'axe réel. La moyenne de 1'inverse

de Fourier de la transformée de Fourier tronquée converce unifor-

mément sur 1'axe réel vers la fonction f.

Ce théoréme peut rendre des services lors de la manipulation des transformées
de Fourier.
Par la méme méthode de la convelution, on déduit facilement un théoréme
d'unicite.
Théoréme 13 Deux fonctions absclument intécrables sur 1'axe réel ayant

Ta méme transformée de Fourier sont écales presque partout
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Traduisons maintenant le théoréme 12 dans le cadre dgs fonc-
tions périodiques et de période 2T.

La transformée de Fourier tronquée en N est la somme partielle

n=+N )
Sylx) = Che™*
n=-=N
X iéme - ; e
o C est le n coefficient de Fourier de f, défini par
+ M
_ 1 -intqt
Lo = 55 J Flt)erind

La moyenne arithmétique des sommes partielles est 1'expression

So (X) 4 ==az Snoy(x) + On obtient le théoreme de Fejer,
N

Theoreme14 : La moyenne arithmétique des sommes partielles de

Fourier d'une fonction continue, périodique et de per1ode 2T
converge uniformément vers cette fonction.

W m o o em e o s oo e e bl R BT B T TR A Mg - R et

Parce que la théorie en jeu fait intervenir les distributions
tempérées, nous allons seulement Opérer sur un exemple trés simple,
seit 1 'équation différentielle

(53)' y'ix) « @y (x) - f(x)

od W désigne un nombre positif.

Nous cherchons une solution de (53) satisfaisant aux deux condi=
tions aux limites,

y (0) a

y'(o) b

I1 s'agit de résoydre un probléme de Cauchy.cosWx etsin Wx
sont deux solutions indépendantes de 1 ‘é€quation (53) sans second
membre. Par la méthode de la variation des constantes, on ob-
tient la solution générale de (52) selon ;

(59) | y (x) (fﬂcfo(sggswt dz) coswxm(ﬁ—;g%?t ) CosWx +Acos W x

0

(54)
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Compte tenu des conditions initiales, on trouve « =y'lo) = b
etﬂ:y[0)=a. !

On peut mettre (55.) sous une forme différente en intégrant

par parties

X b %
- 1
y(x) = (- &-j;f{t)smw t dte 3 [tg.wtf; f(z) cosWz dz]0> Cos Wx
sinWx+ 0 cos Wx

+

I1 vient encore :

y'(x) = —%f;xﬂt) [s‘m Wt cosw =Sin Wx cnsmt] dt - —EJ— sinWx + 0 COS WX
Sait

1 P i - +--—b— i + S
ylxl = 0f(t)sm W(x-t)dt 5 sinwx-+aco Wx
Dans le cas particulier ol a = b = 0 et pd f(t) est un

élément de E (c'est-a-dire que f . est nulle sur T'axe réel néga-
tif : Cf § 3), on trouve la solution du probléme sous la forme

(56) | y = L flt) % sinwt

On peut vérifier directement que (56 ) est solution (unique)
de 1déquation différentielle (53). La forme (56) prouve toutes
Tes propriétés intéressantes de la solution de (53), mieux qu'une
expression explicitement calculée, La situation présente est
générale et 1'on peut démontrer que la solution d'une équation
différentielle linéaire & coefficients constants de 1a forme
0(y) = 0 ot D est un polyndme de dérivation, pour un probléme
de Cauchy dans la classe E , peut s'écrire comme convolution de f.
Ce résultat, dans le cas particulier ol 1'on recherche les solu-
tions dans 1'espace L’ [-m,+n Lpeut directement se comprendre &
partir de notre &tude des opérateurs linéaires T commutant-avec
les translations (prendre ici T =0, mais D bien que commutant
avec les translations, n'est pas défini sur tout 1'espace L2 puis-
que [ est de la forme

_ d"f, g, 4 F , _.q OE,
DAF) = On g ot s ).

On verra intervenir également la conyolution pour la résolu-
tion. du probléme de Sturm-Liouville sur les équations différen-
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tielles; g s'appelle alors la fonction de Green de 1'équation
différantielle (53), ol g est la fonction qui, convolée avec f,
donne la solution du probléme de sturm-Liouville, (cf E.A.F. chap 3)

--------------------------------------

La convolution par des noyaux régularisants fournit des
opérateurs linéaires P, qui peuvent servir a 1'approximation
d'une fonction. Mettons les choses en ordre. Soit Pn : F —. Fn
une application linéaire, continue et idempotente, sur un espace normé

F' et a valeurs dans Fn . sous-espace vectoriel de dimension
n de F, On pose
Enlf] = Inf [ f-qg]

g € Fp
Alors

En effet, pour g € En , on apuisque P.(g) = g pour tout g de Fe 1

| F =P (f) < 1f-g+q-P,(f)l
< I f-qgl+IP (g-Ff)l

< (1eapal) 1 E-g1

Par suite, si Lim En (F)(IP1+1)=0, on en déduit un théoreme limite

N =—s

@ théorie de 1'approximation. I1 y a donc grand intérét i bien
estimer [Pl tandis que E,(f) dépend de 1a régularité de f

(Cf Chapitre 4).
Exemple! : F est 1'ensemble des fonctions continues réelles et

2T périodiques ; F,,,, le sous-espace engendré par 1,C0S X ,
Sin X ,,.., COS nx, sin.nx - On prend la norme de la convergen-
ce uniforme

+N

(1) Prlf) = f % 0n = fx-t)on(t) dt




. t/
o0 D(t) = 1 sin(2n + 1) " 2 (noyau de Dirichlet).

t/,

sin
On constate que Pn est un opérateur linéaire et continu de F sur F2n+1’

d'ailleurs idempotent (Puisque le coefficient de Fourier d'ordre h de D

vaut 0 si |h| >n etl si hgn)

on montre que (Cf Exercice N° 50) :

+n
4 . . =
el = D, (t)[dt = o Logn + €, o0 &, reste borné .

=N

Donc  Lim “f—Pn{f)n = 0 dés que Lim (E_(f)Ltog n) =0
n"'—)‘m n——wﬂim n

c'est-a-dire si f est suffisamment: réguliere (Cf Chapitre 4), par exemple

si f posséde une dérivée premiére bornée.
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EXERCICES DU CHAPITRE 5

EXERCICE_N° 45,

-------------

Soit E 1'espace des fonctions continues, i yaleurs réelles
Ou complexes, définies sur 1'axe réel et nulles en dehors d'un
certain intervalle (dépendant bien entendu de la fonction f
choisie).

a) Montrer que E est un espace vectoriel normé par la norme de
la convergence uniforme

Ifl1 = sup | f(x)]
x €ER
b) On définit

[f*g](xl = ff(x-y)g(y)dy
R

Montrer que muni de la loji * » E constitue une algébre normée,
Est-ce une algébre de Banach ?

¢) Montrer que E est une algébpre sans diviseur de zéro, c'est-a-

dire que f* g=0 implique, soit f = 0, soit g = 0 (pour ce faire

on pourra montrer que la transformée de Fourier de g définie par
+ 00

Flz) = FixJe™*™ dx . est une fonction prolongeable en une

7

fonction holomorphe de 1a variable z sur tout Te plan complexe).

Le résultat obtenu en (c) présente-t«i] un intérat pour la-résolu-

tion des équations de convolution ?

EXERCICE_N° 46,

------------

Soit f et g deux fonctions définies sur [1 m:[ On pose
lorsque 1'1ntegra]e d un sens

F® g (x) ff(*)gmdt

Etudier, avecdes hypothéses conyenables sur f et g 1'opération ®
en comparant avec 1'opération de convolution.




EXERCICE N° 47,

Soit k une fonction fixée dans L' [ Ty +ﬂ] On définit un operateur qui a tout
f de L2[-m, +7] associe Pf =k x f selon la formule (8) du chapitre 5.

(1) Montrer que P : LZ[-m, +7] — L2[-m, +m] est un opérateur linéaire
et continu.

(2) On appelle spectre de P 1'ensemble des valeurs complexes A telles

que P - Al ne posséde pas d'inverse continu en tant qu'opérateur linéaire

continu sur L 2(R).

Montrer que le spectre de P s'identifie & 1'ensemble composé de 0 et des

valeurs Cn{k) oi n parcourt 1'ensemble des entiers relatifs et ou Cn(k)
est le coefficient de Fourier d'ordre n de la fonction k.

(on montrera que si A n'appartient pas a ce dernier ensemble, | A-C (k) |
est borné inférieurement lorsque n &Z].
(3) Que peut-on dire de 1'ensemble des valeurs propres de 1'opérateur P ?

(4) Interpréter les résultats de la théorie des opérateurs compacts auto-
adjoints telle que développée en E.A.F. en supposant la fonction k
réelle et paire.

Une famille {Kn}na‘ de faonctions 2T =périodiques forme
une famille de noyaux ultra-réguliers si 1'on a

(1) Lim Knlt) db = 1

N e—m

(2) C IKaltl € Halt) VEE [menl ; Vo>l

ot H.(t) est une fonction continuement dérivable, 2T -périodique
et qui satisfait les relations suivantes

d'une part \/ﬁ | £ dHn (t) dE € M Vn > 1

-TT
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d'autre part Lim Sup | t LLﬂl(tJ! = 0
M=o n,]t]3050 dt

pour tout nombre O > 0,

(3) [.”T] Hn(-n, = Lim Hn[-lTTJ = U

A — o N ——s oo

in 2n+{
sin 2Lty ,

lére question:Montrer que la famille de noyaux Falt) =

d
n+1\ sin %
constitue une famille de noyaux ultra-réguliers.

(on pourra vérifier que Hn(t)==Ai*é%??pour une certaine cons-
+ =
tante A,est convenable).

2éme question : Démontrer Te théoréme suivant, dg 3 Fatou

Soit f une fonction périodique et de période 2T, absolument
intégrable sur [—ﬂ,+71] . Soit{Kn}nalune famille de noyaux ultra-
réguliers. Pour presque tout x, on a

Lim Kn* f(x) = f(x)

A —p

3éme_question : Que donne Je résultat de la deuxizme question

appliqué au noyau de Féjer ?

Retrouver une démonstration du théoréme de Weierstrass
a partir du théoréme de- Féjer.

EXERCICE H°_50.
Démontrer que
+T1 .
1 sin(?n#])% L
= ~— _ = b + £ . S
%n 2T7-n| sin t/2 at 72 logn+ €, o e, reste borng

(on €crit o, = %—,[ols—m—;l—t—’dt+ﬂn ou 0 <f, gM




puis

et 1'on compare

enfin

NNE

116 =

e
f(k”)F
k

=1E]

[+

|sinntl

log n
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- CHAPITRE 6 -

- e =

1. INTRODUCTION

Nous particularisons le probléme général de 1'approximation en nous
placant dans la situation suivante :
- 1'espace E est 1'espace de fonctions continues f définies sur le segment

@, b] ol =®<a<b <t

- la norme utilisée sur E est la norme de la convergence uniforme, c'est-d-dire
Tl = Max _ [f(x)]
x€[a,b]

- 1'espace F des approximations est de dimension finie : cela pourra étre
1'espace des polynémes de degré inférieur ou €gal a un entier donné n
(espace de dimension n+l) ou plus généralement 1'espace engendré par
combinaisons Tineaires a partir de n foncticns données ﬂi, L&,..., q% )

fonctions que nous supposerons fréquemment linéairement indépendantes.

Laplace, en 1799, posa le probléme de trouver la meilleure approximation
uniforme de la solution de systémes Tinéaires avec des &quations surabondantes.
On s'apercut trés vite qu'il &était beaucoup plus facile de résoudre un tel
probléme avec un ajustement aux "moindres carrés". En effet, on fait alors
intervenir les techniques quadratiques des préhilbertiens (rdle de 1la

Tinéarite). L'approximation uniforme en tant que telle ne fut pas développée.




- 118 =

C'est Te chimiste Mendeleiev qui reposa au mathématicien russe EebiEev le
probléme de 1'approximation uniforme d'une fonction continue par un polyndme
de degré fixé. Celui-ci caractérisa cette approximation uniforme & la fin du
XIXéme siécle.

Pratiquement la commodité des calculs des approximations en
moyenne quadratique fait que 1'approximation uniforme ne fut guére
utilisée au début du XXéme siécle.

Les moyens modernes de calcul ont dongé un regain d'activité
aux problemes d'approximation uniforme pour trois raisons

1°) en rendant possibles Jes calculs effectifs des meilleures ap-
proximations uniformes qui n'étaient pas possibles manuellement

2°) en nécessitant le recours aux meilleures approximations uni-
formes pour générer les fonctions mathématiques (sinus, cosinus,
exponentielles, etc.) figurant dans les "bibliothéques™ des ordi-
nateurs

'3%) il y a de nombreuses analogies entre 1'approximation uniforme
et 1'approximation au sens L',

La théorie est facile comme on pourra s'en apercevoir @ la lecture de ce chapitre.

¢) Exemple.

Pour montrer les idées essentielles de 1'approximation uni-
forme nous allons examiner d'abord un exemp]é trés simple.

"Soit une fonction £ € €([0,11), pour fixer les idées flx) = e
et cherchans une constante C telle que : N

If-Cl = Max  le*-=Cl
x € [0,1]
soit minimal, c'est-a-dire une meilleure approximation de f par
Ja famille ces fonctions constantes (dim F = 1)

Posaons

m = min  f(x) et M = max f(x)
0gx< ! 0<x <!

On trouve'immédiatement que C doit étre prise égale d
E -t 1 (m+M)
; (

L'erreur étant mesurée oar

1
I1f-Cl = 7 (M-m)
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trouver une droite A, encore plus proche de 1a courbe en se
donnant deux points sur la courbe et en prenant A3 passant par
ces deux points : c'est un procedé d'approximation par interpola-
tion. ' ;

La courbe d'erreur est alors sthématiquement de 1a forme -

bt Fig: 2

: XI\

Si nous cherchons par titonnements, i1 est intuitif que 1'on
pourra réduire 1'erreur maximale ,Jorsque le maximum est obtenu
en un point .'en déplagant le segment pour diminuer ce maximum
Tocal sans "trop" augmenter 1'erreur ailleups. On le peut en
faisant 1égérement pi@oter 1a"droite autour d'un point d'erreur
nulle. On peut méme, s'i1 y a deux valeurs extrémales de'f. avec

des signes opposés, diminuer T'ordonnée de ces deux points en
faisant encore tourner le segment de droite autour d'un point
d'erreur nulle.

Mais 11 est bien clair alors que si nous avons trois maximums
€gaux en valeur absolue et alternant en signe on ne peut pas dimije-
nuer une des ordonnées sans augmenter 1'autre, I] anparait
dans ce cas on ne puisse améliorer 1'approximation et que cette
Propriété caracgérise la meilleure approximation. Ceci nous
améne au. critére d'optimalité,

Critére de meilleure approximation : Une meilleure approximation
d'une fonction continue par une fonction linéaire est telle que
la courbe d'erreur a trois maximums é€gaux en valeur absolue et

alternant en signe.
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Nous remarquons alors que si nous tracons la courbe représen-
tative de 1'erreur, la valeur If =C1 est atteinte deux fois avec
des signes différents. Réciproquement si une constante C est telle
que 1'erreur présente cette propriété d'alternance, i1 est clair
que C est la meilleure approximation car tout téger = déplacement
de la droite y = Q ne peut qu'accroitre 1'erreur maximale.

Nous avons donc obtenu une propriété caractéristique de la
meilleure approximation.,.. par une constante.

Examinons maintenant une meilleure approximatien de e* pak
une fonction linéaire d'équation

y = Co*ij
Soit par exemple 1'approximation Ay donnée par
A(X): ‘[‘+X

A(1n5p1ree du développement en série de deor en @ de e’
Est-elle 1a meilleure ? Pour le voir examinons la courbe d grreur
d'équation :

(x) = fix)- Alx)

Y1 =X

fig:1

Y

I1 est clair que 1'on peut trouver une. approximation meil-
leure que la tangente & 1'origine car E,(x} 5 0

Par addition d'une Constante,unechﬁiteimméﬂé?éﬁ A1 pernet
de diviser 1'erreur maximale par deux comme précédemment. On peut
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La comparaison de Cé que nous avons trouyvé pour Tl'espace
des constantes (n = 1) et pour 1'espace des fonctions 1inéaires
(n = 2) nous améne 3 chercher une cénéralisation.

Nous supposons que T'espace des approximatijons En est l'espace

vectoriel engendreé par les combinaisons linéaires de n fonctions

continues sur [a,b J: 9, , S 9.

Nous appellerons une telle combinaijson linéaire un polynome

généralise Par analogie avec le cas od

lpi_()(} = XL" L.42 eey N,

)

Pour que E, soit de dimension n, i1 faut que 1les fonctions
@,, 9, seeny P soient linéairement indépendantes, c'est-i-

dire qu'il n'existe Pas de constantes R,, 12,..., ln s non
toutes nulles, telles que pour tout x, on ait

(1) MR Ny @ix) s a2 ®i(x) = g

D'aprés 1'exemple introductif, i1 est utile d'introduire
la fonction d'erreyr

n

ix) = f(x)-'z,ai\PL(x)

Et lfon cherche 'En, E: $1% 5 % 3 E; tels que Ifexpression
101 = Max (x|

x € [a,b]
soit minimale.

On définit les points extrémaux de T'erreur, c'est-i-dire

Tes abscisses x telles que

18 = 1ty

2. THEOREME CARACTERISTIQUE.
n

Soit ‘puJ== zjaL@L(xh < On dit.que 1a courbe d'erreur
i=1

Z(ﬁ = f(x)_.f:gi@i(x) alterne en n+l points X915 Xy 5een X
lorsque .
1) = xiu%th (x)] U)o, (nad)
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et larsq!

Lix) = - Fix,0) i =1,2 ,-—-.n

La mination d'une propriété caractéristique d'une
meilleurroximation ne s'obtient agréablement que sous des
conditiorticuliéres sur les [@L] puisque nous avons remar-
qué qu'i a pas unicité, en général, de la meilleure appro-
ximationr fixer les idées, nous prendrons @ = 0 et b =1,
travaillinsi sur € [0,1].

1

gfiniti: Un ensemble [ @L]L=1 . est un ensemble de Cebiev

p==—1
n

de n &1&, lorsque Z a,P.(x) a au plus (n-1) zéros dans

L&

1'intery [0,1] pour des a; non simultanéments nuls.

systeme 9Pi(x) = x*=' pour L variant de 1 & n,
'estqa- 1'espace de dimension n des polyndmes (réels) de
degré iau} in, constitue, d'aprés le théoréme d'Alembert,

un ensede Cebilev. '

o WM
[
(D
13
L=
P
WD

bé?f?@!un ensemble de n éléments [4%] forme un ensemble

e ﬁébiur [0,1] si et seulement si la matrice dont le
coefficgénéral est P; (x;) a un déterminant non nul pour
tout che n points distincts x,,

1'inter [0 1].

T
d

Xy seees X, dans_

Le systé n équation linéaires a n inconnues a , a , ... a
1 2

n
n
n'a d'aulution que a1 =a = ...=3 = 0 si, et seulement si,

Det[\?i(xj) Or le systéme (2) signifie que

Il o~13

a, f.(x) s'annule
ji=1 ]

précisén xl, xz, cee X D'ol Te théoréme.
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La ¢cn i
By 1x,) P, (x,)
I l
: | e
kp1()(r"|) Lpn(xn)

s'apfcondition de Haar. On dit encore que le systéme des (P;] est
unisorsque cette condition est réalisée pour tout choix de points
dist-, xz, cees X Le corollaire 1 relie des problémes d'appreximation

et démes d'interpolation (Cf. Chapitre 3) et explique Te mot unisolvant.

Coro’: Un systéme ['f.] de n fonctions est un systéme de Cebilev si,

et s¢si pour tout choix de y; € R(i = 1,..., n) et de points distincts

si€[1 =1,..., n) il existe un unique polynéme généralisé (é1ément

& Fue
Wix) =y; pour  i=1,2, ...,n

La etion est @vidente grice aux régles de Cramer.

‘n_venons au théoréme essentiel de ce chap1tre,

ThéoiSoit f une fonction continue sur [0, 1] et [Lf ] ,i=1,2,...,n,

un sg Eéb1cev sur_ [0, 1]. Une condition nécessaire et suffisante

pour(x) = qa soit une meilleure approximation de f au sens

. de 1un1forme sur \ﬂ 0, 1] est que 1a fonction d'erreur f(x)- kP(x

alten+tl) points au moins sur [0, 1].

Remall n'y a raucune difficulté @ définir la meilieure
appron uniforme d'une fonction de plusieurs variables.

On pdémontrer 1'existence par le théoréme général du

Chap Mais ainsi'que nous allons le voir, 1'unicité et les
propde la meilleure approximation uniforme sont liées 3
la cin de Haar qui n'est pas veérifiée pour les fonctions
de p's variables (Exercice N° 55




La démonstration du théoréme 2 se fera en deux étapes

Premiére étape : nombre de points extrémaux:

Nous donnerons d'abord une premiére condition nécessaire et
suffisante pour qu'uné approximation soit optimale. On suppose
pour éviter des ambiguités que f n'est pas une combinaison des
fonctions ﬁi.

Nous en déduirons ensuite que la courbe djerreur
Lix) = f(x)=-P(x)
de 1'approximation optimale a nécessairement (n+l) points extré-
maux au moins.

Deuxiéme étape : propriété de 1'alternance: (condition suffisante)

Nous démontrerons (théoréme de de 1a Vallée Poussin) que
les approximations ayant (n+l) points extrémaux avec alternance
des signes sont nécessairement optimales.

R e e om e oo owm owowm oes e B R e i I

Théoréme 3 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

P

polyndme généralisé P soit optimal est qu'il n'existe pas de
polyndme généraliséde E_qui soit strictement positif aux points

extrémaux positifs ce 1'erreur et strictement négatif aux points

extrémaux négatifs.

Démonstration : Supposons au contraire 1'existence d'un tel poly-
nome généralisé P et montrons que P ntest pas alors une meilleu-
re approximation ce qui est contradictoire avec 1'hypothése. Cela

démontrera 1la nécessité de la condition du théoréme 3. -

Nous désignons par L(x) 1la fonction d'erreurl(x) =f(x)¥ (x)
et notons L le maximum de la valeur absolue de cette fonction
lorsque x parcourt 1'ensemble de définition [DJ]U

L = Sup Iflx)=9(x)] = Sup |LI(x)
x € [o,1] x € [0,1]



Soit P un polyndme généralisé strictement positif aux points

extrémaux positifs de 1'erreur(P(x) > 0 lorsque L(x) =L )
et strictement négatif aux points extrémaux négatifs de 1'erreur
( Plx)< 0 lorsque L(x) = =L).

Soit x un poxnt extrémal de 1'erreur, I1 existe un interval-

le ouvert Ax , entourant le point x, et sur lequel

P{x)reste non nul et de signe constant. Appelons M le maximum
de la valeur absolue de L(x) sur le complémentaire de la réu-
nion des intervalles Dx lorsque x parcourt l'ensemble des
points extrémaux de L (x) . Ce coqp]éﬁen_taife"péufétfe_yi'dé‘, auauel
cas on prendra M =0 . Soit M’ le maximum de la valeur abso-
Tue du polyndme généralisé P intervenant dans 1'énoncé de la
propriété 1 . Choisissons enfin un nombre positif € de sorte

que
0 < EM’ < L -M

ce qui est toujours possible puisque P n'est pas identiquement
nul et L>M par construction.

Pour'x n'appartenant pas a UA, od Y est 1'ensemble

xey
des points extrémaux de 1‘erreur, on dispose de la majoration :

1Fx) - (Plx)s€Px) ] < MaEM < L

Pour x appartenant a YA, , puisque P(x) # C est alors

X

du méme signe que fi(x) — P(x

—_ m

» ON 2 également

F-(000 vePix) | < L

donc, avec¢ une inégalité stricte

Sup 1fix)=(Pix+€P(x) )] < L
xe[o 1]

"A1ns1 k@ + pP qu1 aunarLtent a Eﬂﬁrﬂa]1se une me171eure apﬁrox1wat1cn-

de f oue la fonrt1cn \P Donc \P n est pas une re111eure apprcx1mat1on de 8

- % ——

DedmsBFE?;fques1 Y est une meilleure approximation de f, il
existe au moins n+l valeurs distinctes de la variable x pour
lesquelles 1'erreur est extr&male en valeur absolue.
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En effet, supposons qu'il existe seulement p (p € n) points extrémaux

distincts xl, § T E 6 S xp. Complétons au besoin par des points

de sorte que les points xl, i v X

s X

Xp+1"“’ n

o soient distincts. Le systéme des
P " o . . .
\?1, S E5EG \Qn gtant un systéme de Cebicev, on sait trouver une combinaison

Tinéaire des \?i’ou i=1,2,..., n,de sorte que

P(x:) = e(x;)  Sup _ [L(x)]
x€ [0,1]
avec
e(x) = +1 lorsque T'erreur L(x) est extrémale positive
et €(x) = -1 lorsque 1'erreur L(x) est extrémale négative.

La proposition 1 montre alors que \P ne saurait étre une meilleure
approximation de f par En.

(Nous venons d'établir qu'il existe au moins n+l valeurs extrémales pour .
1'erreur, mais bien entendu, i1 peut en exister plus, par exemple toutes
les valeurs x dans [0, 1] Tlorsque f est de la forme

3 () )

f(x) =

e~

i=1

Démontrons maintenant 1'unicité de la meilleure approximation d'une
fonction f par les éléments de En lorsque En est engendré par un systéme
de Cebilev.

Théoréme 4 : Soit (\?], cees \P) un systéme de Cebifev sur ©lo, 1].

Pour toute fonction numérique continue sur [U, 1], il existe

une unique meilleure approximation en norme uniforme par les

é1éments de 1'espace En engendré par kfl, cees \Pn

Sojent \P' et k?" deux meilleures approximations de f par des polynomes
généralisés construits sur le systéme {\fﬁ}- 11 est bien clair que

kP :_§£__f_££____ est &galement une meilleure approximation grace & 1'inégalité
2
triangulaire. Par suite, d'aprés la remarque précédente, il existe au moins
n+l points x , x , ... x_ dans [O, 1], distincts tels que :
1 2 n
\P(xi) - f(x;) = e(x;)L pour i=1,2, ..., n+l
U e(x;) =t1 et L= Inf [ f-gl|

geEn
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Ce qui fo
)('L)-f-(XL) +‘<p"()(',_)—f(XL) - C(Xi_) L
2 2
Mais |9'f(x;)l g L et dememe |9x)-flx)l < L. onen
déduit don

Pix)-flx) = ©"(x)-flxy

Ou encore ps n+l points X 3 X5 bees Xpog

Y= 9"(x )

* 23
Ces égalitéiquent ¥ =¥ puisque ‘pl, \02 eees ‘Pn
systéme de tv, D'ou 1'unicité annoncée. L'existence est déja établie au

est un

chapitre 1 e E, est de dimension finie.

Deuxiéape: une_propriété_caractéristigue_d'alternance

Enond'abord un théoréme di au mathématicien belge de la Vallée

Poussin :
_________ un polyndme aénéralisé construit sur un systéme de

Cebiev de fopns ‘PI, Py0eees P, telque f -9 prenne des valeurs
de signes alts non nulles (dont 1a valeur absolue est notée L) en

{n+1) points fncts X; ou i varie de 13 (n+l). L'écart entre la fonc-

Théoréme 5 So

tion continuet sa meilleure approximation uniforme est supérieur ou

€gal a Min .

I'.=1,.,1




Supposons, en effet, que 1'on puisse avoir la relation pour tout xe [0,1]

[f(x)-Qx)]| £If P < Min L, pour une combinaison Tinéaire U des n

L=1yeeyn+d

fonctions Pi. Le polyndme aénéralisé WP (Wof) (V- F)  est du signe
de f -0 en chacun des (n+1) points X, puisque

L; = 19(x,)-f(x]l

Par suite, ces (n+l) valeurs étant de signe alternés et Y - é&tant

une fonction continue, ¥ — ¥ s'annule en n points distincts au moins.
Le systeme {P,] etant de lebitev (d'ordre n), on en déduit la nullite

de KP -  donc KP = . Ce qui montre qu'en fait, tl) est 1a meilleure
approximation de f donc que 1'inégalité stricte ne peut avoir lieu.

La suffisance de la caractérisation de la meilleure approximation(Th2)
est une conséquence immédiate. Soit, en effet, P une combinaison 1i-
néaire des ‘P; , telle que Lx)= f (x)=P(x) possede (n+1) points ex-
trémaux, &gaux en valeur absolue, mais de signes alternés. Soit L’, la norme
de 1'erreur entre f et sa meilleure approximation par un élément de En. Bien
évidemment, on a L = Sup |L(x)| > L'. Mais le théoréme de la Vallée Poussin
montre que L' 3L d'od L =L'. On déduit que \P est 1'unique meilleure
approximation de f par En)prouvant la suffisance de Ta condition du théoréme 2.

Corollaire n® 1 : Soit f une fonction numérique continue sur [a,b] et

En 1'espace des polyndmes de dearé au plus éaal a n. Soit P un poly-

nome quelconque de E . tel que

Sup | flx)-P(x)] = O

x€ [a,b]

et tel qu'il existe (n+2) points ag X;< X< ---<x i< b pour lesquels
N+

flx,)-P (x) = '+ & i=1,2, ..., 0+2

de facon alternée. Alors P est 1e'po1yn6me de meilleure approximation de

f dans E, .

Naturellement les théorémes du Chapitre 4 (notamment 4.5) fournis-
sent des estimations de 1'approximation en norme uniforme.

Exemple : Soit f(x) = exp x . Le polynéme de dearé inférieur ou éqal

d 5 qui en réalise la meilleure approximation en norme uniforme sur 1'in-
tervalle [0,1] est donné par :

P(x) = 0,013+0,035x + 0,170x%+ 0,500x3+ 1,000 x*+ 1,000 x°

oi T'on n'a donné que les trojs premiéres décimales des coefficients.



PR v U TE L R

I e

LS

- 128 -

On pourra comparer aux meilleures approximations au sens d'autres normes !

Corollaire N° 2 : Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle

borné [a,b] . Il existe une unique meilleure approximation par un polynédme

de degré inférieur ou &gal & n. Cette approximation est dite approximation

de Eebiéev de 1a fonction f.

3. PROCEDE PRATIOQUE DE CALCUL.

On dispose en fait d'une procédure approximative pour le calcul
effectif de 1'approximation de Cebi&ev d'une fonction f, due a Lanczos.
Soit f une fonction continue sur [-1,1], pour fixer les idées. D'aprés
la théorie du Chapitre 3, i1 existe une famille {Gn ] de coefficients

im 1F00- (Lo ¥ a,T Tdm) 1,

N —sw 2 k..1
ieme

telle que
0

ol par T, on désigne le k polyndme de Cebidev et

+1 1
2 1 2
1F1, = (_llf(x)l de)

désigne Ta norme de 1'espace L° (t-1,+1], ] ) (Cf Exercice N° 36
et 37 -E.A.F.). 1-x2

Ecrivons f(x) = % Qi Tylx) + ===+ @, Tplxsa_ T (x)+ R (x) .La norme

uniforme de la différence f(x) —( Sk + 051 (xD-— Onat T neqlX)+ Raaq (X)

est vojsine de la norme uniforme de la différence entre f et sa meilleure
approximation uniforme par des polynémes de degré n au plus. En effet,
supposons que nous puissions négliaer Rn+1(x) devant le terme précédent

7 Oned T ag %) . Alors Onet I nay (X) admet n+2 maximums ayant des

signes alternés d'aprés la remarque déja effectuée sur les polyndmes de
Cebitev (Cf E.A.F, exercice N® 23). Par suite, d'aprés le théoréme 3

?; + -———+ Qnln(x)est 1a meilleure approximation uniforme de T (x)
(3 condition de négliger R nl(x) ). Cette procédure peut étre parti-

culiérement utile lorsque 1'on veut approximer des fonctions polynémiales
car 1'on dispose de tableaux numériques donnant les coefficients O, du
développement en séries de Cebidev. Ainsi (exemple donné par P.J. Davis),
calculons la meilleure approximation de f(x) = +-%. P

sur 1'intervalle [-1,+1] . On calcule

flx) = T Ibv -%(wn

3 %N e e d 8T0+4ToeTe)

(10T1 +5T3 + T5]




en utilisant 1'expression de XP en fonction des p+1 premiers polynémes
de Cebidev, i1 vient

149 7,76 7,32 1 ,117.,.3 T, ,.1
120T° 96 ' 120 % 96 T3 120 Ta 96

Ts

Supposons que nous souhaitions une approximation & 5/100 prés. Comme

|T.1 et |T | sont majorés par 1 et que Tgﬁ’+ g%ns T%U’ on peut prendre

comme approximation & 0,05 prés de f sur [=1,4] .

149 + , 76 1, 32 A
120 To 36 T 120 E 96 Ts

Autre_exemple : La meilleure approximation de arc tg x sur [-1,+1]

par un polyndme de degré n est (au sens de la norme uniforme)
arc tg x ~ 0,995 3580 x -0,2886302x+ 0,00793380 x°

et 1'erreur maximale commise est de 1'ordre de :

0,0006086

L'approximation obtenue par les coefficients du développement

en séries de Cebidev est :
arc tg x ~ 0,9949494x — 0,2870605%x° + 0,00780372 x°
avec une erreur maximale de 1'ordre de :

0,0006893

T E——r e e e



EXERCICES DU CHAPITRE 6

EXERCICE N° 51.

e - -

1) Montrer que le systeéme 1 , COSX ,SINX ,..., COS NX s SN N X

est un systéme de Cebidev sur [=TT,s 1]

2) Montrer directement que 1, x , x?,..., x"~' satisfait la condition
de Haar (relative & (n+l1) fonctions). On utilisera le déterminant de
Van der Monde

EXERCICE N° 52,

=

Soit le systéme d'équations linéaires & n inconnues et m équations
(m > n)

Oy X+ QX4 ===+ 0y, X, = f,
|

0. x $—— —
mq X1 * A X Fm

Ce systéme est généralement impossible.

1°) Donner une définition de la "meilleure solution possible" de ce systéme
pour une norme donnée. Appliquer avec la norme L? et retrouver les moin-
dres carrés.

2°) Montrer que 1'on se raméne & un probléme de meilleure approximation
d'une fonction f (x) définie sur un nombre fini de points.

EXERCICE N° 53,

Soit f une fonction numérique continue sur 1'intervalle (0,17 et
composée de deux portions rectiiignes. Déterminer la meilleure approximation
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de f par une fonction linéaire. Interpréter géométriquement le résultat.

EXERCICE N° 54,

Sojent n valeurs réelles @,, 0, s...» Q, n'@ppartenant pas a

[=-1)¢'l']. Montref que le systéme d)r(x) = ijL pour L = 1,2,-=—,N

est de Cebicev [-1,+17]

(on montrera que

det [._1_.] _ ng_(xi,‘xj)(ﬂrﬂj))

XL+ GJ

Soit S un ensemble dans un espace euclidien de dimension N 2 2
Si S contient un point intérieur, aucun ensemble de p fonctions (p > 1

ne peut &tre unisolvant. ///}//
(utiliser le principe des aiguillages sur le " * |

dessin).
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CHAPITRE 7

APPROXIMATION D'OPERATIONS LINEAIRES ET APPLICATIONS DIVERSES

=

Souvent la fonction que 1'on cherche & approximer est solution d'une
équation fonctionnelle (intégrale ou différentielle) ou bien intervient par les
valeurs que prend un opérateur donné sur cette fonction. Des méthodes particu-
liéres d'approximation sont connues. Commengons par 1'opérateur d'intégration
usuel.

1. UNE APPLICATION DES POLYNOMES ORTHOGONAUX : LES METHODES DE QUADRATURE.

Soit En+1 1'espace vectoriel de dimension finie (n+l) constitué
par les polyndmes a coefficients réels dont le degré est inférieur ou égal

d n, P est dans En+1 g1 3
. h
Pix)= Z,uh X
h=0 ,

Soit xz 1'application qui & tout &lément P de En+1 fait correspondre
le nombre réel (P(xo) ou X4 désigne un nombre réel., I1 est facile de consta-
ter que x: est une forme linéaire sur E ... En outre, si X ,X---,X,  sont
nombres réels distincts,x] ,X; ,... X}  sont(n+l) formes Tinéaires
indépendantes sur 1'espace dual E:;; de £, .,  (CFEXN°29 E.A.F.). Or,
1'espace E_ ;. est de dimension n+l, donc toute forme linéaire L sur E:;,
s'écrit comme une combinaison linéaire des n+l formesx. * ,..., x* . En
particulier, si 1'on plonge £ ,, dansf?[-%+1] pour fixer les idées, 1'intégrale

+1
g/: P(x)dx est une forme linéaire surEn+] . IT existe donc n+l cons-
tantes o, , € ,e.es € indépendantes de P, telles que pour tout poly-
ndme P de En*1, on ait

; +1 ! .
(l) N I1 P(X)dx :EOX:‘[P) *-..+Cfn X:{P)
:C(o P(Xo) LRRTRT P{xn)

les (n+1) valeurs réelles distinctes x, »X, »...X, ont été choisies
dans 1'intervalle [-1.1 ]  précisement.




mmtendu, 1'égalité (1) cesse d'tre exacte si 1'on remplace P(x)
par unen continue quelconque. Mais on peut imaginer que la formule (1)
devientine formule de quadrature approchée. De fait, on peut améliorer
la reld en précisant les (n+l) abscisses qui interviennent. Les ré-
sultatgvent sont essentiellement dus & Gauss et Jacobi et, pour fixer
les idé resterons sur 1'iqterva11e [1,+1] en ne cherchant que
T'apprn de 1Wntégra]eo{x f(x)dx-?: pourraite placer sur [ab]

-1 .
et étuntégrale définie pondérée C/ﬂ f(x)h(x)dx . Par suite, nous
- a

_ 2

nous ins uniquement aux polyndmes orthogonaux sur L [—1)+T 1 .

3 savoolynOmes de Legendre. On se reportera & E.A.F. (exercice N° 38)
pour 11étés remarquables des zéros de ces polyndmes.

Soa e

Legencrdre n. Il existe n constantes d1 . dz oo o réelles et

osities que

n
x)dx = E: oy P (x,) pour tout polyndme P dont
h=1

le deinférieur ou égal d 2n-1..

ombres o, sont appelés les nombres de Christoffel. Nous rap-
pelontations du Chapitre 3 sur 1'interpolation de Lagrange :

_Nix)

-0 (x- N
I'{x) I (x-x ) et L, (x) T —xgrf(xﬁ

P(x) un polynbme quelconque de degré au plus &gal d 2n-1 et
Q(x) 6me de Lagrange de degré (n-1) interpolant P(x) aux n points
X, waXp . Nous avons vu au Chapitre 3 § 1, que

Q(X):}ép("h“ﬂ”

ans P(x)-Q(x)=R(x) . Ce polyndme admet les n zéros

=

Xy 80Xy , donc, peut s'écrire grice i une mise en facteur

L]

Rix)= B (x)R,_, (x] o P,(x) est le neme

polyegendre dont les zéros sont X, , X, ,...,X, et R, (x) un

polyegré (n-1) au plus. Calculons
+ 1

P{x)dx
-1



+1

a1 +1 )
-1 P(X)dflx)dxn/_:[){x]dx 5 l:Pn[x) R (x)dx+‘_[1q (x) dx

Mais P~thogona1 d tout polyndme de degré inférieur a n, donc

J:;(x)dx 2 L?{(x]dx

+1

En pOSan‘ng)dx , nombre indépendant de P, on réalise bien le
théorar
Donnonswes propriétés des nombres de Christoffel relatifs au cas des

polynd Legendre

+1 +1
@ oy [ e f (L fex

2
En effe) est un polyndme de dearé 2n-2 dont les racines doubles
sont X, 4.0, X, X seves X . En outre Lf (x; ) =1
Donc
+1
2 n 2
h:‘f_

ce qui 2 la (stricte) positivité des nombres de Christoffel. On a aussi

(b) Lo- On . 1,
P s [x )P, ()

n«{

ol a, esefficient du terme de plus haut degré de Pn(x).

‘mule de Darboux-Christoffel fournit en effet

PR (x) P Ly) = gn 1 P, €% f:nfyy) - Pry 1Y) Palx)

et pour on peut intégrer cette formule entre -1 et +1. Compte tenu
des rela'grthogonalité, i1 vient

Gn f+1 Pnﬂ{}qw)Pﬂ(X) dx - 1
a -1 XXy

n+1




Mais on remarque que
P, (x)
P ) (x - xp,)

ce qui permet d'éciire, en tenant compte de la relation ci-dessus :

L}\ (X) =

g, . e _
.0;‘.Hj Pnf1 (XI’) Pn(xh)‘[: Lh [X) d¥=1

, o - Gnh:

1
h = Oy Pret (Xn) Pr (x4

que 1'on transforme en tenant compte de la relation de récurrence entre

trois polynémes successifs (Cf E.A.F.)

_ Gn 1 h=1 2..n
R TP e o »

La méthode de Gauss-Jacobi trouve un regain de faveur avec les
ordinateurs actuels. On dispose d'ailleurs des ordres de arandeur de 1'ap-
proximation. Remarquons que la méthode q§ Gauss-Jacobi revient & 1'approxi-
mation d'un opérateur (ici une forme P(x) dx ) par des masses de Dirac:
1esxo‘ > K™ gaeank X . On pose pTus'Eénéralement le probléme pour un opé-
rateur Tinéaire quelconque et 1'on dispose de résultats Torsque 1'on se place
dans un espace de Hilbert continuement injecté dans P1)+T ] . De nombreux
résultats de ce type sont connus pour 1'approximation de distributions par-
ticuliéres (Cf Bibliographie).

Remarque : Le théoréme 7.1 a &té considérablement généralisé par Schoenberg
au cas des fonctions splines naturelles (Cf Bibliographie).

2. UNE METHODE D'APPROXIMATION : LA METHODE DE GALERKINE.

On a vu, dans les &léments d'analyse fonctionnelle, que chercher la
solution d'une équation différentielle avec conditions aux limites du type
Sturm-Liouville équivaut a chercher la solution d'une certaine équation intéqrale.



situations analogues pour résoudre des équations aux

On retrouve des qua .
intégrales a étg conduite

dérivées partielles. L'étude des équations
de fagon abstraite par la décomposition d'un opérateur autoadjoint
compact suivant ses sous-espaces propres sur un espace de -Hilbert.
Nous allons donner maintenant un procédé numérique utilisable pour
les équations de type elliptique notamment (Cf Exercice N° 61).

La situation abstraite que nous considérons est 1a suivapte. Soit H
un espace de Hilbert (sur ( ) muni du produit scalaire <.,.> et A un opéra-
teur linéaire continu et auto-adjoint sur H. On suppose en outre que A est '
coercitif, d'est-a-dire satisfait la condition

< Ax,x > yalxl Yy € H

ol a est une constante positive donnée. On veut résoudre 1'équation Ax=x’
o0 x' est donné dans H. On a d'abord le résultat théorique suivant.

Proposition : Un opérateur Tinéaire, continu, auto-adjoint et coercitif

sur un espace de Hilbert posséde un inverse continu.

Démonstration : Puisque A est coercitif, 11 s'agit d'un opérateur injectif
sur 1'espace H, Pour démontrer que A est surJect1f on va d'abord construire
un nouveau produit scalaire, Pour tout couple x,y d'élément de H, on pose

KX Y= <Ax y>
/ 7

I1 s'agit bien d'un nouveau produit scalaire sur H :

(1) <<‘Ax+px_:y > =d LX YD e« X,Y 2> (linearite de A)

() XX )y » 3 Ky, x> (A est auto-adjoint)

(3) <x,x 2> 20 ot <xx >:0 si et seulement si x = 0
(puisque A est coercitif),

-

Le nouveau produit scalaire induit une nouvelle norme sur H, i savoir

V<@:x1x >k » mais cette norme est &quivalente i 1a norme de départ

grdace gux inégalités

(4) Mx Il > 2Valx | (A est coercitif)




et (5)Mx I < VIAL Ixl (A est un opérateur continu)

donc borné dont la norme sur H est notée [All :(Cf. E.A.F.).

Notons Cﬁg le nouvel espace de Hilbert obtenu en munissant 1'espace vectoriel
H du produit scalaire < ,,.> .

Fixons X € H et considérons sur H 1'application qui & tout y fait
correspondre <y)x'> . C'est une forme linéaire et continue sur 1'espace Jé
donc d'aprés le théoréme de représentation de Riesz (Cf E.A.F.), i1 existe
un unique z de H tel que

’ - >

< yJ X > = << y) z
Soit pour tout z de H

<y x > =<Ay)z> =<y, Az >
ce qui fournit un élément z de H tel que

AZ 3 %°

et A est donc un opérateur surjectif.
Finalement A est un opérateur bijectif. Notons A-l 1'opérateur inverse.

I1 s'agit évidemment d'un opérateur linéaire. En outre A‘l gst continu grécé
a 1'inégalité de coercitivité

2
[

<A UK Ex>20x ] 1A x|

Or -1 1
<x Ax > < Mx A X0

ce qui donne pour tout x de H l1a majoration de continuité

Iexl < ——lxl

Naturellement A~! est auto=-adjoint.

Remarque : Pour résaudre Ax = X” , nous avons écrit 1'égalité eguivalente
/ |
<Ax,y > = <x'y> VyEH

(Cf. Exercice N° 63).



I1 restenant a fournir un algorithme de calcul pour 1'opérateuf AT,
Tel es:t de la méthode de Galerkine. On se donne alors une suite Hn

de sours vectoriels de H tels que

(1) H, sous-espace vectoriel de dimension n

(2) anlus dans Hn+1
(3) Ta  des Hn est dense dans H (cette derniére hypothése suppose H
Sépi,

acon de construire les Hn paur un H séparable donné est de

prendre se hilbertienne [en] et d'appeler Hn le sous-espace
n;i ¥

: - Y
vectoriendré par e1 » B Beees e,

ExemETe g: 9.2 (et nous savons que tout espace de Hilbert séparable
_est isomg & (Cf E.A.F.ﬂ. nous pouvons prendre pour H le sous-espace

des suite(x“ X, 5 )  telles que

0 =x :Xn+2-=“

Hn étant wension finie, est un sous-espace complet de jé' , donc fermé.r
Nous pouvinc appliquer le théoréme de la projection (Cf. E.A.F.) et

définir peyt x € j@ la projection orthogonale Pn (x) € H, de X sur Hn .

Eosuite en fygrier N nous definissons une suite de points [P, X ]n;.1 de by «On constate

Pn X — e n fend vers linfini pour tout X dans 0.

Ceci est gg, Appelons P (x) la projection orthogonale d'un point x de H

sur H.» Okpose alors du résultat suivant

STh—=yp x-x | —0

En effet, si> m , B, c H, , donc
._II'){xH\ =321Hr\‘\.x-y Il sjgiirllx- z |l

< Mx-P )

La suite de norpes Positifs [P, (x) - x |l est donc décroissante. Cette

suite tend versyne 'mite A et i1 suffit de démontrer que A = 0.
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S$'i1 n'en était pas ainsi, en utilisant 1'hypothése de densité dengﬁﬁ dans
5&3 , 11 existerait un entier p et un point Xg €. Hp tel que :

0 < Ix, -xll< A < nflly-xl
Xp = X yeHPyx

ce qui est impossible, donc A = 0, c.q.f.d..

_ Notre but est de résoudre AX = x° pour un X' donné de H.
L'idée de la méthode de Gal erkine est de résoudre cette équation sur 1'espace
de dimension finie Hn avec pour second membre la projection orthogonale de x'
sur Hn. Puis ensuite on passe a la limite.

lére &tape : Résolution de_1'équation_sur H .

Pn désigne 1'opérateur de projection orthogonale de H sur Hno L'8quation en x :

P Ak :P(x)

posséde dans Hn une unique solution s, notée Xp En effet, sur Hn’ 1'opérateur
Pn A est linéaire, continu et vérifie

<PAKLx >> alxl? Vx EH,

Cette relation provient de<F Alx) x>=<Alx) f (x)> puisque P est auto-adjoint
Mais P, (x) = x pour tout x de H_, donc

<P A, Xx>:< AP (x) P > a IR alxl?

Par suite, on aplique Ta proposition précédente qui assure 1'existence et

1'unicité de X+ Notons Bhti): X . L'opérateur B, est linéaire sur H
et @ valeurs dans Hpye [1 satisfait par définition 1'égalité suivante sur H :
PAB - P , En outre B, est continu puisque
L RN PSS T P S By
Soit
1

Pratiquement, la résolution sur Hn se fait en inversant une matrice. En effet
soit (€ 4@, s..vs €. ) une base de H . Sur H ,1'équation P, A{&): P (x)
est équivalente aux n équations :

<R Ay e>:< Pn(x')) e, > ) h=12..n



I e

caft en posant :

et en notant que

<P, A(xr))eh> = <A(x")J e,>

-l=r|

)«

=1 ')

_<Ale) eh>:<F"1{x'))eh> h=12..n

C'est un systéme (de déterminant non nul) de n &quations & n inconnues

o, fyoeee 5, , donc qui peut &tre résolu.
2 7

Naturellement, un choix judicieux de la base favorise la résolution du
systéme (Cf. Exercice N® 6l1:possibilité d'une base orthonormale).

2éme &tape : Résultat final.

- - ——— ==

<4
11 nous faut démontrer que pour tout X’EH  , Iim x_=lim B.P(x) = A (x)
Ns00 N- 00
au sens de 1'espace H bien entendu.

Pour ce faire, on remarque d'abord que pour tout y EH , alors y-ABny
est orthogonal & tout vecteur z de H,+ En effet Z: P(z) » donc

<y-ABy z>:<y- AB.y, Riz)>

:<Pn W) N Pn ABH(YJ) Z>

=0

car P ly) - FLAB (y) pour tout y de H par définition de B . On écrit
aussi pour tout z de H; puisque AL est auto-adjoint

N -1 .
0:=<y-ABy, A"Az>:<Ay-By Az>
Prenons maintenant un vecteur z appartenant & un espace A {Hh) . On a aus-
sitrot pour tout n>h  puisque H, DH,

<K'y By Ap: 0




- laqc -

®
Donc siZEUA(H) , On a encore :
h=1

l|m<AyBy Az >:0

Nyo

Soit maintenant z un point quelconque de H et £ un nombre positif donné.
11 existe un entier & tel que

Iz P (2)]I<E

Puisque pour tout n> N , on a également |<A'1y -=Bny)Aph (z)>]|<E

Soit [<AY By A< <K'y -By APR(zhl

+ <Ky -By Alz-B(z))>]
)

< E-UIKY -BylIAlE

< ECLL AT 18Dy 1 1AL

LE[1+ 4 Ily IHAT)

Ce qui prouve bien que pour tout z € H , On a:
nllmm'(Ay-Bnyf} Az>:0 VyEH

On en déduit que Lim (Ay By,z>=0 pour tout z EH puisque

A est bijectif ma1s ce?a ne suffit pas 4 prouver le résultat limite (convergen-

ce faible, Cf E.A.F). Une astuce permet de lever le doute. On a gréce & la coerci-
tivité -de A : '

< ALKy -By), Ay -By> yalhy -Byl’
Soit

<y-ABy, Ky >-<y-ABy By> »al&y-Byl’
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Mais < y-ABy,B,y> = 0 puisque B,y € H,

Donc < AJy By y> > all A-qy -By |

or Lim< A y - By, y>:=0 pour chaque y fixé en faisant z = y

N+@
dans la relation d'orthogonalité. Finalement, pour chaque y fixé de H, on a
bien : '

im Ay -By Il -

N+ @

Théoréme 7.2 : Soit A un opérateur linéaire, continu, coercitif et auto-adjoint
Sur un espace de Hilbert H. L'unique solution de 1'équation

Ax - XJ
00 x' est fixé dans H s'obtient comme limite dans H de 1'unique solution
dans Hn de 1'équation

Pa A (x) = Pn(X'} .

3. CALCUL NUMERIQUE D'UNE APPROXIMATION PAR DISCRETISATION;

On peut quelquefois obtenir une valeur approchée d'une meilleure
approximation en discrétisant le probléme. Pour fixer les idées prenons une
fonction f continue et & valeurs complexes sur un segment [Gb ] . On se
donne ega1ement une famille de n fonctions ¢, ) s P formant
un systéme de Ceb1cev en tant que fonctions continues sur [G b] . Nous avons
déja donné des formules exactes pour obtenir las meilleure approx1mat1on de f
par des combinaisons linéaires des n fonctions ®1 ,..., ®n  au sens d'une norme
quadratique, c'est~a-dire 3y sens de (lab]) . Pour un calcul ap-
proché, on peut discrétiser le probléme en se donnant mpoints distincts
0<X < Xp--< Xy sb formant une division A, de [Ujb ] . on pose

[A] = SUp | Xhoy = Xy |

=1 (1)
et lxh):xh-xh_I pour h=12 _._m od 1'on pose X, :0

] ]

par convention. On rappelle que 1'on a Présupposé x*3> a




- léd |

h=m 2
On pose ensuite O _ (f) :\/ E: [f(x,)] & (%)
h=1

L'application f _ﬂprJf) a toutes les propriétés d'une norme sur éf [gb]

sauf la propriété de nullité :

P, f) =0 n'implique pas f =0 )

On dit que pln est une pseudo-norme . I1 existe toutefois une unique com-
binaison linaire f des @, @, ,..., ﬁh qui minimise 1'expression

P (f-f )

m m
L'existence de cétte meilleure approximation au sens de D~ s'obtient par
la méme méthode que dans Te cas d'une norme (Cf. Chapitre 1).Pour 1'unicité
i1 faut pousser un peu 1'analyse. Supposons donc que fn et f;1 soient deux
‘meilleures approximations au sens de P, -+ Onaapriori:

Pz P ef) = Pulf- ) < R it )

Or
1 -0 (o) g
Pl = -l 1) =0, 13- = ) Tt - £7)
et
O (Lt o ) el (600 D21l (f ) - i)
m 2 m m 2 m 2 m

2 m
' 1,2 2 Py 2
:74%HJmMQJF%U‘Qn
Ce qui implique
T
pm (T{fm-fm)) = 0
Mais f,, et {7, sont des combinaisons linéaires das n fonctions P aeean®,
et sur 1'espace vectoriel engendré par ces fonctions, pm est en fait une
noome dés que M> n (Cf. Exercice N° 65) donc f_=fl  ce qui termine 1la

démonstration.
On note d'ailleurs la propriété d'orthogonalité caractéristique de f,,

m

R (f(Xi«fm(ﬁg)Qﬁ (xh)gnjxh): 0 pour [ = 1/2/'",n
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La, est explicitement calculable et s'appelle lameilleure appro-
xiscrétisée de f. On idispose d'un théoréme de convergence

Thit [ A ]m;. une famille de divisions du segment [a,b],
Lis) 1
ave et (Im|A.l=0 . On suppose en outre que | A, est
- Meoco mz1 -
dery ] . Soit &galement ¢, 9, TERICR un_systéme de Cebicev
sur - Soit f un élément de [a b ] et f la meilleure approxima-

ticisee & 1'ordre mde la fonction f. Soit’Pf la meilleure

appin de f au sénS'dé-szé:}ﬂ;}‘Qé;1és
€1é&us-espace vectoriel engendré par ¢ +d, +¢, . Alors f conver-

ge 1t vers f,

(grércice N° 65, on peut remplacer 1'hypothése sur Qdpeevsdn par
une de Tinéaire indépendance).

pelle En le sous-espace vectoriel engendré par c1)1 ,cbz veenad,
D'unmme dans toute meilleure approximation en norme, on dispose de
la m

bnlf ) <20 (1) (cf § 2.1)
Or
b i . o

o (J: lf(x)lzdx}lz: o (f) {grice a la théorie de

1"ini Riemann puisque A ¢ A et Lim(A_[ =0 . Dofié
m—=w
71 exonstante A ne dépendant pas de m telle que :
eo(f) < A

SurE;s les normes sont équivalentes et en particulier il existe une
constielle que pour tout g de £, on ait

Plg) < B, o, (g
b " .
En faleig) - [b£1|g(x)mx ) on peut déduire que la suite des B_

est blune constante B~ . Donc :

-

Plf,) € B P(f) < AB
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La suite f,  est bornée au sens de la norme @ surf . I1 existe alops une
sous-suite hnh qui converge vers g€ En (Cf Théoréme de Bolzano-Weierstrass).

Montrons que

Lim e (f ] -0 (f-q)

h=00

On a :

(1) e (f-f )-elf-gllgle (f-f ) <p(f-f)l+IR(f=f )-p(f-g)l
mh mh m My Mp

h My

La deuxiéme expression du terme de droite dans (1) tend vers 0 lorsque' h tend
vers 1'infini. Or en supposant X = b, pour simp]ifieg on a :

0.(F) e(F)léZle(x\‘ F )" 0
Y
Si donc F  est continue, cette fonction est uniformément continue et
VES>D 3p>0 Uxy lx-ylgn = [F(x)-F(y)l <&
d'od
2 2
lQMH(F) -Q(F)l <« € (b-a)

On peut_montrer que Tes fonctions f-thsont également uniformément &quicontinues,
(méme ? pour tout.£ et ce pour tout h 21 : ceci provient d'un théoréme
d'équivalence des normes sur E, qui montre que les coefficients de fm
décomposés dans la base ®1 »$, seeend,  sont uniformément bornés).

Par suite le premier terme de 1'expression de droite dans (1) tend également
vers 0 Torsque R tend vers 1'infini.

Par définition de la meilleure approximation Pf de f au sens de @ »ona

elf-g) » e (f-Pf)

. et

Mais
(t-Pf) =Llim @ (f-Pf)
. h-.;p mh
e (f-Pf)» @ (f-f )
h mh Mh
D'o0 & Ta Timite
@ f-g): Q(f-Pf) Pf et gectE,



Par le théoréme d'unicité, on en déduit Pf 0 et comme cette égalité .est
exacte pour toute sous-suite convergente de fn (i1 en existe au moins une d'aprés

d'aprés ce qui a &té& vu) on a bien Limf =g A
M o0

La convergence a lieu au sens de @ ou au sens de la convergence uniforme
puisque ces normes sont équivalentes sur En . Ceci termine la démonstration.

4, APPROXIMATION NON LINEAIRE,

I1 peut y avoir intérét, -notamment du point de vue de la rapiditea
des calculs, & effectuer des approximations qui ne soient pas des combinaisons
Tinéaires de n fonctions données. L'exemple le plus suel est 1'approximation

d'une fonction f au moyen de fractions rationnelles :

;
Rix) 2 JeGXem="+0n X

b°+QX+---+qnxm
IT s'agit donc de déterminer les (n+m+2) constantes 4,,0Q, ..., a, .
bo sevsa D, de sorte que f-R sait, en.norme. optimalement petit., De fait,
la pratique montre que du point de vue de la capacité d'une fraction R(x)
a représenter une fonction f(x), les possibilités sont les mémes que celles
d'un polyndme de'deqré n+m. Cependant, Te calcul de la valeur d'une fraction
rationnelle est plus court que le calcul de la valeur d'un poTyhéme équivalent,

En effet :

Te caleul d'un polyndme de degré (n+m) requiert n+m additions et n+m-1 mul-
tiplications, si 1'on utilise 1'algorithme de Horner,

le calcul d'une fraction rationnelle, aprés avoir mis cette derniare sQus
forme de fraction continue, exige au plus Sup(n,m) divisions et multiplications.

Exemple :
2% 4x3- 2% 12x - 4

Rix) - x3-2x? -x+5
-9y 2%x- 4
: 2*’_x3-zx2-X+5
= 2X¢ 2
(x%2x%-x+5)/ (x-2)
o 2
= i XT -T2 3 T(x-7)

Par division, successives, on a obtenu une expression qui nécessite 4
opérations "longues" (multiplication et division) et 4 opérations "courtes"
(addition et soustraction) au lieu de 6 et 7 pour le polyndme,




o

Les théorémes démontrés dans ce texte sur 1'existence des approxima-
tions et leurs caractérisations dans le cas linéaire ne sont pas applicables

directement mais on peut montrer que :

1°) i1 existe une meilleure approximation uniforme par les fractions ration-

nelles d'ordre donné (n,m)

2°) la meilleure approximation uniforme par les fractions rationnelles d'ordre
(n,m) est telle que la courbe de 1'erreur R(x)-f(x) atteint son‘maximum de
fagon alternée en au moins (m+n=2) points si les degrés du dénominateur et

du numérateur sont exactement n et m. De nombreux algorithmes d'approximation
ont été mis au point et nous ne pouvons insister, renvoyant le lecteur a la
bibliographie.



-+148 -

e e T LI b A

EXERCICE N° 57 .

A partir de la relation de Darboux-Christoffel. montrer que
n
1 . 3
T .=Z lPi(xk))z.Kn(xk’ka

avec les notations du paragraphe consacré a la quadrature mécanique et
aux palyndmes orthagonaux.

Soient (X, »X3 seves X, ) las n zéros du n'éme polyndme arthogonal
- P.(x) associé & un poids h(x) sur un 1nterva11e[0 bl. Soient o{ypeees K Tes
nombres de Christoffe] associés, On pose

<f}g>:{1 AN fix) gix)
k=

Montrer qu'il s'agit d'un produit scalaire et que la base orthogonale obtenue
a partir des n fonctions 1 s X ,x i 8w X est précisément la base for-

mée par les polyndmes orthogonaux de départ P

EXERCICE N° 59 : (A. MARKOY)

Montrer que pour une fonction 2n fois continuement dérivable

+1 :
f(xdx Z « é%%%L.ﬁ <<l

avec les notatfons de ce chap]tre,

EXERCICE N° 60 :

EESS S -

Vérifier les formules suivantes d'intégration mécanique :
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+1
:0 [ fixdx ~ 210)

-1

) 41 1 1
- 1 flx)dx ~ fle=)+f(—)
¢ f (x) dx (\/5’ 73

=1

41
2 1~ S USHVED +810) 51 IVE )

-1

\
et plus généralement :

Soit x :t —=x(t) , une fonction continue sur [0)1] et 3 valeurs
réelles.

(1) Montrer que la solution y du probléme de Sturm-Liouville

() z-x () y(0) zy(1):0
vérifie
1

yit) = [ Kist)xis)ds
0

ou Kist)= s(1-1) g 1 gt

z T('I.,S) DOUFU.-E-'tﬁSs‘]

(2) On appelle également K Tiopérateur qui & x associé la fonction y. Montrer
2
que K s'étend en un opérateur linéaire, continu et auto-adjoint sur | [021] ‘

2
Montrer queckx x> 3 0 et ce pour toute fonction x de L [Ujf
(3) On définit A- ]+ K ol I désigne 1'opérateur identits sur LZ [01] et

K 1'opérateur précédent. Monteer que A est un opérateur linéaire, continu, auto-
adjoint et coercitif sur LZ[QJL
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(4) App11quer la méthode de Galerkine en prenant comme base h11bert1enne de
N (0,11 , 1a base

e : 1. 1€, (b) = V7 cos(2mht) er; ):V7 sin(2mht)

[=] ’

EXERCICE N° 62 :

- -

Soit A un opérateur Tinéaire sur un espace de Hilbert H. On définit
&X,y»=AX, y)> . Donner un ensemble nécessaire et suffisant de conditions
sur A de sorte que 1'on définisse ainsi un produit scalaire sur H et une norme

équivalente & 1a norme de départ.

EXERCICE N°® 63 :

Soit H un espace de Hilbert réel et a(.,.) uUne forme bilinéaire sur Cﬁ%
telle qu'il existe deux constantes positives o et /5 et ‘

(1) lalxy)l < Blx I lyl Vx)y eH, 8>0
(2) ‘alxx) 3 o lIxl? VxeH, >0

Montrer que pour toute forme lingaire continue L sur H, il existe un unique x
de H tel que g (x, y):Lly) V yeH

EXERCICE N°® 64 :

——————————————

Démontrer le théoréme suivant qui généralise la méthode de Galerkine
Soit a(.,.) une forme bilinéaire définie sur un espace de Hilbert réal J6 et
vérifiant pour tout u et tout v les inéqalités :

latuv) | =K lull Iv]

latuu) >alull’  (2>0)

Soit L(.) une forme linéaire définie sur I et vérifiant pour tout v 1'inégalité :

ILv) [<Kllv




I1 existe un unique U € éﬁg vérifiant pour tout Vv € JE 1'égalité :
alu,v) =Lv)

Construire un algorithme fournissant la solution (on peut procéder comme suit
qui est une version différente de celle donnée pour la méthode de Galerkine).

lére étape : démonstration directe de 1'unicité de la solution si elle existe.

2eme étape : démonstration de 1'existence et de 1'unicité de la su1'te[Um|_],,,.‘,,1

des solutions approchées obtenues en se plaqant_dans un sous-espace vectoriel
Hm de dimension finie comme dans la méthode de Galerkine

3éme étape : démonstration de Ta convergence au sens faible d'une sous-suite

[u vers une limite U .

'“n]"'w

-4éme_&tape : démonstration du fait que U est une solution u (ceci établit
1'existence de la solution u).

5éme étape : démonstration du fait que Ja suite [u,, ] . entiére converge vers
u au sens faible.

6eme étape : démonstration de la convergence dans <?Q; de U, vers la solu-
tion u du probléme P.

EXERCICE N° 65:

Errcesasc oS e e

(1) Avec les notations du § 3 du Chapitre 7, montrer que ¢ » €st une norme
sur 1'espace vectoriel engendré par les n fonctions (dﬁ s &y e d, ) qui
forment un systéme de Cebicev

’ n
(s1 f= z; a, & est telle que @, (f ):(, alors on a
Led
ftg):G JzT oM
On rabpel]e que X; Za . Cecqui donne le systéme :
n
Lad GL(DLij):O JZ])"')m



i i s 1 -

e e st i a2 e i e

lorsque M 2> N s le déterminant de terme aénéral (bi (XJ-) pour
i=1,2...,netj=1, 2y...4n est différent de zéro puisque le systéme est

de Cebilev. Donc @, 20,020, =0 est 1'unique solution possible.

(2) On suppose maintenant que Tes n fonctions d, o, sevas ., sont lingaire-

ment indépendantes en tant qu'slements de € [G)b] - On se donne une famille
Am de divisions telle que

(a) Am c Amn
(b) A= ﬁAm est un sous-ensemble dense de (ah]
Mg

En déduire que pour m assez grand, C., est une norme sur 1'espace vectorie]

engendré par les n fonctions o, » b, ,...,d)n
n

i
(la relation Z a; ¢; (x) =0 pour tout x de A implique Z a.¢.:0
Lz1 (S5 |

parce que les fonctions d)i sont continues donc 0,=0,2...0:0 )

EXERCICE _N°_66
. a+bx ‘
Soit R(x) : —1——0;— od a, b, ¢ sont trois constantes.
+

Existe-t-i1 une fonction R telle que

RIOD:= o ; RID):B  R70) - Y

ol , 3 et ¥ sont fixées ? Peut-on généraliser (abproximants de Padé d'une
fonction f) ?
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CHAPITRE 8

8-1 BUT DU TRAVAIL

Le but du travail que le groupe s'est proposé est d'obtenir par la méthode
dite des moindres carrés, c'est-d-dire par les méthodes hilbertiennes :

- soit le lissage de courbes définies discrétement,
- soit le remplacement d'une fonction définie analytiquement mais
"complexe" par une fonction polyndme facilement exploitable.

Le principe théorique est celui exposé au chapitre 2 : approximation en
moyenne quadratique.

Nous posons que E est un espace vectoriel de fonctions (réelles) définies
sur un intervalle I de R, muni d'un produit scalaire < , > -

On prend En’ le sous-espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal @ n. Cet En est de dimension (n+l), c'est un espace euclidien
(cf E.A.F. IA 4.4.5).

Soit f wune fonction de E. La meilleure approximation de f, par En au sens de
Ta norme déduite sur E du produit scalaire, existe, est unique et s'obtient

comme la projection orthogonale fo de f sur E_ (cf chapitre II, § 3)

n
Supposons le produit scalaire sur E défini au moyen de p points

x], xz, iv xp de I selon la formule

< U, V> = ‘E]_ U(X'I) V(x‘i) w(xi)
i=

ol w est un poids donné (ici p valeurs réelles). La prcjection de f sur

En est dite approximation de f au sens des moindres carrés relativement au

poids w.

Pour déterminer pratiquement cette projection, différentes méthodes sont
possibles (cf chapitre 2). Nous étudierons les calculs relatifs aux deux
méthodes suivantes :



- 155 -

lére méthode
On peut repérer En au moyen d'une base quelconque : EIB== (eo, el, A en)

par exemple le systéme ey ol €, : x —3 xk, fonction définie de I dans R et
exprimer le produit scalaire d'un &lément quelcongue g de En avec f en

fonction des composantes 3y al, cees @ de g dans 53 . Puis écrire que,
pour rendre Hf-gH minimum, i1 est nécessaire que les dérivées partielles de

[Rn-r-l N

(agseees ) —— |[f-ql|

la fonction soient nulles. On obtient

ainsi un systéme (S) d'equations, dites équations normales de Gram. La

théorie nous enseigne que ces équations sont Tinéaires, et c'est 1a, bien sar,
1'avantage considérable de la méthode hilbertienne.

Si 1'on cherche 1'approximation au sens des moindres carrés, le systéme (S)
est, en outre, symétrique. On peut utiliser, pour résoudre ce systéme (S), des
méthodes numériques appropriées (par exemple Cholesky).

Z2éme méthode

é) (Polynomes orthogonaux). On peut déterminer une base orthogonale

.5§ = (Po, Pl, e Pn) de En’ Si 1'on appelle s_, 51’ ey, S 1ES

0 n

composantes du polyndme fo cherché dans .5?, on a, en posant f' = f-fo

(f'd En_par définition de la projection orthogonale) :

<E P =< f oL

<fys Py (car f'L P.)

< s0 PO +s P + ...+ P P. >
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onc calculer les composantes s de fo et en déduire :

£ = P +a P + ... +0a_ P
o % "o . n'n

(re 11, § 4)

E 1a détermination d'une base orthogonale n'est pas déja faite,
on pdre le systéme linéaire correspondant (cf chapitre II, formule

(5))

o
v
n
N
—+
o

e
v

.-) ]
® gy ¢ Pog P1) + + Sp < Pn’ P1 >
Soit
r—‘ 7 =~ - = =5
<P
¢ < P1’ P0 > ieen <Pos PO > 1156 < f, P0 >
<P <P ,P > ...... <P ,P >||s <f, P >
I0 . 1 n 1 1 1
I
| = [
|
[ \ |
| | ;
| | |
<P,
0'< P1’ Pn e < Pn’ Pn >115n <. F, Pn >
e JL 4 L -

Nous examiner ces diverses méthodes sur quelques cas concrets :

s d'une fonction indéfiniment dérivable : sin x
s d'une fonction continue, dérivable sauf en un point
2 |%]
s d'une fonction non continue, 3 discontinuités de premiére

=

< fonction en escalier.

Une rig'impose d'abord, quant au choix d'un-outil particulier de
programme
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8-2 POURQUOI PL/1 ?

Aprés avoir été inities 3 l'Informatique, il é&tait normal que des stagiaires
particuliérement intérasssés désirassent poursuivre et approfondir leur expérience
de la programmation en l'appliquant & un plus vaste domaine, tel que celui des
problémes d'approximation. Encore fallait-il disposer d'un outil de programmation
adéquat, plus souple et plus riche que le simple BASIC, malgré tout un peu som-

maire pour des programmes de cette envergure.

PL/I fut donc choisi parce que, seul, il offrait les qualités d'"universa-

lité" et de souplesse nécessaires.

Pour comprendre cela, il faut savoir que, dés sa conception, PL/I a repris
les possibilités des autres langages. C'est un ensemble du meilleur de FORTRAN,
BASIC, COBOL, ALGOL ou l'Assembleur. On Y retrouve les mémes facilités de contréle
des boucles FOR-NEXT du BASIC, mais considérablement &tendues et améliorées. Ce
que l'on ne sait pas toujours, c'est que PL/I, initialement congu afin de tirer
profit des qualités des ordinateurs de 3éme génération, permet, entre autres avan-
tages, de gérer les interruptoirs-machines aussi bien que l'Assembleur. Il contient
aussi ses propres outils de mise au point qui lui donnent la faculté de pPréciser

et de localiser les erreurs de programmation.

De plus, une grande Souplesse est permise dans la gestion de la mémoire des
variables. En distinguant 4 classes de mémoire : STATIC, AUTOMATIC, CONTROLLED
et BASED, le langage donne au pProgrammeur les moyens d'ajuster au plus prés 1la
taille des tableaux, structures ou tableaux de structures, en méme. temps que la
possibilité de contréler le moment de leur implantation en mémoire et celui de

leur libé&ration.

Ainsi, des bornes d'un tableau peuvent &tre spécifiées par des variables.
Convenablement valorisées au cours de 1l'exécution du programme, celles-ci servi-
ront & réserver au tableau 1l'emplacement mémoire nécessaire et suffisant. Par

exemple :

DCL A (%,%) CONTROLLED ;

GET LIST (N) ;
ALLCCATE A (N,2%N) ;




- 158 -

Lors de la réalisation de 1'ALLOCATE, 2n2 positions sont réservées pour A .

De méme, la classe de mémoire CONTROLLED permet l'organisation et le trai-

tement des "piles".

Mieux encore, PL/I permet facilement 1l'emploi de routines écrites dans
d'autres langages. Une procédure PL/I peut donc utiliser directement un sous-
programme scientifique de la s.5.P. ® ou bien les sous-programmes de la table
tragante CALCOMP. A partir des 2 tableaux des coordonnées des points de la courbe
4 tracer, l'appel des sous-programmes SCALE et AXIS permet la mise en place des
échelles et le tracé des axes alors que l'appel de la subroutine LINE trace le
graphe point par point. D'autres subroutines servent & améliorer la présentation
du dessin, par exemple en y adjoignant divers commentaires directement tracés par

la plume de la table tragante.

En fin de compte, ces quelques facilités rapidement mentionnées, ajoutées
aux autres possibilités habituelles déja connues de FORTRAN, BASIC ou COBOL,
montrent que PL/I est le seul vrai langage & vocation universelle. Si nous ajou-
tons que le compilateur, dans sa version "Optimiseur", ne nécessite que 44 K de
mémoire centrale (ce gqui est peu par rapport aux compilateurs d'autres langages
comparables) , que le code résultant est particuliérement performant et gue de
nouvelles instructions adaptées aux techniques de programmation structurée vien-
nent d'étre incorporées au langage, on comprendra sans peine que cette richesse
et cette souplesse puissent séduire un esprit ouvert, pour gqui la programmation

ne se réduit pas & un banal codage, plus ou moins automatique.

¥ Scientific Subroutine Package : ensemble de sous-programmes scientifiques

résolvant les problémes classiques d'analyse numérigque ou de statistique.
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8-3 PREMIERE METHODE

On suppose f définie de facon discréte par N+1 couples {xi, yi).

La méthode des moindres carrés revient i minimiser

N+1
= L by P2
ou
Pn(x} =a,+ a] XHE vy b a x|

[T s'agit de calculer a,s al, cees Aps coefficients du polynéme. Le calcul

se fait en &crivant (n+l) équations linéaires en (n+1) dinconnues.

9€

aak

=0 k=0,1, ..., n

Le systéme symétrique a &té résolu par la méthode de Cholesky (décomposition
de A sous la forme R.RT ol R est une matrice triangulaire Supérieure)

A=RR =3 R.RI.X=38

“les, & partir du 4éme ou 5éme degré,
a courbe initiale et la courbe
. @ deux od trois décimales prés).

» 1'approximation est &videmment moins
ait nécéssaire d'augmenter le nombre
igure 1, figure 2).

scalier, le phénoméne de GIBBS aux points
our les séries de Fourier) Figure 3.
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Pour les degrés importants (par exemple > 15 avec 50 a 100 points d'appui),
la méthode de résolution par Cholesky devient instable et les courbes d'appro-
ximation se mettent & osciller. Ceci est inhérent en partie au calcul par
ordinateur (cumul d'erreur) et & la méthode de Cholesky elle-méme. Des essais
ultérieurs ont permis de conserver une stabilité jusqu'd des degrés plus
élevés avec des méthodes utilisant des transformations orthogonales du type

Householder (QU).
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o' 21 rat L] el aka

2 2

by

B L1/
A4 530 3xg

3]

b A

Figure 1
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Figure 2
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T 341
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Figur
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S-4 DEUXIEME METHODE : APPROXIMATION PAR DES POLYNCMES ORTHOGONAUX

Le systéme d'éguations normales précédent se résoud a l'aide d'une matrice

diagonale, les produits scalaires extradiagonaux étant nuls.

3.1 Méthode de Gram

a) C'est une approximation au sens des moindres carrés, c'est-a-dire que le pro-

duit scalaire utilisé est celui défini précédemment ( pondération égale)
P
< u,v> = E ulx.) v(ix.)
. i i
i=1
Les polyndmes orthogonaux construits sont dits de Gram. Ils sont formés par

récurrence et donnés par les formules suivantes

Pi+1(x) = x Pi(x) =Gy Pi(x) - Bi Pi_l(x)

P . (x)

0 , P (x) =1
-1 o

Les coefficients 041 et Bi sont déterminés en écrivant que PJ__+1 est
orthogonal a P, et P, soit :
i i-1
[ P P
2 2
o = Z x, P.(x) / Z P (x )
+
; i i k=1 k 17k k=1 1k
P P
2 2
B, = Y Pi(x) / § PL_,(x)
1 £ 7 gk, TR UL, Tiet *x

Le systéme obtenu est donc

= = F 9 ~ ~
P 5 P
.E Po(xi) e so .z Po(xi)yi
i=1 i=1
P P
p Pix) s, DRI A
i=1 = i=1
P 9 P
0 L PL(x,) s_ 1P xp)y,
i=1 i=1
A — S - .
n
et 1l'approximation cherchée est gn(x) = E s Pj(x)
3=0
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Résultats obtenus

Dans le cas de fonctions continues, on a trés rapidement une bonne approxi-

mation.

Fonction indéfiniment dérivable

Exemple
R
£(x) ='—(i-"2—)2_ , approximée par des polynémes de degrés 1, 2, 4, 8, 12
+X

connaissant 101 points.

Pour Te degré 12, 1'approximation est presque confondue avec la courbe.

Fonctions

On a fourni le tracé pour 101 points et les degrés 1, 12, 40 (figure 4).
Pour Te degré 40, les résultats sont trés proches de la courbe et le tracé de
1'approximation est & peine distinct de celui de la fonction.

Fonction en escalier y = ent(x)

On a fourni le tracé pour les degrés 1, 12, 40 et 101 points (figure 5).
Excepté au point de discontinuité, 1'approximation oscille en restant proche
de Ta courbe, voire confondue aux extrémités.

Conclusions

Les résultats sont "meilleurs” que ceux de Ta méthode précédente. Les
polyndmes étant orthogonaux, il n'y a plus de systéme & résoudre, d'od
&videmment une trés bonne stabilité des résultats.

IT est & prévoir cependant des problémes numériques dans Te cas de bornes
d'intervalles >>1 et pour des degrés élevés.
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PL/Y GPTIMIZING COMPILER APPRUX:PROC OPTIONSIMAING;

STMT LEY NT

113 1 1 hbrﬁ PLOT(O e ey=3)3
114 1 1 END;
115 1 0 END APPRUX:
PLZT OPTIMIZING CUMPILER APPROX:PROC OPTIONSIMAIN);
L ATTRIBUTE AND CRUSS-REFERENCE TABLE (FULL)
DCL NO. IDENTIFIER . ATTRIBUTES AND REFFRENCES
14 A (%) CUNTROLLED AL JGNEU DECIMAL /% DJUBLE %/ FLOAT (16)
6Ts6T:67,73, T5,T784814107
L AP PRUX EXTERNAL ENTRY RETUKNS(UEZ IMAL /% SINGLE */ FLUAT (6)}
7 AXIS EXTERNAL ‘:~m<_hr_ﬂzq3 DECTMAL 7% SINGLE */ FLOAT (6),ALIGNED DECIMAL
J* SINGLE =/ Trubu {4 Jol4) ALIGNED BINARY FIXED (31,90) meOZMC BINARY
FIXED (31,0 )4A rHszc DEGC IMAL /=* SINGLE */ FLOAT _O-DrmOZnG DECI MAL
/¥ SLINGLE */ FLOA .uvbﬁmfzmc JECLIMAL /* SINGLE */ FLOAT {(6),ALIGNED
Cmﬁhspﬁ /¥ SINGLE ﬁ\ FLOAT (6)) RETURNSIUECIMAL /* SINGLE #/ FLOAT (61))
57,58
l4 8 ® (*)} CONTKOLLED ALIGNED DECIMAL /% DUUBLE t/ FLOAT {16)
68,68, 68, .,__C-m-.._.cm
17 E bC#OIDqWﬁ ALIGNED DECIMAL /* DUJBLE */ FLUAT (161}
204294 ¥
L7 F m%qczquﬁ AL IGNED Umnmxbr /* DOUBLE */ FLOAT (16)
30,31

9 FACTOUR EXTERNAL ENTHYIALIGNLD DECIMAL /¢ SINGLE */ FLOAT {60) RETURNS{DECIMAL
MM SINGLE */ FLUAT (o)} '

17 H AUTOMATEC AL IGNED DECIMAL /% DUUBLE */ FLOAT (16)
At o 1%

. —
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PL/T OPTIMIZING CUMPILER APPROX¢PROC OPTIUNSEMALINIDS

vCL NO. IDENTIFIER ATTRIBUTES AND REFEKENCES

12 TITRX ' wx«czquh UNALIGNED CHARACTER (16)

12 TITRY MﬁﬁCIbquﬁ UNAL IGNED CHARACTER (16}

L2 TIX w”- DEFINED UNAL IGNED ﬁbbﬂbnqnx (4) <

12 Tiv mw_ DEFINED UNALIGNED CHARACTER (4] B
5 7

RN UNSPEC BUILTIN
51452

16 X (%) CUNTROLLED AL IGNED DECIMAL /¢ SINGLE */ FLOAT (&}
Nm.mm.~o¢wceuu.ww.:¢emp.uwumw.wu.qw‘NWowu.qmiqmemw'HHm

16 Y (%) CUMTROLLED ALIGNED OECIMAL /% SINGLE ¢/ FLOAT (6) .
mm.moqmmaw@.uc‘b~‘raomcgwm¢w=<wu.Gwncmno#qcpﬂH:-womawwowwwmopwm

19 Yy (%) CONTROLLED ALIGNED GECIMAL /7% DUUBLE =/ FLOAT (161}
2T92Tv4Llsbly 620649110

14 z {*3} CONTRULLED ALIGNED DEC IMAL /¢ DIUBLE %/ FLOAT (16)
96490997999 10Ly 1024 104y 1L =

PL/IL OPTIMIZING COMPILER APPROX:PROC OPTIOMS(MAINDG
COMPILER DIAGMUSTIC MESSAGES

ERROR IL L STMT ME SSAGE DESCRIPTION

CUMPILER INFORMATDRY MESSACES '

TELUS33L 1 NG *DECLARE® STATEMENT(S) FOR PSYSTINT, *SYSPRINTY s PUNSPEC? ¢ "SUM' . .

LELL9T21 | 'BUFFERS(L) Y DEFAULTED FOUR FILE 'SYSPRINT', EXECUTIJN TIME CAN BE IMPROVED BY DECLARING
"BUFFERSL2) ",

[ELLIT2I | ”WcMﬂmrw"w“” DEFAULTED FOR FILE *SYSIN'. CXECUTION TIME CAN BE IMPROVED BY DECLARING
JUFFER .

END OF COMPILER UIAGNOST IC MESSAGES
COMPILE TIME 2,05 MING SPILL FILE: 44 RECUORDS, SIZE 3491

PLICPT CPU=Cul43%1C-4H NSIO=0J1910 #0013 F 4

LNKEDT CPU=( oo a2*10-4i NSIO=CC4905 #0018 F #
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8-5 APPROXIMATION PAR LES POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF

8-5-1 POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF

Soit la fonction £ connue par les points (xi;yi=f(xi))i=OéN ’

donnés d'abscisses également réparties.

P
On cherche un polynéme de degré p : z Ca Ta(X) qui minimise

N § a=0
2 ;
= - a +
E -z [yi COL Ta(xi}] ol les (Ta(X))a=Oap sont les (p+l) premiers
i=0 a=0
polynémes de Tchébycheff. Ces polyndmes forment un systéme de polyndmes orthogo-

1

naux sur [f1,+1] pour la fonction de poids u(x) et sont donnés par

2
1-x
T (x) = cos DJ Arc cos (x)] Ils vérifient la relation de récurrence (0 2 1)
T - + =
OH_l(x) 2% Tu(x) Ta—l(X) 0
avec To(x} = , Tl(x) =x , T2(x) = 2x2-1 , et la propriété d'orthogonalité
suivante (cas discret)
o+l _ uSi si k # £
) o+l . - 2‘
izi T, (X)) T (X)) . si k £ 0
o+1 si k=2=0
- (2i-1)m
avec 0&kgao, 0ggaet x, = cos -57?;37-] y 1 =1,2,...,(0+1)
(Les gl sont les zéros du polynéme Ta+1{X) et sont encore appelés abscisses

de Tchébycheff) .

Comme dans le cas général, les (p+l) inconnues Cj sont données par un

systéme symétrique d'équations linéaires normales

(N+1) points

R N
LT () e Yo
i=1 i=1
N
121 Tl(xi)TO(x ) .
N N
121 T (%07, (%)) izl T
.

.

O(xi)Tp(xi)

Deux procédés ont ensuite été utilisés.

"
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8-5-2 PREMIERE METHODE : ABSCISSES QUELCONQUES

On raméne les abscisses (xi) dans l'intervalle E&,+1] par une transfor-
mation linéaire.
Le systéme est ensuite résolu dans un Sous-programme par la méthode de

Cholesky et on obtient le polyndme

Q
§ C, T (x) = E d. x
=g & O o ©

On calcule les (da) a4 partir des (Cu) et des coefficients du polynéme Ta(x).

A l'aide du polynéme obtenu, on calcule les ordonnées d'environ 100 points,
d'abscisses également réparties, ce qui donne la courbe d'approximation. Les
écarts entre les ordonnées eXactes et les ordonnées d'approximation donnent

la courbe des écarts.

La méthode a &té appliquée 3 différents types de fonctions : pour la fonction

continue f(x) = ——i:g—f + une bonne approximation a €té obtenue pour un nom-
(1+x7)

bre de points restreint avec un degré d'approximation faible (cf. courbe 15

points, degré 12). (Figure 6)

Fonction valeur absolue. (Figure 7)
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UTILISATION DES ABSCISSES DE TCHEBYCHEFF

1) Le systéme est transformé en un systéme diagonal :

N o o —1
Y otx,) c
, o i o)
i=1
x| :
" N
3 T2(xi) c
2 i=1 F P
i b
- - i-1)m
les (x,) étant calculés par x, = cos (21-1)
i i 2p
(p+1) points.
On obtient les résultats suivants c = .
o p+l
et c, = *g—
3 p+l

Les ordonnées d'approximation sont ensuite

Y; 5

avec b, =
)

et bp+1

o xibi !
+
3 2 xi bj+1
= bp+2 =8

i =

- b

j+2

N
-E Yy T (x,)
i=1
? -
vy, T (x,)
=1 + P
b =t
, pour i =1 a ptl , soit
p+l -
R Yy To(xl)
PEI-T(‘) j =1 a
g X, o a
o Yl § =y r ] P

données par les relations

1 a pt+l

..0

2) Cette méthode a été elle aussi appliquée & plusieurs types de fonctions

- dans le cas

£(x) = le , les courbes obtenues ont la particularité de

passer par le point anguleux pour les degrés pairs ;

2
- dans le cas f(x) = 1x - 0,25] , on remarque une trés bonne approximation

pour le degré 60 .

(Figure 8)

- dans le cas d'une fonction en escalier

figure 9.
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8-5-4  CONCLUSIONS

Pour les fonctions en escalier,

on retrouve le phénoméne de Gibbs dans les
deux méthodes,

On a constaté que la lare méthode n'est plus stable pour des degrés supé-
rieurs & 17 environ (cela est dd & la méthode de Cholesky)

contrairement 3
la seconde.

Paramétres.
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APPENDICE
ET PAN DANS LE MILLE™

A titre d'illustration des deux premiers chapftres, nous reproduisons

ici un exemple géométrique.

* Reproduction d'un texte paru dans le Bulletin de 1'Association des
Professeurs de Mathématiques (Avril 1976).
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A propos de 1'un de ces stands de tir oi 1'on gagne de grosses poupées roses
entre des effluves de frites ou de gaufres, je ne parlerai pas de mon score,
pour éviter de susciter crainte ou espoir de me provoquer, mais de la remarque
du bonimenteur. "Le tir &tait remarquablement réparti".

Qu'est-ce a dire ?

Partons donc de n points, M1’ Mz... . Mn » du plan euclidien, repérés

par leurs affixes complexes, disons z ; zz, e Zo Une premiére idée est
1

de considérer 1'isobarycentre G, d savoir le point d'affixe Zq défini par

(1) Z, =

Une deuxiéme idée consiste & envisager s'il existe un point M dont
1'affixe Zy réalise un certain minimum, & savoir par exemple

n n
(2) Z |z, - z;| = Inf (_Z |z - z4])

Une troisiéme idée consiste i chercher s'i] existe un point €, centre
d'un disque de rayon minimal et contenant les n points Ml, Mz, e Mn.
Analytiquement, nous pouvons encore traduire ceci par un certain minimum.
Pour tout z de @ on définit :

d(z) = Sup |z - z,|
i=1,...,n
et § = Inf d(z) o0 la borne inférieure est prise sur tout le plan
e complexe.

Le point C d'affixe zZ. devrait alors satisfaire

(3) d(z )= ¢

Par ces quelques notes, nous allons vagabonder autour de ces trois idées,
les rattacher & des notions connues, imaginer des généralisations, bref
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baguenauder. Le fond des démonstrations restera trés simple et si le jargon
mathématique non redéfini parait pédant & certains, ils pourront verifier

que ce jargon n'intervient qu'en vue d'énoncer des généralisations pour faire
le pont avec les théories peut-étre déja gtudiées par le lecteur au cours

de sa carriére universitaire.

Cas du barycentre

L'existence et 1'unicité de Zg sont bien &videntes. Une généralisation

naturelle conduit @ associer des masses ai(i =1, ..., n) aux points
Z .2 4 ... 5 2 de sorte que
1 2 n
n
a; >0 et ) a; =1
i i2p ]

et chacun sait que 1'ensemble des barycentres ainsi obtenu coincide avec

le plus petit ensemble convexe contenant les n points z,, Z,, ..., Z..

Un pas de plus dans la généralisation consiste a envisager non plus une
famille finie de points, mais un ensemble E plus riche, un continu par
exemple. La théorie de 1'intégration par rapport a une mesure permet d'envi-
sager des expressions du type

(1)bis 2g = z da(z)

oi o est une mesure de Radon positive telle gue da(z) = 1. A ce niveau,
‘E

E peut ne plus étre un sous-ensemble du plan complexe mais un sous-ensemble
universellement mesurable d'un espace ¢" ou R". On démontre encore que Ze

appartient au plus petit convexe fermé contenant tous les points de E et
que réciproquement tout point de ce dernier ensemble peut étre obtenu comme
un - zg. La cinématique, avec les centres de gravité, ou les probabilités
avec les moments, nous ont familiarisés avec des expressions du type (1)bis.
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Cas du point M

L'existence d'un point M n'est guére difficile @ établir puisque 1a
fonction définie sur ¢ par

Z— |z - z;| = f(z)

ne—1

i=1

est continue : on a méme 1'inégalité déduite de 1"inégalité triangulaire
[f(z) - f(z')] < n |z - 2']

En outre

Lim f(z) = +o
[Z]|— 4o

Donc 1a borne inférieure Inf f(z) est égale 3 la borhe inférieure
zel

InT f(z) pour un R assez grand. Mais comme le disque fermé de centre 0
[z|<R

et de rayon R est compact, la fonction continue f atteint son minimum
en au moins un point z, de ce disque

Inf  f(z) = f(z
zel
L'unicité du point M exige une analyse un peu plus étoffée. Appelons
K le sous-ensemble non vide des points de € ou f atteint son minimum.
C'est évidemment un sous-ensemble fermé et borné de € donc compact. Plus
intéressante est la propriété de convexité de K :

Si Z et Z' sont dans K, AZ + (1-A)Z' est encore dans K et ce pour
tout X satisfaisant 0 ¢ A ¢ 1. Géométriquement, ceci signifie que le
segment joignant Z d Z' appartient tout entier & K pour Z et Z' dans K.

En effet : "

f(AZ + (1-A)Z2') = 'Zl IA(Z-ZT) + (1-}) (Z'-z5)|
i=
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Soit : F(AZ + (1-A)Z') € X E |Z-2, | + (1-2) E |2-2, |
i=1 i=1
< x f(Z) + (1-2) f(Z')
< (A+1-}) f(zo) = f(zo)

L'inégalité stricte ne pouvant avoir lieu, toutes les inégalités
précédentes deviennent des écalités. En particulier, pour tout i variant
entre 1 et n, on a

(4) O IMZezg) + (10 (22| = (AZmzg) |+ 1) (202

Par suite (Z—zi) et (Z‘-zi) sont sur une méme demi-droite, c'est-a-dire

qu'il existe des nombres a5y By positifs ou nuls et ai(szi} = 81(2'-21)

avec o, + Bi > 0

Soit aiz - BiZ' = (ui - Bﬁ)zi

S'i1 existe un indice i pour Tequel ay = B; on déduit aussitdét Z = Z'.

On peut alors supposer que o¥ # Bi pour tout i =1, 2, ..., n, auquel cas

tous les points zs doivent étre situés sur la droite passant par Z et Z' ;
on est ramené & un probléme rectiligne analogue et on pourra supposer

Z‘zi et Z'—zi réels. On note alors que dans ce cas Z-zi et Z'wzi ont

méme signe, c'est-3-dire qu'il existe des Ei(Ei =1 1) pour lesquels
|Z-2,| = e;(Z-23) 5 |Z'-2;| = e5(2"-2;)
d'ou
n n
121 g3 (Z-2,) = 121 e;(2'-2;)
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€ est toujours différent de 0 et par suite
1
Z =171'. Par contre, si n est pair, on ne peut rien conclure. D'ailleurs en

Si n est impair,

Hr~-1>=

3

prenant z =0 et z2 = 1, on constate que tous les points situés entre 0
1
et 1 réalisent le minimum de |[x| + |1-x|. On peut alors &noncer 1'amusant
théoréme : Soient 2z , 22, cees Zps N points du plan complexe. Supposons
1

que ces points ne sont pas alignés ou que n soit impair. I1 existe alors
un unique point M d'affixe Zy

n
! lzy-z:| = Inf [z-2. |
=1 M e | 451 ‘

On peut généraliser ce dernier cas en supposant que z , z , ..., z, sont n
1 2

tel que

He~1>3

points d'un espace normé X sur le corps des réels ou des complexes et en
cherchant Zy tel que

(2)bis n M
L Baerls e (1 e

Bien que des résultats nettement plus généraux soient accessibles, nous
nous contenterons de supposer X préhilbertien, c'est-i-dire de supposer
qu'il existe un produit scalaire <, > sur X de sorte que pour tout
z de X

[|z]]* = <z, z> (cf E.A.F.)

L'unicité de Zyy, Sous Tes mémes conditions, suit la méme démonstration
que précédemment grace d la remarque.

(5) [Ix+yll = fIx|| +[ly]] si et seulement s'i1 existe des coefficients o, B

positifs ou nuls tels que (a+8.>0) et ax = By

En effet, si 1'égalité (5) est vraie, on doit avoir en élevant au carré(l)

Re <x, y> = [|x]] [y]

Dont on deduit, puisqu'en général Re <x, y> sl y>l< |Ix] vl
que  <x, y> = [Ix|| |y

(1) "Re" signifiant "Partie réelle de ".
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et donc facilement le résultat en étudiant la forme quadratique
A—— Myl + 2x <x, y> +# [ x]® =[x+ xy[* 20
(dans le cas o E est pris sur le corps des réels pour fixer les idées).

L'existence de 2z, requiert une astuce puisque la boule unité de X

M
n‘a plus de propriété de compacité. Cependant soit 2z un point n'appartenant

pas au sous-espace vectoriel E engendré par les n points 21’ zz, cens Zo
de X. On sait qu'il existe un point Zp’ projection orthogonale de z sur E

et tel que pour tout z' de E on ait grdce au théoréme de Pythagore
lz=z) | + |z ,-2"|? = f|z-2" |

Donc 1'inégalité

Hzp-z'H < |lz-z'|]  pour tout z' de E.
D'ol en particulier
E E
l25-25] < [l z-z; |l
=1 P T g ’

Par suite

n n |
Inf |} [lz-z;[l}= Inf (] Hz-21“>
zeE \i

zeX \i=1

Comme E est de dimension finie, 1'argument de compacité réapparait.
Une autre généralisation consiste @ modifier la nature de la somme
envisagée. On peut prendre par exemple

n 172
L lzmz P
i=1

voire plus généralement toute expression ol 2 est remplacé par un nombre

réel p (pz1) 1/p

~N

= 7 Z=-Z. P
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Restons dans le plan complexe X = € pour simplifier. Le lecteur
constatera que les démonstrations précédentes restent valables, mutatis
mutandis, et fournissent un point unique M(p). On utilisera une inégalité
dite de Minkowski.

(6) 1/p 1/p ; 1/p
P P 1| P
| 122l < LIl 1L 1=

[ s e |
1>

.i

L'égalité ayant lieu, si, et seulement si az; = Bz% pour

@>0,8%0 eta+B>0 Torsque p>1.Pour p =2, le point M(2)
est 1'isobarycentre des n points Ml, Mz, 234 Mn.

En faisant tendre p vers 1'infini, on montre sans peine que 1'expression
dp(z) tend vers
d(z) = Sup |2‘21| ce qui nous améne au dernier cas.
D

Cas du point

Appelons A 1'ensemble constitué par les points 21’ Z, ... 2_ et

notons
d(z) = Sup |z-z'|
Z'€A
I1 est bien clair, puisque A est un ensemble borné, que d(z) est un
nombre fini pour tout z de €. L'existence d'un point Z. tel que

d(z.) = Inf d(z) = ¢

¢ zel

peut se démontrer comme pour 1'existence du point M par un argument de
continuité sur un compact. Toutefois, je préfére une analyse plus percutante
qui va fournir simultanément 1'existence et 1'unicité de (.

D'abord, partons d'une remarque de calcul bien facile

(7) Si_z et z' sont deux nombres complexes de module inférieur ou égal

d 1, on a 1'inégalite




- 192 -

Pour chaque entier n > 1 puisque, § est une borne inférieure, il existe
n

un nombre complexe noté z( ) tel que

d(z(n)) <6+ %

Montrons que la suite {z(n)} est une suite de Cauchy de nombres

nzl
complexes : c'est-d-dire que nous avons 1'implication suivante :

Pour tout & > 0, i1 existe un entier N et pour tous entiers n, m

Ssupérieurs ou égaux & N, on a :

lz(n) . z(m)l < £

Raisonnons par 1'absurde en supposant que la suite ne soit pas de Cauchy.
Par suite, i1 existe un nombre ¢ > 0 et pour toute valeur entiére de N,
on peut trouver deux entiers n et m qui dépendent de N, (n > N ; m > N),
de sorte que

|z(n) - z(m)\ >E .

Nous choisirons un N convenable un peu plus tard.
Dés lors, on remarque que pour tout z' (de A) on a la minoration

2™ = 2y - 2™ e 2] s

Max (|z(") -z, |z(m) -2'|)s g 8+ 1/ + Uy

1]

Donc en posant 8, m(z )

]

on minore selon

Z(n) -z i Z{m) - 7! N €

5 (z' 8 m(2") §+2

Par suite en utilisant (7)

2() 4 5(m) e?
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Ce que 1'on majore encore par

,n) 4 ,(m

2

‘ e 1.1 2 e
=2 gl —— (ot N2 (8+5)2 (1 e ——
° 4(6+2)2 nomt SN L e

En prenant N assez grand, 1'expression du second membre est strictement

inférieure & &2, ce qui fournit une contradiction en passant & la borne
supérieure au premier membre par rapport a z'.

g 2" Z'(m)) L
2

La suite fz(n)}n>1 est donc de Cauchy dans (. Elle converge vers un z

puisque € est un espace complet. On doit alors voir

d(z.) = Lim d(z{(") = §

M=o

o)

Ce qui termine Ta démonstration de 1'existence. L'unicité est évidente
car si Z. et zé conviennent, la suite alternativement gaale a z. et zé doit

étre de Cauchy donc converge. Donc z. = zé. Cédons une fois encore 4 la tentation
de généraliser. I1 est clair que le méme raisonnement convient pour tout
sous-ensemble borné A et pour un espace normé X qui posséde une propriété

du type (7) et soit complet. On posera

d(z) = Sup “z = z* i
z'eA

3(bis) et s = Inf d(z)
zeX

La bonne généralisation de la propriété (7) s'appelle uniforme convexité
de X elle s'énonce.

(7)bis I1 existe une fonction croissante §: 10, 2]-—4]0, 1] telle que
pour tout couple (z, z') de points distincts de X avec

”Zl)g 1 et Iz'| €1 on ait
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2+ 20 ¢ 1 - s(z-2' )

Les espaces préhilbertiens sont uniformément convexes comme on le constate
sans peine en utilisant 1'égalité du parallélogramme (d'ailleurs caractéris-
tique de ces espaces) :

Ix +yl2+Ix-yl2=2  dx|*+|yl?)

C'est bien autour des propriétés de convexité que nous tournons depuis
le début de cet exposé. Ainsi, la propriété (4) cruciale pour la démonstration
de 1'unicité de M et d'ailleurs mise sous forme plus générale en (5), peut

s'énoncer sous une forme équivalente :

(5)bis Si [xj€1 et Jy|<1 alors “ﬁiiﬂ =1 implique x = y
2

Geométriquement cette propriété signifie que le milieu de deux points
distincts d'une boule d'un espace normé X _ne peut &tre sur la sphére,
frontiére de cette boule. Un espace normé possédant une telle propriété est
dit strictement convexe. C'est cette propriété qu'il faut @voquer pour le
cas d'égalité dans (6) en établissant que pour p > 1 T1'espace fg est

strictement convexe. (Rappelons que ?ﬁ est 1'espace ¢" muni de 1a norme

“Z“p définie par

_ P py1/
Izl = (g P+ 12, 1P7P).

La propriété (7)bis améliore la propriété de stricte convexité, par
suite un espace uniformément convexe est strictement convexe.

11 est assez instructif de spécialiser plus ou moins les propriétés de
1'espace géométrique euclidien pour effectuer de la géométrie en dimension
infinie comme nous venons de le faire. On ne saurait toutefois terminer cet
exposé sans des remarques de géométrie du triangle.

Un exemple

Sur 1'exemple de trois points Ml, M et M3 formant un triangle non
2
dégénéré du plan euclidien, nous allons interpréter géométriquement les
points G, M(p) et C. Notons z , z et z les affixes de M , M et M.
1 2 3

3 1 2
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G est le centre de gravité du triangle, point de rencontre des médianes

du triangle.

M(l) est le point de Fermat. C'est 1'unique point M, d'affixe z,

réalisant le minimum de
|z-z | + |z-2 | +|z-z |
1 2 3

IT n'est pas difficile d'établir, lorsque tous les angles du triancle sont

aigus, que le point M(l) se trouve a 1'intersection des 3 droites issues
de chaque sommet du triangle et joignant le sommet opposé du triangle
équilatéral construit sur Te c6té opposé (et extérieur).

MI

Figure 1 Construction du point de Fermat

EEE) C'est 1'unique point M, d'affixe z, réalisant le minimum

/Iz—zll2 + Iz-22|2 + Iz—z3|2. I1 est classique de vérifier qu'il s'agit

du centre de gravité G. On a en effet pour tout M du plan

N A R LN L [ N N [ N R R

Point C (ou encore M{m))

C'est le centre du disque de plus petit rayon contenant M1’ M2 et M




On remarque que le diamétre d'un tel disque est au moins égal au plus grand
cOté du triangle et que la circonférence d'un tel disque passe par au moins
deux des trois points Hl, MZ, M . On doit distinguer deux cas.

3

Si le sommet opposé au plus grand c6té est obtus (ou droit), le cercle
dont un diamétre est ce plus grand coté est le cercle cherché. Le point C
est au milieu du plus grand c6té. On note que dans le cas d'un angle droit
droit, C est le centre du cercle circonscrit (cf. figure 2).

Si le sommet opposé au plus arand cOté est aigli, et donc si tous les
ancles sont aigiis, on constate sans peine que C est sur 1a médiatrice de
chaque cOté, donc coTncide avec le centre du cercle circonscrit.

Figure 2 Construction de C : Cas ou 1'angle en Ml est obtus

Point de Lemoine

Ce point réalise une sorte de dual du point M(Z)

On pose 8 z) = Inf |z - (Az, + (1-2)z)|? et
24,25 (z) e | (Az; + (1-2) j|
§(z) = 6z 2 (z) + éz 2 (z) + éz 2 (z)
1 2 2 3 3 1

I1 existe un point qui minimise Ta somme &(z) des carrés des distances
aux trois cotés d'un triangle. Ce point, dit point de Lemoine, est & 1'inter-
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section des trois symédianes. Nous ne donnerons pas ici de démonstration.
Rappelons que Ta symédiane issue d'un sommet d'un triangle est la symétrique
de la médiane par rapport & la bissectrice. Je ne céderai pas & la tentation
de généraliser Ta notion de point de Lemoine en diverses directions.

Conclusions

Revenons d Ta foire et au bonimenteur. Tout dépend de 1a notion de
répartition choisie.

Celle de 1'isobarycentre tient sumultanément compte de la répartition
en direction et en distance. On peut é&tre pidtre tireur et avoir le mille
comme point central !

Celle du point M(l) ne tient compte que de la répartition en distance.
Cela fait gagner des points.

Celle du point C me parait celle de mon bonimenteur, car i1 utilisa une
piéce de cent sous pour s'expliquer.
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Nous ne donnons ici que les livres portant essentiellement sur Tla
Théorie de 1'Approximation, renvoyant & 1a bibliographie des
“"Eléments d'Analyse Fonctionnelle" pour ce qui concerne les géné-
ralités d'analyse. Bien que de développement récent, la théorie

de 1'approximation compte & son actif de trés nombreux et excel-
lents livres.

N.I. ACHIESER Theory of approximation - New-York 1956, 307 pages
Traduit du russe (il existe une édition russe aug-

mentée, 1965)

Ce livre permet une approche moderne, mais non tro
abstraite, @ de trés nombreux problémes et théore-
mes d'approximation sur des espaces fonctionnels
variés. L'approximation en moyenne quadratique est
trés détaillée.

E.W. CHENEY Introduction to approximation theory , McGraw Hill

1966, 259 pages

Livre concis et clair, fournissant les théorémes
principaux de ce cours

Y. CHERRUAULT Approximation d'opérateurs linéaires et applica-

tions - Dunod (Paris) 1968

Linear operators and approximation theory -
Hindustan Publishing Corp. India Dehli (1960)

P.P. KOROVKIN

La traduction anglaise est défectueuse.

RALSTON & WIL F. Mathematical methods for digital computers,
Vol. 1 & 2 - John Wiley & Sons (New-York)

J. RICE - The approximation of functions, Vol. I : linear
theory - Vol. Il : general theory - Addison-Wesley
Reading (Ma) USA 1964

Traduction frangaise : approximation linéaire des
fonctions, Vol. I, Dunod 1969

Ouvrage introductif trés clair.

I1 existe un volume II, également traduit en
frangais et qui traite de 1'approximation non
linéaire.
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il existe beaucoup d'autres ouvrages mathématigues
n peut citer notamment les ouvrages suivants, dont
hies sont trés fournies '

The approximation of continuous functions by posi-
tive linear operators - Lecture Notes, Springer-
Yerlag N° 293 (1970)

Approximation of functions, Holt, Rinehart -
New-York 1966, 188 pages

Livre remarquable par son élégance et sa concision.
mais de lecture un peu ardue pour un non mathémati-
cien

Best approximation in normed linear spaces -
Springer-Verlag 1970

Traduit du roumain "Cea mae buni aproximare..."
et posséde des références intéressantes en russe

1°. Fourier analysis and approximation, Vol. I -
Birkhaiser Verlag (533 pages)

Concerne essentiellement 1'approximation des fonc-
tions périodiques et fournit des renseignements
trés riches sinon complets en la matiére

2°. Semi-groups of operators and approximation -
Springer-Verlag 1967 (318 pages)

Smoothing and approximation of functions -
Van Nostrand 1969 (134 pages)

Approximation of functions : theory and numerical
methods (traduit de 1'allemand) - Springer Tracts
Vol 13 (1967)

Linear approximation Math. Surveys N° 9
Providence American Math. Soc. 1963 (544 pages)

Theory of approximation of functions of a real
variable - New-York, McMillan 1963 (631 pages)

du symposium suivant peuvent é&tre utiles

of function : proceedings of the Symposium,
Research Laboratories 1964 - Amsterdam
(220 pages)

des polyndmes orthogonaux , on peut consulter

- Orthogonal polynomials - American Mathematiﬁa1
Soc. - Colloquium Publications Vol. 23, 3e Edition
1967
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Sur les opérateurs d'interpolation

J.G. DHOMBRES - Some converaence theorems in averaging theory
Asian Institute of Technology (Bangkok)
Technical Note N° 34 (1971)

En ce qui concerne 1'opérateur de convolution en général, et non
pas en tant qu'objet de l1a théorie de 1'approximation, on peut
consulter principalement

J. WIDDER - The convolution transform (traduit en francais chez
: Dunod)

En ce qui concerne la théorie des fonctions splines, il existe
une littérature déja énorme. Citons parmi les plus accessibles,
outre les ouvrages précédemment cités

J.H. AHLBERG, - The theory of splines and their applications -
E.N. NILSON Math. in Science and Engineering, Vol. 13
J.L. WALSH Academic Press 1967 (284 pages)

T.N.E. GREVILLE =~ Theory and applications of spline functions -
(editor) Academic Press 1969

IT s'tagit d'un recueil des contributions de divers auteurs & un
séminaire de recherche tenu a Madison en 1968

I.J. SCHOENBERG - Cardinal interpolation and spline functions -
Journal of Approximation Theory 2 (1969)
pp 167-206

La théorie des fonctions splines est placée dans un cadre hilbertien, i la
suite des travaux d'Attéia, dans le livre suivant qui combine les méthodes
de 1'analyse fonctionnelle et les méthodes d'approximation.

P.J. LAURENT - Approximation et Optimisation
Hermann 1972

Un autre ouvrage, prenant les choses & un niveau plus élémentaire, mais
pénétrant, méme a la fois analyse fonctionnelle et théorie de 1'approxi-
mation.

I.P. NATANSON - Constructive theory of functions (En russe),
Gostekhizdat 1949
(I1 existe une traduction anglaise.. et méme une
traduction chinoise fort bon marché).
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[UDEX_ _DES__EXPRESSIONS

Le premier numéro donne le numéro du chapitre, etc; Le sig{e EAF
signifie que la référence est & chercher dans le texte : Eléments
d'Analyse Fonctionnelle. (Nanta Iremica, volume N° 7

Abélien (groupe) 0.2.1 EAF
Adjoint (opérateur) 2.6 EAF

Affine (espace) 0.2.2 EAF

Algébre 0.3.5 EAF

Algorithme de Polya 1.4

Analyse harmonique 3.3 EAF et 2.5
Anneau 0.3.5 EAF

Application 0.1 EAF

Application inverse 0.1 EAF

Appolonius (égalité d'..) 1.A 4.4.9 EAF
Approximation en moyenne quadratique 2 (chapitre entier) et EAF
Approximation uniforme 6 (chapitre entier)

Associative (loi) 0.1 EAF
Auto-adjoint EAF

Automorphisme 0.3.8 EAF

Banach (espace de..) 1.B 6.3 EAF

Base algébrique 0.2.4 EAF

Base hilbertienne 3.8 EAF

Beppo-Lévi (théoréme de..) 1.B 6.7 EAF
Bernstein (théoréme de..) 4.4 et exercice N° 41
Bessel (inégalité de..) 3.8.3 EAF

Bidual algébrique 0.4 EAF
Bijective 0.1 EAF
Bilinéaire (forme) 1.4.4.2 EAF
Biunivoque 0 EAF

Borne d'une fonction 1.A 2.3 EAF

Borné (opérateur) 1.B 3 EAF

Borné (ensemble) 1.B 3 EAF

Bosse glissante (exemple de la..) A.B 6.8 EAF
Boule unité d'espaces 2.6 EAF et 1.5
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Carré intégrable (fonctions de..) 1.B 6.6.2 EAF
Cauchy (critére de..) 1.B 6 EAF

Cauchy (relations de..) 3.2

Cebicev (polyndomes de..) lére et 2e espéces 3.6 EAF
Cebidev (systéme de..) 6.2

Changement de base 0.3.9 EAF

Christoffel (nombres de..) 7.1

Classe d'équivalence 1.B 6.6.2 EAF

Cotes (nombre de..) 7.1

Codimension de 1'opération linéaire P 0.3.4 EAF
CoTncidences (théoréme des..) 3.4.2 EAF

Commutatif 0.2.1 EAF

Complémentaire 0.1. EAF

Complément orthogonal 3 EAF

Complet (espace) 1.B 6 EAF

Complétion d'un espace vectoriel normé 1.B 6.7 EAF
Complétion d'un espace métrique 1.B. 6.6 EAF
Condition de Haar 6.2

Continue (fonction) 1.B 2 EAF

Convexe (fonction) 1.B 6.10 et exercice N° 48 EAF
Convexe (ensemble) EAF

Convexité (inégalités) 1.6.10 EAF

Convolution (opérateur de..) chap. 5 et exercice: N°47
Coordonnées hilbertiennes 2.A 2 EAF

Coercitif (opérateur..) 7.1

Darboux-Christoffel 3.4.2 et exercices N° 35 & 38 EAF
Décomposition d'un vecteur 0.2.4 EAF

de 1a Vallée Poussin (théoréme de...) 6.2
Déterminant persymétrique 2.2

Division d'un intervalle 3.1

Dimension d'un espace vectoriel 0.2.5 EAF
Distance 1.A 1 EAF

Distributivité 0.2.1 EAF

Dirichlet (noyau de..) 5.4

Discrétisation 7.3 '

Droite réelle 1.A 2 EAF

Dual (espace) 0.4 EAF

Dualité topologique 1.B 4 EAF

Dualité (théoréme de la..) 4 EAF
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Ecart 1.A1 EAF

Elément neutre 0.1 EAF

Endomorphisme 0.3.1 homorphisme EAF
Ensemble de mesure nulle 1.B. 6.7 EAF
Ensemble dense 1.B 5.4 EAF

Ensemble de Cebicdev 6.2

Equivalence des normes 1.B 5.3.3 EAF
Espace affine 0.2.2 EAF

Espace hermitien 1.A 4.4.5 EAF

Espace dense 3.8 EAF

Espace de Hilbert 1.B 6.5 EAF

Espace préhilbertien 1.A 4.4.5 EAF
Espace métrique 1.A 2 EAF

Espace vectoriel 0.2 réel 0.2.1 complexe 0.2.1 EAF
Espace normé 1.A 4 EAF

Espace euclidien 1.A 4.4.5 EAF

Espace hermitien 1.A 4.4.5 EAF

Espace 12 A.1 4.5.3 EAF

Espace vectoriel normé complet 1.B 6 EAF
Espace de Banach 1.B 6.5 EAF

Espace L2 avec poids 1.B 6.7.5 EAF
Espace strictement convexe 1.3

Espace de Hilbert séparable 3.8.2 EAF
Espace des fonctions splines <chap. 3
Euclidien (espace) 1.A 4.4.5 EAF
Exponentielle d'une matrice Exercice N° 15 EAF

Faber (théoréme de) 4.6

Famille orthonormale 3.2.3 EAF

Fermé (ensemble) 1.B 5.4 EAF
Fermeture d'un ensemble 1.B.5.4 EAF
Fejer (théoréme de..) exercice N° 35
Fonction génératrice 3.4.4 EAF
Fonction en escalier 1.B 6.6.5 EAF
Fonctions équivalentes 1.B 6.7.2 EAF
Fonction intégrable au sens de Lebesque 1.B 6.6.2 EAF
Forme linéaire 0.3.6 EAF

Forme bilinéaire 0.1.4.4.2 EAF

Forme diagonale d'un opérateur 2 EAF
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Galerkine (Méthode de..) 22

Gauss-Jacobi (méthode de..)7.1 ,
Gram (déterminant de..) exercices N° 19, 21 & 27
Groupe 02.1 EAF

Haar (condition de..) 6.2
Hahn-Banach (théoréme de..) 1.6
Hermite (polyndme d'..) 3.6 EAF
Hermitien (espace) 1.A 4.4.5 EAF

Hilbert (espace de..) 1.B 6.5 EAF

Hirschfeld (théoréme de..) 2.1 et exercice N° 11
Homorphisme 0.3 EAF

Hyperplan 0.4 EAF

Idempotent 3.1 EAF

Image d'un opérateur 0.3.2 EAF

Image inverse 0.1 EAF

Image directe 0.1 EAF

Indépendance linéaire 0.2.4 EAF
Inégalité de Holder 1.B 6.10 EAF
Inégalité de Minkowsky 1.B 4.4.2 EAF
Inégalité de Schwarz 1.A 4.4.2 EAF
Inégalité de Ptolémée Exercice N° 12 EAF
Inégalité triangulaire 1.A.1 EAF
Injectif 0.1. EAF

Intégrale de Lebesgue 1.B 6.6.2 EAF
Interpolation (polyndme d'..) 3al
Interpolation d'une fonction <chap. 3 & 7
Interpolation linéaire 3.1

Interpolation de Lagrange 3.2
Interpolation trigonométrique exercice N° 26
Interpolation d'Abel-Gontcharoff exercice N° 28
Intersection 0.1 EAF

Inverse (opérateur) 0.3.8 EAF

Isométrie 1.B.5 EAF

Isomorphisme 1.B.5 EAF

Jackson (théorémes de..) et (noyau de..) 4.4 & exercices 38, 39, 40
Jacobi (polyndéme de..) 3.6 EAF
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Korovkin (théoréme de..) 4.2

Lagrange (polyndmes d'interpolation de..) 3:1

Laguerre (polyndmes de..) 3.6 EAF

Lanczos (méthode de..) 6.3

Linéarité de l1a meilleure approximation 2.1

Lebesgue (intégrale de..) 1.B 6.6.2 EAF
(polyndme de..) 3.2 EAF & 5.3

Legendre (série de..) 4.4.3

Lemoine (point de..) exercice N° 20

Limite 1.B.1. EAF

Linéaire (forme) 0.3.6 EAF

Linéaire indépendance 0.2.4 EAF

Lipschitz (condition de..) 4.3

Legendre

Mal conditionné (systéme) 2.4

Matrices transposée, conjuquée, adjointe 0.3.9 EAF
Mesurable 1.B 6.6.2 EAF

Méthode de quadrature 7.2

Métrique (espace) 1.A.1 EAF

Meilleure approximation 1.1

Minkowsky (inégalite de..) 1.A 4.4.3 EAF

Module de continuité 4.4

Moyenne quadratique (approximation en..) chap. 2 & 3
Mintz (théoréme de..) 4.4

Neutre (&l1ément) 0.2.1 EAF

Nombres de Christoffel 7.2

Normes 1.A.4 EAF

Norme d'un opérateur 1.B.3 EAF

Normes équivalentes 1.B.5 EAF

Noyay reproduisant (théoréme du..) 3.4.2 EAF
Noyaux régularisants 5.4

Noyaux ultrarégularisants exercice N° 46
Noyau de Féjer 5.4
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Opérateur continu 1.B.3 EAF

Opérateur 1inéaire 0.3 EAF

Opérateur positif 4.1

Opérateur hermitien 3.2 EAF
(

Opérateur symétrique (opérateur hermitien sur un espace
préhilbertien réel) EAF

Opérateur d'interpolation chap. 3
Orthogonalité 1.A.4 EAF et exercice NO 10
Orthogonal (sous-espace) 0.4.1 EAF
Orthogonaux (polyndmes) 3.3 EAF

Orthonormée (base) 3.2 EAF et 2.5
Orthonormalisation de Gram-Schmidt 5.3 et EAF

Parseval (formule de..) 3.8.3 EAF
Persymétrique (déterminants) 2.4
Préhilbertien (espace) 1.A 4.4.,5 EAF
Presque-partout 1.8 6.6.2 EAF

Proprieté K 4.1

Propriété de 1'alternance 6.2

Projection orthogonale 2.2

Prolongement (théoréme de..) 1.B 6.6 EAF
Projection (théoréme de la..) 2.2

Polya (algorithme) 1.4

Polynémes de Bernstein 4.6.3

Polyndmes orthogonaux 3.3 EAF
Pseudo~-norme 7.3

Pythagore (théoréme de..) 1.A 4.4.7 EAF

Rang d'une application linéaire 0 EAF
Régulraisation d'une fonction 5.4
Récurrence (formules de..) 3.4.1 EAF
Réponse en fréquence du systéme 5.1
Restriction d'un popérateur 0.3.4 EAF
Réunion 0.1 . EAF

Rodrigués (formule da..) 3.4.2 EAF
Runge (phénoméne de..) exercice N° 44
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Scalaire (produit) 1.A 4.4.1 EAF

Schwarz (inégalité de..) 1.A 4.4.2 EAF
Semblable (matrice) 0.3.9 EAF

Série de Fourier 2.5 et EAF

Somme directe 0.2.5 EAF

Sous-espace métrique 1.A.3 EAF

Sous-espace vectoriel 0.2.3 EAF

Sous-espace vectoriel engendré par A 0.2.4 EAF
Sods-espace supplémentaire 0.2.3 EAF

Spectre d'un opérateur exercice N° 49 EAF
Splines (fonctions..) <chap. 3 Splines naturelles 3.4
Stricte convexite 1.3

Supplémentaire (sous-espace) 0.2.3 EAF
Surjectif 0.1 EAF

Symétrique (&1ément) 0.1 EAF

Systéme de générateurs 0.2.4 EAF

Systéme libre 0.2.4 EAF

Systéme total 3.8 EAF

Théoréme des bases hilbertiennes 3.8.3 EAF
Théoréme de Haar exercice N° 57

Théoréme de Markov exercice N° 60

Timan- (théorémes de,.) 4.3

Transformations (produits de..) 0.1 EAF
Transposé (opérateur) 0.4.3 EAF

Totalité des polyndmes orthogonaux 3,8.6 EAF
Tapologie 1.8

Unisolvent (systéme) 6.2
Unifére (anneau) 0.3.5 EAF
Unite (é1ément) 1.2+«1 EAF
Unité approchée 5.4

Vectoriel .(espace) 0.2 EAF
Vitali (théoréme de..) exercice N° 42

Voronovsky (théoréme de) 4.6.3

Weierstrass-Bolzano (théoréme de) 2.A.5 EAF
Weierstrass (théoréme de..) 4.3

Zygmund (théoréme de..) 4.3






