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Fidéle au but de la collection Nanta Iremica, ce volume ne prétend pas €tre une référence universelle.
Notre but est de favoriser chez chacun, une synthése personnelle favorisant 1'accés @ des ouvrages plus complets

que notre modeste contribution.
Nous avions au départ trois objectifs

1) Fournir un document théorique montrant comment unc démarche axée sur les transformations et des
configurations géométriques permettait de construire la géomitrie affine réelle.

2} Démontrer explicitement 1'équivalence de plusieurs présentations de la géométrie affine et replacer

celle-ci par rapport a4 la géométrie euclidienne 4 la g€ométrie projective et i 1'algdbre lindaire.

3) Tllustrer sur une progression effectivement suivie en 4&, comment les id€es théoriques dégagées

au cours des deux premiéres phascs ont influencé, voire déterminé, une progression en 48,

Autour de ces trois objectifs, deux groupes IREM ont fonctionné en 1975-1976. Ce volume est un compte

rendu de leur travail.

Par rapport aux cbjectifs initiaux, nous avons réalisé les cbjectifs 1) et 3) et partiellement le point
2). Le point 2) nous apparaissait trés important et insuffisanment développé par le travail de 1'année 1975-1976.
Nous pensons au cours de cette année y consacrer un volume sans doute en collaboration avec un groupe travaillant
cette annfe sur la géométrie dansile second cycle. Le travail réalisé 1'an dernier nous a conduit 3 dégage; en
cours de route un autre aspect : la recherche d'exercices et surtout de situations exploitables en 4&. Nous
avons donc ajouter d ce volume les résultats les plus significatifs que nous avons eus dans cette direction. Ces

résultats ne sont que des ébauches mais le livre s'adressant & des professeurs et non A des &léves de caractére

semi fini du produit, ne nous semble pas intéressant.

Ce volume a été congu pour €tre accessible sans aucun prérequis et nous avons démontré au fur et 3 mesure

=

les résultats dont nous avons eu besoin. Cet a priori mous a conduit bien entendu & allonger le texte.

C'est en tenant compte des programmes actuels que ce volume a €té Ecrit notamment dans le but d'étre

utile a des enseignants du ler et du second cycle.

I1 va de soi que pour nous, ce travail sur les fondements de la glométrie ne saurait &tre assimilé 3 toute
la géométrie, tendance néfaste et présente malheureusement dans 1'enseignement. Ce travail n'est qu'une premiére
Etape dans un prechain volume nous montrerons comment sur cette base ont peut poursuivre utilement un programme

de géométrie.

Méme si 1'€criture du document définitif a été faite par deux d'entre nous, ce volume est le fruit d'un

travail ceollectif. ‘ !




Nous pensons que la collsboration étroite que nous avons entretenue nous a pemmis d'utiliser, au mieux
les compltences diversifides que nous avions. Nous espérons avoir évité la coupure d notre avis stérile entre

approfondissement théorique et précccupations pédagogiques

En terminant cette introduction, nous tenons & remercier les stagiaires de 1'I.R.E.M. avec qui, depuis
Septembre 1574, nous avens eu de nombreuses discussions et qui ont eux aussi tme part impertante dans ce
document .

- Monique CUILLAC
- Héléne JOUVET
- No&l ESARD

— Jean Pierre LETCURNEUX

Nous remercions €galercnt Mademoisel!ls Catherine LESAULT qui a assuré la frappe du document.




CHAPITRE ©

STRUCTURES ET ISOMORPEISNES J

Etant donné un ensemble, on dit que cet ensemble est runi d'une structure s'il existe des relations données

entrc des éléments ou des partiss de cet ensemble.
Par exemple si G est un ensemble vérifiant :
(V xeG (Yye0) (3! ze3) (x=y=2z)
(NxeG (YyeG (YzeG ((x#y)x z=xx(y» 2))
(3 e €0G) (9 x € G) (x¥e=exx=2x)
(VxeG (3x' el xax'=x"%x-=¢)
On dit que (G, #) est un groupe.
Lorsque l'on s'intéresse a des ensembles munis de la méme structure, on s'intéressera aux applications
compatibles avec cette structure ; ces applications seront les morphismes de la structure.
Par exemple si (G, #) et (G', T) sont deux groupes, les morphismes de groupes de (G, )
vers (G', T) sont les applications f : G —=(G' vérifiant :
Vxe® (Vye® (flxxy =£0)TEQ) )
Un cas particuliérement important est celui oll le morphisme f est bijectif et ol 1'application £
est-elle aussi un morphisme.

On dit alors que f est un isomorphisme pour la structure considérée.

Enfin il arrive souvent qu'un méme ensemble soit muni de plusieurs structures de nature différente ; il

nous faudra alors regarder si ces structures sont compatibles entre elles.

Par exemple (R, +, .) est un corps (R, €) =st un ensemble iotalement ordonné et
ces deux relations sont compatibles donc (R + + <) est un corps totalement
ordonné.

Par contre sur I la relation d'ordre (a divise b) n'est pas compatible avec la

structure de groupe de (Z +).

§ 1 UN EXEMPLE : LES ENSEMBLES ORDONNES [RESP. TOTALEMENT ORDONNES)

DEFINITION
On appelle ensemble ordonné un couple (X, R) ot X est un ensemble et & une
relation d'ordre sur X.

Si la relation d'ordre R est totale [i.e (YxeX) WyseX) xRy ouyl x)]

on dit que (X, N ﬂ est un ensemhle totalement ordonné.




Exenple

1IN, €) est un ensemble totalement ordonné

(N, ... divise ...)

n'est pas un ensemble totalement ordonné mais est un eénsemble orvdonni.

lLes morphismes de la structure d'ensemble ordorné sont les applicaticns croissantes
TP PP

DEFINITION —
On dira qu'une application f : X—=Y ou (X,R) et (Y, £ sont deux

ensembles ordonnés est une application croissante si

(v x €X) (‘dxz eX) (x Rx —= flx) IF(x))

Pour deux ensembles ordonnés (X, %) et (Y, ) un isomorphisme d'ensemble ordonné est unc application

f: Xe—e— =Y vérifiant :
1)
2)

3)

f est une bijection
f est une applicaticn croissante

-1 . )
5 3 est une application croissante.

inrsgque deux ensembles ordonnés sont isomorphes en tant qu'ensemble ordenné on dit qu'ils sont semblables.

REMARQUES

1)

2)

4)

3)

Un morphisme bijectif n'est pas nécessairement un isomorphisme 1 est une

IN
application croissante bijective de (IN, ... divise ...) dans (IN <) mais

ce n'est pas un isomorphisme d'ensemble ordonné.

(IN =) et (Z, <) ne sont pas isomorphes en tant qu'ensemble totalement
ordonné (cn dit aussi semblable).

Dans (IN ) toute partie a un plus petit £lément, cette propriété n'est pas

“raie dans (2, <).

(2, <) et (@, <) ne sont pas semblables. Dans @ il y a toujours un nombre
c compris entre deux nombres distincts a et b ; cette propriété n'est pas

vraie dans 2 (ou dans 1IN).

Si (X,85) est un ensemble (totalement) ordonné, et si Y est une partie de X
alors Y mmi de /Y est un ensemble [totalement) ordonné. L'inclusion

canonique i : Y—SX est une application croissante.

Plus généralement si X est un ensemblz muni d'une structure (par exemple de
groupe) on s'intéresse aux sous-ensembles de X stable pour les axiomes définis-

sant la structure ; c'est-d-dire tel que 1'inclusion canonique soit un morphisme.



6) Si (X,R) , (¥,X) et (Z, %) sont trois ensembles ordonnés, f : X ___4Y
une application croissante g @ Y Z une application croissante alors

gof X____, 7 estune application croissante.

7) 51 (X,R) est un ensemble ordonné alors 1)( : X X est une application

croissante. X—3 X

8) Lorsque nous aurons des ensembles muni d'ume structure il nous faudra nous poser

des question analoques aux remarques 6) et 7).

Une démarche essentielle des mathématiques est de décrire complétement a isomorphisme prés les chjets

vérifiant une structure donnfe. . .

En ce qui concerne les ensembles totalement ordomnés dénambrables, on va démontrer qu'ils sont 3 isomorphisme

d'enseable ordonné prés des sous-ensembles de 1'ensemble des rationnels @ ordonné par <.

Auparavant, la proposition ci-dessous va nous permettre de montrer que si on restreint notre étude aux

ensembles totalement ordonnés, alors les applications croissantes bijectives sont les isomorphismes.

PROPOSTITION
Soit (X,R) et (Y,*¥) demx ensembles ordonnés, f wune application croissante
bijective de X dans Y.

Si (,8) est totalement ordonné alors (Y, ¥) est aussi totalement ordomné et

f est un isomorphisme.

DEMONSTRATION
1) Soit y et y deux éléments de Y. f étant bijective, il existe x et
1 2 1
x dams X telsque vy =f(x),vy = f(x )
2 1 1 H 2

Come= (X, R) est totalement ordonnd

X Q X ou Xm,}(

1 2 2 1

CORe 1 est croissante
y ou ;
8 & Y, y,8 7
donc (Y,8) est totalement ordomné.

2) { étant croissante on a
x @ X, ==Y, ¥ 7, (1)
et x x® X =37, % Y, (2)
(2) est équivalent 4 (2')
non (v: b yl):) non (xz ; )..]]{2') comme x et y sont totalement ordonnés
(2') est équivalent a (3) : Y, b= 1 Y, =N X'GL X,

f €tant bijective la relation (3) traduit que £ est une application croissante.

i —— e SN - e




COROLIAIRE

Si (X, et (¥,® sont deux ensembles totalement ordonnés

f est un isomorphisme ———3f est une application croissante bijective de

X dans Y

PR(HUSIT]QE
Tout ensemble totalement ordonné déncmbrable est semblable 4 un sous-ensemble

de (@, <

8i X est fini alors X étant totalement ordomné a un plus grand élément X, 3
si n = card X.

11 suit que X - {xn} a un plus grand €lément X .. En itérant ce procédé X, ©
est senblable a ([n] s s}.(])

&1 X est infini X é&tant dénombrable, on peut 1'écrire sous la forme

X # X si 1#7]

Définissons f[xo] =0

On va par récurrence construire une application croissante et injective £ de X

dans €. (X, g) étant totalement ordonné on a :

X X ou X &%
o 1 1 o

§i xj <x on choisit f(x )
1 1

If

r tel que O0c< r‘

51 x < X, on choisit f(x ) =r telque 1T <o
1 1 1 1
Supposons la fonction £ défini jusqu'a X -

51 X 41 est plus petit que tous les Xy x1 -ee X, oON choisit Toe1 = f(xn+1)

tel que r

1 soit strictement plus petit que T

o T wew T,
0 1 n

Si e est plus grand que tous les Xy e X on choisit Bt ® f(xn+1)

plus grand strictement que les Tos T wow Tpo
1

Enfin, si aucun des 2 cas ne se produit on prend X le plus grand des xi(i < n)

tel que X, <X et x. le plus petit des x. (j £ n) tel que x. > x

n+1 b j n+1"

| On peut alers prendre pour

Par construction f est une application injective croissante de X dans Q donc

un isomorphisme de X sur £(X).

M

on notera

[ =1{1,2 3...n}




§ 2 DEUX MOTS SUR LES ENSEMBLES MUNIS DE PLUSTEURS STRUCTURES

Sur un ensemble X plusieurs structures peuvent étre définies en nlme temps.
11 s'agit de préciser si elles sont computibles entre elles.
Exemple :
Si G est un groupe multiplicatif (par excmple) sur lequel une velation d'ordre a été difinie. On souhaite

que la multipli-ation soit compatible avec la relation d'ordre totale, c'est-i-dire :

a_);b:)ac 3 bc
azb:>ca 3 ¢b

Ces deux relations entrainent que si a>1 et b>1 (1 est :'élément neutre de G) alors ab > 1.

Sionpose S={a:a>1}. Pour quz > soit compatible avec la structure de groupe il fant .u:

5.5 €S m

Si a>1 alors aa ' >a ! d'od 1>a ! 1Iarelation 3 €&tant une relation d'ordre totale alors G
lest. 1'union disjointe : Sv{l} v 51 (2)){et pour tout b€ G onapour a €S ba > b
dioi bhabls.

Donc nécessairement : bSh 8 (ii)

On demontre que ces 3 conditions sont suffisantes et que la relation a > h est équivalente &3 a h_1 e S

Par exemple : R + &) est un groupe ordonné
R, x <) estun groupe ordonné
®R -0, x ) n'est pas un groupe ordonné,
Nous reviendrons plus tard en détail sur la notion de corps ordonné, contentons nous d'en donner ici la
définition.
Un corps Kk est ordonné s'il existe une partie P tel que ¢ '
1) k=Pu (-P) U O
2) P+PcCP (k, +) est un groupe ordonné
3) PB.PCP (un produit d'éléments positifs est positif)
Démontrons que si k est un corps ordonné tout carré est positif. En effet s1 x k -0
Si x¢P d'aprés 3 x? € P
Si x4 P alors d'aprés 1 -x € Pdonc (-x) (-x) = x2€ P
S1 1'on réfléchit un peu sur la construction des nombres, il faut remarquer que "'1'amélioration' obtenue
sur une structure entraine des "modifications", voire la disparition de la compatibilité avec les autres structures.

(IN, +, ., €) est un monoide ordonné +

est un monoide ordonné pour




tout sous-ensemble non vide a un plus petit

La relation < est une relation de G en cordre (i.e
£1ément).
(2, +, . ) est im ammean ordonné
& n'est plus une relation de bon ordre.

son ordre est discret mais la relation £

<) =est 1m corps ordomné
<b 3Je:! a<c<b) mais i1 y a des "trous" (coupure ouverte

(Q) -Q', -

Son ordre est dense (i.e si a

©on construit alors
"trous')

M, +, - «) gui est un corps ordonné dont 1'ordre est continu (pas de
Suor de plan algébrique R n'est gudre plus "intéressant' () que @ il y a des polynOmes
+ 1) gqui n'ont pas de racines dans R.

on construit

x?

Pour parfaire algébriquement R
(€ + .) guiestalgébriquement clos (tout polyndme sur admet une racine)
mmais cette dernitre €tape en améliorant la structure algfhrique de corps mous interdit d'espéry

d'avoir un corps ordomé (i? = -1).

(i)

Notons cependart que la caractérisation des polynémes premiers sur MR(i.e n'ayant pas de racines dans R)
0.

+5% plus simple gque la caractérisation des polyndmes premiers sur




CHAPITRE 1

LE GROUPE DES DILATATIONS

Le but de ce chapitre est de dégager les propriétés d'une structure dont la seule notion est celle de

direction. Cette notion étant définie par les seuls axiomes d'incidence.

Conformément aux idées développées dans le chapitre O, nous nous intéressons d'abord aux bijections du plan

dans lui-méme qui pertubent 'le moins' la notion de direction.
qui p ic moins girection

C'est pourquoi, nous nous intéressons aux dilatations qui sont les applications bijectives o(transformations)

du plan dans lui-méme telle que si 1 est une droite 1 et g(l) ont méme direction.

§ 1 POINTS DE DEPART ) .

L'observation dans le plan physique conduit naturellement 3 &tudier les propriétés d'un ocbjet mathématique

vérifiant les axiomes d'incidence.

Un plan est la donnde d'un ensemble non vide = et d'un sous-ensemble D de § T) ne contenant pas
P p

1'ensemble vide, vérifiant les 3 axiomes suivants :

AXIOME 1

Etant donné deux points (éléments) P, Q distincts de 7 il existe une et une

seule droite 1(€lément) de D telle que P soit sur 1 (appartienne 4 1) et

Q soit sur (appartienne i) 1.

DEFINITION
Deux droites ]i et 12 de @ seront dites paralléles au sens strict si 11 n 12= @

Deux droites 1 et l2 seront dites paralléles si elles sont confondues ou paralléles au sens strict.
1 .

AXIOME 2

Etant donné un point P et une droite 1 il existe une droite m et une seule

telle que P soit sur m et 1 paralléle & m (notation 1//m)




PROPOSITION 1-1.

Le parallélisme est une relation d'équivalence

DEMONSTRATION

- la relation est symétrique

- La relation est transitive. Fn effet :

L

1
passent par P d'aprés 1'Axiome 2 1 =
1

- La relation est réflexive. Toute droite est confondue avec elle méme

car l'intersection de deix ensembles est symétrique

Supposons 1 //1 et 1 4/ 1.8 1 N1 =0 alors 1 //1 par
1 2 2z 3 1 3 1 3

définition. €4 P 1 N 1 alers 1 et
1 3

1  sont deax paralléles 4 1
3 2

1 et dans ce cas encore 1 I/ l3
3 1

TEFINITION
line classe 4!
e droites paralléles définit une direction de droites,
Pour s'assurer de 1'intérét de la notion de parallélisme
pfonfirie ne soit pas celle de la droite) il nous

de m, c'est le sens de 1'axiome suivant.

AXIOME 3

Equivalence de droite paralléles est appelée un faisceau de droites paralléles. Un faisceau

que nous venons de définir (i.e pour que la

faut nous assurer qu'aucune droite m'est la partie pleine

11 existe 3 points A, B, C 1on alignés.

1es quelques résultats qui vont suivre ont pour but de préciser comment ume droite est inclus dans le plan.

{PROPOSITION 1-2

Un ensemble vérifiant les 3 axiomes ci-dessus

4 au moins guatre points.

e seule m passant par C et paralléle 3

11 en résulte que 1nmn {A, B, C} = @.

4

et (AB) sont strictement paralléles. On a donc :

1 et m appartenant i deux faisceaux distinct de droites paralléles ne

1 DEMONSTRATION
m D'aprés 1'axiome 3, il existe 3 points non alignés : A,B,C
1 AL L D'aprés 1'axiome 2, il existe ime droite et ime seule’
1 vpassant par A et paralldle i (BO).
D'aprés le choix de A, B, C nmn alignés, 1 et (BC)
B C

sont strictement paralléles.

Je méme, d'aprés 1'axiome 2, il existe mme droite et

(A,B). A, B, C #tant non alignés m

1nE) =p et m n (AB) = f.

sont pas

{peralléles donc 1nm# @, I1 suit qu'il existe D€ 1nm D ¢ A, B, C}.




PROPOSITION 1-3

Dans une géométrie vérifiant les 3 axiomes précédents, il y a au moins 3

directions de droites distinctes.

DEMONSTRATION

D'aprés 1'axiome 3, il existe 3 points non alignés A, B, C

»C D'aprés 1'axiome 1, il existe les droites (AC), (AB) et (BC)

Le faisceau engendré par la droite (AC) est distinct de ceux

=73
=13

engendrés par (AB) et (BC) car (AC) N (AB) # @ et
(AC) N (CB) # ® d'une part, d'autre part (AC) # (AB) et (AC) # (CB) car
A, B, C ne sont pas alignés.

Pour les mémes raisons (AB) et (BC) engendrent des faisceaux distincts entre eux.

PROPOSITION 1-4

Sur toute droite il y a au moins deux points distincts. -

DEMONSTRATION

Soit 1 une droite 1 # @ ,donc il existe P appartenant 3 1 d'aprés axiome
3, il existe Q #. 1. D'aprés la proposition 1-3 et 1'axiome 2, il existe '
passant par Q une droite & non paralléle & 1 et non paralléle i (PQ).

11 en résulte § N1 #P et énlﬁP.

1 a donc au moins deux points P et R = §n 1,

PROPOSITION 1-5

Soient 1 et m deux droites, il existe une bijection de 1 sur m.

DEMONSTRATION

1) si 1 et m sont confondues, c'est éyident.

2) supposons 1 et m distinctes envisageons d'abord le cas ou 1 et m ne sont
pas paralléles. D'aprés la proposition 1-4,
si ‘0 est le point d'intersection de 1 et

de m, il existe des points P et Q distincts

Hi et distincts de O appartenant respectivement

3\

1 a 1l et m
La droite (PQ) engendre un faisceau différent des faisceaux engendrés par 1 et m.
D'aprés 1'axiome 2 1'application qui a tout point" de 1 associe M=mn 6y ol Sy

est la paralléle a (PQ) passant par M




- 10 -

3) Sil et m sont strictement paralléles alors il existe sur 1 et m deux

\ ) points P et Q. On applique 1'axiome 2 au
P

1 faisceau engendré par la droite (PQ).
COROLLAIRE 1-6

Soient 1 wunc droite etc/’{un faisceau de droites paralléles, il existe une

bijection de m sur 1.

1) Compte-tenu de 1-5 on peut supposer 1 q{/{ En effet, si 1€,4, il existe

m et d'aprés proposition 1-5 1 et m sont en correspondance bijective
prés prop pond

2) Si 1¢.4 d'aprés 1'axiome 2 1'application qui a toute droite m €% associe

m N1 est bijective.

PROPOSITION 1-7
La plus petite g€amétrie vérifiant les 3 axiomes possédent 4 points. Elle est

déterminée de fagon unique : les droites sont les sous-ensenbles ayant 7 €léments.

DEMONSTRATION

1) D'aprés proposition 1-Z, il faut un ensembie avant au meins 4 points pour que
P b ] b p q

soient vérifiés les axiomes 7, 7, 2.
2) D'aprés la proposition 1-4, 1'encemble f) est nécescairement inclis dans 1'ensemble
des parties ayant deux 8lé&ments

3) D'aprés 1l'axiome 1 et l'axiame Z D est nécessiaitement exacirment 1'ensemble

des parties ayant deix &léments.
4] 81 E a 4 Eléments et si on prend pour D 1'ensemble des parties de E ayant

2 €léments alors il est évident que (E, ) satisiait aw axiomes 71, 2, 3.

Femarquons que cette dermigre proposition montre gue, sous-réservs Jde la non centradiction de la Théorie
des ensembles (ayant un nmombre fini d'€léments), 1la thforie que nous construisons & 1'aide des axiomes 1; 24 3

€.t mor contradictoire.



= I =

S
Rappelons que si k est un corps un systéme de deux équations & deux inconnues : ( x, y)

c:x+8y+-\r=0

aXx+ gy+y'=0

o 8 o B

posséde une solution unique si et seulement si #0 n'a aucune solution si =0

o' BI‘ (1‘ Bl
%

et s'il n'existe par A € k  tel que : a=2a' 5, B=2A' , y=2iy

a B
Ce systéme a ume infinité de solutions si =0 et siilexiste Aek tel que o =ia' ,

(1‘ Sl'

g=2A8' 5, v=2i

Si 1'on impose o ou g non nul alors :
1) 1'ensemble des points (x, y) € k® vérifiant ox + 8y + v = O est non vide
2) cct ensemble est distinct de k2
DEFINITION

On appelle droite de kﬂ ol k est un corps, 1'ensemble des points de k2
vérifiant une relation omx+gy++vy =0 ol (x, Y)e k¥¥ et "ol o, B, v sont

des €léments de k tels que o ou 8 soient mon nul.

D'aprés le rappel, il est clair que ¥* mmi de cet ensemble de droites vérifie les axiomes 1, 2, 3.
L'_a question qui se pose a nous est la suivante :
Ftant domné un ensemble 7 ayant une structure vérifiant les axiomes 1, 2, 3 peut-on construire un corps k

tel que 1'on puisse "interpréter" w comme k* mmi de la structure affine définie ci-dessus ?

1a r&ponse est non si on n'ajoute pas d'axiomes. Mais nous allons montrer que sous la seule réserve que
J qu

ia glométrie ait assez de transformations conservant la directicn, il en est ainsi.

§ 2 DILATATIONS - CLASSTIFICATION

D&s que nous avons un couple (m,4p) vérifiant les axiomes 1, 2, 3 la seule notion que nous pouvons

déterminer est celle de direction de droites.

Nous allons donc nous intéresser, conformément 3 1'esprit du chapitre 0, aux transformations (i.e les

applications bijectives) de 7 dans 7 conservant la direction.

DEFINITION
Une dilatation O est ume transformation du plan 7 sur lui-méme vérifiant :
Si P, Q sont deux points distincts, si P' et Q' sont leurs images par ©

alors (P' Q') est parallgle 3 (PQ)

="

L'ensemble des dilatations n'est pas vide car 1'application identique en est une.
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PROPOSITION 1-8

Si o est une dilatation et 1 ume droite alors 1 et ¢(1) sont 2

droites paralléles

DEMONSTRATION
Soit 1 une droite P un point de 1 d'aprés la définition d'une dilatation
et l'axiome 2, o(1) est inclus dans la paralléle 3 1 passant par P' = o(P).
Réciproquement, soit un point Q' de 1' qui est la paralléle 3 1 passant

par P'.

1 Soit m' la paralléle a (PP') passant par
Q' ; soit Q=1n m'. Come o est une
dilatation 1'image o(Q) de Q est sur 1'

et sur m' donc Q' = o(Q

Ce qui €tablit que 1' est inclus dans o(1). D'od 1' = o(1).

PROPOSITION 1-9
Une dilatation o est complétement déterminfe par les images P' et Q' de

deux peints distincts P et Q.

DEMONSTRATION
1) Si R n'est pas aligné avec P et Q les droites (RP) et (RQ) sont
distinctes. D'aprés la proposition 1-8, R' est 1'intersection des paralléles
ad (RP) et (RQ) passant respectivement par P' et Q'.
2) Si R est aligné avec P et Q d'aprés 1'axiome 3, il existe S non aligné

avec R et P. D'aprés 1 on peut construire S'. En appliquant 1) 4 P et

S on construit R'.

PROPOSITION 1-10

Si o est une dilatation et P n'est pas un point fixe de ¢ alors la droite

(P o (P)) est globalement invariante par o.

DEMONSTRATION
Posons P' = ¢(P). Soit Q un point de (PP') ; Q' = o(Q) est sur la paralléle

a (PQ) passant par P'. D'aprés i'a.xiomc 2 (P'Q") et (P, Q) sont confondues.




- 13 =

DEFINITION

On appelle trace d'une dilatation ¢ toute droite globalement invariante par ao.

D'aprés les propositions 1-9 et 1-10, on constate :
1) Une dilatation qui a deux points fixes est 1'identite

2) Toute dilatation admet des traces.

PROPOSITION 1-11

Si 1 et m sont deux traces distinctes d'une dilatation o. S1 1N m# @
alors P =1Nm estun point fixe de o. Réciproquement si P est un point

fixe de ¢ alors toute droite passant par P est une trace de o.

DEMONSTRATION
1) Si 1 et m sont deux traces de ¢ par définition o(lem) ¢ 1 et
c(lnmlem d'oi og(lnm=1nm
2) Si o(P) =P soit 1 une droite passant par P.
§i Qe 1l alors (P &(Q)) est paralléle & 1 passant par P d'aprés

1'Axiome 2 .(P dg(Q) = 1. Donc 1 est une trace de o&.

I1 résulte de ces propositions que nous avons la classification suivante des dilatations en fonction de leurs

points fixes et de 1'ensemble de leur traces.
2 points fixes : c'est 1'identite, toute droite est une trace
1 point fixe : les traces sont les droites passant par ce point
0 point fixe : toutes les traces sont paralléles. Miewx, d'aprés les propositions 1-10 et 1-11, ce sont

toutes les droites d'un faisceau de droites paralléles.

DEFINITION

On appelle translation, une dilatation qui est 1'application identique ou qui n'a pas de point fixe.
Si une translation t est différente de 1'identité, ses traces déterminent une direction de droite. On dit que

cette direction est la direction de la Translation rt

PROPOSITION 1-12

Une translation 1 est complétement déterminée par 1'image d'un point P

| DEMONSTRATION

Posons +t(P) = P'

1) si 1(P) =P alors T est l'identité
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2) Si P'#P ladroite (PP') est une trace de T et détermine la
direction de 1.

Soit Q un point. Si _Q?f (PP') alors o(Q) = Q" vérifie :

- (P'Q"Y) // (PQ) car est une

dilatation.
= (PP') // (') car (PP") et (Q")

sont deux traces de la translation T.

I1 résulte de ceci et de 1'axiome 2 que Q' =1lnm o) 1 est la paralléle

4 (PQ) passant par P' et m la paralldle i (PP') passant par Q.
Si Q est un point de (PP') on pose d'aprés 1'axiome 3 par 1'intermédiaire
d'un point R non aligné et 1'on applique la démonstration précédente deux

fois. (voir figure ci-dessous).

S

Scienc D et T les ensembles des dilatations et des translations, comme 117 €T Ces ensembles sont
non vide.
L'ensewble des transformations d'un ensemble dans lui méme est un groupe pour la loi de composition.
Nous allons montrer que D et T sont des sous-groupes du groupe des transformations d: ;7an dzns lui méme.

Auparavant, nous inclurons un cours rappel d'algébre générale.

§ 3 GROUPE - SOUS-GROUPE - RELATION D'EQUIVALENCE

Rappelons sans démonstration que si (G ,¥%) est un groupe , un sous ensemble H est wun sous-groupe de G
si et seulement si
1) H#AQ
2) Vx e H Vyé.H x;ynlﬁH.

B
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ou encare 31 ot seulenent si
1V HED
. = =1 = . .
2y x el x & H (x inverse de x  dans
v ! ~
2"y VxeH YveH X sy €H.
Si Cﬂ. @St un groupe ¢t Boune relation d'équivalence, on dit (e R oest compatible 3 droite (resp 3

gauche) (resp & droite et

(r'esp (VxeG) (VycQ (Vzeq

[resp (Vxed) (Vye6) (Vie 6 (xR y=—>(x.z R y.

d gauche) si

U{x € G) L‘V’)‘ e G) ;\1; ¢ =) x.z R y.z)

G) (x Ry
(xRy == z.X R .}']]

et

% R 2oy} ]

PROPOSITION 1-13

S1 R est une relation d'équivalence compatible & droite (resp a g..";uche) dvec

la structure de groupe de (G .)

) H={xRe ; x€G} .ol e est 1'élément neutre de G ‘est un sous-groupe
de G

2) xRy&e= xy"]g H (resp xR'yc:;y'1 x € H)

DEMONSTRATION
Nous rédigeons la démdnstration dans le cas de la compatibilité i droite. Une

démonstration analogue est i faire pour la compatibilité & gauche.

1) H est un sous-groupe.
D'aprés la réflexivité de R H#@
51 x€H onad'aprés la compatibilité a droite e R x d'aprés la
symétrie, il suit x| € H.
Si y €H alors d'aprés la compatibilité i droite xy Ry d'aprés la transi-
tivité et la symétrie xy e H donc H est un sous-groupe de G,
2) Si xRy alors d'aprés la compatibilité xy—T e H,
Si xyqe H alors d'aprés la compatibilité (et 1'associativité) x R Y.
COROLLAIRE 1-14 e
Si H est un sous-groupe de G les relations
: / ; =1 3
(VYxeG) (Vyen (x R ye&e=xy e h)
Vxe6 Vyen o R ye=y | x e H)
sont des relations d'équivalence. R est compatible 3 droite et R2 est compatible
1

d gauche.
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1; 11 est Svident I t <ant relations d"équivalence
2) draprés o prepositicn 118 #:7 wulpatible & droite et R compatible
: a puvche.
I
L e o S
T1 résalte de ce corolizire que Uham peut Lientivisr Jes cesntunns d'equavalence compatible a droite

{resp & gauche) wux sous-groupes do  G.

PROPOSITION 1§ wommommssmmmimi
Avec les rotations du corcllaire 1-14 et de la proposition 1-13, ume relation
d'équivalence définie par le sous-groupz H est compatible & droite et & gauche
51, et seulement si, les relations }{1 et Rl sont égales.

Cette condition est €qguivalente 3 (¥ xeG) (x ll}c-1 = H)

Cn dit alors que H est un scus-groupe normal de G (on dit ‘aussi distingué)

DEMDNSTRATION
1) D'aprés la proposition 1-13 Si K est compatible & gauche et i droite, alors
R =R =R
%
2) Si H est un sous-groupe tel que R = R2 =R alors d'aprés le
1

corpllaire 1-14 R est compatible & droite et @ gauche.

H
P

Si R est compatible & droite et & gauche on a :
(fx €6 (YyeH Gyx'eH

1

d'ol (¥x€C) (xHx 'e¢H)

et €galement (¥ x € G) ' HxcH

1

d'ol (Hxe G (xHx ' =H

4) Si H vérifie (¥x€G) (xHx  =H) alors (Yx&€6 (xH=Hx)
donc R, =R, =R estune relation d'équivalence compatible 3 droite et

a gauche.

Soit 1'ensemble quotient G/R  une guestion naturelle se pose : peut-on munir G/R d'une structure de
groupe: 1l gque 1'application canonique

6._¥ yom

X — ey X

spit mm honoporphisne de groupe 7
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PROPOSITION 1-16
On peut mmir G/R d'une structure de groupe telle que Y soit un homorphisme
de groupe si, et seulement si, R est compatible i droite ét 3 gauche (c'est-i-
dire si, et seulement si H est un sous-groupe normal de G). Dans ce cas, la

structure est unique.

DEMONSTRATION

1) Unicité de la structure

Pour que ¢ soit un homomorphisme, il est nécessaire que X.y =Xy

2) Existence d'une structure de groupe sur G/R si R est compatible 3 droite

et a gauche.

11 faut montrer que si XRX!
) alors Xy Rx'y'
yRY'
on a x‘=xh1=h2x avec h1eH ,hzeﬂ )
LI = -
y y'h3 h“g avec hacl-[ ,h“EH

il suit que :

1 1

xN = xy™h) x!
1

xyx'y) 7 = xy(y'”
1

24:()r'y-1)h:1 G i

)-xVexnxTen

S
x(hh hl
d'oll R est compatible i droite et 2 gauche.

3) Si (¥xe6) (Vy'eq (¥x'eq (¥y'en (;ﬁ;: =3 xy R x'y")

On va montrer que R est compatible 3 droite et i gauche. I1 suffit de

faire y =y' (resp x = x') dans 1la relation précédente.

Nous venons de démontrer un résultat extrément important}pour que la relation d'équivalence permette de
définir une structure de groupe sur le quotient, il faut et il suffit que H soit un sous-groupe noymal. D'aprés
la proposition 1-15, on peut noter G/R = G/H . I n'y a aucune ambiguité ; les classes 3 gauche €tant égales

aux classes 3 droite.

§ 4 LE GROUPE DES DILATATIONS - LE GROUPE DES TRANSLATIONS

PROPOSITION 1-17 ]
L'ensemble D des dilatations mmi de la composition des applications est

un groupe (D, o)

DEMONSTRATION
1) D#P
2) D'aprés la transitivité de la relation de parallélisme si

a]eD et o0,gD UIDDIED




3)

= I8

Si o est une dilatation zlors d'aprés la symétrie du parallélisme et le
p - ; P ‘s - =7
fait qu'ume dilataticn est définie par 1'image de 2 points, « est une

dilatation.

11 résuite de ceci que D est un sous-groupe du groupe des transformations

¢u plan dans lui-méme.

PROPOSITION i-18

L'ensemble T des translations est un sous-groupe normal de (D, o).

De plus, pour toute dilatation o et toute translation
T # 1, st gotow] ont méme direction.

1 'I_né T donc T#p

2) 81 1# 1_” alors pour tout P T(P) = P" £ P L
orsi 1 {Q =Q alors Q= 1(Q) ce qui est absurde, donc ! n'a
pas de peint fixe.

3) Si t.r, @) =P alors 1 () - 1‘1"(13) .
mais we translation €tant définie par son action sur un point il en résulte
que

TeT, aun point fixe si, et seulement si, T T, = 1, sinon T, n'a
pas de point fixe.
I1 suit que (T, o) est un sous-groupe de (D, o)

4) (T, o) est un sous-groupe normal de (D, o). En effet c o T © cr_1(P) =P
naplicue que 5-1 {P) est un point fixe de 7; si T # 1 |
cot1o0 ! n'adox pas de point fixe. ' ]

S T = 1‘” alors ocoToO U-1 = 111 < I1 suit que (T, o) est w1 sous-groupe
normzl de (D, o).

5)Siiestune tracede T # 1
o (1) est une droite paralléle & 1 donc une trace de T ool :

r00_1(1) =u"]{1) cotoo (1) =soo (@) =1

Ce cgui établit que coT O 0_1 est une translation ayant la méme direction

cue

D'aprés le paragraphe précident, il résulte de cette proposition que D/T peut €tre munie d'une structure

de groupe multiplicatif.
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PROPOSITION 1-18

Les translations ayant une directicn donné et 1'identité forment un groupe

pour la loi o .

DEMONSTRATION

Si 1 est une trace de 11 c'est aussi une trace de 1 donc aussi une trace
2

de T,0T 5 car 11(1) =] et Tzfl} =1 implique que Tet (1) = 1.
2 1

11 suit que TotT = 1, ou TeT, n'a pas de point fixe et a pour trace celles

de v etdeT.
1 2

Si 1 est une trace de T alors 1 est une trace de T:T .
1
Comme 1'ensemble contient 1TT il n'est pas vide et il en résulte que c'est

un sous-groupe de T

A la fin de ce chapitre, nous pouvons énoncer le théoréme suivant qui dit que, si il y a assez de

translation alors (T, o) est commutatif.

PROPOSITION 1-20

S'il existe des translations ayant des directions différentes alors, le groupg

(T, o) est commutatif.

DEMONSTRATION

1) si t et 1 n'ont pas méme direction alors
1 2
1 -1 -
o T 1)

(t o1 © T—1)0 T = 1ot o1
1 2 1 2 1 2 1 2

a méme direction que t et T ou est 1'identité comme 1 et T
: 1 2 1

ont des directions différentes T 0T, 0 1o T;1 =T
1

d'ol T T=T T 4
1 2 2 1

2

2) si 1t et T ont méme direction, alors il existe T ayant une direction
1 2 3

différente.
T o1 n'apas la direction de 1 car s'il en était ainsi,
2 3 1 3

-1 ; i 2
T ot o1) =1 aurait la direction de =t .
2 2 3 3 1

11 résulte de ceci que
T oft or1)=(t ot)ot =1 oft ot)= 1T071T OT
b ¥ 2 3 2 3 1 2 3 1 2

d'oll par régularité T 0T ST QT
1 2 2

A ce stade, nous pouvons affirmer en conclusion les résultats suivants :
1) (D, o) est un groupe
2) (T, o) est un groupe. C'est un sous-groupe distingué de (D, o) ; donc (D/T, o) est un
groupe

3) (T, o) est un groupe commutatif, si il existe deux directions distinctes de Translations

(condition suffisante).
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§ 5 UN EXEMPLE LA GEOMETRIE A 4 POINTS

)

Nous avons déja remarguer qu'il existait qu'ume scule structure vérifiant les axicmes 1, 2, 3 sur un

ensemble 3 4 éléments {A, B, C, D}. Nous allons déterminer le groupe de dilatation.

PROPOSITION 1-21

Dans une géométrie a 4 points une dilatation ayant un point fixe est 1'identité.

DEMONSTRATION
Soit A 1le point fixe, les droites {A, B} , {A, C} , {A, D} sont
globalement inv:u'i:m‘ies par o

Comme o(A) = A et conme o est une bijection il en résulte que o(B) =B

o(C) =C o) =1 donc ¢ est 1'identité. ¢

-

11 résulte de cette proposition que D = T. D'aprés la proposition 1-12, une translation est déterminée

par 1'image d'un point. I1 suit qu'il y a au plus 4 &léments dans le groupe des dilatations qui sont :
Ay B; B D A,B,C,D fA, By C, D A, B,C, D
%= PT, T pT, = I M
) A,B,C,D B,A,D,C £ C, o, A, B E D,C, B, A

soit A = {'ro, T,T, T} la table de groupe de A est :
17 27 s

.
o] T T o' T
/é o 1 2 3
T E T T T

0 o} 1 2 3
T T T T T

1 1 e] 3 2
T T T T T

)

2 2 3 o 1
T T T X T

s
3 3 2 1 b




.

CHAPITRE 2

CONSTRUCTION DU CORPS DE BASE

A partir de ce chapitre, nous supposerons que (T, o) est commitatif. Rappelons que pour cela, il suffit

qu'il existe deux directions distinctes de translations.
Sur l'ensemble T deux notions existent :
- d'une part (T, o) est un groupe commutatif

- d'autre part si T # 11r T a une direction.

Nous allons ici, nous intéresser i 1'ensemble k des endomorphismes de T qui conservent ces deux

notions, c'est-i-dire, 4 1'ensemble des applications :
o = T..__.__;T
qui vérifient : "
« o est un homomorphisme de groupe

- si 1 est une droite globalement invariante par t alors f est globalement imvariante par

alr)

On va montrer que cet ensemble a une structure de corps si impose i la géométrie de satisfaire a un

axiome supplémentaire.

§.1 CONSTRUCTION DE L'ANNEAU (k, +, .)

Les paragraphes précédents nous on permis de définir deux notions (deux structures) sur 1'ensemble (T, o)
des translations.

1) (T, o) est un groupe commutatif

2) 8i t # 1“ le faisceau des traces de v détermine une direction. Si t = 1. alors toute
droite de T est une trace.
Nous allons donc tout naturellement nous intéresser aux applications de T dans lui méme, compatible avec ces
deux notions :

k={ag : T——5 T /est un homomorphisme de groupe, les traces de t sont des traces de «(t)}

Donnons quelques exemples de telles applications, ce qui prouvera que k #¢@
1) 0 & Ty T

T ]Tf

2) T EF—e3T

Th——y T
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3) =l T T
T__....._a-[—]
En effet T est comutatif et 1'ensemble des translation ayznt une direction donné, réuni avec 1 est un
B = N 5 . % i R =] o =1 %
groupe, ce qui a pour conséquence que : 1) {'1 0T) =T o071 2) tTet T ont méme trace.
2 1 2
4) Si o est une dilatation comme T est normal dans D' et qu'en outre ooteo” a mémes

traces que 1 11 suit que :

T 7 P 8T
_ est un €lément de k
T3 0oTeT

Nous allons maintenent définir sur k une opération que nous allons noter +

(@ +B) T=a(r) oB(1)

PROPOSITION 2-1

(k, +) est un groupe abélien.

DEMONSTRATION

1) + est une lei de composition interre

11 faut vérifier que o + BEk.”

Comme 1'ensemble des translations ayant une direction domnée est un groupe, les
traces de 71 sont des traces de (« + B)(7)

Comme (T, o) est un groupe abélien o + B est un homomorphisme de groupe de T dans

T

2) lLa loi + est associative

[@+8) +v]) = @+ (@ o v(x) = [¢() 0 8(1)] 0 ¥(1) = a(x) o [6(0) o ¥(D)]
=+ @+ @

3) La loi + est commtative

Comme (T, o) est abélien on a :
(o +8) 7=0a(1r) oB(r) = B(1) 0 alt) = (B + a)t

d'oll 1a loi + est commutative.

4) 0 est élément neutre

(@+0) T=al(1) c0(1) =a(1) 0 1,’T = a(T)

d'ol a+0=0=0 +q
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5) Tout €lément a un inverse

Soit - a une application de T dans T définit par

- a(1) =a@”

(T, o) €tant commutatif, et 1'ensemble des translations ayant une direction
donné, étant un groupe -a est une application de T dans T qui

appartient & k et on a : a+ (=a) =0

Définissons sur k ume autre loi qui n'est autre que la composition des applications de T dans T.

1 PROPOSITION 2-2

k est stable pour la loi o

| DEMONSTRATION

Soient o et B deux éléments de k, o o B est une application de T dans

T. C'est un homomorphisme de groupe car :
208 .t) =aB().B1)=0aB(t)o (a.p)(t)
1- 2 . 1 - 2 ' 1 2

En outre si o est une trace de 1t  c'est une trace de B(t) donc une trace

de a(g(r) ) = (o B)1)

Notation : on notera (k, .) le monoide k mmi de la loi o

| PROPOSITION 2-3

(k, +, .) est un anneau unitaire (non nécessairement commutatif).

JDEMONSTRATION

1) Notation onnotera ® 08 = a.8 ou @O 8 = af pour tout o et B

€léments de k.

2) 1 __est €lément neutre pour

Par définition 1 : T— T

T—T

11 suit que .1 = 1.0 = o pour tout a e k

3) la loi est associative

trivial car c'est la restriction 3 k de la composition, des applications
de T dans T.
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4) La loi . est distributive par rapport & la loi +

ona :
(@+ 8] () = (@+ B ) =ay®) + 8oy = (ay + BY)T
et de méme

[&(B + ] = G[B(T) 0 v(1)] = a.f(t) 0 a.y(1) = (aB + oy)t

3 N : . . .
Nous savons que les €léments d de k pour o € D sont inversibles dans k mais nous ne savons pas si

- i 4"
tout €lément non nul de k est un ¢élément o.

§ 2 L'AXIOME DE DEHARGUES

L'axiome suivant va nous permettre d'affirmer que la géométrie i laquelle nous nous intéressons, a

suffisamment de translations.

2 AXIOME 4a

Etant domné deux points P, Q quelconques de m il existe une translation

g telle que TPQ(PJ= Q

. Remarques

1) D'aprés Axiome da, comme il y a au moins 4 points dans notre g€ométrie, il existe des directicns de

translations distinctes donc (T, o) est commutatif.

2) Si la géomftrie a 4 points, d'aprés § 5 du chapitre 1, 1'axiome 4a est vérifié.

Nous allons montrer que cet axiome est équivalent i une configuration géométrique simple : la configurat

paralléle de Dehargues, (Si le plan a plus de 4 points).

Théoréme de Dehargues (cas parallgles)

Si w a plus de 4 points etfsi m vérifie 1'axiome 4a, alors on a le résultat suivant

Soient 1 , 1 , 1 trois droites paralléles et
1 2 3

distinctes Q et Q' deux points de 1
1

R et R' deux points de 12

S et S5' deux points de 1

~vérifiant : (QR) // (Q',R') et (QS) // (Q',S")

alors (RS_) // (R'S")
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DEMONSTRATTON
D'aprés 1'axiome 4a, il existe une translation TQQ, vérifiant TQQ'(Q) = Q'

D'aprés la censtruction de 1'image d'un point par une translation R' = T
et §' = TQQ‘(S)
Les translations conservent la direction, on a :

(RS) // R' S")

Réciproquement si la configuration de Dehargues est vérifiée, alors 1'axiome

4a est vérifié.

DEMONSTRATION

Soient Q)Q' deux points si Q = Q' on prend 1 .5 1Tr

Si Q#Q" Q, Q' détermine une droite 11

Soit R un point extérieur & 1 , On
1

construit par R 1la parallgle 1 31
2 1

passant par R,

trace la paralléle & (Q R) passant par

Q'. Elle coupe 1 en R'. On z ainsi -
2 ¥

définit une application.

o :-n—ll—~—)'rr—1J

1

9 est bijective. On définit de méme :
o tm=1 —3 -1
2 2 2
g (S) =1 N (paralléle 3 RS passant par R') = §!
2 3
D'aprés la configuration de Dehargues on a :
6 =0 pournv-(1 Uv1)
2 1 1 2
Définissant o : 7 __y 7
par : c=cl sur -1
‘ 1
0 =0 sur 1
2 1
o est une application bijective de 7 dans 7 ; d'aprés la configuration de
Dehargues :
o est une dilatation dont les traces sont les droites du faisceau déterminé

par 11 ¢ est donc une translation et o(Q) = Q'. Ce qui &tablit la véri-

fication de 1'axiome 4a:

B T —
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§ 3 (k, +, .) EST UN CORPS

Notre géométrie sera supposer satisfaire aux axiomes 1 - Z - 3 et 4a. On va €tablir que dans ces conditi

1'ameau (k, +, .) €st un corps.

PROPOSTTION 2-4

Soient wg k a#0 et P un point de 7 . I1 existe une dilatation unique
o telle que :
o) =P

B
g= a

DEMONSTRATION

1) Unicité de ¢
S5i o existe alors d'aprés 1'axiome 4a, pour tout Q e on a :

alt_ ) =o.1__ . o
d'oli, si o(P) =P ona :
6@ = [a(r_)] @)
- PQ
Cctte relation établit 1'unicité de o

2) Construction de o

D'aprés 1'axiome 4a et compte tenu du fait qu'une translation est déterminéd
par 1'image d'un point :

a(@ = [a(TPQJ] (F)

définit ume application : o : 71 —9 7
vérifiant o(P) =P : ¢
avant de terminer cette démonstration, nous avons besoin d'un lemme sur

la détermination des dilatations.

S5i ume application o : w—___3 vérifie
1) pour tout couple (P,0) de points distincts
(P Q) est parraléle a4 une droite passant par P', Q' images de P et Q par o
2) il existe deux points A et B distincts dont les images A' et B'
sont distinctes.

Alors g est une dilatation.
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DEMONSTRATION

/ a) Si R n'appartient pas i la droite
/N\ B (A B) alors (R A) et (R B) sont deux
M( droites distinctes.

/ / D'aprés 1), ofR) =R'=1nm ol 1 est
/ \/\R' la parraléle a (R A) passant par A' et m

la parraléle & (R B) passant par B'. I1
m résulte de cette construction que o est une
bijection de m-(A B) sur m-(A' B')
b) 51 S € (A B) il suffit de choisir un point R extérieur i (A B) et
de refaire avec le couple (B, R) une construction analogue a celle faite
avec (A, B) au point a)
¢) I1 suit de a) et b) que o est une application bijective de w dans

T respectant les directions c'est donc une dilatation.
-

FIN DE LA DEMONSTRATION DE 2-4

3) o est une dilatation

Come o« #0 pour Q# P ona:

a(T p P
( PQ) (P) #
D'aprés la définition de ¢ on a :

o@Q #P et o(P) =P

On a verifié qu'il existe deux points distincts dont les images par
sont distinctes.

Montrons si Q er R sont deux points distincts (QR") // @QR)

Soient Q et R deux points distincts

e T =

T T
®° M PR

d'oll : o(R) = a(TQR) (c(Q )

Soit 1 la droite passant par o(Q) et paralléle 4 (Q R) ; c'est une
trace de TQR donc de a(rQR) donc d(R) € 1, d'aprés le lemme 2-5 o
est une dilatation ayant P comme point fixe
4) a-= g
-1
Ona: oQ =E:('t ) o (ﬂ(P) d'od Q =E1 oalt ) o g(P)
r w
Une translation étant déterminfe par 1'image d'un point il suit que :
=1
T =g oalt.)oo
PQ PQ

d'od a(t_ ) =001 00 =05 (r ) mais comme 1 = T
PQ 20} j20) PP

. . n
il suit que a« =g




Théoréme 2-6

(k, #+, .) est un corps (non nécessairement commutatif)

DEMONSTRATION

C'est une conséquence imnédiate de la proposition 2-5
Remarquens que d'aprés la proposition 2-5 (k - {0} , .) est isomorphe a

1'ensemble des dilatations ayant P pour point fixe muni de la loi de composi-

tion.
En effet o € k a#0 a(t) = AL oo;]
B(t) = OgeTe UéT
aB(t) = a0B(1) = afo Tuo_1] =(ce0,) T (0h100_1) =(0ec,) T (o0 )h}
’ o SRR o BT VBT o B a B
d'aprés 1'unicité de o on a Op = 9 © g

-§ 4  UN EXEMPLE DE GEOMETRIL VERIFIANT LES AXIOMES 1, 2, 3, 4a

Reprenons 1'ensemble k* ol k est un corps et ol les droites sont les sous-ensembles vérifiant une
équation de la forme ax + gy +y =0 avec o, R sont tous les deux nuls.
On-a vu que cet ensembie vérifie alors les axiomes 1, 2, 3.5 1 et 1' sont deux droites d'équations

respectives ax + By + vy =0

a'x + B'y +y' =0

Les deux droites sont paralléles si, et seulement si, le déterminant o B
=0

c‘l Bl

I1 suit que la transformation 1 : k:'—— 3 k?
X Y)i—3(x+a, y+b)
est une translation pour tout couple (a, b) € k?
51 {xo, yOJ et (x , y ) sont deux points de k* la translation définie par (xl K ¥ = yo} envoie
17y 1

le point (s yoj sur le point (xl, yl)

I1 résulte de ceci que 1'axiome 4a) est vérifié pour la géométrie ainsi définie sur k°.

On peut alors se demander si toutes les géométries vérifiant les axiomes 1, 2, 3, 4a sont isomorphes
aux géométries construites sur un corps k comme nous venons de le faire.

Dans le cas que nous venons d'étudier, 1'ensemble T des translations est un espace vectoriel de dimensi
2 sur le corps k.

5i (a, b) et (a', b') sont deux translations différentes de 1'identité de méme direction, alors cela

signifie qu'il existe ) € K* tel que A(a, b) = (a', b'").
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§ 5 L'"ESPACE VECTORIEL DES TRANSLATIONS

Nous retournons au cas général oll la g€ométrie €tudiée vérifie les axiomes 1, 2, 3, 4a) et ol k est
le corps des endomorphismes de (T, o) conservant les traces.
(T, o) est un groupe commutatif

Etudions la lol externe kxTo— 3 T
(@, I— af1) = a1
ona: lt=rt

Sit ett sontdeux translations come o est un homomorphisme de groupe, on a :
1 2 .

at ot )=al(t)oalrt) =aT1T o0a.T
(r 07) =alr) (r,) a ,

Si o et B sont deux éléments du corps k (a0 B)T = a.(R.1) d'aprés la définition de la composition

de deux applications.
Enfin, si a et B sont deux €léments du corps k

(¢ + B)t = a(t) o B(t) = a.T 0 B.T
Ce qui &tablit que (T, o, .) est un espace vectoriel & gauche sur le corps K.
Sur 1'ensemble T - {1“} nous avons donc deux relations d'équivalence :

le : ’El et Tz ont méme direction

Q ¢ il existe a€k® telque T =arT
5 2 1

Nous savons que la relati impli i i i éci
qu ation Glz implique la relation %V, mais nous ne savons pas si la Téciproque est vraie.

Nous allons, pour terminer ce chapitre, montrer que le groupe (T, o) opére simplement et transitivement

sur 7. Rappelons quelques définitions.

DEFINITION

Soient E un ensemble et G un groupe. On dit que 1'on a définit une action
de G sur E, si on a une application :

GxE_—3E

(8, X) —— g.x
vérifiant : (Vged (Yeg'e 6 g.(g'-x) = (gg")x

(Vx ¢E) (1.x =x) ou 1 est 1'élément neutre de G.

I1 est clair que 1'application T XN —p T
(t, B——P + 1 = 1(P)

est une action de groupe.

DEFINITION
On dit gue le groupe G opére simplement sur E si :

(Vx€E) (Vge() (gx=x)=g= 1)




t
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marquons que si
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unique appartenant 4 G
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DEFINITION

On
(

dit que le groupe G

opére transitivement sur E si
Vx EE) (VyeE) (3g€0) (¥ = g

opére

simplement et t

ransitivement pour tout x

tel que y

tout y é€lément de E, il

BROPOSITIO

Le groupe (T, o)

satisfait.

t dés que 1l'axiome 4a) est

opére simplement et transitiver

DEMONSTRATION

C'est 1'énoncé méme de 1'axiome 4a.
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CHAPITRE 3

R

PLAN AFFINE ARGUESIEN

Nous avons établi 4 la fin du chapitre 2 que 1'ensemble des translations a une structure d'espace vectoriel
3 gauche, sur un corps d'endomorphismes k et opre simplement et transitivement sur T.
Nous ne savons pas qu'elle est la dimension de cet espace vectoriel.

L'objet de ce chapitre est de montrer que si on impose un axiome supplémentaire, alors T est un espace

vectoriel de dimension 2 sur k.

§ 1 DIMENSION DE (T, 0, o) sur k

Nous supposercns maintenant que la géométrie €tudiée vérifie en plus des axiomes 1, 2, 3, 4a 1'axiome 4b

AXTOME 4b
Pour tous P, Q, R points alignés et distincts, il existe ume dilatation ¢ vérifiant

o(P) =P et o(Q) =R.

Cette mxiome nous assure qu'il y a assez de dilatation laissant fixe un point. Nous excluecns donc la
géonetrie 3 4 points pour laquelle on a vu que les seules dilatations sont les translations.
Nous allons montrer dans un premier temps que cet axiome 4b est €quivalent & démontrer que :

T et T ont méme direction &=3a € k* TS % T

PROPOSITION 3-1

L'axiome 4b est Equivalent 3 :

]

Si T et T, sont des translations distinctes ayant méme direction alors, il existe

a6 K* tel que u('rl) =T

DEMONSTRATION

1) L'axiome 4b implique le résultat de la proposition 3-1

Soit P um point domnné T = TPQ et T = Tp
Comme T et T ont méme trace, P, Q, R sont alignés ; comme i £

2
et distincts de 1., les points P, Q, R sont distincts. I1 suit qu'il existe

o:0() =P g(@Q =R

On a : %T,w"(l’) =oet () =6@Q =R=1 ()
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une translation €tant déterminée par 1'image d'un de ses point on a :

- v —
T =gT @ @ = vI:]]: €y

(X

2) Réciproguement si 1 = af(t )} alors comme T et T sont distincts de Tr
2 1 1 2 I

a #0 et pour P fixé il existe ¢ tel que ao = 5 et o(P) = P.

I1 en résulte que si P, Q, R sont distincts et alignés %, ® TPQ P T, S Ty

ont méme trace. Il existe une dilatation o vérifiant ¢o(P) =P et

0T 0h1 =T ona: OT G_I(P] = ¢ I][P) =g(Q) = TZ[P) R

1 2 1
ce qui établit 1'axiome 4b.

La proposition suivante va &tablir que 1'espace T est de dimension 2 sur k.

PROPOSITION 3-2

Soient T et 1 deux translations distinctes de 1'identité et de directions
2 2
différentes. Pour toute translation 1 € T, il existe des €léments uniques a € k ;

B €k tel que T = u(T]] o B{Tq] = B(Tz) 0 a(zl)

DEMONSTRATTON

1) la commitativité est évidente car (T, 0) est commutatif.
2) Unicité
5 a = wf- (T
Si on a G{Tl) ) Q(Tl) w(rl)cJ(LE\
. . -1 =1
il suit que aft ) o T = § B(t.)
que a(r ) o [y(r))] (r,) o {8z )}
d'aprés la définition de + dans k on a : (o + (-Y))[Tl) = (6§ + [—B))TZ
Comme T et T n'ont pas méme direction, il suit que :
2

. =y) =10 @ =y

=
0 d =8

&+ (-f)
3) Existence

51 1= 1? évident « = B = 0. On suppose T # 1Tr

Scit P un point quelconque

Q = T(®) = 1y (P)
On trace les traces de T et % passant res-
pectivement par P et Q. Elle se coupe en un
point R. S1 R =P alors T a la direction de
T, et d'aprés la proposition 3-1, il existe B

vérifiant 1 = B(rz). Si R=Q alors t a la

direction de T et il existe o vérifiant
1

T = G(Tl)
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Si R est distinct de P et de Q alors Tpp @ pour direction Tt et il
1
existe o tel que Tpp = a(rl}

TRQ a pour direction T, et il existe B tel que TRQ = E(TZ) d'ol :

T = TPQ = Tpp © TRQ = u(Tl} o} B(Tz)

Nous pouvons dire maintenant que si une géométrie sur m vérifie les axiomes 1, 2, 3, 4a, 4b, alors
- T est un espace de dimension 2 sur k

- (T, 0) opére de fagon simplement transitive sur .
’ P! G P

§ 2 LA CONFIGURATION DE DEHARGUES CAS SECANT

On dit qu'une géométrie satisfait a la confipuration sécante de Dehargues si :

11 12 13 €tant 3 droites qui se coupent

en P

@, Q9, R, R") , (S, 8")
sont deux points distincts et distinct de P

respectivement sur 1 , 1 , 1
1 2 3 -

si QR//Q'R'" et QS//Q S alors RS //R'S'

On va €tablir que ceci est équivalent 3 1'axiome 4b.

PROPOSITION 3-3

L'axiome 4b est équivalent & la configuration sécante de Dehargues.

DEMONSTRATION

1) L'axiome 4b implique Dehargues

Soit o la dilatation définie

P

]

par o(P)
o@ =¢

Par construction

S"=0(S) et R' =g(R)
d'ol (RS) // (R'S")

2) Lla configuration de Dehargues sécante implique 1'axiome 4b




Spit 1 ume droite passant par
1
P, Q et Q' deux points dis-
tincts de 1 et distincts de
1
P.

lLa configuration de Dehargues

permet de définir une application

g :17-1 —a7m~-1
1 1 1
bijective.

On définit de mcme

¢ =1 —a3mw-1
2 z 2

La configuration de Dehargues assure que ¢ =0  sur 7 - awvil).
1 2 1 2

On pose o : m——> n défini par 0 = ¢ sur T - 1
1 1
o=0 sur 1
2 i
11 résulte de la configuration de Dehargues que o est une dilatation vérifiant

o(P) =P a@ = Q'

§ 3 CAOMPLEMENT
Nous allons montrer que 1'axiome 4b implique 1'axiome 4a. Soient P et P' deux points distincts.
En effet, soit O un point aligné avec P et P' et distinct d'eux, d'aprés 1l'axiome 4b, il existe

une dilatation

\ ' P/ pr a vérifiant o 0 =0
&) o (@ =P
q Par P' on trace ume droite 1' aisth1cte
de la droite P P' et 'par P on trace la
parallégle 1 a4 1'. Cnprend Q&1 et
Q' el' distinct de P et P' tel que
Q" Lo @ = Q
1 ‘ par Q on trace la paralltle i (PP') elle
LS coupe 1" en Q'.
il existe alors une dilatation g, vérifiant o, ®") =7 9, @)= Q'
on a alors pour & o c](P) = P! c o U)(Q) = Q'

Comme P P' et QQ' sont paralléles, il en résulte que o0 ©C est une translation. C'est la translatio
2 1

qui transforme P en P'. Ce qui établit 1'axiome 4a.

s avant un point fixe engendre le

On pourrait traduire cette équivalence en disant que les dilatatios

groupe des dilatations.



L

§ 4 OU EN SOMMES NOUS 2

Avec les notations habituelles nous pouvons dire que si T est un plan vérifiant les axiomes 1, 2, 3, 4b
alors :

1) (T, o) est un groupe comutatif

2) T est un espace vectoriel 3 gauche de dimension 2 sur son corps d'endomorphismes k. (k n'est pas
nécessairement commutatif)

3) (T, o) opére simplement et transitivement sur

4) Nous avons fourni pour les axiomes 4a) et 4b) des interprétations géométriques simples.

=

Arrivé 4 ce stade, nous proposons quelques pistes de réflexion
1) Existe-t-il une configuration géométrique simple assurant que le corps k des endomorphismes est
commitatif.

2) Peut-on prendre pour nouvelle définition d'un plan affine la suivante :

Etant donné un espace vectoriel 3 gauche T de dimension 2 sur un corps non nécessairement commutatif,
on dit que 7T est un plan affine arguesien sur k, si le groupe additif de T opére simplement et transitivement |

sur m.
Cette définition a 1'avantage de pouvoir facilement s'étendre aux dimensions autre que 2.

3) Nous nous sommes jusqu'a présent intéressés seulement aux applications bijectives d'un plan affine-dans
1ui-méme conservant 1la diréction. Nous allons ﬁar la suite ﬁous intéresser 2 des éﬁﬁlicﬁtions astreintes
seulement & conserver 1'alignement de deux points et le parallélisme des deux droites.

4) Dans beaucoup de démonstrations en geométrie affine, nous avons dfi distinguer les configurations sécantes
et les configurations paralléles. Nous verrons conment la géomtrie affine s'intégre dans la géométrie projective.

5) Quelles conséquences aura sur la géométrie le caractére de corps ordomné du corps de base ?

6) Si kl est un sur corps de k2 que peut-on dire des plans affines construits sur k1 et sur k 7
2

7)Si 1l'espace vectoriel est muni d'une forme bilinéaire, quelle notion peut-on définir sur le plan affine

associé ?

C'est & ces diverses questions que les chapitres qui suivent vont domner des €léments de réponses.
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CIIAPITRE 4

COMMUTATIVITE DU CORPS DE BASE

Nous allons établir qu'il existe une configuration gtométrique simple :

a4 la commutativité du corps

§ 1 LE THEOREME DE PAPPUS

k des endomorphismes de T.

le théoréme de Pappus, équivalent

Nous avons €tabli dans le chapitre 2 que (k*.) était isomorphe en tant que groupe au groupe des dilatati

ayant un point fixe P.

Le corps k sera donc commutatif si, et seulement si, le groupe des dilatations ayant P pour point

fixe ¢st commutatif.

Soient o et o deux dilatations ayant P comme point fixe.
2

o est déterminepar :
1

o est déterminéepar :
2

0od est déterminé par :
1 2
passant par Q'
ge0 est déterminé par :
1

passant par R'

I1 suit que

ceci est équivalent 3

e = Jgsag
1 2 2 1

0, @ =Q'
= pt
O’Z(R} R
oo cZ(R} = UI(R') =8 ol =(PR)A1 ol 1 estla paraliéle 3 (Qr")
o O’I(Q) =0, @) =T od T=(PQAm oll m est la paralléle & (RQ')
si, et seulement si, B cr2 (R) = 0200‘[[{) =8 comme azedl(Q) =T

RQ /(S T).



o BT

Conme d'aprés 1'axiome 4b toutes les dilatations ayant le point P comme point fixe, sont déterminés

par deux points alignés avec P et distincts de P. Nous pouvons énoncer le théoréme de Pappus.

THEOREME DE PAPPUS

Soient 1, 1, deux droites concourantes en P ;

)

Soient Q, Q' deux points autre

que P et distincts de 11, R, R’

deux points autre que P et

distinct de l2

T um point de 1,

S un point de 1, tels que
®QY // R'T)

et R'Q // @Q 9)

On dit que la configuration de Pappus est vraie si alors (RQ) // (S T).

Cette condition est équivalente 3 la commutativité du corps k.

§ 2 ' REMARQUES

¥n géométrie affine deux droites distinctes €tant donné, deux cas sont possibles :
- elles sont sécantes

- elles sont paralléles.

C'est ainsi que nous avons distinguer deux cas pour la configuration de Dehargues, le cas oll les droites

11, 12, 13 sont parallgles et celui ol les droites 11, 12, 1 sont sécantes.
3

Dans e cas de la configuration de Pappus, nous n'avons envisager que le cas oil 1'1 et 12 €tait sécant.
En effet, la configuration correspondante dans le cas oil 11 et 12 sont paralléles traduit seulement

lc fait que (T, o) est commutatif, ce qui est trivialement vérifié dés que 1'axiome 4a est satisfait.
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CHAPITRE 5

NOUVELLE DEFINITION

D'UN PLAN AFFINE ARGUESIEN

Etant domé un espace vectoriel V de dimension 2 sur un corps K tel que (V, +) agisse de fagon sim-

plement transitive sur un ensemble 7 on va se poser la question suivante :

Pent-on grace 3 cette actjon de groupe, munir w d'une structure vérifiant les axiomes 1, 2, 3, 4b de tel
fagon gue (V, +) soit canoniquement isomorphe au groupe (T, o) des translaticns et K, soit can'oniquement

isomorphe au corps k des endomorphismes de (T, o) compatibles avec la notion de trace 7

¥nfin apreés avoir répondu & cette question pour assurer de fagon définitive 1'équivalence des deux défini-

tions, il nous faudra répondre 3 la question suivante :

5i 7 #st um plan affine arguésien vérifiant les axiomes 1, 2, 3, 4b, 1l'action de (T, o) sur 7 définit

(T, M)—uv-t(M)

définit-elle la méme structure affine gue la structure initiale.

§ 1 GROUPE JPERANT SUR UN ENSEMBLE

Rappelmms 1me définition donnée précédemment :

TEFINITION
Spient (G.) un groupe et E un ensemble, on dit que G opére sur E s'il existe ume application :
G E— E
(g, X) —8-x
vérifiant : 7 VxeE 1.x=x ou 1 est 1'élément de G.
2) ¥xeE Ygeco Yg'eo(g.-g0x=g.(g'.%)

Si ¥ est un ensemble, on appelle (?(E), o) le groupe des bijections de E dans E mmi de la loi o.

PROPOSITION 4-1
Le groupe (G, .) optre sur E si, et seulement si, il existe un homomorphisme de

groupe de (G, .) dans ( ¥(E), o)
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DEMONSTRATION
1) Si G opére sur E, considérons pour g € G, 1'application }';' définit par :
'E : E—E
Xe——38.X
Si g.x = g.y alors g_1.(g.x) = g'1(g.y] d'oll 1.x = 1.y et par suite x = y.
Ce qui établit que E est injective
Compte tenu dé Tow = g{g_jx] = x il suit que pour tout x € E, il existe
g—jx €E tel que E(g—Tx) = X ce qui &tablit que g est une bijection.
On a donc défini une application :
n G— 5 S|

v

Eyr——> 8

Montrons que c¢'est un homomorphisme de groupe. Pour tout X € E on a :

n

" “ iy - : =
g ° g (g, x)=g-(gx) = (g-g)x=g-8x

NN
x) = gl(g2 (x)

oad
N

—~J .
=B -8, donc que v est un homomorphisme.

el

ce qui établit que 'Elo
Réciproquement =
2) Ssi \P: 6 —8E) est un homomorphisme de groupe définissons 1'application .
de G X E dans B par :
e 6 XEe—m00m \E s

(8, N— I = gx
on a alors pour tout x l.x=x car Y1) =1

]

ou d'autre part (g .g)-x = g -g,) = [$e) o )]

Ple,) ($(2)() = g -(g,-0)

Ce qui établit que 1'application . est ume action de groupe.

DEFINITION

‘

On dit qu'une action d'un groupe G sur um ensemble E est fidéle. L'homomorphisme

~ de (G.) dans (T[E}, 0) est injectif.

§ 2 PLAN AFFINE ARGUESIEN ASSOCIE A UNE ACTION STMPLEMENT TRANSTTIVE

Soient un corps K, non nécessairement commutatif, (V, +) un espace vectoriel 3@ gauche de dimension 2

sur K, 7 un ensemble et + une action simplement transitive de (V, +) sur m

Vxa_ a7
V,p)_______yP*V

Cette action définit un homomorphisme :

W ey $m

V— T,
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On appelle T 1'image de V par cet homomorphisme. L'action de V sur v étant sumple est fidéle et
T et V sont isomorphes. Cherchons s'il existe une structure affine arguésienne tel que T en soit 1'ensenm

des translations.
Dans toute la suite, nous supposerons que 7 a plus de 4 points, ce cas avant été étudié 3 la fin du
chapitre 1.

lous ons T 11816 : " dEfini o = ol v est 1'unique élémert de V vérs
Nous noterons 'pg 1 €lément de T défini par TPQ Ty ol v est 1l'unique €lément de V vér

Q=P+v

Pour que 1'Axiome 4b soit vérifié, il est nécessaire aue pour tout couple de points R. O
q 3 ue p I p

droite passant par I et (Q contienne tous les points R vérifiant

<

R=P+av ol a €K

on est donc amené 3 définir pour tout couple (P, Q) de points distincts 1a droite (M) par
(PQ ={R/Q=P+V et R=P+av ol ocKk)

Avec cette définition 1'axiome 1) est vérifie car 1'action + est simplement transitive.
la dimension de V sur K étant 2 il en résulte que 1'axiome 3 est vérifié.
" Etudions 1'intersection de deux droites
1

1

12={Q+mr2/ae}(}

n

{}‘+cw1/ae}(}

1N 1 #@ si, et seulement =i, i1 existe o € K et o« € K vérifiant P+ a v = Q+a v (1)
1 2 1 2 1 2 2

Pposant v 1'élément de V tel que Q =P + v la relation (1) s'écrit encore :

oV =v+oa v
1 1 2 2
VU ENCOTE AV —a v =v
11 2. %
Si % €t Vv sont linéairement dépendants, alors 1 =1
2 1 2
Si Vl et Vv  sont linéairement indépendan alors o et 5 sont umiques et 1 n 1 est réduit 3
2 B 1 s 1 2

am point. I1 résulte de ceci que

1Mn1 =p & v et v sont linfairement dépendants et v n'a pas la direction de v , v
1 Z

1 2 1?2

C
Rar

Leci nous montre que la parallile

Ppassant par P est
1=1{P + av a €K}
2
€e qui montre que 1'axiome Z est vérifié.

-Enfin, 1'axiome 4b est vérifié car par définition, si P, Q, R sont

LI ¢ ]

= ' =
R=P+nogv d'od TR = Tav
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Cette relation permet d'identifier K et k en posant
TPR=QTPQ(=)Q=P+V et R =P+ av

Nous avons donc de facon unique défini dce a l'action de (V +) sur T, une structure d'espace affine
¢ q > BT > P

arguésien sur T.

§ 3 EQUIVALENCE DES DEUX DEFINITIONS D'UN PLAN AFFINE ARGUESIEN

Elle est maintenant &vidente car on peut, d'aprés 4b, définir la droite passant par P et Q par :

1={R/ Jouek T 1

PR= D‘.TPQ

Ce qui €tablit que la structure affine initiale est la mfme que celle définit par 1'action de (T, o) sur
qu q q P >

Nous pouvons maintenant définir un espace affine en dimension n quelconque de la maniére' suivante :

Etant donmné V un espace vectoriel i gauche de dimension n sur un corps k (non nécessairement
g

comutatif, on dit que \J est un espace affine de dimension n sur k, si on se donne une action simplement

transitive de (V +) dans U’

Dans la suite nous n'envisagerons pour les espaces affines de dimension autre que 2, qué le cas ol le corps

'k sera commitatif.
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CHAPITRE 6

COMPLEMENTS SUR 1A CONSTRUCTION GECMETRIQUI

DU CORPS DES ENDOMORPHISMES DE T

Le chapitre a pout but de préciser comment interpréter les lois du corps des endomorphismes par des
constructions: géométriques. La péométrie que nous considérons, a toujours plus de 4 peints et vérifie les

axiomes 1, 2, 3, 4b

§ 1 - REPRESENTATION GEOMETRIQUE DU GROUPE (E¥, .)

Nous avons dans le chapitre 3 établit griice 3 1'axiome 4b que le groupe (k*, .) est isomorphe 2 [}f'p, o)

groupe des dilatations ayant P pour point invariant.

DEFINITION

5i o est une dilatation ayant un point P comme point invariant, on appelle rapport

dehomothétie de o 1'élément ¢ e k~ défini par T—300TOGQ |

Remarque
1) Lle rapport d'honothBtie de o est €gal 3 1 et seulement si o = 1Tr
2) Itant domné 1m €lément o € k° et un point Pe& © il existe une et une seule dilatation o ayant

P pour poimt fixe et o pour rapport d'homothétie. Cette remarque n'est qu'une autre fagon d'énoncer la

proposition.

PROPOSITION 6-1

Ppur tout point P 1'homomorphisme

can
R}J = > D y D/T

O p———3 @ oy goT

est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION
1) Soit o' o T e D/T o' oT=T si, et seulement si o' e T et on a alors
o'oT=1 0T or 1w€1’€p

Supposons donc que o' o T # T alors o' a un point fixe Q. I1 existe une translation

et une seule TQP vérifiant TQP (Q) = p Définissons ¢ = TQP oo'o TQP

on a alors :
o(P) = T © o' o Té;, (P) = T © a' () = TQP(Q) =P

ce qui établit que o E'éi) ; de plus oo TQP = TQP 00

T étant un sous groupe normal de D : oo T=0'"0oT
Ce qui &tablit que 1'homorphisme

—gb €. .3 B FAR s mpt

g » 0 oT

est surjectif

2) L'homomorphisme est bijectif car T fu'&fp = {I_ﬂ]

CORQOLIAIRE 6-2

Pour tout couple de point P, Q du plan
¥

U-—-—_)TPQOO'OTPQ

est un isomorphisme de groupe

COROLAIRE 6-3
Deux dilatations ¢ et o' ayant respectivement P et Q comme point fixe ont le mBme
rapport d'homothétie si, et seulement si :

U'=TPQDGOI;,22

DEMONSTRATION
: -1
1) S1 o'=1_.000T1
) PQ PQ
1

ona: v'otoo" ={'rPQa501;,(12)0-.ro('rPror"1c>'r;,(12

=T 00 0(1;& 0TO TPQ)O oo T-;,é

Comme T est comutatif on a :

-1 -1
6'otToo' =15,.0(c0To00 JoT
PQ( PQ




C OO0THC ¢ T et T

ot e
1 " <) = ' -
LE i cL Mt

méme rapport d'homo
seule dilatation

ena ¢’ =

2)
Une dilatation laissan
la construction gé

(=2

t fixe P

/

/ pis a(P)
:

Lk
%

Uine translation é€tant c

nous permet de construire
. *
Soit a € k™ tel que
¢ est définie par
T est définie par

configuration de

a(P)

P— 1(P). On choi

pour point fixe

terminé dés que 1'on connait 1'image d'un point

du corollaire 6-2

et

ayant o

autre que

2 est la suivante

=P ; o(P") = P

=0 O“.’QI) = Q!l
Tprgr = Tprge
n Ci 1'image d'un point, le corollaire

T.

ce qui est toujours possible grice a

une

P,
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§ 2 INTRODUCTION DES COORDONNEES

PROPOSITION 6-4

11 existe une famille de bijection entre toute droite du plan et le corps k. On

appelle une telle bijection une graduation.

[ DEMONSTRATION
1) Soit P un point d'ume droite 1, une dilatation laissant P invariant, est
complétement déterminée lorsque 1'on connait 1'image Q' d'un point Qde 1
autre que P. Il en résulte que
pour tout couple de point P, Q

distincts de 1, on définit :

. B N N
o ¢ B -2yl > K

P—3 O (rapport d'homothétie

[}

Me— 3 o(®)
o(Q)

M de o )

5i on prolonge fPQ €n posant - [0) (P) =0 (0 élément neutre de k).

On définit une bijection de 1 sur k. -

4 PROPOSITION 6-5

Soit 1 ume droite, d’ensemble des dilatations laissant globalement invariant, la

droite 1 est um groups.

DEMONSTRATION

1) Soit D1 cet ensenble. D1 # @ car 1_" € Sf 2
2) Soit o &ﬂi o, E.Ml alors o o Uz 1 = 01(1] =1 donc 51 0 cze‘iﬁ
3) Soit o ejﬁ n'1(1) =1 doc ¢ | € ‘ﬂ;

Ce qui établit que j{l est un groupe.

PROPOSITION 6-6

Soit 1 ume droite f1 et f2 deux graduations, alors il existe um, et un seul

Elément \p de ¥, vérifiant £ =f 0\

2
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DEMONSTRATION

1) L'unicité de \? est assuré car f est une bijection

f =1 f =1 avec P, Q, R, § alignés (éléments de 1)

1 PQ 2 RS

Soit la translation T = Tpr €t S§'=1(Q alors EPQ = iFSf ot (1)

Soit ¢ la dilatation définie par o(R) =R a(8) = §'

on a alors : fRS = fRS' 0 a si o= {5')']
dloll fha, 5 F

De (1) et (2) on tire
(3) {PQ = fpg 0 (001

00TE ﬂl

Remarquons que les propositions 6-5 et 6-6 nous indiquent comment passer d'une graduation i une autre.
Toutes les graduations sont connues dés qu'on comnait 1'une d'entre elles.
Remarquons également que c'est la fagon dont agit le groupe T des translations qui détermine la famille
q & groug i
"

des graduations que 1'on définit sur une droite. C'est pourquoi lorsque dans le plan "physique' nous appelons
g 1 { Ph) P

droite, les configurations ''dessinées' 3 la régle.

Nous définissons comment agit le groupe T sur le plan physique. 11 en résulte que les graduations des

droites du plan compatible avec cette action, sont ce que certains auteurs appe

COROLLAIRE 6-7
I1 existe canoniquement une famille de bijections entre les points d'une droite et

1'espace vectoriel des translations ayant cette direction ou identique a 1
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DEMONSTRATION
On a pr b ey k.
Comme B0 est une base de 1'espace vectoriel des translations qui sont, soit T
soit de méme direction que 1, on déduit une application

fI"Q 1»—)T1

ol T, est le groupe des translations ayant 1 pour trace.

Remarque

La famille 11"} '3 est totalement déterminée par la connaissance de 1'une d'entre
QP#Q,Pel,Qel ‘

elle par la composition avec un élément de Dl

PROPOSITION 6-8

Trois points non alignés définissent une bijection entre 7 et k2

LEMONSTRATION

Les points P, Q, R é&tant non alignés

les droites (PQ) =1 et m = (PR) ne

sont pas paralléles. Les translations

T =71 et 1T =1 formant une
1 PQ 2 PR .

base de 1'espace vectoriel T.

T opérent simplement et transitivement pour tout point M il existe une, et une seule

translation 1 = Ty définie par 1(P) = M.

T et 1 Etant une base de T il existe un, et un seul coupie (e, B) k2?2 vérifiant
1 2

= (et ) o (BT )
1 2
Réciproquement a tout couple (a, 8) k2 on associe ume, et une seule translation
T =(or ) o (Bt ) donc un seul point M du plan 7 définit par M = t(P). Qu bien
1 2

ainsi définie une bijection f(P Q,R) de m dans k2
L]

Remarques

1) Les trois points non alignés P, Q, R #&tant fixés, on sait construire géométriquement les points M

et M2 définit par cn‘l(P) = M1

Cl.'[z(P) M

2
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en effet par définition

/P 3 Mx i M MxJ //m et (M MZJ /1

2) On a dans le plan accocié 3 tout triplet (P, Q, R) de points du plan non alignés, une bijection entr

w et k7. On peut alors se poser la question suivante : Etant donné um autre triplet (P', Q', R') existe-t-il
wune transformation f de 7 dans 7 telle que :
f = f o f
(P',Q",R") (F,Q,R)

3) Lla restriction de f“, Q,R) a la droite (P, Q) (resp & (P,Q)) est f

®,Q P £p py)

4) Dans la définition des applications f(PQ) et f[p Q,R) 1'ordre des points est important.

DEFINITION
Soient 1 une droite de 7 on appelle Tepére cartésien de 1 d'origine P et de
vecteur directeur TP,Q un couple de point P et Q. Pour tout point M de 1 on

appelle abseisse de M dans le repére cartésien (P, Q) 1a valeur de pr(M)

DEFINITION
Dans le plan m on appelle repére cartésien de d'origine P et de vecteurs

directeurs TPQ » Tpp wn triplet (P, Q, R) de points non alignés. La valeur de

f(p Q,R) (M) € k* s'appelle les coordonnées de T dans le repére cartésien (P, Q, R).

§ 3 CONSTRUCTTON GEOMETRIOQUE DES LOIS DU CORPS

)

Ayant explicite la notion de graduation, il devient trés facile de construire i 1'aide de paralléle la

somme de deux nombres.
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De méme que l'addition correspond @ la composition de deux translations de mfme direction, la multiplicas

correspond 4 la composition de deux dilatations ayant un point fixe donné.
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CHAPITRE 7

A PROPOS D'AUTRES INTRODUCTIONS

DE LA GEOMETRIE AFTINE PLANE

Le but de ce chapitre est de montrer comment se compertent des systemes d'axiomes ou des présentations

de la géométrie en 4¢& par rapport 4 la présentation minimale exposce ici.

§ 1 BIPOINT - VECTEURS

Afin d'harmoniser notre présentation de la géométrie par les transformations avec les présentations

habituelles, nous allons définir les notions de bipoints, de bipsints €quipollents et de vecteurs.

DEFINITION

Etant donné un plan 7 on appelle bipoint un couple (P, Q) de points de 7

NETINITION
On dit que le bipoint (P, Q) et le bipoint (R, S) sont équipollents, si, et ceulement

s 3 TPQ=TRS

11 en résulte que la relation d'équipollence est une relation d'équivalence.

DEFINITION RSP

L'ensemble des bipoints du plan muni de cette relation d'équivalence s'appelle

=4

1'ensemble des vecteurs du plan ; on le notera

Notation

1]
<4

Cn notera le vecteur dont le bipoint (P, Q) est un représentant !33\

PROPOSITION 6-9 i R
L'ensemble des vecteurs du plan est un espace vectoriel sur Kk isomoiphe 3 1'espace

vectoriel des translations T.
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D'aprés la définition de 1'équipollence de deux bipoints 1'application :

T

—_— 7

——
Te—— 3P 1(P)
est bijective.
Cette bijection permet de mmnir 7 d'une structure d'espace vectoriel sur k

isomorphe & T.

1) On définit une action simplement transitive de 7 sur 7 par :
—
Q=P+ Vi—s Q= tpy(P) et ¥ =pQ

2) On notera Tr‘,'a la translation rPQ t on parlera aussi de la translation g5 définie pour tout

M &r par

-

i
M' = 'r;;(MJ = MM' = v

3) On notera additivement de groupe (_T? +) isomorphe 3 (T, o)

Pour terminer ce paragraphe, nous voudrions faire quelques remarques plus profondes.

i) L'axiome de Dehargues 4a n'est rien d'autre que la transitivité de 1'&quipollence .
2) La relation de Chasles ne fait qu'exprimer que (-T)f-, +) agit sur 71

3) L'axiome de Dehargues 4b est équivalent au fait que T est un espace vectoriel (3 gauche) sur k.

Ces trois remarques ont pour but de montrer :

1) que présentation axiomatique et présentation vectorielle sont en définitive trds

proche 1'une de 1'autre

Z) que quelque soit la méthode employée, le dessin géométrique doit avoir une place

importante dans 1'enseignement en 4& et 3@, ‘ '

Notons enfin que ce paragraphe illustre 1'équivalence que nous avons déja démontré entre les deux définitions

d'un plan affine arguésien.

§ 2 LES AXTOMES DU MILIEU

Proposés notamment dans 1'Académie par Monsieur TAILLE, Inspecteur Pédagogique Régional, les axiomes du
milieu insistent comme nous le faisons nous méme (voir la progression suivie par Héléne Jouvet) sur la nécessité
1) de commencer la géométrie dés le début de 1'année

2) d'apprendre a faire des constructions.

Compte tenu de 1'intérét et de la nouveauté de cette présentation, il nous a semblé bon de montrer
explicitement 1'équivalence entre les axiomes du milieu et 1'axiome de Dehargues, le cas od k n'est pas de

caractéristique 2.
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Le milieu I' de A et de B' est le projeté de J sur (B B') dans la direction

de (P B'). Si (PB') # (P B) il en résultc que I # I'.

PROPOSITION 7-2

Sous les mémes hypothéscs que dans la proposition 7-1. Si O est un point de =
pour tout point P de 7 il existe un, et un seul point P' tel que 0, soit le

milien de P et de P',

DEMONSTRATION
"Si 0 =P alors d'aprés M2 Pt =p
Si 0#7D ladroite (0 P) existe. Soit R t;‘f(O P). & est la paralléle i (OP) passant

par R.

~

A est la paralléle & (PR) passant par 0
S=AN4S
Soit 1 la paralléle & (RO) passant par S
P'=10(P 0)
IL=(50)NnRP) estdaprés M1 et M2
le milieu de R et de P' d'aprés M3 0

est le milieu de P et de P'.

Convention

On parlera dorénavent du milieu des deux points A et B. ' !

DEFINITION
On appelle symétrie de centre 0 et 1'on note So - l'applicationde w7 yn
qui @ P associe P' tel que 0 soit le milieu de (P, P') ( w vérifie les axiomes

A LA ,A M ,M M)
1 2 3 1 2 3

COROLIATRE 7-3
Sous les hypothéses sur w de la proposition 7-1, 5, ©€st une dilatation admettant

O comme point fixe unique.




cA
= G -
POSITION 7-4 S

Sous les he

s de la proposition 7-7, si 0 et 0' sont deux points distincts
I )

D “‘.( s dilatations Fr"(-fir.l. n gra i]":‘ s 08 , est une dilatat llﬂf'!. Cette
6} o
distincte de 1 jll‘!,‘ﬂ‘-_l'.ilir_ , CAar

S, © 5(_‘[0‘) = 5'0(("') #0' car 0' # 0. (0 est 1'unique point fixe de s

2) soit I un point autre que Q', alors s_,(P) =P' et P' #£0
kP
0' est le milieu de P'. Soit I =5 (P')
alors 0O ecst le milieu de (P P')°
B Si P'#0 d'aprds M_ 1la droite et la propo-
3

¥ sition 7-1, les droites (0 0') et (P P'") sont

Si P'=0 alors P" =DP' et les droites (P P') ¢t (0 0') sont cncore paralléles.

11 en résulte que 7 = S, 0 S,: admet pour traces le faisceau des droites paralléles
)

a la droite (0 0'). Comme T # Tﬂ T est une translation de direction, la direction

définie par (0 0")

CORJOLLAIRE 7-5 -
S1un plan w vérifie les axiomes A ,A ,A M, M. M alors il vérifie les
I ] o ? e 5

axiomes A , A , A, A
2

[RATION =

et B deux points distincts. 0' un point non aligné avec A et B

~

Soit O 1le projeté de O' sur (A' B) parallé-
lement 4 (A B) d'aprés M (C 0') // (AR)

* @)
On a de plus :\.Df.%’] =B d'oll (A) =B

Comme d'aprés 7-4, T est une translation et

par suite 1'axiome A est vérifié.
ya
(=
T=S5 0S8

— ———— S—
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PROPOSITION 7-6

Si un plan 7 vérifie les axiomes A , A , A, A 4 si son corps d'endomorphisme
: 17 27 et Ty

est de caractéristique 2, il ne vérifié pas 1'axiome 1’~‘ll

DEMONSTRAT1ON

soit O,ﬁ (A B). Avec les notations habituelles

/B/ B~ A0 © ToB

/V Soit Q' = (TOA 0 TOB) (OJ

alors Toa © Top T oot

2
Toor © Tag = (TDB)
si Kk est de caractéristique 2 ('rOB)2 = ITr et (DO') // (AB) comme’ G? AB

1'axiome M n'est pas vérifié.
1

COROLIAIRE 7-7 -
Si un plan 7 vérifie les axiomes Ax’ A, Aa, M1’ Mz, Ma son corps de base est de
2

caractéristique autre que 2.

Nous allons maintenant montrer que, réciproquement, si la caractéristique du corps k # 2 alors les

axiomes Ml, M, M sont vérifiés.
2’ 3

PROPOSITION 7-8

Si un plan w vérifie les axiomes A1 A LA LA a €t si la caractéristique de k
2 3 &

est différente de 2, alors 1'axiome w est vérifié.

DEMONSTPATION
ona  Toy. 0Ty = (TOB)Z
*0 Comre la caractéristique de k est différente de 2 on a :
(tgg)® # 1
‘3B 0B L
A* (1gp)® est une translation ayant pour direction celle de
(O B) comme (A B) et (O B) ont des directions différentes,
£
o' il en résulte que (0 0') et (A B) ne sont pas paralléles,

ce qui €tablit 1'axiome Hl




PROPOSITION 7-9

Avec les mémes hypothéses que dans la proposition 7-8, l'axiome M  est vérifia.

X

DEMONSTRATION

Reprenens les notations de la démonstration précédente. Soit I = (00") N (A B)

Construisons TM(i]. Pour cela, on trace
8 la paralléle a4 (0 A) passant par I
Soit A la paralléle & AB passant par 0
et 0" =804

Ona (007 // (AI) et (0B) // (A0
D'aprés 1'axiome A;‘a (O".BJ // (10", C
qui €tablit que B = a7 (D

= = e 2
I1 suit que Tag = {L-AIJ-

Comme T est un espace vectoriel sur k,

cela montre que I est défini indépendarm

de 0. Ce qui &tablit 1' axicme M
2

PROPOSITION 7-10

Sous les mémes hypothéses que la proposition 7-8, 1'axiome M  est vérifié.
3

DEMONSTRATION

Nous allens faire cette démonstration en écriture vectorielle. Soit A' = P(A)
'=p(B) les projetés de A et de B dans ume projection de direction donnée sur

une droite donnée. Soit I' le milieu de A' B'

o 1' étant le milieu de (A' B')

on a :
TR —
2. I1'=TA"+ 1B
=TA+AA +1B+BR

Camne 1 est le milieu de (A B) on a
i-_:t\ l_ﬁ=3 d'od : 2ﬂ'=.ﬂa'+8
F——— Ce qui €tablit que 1' est le projeté

de I dans la projection p.

Nous avons donc montrer que : Mx’ M, M &=A a ©f
2 3 &

k est de caractéristique différent de 2.




1) Dans cette présentation, on se sert en fait des symétries centrale pour engendrer les translations.

2) Avec les axiomes du milieu, nous ne pouvons pas démontrer que 1'espace vectoriel des translations est

de dimension 2. Nous devons donc admettre ceci comme un axiome. Nous avons déjd démontrer que c'est équivalent

d 1'axiome 4b.

3) La remarque précédentc s'applique Egalement aux progressions n'introduisant que 1'axiome 4a (cf le

groupe de Monsieur ITARD au centre du Mans ou diverses équipes brestoises).

§ 3 AXIOME DES DILATATIONS

L'I.R.E.M. de Strasbourg propose 1'axiome suivant
Pour tout quadruplet (AA', BB') du point du plan tel que
A#B et A" #B'
et (AB) // (A" BY)

il existe une dilatation f transformant A en A' et B en B'.

Nous avons déja montrer que cet axiome est équivalent aux axiomes A et A b
4
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Sur (2/33)* définissons une droite par une relation

ex + By +y =0

ol (x,y) € (7/32)? o, B, vy € &/32 non tous nuls.

La figure ci-dessus montre les 4 directions de 3 droites que 1'on peut définir :

B=o 1ére famille
a =0 2éme famille
a=8 #o 3éme famille
o # B
o #o 4eme famille
B#o

On vérifie aisément que muni de ces droites (Z/3%)* est un plan affine arguésien. I1 suffit de remarquer que

1'espace vectoriel (2/37)* de dimension 2 sur %/3% opére simplement et transitivement sur lui-méme.



§ 2 UN PLAN NON ARGUESTEN, LE PLAN DE MOULTON

Soit T =R?

Définissons 4 familles de sous ensembles de = =

h, = ((x, y) €m? /y=oavec aeR}

g = {h, fa€R} est l'enseable des horizontales du plan w

2¢éme famille

Vo ={(x, y)em?* /x=0a avec a € R}

V- {v, / a €R} est 1l'ensemble des verticales du plan

3éme famille

1 ={(x, y)€MR?* /y=oax+8 a<0 et Be M}

a,B

D = {la 8 / «a<0 et Be R} est l'ensemble des droites de 7 3 pente négative.(On appelle pente de
2
1, g définie par y = x + 8 le nombre a) 7
»
4&me famille
Les 3 premiéres familles sont des droites du plan affine [R? . Nous allons définir une derniére

famille de droite m, 8 obtenu de la maniére suivante.
]

=]

g (0 NER / ymax+p sioxy -8
¥ * 2

2
a>0 et BER

+

/éb=ima.3 /a>0 et BeR)

Dans un systéme d'axe orthonormé, le dessin suivant illustre des €léments de chacune des 4 familles précéde

décrite.
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1.
~2,0

Posons /“D=, \6{ NEVERSIEND U/D+

Nous allons montrer qué M, h ) vérifie les axiomes A s A L, A mais pas 1'axiome A ar I1 est clair que
3 4

1'axiome A est vérifié.
3
Car pour tout d e & d#m

Soit M1 = (xl, yl) M2 = (xz, yz) deux points de 7 .

Si = ¥ alors M1 et M déterminent une et une seule droite de Q) la droite hy
2
1

Si x1 = x2 alors Ml et M déterminent une et une seule de ‘g la droite Vi
2

< 0 alors Ml et M déterminent encore une droite et une seule de ‘D).
2
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Si y et y sont positifs ou nuls tous les deux, (vesp négatifs ou nuls) alors M et M
1 2 1 2

. . . +
déterminent une droite de 4D et une ssule.

Si y, et y, sont de signes contraires, supposons S 0 et Y, * 0

On a alors a résoudre le systéme lindaire
Y

=ux +8
4 1
X
y = —2 4 l 8
2 2 2
X - X
Le déterminant de ce sy:téme est -—t——2 > O
; 2
il y a donc une solution et une seule.
7
7 Y, . . .. e .
a = — ——— est positif, ce qui établit que M et M définissent une droite
X x 1 2
12
- 2

+ i
de 7 et une seule.

Cela nous permet donc de dire que (m , @) vérifie 1'axiome A
1

La vérification de 1'axiome A est immédiate. T1 nous reste d montrer que 1'axiome A & n'est pas
2 L]

vérifié, ou encore que la configuration de Dehargue est fausse pour (w D).

Ny ¢’
hy ¢ @ _‘
//r
7
‘\J:_i Ve
AP
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Considérons les droites paralléles v s V ;¢ ¥y choisissons sur v , v . 0 Y respectivement
1 =~ 1 -

les couples de points (P, Q), (P', Q) , P, Q") tels que (P' P) = hz , @Q', Q = h]

®'®=m  @QQ-=n

2,1/2 )

11 en résulte que (P' P") =1 o €t Q' QM #1 , A ce qui €tablit que (P' P'") et (Q' QM
-2 -2y
2

< <

ne sont pas paralléles.
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CHAPITRE §

L GEOMETRIE AT'FINE REELLE

Dans ce chapitre, nous allons caractériser la géométrie affine réelle.

§ 1 GEOMETRIE EN CARACTERISTIOUE NULLE

On dit que k est de caractéristique 0 si
(YpeM- {o}) (O+1+ 1) #o0)
p fois
Comme dans un espace vectoriel A gauche sur un corps k
aV=0é a=0 ou v=o0

on en déduit que

k est de caractéristique zéro &3 (VTET.HH}) (\‘/n M={o}) (T"#1) “[
m

§ 2 UNE PREMIERE MANTERE D'INTRODUIRE MR

Ajoutons au plan ¢ vérifiant les axiomes A A A A
12 3 Ty

Pour toute translation T et tout entier n positif < # LS
5

Alors sur toute droite on a alors comme il a été fait pour le corps k dans le chapitre VI une injection

(ou plutdt une famille d'injection de I dans la droite

p-2 Pl Py P P

Mieux, on sait étendre géométriquement cette injection d'unc injection de [ ensemble des décimaux ou

plus naturellement en vue injection de Q dans la droite.
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1@, = Q
T(Q = Q'
T@Q) = Q"

Le fait que T soit un espace vectoriel sur un corps k permet d'étre assuré que P1 ne dépend pas

3
du point intermédiaire ( choisi. En effet, on a (T

) )P =1
P i P,? Po P1
On peut alors rattacher la “construction" de R faite en algébre comme ensemble des suites décimales
illimitée (n'admettant pas que des 9 & partir d'un certain rang) en supposant que 1'algorithme de la division
d'une translation en dix décrit ci-dessus peut se prolonger indéfiniment en définissant une bijection de R

avec la droite. On serait tenter de formuler 1'axiome suivant :

Toute injection de D dans ume droite 1 provenant d'une inclusion canonique dek‘;z dans 1
par 1'algorithme de division par 10 d'une translation se transforme en une bijection de M “sur

1 en appliquant une infinité de fois cet algorithme.

Cette introduction de R a le mérite d'étre €conomique et de coller i 1'introduction de R faite en
algébre.
I1 est clair que dés que les translations ont &été étudiées, on peut définir la notion de bipoint, &quivallent

et raisomner sur les vecteurs si 1'on préfére la notation additive.

Pour terminer je voudrais développer une introduction de (R faisant intervenir 1'ordre sur la géométrie.

Auparavant, je voudrais faire remarquer que lorsqu'on a fix€ la fagon dont agit le groupe des translations,
on n'a plus de liberté pour graduer les droites du plan. L'action de T induit sur chaque droite une structure
. affine parfaitement déterminée. Le théoréme de Thalds &tablit que les projections sont des bijections affines

pemettant de passer d'une droite 3 une autre. Nous fixons la facon dont agit le groupe T dans le plan

"physique" en désignant par droite les sous ensembles obtenus avec une régle ou encore en appellant bipoint ce

e

que nous représentons par

B




La teiminologie de graduation ''régulicre" renferme pas mal d'awbiguité. 11 serait préférable de procéder

comme je 1'ai fait ici, c'est-3-dire de montrer que caneniquement, on peut définir sur chaque droite une famil

de

]

11

bijection el compte-tenu de la représentation cheisie, alors, les graduations en résultant sont “répuliéres

c'est-2-dire compatibles avec 1'action du groupe des translaticns.

DEFINITION

Un corps k est dit ordonné s'il existe un sous-ensemble P d'élément positifs

vérifiant

1) k= (-P)ulo VP
2y P+ PCP
3) P.PCPp

La relation d'ordre sur k est alors définie par
ash &= b-a=0 ou b-a P
T ={a/ o< a}
On démontre alors que :
(Veek (Yack) (Ybek (a<bée= a+c<b+c)
(YceP) (Vaek) (Ybek) (a<bemsac<bec et ca<cb)
(Ve €-P) (Vaek) (Ybel) (a<b hc<ac e ch<ca)

résulte que : (Vaen (a® € P)

d'ol en particulier 1& P

D'zprés la condition Z) cela entraine qu¢e n=1+ ... 1€ P Donc que k est de caractéristique zéro.

suit que Q est un sous corps de k et que l'ordre induit par k sur Q est 1'ordre naturel de 0. Q a

nc un seul ordre compatible avec sa structure de corps c'est 1'ordre habituel.

Gumetriquement la notion que nous rencontrons naturellement est une relation ternaire du type :
C est entre A et B

Dans le cas d'un ensemble ordonné, nous pouveons définir pour n éléments a ... a  la notion suivante,
1

= dirons que les €léments a ... a constituent 1'arrangement (a ... .’ln) si a <a...<a ou
1 1 1 2 I

DEFINITION P o B
On dira qu'un corps k est faiblement ordonné si il existe une relation d'ordre total

sur k et si

1) 1'applicaticn k 3k conserve les arrangements pour tout a

Xe—-— X *+ a
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2) 1'application k——k conserve les arrangements pour tout a

X — 3 Xxa

5i le corps est Z/2Z alors toute bijection conserve les arrangements et le corps peut &tre faiblement
ordonné sans €tre ordonné. On va démontrer qu'en dehors de ce cas exceptionnel, un corps faiblement ordonné

est ordonné.

PROPOSITION 9-1

Si k # Z/27 alors si k est faiblement ordonné, il est ordomné.

-DEMONSTRATION ]
1) Soit 0, a, b 3 éléments, les arrangements possibles sont (0, a, t{) ou (a, 0, b)
S5i k est de caractéristique 2 dans le premier cas on obtient les arrangements
(a, 0, a + b) en ajoutant a
(b, a + b, 0) en ajoutant b qui est encore 1'arrangement (0, a + b, b) ce qui nous
conduit a 1'arrangement (a, 0, a + b, b) ce qui contredit 1'arrangement (0, a, b)
De méme, en partant de 1'arrangement (a, O, b) on cbtient les arrangements (0, a, a + b)
et (a + b) b, 0) qui conduit 3 l'rarrangernent ©, a, b) ou (0, b, a) ce qui contredit
1'arrangement initial.

I1 suit que k n'est pas de caractéristique 2.

2) k n'Ctant pas de caractéristique 2 pour a € k*, & et - sont distincts

2

o

et distincts de O.
Si on a 1'arrangement

(—-;- i @ %} on a alors (O, % , @) en additionnant

Bl

a

» 5 0) en additionnant

on a alors (-a

1
o |

d'od (-a, 0, a) en ajoutant a on a 1'arrangement (O, a, 2a). 5i pn a 1'arrangement
(0, %, - %) on obtient (%, a, 0) et (- %, 0, -a) d'oll encore 1'arrangement (a, o, -a)

qui conduit & (Za, a, 0) = (0, a, 2a).

3) Montrons que si on a 1'arrangement (0, a, b) alors a + b est du méme cHté que

a et b par rapport 3 zéro, ona : (0, 2a, a + b).
“d'oll a+b estdumdme c6té que a et b par rapport 3 zéro. ,
4) Désignons par P 1'ensemble des éléments sui sont du méme cbté que 1 par rapport

a zéro.

On a alors k=-P Ufo] UP

On a en effet pour a e k* 1'arrangement (-a, 0, a)




De plus si

a, b

ou (0, b, 1) en multipliant pax

aussi (0, 1, a) ou (0, a, 1)
ce qui €tablit que k est un c

a, bep 0, 1, b)

on a ((

(0, ab, a)

comme on a

(0, 1, ab) ou (a, ab, 1)

Pour temminer ce paragrapl

1@, nous allons caractéri

corps archimédiens.

DEFINITION

'Te

Un corps ordonné est dit archimédien si

n tel que

a < n. (On entend par entier

pour tout a g k on peut trouver un enticr

n

Soit k

un corps archimédien a k. Il existe deux entiers m et n vérifiant -a<m et a <n
ce qui établit que -m < a < n.
@ est inclus dans k et est mmi comme on 1'a déji vu de son ordre naturel.
Spit C={re @/ r > a} necC
D={reqQ/ r < a} -meD
C et D sont donc non vide et définissent unc coupure de Dédékind sur €. Cette coupure définie un

ncmﬂ.)}‘c réel f(a)

On définit ainsi une application fik——mMR

a——3 f(a)

Nous allons montrer que f est strictement croissante

5i b>a alors il existe un entier m: m > (I:wa)‘1

camne b-a>0 onendéduit mb-ma> 1
Soit n 1le plus petit entier tel que =n > m a. On a alors mazn-l>an-mb-ma)=n-mb+ma
d'ol O0>n-mb cequi entraine: mb>n>ma
I
come m>0 ona b>—>a
m
11 suit de cette double inZgalité que £(b) > f(a) (pour 1'ordre naturel de R). Ce qui &tablit que £

est une application strictement croissante donc injective de k

D'aprés la construction de Dédékind de R,

de k dans R mmi de son ordre naturel.

est homomorphisme de corps et 1'on a le théoréme suivant

dans R.

THEOREME 9-2

Tout corps archimédien est isomorphe 3 un sous corps du corps des nombres

de son ordre naturel.

Pour terminer, montrons que la seule structure de COTPS Or

£n effet soit o un ordre faisant de @, +, .) un corps ordonné,

Oaa alors a est a - positif donc (-a) n'est pas un
Comme -a n'est mas un carré, il sit e 0 < a  drne 2 nct

nnée de (R + .) est sa structure naturclle.

cal tous les carrés sont o- positifs.

e na*arel),
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Si O0<a alors a est positif (au sens naturel) c¢'est donc wn carré donc il est a - positif.
L'ensemble des €léments positifs est identique d 1'ensemble des ¢léments a- positifs ce qui 6tablit que

la relation < et la relation a sont identiques.

PROPOSITION 9-3

@R, +, .) n'a qu'une seule structure de corps ordonné : sa structure naturelle

®, +, ., <)

On déduit de ceci que tout automorphisme de corps de (R, +, .) est une application croissante.

En effet, un automorphisme transforme les carrés en carrés. Compte tenu de ¢o(1) =1 il suit que o/Q =1

Q

D'autre part, un nombre réel est déterminé par une coupure de Dédékind, comme conserve les inégalités en laissant
fixe les nembres rationnels, o(a) est déterminé par la méme coupure que a ; donc o(a) = a ce qui établit

la proposition suivante.

PROPOSITION 9-4

Le scul automorphisme de (R, +, .) est l'identité

En conclusion de ce paragravhe on peut dire que (R, +, ., <) est ses sous corps constituent i isomarphisme

prés la catégorie des corps archimédien. A isomorphisme prés tous les corps archimédien sont compris (au sens

de 1'inclusion) entre Q et R.

. § 4 GEOMETRIE ORDONNEE

Considérons un plan affine arguesien différent du plan a 4 points.
On dira que le plan est ordomné si :
1) 1'ensemble des points de chaque droite est totalement ordonné

2) 1la projection paralléle des points d'une droite sur les points d'une autre droite conserve ou

inverse 1'ordre.

On va montrer qu'un ordre sur le plan induit un ordre faible sur le corps k des endomorphismes de T ;
et que réciproquement un ordre faible sur le corps' k induit un ordre sur le plan affine associé.

Soit 1 une droite P un point de 1, t une translation dont 1 est une trace.

On a une bijection ¥ : 1 3k

M———>a

a étant défini par : al(t) = ;M



Cette bijection induit sur k un ordre ; i1 faut )

trer que cet ordre est indépendant de- P et de T

et que c'est un ordre faible sur le corps k.

~ @)/
~ = /
,,f””/’ N ////

o

N
T ) N

/
gt \c\(rl) (P)
/ / S
11

Seit T une translation de direction autre que la direction de 1. Alors il cxiste une dilatation uniqu
b
o veérifiant
o

Ga(F) =P

o 1 g, . é(T]

o a
o T 0"1 = aft )
o s ] 1

a(t) (1) =g, T ar;] (P) = 0,(x(P)) =alr) (P) = q T @ =0 (r, @)

a a

Ceci entraine que (@)t P)) // (w(zx) (@) u(rlj )
1
Ce qui veut dire que a(7r ) (P) est la projection sur 11 de a(t) (P) parallélement 3 (t(P), 1t (F))
1 1
Ce qui &tablit que l'ordre induit sur k par P et 1t celui induit par P et t  sont indentiques ou inverses
1 f

1'un de 1'autre, lorsque T et T n'ont pas méme direction.
1 2 -

Lorsque T et T ont méme direction, il suffit de les comparer a une translation t ayant une directio
1 2

différente pour en déduire que l'ordre ne dépend pas du 1 choisi
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Montrens que 1'ordre est indépendant du point P. Soit Q un point autre que P, soit T une translation

ayant une direction différente de celle de }T’Q

T/O] A(ﬂ Q) 1J

p / (P) a(t) (P)

On a alors (a(1) (Q of(t) P) // (PQ) ce qui établit que a(1) (Q) est 1'image de a(r) (P) par la
projection de direction (P Q)

On peut donc €noncer la proposition suivante :

PROPOSITION 9-5
Un ordre sur un plan arguésien définit canoniquement (i inversion prés) um ordre

sur le corps k.

11 reste @ prouver que muni de cet ordre k est un corps faiblement ordonné.
Considérons un &lément & du corps Xk ; soit 1'ordre induit par P et 1 ; 1l'ordre
induit par P et §&(t) est identique ou opposé.

Pour o k ona: af(t) od(r) = (a+ &)1

11 en ré€sulte que 1'application k 3k
X—3X + §
conserve ou inverse 1'ordre.
De méme considérons a.8(1) = (008) (1)
Ona: a.6(t) P) =als(t) (P)
ce qui établit que 1'application Kk 4k
X ——3x6

conserve ou inverse 1'ordre. I1 en résulte que :



PROPOSITICN 9-6

Un ordre sur un plan affine définit canoniquemenit un ordre faible sur le corps k

D'aprés une proposition du paragraphe précédent et compte tenu que nous avons €liminé le plan & 4 points,
nous pouvons affimmer que le corps k est un corps ordonné donc de caractéristique 0.
11 rous suffit pour terminer de montrer que réciproquement, si 1'on a un corps faiblement ordonné, le plaj

affine associé est ordomné. La démonstration est semblable i la précédente et 1'on peut affirmer.

Un ordre sur le corps k induit canoniquement un ordre sur le plan =« =

Remarquons que 1'existence d'un ordre sur le plan permet d'assurer que la caractéristique de k est zéro,

On dira que 1'ordre sur le plan est archimédien si 1a propriété suivante est vérifiée.
q P [ P

Si T # i1r et T, # 1ﬂ sont deux translations de méme direction, et si un point P n'est pas
situ entre T (P) et 1 (P) alors il existe um entier n > 0 tel que TZ(P} soit situé entre
1 2

P et T?(P]

zszf e
M___tr‘_r_———i'
T, () T, ®)

Sur le corps k cela signifie que, crienté par P et t ona alt ) =1 et D<1<a
L 1 2
Ce qui €tablit que o > 0. De plus, dire qu'il existe n tel que T2(P) suit situé entre P et Tn(P)
1

signifie que sur k on a : O<a<n

Ce qui é€tablit que le corps k est archimédien. D'aprés les démonstrations du paragraphe précédent, on

peut conclure cette &tude par le Théoréme suivant :

THEOREME 9-8 '
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une géométrie ordonnge provienne d'un
corps k isomorphe & un sous corps du corps des nombres réels (porteur de son ordre

naturel) est 1'axiome d'archiméde.

L'axiome des segments emboit€s au tout autre traduisant la complétion nous assure que le corps k est

a isomorphisme prés le corps des réels.




e

CHAPITRE 10

LA DROITE AFFINEC
LE THEOREME DE THALES

§ 1 DROITE AFFINE

DEFINITION
On appelle dreoite affine sur un corps K un espace affine de dimension 1

sur le corps K.

PROPOSITION 10-1

5i 7 est un plan affine arguésien, toute droite de 7 est une droite affine

sur k

Avec les notations de chapitre VI § 2 ; T1 est un espace vectoriel de dimension
1 sur k et {Tl, 0) agit simplement et transitivement sur 1. Ce qui &tablit

gque 1 est mme droite affine sur k.

. § 2 RECHERCHE D'UN INVARTANT NUMERIOUE AFFINE

Reprenons les notations du chapitre VI. Soit f une graduation sur une droite 1. Par définition :

Q
:EPQ(}\) = {m;PK = d.-I’_d
J1 en résulte gue :

fPQEB) "fPQ[A) a0 = A?é=ﬂm+
Soit f‘P‘Q‘ 1ume autre graduation de 1 om a :

PR® - HipW v = B = P

-> ->

11 existe um, et un seul v € k' vérifiant P'Q' =v PQ

Came 7 est un espace vectoriel, il en résulte que : a'y = o
Y est indépendant des points A et B ; y ne dépend que des graduations fP‘Q' et £

Considérons maintenant 3 points distincts A, B, C sur une droite 1, en a d'aprés ce qui précéde la

proposition suivante
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Remarques
Appellons point 4 1'infini de 1 un point @ ¢ 1. Seit T = 10{3}

Prolongeons bP Q en une application de T__._.}K en posant ‘BI’ Q[I.‘J =1
2 7
on a ainsi définit unc bijection de 1 dans k. Cette bijection est déterminé par le triple (P, Q, 9)

Supposons maintenant que k n'est pas de caractéristique 2 alors o # -a pour tout €lément o € k¥
I1 en résulte de ce qui précéde que P, Q €tant deux points distincts de 1 si o # 1, il existe deux points

R et S parfaitement définis tels que :
bPQ(R) =0 bPQ(S) = o
On dit que (A, B, R, 8) fomment une division harmoniquec.

§1 &= 1 il existe un point et un seul I, tel que bPQ(I} = =1

I est lemilicude A et de B

On dira encore quc sur 1 (A, B, @, 1) forment une division harmonique.

§ 3 BARYCENTRE DE DEUX POINTS

Soient P et Q deux points distincts de =. Soit O un point n'appartenant pas 3 (PQ)

Soit 1 1la paralléle & (PQ) passant par O.
On appelle g‘i le faisccau des droites passant par O.
Sim SSF; - {1} alors R= (QP)Nn m.

%

On définit ainsi une application bijective de ¥, - {1} sur (PQ).

Dans lc repére cartésicn (0, P, Q) 1la droite 1 a pour équation :

’

x+y=0

La droite (PQ) a pour équation XxX+y=1

Soit m une droite de ﬂi - {1} m est défini par le vecteur directeur :

— —
a QOP+RB 0Q a€k B&k a+BFO
o2 €=}

¥
a+ B o+ B

Dans ce repére R a pour coordomnées :

Considérons un point 0' autre que 0 alors :

— )

« O'P + 80'Q = (a+B8) 0'0 + oOP + B

d'ol
o e g S - 4 — -k
0'Q=0'0+0R =0'R

2
+
™
=]
+
™



Remarquons

1) que O' peut appartenir d la droite (PQ)

. ! p 4 — 2l 3 N ) o s T P i &
2) que si O' ¢ (PQ) alors dans le repére (0', P, Q) R a encore comme coordonnés (——

Ces remarques nous permettent de poser la définition suivante

DEFINITION

Soient P et  deux points distincts o, B deux €léments de k vérifiant
a+ A #0 alors R (avec les notations ci-dessus) est le barycentre des

points P et Q alfectes respectivement des masses o

%

’ B

D'aprés la bijection entre E?: - {1} et (PQ) et la bijection définie par le repére carténien (0, Q, M

entre k? et 1w la définition suivante a un sens

DEFINITION
Soient P et Q deux points distincts P, Q est repére affine sur la droite
(PQ). Pour tout couple (a, B) € k? vérifiant a + B = 1

I1 existe un point R et un seul de (PQ) tel que R soit le barycentre de P

et Q affectés des coéfficients a et B respectivement. Le couple (u, B)

s'appelle les coordonnés barycentriques de R dans le repére (P, Q)

Remarques

1) Si (¢, 1 - a) sont les coordonnés barycentriques de R dans le repére affine (P, Q) alors

— -
PR = (1 -0) PQ

- - - - ” - * - o
d'ol (1 -a) est 1'abscisse de R dans repere cartésien (P, Q) d'origine P et de vecteur directeur PQ

Réciproquement 51 B  est 1'abscisse de R dans le repére cartésien (P, Q) alors (1 - B, B) sont les

coordonnées barycentriques de R dans le repére affines (P, Q)
; T’ - . P
2) Siona — =ao alors 1'abscisse de R dans le repére cartésien (P, Q) est et les
T ) a =1
: " . . - . . " -1
coordonnées barycentriques de R dans le repére affine (P, Q) ( — “
a-1 -1

-+ - -+ . .
3) Siu+ B =0 alors 0P + 800 est un vecteur de 7 indépendant de O.

§ 4 THEOREME DE THALES

I1 peut s'énoncer ainsi Jes projections d'une droite sur une autre parall@lement 3 une direction donnée
conserve les barycentres ct 1'invariant numériques du chapitre 2.
Nous ne ferons pas ici la démonstration ; elle suit pas 3 pas celle faite pour démontrer que le milicu

des projetés est le projeté du milieu.
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CHAPITRE 11

COMPLEMENTS

Le présent chapitre cst rédigé dans le cadre d'un espace affine quelconque sur un corps k commutatif.
>
Un espace affine (de dimension n) sur un corps k est un triple (X, X, +) ol :
-
1) X est un espace vectoriel (de dimension n) sur k
. . . . 1 +
2) + est une action simplement transitive de (X, +) sur X
> -+

5i V est un sous espace vectoriel de X on appelle sous variété affine de direction V passant par

%
1'enscmble des points défini par Va =a+V

5
Si (X, i, +) et (Y, Y, +) sont deux espaces affines sur le corps k, f est une application affine

-
si, et seulement si, { définit par

-
est une application linéaire de X dans Y.

e = £ £

bd

Ce compiément est issu, non du travail des groupes IREM, mais de compléments de cours fait aux étudiants
. r s |

préparant 1'&crit du CAPES en 1975-1976. Dans le cadre du groupe IRIM, ces résultats avaient &té &tablis

o
&t 3

seulement en dimension 2.
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LEMME 2
e

" -+
l{J(){) est un sous-espace vectoriel de b (X, X)

DEMONSTRATION
A.
NY® £e

Pl
2) \P (X) est stahle pour la loi externe
3) ‘P(;} est stable pour lz loi addition
H YO+ ¥ =exy+7
- . . * = S —— -¥*
mais il existe un unique X € X vérifiant a X X=v
d'ol : ax?+3ta(,\’li'+x'§) =cﬂc1_)?:\{)(a,xl)
5) [Pex+ eyl =cxt+eyt=(a+payt+ax
sia+f=0 ona:
[Pex+ Pen]m =axy= Yo
si a+B#Fo

[Yex+YeEn| @

W+ 8, y) (1) +\P (@ x3) (1)

A -+
affine de X de direction X

= \P(a + B, )
oi z est le barycentre des points x et y affectés des cutfFicients
o et B.
PROPOSITION £

-
? est un espace vectoriel ; X est un hyperplan de i, X est un hyperplan

DEMONSTRATION

.

-~ -
ocn définit sur X la structure induite par L

-+ < -+ =+ -+
On a : (’Y/A € k) [b’v €X) (A ve&X avec la structure de X)

(Y2ae¥) (ae k™) O, % = O a, x)

-

(‘d’u €k*) (o (a, x) =)

V-& - b}—i— = - 2 2% i
(VveX) (WweX) (v+weX avec la structure de X)

Voeek®) (Ypek*) (Yx€ X (YyeX)

]

51 a+B=0 (o, x)+ (RY) ox + By défini par la formule (1)

si a+g#o0 (@, X) + (B, ¥) = (ot B, 2)

ol z est le barycentre de x et y défini par la formule (2)

1) Lf' est une bijection de X sur \{’(5(\) comme ‘?{?(J est un espace vectoriel,

-+

V¥eX) Vaek) (xeX) (0,0 +T=F+ (&, x) = (@ x+¥)
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o ~
2) X est un sous-espace vectoriel de X d'aprés 1)

Soit (1, x) = x wm point de X. On a pour tout y € X et tout a € k

n

@ y) =e(, y) =all, x+x) = (@ x) +axy

a(l, X) + a r}t

e

Ce qui €tablit que X est un hyperplan vectoriel de X.

3) X est par définition égal i :
- -
1, x) + X=x+X
pour un point X € X ce qui &tablit que X est un sous-espace affine de ]

=
de direction X

1-3  BARYCENTRE DE n POINTS

On identifiera dans la suite (1, x) =x et (x¢, X) =ox pour o € k* et x € X.

Soient (xi} une famille de points de X, (ai} e famille d'éléments de k* nuls, sauf un
i€] 1€I
‘nombre fini alors :

~
] o )ciﬁ){

jer ?
. -
Si Joa, =0 alors Jo, x; €X
Si § a; = 1 alors bi a; x; € X est le barycentre des x, affectés des coéfficients o

1-4  BARYCENTRES ET S0US ESPACES AFFINES

-

Soit A ¢ X un sous-espace affine de X de direction AcX

Soient (xi) une famille de point de A, (mi) une famille d'éléments de k" nuls, sauf un
i€l iel
nombre fini vérifiant : 7 a; =1
iel

Alors x= J o, x.£X
ier * ?

Soit a€ A alors ax =) oy a_fi donc ax € A d'ol xeA.
Réciproquement soit A £ X ume partie non vide de X stable pour les barycentres. Soit a € A, x et |
deux points de A.
Calculons Aa§+ua§=)\(x—a)+u{y—a) ==(A+up) a+ xx+yy
sid+z=xx+uy+ (1 -1-p)a€A
il suit que a'f=—(l+ p) a+ Ax + uy
d'od {ax / x €A} = A est un sous espace vectoriel. I1 résulte de ceci que A est un sous-espace affine de

X




- 81 -

PROPOSTTION

A€ X est un sous-espace affine de X

& tout barvcentre dc points de A est dans A.

1-5  BARYCENTRES LT APPLICVTIONS AFFINES

-+ -+
Soient (X, X, 4) et (¥', X', 4} deux espaces affines sur un méme corps k ; soit f : ) QU &
une application affine de X dans X'.

: - + S e s 5
Seit : £ : X X' T1'applicatien linCaize associée.

i

Pour qu'un prolongement fae % a % s0it linéaire il faut :
3 = s ~ -
fla, X)) = £(ax) = of(x) = of (x) = (a, £(X))
£ = 1@
Calculons :

flox + 1 = Fx + ) = a(fx + N = of) + I
o

d'od Tlax + V) = fax) + £(%)
si a+B=o0 ’f((xx +iBy) = flalx-y) = o.f(,\’-y} = o (yX)

alf(x) - £(y)) = af(x) - of (y)
= 2ax) + T(ay)

si c+B#Fo0o ona:

oX + By = (ot B) z  off z est le barycentre de x et y affectés de ¢ et g

Tlox + gy) = T((o* B)2) = (o £) £(2)

= (o 8, £00 + TEXD ) = (o g, 100 + —B £() - —B £09)
(C}‘.*S) o + B a + B
o fx) + 8F(Q) . af (x) + BE(Y)

= (a+ B,
! a+ B

= of () + 8F(y)

Fa)
Ce qui termine de montrer que flax) = af(x) est linaire si f est affine.
Réciproquement soit une application lincaire £ ‘.2___1; R

vérifiant : f/X $ X X'

On a alors f(x} - f(y) = f(x - y)
pour x fix€ on définit denc ainsi une application linéaire % .___,;ff‘. Ce qui établit que
A
fle=f& X X' est une application affine.
X —_—— P,

11 est clair que si f et g sont deux applications affines composables fTo ﬁ =fog etaque

on a le théoréme suivant :



w8 «

THEOREME
Soient X, X' deux espaces affines sur un méme corps K
f: X____yX'" est une application affine si, et seulement si, il existe une,

~ A
et une scule application linfaire f : b | X' prolongeant f.
P N -~
On a de plus fog=fog et 1,=1p

COROLIAIRE
f: X, —3X' est une application affine <= 1'image du barycentre est le

barycentre des images affectées des mémes coéfficients.

Ce corollaire se traduit encore par f affine, si, et seulement si, f respecte les barycentres.
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§ 2 GEOMETRIE ANALYTTQUE AFFINE

Les notations seront celles de "Calcul Barycentrique'. La dimension de ¥ est finie.

Z2-1  REPERES

-+ -+
Si on a une base de X alors un point de X détermine wne base de X. La dimension de X est m.

DEFINITION
Un repére cartésien de 1'espace affine (X, j‘f, +) est la donnée d'une base

- -+ - 3 R - 3
(xo, €5 e en) de X o0 xoe.X et ol (cl, eILJ est une base de X.

est une partie génératrice de X comme X est de dimension n + 1. I1 existe dans X(n + 1) points

~
(mo, xl, xn) tel que (:{0, xl... xn) soit une base de X.

DEFTNITION
-
Un repére affine de 1'espace affine (X, X, +) est la donnée d'une base

ol
(xo, xl, xn) de X ol X s xl, cee X sont des points de X

- =% -+ - o - .
Si (xo, €y enn en) est un repére cartésien alors (xo, X, . S xn) est un repére affine avec

1

= . - .
¥y =Xyt e pour 1+ 1 ...n et réciproquement,

Le passage d'un repére 4 1'autre est un probléme de changement de base dans & défini par :

b .
X; =X +e. pour i=1...n

2-2 AFPLICATIONS AFFINES ET REPERES CARTESIENS

-+ >
51 (X, X, +) et (X', X', +) sont demx espaces affines rapporté 3 des repéres cartésiens

X, 'él... ) o ,Z;,... 'éF',)
Une application linfaire est définie par la domnée de f(xo) et par : ; g i-_.__\(‘
Soit m(?j la matrice de ? dans les bases (-él, En) et (31’, 3};:} la matrice de f et alors :
1 0 e ©
)
n(f) = n(d) = - )
a
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-3 INTERPRETATION CEOMETRIQUE DES VALEURS PRC DE
Soit Y le sous-espace propre associé 3 la valeur propre 1 de £ X € X est un point fixe de
- . . .
{= f/x si, et sculement si XxXeXnNy
- 4 = * . -
$1 Y X alors 1'application n'a pas de point fixe.
g B oy 5 x i 5
Si YN X#{¢ c'est alors un sous espace affine de direction Y 0 X.
On a en particulier :
PROPOSITION
-
Si f n'admet pas la faleur propre 1 alors f a un point fixe et un seul.

DEMONSTRATION

i -+
Dans ce casona : dim¥ =1 et § ¢ X

o AN = ¥ = A i ‘
d'oli YNX= {0} d'ol Yn X =1 point.

.4}.
Dans le cas ot f a au moins un point fixe a, alors m({)
fa : Xa——)}(a. Les valeurs propres de i'a déterminent des sous ensemb
par f.

Dans le cas ou f n'a pas de points fixes, les espaces propres de

directions qui sont f ¢

par est-d-dire tel que £(A) est faib
il peut en exister d'autres).
2-4  APPLICATIONS AFFINES ET REPERES AFFINES
Soient (xo, x].“ xnj s (xo, . xﬂ] deux repéres affines associés a
cette base la matrice de { : X X' est donné par
%a, %2 Yon
i %12 N p
m(f) = - - - avec )}
i=o
a a o
P1 p2 pn et § =

I1 est clair que le passage d'un repére 3

2-5  EQUATIONS PARAMETRIQUES DES SOUS ESPACES AFFINES
Soient (xo, ¥ xn) un repére affine d'un espace affine
1
a ... ap (p + 1) points de X. Le sous-espace affine engendré par les a

est la matrice de 1'application linéaire

les affines

f permettent de déterminer des

it paralléle &8 A (de

lem t

)

e

globalement invariants

pas 1

X et X' respectivement dans
a.. =1
1]
0... T

un autre n'est qu'un probléme de changement de base dans

" ap définit par :

s




p p
x= § ) a avec J A, =1
i=o i=o
mais dans le repére affine CIEE 2 déterminent une matrice
n n
A= (a:;.) o< j<n ou a.= J o..Xx. et ] o=
J1 j=o Ji ] j=o0 J1
ogigyp
11 suit que les coordonnées barycentriques (3.) de x vérifiant
ogjsn
fo Ag
' :
' ¥
, = A k
H A
n p
p
comme on a la relation Ao =1- 7 Ai les coordonnées jo’ - in sont des formes affines définies
1=1 E

sur Kp

Réciproquement, si les coordonnées barycentriques ;o a ?n de x définissent des formes affines en

P variables A!... Ap alors x est dans 1'espace engendré par les points a, --. @ obtenu en appliquant

les formes §0 cer i, sur A e ap = (0, ... 0) O - Ap) = (1,0 cen 0)aee [ wus 2= B8 1)
La relation : 30 Ao

1

\ =4

est 1'€quation paramétrique du sous-espace engendré par (a

o? " dp).
De 1a méme maniére si (xo, 31... En) est un repere cartésien on a :
a. =x_+ ? ¢
i %" M1 %
P
X appartient au sous-espace affine engendré par a, ... a_ si, et seulement si x = 1 Ai a;
P P i=o
avec  § Ay =1
i=o
Soit M= (uji] T<jgn
ogisgyp
les coordonnées cartésiennes de x vérifie P Po
1
! =M
pn P

Comme précédemment  p... f, sont des formes affines sur K et réciproquement la donnée de coordonnée
cartésienne comme forme affine de rang p détermine un sous-espace. 1'équation ci-dessus est 1'équation

paramétrique du sous-espace engendré par a ... ap en coordonnée cartésiennec.



2-6 EQUATIONS CARTESIENNES D'UN SOUS-LSPACE AFFINE

Considérons la forme affine 1 : X —— 3k
X1
e . A &
la forme linéaire associie T ¢ X e— 3k

on a ker 1

Rappelens avant d'aller plus loin, un théoréme d'algébre linéaire.

Soit A
D'aprés

vérifiant

e
X

un sous-espace vectoriel de X, a un point de A alors A est un sous-espace vectoriel de X,
d

la proposition précédente, il existe des formes affines

o '
115%1

a)

f(a)=0 et A={xeXx| f

(2, X) b——

T Y.

PROPOSITION
Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K. Pour qu'une partie V
de E soit un sous-espace de dimension p (o g p < n) il faut, et il suffit

qu'il existe sur E, (n-p) formes linéaires ({f fn} linéairement

ptl

indépendantes telles que V soit 1'ensemble des z€ros conmus aux fpﬂ"' A

DEMONSTRATION

1) Si V est un sous-espace de dimension p soit (e ... er) une base de V
i )

e  pour avoir une base de E si on

on compléte f:l gD ep par epﬂ cee B

prend
& o F ¥ 3 (of - sl fis > :
ep+‘l Freq o e, fn ol (ei] est la base duale de (ci] on a alors

V={x/ fpﬁ(x) = 0 5 i fn(x) = 0}

2) Si fpw‘-l il frl sont des formes lin€aires:sur E Ilinairement indépendan
. . - -~ . - e = - =9 -
identifiant ep+1 = fp+l wes € =1 en identifiant E & E d'aprés le

théoréme de la base incompléte. On peut définir une base (e ... er, € 4170 €
1 4 | 4

de E. On a alors

fpﬂ(x) = fp+2(x) = ... = fn(x) =0 & X = 2 A €.

= xaViey... ep)

f i‘n linéairement indépendanteg

£ou

SRTCIRIE NORE




w B =

11 suit que la forme affine constante x, 31 n'est pas dans 1'espace engendr¢ par fp+1 P fn

car Vfe V(g - £) £ =0

Considérons maintenant fp+1 fn (n-p) formes affines linfairement indépendantes et tel que la
fonction constante X,.——31 ne soit pas combinaison linZaire de fpﬂ s fn'
; . ST —— 4 007
Dans 1'espace vectoricl Q cela signifie que les formes linéaires sur X (1, L

Pt

3 -~ . - - L ~ i3 . P 3 . -
linéairement indépendantes. Comme Ker 1 = ¥ les formes fpﬂ fn sont linéairement indépendantes comme

£
1 = n) sont

&
formes linéaires sur X.

11 suit que :
~ i~ ~ A A . ~
A={xeX/ fp+1(% = ... = fn()?) = p} est un espace vectoriel de X de dimension p + 1 et
que :
-3

|
It

-+ > -3 - ~ & >
A={veX/ fp”[v) = .. = fn(v} o} est un espace vectoriel de X de dimension p.

11 résulte de ceci que A = Anx # Q’
-

A=a+ A pour asﬁ nx

C'est un sous—espace affine de X. Nous avons établis la proposition suivante :

PROPOSITION

Soit X un espace affine de dimension m sur k. Pour gqu'une partie A non
vide soit un sous-espace affine de dimension p, il faut, et il suffit, qu'il
existe (n - p) affines linéairement indépendantes et linfairement indépendante
avec la forme x T4

A est alors 1'ensemble des zéros commms mx (m - p) formes.

DEFINITION

S8i A est un sous-espace affine de X, les (n - p) formes affines fpﬂ"’ f:n

sont les équations cartésiemmes de A =i, et seulement si

A={xsX/f_p+.[(x)=.-- :En[:x) = p}
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§ 3 GEOMETRIE SUR DES CORPS DE BASE PARTICULIERS

3-1 CORPS DE BASE ORDONNEE - CONVEXITE

On dit qu'un corps k est ordonné si k est muni d'une relation d'ordre total x >y vérifiant
a) Yx, y, a) € K X>y—gXx+tazy+a

b) Yx, ek (x3o0 et y3o) =3xy %0
Sur un tel corps on peut définir ume valeur absolue

¥Yx ek |x] = sup (x, x)

Au niveau de la géométrie, cela permet de définir la notion de 1/2 espace.

Soit H um hyperplan affine d'un espace affine

H={x /o = o} oli u est une forme linéaire non nulle

= {x / u(x) > o}

E1 s'appellent les sous-espaces ouverts de X associé a H.
Ez ={x /u(x) <o}

H est le bord de E et de E
1 2

On définit également E; et E; les sous-espaces fermés.
Dn peut 3 partir de 13, définir les notions de demi-droite, puis de segment, ce qui nous conduit & la motion
de convexité :
Soit X um espace affine sur un corps ordonné k. Une partie A de X est dite convexe si

2

pour tout couple (a, b) de A? le segment [a, b] est dans A,

3-2  ORIENTATION

si f estume application affine de X dans lui-méme, on pose det f = det T

On dit que deux repére de X sont Equivalents si il existe une bijection affine de déterminant positif
transformant 1'un en 1'autre.
Cette relation d'équivalence posséde 2 classes. Choisir une orientation sur X c'est choisir 1'une de ces

Classes.

3-3 CAS OU k =R : TOPOLOGIE

— -
On démontre que si dim X =n alors X a une unique topologie d'espace vectoriel nommé sur (R (théorsn

5
de Ricoz) et pour toute norme sur R" tout isomorphisme lindaire X __;Rn est un homomorphisme
Cela permet de définir ume topolotie sur X

On démontre :

PROPOSITION
Soit X un espace affine de dimension finie sur R, H um hyperplan de X ;

alors CH est un ouvert qui a deux composantes convexes.
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I.R.E.M. de Nantes 75-76

GEOMETRIE en 4e

Progression de cours adoptée en 48 B
C.E.S. Cuche Quinet & SAINT SEBASTTEN SUR LOIRE

par HELENE JOUVET

Dans cette classe se sont retrouvés 34 ¢éldves que j'avais eus en 58,

Tls avaient fait un travail sur les déplacements dans le plan physique par 1'é€tude de papiers peints, des

pliages, des manipulations avec des appareils : aggrandisseur et imverseur.

Je les connaissais comme "€léves moyens', ce qui explique le choix de faire des constructions'et de ne
as énoncer, ¢t démontrer les propriétés de multiplication d'un vecteur par un rationnel d'une facon théorique
P > ;

de proposer beaucoup d'exercices.
prop !
Cette progression a {t3 ¢laborée duns un travail d'équipe dans le eroupe IREM "Géomdtrie axiomatigue' ;
[ - (& S~
"
les exercices ont ¢té discutés dans ce groupe et dans le groupe IRIM "GEométrie en 46 et 3&. Nous avions le but
affirmé de couvrir le programme de 4&. En fait, au 15 juin, il restait 4 aborder "coordomnées d'un vecteur dans
[= L] y

un repére''.

Pour nous, ce travail n'est pas absolu : cours et exercices seront epprofondis et discutés dans les groupes
"Géemétrie en 4& et 38" et "rrogressions ot tests en péondtrie de 48 et 38" cette ammée (76-77). I1 nous parait
important de vérifier par des tests commns, les acquisitions des €léves dans la progression des conmentaires,
la progression avec Ies axiomes du milieu, et cette progression. En ce qui cencerne exercices et prcblémes,

nous joignons a ce document des pistes de travail... 3 poursuivre...

J'ai consacré tout le ler trimestre 3 raison de 2 heures par semaine A des exercices de construction
demandant :
- une bonne lecture des textes (il y a possibilité d'exprimer une situation avec un

vocabulaire différent).

- des constructions précises et soignées sur papier non quadrillé (en général, les
situations choisies permettent de vérifier trés simplement 1'exactitude de la

construction)

Le papier quadrillé a #té utilisé aprés "projection d'une division réguliérs sur une droite" avec possibilit(

donnée d'utiliser le gquadrillage.
J'ai fait les manipulations avec les appareils en Janvier dans le plan physique.

La question concernant le cercle y trouve sa place dans la mesure oli les ¢léves font référence aux obser-
vations faites en 5& en particulier sur les papiers peints. Pour chaque appareil, les régles cde construction
d'un point et de son image ont €té dites, mais non démontrées. D'autres formes de travail peuvent €tre envisapgées

sur les appareils & transformer : par exemple, aprés 1'étude d'une trans{ommation, translation, svmétriec centrale

homothétie, rechercher 1'appareil qui permct de la réaliser dans le plan physique.




*c 1'€tude de la translation en technologie. L'applicatio

La manipulation sur le translateur a colncidé

lation a été faite abs

de constructions pur tr solunent sans hésitation par tous les éléves de la classe, alor

1

centrale & pose

que celle par sy

J'ai alers décidé de privilécie
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§ 1 LES AXIOMES D'INCIDENCE

Enoncé des axiomes comme des rigles vérifi€es par des scus-ensembles E de points d'un ensemble P.
Ces régles sont-elles vraies pour les ensenbles suivants :
- P : ensemble des points d'un disque

E : sous-ensemble des cordes.

- P : ensemble des points d'un disque
E : sous-ensemble des diamétres
- P . ensemble des points d'un hexagone

E : sous-ensemble des "cordes'

Etude plus précise des droites dans le plan (Exercices IRFM de Lille)

Enoncé des axiomes d'incidence dans le plan mathématique.

I Soient J 1'ensemble des droites Dx D2 D Dk et P un ensemble de 4 points A,B,C,D. Faire le schéma

cartésien de la relation "est €élément de" P dans Q)

Dessiner les figures correspondant aux diagrammes cartésiens suivants :

D - foip 4 K D —%—X—
D X—¥ D X D _____,}('__X'___._
3 5
D —¥ X D XX D *- X
y
Yy V2
D —X—¥X D —¥ D —X %
E; “_J(ng;

a-}
v
g
]
£
<




11 Combien de droites contiennent 1 point domné ? 2 points domnés 7 3 points domés ? 4... 5... Faire les

figures. Qu'en conclure ?.

111 {A, B, C, D, E, H, G} construire cet ensemble de huit points dans les conditions suivantes :
C € (AB) D ¢ (AB) E € (AB) G ¢ (AB) H € (AB)
Chercher (AB) 1 (CD) (AB) N (EB) (AB) O (GH)

v § = {A, B, C] ensemble de trois points non alignés.
1) Quel est le nombre de droites déterminées par deux de ces points ? Les désigner
2) Soit D un quatriéme point. Méme question

3) Méme question avec 5, 6, 7... points

V Soit D une droite et A un point tel que A€ D

Tracer D1 tel que A €.D1 et nlrx D = {B}

Tracer D2 tel que AED et sz\ D = {C}
2
D AED et DN D = ({5}
3 3 3
Dh A€ D“ et th\ D = {F, G}
D AeD et DOAD = @
5 _ 5 5
D AcD et DOAD = @
& ] 6

l § 2  ETUDE DES DROITES DU PLAN. PROJECTIONS

T) Droites sécantes

Broites paralléles. Direction de droites.

Exercices

I) Un triangle (A, B, C) étant donné, tracer en chacun des points une droite paralléle au cOGté oppecsé

Un quadruplet (A, B, C, D) étant domnné, tracer en chacun des points deux droites paralléles aux cOtés opposd

II) Tracer & la régle deux droites D et D'; placer les points A, B, et C sur D et A', B', C' sur D'.

Déterminer les points U, V, W tels que

(an 0O a'B) = (U} @EADN @B'C) =V @) N (A = (W

ITI) Tracer deux droites paralléles D et D
2

choisir les points tels que {A, B, C} D et {E, G, G} D
] 2
Tracer les droites (AG) (GB) (BE) (EC) (CF) (FA)

Comment s'énonce la régle 2 pour les points A et G.

) 1) Soient A, B, C trois points d'une droite (D) et un point M n'appartenant pas 4 D. Tracer

une droite D contenant B et paralléle a3 (AM)
1
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Soit N le point d'intersection de D, avec (Q)
Prendre un point S n'appartenant pas aux droites tracées

2) Tracer la droite D2 contenant N et paralléle i (MS) puis
la droite I)3 contenant B et paralléle 3 (AS)
On appelle R 1le point d'intersection de D2 et D!
Quelles sont vos observations i propos de R, G, C ?

# FEnoncer la régle 3 pour la construction de D;

2) Projection d'une droite sur une autre droite

expliquées par les axiomes d'incidence ?
I) Dans un triangle (a, b, c) choisir un point A &lément de (a, b)
A se projette en B sur (a, c) dans la direction (c, b)
B se projette en C sur (b, c) dans la direction (a, b)
C se projette en D sur (a, b) dans la direction (a, c)
D sec projette en E sur (a, c) dans la direction (c, b)
E

se projette en I sur (b, c¢) dans la direction (a, b)

Continuer la construction. Quelles sont les observations ?

1I) Choisir trois directions de droites distinctes et deux droites D et D' sécantes n'appartenant pas a
ces directions
1) Construire les points A, B, Cde D et M, N, C de D' tels que M, N, C soient les projections de A, B

C sur D' suivant la direction (1)

2) Construire les ensembles de points se projetant en A et B sur la droite D suivant 1a direction (2). Que

savez-vous de ces ensembles ?

3) Construire les ensembles de points se projetant en M et N sur D' suivant la direction (3)

Que savez-vous de ces ensembles 7

IIT) Choisir trois droites D, D', D" concourantes et deux directions de droites distinctes ne les contenant
pas.

1) Construire (M, N, C) de D' projections de (A, B, C) de D sur D' suivant la direction (M

2) Projeter (M, N, C) sur D" suivant la direction (2) en (S, R, C) suivant la direction (2).

Observations.



IV) Choisir deux droites sécantes D et D' et deux directions de projections

Projeter le point A de D en B sur D' suivant la direction (1)
B de D'en C sur D suivant la direction (2)
C de D en E sur D' suivant la direction (1)
F de D' en F sur D suivant la direction (2)

... Continuer la construction. Quelles sont vos observations 7

yieme exercice en choisissant D et D' paralléles.

V) Choisit m triangle (A, B, C). In A, B, C tracer les droites (DE) (EF) (DF) respectivement parall&les a
(BC) (AB) (AC), en D, E, T tracer les droites (A'B') (A'C') (C'B') rcspectivement paralléles a (AB) (AC) (CR)
En A', B', C' tracer les droites (D'E') (E'F') (D'F') respectivement paralléles a (BC) (AB) (AC)
.-~ Continuer la construction. Quelles sont vos observations 7
VI) Choisir 3 points O, A, B mnon alignés
1) construire la droite D] paralléle & OB qui contient A
D parallele a OA qui contient B.
soit {C} =1, N D,
2) On appelle A' la projection de C sur (OA) suivant la direction (AB) et B' 1la projection de C
sur (OB) suivant la direction (AB)
ConstminiTe A' et B'.
3) Construire la droite D paralléle 4 (OB} qui contient A’
3

nt

D paralicle 4 (A0) qui contient B
&

I} =D N &) {3} =D O (AC) [H} =D N D
3 4 3 4

4) Cette construction se poursuit en faisant jouer 8 H le rdle du point C précédent ...

Ohservations.

VII) Tlacer trois points non alignés A, B, C.
1) Construire la paralléle (xy) a4 (AC) contenant 3.
choisir un point 1 de (xy) non égal 4 B.
2) Construire J dimage de B par la projection parallé&lement 3 (AI) de (xy) sur (AC)
On appelle M 1le point d'intersection de (AB) et (1J)
3Z) Choisir mn point X de (AI) non égal & A et construire la paralléle (:t a (KC) contenant A.
4) Construire 1 dimage de C opar la projection parallélement 3 (AK) de (KC) vers (zt'j

On appelle N 1le point d'intersection de (AC) et (KL).




- 93 -

5) Construire O image de C dans la projection de (AC) vers (x, y) ﬁarﬂllélcment a (nJ).
On appelle R le point d'intersection de (0J) et (BC)

Tracer les droites (AR) (CM) (BN).

§ 3 UTILISATION DES APPAREILS POUR TRANSFORMER LES POINTS DU PLAN PHYSTQUE

1) Préparation du matériel

- bandes de carton (bristol ou plus &pais...)
- punaise pour fixer 1'appareil
- agréfes parisiemnes ou (punaises + bouchons de liége) pour les articulations.

Les appareils peuvent &tre construits en mécano ou avec le matériel CEL.

I1 y a possibilité d'utiliser les pantographes vendus en jouets si les éléves en possédent (utilisation

trés agréable au tableau).
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Sur ce méme plan de manipulation,utilisation de quatre appareils : aggrandisseur, symétriseur, translateur

affinitiseur.

1 - Existe-t-il des points que 1'appareil ne peut pas transformer ?
P q PP P P

Quel est 1'cnsemble des points E qui ont une image ?

2 - Choisis unc droite D. Transforme les points de cette droite en un ensemble D'. Quelles sont tes

observations ?
3 - Existe-t-il des points qui sont leur propre image ?

4 - Existe-t-il des droites D telles que 1'image de chacun de leurs points appartiennent i cette méme
q & p PP

droite D ? lLes caractériser

5 - Construire 1'image de deux droites sécantcs
£

de deux droites de méme direction
6 - Tracer un cercle. Quelle est 1'image de ce cercle ?

7 - Dégager les régles de construction.

Applications
Construire 4 la régle 1'image d'un point qu'on ne peut pas atteindre par 1'appareil.
Construire sans 1'appareil 1'image d'un triangle (ABC).

Un tableau d'observations comparées des quatre manipulations a été fait en classe.

Contrdle

~

Constructions & réaliser sans les appareils, suite aux observations faites. Mettre sous chaque dessin le
nom de 1'appareil qui transforme A en A', M en M'.

Construire les images de B et C.

« C




{ § 4 TRANSLATIONS DU PLAN :l

1) Etude d'une relation f

[
+

Ap—3 A

M3 M

s ==t Les droites (M, M') et (A, A')

M M'

. cédent d'un point, ces points sont un
Dans P - (A A') f est une bijection
« Pour prolonger f i P il y a ité d'énoncer e n le régle du p

Axiome de Desargues (cas paral

= meme direction,

Etant donnéestrois droites D

de points (A, A') (B, B") (C, C') incluse dans D
4
(A B) et (A" B! 1¢
(AC) et (A'C
Les droites (B, C) et (B' C') sont paralléles
D =
2
D
3
, M Al M! 1'i e d' T { de D, on choisit 1
b = Y A U — ) } o -
/ \ ] i i . 3 9 . - .
§ B et B' d'une dre D' paralléle & D tels que (A B) et

X soient paralléles. On construit la droite (B' M') paralléle i




2) Image d'une droite par la bijection
. Si A est parulléle & D elle est sa propre image

Si A n'est pas paralléle @ D

En application de 1'axiome
L'image par f d'une droite A sécante 4 D est une

droite paralléle 4 A.

3) La bijection f s'appelle une translation du plan.
tft: Pe—P

A3 A AAY

. tA.f\ = Idp
« il n'y a pas de point double si  t,,, # Id

+ la droite D définit la direction de la translation

4) Etude des translations

Si tAA,(M) =M' alors (A, M, M', B) est parallélogramme

tMNu{A) = A' t est indépendante du couple de points choisis. Elle est définie par un point

et son image.

Translation réciproque

ot

tAB

g = 14,

Composition de translations

La bijection composée de deux translations est une translation.
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§ 5 BIPOINTS EQUIPOLLENTS. VECTEURS

Deux points (A, A') et (B, B') sont équipollents si A' et B' sont les images respectives de A et B
par 1a méme translation
ou si (A, A', B', B) est un parallélogramme.
La relation d'équipollence est une relation d'équivalence dans 1'ensemble des bipoints du plan.

Vecteurs : On appelle vecteur, la classe d'équivalence de bipoints €quipollents.

Conventions : On ne peut dessiner qu'un couple de points représentant un vecteur A B

i
le couple de point est un représentant de V.

+
Exemple : Le couple de point (A, B) représentant de V &tant domé, construire d'autres bipoints représentants
-+

)

e -+
Translation tyg sera notée translation tV si (A, B) est représentant de V

Conditions équivalentes :

« (A, B) et (C, D) équipollents

s (A, B, D, C) parallélogramme
— —

+» AB =(CD

Vecteur 0 représenté par (A, A) (B, B)

Somme de vecteurs

Si tBCDtAE%:tAC alors KB,+B_C*=A.€

-+ -+ - > -y
Application & la construction d'un représentant de W= U+ V U et V ayant pour représentants

respectifs (0, N) et (0, M)
Vérification par construction de :
- -+ -+ e
U+V=V+U
- - -+ > - -
(e +h=0+ @sin
- -
Représentant du vecteur opp V noté -V
. - > -+ -+
Soustraction de vecteurs U -V =1U+ (-V)

On appelle \}" 1'ensemble des vecteurs

+ » >
REGLES YV VeWVa nez V#0 et n£0=3nV #£0

§ 6 MILTIEU D'UN BIPOINT

1) Définition vectorielle du milieu

—3 -5
Le point B tel que AC = 2 AB s'appelle le milieu du bipoint (A, C) A, B, C sont éléments d'une

méme droite.
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M N

N / "\/l\

V4

A B C B!
-+ - — -+ —3 -
R=0+1 AB=U AB =-U
- = = ) ) .
31.6 point A tel que AB + AB' =0 est le milieu du bipoint (B, B')

2) Construction du milicu d'un bipoint (A, B) donné
« Construire 0, A, 0', B parallélogramme. (0 non align? avec A et B)
¢ (0, 0") et (A B) ont-elles la méme direction ?

o Caractériser {I} = (00")N (A B)

Pour la démonstration, se référer au texte introductif de Monsieur LETOURNEUX

« I dépend-il du choix de 0 ?

3) Si (A, B, C, D) est un parallélogramne alors (A, C) et (B, D ont le méme milieu (cf construction
précédente)

» 51 M, N) et (Q, R) ont le méme milieu alors M, Q, N, R) est un parallélogramme.

4) Projection du wilieu I d'un bipoint (A, B)
Ici c'est un résultat et non un axiome (premidre approche du théoréme de Thalas)
Enoncés des résultats par prujection appliqués au triangle.
De plus, Dans la démonstration, on obtient le résultat

— —

Si M et N sont les milieux des cbtés (A, B) et (B, C) d'un triangle AB C alors 2 MN = BC
5) Une transformation utilisant le milieu : la symétrie centrale

Rappel des constatations faites lors de la manipulation

AN

centre 0O la bijection du plan pour laquelle tout point M a pour

Pourquoi 1'appareil a~t-il été construit ai

Définition : On appelle symétrie de
image M' tel que O est milicu de (M, M')
— e —r — ~
« MM =2 0M ou oM+ 0OM' =0
Construction de 1'image d'un point, de 1'antécédent d'un point
Image d'une droite.
Travaux dirigés : Recherche de figures usuelles admettant un centre de symétrie, cas particulier du

parallélogramme.

Imade de deux droites paralléles, de deux droites sécantes,du milieu d'un bipoint.
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EXERCICES

P

I  Soient deux bipoints (0, F) et (B, C) de méme milieu D.
On appelle A le milicu de (0, C), G le point d'intersection des droites (GF) et (AB), E 1'image

de C dans la projection sur (0 F) parallélenent i (A B)

1) Démontrer que G est le miliecude (0, F) et D est le milieu de (G, E)
- - > E -+
2) En déduire que 0G = GE = EF et que OF = 3 0G
-+ -+ >
3) Montrer en utilisant le point 0 que 2 CGA+ 1GB =0

e

> > -+
4) Montrer que BO =2 DA et GB =CE

IT  Seit un triangle (A, B, C) et M le milieu de (A, B)
On appelle ,{\1 Ta projection de direction (BC) de la droite (AB) sur la droite (AC)
A la projection de direction (AB) de la droite (AC) sur la droite. (BC)
o la projection de direction (AC) de la droite (BC) sur la droite (AB)
Construire les images de A, M, B par ‘4«1

par /[\] suivie de /}»2

ar suivie de suivie de
- P /rx /rz ‘/1\/3

Expliquer les résultats trouvés.

II1  Soient quatre points A, B, C, D non alignés et M, N, P, R les milieux respectifs de (A, B) (B, C)
€, D) (O, A)
1) Trouver les droites de méme direction. Expliquer

2) Qu'en conclure pour (M, N, P, R) ?

v Soient (A, B, CJ- un triangle et A', C' les milieux respectifs de (B, C) et (A, B) et E le point

—_——

—_—
tel que A'E=2A'C'

1) Montrer que E, A, A', B est un parallélogramne

2) Quelle est la direction de la droite (A' C")

— —
3) Montrer que 2 A' C' = CA

4) Qu'en dé&duire pour (E, A, C, A')

-+ -+
V  Choisir 3 points 0, A, B. (0, A) (0, B) sont des représentants des vecteurs U et V respectivement.

-5

-+ -+ — -+ -+
1) Expliquer la construction des points C et D tels que OC=U+V et OD=U-V
—t - -
2) Construire le point E tel que OF = OC + QD
3) Que peut-on en conclure pour les points 0, A, E 7

Expliquer.
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>

VI Cing points mon alignés A, B, C, D, M sont tels que M est le milicu de (A, D) et (B, C)

I et J sont tels que Al =AC -AM et B = BD = BM

1) Placer les 7 points sur un dessin

Expliquer avec les mots essentiels

- o

2) Montrer que Al = JD IC = BJ

-+ -
3) Quel est le vecteur somme MI + MJ

Qu'en déduire pour les points M, I, J.
< ’

I Rechercher les figures gométriques usuclles, les lettres majuscules d'imprimerie ayant un centre de

symétrie.

IT  Les points 0O, A, B é&tant €léments d'une droite D, quelles sont les images de A et B dans la syméty]

de centre 0

ITI Quelle est 1'image d'un triplet (A, B, C) dans
. Ime symétric de centre A
. Une symétrie de centre 1 milieu de (B, C)

Faire deux €tudes distinctes.

IV Etant données deux droites D et A de méme direction, comment caractériser leurs images dans une symétri

de centre 0, O n'appartenant ni 3 D nia A.
» PE

V  Soient deux droites sécantes en A, ) et 4 quelles sont les images de D et A et du point A dans

une symétrie de centre 0, 0 n'appartenant ni 3 D ni 3 A.

VI 1) Etant donné un bipoint (A, B) et son milieu I, montrer que pour tout point O n'appartenant pas 3
— — -3
(AB) 2 0OI = OA + OB

2) Soient A' et B' les images de A et B dans une symétrie de centre et I' le milicu de (AY, .BY

elle est 1'image dans la symétrie de centre O du point I ?
g8 ); p

V Scient un parallélogramme (A, B, C, D) de centre K et les milieux respectifs M, N, P, Qde (A, B) (B, (
(C, D) (O, A).
T ~ 1 £

Ecrire entre ces huit points les correspondances dans la symétrie de centre K. Justifier.

Quelle est la nature des (M, N, P, Q) ?




EXERCICES

(A, B, C, ) &tant quatre points non alignés du plan et P, Q, R, S les milieux respectifs de (A, B)

(B, C) (C, D) et (D, A) montrer que (P, Q, R, S)‘ est un parallélogramme.

Dans un triangle (A, B, C) on appelle (I, J, K) les milieux respectifs des cotés (B, C) (C, A) (A, B)

Dans la symétric de centre I, Japour image M, X a pour image N
1) Comment caractériser K, J, M, N ? Quelles sont les droites de méme direction ?
2) (MN) et (BC) sont-elles droites paralléles ? Pourquoi ?

3) On appelle E le point d'intersection des droites (kM) et (BC)

Montrer que E est milieu de (K, M) 2

4) On appelle D le point d'intersection des droites (BM) et (BN)
Quelle est 1'image de D dans la symétrie de centre I ?

Justifier,

EXERCICES

On donne trois points 0, A, B
1) Construire le parallélogramme (0, A, C, B)

2) On projette le peint C en A' sur (CA) et en B' sur (OB) suivant 1a direction (AB)

A', C', B' sont-ils alignés. Pourquoi ?

3) Quelle est la nature de (A, A', C, B") de (A, B, B', C) 7 Qu'est le point C pour (A', B'.

Expliquer.

4) On appelle H, I, J les images respectives de 0, A, B dans la symétrie de centre. C
Faire la construction.
Quelle est 1'image de la droite OA dans cette symétrie, de la droite OB, de la droite AB,

de (B, A") ?

On considére un triangle (A, B, C). Soient I,J et K les milieux respectifs des cHtés [rﬂ(] s [&A] et

(1]

On désigne par M le symétrique de J par rapport & 1 et, par N 1le symétrique de K par rapport 4 I,
1) Démontrer que les droites (KJ) et (NM) sont paralléles

Démontrer que les droites (KM) et (JN) sont paralléles.
2) On désigne par E 1le point d'intersection des droites (KM) et (BC). Démontrer que E est le
milieu de (K, M]

Démontrer que E est le milieu du segment [B I]

3) Démontrer que la droite (EK) est paralléle 3 la droite (AL).




§ 6 DIVISION REGULTERE

Multiplication d'un vecteur par un entier

entier relatif

1) Deux points A et M, N tels que

Définition
Un ensemble de points cbtenus par répétition d'une méme translation et (ou) de sa réciproque, s'appelle
I P J PToq PI

une division réguliére

Tous les points sont éléments d'une méme droite D.

-+ -+ —+ <> ¥ 4
On pose : AB = 1. AB AM = (-1) AB AB = (O

-+

-+ +
2. AB AN = (-2) AB

B
i

-
AD = 3. AB

2) Exercices de construction de points illustrant les prop:
= = f 1 .

nei pe i nip V)

(m#p) V=nV+pV

+ >

ne n(U+) =nlU+nV

3) La projection d'une division réguliére sur une dr

—
a
=
t
o

parallélement 3 une droite.est une div

réguliére sur la droite D'

4) Application a@ la construction d'un représentant de vecteur produit par un rationnel

+

- 1 -+
Si AC=2AB on pose (A, B) est représentant de - AC
-+ -+ 1 -+
AD = 3 AB on pose (A, B} est rcprésentant de - AD

"
T.D. : M et N @&tant choisis construire les points I, J, K, L, R, ... tels que MI = — N

* 1 > 4 1 B - 3 )
MJ = M MK = - — MN ML = = MN R = -
3 4 2 3



Construire une division réguliére sur une
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droite contenant

a
o

Division réguliére

EXERCICES

Placer les points G, H, I, J de la division réguliére engendrée par Lip tels que

Construire deux

3
0A =
1

+
0B =
1

Construire C
1

Observations.

5

AD = 3

>

AH = 2

-

AG = 6
divisions
>
U
-+
A
o B 4B

2 3

-+
oc =

1

-+
oC =

2

->
oc =

=, B,

B

réguliéres engendrées par

> -+
0A = 2U
2
-+ =4
OB =3V ...
2
. tels que
-+ -+
0A + 0B
1 1
-+ -+
oA + OB
2 2
> -+
OCA + OB
3 3

§ 7 HOMOTHETIE DE CENTRE 0

Multiplication d'un vecteur par un réel

>
AD

=

-+

U

M
et V de directions différentes.

1) Etude d'une relation dans 1'ensemble des points du plan mathématique
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Je choisis 3 points 0, A, A" d'une droite D

f:P—P
(AM) et (A'M') sont paralléles
Ar— A'
(OM) N (ATM") = 1]
M3 M

. Construire 1'image d'un point, 1l'antécédent d'un point. Ces points existent et sont uniques s'ils ne

sont pas &léments de D
Construire les images et les antécédents des points de D.

Nécessité d'énoncer une nouvelle régle du plan mathématique :

REGLE 6 Axiome de Desargues (cas sécant)

Etant données trois droites D D D concourantes en 0
1 2 3

Pour toutes paires de points {A, A'} {B, B'}

{C; €'} incluses

respectivement dans D1 D2 D1 telles que les droites (AB) et (A' B')

soient paralléles et les droites (BC) et (B', C') soient paralléles, alors

les droites (AC) et A' C') sont paralléles.

AM! A Construction pour les points de D
0 //}\{\ﬁ

= -—--—A_M
B B

« Quelle est 1'image de 0 ?

f est une bijection dans 1'ensemble des points du plan.

2) Image d'une droite par la bijection f.
Si 0€A alors A est sa propre image
Si 0 ¢ A application de la Régle 6

L'image par f d'une droite A est une droite paralléle a A
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3) Conclusion
Les points 0, A, A" étant donnés, f est déterminée d'une fagon unique

f est une homothét:i_e de centre 0.

REGLE 7 A 1'homothétie de centre 0, on associe un nombre réel unique non nul k

&
tel que pour tout point M du plan et son image M' : OM' = k.OI-G
f s'appelle 1'homothétie de centre 0 et de rapport k

4) Nous avons réalisé le vecteur produit d'un vecteur par un nombre réel.

Nous admettons que cette opération a les mémes propriétés que celles de la multiplication d'un
vecteur par un rationnel. .

> = +
Définition : Deux vecteurs U et V sont colindaires s'il existe un nombre Téel k tel que V = kU

-+ -+ z
ler_résultat :  Si deux vecteurs U et V sont colinéaires, ils ont la méme direction

- -+
28 résultat : Si deux vecteurs U et V ont la méme direction alors ils sont colindaires.

EXERCICES

-
1) Construire le point M' tel que Oi_\:I‘ = - oM

2oL

Dans 1'homothétie de centre 0 et de rapport —% quelles sont les images de A, B, du triangle

A, 0, B du triangle A, B, M?

2) [0, A, B, C) sont quatre points alignés tels que A est le milieu de (0, B) et B 1le milieu de
(0, 0). '

On appelle f 1'homothétie de centre 0 telle que f(B)

n
0

On appelle g 1'homothétie de centre 0 telle que g(A)

]
==

1) Construire 1'image Y d'un point X par f.

-

2) Construire 1'image d'un point Y par g.

3} Quelle est la relation f o f

Montrer que les droites (A X) et (C Z) sont paralléles

—

—
4) Montrer que CZ = 4 AX



3)

6)

OQuels s
Démonta

Trouver

tou

qul
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1ére ENONCE
+ -

Si trois points A, B, C d'une droite D sont tels que AC = k. AB alors leurs

images A', B', C' par projection suivant une direction § sur une droite D'

- : >
sont telles que A'C' = k. A'C' .

Préparation de travaux dirigés.

Se donner deux droites et sur chacune d'elles 3 points A, B, C et A', B', C'

re———y

5
v tels que AC :%Aﬁ et A'C' == A'B' (faire le dessin)

w| LA

- T
+ tels que A' et B' sont les projetés de A et B suivant une direction choisic et AC =§AB
=4
A'C' = % AB  (faire le dessin)

Exprimer les conditions pour que A', B', C' soient les projetés de A, B, C. (faire un dessin)

ENONCE RECTPROQUE

Si trois points (A, B, C) d'une droite I et trois points (A, B', C') d'une droite
D' sont tels que :

A et B et projettent en A' et B' suivant une direction &

+ > > -

AC=KkAB et A'C'=KkA'B

alors C' est le projeté de C dans cette méme projection.

Cas particulier du milieu :
résultats cohérents avec ceux de V 4

Application au triangle

Exercices : Dans un triangle A B C construire le point M et son projeté M' sur (AC) parallélement
3 (B0) tel que A= - 1a¥

+
Dans un triangle A B C construire I et J tels que A =%AB et Ajﬂ%AE

§ 9 DROITE

Je choisis deux points (0, A) de D et j'utilise la division régulidre engendrée par OQA.
(0, A) s'appelle un repére de D

Construire les points tels que

-+ 3 -+

C OE - OK %— » 4, =1, k sont les abscisses respectives de B, C, D, M
- 5 dans le repére (0, A)

D Ob=-0A
-+ -+

M oM = k OA
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En application du dernier axiome, il existe une bijection entre 1'cnsemble des points de la droite D
et 1'ensemble des nombres réels

Notations : (0, A) reptre choisi de D, 1'abscisse de M dans le repére (0, A) est notée £(M) ou M

f(0) =0 f(A) =1
EXERCICE
points abscisse dans le abscisse dans le repére abscisse dans le repdre
repére (0, A) (0, D) (0, 0

-> -+ > - 1 -+ -
B 2 0B =200 =3 oy -2 B=3doy 3
2 2 2 2 2 4 8

-+ >
C A oC = = 4(-0D) -4 1
|
D -1 1 Lt
-1 3

L'abscisse d'un point d'une droite dépend du repére choisi.
I

Mesure relative

Un repére €tant choisi sur la droite (AB) on appelle mesure relative du bipoint (A, B) : AB = Xg = X

autres énoncés du théoréme de Thalés.

2& ENONCE de THALES

Si un point M a pour abscisse x dans le repére (0, I) d'une droite D alors son

projeté M' sur une droite D' suivant une direction & 3 la méme abscisse dans

le repére (0', I') projeté de (0, I).

ENONCE RECIPROQUE
Etant données deux droites D et D' munies des repéres (0, I) et (0', I') et
deux points .M et M
« 51 (0', I') est image de (0, 1) par projection suivant une dirvection §
¢« Et si M et M' ont la méme abscisse dans leurs repéres respectifs

alors M' est image de M par cette méme projection.

b

3& ENONCE DE THALES -

Etant donnés trois points (A, B, C) d'une droite D et leurs projetés (A', B', C")

d'une droite D' suivant une direction &

AB _ AR
AC AT

———
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ENONCE RECIPROQUE

Etant donnés trois points (A, B, C) d'une droite D et trois points (A', B', C')
d'une droite D',

Si A' et B' sont les projetés de A et B suivant une direction &

. AB _ A'B?
Si ——
AC A'C!

alors C' est le projeté de C

Théoréme de Thalés EXERCICES

1) (A, B, C, D) est un parallélogramme, I 1le milieu de (C, D), J 1le milieu de (A, B)
{E} = (AQ) O () {F} = (AC) N (BI)

Quelles sont les abscisses de E et F dans le repére (A, C) 7

2) Dans un triangle (A, B, C) j'appelle
,;h : projection de (AB) sur (AC) de direction (BC)
/t\" : projection de (AC) sur (BC) de direction (AB)

/‘.,3 : projection de (BC) sur (AB) de direction (AC).

Choisir M sur (AB). Effectuer les projections /rl, Aot Ay oo On obtient successivement les points

N, R’ Sv TJ U: V.

3) Dans un triangle (A, B, C), on appelle M, N, R les milieux respectifs de (AB), (AC), BC) et G
le centre de gravité
On appelle H Je milieu de (M, R), I 1le milieu de (N, C), F le milieu de (M, C)
Quelles sont les abscisses des points G et F dans le repére (C, M)  [méme situation qu'a

1'exercice 1]

Dans un triangle A BC on appelle I, J, K les points de la droite (AB) ayant pour abscisse respectivy

dans le repére (A, B)

™ |—=
w o

1 - Faire la construction

(3%

- Que dire de J ?

K:\) et :\‘i’

3 - Quelle relation peut-on €écrire entre les vecteurs
4 - On projette I, K, B sur (AC) en E et C et F quelle est la direction de projection ?
Que dire de E ?

Quelles sont les abscisses des points A, E, C, F dans le repére (A, F)

Donner les justifications.
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lne recherche de méthode de travail dans le groupe noua a menés A 1'expérience suivante : A partir de

figures données que peut-on construire comme textes d'exercices, niveau 4& et 38 ?

Des sous-groupes se sont donc constitués et la figure de la construction I a permis 1'€laboration de

plusieurs textes.

On considére un triangle (0, A, B) et le point M, milieu de (A, B)
1) Construire C tel que M soit le milieu de (0, C)
Tracer la droite A telle que C €A
A /] (AB)
On pose {A'} =An(A) et {B'} =A((0B)

Démontrer que A et B sont les milieux respectifs de (0, A') et (0, B')

2) Tracer la droite A" telle que B'E A'
A' /] (BC)
On pose {J} = A'N(AC)
Tracer la droite A" telle que ( A' € A"

A" // (AC)
On pose {I} = A" N (BO)
Démontrer qué C est le milieu de (B, Ij et le milieu de A, J)

En déduire que les droites (A' B') et (I J) sont paralléles.
3) Onpose {H = (0I)N (AC) et {K} = (0J) 0 (BC)
Démontrer que H est le milieu de (0, I), K est le milieu de (0, J).

Démontrer que C est le centre de gravité du triangle (0, I, J).

TEXTE 2

Soit un triangle (0, A, B) ;" M=m(A, B) et C= SM(O)

1) Démontrer que (BC) // (OA) et (AC) // (OB).
2) Soient A' =5,(0) et B' = SB(O)

Démontrer que A', C, B' sont alignés et que C = m(A', B")

3) Soient I =p(A') sur (BC) dans la direction (OB)
I =p(B') sur (AC) dans la direction (OA)
Démontrer que C=m (A, J) et C=m (I, B). En déduire que : (1J) // (AB) et que (A, B, J, T)

est un parallélogramme




I
=Y
(92

¥

4) (OO0 (17) = K

Démontrer que K = S.(M)
v

équipollents a (0, M)

Triangle (0, A, B) domné.
1) Construire le parallélogramme (0, A, C, B)

la direction (AB) : Cp—A'

Projeter C sur (OB) suivant la direction (AB) : C—B'
Que représente B pour (0, B')

Démontrer que A', C, B' sont alignés et que (A' B') // (AB)

3) Construire les parallClogrammes

Dé

ontrer que C = m(B, I)

Que peut-on dire du quadrilatére (A, B, J, I)

4) Trouver tous les bipoints €quipollents a (0, B) (0, A) (A, B)

€Y | = Flug corpyio ] e A
) Dans la translation t@\,

drolte (BU)

Dans la translation T\‘%’ quelles sont les images de A, A', C, I s
6) Soit 1 =T,

Déterminer T00 (0) goocort (0)

A',B', C, I,J comme images de O par des appl

C). Droite D paralléele en C a (AB)

Q

Symétrie centrale de centre C : Ay—3J
B—3 1
b

Projection _,1\-{}51' , : (AT} —_) D

1)
T X B

A e % A

quelles sont les images de O, de A, de B, de la droite
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1) Démontrer que C = m(A', B")
2) Démontrer que (BB') // (A'I)

3) Soit {0} = (AA') N (BB')
Démontrer que B = m(0, B')

A

m(0, A")
4) Démontrer que (AJ) // (OB')

5) (0C) coupe (AB) en M et (IJ) en K.

Démontrer que M = m(A, B)

K

"

m(I, J)

6) Démontrer que C est le barycentre des points (0, I, J)

=

Textes €laborés & partir de la construction 1T

TEXTE 1
Soit un triangle (A, B, C)

-+

munis de trois nombres Egaux.

-+ -3 -+ -»
1) Construire K tel que BA + BC =BK et L tel que AB + AC =

2) Soit {N} = (A€)n (BK) et {0} = (AL) n (BC)
Quelle est la nature de (A, K, C, B) et (A, B, L, C)

En déduire la position de N et celle de O.

3) (AL)nN (BK) = {G} et (CG) N (AB) = {M}

o> -+ -3
Démontrer que GA + GB + GC =0

En déduire que M = m(A, B)

4) Soit un point I de (BL) tel que

Bell, L[ Soit J =S (1)

Démontrer que J appartient 3 (AC)

TEXTE 2

>

AL

On considére un triangle (A, B, C) et les points N et O milieux respectifs de (A, C) et (B, C).

On construit le point K symétrique de B dans la symétrie de centre N

dans la symétrie de centre O.

1) Démontrer que K, L, C sont alignés

2) Démontrer que (AB), (NO) et (KL) sont des droites paralléles.

3) Démontrer que C =m (K, L)

et le point L

symétrique de

.‘n\




TEXTE 3

Triangle (A, B, C).

{N}

)

2)

= (BK) N (AC)

Démontrer que

C

Démontrer que (ON) //

©8") //

(CA") // (K

Figure

(zt) // A'D)

Y
) [/

/! R'T

B'J)

1
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e; Figure 2

(xy) /7 (AC) (CK) // (AB)
(BY) // (AT)
(zt) // (BC)

1) Donner une figure aux €léves et poser les questions
- domner une mfthode de construction de cette figure

= construire un probléme

2-3-4 Donner une situation aux &l&ves et poser la question

- construire un probléme.

Au travers de ces exercices individuels ou en groupe, nous retrouvons les difficultés 3 préciser le

langage (la construction du probléme suppose sa résolution)

Situation (1)




(A, B, C, D) parallélogranmme, K milieu de (D, (
e
/
, B, C, D quatre points non alignés, I, J, K les mj
Ap  J
~_ ]
I
K
B ™~
~
e
C
. X . - -3
(O, A, B) non alignés E tel que OE = 3 OB

= + "
F  tel que OF = 0A + 3 OB

> - -
G telque 0OG=-0A+ 3 0B



