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INTRODUCT ION

Ce cours d'histoire et de philosophie des Sciences fut d'abord concu
comme une étude épistémologique et historique de la notion de nombre prise au
sens large, de grandeur donc et partant de mesure et de continu. Gardons-nous
de fixer pour l'instant un vocabulaire encore imprécis et annongons tout de
go que ce premier projet tourna court. La principale raison en est pédagogique.
Est-il possible de faire une étude sérieuse de la question, jalonnée en ses
extrémités par Euclide et Cantor d'une part, Archiméde et Lebesgue de l'autre,
devant un public d'étudiant(es) de premiére année d'Université ? Tout ensei-
gnant de mathématiques sait par expérience combien les propriétés des nombres
réels "passent mal", sans parler des rudiments de la théorie de la mesure ou
de la topologie. Et pourtant ce Cours devait également servir aux étudiants

préparant 1°'Agrégation de Mathématiques et surtout & des Professeurs de

1'Enseignement Secondaire participant aux activités de 1'Institut de Recherches

sur l'Enseignement des Mathématiques.

I1 semblait par contre gque les constructions algébriques de la théorie
des ensembles fussent plus assimilables : passage des entiers naturels aux
entiers relatifs et aux nombres rationnels par exemple, nombres cardinaux, etc.
Peut-8tre est-ce l'effet de l'innoculation -massive ajouteront certains- de
1'Axiomatique dans 1'Enseignement Secondaire ? Cependant, la fondation logique
de ces constructions est tardive d'un point de vue historique et s'en tenir
aux discussions concernant ces constructions revenait & oblitérer le caractére
évolutif de notre étude.

Bref, il fallait transiger en éliminant une trop grande spécialisation
mathématique. Par contre, on pouvait essayer de replacer les diverses étapes de
la pensée mathématique au sujet du nombre, de la mesure et du continu dans le
cadre intellectuel plus large de la civilisation ol cette pensée avait pu mirir
et s'épanouir.

L'histoire, dés lors, reprenait ses droits, mais le danger opposé était
de crouler sous la documentation érudite et de dissoudre l'intérét au fil des
siécles écoulés. Jusqu'au milieu du XVIIIéme siécle, les grands philosophes
occidentaux sont aussi des mathématiciens, pénétrés de la pensée scientifique.
D'ou la possibilité de juxtaposer des textes mathématiques originaux et des
textes contemporains concernant les mathématiques, & certains moments cruciaux
pour notre étude. On évitait ainsi une analyse chronologique trop poussée.

C'est donc le parti pris de ce cours, avant tout un commentaire de
textes choisis pour sonder certaines étapes des mathématiques en se donnant
comme fil conducteur le développement d'un théme, & savoir la construction du

corps des nombres réels, la compréhension de ses propriétés caractéristiques
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et la mesure des grandeurs continues. Mais gui annonce un commentaire de textes
doit fournir des passages assez longs et significatifs de ces textes et non des
citations a4 l'usage des hommes du monde ! Je voudrais terminer cette courte
introduction par des éléments de réponse i deux questions bien naturelles aux
yeux d'un mathématicien et sans doute de tout chercheur :

Pourquoi seulement 1'idée de nombre et de continu, alors que 1l'histoire
des mathématiques est si vaste et 1l'histoire de la Science si peu enseignée ?
11 nous a semblé gu'en couvrant des notions aussi importantes que celles de
nombre et de continu, nous rencontrerions avec quelques grands mathématiciens
des probiémes essentiels des mathématiques et de 1'histoire des idées scienti-
fiques tout en évitant la dispersion et une superficialité de mauvais aloi.
Qu'on songe un instant qu'avec les nombres réels nous avons toutes les diffi-

cultés de la notion de continuité comme opposée au discret, de la notion d'in-

fini comme opposée au fini, de rationnel comme opposée A 1l'incommensurable,etc.

I1 elit certes été plus raisonnable de choisir l'exemple de la ou des Géométries,
mais l'algébre aurait alors pris trop de place & notre goit.

Pourquoi l'histoire et l'épistémologie d'une notion de mathématiques ?
Ce cours voudrait illustrer la percutante analyse de J. Cavaillés, tirée de

1'Introduction & ses Remargues sur la formation de la théorie abstraite des

ensembles et qui date de 1938. Cavaillés parle de la méthode issue de Cantor

et de la théorie des ensembles

"Mais une méthode n'est pas chose isolable arbitrairement pour les
besoins d'un probléme. L'exigence méme de sécurité oblige a la dépouiller de
son vétement accidentel, pris dans un cas particulier, & préciser les conditions
nécessaires et suffisantes de son application. Si elle réussit avec certains
ensembles, ce ne peut &tre qu'en vertu de propriétés définissables en eux : il
n'y aura de mathématique rigoureuse que lorsqu'on aura, par l'investigation
méme des procédés, défini le champ d'objets auxquels ils conviennent. D'autre
part, ces procédés s'enchainent dans un complexe organique : c'est un é&tat
d'esprit qui constitue la base secréte d'od ils jaillissent avec une apparente
imprévisibilité, & quoi il faut revenir si 1l'on veut vraiment comprendre et
non plus exposer mais continuer. Parenté profonde gqui unit -sans qu'ils en
aient méme pleine conscience, comme une entente implicite- les chercheurs
d'une méme discipline, au moins dans une période donnée, vis a tergo, élan
objectif de la recherche elle-méme. Cette double unité, justification, pour
une théorie, de son existence mathématique, la théorie des ensembles la
posseéde-t-elle ? Rechercher la premiére est travail technique : on a vu &
quelles difficultés il se heurte" (C'est la crise des fondements des mathéma-

tigques et en particulier de la théorie des ensembles gue Cavaillés a rapidement
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brossée plus tét. "Mais peut-&tre, ne fut-ce que pour évaluer ses chances
d'aboutir, est-il possible d'essayer de déceler la seconde l& ol elle existe,
sans les juxtapositions peut-&tre factices, d'une construction arbitraire.
C'est ici que l'histoire intervient.

L'histoire mathématique semble, de toutes les histoires, la moins liée
3 ce dont elle est véhicule ; s'il yv a lien c'est a parte post, servant unique-
ment pour la curiosité, non pour l'intelligence du résultat : 1'aprés explique
1'avant. Le mathématicien n'a pas besoin de connaitre le passé, parce que c'est
sa vocation de le refuser : dans la mesure ol il ne se plie pas & ce qui semble
aller de soi par le fait qu'il est, dans la mesure ou il rejette autorité de la
tradition, méconnait un climat intellectuel, dans cette mesure seule il est
mathématicien, c'est-a-dire révélateur de nécessités. Cependant avec qhels
moyens opére-t-il ? L'oeuvre négatrice d'histoire s'accomplit dans l'histoire.
Double liaison : avec les problémes posés et étudiés dans un temps -choix de

la rebellion~, avec les méthodes déja existantes, matiére ol forger le nouvel

instrument. Dans les deux cas, l'arbitraire individuel ou le style d'un milieu
ne suffisent pas & expliquer : méme si l'on concevait les mathématiques comme
un systéme en soi, les sinuosités du processus de révélation seraient en rela-
tion avec la structure des parties révélées. Autrement dit, il y a une objecti-
vité, fondée mathématiquement, du devenir mathématique ; c'est l'exigence d'un
probléme gqui oblige & dépouiller une méthode d'accidents qu'aucune réflexion
n'apercevait inutiles, c'est la vigueur interne d'une méthode qui dépasse son
champ primitif d'application et pose de nouveaux problémes. Connexion du sys-
téme mathématique d'un temps, pour lequel la réciprocité d'actions exclut aussi
bién les lacunes intérieures, que l'imagination d'un vide extérieur ol se situe-
rait la fixité d'un modéle.’

En définitive, on en jugera.

J. G. DHOMBRES
Décembre 1975

Je tiens & remercier chaleureusement Mademoiselle MAGNINO pour la grande

patience et l'ingéniosité manifestées dans son long travail de dactylographie.

Le texte se divise en deux parties

- d'une part une glose sur certains textes (tome 1),

- d'autre part des documents (tome 2).
Ces deux parties ne sont pas réunies dans un méme volume pour la commodité du
lecteur qui pourra suivre les commentaires des textes originaux qu'il aura en

méme temps devant les yeux.
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PREMIER CHAPITRE

NOMBRE ET MESURE DANS LA MATHEMATIQUE GRECQUE

JUSQU'A EUCLIDE

"The Greeks first spoke a
which modern mathematicians can understand

7

as Littlewood said to me once, they are not
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Vers 300 avant Jésus—-Christ, un corps de doctrines mathématiques est constitué
et se trouve magistralement exposé dans les Eléments d'Euclide. Ce dernier a vécu a
Alexandrie, dans un milieu hellénistique, & la jonction du 4éme et du 3éme siécle. En
dehors de la formation d'Euclide & l1'Académie de Platon d'Athénes, nous ne savons rien
de ce mathématicien. Nous ignorons presque tout autant les différentes étapes et les
antagonismes qui ont dd préluder en Gréce a l'avénement d'un tel ouvrage.

Toutefois, une premiére constatation est celle de la différence totale de
nature entre le corpus composé par Euclide et ce que l'on connait des mathématiques
égyptiennes, babylonniennes ou chinoises. Chez Euclide, non seulement il y a des faits
mathématiques, mais on trouve des concepts €laborés capables de production mathématique,
c'est-a-dire des définitions convenablement organisées selon un ordre logique & partir
de définitions élémentaires, d'axiomes et de postulats et des résultats ordonnés déduc-
tivement les uns aprés les autres sous forme de théorémes et de propositions.

On pressent que ce corps de doctrine doit aller de pair avec une théorie du
monde réel et du monde des idées. Les Dialogues de Platon sont le pendant naturel,
presque obligé, des Eléments d'Euclide. Rappelons d'ailleurs les dates de Platon :
427-347. Ce dernier n'est pas novateur en mathématiques, mais son entourage et sa des-
cendance intellectuelle comportent, semble-t-il, les plus grands mathématiciens du
temps : Théodore de Cyréne (vers 470) ; Archytas de Tarente (428-347) ; Eudoxe (408-355)
Théététe (413-369) ; Menechme etc. De méme, Aristote (384-322), d'abord disciple de
Platon, s'intéressera guelgue peu aux mathématiques et certains collaborateurs seront
des mathématiciens renommés tels Eudéme de Rhodes, Autalycius de Pilane...

Pratique mathématique et théorie platonicienne influent l'une sur l'autre et
nous pouvons distinguer, grdce aux textes des Anciens et & leurs commentateurs, quel-
gues échos des discussions. Indiquons d'abord par des citations quel était le statut
des mathématiques aux yeux de Socrate que fait parler Platon. Nous en viendrons
a4 quelques points de vue théoriques développés par Platon et qui s'avérent non négli-
geables pour la pratique mathématique euclidienne des nombres. La partie essentielle
de ce chapitre sera ensuite une analyse d'un texte capital d'Euclide en ce qui concerne
les nombres et la théorie des grandeurs : & savoir le livre V des Eléments. Nous passe-
rons plus rapidement sur les autres livres concernant les nombres. Enfin, nous essaie-
rons de faire le point des connaissances grecques sur la théorie des grandeurs, ceci en
utilisant les connaissances mathématiques actuelles. Par une sorte de récurrence, histo-
rique et épistémologique, nous tenterons de rendre compte de ce qu'ont pu étre les dif-
férentes écoles de pensée qui ont finalement produit l'oeuvre d'Euclide. Naturellement,

une telle démarche ne peut prétendre 4 l'historicité, mais dans l'état actuel -et sans

~




doute définitif- de la documentation, il ést bien difficile d'agir autrement.

1. STATUT DES MATHEMATIQUES SELON PLATON

Dans La Républigque, un texte écrit par Platon vers 380 avant Jésus-Christ,

Socrate décrit en particulier la formation idéale que devrait recevoir le futur philo-
sophe appelé a gérer la Cité et & garder 1'Etat. Le but de cette éducation est de
"tourner 1'dme du jour ténébreux au vrai jour, c'est-d-dire 1'élever Jjusqu'a la réalitd"
(cf. Allégorie de la caverne : La République, Livre VII, § I, II, III). Socrate, sous

la forme habituelle d'un dialogue avec Glaucon, cherche "parmi les Sciences celle qui

posséde ce pouvoir'.

"Quelle peut done étre, Glaucon, la Science qui attire 1'dme de ce qui

natt d ce qui est'.

Reprenant une discussion antérieure, nos deux philosophes tombent d'accord que ni la
gymnastique, qui accorde l'harmonie du corps, ni la musique, sa contrepartie naturelle,

qui accorde 1l'harmonie des habitudes, ne sauraient convenir au but supérieur visé.
"Sont-ce les arts ? mais nous n'y avons vu que les oeuvres mécaniques".

Non.

Y

"Prenons une de ces sciences qui s'étendent & tout. Par exemple, cette
' science générale qui sert 4 tous les arts, 4 toutes les opérations
intellectuelles, & toutes les sciences et que chacun doit apprendre
parmi les premiéres.

Laquelle ? dit-il.

Cette science trés ordinaire, dis-je, qui distingue les nombres un,

deux, trois, en un mot la science des nombres et des calculs..."

Suit une discussion sur 1l'utilité de l'arithmétique dans l'art de la guerre, mais on

revient vite au point clef.

"Te fais-tu, repris—je, de cette science, la méme idée que moi ?
Quelle idée ?

Elle pourrait bien étre une de ces sciences que nous cherchons

qut conduisent naturellement & la pure intelligence ; mais on n'en

use pas comme il faudrait, toute propre qu'elle est d nous hausser

Jusqu'a 1'étre’.

M




I1 s'agit, pour Socrate, d'expliquer ce point de vue. Il indique que parmi les objets
qui frappent nos sens, certains n'invitent pas a la réflexion, parce que les sens
suffisent 4 en juger. D'autres, au contraire, engagent la réflexion, parce que "la
sensation qu'ils produtsent ne donne rien de sain'. C'est-a-dire que la sensation
produite est de deux impressions opposées : dur et mou, grand et petit, etc. L'enten-

dement doit discerner s'il y a unicité de l'objet ou non.

"Si la vue de 1l'unité offre toujours quelque contradiction, en sorte
qu'elle ne parait pas plus unité que multiplicité, alors on a besoin
d'un guge pour en déeider ... et c'est ainsi que la perception rela-
tive 4 L'unité est de celles qui poussent et tournent l'dme vers la
contemplation de l'&tre...

Mais s'il en est ainsi de L'unité, repris-je, il en est de méme aussi
de tous les nombres 7?

Assurément.

Or, le caleul et l'arithmétique roulent entiérement sur le nombre ?
Sans contredit.

Alors, ce sont évidemment des sciences propres d conduire d la vérité.
Merveilleusement propres, certainement.

Elles sont done, semble-t-il, de celles que nous cherchons ; en effet,
l'étude en est nécessaire d l'homme de guerre pour ranger une armée,
et au philosophe aussi, pour atteindre l'essence et sortir de la sphére
de la génération, sans quoi 1l ne sera jamails un véritable arithméti-

cten.

Socrate, avec une conviction & la Jules Ferry, souhaite rendre obligatoire 1l'étude de
l'arithmétique pour ceux gqui briguent les plus hautes fonctions de 1'Etat. Cependant,
et la restriction est d'importance, il ne s'agit pas d'une étude superficielle, mais

d'arriver,

"par la pure intelligence, d pénétrer la nature des nombres,
non point pour la faire servir, comme les négociants et Les
marchands, aux ventes et awr achats, mais pour en faire des

N

er 4 L'ame elle-méme

<t

applications 4 la guerre et pour factli

le passage du monde sensible d la vérité et a l'essence.

&

Socrate, ensuite, va marquer le caractére abstrait des mathématiques, et nous aurons
4 revenir plus tard sur ce point. Pédagogiquement, l'arithmétique permet 4 ceux qui
sont nés calculateurs de saisir rapidement toutes les sciences, et aux esprits les

plus pesants, & tout le moins d'accroitre la pénétration de leur intellect. En outre,




"l seratt difficile de trouver beaucoup de sciences qui
coittent plus d'efforts & apprendre et a pratiquer que

celle des nombres™.

Méme, l'arithmétigue

"donne & 1'dme un puissant élan vers la région supérieure,
et la force d raisonner sur les nombres eux-mémes, sSans
Jamate souffrir qu'on introduise dans ses raisonnements des

nombres qui représentent des objets visibles ou palpables".

La discussion repart sur l'utilité d'une autre discipline mathématique, la géométrie.

"St la géométrie oblige A contempler l'essence, elle nous

convient ; st elle se borne & ce qui nait, elle ne nous

convient pas'.

En fait, la géométrie a un objet entiérement différent de ce que disent d'elle ceux
qui la pratiquent, et qui, avec mesquinerie, ne parlent que de carrer, de construire

sur une ligne donnée, etc.

"Or, toute cette science n'est cultivée qu'en vue de la
connaissance...Qu'on la cultive pour comnaitre ce qui est

toujours et non ce qui d un moment domné natt et périt'.

La discussion envisage l'astronomie, mais Socrate fait remarquer qu'on a oublié& de
mentionner la géométrie des solides, alors en pleine élaboration, notamment grdce a

Théététe.

Toutes ces citations montrent bien que, pour Platon, la mathématique travaille
sur des ccncepts abstraits, et nous essaierons d'indiquer au paragraphe suivant la doc-
trine platonicienne sur les relations concret-abstrait et sur la méthodologie de la
connaissance. Cette abstraction méme confére i la mathématique une grande pureté, pro-
pre a élever l'dme. Cette volonté de ne pas s'en référer au réel ou aux objets mécani-
gues usuels va prendre une grande importance pratique sur le développement de la
géométrie, mais aussi sur la théorie euclidienne des nombres.

I1 est peut-étre bon d'opposer dés maintenant un texte bien plus tardif et
dd a Plutarque (45-125 aprés Jésus-Christ), concernant tout l'avantage qu'il y a & uti-
liser des analogies mécaniques. Il faut aussi reconnaitre qu'entre-temps sera venu

Archiméde ! Cependant, l'opposition concret-abstrait continuera & jouer en mathématiques

jusqu'a la mathématique actuelle, et nous aurons l'occasion maintes fois d'en décrire

les protagonistes et d'en délimiter les aboutissants.




Le texte est tiré de la vie de Marcellus, consul de Rome, qui vient de planter son

camp devant Syracuse ou demeure Archimeéde...

"Mais Avehiméde ne se souciailt point de tout cela, comme ausst
n'était-ce rien auprés des engins qu'il avait inventés, non que

luy en feist autrement cas ny compte, ne qu'il les eust faits

comme des chefs d'oeuvres pour montrer son esprit : car c'étoient
pour la plus part jeux de la geometrie, qu'il avoit faits en

g 'esbatant par maniere de passetemps, 4 l'instance du roy Hiéronm,
Lequel 1'avait prie de revoquer un petit la geometrie de la spe-
culation des choses intellectives ¢ l'action des corporelles et
sensibles, et faire que la raison démonstrative fust un peu plus
évidente et plus facile & comprendre au commun peuple, en la mes-=
Lant par expérience matérielle 4 l'utilité de l'usage. Car cet

art d'inventer et dresser instrumens et engins, qui 8'appelle la
mechanique ou organique, tant aimée et prisee de toutes sortes de
gens, fut premierement mise en avant par Archytas et Eudoxe, en
partie pour resjouir et embellir un peu la science de la geometrie
par ceste gentillesse, et en partie aqussi pour estayer et fortifier
par exemples d'instruments materiels et sensibles, aucunes propo-
sitions geometriques, dont on ne peut trouver les démonstrations
intellectives par raisons indubitables et nécessaires, comme est

la proposition, qui enseigne 4 trouver deux lignes moyennes pro=
portionales, laquelle me se peut prouver par raison démonstrative
et neantmoins est un principe et fondement nécessaire d beaucoup

de choses qui se mettent en portraiture. L'un et l'autre l'a re-
duitle & la manufacture de quelques instruments qui &'appellent
megolables ou mesographes, qui servent 4 trouver ces lignes moyennes
proportionales, en tirant certaines lignes courbes et sections tra-
versantes et obliques. Mais depuis s'estant Platon courroucé d eulx,
en leur maintenant qu'ilz corrompoient et gastoient la dignité, et
ce qu'il y avait d'excellent en la geometrie, en la faisant descendre
des choses intellectives et incorporelles aux choses senstibles et
matérielles, et luy faisant user de matiére corporelle, ou il faut
vilement et trop bassement employer 1'oeuvre de la main : depuis ce

je, la mechanique ou art des ingénieurs, vint d estre

séparée de la geometrie, et estant longuement tenue en mespris par

le philosophe, devint l'un des arts militaires".

(Nous avons gardé la savoureuse traduction d'Amyot en ancien frangais).
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2. DOCTRINE PLATONICIENNE DES CONCEPTS MATHEMATIQUES

Celui qui faisait graver au fronton de 1'Académie : "Que nul n'entre
ici s'il n'est géométre" attribue aux mathématiques un statut éducatif essen-
tiel comme nous l'avons vu. En outre, ce statut est Basé sur une réflexion a
priori sur les mathématiques et cette réflexion s 'ordonne pour construire une
théorie extra-mathématique (et méme extra méta-mathématique au sens moderne),
théorie dont le but est l'explication de la structure des mathématiques elles-
mémes. L'essentiel de cette réflexion, & nos yeux de scientifiques du XXé&me
siécle, est de dégager le caractére intelligible et déductif de toute construc-
tion mathématique. Essayons d'entrer dans le détail.

A la base de l'attitude philosophique platonicienne, il y a la dis-

tinction entre le monde des objets sensibles, imparfaits et surtout changeants

5 ]

et le monde de leurs modéles éternels, i savoir les Idées, parfaites et immua-
1

es. Bien entendu, la réalité vraie, c'est le monde des Idées, lequel seul

I

donc mérite 1l'étude puisqu'il s'agit d'un monde non corruptible. Ce monde des
Idées est seul intelligible et, dés lors, le raisonnement déductif peut y
oeuvrer en toute sécurité.

La question relative aux mathématiques est pour Platon de déterminer
le domaine du monde des Idées qu'étudie le mathématicien. En effet, lorsque ce
dernier envisage une figure géométrique qu'il dessine sur le sable, par exemple
un cercle, ce n'est pas le support matériel bien imparfait qu'il considére,
mais le cercle idéal, celui qui répond & la définition du cercle. Ainsi parlant

de ceux qui s'occupent de géométrie (La Républigue, Livre VI) :

se servent de figures visibles et
ces figures, quoique ce ne soit point
mats & d'autres auxquelles celles-ci

le, c¢'est du carré en soi, de la dia-

ot

ratsonnent, et non de la diagonale telle

aut en dire autant de toutes les

Le support matériel n'est qu'un symbolisme opératoire puisque :




sont des données immuables et constituent donc les éléments intangibles -les
hypothéses selon le vocabulaire de Platon-— sur lesquelles la science est
fondée.

"y n'ignores pas, je pense, que ceux qui s'occupent de

genre supposent le pair et l'impair, les figures, trois
espéces d'angles et d'autres choses analogues sutvant
bjet de leur recherche ; qu'ils les traitent comme
choses conmnues, et que, quand ils en ont fait des hypo-
théses, 1ls estiment qu'ils n'ont plus d en rendre aucun
compte ni d eux-mémes ni aux autres, attendu qu'elles
sont évidentes d tous les esprits ; qu'enfin partant de

es et passant par tous les échelons, tls

Q
Q
w
B
o
C
(‘1\;

aboutissent par voie de conséquences d la démonstration
7

qu'ils s'étaient mis en téte de chercher".

Comment parvient-on & ces hypothéses de départ ? Platon prétend que
puisque ces hypothéses existent a priori et éternellement, nous devons les
découvrir en nous, car elles sont évidentes a tous les esprits, comme des objets
intuitivement contemplés et non pergus d'abord par l'expérience. Du point de
vue méthodologique, pour accéder & ces concepts, on utilise la réminiscence.
Citons le fameux dialogue de Socrate qui induit le jeune esclave a résoudre
par lui-méme le probléme de la duplication d'un carré dans Le Ménon (cf. docu-
ment n® 1 fourni en annexe).

Une fois les hypothéses de départ mises & jour, le raisonnement
déductif prend son essor, sans aucunement faire appel aux opinions du monde
sensible. Ce c6té déductif des mathématiques, & partir d'une donnée axiomatique,
trouve son couronnement dans les Eléments d'Euclide et va étre d'ailleurs his-
toriquement la pierre de touche de toute science mathématique.

Parmi les modes de raisonnements déductifs possibles, c'est-a-dire la
méthodologie utilisable, Platon distingue la méthode analytigue qui enchaine les
vérités les unes aprés les autres A partir de la vérité que l'on veut démontrer :
si 1l'on arrive & un énoncé déji connu, on essaie de renverser l'ordre des rai-
sonnements pour établir la proposition de départ. Il y a aussi la méthode de
réduction & l'absurde, ol l'on suppose que la proposition de départ est fausse
et on cherche & obtenir une contradiction entre cette hypothése et les vérités
déja connues et leurs conséguences.

Cependant, les concepts mathématiques n'appartiennent qu'ad la premiére
classe des objets intelligibles, celle ot dans la recherche qu'il en fait,

d'"hypothéses, sans aller au principe, parce qu'il







hiérarchie de la Connaissance selon une maleutigque qui force l'admiration.

La conséqguence immédiate de cette hiérarchie, quant aux mathématiques,
est que cette science n'atteint pas la vérité immuable. Fruit de l'esprit
humain seulement, les mathématiques ne permettent d'appréhender que l'ombre
des réalités intangibles. Mais par voie de conséquence, les mathématiques
peuvent et doivent se développer selon la seule raison humaine. Le savant

mathématicien est devenu maitre de sa Science.

3. ANALYSE DU LIVRE V DES ELEMENTS D'EUCLIDE

On trouvera, dans les documents annexes de ce cours, la traduction
frangaise du Livre V des Eléments d'Euclide, traduction due & F. Peyrard (1809).

I1 convient de se reporter constamment & cette traduction dans 1'analyse qui

va suivre.

3.1 Les manuscrits et 1l'auteur

Proclus, au 5éme siécle aprés J.-C., affirme gqu'Euclide a composé Les
Eléments en réunissant les théorémes d'Eudoxe, perfectionnant plusieurs autres de
Théétete et "domnant des démonstrations inattaquables de résultats que ses pré-
décesseurs avatent vaguement esquissés'. C'est sur des présomptions de ce genre
que la plupart des érudits attribuent le Livre V & Eudoxe (408-355 ?). Ce dernier
est né et mort & Cnide en Asie Mineure et travailla avec Platon & 1'Académie. Sa
réputation considérable éblouissait encore Eratosthéne (284-192).

Le plus ancien manuscrit grec des Eléments d'Euclide date du Xéme siécle
et fut découvert dans des manuscrits du Vatican par F. Peyrard dans le tohu-bohu
de l'occupation de Rome par les troupes napoléoniennes. Quelques fragments de
papvrii du Fayoum des IIIéme et IVéme siécles attestent la qualité du manuscrit
de Peyrard. Les Latins ne traduisirent sans doute pas l'intégralité des Eléments,
méme si Boéce en incorpora des fragments dans son encyclopédie. Gérard de Crémone
(1114-1187) et Campanus (1214-1254) donnent un texte latin complet. Certes, sous
1'impulsion des caliphes Al-Ma'-mun et Al-ManslUr au Xéme siécle, les Arabes ont
des traductions, celles de Al-Haggaz vers 900 et plus tard celle de Al-Asar
Nasiraddin At Tusi (1201-1274). Cependant, ces traductions ne peuvent guére
aider d préciser les points obscurs du manuscrit de Peyrard. Il y aurait tout
une étude du style a faire concernant le texte d'Euclide, style mathématique
gui variera peu jusque vers le XVIIéme siécle. La chronique de ces légéres
variations en soi serait une chose intéressante. Bien entendu, nous ne saurions

l'entreprendre ici.




3.2 Environnement intellectuel du Livre V

Une des premiéres démarches de nature mathématique est certainement
de comparer entre elles des choses de méme espéce, de faire des rapports au
sens courant du terme, donc de vouloir mesurer des grandeurs.

Avant toute théorie mathématique des rapports, il y a émergence d'une
notion commune, ne serait-ce que le rapport d'un groupe armé de 12 hommes &
celui d'un autre groupe de 7 hommes !

Que .ce soit dans les premiers corpus babyloniens, égyptiens ou chinois,
on trouve toujours des rapports et des proportions particuliéres sous la forme

- ’ "..
de moyennes (UECOLNG)

4 B 2 . a b
la proportion de la moyenne géométrique (GvoAoyla) de la forme 5= o
- : a=b a
(avec la remarque trés ancienne que SFE': 5 et b =Vac en notation moderne) ,
1 . : a=-b a b 1
la proportion harmonique P— =, = (et denc <171 )

: . g a-
la proportion arithmétique -y

2
a

La moyenne géométrique est de construction géométrique &lémentaire selon le
dessin ci-joint. Cette construction est obtenue d'ailleurs i la Proposition 13

du Livre VI (cf. Figure 1).
e

Figure 1 a

P

-

En outre, les proportions surviennent pour préciser quantitativement la notion -

ol

e similitude laguelle (sous la forme Au théoréme de Thalés par exemple) remonte

a la plus haute antiquité et est d'usage courant chez les architectes. La pro-
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on harmonique peut fort bien awvoir une origine musicale, etc.

+

rés tdt aussi, on s'est rendu compte que certains rapports avaient
un aspect fort différent des rapports tels que le rapport de 2 4 3 etc. Ainsi
de la longueur de la diagonale du carré comparée & celle du cété du méme carré.
Un multiple entier de la premidre longueur ne sera jamais égal & un autre mul-
tiple entier de la seconde. C'est la découverte de l'irrationalité de (5 , &

partir du théoréme de Pythagore. Découverte certainement trés ancienne puisque




repéré dans la tablette Plimpton N° 322, en haute époque babylonienne.

Nettement plus tard, Théététe dispose d'une démonstration de l'irra-
tionalité de {T- , lagquelle démonstration utiliserait peut-&tre un procédé
d'approximation par passage & la limite. Ce passage & la limite, basé on s'en
doute sur des faits sensibles du monde matériel, ne pouvait que déplaire aux
Platoniciens d'aprés ce que nous avons vu. Ceux-ci n'ont pas manqué de chercher
i remettre sur des bases fermes 1'idée de rapport. L'arithmétique ne pouvait
y suffire puisqu'il fallait considérer (méme sans le dire) les irrationnels et
la géométrie des figures semblables semblait avoir laissé trop de place &
1'intuition sensible. Cette volonté de base ferme, d'enchainement linéaire
d'axiomes, de définitions et de propositions trcuve de fervents protagonistes,
notamment en la personne d'Eudoxe, en tous cas de l'auteur du Livre V et bien
sir d'Euclide. Rappelons que le titre grec des Eléments est UT01X€Tov, litteé-
ralement alignement. Et cette volonté débouche sur les 13 livres d'Euclide
et sur un chef d'oeuvre, le Livre V.

Ce Livre V doit donc &tre dépouillé de notions arithmétiques (nombres
rationnels, etc) et géométriques (similitudes, etc). Il l'est comme on le verra
plus leoin. Il doit aussi étre dépouillé de ces notions encore vagues de limite
ou de continu, tant pour des raisons philosophiques que pour ne pas étre soumis
4 la dure critique des fameux paradoxes de Zénon (cf.§6.2). La aussi, le Livre V
y parvient bien, & 1l'exception toutefois de la quatriéme proportionnelle
(cE. § 3.5 et les remargues suivant la Définition 9 du Livre V).

Par exemple, le Livre V, avec l'emploi de ce qui s'appellera 1l'axiome d'Archiméde,
évite les piéges des grandeurs non archimédiennes (cf. Remarques suivant la
Définition 5 du Livre V). Des grandeurs non archimédiennes liées aux infini-
tésimaux avaient pourtant droit de cité, méme dans les Eléments. Ainsi la notion
d'angle contingent, c'est-a-dire de "l'angle" déterminé par un arc de cercle et

la tangente a ce cercle, appelé "angle corniculaire" (cf. figure 2).

C B

Figure 2

G X




Cet angle corniculaire intervient & la proposition 16 du Livre IT. I1 est
défini comme la portion d'espace comprise entre le cercle et la droite menée
perpendiculairement au rayon OA du cercle. Dans cette portion d'espace, dit
la Proposition, on ne peut mener aucune droite et l'angle corniculaire est
plus petit qu'aucun angle rectiligne aigu. Un scoliaste d'Euclide, Proclus,
ajoute dans ses commentaires au premier Livre des Eléments, que cet angle
corniculaire ne peut &tre une grandeur car

"si L'angle était une grandeur, puisque toutes lLes

grdndsurs fintes du méme genre ont un rapport entre
elles, tous les angles du méme genre, c'est-d-dire
ceux qui sont dans les surfaces, auraient un rapport
entre eux ; de sorte que l'angle corniculaire aurait
un rapport avec l'angle rectiligne. Or les choses qut
ont un rapport entre elles peuvent ge dépasser L'une
L'autre si elles sont multiplides ; done L'angle
cornteulaire pourrait finalement dépasser L'angle
rectiligne ; ce qui est impossible car il est démon-
tré que l'angle cormiculaire est plus petit que tout

angle rectiligne..."

Tel est donc 1l'environnement intellectuel du Livre V. Nous échafauderons plus
loin quelques hypothéses sur 1'état des mathématiques grecques avant Euclide

(§ 6 du chapitre I).

3.3 Les définitions

Parmi les vingt définitions de ce Livre, certaines sont essentielles,
d'autres semkblent troubles, d'autres enfin témoignent de préoccupations bien
particuliéres (de la définition 13 & la définition 20).

I1 ne faudrait certes pas demander au texte une précision a la
moderne, du genre : les éléments que nous appelons grandeurs appartiennent &
un groupe totalement ordonné, etc. Pour la commodité de l'analyse, et conscient

des risques énormes de confusion mentale, j'utiliserai cependant quelquefois
les concepts modernes en les repoussant le plus possible a la section v

(les résultats vus du XXéme siécle). Toutefois, j'utiliserai plus fréquemment

les notations algébrigques désormais classiques.

Donc Euclide ne définit pas ce qu'il entend par grandeur.
p g




Définitions 1 et 2 . Le verbe "mesurer" ici employé signifie que la plus

grande grandeur est un multiple entier de la plus petite. A est partie de B si
NA = B pour un certain entier n . (Penser au vecable partie aliquote).
D'ailleurs le livre des Eléments d'Euclide qui traite des figures semblables
(Livre VI) vient juste aprés le livre des proportions.

J'aurais tendance & penser que les deux définitions &tablissent que l'on peut
diviser a volonté une grandeur. Si A est une grandeur et n un entier, il
existe une grandeur B et A = nB .

Il peut aussi\paraitr@ gue 1l'emploi d'un verbe, "mesurer" en l'occurence, rend
actif en un sens le rSle de l'entier m » lequel serait opératoire, transformant

une grandeur A en mA . Cet aspect "opérateur" sera examiné plus loin.

.

La Définition 3 m'est obscure sauf & donner une vague idée de ce qui va venir.

Le mot essentiel est peut-&tre le qualificatif "homogénes" car le mot "gquantité"
est une tautologie quand on parle de grandeur. Le mot "raison" traduit ici le
grec Adyog et rappelons & ce propos que le mot "irrationnel" est ﬁkoyog. En
langage frangais moderne, on utiliserait plutét le mot "rapport" que le mot
"raison", bien que je trouve au premier vocable un certain avantage pédagogique

de distanciation.

La Définition 4 , qui ne figure pas dans tous les manuscrits, ne dit rien que

vaille & ce niveau. Il faut la repousser plus loin.

La Définition 5 est importante. Elle restreint les seules grandeurs auxquelles

nous pourrons associer une raison. Ce sont celles pour lesquelles A et B étant
deux grandeurs, 11l existe toujours un entier n (Pour les Grecs, 0 et d'ailleurs
! ne sont pas des nombres entiers. Nous supposerons toujours n # O dans tout
ce qui suit) et nA y B.

L'habitude est prise d'appeler cette définition axiome d'Archiméde,

peut-étre parce que ce dernier, citant ses précurseurs, en a magnifié 1l'intérét

(En particulier dans son Traité de la quadrature de la parabole).

Historiguement parlant, la définition 5 empécha les mathématiciens
du XVITIéme siécle de travailler avec bonne conscience, c'est-a-dire d'utiliser
le Livre V péremptoirement en ce qui concerne les infiniment petits. Attardons-

nous sur ce point dans un langage moderne et considérons l'ensemble des fonc-

-+

“ions réelles définies sur 1'axe réel sur un voisinage de l'origine, continues
en O et nulles en ce point. On peut convenir que f »g si pour tout g » O il

existe un a 3 O et pour tcut x, IX! ¢ a , 0ona : I£(x)l <elg(x)l .

C'est la relation d'infiniment petit (en notation de Landau f = o(g)).Le préor-

dre Y n'est certes

(ni antisymétrique), mais on peut se restreindre a




des familles ou l'ordre soit total. C'est ce que faisaient les mathématiciens

de l'dge classique en prenant par exemple tous les polynémes nuls en zéro et

de tous degrés. L'ordre ainsi obtenu n'est cependant pas archimédien puisqu'il
R . 2 3

n'existe aucun entier n tel gue nx y x|

Nous avons déja noté que les Grecs considéraient des "grandeur<' non archimédien—

nes avec l'exemple diment explicité de l'angle corniculaire.

6 est la définition essentielle du Livre V. Soient quatre gran-
deurs A,B,C et D. On dit que A et B ont méme raison que C et D lorsque pour
tous entiers n et m on a

Si nA  mB alors nC ) mD .

0

alors nC = mD .

w
5
]
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nA ( mB alors nC ¢ mD .

La Définition 6 parle remarquablement & un moderne, mais elle fut jugée soit
trop floue, soit trop inutilement compliquée, voire impossible a utiliser, par

[

en des mathématiciens, notamment depuis la Renaissance (Galilée, par exemple,
mais peut-&tre parce qu'il avait desarriédre-pensées non archimédiennes -et nous
Yy reviendrons- et beaucoup d'autres mathématiciens).

Une objection fréquente précise gu'il faut une infinité d'opérations
pour vérifier la proportionnalité (tous n, tous m). Ce point est épistémologi-
guement crucial. Nous reportons la discussion plus loin. Une autre ocbjection
concerne le caractére non naturel de la définition. L&, on trouve une critique
constante en mathématiques. Il faut surtout reconnaitre que la notion de "Adyog",
de "proportion", était passée dés la fin du Moyen-Age et sans doute déja chez
les Anciens dans la langue usuelle et avait prise une connotation pratique
(méme partie aliquote). On souhaitait donc 1'impossible : cette notion pratique
sous la plume d'Euclide ! Vers 1666, un mathématicien comme Isaac Barrow, pro-

esseur de Newton, est obligé de justifier, défendre et illustrer la définition

h

®
=
(9]

>lidienne du Aéyoq devant ses contemporains. Il semble d'ailleurs &tre le pre-

=
=

ier moderne & saisir le sens du Livre V.

Au XIXéme siécle méme, on remplacera quelquefois cette définition par
une autre, laquelle établit que A,B,C,D forment une proportion lorsque mesurant

A et C par les mémes sous-multiples, par ailleurs quelconques, de B et D respec-

tivement, on obtient les mémes quotients (Faifofer, Elementi di geometria,

B - ey ; B D
3éme ed. 1882). C'est-a-dire si A =m = et C =n' = alors m = m' . Cela
revient a4 n'accepter que des valeurs rationnelles pour E—, restriction arith-

étique dont justement la construction d'Eudoxe veut se débarrasser. C'est une

sérieuse incompréhension du texte d'Euclide.
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L.a 7 permet de comprendre la Définition 4. En grec, proportionnel
S€ 0V, ce gui est typique de l'économie de vocabulaire utilisé par

La Définition 8 traite des inégalités. On part de quatre grandeurs A,B,C et D.

81 pour des entiers netm, ona nA  mB , et nC ¢ mD , on dit gue la raison
de A avec B (que je vais noter A/B) dépasse la raison de C avec D (C/D). Bien
entendu, cette inégalité est plus facile & vérifier que la Définition 7 mais
elle ne peut gue lui succéder.

On peut ergoter sur la possibilité d'utilisation de 3 dans un sens
et de ( dans 1l'autre sens. Il faut peut-&tre souligner que l'on devrait, en
moderne

, ne pas utiliser la méme notation 3 pour désigner l'ordre sur les

sndeurs et l'ordre sur les raisons.

Il me parait surtout important de noter gue la Définition 8 établit
en fait un crdre sur les raisons. Mais on se sert pour ce faire de couples
fs (A,B) et (C,D) de grandeurs. Une vérification indispensable
concerne la cohérence de la définition de cet ordre, a savoir :

si (A,B ; A'",B'") sont des grandeurs proportionnelles, ainsi que
(c,b ; ¢'",D") , la relation d'ordre entre les raisons définies par (A,B) et
(C,D) est la méme gue celle entre les raisons définies par (A',B') et (C',D').
La vérification est immédiate & partir de la Définition 6. Il est d'ailleurs
permis de penser que ce point illustre, aux yeux d'Euclide, le bien-fondé de
cette Définition 6.

En outre, les Définitions 6 et 8 établissent que l'ordre sur les

s est un ordre total, c'est-a-dire que l'on peut toujours comparer deux

raisons. Les modernes (De Morgan par exemple) veulent cependant prendre Euclide

en défaut de logigue & ce niveau. Il conviendrait en effet de montrer que

l'crdre sur les raisons est antisymétrique, c'est-d-dire qu'on ne saurait avoir

simultanément A/B S c/D et C/D % A/B. Supposons donc que des entiers m, n ;
p et q soient tels que

nA 3y mB et nC ¢ mbD

PA ¢ gB et pC > gD

Fn multipliant par p les deux premiéres inégalités :

(pn)A » (pm)B et (pn)C ¢ (pm)D

par n les deux inégalités suivantes :

(ng)B > (pm) B et (pm)D 3 (ng)D




d'on ng % pm et pm % ng

Il y a contradiction. La démonstration ci-dessus fait usage de deux résultats
- d'une part, que p(nA) = (pn)A et ceci est établi & la Proposition
3 du Livre V ;
- d'autre part, que nA » mA équivaut a n y m (au sens des entiers).
La Proposition 6 procure sans peine cette équivalence, laquelle sera d'ailleurs

implicitement utilisée par Euclide.

A _B L
Les Définitions 9, 10 et 11 concernent le cas B = i Le mot intéressant est
. . A B, 2 .
celui de raison double, gqui correspond en langage moderne & "= (Eﬂ . Mais

alors la intervient quelque chose de bien nouveau : la multiplication d'une
raison par elle-méme. Et voici que la définition 10 semble signifier

A A ) A B C ;
=8 & E + du moins lorsque = = — = =, donc correspondre au "produit"

D B 'Cc D B C D
de trois raisons !

Pourtant, on ne trouve pas trace dans Euclide d'une définition cons-
ciente du "produit" de deux raisons gquelconques, ni d'ailleurs du mot "produit™"
en ce sens. L'expression "composition" de deux raisons intervient dans quelgues
textes postérieurs, notamment chez Archiméde ou Pappus. Elle n'intervient pas
au Livre V, sauf donc avec la notion de raison double ou triple, etc, qui
semble correspondre & la composition de raisons égales. On pourrait voir dans
cette inutile restriction un relent géométrique : pour géométriser le produit,
cn construit des carrés voire des cubes. On ne peut aller plus loin au niveau
géométrique d'Euclide !

Pour bien manifester certaine ambiguité, le mot S1TAaciwv (double),
au sens moderne de carré, est utilisé par d'autres (Nicomague, Pappus, Archiméde)
pour signifier la raison de 2 & 1.

Certes, l'expression "composition de raisons" intervient au Livre VI
(Définitions 5 et 23). On pense généralement que ces définitions sont des

interpolations du temps de Théon d'Alexandrie (vers le IVéme siécle aprés

Jésus-Christ).

"Une raison est dite ume composée de raisons lorsque

la multiplication des tailles des raisons est une

3

atson'.

)

C'est bien obscur (Une "taille" de raison ? une "multiplication" ?). Le mot

grec utilisé pour taille est MNAIKGTNTEG, et on a voulu y voir la seule signi-
fication de nombre (&pleyég), ce qui ne peut convenir d'aprés ce que nous savons
des ambitions d'Eudoxe. Le mot "taille" suggere surtout une idée de comparaison
(entre grandeurs géométriques) par opposition & une idée de dénombrement. Nous

reviendrons sur ce point au § 6 .
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La Définition 23 du Livre VI, guant & €lle, parle brutalement de composition

des raisons pour ce qui correspond a notre idée de produit.

Quoiqu'il en soit, et nous essaierons plus tard de nous livrer & des conclusions,
le mot de "composition" suggére une explication plausible, tant pour les Défini-
tions 10 et 11 que pour d'autres emplois implicites. C'est De Morgan, semble-t-il,
gui 1'énonca le premier et cette explication fut reprise par N. Bourbaki (Note
historique du Chapitre 4, Livre III, Topologie Générale, 3éme édition, Hermann

1960) .

L'explication tiendrait & ce que les raisons constituent des opérateurs
sur les grandeurs. Précisément, si %— est la raison de la grandeur A par rap-
port 4 la grandeur B , alors : A = (%p.B .

Dés lors, la composition des raisons n'est autre gque la composition des opéra-
teurs.

Cependant, pour que l'on puisse toujours parler de la grandeur résultant de
l'action de 2 sur une grandeur C , c'est-a-dire de (%0.C , i1 convient

d'établir la Proposition suivante, dite de la gquatriéme proportionnelle.

Proposition. Soient A,B et D trois grandeurs. Il existe une grandeur C telle que

A et B aient méme raison que C et D.

Une telle proposition, non explicitée chez Euclide, interviendra ce-

pendant de fagon implicite dans certaines démonstrations (cf. Proposition 18
par exemple). Toutefois, une proposition analogue est obtenue au Livre VI
(Proposition 12) pour un cas particulier de grandeurs a4 savoir les longueurs
rectilignes. En effet, ce n'est rien d'autre que le théoréme de Thalés. Si A et
B sont deux longueurs rectilignes (représentées par OA et OB), si D est une
troisiéme longueur (représentée par OD), la longueur C (représentée par Oc),
obtenue en prenant 1'intersection de la droite support de OD et de la paralléle

& DB menée par A, fournit la guatriéme proportionnelle.

0 A\ B\

Euclide a-t-il présupposé ce résultat géométrique, lui si précau-

tionneux dans son Livre V de ne pas faire usage de résultats géométriques ou




- 18 -

arithmétiques concernant les grandeurs ?
Dés lors gue nous tiendrions pour acquise l'existence de la quatriéme

proportionnelle, 1'idée de composition des opérateurs devient naturelle, puis-

gu'en langage moderne

).[(%).E].

Nous reviendrons un peu plus loin sur la gquatriéme proportionnelle (§ 3.5).

t |3
°
gla
=
Il
b | 3

La Définition 12 fournit un vocabulaire commode, mais non indispensable, pour
" A 5 5
dire que dans i %—, A et C sont homologues (les antécédents) et de méme B

et D (les conséquents). D'ailleurs, homologue traduit le grec Buﬁ A0YOg. Ce

vocabulaire simplifie 1'énoncé des définitions 13 a 20.
Partons de quatre grandeurs A,B,C et D et supposons que A et B ont
méme raison que C et D.

La raison alterne, selon la Définition 13, est celle que font A et

C (ou B et D). La raison inverse, selon la Définition 14, est celle que font

A+ BetB (ouC+ D et D). Le mot composé utilisé en frangais par Peyrard

est tout a4 fait distinct de 1l'importante composition des raisons (GUYKEquUog_

A8yoc) dont nous avons parlé aprés la Définition 10.

La division de raison, vocable mal choisi, selon la Définition 17,

S o h A-B . . e A
signifie - la conversion de raison signifie ——

A-B
A1 a
La Définition 18 déclare qu'il y a raison par égalité pour iy et i lorsque
n n
Al,...,An et al,...,an sont deux familles de grandeurs telles que
A, sa,
i

x = = pour i =1, 2, ..., (n-1). C'est une définition, et l'on prouvera
i+1 i+l

a4 la Proposition 22 que la raison par égalité correspond & 1'égalité des raisons.

La Définition 19 est bien inutile. N'est-elle pas une manie de mathématicien

lequel veut définir une "proportion troublée" et par antithése tient & envisager

Ce que pourrait &tre une proportion non troublée, c'est-a-dire "ordonnée" ?

La Définition 20 , derniére définition du Livre V, déclare que la proportion

est troublée si Al' A2 et A3 sont des grandeurs ainsi que a;r a, et a3 avec

B2

mlw
—

\S]

IJJIQJ
(8

(V9]
Pl

= et
3

On en déduira (Proposition 23) que dans ce cas, on a quand méme l'égalité de
_ Sy By
raisons — = 7—
a A

3 3




3.4 Les Propositions

I1 est fastidieux de reprendre les propositions une a une en glosant
sur les démonstrations. Le texte d'Euclide exige un léger effort pour celui qui
est trop habitué & la souplesse des notations algébrigues. On suivra mieux
Euclide en prononcant nos notations usuelles et nous invitons le lecteur a faire
quelques essais (par exemple les Propositions 6, 16 ou 20). On sera aussi étonné
de voir qu'aprés avoir énoncé en langage "littéraire" mais précis une Proposi-
tion, Euclide reprend ensuite l'énoncé avec des lettres et un langage mathémati-
gue avant d'effectuer toute démonstration. I1 faut enfin noter qu'Euclide
agrémente son texte de dessins, des segments rectilignes, mais il entend bien

gue son raisonnement reste abstrait et ne repose pas sur la géométrie.

Proposition 1 . mA, + mA_ + ... +mA =mn({A, + ... + A )
1 2 n 1 n

Evidemment, ce qu'Euclide utilise sans le dire, c'est l'associativité et la

commutativité de 1l'addition des grandeurs en divisant m en unités.

Proposition 2 . Avec les notations d'Euclide, nA, + mA2 est le méme multiple

de A ue nA, + mA l'est de A
3 % 4 a —°° 4
Cela revient, peu ou prou, a dire que (n+m)A = nA + mA . De méme, la démonstra-

tion décompose m et n en unités.

Proposition 3 . Avec les notations d'Euclide, 1(kA,) est le méme multiple de

A_ que l{kA4) l'est de A

2 4
Cela revient a dire n(mA) = (nm)A .
A C mA mC
P iti 4 . == = 1impli — = — t ] i .
roposition B D impligue - D pour tous les entiers m et n

La démonstration est basée sur la Définition 6.

Proposition 5 . m(A-B) = mA - mB .

Ici, Euclide utilise, sans vraiment 1'établir préalablement (Définition 1 ), gque
1'on peut diviser toute grandeur par un entier n . Pour tout entier n , et
toute grandeur A , il existe une grandeur B et nB =A .

Une fois encore, Euclide utilise mA ) mB implique A 5 B

La démonstration d'Euclide de la Proposition 5, en langage moderne, est la suivante.
Soit C telle que mC = mA - mB . On a alors mC + mB = mA et m(C+B) = mA
d'aprés la Proposition 1. Donc C+B = A d'od C = A-B
Des commentateurs (Peletarius ou Campanus) ont depuis fort longtemps établi cette

Proposition sans passer par l'hypothése de division. Il suffit de partir de

D = m(A-B) et d'ajouter mB selon mB+D = m(A-B)+mB = mA d'aprés la Proposition

1. Donc D = mA — mB . Personnellement, je vois mal l'intérét d'une théorie des
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proportions ot l'on ne pourrait pas diviser une grandeur et je pense que la

Définition 1 assure aussi l'existence de la division.

Proposition 6 . mA - nA = (m-n)A .

Analysons cette proposition. En fait, 1'énoncé d'Euclide est un peu différent
de l'égalité algébrique mA - nA = (m-n)A . L'énoncé dit : soient A et B
deux grandeurs, alors mA - nA est le méme multiple de A que mB - nB 1'est
de B .

Il est normal gu'Euclide ne veuille pas noter (m-n) car la notion
de différence d'entiers et l'arithmétique ne sont Pas envisagées avant le Livre
VII. La démonstration se fait d'abord dans le cas ol mA - nA = A et Euclide
la conduit comme suit (J'ai seulement changé ses notations en prenant une
grandeur A au lieu de AH) :

Soient A, B deux grandeurs ainsi que nA, nB et mA, mB . Supposons d'abord
MA - nA = A . Ajoutons B & nB ce qui donne, d'aprés la Proposition 2, une
grandeur qui est & B ce que mA est 3 A et donc aussi ce que mB est 4 B
Donc nB+B = mB . Retranchons nB aux deux membres. Il reste : B = mB - nB i
ce gue nous voulions démontrer.

Euclide laisse au lecteur le soin de généraliser au cas mA - nA = PA
(p # 1), mais fait un dessin explicatif (tandis que les versions arabes donnent
une démonstration). On notera que la possibilité de soustraction d'une méme
quantité aux deux membres d'une €galité n'est pas rappelée car c'est une notion
commune (cf. Livre I des Eléments, voir documents annexes) .

Remarquons que l'on déduit sans peine de cette Proposition que mA > nA  équi-
vaut 3. m > n (si l'on sait que l'ordre sur les grandeurs est total, comme sur

les entiers).

; A B C
Proposition 7 . A = B implique A= e et §-= B Pour toute grandeur cC .
i ; . A B C C
Proposition 8 . A y B implique E—) c et K—( 5 pour toute grandeur C

. C C
bour une grandeur C alors A = B ; =i o= alors

0w

Proposition 9 . Si % =

A=DB.

(On utilise ici encore que 1l'ordre est total sur les grandeurs).

Proposition 10 . implique A 5B

Pl A
wio 0w

> implique A ¢ B .

Un commentateur, Simson, a noté un mangue dans la démonstration d'Euclide, en

ce sens gu'il n'a pas effectivement montré, disons en langage moderne, l'antisy-
q P
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métrie de l'ordre introduit sur les raisons. On peut y pallier par la remarque

gui fait suite & la Définition 8 ou paf une démonstration directe.

A_C C_E A_E

Proposition 11 . E—= = et - F ' alors B-F

C'est la transitivité de 1'égalité sur les raisons. Le plus remarquable est
qu'Euclide se donne la peine, bien entendu nécessaire, de démontrer la Proposi-

tion 11 en utilisant la Définition 6.

o A C E A A+ C+ E
P 1+ 4 - —_— = == = = 1 l' e — =
roposition 12 B B - impligu B S T D i o
A C (85 BE A E
= iti 13 . === t = )= impli -2 =.
roposition 13 = 5 ® D b - implique ¢ 7 F

Proposition 14 . %-= %— et Ay C impligque B D .

A=C implique B =D .
A ¢C implique B ¢ D .

" , mA
Proposition 15 . Pour tout entier m , — = o .
mB B
A C A B
Propositi 16 . — == impli - == .
position B D plique C o)
Analysons l'admirable démonstration d'Euclide en adaptant seulement le langage.
A mA C nC
. ; A_m o g 3 _— c _nC
Soient m et n des entiers, B o= (Proposition 15) ainsi que D D
, A mA nC  wui
Par suite, comme 55 ona —=_~ (Proposition 11).
Donc, si mA % nC alors mB > nD ; si mA = nC alors mB = et si mA ¢ nC

oW g

c ; & A < —
alors mB ¢ nD (Propositié&n 14). Mais cela entraine que — d'aprés la Défi-

C
nition 6.

. A_C . ; A-B _ C-D
Proposition 17 . - D implique "3 -
A . , + +
Proposition 18 . =l implique égg = EER i

Cependant, Euclide utilise implicitement la proposition de la guatriéme propor-

tionnelle, laguelle n'est pas conséquence de ses axiomes (cf. discussion § 1.3.5).

Simson a fourni une démonstration directe qui reste dans le cadre des démonstra-

tions d'Euclide.

=2 implique i B
D P19 B

Propositi 9 .
position 1 =

w |

Proposition 20 . J'ai gardé les lettres utilisées par Euclide. On 1lit




alors A > T imgplique A > 2 ,
A =T implique A=2,
et A <T implique A< 7 .

Avec cette proposition 20 et les 3 propositions suivantes, on tourne
autour de la notion peu explicitée de composition des raisons (cf. Définitions
10 et 11). La proposition 22 par exemple justifie une simplification évidente
avec nos notations, mais qui ne posséde pas cette évidence quand on n'utilise
Pas ces notations modernes, ce qui est le cas d'Euclide. Bien sr, c'est une
amorce des propriétés du produit ; amorce qui justifie en partie la remarque

. A -
par laguelle on envisage § Comme un opérateur.

A E B D . - ;
Proposition 21 . B-F et c-E alors si A »C ona D > F ; de méme, si
A=C ona D=F r S1 A ¢C ona D < F .
A D B E A D
P iti 22 . === t —=—= al - == .
roposition B = e c = ors c =
s A E B D A D
Proposition 23 . 2£ == - == al — = —
position 23 = = et c = ors C =
A C E i A+E C+F
Propositi 24 . —== t === alors —= —— ,
potiEicn B D " B D S T3 D
s A C .
Proposition 25 . a1 et A est la plus grande, D la plus petite, alors

A+D 3 B+C

. . . i - . A+D
(Bien gque cela ne figure pas dans Euclide, avec B = C , on en déduit = > B
ol B = VADJ donc la comparaison entre moyenne arithmétique et moyenne géométri-

que) .

On comprend, & la fin de ce Livre V, la phrase de I. Barrow, lequel a
tant fait dans ses cours de Cambridge au XVIIéme siécle pour faire comprendre
la profondeur du Livre v, sérieusement occultée 3 1'époque par des considérants
géométriques : "In my judgment, there is nothing extant in the whole work of
the Elements more subtilly invented, more solidly established, or more accura-

tely handled than the Doctrine of Proportionalities".

3.5 La quatriéme proportionnelle

Essayons, dans notre langage moderne, de voir ce que l'on pourrait

faire pour démontrer 1la Proposition de la quatriéme proportionnelle & partir
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des définitions du Livre V.

Le plus simple est bien sir de la mettre en axiome. Ne le faisons
pas, et considérons trois grandeurs A, B et D. Si C est une grandeur telle
que %—( %—, alors pour toute grandeur C' , C' 3y C , on a aussi %:> %—.

& ; A &
De méme, si C est une grandeur telle que E-} alors pour toute grandeur C',

D’
C'¢ C, on a aussi %j < % .

Toutefois, on dispose d'une propriété supplémentaire. Si %—( %-, il
existe C' , C' ¢ C et cependant on a encore % < gj . Etablissons ce dernier
point. Il existe n et m entiers, tels que mB  nA et nC 5 mD . Soit c"
une grandeur telle que C" ¢ % , par exemple g%- o6 E + mD = nC . Posons
C' =C - C" , ce qui est possible puisque C » C" . Dans ce cas, nC"> mD et
donc %f p %— avec C' ¢ C . Nous avons seulement utilisé la possibilite de
diviser une grandeur et la notion de soustraction (Si A » B , il existe C.

telle que A =B+ C : on note C = A - B).

Par suite, %— étant fixe, ainsi que D , on distingue deux classes
de grandeurs C . Celles pour lesquelles % > %— et celles pour lesquelles
%—( %—. On établit sans peine que ces deux classes ne sont pas vides et
s'excluent mutuellement. En outre, toute grandeur qui surpasse une grandeur de
la deuxiéme classe est en fait dans la deuxiéme classe et toute grandeur qui
est surpassée par une grandeur de la premiére classe est dans la premiére
classe. Admettons qu'il y ait une grandeur intermédiaire Co , dépassant toute
grandeur de la premiére classe et inférieure a toute grandeur de la seconde
classe. La grandeur CO est nécessairement la quatriéme proportionnelle cher-
chée.

En effet, si CO appartient & la deuxiéme classe, on a vu qu'il
existe Cé R Cé < CO , appartenant encore 3 la deuxiéme classe. Ceci nie la
propriété supposée de CO inférieure a tout élément de la seconde classe.

De méme quant & 1'appartenance de CO 4 la premiére classe.

Cependant, puisque l'ordre sur les raisons est total (cf. Définition 8 et
remarques qgui suivent) et puisque %Q ne peut ni dépasser % ni lui étre
inférieur, c'est que %9.= % .

Toute la démonstration repose sur cette grandeur intermédiaire dont
on peut intuitivement concevoir l'existence en parcourant dans l'ordre toutes
les grandeurs en partant d'une des grandeurs de la premiére classe et en admet-
tant que les grandeurs varient de fagon "continue".

Ce n'est pas une preuve, mais par le vocabulaire invoqué (Continuité,
etc) et a qui connait R , la Proposition de la gquatriéme proportionnelle

parait comme une conséquence d'un résultat de continuité (du genre théoréme des

valeurs intermédiaires), voire de borne supérieure.
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Nous reviendrons dans un autre chapitre sur la technique utilisée
qui est évidemment celle des coupures de Dedekind. Cette technique marque-t-
elle une €tape totalement neuve par rapport & Euclide ? C'est un probléme
épistémologique précis qu'il nous faudra examiner (cf. Chap. V).

Par opposition, avec les nombres entiers seulement, on peut se
contenter d'une théorie moins forte, & savoir celle qu'Euclide utilise juste-
ment au Livre VII. En effet, si les grandeurs sont les nombres entiers, les
raisons seraient nos nombres rationnels (strictement positifs) et la Proposi-
tion de la quatriéme proportionnelle est fausse : il n'existe pas de nombre
entier n tel que %—= % . La Proposition de la gquatriéme proportionnelle
est exacte en prenant comme ensemble de grandeurs les nombres rationnels
strictement positifs (réduction des fractions) et donc la Proposition de la
quatriéme proportionnelle est beaucoup moins forte qu'un résultat de valeurs
intermédiaires ou de borne supérieure. En langage moderne, on sait que le
groupe topologique des nombres rationnels est trés pathologique (non locale-

ment compact, non localement connexe, etc). Nous devrons revenir sur ces

points.

3.6. La duplication du cube

Pour nous reposer un peu, commengons par une jolie histoire contée
par Eutocius et Plutarque. Les habitants de Délos souffrant d'une fiévre pes-
tilentielle, aprés avoir consulté 1l'oracle de la ville, furent conviés &
doubler le volume de l'autel cubique ot 1'on honorait Apollon. Mais en
doublant le cété de l'autel cubique, on n'obtenait pas un volume double. Que
faire ? Il parait que Platon aurait tiré la morale de l'histeoire en avisant ses
compatriotes Que le Dieu avait surtout manifesté son courroux devant le peu
d'empressement des Grecs 3 étudier les mathématiques.

Le mathématicien pythagoricien Hippocrate de Chios, vers le 5éme
siécle avant notre ére, établit que le probléme de la duplication du cube se
raméne a un probléme de proportions.

En notations modernes, a étant le c6té du cube initial, il s'agit

de résoudre x3 = 2a3 . Il suffit alors de trouver des nombres x et y de
sorte que (a,xXx;X,y) soient proportionnelles ainsi que (x,y;y,2a) . Soit
§-= %— et % = f% . En effet, en utilisant la Définition 10 du Livre V (raison
X X X, 2 a, 2 -
double identifiée & produit !) ona =—==>., L= &°= &* . poa 1a for-
3 2a y 2a v X
mule cherchée x~ = 2a” . On peut montrer que x ne peut se déduire & partir

de a a l'aide de la seule régle et du compas.
Bien entendu, Hippocrate ne pouvait utiliser notre symbolisme algé-

brique et son raisonnement ne pouvait qu'é@tre de nature géométrique.
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Eratesthéne raconte que les géométres de l'Académie de Platon ne se
trouvérent guére avancés avec le résultat d'Hippocrate. Cependant, Archytas
de Tarente fournit une solution en prenant l'intersection de deux cylindres,
donc sort de la géométrie plane tandis qu'Eudoxe invente des lignes courbes,
1

les paraboles xz = ay et y2 = 2ax . Malicieux, Eratosthéne ajoute

guelles ne nous sont pas conservées. Ménechme, disciple d'Eudoxe, utilise

M
V7]

tous ces géométres ont déecrit ces proportions de
maniére démonstrative sans pouvoir les obtenir manuel-

lement, ni les fatre tomber dans la pratique, sauf

maniére incommode (Oeuvres d'Arvchiméde, cité dans la

Seience Antique et Médiévale, P.U.F. 1966).

J'ai cité cet exemple, d'une part parce gu'il fut un des problémes
les plus:ﬁélébres de 1'Antigquité, et d'autre part parce qu'on y voit intervenir,
avec la notion de produit, la raison double qui nous a posé probléme lors de la

Définition 10 du Livre V.

4 LES RESULTATS VUS DU XXéme SIECLE

Au terme de l'analyse du Livre V, il me semble que l'on peut reprendre
globalement le point de vue d'Euclide. Celui-ci part de la notion de grandeurs

qu'il voudrait mesurer et donc introduire des rapports. Les propriétés intuitives
(les hypothéses au sens de Platon) de ces grandeurs sont de se comparer, de s'ad-
ditionner, de se diviser et de satisfaire l'axiome d'Archiméde.

Pour traduire en langage algébriste, on serait tenté de dire que les
grandeurs sont des éléments d'un méme ensemble, disons G . Je crois que ce n'est

pas si clair car Euclide parle de la raison de deux grandeurs "homogénes entre

la quantité” a la Définition 3.

3

"Advoe eoTl 800 uevedfiv Suoyevdv T KOTE TA1KETNTO
¥

"

TO10. OYXEC1G".
A‘
E:
homogénes entre elles, ainsi que A' et B' , mais il n'y a aucune raison de

= ; A =
Il semble vouloir comparer = et A et B étant des grandeurs

supposer une quelconque homogénéité entre les grandeurs A, B et les grandeurs
D'ailleurs, au Livre X, Proposition 5, Euclide parle d'une proportion

dont deux termes sont des grandeurs et deux autres termes sont des nombres. Au

contraire, la Proposition 16 présuppose sans le dire que A, B, C et D soient
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"homogénes". Quitte & réduire pour le moment la pensée d'Euclide, partons

donc d'un ensemble G sur lequel existe une addition :
A + B a un sens lorsque A et B sont des grandeurs (éléments de G).

Dés la Proposition 1, il est implicitement supposé que la loi + est associative

et commutative.

5|

Pour la division, si A est une grandeur de G , B = en est encore une pour
tout entier n donné (nB = A). Ce n'est peut-&tre pas le sens de la Définition
1, mais on utilise explicitement la division 3 la Proposition 5 et nous avons

déja signalé e cela correspond au caractére divisible des " randeurs continues
g

Sur G , il existe un ordre "naturel", qui est en fait 1lié i la loi

+ sous la forme suivante : B + C » B pour toutes grandeurs B et C . Cegli me
semble en fait correspondre & 1'axiome que le tout est plus grand que la partie
(cf. Livrg I d'Euclide ; Documents), lorsqu'en outre on tient compte du support
intuitif$de la notion de grandeur (UeYEON). Certes, la définition ci-dessus ne
suffirait pas & constituer une relation sur G . Cependant, il me semble
qu'Euclide pose :

A »B , s'il existe une grandeur C telle que A =B+ C ; la grandeur
C est notée A - B (cf. D&finition 16 et démonstration de la Proposition 15
par exemple).
En résumé, quant a 1'ordre

A >B, si et seulement s'il existe C et A =B+ C .

Sur cette soustraction, Euclide prend comme axiome (cf. Livre I) que A = B
implique A - C = B - C (si des égaux sont retranchés d'égaux, les restes sont
€gaux) . Ceci est utilisé notamment i la Propositon 6 du Livre V. Comme on a
aussi (Livre I) que A =B implique A +C =B + C » on en déduit que (G,+)

est un semi-groupe régulier.

De la définition donnée de la relation d'ordre, et que nous prendrons
sous la forme A 3 B (signifiant A 3 B ou A = B ; n'oublions pas que, par un
socuci de géométrie, la grandeur 0 n'existe pas chez Euclide), il résulte gque >
est une relation d'ordre
- Elle est réflexive et méme A » A est impossible (En effet, si Ay A, on a
A=A+B et donc 2A =2A + 2B d'aprés la Proposition 1. Or 2A ¢ 2A + B
par définition de l'ordre, soit 2A + 2B+ C = 2A + B donc par soustraction,
axiome admis, 2B + C = B d'ol 2B ¢ B ce qui contredit la Définition 1).

- Elle est antisymétrique : si A 3 B et B >A,ona A=B+C et B=A+
Donc A=A+C+ C' et donc A > A dont on a vu l'impossibilitsé.
. Elle est transitive : pour le cas A {B et B C, c'est bien simple gréice

a B=A+A' et C =B+ B' donc C=A+A'"+ B'" soit A ¢ C . Pour le cas

cr.
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A ¢B et B=C (ou A=B et B ¢ C), on raisonne facilement gréce a la
transitivité de l'égalité, laquelle est un axiome commun pour Euclide (cf.
Livre I) et & la notion commune que des égaux ajoutés a des égaux sont encore

égaux (cf. aussi Livre I).

Dés lors, (G,+,$) est un semi-groupe ordonné, si l'on montre que
A » B entraine A + D 3 B + D pour toute grandeur D . Ceci est bien facile
4 vérifier tant pour le cas A = B gue pour le cas A » B . Réciproquement, si
A+D32pB+D ona A 3B (avec » on écrit : A+ D+ C =B + D et par l'axio-
me de soustraction : A + C = B). En deux temps, on obtient

.A 2B et A'}B' implique A+A’;B+B'
et comme corollaire utilisé par Euclide

. A5 B équivaut & nA » nB pour tout entier n .

La Définition 5 signifie en outre que (G,+,¢) est archimédien.
Cependant, Euclide suppose que ¢ est une relation d'ordre total, c'est-a-dire
que pour deux grandeurs A et B on n'a gue les trois possibilités d'ailleurs

exclusives l'une de 1l'autre
. A >B .A =8B .A¢ B
c'est-a-dire A =B + C : A =B ; A+ C=B.

Que l'ordre soit total est explicitement utilisé par Euclide dans les démonstra-
tions des Propositions 7, 8 et 9 mais surtout dés la Définition 6, clef de voite

du Livre V.

Résumons

(G,+,¢) est un semi-groupe abélien, divisible, régulier, archimédien

et totalement ordonné.

Quelle serait, & ce niveau, la démarche d'un mathématicien actuel
désireux de rester dans le cadre de la théorie des ensembles et de définir le
rapport %_? Un souci analogue de rigueur dans la construction en ne sortant
gue du déji connu (ni l'arithmétique, ni la géométrie) me semble assurer la
démarche d'Eudoxe. Elle restera longtemps incomprise. Notre mathématicien
d'aujourdh'ui, quant & lui, passerait au produit G x G et définirait une
relation d'égquivalence sur les couples (A,B) , celle précisément qu'Euclide

donne a la Définition 6
(A,B) ~ (c,D) si (ar,B ; C,D) sont proportionnelles.

Qu'il s'agisse d'une relation d'éguivalence est explicitement établie par Euclide

(transitivité) & la Proposition 11. On considére alors l'espace quotient
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G x G/as = E' des classes d'équivalence et on va 1l'équiper d'un certain nombre
de lois et relations.

Tout d'abord, on munit G d'une relation d'ordre. C'est ce qui est
fait & la Définition 8 (moyennant une petite vérification & rajouter au texte
euclidien lui-méme quant & 1l'antisymétrie et une autre quant & la transivits,
que nous donnons ci-dessous avec les outils euclidiens

Si %—) %- et %—) g-, on a des entiers m, n, p, g et nA > mB ; nC ¢ mD ;
aC > pD et gE  pF . Dés lors, npA » mpB et npC ¢ mpD ainsi que gmC y pmD
et gmE ¢ pmF . Des deuxidme et troisiéme inégalités, on déduit aqmC » npCet donc
(cf. commentaire sur la Proposition 6) que gm » np . Or la derniére inégalité
fournit gmE ¢ pmF et donc npE { mpF tandis que npA y mMpB . On déduit
%—) % grace a la Définition 8. Les cas ou % — g-> g- ou %—) %~= 5
tent de la méme fagon en utilisant la Définition 6).

se trai-

-~

On notera encore $ la relation d'ordre sur G . Cette relation est
totale comme on le voit en utilisant les D&finitions 6 et 8 et sachant que ¢
est déja totale sur G .

L d

Pour définir un produit sur G , ce gu'Euclide préfigure peut-&tre

avec la notion de raison double, etc (cf. commentaires des Définitions 9, 10

et 11), nous ferons désormais 1'hypothése de la quatriéme proportionnelle

gquant & G .

Dés lors, %— peut &tre considéré comme un opérateur sur G selon
[%]D =C ou (A,B;C,D) est une proportion. Bien entendu, l'opérateur ne
dépend que de la classe d'équivalence de A et B (cf. Proposition 9). Que

A A" | _ | . g Z . oo e
B 7 B induise deux opérateurs distincts provient de la transitivité de

. ¢ o . A e 5 EE :
1'équivalence a, (Proposition 11). Le produit E°D est défini comme produit
de composition des opérateurs et est donc associatif

A.S E_A ¢© E
B°"D"F B "D F °

Evidemment, %— est 1'élément unité de ce produit. En outre, tout
€lément % pPosséde un inverse g (par exemple d'aprés la Proposition 16
deux fois appliquée). Il me semble utile de noter gu'Euclide a défini des
raisons inverses & la Définition 14 et a établi %-= % implique §-= % dans
un Corollaire de la Proposition 4. Cependant, ce corollaire est un ajout de
Théon d'Alexandrie. De fait, =i les grandeurs (A,B;C,D) sont proportionnelles,
il en est évidemment de méme de (B,A;D,C) par simple utilisation de la D&fini-

tion 6. Euclide n'a pu manquer de le voir.
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Peut-on déduire de l'utilisation du mot "inverse" (dans "raison
inverse", avamoAlv AdYog) tiré du langage courant avec la signification de
"dans l'autre sens", qu'Euclide pense & l'inverse au sens de notre produit

d'opérateur ou simplement de renversement de la proportion ?

Finalement (E,.} est un groupe abélien.

On peut aussi munir G d'une loi additive selon la définition

A C A C
-+ —|E=|=|E+ || E ;
[B D] [B] [D] pour tout E de G
S A c 2 ;
Nous voyons par cette définition que §-+ D est un opérateur sur G mais

~
il convient de prouver que cet opérateur provient d'un élément de G pour

s
assurer que + est une loi interne sur G . Il suffit de prouver que

A
E] E + [%} E a une raison avec E indépendante de E . Soit F une autre
A A C [C] :
randeur et —|E=E —|F=F, ;| =|E=E_ . —|F=F_ .
g posons [B] {7 [BJ 1 [D] 5 et ) 5 On
dispose de :
a_ B c_ T2 T
—_—i= — = —— et — T — I — .
B E F D E F
Par la Proposition 16, on a :
SL_E  f2_E
F ’
1 F F2 F
donc (Proposition 12)
E E, + E

et par la Proposition 16 & nouveau

E1 + E2 Fl + F2

E a F !

ce gui termine notre démonstration.
-~
Il est alors évident que la loi + est associative et commutative sur G comme
+ 1l'est sur G
A A C A E c E
L oi + 5 iére —+ —=—+ = impli == =)
a loi est réguliére sur G (B ) B z implique D F) car tel est

le cas de la loi + sur G .

On a bien sdr [%. %]G':[A—]. ([9—] . G) .

Enfin, on a la propriété de distributivité :

A C,E
B D F

+
!
Il
o |
o0
+
w |
|

car il suffit d'appliquer les deux membres & une grandeur arbitraire de G

en utilisant la Proposition 12.

On dispose de toutes les propriétés d'un corps pour (G,+,.)} sauf

gue (G,+) n'est qu'un semi-groupe régulier et abélien et non un groupe.
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Convenons d'appeler ceci un demi-corps. (Par une démarche paralléle & celle
qui construit 2 & partir de NN , on pourrait d'ailleurs facilement agrandir
(G,+,.) pour en faire un corps).

~N
En outre, (G,+,.,¢) est un demi-corps totalement ordonné. Une

b % o R p . - . . A . A c’'
propriété seulement doit étre établie, & savoir que si = > - et % > Dv
A c_a cr o A '
alors = + 5-2.57-+ ST On utilise la remarque [E{]F }[ET- F  pour toute

grandeur F (d'aprés la Proposition 10) et le fait que (G,+,¢) est ordonné.
~
De plus, l'ordre ¢ sur G est archimédien puisque (G,g) 1llest
1

. A _A : .
et que les Propositions 10 et 8 établissent que B 3-57 sl et seulement si

]
[%] F 3 [%T} F (et ce pour toute grandeur F).

Il ne reste plus maintenant, pour un moderne, qu'a établir le théoréme

suivant dont on trouvera la démonstration au Chapitre v § 7.

THEOREME . Un demi-corps totalement ordonné archimédien est un sous-demi-corps

de l'ensemble des nombres réels.

Concluons donc le point de vue d'un moderne. La méthode d'Euclide
conduit sans peine, et sans utiliser d'autres outils que ceux d'Euclide, &
1'exception prés toutefois des nombres négatifs, & tous les sous—corps des

nombres réels. L'extension maximale possible étant le corps des réels lui-méme.

La construction qui vient d'étre expliquée est parfaitement justifiée

a partir de la seule donnée d'un ensemble de grandeurs G satisfaisant les
axiomes imposés. I1 faut toutefois admettre des constructions de la théorie

des ensembles (passage a un ensemble guotient), et surtout 1'ensemble des
entiers N . On sait (cf. Chap. V § 7) qu'il existe des moyens plus écono-
miques pour construire les nombres réels i partir de la seule théorie des
ensembles (et de l'existence de [N) sans avoir & présupposer l'existence de

G . Est-il besoin de dire que ces derniéres considérations sont totalement

en dehors des préoccupations de 1'auteur du Livre vV ?

5. EUCLIDE A-T-IL CONSTRUIT LES REELS ?

A cette question de récurrence historique, laguelle consiste &
analyser la situation mathématigque atteinte par Euclide en fonction de la
situation mathématique actuelle sur les nombres réels, il parait légitime de
répondre non.

Euclide Jdispose de tous les moyens techniques pour construire tous

les sous-demi-corps de réels, mais ne semble disposer d'aucun moyen mathémati-




quement mir pour distinguer entre ces sSOUS—COIpSs. En tous cas, aucun passage
d'Euclide ne distingue une idée d'une gquelcongue propriété qui obligerait &
choisir le corps maximal & savoir (R tout entier. En ce sens, Euclide n'a

pas construit les nombres réels.

Nous savons maintenant ce qu'il a construit (les demi-corps) mais
notre analyse d'épistémologie historique ne peut s'arréter 13. La question est
de déterminer la nature de ce gu'Euclide pensait avoir construit. Pour 1l'Alexan-
drin, semble-t-il, il s'agissait au Livre V de fonder la comparaison, la
mesure des grandeurs que l'on pourrait intuitivement qualifier de "continues",
sans référence ni a la géométrie, ni bien slr a une guelcongque idée de conti-

nuité, ni 3 l'arithmétique.

(1) Objectivement, ¢c'est-3-dire par la seule analyse du texte et a
la notion de quatriéme proportionnelle prés, la construction des AdYog qu'Euclide
fait répond & ce but. Qu'elle constitue une merveille mathématique par 1'élé-
gance des démonstrations et 1'ingéniosité des définitions est un avantage sup-
plémentaire. Cette ingéniosité est beaucoup trop en avance sur son temps, car

elle fonde, techniquement parlant, des préoccupations que l'on ne dévoilera

gu'a la fin du XIXéme siécle.

(2) Historiquement, nous voyons bien le souci de se dégager de l'arith-
métique et de la géométrie puisque les rapports de longueurs rectilignes ne sont

traités qu'au Livre VI et les rapports de nombres entiers au Livre VII et sui-

vants. Il est plus surprenant, et tous les commentateurs l'ont noté, de s'aper-
cevoir qu'Euclide ne prend pas la peine de dire que les rapports qu'il envisage
au Livre VII ne sont gque des cas particuliers des A0yog plus généraux que la
théorie édifie au Livre V.

De nombreuses explications furent données. Les empiristes tiennent &
la différence des auteurs Eudoxe-Euclide et voudraient faire d'Euclide un com-
pilateur des théories avec d'un c6té le courant eudoxien, de l'autre le courant
pythagoricien des rapports de nombres. N. Bourbaki, tenant & une utilisation
des raisons comme opérateurs sur les grandeurs, remarque justement que [N étant
discret, g— n'agit pas sur tout IN , mais seulement sur oWN . Dé&s lors, il faut
bien développer une théorie séparée pour traiter des rapports d'entiers. Le Livre

V des proportions est largement utilisé pour les rapports géométrigques au Livre

VI (livre qui traite des figures semblables). Ces rapports géométriques vont
jouer un rdle essentiel dans toute la suite des Eléments. Nous avons déja noté
gu'au Livre VI, et dans le cas des grandeurs envisagées, Euclide démontre
1l'existence d'une quatriéme proportionnelle (Proposition 12). L'ambiguité rela-
tive & l'homogénéité des grandeurs (cf. Définition 3) traduirait-elle l'unicité

numérique des raisons, indépendamment des grandeurs considérées ?
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Mathématiquement, c'est erroné puisque les sous-corps de R ne sont
pas tous isomorphes & ® et il manque une propriété de maximalité (cf. Chap.
V § 6). Mais l'intuition est bien exacte car il Y a un corps maximal R . Tout
le Livre X repose sur une telle unicité (comparaison de raisons de longueurs,

d'aires ou de nombres).

(i) Limitativement & nos yeux, Euclide fonde la mesure des grandeurs
mais ne veut nullement construire un corps de nombres, c'est-a-dire un ensemble
muni & la fois d'une addition et d'une multiplication. Les A6yoq sont peut-atre
munis d'un produit (la composition des raisons) mais il n'y a pas de tentative
pour définir une addition que suggérerait peut-&tre la quatriéme proportionnelle
pour les longueurs rectilignes ou la réduction au méme dénominateur par les
fractions d'entiers. La provenance d'une telle limitation est philosophique
sous l'influence platonicienne (cf. § 2). Le concept de nombre entier appar-=
tient 4 la deuxiéme classe des objets intelligibles dans le monde incorruptible
des Idées. C'est un donné absolu et universel. Le mathématicien qui en part
comme d'une hypothése ne peut s'élever au dessus des hypothéses et la construc-
tion eudoxienne ne peut fournir un autre concept de la deuxiéme classe. Pour-
tant, un ensemble muni de deux lois internes, celui que l'on pourrait construire
avec les raisons, participerait de la beauté absolue, donc appartiendrait aux
concepts de la deuxiéme classe. Cela semble impossible, puisque, pour construire
les Aéyoq, on a di diviser les nombres et 1l'unité, donc détruire 1'harmonie.

Le mathématicien ne dispose pas de tels droits... donc ne le fera pas.

Dévoiler une Vérité mathématique, un peu comme Michel~-Ange dirait
qu'il dévoilait la statue sous la pierre brute, exige une volonté orientée.
L'horizon philosophique euclidien éliminait a priori la possibilité d'autres

corps de nombres.

Cependant entre Eudoxe et la parution du Livre V, d'autres philoso-
phies sont apparues. Nous essaierons au § 6 d'opposer les unes aux autres ces
diverses conceptions philosophiques dans la mesure oi elles intéressent la

conceptualisation mathématique.

6. UN ESSAT DE RECURRENCE HISTORIQUE SUR LA CRISE DES IRRATIONNELLES

6.1 La préhistoire

Il n'existe pas de civilisation sans arithmétique rudimentaire
concernant les nombres, dégagés des objets qu'ils comptent. Des notations par-
ticuliéres sont élaborées par chaque civilisation et les opérations élémentaires
-addition, soustraction et multiplication- sont toujours connues dans le cas

de petits entiers et peuvent &tre écrites (cf. Chapitre III sur ces notations).




Généralement, la suite illimitée des nombres n'est pas percgue, et

=

'on ne sait tout simplement pas écrire de grands nombres (cf. Chapitre III).
Généralement aussi, guelques nombres fractionnaires font partie du bagage
minimum (1/3, 1/2, etec). On ne sait guére distinguer si les nombres fraction-

naires sont utilisés comme doués de propriétés opératoires (prendre le 1/3 par

]

xemple) ou comme des entités numériques (au sens d'unités composées & partir
d'autres par changement d'échelle). Jusqu'au XIXéme siécle, ces deux aspects
du nombre se croisent, s'opposent et se mélent en créant de sérieuses diffi-
cultés. Nous essaierons de traquer les linéaments de cet antagonisme ambigu
entre l'aspect opératoire et l'aspect guantitatif du nombre, auquel il faudra
plus tard ajouter l'aspect ordinal.

Les passages de systémes de numération sexagésimale, en astronomie
babylonienne par exemple, & d'autres systémes, favorisent le deuxiéme aspect.
Chez les Egyptiens, au contraire, la notation ¢ est utilisée systématiquement
en symboles hiéroglyphiques pour désigner une fraction de l'unité.

o
! et 1/15 s'écrit N !

10 s'écrit N , 5 s'écrit !

Le papyrus de Rhind (vers 1700 avant J.-C. , XIIéme dynastie) décompose toute
fraction en fractions unitaires (%'= %‘+ I%J et dresse une table pour la décom-
position de % pour un entier n entre 5 et 101 ce qui permet par récurren-
ce bien des décompositions. Il n'est pas indiqué que cette décomposition n'est

pas unique ce qui semblerait privilégier l'aspect opératoire.

Avec 1'Ecole Tonienne (Thalés de Milet)et surtout celle de Pythagore,
apparalit une volonté de réduire le réel, percgu ou imaginé, & guelques abstrac-
tions simples de l'ordre du calcul. Du moins, tel est le témoignage d'Aristote
(Métaphysique I v. 986 a 21) et d'Eudéme de Rhodes, lequel qualifie Pythagore
de "eréateur des mathématiques pures'.

Nous savons pour slr qu'une sorte d'arithmétique géométrique se déve-
loppe pour elle-méme ou pour des raisons esthétiques. On range des nombres
selon certaines configurations et on essaie de déterminer ce qu'il faut &Ster
(le vauév, sorte d'équerre du temps de Pythagore) pour obtenir une confi-

Juration semblable.

on &te et on a W e e v

lw }
.:'.

)

2 ;
ns modernes, n2 + (2n+l1) = (n+1) soit encore 1+3+...+(2n-1) = n

n

En notatic

U
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On peut définir des "nombres carrés", mais on imagine assez bien les nombres
triangulaires, pentagonaux ou hexagonaux. Au témoignage d'Aristote encore,
1'idée d'infini surgit du fait qu'en ajoutant les gnomons autour de L'Un, et
cela a part, on obtient tantdt une figure toujours différente, tantdt la méme"
(Physique III § 4 203 a 14). En clair, en ajoutant les nombres impairs succes-
sifs, on a toujours des carrés et ceci ne peut se produire en ajoutant les
nombres pairs. Un pythagoricien, Philolals, dira : "Toutes les choses qu'il
nous est donné de connaftre possédent un nombre, et rien ne peut Etre congu

ni connu sans lLe nombre'.

Peut-étre que ces quelques abstractions simples auxquelles Pythagoge
prétend réduire le Monde 1'amenérent-elles & supposer que l'architectonique de
celui-ci était purement numérique et qu'en particulier tout segment de droite
était composé d'un nombre fini de points. Si p est le nombre de points d'un
cété du carré et g le nombre de points de la diagonale, il surgit une con-
tradiction flagrante dés lors qu'on utilise le théoréme de Pythagore. On doit
avoir en effet 2p2 = q2 et, pour employer les mots d'Aristote, pour qui
cette démonstration est devenue une trivialité "un nombre impair serait égal

au pair" (Analytiques Postérieurs I 23). La construction pythagoricienne

s'effondre et pour bien marquer le désarroi, le divulgueur de la découverte
des irrationnelles, un certain Hippase de Métaponte, est englouti dans les

flots. Le scoliaste Proclus commentera ainsi -

"Les auteurs de la légende ont voulu parler par allégorie.
Ils ont voulu dire que tout ce qui est irratiomnel et privé
de formes doit demeurer caché. Que si quelque dme veut
pénétrer dans cette région secréte et la laisser ouverte,
alors elle est entratnée dans la mer du devenir et noyée
dans 1'incessant mouvement de ses courants".

Nous gardons trace de cette expérience douloureuse dans le vocabulaire (irra-

-

tionnel : ﬁAoYog voire ﬁppnToq, ce qui n'est pas énongable).

Cette crise des "irrationnelles" est la premiére crise de 1l'ordre de
la pure réflexion intellectuelle sur laquelle nous ayons quelques connais-
sances. Il semble bien qu'au lieu de ruiner le goiit des spéculations intellec-

tuelles, elle l'aviva.
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Certes, un moyen de s'en sortir était d'introduire des considérations
sur l'infini, par exemple en prétendant gqu'un segment contient une infinité de
points. Mais 1'infini fait probléme ! La langue commune masque mal la maladresse
dans la manipulation de 1'infini et Littré ne dit-il pas que souvent en mathé-

matigques, l'infini signifie ce qui n'existe pas et il cite méme :

"Une parabole est une ellipse dont le second foyer est

da l'infint, c'est-d-dire n'existe pas'.

Nous savons peu de choses du bouillonnement d'idées relatives & 1l'in-
fini, mais gardons trace des paradoxes de Zénon, de l'Ecole des Eléates, vers
le 5éme siécle avant J.-C. Ces paradoxes visent aussi bien le point de wvue
finitiste (atomiste si 1'on veut) que le point de wvue continuiste (indéfinie

possibilité de division). Gp16Bude (discret) opposé & ocuveyfg (continu).

6.2 Les paradoxes des Eléates

De ce Zénon d'Elée, dans l'ambiance de Parménide, de Leuccippe et
du mathématicien Démocrite (460-370) dont parlera Archiméde pour des problémes
de quadrature (et donc d'utilisation de méthodes infinitésimales avant la
lettre), nous connaissons plutét mal quatre paradoxes rapportés et réfutés par
Aristote dans La Physique.

Le premier argumente que pour aller d'un point & un autre, il faut
d'abord arriver au point milieu et ainsi de suite & 1l'infini. Donc en un temps
fini parcourir une infinité de points distincts, d'od l'impossibilité.

Le deuxiéme dit qu'Achille au pied léger jamais ne rattrapera la
tortue car Achille doit passer par tous les points parcourus par la tortue
donc parcourir le méme nombre de points gqu'elle. Il ne peut donc la rattraper
si parcourir un point prend une unité de temps tant pour la tortue que pour
Achille.

Le troisiéme paradoxe concerne une fléche qui en chaque point de
sa trajectoire est nécessairement au repos puis qu'elle est en ce point, donc
en définitive la fléche ne se meut pas.

Le quatriéme concerne trois segments de longueur égale, donc conte-
nant le méme nombre de points. Deux de ces segments se meuvent 4 la méme
vitesse mais en sens inverse parallélement au troisiéme fixe. Dans la plus
petite unité de temps en laquelle on puisse diviser le temps, le décalage
entre les deux segments mobiles est double du décalage entre un segment
mobile et le segment fixe. Le paradoxe est patent puisque pour avoir un
décalage moitié entre les deux segments mobiles, ce qui doit physiquement

survenir, il faudrait diviser la plus petite unité de temps.
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Ces paradoxes se présentent dans leur ensemble sous la forme d'un
dilemme, c'est-d-dire que si l'on accepte une chose ou bien son contraire,
on aboutit a4 une contradiction dans les deux cas. Les deux hypothéses qui
s'opposent sont l'aspect finitiste et l'aspect continuiste, tant pour un
segment de droite gque pour un intervalle de temps. Par exemple, pour le
paradoxe d'Achille et de la tortue, si un segment ne contient gqu'un nombre
fini de points, il y a bien une impossibilité mais cette impossibilité se
maintient s'il y en a une infinité, du moins en étendant au nombre infini les
résultats du fini.

Od sont les difficultés soulevées par Zénon ? Le coeur du probléme
est 1'infini opposé au fini, le continu opposé au discret. Il n'est que natu-
rel que ces paradoxes aient hanté la philosophie occidentale depuis Aristote

dans La Physique jusqu'ad Bergson dans l'Evolution créatrice, méme sous le

déguisement trompeur du mouvement. Nous pourrons donc traquer l'évolution des

idées autour de la droite réelle.

La solution mathématique des contradictions de Zénon viendra histo-

riquement en deux vagues :
- d'une part, le calcul infinitésimal apprendra & sommer une famille
infinie de gquantités de plus en plus petites (du genre ngl %h = 1) ;
- d'autre part, la théorie des ensembles, avec Bolzano puis Cantor.
établira qu'une des définitions possibles d'un ensemble infini est de pouvoir
étre mis en bijection avec un sous-ensemble propre (cf. figure 3). Par suite,
1'infini ne peut é&tre manipulé comme un nombre avec les lois usuelles de 1'

co

l'arithmétique (En clair 7= et ©t]l = o 1),

Al C'/ 4B Y N
(1Y

Figure n°® 3 %
0

Figure 3: AB = A'B" est de longueur inférieure & A'B' et pourtant il y a une

AA! // BB

bijection entre A'B' et A'B"

Autant la premiére vague rejaillira dans l'ordre philosophique et
sera assimilée (mais Descartes et Leibniz sont & la fois philosophes et

mathématiciens), autant la seconde sera mal comprise (Bergson, pour ne citer
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qu'un nom n'est pas un mathématicien créateur !).

6.3 Les réfutations d'Aristote et sa conception de 1l'infini

Pour réfuter les arguments de Zénon, il est notable qu'Aristote
commence par établir la continuité des grandeurs (uEéyebog) , en particulier
des segments de droite.
I1 décide en effet d'étudier le mouvement (wivnoig) sur lequel est
axé toute sa physique et donc '"dire ce qu'est d'étre ensemble et d'étre séparé,
'

et ce qu'est &tre au contact, intermédiaire, consécutif, contigu, continu'

(Physigue, Livre V 226 b 18). Le consécutif (£98EnNg) est ce entre quoi "il n'y

a aucun intermédiaire du méme genre', le contigu (ExOUEVOV) est ce qui, "dtant

g3t en outre en contact". Sont en contact "les choses dont les

extrémités sont une seule chose". Cette définition est sémantique : OUVEYNE

signifie tenir ensemble. Pour donner une image naturelle, Aristote précise

que "l'unité du tout sera celle du facteur éventuel de continuité, comme le

clouage, le collage, l'assemblage, la greffe" (Physique Livre V 227 a 10).
Aristote commence par démontrer gue le continu ne peut é&tre une

somme d'indivisibles, par exemple qu'une ligne (Yypouun) ne peut étre formée

de points (0T1yuf), mais il ajoute précautionneux "s'il est vrai que la ligne

soit un continu et le point un itndivisible". L'idée de sa démonstration est

gu'un point, un indivisible (&Touog) n'a pas d'extrémités car ce ne pourrait

&tre que lui-méme or une extr&mité "est distincte de ce dont c'est 1'extrémité"

(Physique Livre VI 231 a 26). Le cercle vicieux est le présupposé d'Aristote

D

gue la décomposition d'un continu ne peut l'étre qu'en choses continues voire

{

contiguds. Ce dernier cas est impossible également car "il n'y aura pas plus
de consécution entre un point et un point, un instant et un instant, de fagon
d en faire la longueur ou le temps". En effet, dit Aristote, l'intermédiaire
(LeToEU) entre deux points ne peut &tre du méme genre, c'est-a-dire un point,
mais un segment de droite, de méme entre deux instants l'intermédiaire est un
temps. Cette démonstration met en évidence gue pour Aristote, un point (ou un
instant) est considéré comme une borne, une limite et jouit d'un statut diffé-
rent d'un segment de droite (ou un intervalle de temps). L'instant est "la
limite (mépag) du temps ; en effet il est commencement d'une partie, fin d'une

autre" (Physique,Livre IV 222 a 10). Par ailleurs encore "et st ['instant

O

e le temps c'est en tant qu'antérieur et postérieur'. Il est amusant de

noter la manie philologigue d'Aristote lequel s'attarde sur l'expression "&
1'instant" pour signifier tout & 1l'heure et désigne quand méme un intervalle

de temps (Livre IV 222 a 20).




- 38 -

Comme si cela ne suffisait pas, Aristote en dé&duit que le mouvement
lui non plus ne saurait étre composé d'indivisibles car, suivant un raisonne-

ment paralléle & celui de Zénon sur la fléche "s? L'on va d Thébes, on ne peut

| Thebes et Etre allé G Thébes'". En définitive, "ul con-—

. - PR ~ ~ ~ [
en choses sans parties” (0AMG 006EV fiv TdL cuveydv Efe

€T6V) et comme conséquence "toute grandeur est divisible en gran-

=
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deurs puisqu'il a été démontré qu'un continu ne peut Ztre composé d'indiviei-

bles et d'autre part que toute grandeur est continue'.

Ce résultat tracasse suffisamment Aristote pour gqu'il y revienne

"Or j'appelle continu ce qui est divisible en parties toujours divisibles'

(Egzaigug,guyre VI 232 b 23) et il déduit la continuité du temps par une argu-

fur

mentation paralléle celle du paradoxe de Zénon sur la dichotomie. Cela lui.

ermet aussitSt de réfuter ce méme paradoxe et d'ailleurs celui sur Achille

e}

puisqu'on n'impose pas la division en deux parties égales dans le raisonnement
qui suit. Ainsi, s'il fallait un temps infini 7T pour parcourir une grandeur
rectiligne finie AB (& vitesse constante), soit T'A une partie finie du temps
et BE la portion rectiligne parcourue dans ce méme temps. Mais, grice 3 la
définition eudoxienne des grandeurs (axiome dit d'Archiméde du Livre V, Défini-
tion 6), un multiple de BE dépasserait AB et donc [ serait inférieur &

un multiple de TA .

Au contraire, l'instant est indivisible et aucun mouvement ne peut
avoir lieu dans l'instant (cf. Livre VI 234 a 34) . Aristote prend méme le
soin de démontrer, par divisibilité et non-contiguité des instants, qu'il n'y
a pas d'intervalle de temps "premier" oii commence 3 s'effectuer le changement.
prés avoir utilisé une partie de l'argumentation de Zénon, Aristote fait dis-
paraitre le paradoxe sur la fléche qui "est conséquence de la supposition que
composé d'instants”. Un point n'est pas une grandeur "ear la li-

mite est indivisible, non la chose limitde" (Physique, Livre I 185 b 16). Le

dernier paradoxe de Zénon contredit, selon Aristote, en établissant que la

vitesse relative de deux objets en mouvement est différente de la vitesse

relative par rapport a4 l'objet fixe. Ce n'est pas la, semble-t-il, 1'aspect

[41]

intéressant du paradoxe.

La lecture d'Aristote n'est pas plaisante. Sa définition de la con-
tinuité est mathématiquement inopérante méme si quelques notions sont séparées

> contiguité et de continuité. Aristote utilise des définitions

(
O
H
g
(9]
o
i
[17]
n
ol
)

trop subjectives et les démonstrations données laissent un sentiment de malai-
L'impression générale est que des notions de bon sens commun (1'instant
comme frontiére par exemple) sont systématiquement malaxées avec pédantisme

en vue de réfutations des paradoxes de Zénon.
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Au Livre III de la Physigue, Aristote a longuement disserté sur la

notion d'infini (omeipov) gu'il relie directement a la notion de continu :

"0y le mouvement appartient aux continus et dans le
continu 1'infini apparait en premier lieu ; c'est

pourquoi les définitions qu'on dorme du continu se

-4

tpouvent utiliser souvent L'infini, le continu

<
P!

Stant divieible & 1'infini" (Livre III 200 b 12).

Aristote distingue l'infini par composition (o0vBeolg) de 1'infini par division
(81aipecig) et donne des exemples physiques, tirés des Anciens dit-il, de la
notion d'infini : le temps, la succession des générations (yéneolg) , les gran-
deurs mathématiques, 'ear les mathématiciens eux aussi utilisent L'infint"
ajoute-~t-il narquois, enfin un argument ontologique "le limité est limité 4’
wna autre chose, de sorte que rien ne sera limite, s'il faut que toujours la

limitation se fasse entre deux termes'.

Pour l'infini par composition -ou par absence de limite- Aristote
va le nier. Une premiére remarque

" Clest parce que la représentation ne l'épuise point

que le mombre parait étre infint'l.

.\ -

L'infini n'est jamais réalisé actuellement (en acte : EVEPYElQ) mais virtuel-

lement (en puissance : S0vauilg) . Ainsi de l'infini par division dont nous
avons vu la réalisation avec le temps, les grandeurs continues, etc. Pour
établir ce résultat sur 1l'infini, Aristote utilise des arguments physiques,
déja partiellement cités lui permettant de nier 1'infini actuel, réalisé, le

corps infini (oWua) et des arguments ontologiques gque l'on peut résumer en

disant que l'infini est le contraire de ce que l'on dit :

"mon pas ce en dehors de quot il n'y a rien, mats ce hors

de quoti il y a toujours quelque chose'.

Par suite, 1'infini n'est jamais achevé (Té}Elov,achevé au sens de parfait) mais

"est toujours en génération et corruption, limité certes, mais différent et

cela sane cesse'. Cette subjectivité d'imperfection relative & 1'infini, dont
le concept n'est pas encore vraiment pensé, pésera lourd lors de la formation
n

du calcul infinitésimal. "L'essence de l'infini est privation”"(otépnoig) et

son sujet en sci, c'est le continu sensible. Mais Aristote revient sur le

point de vue des mathématiciens (Physique, Livre III 207 b 27).

4

upprime pas les considérations des
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mathématiciens en supprimant L'infini qui existe
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rait en acte dans le sene de l'accroissement ; car,
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alité, ils n'ont pas hesoin et ne font

[N

en n
point usage de l'infini, mais seulement de
grandeurs aussi grandes qu'ils voudront,

mais Llimitées".

6.4 La solution eudoxienne

Selon la belle expression de J. Desanti, Eudoxe "faute de calculer
L'impensable, pense l'incalculable". Nous avons longuement disséqué le Livre
V qui fonde rigoureusement la théorie des rapports de grandeurs en éliminant
le recours aux notions tirées de 1'infini, de l'arithmétique ou de la géomé-
trie. Sans doute cette solution privilégie-t-elle le point de vue opératoire
mais elle ne peut aller au bout d'elle-méme dans ce méme champ opératoire.
Nous avons noté que l'addition des raisons n'est pas définie et que le pro-
duit des raisons n'est défini que dans le cas de deux autres raisons, par
ailleurs égales. Il y a une nette limitation. Nous en avons noté la raison
culturelle (§ 5). Du point de vue mathématique, la géne vient certainement
d'images géométriques qui contrecarrent la logique interne de la construction

eudoxienne.

En effet, on notera qu'au Livre II des Eléments d'Euclide, on re-
présente le produit de deux grandeurs rectilignes par la surface du rectangle

associé et le produit de trois par un volume. Une sorte d'algébre géométrique

s'en déduit du genre (a+b)2 = a2 + b2 + 2ab (cf. figure 4).
: 2
b ab b
2
a a ab Figure n° 4
a b

Nous gardons trace de cette intrusion géométrique dans notre langage mathéma-
tique grdce aux expressions x au carré, ou au cube au lieu de x puissance
deux ou trois.

Ce handicap par manque va sérieusement affaiblir le réle ultérieur
du Livre V et ce de deux fagons

- d'une part, on n'utilisera le Livre V que pour les seules grandeurs
géométriques (longueurs, aires, volumes) et on pensera que le Livre V est fondé
sur les axiomes de la géométrie (peut-&tre i cause de l'emploi de la quatriéme

Proportionnelle) ;




+

- d'autre part, le courant numéricien ne trouvant pas dans le

V le support théorique idoine errera peu ou prou dans des recettes souvent
ingénieuses mais non scientifiques en ce sens qu'elles ne s'accompagneront
d'aucune justification, d'aucun moyen pour adapter le procédé i des situations
voisines.

Quoiqu'il en soit, bien qu'évacué avec brio par Eudoxe, le probléme

de l'infini reste & résoudre lorsque disparait la civilisation grecque classi
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1. DOCTRINE ARISTOTELICIENNE DES CONCEPTS MATHEMATIQUES

Le Livre V d'Eudoxe avait pour contrepartie la doctrine platonicien-
ne des Idées. L'oeuvre d'Archiméde, schématiquement, a pour contrepartie phi-
losophique la doctrine aristotélicienne.

On sait qu'Aristote, surnommé le Stagiritepour son lieu de naissance,
vécut de 384 & 322, fut éléve de Platon et tuteur pendant trois ans du jeune
Alexandre. Il fonda sa propre école, le Lycée, a Athénes, se maria & la soeur
du tyran Hermias et publia beaucoup avant de devoir précipitamment quitter
Athénes en raison de la défaveur des Macédoniens aprés la mort d'Alexandre le
Grand.

Son oeuvre est une encyclopédie organisée du savoir humain dont.la
forme, déja, s'oppose aux Dialogues de Platon. Aristote inaugure le genre
universitaire : les "Sommes", les "Miroirs du Monde" et cette forme littéraire

tentera bien des poétes de Dante (La Divine Comédie) & Soljénitsine (Le Premier

Cercle) . Ayant déja cité Aristote & propos de l'infini et des grandeurs conti-
nues, attachons-nous ici & préciser le statut des concepts mathématiques aux

yeux du Stagirite.

Un premier point & noter est l'absence de livre entiérement consacré
aux mathématiques (LaBfpaTa) . On passe de traités sur la logigue (Organon, le

court traité sur Les Catégories, les deux Analytiques) aux traités consacrés

au monde naturel (La Physique, le traité Du Ciel, De la génération et de la
corruption, les Météorologiques) et enfin aux traités métaphysiques, politi-

ques ou éthiques. D'ailleurs un certain agacement perce chez Aristote lorsqu'il

déclare :

"Les mathématiques sont devenues pour les philosophes
d'd présent toute la philosophie, bien qu'on dise
qu'on ne devrait les cultiver qu'en fonction du

reste’ (Métaphysique 992 a).

Un deuxiéme point est cette insistance, trés neuve par rapport a
Platon, a développer la logique. Certes, comme le dit B. Russel, dans son

Histoire de la Philosophie Occidentale (Chap. XXII in fine),

"dans les temps modernes, pratiquement, chaque pas
en avant, en science, en logique ou en philosophie,
a été marqué par une lutte contre L'opposition des

diseiples d'Aristote",

I1 n'empéche que l'effort d'Aristote est fondamental.




= A3 =

Nous ne nous livrerons & aucune description de cette logique aris-
totélicienne, ou de ses conséquences métaphysiques, sauf pour souligner 1'accent
"syntaxique" et "linguistique" des concepts productifs d'Aristote. (Une défini-
tion comme assemblage de mots, rSle du syllogisme, cet outil logique gque la ma-
thématique en tant que telle utilise bien peu) . Interviennent chez Aristote des
"noms propres" ou "substances" (le soleil, Socrate, etc), des "universaux"
(1'homme, le chien, le blanc comme opposé au noir, le mou comme opposé au dur)

et des "attributs" ou propriétés d'une substance donnée ou de tel universel.

Il y a en outre, guant aux "sujets" (noms propres ou substances),
une extension de la notion de substance, sous la classification de "catégories".
Une substance réunit certaines propriétés mais ne se réduit pas a la somme de
celles-ci (la forme (£180¢) est la substance d'un objet matériel, 1'dme est la
forme du corps).

Il y a surtout, quant aux "sujets", la notion d'"essence" (o0oia) ,
c'est-ad-dire celle des propriétés gue le sujet ne pourrait perdre sans cesser
d'étre lui-méme. La "définition" d'un sujet est la mise en oeuvre linguistique
de son essence. Les concepts mathématiques sont alors des définitions particu-
liéres concernant les objets naturels ou physiques (au sens de ¢U01g). Deux
consequences sont bien mises en évidence par Aristote

- d'une part, une définition n'assure pas l'existence du sujet défi-
ni. A cbté des notions communes de logique, & c6té des axiomes ou définitions
qui proviennent d'une abstraction des données sensibles directement percepti-
bles, on aura aussi des postulats. Ces derniers ne doivent pas leur présence
a la vision immédiate de 1'Idée (comme chez Platon) mais aux déductions
constructives qu'ils permettent d'obtenir.(Le Moyen-Age et 1l'dge classique
oublieront ces distinguos). Les processus de pensée n'imposent aucune nécessité

aux choses.

"Ainst pour la démonstration peu importent les choses
réelles ; pour l'existence, elle n'est que dans celles-1g"

(Physique III 208 a 34).

Ailleurs, Aristote donne l'exemple suivant trés explicite :

Certes, chez Aristote, la discussion sur l'existence a une coloration "théolo~-

gique" et plus encore "téléologique" (c'est-i-dire que le monde naturel et par
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corollaire 1l'intelligible sont organisés en vue d'une fin), mais l'on retrou-
vera le débat au sujet des fondements des mathématiques au début du XXéme
siécle ;

- d'autre part, pour parvenir a ces définitions, prémisses indispen-
sables d'un syllogisme, le raisonnement inductif partant du sensible est le
seul outil possible.

Rappelons & ce propos les principes de la démarche du physicien selon

Aristote :

"Or, la marche naturelle, c'est d'aller des choses les
plus connaissables pour nous et les plus claires pour
nous d celles qui sont plus claires en soi et plus
connaissables... Or, ce qui, pour nous, est d'abord
manifeste et clair, ce sont les ensembles les plus
mélés ; c'est seulement ensuite que, de cette indis-
tinction, les éléments et les principes se dégagent
et se font comnaitre par voie d'analyse".

(Physique Livre I 1 184 a 16)
De toute fagon, avec un gros bon sens, Aristote note

"Nous apprenons, soit par induction, soit par déduction.
La déduction part des vérités universelles, L'induction
des vérités particuliéres. Mais il est impossible d'ac-—
quérir la contemplation des vérités universelles, 87 ce

n'est par 1'induction'.

On est 1a & 1l'opposé de Platon et un embryon de méthode expérimentale
ou opératoire se précise. Certes Aristote intégre dans son systéme 1'intuition
platonicienne fondamentale en posant l'intemporalité, donc 1l'intangibilité, des

"essences".

Pour notre propos, bien plus gque par les arguments textuels d'Aristote,
dont 1'aspect souvent nébuleux n'échappe qu'aux déji convaincus, on comprendra

la démarche d'Aristote par les citations suivantes ol Aristote veut montrer 1'in-

existence de l'infini (Physique III § 5) :

"Mais peut-étre est-ce une question trop générale que
de savoir st l'infini est possible dans les choses
mathématiques et dans les choses intelligibles et

dans celles qui n'ont aucune grandeur ; pour nous,

7
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't dans les choses sensibles, dans ce qui fait
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notre étude, que nous nous demandons s'il

Yy a ou non un corps infini quant d l'accroissement”.




Aristote commence par dire "qu'un examen logique semblerait prouver qu'il n'y
en a pas"
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L'argument clef est que la notion de corps sensible étant celle de corps limité
par une surface, ceci s'oppose & la notion d'infini actuel. Mais on notera le
c6té dubitatif de la phrase car la logique n'a pas de caractére probant défini-
tif. C'est surtout en mathématiques que "le pourquoi se raméne & la définition"
(Livre II 198 a 17) (Aristote utilise op1loudg). Aristote passe au nombre et i ce
qui est nombrable donc compté et donc ne pouvant &étre infini. Mais sa démonstra-

tion ne s'arréte pas la :

"Si l'on considére plutdt les choses physiquement,
voici les raisons qui se présentent : L'infint ne

peut étre ni composé, ni simple'.

Bien que cela ne nous intéresse pas vraiment, mais pour illustrer la "méthode

expérimentale"” d'Aristote, donnons le tout début de la preuve :

"Composé d'abord, le corps infini ne le sera pas,

81 les éléments sont finis en nombre, car il faut
qu'ils soient plusieurs, que les contraires s'éga-
lent toujours et que nul d'entre eux ne soit nfint ;
car st la puissance d'un seul corps est dépassée par
celle d'un autre, d'une quantité quelconque, par
exemple si le feu est limité et 1'air infini, quel-
que sott L'excés de la puissance du feu sur 1'air g
quantité égale, pourvu que cet excés reste nombrable,
cependant on comprend que malgré tout L'infini dépasse
et détruise le fini. D'autre part, il impossible que

chacun soit infini...ete".
N'est-ce pas une attitude normale pour celui qui dit qu'

"Il est absurde de prétendre qu'entre les objets de la
perception sensible et les idées accessibles & la seule
intuition, 11 existe des Stres intermédiaires connus

seulement par le raisonnement mathématique".
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2. LE PRINCIPE MATHEMATIQUE D'EXHAUSTION

Archiméde, dans son traité Sur la sphére et le cylindre, attribue

explicitement 1l'invention de la méthode d'exhaustion & Eudoxe et insiste dans

la Quadrature de la parabole sur l'utilisation essentielle par ce méme Eudoxe

de ce qui est devenu notre axiome d'Archiméde. Il n'est pas impossible que
des tentatives voisines n'aient été faites par Hippocrate de Chios, Démocrite,

Anaxagore, etc.

Nous allons détailler la méthode d'exhaustion telle gu'exposée au
Livre XII d'Euclide afin de surprendre l'utilisation du Livre V et afin de
mieux apprécier la démarche d'Archiméde. Pour la petite histoire, ajoutons
gue le nom "méthode d'exhaustion" est tardif puisque 4d a Grégoire de Saint-

Vincent vers 1647 (Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni).

2.1 La notion d'aire

La notion d'aire est mal explicitée dans Euclide aux yveux d'un mathé-
maticien frotté aux techniques de l'intégrale de Lebesgue et de la théorie de
la mesure.

Pourtant, on peut en gros décrire l'attitude euclidienne ainsi
une Définition du Livre I des Eléments assure que "une surface est ce qui a
seulement longueur et largeur'. Pourtant, Euclide ne considére que les surfa-
ces limitées par des portions de droite ou d'arcs de cercle. Plus tard, on y
adjoindra des portions de coniques (cf. Archiméde , ‘Appolonius, Pappus, Théon
d'Alexandrie, etc). A une sufface est associée une aire laguelle posséde
les propriétés des grandeurs du Livre V (semi-groupe archimédien totalement
ordonné et divisible). Cette aire ne dépend pas de la position de la sur-
face (invariante par déplacement) donc deux figures égales ont méme aire.
Enfin, une telle grandeur est liée & une autre notion, celle de longueur,
dont on présuppose gu'il s'agit aussi d'une grandeur susceptible du traitement
par le Livre V. Nous discuterons plus loin (§ 3.1) de la notion de longueur.

La liaison entre aire et longueur étant que l'aire du parallélogram-
me ABCD est a celle du parallélogramme AB'C'D comme la longueur AB 1l'est

a4 AB' , de méme d'ailleurs que l'aire du triangle ADB & celle de ADB' (cf.

) 2] =/

/

figure n° 5).

Figure n® 5

]
—~
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Les propriétés d'addition des aires et de division par un entier
€étant alors assez claires en prenant des triangles. Naturellement, on postule
gqu'une surface,du moins de celles considérées, incluse dans une autre, posséde
une aire plus petite (Notion commune n°® 9 ; le tout est plus grand que la

partie). Ce faisant, on peut montrer par exemple (Proposition 35 du Livre I)

"Les parallélogrammes, construits sur la méme base

et entre les mémes paralléeles, sont égaux entre eux'.
Citons d'ailleurs Euclide lui-méme :

"Que les parallélogrammes ABTA ; EBTZ soient construits
sur la méme base Bl , et entre les mémes paralléles AZ ,
Bl - Je dis que le parallélogramme ABU'A est égal au
parallélogramme ABTZ .

4 A E 7
H/
B T

Car puisque ABTA est un parallélogramme, AA est égal
a Bl' ; par la méme raisom, EZ est égale & BT ;
done AA est égal @ EZ ; maits la droite AE est com-
mune ; donc la droite totale AE est égale 4 la droite
totale A ; mais AB est égal 4 AT ; donc les deux
droites FEA, AB sont égales awr deux droites ZA , AT,
chacune d chacune ; mais 1'angle extérieur ZAT est
égal a l'angle intérieur EAB ; donc la base EB est
égale d la base ZI' ; done le triangle EAB sera égal
au triangle AU'Z . Retranchons la partie commune AHE ;
Le trapéze restant ABHA sera égal au trapéze restant
EHTZ ; ajoutons le triangle commun HBI' , le parallélo-
gramme total ABTA sera égal au parallélogramme total
EBTZ . Done, ete."

Citons aussi la Proposition 36 et sa démonstration.

"Les parallélogrammes, construits sur des bases égales

et entre les mémes paralléles, sont égaux entr'eux.

Que les parallélogrammes ABTA , EZHO soient construits
sur des bases égales Bl , ZH , et entre les mémes paral-
léles AO , BH ; je dis que le parallélogramme ABI'A est

égal au parallélogramme EZHO
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Joignons BE , TO .

Puisque BT est égal @ ZH , et ZH égal 4 EO , la
droite BT est égale & EO ; mais les droites BE ,

To joignent ces droites qui sont paralléles, et les
droites qui joignent des mémes cOtés deux droites égales
et paralléles, sont égales et paralléles ; donc les
droites EB , TO sont égales et paralléles ; donc EBTO
est un parallélogramme, et ce parallélogramme est égal
au parallélograume ABTA ; car il a la méme base BT
que lut, et il est construit entre les mémes paralléles.
Par la méme raison le parallélogramme EZHO est égal au
parallélogramme EBT® ; done le parallélogramme ABTA

est égal au parallélogramme EZHO . Done, ete.

La théorie des proportions permet d'aller nettement plus loin. Au

Livre VI, qui traite de la similitude, Euclide démontre la proposition sui-

Proposition 19 . Les triangles semblables sont entr'eux en raison double des

c6tés homologues.
' L'argument se lit ainsi. Soient ABI' et AEZ des triangles sembla-

bles (AB homologue de AE, etc). On construit une quatriéme proportionnelle

EZ BH
BH de sorte que T = g (H sur la droite BI'). On peut alors vérifier que
les triangles ABH et AEZ sont égaux (C'est la Proposition 15 du Livre VI,
EZ o g @

car les angles en B et E sont égaux et que %%-= BE ' égalité tirée de
BA _ BT o e
EA = E7 et de l'inversion de l'égalité définissant BH). On calcule alors

B[ _ Aire aBl _ Aire ABT

BH Aire ABH Aire AEZ

r Bl "

Comme Eﬁ- = (EEJQ , on en déduit la Proposition.

Résumons donc le présupposé euclidien en disant gu'a priori on
assigne une grandeur & toute surface limitée par des portions de droite et

des portions d'arc de cercle.
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2.2 Les deux premiéres Propositions du Livre XII

1) 1ére Proposition .

Cette Proposition énonce que des polygones semblables inscrits dans

des cercles ont des aires qui sont en raison double de celle des diamétres

correspondants.

La démonstration est basée sur une remarque de triangles semblables (cf. Figure

n® 6)s

*
2

*

), L
/

Figure n° ¢
C

Les triangles ABM et FGN sont semblables, par suite BM est 4 GN ce
que BA est 34 GF . La Proposition 20 du Livre VI énonce que les aires de poly-
gones semblables sont dans une raison double de celle des cétés correspondants.
Par transitivité de 1'égalité des raisons, donc €galité des raisons doubles,

on en déduit la Proposition 1.

2) 2éme Proposition

Les aires de deux cercles ont une raison double de celle des diamé-

tres.
En langage moderne, le rapport des aires de deux cercles est le carré

du rapport des diamétres. L'idée intuitive est que ceci étant vrai de polynémes

semblables inscrits dans le cercle, quel que soit le nombre de cStés de ces

polynémes, on a encore le résultat pour le cercle.

L'argument utilisé au Livre XII ne fait intervenir aucune notion de

limite comme nous allons le voir. On part de la figure n° 7,
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C] z
B
r Aire X
Cercle EZHO S
Cercle ABFA P
Figure n° 7
TA A, 2
Aj AB B
I1 faut donc montrer E%EE—EEE§ = (26) . Compte tenu du présupposé gue les

aires, comme les longueurs, sont susceptibles de la théorie élaborée au Livre V
et compte tenu de 1l'hypothése de la quatriéme proportionnelle, il existe une

2 .
aire I telle que (cf. Chapitre I § 3.5) : g% = éifigéggg "

Dés lors, il y a trois cas
P
- I est plus petite que l'aire du cercle EZHO ,
=
- I est plus grande que l'aire du cercle EZHO ,

- I est égale 4 l'aire du cercle EZHO .

Euclide montre que les deux premiers cas sont impossibles, ce qui

suffit.a établir la Proposition 2.

a) Il commence par supposer L < Aire ﬁggé . On notera ici
S' = Aire éEEb et S = Aire ABI'A . Précisément, on suppose que EZHO est un
carré inscrit dans le cercle. L'aire de ce carré est strictement supérieure
& la moitié de l'aire du cercle (Pour le voir, il suffit de prendre le carré
dont les cGtés sont les tangentes au cercle menées par les sommets E, Z, H et
® . Ce nouveau carré a une aire double de celle du carré EZHO (cf. Proposi-
tion 47 du Livre XI et Proposition 31 du Livre III) et comme le cercle est
intermédiaire, on a le résultat).

Partageons alors l'arc EZ en deux parties égales KE et KZ par exem-
ple. Construisons le rectangle de cété ZE d'une part, l'autre cété paralléle
passant précisément par K (c'est la tangente en K au cercle). L'aire du trian-
gle ZKE est moitié de l'aire de ce carré comme il est facile de le constater.
En particulier, la moitié de l'aire du segment circulaire EEE est inférieure &
l'aire du triangle ZKE.

Nous répétons cette dichotomie sur les cdtés ZH, HO et OE construisant ainsi




les points A, M et N . L'octogone EKZAHMON posséde une aire strictement

supérieure & la moitié de l'aire S'

"St nous partageons les ares restants en deux parties
égales ; si nous joignons leurs extrémités par des
droites, et si nous continuons toujours de faire la
méme chose, il nous restera certains segments de cer—
cles dont la somme sera moindre que 1'excés de 1'aire
du cercle EZHO sur la surface I s ear nous quvons
démontré dans le premier théordme du diziéme livre que,
deux grandeurs inégales étant downées, si 1'on retran—
che de la plus grande une partie plus grande que sa
moitié, du reste unme partie plus grande que sa moitié,
et st l'on continue toujours de faire la méme chose, 711
reste enfin une certaine grandeur qui sera plus petite

que la plus petite des grandeurs exposées,

(En termes algébriques modernes, on construit par dichotomies succes-

sives, des polygones inscrits dont les aires Si ’ Sé Foesig S; r «.. satisfont
L)
gf % 2 : S! aire du carré EZHP
1 2 1
S!_sl
s! - S{ > 5 . i Sé aire de l'octogone EKZAHMON

et plus généralement

S'—Sr'l__1
.8' - 8! > —
Sn n-1 2

Soit

et donc
S'-5!
- g < ___1

n 2n-l

o
N
4]

Par suite (axiome d'Archiméde), S'-S' peut &tre rendu lus petit
0 p

que S' - ¥ pour n assez grand. |

Reprenons 1l'argumentation d'Euclide lequel fait la figure en suppo-

sant (simple question de facilités de notations pour lui) qu'on ait cette ma-
joration du reste pour l'octogone EKZAHMON (c'est-a-dire que n = 2 convient).

On note que §'=g' < §'-I% implique 8. 2 z
n
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On construit dans le cercle ABI'A un polygone semblable au polygone
d'aire Sg (avec n = 2 , AEBOITIAP est semblable au polygone EKZAHMON).
Soit Sn l'aire de ce polygone. Grdce a la Proposition 1 du Livre XII, on a

2
BA S _ D
z@ s

n

wn

(

(ce qu'Euclide dit sous forme littérale et non algébrique)

donc

s_"n

L S!
n

Par permutation (Livre V, Proposition 16) :

5
S

0 |t

n n

Puisque le polygone d'aire Sn est inscrit dans le cercle ABTA ,
alors S ) Sn . D'ol r> Sé par définition de 1'égalité de deux rapports
(cf. Livre V, Définition 6). Cette inégalité contredit 1l'inégalité obtenue

plus haut, & savoir L < SA d'ol l'impossibilité.

b) Supposons maintenant que X > Aire EZHO . Pour conduire la démons-

tration, Euclide commence par exploiter symétriquement ce qui a €té obtenu

z0 ' . . . .
en a), a4 savoir que (§502 B %3 est impossible avec une aire L' plus petite
que l'aire S' . Or, a partir de la proportion qui définit Z' , on a par

b 70, 2 L
inversion (cf. Livre V, Proposition 16) : (EE) =3 - Il est alors possible

d'utiliser une fois encore la quatridme proportionnelle et en faisant une
Sl

inversion, il existe une aire I' telle que : T =3, - Puisque Z > 8'
z0, 2 _ 8 5 ;
alors S > L' , d'ol (E%) = T avec S' > L' , ce que l'on a vu étre im-

possible et ce qui termine cette belle démonstration. La valeur exacte T du
rapport de l'aire au carré du rayon n'intéresse pas Euclide ici et n'inter-

viendra pas dans les Eléments (cf. § 4.4).

Nous touchons 13 une sérieuse limitation pratique de la théorie des
Proportions, laguelle permet de comparer les raisons et surtout d'indiquer
les cas d'égalité, mais laquelle ne permet pas, en régle générale, de conce-
voir une raison comme une entité ou valeur numérigque. Pourtant, avec la méthode
d'exhaustion, tout est en place pour un calcul par défaut du nombre T , calcul
approché dont tant les Egyptiens que les Babyloniens ont déja une certaine pra-
tigue et gu'Euclide domine fort bien, mais écarte péremptoirement -c'est-a-dire

par principe- de ses propres considérations.
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Une telle attitude uriste -on croirait surprendre certains moder-
nes bourbakisants- ne peut que susciter une démarche numérique opposée (cf. § 4

le courant numéricien).

2.3 L'axiome d'Archiméde et ses conséguences

Le texte méme du Livre XII nous indique deux choses :

- d'une part que la quatriéme proportionnelle est explicitement uti-
lis€e pour les rapports d'aires et que la théorie du Livre V est remarquable-
ment maitrisée (un rapport d'aires comparé & un rapport de longueurs) ;

- d'autre part que l'importance de 1'axiome d'Archiméde (cf. Défini-
tion 5 du Livre V) est exemplifiée par l'emploi de la Proposition 1 du Livre X.
Le Livre X traite essentiellement de toutes les longueurs que l'on peut repré-
senter par a *\b lorsque a et b sont des longueurs commensurables.
En un sens, c'est un livre qui montre que l'aspect opératoire du Livre V n'a
pas été poursuivi jusqu'au bout (pas d'addition et multiplication rare). La

pPremiére proposition est importante pour nous. Elle s'énonce comme suit.

Proposition 1 (Livre X) . Soientdeux grandeurs inégales. Si 1'on

soustrait de la plus grande une grandeur supérieure 3 sa moitié et de ce qui

Yeste une grandeur supérieure 3 la moitié de ce reste, et si l'on répéte con-

tinuellement le procédé, alors il restera une grandeur inférieure & la plus

petite grandeur envisagée.

I1 n'est pas impossible que cette Proposition ait été considérée
comme une évidence par Eudoxe qui en déduisait le reste des remarquables
résultats du Livre XII et n'ait &été "démontré" qu'aprés la rédaction du Livre V,
livre qui témoigne d'une telle maturité que sa rédaction pourrait &tre plus
tardive, par exemple datant de 1'époque d'Archiméde (cf. Conclusions de J. Itard

dans Les Livres arithmétiques @'Euclide). Mais fournissons la démonstration

littérale d'Euclide.

"Sotent deux grandeurs inégales AB, T ; que AB soit la
plus grande ; je dis que, si 1'on retranche de AB une partie
plus grande que sa moitié, et que si 1'on fait toujours la
méme chose, il restera une certaine grandeur qui sera plus

petite que la grandeur T .

dwcen 2 B
r
7 Bf _
A P

Car T étant multiplié deviendra enfin plus grand que AB ?




- 54 -

L'argument essentiel est 14 : c'est la définition V du Livre V (axiome d'Archi-

méde) . Poursuivons notre lecture.

"ou'il soit multiplié ; que AE soit un multiple de T, et
que ce miltiple soit plus grand que AB. Partageons AE en
parties AZ, ZH, HE égales chacune d I ; retranchons de AB
une partie BO plue grande que sa moitié, de AO une partie
OK plus grande que sa moitié, et faisons toujours la méme
chose jusqu'd ce que le nombre des divisions de AB soit
égal au nombre des divisions de AE ; que le nombre des
divisions de AK,0K , OB soit done égal au nombre des divi-
stons AZ, ZH, HE.

Puisque AE est plus grand que AB, et qu'on a retranché de
AE une partie EH plus petite que sa moitié, et qu'on a
retranché de AB une partie BO plus grande que sa moitié

le reste HA est plus grand que le reste GA. Et puisque

HA est plus grand que ©A, qu'on a retranché de HA sa
moitié HZ, et que de BA on a retranché OK plus grand que
sa moitié, le reste AZ sera plus grand que le reste AK.
Mais AZ est égal a T; done T est plus grand que AK ; done
AK est plus petit que I'. Il reste done de la grandeur AB
une grandeur AKX plus petite que la grandeur T, qui est la
plus petite des grandeurs proposées. Ce qu'il fallait démon-—
trer.

La démonstration serait la méme, si les parties retranchées

étatent des moitiés."

Le Livre X, le plus long des livres des Eléments, et en un sens le
plus techniqgue, se poursuit par un critére d'incommensurabilité, par 1l'algo-
rithme fournissant la plus grande commune mesure de deux grandeurs commensura-
bles. Ceci permet d'introduire une classification minutieuse des irrationnelles
de la forme vz £¥b . On notera gue les constructions géométriques a la régle
et au compas jouent un r8le mental essentiel puisque dans ce Xéme Livre on
accepte d'appeler "rationnels" les segments dont le carré est commensurable
au segment de référence choisi et que tout au long de ce Xéme Livre le langage
des droites et des surfaces est utilisé. D'ailleurs, on parle de carré d'une
grandeur A ce qui ne peut étre défini au Livre V. On ne peut donc pas argumenter
de ce Livre X pour préciser l'esprit du Livre V notamment en ce gqui concerne la
duplication des raisons, méme si l'on y trouve la comparaison d'une raison de
nombres & une raison de grandeurs. On lira d'ailleurs quelques propositions de
ce Livre X, importantes pour notre propos, dans le document n° 16. Par contre,
nous. reportons la discussion & proprement parler du Livre X au § 4.3 de ce

chapitre.
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2.4 Les autres Propositions

La méthode d'exhaustion que nous venons de décrire sert & Euclide
pour établir des résultats élaborés sur la comparaison de volumes.

Commengant par la Proposition III :

"Toute pyramide triangulaire peut se diviser en dewr
pyramides triangulaires égales et semblables entr'elles
et semblables a la pyramide entiére, et en dewx prismes
égaux ; et ces deux prismes sont plus grands que Lla moi-

e B

tié de la pyramide entidre"
et la Proposition IV :

"ST dewr pyramides triangulairves de méme hauteur sont
divisées l'une et l'autre en deux pyramides égales .
entr'elles et semblables @ la pyramide entidre et en
deux prismes égaux, si chacune des pyramides engendrées
est divisée de la méme maniére, et si L'on fait tou—-
Jours la méme chose, la base de 1'une de ces pyramides
sera d la base de l'autre pyramide comme tous les
prismes contenus dans l'une de ces pyramides sont a
tous les prismes contenus dans 1'autre pyramide, ces

prismes étant égaux en nombre"

Cn adéblayé le terrain techniquement parlant et on peut appliquer la méthode

d'exhaustion pour déduire (Préposition V) :

"Les pyramides triangulaires qui ont la méme hautewr

sont entr'elles comme leur base'.

De la méme fagon, le volume d'un cdne est le tiers de celui du cy-
lindre de méme base et de méme hauteur (Proposition 10). Des cdnes ou des cy-
lindres semblables ont des volumes dont le rapport est la raison triple des
diamétres des bases (Proposition 12). Le rapport de deux sphéres est raison

triple du rapport des diamétres (Propositicn 18).

Cette derniére Proposition force 1'admiration par l'emploi rigoureux
et économique des résultats du Livre V et du début du Livre XII. On est quand
méme &tonné qu'Euclide ne compare pas les deux raisons qui interviennent i la
Proposition 18 et a4 la Proposition 2. Avec les &léments d'algébre géométrique
des Grecs, une telle comparaison nécessitait un véritable tour de force, accom-

pPli par Archiméde (cf. § 3).




3. L'APPORT D'ARCHIMEDE SUR MESURE ET NOMBRE

Tout comme pour Euclide, on ne sait rien de certain sur la vie
d'Archiméde, sinon qu'il acquit une renommée extraordinaire propagée jus-—
gqu'a nos jours. Sa mort tragique lors du siége de Syracuse, en 212 avant
J.-C., une formule heureuse au sortir précipité d'un bain, un principe de
corps flottants, sont les souvenirs immédiatement évoqués par son nom. A
travers lui s'opposérent les tendances de mathématiques pures et de mathé-
matiques appliquées a 1'Art de 1'Ingénieur, les capacités techniques (usage
du levier ou des lentilles optiques, détermination des poids spécifiques...)
ont ébloui les contemporains ("Tous les ressorts de 1'univers lui étatent
connus " dira Silius Italicus) et Plutarque dit que "ee fut par ses connais-
sances profondes en mécanique qu'Archiméde se conserva invincible, lui et
sa ville, autant qu'il dépendit de lui', mais ce méme Plutarque ajoute

.

"Au reste, Archiméde avait une dme si élevée, un esprit
st profond, et une st grande richesse de théories géo-
métriques, qu'il ne voulut jamais rien laisser par
éerit sur la construction de ces machines qui lut
avatent acquis tant de gloire... ; regardant la méca—
nique et, en général, tout art qu'on exerce pour le
besoin, comme des arts vils et obscurs, 1l ne se livra
qu'aux sciences dont la beauté et la perfection ne sont

liées 4 aucune nécessité'.

Le génie mathématique d'Archiméde le détache nettement de ses con-
temporains et, en fait, de tous les mathématiciens antigques. La lecture de
ses ouvrages, quelquefois trés ardue, provoque chez le lecteur moderne un
extraordinaire sentiment d'admiration devant l'ingéniosité dans la manipu-
lation des techniques géométriques (et il faut tenir compte de la pauvreté
des techniques opératoires de nature algébrique).

Citons en vrac guelques résultats marguants en mathématiques, ré-
sultats rigoureusement démontrés :

- le nombre T est la raison qui mesure le rapport de l'aire de
cercle au carré de son rayon, ou le rapport du périmétre d'un cercle & son
diamétre, ou le rapport de l'aire d'une sphére a quatre fois l'aire d'un

grand cercle (De la sphére et du cylindre, Tepl G?afpag ®al WUA1vSpov ; De

la mesure du cercle, nUx)ov LETENO1G)

i
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2 ;
- le volume d'une sphére vaut les 3 de celui du cylindre qui

l'inscrit (Corollaire de la Proposition 34, De la sphére et du cylindre).

. 4 ; ;
Ce dernier résultat établit que §-W est la raison qui mesure le rapport du

volume d'une sphére au cube de son rayon ;
- détermination de l'aire d'une ellipse (sous la forme suivante
l'aire d'une ellipse de demi-axes a et b est 4 l'aire d'un cercle de rayon r

comme %% ) (Proposition 5, Sur les conoides et les sphéroides, WEQT HWVOELSEWY

*xl ool poelSéwy) ;

- détermination améliorée de la valeur de T (De la mesure du cercle

cf. § 4.4) ; ‘
- détermination du volume d'un segment de paraboloide de révolution

(Sur les conoides et les sphéroides, Proposition 11) ;

- détermination de l'aire d'un segment de parabole (Quadrature de la

parabole, TETpoywvioude TapaBoAfe) ;

- étude quasi exhaustive de la spirale (Sur les Spirales, Tepl EAlxwY),

premiére courbe non algébrique dont on ait déterminé 1l'aire d'une spire, les

tangentes, etc.

Et nous ne mentionnerons pas les résultats mécaniques fondamentaux

quibousculent le corpus aristotélicien et fondent la statique (Sur l'équilibre

des plans, Les corps flottants, etc).

Dans le domaine trés précis qui nous concerne, l'apport d'Archiméde
est essentiel

- d'une part, Archiméde va préciser mathématiquement la notion de
longueur d'une courbe, d'aire d'une surface, de volume et de centre de gravi-
té et raffiner & 1l'extréme les possibilités de la méthode d'exhaustion tout
en maintenant les normes rigoureuses de la Géométrie grecque. Nous nous con-
tenterons au § 3.1 d'envisager les considérations d'Archiméde sur la notion
de longueur et au § 4.4, comme illustration, sa mesure approchée du périmétre
d'un cercle. Au § 3.2, nous donnerons l'admirable calcul de l'aire d'un seg-

ment de parabole ;
- d'autre part, Archimé&de va taquiner les possibilités floues du

calcul infinitésimal en s'autorisant & opérer sur des décompositions infinies
des figures, mettant d'ailleurs & 1'oeuvre les ressources de la statique.
Archiméde énonce explicitement que cette méthode lui sert pour découvrir une
propriété et non de preuve définitive. & la maniére géométrique. Tel est 1l'objet
d'un court traité adressé & Eratosthéne, La méthode, retrouvé sur parchemin du
Xéme siécle a Constantinople dans une librairie en 1906 (TEPT TV UNHOV IR DY

- - 4 - 2a "
Bewpnuatwy mpde “Epatogpivnv ELFO@OQ).




3.1 Notion de longueur chez Archiméde

Au § 2.1 nous avons envisagé la notion euclidienne d'aire. Un pré-
curseur d'Euclide, Zénodore, mit l'accent sur le fait que l'égalité des péri-
métres des lignes délimitant deux surfaces n'entraine pas 1l'égalité des aires.
Cette évidence, embryon de calcul des variations, repose, pour un rectangle,
sur le produit, notion mal maitrisée géométriquement, comme nous 1'avons noté

quant aux proportions. Zénodore semble avoir prouvé un certain nombre de résul-

@

tats sur les isopérimétriques, par exemple que le cercle était la figure

plus grande aire pour un périmétre donné.,

o]

n

Archiméde va étre le premier & comparer des longueurs courbes i de
longueurs rectilignes. Pour lui, comme pour Euclide, la longueur est un donné
a priori comme grandeur divisible toujours comparable i une autre et donc ‘
susceptible du Livre V d'Euclide. Pour les aires, 1l'utilisation de la notion
commune : le tout est plus grand que la partie, suffit a l'application de
l'ingénieuse méthode d'exhaustion. Il n'en est pas de méme pour les longueurs
et ceci est clairement percu par Archiméde.

Alnsi, son deuxiéme postulat (plus précisément AouBdvoueve) en téte

de 1l'ouvrage De la sphére et du cylindre énonce :

"Quant aux lignes, lorsque, situdes dans un plan, elles
ont les mémes extrémités, elles sont inégales si, étant
les unes et les autres concaves dans la méme direction,
L'une d'elles est entiérement comprise entre une autre
et la droite ayant mémes extrémités, ou est en partie
comprise et en partie commne et la ligne comprise

est la plus petite’.

La définition de ligne concave est la définition moderne, une

et
=

(e}
3
]

pouvant comporter des parties courbes ou rectilignes.

deux points quelconques sur cette

ligne, les droites qui joignent ces points tombent,

Lla ligne, soit, les unes du

a1t Ftoo
S01LT Toutes

Q

.2
autres sur la ligne méme, sans que tou-

18 aucune d'elles ne tombe de 1'autre cdtd"

Archiméde précise comme postulat que la droite est la plus courte

est nouveau par rapport aux

Eléments d'Euclide puisqu'on rajoute, a priori, une propriété de la droite,




propriété indispensable pour la mesure des longueurs comme va le montrer

Archiméde. Ces choses étant posées, dit Archiméde,

st un polygone est imscrit dans un cercle, il est
clair que le périmétre du polygone est plus petit
que la circonférence du cercle ; car chacun des

cOtés du polygone est plus petit que L'are du cer-

cle qu'il découpe’.

Mais les précisions apportées sur la concavité lui permettent de pas-

ser a la premiére proposition du livre DHe la sphére et du cylindre

"Si un polygone est circonscrit d un cercle. le érimétre
p g 2

du_polygone circonscrit est plus grand que la cireconfé-

rence du cercle”,

On pourra utiliser alors la méthode d'exhaustion aussi bien aux
polygones inscrits qu'aux polygones circonscrits, ce qui s'avérera indispen-
sable pour déterminer la longueur d'un cercle (cf. § 4.3). Archiméde énonce

de telles propriétés, mesurant sciemment son originalité par rapport 3 Euclide.

Il est intéressant de noter quelques remarques, bien tardives, faites
par Eutociusd'Ascalon, mathématicien palestinien né vers 480 aprés Jésus-Christ
et qui appartient & cette lignée de commentateurs comme Théon d'Alexandrie,
Pappus ou Proclus.

En ce qui concerne les longueurs, qu'elles soient de ligne courbe ou

non, Eutocius dit clairement :

"Nous croyons évident pour tous que la eirconférence

du cercle est une grandeur et est parmi celles qut

sont établies sous une seule dimemsion. Or, la ligne
droite est de la méme espéce, par conséquent, il ne
semble pas encore possible de se procurer (mopige1v)
une droite égale d la circonférence d'un cercle s mats
le fait qu'une droite soit naturellement égale d celle-
et, me sera néanmoins mise en question par personne"

(Commentaire sur le Théoréme I du livre De la Mesure du

cercle d'Archiméde).
Pour Archiméde,

""Ce ne sont pas simplement les lignes eireulaires ou coniques
ou ayant leur continuité non brisée qu'il appelle courbes,

mats il dénomme wniquement courbe dans le plan toute ligne
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exceptée celle qui est droite et une ligne construite
de maniére quelconque dans le plan, de telle sorte
qu'elle soit méme composée de lignes droites'
(Commentaire sur les Définitions du livre d'Archiméde,

De la sphére et du cylindre).

Mais Eutocius ergote sur le premier postulat, a savoir que la droite
est la plus courte des lignes qui ont mémes extrémités. Son argumentation est
d'inscrire une ligne polygonale AATEB sur la sourbe AB et d'utiliser plusieurs
fois le fait gu'un c6té d'un triangle egt plus petit que la somme des deux
autres (les Eléments Livre I Prop. 20) afin d'établir que la longueur de la

ligne polygonale AATEB domine celle du segment AB .

Figure n°® 8

Mais il ajoute

"Et si nous faisons cela continuellement, nous trou-
verons que les lignes droites qui se rapprochent le
plus de la ligne AB sont beaucoup plus grandes ;
de sorte qu'il est done manifeste que cette ligne

méme est plus grande que la droite AB".

Cet argument limite ne pouvait qu'étre refusé par Archimé&de et nous
avons apprécié la sagacité des géométres anciens qui n'utilisaient pas les

limites (cf. Méthode d'exhaustion). Mais il est vrai qu'Eutocius veut expli-

A}

telle

W

quer et dit un peu obscurément "qu'il n'est pas absurde d'admettre de
conceptions aussi dans les démonstrations de choses qui s'accordent" (TGv
OMOAOYOUMEVOV) . En vrai, au titre d'un premiére investigation, n'est-ce pas

=

ce genre de raisonnement qu'autorisait Arechiméde dans son ouvrage La Méthode ?
g e Seriibne

3.2 OQuadrature d'un segment de parabole

Le traité, La guadrature de la parabole, s'ouvre sur une lettre-

préface d'Archiméde & Dosithée, ol Archiméde expose ses résultats, & savoir

[N

M

"Un théoréme de géométrie qui n'avait pas encore ét

examiné, et qu'aprés 1l'avoir étudié moi-méme, j'ai
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trouvé d'abord par la mécanique, puis démontré par

la géométrie".

Archiméde manifeste alors clairement sa géne devant les méthodes

infinitésimales de ses prédécesseurs et l'intérét du lemme d'Eudoxe-Archiméde,

"Parmi ceux qui, d'ailleurs, se sont occupés de géométrie
avant nous, d'aucuns se sont efforcés d'exposer par écrit
qu'il était possible de trouver une aire rectiligne équi-
valente a celle d'un cercle donné ou d'un segment de cer-

cle domné ; puis ils ont essayé de carrer l'aive, délimitée
par une section de cdne entier et une droite, en assumant

des lemmes inadmissibles ; motif pour lequel beaucoup ont
reconnu que ces choses n'avaient pas été découvertes par

eux. Mais aucun de mes prédécesseurs n'a encore, que je

sache, cherché la quadrature d'un segment délimité par

une droite et une parabole, chose que nous avons trouvée
maintenant. Nous démontrons, en effet, que tout segment
délimité par une droite et par une parabole dépasse d'un

tiers le triangle ayant méme base et méme hautewr que le
segment, en admettant d'aillewrs pour la démonstration ce
lemme : que l'emecés dont la plus grande de deux aires inéga-—
les dépasse la plus petite peut étre ajouté & lui-méme
Jusqu'a dépasser toute aire finie domnde. Les géométres qui
nous ont précédé ont également fait usage de ce lemme ; car
ils s'en sont servis pour démontrer que le rapport de cercles
entre eux est le méme que celui des carrés de leurs dtamétres,
et que le rapport de sphéres entre elles est le mdme que celut
des cubes de leurs diamétres. De plus, ils ont assumé wn Lemme
semblable pour démontrer que toute pyramide, et que tout cdne
est le tiers du cylindre ayant méme base et méme hauteur que
ce cbne. Il se fait cependant que les divers théorémes que
nous venons de mentionner ne sont pas considérés comme moins
vrats que ceux qui ont été démontrés sans ce lemme, et il me
suffira que ceux que je publie maintenant soient traités avec

ce méme degré de certitude.

La premiére démonstration d'Archiméde est basée sur la mécanique.
Nous n'en parlerons pas, car elle ressemble beaucoup a celle utilisée comme
exemple typique dans sa lettre & Eratosthéne (La Méthode, Tepl TV UNXGVIXGIV

OewpnuETtwy mpde, “Epoatocfévny E¢o6og), sauf que l'on n'utilise pas une infinité
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de droites mais, comme pour le principe d'exhaustion, un raisonnement par
1'absurde. La seconde démonstration,par l'absurde, alors qu'Archiméde connait
le résultat i démontrer, est géométriquement rigoureuse, mais avec une variante
par rapport & la méthode usuelle d'exhaustion.
Détaillons un peu l'analyse de cette derniére méthode. La Proposition
18 é&tablit que la tangente en A est paralléle a BC (Ici, AD est le diamétre,
c'est-a-dire la droite qui bissecte toutes

A
By [ c' les cordes paralléles a BC de la parabole).

Ensuite, (Proposition 19), si 1'on méne du
milieu de BD wune paralléle au diamétre
AD et une paralléle ED" & BC , la lon-

gueur DD" est les %-de la longueur DA..

AD BD .2 . .
‘ On a Y (EE") , ce qui provient d'une
B D' /D ¢ proposition antérieure sur les sections

Figure n° 9 coniques, bien classique & l'époque d'Ar-

chiméde, et sans doute faisant partie de textes d'Euclide ou d'hristée qui ne

nous sont pas parvenus (On pourrait partir de cette proposition comme définition

1y 2
Er| = 4(BD ) SOit AD = 4AD"
AD

(BD')

de la parabole). Or 2BD' = 2ED" = BD d'ou

La Proposition 20 établit que l'aire du triangle ABC est supérieure
4 la moitié du segment parabolique BAC, ce qui provient facilement du fait que
deux fois l'aire du triangle ABC donne l'aire du parallélogramme BB'C'C qui
contient le segment parabolique.

On continue ce raisonnement avec le segment parabolique déterminé par
AC et AB . On montre (Proposition 21) que le triangle BEA est le huitiéme
du triangle ABC . En effet AD = %—ED' et 2D'® = AD donc EO = 20D' . L'aire
de BEQ est la moitié de celle de BOD' , elle-méme égale au quart de celle du

triangle BAD . On en déduit sans peine le résultat.
Citons un corollaire énoncé par Archiméde.

"Cela étant démontré, il est évident que, dans un paretl
segment, il est possible d'inscrire un polygone tel que
les segments restants soient plus petits que toute aire
donnée. En effet, il est clair que, si l'on retranche
continuellement ce qui, en vertu de la proposition 20
est plus grand que leur moitié, les segments restants,

devenant continuellement plus petits, deviendront moin-

dres que toute aire donnée'.
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Ce n'est rien d'autre que l'utilisation de la Proposition 1 du

Livre X des Eléments d'Euclide.

Par contre en appelant S 1l'aire du triangle ABC et S' gelle
du segment de parabole, on a pour tout entier n :
1

16 : 4"

s & s'

(Archiméde montre explicitement i la Proposition 22 que chaque somme finie
correspond & un polygone inscrit).
force . iém .
A la Proposition 23, si Sn est le n € terme d'une progression

1 . . i
géométrique de raison Z— avec S1 = S , Archiméde é&tablit gue

1 4
S + gy ok +=5 ==58.
Sy G T3P, =3 :

C'est la formule de sommation des n-premiers termes d'une progression géométri-

: 1 . ; < -
que de raison 7 - Mais laissons la parole 3 Archiméde.

"Lorsque certaines grandeurs sont établies dans une série

dont la raison est quatre, la somme de toutes ces gran-—

deurs, augmentée du tiers de la plus petite, vaudra les

quatre tiers de la plus grande.

Sotent A, B, T, A, E des grandeurs en nombre quelconque,
établies en série, dont chacune est quadruple de la suivante,

et soit A la plus grande.

D'autre part, soit 7 le
tiers de B, H le tiers

de I', O le tiers de A R

et I le tiers de E .

Dés lors, puisque 7 est

la troisiéme partie de B,
tandis que B est la qua-

triéme partie de 4 ,

L'ensemble de B , 7 sera

la troisiéme partie de A ;

par conséquent, pour la AE?

méme raison, 1'ensemble T 0
. e —
de H , T, sera la troisiéme =

partie de B ; 1l'ensemble de | H

O, &, la troisiéme partie

de I , E, la troisiéme par-
tie de A . Il en résulte que l'ensemble de B, T, A, E, Z, H,

0, I sera aussi la troisidme partie de l'ensemble de A, B, T, A.

®
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Or, 1l'ensemble de 2, H, O est aussi la troisiéme
partie de l'ensemble de B, T, A ; par conséquent,
lL'ensemble de B, T, A, E, I est aussi la trot-
siéme partie du reste A . Dés lors, Tl est évident
que l'ensemble de A, B, T, A, E, augmenté de I,

c'est-d-dire augmenté du tiers de E, vaut les

quatre tiers de A ".

Maintenant tout est en place pour l'application de la méthode
d'exhaustion proprement dite. Par l'absurde, le lecteur vérifiera que l'aire

.4
S' du segment ne peut satisfaire ni s' > E-S (il existe n et S's Sl-r...+Sn

4 o . e ; ;
> E-S par la considération géométrique des polygones inscrits et le corollaire

4 4
énoncé plus haut), ni 8' < 5—8 (i1 existe n et 5—5 - 8' > Sn » c'est la
1 4
>—8 ==—858 =(5, +...+ S
n” 3 5y =385 ~(5 !
d'ou Sl+...+sn > 8' ce qui contredit 1'interprétation géométrique de

Sl+"'+sn comme aire d'un polygone inscrit dans le segment parabolique), donc
4 -
s' = E-S . Mais il vaut mieux citer Archiméde lui-méme.

Proposition 1 du Livre X d'Euclide, et aussi S

"Tout segment délimité par une droite et par une parabole

équivaut aux quatre tiers du triangle ayant méme base et

méme hautewr que le segment. (Proposition 29 et derniére

proposition du traité).

En effet, soit AABET un segment délimité par une droite

et par une parabole ; soit
ABT un triangle ayant méme
base et méme hauteur que le
segment, et soit une aire K
équivalente aux quatre tiers
du triangle ABI'. Il faut dé-

montrer que cette aire est

équivalente au segment AABET.

En effet, st elle n'est pas

équivalente, elle est plus
grande ou plus petite. Que le
K segment AABET sotit d'abord

plus grand que l'aire K, s'il

—  se peut. Dés lors, inscrivons

les triangles AAB, BET, comme
il a été dit, et, dans les

segments qui restent alentour,

inserivons d'autres triangles
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ayant méme base et méme hauteur que ces segments ;
enfin, inscrivons, dans les segments successivement
obtenus, deux triangles ayant méme base et méme
hauteur que les segments. Il en résulte que les
segmente abandonnés seront plus petits que 1'excé-
dent dont le segment ADBET dépasse l'aire K ; en
sorte que le polygone inscrit sera plus grand que
l'aire K ; ce qui est impossible. En effet, putsque
certaines aires sont disposées dans une série dont

la raison est quatre, que le striangle ABT est
d'abord quadruple des triangles AAB, BET, qu'en-
suilte ces derniers sont quadruples des triangles
inscrits dans les segments suivants, et ainsi con-
tinuellement, il est évident que 1l'ensemble de ces
aires est plus petit que les quatre tiers de la

plus grande. Or, l'aire K vaut les quatre tiers de

la plus grande aire ; par conséquent, le segment
AMBET n'est pas plus grand que 1'aire K.

Au reste, qu'il soit plus petit, s'il se peut.

Dés lors, disposons une aire 7 équivalente au

triangle AB , une aire H équivalente au quart de
L'aire 7, et, de méme, une aire 0O équivalente au
quart de l'aire H ; et disposons ainsi successivement
des aires jusqu'a 1'obtention d'une dermiére aire

plus petite que 1l'excédent dont 1'aire K dépasse le
segment. Soit I cette plus petite aire. Done, 1'ensem-
ble des aires Z, H, 0, I, augmenté du tiers de 1'aire
I, vaut les quatre tiers de l'airve 7 .

Or, L'aire K vaut aussi les quatre tiers de 1'aire 7 K
par conséquent, l'aire K équivaut 4 1'ensemble des
aitres Z, H, 0, I, augmenté de la troisiéme partie de
l'aire I. Dés lors, puisque L'aire K excéde 1'ensemble
des aires Z, H, 0, I d'une aire plus petite que l'aire
I, 1l est évident que 1l'ensemble des aires Z, H, 0, I
est plus grand que le segment ; ce qui est impossible.
En effet, 71 a été démontré que, lorsque des aives en
nombre quelconque sont établies dans une série dont la
ratson est quatre, et que la plus grande est équivalente
au triangle inscrit dans le segment, 1'ensemble de ces

atres sera plus petit que le segment. En conséquence, le




segment n'lest pas plus petit gque ['aire K.
Or, il a été démontré qu'tl n'est pas plus N
L/
K
3.3 Ut
Archiméde, du point de vue numérique, n't pas & utiliser les

et de la théorie des propor-

ngénieuses ressources des méthodes géométrigues

tions. Nous le verrons au § 4.4 en ce gui concerne 1l'approximation du nom-

Du point de vue théorique, Archiméde prend bien soin

dans les démonstrations le cas des grandeurs commensurables et

méme dans un traité plus mécanique, comme celui de 1'Equilibre des plans.

Ainsi, & la Proposition VI de ce traité, lit-on :

Nous donnons la démonstration intégrale d'Archiméde. Le lecteur aura intérét
noter algébriquement les assertions afin de les vérifier. Nous ne redonnons

(des poids égaux s'équilibrent

"Soient les grandeurs commensur s B,
centres sont les points A, B. Sotit, Llus,

deur compos
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De plus, putsque AH est égal d TE, AT est ausst dgal

a EH ; de maniére que NE est aussi égal & EH ; par
conséquent, M est le double de AT, et HK est le double
de TE. Il en résulte que N mesure aussi chacune des
droites MAH, HK, puisqu'il mesure aussi leurs moitids.
Et putsque AT est a TE comme A est & B, tandis que AH
est g HK comme Al est 4 TE, car chacune des premiéres
droites est respectivement double de chacune des secon-
des, il en résulte que MNH est aussi & HK comme A est &

B. Que A sott un multiple de Z autant de fois que AH

est un multiple de N ; dés lors, AH est & N comme A est

d Z. Or, KH est ausst d AH comme B est & A ; done, par
identité, KH est d N comme B est & Z. En conséquence, B
est un multiple de E aqutant de fois que KH est un multi-
ple de N. Or, on a déclaré que A est aussi un multiple

de 7, en sorte que Z est la mesure commne des grandeurs
A, B. Dés lors, la droite M étant divisée en parties
égales a N, tandis que A étant diviséeen parties égales

d Z, les segments de longueur égale 4 N, contenus dans

AH, seront en méme nombre que les segments égaux d Z con-
tenus dens A ; de maniére que, si sur chacun des segments
de la droite AH on dispose une grandeur égale a4 Z, ayant
son centre de gravité au milieu du segment, 1'ensemble de
ces grandeurs sera égal d A, et le centre de gravité de
la grandeur composée de toutes ces grandeurs sera le point
E ; car toutes ces grandeurs sont en nombre pair, et elles
sont en méme nombre de chaque cdté de E, parce que MAE est
€gal d HE. On démontrera pareillement que, si sur chacun
des segments de la droite KH on dispose une grandeur égale

Z, ayant son centre de gravité au milieu du segment,

=~ Q

‘ensemble de ces grandeurs sera égal & B, et que le centre

de gravité de la grandeur composée de toutes ces grandeurs

X
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sera le point A. En conséquence, la grandeur A
sera disposée au point E, tandis que la grandeur
B le sera au point A. Dés lors, des grandeurs
égales entre elles, dont les centres de gravité
sont également distants entre eux, seront dispo-
sées en nombre pair sur une droite ; par consé-
quent, il est évident que le centre de gravité
de la grandewr composée de toutes les grandeurs
est le milieu de la droite sur laquelle sont
situés les centres des grandeurs médianes. Or,
puisque la droite AE est égale d la droite TA,
et que la droite ET est égale d la droite AK,
la droite entiére AI' sera aussi égale d la
droite entiére TK ; de maniére que le centre de
gravité de la grandeur composée de toutes les
grandeurs est le point T. En conséquence, la
grandeur A, disposée au point E, et la grandeur
B, disposée au point A s'équilibreront autour du

point T".
La Proposition VII traite le cas incommensurable.

"Au veste, si les grandeurs sont tncommensurables,

elles s'équilibreront pareillement d des distances

inversement proportionnelles d leurs grandeurs.

Sotent les grandeurs incommensurables AB (au sens

de A+B),I' ; sotent des distances AE, EZ, et que le

- 7
A E

W]

e s ] e a o
soit le méme que celutl de la dis-




Cela signifie qu'on &te B 4 A+B, de sorte gue A soit commensurable
& I' , mais que A soit trop lourd, c'est-a-dire qu'il soit avec A inclinaison

du c6té de Z vers le haut.

A -~ » ~ hT
o & al oo o ] o 2NN O IV )/
Deés lors, sque les grandeurs A,T conmensurabl

iy w"
EZ, 81 A
a3

e anomAdsiye [/
Les g_‘f?'.«.}’lu.’f.j Urs A,

v niral il
AE, EZ",

Le texte d'Archim est altéré et il semble manguer un bout de

démonstration. On peut cependant conclure sans risque d'édulcorer Archiméde
A  A+B } o
F-< 3?-= %; . Comme les grandeurs A et [ sont commensura-
. AZ :

bles, la Proposition 6 précédente établit non seulement qu'il n'y a pas équi-

Par construction

libre, mais que l'on a une inclinaison du c&6té de A vers le haut. Ceci est
impossible par hypothése d'od la contradiction.

Reprenons le texte d'Archiméde pour conclure dans 1'autre sens (il
suffit d'échanger les rdles de [ et A+B bien siir).

M e,
1l n'y aura pas équilibre si I

3

%

"Pour le méme motif

J T = 412y VI AP s
granadeur I' est trop grande par

~ n - .-
a AB pour

L ’éqizt', il

~1

Ce texte nous livre facilement le statut des nombres irrationnels.

On les traite selon la méthode eudoxienne du Livre V, sans

ol

v

o}

ir par contradic-

Q

a s

mais par l'essence méme de la

tion & partir de résultats sur le commensurable utilisé quant a lui soit par
| P

excés, soit par défaut. En géométrie, c'étaient les aires

des polygones exinscrits ou ins a A+B. On trouve ainsi

cisons un peu 1'hypotl licite sur le domaine des

grandeurs considérées pour que le raisonnement d'Archiméde convienne :

[an

- d'une part, si une g

o

distance une autre grandeur, on peut

soit dans le méme

1'équilibre n'ait toujours pas

s5ens ;

assage a la limite,




- d'autre part, qu'entre deux grandeurs, dont 1'une est incommen-
surable 3 une troisiéme, il existe au moins une grandeur commensurable a la

troisiéme.

Cette derniére supposition revient exactement a dire que l'ensemble

i—& oi A est une grandeur quelconque est dense dans le do-

maine des grandeurs considérées (ici les poids). Ceci ne peut bien entendu
suffire 4 construire le corps [R sans gqu'on explicite une propriété de com-
plétion maximale (cf. Chap V), mais le champ numérique est virtuellement offert
au raisonnement mathématique sans ajout géométrique.

Ajoutons que 1'hypothése de la éuatriéme proportionnelle pour les
jrandeurs que sont les poids, une fois acquise la Proposition 7, équivaut a
1'hypothése physique gqu'étant donné un poids A, centré en E, un centre de

gravité G et un point F, il existe un poids B qui, placé en F, équilibre le

4. LE COURANT NUMERICIEN

4.1 Des recettes

La mauvaise presse des mathématiques non basées sur la géométrie est
attestée par le latin qui emploie "mathematicii" pour astrologues lesquels

sont notamment condamnés par Dioclétien et bien d'autres empereurs. Toutefois

Cicéron déclare
"Les Grees tenaient le géométre en grand honneur, de
sorte que rien ne progressa ausst brillamment parmi

eux que les mathématiques. Nous avons toutefoils établi

: . P B v Ao mmmdt M P B (el ey 7 -
comme Limites de cet art son Urilité dans Lla mesure e

o+

1'existence d'un courant numéricien chez les Alexan-

Nous connal
drins notamment et disposons de guelques "recettes". Les incendies de la riche

d'Alexandrie (-47 par César, 392 par les chréticns de Théodose

usulmans d'Omar en 640) empéchent de se faire une idée exacte

y J Aa ~ ey = A
Le de Ce courant.

Par exemple, la mathématique babylonienne donne les cing premiéres

V2 et fournit une approximation de la longueur 4 de
b?_

la diagonale d'un rectangle de cdtés b selon la formule 4 = a + 5% !

formule raisonnable si a 1s grand que b° (puisque 4% = a?+b?
R SR .2 2

- - D, 2 D ;

donc d = a/l+ (=° = a(l+ TN a{= )}
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Des papyrii égyptiens attribuent & T wune valeur de 1'ordre de

d'autres une valeur de 1l'ordre de 3.

=
£ 25

Les Pythagoriciens approximaient judicieusement soit

5

par

et Théodore /5 par 16 soit

L
5

Archiméde, dans La mesure du cercle, se propose de déterminer 7 &t

d'autres irrationnels tels que /3 qu'il encadre sans plus de commentaires

1351 265
selon : —756 > /i T§§ .

Une remarque linguistigque éclaire un peu les choses. Pour les Grecs,
l'art du calcul s'appelle logistique par opposition 3 l'arithmétique (Gp16uds).
Le mot calcul provient lui du latin "calculus" qui signifie caillou et nous

raméne sans. doute aux groupements pythagoriciens sur les nombres.

Appolonius de Perge, le dernier grand mathématicien grec de l'époéue
classique (262-190), écrivit un livre sur la quadrature du cercle, seul livre

de cet auteur situé en dehors de 1l'orthodoxie géométrique grecque.
q

Héron (au début de l'ére chrétienne ?) reprend 1l'approximation

babylonienne afin de déterminer VA en écrivant A=a%?+b o a? est
. £ s i L b

le nombre entier carré immédiatement inférieur a A et VA =a + >a

Un renseignement supplémentaire est fourni quant & l'origine de 1la
recette. Héron commence par prendre ao , nombre entier voisin de VA et en-

; 1 A b 0 i
suite @3 = 5(0_ + —) . En prenant o = a pOn a o7 = a+ — . Puis il re-
2 0 o o} & 2a
1 A - o
commence Qo = E(QI + a—) . Il ne parle pas de résultat limite. En termes mo-
1
dernes, qn = %{an 1 + = ) est une suite convergente. Pour 1l'établir, on
' n-1

eut vérifier soit qu'elle est de Cauchy, soit qu'elle est monotone décroissante
P g Y

a partir de 01 et minorée. Ces deux méthodes reposent sur la connaissance

de R Bien entendu, la limite o qui est positive doit satisfaire g =

et donc az =

1 A
2(a+aﬂ-

A . Il semble bien que cette méthode soit fort ancienne. Dans le

3 17 .
cas A = 2 , et partant de uo =1 ,o0ona o = > O2 = 17 et plus générale-
b
n - ; . ) %
ment 0o = -— ou pn,qn sont des entiers comme on le voit sans peine par ré-
n
ql’l
currence. En outre
— =2 92 -
= + 2 et = 2p g
pn+1 Pn 4qn 1+1 Pn‘n
2 2 " " 2 .2 2 2y 2
ainsi que - 2g = + 4 - 4p°qg” = - 2 .
= pn+1 n+1 pn qn ann (pn qn)
Or, p% = 2qf =1 Par suite, pour tout n 3> 1 , on a pi - 2q§ =1 . 0On en
' p
sont premiers entre eux donc que — est

déduit aussitét que P, et -

n

d'autant mieux que n est

une fraction irréductible dont le carré approche 2

grand. Ce procédé est explicite chez Théon de Smyrne (Expositio rerum mathemati-




carum ad legendum Platonem utilium) sous la forme suivante.

Si 1l'on part de deux nombres entiers p; et gy avec p% - 2qf = -1, on pose-

ra p2=p1+ 291 et gz =p1 +d1 . p% - 2g5 =+ 1 et ainsi de suite. Natu-

rellement, s'approche de 2 a mesure que n augmente. La méthode de Théon
Z2
q

de Smyrne, généralisable a 1l'approximation de Vgh, ne fournit pas une preuve de

1'irrationalité de vA lorsque A n'est pas un carré parfait. Cette preuve

Euclide (Livre VIII, Proposition 9) mais chez Euclide, on n'appro-

Le procédé exposé par Théon de Smyrne est d'ailleurs beaucoup plus

3 7 1.7 41

ancien. On obtient la suite 1, =, — ./ 75 ¢ 53
‘ . "9 "5 " 412 " 29"’
v2 en partant de p; = g; = 1 . Cette suite est alternativement par exceés

... des approximations de

et par défaut pour l'approximation de V2 .

Il serait bon d'opposer les diverses techniques du calcul de V2 par
exemple, depuis 1'Antiquité jusqu'a Viéte, en y relevant le r&le des notaticns
et celui des théories géométrigues ou numériques sous-jacentes et de faire une

comparaison avec les méthodes chinoises (cf. Chap. VII).

4.2 L'algorithme d'Euclide

I1 est intéressant de noter gu'un aspect théorique aurait pu é&tre
poussé assez loin dans le domaine numérigue. Ainsi, la définition euclidienne
du nombre au Livre VII insiste sur 1'aspect de gquantité mesurée par l'unité
(Gp16udg 68 TO éxn povadwv ocuykefuevov wANBoe DEE. 2) et parvient a 1l'algorithme
célébre pour déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers
(Proposition 2). En termes modernes, si ap < a; , oi ap et a; sont des

entiers, on écrit grdce & l'axiome d'Archiméde :

a] = nijaz + as 0 < asg < as ni;, as entiers
puis

az = npasz + ay 0 < ay < ag ny, a, entiers
pulis

az = hi3ay + as etc...
Comme aj; > az > asz ..., et comme nous avons des entiers, le procédé doit se

terminer & 0 au bout d'un nombre fini d'étapes. L'étape avant-derniére fournit
alors le p.g.c.d. des deux nombres a; et az .
L'algorithme d'Euclide, & condition de disposer d'une notation algé-

brigque convenable et ce sera le cas pour le mathématicien hindou Aryabhata

(476- ? aprés J.-C.), peut s'écrire




1 . <
— = n; + — puis — = n; + etc...
as az aj as
aj ‘ a,
ay 1 , A 1 1
— = n; + 1 que l'on note aujourd'hui = =n; + o " PR
an 2 2 3
n, +
n3+..-

Naturellement, le procédé s'arréte lorsque aj; et a, sont entiers. Cependant,
si a3 et a, ne sont pas entiers, mais des "grandeurs divisibles", le procédé

peut ne pas avoir de fin. Ainsi, Bombelli écrit en 1572 dans son Algébre avec

a; = /2 et a =1 o0 il apparait surtout un jeu d'écriture :
V2 =1+ é— et donc a = 1+v/2
it o= 2 +-l
soi = o
@ 1 3 1 3 1 1 1
d'o /2_=1+—-T-1+-——-—1— =1 # 2= 2= o
2+= 24 —
“ 24—

La question des ... n'est évidemment pas abordée et nous venons de faire un
saut de 10 siécles. La méthode dite des fractions continues sera aménagée par

J. Wallis (Opera Mathematica 1695), Euler (De fractionibus continuis 1737) et

J. E. Lambert (1761), pour n'atteindre qu'au XIXéme siécle la rigueur nécessaire.

Revenons a Euclide. Au Livre X, l'algorithme est utilisé pour des
grandeurs a; et a, susceptibles du traitement par le Livre V. Si le procédé
s'arréte, on obtient une grandeur qui est la plus grande mesurant exactement
a) et'a; . Si le procédé (aussi appelé anthypharése) se poursuit indéfiniment

("se révéle illimité"), les grandeurs ay et ap, sont incommensurables (Propo-

sition 2 du Livre X). Les deux premiéres définitions de ce livre sont les sui-

vantes :

]
ra

commune. "
Et la Proposition 2 s'énonce

7 T T a4 3 T 4 oy ey g it
Dewx grandeurs inégales étant proposées, et si

e,

petite étant toujours retran

¢ ] L 4 7 1
So1.ent lee Aoa / IV 2 a
wOULell [e8 deux grandeurs
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retranchée de la plus grande, le reste ne mesure jamais
le reste précédent ; je dis que les grandeurs AB, TA
sont incommensurables.

Car si elles sont commensurables, quelque grandeur les
mesurera. Que quelque grandeur les mesure, s'il est

possible, et que ce soit E ; que AB mesurant AZ laisse

4 " B
E
r ‘ A A

TZ plus petit que lut ; que T'Z mesurant BH laisse AH plus
petit que lut ; que l'on fasse toujours la méme chose
jusqu'd ce qu'il reste une certaine grandeur qui soit plus
petite que E. Que cela soit fait, et qu'il reste AH plus
petit que E (Proposition 1 du Livre X). Putsque E mesure
AB, et que AB mesure AZ, E mesurera 0Z. Mais E mesure TA
tout entier ; done E mesurera le reste I'Z. Mais T'Z mesure
BH ; donc E mesure BH. Mais E mesure AB tout entier ; donc
E mesurera le reste AH, le plus grand le plus petit, ce
qui est impossible. Done aucune grandeur ne mesurera les
grandeurs AB, TA; done les grandeurs AB, TA sont incommen=

surables ; donec, ete."

On remarquera l'élégance du texte euclidien, mais également le léger
effort qu'un moderne doit fournir alors qu'on aurait envie d'écrire I'A = nAB + TZ
g

avec [Z < AB tandis qu'Euclide nomme nAB = AZ d'abord, etc.

La Proposition 3 du Livre X décrit 1l'anthypharése pour les grandeurs

traitées par le Livre V. On se reportera au Document n° 16.

J. Itard, dans Les Livres Arithmétiques d'Euclide, a relevé 1l'uti-

lisation pratique de l'algorithme d'Euclide dans Aristarque de Sames, astro-
nome (vers 300 avant notre ére), pour des rapports de distance . Précisément,

il compare ai = 71 755 875 & a2 = 61 735 500

71 755 875 - 61 735 500 = 10 020 375
61 735 500 - 6(10 020 375) = 1 613 250
10 020 375 - 6&( 1 613 250) = 340 875 .

D'ou, en considérant ce reste comme négligeable par rapport aux nombres en
jeu, ce qui revient 3 prendre 1 €13 250 comme p.g.c.d. de aj; et a; , on

trouve
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71 755 875 = 43(1 613 250) + 7(340 875)
61 735 500 = 37(1 613 250) + 6(340 875)
d'ol 1'approximation gi = %% qui est précisément celle fournie par Aristarque
2

de Samos (sans explications).
Cela est d'autant plus intéressant qu'une autre méthode, au moins,
aurait pu étre utilisée, celle qui ne fait jouer que des fractions dont le

numérateur est 1 et qu'appréciaient les calculateurs égyptiens. En termes mo-

dernes
a; = nja; + a; 0 ga; <a;;n;, a, entiers
a; = npaz+ a, 0 ga, < a3 ; n,, a, entiers
a; = nja, + as etc
D'ou
a ,_a; _ 1 ' as ay _ 1
al alnl ni aini ajninz ninsz
Soit
—a.._zzl -— —..-1_ -+ —.—_g_ _‘-.+. ak .
ai n; nins ninsns S V1 T aj

k-1
On vérifie nk S nk—l et cette série alternée converge rapidement lorsque

az et a; sont incommensurables. Avec les nombres d'Aristarque, on aurait :

2z . 1 - l-+ —i—'— e
ai 7 308
o 6 ; 265 . ) . ;3
Aussi bien avec = qu'avec Eag- on n'a pas le résultat approché choisi par

Aristarque.

4.3 Les irrationnels

Nous avons déja établi l'irrationalité du rapport de la diagonale

au c6té du carré par l'argument purement arithmétique de parité, qui semble

trés ancien (cf. Chap I § 6.2). Nous savons, au témoignage de Platon, que
Théététe disposait d'une démonstration de l'irrationalité de JT?Q, mais non
d'une démonstration générale de celle de JX lorsque A n'est pas un carré
parfait. Or, la technique élémentaire de parité bute justement sur ﬁ?f_ I
semblerait que ce soit 4 l'occasion d'une telle démonstration particuliére

que 1'infini ait paru jouer un réle en théorie des nombres. Nous tentons une
reconstitution d'un argument possible de Théététe ou de 1'un de ses contem-
porains en utilisant l'argumentation de 1'algébre géométrique, typique du
Livre VI. Cependant, pour ne pas lasser le lecteur, on prendra des notations
modernes et on admettra la quatridme proportionnelle, ce qui revient & pouvoir

A
parler de grandeur du type E-C - On notera surtout 1'égalité de raisons pro-

venant des aires ou provenant de longueurs (cf. Chap. I § 5).




1le équilatéral de hauteur AH

issue de A . On porte sur la droite BC une longueur HD = AH (cf. Figure

F
— SR A5 - — e
b X1 ol
) —— _— :
On a AH = 3 B et H = BC = AB y AH » d'ol 1l'écriture :

Ce premier quotient de l'algorit est donc 1. Il

L

D

convient de

BH BH.DC

DB DB.DC

(On pourrait justifier chaque étape avec le Livre VI).

Avec des aires en lieudes longueurs, on a, en u

. Ce que l'on notera :

BH.BC = DB.BC + DB.DB et

avec

—— . DB ¢ DB .

Cette deuxiéme Wit le deuxiéme quotient de l'algorithme

d*Euclide, & savoir 1.

Il convient de comparer DB et B ou encore DB et — . DB . Or, on

note que :

donc
DC.DB = 2 BH.DB 3.DB ,
soit
DB BH
DB ' avec =~ ,PB — .DB .
o= e - DC < DC

- " +roic da 1" ] ne
Cette trc trois de l'algorithme
juotient, L nvient de comparer
lais cela a fait et 1l'on
pes de l'algor i'Euclide se répétent donc
et ssif nt alter veme et 1. Bref, l'algorithme
ne 3k s rrationalité du r de AH a BH
(Proposition 2 du I




Cependant, la Proposition 2 dépend du Livre V bien entendu. Il se
peut donc que, sans théorie des proportions, on ait constaté 1'aspect illi-
mité de l'algorithme d'Euclide pour quelques rapports de longueurs ou d'aires
géométriques simples et proposé de qualifier irrationnels ces rapports ...
qui se trouvaient définis, d'un point de vue arithmétique, & partir justement
d'un algorithme infini, (méme si les nombres quotients successifs forment une
famille finie !). Toute l'activité d'Eudoxe fut de définir proprement la no-
tion de rapports de grandeurs, aussi bien commensurables que non, et de dispo-
ser ensuite d'un critére de séparation des deux cas (justement la Proposition
2 du Livre X). Cependant, ce critére qui porte en lui un aspect numérique pra-
tique n'est plus utilisé dans la suite des Eléments. Eudoxe ou Euclide ont-ils
voulu montrer explicitement que leur théorie retrouvait certes des vieilles *

méthodes, mais se détachait complétement des soucis du courant numéricien ?

Le Livre X, en effet, se poursuit par une classification trés géomé—
trique de certains irrationnels. Ce Livre X a eu Pratiquement une trés grande
influence sur la littérature mathématique, beaucoup plus que le Livre V qui
n'a touché que les esprits les plus remarquables. On en trouve de nombreux
commentaires chez les mathématiciens arabes et bien entendu chez les mathémati-
ciens européens a partir de la Renaissance. Mais déja, le mathématicien clef
du XIIIé siécle, Léonard de Pise, domine complétement ce Livre (cf. Chap. III
§ 4.1).

Pour vraiment suivre 1l'influence du Livre X sur les irrationnels et
la dialectique gqui va s'instaurer entre pratique géométrigue et pratigue algé-
brique jusqu'au XIXéme siécle inclusivement, il faudrait entrer dans de consi-
dérables détails a la fois techniques, historiques et linguistiques. Il faudrait

aussi dépouiller des documents peu connus dans le genre des "Traictés des quanti-

tez incommensurables", du "De Circulo" de Van Ceulen ou des ouvrages de Wolf vers

1730 en dehors méme des textes beaucoup plus connus de Léonard de Pise (Flos

Leonardi), d'Isaac Barrow (Lectiones mathematicae) et plus généralement de ceux

cités au long de ces pages.

Un tel travail d'érudition n'a pas sa place ici et 1'on comprendra gue
l'analyse effectuée aux chapitres 3 et 4 soit beaucoup plus fragmentaire et
dogmatique que celle des deux premiers chapitres. Nous ne pourrons citer que de
courts fragments de textes et souvent nous fier aux commentaires d'"érudits

historiens des Sciences.

Au terme de 1'étude du texte des Eléments, on peut conclure que la
théorie s'est débarrassée de toute manipulation sur les développements infinis.

Pourtant, P. Tannery manifestait encore a la fin du siécle dernier que l1l'idée




d'infini était sous-jacente a celle de nombre réel.

"Le plus insupportable dans les mathématiques, ce
sont les nombres irrationnels. Leur introduction
dans 1'arithmétique est un véritable scandale. A
coté de la notion de nmombre entier qui est la plus
claire du monde, d cdté des propositions les plus
pures, belles et parfaites, voict qu'apparait tout
le cortége du transcendant et de L'infint. C'est
dans le nombre réel que se sont condensées toutes
les difficultés des idées de limite, de convergen-
ce et de continuité. Si mous voulons écrire

V3 + V3 , nous ne powvons L'éviter et il est tnu-
tile de s'indigner : l'idée de l'infini est dans
la nécessité des choses ; on L'aura rédutte d ses
limites les plus simples en disant qu'aprés un
nombre entier il y en a toujours un autre, mat.s

nous ne nous en affranchirons pas".

Dans le sens de la justification des opérations numériques du corps
de nombres que constitueraient les raisons, nous avons déja noté qu'Euclide
s'arrétait en chemin (Chap. I § 5).

Mais la force des Eléments vient de 1'identification a une méme
famille de toutes les raisons de grandeurs archimédiennes par ailleurs quel-
conques. On ne saurait mieux le manifester qu'en rappelant que la démonstra-
tion, donnée par Euclide, de 1'incommensurabilité du rapport de la diagonale
d'un carré a son coté est ramenée & une démonstration sur les nombres par la
parité.

On aurait donc bien tort de réduire l'usage des Proportions dans
1'Antiquité & un simple appendice de la Géométrie. Bien des successeurs
d'Euclide et Archiméde commettront cette mauvaise assimilation, facilitée
il est vrai par la rareté de documents sur le courant numéricien.

Avant de terminer ce chapitre par gquelgues remarques Sur le nombre
m , il faut sigraler que la Proposition 9 du Livre VITT établit l'irrationa-
1lité de W@g- lorsque ﬁ- est irréductible, p et g n'étant pas des puissances

n-iémes d'entiers.




4.4 ILe cas du nombre T

Le papyrus Rhind, copié vers 1800 avant Jésus-Christ par le scribe
€gyptien Ahmés sur un texte antérieur d'un ou deux siécles fournit le calcul

de l'aire d'un cercle de diamétre d selon la formule :

1, .2 1 1, .2 .8 2
(l—gﬂd = 9(1~§)d = (9 d) .
L'approximation donnée de T est alors 3+%% ~ 3,1604 , valeur par

excés de presque 2/100
On ne sait comment fut obtenue cette approximation. En tous cas, g-d pour le
coté du carré de méme aire que le cercle de diamétre d est la meilleure for-
mule possible en quantiémes (l-%) - Peut-&tre fut-il fait usage de la pesée
(récipients cylindriques =t cubiques) ? Peut-&tre fut-il fait usage de l'arti-
fice suivant :

On prend un carré et son cercle inscrit et 1'on divise chaque cété
du carré en trois. On construit, comme indigqué sur la figure, un octogone dont

on va assimiler l'aire & celle du cercle.

Figure n° 11

. . 7 . : . =
L'aire de l'octogone est les ) de celle du carré. Par suite, le carré de méme

que le cercle a un c6té de 1'ordre de %—= 1—%— soit 1—%—= %— selon les

approximations de racine carrée dont nous avons parlé (§ 4.1).

Les Babyloniens, les Hindoux, etc, retrouveront des approximations

analogues. Toutefois, Archiméde, dans wO¥\ov METPNO1G (La Mesure du Cercle),

donne une meilleure approximation numérique. Ce faisant, il s'écarte compléte-
ment de la problématique euclidienne.

Le traité en question, trés court, est parvenu a nos jours en mauvais
état. La premiére proposition trés euclidienne d'inspiration établit 1l'égaliteé
de la raison d'une aire d'un cercle au carré de son rayon 3 celle du périmétre
de ce cercle & son diamétre.

La démonstration se conduit en &tablissant que l'aire d'un cercle est
celle du triangle rectangle dont un cété de l'angle droit est précisément le

rayon du cercle, 1'autre cété étant le périmétre de ce méme cercle. La démons-
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tration se fait par l'absurde comme au Livre XII d'Euclide. Scit S 1l'aire

du cercle, S' celle du triangle rectangle décrit.

(1) si 1'ona S > S' , alors, comme au Livre XII, on construit
un polygone (régulier) inscrit dans le cercle dont l'aire Sn est telle que
S - Sn £ 8 -8'", soit 8' ¢ Sn < S . Mais le périmétre du polygone est infé-
rieur au périmétre du cercle selon l'axiome que la ligne droite est le plus
court chemin pour aller d'un point & un autre (cf. Postulat 1 du Livre d'Archi-

méde : De la sphére et du cylindre). En outre, Sn s'obtient aussi comme aire

du triangle rectangle dont un cété de l'angle droit est l'apothéme du polygone
régulier et l'autre c6té le périmétre du polygone. Comme ces deux cStés sont
strictement inférieurs & ceux correspondants du triangle d'aire S' , on con-

clut Sn { S' ce gqui est contradictoire.

(2) si 1'on a S' » S, on utilise des polygones extérieurs au cer-
cle cette fois. Détaillons la construction (cf. Figure n°® 12). On part du
carré A'B'C'D' d'aire S! dans lequel le cercle d'aire S est inscrit.

1
Une telle construction est décrite au Livre IV (Proposition 7).

Figure n° 12

On décompose par exemple l'arc AB en deux parties égales (cf. Livre III, Pro-
position 30) en intersectant OA' et l'arc AB . En A" eon méne la tangente
au cercle (la droite passant par A" orthogonale & OA') qui détermine les
points E et F. Par les arcs capables, on note que EA" = EA . Puisque 1l'angle
A'A"E est droit, on en déduit que A'E est strictement supérieur a EA. Dés
lors, l'aire de A'A"E dépasse la moitié de l'aire de A'A"A , et de méme
l'aire de A'FA" dépasse la moitié de l'aire de A'A"B. Continuant la cons-
truction pour les autres cStés du carré, on obtient un polygone AEFB...
d'aire Sé . Pour avoir Sé , on a 6té a 1l'aire Si une quantité supérieure
4 la moitié de l'aire Si - S . On construit de proche en proche un polygone

SA ; exinscrit au cercle d'aire S , de sorte que : Sg - 58 £ S'" -5 . Soit

] ]
S ¢ Ss! ¢S
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Cependant, l'aire de SA » compte tenu de la construction, est celle
d'un triangle rectangle dont l'un des cdtés de 1'angle droit est OA" , c'est-
a-dire le rayon du cercle, et l'autre cdté le périmétre du polygone d'aire SA.
Mais ce périmétre est supérieur au périmétre du cercle et donc Sﬁ > 8' ce

qui est contradictoire.

Il ne reste plus que la possibilité S' = S , ce qui termine la
démonstration de la premiére Proposition de cet ouvrage d'Archiméde. On notera

que le fait que A"E + EA soit supérieur 4 la longueur de l'arc de cercle AA"
est un axiome rajouté par Archiméde au corpus euclidien afin de fournir la
définition de la longueur d'un arc. En assimilant la longueur de 1'arc i
l'angle, Archiméde présuppose que x € tg x pour 0 € x < g— pour employer
le langage de l'enseignement frangais actuel. On peut se demander si la
démarche d'Archiméde n'est pas préférable ! (cf. § 3).

La deuxiéme Proposition du traité De la mesure du cercle, partant

de l'approximation que le périmétre du cercle est au diamétre comme 22 a7

(%? =3 + %), €tablit que la surface du cercle est i son diamétre comme 11
a 14.
La troisiéme et derniére Proposition du traité s'énonce :
"Le périmétre de tout cercle vaut le triple du diamétre
augmenté de moins de la septiéme partie, mais de plus
des dix soixante et onziémes parties du diamétre".
En termes modernes : 3 + %%— <Tm< 3+ %

On pourra lire le détail de la démonstration modernisée d'Archiméde
dans le document annexe n° 12, la lecture du texte d'Archiméde é&tant passable-
ment lassante car les calculs numériques selon la méthode des proportions ne
sont pas explicités mais seulement les résultats. On pourra se reporter d'ail-
leurs au trés intéressant commentaire sur la Proposition III 43 & Eutocius

d'Ascalon (publié dans les Oeuvres Complétes d'Archiméde de Paul von Eecke,

voir Bibliographie).

Pour la petite histoire, rapportons que la raison du périmétre du
cercle & son diamétre fut désignée par T (premiére lettre de FEQ{UETQOQ)
depuis 1705 seulement. Nous suivrons d'ailleurs 1'histoire des déterminations

de plus en plus précises de T au chapitre III.
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1. NOTATIONS ET SYMBOLES NUMERIQUES ANTIQUES

Chague civilisation adopte des symboles particuliers plus ou moins
commodes et des notations ad hoc pour les opérations élémentaires. Il est
hors de propos de faire la chronique de l'évolution de ces notations, ni méme
de dresser un inventaire des obstacles engendrés ou surmontés par l'emploi de
certaines notations. Malgré l'oeuvre érudite d'un Florian Cajori (A history

of Mathematical Notations Open Court 1928), un tel travail d'épistémologie

historique reste encore & faire. Nous allons nous contenter de donner quelques
exemples, "piquants et amusants" comme on disait au Grand siécle, et d'indiquer

les linéaments du développement de 1l'algébre des Alexandrins & Descartes.

1.1 Systémes numériques méditerranéens

Pour les Grecs de l'dge classique, comme pour les Syriens et les
Hébreux, les lettres de l'alphabet ordonné servent aux nombres

o B Yy 6 € ¢ ¢ n 8 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

K A uw v & o m C p
20 30 40 50 &0 70 80 90 100

Ky T v ¢ X v w P
200 300 400 500 600 700 800 900

Pour 6 on utilise ¢ (vau) , 90 on utilise C:(koppa) et pour 900 on utilise
A (sampi) qui n'appartiennent pas au systéme alphabétique courant mais sont
des réminiscences de systémes antérieurs.

En combinant les symboles, on obtient les nombres jusqu'a mille
par exemple 153 [6)V % . Les nombres un peu grands sont difficilement
pensés et écrits. On se transmet avec admiration qu'Archiméde résolut un
probléme de bétail particuliérement embrouillé et qui méne & des égquations
linéaires a résoudre en nombres entiers (équations diophantiennes dans la
terminologie moderne) dont la plus petite solution entiére est de 1'ordre de
6.1012 (cf. Document n°® 13 : le Probléme des Boeufs). D'ailleurs, un ouvrage

d'Archiméde (L'Arénaire Yaupuitn ) s'occupe uniquement des grands nombres.




Nous avons déja fourni quelques informations concernant la
numération des Egyptiens.

Prenons un dernier exemple, le systéme de numération hébraique.
Les numérations décimale et sexagésimale sont concurremment utilisées. En

"hébreu carré", et dans la notation des massorétes

aleph  beth ghimel daleth hé wa zain heth teht yod
1 2 3 4

puis

:"‘1 ::I:‘ etc.

Mais les noms de nombres sont plus élaborés : 3 par exemple -"\U%W
ou 10 : -‘-1‘57!f N
Le nombre 20 est exprlme par le pluriel de 10 Q7 TN (noté < kaph), de
méme 30 est exprimé par le pluriel de 3 D“WC}WQ‘) et noté 77 lamed etc.
Grammaticalement, ces noms sont toujours & 1'état absolu devant les substantifs.
Le nom 100 est noté selon l'ordre des lettres de 1l'alphabet déja utilisées

r> (gaph) et s'écrit W NI , 200 se note '7 (resch), 300 'nﬁf‘(shin).
(R}

"

1000 se note N |, 2000 A , 3000 A, etc. et
10000 B DYN I Ty

La science mathématique israélienne antique n'est pas originale, trés
margquée par l'influence des grandes civilisations voisines. Au Moyen-Age,
1l'influence arabe sera grande, mais il y aura des productions hébraiques ori-
ginales. En outre, les traductions en hébreu rendront accessibles aux érudits

des textes antiques. (Le "calcul des poudres" de Jacob ben Nessim traite des

mathématiques indiennes).
Abraham bar Hiyya ha-Nasi au XIIéme siécle par exemple écrit un
traité des mensurations et des fractions, qui prolonge le traité plus ancien

Mishnat hamiddoth vers le IIéme siécle.

1.2 Le systéme maya

La civilisation maya, civilisation méso-américaine brillante du IV
au IXeémes siécles de notre ére, établit un systéme numérigue assez original

dans le maniement des trés grands nombres. De nos jours, on ne sait & coup sir
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déchiffrer de l'écriture hiéroglyphique maya que les calendriers et les
computs. Il se trouve que les cycles du calendrier maya sont assez longs
et on est surpris de trouver dans les computs de trés nombreux cycles
(Une stéle de Quiriya mentionne une durée de 300 millions d'années). Il
faut ajouter aussitét que les fractions semblent A peu prés inconnues et
que les Mayas pour comparer des grandeurs semblent préférer prendre le plus
petit commun multiple. Ainsi, la période de 37960 jours correspond & 65 cycles
vénusiens de 584 jours (moyenne admise par les Mayas), 104 années rituelles
de 365 jours et 146 cycles divinatoires de 260 jours.

Les symboles sont le trait horizontal — wvalant 5 et le point
valant 1 , de sorte que 6 s'écrit —— et 13 ——=. Le systéme est un systéme
de numération & position de base 20. L'ordre est de haut en bas dans le codex

de Dresde et sans indication hiéroglyphique d'unités. Ainsi, 152 s'écrit

.

Cependant, 3 la troisiéme position, les choses se compliquent et

il convient de multiplier par 360 (18 x20) au lieu de multiplier par 400

(20 ¥ 20) pour connaltre = 1875.

|

Dans d'autres manuscrits, notamment en ce qui concerne l'indication
des dates de "l'Ancien Empire", figurent les hiéroglyphes des unités, vingtai-
nes, etc., a partir d'une origine de l'ére maya (4 ahau, 8 cumku) qu'on situe

au 12 aodt 3113 avant Jésus-Christ.

g

Le glyphe (@ indique 1'absence d'un certain ordre. Ainsi vaut

. e @

1818 et est distinct de qui vaut 118. De méme,

566 |

désigne 1 353 600 (En termes de durée, on lit 9 baktuns, 8 katuns, O tun, O
uinal, 0 kin o 1 baktun wvaut 20 katuns, 1 katun vaut 20 tuns, 1 tun vaut 18
uinals et 1 uinal vaut 20 kins).

Cependant, des experts estiment que QLD ne désignerait pas notre
zéro, mais une réalité "d'achévement".

Il convient d'ajouter que les textes ne livrent aucune mathématique
originale en dehors de calculs remarquablement précis concernant le calendrier
(lunaire, solaire, vénusien) et reliant les observations sur les cycles astro-

nomiques (lunaisons, éclipses, année tropique). Pour ces calculs trés précis,
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il semble bien qu'une arithmétique &lémentaire, sans fractions, ait suffi.

2. NOTATIONS ET ALGEBRISATION AU TEMPS DE DIQPHANTE

Les progrés dans le domaine numérique vont provenir de 1l'emploi
de meilleures notations et d'un recours i des techniques algébriques.

Méme si les systémes de numération méditerranéens ont bien de la
peine face aux grands nombres, au contraire du systéme maya par exemple,

1'idée de la suite infinie des nombres entiers est assurée.

Ainsi, Euclide démontre qu'il y a une infinité de nombres premiers
(si Py1PyseP sont les n premiers tels nombres, (pl.pz....pn)+l en est un
autre distinct : Proposition 20 du Livre VII). Ceci prouve bien que la notion
de suite infinie des entiers est maitrisée (au moins sous la forme d'infini
en puissance selon le vocabulaire aristotélicien). D'ailleurs, Aristote dit
explicitement que "ce n'est pas le nombre qui est infini, mais sa représen-
tation'.

Les opé€rations élémentaires sont effectudes en colonnes avec rete-
nues. Pour les fractions, on utilise la notation prime, ainsi %%— s'écrit
1272 .

A l'époque de Diophante, mathématicien grec d'Alexandrie aux alen-
tours du milieu du 3éme siécle aprés Jésus-Christ, les notations sont déja
€laborées. L'influence de Ptolémée, mais surtout d'Héron et de Nicomaque
(un pythagoricien attardé autour du ler siécle aprés J.C., donc plus intéressé
par les nombres que par la géométrie euclidienne) y est certainement pour
quelque chose. Tant Héron que Nicomaque traitent des problémes, éventuellement
d'origine géométrique, mais en ne se servant que des nombres et des opérations
€lémentaires. On voit ajouter un diamétre i une aire, ce qui montre que seule
la quantité numérique est en jeu.

Apparaissent vers cette époque de courts ouvrages donnant des é&non-
cés de problémes -que nous qualifierions d'algébre élémentaire- et guelques
fois, les techniques de solution. Une forme littéraire particuliére fleurit
ot l'on fait appel aux héros mythologiques et i toutes les ressources de la
fable pour présenter des devinettes mathématiques. Qui ne connait 1'age de
Diophante (84 ans) par le fait qu'il vécut en enfance le 1/6 de sa vie, 1/12
de la durée de sa vie plus tard la barbe lui poussa ; 1/7 de sa vie plus tard
il se maria et son fils naquit 5 années aprés. Le fils vécut la moitié de

l'age de son pédre et le pére mourut 4 ans aprés le fils !




L'oeuvre essentielle de Diophante, Arithmetica en 13 livres, ne
nous est parvenue qu'en fragments. Il s'agit d'une ccllection de problémes
séparés, dans la tradition babylonienne ou égyptienne. En ce qui concerne

notre sujet, l'apport de Diophante est double :

- d'une part, l'introduction d'un symbolisme algébrique rudimentaire
débouchant sur des écritures qui sortent du domaine géométrique comme les nota-
tions de puissances d'ordre supérieur a 3 ou les produits de plus de trois fac-

b4 Y

teurs. Ainsi A (A pour §0vaple : puissance) pour le carré, K (K pour

> Y
kOBog) pour le cube, Ak pour la puissance d'ordre 5 , etc. ;

- d'autre part, l'autonomie de traitement des problémes algébriques
et numériques. Les identités algébrigues remarquables n'apparaissent pas comme
des conséquences géométriques et les fractions d'entiers apparaissent comme
des nombres et non plus comme des "raisons" en dehors du champ numérique.
Cette autonomie empéche peut-étre d'accorder un droit de cité aux nombres
irrationnels. Le lien avec l'algébre géométrique n'est pas fait et il faudra

attendre Viéte et Stevin pour cela au XVIIéme siécle.

Sur le plan des méthodes, la lecture de Diophante dégoit en ce sens
que des idées générales ne se dégagent pas. Pourtant, de grands mathématiciens
comme Fermat ou Viéte se réclameront explicitement de Diophante. En cutre, la
méthode axiomatique, qui depuis le corpus euclidien restait la régle dans la
mathématique grecque, est abandonnée. Le champ numérique ne connaitra pas
avant la fin du XIXéme siécle d'organisation axiomatigue. Il faut ajouter
que Viéte et surtout Descartes auront pensé ramener ce champ numérique dans
le giron géométrique, donc auront cru en avoir ainsi solidement établi les

bases.

3. APPORTS HINDOUS ET ARABES

Les Hindous sont sans conteste les successeurs mathématiciens des

Grecs. Ils n'ont pas innové en matiére de géométrie, mais en ce gui concerne

H

1'arithmétique et 1'alg@bre, ils ont pu abstraire bien des idées portées pa
le courant numéricien que nous avons quelque peu suivi (Chap. II § 4).

En ce qui concerne notre étude, un certain nombre d'adjonctions
sont techniquement importantes. Il convient toutefois de noter que les textes
mathématiques sont, comme aprés Diophante, présentés sous forme de devinettes,

d'amusettes délicieusement académiques. Ainsi :
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"Au milieuw du combat, le furieux fils de Prit'ha prit
un certain nombre de fléches pour tuer Carna ; il en
uttlisa la moitié pour sa défense, le quadruple de la
racine carrée contre les chevaux ; sixz fléches trans-
percérent le cocher Carna et brisérent sa banniére et
son arc et une lui traversa la téte. Combien de fléches
availt le fils de Prit'ha 2"

3.1 Apports hindous en Arithmétique et sur 1'infini

En arithmétigue, Brahmagupta en 628 utilise le nombre 0 avec sas
propriétés opératoires :

a-a = 0 at0 = a a-0 = a Oa =0= a0 .

On doit aussi aux mathématiciens hindous la notation de position
pour la numération. Par contre, les nombres négatifs ne font que lentement
leur apparition et un mathématicien comme Bhiskara au 12é&me siécle, aprés
avoir trouvé deux racines 3 une équation, dont une négative, éliminera la

négative sous le prétexte que "l'on ne peut approuver les solutions négati-

ves'.

Le r6le du zéro est intéressant vis-a-vis d'expressions telles que
a - a - s
- Bhaskara note en gros que e @ (a>0) et o+ a= % en précisant

"En cette quantité, qui consiste en une fraction avee le
zéro pour diviseur, il n'y a aucun changement, quoiqu'on
ajoute ou l'on retranche ; de méme qu'aucun changement
ne se 'produit em Dieu, L'infint et 1'tmmuable, méme dans
les périodes de création ou de destruction des mondes et

quoiqu'd ces périodes un grand nombre de choses se dis-

solvent ou émergent'.

a
Bien plus tard, en 1558, Ganésa déclare que ) est

"wne quantité non définie, illimitée ou infinie puisqu'on
ne peut déterminer sa grandeur. Elle ne change pas par

addition ou soustraction de quantités finies".




eurs que certaines séries convergentes fussent

cas bien avant le

en Europe occidentale.
Cependant, on ne note aucune volonté théorique dans ces débuts d'analyse

de liexr int et différentiation comme

infinitésimale et pas de

ce sera au contraire le cas avec cf. Chapitre IV).

de Talakulattura, te

2 gu' exg

Donnons

un commentaire (le Yukti-Bhasa) du Tantra-samgraka de Nilakantha

apres

On parvient par la trigonométrie €lémentaire a la relation (cf.

rh

Figure n°® 13) P'B' = ——— si 1 = OA = OB' = OP' et on identi 1'arc

OP.OB
34 la longueur en gqguestion (lorsque l'angle AOB est petit) de sorte que :

ie

PB PB

P ] 5 P = = e— .
) g
oP”  OA“+AP”
1 4

(En effet, PB = tg AOB - tg AOP , OP = ————— , OB = — e et
) ‘ cos AQP
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n-1
1 1
Tenant compte de lim ( X kp) = —— , on "déduit" :
ptl & p+1
Ny I k=0
3 5
ArcAB'=t—-§'+%+..
soit en notations modernes :
3 5 n
_ _t t (-1) 2n+1
Arctg t = t 3 + z + ...+ il t .

En admettant la validité du calcul pour t = 1 , on en déduit un procédé,

m
d'ailleurs incommode, d'approximation de 1

Bien entendu, il n'y a aucune théorie de la convergence ou des nombres réels.

En ce qui concerne la théorie des nombres proprement dite, les
€quations diophantiennes, de Pell-Fermat notamment, sont envisagées. Aryabhata,
en utilisant l'algorithme d'Euclide (cf. Chap. II § 4.2), donc les fractions
continues, détermine toutes les solutions en nombres entiers des équations de

la forme : ax + by =c ;a, b, c €N,

3.2 Apports hindous sur les irrationnels

L'absence de théorie sur les irrationnels du style de celle d'Eudoxe
a certainement favorisé une manipulation algébrique des nombres irrationnels.
On ne pose aucune difficulté quant 3 1'addition ou & la multiplication de nom-
bres irrationnels, lesquels ne reposent sur aucun support géométrique apparem-—
ment. Les techniques algébriques usuelles du style Ya + v/b = /a+b+2/ab sont
systéﬁatiquement utilisées "comme pour les nombres entiers" ajoute méme

Bhdshara. La description de telles identités reste verbale. Ainsi pour :

/3 + /12 = /1J:§:+ 12 . 3

on lit dans Bhashara

"La racine du quotient de la plus grande sourde divisée
par la moins grande & laquelle on ajoute L'unité, la-
quelle somme étant prise au carré et multipliée par la

plus petite sourde fournit la somme des deux sourdes™.

Le mot "sourde" (numeri surdi) fort employé au Moyen-Age occidental
pour les irrationnels provient du persan a sour.
Au point de vue algébrique, il y a beaucoup plus de notations sys-

tématiques que chez Diophante par exemple.




3.3 Apports arabes

Dés les premiers caliphats, les arabes établiront des contacts
culturels avec le monde byzantin et obtiendront des manuscrits des oeuvres
grecques classiques qu'ils traduiront assez vite en langue arabe. Grédce &
eux, nous disposerons des oeuvres grecques.

Au sujet des nombres irrationnels, il en est de méme pour les
Arabes que pour les Hindous, a savoir une absence d'inguiétude quant & la
base logique des calculs mais une grande habileté. On pourrait d'ailleurs

recenser les interventions de plus en plus fréguentes au cours des siécles
d'égalités du type Vab = Jg:vg ou y¥ab = a{gr.

On comprend d'autant mieux la position isolée d'Abu J'afar Ahmad
ibn Jusaf ibn Ibrahim ibn Al-Maya al Misri vers le début du IXéme siécle qui,
bien que rejetant les difficultés du Livre V, tente de fonder une théorie
des proportions plus élémentaire & partir des seuls résultats importants du

Livre V.

On sait bien que l'algébre doit son nom au livre du mathématicien
Mohammed Ibn Musa=-Al Kowdrymi vers le IXéme siécle, livre intitulé "al jabr

w'al muq&bélé" et traduit au XIIéme siécle en latin (Ludus algebrae et almuc-

grabalaeque) . Il est notable que malgré 1l'appareil analytique assez développé
(notations, abréviations systématiques, etc), l'oeuvre d'Al Kowdrymi reste
trés proche des explications géométriques, de l'algébre géométrique du Livre
VI des Eléments d'Euclide en utilisant par contre les sections conigques et
éventuellement d'autres courbes. Omar Al-Khayy&m explique avec force cette
conception d'une algébre géométrique, l'algébre étant considérée comme une

technique de résolution des équations :

"Les résolutions algébriques ne s'effectuent qu'd 1'aide de
L'équation, c'est-d-dire en égalant ces degrés les uns aux
autres, comme cela est bien connu. Si l'algébriste emploie
le carré-carré dans des problémes de mesure, cela doit s'en-
tendre métaphoriquement et non pas proprement, puisqu'il est

absurde que le carré-carré soit au nombre de grandeurs mesu-—

2]

rables. Ce qui rentre dans la catégorie des grandeurs mesu-
o)

e

d'abord une dimension, a savoir la racine, ou
son carré, le cdté ; puis dewx dimensions
urface ; et le ecarré (algébrique) fait partie des

urables, étant la surface carrée. Enfin trois

carrés..." (Omar Al-Khayyam, Algébre, traduction de

F. Woepcke Paris 1851).




Mais une équation nécessite & la fois une démonstration "algébrique"
et une construction géométrigue. Cela est facile quant aux éguations du ler et
du deuxiéme degré, grdce aux Eléments d'Euclide ou aux Données d'Euclide. Mais
pour les égquations du troisiéme degré, "les propriétés du cercle" ne suffisent
pas et Omar Al-Khayyam insiste sur le fait constaté mais non démontré qu'on ne
peut fournir les racines & partir de racines carrées portant sur les coeffi-

cients et qu'il y faut utiliser les Sections Coniques d'Appolonius. Il ajoute

que "peut—E€tre un autre qui nous succédera comblera-t-il cette lacune' en
donnant une démonstration de l'impossibilité, ce qui sera effectivement fait
par P.L. Wantzel en 1837. L'auteur du Rubbayat laisse entrevoir un développe-
ment autonome de l'algébre lorsqu'il écrit en parlant des procédés géométriques

de résolution des équations du troisiéme degré

"Et sachez que la démonstration géométrique de ces
procédés ne remplace pas leur démonstration numéri-
que, Lorsque l'objet du probléme est un nombre,- et

non pas une grandeur mesurable.”

Précisons la position d'Omar Al-Khayyam. Vers 1077 il écrit un
commentaire sur les difficultés rencontrées dans les introductions sur le
livre d'Euclide. Avec force, Al-Khayyam assure que le Livre V est juste, mais
non vrai et il préconise pour définir un nombre la méthode des fractions conti-
nues.: c'est le retour & l'antique méthode numérique, l'antypharése éventuelle-
ment infinie. Il tente d'établir l'éguivalence logique de cette définition avec
la théorie eudoxienne et traite donc de la méme fagon numéri@ue raisons commen-
surables ou non. En outre, Al-Khayyam "démontre" l'existence de la quatriéme
propo?tionnelle selon le principe de continuité comme nous l'avons fait au
Chap. I § 3,5.

Cette position semble isolée et la legon ne sera pas comprise en

Occident.

4., LES NOMBRES DANS LE MOYEN-AGE OCCIDENTAL

Dés le début du haut Moyen-Age, l'héritage grec disparait compléte-
ment. Quelques auteurs tentent de maintenir l'ambition d'un Savoir unifiant
en traduisant en latin et en commentant les oceuvres de toute nature de 1'Anti-

guité. Visiblement, ces auteurs (Boéce, Isidore de Séville, Béde le Vénérable,




etc) n'innovent pas sur leurs prédécesseurs et qui plus est ne semblent pas
toujours bien comprendre ce qu'ils traduisent. Scientifiquement, c'est la
nuit.

Quelques lueurs, par-ci, par-1l3, proviennent d'hommes qui se sont
mis en contact avec la civilisation musulmane, comme Gerbert d'Aurillac, pape
de l'an mil sous le nom de Sylvestre II, et qui effectua un séjour en Espagne
vers 968. En laissant aux érudits le soin de déterminer des priorités, on
peut dire gque Gerbert introduisit en Occident les chiffres arabes et la pra-
tique de l'abaque, ol les chiffres prennent des valeurs (unités, dizaines,
centaines, etc) selon la colonne dans laguelle ils s'inscrivent. Des procédés
techniques de calcul opératoire (multiplication et division surtout) s'imposent

peu a peu et il suffira de faire disparaitre les colonnes et de mettre un zéro-

13 ot il n'y a pas de jeton sur 1l'abaque, pour disposer d'une arithmétigque algo-

rithmisée. Ainsi, le calcul de 4g$9 se fait systématiquement de la facon sui-
vante
4019 40.13 + 19 539 5.13 + 39
T——— + — e — 2 e
a7 - 20" Tiooe13  C 40 * Tooe13 T 40+ 5 T
104 17
= 4 == = + + —
40 + 5 + 87 40 + 5 + 1 57

d'ol la valeur de la division : 46 par défaut.

Bien que les mathématiques aient une place de choix dans les études
au Moyen-Age (le quadrivium, rappelons-le, comporte l'arithmétique, la musique,
la géométrie et 1'astronomie), cette place se situe en début d'études et au
titre de technique qui n'appelle pas en soi la spéculation intellectuelle.

Au XIIéme siécle, paraissent un trés grand nombre de traductions
latines, plus ou moins bonnes, des ceuvres grecques pieusement conservées par
les Musulmans et également des oeuvres musulmanes originales.

Donnons pour seul exemple celui d'Adélard de Bath qui aprés avoir
étudié & Tours et Laon, voyage en Sicile, en Palestine, visite sans doute
Bagdad, Damas, Le Caire et traduit les Eléments d'Euclide, l'Almageste de

Ptolémée, le Liber ysagogarum d'al-Kowdrymi. Les Croisades, les disputes théo-

logiques avec les Byzantins, la division de 1'Espagne expliquent en partie
cette floraison.

Le XIIIéme siécle intellectuel va étre subjugué par la richesse
philosophique et scientifique des Grecs. Cette fascination aurait pu produire
en mathématiques des effets positifs rapides. Il n'en fut rien, sans doute
parce que le climat intellectuel de ce XIIIéme siécle n'est vraiment pas

celui de la liberté, mais de l'autorité (Grégoire IX lance 1'Inquisition en
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1231). Assez vite, aprés les premiéres condamnations vers 1215, Aristote
devient 1l'autorité indiscutée et indiscutable et bien téméraire qui, comme
Roger Bacon, souhaiterait voir briler toute 1l'oeuvre d'Aristote "eqr c'est
une perte de temps que de l'étudier, une source d'erreurs et un facteur de
multiplication de 1'ignorance". Un nom émerge nettement, celui de Léonard de

Pise.

4.1 Le Liber Abaci de Fibonacci

Léonard de Pise (parfois mieux connu sous le sobriquet de Fibonacci)
fut mis trés jeune en contact avec le monde arabe par le négoce. Il compose

en 1202 le Liber Abacci, ouvrage vite célébre et trés longtemps utilisé, puis

la "Practica geometriae" en 1220. Il figure au sommaire de ce Liber abaci des

rubriques bien €loignées de l'esprit de la mathématique grecque : calcul des
prix ou trocs et ristournes, tous procédés provenant des besoins mercantiles
de 1l'échange. La régle de trois est reine. Ainsi, il s'agit de savoir combien
de "Rotuli" (unité de masse) de laine 41 est possible d'échanger contre 50
aunes de drap, sachant que 20 aunes de drap valent 3 lires et qu'avec 5 lires
on a 42 "rotuli" de laine. Léonard de Pise présente les choses de la facon

suivante (figura cata)

3 lires 20 aunes

\

42 rotuli 5 lires 50 aunes

On fait le produit des trois nombres liés par un trait et on divise par le pro-
duit de ceux qui restent.

Heureusement, d'autres chapitres relévent le niveau et témoignent de
1'habilité de Léonard de Pise dans la manipulation algébrique des nombres, des
fractions, des racines carrées ou cubiques. Il n'y a pas utilisation de la
géométrie, et d'ailleurs son livre sur la géométrie a le titre suggestif de
"pratique de la géométrie”.

Trés intéressante pour nous est la résolution dans la "Flos Leonardi"
d'une équation cubique soumise 3 titre de défi par Jean de Palerme.

P(x) = x5 + 2x° + 10x = 20 .

Cette équation posséde une seule racine, positive, qu'il s'agit de déterminer.
On commence par établir gqu'aucun entier positif ne peut convenir et que la

racine est comprise entre 1 et 2 car :




Sans explication, il fournit d'ailleurs une valeur approchée de la racine :

22 7 42 33 4 40 -
1 + o T - T i 3 + o == ; exacte & 3.10 il prés.
o (60) “ (60) (60) (60)~ (60)

Cette racine de 1'équation ne peut pas étre un nombre rationnel, ce que montre
Léonard de Pise et gu'un moderne retrouve facilement (S5i % , irréductible, est
C

racine, g divise 1).

Bien entendu, la racine X ne peut &tre racine carrée d'un nombre

: ; 4 : . . 20-2x2 :
rationnel car dans ce cas X aussi serait rationnel (x = ——— ) ce qui . est

10+x2
impossible. Léonard de Pise montre que x ne peut méme pas étre un irrationnel

de la forme traitée par Euclide au Livre X (cf. Chap. II § 2.3 et § 4.3).
Au Livre X, Euclide a classé les nombres irrationnels de la forme

va * Vb en douze classes disjointes. Cette fastidieuse classification sera
trés étudiée aux différentes époques de l'histoire jusqu'aux temps classiques.
Chez Euclide, les grandeurs comme va £ JB ne sont pas des nomﬁres, mais au
contraire, chez Léonard de Pise et chez la plupart des mathématiciens arabes
ou hindous, ces grandeurs sont traitées comme des nombres. L'assertion de
Léonard de Pise repose en fait sur le Livre X. Supposons que la racine X
s'écrive sous la forme Ya*+vb o a/b n'est pas un carré parfait, a et b

& . . i 2
étant rationnels. On devrait avoir X = f5 :.ﬁg et donc

(a t VB) (10 + Va £V¥B)2 = 4(10 - 152 .

i

Traitons le cas va + Vb par exemple
fé@ao + a + 3b] + \rb[_lE%O + 3a + b] = 400 - 16(a+b) - 32{&1—‘; .

Justement, Euclide montre que de telles égalités sont impossibles, car elles

correspondent & des classes distinctes de sa classification.

4.2 Les Ecoles d'Oxford et de Paris

Malgré le joug de l'autorité, 1l'essor des universités est considéra-
ble au XITIéme siécle et au début du XIVéme siécle et la science "scholastigue"

fleurit. Diverses Ecoles sont frondeuses envers Aristote et repensent le rapport

=

de la Science (la Philosophie naturelle : qui restera "natural philosophy" en

anglais), de la Philosophie et de la Théologie. Les Ecoles d'Oxford (Robert




Grosseteste, Roger Bacon, Thomas Bradwardine, Guillaume d'Ockham) et de
Paris (Jean Buridan, Nicole Oresme) sont les plus célébres. Rien entendu,
ni y est longuement discuté et toutes les difficultés
Grecs sont & nouveau reprises
et repensées. Par exemple, l'angle "corniculaire" (angulus contengencie),
dont nous avons parlé au § 3.2 du chapitre I, refait son apparition. Pour

Jean

qu'on croira gu'il

une grandeur non

est l'auteur des démonstzy

nulle. Campanus s

S~
S
| =
E
=
@
fou
o
~

détermine avec OT un angle qui prend toutes les valeurs depuis l'angle droit
Jusqu'a 0 ... en passant par la valeur de l'angle de contingence ! Plus tard,

Jacques Pe icitement la valeur

1
nulle & cet angle, tandis que Clavius, un autre commentateur d'BEuclide vers la

fin du XVIéme siécle, dira que une grandeur d'une
autre nature que celle de l'angle de deux droites. Mais nous remettons au
Chapitre IV la discussion concernant les grandeurs continues at au Chapitre VI
l'examen des différentes attitudes devant 1'infini. Restons plutét fidéle au

théme de ce chapitre.

4.3 Nicole Oresme et

Evéque de

Oresme va introduire

XIVéme siécle, des exposa
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1/mn

n/m 1/m
= (a ) etc. ..

1/m _1
avec les régles telles que a = (an) , a / .b /n
C'est un début de manipulation algébrique des nombres et dans sa lignée
s'inscrit la découverte des logarithmes par John Napier vers 1594 (Mirificis

Logarithmorum Canonis Constructio, publié seulement en 1619).

Plus original encore est l'emploi d'une représentation graphique
pour la représentation d'un phénoméne changeant avec le temps. Nicole Oresme
représente 1l'"intension", c'est-a-dire 1l'intensité, par un trait vertical au-
dessus du point de 1'"extension", c'est-a-dire la place du phénoméne,soit dans

1l'espace, soit dans le temps. Ainsi, dans "De Uniformitate et Difformitate

Intensionum", Nicole Oresme étudie la vitesse, qui varie avec le temps depuis
la valeur OA en t = 0 jusqu'da O en t = B (cf. Figure n° 15).

A

Figure n° 15

O B
Le mouvement uniformément ralenti étudié est donc tel que le mobile parcourt
dans le méme temps la méme longueur qu'un mobile animé d'une vitesse constante
égale & la moyenne entre la vitesse de départ et celle d'arrivée. En effet, le
produit OC x OB , d'une vitesse par un temps, mesure l'espace parcouru par le

OA+BB _ OA

mobile de vitesse constante OC = — =5 - A son tour, l'aire du triangle

AOB mesure l'espace parcouru par le mobile uniformément ralenti. Or, géométri-
quement, l'aire AOB est égale a l'aire du rectangle OEDC.

Techniquement parlant, 1l'attitude d'Oresme est novatrice, car elle im-
plique une volonté quantitative sur le mouvement. Qu'on ne s'y trompe pas : la
représentation est géométrique et non pas numérique ; mais on ne craint pas de
figurer une longueur par une aire, ce qui est un pas de plus vers l'algébrisa-
tion. La legon d'Oresme aura peu d'influence sur ses descendants directs.
D'ailleurs, l'esprit scholastique, cultivé pour lui-méme, va bloguer, pour
deux bons siécles, tout effort d'interprétation scientifique de la Nature.
Heureusement, la fin du Moyen-Age va voir s'éclore tout une richesse d'inven-
tions techniques. C'est sur cette accumulation de connaissances techniques,
remarquablement variées,que les savants de la Renaissance pourront fonder les

_bases de la science moderne. Il n'est pas inintéressant de noter gu'au XVéme
siécle paraissent de trés nombreux ouvrages en langue vulgaire traitant des

opérations arithmétiques propres au négoce avec quelquefois beaucoup de saga-

cité.
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5. ECOLES ITALIENNE, FRANCAISE ET ALLEMANDE DE LA RENAISSANCE

Peu a peu, les mathématiciens s‘haﬁituent 4 manipuler les irration-
nels comme des nombres et l'empirisme pratique régne. Toutefois, quelgues
scrupules se font jour ici ot 1a&.

Nicolas Chuquet, mathématicien frangais, dégage le calcul de la
géométrie. Pour le manifester, il propose de noter racine seconde ou tierce

la racine carrée ou cubique (Le Triparty en la science des nombres Lyon 1484).

Son oeuvre ne sera pas publiée et son contemporain Luca Pacioli publie en 1494

une Summa de Arithmetica, Geometria Proportioni et Proportionalita ol l'algé-

brisation est de plus en plus accentuée. Les doutes sont clairement exprimés
par Michel Stifel, un des grands mathématiciens de 1l'Ecole Allemande, dans son

Arithmetica Integra parue & Nuremberg en 1544. D'une part :

"Puisque, en prouvant certaines figures géométriques,
quand les nombres rationnels ne nous peuvent servir,
ce sont les irrationnels qui intervienmnent et mon-—
trent exactement ces choses que ne peuvent montrer

les rationnels... nous sommes alors conduits 4 assurer
que ce sont vraiment des nombres, conduits et obligés
par les résultats qui proviemnent de leur utilisation,
résultats que nous percevons comme réels, certains et

constants".

Cependant, d'autre part, Stifel est heurté par la représentation décimale,
non périodique et infinie de ces nombres irrationnels et c'est au nom de ce
rSle diabolique de 1l'infini que lui aussi les récuse. Voici son texte origi

nal :

"Non autem piotest diei numerus verus, qui talis est ut
praecisione careat et ad mumerus veros nullam cognitam
habeat proportionem. Sicut igitur infinitus numerus, non
est numerus ; sic irrationalis numerus non est verus

numerus, quum Laterat sub quadam infinitatis nebula'.

(Traduction libre : Il n'est cependant pas possible d'appeler vrai nombre

celui dont la nature est de tendre vers la précision et n'a pas de proportion
connue avec tout nombre vrai. De méme qu'un nombre infini n'est pas un nombre,
de méme un nombre irrationnel n'est pas un vrai nombre, mais reste caché dans

une nuée d'infini.)
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Les Italiens vont manipuler ces irrationnels sans trop se poser de

questions :Cardan, Tartaglia, Bombelli, Ferrari. Quelques dates : 1'Ars Magna

de Cardan est de 1545, sa Pratica Arithmeticae generalis et mensurandi singu-

laris de 1532, le General trattato di numeri et mesure de Tartaglia est de

1556

Bombelli obtient V2 =1 + %— de la méme fagon que le

1

+ 2+ """

mathématicien hindou Aryabhatta (cf. § 4.1 du chapitre II).
Avec le frangais Francois Viéte, l'algébre va considérablement avan-

cer. Il l'appelle d'ailleurs logistica speciosa par opposition a logistica

numerosa pour l'arithmétique (In Artem Analyticam Isagoge 1591). Il introduit

des symboles littéraux et donne les identités remarquables :(a+b)3 etc. On
doit & Viéte une expression pour le calcul de 7 , obtenue en inscrivant dans
un cercle des polygones réguliers de 4,puis 8, puis 16 cdtés, etc :

2 90° 90° 90°
cos - cos T~ cos

.o

D'ailleurs, Viéte calcule 7 avec 10 décimales exactes et des déter-

1l

minations de plus en plus précises sont obtenues, notamment par les calculs de

L. van Ceulen aboutissant selon les procédés d'Archiméde & 34 chiffres exacts.
P ; : =6 n 355

On en déduisit une excellente approximation (10 prés) avec 113 - Huygens

résumera ces travaux dans un remarquable petit traité : De circuli magnitudine

inventa (1654). Il est trés notable que dans ces travaux numériques, les
mathématiciens s'habituent 4 considérer les rapports comme des nombres suscep-
tibles des techniques opératoires d'addition, de soustraction et de multipli-

cation. Viéte insiste sur cet aspect numérique dans De numerosa potestatum

purarum atque adfectarum ad exegesin resolutione (1600) et Zeteticorum libri

quingue (1593) et la virtuosité de Viéte marquera ses successeurs (cf. § 6).

En 1625, Grégoire de Saint Vincent (Opus Geometricum) montre que la

convergence, du moins dans les séries géométriques, est suffisamment comprise

pour réfuter Zénon lequel en ce qui concerne Achille et la tortue

"fait exactement comme si les sections de temps entre

ales, alors que ces

4

chacune des divisions étaient é

»

ections se trouvent eZZ§Sﬂmémes déterminées par une

w

série géométrique décroissante’.

Par suite, il suffit d'additionner ces sections, bien qu'infinies
en nombre, pour avoir un temps fini. Tout le XVIIéme siécle et le XVIII&me

siécle vont devoir malgré tout préciser le sens de cette addition.
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L'ingénieur et mathématicien Simon Stevin, qui avait écrit un "Livre

de compte de prince & la maniére d'Italie" (1608), allait aider & mieux faire

assimiler les irrationnels comme nombres par l'introduction de la représentation

décimale. Cette introduction est expliquée dans l'Arithmétique (La Practique

d'Arithmétique 1585) sous le titre : la disme enseignant facilement expedier
par nombres entiers sans rompuz, tous comptes se rencontrans aux affaires des

Hommes.

La notation de Stevin est encore bien lourde, ainsi pour 3,141..., il
écrit : 3 @1 @4 @1 Q) ...

Les nombres entourés d'un cercle désignent la puissance de %6 correspondante.
La encore, il suffira de se débarrasser de ces (:),(D r +++ ce que l'on fera
bien vite. Ce que fait Clavius, qui d'ailleurs sera un professeur trés influent
par ses écrits jusqu'a Descartes, dans son Astrolabium en 1593.

D'autre part, Stevin insiste sur le fait que les irrationnels possé-
dent exactement les mémes propriétés opératoires que les némbres réels et doi-

vent donc &tre censidérés comme des nombres i part entiére.

Mais étudions de plus prés son Traicté des incommensurables grandeurs,

avec une Appendice de l'explication du dixiéme livre d'Euclide (1634). Ce traité

commence donc par une explication fort intéressante.
AY LECTEVR
KNP RES gie nons anions yoy
\_‘\\ ;\\.\-; vale | 7 . e g . 1 &
) VPRI 7/ revess le Dixiefme lnre dEucli-
Mg LS T .

Ny embm vy

! "
SR destraifTant des Inconmznfrras
TSR ST

L Y

enrsgofliLe 5 reles
Plefrecrs covimentatenrs (i le mefme,def. quels
asscims le ivzeoient powr la plus profonde qon
Ancomprebenfible matiere de l1 Mathematigre,
les antres que ce font propafitions trop obfcures,
€5 la croix des &‘J«I.zrbcmm‘irimrs Et guontre
celaie me perfuadess (guele follie ne faicE {'opi-
nion compictive aux hommes 2)dentendre céﬁe
amatiere par fes caufes, ¢or qid'elle waen fos tel-
les dyfftcuddtes_comne bon effinie Vilgairement,
1 e fuss adiloiné den d:feripre ce traiété,
Simon Stevin explique que la difficulté tient & ce que de nombreux
théorémes sur les nombres se décrivent par les grandeurs (du Livre V) et seraient

difficiles & établir par les seuls nombres tandis que réciproquement des problé-

mes sur les grandeurs ne se peuvent résoudre facilement sans les nombres.
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"Par exemple, nous savons que 1 est incommensurable
a Y2, mais comme 1 & V2, ainsi le cdté du carré de
la diagonale, par quoi le cdté du carré est incom-—
mensurable d sa diagonale, ce qui nous serait im-

~ .

posstible a4 savoir sans les nombres'.

Puis Stevin déclare qu'en fin de compte le Livre X n'est guére diffi-
cile si 1'on maitrise les racines carrées ('"la connaissance desquelles est
nécessaire, vu que sans la méme L'on se tourmente en vain en cette matiére')
et si 1'on sait que le Livre X classe en douze catégories les V¥a tVb , mais
en €liminant les nombres pour ne garder que les lignes géométriques. Cependant,
"une méme ligne se peut dire en quelque ville de 5 pieds, laquelle sera en une
autre peut-étre de 4+2 pieds”. Stevin récupére donc quant 4 lui les nombres et
l'on doit pouvoir partager en proportion rationnelle ou non une ligne. Quelle
est alors la raison des génes causées aux mathématiciens par le Livre X ou l'on

ne figurent pas les radicaux ?

"Certes, je ne vois autre raison, sinon qu'ils ne les
tenaient pas pour nombres, mais pour quantités irra-
tionnelles, irréguliéres, inexplicables, sourdes,
absurdes et pas dignes d'étre citées en propositions

mathématiques"”.

D'old l'essentielle thése 4 dans la liste ci-dessous

THESES
MATHEMATIQUVES.

THESE L
QV € Lionmite ef'r’rnomére.

THEeEsE 11,

Que nombres quelconques pewnent eSire
nombres quarrez, cubiques, de quarte quan-

tite, ¢/c.

TuEsE 111,
Que racine quelcongue et nombre.
THESE 1111,

Quil 2y & awcuns nombres abfurds, ir-

rationels, iricgullers, inexplicables, o fourds,
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S. Stevin se propose de décrire alors tous les nombres irrationnels
mon pas seulement des douze lignes binomiales et leurs racines, comme au dit
diziéme livre, mais de millenomies lignes et de leurs racines de racines jus-

ques en infini". Quel vent d'air frais |

C'est avec joie qu'on citera la fin de 1'exorde

- Mais (me dira quelcsn) quelle peut
estrelvtilie de ceste matiere, veu quse les cho-
Jes qui fout & mefurer o partir asx ncgoces’
des homires | n'ont point de meSiter de ceSte
extreme parfechion, [elon la vaifon des nombres
radicanx propofer AT <e que sous trotions
en lenr licw | nombres Arithmetigues [i pess
diferens dicensx radizanx | quil ne pourra
monter partie cvifible, voire es maienres ma-
tieres corporelles donnces : nous lus refpon-
dons, que Lon pourroit dire pareillement, porer-
quoi les operations de lu Geometric, comme les
elemens d'Enclide , (omt fuistes par lextreme
perfection ; Mass comme cela ne [ersble pas

digne de refpouce, & canfe des abffurditer. fisi-
wantes de [on contraire (car- telles parfuittes
operations,donnent parfailtes intelligences,qui
ﬁnr caufes des parfuicls @ admirables ef-

Jetts que produitt ls Mathematique) ainfi de
St .

La premiére partie du traité de Stevin refléte bien que c'est le

cSté pratique des nombres qui 1'a amené a balayer les préventions anciennes.

V E v quelesplus propres definitions, font celles
qui expliquent le micux l'effence du defini , &
?uc I'incommenfurance des grandenrs,e(t tronuée, &

culement notoire parles nombres, naus vierons des
nombres en ces definitions, comme lc plus commode
inftrument A tel effect. 1 clt viai quLuclide en f2 2¢
propofition du 10 liure,dict ainfi: §i de deny grandenrs
tnegales donnies, Pon coupe toufionrs lamoindre de le mg-
seure, & que larefle ne inefure iamais Jagrandenr prece-
dente : Telles grandeurs font incommenfurables, Mais
combicn ce theoreme cft veritable, toutesfois nous ne
pouuons cegnoiltre par telle experience, I'icommen =
fucance d¢ deus gandeurs propofces; Premicrement
parce qurcaufe del'erreur de noz yeux & mains (qui
he peuucnt parfaitement veoir & partit) nous iuge-
riensdla fin, que tous grandenrs tant incommen(is-
rables que commenfurables, fuffent commenfura-
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bles. Au fecond, encore quiil nous fuft poflible,
de foubftraire par action, plufieurs cent wille fois
la moindre grandeur de la maieure, & le continuet
pluficurs milliers d’annces , toutesfois (cftant les
deux nombres propofez incommenfurables) l'on
travailleroit eternellement , demeurant tonliours 13-
norant, dc cequi 4 la fin en pourroit cncore auc- -
nig; Celle maniere done de cognition n'cft pas legi-
time, ains pofition de limpoflible, 4 fin d'ainfi ancue
nementdeclairer, ce qui confilte veritablement en la
Nature; ceficincommenfurance doncques eft feule-
ment notoirc(Pur les nombres incommenfurables; ce
que Euclide fgachant fort bien, aufli que telle inuen-
tion d'incommenfurabilité w'eftoit fuflifante pour fes
propofitions fuinantes ( car fa dixie(ine projofition
enfeigne trouner grandeurs incommenfuables par
Iz 1noien des nombres) il Fa expliqué i la 8¢ pro-
pofition legitimement felon les nombres, & ainfi le fe-
tons nous cn cefte premicre partic des definitions
comme fenfuit.

L.'incommensurabilité des grandeurs est alors définie par 1'incommen-
surabilité des nombres "expliquant ces grandeurs". La difficulté d'un fondement
rigoureux réside dans cette derniére expression, car Euclide se contente de com-
parer des rapports de grandeurs 4 des rapports de nombres, et il s'en est offert
le droit par les définitions du Livre V. Mais pouvait-il y avoir dans 1l'état de
1'Algébre au XVIIéme sié&cle, et 1'état des réflexions sur les bases des mathéma-
tiques, une possibilité de solution ? (

Au lecteur moderne, l'attitude de Stevin apparait comme la plus opéran-
te, e£ il est fort é&trange qu'une telle attitude soit absente chez Descartes
(c£. Chap. IV § 3) ol la Géométrie fait loi, purement formelle chez Newton
(cf. Chap. IV § 4.1), réinventée enfin, mais dans un environnement trés philo-
sophique, chez Leibniz (cf. Chap. IV § 5.1). Il faudra la pratique de la géomé-
trie analytique, et surtout de la Physigque, pour gqu'une lente appropriation du
numérique s'effectue au cours du XVIIIéme si&cle. Méme chez un Cauchy, la prati-
que numérique conserve un relent de géométrisme (cf. Chap. V § 1.4). Mais
apprécions le caractére effectif de la méthode de Stevin sur un probléme précis.
Il s'agit, deux nombres étant donnés, ainsi qu'un segment, de construire un
autre segment telle que la raison du second au premier soit égale a la raison

des deux nombres donnés.
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Explication du dosiné. Soitdonné laligne A B,& les
nombres donnez o § & 3. Explication du requis, ]
fanctrovuer voe ligne entelle raifonala A B, comme

"#/5d 3. Conflrudfion. On prenidra les potences quac-
rees des nowbies don-

nez,qui fontg & 5, puis D

on produira A B en C,
ginfi que A Baictelle rai-
fon ABC, commeg ag,
puis {c trouuera la ligne
‘moienne proportionelle C ;LB 3 A
entre AB,& B Cparlas ’

propofition du 6 liure d'Euclide, qui foit B D.

Iedique B Deft la ligne requifz, aiant telle raifon
41a A B, comme ¢/ §a 3. Demonilration. Polons que
A B foit 3; Mais comme 9 2 §, ainfi (par la conftru-
¢kion) AB 34 B C, doncques B C fai&k 3~ mais e

redtarglede AB 3,enB C 1 5-faict g,pourle quarrd
de B D (car B D cit moienne proportionelle cntre A B
& B Cparla conftruction) parquoiB D faift o/ s. 11
ya doncques telle raifon de BD, 4 A B, comme de
v/ 54 3, cequ'il falloic demontirer.

Norta 1. Silonvoulut pofer pour A B quelque
autre nombre que 3,0n viendra toufiours ila mefine
demonftration. Pofons par excmple pourAB g, &
BCferas,&BD o/ 45, lefquels 9 & o/ 4%, font en
la mefme raifon que 3 d'4” g,car divifant 'vn & Payrre
parlecommun diifeur 3, viendra 3 & ¢/ &

Nota 11.Silesnombres donnez fuffent V&
4/ 10, l'operation feroit femblable a la precedente,car
I'on produiroit A BenC,ainfi que A B euft telle rai-
fond B C, comme 104 5, quarrez des nombres don=
nez & puis comme deflus.

4 4
Stevin poursuit par d'autres exemples avec les nombres \/_5 et Jg H
\/E + \E + ﬁ et \/3— + V5 etc. On se reportera au Document n® 17 pour plus de

précisions.

6. ALGEBRISATION DE LA GEOMETRIE PAR R. DESCARTES

Le "Prince des Amateurs", F. Viéte, avait insisté sur une division
de "l'analyse" (c'est-d-dire de 1l'art analytique ol l'on suppose au départ ce
qui est cherché et procéde par déduction) en trois parties

- la zététique ou l'art de chercher les problémes (Zeteticorum libri

quinque 1593) consiste &4 adopter un symbolisme pour ramener un probléme & une
ou des équations ;

- l'analyse poristique ou l'art de manipuler les équations ;

- l'analyse exégétique ou l'art de résoudre les égquations.

Cette derniére analyse se divise elle-méme en deux attitudes "logistiques", sous

l'influence sans doute de la résurgence des Oeuvres tant de Diophante que
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d'Aappolonius :

- la "logistique numéreuse" ol il est question de résolution numérique
approchée ;

- la "logistique géométrigque" ol il est question de résoudre les équa-
tions par des constructions géométriques, éventuellement a la régle ou au compas.

Viéte et & sa suite R. Descartes et P. Fermat découvrent les analogies
fondamentales entre l'analyse poristique (diophantienne par exemple) et la logis-

tique géométrique (telle gque développée par Archiméde dans ses Qeuvres Géométri-

ques et surtout par Appolonius). Leurscréflexions vont aboutir a une algébrisa-

tion de la géométrie, connue sous le nom de géométrie analytigque.

Nous n'étudierons que le point de vue cartésien, conscient d'éliminer
ainsi quelques éclairages. D'abord, R. Descartes construit un Systéme du Monde.
C'est un philosophe "totalisateur" et sa Géométrie (1637) est un appendice des

Régles pour conduire la Raison. En outre, R. Descartes faisant "table rase" du

passé n'indique jamais ni ses sources, ni l'origine de ses réflexions. On a
donc bien du mal & baliser son élaboration. Enfin, R. Descartes ne semble pas
intéressé par le calcul numérique proprement dit et nous devrons expliquer

cette singularité, ce qui nous portera i revenir nettement sur l'idée d'alge-

brisation de la Géométrie.

6.1 Exposé de R. Descartes

N'oublions pas que Descartes, dans son projet de "ehercher la vraie
méthode pour parvenir 4 la connaissance de toutes les choses dont mon esprit
serait capable' commente 1'influence de la logique, de l'analyse des géométres

et de l'algébre.

"Pour 1'analyse des anciens et L'algébre des modernes,
outre qu'elles ne g'étendent qu'd des matiéres fort
abstraites et qui ne semblent d'aucun usage, la pre-
midre est toujours si astreinte 4 la considération des
figures, qu'elle ne peut exercer l'entendement sans
fatiguer beaucoup l'imaginatiom, et on s'est tellement
assujetti, en la derniére, d certaines régles et d
certains chiffres, qu'on en a fait un art confus et
obscur qui embarrasse l'esprit, au lieu dlune science

qut le cultive" (Discours de la Méthode, 2éme partie).

Bien que cela fasse partie du bagage minimum et quelquefois lassant de tout

Francais, redonnons ici les principales régles de la Méthode.




"e recevorir

chose pour vraie que je ne

la connusse telle, c'est-d-dire d'éviter

soigneusement la préecipitation et la prévention, et de
ne comprendre rien de plus en mes jugements que ce qut
se présenterait si clairement et si dietinctement &

mon esprit, que je n'eusse occastion de le mettre
3

ir

en doute"

La deuxiéme exigence précis i1ise dans l'analyse :

-

'examinerai en

N3 037 A
diviger chacune

autant de parcell Ll se pourrait et qu'il serait

PR s n Timos WA e 2 agriraas
requls pour Les miewr reésoudre

La troisiéme exigence est celle d'un ordre

"eonduire par ordre mes 5, en commengant par les

’

objets les plus simples et les plus aisés 4 connaitre,

pour monter peu d peu comme par degrés jusques & la

osant méme de

point naturel-

Enfin, une exigence de complétude

"faire partout des dénombrements si entiers et des

revues 8t Jje fusse assuré de ne rien

omettre".

Descartes commente précisément ces Régles sur 1l'exemple de ce qui va
devenir pour nous la géométrie analytique. Ayant noté que toutes les mathémati-
ques "ne considérent autre chose que les divers rapports ou proportions qui

général” mais "pour les considérer

8'y trouwvent", il étudie "les

mieux en particulier, je les des lignes" pour des raisons de
2 L

simplicité de 1l'imagination.

"pour les retenir ou les com-

prendre plusieurs ensembl tl fallait que je les expliquasse par quelques

7 Poe . vy o "

o o - - - o Ay -~ s o3 P - I
chiffres, les plus courte qu'il serait possible".

lcite d'une telle attitude a priori :
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Tous les Problefmes de Geometrie fe peuuent fa-
‘cilement reduire a tels termes, qu'il n'eft befoin, par
aprés, que de connoiftre la longeur de quelques hgnes

droites; pour les conftruire.
 Et comme toute I'Arithmetique n'eft compofée que
de quatre ou cinq operations, qui font : 'Addition, la
Souftra&ion, la Multiplication, la Diuifion, & I'Ex-
traltion des racines, qu'on peut prendre pour vne
efpece de Divifion ; ainfi n'a-t-on autre chofe a faire,
en Geometrie, touchant les lignes qu'on cherche,
pour les preparer a eftre connués, que leur en ad-
ioufter d'autres, ou en ofter; ou bien, en ayant vne

que ie nemmeray I'vnité pour la rapporter d’autant
mieux aux nombres, & qui peut ordinairement eftre
prife a difcretion , puis en ayant encore deux autres,
en trouucr vne quatricime, qui foit a I'vne de ces deux
comme l'autre eft a I'vnité, ce qui eft le mefme que la
Multiplication ; ou bien en trouuer vné quatriefme,
qui foit a'vne de ces deux comme I'vnité |eft a l'autre,
ce qui cft le mefme que la Diuifion ; ou enfin trou-
Jaer vne, ou deux, ou plufieurs moyennes proportion-
nelles entre I'vnité & quelque autre ligne, ce quieftle
mefme que tirer la racine quarrée, ou cubique, &c.
Et ie ne craindray pas d'introduire ces termes d’A-
rithmeétique en la Geometrie, affin de me rendre plus
intelligible. '

Soit, par exemple, AB lvmte, & qu’il faille multi-
plier BD par BC; ie n'ay
qu'a ioindre les poins A &
C, puis tirer DE parallele a
CA,&BE eft le produit de
cete Multiplication.

D A B Ou bien, s'il faut diuifer

BE par BD, ayant ioint les poins E & D, ie tire AC
parallele a DE & B.C eft le produit de cete Diuvifion.
Ou, s'il faut tirer la racine
quarrée de GH, ie luy adioufte

en ligne droite FG, qui eft I'v-

)., nité, & divifant FH en deux par-
ties efgales au point K, du centre

K ie tire le cercle FIH; puis, eflenant du point G vne
ligne droite iufques a I a angles droits fur FH, c'eft

. I

r G K
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GI, la racine cherchée. Ie ne dis rien icy de la racine
cubique ny des autres, a caufe que i'en parleray plus
commodcment cy apres. '

Mais fouuent on n'a pas befoin de tracer ainfi ces
lignes fur le papier, & il fuffift de les defigner par
quelques lettres, chafcune par vne feule. Comme,
ponr adioufter la ligne BD a GH, ie nomme I'vie a
& l'autre b, &.elceris a-+b; et a — b, pour fouftraire
b da; et ab, pour les multiplicr I'vne par l'autre;
ct 5, pour diuifer a par b; et az ou a2, pour multiplier
a par foy mefme; et %, pour le multiplier encore vne
fois par a, & ainfi a I'infini; et y/a* + 5%, pour tirer la
racine quarrée d'a* 4 b2; et \/C.a® — b° 4 abb, pour
tirer la racine cubique d'a®— b3+ abb, & ainfi des
autres. -

Ensuite, précise Descartes, voulant résoudre quelque probléme,

"on doit d'abord le considérer comme déjd fait, et
donner des noms q toutes les lignes qui semblent
nécessaires pour le construire, aussi bien d celles

qui sont inconnues qu'aux autres’.

Par le critére de l'ordre (troisiéme ré&gle), on doit aboutir & une ou des

équaticns gqu'il faut soigneusement recenser (quatriéme régle).

Nous abandonnerons Descartes lorsqu'il entreprend par ce moyen analy-
tigque une brillante résolution d'un probléme géométrique de Pappus, régle la
résolution des équations de degré 3 et 4 par des intersections d'un cercle et
d'une parabole et décrit complétement les Ovales qui portent son nom et provien-
nent de ses travaux en Optigque (cf. La Dicptrique).

En un certain sens, la méthode cartésienne prolonge, sans plus, les
géométres grecs comme Appolonius. Mais, en fait, la liberté propre du champ
opeératoire de l'algébre des équations va complétement modifier le paysage. Ou
a voulu ergoter sur le sentiment que Descartes avait de cette originalité pro-
fonde et réduire le passage & l'algébre au fait que cela "soulage 1'imagination".
Il me semble gque la motivation de Descartes est tout & la fois plus profonde et
plus consciente. Il s'agit de tenter d'aborder en Géométrie cette "clarté" qui
doit se trouver dans lavraiemathématique, en utilisant la régle de séparation

du distinct et la régle d'ordre
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"mour que les parties du sujet qui constituent la

nature de la difficulté, demeurent toujours distinctes

et ne sotent pas enveloppées dans des nombres inutiles"
(Régle 16 ; Régles pour servir & la direction de l'esprit).

2

Descartes donne l'exemple élémentaire de 225 = 9% + 122 qui se trouve
par le calcul, mais si l'on convient d'interpréter en termes de triangle rectan-
gle, en notant B , "les deux parties a? ot b qui dans le nombre sont con-—
fuses demeureront distinctes'.

L'exigence d'ordre est essentielle et cette méme exigence d'ordre
dans la propriété découverte correspond & l'exigence d'ordre dans la pratique
méme de la découverte. Descartes écrit une Méthode, non un Traité | Or 1'Algébre
peut répondre mieux gue tout autre discipline a cette exigence comme le Livre IIT
sur les Equations le montrera. En effet, la décomposition en facteurs correspond
a la distinction en éléments ou voie analytique et la recomposition par multi-

plication, laguelle justifie les racines fausses ou les racines imaginaires,

correspond & la reconstruction ou voie synthétique.

6.2 Primauté de la géométrie

De fait, l'algébre cartésienne n'a pas de véritable indépendance
propre. Elle est soumise a la géométrie, sans doute parce gue pour Descartes le
nombre réel n'a d'origine que géométrigque (les lignes) comme nous essaierons de
l'expliquer au chapitre IV § 3.

. Les seuls problémes algébrigues traités par Descartes proviennent
tous de problémes géométriques et méme au niveau des notations cela se sent
bien (pas d'exposants fractionnaiwres, x.x au lieu de x2, etc) . Les problémes
de combinatoire algébrique lui échappent et il a tendance & les qualifier de
puérils. Le but de l'algébre est sans conteste de fournir clairement et sans
peine les constructions géométrigques & tel point gqu'il omet souvent les démons-
trations. Trés souvent, les propriétés géométriques des courbes passent le
calcul algébrique et on a l'impression que les éguations algébriques ne sont
13 que pour fournir une caution quant & la possibilité de construction effec-
tive de la courbe.

Naturellement, la théorie des équations algébriques va acquérir son
indépendance propre, en un sens comme cela se passe déj& chez Fermat (Ad Locos,
qgui ne sera publié qu'en 1679), parce gque de nombreux mathématiciens partant
de problémes certes géométriques s'apercevront & la longue et par la pratique,

du caractére artificiel de certaines références géométriques. Cela fut assez
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long, d'autant que la Géométrie d'abord publiée en frangais ne devint accessi-
ble en latin (langue scientifique internationale au XVIIéme siécle) qu'en 1649
grdce a la traduction de van Schooten.

Il est tout aussi important de noter qu'en un sens également la
Géométrie se trouve limitée chez Descartes par l'utilisation de 1'Algébre. On
lira avec profit le Document n°® 8 dans lequel Descartes décrit un appareil pour
trouver deux moyennes proportionnelles entre deux lignes données (afin de résou-
dre le probléme de la duplication du cube (cf. Chapitre I § 3.6) et ol il clas-
sifie les courbes '"regues en la Géométrie".

Cette lecture permettra de mieux comprendre la discussion suivante
dans la Géométrie par laquelle Descartes se limite & la considération des cour-
bes algébriques (P(x,y) = 0 ou P est un polynéme a deux variables et o
1'on peut localement calculer et construire explicitement y) et élimine en fait
les courbes transcendantes (comme la spirale d'Archiméde et autres "courbes
mécaniques"). S'il y a progrés en ce sens que bien des courbes considérées
auparavant comme incommodes trouvent droit de cité et seront systématiquement
étudiées pér la méthode cartésienne, il y a aussi une limitation contraire 3

la pulsion logique méme de la géométrie analytique.

Mefme il eft a propos de remarquer qu'il y a
grande difference, -entre cete fagon de trovuer plu-
fieurs poins | pour tracer vne ligne courbe, & celle
dont on fe fert pour la Spirale & fes femblables : car,
par cete derniere, on ne trouue pas indifferemment
tous les poins de laligne qu'on cherche, mais feule-
ment ceux qui peuuent eftre determinés par quelque
‘mefure plus fimple que celle qui eft requife pour la
compofer; & ainfi, a proprement parler, on ne trouue
pas va de fes poins, c'eft a dire pas vn de ceux qui
luy font tellement propres qu'ils ne puiffent eftre trou-
ués que par elle. Au lieu qu'il n'y a aucun point, dans
les_ lignes qui feruent a la quettion propofée, qui ne fe
puifle rencontrer éntre ceux qui fe determinent par la
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fagon tantoft expliquée. Et pource que cete fagon de
trouuer vne ligne courbe, en trounant indifferemment
plufieurs de fes poins, ne s'eflend qu'a celles qui
peuuent aufly eftre defcrites par vn mouuement regu-
lier & continu, on ne la doit pas entierement reietter
de la Geometrie.

Et on n'en doit pas reietter non plus celle ol on fe
fert d'vn fil, ou d'vne chorde repliée, pour determiner
I'efgalité ou la difference de deux ou pluficurs lignes
droites qui peuuent eftre tirées, de chafque point de
la courbe qu'on cherche, a certains autres poins, ou
fur certaines autres lignes, a certains angles : ainfi
que neus auons fait en la Dioptrique pour expliquer
I'Ellipfe & I'Hyperbole. Car, encore qu'on n'y puiffe
receuoir aucunes lignes qui femblent a des chordes,
c'eft a dire qui deuienent tantoft droites & tantoft
courbes, a caufe que, la proportion qui eft entre les.
droites & les courbes n'eftant pas connué & mefme,
ie croy, ne le pouuant eftre par les hommes, on ne
pourroit rien conclure de la qui | fuflt exa& & affuré;
toutefois, a caufe qu'on ne fe fert de chordes, en ces
conftruions, que pour determiner des lignes droites
dont on connoift parfaitément la longeur, cela ne doit
point faire qu'on les reiette.

Or, de cela feul qu'on fgzit le rapport qu'ont tous
les poins d'vne ligne courbe a tous ceux d'vne ligne
droite, en la fagon que 1'ay expliquéc, il eft ayfé de
trouuer aufly le rapport qu'ils ont a tous les autres
poins & lignes données; &, en fuite, de connoiftre
les diametres, les aiflieux, les centres, & autres lignes
ou poins a qui chafque ligne courbe aura quelque rap-
port plus particulicr, ou plus fimple, qu'aux autres;
& ainfi, d'imaginer divers moyens pour les defcrire,
&d'enchoifir les plus faciles

Et pourtant, Descartes forme l'espoir de clore la Géométrie (Lettre
a4 Beeckman du 26 mars 1619). Epistémologiquement, il a raison en ce qui concerne
la Géométrie telle gu'issue des Grecs. Mais en dehors des fondements mémes de
la Géométrie, des diverses géométries, le théme inauguré par Descartes
devait déboucher sur la Géométrie Algébrique, qui s'épanouit dans les années

70 de notre siécle.
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7. ALGEBRE ET THEORIE DES EQUATIONS JUSQU'A GAUSS, ABEL ET GALOIS

7.1 L'état des choses au temps de Descartes

Afin de mieux faire comprendre les avatars ultérieurs de la notion
de nombre, il nous faut parcourir rapidement 1'histoire des équations. Nous
n'entrerons dans aucun détail mathématique, car cela sortirait de notre propos.

On sait que les Italiens (Cardan, Ferrari, Scipione del Ferro, Tarta-
glia, etc) ont réussi & obtenir un procédé pour calculer les racines d'une
éguation du 3éme degré et du 4éme degré. Le récit de ces découvertes tient de
la foire d'empoigne 3 cause des revendications d'antériorité. Tartaglia ira
jusqu'a mettre en vers la méthode utilisée pour trouver la racine de x3+px =q
(p,g positifs) [”Quando che'l cubo con le cose appresso...”].

Ce faisant, ces mathématiciens se trouvent confrontés aux nombres
négatifs et aux nombres complexes., Face & ces nouvelles entités, 1l'attitude
est surtout pragmatique. On ne leur reconnait pas encore de statut en tant
que nombre, mais on en utilise les propriétés formelles.

Stevin est le premier & admettre le caractére légitime des nombres

négatifs, mais il refuse les nombres complexes. Au contraire, Albert Girard,

dans son ouvrage L'Invention nouvelle en l'algébre (1629), dit :

"On pourrait se demander : A quoi servent ces solutions
impossibles ? Je réponds : & trois choses, d'une part,
pour la certitude des régles générales, d'autre part,
pour leur utilité, et enfin, parce qu'il n'emiste pas

d'autre solution".

Les nombres "imaginaires", le vocabulaire est de Descartes, seront
difficilement admis avant la fin du XVIITéme siécle et connaitront les mémes

avatars que les irrationnels. Ne nous y attardons pas.

Dans sa Géométrie (1637), au Livre III, Descartes expose la théorie
des équations algébriques. Il est symptomatique de noter que le Livre III qui
va étre consacré aux Equations commence en fait par des considérations géomé-
triques. Ceci est bien conforme aux conclusions du § 6, i savoir que le géomé-
trisme prédomine en fait chez Descartes. Pour bien saisir le sens du texte
cartésien, on se reportera au Document n° 8 ou est exposée la conception mécani-

que de 1l'instrument XYZ.




Encore que toutes les lignes courbes, qui peuuent
eftre defcrites par quelque mouuement regulicr,
doiuent eftre receués en la Geometrie, ce n'eft pas a
dire qu'il foit permis de {e feruir indifferemment de la
premiere qui fe rencontre, pour la conftruction de
chafque | problefme; mais il faut auoir foin d~ choifir
toufiours la plus fimple par laquelle il foit poflible de
le refoudre. Et mefme, il eft a remarquer que, par les
plus fimples,on ne doit pas feulement entendre celles
qui peuuent le plus aylement eftre deferites, ny celles
qui rendent la conftruction ou la demonftration du
Problefme propofé plus facile, mais principalement
celles qui font du plus fimple genre qui puiffe feruir a
determiner la quantité qui eft cherchée.
~ Comme, puar exemple, ic ne croy pas quil y ait
aucunc fagon plus facile, pour trouuer autant de
moyennes proportionelles qu'on veut, ny dont la
demonftration foit plus cuidente, que d'y empleyer
les lignes courbes qui fe deferivent par l'inftrument
XYZ cy deflus expliqué. Car, voulant trouuer deux
moyennes proportionelles entre YA & YE, il-ne faut
que deterire va cercle dont le diametre foit YE :-&
pouice que ce cercle coupppe la courbe AD au point
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D. YD eft 'vie des moyennes proportionelles cher-
chées. Dont la demontftration fe voit a l'eil, par la
feule application de cet inftrument fur Ia ligne YD :
car, comme YA, ou YB qui lui eft efgale, eft a YC,
ainfiYCefta YD, & YD a YE.

Tout de mefme, pour trouuer quatre moyennes pro-
portionelles cntre YA & YG, ou pour en trouuer fix
entre YA & YN, il ne faut que tracer le cercle YFG,
qui, couppant AF au point F, determine la ligne
droite Y F, qui ¢ft I'vne de ces quatre proportionelles;
ou YHN, qui, couppant AH au point H, determine
YH, I'vne des fix: & ainfi des autres.

Mais, pource que la ligne courbe AD eft du fecond
genre, & quon peut trouuer deux moyennes propor-
tionelles par les fe@ions coniques, qui font du pre-
mier; & aufly pource qu'on peut trouuer quatre ou fix
moyennes proportionelles. par des lignes qui ne font
pas de genres fi compofés que font AF & AH, ce fe-
roit vne faute en Geometrie que de les y employer. Et

ceft vne faute aufly, d'autre cofté, de fe trauvailler
inutilement a vouloir conftruire quelque problefme
par vn genre de ligne plus fimple que fa nature ne
permet.

C'est alors bien pour éviter les deux fautes mentionnées gue

Descartes se doit de "dire quelque chose en général de la nature des

.» premier éncncé est le suivant

équation, autant que la quantité inconnue

: s 4 7
S bt Beut=1Il 1 weedea Ao i
ons, autant peut—-il Y aquolr de diverses

racines... Mats souvent 1l arrive que quelques-unes

‘nes sont fausses ou moindres que rien,

L AT . . o ) & 9 3Pyt
€ &L on suppose que & désigne aussti le défaut
artite qul sott b on a + o = 1
o 3 P . .
4 tiee par x° — 9x + 26x - 24 = 0 fait
4 P o
r —4x — 18 + 106x — 1200 = 0
pouy une équat 2 L y a quatre racines,
8qQUOTY quatre vraile t &, 3, 4 et une fausse
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Notons pour la suite, comme nous allons prendre le texte de
Descartes original que x2 se note Xxx et = se note Y . Essentielle est
l'assertion suivante de factorisation. Avec elle débute l1l'algébre polynomiale

moderne.

Et on voit cuidemment, de cecy, que la fomme
d'vne Equation qui contient plufieurs racines, peut
toufiours eftre diuifée par un binéme compofé de
la quantité inconnué, moins la valeur de I'vne des
vrayes racines, laquelle que ce foit; ou plus la valeur
de I'vne des faufles . Aumoyen de quoy on diminue
d’autant fes dimenfions , _

Et reciproquement, que fi la fomme d’vne Equation
|ne peut eftre divifée par vn binéme compofé de la
quantité inconnue, + ou — quelque autre quantité,
cela tefmoigne que cete autre quantité n'eft la valeur
d’aucune de fes racines. Comme : cete derniere

x4 —~ 4x°— 19xx + 106x — 120 = 0,

peut bien eftre divifée par x — 2, & parx — 3, & par
¥ — 4, & par x + §; mais non point par x 4+ ou — au-
cunc autre quantité : cc qui monftre qu'elle ne peut
~auoir que les quatre racines 2, 3, 4 & .

Sans démonstration, Descartes enchaine sur ce qui est devenu sa fameuse régle

d'alternance.

On connoift auffy, de cecy, combien il peut y avoir
de vrayes racines, & combien de fauffes, en chafque
Equation. A fcauoir : il y en peut auoir autant de
vrayes que les fignes + & — s’y trouuent de fois eftre
changés; & autant de fauffes qu'il s'y trouue de fois
deux fignes +, ou deux fignes —, qui s'entrefuiuent (*).
Comme, en la derniere, a caufe qu'aprés +x* il y a
— 4x7,qui eft vn changement dufigne + en —; & aprés
—19xxily a + 100x, & aprés 4+ 106xily a — 120,
qui font encore deux autres changemens, on connoift
qu'il y a trois vrayes racines; & vne faufle, a caufe
que les deux fignes —, de 4x° & 19xx, s'entrefuiuent,
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Suivent quelques calculs qui reviennent & trouver 1l'égquation déduite
d'une équation quand on ajoute ou retranche aux racines une méme quantité. Ceci
est utilisé pour éliminer le second terme d'une équation (rangée par puissances
décroissantes) et faire "que toutes les fausses racines d'une équation devien-
nent vraites sans que les vrates devienmnent fausses'. De méme, on procdde au cas

de la multiplication de toutes les racines.

Ce qui peut feruir pour reduire, a des nombres
enticrs & rationaux, les fractions & fouuent aufly les
nombres fours, qui fe trouuent dans les termes des
Equations. Comme, {i on a

0¥ \/; XX X — =0,

& quon veuille en auoir vne autre en {a place, dont
tous les termes s'expriment par des nombres ratio-

. 2 {- ; 2 . = 2, . . ==
naus, il faut {uppofer y ~ x /3, & multiplicr par /3

Iz quantité connué dufecond terme, qui eftaufly Vi &
par fon quarr¢, qui cft 3, celle du troifiefme, qui eft
26 ‘ . e : -
55> & par fon cube, qui eft 3\/;, celle du dernier, qui
e . .

eﬁ: ;m Ce qU] {‘Ut_

B s w 26 8

Y =3yytgx—g=o.
Puis, fion en veut auoir encore vne autre en la place
de celle ¢y, dont les quantités connués ne s'expriment
que par des nombres entiers, il faut fuppofer 719,

3 2, 1. 4 ) 26 .S .
&, multipliant jparj, 5 par g, & par 27, on trouue:
T:& — 9157 + 262 24 % 0,

ou les racines eftant 2, 3 & 4, on connoift de la que
celles de l'autre d'auparanant | eftoient 5 1&%, & que

.

YT -\‘ -\.n 3 : _l‘ - e. 4 -
celles de la premiere efloient : V3,3 V3 & V3

Descartes est bien conscient que sa régle initiale nécessite le
recours aux nombres complexes, mais n'éprouve guére la volonté d'approfondir

le raisonnement.
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Cete operation peut aufly feruir pour rendre la
quantité connué de quelqu'vn des termes de.I'Equa-
tion efgalc a quelque autre donnée. Comme, fi, ayant

3

x3 —Dbbx +c*= o0,

on veut auoir en [a place vne autre Equation, en la-
quelle la quantité connué du terme qui occupe la troi-
ficfme place, a {cauoir celle qui eft icy bb, foit 3aa, il
faut fuppofer y = x /222 puis efcrire

bb ?

. s
ya --'361(2}‘ - ::r;)c \/3 S0, O

Au refte, tant les vrayes racines que les faufles ne
font pas toufiours reelles, mais quelquefois feulement
imaginaires : ¢'cft a dire qu'on peut bien toufiours en
imaginer autant que i'ay ditenchafque Equation, mais
qulil n'y a quelquefois aucunc quantité qui corref-
ponde a celles qu'on imagine. Comme, encore qu'on
en puiffe imaginer trois en celle ¢y :

x3 —6xx + 13x — 10> 0,

il n'y en a toutefois qu'vne reelle, qui eft 2, & pour
les deux autres, quoy qu'on les augmente, ou dimii-
nue, ou multiplie,en la fagon que ie viens d'expliquer,
‘on ne {cauroit les rendre autres qu'imaginaires.

Descartes donne ensuite, sur un exemple, le moyen pour trouver les
racines rationnelles d'une équation & coefficients rationnels. Il passe ensuite
a quelques considérations sur 1'équation bicarrée gu'il résoud par factorisation
en polynémes de second degré par la méthode des coefficients indéterminés.

Tous les résultats avancés par Descartes sont déjad plus ou moins
connus, la régle d'alternance étant exceptée.

Mais Descartes tient i rester dans le domaine de la Géométrie et la
fin du Livre IIT de la Géométrie s'occupe de la construction géométrique des
racines par des intersections de courbes. La discussion est fort intéressante,
mais reste secondaire pour notre propos ; elle débouche sur les raisons mathé-
matiquement, encore imprécises,qui font qu'un tel probléme puisse se résoudre a
la régle ou au compas, ou bien exige les sections coniques ou d'autres courbes
enfin (division en problémes plans et solides).

Tout mathématicien un peu pédagogue sera ravi par la phrase par la-
quelle Descartes justifie 1l'absence de démonstration concernant ses régles sur

les éguations.
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Au relte, 1ray-omis 1cy les demonitrations de la
plufpart de ce que 'ay dit, a caufe qu'elles m'ont fem-
bl¢ {i faciles que, pouruit que vous preniés la peine
d’examiner methodiquement fi ray failly, elles fe pre-
{enteront a vous d'elles mefme : & il fera plus vtile de
les apprendre en cete facon qu’en les lifant.

7.2 L'empirisme anglosaxon

Les Anglosaxons ne partageront pas les idées de Descartes
éliminant Ies considérations numériques pour le calcul apﬁroché des racines
d'une équation. Harriott, Oughtred et finalement Newton fourniront diverses
méthodes. Ce dernier décrira ce qui est connu sous le nom de méthode d'appro-
ximation de Newton et qu'un dessin géomeétrique explique mieux gque des mots

(cf. Figure n° 16).

Figure n°® 16

//MB M, M,

Il serait d'ailleurs fort instructif de faire 1'histoire des méthodes
numériques et d'essayer de déterminer les blocages théorigues concernant ces
méthodes, blocages dus & la personnalité dominante d'un mathématicien, ou &

l'incapacité théorique d'expliquer le succés de l'algorithme.

7.3 Développements ultérieurs sur les équations

Du point de vue algébrique, l1'idée d'une possibilité de décomposi-
tion d'une équation & coefficients réels en facteurs du premier ou du second

coefficients réels est mal pergue, sinon niée par Leibniz par exemple.

Dv
r

degré
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C'est Euler qui l'affirme en 1742 dans une lettre & Nicholas
Bernoulli, mais les démonstrations fournies sont incomplétes, de méme celles
proposées par J. d'Alembert ou Lagrange. La premiére démonstration satisfai-
sante est due & Gauss en 1799. Son but est d'assurer l'existence d'au moins
une racine, non de la calculer. Pour ce faire, en écrivant P(x+iy) = a(x,y) +

ib(x,y) et en utilisant la représentation géométrique du plan complexe pour

voir qu'il v a une racine, il faut établir que la courbe a(x,vy) = 0 intersecte
la courbe b(x,y) = 0 . C'est ce qu'il fait par une sorte d'argument de conne-
xité.

Gauss, tout au long de sa vie, donnera plusieurs démonstrations de
ce résultat, connu en France sous le nom de théoréme de d'Alembert et sous
le nom de "fundamental theorem of algebra" dans les pays anglo-saxons (cf. Do-
cument n® 6). Les démonstrations les plus élégantes sont basées sur la théorie
des fonctions d'une variable complexe que Cauchy développait justement vers
cette époque.

Le XVIIIéme siécle s'occupera aussi beaucoup & résoudre les équations
par des radicaux, c'est-a-dire exprimer toute racine d'une équation générale au

moyen de radicaux portant sur les coefficients. Ce sera l'objet d'un monumental

travail de Lagrange, Réflexions sur la résolution algébrigue des égquations de

1771. Au terme de son étude, Lagrange en venait a conjecturer que la résolution
par radicaux d'une équation de degré supérieur a 4 était impossible. C'est Abel
gui fournit la démonstration de cette conjecture en 1826 (Journ. fd4r Math.,
tome 1 (1826) p. 65-84). Abel essaya d'ailleurs de caractériser celles des
égquations qui peuvent se résoudre par radicaux. C'est Evariste Galois qui sut
donner les conditions dans des papiers sur lesquels le malheur s'acharna
(Cauchy perdit le manuscrit, un autre arriva & Fourier mais ce dernier mourut
peu de temps aprés, enfin Poisson ne parvint pas & comprendre le texte et de-

manda une refonte). Cet article "Sur les conditions de résolubilité des

éguations par radicaux" de 1831 ne parut finalement qu'en 1846 sous les auspices

de Liouville dans son Journal de Mathématiques (tome II,p. 381-444) et les idées
ne furent complétement élucidées que par Jordan vers 1870 dans son Traité des

Substitutions.

Une citation d'Evariste Galois témoigne de 1l'établissement de nou-
velles relations réciprogques de 1'Algébre et de la Géométrie. Il s'agit des

relations de la pratique opératoire de ces disciplines et non pas encore des
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relations sur les fondements logiques comparés des deux disciplines (Ce dernier
point, la si difficile "naissance" des nombres réels, faisant 1'objet du

chapitre V).

"Les longs calculs algébriques ont d'abord été peu néces—
sqires au progrés des Mathématiques, les théorémes fort

stmples gagnaient a peine d étre traduits dans la langue
de l'analyse. Ce n'est guére que depuis Euler que cette
langue plus bréve est devenue indispensable & la nouvelle
extension que ce grand géométre a donmée & la science.

9

Deputs Euler les calculs sont devenus de plus en plus

nécessatres, mats de plus en plus difficiles & mesure

“(3

s
qu'ils s'appliquaient d des objets de science plus avancés.
Dés le commencemert de ce siécle, L'algorithme avait atteint
un degré de complication tel que tout progrés était devenu
tmposstible par ce moyen, sans l'élégance que les géomdtres
modernes ont su tmprimer 4 leurs vecherches, et au moyen
de laquelle 1'esprit saisit promptement et d'un seul coup
un grand nombre d'opérations.

Il est évident que 1'élégance si vantée et & si juste titre,
n'a pas d'autre but.

Du fait bien constaté que les efforts des géométres les plus
avancés ont pour objet l'élégance, on peut done conclure avee
certitude qu'il devient de plus en plus nécessaire d'embrasser
plusteurs opérations & la fois, parce que L'esprit n'a prlus le
temps de s'arréter aux détails.

Or je crots que les simplifications
des calculs (simplifications intellectue
matérielles 1l n'y en a pag), ont leurs limites ; je crois
que le moment arrivera ou les transformations algébriques
prévues par les spéeculations des analystes ne trouveront
plus le temps ni la place de se produire ; a tel point qu'il
faudra se contenter de les avoir prévues. Je ne veurx pas dire
qu'il n'y a plus rien de nouveau pour 1'analyse sans ce secours :

jour, sans cela, tout serait épuisé.

L%

mats je crois qu'un

(E. Galois, Préface & Deux Mémoires d'Analyse pure 1831).

Justement, au § 6, nous avons étudié les origines de ce retournement

spectaculaire des relations entre l'algébre e jéométrie, Terminons en disant

r
=
(8]

que Galcis a définitivement réglé le vieux probléme de déterminer toutes les

}

= _a s o ~ =1

ealisables a 1'aide seulement de la régle et du

constructions




QUATRIEME CHAPITRE

ALGEBRISATION DES GRANDEURS CONTINUES

LE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

"A Mathematician, like a painter
or a pcet, 18 a maker of patternsg"

G.H. HARDY

A Mathematician's Apology
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Les notions d'infini et de continuité se trouvent & 1l'aube du
XVIIéme siécle au mieux dans 1l'état oll nous les avions laissées aprés Eudoxe
et Archiméde. Il va falloir deux siécles pour opérer un changement complet
de la scéne mathématique par l'intervention du calcul sur des quantités infi-
niment petites, changement immédiatement pris en compte par des philosophes
comme Descartes, Spinoza et Leibniz, mais les deux noms extrémes ne sont-ils
pas d'extraordinaires créateurs de mathématiques ?

Certes, la Scholastique du Moyen-Age a longuement disserté, aprés
Aristote et Saint Thomas d'Aquin, sur l1l'infini. On trouverait sans peine des
traces de certains paradoxes mathématiques sur 1'infini, tels que ceux recensés
par B. Bolzano, G. Cantor ou B. Russel, mais sous une forme théologique,dans
les défiﬁitions et controverses sur Dieu et ses attributs. Il serait peut-étre
fascinan£ de lire certains textes métaphysiques des Scholastiques & partir
d'une telle grille, non pour apprendre gquelque chose mathématiquement parlant
sur 1'infini, mais pour tester certains schémas logigques chez ces mémes
Scholastiques.

Nous irons directement & la révolution intellectuelle consciemment
€laborée par Galilée qui fait de la mathématique le langage méme de la Science.
Nous parcourerons ensuite rapidement le développement du calcul infinitésimal
et intégral. Cette algébrisation des grandeurs continues ne nous concerne pas
en tant que telle car, aussi fabuleux que cela puisse paraitre, tant histori-

guement qu'épistémologiquement, la démarche en question n'a pas aidé & fonder

le statut des nombres réels ni celui de 1'espace euclidien.

1. LA MATHEMATIQUE COMME LANGAGE CHEZ GALILEE

Les bouleversements intellectuels et scientifiques apportés par
Copernic et Kepler, les bouleversements religieux de la Réforme, les boule-
versements tant économiques que sociologiques de la conquéte de l'Amérique
=t bientdt de bien d'autres régions par les Européens modifient le rapport
de la Science et de la Philosophie et plus encore le regard que 1'homme porte
sur son réle.

C'est par une phrase qui claque comme une banniére de ralliement que

Galilée cuvre le siécle

"La nature est écrite en langue mathématique'.
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Pour pouvoir déchiffrer le grand livre de l'Univers offert i nos
yeux, il faut parler en "triangles, cercles, et autres figures géométriques™,
car sans cela "on erre en vain dans un sombre labyrinthe'.

Phrase bien téméraire en ce début de siécle, car les résultats
scientifiques généraux sont plus que rares. Oui, mais depuis plus d'un siécle
les artisans européens (et c'est tout aussi vrai des artisans chinois) ont

accumulé une grande masse de résultats techniques. Cette fin du XVéme siécle

{D

st 7 ‘v ‘omphe des engrenages, des instruments nouveaux en navigation, dans

=

es uétiers & tisser, etc. On n'en est pas encore aux "automates" mondains du
XVIIéme siécle. Une image romanesque saisissante de cette époque est donnée

dans 1l'Oeuvre au Noir de Marguerite Yourcenar

"Lzs genoux pliés, penchés cbte 4 cdte sur un tas de
ferraille, ils n'étaient jamais las de s'entraider d
suspendre un contrepoids, 4 ajuster un levier, d monter
et démonter des roues s'engrenant 1'une dans l'autre ;
des discussions sans fin s'établissaient autour de

L'emplacement d'un boulon ou du graissage d'une glissiére".

C'est du XVIéme siécle gque date l'expression ingénieur, assocciée a

ingénieux et & génie, quli subsiste dans Génie civil, etc.

Sur le plan épistémologique général, le grand apport de Galilée, et
de Descartes, c'est d'éliminer dans 1'étude d'un phénoméne tout ce qui est
secondaire par rapport a l'unique propriété étudiée. Cette analyse des choses,
fort éloignée de 1l'analyse métaphysique des Causes Premiéres, qui s'épanouira
philosophiguement dans les Régles de la Méthode de Descartes (cf. Chap. III),
va effectivement permettre de dégager un tout petit nombre de concepts : par
exemple, la force au sens guasiment vectoriel, l'accélération, la masse ou la
pesanteur. En plus, le langage de la nature est simple et doit s'énoncer par
des formules guantitatives. Il est assez fantastique de penser que trés peu
d'expériences, et des expériences assez faciles, suffiront & dégager ces
concepts essentiels sur lesquels le XVIIéme sié&cle travaillera. Une autre
capitalisation d'expériences autrement délicates sera nécessaire au XIXéme

Peut-étre les expériences galiléennes classiques n'ont-elles &té

gu'lmaginées et non réalisées, tant le résultat ne faisait aucun doute

"To non fatto tale experienza, ma ineclino a credere che una palla

artiglieria, caden

2

o da un'altezza quanto si voglia arande. ..
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Le second apport est cette considération des phénoménes naturels,
sous 1'apparence changeante desquels la science (EmioTfiun) devra dégager les
régles de grammaire, les lois, c'est-a-dire les formules mathématiques, qui
en un sens participent de l'étre (10 Bu). Le platonisme de Galilée n'étonne
plus, envisagé sous cet angle.

Lorsque Galilée publie le "Dialogo dei massimi sistemi" en 1632 et

plus encore lorsgu'il fait passer en Hollande le manuscrit du "Discorsi e dimo-

strazioni matematiche intorno a due nuovescienze attenanti alla mecanica ed i

movimenti locali" (1638), la formule de sa jeunesse n'est plus une bravade

elle est justifiée par des découvertes fondamentales.

O certes, ces nouvelles idées ne s'imposent pas d'un coup et on
connait trop les douloureuses humiliations subies par Galilée sous la férule'
des ingquisiteurs du Saint-Office. Les fervents d'Aristote sont devenus répres-
sifs.

Sur le plan des mathématiques, et Descartes en sera le plus net
protagoniste, on tendra & dégager les notions les plus simples et les plus
claires. Si la voie axiomatique reste: 1la plus en faveur sur le plan des
principes, l'accent mis sur les formules et les rapports quantitatifs dévelop-
pe une algébrisation croissante : que ce soit dans la manipulation méme des
équations, déja bien engagée par les débuts de la Renaissance Italienne et
Viéte, que ce soit en Géométrie (cf. Chap. III & 6 l'algébrisation de la
Géométrie par Descartes) ou gue ce soit en combinatoire et en calcul infini-
tésimal (notamment avec Leibniz). Plus que la notion de nombre réel, ce sera

la notion algébrique de relation, de fonction,qui poindra.

Mais le XVIIéme siécle est avant tout le siécle de la Mécanique
dont 1'impact mathématique essentiel est d'obliger & préciser la notion de
continu et de limite (vitesse, accélération). Commengons donc par les premiers
essais, le calcul des indivisibles, qui débouchera sur le calcul infinitésimal

a4 la fin du siécle.

2. LES INDIVISIBLES

Depuis Archiméde, on peut dire que rien de bien nouveau n'a été fait
pour calculer des longueurs, des aires ou des volumes lorsque nalit le XVIIéme

siécle.

L TR 4



2.1 Le principe de continuité de Nicolas de Cuse

Le premier ouvrage notable est celui de Képler : Stereometria Dolio-

rum gui parait en 1615. Dans cet ouvrage, on fait sciemment fi de la méthode
de réduction a l'absurde qui caractérise la méthode d'exhaustion et 1'on utili-
se sans vergogne le passage & la limite. Ainsi, on identifie la circdonférence
d'un cercle & un polygone & un nombre infiniment grand de cétés infiniment
court:. A partir du périmétre du cercle (2mMR) et du rapport entre l'aire
d'un poiygone inscrit & son périmétre, on déduit ipso facto l'aire du
cercle ﬂR2 .

Connaissant le talent de Képler, on peut s'étonner d'une telle désin-
voltu: - et surtout chercher & comprendre le principe sous-jacent. Il semble
bien que ce soit un principe de changement continu, d'origine géométrique peut-

étre.

Ainsi, dans son Astronomia per optica (1604), Képler note que les

différentes sections coniques s'obtiennent en faisant varier "continfiment"
l'inclinaison du plan sécant. Autre analogie : lorsque les deux foyers d'une
ellipse se rapprochent jusqu'ad se confondre, on obtient un cercle ; et deux
droites lorsqu'il s'agit d'une hyperbole. Cette "transformation continue" d'une
figure géométrique en une autre s'avére porteuse de résultats et se retrouve

chez un géométre expert comme Pascal.

Le principe de continuité est clairement énoncé dans 1'oeuvre d'un
philosophe doubléd'urn érudit scientifique et de surcroit cardinal, Nicolas de
Cuse au XVéme siécle. Il part d'une conception essentiellement dialectique de
toute pensée rationnelle, laquelle fait assimiler 1'infiniment grand & 1'infi-
niment petit. Une grandeur "continue" qui évolue entre une grandeur A et une
grandeur C prend au moins une fois toute valeur intermédiaire. Cette coinci-
dence permet d'attribuer & la grandeur intermédiaire des propriétés de rapport
possédées par les grandeurs A ou C. Il s'agit d'un principe plus philosophique

que mathématique (De mathematica perfectione 1458). Il y aurait peut-étre inté-

rét a lire certains textes analogues (par exemple chez Campanus, dans sa traduc-
tion si influente d'Euclide au XIIIéme siécle) et suivre ce principe de conti-

nuité au Moyen-Age, ce que n'a pas fait 1'auteur de ces lignes.
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2.2 Les indivisibles de Cavalieri

Cavalieri, poussé par son maitre Galilée,publie en 1635 une "Geometria

Indivisibilibus Continuorum Nova quodam Ratione promota" (Géométrie des continus

indivisibles suivant une nouvelle néthode). Il n'accepte pas la simplification
képlérienne, mais définit une surface comme formée d'objets (segments de droite)
ayant une seule dimension, de méme un volume comme formé de surfaces planes

(une dimension en moins). Ce sont les "indivisibles" qui ne sont pas des infi-
niment petits, mais que Cavalieri ne définit nulle part. "Ainsi les plans
constituent un volume comme les pages d'un livre forment ce livre''. Cavalieri

donne 1l'exemple explicatif suivant (cf. Figure n® 17).

D c

AH

A"
Figure n° 17 A'/ B/ /

L'aire du parallélogramme ABCD vaut deux fois celle du triangle ABC, car lors-
que BA' = CA", on a A'B' = A"B" et donc les triangles ABC et ADC sont "composés"

d'éléments €gaux, donc ont une aire €gale.
J. F. Montluca, le célébre historien des mathématigues, dira :

"On ne peut disconvenir que Cavalieri s'énonce d'une maniére
un peu dure pour des oreilles accoutumées d l'expression

géométrique.

Cependant, il faut bien remarquer, ce qu'on lui reprochera étourdi-
ment, que Cavalieri n'empile pas des petites tranches, ou tranches infinitési-
males, ayant la méme dimension que la surface a mesurer, pour ensuite passer
4 la limite. C'est a priori que la surface posséde les segments de droite comme
€léments constitutifs et on déduit l1'égalité de deux aires de 1'égalité des

éléments constitutifs non nas d'un raisonnement par passage d la limite.

r
Une application célébre, le premier théoréme du Livre VII de son
ouvrage, établit que

-
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C'est ce résultat que Roberval utilisera pour carrer l'arche de

cycloide en 1634 (Traité des indivisibles).

Figure n°® 18

0] A &

On sait qu'une arche de cycloide (OI'BC sur la figure n° 18) est 1le
lieu d'un point fixe sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite OA
("Ce n'est autre chose que le chemin que fait en l'air le clou d'une roue,
quand elle roule de son mouvement ordinaire depuis que ce clou commence d
s'élever de terre, jusqu'd ce que le roulement continu de la roue L'ait rappor-

té d terre, aprés un tour achevé" dira Pascal dans son Histoire de la Roulette

(appelée autrement trochoide ou cycloide)). Roberval porte une longueur

GH = EF a partir du G de la cycloide, parallélement & 1'axe OA et engendre la
courbe OI''B . Par symétrie sur OFI, symétrie répercutée de EH & E'H' , le
calcul prouve que la courbe lieu de H divise le rectangle OABI en deux par-
ties égales, si l'on applique le théoréme de Cavalieri. Selon ce méme prin-
cipe, l'aire incluse entre les courbes [ et I €égale l'aire du demi-cercle
OFI. Bref, l'aire de la demi-arche de cycloide vaut en additionnant

TR.2R TR

> + - - On calcule donc que l'aire de 1'arche OI'BC entiére vaut trois

fois l'aire du cercle de base.

Cette "régle commune" développée par Cavalieri s'applique pour des
indivisibles paralléles et vaut aussi pour l'espace. Si les sections par des
plans paralléles de deux solides sont toujours dans un méme rapport, ainsi
en est-il des volumes des solides. La difficulté d'utilisation de la méthode
de Cavalieri réside dans la décomposition de deux figures en "éléments homolo-
gues" et formant un rapport constant. En analysant un peu mieux, Cavalieri
retrouve ainsi le volume d'un céne comme le tiers de celui du cylindre corres-

pondant (cf. Figure n°® 19).
O

Figure n® 19
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Qu'en est-il de cette analyse plus précise de Cavalieri. De fait, les
sections planes du cylindre ont toutes la méme aire, tandis que l'aire des
sections planes du céne varie de fagon croissante depuis l'aire du cercle de
base jusqu'a zéro. Lorsque la variation est linéaire, disons de 0 & 1, le
rapport correspondant est - (cf. Figure n° 20 ; aire de ABC par rapport a

2
celle de BB'C'C). En termes modernes : fé xdx = %—.

Bl Cl

Figure n° 20

B C
Lorsque la variation est géométrique, c'est-a-dire comme le carré de la varia-

ble, ce qui est le cas des sections du céne, disons encore de 0 & 1, le rapport

1 .
correspondant est l—. Soit en termes modernes : IO xzdx =g - Cavalieri géné-
ralisera ceci & Ié x"dx = E%T- (n entier, 1 { n < 9) et le publiera dans

Centuria di varii problemi (1646). Muni de ce renseignement algébrigue, bien

gu'obtenu de maniére purement géométrique, on peut effectivement en déduire
le volume du céne comme le tiers de celui du cylindre ou encore retrouver 1'aire

d'un segment de parabole précédemment obtenue par Archiméde (cf. Chap. IT § 3.2).

("Si parallelogrammum, et triangulum fuerint in eadem
basi, et circa eudem axim, vel diametrum cum parabola,
parallelogrammum erit parabolae sesquialterum, trian—
gulum autem erit eiusdem parabolae subsesquitertium"

Theorema I prop I , Geometrieca continuorum).

Cavalieri passera astucieusement 3 des résultats plus originaux en
comparant des indivisibles homologues, mais non de méme nature (segment de
droite 3 des arcs de cercle), ramenant ainsi la rectification de la spirale

d celle de la parabole. Ceci sera repris par Pascal (Dimension des lignes cour-

bes, rapports entre la spirale et la parabole), mais "4 la manié&re des Anciens",
c'est-a-dire en utilisant la méthode d'exhaustion laguelle exige comme souvent

une réelle ingéniosité géométrique. D'ailleurs, dit Pascal,

"Je voulus chercher, comme si personne n'y avait pensé ;
et sans m'arréter ni aux méthodes des mouvements, ni a
celles des indivisibles, mats en suivant celle des

anciens, afin que la chose put &tre ferme et sans dispute'.
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C'est bien dire que les méthodes de Cavalieri laissaient un doute
profond, doute fortifié par l'obscurité de style de Cavalieri et par une
mécompréhension fondamentale de la nature méme de ses indivisibles, envisa-

gés comme des infiniment petits.

2.3 Les méthodes utilisant des procédés limites ou des infiniment petits

L'insuccés relatif de Cavalieri tient & ce que son point de vue ne
pouvait déboucher sur un véritable calcul algébrique, dégagé de toute géométrie,
et pouvant prendre en compte simultanément les quatre problémes suivants, que

nous savons étre de méme nature aujourd'hui

(a) rectification des courbes et quadrature des surfaces, etc,

(b) détermination des maximas et minimas,

(c) détermination des tangentes et normales,

(d) calcul des vitesses et des accélérations d'un mouvement et
recomposition de ce méme mouvement & partir de la vitesse

par exemple.

Les trois derniers problémes ont une consonance extra-mathématique
et ce n'est pas pour rien gue Fermat part de considérations physiques pour

eétudier (b) (Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam en 1637), que

Descartes part de 1l'optique ol sa découverte des lois de la réfraction impose

la résolution de (¢) (La Géométrie et la Dioptrigue datent de 1637) et enfin

que le créateur de la dynamigue, Galilée, s'intéresse & (d). Nous ne souhai-
tons pas étudier les contributions variées qui préparent techniquement les

résultats de Newton et de Leibniz. Les oceuvres de Roberval (Traité des indivi-

sibles 1634), de Fermat (opus cité 1637), de Descartes (La Géométrie 1637 Livre

II), de Barrow (Lectiones Geometricae 1669), de Pascal (oeuvre déja citée), de

J. Wallis (Arithmetica Infinitorum 1655), de Grégoire de Saint Vincent (Opus

Geometricum 1647), de J. Gregory enfin (Geometriae Pars Universalis 1668) sont

les plus caractéristiques.

Toutes ces oeuvres sont basées sur la géométrie et non sur les
grandeurs (On mesurera plus loin l'originalité de Leibniz a ce propos). Fermat,

par exemple, introduit le fameux triangle caractéristique BDIC (ct. Figure

1
n® 21) semblable au triangle TAB(d'ailleurs dans le cas particulier d'une

parabole).,
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parabole (y2= 2px)

Figure n° 21

Fermat assimile C1D1 a BlDl et crée un vocabulaire spécial pour cela,

l'adégalité. Par similitude, on obtient facilement la formule donnant la sous-
tangente AT.

BD1

BIAI-BA

puis en divisant numérateur et dénominateur par BD1 et faisant BD1 =0, ce

qui est encore adégaliser ou "élision des homogénes", Fermat obtient la proprié-
(BA)

AT BA

té de la sous-tangente d'une parabole (AT = ol p est le paramétre).

Le procédé de Descartes, au Livre II de sa Géométrie, et pour des
courbes polynomiales, est nettement plus algébrique. Il revient a4 considérer
un cercleosculateur i la parabole en B. En notations modernes, si O est l'origi-

ne, on cherche & déterminer E ol EB est la normale en B & la parabole de sommet

0. (équation y2 2px). On calcule le rayon R du cercle de centre E passant par
B avec OA = X et OE = z selon

R2 = x2 - 2(z-p)x + z2 .

La parabole et le cercle se coupent a priori en quatre points,et par symétrie
selon l'axe OA,il n'y a que deux abcisses & découvrir. L'équation devient :
x* - 2%(z-p) - (x° - 2(z-p)x) = O

soit

X = (z-p) /(z-p)2 + x2 - 2(z=p)x
= (z-p) * V(z-p-x)2 .

Dés lors, si l'on ne regarde que la moitié de la parabole, plus les
deux points d'intersection sont proches, moins il y a de différence entre les

deux racines et si ces points "sont tous dewr pointe en un, c'est-=d-dire ei le
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cercle qui passe par B touche la courbe OB sans la couper", on doit avoir la

nullité du discriminant et donc l'abcisse cherchée z = p+x , soit AE = P.
Certes, la méthode de Descartes est beaucoup moins discutable que

celle de Fermat par élimination de 1l'adégalité, mais son principe par utili-

sation des équations est peu général. Descartes en tire avantage sur Fermat

car sa méthode "suit la plus &lire fagon de démontrer quri

savoir celle qu'on nomme a priori’.

3. LE NOMBRE CHEZ DESCARTES ET GALILEE

Nous avons constaté la primauté du géométrique chez Descartes
(cf. Chap. III § 6.2). Certes, Descartes sait bien gu'entre la ligne, la
surface et le corps, le simple duguel tout découle est la ligne et que ces
quantités ne sont pas vraiment distinctes 1'une de 1'autre (cf. Régle 14,

Régles pour servir i la Direction de 1l'esprit). Certes, Descartes congoit le

nombre entier comme une notion innée. ("Le nombre que nous considérons en
général, sans faire réflexion sur aucune chose créée, n'est point hors de
notre pensée"). Cependant, le nombre réel, en particulier 1'incommensurable,
provient de la géométrie, de "l'étendue" dirait Descartes. Le nombre réel
est la mesure de 1l'étendue ou de la durée, la mesure s'entendant au sens des
proportions euclidiennes donc présupposant la division des grandeurs consi-
dérées, ce qui nous fait aussitdt sortir de l'arithmétique des entiers. On

ne mesure que des dimensions, c'est-d-dire

"Le mode et le rapport sous lequel un sujet quelconque

est jugé mesurable, en sorte que non seulement la Longueur,
la largeur et la profondeur sont des dimensions du corps,
mats la pesanteur est la dimension suivant laquelle les
sujets sont pesés, la vitesse est la dimension du mouve=—

ment..." Régle 14 .

I1 s'agit donc de grandeurs comparables (ordre total) et divisibles,
car c'est 14 ce qui est clair, distinct et ce qui est ordonné. Certes, "au
moyen d'une unité d'emprunt les grandeurs continues peuwvent étre ramenées a
la pluralité, parfois tout entiéres et toujours au moins en partze', mais,
et c'est 1a la recomposition ordonnée qui compte, "la pluralité des unités
peut ensuite étre disposée dans un ordre tel que la difficulté qui était
relative d la connaissance de la mesure, ne dépende plus enfin que de la

considération de 1'ordre” (Régle 14).
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Toutefois, 1l'image du nombre continu ne restera pas dans 1l'abstrait
eudoxien, mais s'incarnera dans la ligne géométrigque. Du point de vue des
notations, il est symptomatique que dans les chaines de comparaison des sur-
faces aux lignes, il note %—= % . Bien entendu, tout ceci s'enracine dans la
conception philosophique cartésienne sur laquelle nous ne souhaitons pas nous
étendre.

Descartes n'insiste guére sur la notion de continuité, rejettant

les discussions de distinction entre quantité et étendue dans le domaine des

subtilités philosophiques méprisées.

Chez Galilée, si le langage euclidien des proportions (et non un
langage numéricien) est le seul utilisé, l'impact de la géométrie est bien
moindre. En outre, comme pour Nicole Oresme et l'Ecole des dynamiciens pari-
siens, Galilée en mécanicien met aussi & jour la notion de fonction ou plutdt
de relations entre grandeurs. Il n'y a toujours pas de symbolisme, mais 1l'idée

est la. (Par exemple, dans un ouvrage de jeunesse, le De motu gravium , on

peut poser des questions du genre : "quelle est la proportion que suivront

en ce qui concerne leurs vitesses, des mobiles, égaux en volume, mais inégaux
en poids ?"). La notion de fonction passera au XVIIéme siécle par 1'intermédiaire
de la représentation géométrique des courbes, et particuliérement des courbes
nouvelles par rapport aux Anciens (cf. & ce propos la géne d'un Descartes
Document n° 8). Les mécaniciens n'auront pas trop de mal & concevoir ces
courbes & partir de la vision d'une trajectoire et les nouvellés courbes

seront souvent appelées "mécaniques". La véritable distinction entre courbes
algébriques et courbes transcendantes ne sera dominée que vers la fin du sidcle
avec la démonstration de Leibniz que sin x n'est pas une fonction algébrique.
L'idée de fonction, assez clairement exprimée par J. Gregory, ne sera pourtant
pas utilisée par les mathématiciens avant le siécle suivant, malgré le vocabu-
laire newtonien qui désigne par fluente toute quantité variable dépendant d'un
paramétre. Euler adoptera le mot fonction et la notation f(x) en 1734 seule-

ment.

4. LES EMBARRAS DE NEWTON

Galilée par qui nous avons ouvert ce chapitre et Newton sont les
esprits les plus novateurs du XVIIeme si&cle. Commengons par examiner le statut

des nombres chez Newton.
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4.1 Le nombre chez Newton

La définition d'un nombre apparait clairement dans Arithmetica
Universalis, ouvrage publié vers 1707, mais il convient de rappeler gque
Newton appartient & cette race de savants qui hésitent trés longtemps avant
de publier leurs découvertes. Il en sera de méme pour Gauss. Bref, Newton

déclare :

"On entend par nombre, moins une collection de plusieurs
unité qu'un rapport abstrait d'une quantité que leonque

d une autre de méme espéce qu'on regarde comme wnité".

D'un coup, la legon du Livre V d'Euclide est dominée, mais en plug
le champ des opérations numériques est ouvert aux "raisons" euclidiennes.
C'est certainement la meilleure définition possible compte tenu de 1'environne-
ment culturel et on ne risque rien en assurant gu'il faut y voir aussi 1'in-
fluence de I. Barrow, dont nous avons parlé au chapitre I, et auquel succéda
Newton dans la chaire de "Lucasian professor" au Trinity College de Cambridge.
On est alors d'autant plus surpris de voir que cette définition n'est guére
réutilisée par Newton dans le reste du texte oi prédomine la lecgon du Descartes
de la Géométrie.

Par contre, le concept intuitif de grandeur, autour duguel le calcul
infinitésimal wva s'organiser, fait intervenir la durée sous la forme du mouve-
ment, selon une démarche déji signalée chez le Descartes prenant en charge

certaines "courbes mécaniques" (cf. Document n° 8).

""Je ne considére pas les grandeurs mathématiques comme
formées de parties si petites soilent-elles, mais comme
déerites d'un mouvement continu. Les lignes sont décri-
tes et engendrées, non par la juxtaposition de leurs
parties, mais par le mouvement continu de points, Les
surfaces, par le mouvement des lignes ; les solides

par le mouvement des surfaces ; les angles par la
rotation des ctés ; les temps par un flux continu'

(Tractatus de guadratura curvarum 1704 en appendice

a l'ouvrage Opticks, ce qui indigque encore l'influence

cartésienne).

Un tel point de vue sera répété dans le Methodus Fluxionum et Ser-

verum Infinitarum de 1671. Cette conception de la durée, du mouvement, 1'améne

d la vitesse du mouvement, c'est-a-dire a4 imaginer pour les grandeurs "les

vitesses des mouvements ou accroissements qui les engendrent”. Ces vitesses
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seront appelées fluxions et Newton date son point de vue de ses deux trés

grandes années de découvertes : 1665-1666. Etudions rapidement cet apport

en rappelant que notre propos essentiel n'est pas 1la.

4.2 Les fluxions et le calcul infinitésimal

Le point de départ de Newton est donc : la vitesse de changement,

notre lim Ziﬁiﬂ%:ﬁﬁﬁl. = lim é&- que Newton note y mais qu'il ne définit
h-0 Ax-0

pas vraiment. Pour le calcul, il raisonne sur un accroissement h de la varia-
ble, divise par h et fait ensuite h = 0 . On ne cessera de lui faire remar-
quer qu'il y a 1a un sérieux embarras. En tous cas, Newton peut calculer la -
fluxion de la fluente f(x) = x" qui est mﬁcn_1 (n € ®/0). Réciproguement,
l'inverse de la différentiation est le calcul des aires, calcul obtenu par
sommation d'infiniment petits. Newton est le premier & insister sur le double

aspect du nouveau calcul : calcul intégral et calcul des fluxions (De Analysi

per Aeguationes Numero Terminorum Infinitas 1669). C'est peut-étre dans les

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687) sur le Systéme du Monde

que Newton fournit les explications les plus explicites et les mieux corri-
gées sur son calcul infinitésimal ou "méthode des premiéres et derniéres
raisons". Le calcul des fluxions n'est gue l'un des moindres apports de cet
ouvrage extraordinaire. Le langage est souvent géométrique et rarement analy-
tigue. Newton rejette les "indivisibles" au profit des "evanescent divisible

quantities" et s'approche d'une définition moderne :

"Ultimate ratios in which quantities vanish are not,
strictly speaking, ratios of ultimate quantities,

but limits to which the ratios of these quantities,
decreasing without limit, approach, and which, though
they can come nearer than any difference whatever,
they can neilther pass over nor attain before the
quantities have diminished indefinitely"” (Principia,

édition anglaise).
Cela lui permet de démontrer les

"Lemme I. - Des gquantités ou des rapports de quantités qui tendent constamment

L'égalité dans un temps fint, et qui, avant la fin de ce temps, s'approchent

a
davantage 1'un de l'autre que toute différence donnée, sont d la fin égaux.

57 on le nte, qu'tls soient d la fin itnégaux, et que leur derniére différence
sott D. Ils n'approchent pas de l'égalité plus que de la différence D, ce qui

est contre l'hypothése.
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Lemme II. - Si dans une figure

quelconque AacE, comprise entre

les droites Aa, AE et la courbe & Ak

abE, sont inscrits des parallé- m

logrammes en nombre quelconque )
Ab, Be, Cd, ete., de bases éga- L
les AB, BC, CD, DE et de cdtés

Bb, Ce, Dd, ete., paralléles au

cOté Aa de la figure, et si L'on

compléte les parallélogrammes
akbl, bLem, cMdn, ete. ; si en-

grammes diminuent indéfiniment

|

|

I

1

I

1

|

1

I

. P I
sutte les bases des parallélo- |
1

!

'S

F

tandis que leur nombre croit a A 5 c e >

L'infini, je dis que les derniers

Figure n° 22

rapports qu'on entre elles la
figure inscrite AKbLeMdD, la circonscrite AalbmendoE et la curviligne

AabedE sont des rapports d'égalité (ef. figure n° 22).

Car la différence entre les figures inscrite et circonserite est la somme

des parallélogrammes KL, Lm, Do, ec'est-d-dire, puisque toutes les bases sont
égales, le rectangle de base Kb et de hauteur la somme Aa des hauteurs, soit
le rectangle ABla. Mais ce rectangle, dont la base AB diminue indéfiniment
est plus petit que tout rectangle domné. Donc, par le lemme I, les figures
inscrite et cilrconscrite et d plus forte raison la figure curviligne inter-

médiaire, sont & la fin égales."

I1 en déduit, aprés un rappel des propriétés de similitude du Livre VI
d'Euclide, que le dernier rapport de l'arc, de la tangente et de la corde entre
eux, est le rapport d'égalité. Par suite, pour établir des rapports d'aires, il
se contentera de faire des rapports des polygones, parallélogrammes, etc., ins-
crits. En un mot, Newton, et des disciples comme Mac Laurin ne manqueront pas
de le souligner, a justifié les raccourcis opérés par les Modernes vis-a-vis
de la méthode d'exhaustion des Anciens.

On ne peut que regretter gque Newton n'ait pas mis a profit sa défini-
tion du nombre et ne se soit mieux débarrassé de la géométrie pour fonder sa
théorie des fluxions. Pour couper le réve, n'oublions pas que la notion de fonc-
tion n'est pas encore élaborée et que le corpus euclidien joue un réle totali-

sateur.
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5. LA DEMARCHE DE LEIBNIZ

Leibniz philoscophe est un lecteur, donc un critique de Descartes.
Tous les deux prennent pour modéle les mathématiques, tant pour des raisons
pédagogiques que pour tenter une explication du Monde. Toutefois, Leibniz
dispose de deux atouts supplémentaires : d'une part, il participe activement
4 la création d'une analyse combinatoire, et d'autre part, il crée (simulta-
nément avec Newton) une algébre des infiniment petits. De telles découvertes
ne pouvaient que rejaillir sur son systéme philosophique. On sait gue Leibniz
refuse les quatre régles du Discours de la Méthode parce que le fondement sur

la notion d'évidence lui semble inadmissible.

"SZ Euclide avait voulu se contenter du bénéfice de la
vigion ou de l'opinion de l'évidence, 1l aurait assumé
bien des choses sans démonstration, au grand dommage
de la science dont 1l a compris la nature mieux que

plusteurs ne le crotent.”

Leibniz, en logicien nourri d'Aristote, préfére l'évidence formelle,
c'est-5-dire le principe de la non-contradiction au sein d'un ensemble de

définitions.

"La vraie marque d'une notion claire et distincte
d'un objet est le moyen qu'on a d'en connattre

beaucoup de vérités par des preuves a priori."
Et ailleurs Leibniz entonne une rengaine bien mathématique

"La force de la démonstration est indépendante de la
figure tracée, qui n'est que pour faciliter l'intel-
Zigence de ce qu'on veut dire et fixer l'attention ;
ce sont les propositions universelles, c'est—-d-dire
les définitions, les axiomes et les théorémes déjd
démontrés qui font le raisonnement et le soutien-—
dratent quand la figure n'y serait pas' (Nouwveaux

Essais sur l'Entendement humain).

Enfin

"La connaissance, qui n'est pas évidente par elle-
méme, s'acquiert par des conséquences, lesquelles
ne sont bonnes que lorsqu'elles ont leur forme

due' (Ibid. Livre IV chp. 17 § 5).
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Et Leibniz note, et cela semble neuf, que "les propositions doivent Stre

réciproques, afin que la démonstration synthétique putsse repasser d rebours

par les traces de l'analyse."

Descartes, lui, se comporte en chercheur pressé d'accumuler du
Savoir ordonné et ne tient pas i réduire toutes les propositions au principe
de non-contradiction (Impossibile est idem simul esse et non esse) car cela
ne nous rend en rien plus savant. On retrouvera un écho naturellement localisé
de telles divergences lors de la crise des fondements des mathématiques au
début du XXéme siécle et avec chaque discussion concernant l'existence de nou-
veaux objets mathématigues (les nombres irrationnels que nous suivons, les
nombres imaginaires, les différentielles et les infinitésimaux, les nombres
cardinaux et ordinaux, etc.). Dans les mathématiques pratiquées aujourd'hui,
le sentiment qui prévaut et qui est exemplifié par N. Bourbaki est celui de
la méthode axiomatique (cf. Chap. V § 6 le point de vue axiomatique :

D. Hilbert), c'est-a-dire 1'opinion leibnizienne.

5.1 Le nombre chez Leibniz

La qualité formelle, requise par Leibniz pour une définition ou pour

une théorie, qui lui fait reprocher & Euclide dans les Nouveaux Essais sur

1 'Entendement humain de ne donner gu'une image sensible de la droite au lieu

d'une définition, devrait nous valoir une assise convenable pour les nombres.

En 1666, Leibniz écrit De Arte Combinatoria dans lequel il développe et enri-

chit la combinatoire du temps : permutations, combinaisons, etc., mais aussi
les premiéres notions sur les déterminants, le développement en écriture
dyadique, etc.

Ce premier intérét autour du nombre, dont la fragrance est pythago-
ricienne,évite & Leibniz de tout fonder sur la Géométrie et il proclame

formellement la subordination de celle-ci a 1'Arithmétique :

"Ipsa autem Geometria seu scientia extensionis rursus
subordinatur Arithmeticae, quia in extenstone, ut

supra dixi, repetitio est seu multitudo..."

Pour mesurer l'espace, on doit se servir des nombres entiers, mais la notion

de mesure ne fonde pas le nombre.

"La distinction précise des idées davis 1'étendue ne
constste pas dans la grandeur, car pour reconmmaitre
distinctement la grandeur, il faut recourir aux nom-

bres entiers ; ainsi de la quantité continue, <l
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faut recourir 4 la quantité diseréte pour avoir

une connaissance distincte de la grandeur.'

La encore, le passage a l'infini s'avére nécessaire (cf. Chap. VI)
pour expliquer comment sont empilées ces diverses unités. Mais Leibniz tirera
plus de ccnséguences philosophiques que mathématiques de telles considérations.
Le nombre apparait a la fois comme un principe, qui désignerait un cardinal
aurait-on tendance a dire aujourd'hui, mais aussi comme indiquant une composi-
tion (7 = 3 + 4 , etc.). Cela est si vrai que Leibniz prendra le soin de démon-

trer par associativité que : 2 + 2 = 4 , la définition de 4 provenant de

1+1+1+1=4 (cf. Nouveaux Essais sur l'Entendement humain).

L'aspect ordinal se dégage aussi, mais li& encore Leibniz en tirera
surtout des conséquences philosophiques dans sa Monadologie. Pour les mathéma-
tiques, on attend Leibniz au tournant des incommensurables et woild gu'il en

rajoute méme

"Ex his manifestum est, Numerum in genere integrum,
fractum, rationalem, surdum, ordinalium, transcen-—
dentem generalil notione definiri posse, ut sit id
quod Homogeneum est Unitati, seu quod habet ad

Unitatem, ut recta ad rectam."

Le nombre, pris dans son acception générale (entier, rationnel, ordi-
nal, irrationnel) est ce qui est homogéne & l'unité. On aurait fort tendance
4 voir ici l'expression du Livre V d'Euclide, ol enfin serait affirmée 1'iden-
tité des raisons et des nombres. "Ratio representatur per fractionem, re ad
quam ratio est repraesentata per unitatem." D'autant plus que le nombre est
ce qui par excellence est susceptible d'étre soumis & des opérations.

Et gqu'en est-il de l'empilage des nombres, en un mot du continu ?
Sur ce point, la pensée de Leibniz va &tre beaucoup plus précise que celle de
ses prédécesseurs car le philosophe des monades a manipulé les séries conver-

gentes. On peut s'approcher d'un nombre, 2 par exemple, sans jamais 1l'atteindre

Loed 1

Cette série convergente a une interprétation géométrique par les milieux, mais
justement 1l'égalité ne provient pas d'une intuition de 1l'espace ou d'une défi-
nition. L'égalité est démontrée -nous y reviendrons- sur la base de l'arithmé-
tique et du calcul des infinis.

En passant (il ne s'agit pas de mouvement mais d'ordre) d'un nombre

a l'autre, on prend toutes les valeurs intermédiaires.
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"Et in universum in Homogeneis locum habet <llud
axioma, quod transit continue ab uno extremo ad

aliud transire per ommia intermedia..."

L'incommensurable T , dont la position privilégiée tient aux rela-
tions géométriques dans le cercle, rentre dans le rang numérique. Il s'obtient

par la série

(-1)
2n+1

que Leibniz établit en 1674 (Acta Eruditorum de 1682).

Tout ceci nous incite & regarder de plus prés les manipulations
des séries par Leibniz et de ce fait aussi sa méthode des quantités infinité-

simales.

5.2 Analyse des quantités infinitésimales chez Leibniz

Leibniz a écrit en 1714 son Historia et Origo Calculi Differentialis

dans le cadre de la vive dispute sur les priorités et le plagiat entre Newton
et lui-méme, et toute 1l'escouade des partisans des deux bords. Les papiers
personnels de Leibniz établissent qu'il était arrivé trés loin vers 1673, bien

avant la publication de Nova Methodus... (1684).

Leibniz semble 13 encore partir de considérations combinatoires

puisque dans la suite des carrés des entiers
0 1 4 9 16 25 36 49 ...
les premiéres différences sont
1 3 5 7 9 11 13 ...

et les différences secondes sont constantes

Pour les valeurs d'une fonction, Leibniz parle en termes de différen-
ces entre deux valeurs voisines, différence qu'il note 1 au début, pour bien
souligner l'analogie avec le cas arithmétique (différence de deux entiers suc—
cessifs). En notant omn pour la somme des différences 1 de la fonction y commen-
gant 3 0 , on a

omn 1 =y

Bientdt, Leibniz notera 1 =dy , 1 = dx et remplacera omn par J , la premiére
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lettre de somme, dans le style du Grand Siécle.
de = ¥ .

Leibniz pose, en considérant le graphe de x —» x , que
2
fydy = %

I1 établit formellement le théoréme d'intégration par parties

dey + Jydx = Xy

et réalise que la différentiation et l'intégration (en son sens) sont des
opérations inverses l'une de l'autre et cela corrobore le bien-fondé de sa
notation ( pour somme, d pour différence).

Formellement encore, et toujours par analogie avec les différences
portant sur les variables discrétes, ce qui explique les changements de signe

dans la formule, il établit :

1 2 ddy

1
1.2 2 .23

x3 dddg
dx dx

Sy

3

ol les valeurs dérivées s'entendent en 0 et y vaut 0 en 0. De méme :

n xn+1 n n-1
Jx ax = 7 ©t & =nx 'dx pour n € o\ {0}

On le voit ici encore, c'est l'arithmétique qui est fondamentale, non
la géométrie

"Car ce n'est pas par les fluxions des lignes, mais

par les différences des nombres que j'y suis venu"

(Lettre & 1'Abbé Conti).

En outre, ce sont les propriétés formelles de la différentiation

(et de 1l'intégration) qui sont mises en évidence par Leibniz :
d(ylyz) = yldy2 + y2dyl etc.

Toutefois, il est bien conscient de la généralité de sa méthode
formelle, bien que les résultats qui précédent aient plus ou moins été déja

découverts, de Cavalieri i Wallis.

Le tournant épistémologique se réalise lorsque Leibniz prend
conscience que dx peut avoir avec x '"une raison plus petite que n'importe
qeulle quantité assignable". Formellement, il peut conserver les identités
précédemment établies, mais il lui faut donner un sens a 1'expression gﬁ- et

préciser dx .
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Une explication possible, mais non rigoureusement fondée, provient

du triangle caractéristique (cf. § 2 de ce chapitre). La pente de la tangente
d P . s .

s'identifiant a & ot on néglige dzy etc (En fait, Leibniz raisonne avec la

ax

dy y Vo i .
- = " t ch 1 ! Lige=
sous-tangente Sous—tangente ). Il s'agit chez Leibniz plus d'une expli

cation, basée sur la Géométrie, que d'une démonstration formelle.

Pour Leibniz, mais ses explications pourront varier, dx désigne une
quantité infinitésimale (ou "évanouissante") qui est certes une "fiction", mais
une "fietion utile pour abréger et pour parler universellement' (Lettre a Dan-
gicourt, ler septembre 1716). Bien sfir, Leibniz prétend quelquefois "qu'on ne
différe du style d'Archiméde que dans les expresstons’ (Journal de Trévoux
1701 Mémoire de M. G.G. Leibniz touchant son sentiment sur le calcul différen-
tiel) et gu'au lieu de quantités infinitésimales "on prend des quantités ausst
grandes et aussi petites qu'il faut pour que l'erreur soit moindre que L' erveur
donnée" (Ibidem) .

L'aspect formel et algébrique justifie bien des choses d'ailleurs.

"... et 1l se trouve que les régles du fini réussissent
dans 1'infini comme s'il y avait des atomes (c'est-d-
dire des éléments assignables de la nature), quoiqu'il
n'y en ait point,la matiére étant actuellement sous-
divisée sans fin ; et que vice versa les régles de
L'infini réussissent dans le fini, comme s'il y avait
deg infiniment petits métaphysiques, quoiqu'on n'en
n'ait point besoin ; et que la division de la matiére
ne parvienne jamatis d des parcelles infiniment petites
e'est parce que tout se gouverne par raison, et qu'au-
trement i1ln'yaurait point de science ni régle, ce qui
ne serait point conforme avec la nature du souverain

prineipe’ (Ibidem).

Admettre pour Leibniz l'existence de quantités infinitésimales,
d'ailleurs mettre un ordre sur ses infiniment petits aussi bien que sur les
infiniment grands, c'est aller a l'encontre d'Aristote, c'est surtout aller
4 l1l'encontre du Livre V car l'ordre n'est pas archimédien, et c'est rencontrer
les problémes de la cardinalité des ensembles qui souléveront tant de difficul-
tés pour Cantor... et le fondement des mathématiques (cf. Chapitre VI). Il le
fait gquand méme et,en philosophe,Leibniz réservera ses explications & l'infi-
niment grand de par les implications possibles avec l'existence de Dieu. Nous
ne pouvons entrer ici dans ces explications.

En tous cas, l'aspect non archimédien des quantités infinitésimales

est clairement examiné et l'analogie algébrigue est faite entre la ligne et la
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surface, qui n'ont aucune raison entre elle, "parce que la ligne prise mathé-
matiquement est considérée sans aucune largeur." D'ailleurs, pour préciser le
rS6le de 1l'algébre, réle que tous les successeurs souligneront & l'envi, Leibniz

ajoute gque :

"L'analyse nouvelle des infinis ne regarde nt les
figures, ni les nombres, mats les grandeurs en
général, comme fait la spéeieuse ordinaire. Elle
montre un algorithme nouveau, c'est-d-dire une
nouvelle fagon d'ajouter, de soustraire, de multi-
plier, de diviser, d'extraire, propre aux quantités

incomparables’ (De la chainette).

C'est cette algébre "qui nous donne un fil dans le labyrinthe"
de la synthése qui recompose & partir du simple pour découvrir une Veérité,
c'est elle "qui retranche une bonne partie des combinaisons tnutiles' par la
méthode des exclusions, mais ™1 y a des cas ou la nature méme de la question
n

exige qu'on atlle tdtormmer partout, les abrégés n'étant pas toujours possibles

(Nouveaux Essais sur l'Entendement humain 1703 , Livre IV chap. 2 § 2).

Par contre, Leibniz tient bien & préciser que '"la science de l'infint

n'est pas dégradée' par la considération des quantités infinitésimales :

"ear 1l reste toujours un infini syncatégorématique,
comme parle L'école, et il demeure vrai par exemple
1 1 7 1 1 1
que 2 est aqutant que 7 + §—+ 7 + §-+ T§'+ 37 2 ete.,
ce qui est une série infinie dans laquelle toutes
les fractions dont les numérateurs sont 1 et les déno-
minateurs de progression géométyique double, sont
comprises d la fois, quoiqu'on n'y emploie toujours
que des nombres ordinatres et quoiqu'on n'y fasse
point entrer aucune mention infiniment petite, ou
T’

dont le dénominateur soit un nombre infini...'

i 3 1 1 1 ; s g
L'égalité 2 = T—+ 5 + Z—+ ... est vraiment une égalité entre tous les termes de
la série (et la loi qui les fonde) et le nombre 2. De méme pour la série donnant

Z—(’Tbta autem series infinita exacte natura circull exprimit").

Mais il ne suffit pas de dire qu'il y a égalité pour que l'on sache
ce que signifie la série. Une lecture de Leibniz, pour les séries a termes
positifs, semblerait montrer que ce dernier voit la limite au sens de la borne

supérieure, donc & partir de la notion d'ordre.
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5.3 L'Analyse non standard

Rajouter aux nombres usuels des quantités infinitésimales, cela,
Leibniz 1'a pensé . Refaire la théorie du Livre V d'Euclide, sans 1'axiome
d'Archiméde (Définition 4), ne pouvait &tre fait par Leibniz compte tenu
méme de ce que signifiait "construire" un nouvel objet mathématique au
XVIIéme siécle.

Tout le XVIIIéme siécle, nous allons le voir, va s'acharner a
mettre au clair la pensée leibnizienne (et aussi newtonienne) en faisant
disparaitre ces quantités "évanouissantes". Nous verrons qu'avec Cauchy, revu
corrigé et surtout formalisé par Weierstrass, la notion de limite sera la
notion clef sur laquelle tout 1'édifice de 1'Analyse est fondé. Cette notion
évacuera les quantités "évanouissantes". Au XXéme siécle, toutefois, il se
trouva possible de construire une "analyse non standard" et ce fut essentiel-

lement l'oeuvre de A. Robinson (Non standard Analysis Springer Verlag 19%4)

grdce aux développements de la logique mathématique, et de l'analyse non
archimédienne. Avec Robinson, on assiste & un passionnant dépassement du
Livre V d'Euclide et des constructions de Dedekind ou Cantor, dépassement
qu'il nous est impossible de décrire ici, car il fait trop appel & des tech-
niques de logique. Soulignons de suite que cette théorie débouche sur des
résultats délicats d'analyse classique (théorie des sous-espaces invariants,
par exemple). Contentons-nous de citer le paragraphe final du livre de

Robinson.

"Returning now to the theory of this book, we observe
that it is presented, naturally, within the framework
of .contemporary Mathematics, and thus appears to affirm
the existence of all sorts of infinitary entities.
However, from a formalist point of view we may look
at our theory syntactically end may consider that
what we have dome is to introduce new deductive pro-
ceduwred rather than new mathematical entities. What-
ever our outlook and in spite of Leibniz'position, it
appears to us today that the infinitely small and
infinitely large numbers of a non-standard model of
Analysis are neither more nor less real than, for
example, the standard irrational numbers. This is
obvious if we introduce such numbers axtomatically ;

while in the genetic approach both standard irrational
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numbers and non-standard numbers are introduced by
certain infinitary processes. This remark is equally
true if we approach the problem from the point of
view of the empirical scientist. For all measurements
are recorded in terms of integers or rational numbers,
and if our theoretical framework goes beyond these
then there is no compelling reason why we should stay
within an Arvchimedean number system. For, repeating a
quotation given earlier in this chapter, 'on ne diffé-
re du style d'Archiméde que dans les expressions qui
sont plus directes dans notre méthode et plus confor-

mes d L'art d"inventer'."

5.4 Extension philosophique

S'appuyant encore sur une option arithmétique, Leibniz congoit les
"substances" ou "monades" comme "inétendues",indiscernables et ne pouvant agir
1'une sur l'autre mais reflétant chacune 1l'Univers. Il y a une hiérarchie des
monades selon la clarté avec laguelle les monades reflétent 1l'Univers. Hiérar-
chie a laguelle il suffit de rajouter un principe de continuité pour disposer

d'une analogie avec les nombres ou les grandeurs. Dans les Nouveaux Essais sur

l'Entendement humain, on retrouve le vieux principe de Nicolas de Cuse :

"Rien ne fatt tout d'un coup, et c'est une de mes

0w
®

grandes maximes et des plus vérifiées, que la nature
ne fait jamais de sauts. J'appelle cela la loi de la

continuité... et l'usage de cette loil est trés consi-

4

P

lérable dans la physique. Elle porte qu'on passe tou-

e
Jours du plus petit au grand 2t 4 rebours par le médio-
cre, dans les degrés comme dans les parties ; et que
Jamats un mouvement ne nalt immédiatement du repos,
nt ne s'y réduit pas au mouvement plus petit, comme
on n'achéve jamais de parcourir aucune ligne ou lon-

gueur avant que d'avoir achevé une ligne plus petite..."”

o

Plus loin,

bles viennent par degré de celles qui sont trop petites

t peu

€

pour Etre remarquées. En juger autrement, c'e
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connaltre l'immense subtilité des choses qut

enveloppe toujours et partout un infini actuel.”

Ou encore lorsque Philatéte, qui représente soi-disant Locke, magnifie la

hiérarchie des monades

"les différentes espéces de créatures s'élévent
aussti peu 4 peu deputs nous jusqu'da l'infinie

perfection du souverain architecte."
Théophile, alias Leibniz, ajoute : .

"La loi de la continuité porte que la nature ne laisse
point de vide dans l'ordre qu'elle suit, mais toute
forme ou espéce n'est pas de tout ordre. Quant aux
esprits ou génies, comme je tiens que toutes les
intelligences créées ont des corps organisés, dont

la perfection répond 4 celle de 1'intelligence ou de
L'esprit qui est dans ce corps en vertu de 1'harmonie
préétablie, je tiens que pour concevoir quelque chose
des perfections des esprits au-dessus de nous, il ser-
vira beaucoup de se figurer des perfections encore

dans les organes du corps qui passent celles du ndtre."

Avec une telle imagination, cette "invenzione la pit vaga", on com-

prend que Leibniz ne craignait pas les "évanouissantes".

6. LA MISE EN ORDRE JUSQU'A CAUCHY

6.1 La totalisation philosophique chez Hegel

L'introduction du calcul infinitésimal et des quantités infiniment
petites en une époque ol la Science n'est pas disjointe de la Philosophie, la
notion de nombre-et de nombre mesurant tous les nombres- en une époque ol la
Philosophie cétoie la théologie, provoquent nécessairement les philosophes.

Les controverses de Galilée, Descartes, Newton, Leibniz, Berkeley et bien
d'autres aménent chague génération a4 redéfinir sa position sur les idées de
nombre, de mesure, d'infini et de continu. Nous avons tenu & indiquer les gran-
des lignes de pensée de Descartes, Leibniz et Newton, négligeant bien d'autres

interventions plus significatives du milieu historique mais de portée moins
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générale. A la fin du XVIIIéme siécle, voire au milieu du XIXéme siécle, nous
souhaiterions trouver un auteur capable de résumer la situation. Malheureuse-
ment, la lignée des mathématiciens philosophes est rompue. Voltaire fait souri-
re des pensées philosophiques d'Euler et 1'on verra au Chapitre V § 1.2 les
avatars de la pensée mathématique kantienne. Il faudrait bien envisager Hegel,
dont l'influence sur Marx en fait le grand-pére intellectuel de notre siécle.
Hegel a medite les mathématiques, principalement dans ses aspects de logique,

aspects gue nous ne regardons pas ici (Wissenschaft der Logik). Il se trouve

d'ailleurs qu'Hegel dans cet ouvrage consacre quelques notes essentielles &
l'infini mathématique et au calcul infinitésimal. Il se trouve surtout gqu'Hegel

a €écrit un texte, Théorie de la mesure, qui concerne directement notre sujet et

est basé sur le réle du concept en soi dans la pensée hégélienne, du concept.du
Quantum en particulier et de sa détermination en excroissance de la pensée spé-
culative dans la mathématique. L'auteur de ces lignes, mathématicien faut-il le
rappeler, ne peut qu'avouer son incapacité & déchiffrer autrement gu'en surface
la signification des textes hégéliens et les rares fois o il a pu accrocher

une référence mathématique, ou bien 1l'exemple n'éclairait pas le texte, ou bien

l'exemple était mathématiquement inacceptable. Vite découragé, mais par souci

de tradition, on se contentera donc de signaler le texte hégélien.

6.2 Les résultats de 1l'Analyse et les divers essais de fondation du Calcul

Avec les outils forgés par Leibniz et Newton, et méme en négligeant
bien des-questions fondamentales concernant les "fluxions" ou les "différentiel-
les", les mathématiciens avaient devant eux pour un bon siécle de travail sys-
tématique.

Nous n'avons pas & décrire ici ce que furent les résultats de 1'Ana-
lyse Infinitésimale, auquel les Anglais réservent avec bonheur 1l'expression de
"Calculus". Rappelons que le nom de L. Euler se dégage automatiquement au XVIII&

siécle (cf. Document n° 5, Chronologie sommaire des mathématiciens et auteurs

cités dans le texte). Citons en vrac quelques réussites spectaculaires en Analyse

au XVIIIéme siécle et au début du XIXéme siécle
- Définition infinitésimale des fonctions transcendantes usuelles
(fonctions exponentielles, trigonométriques, hyperboliques, etc.).
- Intégration des fonctions d'une variable complexe, théorie de
Cauchy et des résidus.
- Intégrales elliptiques (classifications de Legendre dans son Traité

des fonctions elliptiques de 1825).




— Etude des fonctions spéciales (fonctions eulériennes, etc.).

- Séries entiéres st développements tayloriens des fonctions.

- Séries trigonométriques et applications au probléme des cordes
vibrantes.

- Equations différentielles et aux dérivées partielles : premiéres
classifications et nombreuses solutions particuliéres.

- Calcul des variations (Methodus inveniendi lineas curvas maximi

minimive proprietati gaudentes Euler 1744, etc.).

Bien naturellement, la nature mépe et la justification de 1l'Analyse
Infinitésimale génent les esprits. Tout au long du XVIIIéme siécle, paralléle-
ment a la floraison de résultats nouveaux, de nombreux auteurs s 'essayent en
vain a un traitement du calcul différentiel mathématiquement satisfaisant aux
yeux des mathématiciens du temps, c'est-i-dire basé sur le traitement euclidien.

Citons par exemple B. Taylor (Methodus Incrementorum Directa et Inversa 1715 ;

M. Rolle (1652-1719) (Démonstration d'une méthode pour résoudre les égalités

de tous les degrés), T. Simpson (A New Treatise on Fluxions 1737) ou M. De

L'Hospital (Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes

courbes 1696).
Des controverses fort vives éclatérent par exemple entre 1'évéque

philosophe G. Berkeley, J. Jurin, B. Robins, C. Mac Laurin (Treatise of flu-

xions 1742). Il est piquant de noter que Berkeley cherchait & prouver le vague
de l'analyse afin d'Ster au mathématicien tout cynisme quant aux fondements du
Christianisme (Le titre méme de son ouvrage mentionne la parabole évangélique
de la poutre et de la paille !).

En dehors de ces controverses rhilosophico-religieuses, le XVIII&me
siécle connait un lent cheminement contradictoire entre la doctrine des quan-
tités infinitésimales actuelles i la Leibniz et les raisons derniéres, c'est-
da-dire les limites en forgcant un peu, d& la Newton.

Le Marquis de 1'Hospital, qui en tient pour Leibniz via Jean Bernoulli,
accepte les quantités infiniment petites comme des entités ayant droit de cité
Témoin :

"om  demimids fiplev e . i oy T ;
On demande qu'on puisse prendrve indiffévemment 1'une

o 71 7 Loy . 7.
PO L i tre Aoryen e ot 4 2 A4 D A LA o gy s
pPORr Lautre deux quantités quit ne différent entre

Ce qui force & demander "qu'une courbe puisse Etre considérée comme
I asaermbhlans Alims Atttz T 3¢ E IR s s .
-'assemblage d'une infinité de lignes droites, Lniment petite
(Analyse des infiniment petits... 1696).

Cette acceptation ange tandis que le formalisme algébrigue de
Leibniz est adopté sans peine, du moins sur le Continent, et c'est au nom

de ce formalisme gqu'une autre percée va 8tre tentée.
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Euler en 1755 (Institutiones Calculi Differentialis) s'engage sur

la voie analytique, mais cette démarche est accentuée par Lagrange (Théorie

des fonctions analytiques 1792) et avec cet auteur on aboutit vraiment au

sommet de l'algébrisation des grandeurs continues par l'utilisation algébri-
que systématique de la formule de Taylor et sans référence 3 la géométrie ni
aux infiniment petits. A ceci prés bien slr que les nombres réels n'ont encore
pas de fondement ! A ceci prés encore que les questions de convergence sont,
souvent, soit escamotées, soit totalement négligées. Pour Lagrange, par exemple,
il ne semble faire aucun doute que, sauf en:quelques points singuliers, toute
fonction s'exprime localement sous forme d'une série entiére convergente. Le
concept de fonction est évidemment imprécis (forme analytique !) mais la
passionnante étude d'épistémologie historique de ce concept nous entrainerai£

hors de notre sujet (cf. par exemple 1l'ouvrage de J. Desanti, Les Idéalités

Mathématiques, Ed. du Seuil Paris 1968).

A la fin du siécle, Lazare Carnot, exilé par le Directoire et rempla-

cé a l'Institut par un certain Napoléon, publie Réflexions sur la Métaphysique

du Calcul Infinitésimal. Les phrases d'introduction illustrent bien le nouvel

€tat d'esprit :

~

"Les réflexions que je propose d ce sujet sont distribudes
en trois chapitres : dans le premier j'expose les primei-
pes généraux de cette analyse ; dans le second j'examine
comment elle a été réduite en algorithme par 1'invention
des calculs différentiel et intégral ; dans le troisiéme
je la compare aux autres méthodes qui peuvent la suppléer,
telles que la méthode d'exhaustion, celle des indivisibles,

celle des indéterminédes, ete."

L. Carnot prend soin de dire que les quantités infinitésimales ne
sont pas des étres "métaphysiques et abstraits", mais "des quantités réelles,
arbitraires, susceptibles de devenir aussi petites que je veux". Toutefois,
ces quantités lui salissent les mains. "On ne les emploie que comme auxiliaires"
et le calcul est parfaitement exact "du moment que je suis parvenu d en &limi-
ner les quantités infinitésimales’. Cette confusion entre la technique et le
fondement est assez typique du début du XIXéme siécle. Lazare Carnot, un peu
archaisant, n'hésite pas & comparer -et il n'est pas le seul- les quantités
infinitésimales aux quantités imaginaires. Sur le fond épistémologique -la
pratique de l'algébrisation- il a tout A& fait raison. D&ja, D'Alembert, dans

l'article "Différentiel"™ de l'Encyclopédie, basait le Calcul différentiel sur

la notion de limite et affirmait "qu'il n'y a point dans le caleul différentiel
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de quantités infiniment petites'. Il est d'ailleurs piquant de noter que
d'Alembert n'ose pas accepter gu'une quantité y qui tend vers Y puisse
prendre en chemin la valeur ¥y - On doit avoir vy # Yy et cette inconsé-
quence va se répercuter dans les manuels de 1l'enseignement frangais pour
triompher, comme trop souvent, dans les Programmes Officiels de 1966 !

Les essais divers mentionnés ci-dessus, passionnants & parcourir,
sont les contributions encore floues et malhabiles qui vont permettre de
fonder 1l'Analyse. I1 faut avouer que Lagrange convient que 1'algébrisation
trop poussée du calcul infinitésimal (par les différences finies) conduit a
des '"procédés embarrassants et peu naturels! et sa foi dans le calcul infini-

tésimal, méme mal fondé€, éclate alors.

"On dott conmvenir que cette maniére de rendre le
caleul plus rigoureux dans ses principes lui fait
perdre ses principaux avantages, la simplicité de

la méthode et la facilité des opérations".
Mais répondrait Euler (Mémoire de 1'Académie de Berlin de 1754)

"Ce calcul méme, quoique l'analyse en prescrive les
régles, doit partout étre soutenu par un raisonnement
solide, au défaut duquel on court le risque de se

tromper 4 tout moment'.

6.3 La rigueur dans la notion de convergence

C'est avec les séries infinies, donc avec un probléme relativement
technique, que les premiéres définitions rigoureuses de 1'Analyse vont se
faire jour.

Eclairons un peu la situation par un exemple. Euler n'hésite pas a

écrire :
) o 2
sin x X
— = I (1--= )
X 2 2
n=1 X n
sous la seule justification que sin x s'annule seulement en x = + nT et par

analogie avec les polyndmes. Avec cette méme analogie, en utilisant les rela-
tions entre racines et coefficients des polyndémes, il obtient :
2
m 1 1
— == 4+ — 4+ ... +
6

2 2 ’
1 2 n2

(cf. Opera Omnia 1, 14, p. 138-155).
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Les Bernoullis, Mac Laurin, Leibniz, bien entendu Euler lui-méme et
bien d'autres, s'emploient & préciser 1'idée de convergence, mais ont bien
raison de ne pas éliminer 1l'emploi des séries divergentes. Il semble bien
gue la pérennité d'une certaine forme analytique d'ailleurs présupposée

unigue géne les esprits. Par exemple

7
e L S R EE F ew F (DT F
1+x
conduit & écrire
l—— 1 1 + 1 1 +
> -

N'avons nous pas noté le régne des points de vue formels
au XVIIIéme siécle, ce qul ne pouvait que retarder, faute d'outils, la cons-
truction des nombres réels. A ce stade, le formalisme polyndmial algébrique
inauguré par Descartes, soutenu par le concept de différentielle de Leibniz,

devenait un handicap au progrés.

Certes, il est remarquable gu'un Laplace se pique d'écrire une

Mécanique analytique sans dessiner une seule figure et en se basant uniquement

sur les calculs de 1l'analyse. Cependant, ces mémes calculs ne reposent pas sur
un systéme axiomatigue considéré comme cohérent (comme le systéme euclidien).
Il ne s'agissait @éja plus de faire reposer l'analyse sur la géométrie car les
doutes sont de plus en plus grands (cf. Chap. V § 1.1). Il s'agissait de cons-
truire une base logigque pour 1'Analyse elle-méme. Cependant, les mathématiciens
du XVIIIéme siécle préférent un point de vue pragmatique ("aller de 1l'avant"),

et sont conscients de cette attitude, comme en témoigne la citation suivante

"Jusqu'a maintenant, on a plus fait pour agrandir l'édifice

que pour en vendre lumineuse l'entrée, pour L'édifier haut
que pour assurer la force des fondations'" (J. Le Rond

d'Alembert) .

Qui plus est, ces mathématiciens Jjustifient leur attitude. Ainsi,

Clairaut, dans ses Eléments de Géométrie (1741), abandonne la démarche eucli-

dienne et la volonté de rigueur qui s'y manifeste pour recourir ostensiblement

a l'intuition

concernent ce que Le bon sens

A la fin du XVIIIéme siécle, un changement se profile et 1l'oeuvre

Augustin-Louis Cauchy va apporter une conception nouvelle de la rigueur.
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6.4 La démarche scientifique de Cauchy basée sur la notion de limite

A.L. Cauchy débute un Cours d'Analyse & 1'Ecole Royale Polytechnique

(1821) par une premiére partie trés symptomatiquement appelée analyse algé-

brique. Mais citons son Introduction qui explicite sa démarche

"Quant aux méthodes, j'ai cherché & leur donner toute
la rigueur qu'on exige en géométrie, de maniére 4 ne
jamais recourir aux raisons tirvdes de la généralité
de l'algébre. Les raisons de cette espéce, quoique
assez communément admises, surtout dans le passage
des séries convergentes aux séries divergentes, et
des quantités réelles aux expressions imaginaires,

ne peuvent étre considérées, ce me semble, que comme
des inductions propres 4 faire pressentir quelque-
fots la vérité, mais qui 8'accordent peu avec 1'exac-
titude si vantée des sciences mathématiques. On doit
méme observer qu'elles tendent 4 faire attribuer aux
formules algébriques une étendue indéfinie, tandis
que, dans la réalité, la plupart de ces formules sub-
sistent uniquement sous certaines conditions, et pour
certaines valeurs des quantités qu'elles renferment.
En déterminant ces conditions et ces valeurs, et en
fixant d'une maniére précise le sens des notations
dont je me sers, je fais disparaitre toute incerti-
tude ; et alors les différentes formules ne présen-
tent plus que des relations entre les quantités
réelles, relations qu'il est toujours facile de véri-
fier par la substitution des nombres aux quantités
elles-mémes. Il est vrai que, pour rester constam—
ment fidéle 4 ces principes, je me suis vu foreéd
d'admettre plusieurs propositions qui parattront
peut-&tre un peu dures au premier abord. Par exemple,
J 'énonce dans le chapitre VI, qu'une série divergente
n'a pas de somme ; dans le chapitre VII, qu'une équa-
tion imaginaire est seulement la représentation sym-—

bolique de deux équations entre quantités réelles ;
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dans le chapitre IX, que, si des constantes ou
des variables comprises dans une fonction, aprés

avotr été supposées réelles, deviennent imaginaires

S
>
n
o

La notation d l'aide de laquelle la fonetior
trouvait exprimée, ne peut Etre conservée dans Le
caleul qu'en vertu d'une convention nouvelle pro-
pre & fixer le sens de cette notation dans la der-

niére hypothése ; ete."

Quant a 1'éventuelle utilisation de la rigueur mathématique dans 1l'ordre moral
et philosophique, le baron Cauchy, ultra royaliste et intégriste intempérant,
énonce avec force une legon gue de nombreux hommes de Science négligent =t qui
marque tant la distance d'avec les Encyclopédistes que le refus a priori de '

ce qui va étre le positivisme.

"Cyultivons avec ardeur les sciences mathématiques,
sans vouloir les étendre au-deld de leur domaine ;
et n'allons pas nous imaginer qu'on puisse attaquer
L'histoire aqvec des formules, wi donner pour sanc-—
tion & la morale des théorémes d'algébre ou de cal-

cul intégral'.

Il ne faudrait quand méme pas imaginer que 1l'exposé de Cauchy soit
inattagquable, quant aux propriétés de limites ou des fonctions continues.
Loin de 1la ! On pourra se faire une idée sommaire en lisant les premiéres
pages du Cours d'Analyse (cf. Document n® 15). Nous reportons la discussion
des difficultés logiques du texte de Cauchy au Chapitre V § 1.4 pour mieux
préparer les résultats de Dedekind et Cantor. Il suffira de dire ici que le
concept de base chez Cauchy est la notion de limite.

La présence méme des propriétés opératoires des concepts de limites
ou de continuité, dans le texte de Cauchy, bouleverse en l'organisant toute

la scéne mathématique.

C'est surtout sur l'opération d'intégrale définie que la contribu-
tion de Cauchy est fondamentale. Il définit pour £ : [é,bl — R , o0 f est

continue, la somme

i=n
£(8.) (x,-x ) ol X <6, €x,
.E {91)( i Ti-1 i-1 ™ i Y74
i=1
pour une division a £ x1 < x2 <... <X =Db . Il passe 4 la limite lorsque
n
Max Ixi—xi 1 tend vers 0 et montre gue la limite existe indépendamment

=l S0




b
du choix des xi et des ei . Il note J f(x)dx . La seule insuffisance de
a

cette démonstration est la supposition inconsciente gu'une fonction continue

est uniformément continue. Dés lors, Cauchy €établit que la fonction définie par
X

X —> I f(t)dt est continue et dérivable en tout point x de [é,b] , la
a

dérivée valant f(x) . Avec ce résultat, un style vigoureux nouveau était né...

et subsistait tel quel,il y a encore une décennie, dans les classes préparatoires
aux Grandes Ecoles. De ce style, retanons que le concept productif est la notion
de limite (et son partenaire obligé, la notion de continuité). Ce concept permet

le développement du calcul intégral et différentiel sans utilisation réelle

des quantités infinitésimales.

Reportons au paragraphe suivant 1'étude des généralisations de la
notion d'intégrale et concentrons-nous un Ppeu sur cette notion de limite.

Fourier, dans son travail de 1811 sur 1'équation de la chaleur,
donne la définition actuelle pour la convergence d'une série tandis que Gauss

en 1812 dans son Disquisitiones Generales Circa Seriem Infinitam discute

complétement la convergence, mais dans le seul cas des séries hypergéométriques.

Qui plus est, Gauss, dans des manuscrits personnels, définit 1im u et
n—)-OO n

lim u E

n—>ce n

Bolzano est le premier, en 1817, dans son Rein analytischer Beweis

des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetzes

Resultat gewahren wenigstenseine reele Wurzel der Gleichung liege, & énoncer

le critére connu aujourd'hui sous le nom de critére de Cauchy. Cauchy va fonder
son cours d'Analyse sur la notion de limite et sur le critére de Cauchy. Mais

citons Cauchy.

(h)nppo”vxdnklnH\squind&ﬁniu<h'quaitﬂés

Ugy Uy, Uy, Uy,

qui dérivent les unes des autres suivant u1u*1nie!é10rn1nuéo.(iesr;uan~
tités elles-mémes sont les dilférents termes de la série que 'on consi-
dere. Soit '

Sp == le—+ Hy—- .+, . + U,
la somme des:apr{nﬂorstvrnn@.r:dé>i;nnnt un nombre entier quel-
congue. Si, pour des valeurs de toujonrs croissantes, la somme s,
s‘approche indétiniment d'une certaine limite s la série sera dite con-

vergente, ¢l h!liuiﬂa-w||e]uv>1hun Sappellera Lo somme do la série. Au
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contraire, si, tandis que n croit indéfiniment, la somme s, ne s’ap-
proche d'aucune limite fixe, la série sera divergente et n"aura plus de
somn:e. Dans U'un et autre cas, le terme qui correspond i I'indice 7,
savoir u,, sera ce qu'on nomme le terme géncral. 11 sullit que.l'on
donne ce terme général en fonction de I'indice #, pour que la série soit
completement déterminée.

L'une des séries les plus simples est la progression géomeétrique
. Iy & & Y%, s

qui a pour terme général o, c'est-a-dire la puissance 2™ de la quan-
tite . St dans cette série on fait la somme des n premiers termes, on

trouvera

1 o
1+~z4+ 2!+, 4l
I— 1—r

y

et, comme pour des valeurs croissantes de n, la valear numérique de

Nl

. a . . A . N
la fraction —— converge vers la limite zéro, ou croit au deli de toute

limite, suivant qu’on suppose la valeur numérique de @ inféricure ou
supéricure al'unité, on doit conclure que, dans la premiere hypothése,
la progression

1

L]

1 3
y L, T, &7,

. @ ‘ 1 . '
est une série convergente qui a pour somme —— tandis que, dans la
seconde hypothese, la méme progression est une série divergente qui
n'a plus de somme.

D'apres les principes ci-dessus établis, pour que la série

(N - oy MUy, Uy oy Upy Uply,

soil convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois-
<anles de n fassent converger indéfiniment la somme

Sa==Ug— U+ Uy~ ..+ ,_,

vers une limite fixe s; en d'autres termes, il est nécessaire ot il sutlit

‘que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes

sﬂl sﬂ"'l' ‘;nﬁ"!'

hifferent de la limite s, et par conséquent entre elles, de quantités infi-

miment petites. D'ailleurs, les différences succossives entre la premidre
sanme s, et chacune des suivantes sont respectivement déterminces
iar les équations :

Sl'l+|._ S:s: ur“

Snva— Sp = U+ Uiy

Sn+vy— S, = Upg— Upyy = Upyy,

bne e ; . . , .
ne. pour que la série {1) soit convergente, il est d'abord nécessaire
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que le terme général w, décroisse indéfiniment, tandis que A augmente ;
mais cetle mmhlmn ne suflit pas, ct il faut encore que, pour des va-

leurs eroissantes de #, les différentes sommes

o+ Uney,

Hy -+ “n-v»[ == WUpyny

c'est-i-dire les sommes des quantités
lpy Upiyy Uppny ..oy
prises, i partir de la premiere, en tel nombre qué I'on voudra, finis-
sent par obtenir constamment des valeurs numériques inférieures &
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi-
"

tions sont remplies, la convergence de la série est assurée.  (a. Cauchy,

Cours d'Analyse 1821 Chap. VI § 1)

Le lecteur moderne s'étonne du traitement singulier de la réciproque.
Mais comment serait-il possible & Cauchy de fournir une démonstration puisque
l'ensemble des nombres réels reste flou ? On se demande malgré tout si Cauchy
est conscient d'avoir escamoté une difficulté.

En tous cas, il peut facilement montrer la divergence de la série
@ k=2n
1 ; — n 1 . 5 ; .
z E- puisque Z_J > — = 5 - A partir de 1la, suivent facilement
n=1 k=n+1

les tests de convergence pour les séries entiéres ( lim
n-co n

ou 1lim n¢|v ] ).
n-o &

Pour marquer la limite du raisonnement pourtant si remarquablement

riche, citons-la "démonstration" d'un théoréme faux. Cauchy part d'une série
[e0]

u ,u
o' 1 n n

n
PR & | et note s = E u , s = E u et r =s -85 .
n

n=0 k=

. . T - .
Lorsque, les termes de la série  renfermant une méme vaciable z,
cetle série est convergente, ct ses dillérents termes fonctions conti-
nues de «, dans le voisinage d'une valeur particulivre atmbuee a

cette variable,
Sai Ps 6L 3

sont encore trois fonctions de la variable @, dont la premiére est évi-
demment continue par rapport a o dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s'agit. Cela posé, considérons les aceroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre 2 d'une quantité

mfiniment petite o. L'aceroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
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possibles de », une quantité infiniment petite; et eelui de r, deviendra
insensible en méme temps que r,, si 'on"attribue a4 2 une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de Ia fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tuconkwe 1. — Lorsque les differents termes de la serie sont des
Sonclions d"une-méme variable x, continues par rapport a cette variable
dans le voisinage d’une valeur particulicre pour laguelle la serie est con-

- vergente, la somme s de la serie est aussi, dans le vowsinage de celte valeur

paru'cn[iérc, JSonction continue de .

.

Cauchy répétera plusieurs fois une erreur analogue et semble consi-

dérer comme allant de soi des propriétés d'uniformité quant & la convergence.

Abel, dans un travail de 1826, rendra manifeste l'erreur de Cauchy

en fournissant un exemple trigonométrique désormais classique

(s}
_ sin(2n+1)x
fo = ] SR
n=0
lequel est tel que 1lim f(x) =<§ tandis que 1lim f(x) = - g- . Cauchy rema-
X X
X< X>T

niera correctement son théoréme en 1853 dans une Note aux Comptes-Rendus. Il
est bon d'ajouter que la théorie des séries trigonométriques, issue de consi-
dérationg physico-mathématiques (par exemple l'éguation de la chaleur avec
Fourier), par son opposition & la théorie "réguliére" des séries entiéres
(développée par Cauchy), va jouer un réle essentiel de test d'erreurs d'Abel
a Cantor en passant par Weierstrass, Riemann, Dirichlet ou du Bois—Reymond.
Ce rble sera plus qu'un réle de contre-exemples, mais suscitera de profondes

réflexions qui inaugureront certaines des théories les plus novatrices en

Analyse. Citons quelques oeuvres symptomatiques

Fourier : Théorie analytique de la chaleur 1811.

Lejeune Dirichlet : Uber die Darstellung ganz willklrlicher

Funktionen durch Sinus und Cosinusreihen.Repertorium
der Physik (I) 1837 p. 152-174 .
B. Riemann : (1854 : Habilitationsschrift) Uber die Dartellbarkeit

einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe.
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B. Dirichlet : Sur la convergence des séries de Fourier.

Journ. fir Math. 4 (1829) 157-169.

Weierstrass : 1872 (18 Juillet) Exemple d'une fonction continue
nulle part différentiable.
Mathematische Werke 2 p. 71-74 é&d. Mayer und Miller
1894-1927,

G. Cantor : Uber die Ausdehnung eines Satzes der Theorie der
trigonometrischen Reihen.
Math. Annalen 5 ( 1872) p. 123-132,
Cette oeuvre inaugure la théorie des Ensembles avec

la notion d'ensemble dérivé (cf. Chap. V).

H. Lebesgue : Lecons sur les séries trigonométriques 1905.
N. Wiener : The Fourier integral and certain of its applications.

1932
De cette derniére oeuvre sortiront plus tard les ( )

théorémes taubériens, l'analyse harmonique générali-
s€e et les premiéres idées de la théorie du signal et

de la cybernétique.

L'oeuvre de Cauchy subira les nécessaires et décisives corrections
d'Abel, de Weierstrass et de Riemann, mais en un sens restera le moule & partir
duquel sortira toute l'Analyse du XIXéme siécle. Les corrections viendront de
ce que Cauchy présupposait trop de régularité et il est intéressant de noter
que les quelques rares mathématiciens & chercher une construction logique des
nombres réels sont aussi ceux qui exhibent ces fonctions, pathologiques pour leur
€pogque, que sont les fonctions continues non dérivables. Ce sont d'ailleurs les
mémes mathématiciens qui s'opposeront et aux constructions des réels et & la consi-
dération systématique des fonctions pathologiques (Du Bois-Reymond, R. Linpschitz,
C. Hermite, H. Poincaré, etc.) comme nous le verrons au Chapitre V.

Mais terminons ce chapitre IV par une bréve étude de l'extension de la

notion de mesure.

7. THEORIE DE LA MESURE : DE RIEMANN A LEBESGUE

Cauchy a donné dans son Cours d'Analyse dés 1821 une définition de

l'intégrale d'une fonction continue & lagquelle ne manquait que la continuité
uniforme pour é&tre irréprochable. Bien que Cauchy ait envisagé des cas de discon-
tinuités (et les intégrales impropres), Riemann se débarrasse de la notion de
continuité en envisageant les sommes supérieures et inférieures (Habilitation-

schrift de 1854 déja cité). Avec les notations du § 6.3 :




n
s= 7 S (x-x ) s, = sup f(x)

ity i i oi-1 i wiilic % J
v [i—ll i
n

et s= Y s (x-x ) s. = Inf f(x)
. i"i i-1 i
i=1 x€[x, %]

b
Riemann dit gue f f(x)dx existe si et seulement si S-s peut
a

&tre rendu inférieur & € dés que la division choisie est de pas assez petit.
Cela permet & Riemann d4'exhiber une fonction intégrable ayant un ensemble

dense de discontinuité. Darboux (Ann. de 1'Ecole Normale Supérieure (2) 4

(1875) p. 57-112) compléte le travail de Riemann en définissant
A = Inf S et Sup s = B

et montrant que S tend vers A (et s vers B) lorsgue le pas de la divi-
sion tend vers 0. Le critére d'intégrabilité est donc A = B . Avec ce résul-
tat, on établit sans trop de peine qu'une fonction bornée f : [b,b]-——>&{

est intégrable (au sens de Riemann) si et seulement si 1l'ensemble E de ses
points de discontinuité est de mesure nulle. Cette derniére expression signi-
fiant qu'a tout € on peut associer une famille {In}n;l d'intervalles recou-

vrant E et dont la somme des longueurs est majorée par £ .

Jusqu'a la fin du XIXéme siécle, de nombreux auteurs fournissent des
exemples de fonctions bizarres, intégrables ou non au sens de Riemann. Citons

Dirichlet, Dini, Jordan, Darboux, Harnack, Stolz, Stieltfés (Recherches sur les

fractions continues de 1894), Peano et Borel. Quelles sont les difficultés de

l'intégrale de Riemann ? Il v en a de deux types :
- le passage & la limite sous l'intégrale : lim Jb fndx = (lim fn)dx;
N 200 a /a N
- la mesure des aires des sous-ensembles du plan, sous-ensembles non
nécessairement limités par des courbes réguliéres, mais pouvant apparaitre comme

lieuv des singularités de certaines limites de fonctions analytiques par exemple.

Dans sa thése, Intégrale, longueur, aire de 1902 et surtout dans son

livre Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, Lebesgue

fournit la théorie et des techniques auxguelles rien n'est a4 modifier jusqu'a nos
jours.

Indiquons trés sommairement la démarche de Lebesgue sur [R . Pour un
sous-ensemble E non vide de [a,ﬁj , on définit deux guantités

- la mesure extérieure M(E) de E comme étant la borne inférieure
des sommes d'intervalles (formant au plus une infinité dénombrable) et recou-

vrant E ;
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- la mesure intérieure m(E) de E est la mesure extérieure de
[a,b]\E . On convient que E est mesurable si m(E) = M(E) . En général, on
a seulement m(E) £ M(E)
Lebesgue montre alors que la réunion dénombrable d'ensembles mesu-
rables est mesurable et méme que :
) @
m( U En) = z m(E_) si E. N E o= @ lorsque n # n'
n=1 n=1
Ensuite, Lebesgue définit une fonction mesurable f - [é,b] — R
comme étant une fonction telle que {x|x € [a,b] i £(x) > o} soit un sous-
ensemble mesurable de Iﬁ,bj pour tout o €R . Techniquement, 1l'intégrale se
définit en prenant les sommes analogues & celles de Riemann, mais en effectuant
une division sur les ordonnées au lieu de 1'effectuer sur les abcisses. On
pose : Sup f(x) = B ; Inf f(x) = g et Yo = @ <¥y < .uo < ¥y = R pour une
fonction £ : E— R ol E est un sous-ensemble mesurable de [é,b] . On
pose Ei ={k|yi_1 g f(x) < yi} » lequel est un ensemble mesurable. Enfin, si £

est mesurable

et

On établit que Sup s = Inf S , ces expressions étant calculées sur toutes

les divisions possibles et la valeur commune est notée : f f(x)dx . 81 f
‘ E

est intégrable au sens de Riemann et si E = [ﬁ,b] , alors les deux intégrales
coincident, mais la notion introduite par Lebesgue généralise vraiment celle de
Riemann.

En fait, Lebesgue généralise ensuite cette notion au cas des fonctions
non bornées et au cas des fonctions définies sur Bn - Un résultat spectaculaire
est le théoréme de la convergence dominée. Supposons que fn : [a,b] —> [R con-
verge en chaque point x de [},b] vers f et que |fn(x}| € g(x) pour tout x
de [%,b] ol g : [?,b] —> R est une fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur [a,b] + alors f est aussi intégrable au sens de Lebesgue et 1l'on a :

b b
[ f(x)dx = lim f fn(x)dx :
a n+» /g
Nous tairons les applications de cette théorie aux développements en
séries trigonométriques et les liens subtils dégagés par Lebesgue entre la re-
cherche des fonctions primitives, les nombres dérivés des fonctions et sa propre

théorie. Nous tairons aussi le paszage aux fonctions de plusieurs variables qui




sera definitivement amélioré par Fubini en 1907 (Atti della Accad. dei

Lincei(5) 16 1907 p. 608-614).

Nous insisterons un peu sur l'aspect théorie de la mesure dégagé
. n .
par Lebesgue. Soit f : R —> R une fonction mesurable au sens de Lebesgue
. n n
et integrable sur tout fermé borné de R . On pose pour tout sous-ensemble

E : F(E) = f(x)dx
"E

En particulier, m(E) est l'intégrale de la fonction caractéristi-
que de E . Deux points sont notables, le premier provenant du théoréme de la

convergence dominée

o0
- si Ep sont dessous-ensembles disjoints avec F( U Er) < e , On
1 n:l 1 .
a : oo e
) F(E) =r(U E) .
B n n
n=1 n=1
- si lim m(E ) =0, alors lim F(E ) =0
I —>co C =<0 n

(a) La premiére propriété, dite de 0-additivité, peut servir de
point de départ abstrait d'une théorie de la mesure quelcongue sur un espace
abstrait E . On définit une tribu % sur E comme étant une famille de sous-
ensembles de E telle que
€ Ge
£ implique E;% € T

-Si A €S alors U a € & .
n n=ln

E
A

On appelle mesure sur E muni de fﬁ, une application 1y définie

de (e dans [b,mﬂ telle gue

I
=
o

oo
u( U An) l
n=1 n=1
. 5 f 5 B . . . 5
pour une famille quelcongue de A de ,F, deux a deux disjoints. En suivant
n

les techniques de Lebesgue, on peut alors partir du triplet (E,?,u) pour
construire une théorie de 1'intégration. Il s'est trouvé que ce qui pouvait

apparaitre comme une généralisation inutile vers l'abstraction prit une
1!

importance considérable dans au moins deux domaines : celui de 1'Analyse
Fonctionnelle (avec les contributions de F. Riesz, M. Frechet, J. von Neumann

et S. Banach) et celui du calcul des probabilités (avec E. Borel et surtout
A. Kolmogorov a qui l'on doit la modélisation mathématique actuelle du calcul

u
des probabilités dés 1933 dans son Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-

nung publié & Berlin). Nous ne pouvons prétendre ici en dire plus.
ey, k E K K




(b) La deuxiéme propriété, qualifiée d'absolue continuits, pose le
probléme de sa réciprogue. Si 1l'on a une mesure U telle que U(E ) — 0
f :
lorsque m(E ) — 0 a-t-on aussi U(E) = | f(x)dx ? Cette questi est
gl ’ | 1
I tg

évidemment liée & un probléme de dérivation & plusieurs variables. La réponse
positive (avec m@me la seule condition W(E) = 0 si m(E) = 0) fut acquise

r

par Radon (1887-1956) et Nikodym ; J. von Neumann en fournit une Elégante

démonstration en utilisant l'analyse sur les espaces de Hilbert.

Pour s'éblouir du chemin parcouru depuis la méthode d'Archiméde, on

lira avec un grand profit le court texte de haute vulgarisation dd i H. Lel

gue lui-méme, La Mesure des Grandeurs, dans 1 'Enseignement Mathématigue Vol.




CINQUIEME CHAPITRE

FONDATION DES GRANDEURS CONTINUES

"These dupes of intellect and logic die

n
In arguments on bzing or not bein

KQ
.

Go, ignoramus, choose your vintage well

From dust like theirs grow none but unripe grapes
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Autour des années 1870, plusieurs mathématiciens construisent sans
fondement géométrique l'architecture des nombres réels comme corps continu de
nombres, . réalisant complétement le procés opératoire élaboré par Eudoxe vingt
deux siécles auparavant. Nous détaillerons surtout les travaux de R. Dedekind,
G. Cantor et K. Weierstrass bien gue des constructions fort voisines soient
nées vers la méme époque (J. Tannery, Heine, C. Méray, etc).

Auparavant, nous étudierons la systématisation, tant philosophique
que mathématique, des blocages qui ont rendu si difficile la construction des

nombres réels alors que l'analyse infinitésimale était algébriquement fondée.

1. LES DOUTES DES MATHEMATICIENS ET LES CERTITUDES DES PHILOSOPHES

1.1 Les doutes sur l'espace euclidien

Malgré 1l'algébrisation introduite dans le calcul des infiniment pe-
tits, malgré la rigueur élaborée par Cauchy et Abel en Analyse, les notions
de nombres réels et de grandeurs continues restent mathématiquement floues
par manque de base. Pour la notion de continu, la référence constante tant
au XVIIIéme siécle gu'au début du XIXéme siécle est l'espace euclidien.

Prenons comme exemple d'une position techniquement désabusée une
citation de H. Hankel quelques années avant les résultats de Dedekind et

Cantor qui fondent les réels.

"Tout essai de traitement formel des nombres irrationnels
qut n'utiliserait pas le concept de grandeur géométrique
condutrait aux artifices les plus délicats et abstrus ce
qui, quand bien méme on pourrait y déployer une totale
rigueur, ce dont nous doutons d juste titwe, n'aurait
pas de valeur scientifique plus élevée" (Theorie des

complexen Zahlensystem 1867 p. 46-47).

Pourtant le doute mathématique sur cette nécessité géométrique a la
base de l'Analyse aiguillonne constamment les grands auteurs du début du sieée-
cle. Ainsi, dans une lettre écrite & Olbers en 1817, Gauss descend la géomé-

trie de son piédestal :

"Je deviens de plus en plus convaincu que la nécessité
(physique) de notre géométrie (euclidienne) ne peut pas
étre prowée, du moins pas par des raisons humaines ou

pour des raisons humaines. Peut-Ztre que dane une autre
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vie, nous serons capables de mieux discerner la
nature de l'espace, ce qui est présentement inac-
cessible. D'iel ld, nous devons placer la géomé-
trie non pas dans la méme classe que 1'arithméti-
que, laquelle est purement a priori, mais dans

une méme classe que la mécanique’.

=

Dans une lettre adressée & Bessel en 1830, il Précise que

"St le nombre n'est qu'un produit de notre esprit,
L'espace posséde en dehors de notre esprit une
réalité dont nous ne pouvons pas a priori fixer

complétement les lois'.

Nous n'allons pas discuter ici, car ce n'est pas notre propos, de la
découverte essentielle de géométries non-euclidiennes (c'est-a-dire la possibi-
lité de raisonner comme en géométrie euclidienne mais en refusant d'une facgon
ou d'une autre 1'axiome d'Euclide). On peut dire que les travaux de J. Bolyai
et de N. I. Lobatchevsky ont porté& un coup définitif & la volonté de faire
reposer l'analyse (nombres réels, grandeurs continues, mesures) sur la Géomé-
trie. Signalons seulement que les premiers papiers tant de Lobatchevsky que
de J. Bolyai sont de 1826 (publiés & Kazan malheureusement poeur le premier,

mais son traité des Fondements de la Géométrie parait en 1837 dans le Journal

fir Mathematik).

1.2 Les certitudes de E. Kant

Nous avons déji noté, dans les commentaires sur le Livre V d'Euclide,

les ambiguités des Lecons de Géométrie d'A.M. Legendre, legons élémentaires qui

publiées en 1794 ont eu une grande influence sur la jeune et brillante généra-
tion de mathématiciens issus de la Révolution Frangaise. D'une part, la théorie
des grandeurs est explicitement fondée sur la géométrie, d'autre part, on se
complique la vie & suivre les démonstrations eudoxiennes tout en distinguant le
cas d'un rapport rationnel du cas irrationnel. Cette attitude représente bien
les palinodies de la pensée mathématique de l'époque sur la question des nom-
bres réels,

Du point de vue philosophique, les blocages vont &tre beaucoup plus
systématisés, en particulier sous 1l'influence kantienne dont nous allons main-

tenant parler.

Dans la Critigue de la Raison Pure (parue en 1781) et dans les

Prolégoménes, E. Kant (1724-1804) inaugure une théorie de l'espace et du temps
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gui en un sens synthétise toute une pensée empiro-criticiste du XVIIIéme siécle.
Fort des analyses développées principalement en Grande-Bretagne par
Locke, Berkeley et Hume pour citer quelgques noms connus, Kant pose également
que "l 'expérience est, sans aucun doute, le premier produit que notre entende—
ment obtient en élaborant la matiére brute des semsations" (Introduction, lére

édition ; Critigque de la Raison Pure).

Cependant, Kant s'oppose sciemment aux conclusions négatives de Hume
sur 1'impossibilité d'une connaissance en distinguant un irrésistible besoin

d'universalité.

"T1 s'en faut bien pourtant que ce soit le seul chanmp
(1'expérience) ou 8'exerce notre entendement et qu'il
s'y laisse enfermer. Elle (1'expérience) nous dit bien
ce qui est, mais elle ne dit pas qu'tl faut que cela
soit, d'une maniére nécessaire, ainsi et non pas autre-
ment. Elle ne nous donne, par cela méme, aucune vérita-—
ble universalité, et la raison qui est si avide de
connaissances de cette espéce est plus excitée par
elle que satisfaite. Or des connaissances univeraelles
qui présentent en méme temps le caractére de la néces-
sité intrinséque, doivent, indépendamment de l'expérience,
Btres claires et certaines par elles-mémes ; c'est pour
ce motif qu'on les momme comnaissances a priori, tandis
que ce qui, au contraire, est puisé uniquement dans
L 'expérience n'est connu, comme on dit, qu'a posteriori

ou empiriquement” (Ibidem).

L'originalité kantienne est d'établir l'existence d'une connaissance

ayant un fondement a priori. Il y a, dit-il,

"Certains concepts primitifs et certains jugements que
ces concepts produisent et qui doivent &tre formés

entidrement a priori, indépendamment de l'expérience,
puisque c'est grdce & eux qu'on a le droit -ou que du
moins on croit l'avoir— de dire des objets qui appa-

raissent & nos sens plus que n'en apprendrait la sim-

ple expérience” (Ibidem).

Dans sa Préface i la seconde édition (1787), Kant étaye son assertion par un

exemple mathématique.

! 14t Thalds ou comme 1'on voudra) eut une révélation ;

o
o

©

app
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car il trouva qu'il ne devait pas suivre pas d pas
ce qu'ill voyait dans la figure, ni s'attacher au
simple concept de cette figure comme si cela devait
lut en apprendre les propriétés, mais qu'il lui
fallait réaliser (ou construire) cette figure, au
moyen de ce qu'il y pensait et s'y représentait

lut-méme a priori par concepts'.

La pensée opére donc soit avec des jugements analytiques ("ou le prédicat
appartient au sujet') soit avec des jugements synthétiques ou extensifs ("ou
le prédicat B est entiérement en dehors du concept A"). Ainsi, "tous les corps
sont étendus" appartient au premier type ("car je n'ai pas besoin de sortir du
concept que je lie au mot corps, pour trowver l'étendue unie & lui") et "tous
les corps sont pesants' appartient au second type (car il y a adjonction de
prédicat, adjonction que seule l'expérience physique de tout un chacun justifie).
Objectivement, dans les jugements synthétiques "je dois avoir en dehors
du concept du sujet quelque chose encore (X) sur quoi L'entendement s'appuie
pour reconnatire qu'un prédicat qui n'est pas contenu dans le concept lui
appartient cependant” (Ibidem).
Cet X doit provenir de l'expérience (jugement empirique) mais peut
provenir d'autre chose, c'est-a-dire peut avoir une base a priori et donner un

jugement synthétique a priori. En mathématiques pures, on n'utilise que de tels

jugements (en dehors des analytiques bien entendu). La force de la démonstra-
tion kantienne va d'ailleurs provenir de cette remarque. Ainsi; il donne 1'exem-
ple de la somme 12 = 7 + 5 , que je peux réaliser a partir de 7 en comptant

sur mes.doigts (expérience pratique) ou encore avec des objets, mais dont je
suis bien convaincu de la valeur générale par intuition a priori indépendamment
de l'expérience particuliére que j'ai pu faire. On se reportera au texte de

Kant lui-méme, intitulé : Les jugements mathématiques sont tous synthétiques,

dans l'Introduction & la Critique de la Raison Pure (cf. Document n°® 9).

Ceci acquis, le vrai probléme de la raison pure tient dans cette

question : Comment des jugements synthétigues a priori sont-ils possibles ? et

la solution de ce probléme contiendra la solution du probléme suivant :

Comment la mathématique.pure est-elle possible ?

D'aprés Kant, le monde extérieur, les objets, produisent sur nous des
sensations que notre structure mentale dispose dans l'espace et le temps et
conceptualise sous forme d'intuition (Anschauung, littéralement vision) de ce
monde extérieur. Des formes de l'intuition comme l'espace et le temps sont
alors composées par notre systéme méme de perception et sont a priori. En con-

séquence, tout ce qui sera expérimenté présentera les caractéristiques spatio-
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temporelles.

Kant appelle Esthétique Transcendantale "la science de tous les

principes de la sensibilité a priori', par opposition & la logique transcen-
dantale, laquelle "renferme les principes de la pensée pure'.
Deux conséquences essentielles sont déduites aussitdt par Kant de

ces prémisses.

1) Le monde des nouménes. Le monde des objets en soi, gui ne peut

pas étre expérimenté, c'est-a-dire les nouménes causes de sensation, ne peut
absolument pas étre connu en soi. Qui plus est, en supposant le contraire, on
rajoute alors du spatio-temporel la ol il ne saurait en exister. Citons in

extenso Kant lui-ménme :

"Que, par suite, l'entendement ne puisse faire de tous
ges prinecipes a priori et méme de tous ses concepts
qu'un usage empirique et jamais un usage transcendantal,
c'est la un principe qui a de grandes conséquences si
L'on peut arriver 4 le comnaltre avec certitude. L'usage
transcendantal d'un concept dans un principe quelconque
consiste d le rapporter aux choses en général et en sot,
tandis que 1'usage empirique l'applique simplement aux
phénoménes, c¢'est-d-dire 4 des objets d'une expérience
possible. Or, que seul ce dermier usage puisse auvoir
lieu, on le voilt atsément par Ld. Tout concept exige
d'abord la forme logique d'un concept (de la pensée)en
général, et ensuite la possibilité de lui domner un
objet auquel 7l se rapporte. Sans ce dernier i1l n'a pas
de sens et il est complétement vide de tout contenu,
quotqu'il puisse cependant toujours contenir la forme
logique qui a pour but de tirer un concept de certaines
données. Or, un objet ne peut étre donné d un concept
autrement que dans 1'intuition et quand méme une intuition
pure ({(sensible)) serait possible ((pour nous)) a priori
antérieurement 4 L'objet, cette intuition méme ne paut
recevoir son objet ni par suite une valeur objective que
par l'intuition empirique dont elle est la simple forme.
Tous les concepts, et avec eux tous les principes, en
tant qu'ils peuvent &tre a priori, se rapportent donc

d des intuitions empiriques, c'est-d-dire d des données
pour l'expérience possible. Sans cela ils n'ont pas du

tout de valeur objective, mais ils ne sont qu'un simple
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Jjeu de l'imagination ou de l'entendement aveec leurs
représentations respectives. Que l'on prenne, par
exemple, seulement les concepts de la Mathématique,

en les envisageant tous dans leurs intuitions pures :
L'espace a trois dimensions, entre deux points on ne
peut tirer qu'une ligne droite, ete. Quoique tous ces
principes et la représentation de l'objet dont s'occupe
cette sctence soient produtts tout & fait a priori dans
L'esprit, ils ne signifieraient pourtant absolument
rien, si NOUS ne pouvions pas toujours en montrer la
stgnification dans des phénoménes (dans des objets
empiriques). Aussi est—il indispensable de rendre sen—
sible un concept abstrait, c'est-d-dire de montrer

dans 1'intuition un objet qui lui corresponde, parce
que sans cela le concept n'aurait, comme on dit,

aucun sens, c'est-d-dire aucune signification. La
Mathématique remplit cette condition par la construc—
tion de la figure qui est un phénoméne présent aux

sens (bien que produit a priori). Le concept de la
quantité dans cette méme science cherche son soutien
et son sens dans le nombre, et celui-ci dans les doigts
ou dans les grains des tables d calculer, ou dans les
traits et les points mis sous les yeux. Le concept
reste towjours produit a priori avec les principes

ou les formules synthétiques qui résultent de ces
concepts, mais leur usage ou leur application d de
prétendus objets ne peuvent en définitive étre cher-
chés que dans 1'expérience dont ils constituent la

possibilité a priori (quant & la forme).

Il est particuliérement intéressant de noter que les premiéres
antimonies relevées par Kant (et qui tiennent & l'erreur transcendantale
d'interprétation de notre connaissance des phénoménes comme une connaissance
des choses en soi) soient précisément celles qui nous occupent depuis Zénon

sur le contenu et l'indiwvisible, sur l1'infini et le fini

Thése : Le monde a un commencement dans le temps et il est aussi limité dans
1'espace.
Antithése : Le monde n'a ni commencement dans le temps, ni limite dans 1l'espace,

mais il est infini aussi bien dans le temps que dans 1l'espace.
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Thése : Toute substance composée, dans le monde, se compose de parties
simples et il n'existe aEsolument rien que le simple ou ce qui
en est composé.

Antithése : Aucune chose composée, dans le monde, n'est formée de parties

simples et il n'existe rien de simple dans le monde.

On trouvera les explications de Kant dans le document n° 10 (Antinocmies de la

Raison Pure ; Premier et Deuxiéme conflit des Idées Transcendantales).

La deuxiéme conséquence déduite par Kant est essentielle quant aux

mathématiques.

-

2) Les formes a priori de 1l'intuition. "Il y a deux formes pures de

L'intuition sensible, comme principes de la connaissance a priori, savoir
L'espace et le temps".

Kant donne quatre arguments pour établir que l'espace est une forme a priori
donc universelle de l'intuition. Ne nous intéressons qu'aux arguments épisté-
mologiques et liés aux mathématiques.

- L'espace n'est pas un concept discursif, mais une pure intuition. Il n'y a

qu'un seul espace.

"Clest ainsi que tous les principes géométriques, -par
exemple que dans un triangle la somme de deux cOtés est
plus grande que le troisiéme,- ne sont jamats déduits
des concepts généraux de la ligne et du triangle, matis
de l'intuition et cela a priori et avec une certitude

apodictique”.

Kant, dans la premiére édition de la Critigue de la Raison Pure, assure Jque

1'on pourrait .se borner a dire "qu'on n'a pas trouvé d'espace qui eiit plus de

trots dimensions'.

- L'espace est représenté comme une grandeur infinie donnée. Ce ne peut étre

un concept lequel est susceptible d'une multitude de représentations diverses.

- La géométrie est une science qui détermine synthétiquement et cependant a
priori les propriétés de l'espace. Il faut que l'espace soit originairement
une intuition ; car, d'un simple concept on ne peut tirer aucune proposition
qui dépasse le concept, ce qui a lieu cependant en géométrie.

"En effet, les propositions géométriques sont toutes

apodietiques, c'est-d-dire qu'elles itmpliquent la

conscience de leur nécessité , celle-ci, par exemple

L'espace n'a que trois dimensions ; mais des propo-

sitions de cette nature ne peuvent pas étre de

pro-

[v)
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positions empiriques ou des jugements d'expérience,

nt dériver de ces jugements'.

Dés lors, si mon intuition peut anticiper en géométrie sur ce qui
sera trouve par l'expérience, c'est que la géométrie, c'est-i-dire 1l'espace
euclidien seulement, fait partie de mes moyens de percevoir.

Derechef, la notion de grandeur et de mesure ne se peut elle-méme concevoir

que dans un cadre spatio-temporel.

"Nul ne peut définir le concept de la grandeur en
général sinon en disant, par exemple, qu'elle est
la détermination d'une chose qui permet de penser
combien de fois 1l'unité est continue dans cette
chose. Mais ce combien se fonde sur la répétition
nécessaire, par conséquent, sur le temps et sur
la synthése (de 1'homogéne) dans le temps" (Cri-

tique de la Raison Pure, Livre II, Chap. III).
La legon d'Eudoxe et du Livre V est complétement occultée.

En un mot, Kant fonde sa démonstration sur la possibilité unique de
la géométrie, donc de la seule géométrie euclidienne, comme connaissance syn-

thétique a priori. Le démenti mathématique sera sévére |

I1 est piquant, mais au fond réconfortant, de reprendre les paroles

de Kant lui-méme pour conclure

"La solidité des mathématiques repose sur des défini-
tions, des axiomes et des démonstrations. Je me con=
tenterat donc de montrer qu'aucun de ces éléments,
dans le sens ou le prend le mathématicien, ne peut
étre fourni ni imité par la philosophie ; que le
géométre, en suivant sa méthode dans la philosophie,
ne construirait que des chiteaux de cartes et que le
philosophe, en appliquant la siemne sur le terrain
de la mathématique, ne peut faire qu'un verbiage.
Toutefois, la philosophie a un rdle & jouer dans la
mathématique : elle en fait commatire les lLimites,
et le mathématicien lui-méme, quand son talent n'est
pas déja circonserit par la nature et restreint & sa
sphére, ne peut ni repousser les auertissements de la
philosophie, ni s'élever au-dessus d'eux" (Critique
de la Raison Pure, Théorie transcendantale de la

méthode, lére section).




- 168 -

1.3 Le scientisme positiviste : un pragmatisme dogmatigue en mathématiques

Les mathématiques, comme arrangement logique linéaire -et réputé
inébranlable—, ne cessent de fasciner les philosophes occidentaux jusqu'au
XIXéme siécle. Depuis le XVII&me siécle d'ailleurs, la fascination s'étend
4 la Science entiére, dont les réalisations techniques distillent peu a peu
la notion de progrés indéfini. Le Philosophe devient alors, au dire d'Auguste
Comte, "le spécialiste des généralités". Il peut &étre intéressant de noter
ce que ce dernier pense du statut des objets mathématiques et nous utilise=

rons son Cours de philosophie positive dont la parution s'étale de 1830 a

1842.

D'une part,

"Wous définirons avec exactitude la science mathématique

en lui assignant pour but la mesure indirecte des gran-

deurs et disant qu'on s'y propose constamment de déter-

miner les grandeurs les unes par les autres, d'aprés les
relations précises qui existent entre elles"

(3éme Livre, 71).

L'avantage de cette définition, avantage souligné par Comte, est de ne pas
restreindre les mathématiques & un art, mais-d'en faire une véritable science,

dotée d'une logique interne par ses enchainements d'opérations intellectuel-

les. D'ailleurs,

"Clest done par 1'étude des mathématiques, et seulement
par elle, que l'on peut se faire une idée juste et
approfondie de ce que c'est que Lz science

)

(3éme Livre, 71-72

Auguste Comte divise la mathématique en partie concréte ("connaftre
avec précision les relations existantes entre les quantités que l'on consi-
dére") et abstraite ("déterminer des nombres inconnus, lorsqu'on sait quelles
relations précises les lient d des nombres connus'). Il est notable que ces
"quantités", ces "nombres" n'aient chez Comte pas de statut autre qu'opéra-
toire. Il y a total abandon des problémes en soi d'existence, mais aussi des
problémes de cohérence, de non-contradiction. Ou sont donc les idées généra-

les du Philosophe ? Et que peut-il apporter vraiment ? Poursuivons.

"La partie concréte des mathématiques se compose de la
géométrie et de la méeanique rationnelle' (3éme Livre

I 76=77).

La partie abstraite, qu'Auguste Comte appelle "le calcul”, est encore bien
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€loignée de ce que nous appellerions l'algébre aujourd’'hui. Mais une telle
notion générale d'algébre est & peine en train de se constituer avec Peacock
et Hamilton au moment ol écrit Comte. Il reste au niveau équation et calcul
des solutions.

Le passage se fait du concret & l'abstrait :

"I 'indiqueral pour exemple les puissances devenues en
général fonctions abstraites, depuis seulement les

. , ; . 2
travaux de Viéte et de Descartes. Ces fonetions Ly

® » qut, dans notre analyse actuelle, sont si bien
congues comme simplement abstraites, n'étaient, pour
les géomeétres de 1'antiquité, que des fonctions entié-—
rement concrétes, exprimant la relation de la super-
fieie d'un carrvé ou du volume d'un cube & la Llongueur

de leur cété" (4éme Livre I 92-93).
La difficulté éprouvée & mettre en €quation les guestions mathématiques :

"C'est essentiellement 4 cause de L'"insuffisance du
trés petit nombre d'éléments analytiques que nous
possédons que la relation du concret & 1'abstrait
est ordinairement si difficile & établir" (Ibidem,

103).

Auguste Comte, restant dans le domaine opératoire, réussit ce tour de forece

de ne pas parler des objets précis sur lesquels portent les opérations. Il
souhaite étendre ces opérations "en établissant wun mode général de dérivation,
pour dépasser ces notions que Comte (on est au 19€éme siécle !) manie séparé-
ment : les différentielles idla Leibniz, les premiéres et derniéres raisons des
accroissements ou fluxions & la Newton ou les dérivées 3 la Lagrange. La

"les

géométrie, qui a pour objet "la mesure de L'étendue", réduit en fait
comparaisons de toutes les espéces d'étendues, volumes, surfaces ou Lignes,
a de simples comparaisons de Lignes droites”.

En outre, la géométrie repose

"sur un certain nombre de phénoménes primitifs qui,
n'étant établis par aucun raisonnement, ne peuvent
étre fondés que sur 1'observation et constituent la
base nécessaire de toutes les déductions” (Livre X,

193-194).

Enfin, Comte limite singuliérement la méthode mathématique et son

champ d'investigations :
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"Nous savons que l'application de l'analyse mathématique,
par sa nature, ne peut jamais commencer aucune scilence
quelconque, putsqu'elle ne saurait avoir lieu que lors—
que la science a déjd été assez cultivée pour établir,
relativement aux phénoménes considérés, quelques équa-
tions qui puissent servir de point de départ aux travaux

analytiques”.

Tout cela est bien pdle, peu utilisable et revient finalement i expliquer

"L'opium par sa vertu dormitive.

Aprés des explications "idéalistes" (Platon, Kant et Hegel) et
"positivistes" (Comte) ou "réalistes" (Aristote) sur les mathématiques et les
grandeurs, il conviendrait de tirer au clair le point de vue déduit du maté-
rialisme historique et le point de vue empiriste. Il nous a paru préférable
de reporter cette analyse au chapitre suivant, aprés la construction des

nombres réels.

1.4 Les maladresses concernant les technigues de l'analyse

Nous avons signalé que A. Cauchy avait pris comme concept de base
celui de limite autour dugquel il construisait toute 1l'Analyse. Cependant, le
domaine de variation des variables, la droite réelle, restait dans le vague.
Par suite, le critére de Cauchy par exemple ne pouvait recevoir de démonstra-
tion satisfaisante (cf. Chap IV § 6). C'est plutdt avec les fonctions continues
gue les difficultés s'explicitérent. Partons de la définition de la continuité

donnée par Cauchy en 1821 dans son Cours d'Analyse.

"Soit £(x) wune fonction de la variable =x , et supposons
que, pour chaque valeur de X 1intermédiaire entre deux
limites données, cette fonction admette constamment une
valeur unique et finie. Si, en partant d'une valeur de x
comprise entre ces limites, on attribue 4 la valeur x un
aceroissement infiniment petit « , la fonetion elle-méme
recevra pour accroissement la différence

flx+a) - £(x) ,
qut dépendra en méme temps de la nouvelle variable o et
de la valeur de x . Cela posé, la fonction £(x) sera,
entre les deux limites assignées & la variable x , fonction
continue de cette variable, si, pour chaque valeur de x
intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la

différence




= 1l =

f(x+a) - f(x)

décroit indéfiniment avec celle de o . En d'autres
termes, La fonction £(x) restera continue par rapponrt

a x enthe Les Limites donnes, 54, entre ces Limites,
un accroLssement infiniment petit de La variable produit
Loufouwrs un accroissement infiniment petit de La fonction
elle-meme".

Mais Cauchy traite aussit6t de la continuité en un seul point.

"On dit encore que la fonetion  f(x) est, dans le voisi-
nage d'un valeur particuliére attribuée & la variable x ,
fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle
est continue entre deux limites de x , méme trés rapprochées,

qut renferment la valeur dont il s'agit'.

Techniquement parlant, Cauchy peut facilement établir la continuité des fonc-
tions telles que sin x ou Arc cos x .
Il passe d'ailleurs aussitét aux fonctions de plusieurs variables et

démontre 1'essentiel

"Théoréme I. - Si les variables X, V, Zs... ont pour

limites respectives les quantités frxes et détermindes

X, ¥y, 2, ..., et que la fonetion f£(x, y, z, ...) 8oit

continue par rapport & chacune des variables x, ¥i B s

dans le voisinage du systéme des valeurs particuliéres

£(x, y» 2z, ...) aura pour limite £(X, Y, Z, ...)."

Cependant, Cauchy commet l'erreur de définir la continuité de f(x,y)
a partir de la continuité de f(x,yo) ou f(xo,y) pour Y, et xO fixés.
C'est toujours la méme erreur d'uniformité gui Jjoue.

Il faut reconnaitre que la définition de la continuité par Cauchy
n'est pas encore complétement mathématisée. La définition actuellement utili-
s€e au niveau élémentaire (avec les € et les § ) remonte & Weierstrass.

Aprés cela, le théoréme des fonctions composées, a savoir la composée
de deux fonctions continues est continue, est démontré.

Brutalement, la Géométrie fait son apparition

"Une propriété remarquable des fonctions continues d'une

seule variable, c'est de pouvoir servir 4 représenter en

(O

Géométrie les ordonnées de lignes continues droites ou
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courbes. De cette remarque on déduit facilement la
proposition suivante

Théoréme IV. — S1 la fonetion £(x) est continue par

~

rapport 4 la variable x entre les limites x = X s

x = X, et que L'on désigne par b une quantité inter-

médiaire entre £(x)) et £(X), on pourra toujours
satigfaire 4 l'équation
f(x) =b

par une ou plusteurs valeurs réelles de x comprises

entre x_ et X .
Démonstration. — Pour établir la proposition précé-
dente, 11 suffit de faire voir que la courbe qui a
pour équation

y = £(x)
rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour
équation

v=D>b
dans 1'intervalle conpris entre les coordonnées qui
correspondent aux abscisses X et X ; or e'est évi-

demment ce qui aura lieu dans 1'hypothése admise.”

Le texte poursuit par une simple visualisation géométrigue et l'cn
retrouvera encore cette pratique pour la démonstration du théoréme de Rolle
dans des Traités d'Analyse fort sérieux aux alentours des années 1900. Cette
visualisation géométrigue avait déja servi & Gauss pour "démontrer" le théo-
réme fondamental de l'algébre (cf. Chap. III § 6).

Bien entendu, le théoréme des valeurs intermédiaires ci-dessus pose
spécifiquement le probléme de la nature du domaine de la variable. Quelques

années auparavant, Bolzano dans son mémoire de 1817 (Rein analytischer

Beweis...) avait tenté d'en donner une démonstration correcte. L'étude de ce
Mémoire de Bolzano est fort enrichissante car certaines techniques qui y sont
développées vontdevenir des classiques en Analyse. Il est d'autant plus éton-

nant gue ce Mémoire ne figure pas dans les Schriften de Bolzano réunis en 5

volumes entre 1930 et 1948. En posant g(x) = f(x) - b on raméne facilement
le probléme au suivant : si g : [XO,X —> R ; g(xo) 0, gX) >0 et g
continue, il existe au moins un X G.[XO,X] tel que g(x) = 0 . Appelons M(x)

la propriété pour un point =x de [xO,X] que f(y) ¢ 0 pour tout y € [xo.g].
Bien entendu, si M(x) est vraie, ainsi en est-il de M(y) pour tout

X LY £x .

o - ~
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Muni de cette seule propriété pour M , Bolzano établit qu'il existe
une "quantité" XO qui est la  borne supérieure des guantités x pour
lesquelles M(x) a lieu. En termes moderres, il suffirait de dire que 1'ensem-
ble des réels x € [xO,XJ tels que M(x) soit vraie (ensemble non vide puis-
qu'il contient xo et se trouve majoré par X) posséde une borne supérieure.

Admettons un instant ce résultat et soit Xo le nombre réel annoncé.
Par continuité et définition de la borne supérieure, on a g(XO) £ 0 . Cependant,
pour tout x tel que X Y x ))&), il existe X, satisfaisant x S X, Y Xo et
g(xl) > 0 par la propriété de définition de XO . Encore par continuité, on en
déduit g(XO) 2_0 et donc g(xo) =0, ce qu'il fallait démontrer.

Pour établir son résultat de borne supérieure, Bolzano inaugure un rai-
sonnement de découpage dyadique. L'obstacle linguistique empéchant de citer in

extenso Bolzano, contentons-nous de décrire rapidement.

Ou bien X posséde la propriété M et donc X est la borne supérieu-

re cherchée. Ou bien X ne posséde pas cette propriété et l'on considére le

X + Xo X + Xo
milieu — - Ou bien I — posséde M et on considére alors le milieu
1 X+ x X + xo
5 ——3——9- + X |, ou bien 5 ne posséde pas M et on considére le milieu
1 [ X+ % ]
2| > + XOJ. Quaiqu'il en soit, & la nouvelle étape, on est réduit a

X - x
o]

chercher le nombre Xo cherché dans un intervalle de longueur au plus =y
En continuant, on a donc une famille de segments emboités, de longueur Z_H(x—xo)

et Bolzano conclut i la convergence de la suite constituée par les extrémités

droites de tels segments. Cette conclusion n'est pas fondée dans le cadre que

[oe]
. 1
Bolzano s'est impbosé (Cela revient a admettre que z i 1 ou encore
N 1 n=1 2
gue 1 est la borne supérieure de Z - lorsque N varie selon les entiers

n=1 2
naturels, précisément une propriété du type de celle que l'on veut établir).

La méthode de raisonnement est trds neuve cependant et va servir constamment

une fois 1l'axiomatisation de [R effectude.

Bolzano est un précurseur étonnant, mais pendant 50 ans, la "démons-
tration" visuelle de Cauchy pour le théoréme des valeurs intermédiaires sera
considérée comme satisfaisante par la plupart des mathématiciens. Les mala-
dresses dans l'emploi des techniques de 1l'Analyse seront peu a peu stigmati-
s€es comme nous 1'avons déja dit grace souvent i des exemples tirés des séries
trigonométriques et tout au long des cinquante ans qui séparent la publication
du Cours de Cauchy de celle des textes cruciaux de Cantor ou Dedekind vers 1872
et dont nous parlerons plus loin. Les noms d'Abel, de Riemann et de

Weierstrass sont ceux qui reviennent le plus souvent.
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Il importe peut-&tre plus de dire gue le critére de Cauchy, admis
par Cauchy faute de pouvoir faire autrement puisque le domaine des nombres
réels n'est pas précisé, et employé sous la forme des segments emboités
(cf. Chapitre V) ou du développement décimal illimité d'un nombre réel, per-
mettait & nos yeux de fonder 1l'Analyse axiomatiquement (cf. Chapitre V § 7 et
8).

Indiquons quelques correctifs apportés au travail de Cauchy.

Weierstrass et Heine vers les années 1870 dégageront nettement les
propriétés d'uniforme continuité, et d'uniforme convergence. Cela les aménera
eux et leurs successeurs & envisager des propriétés de compacité (soit sous la
forme du théoréme dit de Bolzano-Weierstrass : tout ensemble infini borné de
R posséde un point d'accumulation ; soit sous la forme du théoréme assurant
qu'une fonction continue sur un compact y est bornée et y atteint ses bornes ;
soit enfin sous la forme du théoréme dit de Heine-Borel-Lebesgue assurant qu'un
recouvrement ouvert fini peut étre extrait d'un recouvrement ocuvert gquelconque
d'un compact).

Darboux sera le premier & noter que le théoréme des valeurs inter-
médiaires ne caractérise pas les fonctions continues (I1 n'est pas difficile
de montrer, avec le théoréme des accroissements finis, que la dérivée d'une

fonction satisfait toujours le théoréme des valeurs intermédiaires).

2 LA CONSTRUCTION DES REELS PAR R. DEDEKIND

Cette construction est explicitée dans un ouvrage fondamental de

R. Dedekind : Stetigkeit und Irrationale Zahlen paru en 1872, ouvrage complété

par un autre : Was sind und was sollen die Zahlen publié en 1888.

R. Dedekind fait explicitement appel d'ailleurs au Livre V des Eléments

d'Euclide en précisant : "Je n'al jamais cru avoir mis a4 jour dans mon ouvrage
méme un seul phénoméne nouveau, ou un seul objet nouveau de la recherche ma-

thématique".

2.1 R comme domaine inextensible

Son point de départ est 1l'ensemble des nombres rationnels @ et il
utilise une intuition d'origine géométrigue. Sur la droite géométrique, un
point quelconque M la divise en deux classes, la classe des points situés
a droite de M et la classe de ceux situés & gauche de M. Réciproquement, une
telle division de la droite est nécessairement réalisée par un point. Pour Dede-
kind, cette propriété caractérise la notion de continu. Il faut préciser. Il
va s'agir de transcrire cette intuition sur @ , en remplagant gauche et droite
par la relation d'ordre.

Dedekind appelle donc coupure (Cl'c ) de @ une partition

2

(C1 v C2 =0, C1 n 02 = @) de @ en deux classes non vides C1 et C2
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de sorte gque tout nombre de la premiére classe C1 soit strictement supérieur

a tout nombre de la seconde classe C2 5

On constate qu'il existe deux sortes de coupures fort différentes.
(1) La premiére sorte est celle des coupures telles qu'il existe un nombre

rationnel maximum dans C2 ou bien un nombre rationnel minimum dans C1

(2) La deuxiéme sorte est celle des coupures telles qu'il n'existe ni nombre

rationnel maximum dans C2 ni nombre rationnel minimum dans C1 %

I1 est en effet facile de montrer qu'on ne peut avoir que ces deux

possibilités. Dans le premier cas, si par exemple x est le nombre rationnel

2
maximum de C2 r i1 est clair que
o c, = x| xe0, x> x,}
c, = {x|] x €@, xg x2} .

Bref, la coupure (C ,C2) est en fait déterminée par le nombre

1

rationnel X, - Réciproquement, X, définit la coupure (Cl,C2) tout comme

la coupure (C ,C2) détermine le nombre x si l'on veut bien convenir que

1 1

seule est désormais considérée la coupure (Cl,C ) pour laguelle le maximum

2

x2 est dans C2 F

Mais le deuxiéme cas peut fort bien se présenter. L'exemple donné par Dedekind

est désormais classique. On pose

c, = x| x €@, x50 ou x>0 et x2 < 2}

C1={x[x€Q,x¢C2}.

On a bien réalisé une partition de @ en deux sous-ensembles non

vides et disjoints. On vérifie que x >y pour tout x de C1 et tout vy

de C, , puisque @ est un corps totalement ordonné. Cependant, il ne peut

2
y avoir de rationnel maximum dans C2 (ou de minimum dans Cl) . La démons-
tration se fonde sur le fait qu'un tel maximum X, par exemple (ou un tel
minimum xl) devrait satisfaire xg = 2 (ou x? = 2), éguation ngn résoluble
en nombres rationnels (En effet, on ne peut avoir x2 >2 ., 8i x2 <2, on
note que (x2 + y)2 = xg + 2x2y + y2 < xg + (2x2+1)y < 2 en prenant y € @ ,

2--x2

y<1l,y5>0et y<;§;;11 . Par suite x2+y > X, et x2+y € C2 donc X, n'est
pas le maximum de C2 . Donc . xg = 2 . Le cas de x, se traite de facon si-

milaire). Par suite, une coupure (Cl,c2) du deuxiéme type n'est déterminée

par aucun nombre rationnel.
Dés lors, pour employer les termes de Dedekind,

"ous créons avec une telle coupure un nouveau nombre
irrationnel o , complétement déterminé par cette cou—

pure. Nous dirons que le nombre o correspond 4 la
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Sur l'ensemble des nombres rationnels et des nouveaux nombres (créés
par les coupures du type 2), Dedekind définit quelques relations a partir des

coupures (moyennant la convention dite pour les coupures de type 1) :
- ] : ' ' Y .
d'une part une relation (Cl,cz) £ (C1'C2) selon C) O C, i

- d'autre part une addition (Cl,CQ) + (C{,Cé) = (C;,CE) selon
CE = [x|x €Q ., x=x,+ xé ou x, € Cy xé € Cél .

R. Dedekind montre explicitement que la relation ( est une relation
d'ordre total sur 1l'ensemble créé noté A . D'autre part, il vérifie que l'ad-
dition définit bien une coupure et gu'elle structure l'ensemble créé€ en un
groupe abélien (Pour les démonstrations mathématiques, cf. Document n°® 4).

En fait, il établit que R est un corps totalement ordonné, contenant @

comme un sous-corps ordonné.

I1 est fort important que R. Dedekind ne s'arréte pas 1la et éta-
blisse (Théoréme 4 du Chapitre V de l'ouvrage) gu'en renouvelant 1'opéra-
tion (celle qui a permis de construire R & partir de @) on ne trouve que
R . De fagon imagée, R est complet ou inextensible et cette propriété d'inex-
tensibilité (Vollstdndigkeit) est caractéristique de ce que Dedekind appelle
le continu. Mathématiquement, cela veut dire que si C1 et C2 sont deux
sous-ensembles non vides de R et dont la réunion est R , tels que tout Xy
de C majore strictement tout X, de C2 , alors il existe .un unique nombre

1

réel x qui est inférieur ou égal & tout élément de C1 et supérieur ou égal

3 tout ‘€lément de 02 F

2.2 La notion de continu

Historiquement, voild la premiére définition, en outre constructive,

de la notion de domaine continu de grandeurs.

"Si 1'on sépare toutes les grandeurs d'un domaine constitué

de fagon continue en deux classes telles que toute grandeur
de la premiére classe est plus petite que toute grandeur de
la deuxiéme classe, alors 1l existe ou bien dans la premiere
classe une grandeur qui est la plus grande, ou bien dans la

deuxiéme classe une grandeur qui est la plus petite”.

Notons au passage une petite controverse typiquement mathématigque
entre Cantor et Dedekind, justement sur "l'essence de la continuité". Cantor,

dans une lettre du 17 mai 1877, fait remarquer & Dedekind que la propriété
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pour un domaine de grandeurs ordonnées que toute coupure soit représentée par

une grandeur ne peut suffire 3 garantir la notion de continuité puisque

"eette propriété appartient aussi au systéme de tous les
nombres entiers, qui peut pourtant &tre considéré .comme

un prototype de la discontinuité'.

La réponse de Dedekind, du 18 mai, manifeste que le langage ellip-
tique usuel (et non mathématique) est fautif ("Nous courons le risque de
discuter sur des mots plus que sur des choses"). Et Dedekind de signaler que
les domaines de grandeurs qu'il appelle continus sont totalement ordonnés
d'une part, d'autre part sont tels qu'entre deux grandeurs distinctes il y
en a une infinité d'autres (ce qui n'est pas le cas de Z), enfin et enfin
seulement prossédent la propriété relative aux coupures. Si Dedekind met
1'accent sur cette derniére propriété ('"essence de la continuité'), c'est
gu'elle lui parait fondamentale. Malicieux, Dedekind fait remarquer que
l'ordre intervient tout autant mais qu'en mettant tout dans un méme sac, on
émousserait ce qui "constitue spéeifiquement la pointe de son travail”, qui
réside précisément dans la place prépondérante donnée &4 la propriété relative
aux coupures. "Il est d'ailleurs bien vrai qu'il reste encore du travail pour
s 'émanciper de la notion d'ordre pour définir le continu” (cf. § 8).

R. Dedekind est parfaitement conscient que 1l‘'originalité de sa
découverte est celle du caractére inextensible de R . A quelques détracteurs
comme Pasch, Weber ou R. Lipschitz qui prétendent que Dedekind n'a rien fait
que de "reprendre les Anciens”, c'est-a-dire le Livre V des Proportioms, ce
dernief répond fortement que sans l'intervention de la continuité telle que
définie par 1luni, on peut créer avec Euclide des corps & partir des raisons
de grandeurs, mais on ne peut distinguer le corps maximal et le systéme

d'Euclide "reste debout sans la continuité”.

"J'en reste d mon affirmation que les principes euclidiens
seuls, sans adjonction du prinecipe de continuité, qui n'est
pas contenu en eux, sont incapables de fondey une théorie
compléte des nombres réels comme rapports de grandeurs...
Mais inversement, grdce d ma théorie des nombres irration-
nels, le modéle parfait d'un domaine continu est produit,
et ce domaine est done pour cela capable de caractériser
tout rapport de grandeur par un rapport numérique déterminé

Uz est contenu"” (Lettre & R. Lipschitz, 27 juin 1876).
qutl Y
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Effectivement, le concept de coupure n'est pas nouveau avec
Dedekind. Déja Hamilton vers 1835 l'avait explicitement utilisé (Transactions
of the Royal Irish Academy de 1837). D'ailleurs, la Définition 6 du Livre V
des Eléments d'Euclide pourrait s'énoncer sans contorsion en termes de coupu-
res avec les rationnels strictement positifs bien sGr : (A,B;C,D) sont pro-
portionnelles si A et B déterminent la méme coupure que C et D, la

coupure déterminée par deux grandeurs A et B é&tant la suivante
g = &E- ; MmN , n EN et nA vy mB 1.
1 n

c2={_% ;meMN , n €N et nA$mBI.

C'est bien la "continuité" qui est la découverte capitale de
R. Dedekind et cette continuité a une force opératoire trés grande. On sait‘
qu'avec elle il est bien facile d'établir le fameux théoréme de Bolzano sur
les valeurs intermédiaires d'une fonction continue sur un intervalle, théoréme
dont nous avons déjd parlé. Qui plus est, la définition avec les coupures
permet une présentation logique de la notion de limite d'une suite, par exem-
ple d'une suite (xn)n;l croissante bornée de nombres réels. En effet, on
détermine deux classes C1 et C2 de nombres réels :

¢

{x | x € R . Pour tout entier n , il existe un entier m

my»n et x> xm'g.

%

{xlxer; x € Cg]-

Grice & l'hypothése de croissance et de borne, il est facile de
noter que C1 et C2 ne sont pas vides, sont disjoints, que C1 V) C2 =R
et gue (Cl,c2) réalise une coupure de [R . Cette coupure (C1,C2) détermine

précisément un nombre réel x , limite de la suite X

En toute logique, il reste & vérifier que cette notion de limite
coincide avec la notion usuelle (définie avec les € ) ce qui ne pose pas de

difficulté.

2.3 R construit & partir de 1l'arithmétique

Pourtant, R. Dedekind insiste beaucoup plus dans son ouvrage sur un

autre aspect de sa construction. Dans une lettre du 10 juin 1876 & R. Lipschitz,

il déclare :

"Je suppose comme base 4 propos de laquelle on doit
naturellements'étre entendu, l'Arithmétique des nombres

rationnels, supposée bien fondée, et rien d'autre ; je
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montre dans mon ouvrage que, sans immixtion de choses
étrangéres, on peut constater dans le domaine des nom—
bres rationnels un phénoméne (la coupure) qui peut
étre employé a compléter ce domaine par une création

unique de nombres nouveaux irratiomnels".
Et plus loin :

"Je montre que 1'addition des nombres réels peut &tre
définie en toute préecision, et J'affirme qu'en
s'appuyant sur cela on peut démontrer en toute rigueur
les propositions qui constituent L'édifice de 1'Arith-
métique" (Dedekind emploie ici le mot Arithmétique au

sens actuel d'Analyse).

Certes, l'intuition géométrique disparait de la construction de
Dedekind et ce dernier a bien raison d'affirmer gue l'espace euclidien, tel
qu'il est axiomatisé par Euclide, tient debout sans la continuité, et que le
coté intuitif de la représentation spatiale n'est pas probant. D'ailleurs,

par une sorte de vigoureuse réponse i E. Kant

"Le concept d'espace est pour moi complétement indépendant,
complétement séparable de la représentation de la continuité

et cette derniére propriété ne sert qu'a spéeifier du concept

général d'espace le concept spéeial d'espace continu’.

Cependant, la construction de Dedekind est-elle légitimée ? Dedekind
précisefa quelques années aprés la parution de son ouvrage qu'une coupure
définit un nombre 0 , lequel est alors doué d'une existence propre grice
"ad la puissance créatrice de notre esprit”. Ce dernier point ontologique ne
peut étre tiré au clair que dans un cadre constructif des mathématiques ddment
précisé. Par exemple, la Théorie des Ensembles que justement G. Cantor com-

mengait & élaborer autour de cette méme année 1872.

Avec @ et la Théorie des Ensembles on peut alors entiérement
construire R .

Dedekind deviendra conscient de ce fait et dans Was sind und was

sollen die Zahlen,il s'ingénie & fonder d'abord les entiers, puis @ en

utilisant les idées de théorie des ensembles de Cantor. Cependant, sa cons-
truction est trés contournée. C'est G. Péano qui €labore un systéme souple
et simple d'axiomes pour les entiers, systéme qui est toujours utilisé aujour-

d'hui et sur lequel nous reviendrons (cf. Chap. VI § 2).
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Il est honnéte d'ajouter que la méthode de R. Dedekind fut également

et indépendamment trouvée par J. Tannery et exposée dans son Introduction a

1'étude des fonctions d'une variable (1886).

3. LA CONSTRUCTION DES REELS PAR G. CANTOR

3.1 Les suites fondamentales

Cette construction est fournie dans les quatre premiéres pages d'un

article paru aux Mathematische Annalen de 1872 (Vol. 5 p. 123-132) sous le

titre : "aber(iieAusdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen" et elle commente un article de E. Heine paru en 1870 dans Journal fdr

reine und angewandte Mathematik (vol. 71 p. 352). Notons dés le départ que

Cantor se pose des problémes d'analyse "concréte" (séries de Fourier) et qu'a
cette occasion, il est contraint de développer une artillerie abstraite.
L'idée de base est celle de suite fondamentale (Fundamental Reihe).

Cantor part lui aussi des nombres rationnels (qu'il estime bien construits)

et définit une suite fondamentale {xn}n>1 , ol :%16 ® , que nous appelons
aujourd'hui suite de Cauchy, si pour tout € > 0 il existe un N et pour

|xn+m - xn| €

tout n 2N et tout m , on a
Sur l'ensemble 8 de telles suites fondamentales de nombres ration-
nels, Cantor établit plusieurs opérations :
- d'u i additi : 1 it + t
| ne part, une addition a suite {xn}nal {yn}n>1 est la
suite {xn+yn}n>1 dont on vérifie aisément qu'elle est fondamentale ;
- d'autre part, une multiplication : la suite {xn}n;1 {yn}ngl

est la suite {xnyn}n>1 dont on vérifie aisément qu'elle est fondamentale ;
e

- une relation d'ordre enfin £ ; {x } 51 € {yn}n>1 s'il existe

nn
un entier N tel que pour tout n >N , on ait yn ;.xn .
Cantor, en fait, est plus précis. Lorsque {Kn}n;1 et {yn}ngl sont

deux suites fondamentales, trois possibilités se présentent (et s'excluent
mutuellement, comme il n'est pas difficile de le voir) :

- ou bien il existe un nombre rationnel o > 0 et il existe un
entier N tel que pour tout n > N on ait Y X, 2O i

— ou bien il existe un nombre rationnel a >0 et il existe un
entier N tel que pour tout n 2 N on ait -0 2 yn-xn :

- ou bien pour tout nombre rationnel o >0 , il existe un entier

N tel que pour tout n > N on ait [yn-xn| g o
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Pour le premier cas, on note que {Xn}ngl < {yn}n21 et dans le

troisiéme cas {xn}ngl > {yn}n;I . Dans le deuxiéme cas, on devrait avoir

< . On conviendra dans ce cas d'une
{Xn}ngl z {yn}nal {xn}n;I * {yn}nyl
égalité {xn}n;I = {yn}ngl » c'est-a-dire en fait d'une relation d'équivalence

sur 1l'ensemble E”

On vérifie que la classe d'équivalence de la somme de deux suites
fondamentales (ou le produit) ne dépend que des classes d'équivalence des

suites additionnées (ou multipliées).

On appelle nombre réel d'ordre 1 une classe d'équivalence de suites

fondamentales. Il n'est pas difficile de vérifier que l'ensemble R des nom-
bres réels est ainsi structuré en corps commutatif totalement ordonné et de
noter que @ est un sous-corps ordonné de R & condition d'associer & tout

rationnel x la classe d'équivalence de la suite fondamentale {xn = x}

n3l °
On réservera l'appellation d'ordre réel d'ordre 0 aux rationnels.

Cantor appelle ensuite nombre réel d'ordre 2 la classe d'éguivalence

associée a une suite fondamentale de nombres réels d'ordre 1. Plus générale-—

ment, on passe aux nombres réels d'ordre n .

3.2 Le caractére complet de R

Le point essentiel est que l'ensemble des nombres réels d'ordre 2
ne se distingue pas, en tant qu'ensemble, de celui des nombres réels d'ordre
1. En langage moderne, R est complet, c'est-d-dire qu'une suite fondamenta-
le de nombres féels converge vers un nombre réel.

En effet, si {xn}nzl est une suite de nombres réels, et x un

nombre réel, on peut dire que x = lim x selon la définition : pour tout
n-—»co i

€ >0, il existe N et pour tout n >N , on a |xn—x| < € (Ici, on peut
prendre aussi bien € réel que seulement rationnel, sans changer la défini-
tion ; la valeur absolue d'un nombre réel &tant facile & définir).

Avec cette définition de la limite, on constate que si {xn}n>1

z

est une suite fondamentale de nombres rationnels et x le nombre réel qui lui

est associé, on a : lim xn =X .
n-co
Il convient aussi de montrer que si {xn]n>1 est une suite de nom-
/

bres réels, il existe au plus un nombre réel x qui soit la limite de la

suite.
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Soit alors {xn}n>1 un nomhre réel d'ordre 2, c'est-a-dire une
g
suite fondamentale de nombres réels. Chaque X est défini par une classe
d'équivalence de suites fondamentales de nombres réels d'ordre 0. On choisit
un représentant {x_ } ol x est rationnel. Soit alors € > 0 .
n,m m31 n,m
Pour tout n fixé, il existe un N(n) , tel que pour tout m 2 N{(n),

X - X < E—. La suite de rationnels {x } est une suite fon-
n,m n 3 n,N(n) nzl

damentale grdce a la majoration :

| N lxn+m,N(n+m) - xn+m

X - X
| n+m,N (n+m) n,N(n)

* |xn - xn,N(n)|

Cette suite définit donc un nombre réel x et l'on vérifie que 1lim xn =X .

. oo
Le nombre x est défini de fagon unique.

On voit donc que Cantor, tout comme Dedekind, insiste sur un aspect
trés nouveau par rapport & Euclide, l'aspect complet de R . Le procédé qui
sert a4 construire IR & partir de @, en s'itérant ne peut pas donner autre

chose globaiement que R .

Pourtant, du point de vue pratique, Cantor tient & sa distinction

entre les différents ordres de nombres réels. Il donne l'exemple suiwvant pour

"déerire le contenu intellectuel de la proposition

L i ;
sin — = 1, on peut se donner = et ses purssances

2 2
par les suites :
k=n k

LI _ (-1)
pour 5 : {xn}nal et x =2 Eo —
mm(EﬁMH' {x 2+l .
p 2 xn nzl 2m+1

i L) P m n

Enf'z,n pour sin 5 S mz:o (-1) m PB]-

C'est-d-dire sin -g est défini grdce 4 une suite
fondamentale du 2éme ordre et par cette proposition

est exprimée 1'égalité entre le nombre rationnel 1

et un nombre sin -g donné par une suite fondamentale

du 28me ordre. De fagon analogue, le contenu intellec—
tuel de formules compliquées comme celles de la théorie
des fonctions theta peut se déerire avec précision et

une relative simplicité" (Uber unendliche lineare Punkt-

mannigfaltigkeiten V Math. Annalen Bd 20 1882) .
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Naturellement, Cantor doit se défendre d'avoir introduit avec les
nombres réels d'ordre 2, 3, etc de nouveaux nombres réels ("Cette bévue, je
n'ai jamaie envisagé, méme de loin, de la commettre" Lettre i Dedekind du

29 décembre 1878).

3.3 Lien avec la notion de continu et la géométrie

Tout comme Dedekind, Cantor explicite la relation entre les nombres
réels nouvellement construits et la droite de la géométrie. Sur une droite,
graduée par la donnée d'un vecteur unité, on peut définir les points ration-
nels comme ceux dontl'abscisse est mesurée par un nombre rationnel. A tout °*
point de la droite M , on peut associer au moins une suite fondamentale
{xn}n>1 » constituée de nombres rationnels, telle que les points d'abscisse
xn se rapprochent de M lorsque n tend vers 1'infini. Rébiproquement,
Cantor pose en axiome qu'a tout nombre réel (non rationnel) correspond un
point de la ‘droite ayant alors ce nombre comme abcisse. Cantor précise bien
qu'il s'agit d'un axiome "parce qu'il est dans sa nature de ne pouvoir étre
démontré de fagon générale'. De fait, l'axiome en question se condense sous

la forme dite de Cantor des segments emboités.

Si In est une suite de segments emboités non vides d'une droite
(graduée par un vecteur), c'est-i-dire que In+1 est inclus dans In et
si la longueur de In tend vers 0 avec n , il existe un unique point M de
la droite appartenant & tous les In .

Il est honnéte d'ajouter que C. Méray aboutit & la méme construction

des nombres réels que Cantor, construction qu'il expose dans son Nouveau précis
q

d'analyse infinitésimale publié & Paris en 1872.

4. LA CONSTRUCTION DES REELS PAR K. WEIERSTRASS

Depuis 1860, K. Weierstrass s'était préoccupé de construire logi-
quement les nombres réels et les legons qu'il donna & ce sujet furent rédi-

gées et publiées en 1872 par Kossak (Die Elemente der Arithmetik) ; mais

Weierstrass refusa de reconnaitre 13 ses propres idées.
La notion de base chez K. Weierstrass est une généralisation de la

notion de nombre entier naturel, celle de quantité numérique (Zahlengrdsse)

qui correspond a une famille d'éléments ot 1'on tient compte du nombre de fois
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ot chaque élément y figure. Si l'on part des entiers n, n » 1, on considére

1 1 1 %
aussi les parties de l'unité — et : 1 = {w-, =y Esiy -—S . De méme, on
n n ' n n
. 1 1 1 .. .
représentera : T = {g-, T gl et plus généralement on pourra écrire :

3 3 1 . .
§'= {IB-' 10 ' I%-, %%] ¢+ ce qui permet de définir les nombres rationnels
positifs 4 condition de poser une égalité (une relation d'équivalence,

comme chez Euclide pour l'égalité des raisons cf. Chapitre I) & partir des

simplifications permises dans l'écriture au moyen des parties de l'unité.

Ceci fait, le pas suivant & franchir est d'autoriser des familles
infinies de partiesde l'unité et de doter ces familles d'une relation d'équi-
valence en précisant les opérations (simplifications) qui permettent de passer
d'une écriture & l'autre. En outre, on définit une comparaison de deux familles

a partir de 1'idée d'inclusion et de la relation d'éguivalence.

Ces familles infinies peuvent définir soit des nombres rationnels,
soit d'autres nombres. Ces autres nombres sont les nombres réels positifs.
Avec ces quelques éléments d'information, deux remargques s'imposent :

D'une part, que Weierstrass part de la notion de nombre, non comme
mesure des grandeurs au sens euclidien, mais comme moyen de dénombrer. C'est
cette idée de compter gu'il tente d'abstraire, ne voulant pas baser sa cons-
truction sur celle de quantité.

D'autre part, la construction de Weierstrass, pour novatrice qu'elle
soit par rapport & plus de vingt siécles d'influence eudoxienne, n'aboutit pas
a ce qui fait la force des constructions de Dedekind (cf. § 2) ou de Cantor
(cf. § 3) & savoir la preuve de leur caractére complet, inextensible. Avec
Dedekind ou Cantor, le processus mathématique qui fait passer de ¢ & R se

limite lui-méme.

5. L'EXTREME DE L'ARITHMETISATION : LEOPOLD KRONECKER

Le point de vue de Weierstrass, qui consiste & partir du nombre
pur et non pas seulement comme Dedekind, Cantor et d'autres de partir certes
de Q mais aussi d'une propriété a priori d'origine géométrique (coupure ou
segments emboités), devait aboutir & une position extréme. Défendue par Léopold

4
Kronecker, nous ne pouvons l'expliciter ici (Uber den Zahlbegriff 1887).

En gros, Kronecker rejette tous les intermédiaires étrangers a

1'Arithmétique dans une construction de l'Analyse. Il débouche donc sur un
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refus d'envisager la création d'un nouvel élément sans que celui-ci ne
provienne des éléments déji construits a4 partir d'un nombre fini d'étapes
permises. Plus profondément, Kronecker refuse i'emploi du raisonnement par
l'absurde -pour cette construction s'entend- exigeant que l'on fournisse
pour construire un certain élément un certain pProcédé algorithmique.

Il s'érige en censeur de l'utilisation des fonctions pcur lesquelles on ne

donne pas de processus constructif pour en calculer la valeur en chaque point.

La tendance de Kronecker, aprés les dures controverses concernant
l'axiome du choix, trouvera un écho trés structuré dans les méthodes de

l'analyse fonctionnelle constructive. En gros, cette analyse est basée sur

l'axiome du choix dénombrable seulement, lequel assure qu'étant donnée une
famille dénombrable d'ensembles {En}n>1 non vides, il existe un moyen de
7

sélectionner une suite d'éléments {x } ol x £ E pour tout n > 1 .
n'nl n n

On trouvera les principaux résultats d'une telle analyse en
francais dans un ouvrage de H. G. Garnir, M. de Wilde et J. Schmets :

Analyse fonctionnelle : Théorie constructive des espaces a semi-normes (1968).

Aux axiomes de l'analyse constructive, on peut rajouter sans contra-
diction l'axiome suivant (comme 1'a montré Solovay en 1971): toute fonction
n ;
f :R —> R est mesurable au sens de Lebesgue. Bien entendu, cet axiome

s'oppose & 1l'axiome du choix.

Ces considérations modernes nous obligent & revenir en arriére pour
préciser un peu le réle des axiomes en Analyse. C'est David Hilbert qui sera

notre guide.

6. LE POINT DE VUE AXTOMATIQUE : D. HILBERT

Pour D. Hilbert, les constructions de Cantor ou de Dedekind, dont
il reconnait la grande valeur, font partie de ce qu'il appelle les méthodes
génétiques dont 1'intérét est surtout pédagogique. Il y préfére la méthode
axiomatique qu'il développe en 1899 ( article repris en l'appendice 6 des

Grundlagen der Geometrie). Avec les définitions explicitées dans le Document

n® 3, Hilbert introduit une famille de nombres, notés x,y,..., de sorte que

cette famille constitue :
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(a) un corps commutatif pour deux lois +,. ,

(b) un corps totalement ordonné,

(c) un groupe ordonné archimédien,

(d) un systéme tel qu'il n'est pas possible de l'agrandir en y
rajoutant des éléments de sorte que l'on obtienne & nouveau

un systéme satisfaisant (a), (b) et (c¢).

On se doit d'ajouter que D. Hilbert n'utilise pas le langage ci-

dessus pour (a), (b) et (c), mais détaille les propriétés par rapport a la
possibilité de résoudre des équations (atx = b ; ax = b) les répartissant en
axiomes de connexion, axiomes de calcul et axiomes d'ordre. L'axiome (d),
joint & 1l'axiome d'Archiméde, est rangé sous la rubrique d'axiomes de conti-
nuité.Le point le plus important est le point (d) qui est la forme axiomati;
sée, abstraite, des recherches de Dedekind et de Cantor sur l'aspect "complet"
de [R . Cet axiome (d) est totalement absent de la construction eudoxienne.
A cette étape des idées mathématiques de Hilbert, l'avantage de la méthode
axiomatique est de ne pas faire intervenir l'infini dans les raisonnements
(au contrairé de Cantor et de ses suites fondamentales), mais de manipuler
des chaines logiques finies & partir du systéme clos d'axiomes donnés. Nous
reviendrons au Chapitre VI sur ce point important.

Naturellement, D. Hilbert sait que ses axiomes ne sont pas indépen-
dants et sait surtout que le point essentiel est de garantir la non-contra-
diction des axiomes donnés. Il ne démontre pas cette non-contradiction, et
pour cause, car cela revient & démontrer la non-contradiction de la Théorie
des Ensembles. On sait gu'il n'est pas possible de le faire par des chaines

logiques finies ... et que le probléme reste en suspens.

Il est important de noter que pour D. Hilbert la non-contradiction,
si tant est qu'elle puisse é&tre prouvée, assure l'existence mathématique d'un
systéme d'objets satisfaisant ces axiomes. Selon lui, la méthode axiomatique

est la seule valable pour la recherche en mathématiques :

"Vraiment, la méthode axiomatique est et reste la
seule convenable et l'aide indispensable 4 1l'esprit
dans toute recherche exacte et indépendamment du
domaine de recherche ; elle est logiquement inébran—
lable et en méme temps fructueuse ; elle garantit
done la liberté compléte de la recherche" (Abh. Math.
Seminar des Hamburger Unw. 1 1922 p. 157-177),
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et il précise son point de wvue quant 3 l'exposé des mathématiques

"Tout ce qui peut faire l'objet d'une pensée mathéma-
tique, dés que la construction théorique est mire,
tombe dans la méthode axiomatique et par ld directe-
ment dans les mathématiques... Par la vertu de la
méthode axiomatique particuliérement, les mathéma-
tiques paraissent étre appelées d jouer un rdle
meneur dans toute connaitssance"” (Axiomatisches Denken,

1918, Oeuvres complétes 3 pp. 145-156).

7. EQUIVALENCE MATHEMATIQUE DES DIVERSES CONSTRUCTIONS

Sous réserve de préciser le cadre constructif (Théorie des ensembles,
Regles logiques des Fondements des Mathématiques, etc), nous voila en présence
de plusieurg constructions des nombres réels.

Dés le départ, Dedekind et Cantor reconnaissent -semble-t-il sans
démonstration mathématique explicite- l'équivalence de leurs constructions.
Pour Dedekind, cela est diment signalé dans son avant-propos sur la théorie
des nombres irrationnels de 1872 et pour Cantor dans une lettre adressée a
Dedekind le 29 décembre 1878.

Pour établir l'égquivalence d'un point de vue mathématique, on peut

faire les démonstrations suivantes

~ montrer, d'une part, gu'un groupe abélien, totalement ordonné et
archimédien, s'identifie pour ces structures & un sous-groupe d'un corps tota-
lement ordonné, archimédien et complet (au sens des suites fondamentales) ;

- montrer, d'autre part, l'unicité (a un isomorphisme prés de corps
ordonné) d'un ensemble satisfaisant les conditions de Cauchy, & savoir : corps
commutatif, totalement ordonné, archimédien, complet au sens des suites fonda-
mentales ;

- montrer enfin que la propriété de Dedekind (&tre complet vis-a-vis
de l'opération de coupure ; on dit complétement réticulé aujourd'hui) impligque

celle de Cantor.

On vérifiera que les théorémes suivants réalisent ce but.
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Théorémes de caractérisation

THEOREME. Soit G un groupe abélien totalement ordonné et archimédien. Il existe

un homomorphisme strictement croissant de G dans R.

Soit e un élément fixé de G , différent de 0 . Soit x un élément de G

Pour tout entier n > 1 , il existe un entier kn tel que :

kK e g 10" x < (k+l)e
n n

comme il est facile de le constater puisque G est archimédien et que tout

sous—ensemble fini non vide d'entiers posséde un plus grand élément.
p

Comparons kn et k §

n+1
+1
100k e < 107" x < 10(k_+1)e
n n
n+1
<
kn+1 e < 10 x < (k +1+1)e
donc :
10 (k_+1 t k +1) .
kn+1 < ( n ¥ = 1 kn < n+1 )
Soit, puisque kn et kn+1 sont des entiers
k 1 + 9
R e
et donc
k
0 ntl  n - 9
~ + ~ -
1™t 10" 1
D'ou X Kk
i oo DB o 8 o o2
+ S :
10" F 10" 10"
k
Ce qui prouve gue la suite { —Eh} est une suite de Cauchy de nombres
10 n3l

décimaux, donc de nombres rationnels. R étant complet, cette suite converge
vers un nombre réel noté f(x) . Nous avons donc établi une application

£ : G— R . Cette application est l'application cherchée.

- D'une part, f est une application strictement croissante.

Soient x <y o0 x et y sont deux éléments de G . Notons kn(x) et kn(y) les

entiers tels que

k (x)e € 100 x < (k (x)+1)e
n n

n
<
kn(y}e $ 100y < (kn(y)+1)e

n
0 < 10 (y-x) < (kn(y)+1)e - kn(x)e = (1+kn(y)—kn{x))e
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N -
Il existe un entier N tel que 10 (y-x) > e . D'on pour tout n >N , on a

n-N

10 < (1+kn(y)—kn{x))
Aolt k (y) k_(x)
1 n n 1
N < n - o T “n
10 10 10 10
En passant & la limite en n
- £(y) £
— $ fW-f)
10

et donec f£(y) > f(x) lorsque y > x .

- D'autre part, f est un homomorphisme de G dans R .

n
(kn(X)+kn(y))e € 10 (x+y) < (kn(x)+kn(y)+2)e

n
kn(x+y)e < 107 (x+y) < (kn(X+y)+1)e .
Soit
k
n(x} kn(y) kn(x+y) kn(X) kn(y) 1
n T n < n < not n T Tn ’
10 10 10 10 10 10

A la limite
Ex)+E(y) g £ (x+y) g Ex)+£(y)
soit 1'égalité caractéristique de 1 'homomoxrphisme
fx+y) = £(x)+£(y)

Ce théoréme prouve 1l'assertion du Chapitre I § 5 & condition de
vérifier que f est un homomorphisme d'anneaux lorsque e est 1'unité et
lorsque G est en outre un anneau, ce que nous allons faire ci-dessous. On
notera que cette démonstration présuppose [R déja construit, mais occulte le
passage aux raisons euclidiennes en ramenant 1'affaire & la comparaison & une
méme "unité de grandeur" e . En outre, le maniement, bien élémentaire, des
limites, maniement essentiellement numérique, sort nettement du champ euclidien.

Si G est en outre un anneau, soient x et Yy deux éléments posi-

tifs de cet anneau. On dispose de

2n
kn(x)kn(y)e < 10 xy < (kn(x)+1)(kn(y)+1)e

et

2n

kzn(xy)e < 1077 xy < (k2n(xy)+1)e
Soit
kn(x) kn(Y) ) k2n(xy) . (kn(x) .1 )(kn(y) . 1 |
n n h 2n n n n n

10 10 10 10 10 10 10
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D'od & la limite
Ex)fly) ¢ flxy) g £(x)f(y)

et donc

fixy) = £(x)£f(y)

Avec le caractére homomorphe de £ , on note facilement que cette
identité reste vraie avec x et y quelconques dans G (On pourra remarquer
que f(xy) = f(yx) et puisque f est injectif , xy = yx , c'est-a-dire que

la commutativité de l'anneau G est une conséquence). En outre f(e) =1 .

En particulier, tout corps totalement ordonné et archimédien peut g'identifier

4 un sous-corps de R .

R étant le sous-corps maximal. Cette maximalité peut encore se lire par une

propriété.

THEOREME. Tout corps totalement ordonné complet et archimédien est isomorphe a

R - ,
Le mot complet s'entend par rapport & la métrique définie par la valeur absolue
|x| = Sup(x,-x).

Il reste seulement & montrer que l'application f précédemment introduite est

; 2 i 3 n . : P 5 n
surjective. Soit t un nombre réel et —, son approximation décimale a 10

par défaut 10
kn k +1
n
—_ g t =
10" 10"
; k
Soit e 1l'unité du corps [K de départ. Considérons la suite _Eh e =x . Il
k_ 10 “
est facile de noter que f(x ) = — et que par la croissance de £ , x est
n 1On K n
une suite de Cauchy dans le corps [K comme —Eh l'est dans [R . Précisément
10
k k . k +1
_nns 2+ < nn
10 107°P 10
d'ou
e
xn £ xm < Xn + -;{ .
10
Soit en appelant x la limite de la suite de Cauchy (x ) o1 ! dans ® , x € K
n n>
et
k k 1
_ﬂh £ flx)] £ —= %=
T n
10 10 10"
Donc : k
f(x) = 1lim — =t
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Ce qui termine la démonstration.

THEOREME. Tout groupe abélien divisible totalement ordonné archimédien et

complétement réticulé est isomorphe & R .

Que G soit divisible revient a dire que G contient une image
homomorphe de Q (donc ne peut &tre ). Pour.établir ce théoréme, il suffit
de prouver que le groupe G est complet. Or, ‘une suite de Cauchy dans G
est évidemment bornée, donc posséde une borne supérieure. On atteint cette
borne supérieure par une suite extraite et la convergence de la suite extraite

entraine facilement la convergence de la suite tout entiére.

Le procédé décimal par lequel nous avons obtenu le premier théoréme
de caractérisation peut inciter & fournir une nouvelle construction de ®

par les nombres décimaux.

Er gros, cette méthode consiste & appeler nombre réel positif une
expression de la forme :

k, x1 x2 - xn idlE

ot k EWN , X €[0,1,...,9] pour tout n . Techniquement, on identifiera des

expressions du type :
0,1999... et 0,20...

Ensuite, on ordonne lexicographiquement les expressions et montre que tout
sous-ensemble non vide majoré de nombres réels positifs posséde une borne
supérieure. Avec cette notion, on peut vérifier que x = h, X, X, ... X ...

1 72 n

est la borne supérieure de la suite qn(x) = h, Xy XKy eee X 0 e O oys

et aussi définir 1'addition de deux nombres réels positifs :

Sup(qn(x}+qn(y)) = xX+y .

Quelques lemmes techniques assurent que l'ensemble ainsi construit, ddment
symétrisé, est un corps abélien archimédien totalement ordonné et complétement

réticulé. C'est donc [R & une isomorphie prés.

Ce raisonnement fut utilisé depuis la fin du XIXéme siécle, soit
sous la forme décimale (ou en numération de base quelconque) , soit sous la
forme des fractions continues (cf. Chap. II § 4.3). Pédagogiquement, on aurait
assez tendance & penser gque c'est la présentation la mieux adaptée pour

1'Enseignement Secondaire.
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8. L'IDEE DE CONTINU DEGAGEE DE LA NOTION D'ORDRE : DEBUTS DE LA TOPOLOGIE

PONCTUELLE

Nous avons déja noté les nombreuses difficultés soulevées par la
notion "intuitive", ou "a priori" , de continu depuis l1'Antiquité, ainsi par
exemple la solide défense de C. F. Gauss contre le systéme kantien.

Bolzano, dans ses Paradoxen des Unendlichen publiés en 1830, est le

premier & vouloir "ecaractériser le continu' comme un ensemble (c'est-a-dire
un "eertain systéme (Inbegriff) de choses... consistant en certaines parties
... dans lequel l'ordre des parties est indifférent"), infini, ayant un

"eertain ordre! établi entre ses éléments

"IT n'y a de continu que ld ou se trouve un systéme
d'objets simples (de points dans le temps ou dans
l'espace, ou encore de substances) placés de telle

sorte que chacun d'eux posséde, d toute distance si

petite soit-elle, un voisin appartenant au systéme'.

Bolzano signifie que pour tout x du systéme S et tout € > 0 ,
il existe un y du systéme tel que d(x,y) = € . L'égalité (et non 1'inégalité
comme nous aurions tendance aujourd'hui & l'y mettre) explique que pour Bolzano
le segment [O,l] auquel on a &té les points x = g pour n > 1 ne cons-
titue pas un continu parce que "pour toutes les distances de forme 30 gy
n'y a pas de voisin pour 0'". Bolzano essaye ensuite de définir un domaine
simplement continu comme celui oll chagque point a pour chaque € > 0 au moins
un voisin, mais tel que le systéme de ces voisins & £ ne puisse former un
continu. Dedekind, dans un fragment non publié de son vivant (Allgemeine

Sdtze Uber RAume) développe lui aussi une théorie des domaines "ab ovec sans

faire appel 4 1l'intuition géométrique” dans laguelle il définit explicitement
un ouvert (Kdrper) sur ce qui est pour nous un espace métrique (E,d) (avec la
définition classique : & C E est ouvert si pour tout x de (& il existe

un § > 0 et tous y de E tels que d(x,y) < § sont dans &). Il définit




la notion de voisinage avec le signe d'inégalité cette fois et veérifie que la
frontiére d'un ouvert ne peut &tre un ouvert. Les choses en restent cependant
la et c'est & ce point que survient G. Cantor. Faut—-il dire i ce Propos comme

Rollin dans son Histoire Ancienne (tome 13, livre 27, chap. I, p. 134), avec

une délicieuse réminiscence évangélique :

"Le terme étant arrivé ou la géométrie devait enfanter
le caleul de l'infini. M. Newton trouva le premier ce

merveilleux calcul. ..

Bref, Cantor part de la définition d'un nombre irrationnel & partir
d'une suite de nombres rationnels et de ce qui deviendra le procédé diagonal
(celui qui d'une suite double x construit une suite x pour éta-=

n,m n,m(n)
blir qu'une suite fondamentale de réels converge vers un réel, c'est-i-dire
pour établir le caractére complet de [R). Sa premiére question est de savoir

si l'on peut numéroter les points de IR , c'est-a-dire :

"de savoir si W peut &tre mis en correspondance avec
F de telle maniére qu'd chaque individu d'un des en-
sembles corresponde un individu et un seul de 1'autre.
A premiére vue, on se dit que ce n'est pas possible,
car W est composé de parties discrétes, tandis que
& forme un continu ; maie il n'y a vrien & gagner avec
cette objection, et, si fort que J'incline 4 penser
qu'il n'y a pas de correspondance wnivoque entre [R
et W, je ne peux pourtant pas en trouver la raison
et c'est d'elle que je me préoccupe -peut-dtre est-
elle trés simple ?

Ne serait-on aussi tenté de conclure au premier abord

en correspondance univoque

3
[
v

que M ne peut Stre
que ne peut etre

~

y

7 - 7 , 7 . |8
avec l'ensemble @ de tous les nombres rationnels £ g

(V]

i

(Lettre & R. Dedekind du 29 novembre 1873 ; on a noté
N la ou Cantor note (n), R 14 ou il note (x) qui est en

+
fait R pour Cantor et @ 13 od il note (gd).

Cantor montre aussitdt qu'il existe une bijection entre IN et 0
et méme qu'll existe une bijection entre IN et 1'ensemble des nombres algé-
briques, et par opposition, qu'il ne peut exister une telle bijection entre

N et R (Gber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen

Zahlen ; Journal fir reine und angewandte Mathematik (1874) 77 p. 258-263 ,
publication faite & la demande de Weierstrass, lequel semble pourtant ne s'in-

téresser qu'aux deux premiers résultats et non au dernier I). Le deuxiéme




résultat était obtenu simultanément par R. Dedekind (cf. Lettre de Cantor a
Dedekind du 2 décembre 1873). Donnons les démonstrations de Cantor. En fait,
pour le premier point, on utilisera une démonstration de Cantor parue en 1895
aux Mathematische Annalen, car c'est celle gui traine partout maintenant :

(a) @ est numérotable . On range les nombres rationnels positifs

g- dans un tableau infini & double entrée, dans lequel chague diagonale

correspond aux nombres tels que ptg = cte.

L
1

|w
Wl Wl W
W B e

N\

Rw NN N

—

AN

Tous les rationnels figurent (plusieurs fois) dans ce tableau. On attribue

un numéro a chaque rationnel suivant un ordre de parcours indiqué par les
fléches (et ﬁu'on pourrait mathématiquement décrire) et en ne renumérotant pas
un rationnel déja précédemment numéroté. On établit ainsi une Bijection entre
N et Q+ .

Passons a la deuxiéme assertion !

(b) Les nombres algébriques sont numérotables . Rappelons qu'un

nombre réel x est algébrique s'il existe un polynéme P & coefficients

entiers tels que P(x) = 0 . Sinon le nombre est dit transcendant. L'idée

est d'énumérer les polyndmes. Pour ce faire, on appelle hauteur (terme de
Dedekind) l'expression :

k(P) = (n + |ao[ + ... + |an}) -1

) k
lorsque P(x) = Z a x et a #0 et a € Z pour k variant de O & n
k=0 k n k

Pour chague entier m , il existe un nombre fini de polyndmes tels que

k(P) = m . En outre, pour chague polynéme P , il existe un nombre fini de
racines. Bref, pour un entier m , il y a nm nombres algébriques associés.
On part de m =1 , ce qui fait n, nombres algébriques numérotés arbitrai-

rement de 1 & n1 , Puis m= 2 , ce qui fait n, nombres algébriques numéro-

tés de n1+1 a n1+n§ ; car on élimine les nombres algébriques déja numérotés.
Ce faisant, en poursuivant, on établit bien une bijection entre NN et 1l'en-

semble des nombres algébrigues.

Cantor, dans une lettre datée du 2 décembre 1873, réfute le commen-

taire de Dedekind sur l'aspect inutile d& ce jenre de recherche. A cette date,




le caractére numérotable de 1l'ensemble des nombres algébriques est prouvé,

mais Cantor cherche encore si R lui-méme peut &tre numéroté

"Ce serait pourtant beau,st l'on pouvait y

8t, par exemple, la réponse était négative

3
J

) L - 7.5 s A 5 19479
poserait par ld-méme d'une nouv:

théoréme de Liouwville affirmant 1'exist

transcendants".

W

Reportons-nous & l'époque de la lettre, en 187 Liouville a cons-

mn

truit un nombre transcendant en 1844 i partir du théoréme des accroissement

finis en considérant le nombre :

N T B e
! 31 !
10 402 10 e

(Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences de Paris (18) 1844 p. 910-911).

3

En 1873, précisément, C. Hermite établit la transcendance de e (Comptes-

Rendus Acad. Sc. Paris (77) 1873), mais abandonne les efforts en vue d'éta-

blir la transcendance de T (la fameuse quadrature du cercle) i laguelle
parviendra F. Lindemann en 1882 seulement. Au temps de Cantor, les problémes
de transcendance font partie de 1'analyse fine et les exemples de nombres

transcendants n'abondent pas. Pourtant, si Cantor établit gque R n"est pas

numérotable, tandis que les nombres algébriques forment un ensemble numérota-
ble, c'est qu'il existe une foule de nombres transcendants !
Dedekind reconnait qu'il a eu tort de s'aventurer sur le terrain

miné de l'utilité d'un théoréme.
Dés le 7 décembre 1873, Cantor dispose de la démonstration que R
n'est pas numérotable et la simplifie le 9 décembre. La voici & peine modifiée.

Supposons que l'on puisse ranger tous les nombres réels en une suite

Soit Ex,BJ un segment donné arbitraire de R (pour lequel on suppose
o < B). Soit I1 un segment de E},ﬁw tel que wq & I, . Soit I un

une famille de

1
segment inclus dans Il tel que w, -4 12 . On construit ai

segments emboités {In} ;o I1 existe, d'aprés ce que Cantor avait démontré

n=

(o

sur [R , un nombre réel x appartenant i tous les I , donc distincts de
n

tous les mr (n=1,2,...). Ce gui contredit le fait que tous les nombres

g ]
réels sont numérotés. En 1890, Cantor donnera une autre démonstration gqui ne
fera pas usage du théoréme des segments emboités, mais partira de 1'écriture

décimale illimitée d'un nombre réel quelcongue.
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Cantor revient plusieurs fois sur la notion de continu et lui
applique son résultat sur l'impossibilité de la numérotation des points de
R . Prenons un domaine plan A, par exemple un carré. Soit {Mn}nal un en-
semble dénombrable de points de A et partout dense (lberall dicht verbrei-
tet), c'est-a-dire tel que pour tout M de A et tout nombre réel r , il
existe un point Mn tel que d(M,Mn) < r . Cantor remarque que lorsque l'on
Ste tous les points M de A , l'ensemble B obtenu est encore "un domaine
continiiment connexe” (ein stetig zusammenhdngendes Gebiet) ; c'est-a-dire
que deux points quelconques N et N' de B peuvent étre joints par une
ligne continue et "analytiquement définissable" située a l'intérieur de A
et ne comportant aucun point de {Mn}nal . Ce gue Cantor exprime en disant
que "le mouvement est possible en un certain sens" méme dans B .

L'idée de la démonstration est de joindre N et N' par une ligne
continue L restant dans A , puis de prendre sur L un nombre fini de
points N, ,N

g Nyr--

rectilignes NN}'NNZ"'°'NkN' restent dans A . Enfin on remplace les seg-
ments par des arcs de cercle de mémes extrémités que les segments, arcs de

.,Nk distincts de tous les Mn et de sorte que les segments

cercle inclus dans A , mais ne contenant aucun point du type Mn . C'est 1la
qu'intervient le cété non-dénombrable de [R et je recopie intégralement le

texte de Cantor dans une lettre & Dedekind du 7 avril 1882 :

"Prenons par exemple le segment NNI 3 par les points N
et NI passe une famille de cercles simplement infinie
dont les centres se trouvent sur une droite g et peu-
vent étre déterminés sur celle-ci par une coordonnée u .
On peut déterminer un intervalle (a,B) tel que les arcs
de cercle correspondant aux valeurs de u comprises dans
cet intervalle se trowent entiérement 4 l'intérieur de
A . Aux cercles de la famille qui passent non seulement

par N et N, mais aussi par les points

i

Myy Moy Mgy cuvs My oo

correspondent des valeurs de u que l'on désignera par

Wyy Woy wansWops woe
57 1'on prend alors a L'intérieur de (a,B) une valeur
n qui ne soit égale a aucun w2 on obtient alors, en
faisant u = m , un arc de cercle joignant les points N
et NJ , entiérement contenu dans A , et sur lequel ne
se trouve aucun point M s G G ¥ DLV
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Cette démonstration.géne Cantor. En effet, s'il émet lui aussi 1'opi-
nion que "pour construire le concept d'espace, il n'y a aucune nécessité
interne de se représenter ce dernier comme partout continu”, il voudrait plus,
c'est-a-dire caractériser le continu en général et pas seulement le continu
totalement ordonné comme R (qui a déja été caractérisé par Dedekind et Cantor
lui-méme).

Il a d'abord cherché a "déduire la continuité d'un espace de rai-
sons extérieures"”, comme ce qu'il a appelé la possibilité du mouvement con-
tinu & 1l'intérieur de l'espace (ce gue nous appelons aujourd'hui la connexité
par arcs). Malheureusement, en enlevant un ensemble dénombrable et pourtant

dense de points d'un carré, on conserve encore ce "mouvement".

En outre, la généralisation de 1la méthode des coupures de Dede-"
kind échoue (il n'y a pas d'ordre total !). Dans une lettre du 15 septembre
1882, légérement modifiée le 30 septembre, il parvient au point suivant en
réalisant 1l'abstraction de sa notion de suite fondamentale
Soit M un ensemble d'éléments m, n, q, ... et une correspondance complé-
tement arbitraire qui a tout couple m,n associe un nombre réel positif non
nul noté En,n] . On dit que M est appelé continu relativement a En,n] (et
Cantor dit encore que @un] induit un "ordre" sur M mais dans le sens ol

cela crée un lien entre les points de M) si

(1) m et n étant quelconques dans M et € >0 quelconque, il

existe un nombre fini de points de M , notés ml’ o R mk de sorte que
| =0 | @i'mk+1] < g 0 m =m;m_, =n
(2) si {mn}n>1 est un ensemble infini dénombrable de M tel que
1lim [bn+k'mn] = 0 , alors il existe un unique m de M tel que
n-eo
lim [m,mn]_ =0 .
n->o
(3) Réciproquement, si m est un élément de M , {mr}n>1 un ensem-
ble dénombrable infini tel que lim @hmn] = 0 , alors on doit toujours avoir
: _ n-co
lim Eﬂﬁk’mnj =0 .
n-oo

Q\
ot
Q
&
o+
Q
[4N]
<
=
i)
©
g
o+

"Avec cela, on devrait avoir épuis

étre exigé d'un continu'.

Cantor €tablit qu'en prenant pour M un sous-ensemble "de la droite!
et pour [m,n] la distance des deux points m et n , alors M est un segment

(ou R tout entier).
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En termes modernes, les seuls sous-ensembles complets et bien
enchainés de R sont R et les segments. Il faut noter le caractére pré-
curseur de Cantor, avec l'introduction abstraite de [ﬁ,nﬂ et songer que
les espaces métriques fonctionnels ne seront définis par M. Fréchet qu'en

1904.

"De méme, on devrait arriver 4 démontrer, pour des
ensembles de points qui se trouvent dans wn plan,
que st les conditions (1), (2) et (3) sont remplies
avec pour [h,n] la distance entre m et n , ce
sont soit des lignes fermées d'un seul tenant, soit

des surfaces limitées par de telles courbes'.

En termes modernes, il s'agit de caractériser les sous-ensembles
complets et bien enchainés de m? . L'image d'un segment E;,g] de R par
une fonction continue f: Ea,ﬁ] — m? fournit un tel ensemble (groupant ainsi
les deux cas envisagés par G. Cantor, cf. Chap. VI § 1.2 Courbe de Péanc), mais
il en existe d'autres nettement plus compliqués. En outre, bien que cela soit
assez intuitif, il n'est pas facile d'établir le théoréme de Jordan gui assure
gu'une courbe fermée simple sépare le plan en deux domaines connexes (une courbe
fermée simple de Jordan est l'image de f: [a,B] S Rz , avec g < B ol f est
continue, est injective sur ]a,B[ et telle que £(a) = £(B)).

Les problémes de ce type, c'est-d-dire déterminer les propriétés
des espaces conservées par applications continues et exhiber lés invariants
des homéomorphies (applications bijectives et bicontinues) sont aujourd'hui

rassemblés dans une discipline autonome : la topologie.

Certes, Cantor n'est pas le premier & s'intéresser a des propriétés
topologiques, ne serait-ce que pour le caractére topologique sous-jacent
de l'espace euclidien. Mais Cantor est le premier & tenter de construire a
priori une théorie sur la topologie. DéJja, Euler avait déja envisagé, sous le
nom d'Analysis situs, d'associer des groupes a certaines courbes ou espaces,
inaugurant la topologie algébrigue notamment pour résoudre des problémes de
geéométrie combinatoire (C'est l'exemple fameux des ponts de Koenigsberg. Il

s'agit d'établir l'impossibilité (cf. Figure n° 23) de visiter les deux rives

Figure n° 23

et les deux iIles de la ville de Koenigsberg en empruntant une fois, mais une

seule, chacun des ponts. On note que ce probléme ne dépend ni de la forme des
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iles, de la rive ou des ponts).

B. Riemann, beaucoup plus nettement, propose de fonder une théorie
des surfaces, plus généralement des variétés. Citons d'ailleurs un passage trés
significatif de Riemann qui peut &tre considéré comme la premiére charte de

la topologie ponctuelle et de l'analyse fonctionnelle.

"On sait que la Géométrie admet comme données préalables

non seulement le concept de 1'espace, mais encore les

premiéres idées fondamentales des constructions dans

L'espace. Elle ne donne de ces concepts que des défini-

tions nominales, les déterminations essentielles s'intro-
duteant sous forme d'axiomes. Les rapports mutuels de ces
données primitives restent enveloppés de mystére ; on

n'apergoit pas bien si elles sont nécessairement lides

entre elles, ni jusqu'd quel point elles le sont, ni méme

a priori si elles peuvent 1'Etre.

ﬁepuis Euclide jusqu'a Legendre, pour ne citer que le plus
tllustre des réformateurs modernes de la Géométrie, persomne,
parmi les mathématiciens ni parmi les philosophes, n'est

barvenu a éclaircir ce mystére. La raison en est que le con-
cept général des grandeurs de dimensions multiples, compre-

nant comme cas particulier les grandeurs étendues, n'a jamais
été L'objet d'aucune étude. En conséquence, je me suis posé
d'abord le probléme de construire, en partant du concept géné-
ral de grandeur, le concept d'une grandeur de dimensions mul-
tiples. Il ressortira de ld qu'une grandeur de dimensions mul-
tiples est susceptible de différents rapports métriques, et

que L'espace n'est par suite qu'un cas particulier d'une grandeur
de trois dimensions. Or, il s'ensuit de 14 nécessairement que
les propositions de la Géométrie ne peuvent se déduire des con-
cepts généraux de grandeur, mais que les propriétés, par les-
quelles l'espace se distingue de toute autre grandeur itmaginable
de trotis dimensions, ne peuvent &tre empruntées qu'a L'expérience.
De la surgit le probléme de rechercher les faits les plus simples
au moyen desquels puissent s'établir les rapports métriques de
L'espace, probléme qui, par la nature méme de L'objet, n'est pas
completement déterminé ; car on peut indiquer plusieurs systémes

de faits simples, suffisants pour la détermination des rapports
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métriques de l'espace. Le plus important, pour notre but
actuel, est celui qu'Fueclide a pris pour base. Ces faits,
comme tous les faits possibles, ne sont pas nécessaires ;
2ls n'ont qu'une certitude empirique, ce sont des hypo-

théses" (B. Riemann, Sur les hypothéses qui servent de

fondement 3 la Géométrie, Oeuvres Mathématiques, Trad.

Langel 1898 Paris).
Un peu plus loin, Riemann précise sa pensée.

"Les concepts de grandeur ne sont possibles que 1d ou 1l
existe un concept général qui permette différents modes

de détermination. Suivant qu'il est, ou non, possible de '
passer de l'un de ces modes de détermination d un autre,
d'une maniére continue, ils forment une variété continue

ou une variété discréte ; chacun en particulier de ces

modes de détermination s'appelle, dans le premier cas,

un point, dans le second, un élément de cette variété...
Etant donné un concept dont les modes de détermination
forment une variété continue, si L'on passe, suivant une
maniére déterminée, d'un mode de détermination 4 un autre,
les modes de détermination parcourus formeront une variété
étendue dans un seul sens, dont le caractére essentiel est
que, dans cette variété, on ne peut, en partant d'un point,
s'avancer d'une maniére continue que dans deux directions

en avant et en arriére. Imaginons maintenant que cette
variété se transporte 4 son tour sur une autre variété com-
plétement distincte, et cela encore d'une maniére déterminde,
e'est-d-dire tellement que chacun de ses points se transporte
en un point déterminé de 1'autre variété ; l'ensemble des
modes de détermination ainsi obtenus formera une variété de
deux dimensions. On obtiendra semblablement une variété de
trois dimensions, si L'on congoit qu'une variété de deux
dimensions se transporte d'une maniére déterminéee sur une

utre compleétement distincte, et il est aisé de voir comment

8

)

n peut poursutvre cette construction. Si, au lteu de consi-
dérer le concept comme déterminable, on considére son objet

comme variable, on pourra désigner cette construction comme

la composition d'une variabilité de n+l dimensions, au

moyen d'une variabilité de m dimensions et d'une variabilité

S

d'une seule dimension'” (Ibidem).
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iécle et début du XXéme, bien des auteurs

cette fin du XIXéme

gue ce soit dans l'étude des

D

plan (Jordan), dans l'étude des géométries non eucli-

0

des fonctions analytiques (Riemann, Weierstrass) ou

espaces de fonctions (Ascoli, Volterra, Hilbert, Fréchet,

[

Riesz, etc). Des phénoménes a premiére vue pathologiques sont mis en évidence

(ne citons gue la irbe de Péano, mais on pourrait mentionner les nombres de
Bet et la cohomologie des sphéres de En de Poincaré, etc). Ces résultats
étaient en u trop spécialisés.

Le V€ lui qui va fournir les concepts productifs,
est G. Cantor. constaté, il s'est intéressé vivement & la

topologie et a4 la théorie de la dimension pour des raisons d'analyse

fine. Son génie fut de s'apercevoir assez vite qu'il lui fallait encore dépcuil-

ler les p 5, abandonner méme la continuité afin de pouvoir avancer. Il
s'agissait de domestiquer la notion d'ensemble infini au point gqu'une véritable
arithmétique de 1'infini s'avérat possible.

"L'objet du chapitre suivant est de suivre, assez sommairement

forts de Cantor, qui provogquent des bouleversements dans

e mathématique et une crise des fondements mathématiques.
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1. LA CREATION CANTORIENNE DES CARDINAUX

1.1 Les précurseurs et les difficultés

Les mathématiciens classiques ont réussi & apprivoiser, c'est-a-dire
a4 algébriser les "quantités infiniment petites ou infiniment grandes" sous la
forme du calcul différentiel et intégral. Cette réussite tient peut-étre au
c6té "infini potentiel" de ces grandeurs pour employer le langage aristotéli-
cien. La domestication de 1'"infini actuel" devait &tre 1l'oeuvre de Cantor.

Pour les débuts du calcul différentiel, l'imbroglio était 1lié &
[ee]

1'inconséquence d'attribuer une "grandeur" & 1'infini, par exemple 0=
(ou 0 ;5 a) car on y perdait les régles algébrigues. La solution provint de

la comparaison des différents ordres de l'infiniment petit ou grand (Comparer

a a . <
- 4 — , etc, lorsque x tend vers 0) et alors, comme dit Voltaire dans

n X
X l1-e 5

le Dictionnaire Philosophique,"l'infint commenga & étre traité par le calcul.

On s'accoutumera insensiblement 4 recevoir des infinis plus grands que les
autres'.

Pour les débuts de la théorie des ensembles, la solution également
sera l'introduction d'un ordre car 1l'imbroglio est de méme nature. En effet,

Thomas Bradwardine au XIIIéme siécle (Tractatus de continuo), Galilée (Deux

nouvelles sciences) et bien d'autres font remarquer (cf. Figure n° 24) que

AB et CD sont en bijection et de longueurs inégales ; ou encore qu'il y a une

bijection entre les points de circonférences concentriques, etc.

Figure n°® 24

C F D

I

Bien d'autres exemples, qui reviennent tous & dire qu'un ensemble

infini peut &tre mis en bijection avec un sous-ensemble propre, semblaient
nier la possibilité d'un concept de 1'infini, car on voulait a priori que ce
concept f4t celui d'un unique infini.

Pour Descartes, on 1l'a wvu (cf. Chap. IV § 3), le nombre réel est ce

gqui mesure. Aussi 1'idée d'un nombre infini, ou de nombre plus grand que tous
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les autres, lui parait contradictoire en tant que nombre, mais il en accepte
les paradoxes. Ainsi, si on lui dit (Mersenne) qu'une longueur infinie serait
mesurée par un nombre infini de toises et un nombre six fois plus grand de

pPieds, Descartes répond qu'il n'y a 1a rien d'absurde, mais

"de cela seul que j'apergois que je ne puis Jjamais,

c+
o

e
en nombrant, arriver au plus grand de tous les
nombres... je puis conelure nécessairement, non
pas a la vérité qu'un nombre infini existe, ni
aussi que son existence implique contradiction. ..

mats que cette puissance que j'ai de comprendre
qu'tl y a toujours quelque chose de plus 4 conce-
voir, dans le plus grand des nombres, que je ne
puis concevoir, ne me vient pas de mot-méme, et
que Je l'ail regue de quelque autre étre qui est

plus parfait que je ne suis'.

Pour Leibniz, le nombre infini qui n'est qu'un maniére de parler
(modus loguendi) est contradictoire et seul 1'infini potentiel posséde un
sens. Cette attitude de Leibniz, en additif & la pensée d'Aristote, offre
1'intérét d'une technique opératoire (limite de suites) et permet d'exposer
les rapports entre des infinis d'ordres différents dans l'étude des varia-
bles. C'est ce qu'il fait avec les notations des différentielles d'ordre
successif : dx, dzx, d3x, .... N'oublions pas que Leibniz manie les quanti-

tés infinitésimales et semble ébaucher une analyse non archimédienne

(cf. Chap. IV § 5.3 : l'analyse non standard).

Au lieu de gloser sur des textes philosophiques, on se reportera
d& un remarquable texte de Spinoza qui éclaire bien la position au XVIIéme

siécle (Lettre i Louis Meyer ; Document n°® 11), ainsi qu'au texte de Kant

sur la premiére antinomie de la Raison Pure (Document n° 10).

C'est a Bolzano (Paradoxes de 1'infini 1851) que l'on doit le

premier essai systématique d'explication d'ordre mathématique. Mais Bolzano
se lasse assez vite, en déclarant que ces considérations sur 1'infini ne
sont d'aucune utilité pour 1'Analyse. Cantor montre vingt ans plus tard avec

son résultat sur l'existence des nombres transcendants gqu'il n'en était rien.

Aprés le théoréme de Cantor sur l'impossibilité d'énumérer R
(cf. Chap. V § 8), il semblait naturel & ce dernier gue la réponse a la

question suivante fut négative

N at—c 1 b e (Dar 3 A E Frnnti ove

Lst-ce qu une surface (par exemple un carré, frontiére
a . -

comprise) peut étre mise en relation univogque avee une
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comprises), de telle sorte qu'a tout point de la surface
corresponde un point de la courbe, et réciproquement a
tout point de la courbe un point de la surface” (Lettre

3 Dedekind du 5 janvier 1874).

Il ajoute le 18 mai 1874 que pour 1'un de ses amis berlinois 1l'idée
méme parait "pour ainsi dire absurde, car 11 se comprend de soi-méme que deux

variables indépendantes ne pewvent Etre ramenées d une seule”.

Trois ans plus tard, Cantor montre qu'il faut répondre affirmative-
ment (Lettre & Dedekind du 20 juin 1877, on se reportera au document annexe
n°® 14 , reproduction de la correspondance entre Cantor et Dedekind concernant
les omissions et aménagements de la premiére démonstration). Dans le Journal
de Crelle (de 1878, volume 84, pp. 242-258), Cantor publie une démonstration
fort courte établissant une bijection entre JO,l] et ]0,1] X ]0,1] . On
écrit tout x de ]0,1] sous la forme décimale unique en interdisant la
seule présence de 0 au bout d'un certain rang. On range les décimales par
groupes, chaque groupe se terminant dés qu'il apparait un chiffre différent
de 0, ainsi :

x = 0,93000403316...

-9 -3-0004-03-3-1-6

si  (x,y) € ]O,l] X ]O,l] , on forme 2z en commengant par le premier groupe
de x , puis celui de y , puis le deuxiéme de X etc ... Il est facile de
vérifier que la correspondance (x,y) —*2 est bijective. Cependant, la
correspondance n'est pas continue. Ce sera Péano qui le premier montrera
qu'il ést possible de construire une fonction £ : [0,1] — [p,l] X [0,1]
continue et surjective. On cherchera d'ailleurs,aprés Péano, & construire une
bijection continue de BLI] ——5[0,1] X [0,1] mais ceci est impossible. En
effet, par compacité, on aurait une homéomorphie de [b,l] sur [Q,l] X[b,ll-
Or [0,1]\\{xol (o0 X G ]O,l[) est composé de deux domaines connexes, Ce
qui n'est pas le cas [0:1] A [brl]\\{(xoryo)} + Ce dernier résultat inaugure
en fait la théorie topologique de la dimension, sur laquelle nous ne pouvons
rien dire ici.

Construisons une telle fonction, non par la méthode de Péano, mais
en utilisant un ensemble inventé par Cantor pour l'étude des séries trigono-
métriques, ensemble remarquaﬁlement pathologique en un sens et qui a souvent
guidé les idées de Cantor dans son élaboration de la théorie des ensembles.
Avec cet ensemble, la construction d'une fonction continue se fait presque

comme pour le cas envisagé par Cantor.




1.2 L'ensemble triadique de Cantor

X gl , qui

On appelle E 1l'ensemble des nombres réels x , 0 < <

peuvent s'écrire en numération ternaire sans utilisation de 1 , c'est-a-dire

[o0]
n 2
X = z e ou X =0 ou 1l
n

On vérifie facilement 1'unicité d'une telle écriture car

I %= = < =
n=N 3" -l 3

Géométriquement, on peut visualiser E comme l'intersection des E ol

1 2 1 2 1 2 7118 &
El = [0,1] R E2 - [U,E] U [3,1] ¥ E3 = [O,'g] U [g,“B—J J [5,51 U[g,l] , etc..

[« ]
L'ensemble E = DCE En est un fermé, de mesure nulle, c'est-a-dire que pour
tout € > 0, E est inclus dans une réunion d'intervalles fermés dont la somme

des longueurs est majorée par € . Il suffit de noter que En est %a réunion de

= 1 .
2" intervalles de longueur _ijl chacun, donc gque fEn| = (30 et en
’ 3

choisissant n assez grand, |En| <€ (ef. chap. IV § 7).

A tout x de E , on fait correspondre deux valeurs t(x) et g(x) selon

0 X % X

25 2n+1

£(x) = ) ~= glx) = ] /=
n=1 2 n=0 2

Ona £(0) =0, £(1) =1 ; g(0) =0 , g(1)

-

1 et il n'est pas difficile

Il

d'établir la continuité des applications f et g puisque pour que x et vy
soient vgisins, il suffit de regarder X et yn pour un nombre fini d'entiers
n .

On prolonge f : E —» Ehl] en une application continue F sur tout [p,l]
par linéarité. Plus précisément, f(lﬂ et f(%} sont bien déterminées, donc on

3
2 1
f(gﬂ—f(gﬁ

‘ 1 1 . & n
pose F(x) = E(EJ + (x—iﬂ 2 1 pour tout x € [O,l] \ E2 (cf. figure n® 25) .
3 3
ey - 8 _1
B =11 8 =3

Figure n° 25 _-‘\_‘-_ . x € [1 2J

|\
R P W f(gﬁ = f(q) = F(x) pour

YT
CIIN

who
((J ]
el lles}

Lo | =
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En 1l'occurence f(%ﬂ = f(%ﬁ . On répéte le procédé —our les extrémités de En ;

etc. De méme pour g . La fonction x —» (F(x),G(x)) est alors définie et
continue de @,11 dans ULIJ X D,l] . C'est cependant une surjection car si
l'on prend (v,z) € EJ,lJ X ELI] , on aura (d'ailleurs de plusieurs maniéres

possibles quelquefois)

®= Y
n
y = Z = ¥, = 0 oul
n=1 2
w0 z
zZ = E i z =0oul .
n=1 2" o
o 2xn
On pose X = Z =% U (% =¥, n>1
n=1 3
*2n+1 T %n nz0
et on vérifie que F(x) = f(x) =v , G(x) = g(x) = z , ce qui termine la

démonstration.

1.3 La notion de puissance, de cardinal et d'ordinal

1.3.1 Les cardinaux

De 1879 & 1895, Cantor publie tout une série de travaux : "&ber unend-

liche lineare Punktmannigfaltigkeiten". Il abandonne peu & peu son point de vue

de topologie ponctuelle (cf. Chap. V § 8), et méme de théorie de la dimension

(cf. § 1.2) au profit de ce gqui va devenir le corpus de la théorie des ensembles.

Notre but n'est pas de suivre cette démarche, car cela sort de notre

propos, mais juste d'indiquer en guelques mots la technique d'arithmétisation.

"S1 deux ensembles bien définis M et N se laissent
coordonner L'un d l'autre, élément par élément, de
fagon univoque et compléte, je me sers de 1'expres-
ston... qu'ils ont égale puissance ou qu'ils sont

équivalents.”
(M =N s'il existe £ : M — N ol £ est une bijection).

Cantor pense avoir montré que pour deux ensembles M et N , on a

l'une et 1'une seulement des trois possibilités
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. M=N M et N ont méme puissance

. = N' avec N' ?-N , Mais il n'existe pas d'injection de N dans
M , auquel cas on dit que M a une puissance inférieure i N

. N =M avec M’ §:M » Mais il n'existe pas d'injection de M dans

N , auquel cas on dit que M a une puissance supérieure i N.

De fait, la démonstration correcte en sera donnée en 1897 par

Schréder et Bernstein. Deux choses sont & prouver

- d'une part, que les trois possibilités s'excluent mutuellement £

c'est le

Théoréme. Soient M et N deux ensembles et f : M —» N une injection ;

g : N — M une injection. Il existe alors une bijection h : M —N :

- d'autre part, qu'il n'existe aucune autre possibilité. Il suffit
de montrer qu'étant donnés deux ensembles M et N, on a deux possibilités seu-
lement, mais deux possibilités non exclusives 1'une de 1'autre :

{. ou bien il existe une injection de M dans N

ou bien il existe une injection de N dans M .

Ces deux résultats ont l1l'air bien innocents, mais requiérent une
certaine habileté et surtout 1'énoncé méme du résultat nécessite quelques

précautions et la démonstration utilise 1'axiome du choix. Mais n'anticipons

pas et poursuiveons avec Cantor comme celui-ci nous y invite en nous disant que
la vérité du résultat "me pourra &tre reconnue que plus tard lorsque nous
aurons un apergu de la suite croissante des nombres cardinaux transfinis et

une idée de leur enchainement” (Cantor ; Mitteilungen zur Lehre von Transfini-

ten ; Zeitschrift flr Phil. Kritik (1887) p. 81-125). Du point de wvue logique,
il y a 1a un sérieux ennui.

Naturellement, un ensemble fini aura pour cardinal le nombre de ses
€léments. La notion de nombre entier est donc premiére et Cantor en est trés
conscient : "sans le concept de nombre je ne pourrais méme pas faire quelques
pas en aqvant en théorie des ensembles'. Le cardinal de 1'ensemble des entiers
naturels est noté E(O (aleph 0 , & partir de la premiére lettre de 1'alphabet
hébraique). Puisque Cantor a montré qu'il ne pouvait exister de bijection entre
l'ensemble des entiers et [R , on note ( la puissance de R , et C S Nz

Cantor définit alors quelques opérations sur les nombres cardinaux,

de sorte bien slr qu'il étende aux nouveaux nombres les lois connues sur N

ou [R .
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Si M et N sont deux ensemhles disjoints, on pose les trois opérations

Card M + Card N Card (M U N)

Card M . Card N Card (M x N)

Card N

et (Card M) Card (MN}

ou MN désigne l'ensemble des applications de N dans M. On peut montrer la
commutativité, l'associativité et la distributivité (somme, produit) ainsi
que (en posant m = Card M , n = Card N et p = Card P)

P np

n+p (mn) = fii

n
n".nf = m s

Cependant, les régles de simplification (régularité, etc.) cessent d'étre vraies

ﬂ’o + n = .N; pour tout cardinal fini n
3?0 ) ya: - *Z
N o+ ¥ = *F etc.

o o o

On note aussi :

En effet, d'une part il existe une injection de Dj,ll dans 2 &
qui & tout x 6[0,1] fait correspondre la suite infinie des xn = 0oul du
développement dyadique de x qui ne se réduit pas & des zéros au bout d'un

certain rang. C'est une application x — (xn)n21 qui a tout x associe une

% suite.
Donc Card @,11 = L° £ 2 © . Mais par le méme procédé, il y a bijection
entre 2-° et l'ensemble de Cantor leguel est inclus dans [0,1] . D'ol
o

2~ ¢ cara [0,1]
ce gqui fournit 1'é&galité cherchée.

Cantor montre aussi qu'éd partir d'un ensemble M on peut toujours

construire un ensemble de cardinal strictement plus grand.

Théoréme. Soit M un ensemble. L'ensemble GNM) des sous-ensembles de M a un

cardinal strictement supérieur a M.

Bien entendu, il existe une injection canonique de M dans {P(M) , celle qui &
tout x de M fait correspondre l'ensemble {x} réduit & 1'élément x . Le
cas de l'ensemble vide @ est vite réglé puisque G%ﬂ) = {#} , ensemble qui
n'est pas vide !

Supposons donc qu'il y ait une injection f : (M) —» M . A tout
X qui n'est pas dans l'image de f on fait correspondre M , sinon on utilise

-1 )
£ . On dispose de g : M — (M) qui est surjective. On pose
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N = {x| x€M; x € gx} .

D'une part, N € PM) et puisque g est surjective, il existe xo €E M tel
= i i Sdui = N ce qui est

que g(xo) =N . Mais si X € N , on déduit X, & g(xo) q

impossible tandis que si X & N , alors X € g(xOJ = N ce qui est tout

autant impossible d'ol la contradiction.

Le style de cette démonstration doit surprendre un lecteur qui n'a
jamais ouvert de livre sur la Théorie des Ensembles. Nous verrons méme qu'en
dehors d'un cadre axiomatique précisé (Qu'est-ce qu'un ensemble ?), cette
démonstration par la considération de N est le type méme des démonstrations
qui provoquent des contradictions paradoxales.

A ce niveau, la création cantorienne, par un mouvement dialectique,
peut retrouver la notion de nombre entier comme cardinal d'un ensemble fini,
c'est-d-dire, par définition,d'un ensemble qui ne peut avoir méme puissance
qu'un de ses sous-ensembles propres. On récupére alors l'arithmétique de N
et ensuite celle de Q , puis, par les seules techniques de la Théorie des
Ensembles, eon construit R et € , etc., c'est-a-dire toute l'Analyse ou la
Géométrie. Epistémologiquement, l'abstraction de la notion de dénombrement,
sous la forme du cardinal, est donc la seule base des mathématiques. La force
unificatrice de la théorie cantorienne apparut comme éblouissante. Ce revire-
ment étonnant, qui faisait dépendre non seulement la géométrie, mais aussi
l'arithmétique, d'une unique théorie a l'axiomatique simple, ne pouvait que
déconcerter des esprits géométres comme Poincaré. Car la nature méme des
démonstrations, voire le style, semblaient échapper au discours mathématique.
Les critiques fusérent, d'abord sans avancer de justifications d'ordre vrai-
ment mathématique, mais sous 1l'impulsion d'un refus viscéral de faire entrer
les nouveaux ﬁypes de raisonnement, les nouveaux objets ensemblistes, sur la
scéne soi-disant harmonieuse des mathématiques de la fin du siécle dernier.

Bientdt, des critiques mathématiques survinrent a partir de la
découverte de divers paradoxes facilement construits a partir de la théorie
de Cantor. Repoussons une rapide présentation de ces paradoxes au paragraphe
suivant (§ 2). En effet, nous avons déja signalé la difficulté logique située
a la base méme de la théorie des cardinaux. Par suite, la présence de para-
doxes ne saurait étonner. On aménagera au XXéme siécle une axiomatique plus
exigeante que 1l'axiomatigque finalement naive de Cantor. C'est & partir d'une
telle axiomatique que N. Bourbaki construit, logiquement parlant, toutes les

mathématiques (cf. Théorie des Ensembles:derniére édition,Hermann 1970).

N. Bourbaki, dans l'introduction, explique ce gqu'est un langage for-

malisé et se propose de décrire dans le Livre de la théorie des ensembles un

tel langage parmi d'autres possibles. Il fait sienne 1'ambition cantorienne,
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mais désormais c'est une réalite.

"Un seul de ces langages suffira toutefois & notre
objet. En effet, alors qu'autrefois on a pu croire
que chaque branche des mathématiques dépendait
d'intuitions particuliéres qui lui fournissaient
notiong et vérités premidéres, ce qui eiit entrainé
pour chacune la nécessité d'un langage formalisé
qut lui appartint en propre, on sait aujourd'hui
qu'il est possible, logiquement parlant, de faire
dériver toute la mathématique d'une source wnique,

la Théorie des Ensembles."
Prudent en 1970, Bourbaki ajoute

"Ce faisant, nous ne prétendons pas légiférer pour

L'étermité. "

1.3.2 Les ordinaux

C'est encore 3 partir de considérations d'analyse fine (ensembles
dérivés successifs des ensemblés de singularités en analyse harmonique) gque
Cantor en vient & 1'idée de nombre ordinal. Cette fois, c'est la notion
d'ordre, de succession, qui va subir le laminoir de l'abstraction, de la méme
fagon que la notion de dénombrement avait fourni le concept de cardinal. L&
aussi, la Théorie des Ensembles éblouit puisque, comme nous l'avons montré
dans ce texte, la notion d'ordre est liée i toutes les réflexions sur le
continu.

Sur un ensemble E , un ordre total est une relation & satisfaisant

les trois propriétés

(¥ x € E, on a X & X

vV x,y,2 si x ¢y et y gz ,ona x £ Z

{ ¥ x,v ou bien x £y et x# vy (noté x < Y) s
ou bien X >y et x#y (noté x yy) ,

ou bien X =y

De méme que pour définir la notion de cardinal on devait considérer
les applications conservant le nombre, & savoir les bijections, pour la notion
d'ordinal on définit les applications qui conservent l'ordre. Soient (E,g) et
(F,g) deux espaces totalement ordonnés, f : E —s F est strictement monotone

lorsque x <y implique f(x) < fly) . Alors (E,&) et (F,{) sont équivalents
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pour l'ordre ou ont méme type d'ordre s'il existe une bijection strictement

monotone de E sur F . Un type d'ordre s'appelle encore nombre ordinal.

I1 n'est pas difficile d'imaginer ce que peut étre la somme de
deux nombres ordinaux, ni le produit ordinal. Seulement, ces opérations ne
sont pas commutatives. On peut prouver toutefois 1'associativité et gue
l'addition est réguliére & gauche, etc. Il reste maintenant & comparer deux
nombres ordinaux. Pour ce faire, Cantor introduit l'importante notion d'en-
semble bien ordonné (Math. Ann. 21 (1883) p. 545-586). (E,¢) est dit bien
ordonné si tout sous-ensemble non vide de E contient un plus petit élément.
Visiblement, N , pour l'ordre naturel, est bien ordonné.

Par définition, un nombre ordinal g (correspondant a (E,g)) est dit
strictement inférieur & un nombre ordinal QR (correspondant a (F,¢)) s'il
existe un élément Y, € F et s'il existe une bijection strictement monotone
£ : E —b F, telle que F_ = {v|ly eF et y < yo} . (Bien entendu, 1'ordre
sur FO est celui induit par F). On vérifie sans peine que cette définition
ne dépend que des types d'ordre de (E,é) et (F,¢Q .

Cantor établit alors que pour deux nombres ordinaux quelcongques
o et B, on a l'une et 1l'une seulement des trois possibilités suivantes

- ou bien g = R,

- ou bien g < B ,

- ou bien enfin o > g .

Pour les nombres ordinaux, on ne rencontre pas la difficulté surgie
au contraire avec les cardinaux. Peut-on alors comparer nombres ordinaux et

nombres cardinaux ?

En ce qui concerne les ensembles finis, ordinaux et cardipaux coin-

cident. Appelons (3 le nombre ordinal correspondant &4 ™ = {1,2,3,...} muni
de l'ordre naturel. On construit ensuite par ajouts successifs d'é&léments

wrl, w+2,... puis 2w, 2w+l, 2w+2,..., puis 3w, 3w+l, etc. puis w?, w?+1 etc.,
puis wa, w3+1, etc. Tousz ces nombres ordinaux correspondent a des ensembles
ayant le méme cardinal, & savoir .No » la puissance du dénombrable. Cependant,

1l'ensemble de ces nombres ordinaux ayant la puissance du dénombrable n'est pas

dénombrable et posséde alors un cardinal noté }31 . Ce cardinal est le premier

cardinal aprés _NO - Cantor souléve sans le résoudre le probléme de savoir si

o o] . ;
?q = 2 » c'est-a-dire puisque 2 est le cardinal C du continu (celui de W

par exemple), s'il n'existe aucun cardinal entre le dénombrable et le continu.

Ce probléme est connu sous le nom de probléme du continu. Nous Yy reviendrons

(§ 2.3).

£ -
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Ces quelques éléments nous montrent gu'il convient de distinguer
deux sortes d'ordinaux : ceux qui proviennent d'un ordinal par ajout d'un
€lément (Exemple 4 ou w+l) et les autres (Exemplew ). Cantor construit une
véritable arithmétique des nombres ordinaux et fournit une forme normale
pour l'écriture d'un ordinal, etc.

Il pressent, mais ne peut montrer, qu'il existe une surjection
strictement monotone de la ¢ asse de tous les ordinaux sur celle des cardi-
naux. On sait établir ce résultat aujourd'hui, dans le cadre de la Théorie
des Ensembles, moyennant 1'axiome du choix.

Pour Cantor, la difficulté logique & la base des nombres cardinaux,
qu'il croyait pouvoir éviter grdce aux ordinaux (puisque la classe de tous
les ordinaux est totalement ordonnée) se retrouve lorsque l'on veut comparer
cardinaux et ordinaux.

Les derniéres années de Cantor seront assombries par des essais
infructueux et plus encore par l'apparition de paradoxes au sein méme de

la théorie, paradoxes soulevés en privé par Cantor lui-méme.

2. LES PARADOXES ET LA CRISE DES FONDEMENTS : DEPART DE LA LOGIQUE MATHEMATIQUE

2.1 Quelgques paradoxes

La sagesse populaire enseigne que l'excessif est insignifiant. Par
ailleurs, les théologiens de toutes les religions savent qu'en définissant
Dieu comme celui de tous les attributs possibles, on lui octroie tant la
bonté que le mal, tant l'existence que la non-existence, etc. De méme pour la
notion cantorienne et nalve d'un ensemble qui pouvait &tre tout et n'importe
quoi.

Le premier paradoxe surgit en 1897, sous la plume de Burali-Forti

dans les Rendiconti del Circolo Matematico di Palerma. L'ensemble de tous les

ordinaux est totalement ordonné et il n'est pas difficile d'établir & partir
des démonstrations de Cantor lui-méme, que cet ensemble est bien ordonné. Il
posséde donc un type d'ordre lequel est un nombre ordinal o . Mais par défi-
nition, ce nombre « doit &tre strictement supérieur 3 tous les nombres
ordinaux, donc & lui-méme !

En quelques années, bien d'autres paradoxes furent exhibés et rédi-
gés dans une langue peu d peu débarrassée de tout jargon mathématique. Bertrand
Russel (1872-1970) excella dans cet art gui tourne autour de la contradiction

provogquée par l'idée d'un ensemble de tous les ensembles.
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Citons le dilemme du barbier annongant fermement qu'il rasera tous
ceux qui ne se rasent pas eux-mémes et ne rasera pas tous ceux qui se rasent
eux-mémes. Peut-il se raser lui-méme ?

L'exemple de Russel le plus célébre concerne justement 1'ensemble
de tous les ensembles, pris au sens naif. Parmi les ensembles, il n'y a que
deux possibilités : certains se contiennent eux-mémes comme éléments (par
exemple l'ensemble des ensembles qui peuvent se décrire en guatorze mots
frangais au plus ou l'ensemble de tous les ensembles), d'autres non (par
exemple l'ensemble des entiers). Scit E 1'ensemble des ensembles qui se
contiennent eux-mémes et F 1'ensemble des ensembles qui ne se contiennent
pas eux-mémes. L'ensemble F ne peut ni se contenir lui-méme, ni ne pas se

contenir lui-méme. C'est contradictoire !

2.2 Axiomatique de la Théorie des Ensembles

Les paradoxes pullulent dans la théorie cantorienne parce gque cer-
tains ensembles sont trop "gros". Zermelo, en 1908, publia dans les Mathema-

tische Annalen une axiomatique de la théorie des ensembles ne partant pas de

la définition cantorienne naive. L'idée est de définir des opérations permises
sur des objets appelés ensembles : unions suivant un ensemble d'indices, inter-

sections, famille de tous les sous-ensembles d'un ensemble et produits 4d'ensem-
bles suivant un ensemble d'indices, passage au quotient d'un ensemble par une
relation d'équivalence, etc. Axiomatiquement, on déclare en outre que la famille
des entiers naturels est un ensemble.

Fraenkel en 1921 et J. von Neumann en 1925 apporteront des améliora-
tions a ce systéme d'axiomes qui évite les paradoxes précédemment évogqués.
Toutefois, rien n'assure encore aujourd'hui que d'autres paradoxes ne pour-
raient pas surgir méme dans le cadre axiomatique ainsi fixé. Tout le probléme

est justement la non-contradiction de cette axiomatique. D. Hilbert, en posant

la méthode axiomatique basée sur le langage formalisé, ouvrait directement la
route aux théories dont le but méme était de démontrer une non-contradiction.
Dans la théorie des ersembles adoptée par N. Bourbaki, trés influencé par
Hilbert, une fagon d'éviter des arguments du genre "Considérons tous les ensem-

"

bles tels que est justement l'utilisation dfune proposition logique for-
] prop gig

melle, l'opération T de Hilbert. Ce probléme de la non-contradiction ne

pouvait que faire renaitre la logique de la torpeur ol elle s'était réfugi

M

e
c

depuis les vigoureuses percées d'Aristote et de Le C'est ce que nous

décrirons rapidement dans le prochain paragraphe.
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Toutefois, avant cela, il est nécessaire de dire un mot sur un

axiome de Zermelo connu sous le nom d'axiome du choix. Sous sa forme la

plus naive, il revient & dire que si (Ei)iel est une collection d'ensem-
bles non wvides Ei + indexée par un ensemble non vide I , il est possible
de définir une application qui 4 tout i de I associe un élément de Ei .
On peut donner un énoncé autre en disant que le produit cartésien I E,
n'est pas vide. LI

On sentira peut-étre mieux le rSle de cet axiome en disant qu'il
équivaut a dire que tout ensemble E peut &tre muni d'un ordre total §
de sorte que (E,{) soit bien ordonné. C'est dire que l'axiome Gu cheix
est justement le joint qui justifie le présupposé cantorien quant & la
comparaison de tous les cardinaux (cf. § 1.3.1). D'autres énoncés équivaleﬁts

sont connus (Principe de maximalité de Hausdorff, axiome de Zorn, etc.).

Cet axiome fit couler beaucoup d'encre en France et les querelles
autour de l'année 1904 entre Hadamard, Lebesgue, Borel et Baire sont restées

célébres (cf. Bulletin de la Société Mathématique de France, tome 33, 1905

p. 261-273). Rujourd'hui, le sentiment mathématique dominant est téléologique,
Justifiant l'axiome par les résultats qu'il permet d'obtenir (cf. § 3 : utili-
sation de 1'infini en topologie et analyse fonctionnelle). Nous avons déja dit
(Chap. IV § 7) que l'on ne sait pas construire une fonction f : R — ® non
mesurable au sens de Lebesgue sans utiliser 1'axiome du choix. Ceci n'est pas
fortuit, mais tient & une impossibilité fondamentale comme 1'a montré Solovay
en 1971. Il n'est pas dit qu'une théorie basée sur 1l'axiome du choix dénombra-
ble seulement et un autre axiome du type de celui de Solovay (Toute fonction
£: R — R est mesurable au sens de Lebesgue) ne puisse donner des résul-

tats intéressants en Analyse (cf. ouvrage cité au Chap. IV § 7).

2.2 Les Principia Mathematica de Russel et Whitehead

Malgré 1'axiomatique de Zermelo, dont la non-contradiction n'était
pas établie comme Poincaré le soulignait véhémentement vers 1900, les para-
doxes de la création cantorienne soulevérent le probléme de la langue mathé-
matique proprement dite,donc de la logique.

Dés 1884, G. Fregge (1848-1925), dans Die Grundlagen der Arithmetik,

proclamait son ambition de construire l'arithmétique (donc les mathématiques
d'aprés Cantor) sur une amélioration du calcul propositionnel tel que précé-
demment manipulé par Leibniz, De Morgan, Boole ou Peirce. C'est Bertrand Russel

et A.N. Whitehead qui offriront un exposé systématique des bases des mathémati-
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ques dans les Principles of Mathematics de 1903 puis dans les 3 volumes des

Principia Mathematica de 1910 & 1913,

Décrire cet exposé sort complétement de notre sujet. En gros, il
s'agit d'énoncer des régles reliant les propositions élémentaires (implica-
tion, négation, etc.) et de définir des fonctions propositionnelles pour
créer un langage formel. L'apport de Russel et Whitehead, en dehors du forma-
lisme symbolique trés riche, est de définir des types de divers ordres de
fonctions propositionnelles pour éviter les paradoxes logiques. On veut éviter
de considérer des classes qui se contiennent elles-mémes comme élément. Une
proposition prédicative libre sur un ensemble (. est ceci, par exemple . est
pair) définit un ensemble. C'est une fonction propositionnelle de type O .
Lorsque les éléments sont eux-mémes des propositions, on a des fonctions
propositionnelles de type 1 , etc. D'autre part, par un axiome de réduction,
Russel et Whitehead évitent des empilages par trop complexes. Ils parviennent
enfin & une explication compléte des cardinaux.

Une telle approche de la mathématique, par le seul symbolisme formel
de la logiéue, semble faire de cette science un jeu purement logico-déductif
dont on ne comprend plus la relative adéquation au monde réel et qui semble
avoir évacué l'intuition.

On comprend qu'a 1'Ecole opposée on ait donné le nom d'Ecole Intui-

tioniste. Vulgarisée par H. Poincaré (La Science et l'hypothése ; La valeur de

la science ; Science et Méthode), cette école reprend 1'idée kantienne de

certains a priori des formes mémes de la pensée. Il s'agit maintenant des
nombres entiers et de 1l'induction par récurrence par exemple. Brouwer systé-
matisera ce point de vue en accordant 4 la seule intuition mathématique la
liberté -totale- de créer la mathématique, en dehors méme d'une quelconque
"matérialité" de la réalité extérieure, physique par exemple. Cette intuition
appartiendrait & une sorte de monde des Idées & la Platon et se distinguerait
bien entendu de la logique considérée comme un pur langage. Ce langage logique
est en effet soumis & des régles strictes, provenant de 1l'étude des ensembles
finis. C'est la logique aristotélicienne en gros. Mais alors, il n'y a aucune
raison de pouvoir appliquer ce langage dans le cadre des ensembles infinis. Le
fond du probléme est bien la signification de 1l'existence d'un objet en mathé-
matique. Le fait qu'on démontre qu'une propriété P ne puisse provenir d'une
autre déja acquise ne permet pas d'en déduire gqu'il existe un élément ne sa-
tisfaisant pas la dite propriété P .

L'Ecole Intuitioniste rejette donc l'emploi de la logigue ordinaire
(par exemple principe du tiers exclu) aux ensembles infinis. Elle met 1'accent

sur 1'idée qu'il existe des propositions indécidables dans le cadre d'une
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axiomatique donnée. En outre, cette Ecole rejette. les procédés non explicite-
ment constructifs et en particulier 1l'ensemble des nombres irrationnels en
tant que tel. Un intuitioniste refuse l'argument euclidien qui définit une
raison par les grandeurs proportionnelles. On se souvient (cf. Chap. I § 3.3)
que la définition essentielle (Déf.6) partait de la phrase : Pour tous entiers
n et m alors .... Comme la vérification explicite pour tous ces entiers est
impossible, une telle définition est dénuée de sens. On comprend ainsi qu'un

H. Weyl déclare que l'Analyse est bdtie sur du sable (Philosophy of Mathema-

tics and Natural Science 1949). Ce refus de l'infini rappelle inévitablement

un refus analogue par le dépassement eudoxien de l'algorithme infini gréce a
la théorie des proportions. Bien sdr, un autre niveau est atteint puisque ce
sont les raisonnements en chalnes infinies qui sont refusés. Si 1l'analogie,
rectiligne de 1l'accumulation du Savoir est inexacte, l'analogie de 1'hélice

serait-elle préférable ?

2.3 Des agercgus plus que sommaires sur les apports de G&del et Cohen

A partir du moment od, refusant le point de vue intuitioniste, on
adopte le point de vue de Whitehead et Russel, on est conduit & ne pas se
satisfaire d'une seule famille d'axiomes et régles tant pour les mathématiques
elles-mémes que pour la logique qui les sous-tend. D'autres familles s'avérent
possibles. N. Bourbaki choisit un systéme particulier qui lui semble le mieux
rendre compte... des mathématiques connues et parce que la non-contradiction

du systéme semble la position la plus réaliste.

"... depute 50 ans qu'on a formuilé avec assez de
précision les axiomes de cette théorie et qu'on
s'est appliqué d en tirer des conséquences dans
les domaines les plus variés des mathématiques,
on n'a jamais rencontré de contradiction, et on
est fondé d espérer qu'il ne s'en produira ja-

mazs. "

Car la seule limitation dans le choix des systémes axiomatiques est
justement cette non-contradiction qu'on n'arrive pas & prouver pour la théorie
des ensembles et sur laquelle, avons-nous précisé, repose la non-contradiction
des mathématiques. N. Bourbaki est persuadé de la pérennité de la majeure par-
tie de 1'édifice mathématique, "mails nous ne prétendons pas que cette opinion

repose sur autre chose que sur l'expérience.'
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Pour établir la non-contradiction d'un systéme et dans cette
preuve seulement, Hilbert proposa de n'utiliser que des raisonnements
constructifs et en chaines finies (Beweistheorie). On sait de nos jours
€tablir la non-contradiction de l'arithmétique, mais en autorisant des
chaines transfinies de propositions. Le programme de Hilbert, quant & lui,

est beaucoup plus exigeant. C'est en 1931, dans les Monatshefte fiir Mathe-

matik und Physik, que K. G&del démontrait avec éclat gu'un tel espoir é&tait

illusoire pour l'arithmétique (disons pour le systéme de Péano (cf. § 3)).
Pour tout systéme d'axiomes contenant le systéme de Péano, il existe un
énoncé de théorie des nombres, lequel ne peut é&tre démontré dans le cadre
du systéme donné (ni vrai, ni faux). On peut dire que ce résultat de Godel
détruisait l'une des plus intimes convictions, qui font partie de la philo-
sophie spontanée du mathématicien.

Une illustration concréte du théoréme de GSdel fut donnée par
P.J. Cohen en 1963 (Proc. Nat. Acad. Sc. 50 (963) 1143-1148). G&del établis-
sait en 1940 que le théoréme du continu ajouté au systéme de Zermelo-Fraenkel
n'entraine pas une contradiction si le systéme de Zermelo-Fraenkel lui-méme
(sans 1'axiome du choix) n'est pas contradictoire. De méme pour 1'axiome du
choix.

Cohen, quant & lui, montre que tant l'exactitude du théoréme du
choix que celle du théoréme du continu est indécidable dans le cadre du
systéme de Zermelo-Fraenkel. C'est le premier exemple, stupéfiant mais prédit
par 1'Ecole Intuitioniste, d'un énoncé mathématique déterminé et indécidable.

Depuis, nombre de théorémes non pProuvés ont été subodorés indéci-
dables ‘dans les domaines les plus variés (théorie des équations diophantiennes,
bien sr, mais aussi en théorie de la mesure (lifting) voire en Analyse fonc-
tionnelle). |

Le moins quel!én puisse dire, c'est que la logique mathématique est
une des branches les plus florissantes des mathématiques du dernier quart de

ce siécle.

5. UTILISATION DE L'INFINI EN TOPOLOGIE ET ANALYSE FONCTIONNELLE

En mathématiques,méme €lémentaires, on utilise quelqguefois 1'infini,
soit sous la forme trés simple de l'existence d'un ensemble infini d'entiers
percu dans sa totalité, soit sous une forme déguisée qui se raméne 3 1'axiome
du choix (le plus souvent dénombrable, faut-il ajouter).

Le systéme de Péano, exposé en 1889 dans Arithmetices Principia Nova

Methodo Exposita, décrit axiomatiquement la famille des entiers naturels. On
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part de ce que 1 est un nombre naturel gqui n'est successeur d'aucun autre,
de ce gue tout entier a un successeur et gue 1l'égalité (relation d'équiva-
lence) des successeurs implique l1'égalité des nombres. Enfin, un ensemble
d'entiers contenant 1 et contenant avec un entier son successeur contient

tous les entiers (principe de récurrence dénombrable).

Citons quelgues résultats, en dehors de la théorie des nombres, qui
sont plus ou moins ceonsciemment utilisés et gqui se déduisent du systéme de

Péano par la considération de N dans sa totalité.

. R ou tout corps totalement ordonné archimédien et complet n'est

pas en bijection avec l'ensemble des entiers naturels (Théoréme de Cantor).
Il n'est pas possible d'associer & chaque entier naturel n un

sous-ensemble fermé Fn gg R tel que Fn ne contienne aucun intervalle
ouvert non vide et que ngl Fn =R . Ce théoréme dd & Baire (1899) se démon-
tre exactement de la méme facon que le théoréme de Cantor précédent (cf.
Chap. V § 8). Il se généralise a tout espace métrique complet et, comme le
théoréme de Cantor, se révéle trés souple pour établir 1l'existence de patho-
logies sans se donner la peine de les construire. (Par exemple, 1l'existence
d'une fonction continue f : R —»[R nulle part différentiable). L'emploi
du théoréme de Baire en Analyse Fonctionnelle est trés fructueux : théoréme
de condensation des singularités de Banach, théoréme de Banach-Steinhaus ou
de la borne uniforme. On retrouve son analogue en théorie de la mesure
(Théoréme de Vitali-Hahn-Saks) pour généraliser la dérivation. Son emploi

est indispensable méme dans une discipline proche du numérigue appliqué,

comme la théorie de l'approximation. Quant & 1'infini (en acte) non dénom-
brable, il intervient presque toujours & la base méme de l'analyse fonction-
nelle et de la topologie (En algébre, il intervient pour assurer 1l'existence
d'une base dans un espace vectoriel guelcongque).

. En topologie, par exemple, il est bien difficile de construire
des espaces compacts tant soit peu pathologiques sans utiliser le transfini.
L'idée est simple & partir de l'ensemble triadique de Cantor dont on a vu
qu'il était homéomorphe & la famille de toutes les suites de 0 et de 1 ,
c'est-a-dire au produit topologique cartésien d'une infinité dénombrable
d'ensembles discrets réduits 4 0 et 1 . En prenant des produits non dénom-
brables, on forge des compacts assez bizarres. Le bizarre se tempére si l'on
salt que tout compact métrisable est l'image continue de 1'ensemble triadique
de Cantor ! Une pathologie du méme acabit s'obtient en prenant un nombre
ordinal o et en considérant l'ensemble Eq de tous les ordinaux P avec
g < o . On munit E@ de la topologie de l‘érdre (ensemble bien ordonné) et

Ea est compact si et seulement si @ est de premiére espéce. Un comportement
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étrange est le suivant. Pour certains o transfinis, si £ : Eu —+ R est
continue, alors il existe un B € Ea et f est constante pour tout Yy de
Ea tel que vy > B .

- Encore en topologie, le théoréme de Tychonoff, qui établit que le
produit topologique quelconque de compacts est compact, repose sur l'axiome
du choix. Ce théoréme est crucial en Topologie Générale, mais tout autant en
Analyse Fonctionnelle. C'est par exemple ce théoréme qui permet d'identifier
tout espace normé & un sous-espace de fonctions continues sur un espace com-
pact (déduit du Théoréme d'Alaoglu-Bourbaki).

- En analyse, tous les procédés non triviaux de compactifications,
que ce soit la méthode de Gelfand (algébres stellaires de Banach) ou les
méthodes plus anciennes de Cech (avec les ultrafiltres), sont basées sur .
l'axiome du choix.

En théorie de la mesure, l'axiome du choix seul permet de cons-
truire une fonction f : R — R non mesurable au sens de Lebesgue. La cons-
truction d'une mesure de Haar (invariance par translation) sur un groupe loca-
lement compact, se fait facilement avec 1'axiome du choix, mais on peut s'en
passer au prix d'une construction plus laborieuse.

- En Analyse fonctionnelle, dans un espace vectoriel normé E , seul
l'axiome du choix permet de construire & partir d'un vecteur x # 0 une appli-
cation linéaire continue f : E — R telle que f(x) # 0 (Théoréme dérivé

du théoréme de Hahn-Banach). Or, ces applications linéaires continues jouent

le r6le, en dimension infinie, des coordonnées (covariantes) en dimension

finie, d'ol 1'importance du résultat.

On en restera 13 de cette énumération.
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C'est par l'analyse de l'intuition eudoxienne que commenga notre étude ;
les raisons forment une idéalité dont la totalité est indépendante de la nature des
grandeurs archimédiennes prises en compte, (longueurs, aires, poids, temps etc). Intuition
opératoire puisque nous n'en connaissons que la formalisation exemplaire. Mais celle-ci
oblitére le numérique, ses techniques et par un passage a un niveau autre, elle masque

le ré6le de l'infini.

La Science Occidentale, aussi bien l'antique gue la musulmane, aussi bien la
Moyendgeuse que la science de la Renaissance ou la science classique, prend modéle sur

la construction euclidienne.

D'abord un modéle stylistique -et combien d'expressions de type euclidien
sont elles passées telles quelles chez les philosophes, d'Aristote aux Scholastiques-

Q0. E. D.

Mais surtout un modéle d'agencement intellectuel logico-déductif, & partir

d'un présupposé axiomatique assez restreint et suggéré par le sensible.

Euclide domine 1'Occident et régente la conception méme de Nicolas Bourbaki.
L'interjection célébre : "A bas Euclide" visait plus certains ponkifs de 1'Enseignement
Secondaire frangais -thuriféraires d'une mathématique désuéte parce que figée par le
programme et 1'examen- que le projet euclidien de rationalité formalisée & partir

d'intuitions de type réaliste.

Si donc la Chine n'existait pas, civilisation ol Euclide n'a pas d'analogue,
mais de tardifs épigones, il faudrait l'inventer pour les besoins de notre étude.

Et on l'inventerait moins complexe !

La Chine est une civilisation agraire par excellence, unifiée politiquement
depuis 1'Auguste de la Chine ( %% ‘é-‘a g:j ‘:‘%—" ) dans le dernier quart du troisiéme
siécle avant Jésus-Christ. L'Empire du millgh ( [éQ ) est gouverné par une
"hureaucratie céleste". Cette caste mandarinale, peu & peu modelée par l'esprit confucéen
et que les rapports de production laissent & peu prés indépendante de la caste militaire,
de la classe marchande ou des clergés bouddhistes et taoistes, confére a la Chine cette
continuité au long des millénaires, continuité qui nfexclut pas d'innombrables jacqueries
paysannes, dont certaines parviennent a fonder une nouvelle dynastie. Le Mandat du ciel

change seulement de destinataire et les choses reprennent comme auparavant.

S'il est bien vrai que les superstructures -comme la science mathématigue-
traduisent en leur logique propre les rapports économiques et les luttes de classes
(féodale, bureaucratique ou paysanne), une telle continuité historique, dans laguelle

se dissolvent les grandes invasions, devrait permettre bien des vérifications.
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La trés rapide analyse que l'on va entreprendre est loin en dessous de telles
considérations et ne portera que sur la notion de nombre réel, telle qu'appréhendée par

la civilisation chinoise avant l'arrivée des missions jésuites & la Cour de Pékin. Méme

sur un tel programme, {{ ']: % /77:0 éff

(Il est facile d'agir, difficile de comprendre) .

En tant que pratique calculatoire, les mathématiques font partie des techniques
indispensables pour la gestion d'un pays agraire, ne serait-ce que pour déterminer les
impSts, tout comme dans 1'Egypte pharaonique. A ce titre, les chinois font montre d'une
dextérité remarquable, illustrée par l'invention du boulier dont on sait qu'il peut
rivaliser avec les calculateurs électroniques pour les opérations élémentaires. Le
boulier devient d'usage constant en Chine a partir de la dynastie mongole des Yuans vers
le XIII éme siécle aprés Jésus-Christ. Cette adresse chinoise dans la manipulation des
chiffres s'oppose & la lourdeur occidentale si 1'on songe & certaines anecdotes de Ville-

hardouin ou d'un Grand Chroniqueur comme Marot pére.

Mais il ne s'agit 1& que d'une techmique, sans support spéculatif. Qu'en est-il

du statut des Mathématiques en Chine ?

1 - IMPRESSION SUR LE CADRE INTELLECTUEL

Toute la philosophie classique chinoise, lorsqu'elle daigne parler des mathéma-
tiques, leur assigne une place technique et seulement technique. En un mot, comment la

mathématique pourrait-elle s'introduire au deld du domaine de ce qui a forme ou nombre ?

Si l'on s'aventure dans quelques unes des "Cent Ecoles" qui fleurissent entre
500 et 250 avant Jésus-Christ, dans un climat de "condottieri", pendant la période des
Royaumes Combattants, on découvre ce qui va servir de cadre au moins formel et stylistique
a la réflexion ching}se pour les millénaires. Parmi ces écoles, que les Chinois appellent

des "familles" ( 7%;: ), émergent les Ecoles Confucéenne, Taociste, légiste et Mohiste.

Confucius ( ‘;'L ;25 {S'- ) et plus encore 1'idéologie confucéenne
reconstruite et systématisée par le systéme impérial, visent a 1'harmonie des diverses
relations qui unissent l'homme & 1'homme. C'est d'abord et avant tout une philosophie
"sociale", dont le but est de modeler un honnéte homme (}E?‘ ;g_- ), pénétré d'amour
pour son voisin ( ’(:1 ) et comme opposé i 1'homme vulgaire ( /J\ 4)\ ) . Derechef
1'Ecole confucéenne ( 1?%? £i§:< ) €limine toute spéculation métaphysique, mais aussi
toute spéculation qui n'a pas 1'homme pour objet.

"Le maitre dit : vous me comnaissez encore rien sur les vivants, comment

connaltriez-vous quelque chose sur les morts 2"
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( E_E JL_?;\ é % ) de Lao Tseu ( ;é/ ,3— ) s'intéresse au contraire aux

liens de causalité naturelle. Un poéme, dont la graphie suggére le chant, n'énonce-t-il
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Si tout démiurge est également expulsé de la vision taoiste, la sécurite

confucéenne d'un monde humainement réglé est niée. Cependant, aucune formalisation

logique, ou méme une explication ordonnée de 1l'agencement des causes n'est entreprise.

2 - LIVRES CLASSIQUES DES HAN : ROLE DU CALCUL

En ce qui concerne les mathématiques, deux livres font la récolte des résultats

connus en Chine jusqu'a la dynastie des Han (entre le 2éme siécle avant Jésus-Christ et

le 2éme siécle aprés Jésus—-Christ).

- Le classique des orbites célestes et de 1'équerre

K LT3

&
BRT: a4 &T

- Le livre des neuf chapitres sur l'art mathématigque
P g

e

nE %

—
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Le premier ouvrage, sans doute le plus ancien, traite, sous la forme du
dialogue, des propriétés du triangle rectangle et en déduit certains calculs de longueurs.
Si la forme stylistique du dialogue disparait plus tard au profit d'une phrase intro-
ductive technique ( iiz Ga : la méthode enseigne que ...), le dialogue au début
précise la motivation de 1l'étude des mathématiques. Il s'agit d'expliquer les mesures
astronomiques alors que "l'on ne peut accéder au ciel". On constate que les applications

des mathématiques réglent la mathématique elle-méme.

Le livre des neuf chapitres sur l'art mathématique se présente comme une

succession de problémes. Fréquemment un nom imagé est associé & une méthode particuliére,
un peu comme on attribue un nom aux différentes prises de judo, sans que soit dégagée

0

une logique d'ensemble.

Essentielle pour notre propos est 1l'impression générale que toute la Géométrie
procéde du numérique (rapports de nombre et opérations sur les nombres) . Qu'on lise

attentivement le passage suivant extrait du Classique des orbites célestes

"L'art des nombres procéde du cercle et du carré. Le ‘cercle provient du carrd
et le carré du rectangle. Le rectangle trouve son origine dans le fait que

9 x 9 =81".

La deuxiéme phrase signifie bien que les propriétés de multiplication des
nombres donnent 1'idée du rectangle. La deuxiéme phrase indique-t-elle la connaissance

?

d'un procédé limite pour le calcul de l'aire du cercle

En pous cas, la célébre démonstration chinoise du théoréme de Pythagore est

de nature algébrique :

i B tacm¥=a+b=5h

2

ol a, b sont les cétés de l'angle droit d'un triangle rectangle d'hypothénuse h. Le
dessin usuel est fait avec a = b + 1. La Géométrie ne connaitra d'ailleurs Jjamais de
développement autonome en Chine, sauf peut-&tre dans les classiques de 1'Ecole Mohiste

%%g ?%%2?) mais l'influence en sera bien faible. Il convient d'ajouter que contraire-
ment & ce que nous avons connu en Occident, un phénoméne marquant des mathématiques
chinoises est le manque de correspondances entre mathématiciens et les grandes difficultés
de transmission du savoir, sinon du savoir-faire, allant jusqu'a la déshérence de

plusieurs méthodes a priori fructueuses.
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On peut par contre mesurer l'avance algébrique si l'on sait que les nombres

I
négatifs ( é? ) sont utilisés. On peut encore mesurer cette avance en examinant
l'habileté dans la manipulation numérique des fractions, et de fractions compliquées
a , P
dés le début de l'ére chrétienne. La notation est a /\ b pour 5 ° On sait réduire

les fractions par la méthode du p.g.c.d ( ,? $H ) ; ‘T"Q ) et un vocabulaire

suggestif ponctue l'accomplissement des techniques nécessaires pour procéder a l'addition,

la soustraction, la multiplication ou la division de deux fractions (réduites au méme

dénominateur, les fractions deviennent semblables ( \5& ) et prétes & entrer en relation
- =
( A Fﬁ ), par exemple & étre additionnées ( @ ) etc... La encore, le vocabulaire

donne 1l'impression que la technique dépasse en intérét le principe théorique.

3 - L'ECOLE ALGEBRIQUE DES SONG

e
Mis & part un moine bouddhiste ( = 4.1 ) de la dynastie T'ang, vers le 8éme

siécle aprés Jésus-Christ, il faut vraiment attendre les dynasties Song et Yuan (vers le
138me et l4éme diécles aprés Jésus-Christ) pour trouver des ouvrages mathématiques

vraiment originaux.

N )ﬁl
- Le traité mathématique en neuf section§ (‘%ﬂ H ‘@)

=7
du & Xin Jiu Zhao ( f /L —E::r(j ) vers 1247
3
Le ( ,,\‘ [:l % §’$’) de Li Ye ( /
\ L— 2 i
- Le calcul nouveau ( I//’F: &_ L ;ii F X ) également de ? lg
x
L)

en 1259
ui
e * ) en 1275

NNl KK '
- La méthode de calcul ( I\‘% /71——‘%2- ﬁ -
L1}

v
- L'introduction aux études mathématiques ( _;% ??Z cfz 5&( ) en 1299

T E £k

) en 1248

4
)

Qu

en 1303

P

- Le Miroir précieux des quatre éléments (

/4 tEt
Ces deux derniers ouvrages sont tous deux de Chu Chi Jie ( A~ {§E¥ )

L'algébre, avec les nombres négatifs et les équations polyngmiales, joue un
réle crucial dans ces oeuvres mathématiques. Nous ne pouvons faire une revue des résultats
acquis (On se reportera & l'ouvrage fondamental de J. Needhann cité en bibliographie),
mais on peut dire gue 1'extraction des racines carrées, la manipulation d'algorithmes
pour les racines de polyndmes et les éléments de combinatoire (triangle de Pascal etc) sont

clairement maitrisés.
C'est d'ailleurs sous la dynastie Yuan gu'il est pour la premiére fois fait
. ;05 . ; § i -
mention d'une possible traduction d'Euclide ( ;T; 2?} ;ﬁl ‘3q ?) a partir

d'un texte arabe de Nasir E1 Din At Tusi dont nous avons parlé au chapitre III.
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Cependant la véritable intrusion d'Euclide provient de la traduction en chinois

du Pére Jésuite Ricci en 1607, tandis qu'en 1614 paraissait de ce méme Jésuite un traité
- o
sur l'arithmétique occidentale ( l-:l 2 %‘ *é )

Il est étrange de noter un engourdissement dés la fin des Yuans dans 1'intérét
porté aux mathématiques et dans la compréhension méme des textes anciens. Fera-t-on
méditer en précisant que l'instauration du systéme rigide des examens Impériaux coincide

avec cette décadence ?

I1 est amusant de noter que les oeuvres des Songs seront exhumées par
(»* éf;; ) Mei Ku Cheng au 18é&me siécle, pour é&tablir que les chinois dés
A< :
avant l'arrivée des Européens possédaient aussi une mathématique ingénieuse. Le titre

méme de son ouvrage est suggestif (les perles retrouvées de la Riviére Rouge :
4 T A
3c XK éf%).

4 - PRIMAUTE DE L'ALGEBRE ET DU NUMERIQUE

Alors que la philosophie chinoise ne fait guére intervenir le gquantitatif dans
1'agencement de sa réflexion, les nombres et plus encore les rapports de nombres jouent un

grand rdle emblématique. Comme dit M. Granet .

"En plus de leur fonction classificatoire et lide & elle, les Nombres ont une

fonetion protocolaire” (la Pensée Chinoise, chapitre III).

On connait le jeu des trigammes et des hexagrammes dans la divination et dans

1'herméneutique (vi King % "Jé% ). Dans un des chapitres de cet ouvrage gui recense
des procédés les plus anciens apparaissent force carrés magiques et couples de nombres
opposés. Les 64 hexagrammes comportent donc 384 lignes, dont 192 paires { — )
et 192 impaires ( == = = ) ce qui forme 192 X 24 = 4608 Essences Yin et 152 X 36 = 6912

. : 2 ) . i
Essences Yang,puisque le pair vaut les = de l'impair. Le total des Essences Yin et Yang
3

est donc de 11520 ! On imagine les possibilités infinies de telles combinaisons et la

complexité des fractions qui peuvent y &tre associées.
Citons encore Granet

" Les nombres n'ont pas pour fonction d'exprimer des grandeurs ; ils servent

O
[#a)

d ajuster les dimensions concrétes aux proportions de l'Univers”.

On comprend dés lors la grande avance des Chinois sur 1'Occident dans 1'écriture
décimale et dans la manipulation des fractions. En fait, dés 1'antique dynastie des Chang,
l'écriture des nombres est une écriture de position en base 10.

(On dispose d'évidences pictographiques du 13éme siécle avant Jésus-Christ, ce

qui distingue la civilisation chinoise de toutes les autres).
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Chiunque chiffre (entre 1 et 9) est suivi d'un caractére non numérique indiquant

sa valeur (unites, dizaines, etc). En caractére moderne
- __
:xf- IAS
i

S (centai A4 3
5 (centaine) 6(ulza1n@ 7

En ce qui concerne le zéro ( fg%37 ‘) dont la forme écrite depuis les Mings
utilise un caractére désignant les derniérgs gouttes d'un orage, son utilisation
mathématique est attestée par les textes des mathématiciens Songs. Les grands nombres
sont facilement écrits ; le millier sSe désigne par :%’ , et la dizaine de mille

Les chinois rangent alors les nombres par paquets de 10.000.

Les fractions décimales sont employées depuis fort longtemps, en particulier
dans les mesures de distances, de poids ou de longeurs de fils de soie.

Pour les distances, avec l'inauguration de 1'Empire Chinois, on fixe

- A2 R _ 40 F

A< _ 40 A
AR = A0 -

D'une maniére mathématiquement plus évoluée, les classiques des Han utilisent
s . S5 4 ; ; ([ ' .
1'écriture décimale pour les racines carrées non exactes k\/l\ WTT- ) et poursuivent
le calcul a plusieurs décimales, méme si l'on n'attribue plus de noms au deld des

décimales assez lointaines.

Par exemple, 3}1415927 s'écrit

— kX
= ¥ -2 m T -2 R /8
g =AY X

Notons que la détermination approchée de Tl en est & la cinquiéme décimale

exacte pendant les Trois Royaumes (IIIéme siécle aprés Jésus-Christ), par un procédé
p I} o
I

(o))

-

nscription polygonale. Au 5éme siécle, apparait la fraction aussi que des
113

résultats encore plus précis. Les résultats tombent dans l'oubli et les Chinois prendront

[

les méthodes européennes a l'arrivée des Jésuites. Mais revenons a l'écriture décimale.




~

erement

= mais

d'un outil

descriptive ;
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cette division ne correspond-elle pas aux tétes de chapitres des

aticien aussi expert que Léonara de Pise 2

n'est pas l'attitude chinoise qui est mystérieuse. Ce qu'il

est au contraire la progression europé€enne, par exemple deux

le livre V d'Euclide et l'attitude scientifique de Galilée.
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CONCLUSION

Au IIIéme si&cle avant Jésus-Christ, une théorie axiomatique des
proportions est établie pour rendre compte de la mesure des grandeurs et en
particulier des grandeurs géométriques telles que les longueurs, les aires
et les volumes. Cette théorie, par la force de ses enchainements et 1'élégance
formelle de sa présentation, semble occulter une théorie du nombre en tant
gu'objet seulement soumis & des opérations d'addition, de soustraction, de
multiplication et de division. Le langage de la théorie des proportions, aux
tonalités devenues géométrigques, s'impose comme le langage dominant du monde
savant jusqu'au début du XVIIIéme siécle, tant en Occident que dans le monde

musulman.

Parallélement -mais a l'état rampant- une totalité numérigque
d'origine plus ancienne et aux résultats non négligeables, fait surface de
temps a autre. Cette attitude numérique est la seule pratiquée en Chine,
mais 13 elle ne débouche sur aucune formalisation et n'algébrise pas la notion

de limite.

Les metteurs en scéne du Savoir, gque sont la plupart des philosophes
occidentaux, sont de siécle en siécle éblouis par 1l'axiomatique simple de la
Géométrie et les puissantes déductions qu'on en peut tirer, lesquelles semblent
donner une prise sur le monde sensible et une clef pour découvrir l'architecture
ordonnée du Monde. Le numérique et le guantitatif sont laissés dans 1l'ombre au
profit de l'explication des formes, au profit des classifications en espéces,
genres ou catégories. En Chine, la réflexion philosophique met la mathématique
3 une place précise : compter, mesurer, comparer, place gqu'elle ne doit pas

outrepasser.

Au milieu du XVIISme siécle, les deux langages se rencontrent dans
1'algébrisation de la Géométrie. Paradoxalement, le langage et la pratique
géométriques conservent la suprématie dans les présentations, méme en ce qui
concerne les nouveaux horizons du champ mathématique que sont les limites et

les fonctions.

Un siécle de pratique et de réflexion scientifiques a partir d'expé-
riences trés simples et d'outils algébriques élémentaires réhabilite le numéri-
que. C'est le siécle des mensurations de la terre et des recensements en tous
genres. La Géométrie va éclater en plusieurs géométries et sa domination
s'effondre. Du continu et de l'infini, on élimine lentement tout discours non

quantifié et on aboutit par les limites, les intégrales ou les dérivées a une
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structure qui se régle par les seules opérations autorisées du calcul.
L'axiomatisation proprement dite du champ numérigue, sur la base de 1'arith-

métique, s'effectue enfin vers 1870.

L'une des constructions développe avec la Théorie des Ensembles
une axiomatique des Mathématigues & volonté globalisante. Cette derniére

aboutit & une crise sur les fondements alors que régne 1'idéologie du Progrés.

Les Philosophes, depuis 1l'ére des Lumiéres jusqu'a la fin du XIXéme
siécle, ne basent plus leurs jugements sur la mathématique du temps, mais sur
une mathématique passée qui terminerait d'ailleurs les Mathématiques. Inter-
pellé par la crise des fondements, le discours philesophique, s'il enveloppe

l'effervescente Logique Mathématique, en a été évacué.

Une maltrise quantifiée des paradoxes de 1'infini s'offre le luxe
de nouveaux édifices axiomatisés comme 1'Analyse Fonctionnelle, la Topologie,
l'Analyse constructive ou l'Analyse non-archimédienne. Ce triomphe de la for-
malisation aboutit & une conception de la Mathématique comme d'un jeu. Une
tentative d'exposé linéaire des mathématiques, en refusant la démarche dialec-

tique, ne peut aboutir et offre surtout un intérat pédagogique.

L'angle de vue extérieur, du philesophe au psychanalyste en passant

par le pédagogue, passe alors de la Mathématique au mathématicien.

Nous souhaitons avoir réussi & montrer par 1'étude historique et
épistémologique détaillée de la notion de nombre réel, que le mathématicien,
autrefois, ne formalisait gqu'aprés avoir rencontré une irrégularité extérieure
i sa pensée premiére et dans la mesure ou il avait forgé un outil d'attague de
cette difficulté. C'est ce qui advint avec les irrationnels, avec les limites,
pour le continu et pour 1l'infini, etec. - toutes notions dont la maitrise est
indispensable si l'on veut constituer un formalisme autour des réels. Quelque-
fois, l'outil et méme l'irrégularité perdent leur transparence dés la formali-
sation opérée. S'il existe un monde des Idées Mathématigques, n'est-ce pas

celui des irrégularités et des outils tout autant que celui des formes ?
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G. W. LEIBNIZ : Mathematische Schriften
Ed. Gerhardt Berlin 1849-1863
Der Briefwechsel mit Mathematikem 1899
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Réédition Albert Blanchard 1960
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Rein analytischer Beweis...

Ostwald's Klasscher n° 153 Leipzig 1905
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P.U.F. 1971
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Springer Verlag
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Cambridge University Press 1959
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