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INTRODUCTTION

Dans Tes pages qui suivent, nous-avons voulu rassembler des éléments d'analyse
fonctionnelle utiles dans un grand nombre de questions d'intérét théorique ou
pratique : que ce soit 1'@tude des équations aux dérivées partielles, 1'analyse
harmonique, la stabilité des équations différentielles, 1'approximation des fonctions
ou T'analyse numérique.

Ces éléments sont prévus pour servir & des exposés orientés vers des sujets
aussi différents et il n'est pas question d'étre exhaustif mais d'introduire le
vocabulaire communément utilisé en donnant suffisamment d'exemples explicatifs.

Au fond, nous avons voulu essentiellement "géométriser" 1'analyse fonctionnelle et
donc faire jouer un réle primordial aux espaces de HILBERT.

Par souci de ne pas renvoyer sans cesse le lecteur d& d'autres ouvrages, nous
avons regroupé en un chapitre 0 tout le matériel algébrique, a vrai dire bien
modeste, requis par la suite.

L'attention du Tecteur est attirée sur la présence, en fin de texte, d'un
index des expressions. Une bibliographie plus que succincte permettra de s'avancer
plus avant dans la jungle des textes parus sur 1'Analyse Fonctionnelle.

Le présent texte a été utilisé avec des stagiaires de 1'Institut de Recherche
sur 1'Enseignement des Mathématiques et de nombreux ingénieurs en recyclage a
1'Ecole Nationale Supérieure des Techniques Avancées et 1'Ecole Nationale Supérieure
de 1'Aéronautique et de 1'Espace.

Nous avons surtout voulu fournir un texte utilisable pour un travail indépen-
dant, d'ol le grand nombre d'exercices, travail qui serait é&ventuellement épaulé
par un cours oral assez bref. Le niveau requis est volontairement élémentaire
(réminiscences des deux premiéres années de mathématiques de 1'Université).

Les solutions des exercices proposés sont fcurnies dans un autre volume de

la collection Nanta-Iremica. (Vol. N° 8)

NANTES 1975.
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- CHAPITRE O -

RAPPELS.  DDALGEBRE

1, NOTATIONS. . .
rd ) : ) ’
Tout au long de ce texte, nous utilisons le vocabulaire usuel
de la théorie des ensembles.

Rappelons toutefois les notations les plus courantes : soit
un ensemble formé d'éléments X sy s Etant donnés deux sous-ensembles
A et B de 1'ensembleE

x EA signifie que x est un élément de A ,

x'EA signifie que X n'est pas un é&lément de A ,

.

~ANB intersection de A et B est le sous-ensemble des points de E
appartenant a la fois 8 A et B ,

AUB réunion de A et B est le sous-ensemble des points de E ap-

partenant & 1'un au moins des ensembles A, B. ,

<

CA complémentaire de A est le sous-ensemble des potints de £ n'ap-

partenant pas a A .

-

Si ANB- fos , on dit que A - est inclus dans B et on note
A=B ., ce qui signifie que tout point de A est dans B . Si 1'on veut
spécifier queA=B mais qu'il existe un élément b€ B n'appartenant pas
a A (ou encore que 1'on n'a pas B<=A ), on précise :

A=B strictement.

Une application f , définie sur un ensemble £ & valeurs dans un
ensemble £° , est une correspondance qui permet d'associer & tout élément



X de £ un élément unique X de E . On note :

/

j x-—-—-—_f(X):X
E—=E

(toutefois, dans ce texté, nous utilisons rarement le mot application mais
plutdot lTes mots fonction, opérateur)

# Une application est surjective si tout &élément de F est image
d'un élément de £ , injective si deux &léments distincts de E ont pour

image des éléments distincts de E .

Une application bijective est une application & la fois injective
et surjective.

Si A est un sous-ensemble de E f (A) désigne le sous-ensemble
de E* constitué par les &léments X de £ associés & au moins un &]ément X
de A par f selon :

-

%= () :

f (A) est appelé 1'image directe de A .

Si A" est un sous-ensemble de E , f (A}) désigne le sous-ensemble
de £ ‘constitué par les élémentsX de E tels que f (x )€ A .

=i ;

f (A) estﬂappe]ée 1'image inverse de A

’ 7 a a
On rappelle’que si £ ; E et E sont trois ensembles, f une appli-
cation définie sur £ a valeurs dans E etg une application définie sur E
a valeurs dans E ”, 1'application composée (Of est 1'application définie

sur £ & valeurs dans E”, qui @ x dans E fait correspondre g (f (x))
dans " :



Lorsque f

plication inverse (ou réciprogue) de f

v

jo?( x) = x et

Soit f
dans un ensemble [’

Remarque :
>

’
fonction f , correspondance entre Jes ensembles F et E

est une application bijective, on note f

-1
1'ap-

3
fof(x)=

une application définie sur un ensemble E 3 valeurs
. I1 importe de bien distinguer entre 1a

, et la valeur

f(x) assignée au point X par la correspondance que définit la fonction f

On notera donc :

Soit f

/
la fonction X —a= f(X), de E dans E

Nous allons assez rapidement rappeler dans ce Chapitre 0 des

notions fondamentales d'algébre linédaire.

Nous nous intéressons aux es-

paces vectoriels et nous démontrons de nombreuses propriétés de ces es-

paces en essayant de distinguer nettement les propriétés des espaces de

dimension finie de cellesdes espaces de dimension infinie.

Par ailleurs, nous éviterons 1'emploi des bases en essayant de

donner des raisonnements intrinséques.

Ce double point de vue est néces-

saire quant & 1'analyse fonctionnelle car les espaces considérés plus loin

sont tous de dimension infinie et i1 n 'Y a aucun intérét en général i pri-

vilégier une base.

-

Le ]ecteur retrouvera de nombreux théorémes connus sous une forme

quelque peu différente. Pour permettre la comparaison, nous avons rappelé

des résultats en dimension finje, et par rapport a une base donnée, dans un

paragraphe réservé aux matrices.

2. ESPACES VECTORIELS SUR UN CORPS.

Dans ce qui suit, K

bres réels R , soit le corps des nombres complexes [ . K

désigne exclusivement soit le corps des nom-

s'appelle le corps



des scalaires. Pour un élément A c¢e K ,[ A] est soit le module

(sik-=C 4] :l)\1+i»\2J =V 7\:12 + )\22 ) soit la valeur absolue

(SiK:[R 1

2.1. Définition.

__________ -

Un espace vectoriel E sur Te corps K est un ensemble sur lequel

sont données :

a) une loi interne notée additivement telle que :

Xa(ys2)z (%4 y)'+ 7 associativité

X+0=0+X = X 0 est élément neutre

x+(-x)=(-x)+x=0 (-% ) est élément symétrique de X
- Xay oz ysX commutativite

(Es+) forme alors un Qroupe commutatif additif:

b) une Toi externe qui & tout élément A du corps K et a tout élément X

de £ fait correspondre un élément de E noté Ax tel que :

Alx+y) = AX + Ay, distributivité

(Aap)x =, 7 AX & X distributivité

(Ag)x = Afpx) associativité
x = X 1 étant 1'unité de K

Les &léments d'un espace vectoriel sur K sont appelés des

vecteurs.

I1 est facile de démontrer que 1'é@lément neutre 0 est unique,

ainsi que 1'é1ément symétrique (-% ) d'un élément X . De méme, on obtient



sans peine que 0X=0 (Ax=(A+0)X A% +0%x ) , et également A.0=0
(i1 faut remarquer que nous notons de la méme facon 1'élément
neutre 0 de 1'espace vectoriel £ et 1'élément neutre 0 du corps K ) -

Lorsque K= [R , on dit que 1'espace vectoriel est réel.

Lorsque K= C , on dit que 1'espace vectoriel est complexe.

"

s
a) L'ensemble des vecteurs libres de la géométrie euclidienne usuelle, con-
sidérés & une gauipo?]ence prés, constitue un espace vectoriel. Si & tout
vecteur 1ibre U , on fait correspondre le vecteur équipollent dont 1'ori-
gine est fixée en un point 0 , on obtient ainsi 1'ensemble des vecteurs
1iés de méme origine 0 . Un vecteur est alors déterminé par un seul point :
son extrémité. L'ensemble des points de la géométrie ordinaire est ainsi
structuré en un espace affine.

-

'b) Soit.S une suite formée de N &léments du corps K : SA:ngzjm"xn ).
L'ensemble de toutes les suites den é1émeqts constitue un ensemble
note K" .

On peut définir une addition et une multiplication par un scalaire
sur K"

.

s . @
S ST (% Xy By, % e )

AS = A%, ARg, ool At
7

. Ly

n
Muni de ces deux lois, on vérifie que K constitue un espace vecto-
s n
riel sur le corps K . K s'appelle 1'espace des vecteurs d'ordre n sur K

En particulier K' s'identifie avec K .

c) Appelons 97[ Q?] 1'ensemble des fonctions numériques (c'est-a-dire i
valeurs réelles) définies sur le segment [Dﬂ ] de 1'axe réel R



On peut définir une addition et une multiplication par un scalaire réel

sur;9FTOJ1:

f+0 @ x—=f(x)+ g(x) sur [ 0,1]
Af @ X e Af(%) sur [01]

Muni de ces deux lois, i1 est facile de vérifier que F [U,1] cons-

titue un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
s

Un sous-ensemble F d'un espace vectoriel £ sur K est un Sous-
espace lorsqu'il constitue lui-méme un espace vectoriel pour 1'addition
et la multiplication par un scalaire définies sur E .

Pour queF#£@constitue un sous-espace de £ , i1 faut et i1 suffit
que pour tous les éléments X ety de F , X_Yy appartienne également & F .

Ainsi, reprenant 1'exemple (c) du paragraphe 2.2, on constate
que 1'ensemble [ [01] formé par les fonctions numériques définies et
continues sur [0,1] est un sous-espace vectoriel de jr[D/ﬂ

Soient,F} et F2 deux sous-espaces vectoriels d'yn méme espace
vectoriel £ , 1'intersection KN F, constitue un soué-esbace vectoriel
non vide de E (1'&1ément nul 0 de E appartient & tout sous-espace vec-
toriel, donc & toute intersection de tels sous-espaces). Si F, 0 F={0}
on convient de dire quejies deux sous-espaces sont "disjoints", ou mieux

v

encore complémentaires.

On appelle somme de deux sous-espaces, le sous-ensemble de E cons-
titué par tous les vecteurs de £ de Ta forme X+y ot XEF et yEF,.
La somme de deux sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel.

Lorsque les sous-espaces F1 et F, sont disjoints, leur somme est

dite somme directe et on la note E % by ou mieux F ® F,




Dans ce cas, un élément % de F,® F; s'&crit d'une fagon unique
sous la forme X + X, ou¥% E R et %, € F,

On dit que deux sous-espaces vectoriels F, et F, d'un espace
vectoriel £ sur K sont supplémentaires lorsque ces deux espaces sont

disjoints et que f @& F, -
I1 revient au méme de dire que tout vecteur X de E se décompose

d'une facon unique sous la forme X+ X, 00X E F et 5':2 E F
'

2.4, Systeéme de_générateurs_et_linéaire_indépendance.

Soit Fun sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E sur le
corps K . On dit qu'un ensemble A de vecteurs de F est un systéme de gé-

nérateurs pour F si tout vecteur de F peut s'écrire sous forme d'une com-
binaison linéaire finie de vecteurs de A , c'est-a-dire si pout toutxE F

il existe des scalairesA, ,A, ...An ducorps K tels que :
; i;n -
(1) - 2 A KK
b=
ou x1 s Xg . et %, appartiennent i A . Le nombren variant en général avec
chaque élément X de F . . .y

T

On dit aussi que Fest le sous-espace vectoriel engendré par A

IT est naturel de rechercher les sy%témes de générateurs comportant le moins
d'éléments possibles. Le probléme est 1ié au probléme de 1'unicité de 1'écri-
ture (1) pour un vecteur X guelconque de F . Pour que cette écriture soit
unique, i1 faut et i1 suffit qu'une égalité de Ja forme (2)
-k
Ay X -0
(2) tzf '

o0 lesx, appartiennent 3 A . entraine nécessairement Aj=0  pour I':T’,Z...k.



Définition : Un ensemble de vecteurs A d'un sous-espace vectoriel B est
dit libre (ou linéairement indépendant) Torsque toute égali-
té de la forme :
=k )
5: A; % E 0 ol X ek etx e« A . k31

i=1

s pour | :]’ZJH_k.

Pl

entraine Ai =0

On démontre alors le premier résultat suivant en utilisant 1'axiome

du ‘thoix.
Théoréme 1 - Dans tout espace vectoriel, il existe au moins un systéme 1i-

bre de générateurs.

Définition : Un systéme libre de générateurs d'un espace vectoriel

s'appelle une base.

Le théoréme précédent revient donc 4 assurer gque dans tout espace
, i1 existe un ensemble A de vecteurs (linéairement indépen-

vectoriel E
dants) tels que tout vecteur X de E s'écrive d'une facon unique sous la

forme d'une combinaison linéaire finie d'éiéments de A
d'un espace vectoriel

Soient K vecteurs donnés X, 2% -
Si 1'on considére 1'ensemble des &léments X qui en sont des combinai-

E .
sons linéaires, 1=k .
K:Z)\-x. ¥
iz V!

o
s

on obtient un sous-espace vectoriel-F , yisiblement engendré par les vec-

teurs x1 s ,xz _‘Xk

.“’l'

Théoréme 2 - Dans le sous-espace F engendré par un systéme de K générateurs
)» tout systéme linéairement indépendant (y1 \

(% e %y
) comporte un nombre N de vecteurs tel que n<Kk

ARRIR A

La méthode de démonstration est basée sur le théoréme dit de
... %, ) auxquels on ajoute

1'échange. On prend les K générateurs (%,
vec-

Le systeme (y1 » Xy C Xy

le vecteur y, . ) est un systéme de K+1
teurs, qui engendre F et qui est nécessairement linéairement dépendant



puisque ¥y, s'écrit comme combinaison linéaire desX; , il existe donc une

relation & coefficients non tous nuls
Qyyy + ByXy +---+BX, 2

ot les @; ne peuvent pas étre tous nuls (car Y4 #0 , puisqu'il appartient
d un systéme libre). L'un des B, “est donc différent de 0 et le X; corres-
pondant dépend des K vecteurs Yo 0% euXiy 0 %igg see by

Le Eystéme (y1 ,)\‘.1‘ » Xy ""xi-l~ s Rjg Xy ) engendreF . On peut
ainsi continuer le processus en adjoignant y, et finalement on obtient, si

N< k , un systéme de générateurs de F; {y1 s Y2 oo Yn o Xngr e Xy ).
Mais on ne peut avoir K=<<n car le procédé assurerait que (y1 s Yy e Yo )
engendre F et par suite Yisqr** " ¥n seraient des combinaisons linéaires des

précédents. Ceci est contraire & 1'hypothése de linéaire d'indépendance des

(y1 Yn)

2.5. Dimension d'un espace vectoriel. -

Définition : On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s'il

existe une base de E comportant un nombre fini de vecteurs.

Autrement , on dit que £ est de dimension infinie.

Théoréme 3 - Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases

de E sont finies et ont un méme nombre de vecteurs. Ce nombre

s 'appelle la dimension.de 1'espace.

" 7 ' : ' .
Soient A—1 et A, deux bases de 1'espace vectoriel E . D'aprés
le théoréme 2, ]e nombre des vecteurs contenus dans A1 ou Az est nécessai-
rement inférieur ou égal au nombre fini de vecteurs contenus dans une certai-

ne base dont 1'existence est assurée par 1'hypothése de la dimension finie.

I1 y a donc ky vecteurs dans A, et k, vecteurs dans A, . Appli-
quant de nouveau le théoréme 2 & L\1 et A2 , on trouve :

kK < k et k= Kk ,  soit k1:k

1 2 2 2
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Remarque : Le théoréme précédent permet en particulier d'assurer qu'un espace
vectoriel est de dimension infinie lorsau'on a trouvé un systéme
infini de vecteurs linéairement indépendants.

Exemples :
: n i .
L'espace vectoriel K , des vecteurs d'ordre n sur K , est de dimensionn
L'espace des vecteurs de la géométrie ordinaire est & trois dimensions.

Fd
L'espace [[Q1] est de dimension infinie. Pour cela, i1 suffit de vérifier
que Te systéme ( fy + ft scees frn see:)

fo b el 1

s & —» X

f, X e X
etc.

-~

*

constitue un systéme infini de vecteurs linéairement indépendants.
Supposons qu'il existe une relation

i=n
L A f =0 |
. i:0 - "
c'est-d-dire : |
f=n | :
iz; Xﬁ fx=z0 ,pouf tout X réel compris entre 0 et 1 . Ou encore
=N .
2; Ai X: =0 pour toutX réel dans [0,1]. En dérivant, on vérifie
facilement que A, = 0 pour L =0,1,2 ...n . Ceci démontre 1a lindai-
re indépendance des ﬁ . Dans la suite de ce texte, nous aurons essen-

tiellement a nous occuper d'espaces vectoriels de dimension infinie dont
les vecteurs sont des fonctions, comme c'est le cas pour [ [0/1] . De

tels espaces s'appellent des espaces fonctionnels et leur &tude constitue

1'analyse fonctionnelle.




i

il

Enongons maintenant le théoréme de la base incompléte :

Théoréme 4 - Soit E un espace vectoriel de dimension n et sojent g _Bla-
ments de E 1inéairement indépendants ( p<<N ). On peut alors

adjoindre & ces P &léments,( N- p ) autres éléments de E

afin d'obtenir une base de F

Soient (& ,€, ...e,) les p vecteurs lingairement indépendants
de E . I1 existe dans £ au moins un vecteur §; tel que le'systéme (e .8,

o Bp s L ) soit linéairement indépendant (gridce & 1'hypothése p<n).
On peut répéter le raisonnement jusqu'd introduire ( N~ P ) nouveaux vecteurs

de telle sorte que (&, , €, ,...€,, f, , fo, o ) soit une base de E .
Par ce procédé, si 1'on appelle E1 le sous-espace vectoriel en-

gendré par (€, ,€, ,... ep ) et E2 le sous-espace vectoriel engendré par
(f, +8y +.-- fnp ), on constate que :

E:EoF, dim(E)=n - dim (E) +dim ( )
=p+(n-p)

3. HOMOMORPHISMES D'ESPACES VECTORIELS.

Soient ﬁ et E2 deux espaces vectoriels définis sur un méme corpsK-

-

et p une application définie sur E1 a valeurs dans Eé

-

3.1. Opérateurs 11nea1res

On dit que p est un homomorphisme d'espace vectoriels (ou encore

un opérateur Tinéaire) si p vérifie ;
P(x+y)=P(x)«Ply)
PIAx) = AP(x)

pour tausX et Yy dans E et tout A dans K
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On remarque immédiatement que :

Plo) s [Px+0)= Plx)+ Plo) = P(x)]

Lorsque P est une application bijective de E, sur E, et que P

est un homomorphisme, on dit que P est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

4 -1
On remarque en particulier que si P est un isomorphisme, alors P

est aussi un opérateur linéaire : ¥

7
-1

Pléef) = PO +Ply) et PIAX) =AP )

pour tous X et y dans E, et tout N dans K .

On appelle ker P et on prononce noyau de 1'opérateur linéaire P

le sous-ensemble de E, constitué par les vecteurs X tels que P(x):0.

ker P est visiblement un sous-espace vectoriel de E1 réduit au

seul vecteur 0 si et seulement si P est une application injective.

On appelle Im P et on prononce image de 1'opérateur lindaire P

le sous-ensemble de £, constitué par 1'image directe de E, selon P

(CF. § 1).

.

o E [
e

ImP est visiblement un sous-espace vectoriel de E2 , coinci-
dant avec E, si et seulement si P .est une application surjective.

morphes, il faut et il suffit que ces deux espaces aient méme

dimension.

Supposons d'une part gqueles espaces vectoriels E et F aient

.» € ) une base de E et (f ,f ..., ) une

méme dimension. Soit (€ 1 2ep ’n

base de F

1 5
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i:n

La correspondance qui au vecteur X ::E:xie[ associe le vecteur
=1
=N ;
y= Z: % 5. est une bijection de E dans F . C'est évidemment un isomor-
’l:![
phisme qui transforme la base ( By s s en) en la base ( L swwe s Ia J B

cet isomorphisme dépend du choix initial d'une base sur E et d'une base
sur F .

Réciproquement, supposons donné un iéomorphisme P entre les es-
paces vectoriels de dimension finie E et F. Soit (e,€ ...€, ) une base
de E et appelonsf =P (ei) , le transformé de e, par 1'isomorphisme P

=N (Pl
Le vecteur x:_z: X & est transformé par P en un vecteur Yi=§; % P(ei)
1= 15
(linéarité de P ) et 1'on remarque que lorsque X décrit E y décrit F
(P est surjectif). Par conséquent, le systeme des ( P(e1)) P(ez),“._,P(en) )
constitue un systéme de générateurs pour 1'espace vectoriel F . La dimen-
sion de F est donc inférieure a la dimension de E . Par suite du rdle sy-
métrique de £ et de F, on déduit que la dimension de E est égale & la
dimension de F .

Ainsi, dans un isomorphisme, toute base de 1'un des espaces deyient
une base de 1'autre et 1'isomorphisme est entiérement déterminé dés que 1'on
connait deux bases correspondantes.

. ~ .t
Exemple : Tout espace vectoriel sur le corps K an dimensions est isomorphe

a 1'esbace vectoriel K" ..Sur cet espace (Cf § 2.2, exemple b), il

existe une b?se canonique :

g, (1,0, —— )
?2 :(U}L ceee----0)
1
En :(U}D _---‘.-._-1)
Tout X = (X %, ... %, ) de K " s'gcrit sous la forme (unique) :

1=n

Xz X. €.
129
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v Pl

Pour 1'étude algébrique d'un espace vectoriel de dimension finie n ,

n
on peut donc se ramener & 1'étude de K repéré dans sa base canonique.

Soit £ un espace vectoriel de dimension n sur K et F un espace
vectoriel quelconque sur K . On a la relation suivante pour.un opérateur P ,

défini surE , & valeurs dans F

dim (ker P} +dim(ImP)=n

Du point de- vue de la terminologie, la dimension de [m P s'appelle
fréquemment le rang de 1'opérateur linéaire P et la dimension de Ker P

s'appelle la codimension de 1'opérateur linéaire P .

-

Soitk la dimension du noyau et (81,82,.,iek) une base de ce sous-
espace vectoriel. D'aprés le théoréme de la base incompléte, démontré en 2.5
(théoréme 4), i1 existe (n_k ) vecteurse e, R tels que

ka1 k+2
(e - »+..» € ) forment une base de E

| Y=g T 1

Les vecteurs P(e1), P(Ez) 5235 P(en ) engendrent le sous-espace

vectoriel Im P (Cf. démonstration du théoréme 5, § 3.3).
Comme P(e,) = P(Q}:-uz Ple)=0 , on en déduit que les vecteurs

(P(ek*j)} ________ ) P (e,) ) engendrent le sous-espace vectoriel Im P
Or ces (N-K ) vecteurs sont indépendants. En effet, s'il existait une rela-
tion : '
i=h
L g Ple)=0,
I:k+1
on aurait :

L piwenoo(Te ),

1=k 1=k
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[EYg]
donc _2: %o 8 appartiendrait & ker P . D'aprés le
1 =k+1

choix de la base, la seulepossibilité est :

Finalement, 1'espace |m P  est engendré par la base
(P (e, 1) jo-»eees P (e ) ) comportant n-k vecteurs. Donc la
n

=

dimension de Im P ‘est n-k , ce qui assure la relationénoncée. -

Tirons une conséquence directe de cette relation.

Corollaire : Entre deux espaces de méme dimension E1 et E2 » tout opérateur
linéaire injectif (c'est-a-dire tel que ker P=-0 ) est aussi
surjectif ; et tout opérateur linéaire surjectif (c'est-d-dire

tel que ImP zE, ) est aussi injectif.

Cela signifie que pour un opérateur 1inéajre définj et & yaleurs sur un méme esapc:

de dimension finie, 1'hypothéze d'injectivité ou celle de surjectivité en-

traine ipso facto la bijectivité.

La situation d'un espace vectoriel de dimension infinie est tout
3 fait différente et le corollaire précédent est inexact (Cf. § 3,10).

e = > . f

Nous aurons encore besoin dans la suite, de quelgues notions

supplémentaires d'algébre généra1e.

L}

Anneau : Un ensemble A est un anneau lorsque deux lois internes, notées
+ et x sont données sur A et vérifient les hypothé&ses suivantes

a) Pour la loi +, A est un groupe additif commutatif (ou abélien)

(%, +%, )e%g = %ye(6, +2%5 ) associativité
X +0- z20+% = X él1ément neutre
%+l-%) z 0 élément symétrique

*
+

~
it

y + X% commutatiyité
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b) Pour la loi x, on a :

% (% %) = (%) %, associativité

(x2+x3J X1 :x2x1+x‘3x1 . .
distributivité

X (%exg) 2 %, % %

SIk %X =% 3% . 5 on dit que A est un anneau commutatif.

L'ensemble des nombres rationnels, 1'ensemble des nombres réels

constituent des exemples d'anneau.

Lorsque A posséde un &lément neutre pour la multiplication, on

dit que 1'on a un anneau unifére.

Algébre : Un ensemble A est dit une algébre sur le corps K lorsque A est
muni de deux lois internes +, x et d'une multiplication extérieure
par les &léments du corps K pour lesquelles A est & la fois un

anneau et un espace vectoriel (sur le corps K ) satisfaisant 1'hy-

pothése supplémentaire :

Al (xl :xz) | )\x1) (g,xz) pour x, etX, dansA, XA et p dansK
: !

*

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K.. L'ensemble
i
des opérateurs linéaires définis sur E , & valeurs dans F , se note HOHI(E?F}

Soient P, et P, deux éléments deHom(E,F ). I1 est naturel de
définir la somme de P, et P, par :

et la multiplication de P par un scalaire A de K par :

AP x — > (AP)(x) = AP(x)

.
.



w F =

Muni de ces deux lois. Hom(E.F) constitue un espace vectoriel
sur le méme corps K , comme i1 est facile de le vérifier.

Remarques : Lorsque 1'on prend F=K , on remplace souvent la notation
Hom (E ,K ) par la notation E*  qui se prononce : dual algébri-
que de 1'espace vectoriel £ .

Un opérateur linéaire défini sur £ , & valeurs dans K , s'appelle
, une forme linéaire sur E .

SiK=C , on dit que la forme linéaire est complexe.

Si K:-R ", on dit que la forme linéaire est réelle.

3.7.

Soit E un espace vectoriel sur le corps K . Considérons 1'espace
vectoriel Hom (E, E) constitué par les opérateurs linéaires définis sur
1'espace E et & valeurs dans 1'espace E .

On peut définir une loi multiplicative sur Hom (E ,E ) en utilisant
la loi de composition des applications. Si Py et P, sont dans Hom (E,E)
on définit P, P, par P, O P, '

. PP, X_»P OPx)z P(P(x) =~ = .f
E»E

Py Pyest aussi un &lément de Hom (E,E) comme i1 est facile de le vérifier

On définit les puissances de P (notées p" ) et les polyndmes formés & partir
de P

On yérifie que Hom (E, E) constitue ainsi une algébre sur le corps
K_. Cette algébre est unifére puisque )'application identique L de E sur E
(I :%—sx ) est un &lément unité pour la multiplication.
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L'algébre Hom (E,E), et certaines sous-algébres particuliéres,
seront trés souvent utilisées dans la suite de ce texte. Nous donnerons comme
exemple typique 1'algébre des matrices carrées d'ordre 1 , puis un exemple
fonctionnel (Cf § 3.9 et 3.10).

Soit E un espace vectoriel sur K et P un opérateur linéaire ap-
partenant a Hom (E,E). On dit que P’ est un inverse de P (& gauche)
lorsque P” est un &lément de Hom ( E, E) tel que :

PPl
Cette définition coincide avec la définition générale d'un inverse dans une
algebre (ici Hom (E,E)).

Tout d'abord, si P’ existe, P est nécessairement injectif. En

effet, si x,7x, »ona Px,)7P(x) (sinon on aurait
PP()S):PP()%):@:XZ,] _
ler cas : E est de dimension finie. ,

J

Le corollaire du théoréme 6 implique que si P existe, alors P
est une bijection, c'est-a-dire un automorphisme (isomorphisme d'un espace
vectoriel sur ]gi—méme). Ce résultat entraine en particulier que P est

unique et que PP - PPi:I (inverse a gauche et & d$oite).

A
On note en général 1'inverse de P par P . Bien entendu, il existe

en général des 6pérateurs linédaires n'admettant pas d'inverse ( Hom (E,E)
n'est pas un corps). Dans 1'exemple 3.9, nous reprendrons ces questions sur
une représentation analytique d'un opérateur linéaire : la théorie des matri-

ces,

2eme cas : [ est de dimension infinie.

L'existence d'un inverse a gauche n'entraine pas la surjectiyité

de 1'opérateur P . Nous allons donner un contre-exemple.

Soit £ 1'ensemble constitué par toutes les suites de nombres réels.
Un &élément de E est une suite X :(.X1 3 x?)”,xa).“) . On peut définir 1'ad-

dition de deux suites

P

X+y (XY XY, X e Y,
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et 1a multiplication d'une suite par un scalaire :

A% 2l Xy , Mgy oo Ny <o)

Muni de ces deux lois, E constitue un espace vectoriel sur le
corps des nombres réels (quelquefois noté RN ). Définissons deux opérateurs
lindaires sur E , 1'opérateur P et 1'opérateur P" .

“X :(X’JX?,...JXW.J -

Pz (%,0,%,0, %,0,%,0,.--,0, X,,0..]

i
Px =(x,, %5,%g, %y, -+ X .

T T2nl1) 2n+1}"')

Visiblement P et P~ sont des’opérateurs linéaires définis sur E et 1'on
a la relation

PP-I

Toutefois P(E)Z E et 1'opérateur P n'est pas un opérateur surjectif
(mais est injectif). On remarquera aussi que P n'est pas un inverse & gau-
che de P7, en ce sens que 1'on a :

PPZl .

Ce contre-exemple est destiné a bien marquer les notables différences entre
le cas de la dimension finie et celui de la dimension infinie.

* Dans le cas général, on dispose cependant du théoréme suivant :

Theoreme 7 - Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K et

P un opérateur lingaire, &élément de Hom (E JF ). si P oest
t

une application bijective, 1'application inverse P~ est un

opérateur linéaire, élément de Hom (F, E).

-1 ) i g d g
En effet, montrons que P est un opérateur linéaire et vérifie :

= -1 1
Plocy +By,) =P (y) +AP(y)

Posons

x. =P(y.) (1=10u2)

On a :

P loxx, »0%) =t P ()« BP(x)
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grace a la linéarité de P

Par conséquent o ¥ + [iX est le correspondant de of y «
1 2 Y1+ By,

K -
par P , ce qui donne la linéarité de P

] K

o1
Plocy, +By,) = ax+Bx= «Ply,)+BP(y)

Nous allons examiner maintenant le cas d'un espace vectoriel E
de dimension finie N sur le corps K . Au lieu de faire des raisonnements
intrinséques, nous nous plagons dans une base (€, ,€5,...,8, ) de E choi-
sie a priori : ceci va nous permettre de retrouver les théorémes précédents

dans le cadre de la théorie des matrices et sous un aspect analytique.

Un opérateur lingaire P, d&fini sur E et & valeurs dans E
(élément de Hom (E,E)) est déterminé par les vecteurs (Ple,) , P (ey) ...,
P(e,) ). En effet six est un vecteur de E , i1 existe n constantes X;

dans K : . £
i:n
Xz X g
1 =1
I=n
et - Plx) = iji Ple;) R |
i;n -

) 7
grace & la linéarité de P (Cf § 3.3).

Posons alors : :
I=n

Ple)=2 o, e
j =4 ] )
4 2
ol les Gj; sont des constantes, en nombre N° , appartenant au corps des
scalaires K . C'est-3-dire que nous décomposons les N vecteurs P(Ef)

selon la base donnée (g s By 9002 By ).



méme base :

On obtient :

En identifiant les deux décompositions, suivant la base (e,e
, 11 vient :

vecteur P (x)

On peut aussi écrire la décomposition de

- 21 -

P (x)
J:n
P(x)=x e.
]:1 l J
J=n I =N j:n .
Plx]z X 8 =L % 2 a3 e
) =1 1=1 ] =1
J=n l=n

izn
Xj = -,;Gji ?C'-

selon cette

g3-++2 €p), du

ce que 1'on note suivant un tableau carré d'ordre N , ou matrice NxnN

Ainsi, dans une base déterminée de E

= /A : = r.
X ( a,, c]1:2 ---=10,, f X, i
fz = 0y Oy ----0, ?2
I, l !
__-Jx” ] L Gm CIn2 Gnn_ _xn_J'

, un opérateur linéaire P

par_une matrice [P]

r =
G‘Il Cl12 e GTn
[ P ] = (']21 022 ——F GQn
: :
|
Gni unZ R nn

se représente



Réciproquement, une matrice [ P] &tant donnge dans une base
(€y 585 5...58, ), cette matrice représente un opérateur linaire P ap-
partenant & Hom (E,E), tel que :

j:n

Jj=1

La structure d'espace vectoriel sur K de Hom (E,E) lorsquetE
est de dimensionn se transpose sur 1'ensemble des matrices NxnN

[P1+[P')z [ PsP”]
APz [AP]

De méme, la structure d'algébre sur K de Hom (E,E) se transpose
sur 1'espace vectoriel des matrices NxN . On obtient ainsi 1'algébre des
matrices carrées d'ordre N

[P]1[PT] =[PP

Du point de vue des "tableaux", ceci donne avec :

. b » ’
Uy Oz -=—0iq iy Oyz==--0py
I I
[PT= | ! o [Pz || ,
| I I R 1,
Gni Gﬁz - Gnn CInl an"‘"—unn
[ > 3 3
g Qyy : Oy O * 0y ———-0,, ‘l 0yn
PP s || |
’ / I 3 5 ! H]
“0ni* O Gn2 *0ng ————Upp * Upp
— ?\F” AQQ ——————— A[]']n
[ AP] = ! |
| |
| Aanl Aﬂn? ______ )‘Gnn
= —
Cyy Cpp === ——Cip
et :

[pP] = | b2 C2-m——- Can
|
I
|
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k =n
ol 1'on a posé : Cij: Z: 0 alj
k=1

A 1'application identique I , &lément neutre de Hom (E ,E ),

correspond la matrice unité :

: 1 0-——--- 0
SO L
‘ Lo : .
0 ——————1
4 L -

Changement de base :

Comme nous venons de le voir, une matricel P ] constitue 1a représentation,
relativement & une base donnée, d'un opérateur linéaire P , &élément de 1'espace
Hom(E,E). Si 1'on change de base, 1'opérateur linéaire P se représente
dans la nouvelle base par une nouvelle matrice. Naus nous proposons de calcu-
ler les éléments de la nouvelle matrice en fonction des &léments de 1'ancienne

matrice. =

Soit (e, ,e, ...e, ) l'ancienne base et (f, ,f, ...f, ) la

n
nouvelle base de E . Dans 1'ancienne base, P se représente par la matrice :

. —

1 S S ——

n l‘ln
. (p1:= |1 NERER

Gnl ______ - Clnn

L - o

Dans la nauvelle base, P se représente par la matrice :
: : .

(P] = | ; = [by]

Nous savons que :

l=n
(1) Ple:) g ce et (2) P (f)=L byf
L=1
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Posons maintenant la relation de passage d'une base & 1'autre :

=
(1}
—

11 vient, grace & (3) :
k=n
PUsils L 0P (e
k=1

On utilise alors (1) pour obtenir :

Puis on utilise (4)

L=n
j=n
é k=n j=n = k=n - _ P
PU Zwkl Zajk Zpu JL L.1pLj ijukiJL e -~
LA
k=1

7

L}

comparant avec (2), on déduit grace a 1'écriture unique dans une base

Ces formules résolvent le probWéme, mais on peut mettre ces formules

sous une forme plus agréable @ manier, grace aux notations matricielles.
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Appelons [RQ] la matrice dont les éléments sont :

w11—F__—_ w1n
' Wiy —m e — (]
(Q] - e j <R
| :
Dot e —— Wnn

g Pygm— ———— Pin
=1 | :
[Q] = : |
1 I
pl'l'l_ _____ r_)nn
On a alors, en posant[A] s [a] et [ B j - [ b;;

(B):[Q] [A(Q]

=
I1 convient maintenant d'interpréter la signification de [Q] et de [R]

Nous avons posé :

k=n _
(3) fi = Emk. [
i K
k=1
Un vecteur o se décompose suivant Tanouvelle base et suivant 1'ancienne
base &n : g
k=n
X = Zxk €y
k=1
7 i=n
¥ = xiff
i=1
et 1'on a :
i=n  k=n k=n t=n
x‘=_MZgﬁ:zek<Zwmh>
i= k=1 k=1 1 =1
Soit :
I=n
5 X =
() K [':1ukixl
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ce qui se note matriciellement

=, - S O, || Xy
I
I I I
|
| | I X|2
| — | 1
I | | |
| | R
x, Wy ————— —W X,
ou encore : A -
X, X4
P I |
' !
I = [Q] I
] I
I |
:rn Xn

Ainsi la matrice Q est la matrice du changement de base, dont
les colonnes représentent la décomposition des nouveaux vecteurs de base

dans 1'ancienne base. Cette remarque peut étre mémorisée.

-1
De méme, avec la matrice (@] , on aura en changeant d'indice

dans (4)
=N ’
(4") €; = E; Pui Si
et il vient : . ;
‘ i=n k=n L
X = 3‘:'I pkl'fk
i=1 k=1 |
Soit o - -
X1 Q1 pw ‘‘‘‘‘ pm j%
i=n | : | :
i |
Xk — rjl'(l' :I:I' | =0 = | :
i=1 | : : |
Xn pn1 pn? _____ emd -Ifrl
ou encore - -
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En comparant les formul€s, on voit que :

o1 o) =0T @)= (1]

"

_1
c'est-a-dire que [QT est 1'inverse de [Q] au sens de Ja multiplication

dans 1'algébre des matrices carrées d'ordre n .

Remarque : En algébre des déterminants, on démontre les formules suivantes

s relatives & 1'inverse d'une matrice [Q] :

si [Q] =[w;] , alors :
[Q] = [p”]

avec les relations suivantes concernant les coefficients :

i+] Mineur(W ;) Cofacteur (Wji)
pij =(-1) A =
det [Q] det[Q]
ou _
(")11 ______ wm
II I
det ()= | | l 10
|
| 3
Wyp=————~ Wnn
et :
(‘)11 _____ u1,1-1 ) gjn“""‘wm
!
Wy """*‘wz,J-w ,j4 T T Yon '
I
I |
| . :
Mineur (W) = @y ===y Ying, AT 7T T Yieyn
mi+1,‘l— i+, =177+ T Tisl,n
| |
| |
| |
_____ W, b) o . (I-)I
n,1 n,j-1 n,j+1 n,n :
C'est le déterminant de la matrice [Q)dont on a éliminé la j1eme ligne et
.iéme
la ] colonne.

Conclusion : Soit [ A] 1a matrice représentant un opérateur linéaire dans une
base (e, -+ €y ) ot [ B11a matrice représentant cet opérateur
linéaire dans une base, ( f1 y 15 yewea fn ¥,

Si 1'on appeﬂe[Qj 1a matrice du changement de base,

c'est-d-dire la matrice dont la colonne d'ordre j
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représente la décomposition du vecteur jj dans la base
([ ), on a la formule :

[B] = [Q1'[A]®]

-

Deux matrices reliées parla relation précédente sont dites semblables.

La relation de similitude est une relation d'équivalence dans 1'algébre

des matrices carrées d'ordre n

’ I1 importe de remarquer que 1'algébre Hom (E,E) n'est pas com-
mutative. Dans le cas des matrices, il est facile de trouver deux matrices

qui ne commutent pas :

ainsi les matrices :

0 1 | 0
[A]- et [B]:
1 0 0 -1
0 .1
satisfont : - [A] [B]=+[B][A]l=
-1 "0

Le résultat du paragraphe 3.2 se retrouve par la théorie des ma-
trices. Dire que[A7] est injective est équivalent & dire que det[A]£ 0
et par, conséquent équivalent & 1'existence d'un 1'nver5e‘[/5\;]-=1 . Dans ce cas,
[Alest donc associée & un opérateur bijectif de Hom (E ,E).

-

Terminologie :

; ,
Placons-nous dans une base ( @y ,€5 ..., 84 ) choisie a priori. Dans cette

base, la matrice [P] associée & un opérateur linéaire P a pour &léments les

scalaires Q;, . On associe a cette matrice, diverses autres matrices. On ap-

pelle :

Matrice conjugués de [P] la matrice LP](MH, dans la base choisie, a pour éle-

ments les conjuguées Q;, et ;.



- 29 -

éléments les 0,

"

Si, dans une certaine base, deux matrices sont transposées 1'une
de 1'autre (ou conjuguées, ou adjointes), elles ne le sont plus en général
aprés un changement de coordonnées. 11 s'agit donc de relations entre ma-
trices, valables dans un certain repére, mais qui ne sont pas_des relations
entre les opérateurs.'Ces notions sont cependant importantes en elles-mémes,
et nous verrons que, si 1'on réduit la généralité des changements de base
autorisés, il peut arriver que certaines relations entre matrices deviennent
alors indépendantes de la base, et équivalentes & des relations entre opé-
rateurs. Mais pour le moment, nous laissons ce point de vue de coté, et nous
nous occupons de propriétés formelles des matrices, valables dans une base
choisie. Nous y reviendrons au Chapitre 1, paragraphe B, paragraphe 6.

On voit facilement que :

« _t—
(Pl = [P]

1'adjointe est la conjuguée de la transposée.

On vérifie aussi que :

([P]“) = [P] (propriété involutive )
o % . :r

(181 1) = [A1 T8 , .. [BITA) = (8] A

(681 (A1) = [ATCBT

On dit que par rapport & une base, une matrice carrée est :

réelle si elle est égale i sa conjuguée [P] = [P]
t
symétrique si elle est égale & sa transposée (Pl = [P]

hermitienne si elle est égale & son adjointe [P] = [P]*
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On voit immédiatement que si une matrice est

réelle, 0; est réel
symétrique aQ,, = Q.
hermitienne Clik = ﬁ;;

-

La propriété d'étre réelle, hermitienne ou symétrique n'est pas
une propriété invariante par changement de base (ce n'est pas une propriété
des classes d'équivalence de matrices semblables) et par conséquent ce n'est

pas une propriété des opérateurs.Par contre par rapport a certains changements

de coordonnées privilégiés, ces propriétés deviennent invariantes.

Etant donné une matrice P quelconque

t

(el « (Pl est symétrique
(P] + [P]*' est hermitienne
*
(p] [p] ) est hermitienne.

.Reprenons 1'espace vectoriel [ [0,1] (§ 2.5) des fonctions conti-
nues i valeurs réelles définies sur le segment [0,1], Définissons sur(C [0,1]
un opérateur P , dit de Volterra : ’

: x
P f— 1tk pour S €L (0,1
0- !
L'opérateur  est visiblement linéaire, i valeurs dans C [0/1]
PUfyeg) = [l gt = [hde [Hlidt = P« P

P appartient & Hom [T [041: € (0]

Cherchons le noyau de P



_31-

ker P est 1'ensemble des fonctions f telles que f_f(t)dt =
pour toutX compris entre 0 et 1 . Par dérivation, cela entraine
fix)= 0 et par conséquent ker P = 0 . L'opérateur P est injectif.

Cherchons 1'image de P

%
ImP est 1'ensemble des fonctions g de la forme glaxc)= ff (t) dt
: (6}
On note tout de suite deux propriétés des fonctions §

& ' : '

g (0) = 0

et la dérivee Q' (x) existe et est continue.
Réciproquement une fonction g , nulle & 1'origine, dont la dérivée
est continue, peut se mettre sous la forme fg Jdt= glx )

Par conséquent,Lm P est different de C [0/1) (opérateur non surjectif)
et constitué par 1'ensemble des fonctions g définies sur (0/1] , nulles
i 1'origine, dérivables et de dérivée continue.

L'opérateur P!, défini surLlmP © € [01] par :

dg.
Pl
g = dr
vérifie la relation d'un inverse a gauche :
P'P= 1
- . N - r

%

Mais P’ n'est pas défini sur tout £ [01] (i1 existe des fonctions
continues non dérivables !}. Cet exemple constitue un nouvel exemple, dans
le cas de.la dimensiop ‘infinie, d'un opérateur injectif, non surjectif.

4, ESPACE DUAL ALGEBRIQUE.

En 3.6, nous avons définiHom (E,F) et en particulier
E - Hod E , K ) espace vectoriel des formes linéaires définies surk
i valeurs dans K . Cet espace s'appelle le dual algébrique deE . Cet espace

joue un grand rdle en algébre et de méme en céométrie &lémentaire, ol la théo-
rie de la dualité (équation ponctuelle, gquation tangentielle) donne une dou-

ble interprétation de certaines équations.
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4.1. Notation.

i *
Soit y¥ un &lément quelconque de E” . Nous notoms < oc ,y¥
la valeur de la forme linéaire Yy* sur E au point x de E . Cette notation

a un sérieux avantage :

- d'une part elle marque la linéarité enx , résultant de Ta définition
de la forme y*:

¢ <Ax\’}'|x23y*>: )\<m1’y*> + M <3:2,y*>

- d'autre part elle marque 1a linéarité en yf_ , résultant de la définition des

opérations sur E ¥ :

< Ay Ny e pdx,yl>

Bien entendulx , y*) est un scalaire (élément de K ).

L'application a:—v(sc,y*) (y* étant fixé) est 1a forme liné-
~aire sur E , appelée y*.

L'application y*_,<:x: P y*) (oc étant fixé) est une forme liné-
—aire sur E¥ |, &lément de Hom( E% E¥*) = (E*)* . A chaque = fixé de
on fait ainsi correspondre une forme linéaire y*__., {x, y*; sur E¥

L'espace E** s'appelle le bidual algébrique de E : c'est un espa-

ce vectoriel et ce que nous venons de voir permet d'assurer que E s'identifie
3 un sous-espace vectoriel de EX* puisque tout &lément de E définit une for-
“)

me linéaire sur E¥ et que deux éléments distincts de £ définissent deux for-

‘mes linéaires distinctes sur £% (Cf 4.2 in fine).

En général, ona E C E*¥  strictement. Cependant, dans ® cas
particulier d'un espace vectoriel de dimension finie, E et E** sont canoni-
quement identifiés, comme nous allons le voir. Auparavant donnons quelques

définitions.
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Orthogonal d'un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel surK et F un sous-espace vectoriel.

On appelle orthogonal de F le sous-espace F* de E* constitué par toutes

les formes linéaires définies sur E qui s'annulent sur F

Si yq'EEFb ,<gc,y§: 0 pour tout élément x de F

0 . :
- F~ constitue un espace vectoriel

E*

o
©
(Y]

E': 0

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K . A chaque base
B8 .8 ,...»€_ ), nous pouvons associer une base B¥( e*, e* reee s )
de 1'espace E*. En effet, décomposons un vecteur x suivant la base B:

Soit y* un &lément quelconque de E¥* - Hom( E,K ). Calculons
f(ac). = <:n,y*)(notat1’on de 4.1). Posons auparavant®,, y*) = q

: <x,Y*>=Zx,<e‘”y*> - inai
: i=1 i=1

. , .
Considérons alors les' N formes linéaires el*,ei ,...,e’f; définies surkE

par :
*
By ¢ X ———y <cc,8$> — S
el*ﬁ DT — s (x,ef) = x,
|
|
T-X-
e . X —> <IJE§> = My

Visiblement, ef(' s e: appartiennent & E* . De plus



() <ej > Eﬁ(‘i> = Q¢ (symbole de Kronecker)

Par conséquent :

Cxs P = ifzin, > g

<3: 3 y*> =<xaiz:?ir e-i)9>

c'est-a-dire :

(2) y* : u(e*

En résumé, tout élément y*‘ de E* s'obtient comme combinaison li-
néaire des N éléments e"f de E*. Les {ET‘] forment un systéme de généra-
*
teurs de E7.

Montrons que les N formes [E‘,*] sont linéairement indépendantes en

tant que vecteurs de E*e Supposons qu'il existe une relation

) i=n
=1
. "‘ !
C'est-a-dire : ’
i=n .
_ZC(I. <:t:,e?<‘ > =0
7 =1
pour tout * dans E
Prenons en particulier x =8 il vient Q= 0 pour j =1, Z,M.,_wn
en utilisant la relation de dualité (1), ce qui démontre la linéaire indépen-
dance des [e[*] . En conclusion, on obtient le théoréme :
S pam % % * £ o ¥
Théoréme 9 - (€7, €5 ,...,e5 ) forment une base de E™ . L'espace E” est

. . e " .
un espace de dimension N lorsque C est de dimension N Sur K

dimE = dimE™
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Nous savons (théoréme 5, § 3.3) que deux espaces de méme dimension
G : * & ;
(finie) sont isomorphes. Nous avons plus pour B et E™; on connait un iso-

morphisme associé & la donnée d'une base quelconque sur E . La base (e:e .

..,e')f,' ) est dite base conjuguée de la base (@,s---,€n )-

Remarque : Le noyau de la forme linéaire 8? est le sous-espace vectoriel
de E¥ engendré par (8 48, 5.000Biy 5 €iur seeesfp ).

L'orthogonal du sous-espace vectoriel engendré par €: est le

o ¥ * ,8* *

.
sous-espace vectoriel de E¥ engendré par (€ ,€5 ,...,87%, gl arunebp s

Cherchons maintenant & caractériser 1'espace bidual (E*-)* lorsque E est

de dimension N .-A priori, nous savons que :

dimE = dmE*= dim(E*)™

donc que ces espaces sont jsomorphes. On peut préciser 1'isomorphisme.

* * *
Soit (€, ,8, ..., ) une base de E et (€7 ,€% ,... €% ) la
base conjuguée de (€, , €5 ...84 ) définie par 1'analyse du théoréme précé-

dent. La base conjuguée de (eT s e’; e"r‘]' ), pour la dualité entre E™ et

( F_* )* , s'identifie & (91,92 N ). En effet, ef* est la forme liné-
aire sur E¥ faisant correspondre 3 y* sa composante dans la base (e¥ , e’g
..eX). Cette composante vaut{ ey, y*> et par conséquent :

« ** *

e Yo — oL YD

‘ ~ On peut donc identifiere, et E".f* . Ceci revient a identifier, par un
isomorphisme, £ et E** :

Y

En fait, cet isomorphisme est canonique, c'est-d-dire indépendant

du choix d'une base dans E . D'une part, nous savons que E & ( E%)¥

d'aprés ce qui a été vu en 4.1 et cette injection est canonique.
Explicitons cette injection (canonique) L. de E dans (E¥y*

Par definition, L est la correspondance entre E et (E¥)* qui & x dans E

fait correspondre Lx dans (EX)*

.:C_._%LI

B e | E#)F
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- .. e e *
od Lx est la forme linéaire définie sur E par :

ot = (o s i)

Visiblement la correspondance L : ax__, L est linéaire et
injective. Comme E et (E*)* ont la méme dimension (finie), cela prouve

que L est une bijection et donc un isomorphisme entre E et (E* )’(=

Théoréme - [ et (E*)* sont canoniquement isomorphes lorsque E est de
- dimension finie. On les identifiera désormais.

Soient [ et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K
Soit P un opérateur lingaire de E dans F, &lément de Hom (E,F). Envi-

sageons 1'application tP , définie sur F*-, qui & tout élément y* de F*
#
fait correspondre 1'élément de E X : y'oP = tp (y*)

y¥ — — , tP(y¥)
3 P

e e i

. X
tp(y) iy
K

y¥0P est un &lament de E* dont 1a valeur en € E est

!

k3

(y*oP) (1) = y*(P.(x)) = {Px),y*>

(1)

SR ERCRLTLIN

L'application EP (prononcer transposé de 1'opérateur P ) est une application
lingaire de F™dans E*

£ P

—_—>

* tp *
—F

F

Donnons quelques propriétés du transposé d'un opérateur P

Propriété 1

ker(*P) = (Im P)°
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Soit y*@ker(tP) et soit un &élément x de E . Par définition, on a :

<:r: P (y* ) > =0 donc <P (r),y*>: 0 d'aprés (1) et réciproquement, ce
qui prouve bien 1'égalité cherchée. On démontrerait de méme :

Propriéte 2 Im(*P) = (kerP)

Soit E un espace vectoriel de dimension N et P un élément de
Hom( E, E), représentéd par une matrice [ P] :[aij] dans une base
(e,.e, ...e, )deE.
L'opérateur tr‘énsposé tP est représenté par la matrice transposée
t
[P] dans la base conjuguée (ei",eg" ...e* ) de E* . Cela revient & di-

n
re que [EP]=%[P] d'aprés les notations de 4.3 et celles de 3.9 (in fine).

Pour démontrer cette assertion, nous allons utiliser la formule de
définition de 1'opérateur transposé d'un opérateur linéaire.

Posons :
Is=h . .
(1) x: Loxe, et [P] =1lgy]
. i= * . ¢
. l=n
I=n I=n fn lsn
() Plx) s (=)= L (L agx)es L agx;e,
i=1 i=1 j=1 i=1
j=1
J=n
Posons également : y* - a;e¥ et [tP]:[b-‘]
o 4 ij
(décomposition de y* (€ E¥*) dans la base conjuguée ( e% ..e,Y) et repré-
sentation dans la base ( 61* e?:) par une matrice[bl.j] de 1'opérateur tP )
i=n

j:n

P Iy¥) y CP (y*DJ_ej? :; éj(izi bj.cr .'> x4 b..aie’;

j=1 '
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Grdce aux formules de dualité, on obtient :

L=n

Jj=n
<P(I,)Jy*>:<LZ=1 08, @, E’x;>
j=t

ijak

= Logx; o o, 6D

1 si L=k *

Mais : <Ei ,Ef'> 4 5.;" -
0 si i #k
Dol
*,
(3) Plalytys Loom e,
De méme : i =n .
k=n j=n _
EP ¥ ) *>
<gc, (y )> 2 étrkek’;::?;so’:i ej
J=
- Loxb. o« e,
Soit : L,k ki T <: k2 :>
Ll % ‘f
(4) <3;- )tP()}‘]> - Z bji..:cj a«;

En comparanf les deux éxpreséions (3) et (4)

L, 5Ll

on obtient aussitot :

bJL = 0, c'est-a-dire que [EP] = t[P]

L'opérateur transposé de P est représenté dans la base conjuguée ( e’*,...eﬁ

/

de E X par la matrice transposée de celle qui représente 1'opérateur P dans la
base (€4, ...,€, ) de E .




Remarque 1 : Si [P] = [GLj] dans la base (€,:8,5...,€8,) et
(*P] - [btj] dans la base (Ef ,e*‘,...,eﬁ' ), on vérifie que :

1 TR <P(ej),ef>

De méme : y

b, | :‘<eLfP(e_’f)>

b;; = <e.l,tP(e;‘)> - <P(el),ef>: 0

ce qui démontre le résultat de 4.4 d'une fagon plus élégante.

Par conséquent :
&

Remarque 2 : On peut donner les formules de changement de coordonnées dans E*,
correspondant & un changement de coordonnées dans E . On démon-
tre que ce sont les formules de changement de vecteurs de base
dans E . En fait, lorsque 1'on effectue un changement de base
dans F , les formules qui font passer des nouvelles coordonnées
aux anciennes coordonnées d'un méme vecteur X , sont obtenues en

gdcrivant 1'invariance du vecteur X

(a) Xz ¢ x; 8 = ¢ <! e’

% .
Un changement de base dans E implique un changement des bases conjuguées

.

3 )
dans E” . Pour calculer les nouvelles coordonnées d'un vecteur y* de E* s
on écrit alors 1'invariance du yecteur y* , comme forme linéaire sur E

. i,-_-n i.:n %
(b) <x,ﬁ>: wan: Xxfﬁ
i=1 L L in L L
01] L=Nn
oC = ILEL
=1
et :
L=nN
* *
y = @y €4
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Formellement, les calculs déduits de (a) ou de (b) sont identiques, c'est-a-
dire que les nouvelles coordonnées ] du vecteur y* s'obtiennent en fonc-
tion des anciennes coordonnées oi , de la méme facon que €; (vecteur de la
nouvelle base) se déduit des €; (ancienne base).
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 0

EXERCICE N°_1 :

1

Soient F et F deux expaces vectoriels sur le méme corps K , de
dimension m et N respectivement. Quelle est la dimension de 1'espace vec-

toriel Hom( E-F) ? (Réponse : m.n ). .
p _

En particulier, quelle est la dimension de 1'espace vectoriel EX 2

EXERCICE_N°_ 2 :

Sojent E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie p
sur le corps K. Soit P un opérateur linéaire de E dans F ; démontrer
1'équivalence des propriétés suivantes : -

1) P admet un inverse a gauche
2) P est injective
3) P est surjective
4) L'image de toute base de E est une base de F

5) Si ( P(-ri],P(xz) TIET P-(In) ) est une base de F, alors (3{:1 T, o
..«»Tp ) est une base de £ . o R ;
EXERCICE N® 3 :

Soient P1 et P2 deux opérateurs linéaires sur un espace vectorielE,

Nous supposons que ( | —Pi P2 ) admet un inverse noté (I- P %)'1

Premiére question : supposons gue E soit de dimension finie :

a) en utilisant au besoin-1'exercice n°® 2, montrer que ([ -P, P ) admet un

inverse,



o

= 4

b) démontrer les formules suivantes :

(1 = Py P)""= 14+ Py(l-P;P1) P,

(I -P2Pi)'= 1+ Py(l-Py Pa)'Py

Deuxiéme question : se servant de b), faut-i1 faire une hypothése supplémen-

‘taire pour assurer 1'existence d'un inverse pour
(I —=P2P1) dans le cas od E n'est pas de dimension
finie ?

EXERCICE N° 4 :

On considére 1'espace vectoriel E des suites de nombres réels
(Cf RN § 3.8) et F le sous-espace vectoriel des suftes de nombres
réels telles que seul un nombre fini de termes soient différents de zéro.

Caractériser 1'espace dual algébrique du sous-espace vectoriel F

-

EXERCICE N° 5 :

e e e e k]

On considére 1'ensemble E des fonctions réelles f d'une variable

réelle, définie sur R ,-indéfiniment dérivables,
et telles que pour tous les entiers p et q , les intégrales :

[ f::l‘iﬂtx)
L S

dx

soient convergentes.

Premiére question : montrer que E est un espace vectoriel de dimension

infinie. Montrer que si f € E , f tend vers zéro
lorsque X tend vers 1'infini.

Deuxiéme question : & toute fonction § de E , on fait correspondre la

fonction @ :

g : x ——=0fx) = skx) fle)+m == (x)
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ol M une constante donnée et § une fonction donnée, indéfiniment dérivable
telle que pour tout n entier 0 ,i1 existe un entier k ,un nombre réel M
et un nombre positif X, tels que pour tout o ,[::c| > X, on ait

(=)

‘”d” S
dx"

a) Montrer que A est un opérateur linéaire défini sur E

\(M‘xkl

b) ¢ étant donnée dans E , chercher la fonction & de E , dépendant unique-
ment de ¢, telle que :

+ 0 + 00
Shomim dz = fomEm dx
- 00 : - Q0
pour toute fonction ¢ appartenant a E .

c) Montrer que la corf'espondance ¢ —E définit un opérateur linéaire
sur E , note A%,

d) Déterminer une fonction S ,' nulle en O , de sorte que 1'on ait :
AR - A" -1
ou I désigne 1'opérateur unité de ' Hom(E « EJ
e) Montrer que les valeurs propres de A¥ A sont non négatives.

f) En-outre, si AN - A¥A 1 alors si A est valeur propre % 1 de
A A, (A=1 ) et (X+1) sont encore des valeus propres de A¥* A

EXERCICE N° 6 :

E ns1 désigne 1'ensemble formé par les polyndmes & coefficients
réels P(x) dont le degré est inférieur ou égal & n

n
P(:ﬁ) =§ﬂkxk ‘= G°4' 011:4»_____4-0” xf"l

1°) montrer que E est un espace vectoriel sur le corps des réels de

n+1
n

dimension ( n+1 ), dont une base est {1 ;X I?----JTE
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2°) Donner la dimension du sous-espace vectoriel formé par les polyndmes P
multiples d'un polyndme donné QL (le degré de ( est supposé égal & k
avec k\<n P

3*) Par xf' , on désigne 1'application qui fait correspondre a tout élé-
ment P de E ns1 le nombre réel P(x,).[2, est un nombre reel] .

Cette application est-elle linéaire sur Enst ?
4°),En déduire une base de 1'espace vectoriel Eﬁ,, , espace dual de

1'espace vectoriel E

(on pourra montrer que si (%, %, ,...,%, ) sont ( n+1 ) nombres réels
distincts , ( x¥, x¥...o% ) sont ( ne1 ) formes linéaires indépendan-
tes de E*ne1 ).

5°) En déduire qu'il existe ( n+1 ) constantes ( o, .. 00 ) telles que

pour tout élément P(x) de Ene1 , on ait :
Déterminer ces constantes.

EXERCICE N°_7. | © L

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et
soit F un sous-espace vectoriel de E . Démontrer la relation suivante :

7

dimF +dimF°= dimE

EXERCICE N°_8.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K . Démontrer

les deux théorémes suivants : (théorémes de Rouché)

1°) Un opérateur linéaire P et son transposé £p ont méme ranag (Cf § 3.4).

2°) Pour qu'une équation linéaire P(x)=y, soit résoluble ( P opérateur



I
ey
(92

]

linéaire, y, vecteur fixe), i1 faut et i1 suffit que y, soit orthogonal
a toutes les solutions de 1'équation homogéne transposée :

£ (%) =
EXERCICE NZ_3.
lére partie :
4 On considére la fonction de deux variables réelles F (x,y) ,

définie selon

Flxyl)= Log{( x)(ky)]pour 1< x Yy <]

et F(xy) = F(y,x) pour tous o,y réels qui satisfont les inégalités

OGRS AR
1°) Pour tout entier N > 0 , calculer 1'intégrale
+1
fly) = J[‘F(:;y) " dx
a partir de la fonction (y) f x"‘” dx laquelle est définie
nl

par-_' <y<+1 e . .(r.

2°) Calculer gn44(y)
3°) En déduire que f,’est un polynéme de degré n

4°) Calculer explicitement f, ,f, ,f, etf; en ordonnant ces polyndmes
par puissances croissantes.

2éme partie : |
1 1
On pose 6 (I‘,Y] z -—Z—F(IJYJ +<Log 7 —-—2—>
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ol F désigne la fonction déja définie en I. On désigne par E 1'espace vec-
toriel formé par les polyndmes a coefficients réels, de degré 3 au plus. A
tout polyndme P de E, on fait correspondre la fonction ( définie sur
J-1,41[ selon

EL(Y) = f%(x,y) Plx) d x
, A

1°) Etablir que @ est 1a restriction, & ]—'l ,+ 1 [ , d'un polynéme encore
noté . Montrer que 1'application @ : P—— (]  est une application
Jinéaire de £ dans E .

2°) Soit Ti le polyndme x _,Ti(w=xt ot t=0,1,2o0u3 . La famille
des zTi.} , L variant de 0 a 3 , forme une base de E . Quelle est 1a
matrice [® ] représentant 1'application @ dans cette base de E ?

3°) Quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice[]?
Donner une base de vecteurs propres dont tout &lément vérifie

P(1) = 1 -

3éme partie :

Soit A un paramétre réel quelconque. On désigne par ]']P\Véquat‘ion
différentielle linéaire et du second ordre-
2
(1-y2) &1 (y) 2y Gy ersiy) = 0
’ dy?2 dy

1°) Trouver le polyndéme P, de degré 3 au plus, satisfaisant ]A avec A =42

et vérifiant P{)= 1
’ 7

On admet dorénavant que toute fonction continue f sur [-1 ,+1]
et satisfaisant

+ 1
£1y) = A[6lmy) §(x) dx
=1
satisfait aussi 1'équation :HA pour A =« )
2°) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation j,}

admette pour solution un polyndme est que A =n(n+1) 00 n désigne un
entier positif ou nul.
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3°) On appelle P un polyndme non identiquement nul satisfaisant j;\pour
A =n(n+1) . Montrer que P(1) est différent de zéro. En déduire qu'il
existe un unique polyndme, noté P, , de degré n satisfaisant 1,__Pn(l)
et 1'équation JJ, pour A =n(n+l) .

+1
4°) Montrer que f P(x)P(x) dx =0 pour n#m
=4

4éme partie : ' - .
“ Soit f une fonction satisfaisant 1'équation ]A pour A =n.(ne+t)

oil ne est un entier positif ou nul, et pour tout x appartenant a Ja b C

ot a<-1et b D1.
+1 '
1°) Montrer que fj(;c) F;(x) dx = 0 pour tout entier n # n,
. |

2°) Montrer qu'il existe une constante ac telle que glx)= J‘bc)—ocFr’]‘(:t)
satisfasse '

+1
f (x)P(x)dx = 0 pour tout n.>0
-
+1
3°) Montrer que fg (x)d= = 0 pour tout polyndme P de degré quelconque.

4°) Montrer que  g(x)=0 sur(-1,+1] et donc que f est un multiple de Pn,
Conclure. ‘

(on raisonne par 1'absurde en supposant qu'il existe un point x, de[-1,+1]
tel que g(x)# 0. Par homothétie, on peut se ramener é supposer g(x,) = a> 0

Par continuité, il ex1stef\75 > 0 tel que g(x) > & pour tout x satis-
faisant l:x: xo|{ O . On considére alors Ploc )-]_1_( x?— §2) de sorte

. que P(x)>, pourlxl(é et]PxKi . pOur62<|:c’<'Z . On dé-
compose #1 i
_[;glx(P(ac—;coDdx

en deux intégrales, 1'une restant bornée et 1'autre tendant vers 1'infini

avec n . I1 y a contradiction).
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EXERCICE N° 10,

Soit f(x)=3x+2 et g(x) = xc%4ac -2 deux polyndmes & coeffi-
cients réels. On désigne par Q_’(m) =i iy B on:r,"‘ le quotient de 1a division

suivant les puissances croissantes & 1'ordren de f (z) par g (x).

1°) Calculer 0, et a, et montrer que pour toutn » 2 , on a

s

2°) La matrice(.{z 1;2) admet deux valeurs propres QA , Rz (31 <Rz),
i

Soit e, (respt. €, ) le vecteur propre associé a A,(respt. A,) et
dont la premiére composante dans la base canonique est 1. Calculer e,
et e, .

3°) Calculer AP et en déduire 4, en fonction de N .
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-CHAPITRE_1-

ESPACES  VECTORIELS  NORMES

L'utilisation fréquente de 1'expression "quel que soit un nombre
aussi voisin de zéro qu'on le désire" évoque une notion de voisinage fort
utile en analyse classique. Nous nous proposons de généraliser cette notion
de voisinage & d'autres espaces que 1'espace des nombres réels ou 1'espace
des nombres complexes. Tout d'abord, nous allons définir ces espaces et étu-
dier leurs propriétés algébriques. Dans un deuxiéme temps, nous envisagerons

des propriétés topologiques.

A. CONSIDERATIONS ALGEBRIQUES.

1. DISTANCES.

Donnons, a priori, des définitions que nous commenterons ensuite :
soit E un ensemble d'éléments X ,Y , Z ,... Une application d qui, & deux
gléments quelconques X et y de E fait correspondre un nombre réel d (x,y)s
définit une distance lorsque les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

- dixy) =l - paur tout couple d'&léments de E

2- d (X,y) = 0 , si, et seulement si, X =Y

3- d (x,y) = dly,x) . "+ relation de symétrie.

4- d (x42) < d(x,y)+dly,z) pour trois &léments quelconques de E .

Cette derniére inégalité porte le nom d'inégalité triangulaire.

Remarque : Lorsque la propriété (2) n'a pas lieu, 1'expression d ( X,y )

définit un écart sur 1'ensemble E
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2. ESPACES METRIQUES.

La donnée d'un ensemble E et d'une distance d définit un espace
métrique, noté (E,d). Trés souvent d'ailleurs, on se contentera de noter
1'espace métrique par E . Les élaments de E sont appelés des points. Donnons
quelques exemples familiers pour illustrer cette définition.

Exemples :

2 Lo La_droite_réelle.
&

Prenons pour ensemble E  1'ensemble des nombres réels R et prenons
d(x ,y ) égale alx_yl pour un couple quelconque ( X,y ) de nombres réels.
Les quatre propriétés d'une distance sont bien vérifiées grdce aux propriétés
connues de la valeur absolue. L'espace métrique ainsi constitué s'écrit R

et se prononce droite réelle,

Prenons pour ensemble 3 1'espace ordinaire de la géométrie a trois
dimensions, rapporté & trois axes de coordonnées orthonormés. Un point M
de £ est représenté par trois coordonndes.Xx , Y , Z . 0On définit en particu-
lier trois distances distinctes :

d, (M,M) = Sup (1x-xLly-yllz-21)

| d, (M,M) = 1x-xT+ly-yl +[ z-7] o

M) =\ (5% (y -y a2

On reconnait en d3 1a'£istance euclidienne usuelle, et dans ce dernier cas
la propriété (4) est la traduction analytique de 1'assertion bien connue :
dans un triangle, la somme des longueurs de deux cdtés est supérieure ou
égale 3 la longueur du troisiéme c6té, d'od le nom d'inégalité triangulaire

réservé & 1'inégalité (4).

Ainsi, (R’ .d, ), (R* d)s (R, d

) sont trois espaces métriques distincts.

~
9
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Remarque : En géométrie ordinaire, la différence des lonqueurs de deux cotés
d'un triangle est toujours inférieure ou égale a la longueur du
troisiéme coté. Plus généralement, dans un espace métrique quelcon-
que, 1'inégalité suivante est encore.valable, comme il est facile
de le vérifier :

|d (x,y) - d(&zﬂ< d(y,z)

Un fonction f prenant des valeurs réelles, et définie sur le seg-
ment[Uﬂ ] (0 x< 1 ), est bornée lorsqu'il existe un nombre M tel
que | f(x)l=<M pour tout X de[(Q 1] . Le plus petit nombre M satisfaisant
1'inégalité précédente pour tout X appartenant au segment [Dﬂ lest 1a borne
supérieure de la fonction|f] sur ce segment. On la note :

suplf (x)]
x €(01] ou encore [f]

P

Soit E 1'ensemble constitué par-1es fonctions f , g ,... définies
sur le segment [0,1] , prenant des valeurs réelles,et bornées (bien entendu,
la borneM de chaque élément f dépend de cet &lément f ). L'expression :

d(f,g)=suplflx) - (x)|
xe [0]1]

-

a un sens et définit une distance sur 1'ensemble E .
. , :
Les proprié%és (1), (2) et (3) proviennent, en effet, de résultats
élémentaires sur les bornes supérieures. De plus, & partir de 1'inégalité :

£ hix]< [fx)-g (] = [g(x) =h(x)|

et en passant aux bornes supérieures, on obtient :

(4) d(i,h) < d(f,g)+d(g,h)
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3. SOUS-ESPACE METRIQUE.

Soit (E,d) un espace métrique et F un sous-ensemble de E .
Restreinte 3 1'ensemble F, d dé&finit encore une distance et donc une métri-

que sur F . Muni de cette métrique, F est un sous-espace (métrique) de 1'es-

pace métrique E . Dans ce qui suit, sauf mention contraire, tout sous-ensemble

d'un espace métrique sera considéré comme sous-espace métrigue.

4. ESPACES VECTORIELS NORMES.

Nous voulons construire, sur un espace vectoriel E , une distance

dlxy),

- d'une part invariante par translation (ce qui lie la structure additive et
la métrique) ; c'est-d-dire vérifiant : ‘

(5) dlx+z,y+z)= dx,y) pour tout vecteurZ defE
- d'autre part, positivement homogéne pour Ta multiplication scalaire :

(6) d(x,Ay) =|A[dix,y) pour tout &lément A de K (ce qui
2 lie la structure multiplicative ex-

térieure a la métrigue).
. R §

Rappelons (Chapitre 0) que K est le corps de base de 1'espace vectoriel E
C'est soit le corps des réels, soit.le corps des complexes.

En posant Z'=-X , 1a propriété (5) permet d'écrire .
d(0,y-x) = d(x,y)

Quelles sont les propriétés de la fonction d ( 0,X ), notée lIxll et
considérée comme fonction numérique de X ? Nous allons déduire ses caractéris-
tiques des propriétés (1), (2), (3), (4) d'une distance (Cf. § A.1) et des
propriétés (a) et (b) d'un espace vectoriel sur K (Cf. Chap. 0, § 2.1).

IT vient aisément :
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(1) lxll est positive ou nulle
21y Ixll=0 si, et seulement si,Xx= 0
(3") A x[l=IAIx pour tout A de K

(4°) fx «yll < Ixl«lyl

(1'), (2'), (3') sont faciles a& démontrer . Quant & (4'), majorons :
.

d(0,x+y) = [Ix+yll
d( 0,x +y)

d(-xy)

Donc, d'aprés 1'inégalité triangulaire (§ A.1, propriété 4), on a la ma-

joration :
dl-x,y) < d{-x,0)+d(0,y)
Or :
Cdlex0) = di0,-x) (§ A.1, propristé 3)
et :
. d(0,-x) = d(0,x) (d'aprés (5) er faisant A= -1).

(4') est alors aéquise ]
d10,xey) <d0,x) + d(0,y)

soik

Ixyl < IxI+lyl

Dés lors, il devient tout naturel de poser la définition suivante.
4.2, Norme.

On appelle norme sur un espace vectoriel E , une application numé-

rique X ——s [ x|l , définie sur E et vérifiant les quatre propriétés
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(1'), (2'), (3') et (4').

Une norme étant donnée sur un espace vectoriel E , on peut lui

associer une distance par :

d(x,y) = x=yl

On vérifie aisément pour cette distance les propriétés supplé-

mentaires (5) et (6) que nous avions posées comme base de notre recherche.
I'd

Un espace vectoriel normé est la donnée d'un espace vectoriel sur

K et d'une norme.

Un espace vectoriel normé est, en particulier, un espace métrique.
On note (E, |[.l ) un espace vectoriel normé.

On convient d'appeler vecteurs les éléments d'un espace vectoriel
normé lorsque la structure vectorielle joue un réle primordial, points les
é1éments d'un espace vectoriel normé lorsque la structure affine importe le
plus. Dans ce dernier cas, 1'élément neutre 0 de 1'addition est fréquemment
appelé 1'origine de 1'espace vectoriel E .

. ¥ - 4

L'exemple 2.1 est en fait le cas d'une distance provenant d'une

norme (communément appelée valeur absolue) sur 1'espace vectoriel.

7

De méme, reprenons 1'exemple 2.3. Sur 1'ensemble [ [0,1] des fonctions
numériques continues sur le segment [0,1] , nous avons construit une distance
et obtenu 1'espace métrique €[ 0,1] comme sous-espace métrique de :FTIOJJwﬁunﬁ
de 1a norme I['f%n'

Pour deux &léments f et @ de [ [0,1] , on peut définir :

f+g comme 1a fonction X — f(x)+g(x)

A comme la fonction x —— A f(x) o A désigne un
scalaire réel.
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Muni de ces deux lois, & savoir 1'addition et la multiplication par
un scalaire, [[0,1] constitue un espace vectoriel sur ® corps des nombres
réels, comme naus 1'avons déja constatéd au Chapitre 0, § 2.3.

Montrons que €[01] est un espace vectoriel normé. Visiblement

la distance :

»

d(f,q) = Sup If(x)-g(x)|
x € (0,1] s

r 4

introduite en 2.3, est invariante par translation et satisfait (6)

d(f,g) pour tout h de¥(0,1]

d(f+h,g+h)

et d(Af,Ag) A d(f,g) pour tout A de R

La normé associée s'écrit :

1fl=d(0,f) =Sup | f(x)]
x€ (0,1

et s'appelle norme de la convergence uniforme.

. Ty . ¢
En analyse fonctionnelle, on rencontre trés fréquemment des espa-

ces vectoriels normés sur lesquels on peut définir des notions d'orthogona-
1ité et disposer du théoréme de Pythaéore. De plus, ces espaces apparaissent
comme la généralisation la plus naturelle des espaces euclidiens de dimension
finie, ce qui permet de géométriser 1'analyse. Nous procédons de fagon
didactique en donnant directement des définitions.

4.4.1. produit_scalaire.

Soit E un espace vectoriel sur K ( K désigne soitR , soit [ ).
Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une application qui, a
tout couple d'élément X,y de £ , associe un élément de K, noté <x.,y> ,

de telle sorte que 1'on ait :

(a) <X, ¥y> = <Y,_X-> symétrie hermitienne
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(par la barre de conjugaison, on désigne 1'imaginaire conjugué de A e
lorsque le corps des scalaijres est [ et < Y X2 Tui méme, lorsque

le corps des scalaires est R ).

(b) CXILYS = XY > TP

etg:Ax)y:> = A <X,y> p;ur tout A du corps K (11Téarité du pro-
) . duit scalaire en X )

(c) <X, X> >[] positivité du produit scalaire

(d) <x,x> = 0 si, et seulement si x =0

Remarque : grdce & la linéarité de <x,y> enXx , pour Yy fixé, (a) entrai-
ne 1'antilinéarité de <X,Yy> enY , pour X fixé, c'est-a-dire :

<X,y 42> = <KY> +<X,2> et <X,AY> = A<Ky>

Au lieu de produit scalaire, on parle dans certains textes, plus explicite-
ment, de forme bilinéaire hermitienne positive non dégénérée. Le mot hermi-

~

tien vient de la propriété (a), les mots forme bilinéaire de la propriété (b)
le mot ‘positif de la propriété (c) et les mots non dégénéré§'de la propriété (d).

4.4.2. inégalité_de_Schwarz.

Un produit Scalaire é&tant donné, on peut obtenir 1'importante iné-
galité suivante, dite inégqalité de Schwarz :

l<x,y>1° <€ <xx> <y,y>

L'égalité n'étant possible que s'i1 existe un A, de K tel que :

X=MAgy (lorsque y# 0 ).
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Par hypothése,<X X> est mon négatif. Donc, quel que soit le sca-

laire A :
<X+ Ay, x+Ay> > 0

on obtient en développant et en supposant que K = [ pour fixer les idées :

<X +hy, hy> = <X, x> A <K P> A<xy> oM <yy>

Ce trindme se décompose, en supposant <y,y># 0, sous la forme :
&

e e 2
<py>(re 22 (REL) 0 cnp> I<x,yl
<Yy,y> <Y,¥y> <y,y>

I1 reste toujours positif et cela en particulier lorsque A prend une valeur
qui annule le premier terme . I reste :

l<x,y>|?
SRE

" ce qui est bien 1'inégalité cherchée.

< X,X> 20

~

Cette inégalité devient une égalité s'il existe un Ag(E C)  par-
ticulier tel que :
<X onY:X shogy> = 0

Grdce a@ la propriété (d) du produit scalajre, il existe entre les
vecteurs X ety la relation de proportionnalité :

CXo= =hyy
Dans tous les autres cas, 11-y a inégalité stricte (si y & 0 ).

L'inégalité de Schwarz permet d'obtenir une autre inégalité :
1'inégalité de Minkowski,

Pour tout X et Y dans £, on a :

?X+yj><+y> <\[<x, x> +\[<y, y>
V

IT y a énalité si et seulement si X2y OU y= XX (5(7/[])
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Partons de <x 4y, X+y> =<XX> +<KY> + <Y X> + <Y y>

et utilisons 1'inégalité de Schwarz pour majorer

XY, XY> € <X, X> v YYD v <X,y S| <y, x>

+

S <X,XD> ¢ <Y, Y> + 2 V<x,x><y,y>

Q (\/<x,x> + V<y,y> )2 :

Ce qui donne bien 1'inégalité chercheée.

&

L'inégalité de Minkowski permet de construire une norme sur un
espace vectoriel & partir de la donnée d'une forme bilinéaire hermitienne
positive non dégénérée.

vectoriel € muni d'un produit scalaire<X,y>.

Vérifions les quatre axiomes de définition d'une norme :

(1") Ixl > 0
(Z') Ixl = 0 si, et seulement si X = 0 : propriété (d) du
_ produit scalaire
. * = ‘fr

(3') A x| =IA] Ix] pour tout A de K : propriété (b) du
. produit scalaire

.

(4") lix+y ] < lxl +||y.ﬂgréce d 1'inégalité de Minkowski.

Il est assez fréquent de pouvoir construire sur un espace vecto-
riel un produit scalaire (propriétés linéaires). On en dé&duit alors une
norme. On convient de distinguer les espaces vectoriels normés dont la

norme dérive d'un produit scalaire, donc de la définition suivante.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel sur K , muni d'un
produit scalaire et normé par [[x| =V<x, x>
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Vocabulaire.

Un espace préhilbertien sur le corps des réels est appelé un

préhilbertien réel.

Un espace préhilbertien réel de dimension finie est un espace

euclidien.

Un espace préhilbertien sur le corps des complexes est appelé

un préhilbertien complexe.

Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est un

espace hermitien.

Deux vecteurs X et y d'un espace préhilbertien sont orthogonaux
Torsque<x,y> =0. '

Deux sous-espaces vectoriels £y et E, d'un préhilbertien sont
orthogonaux lorsque tout vecteur X de E1 est orthogonal & tout vecteury
de E,. Le théoréme suivant est évident, mais souvent utile.

Théoréme : une condition nécessaire et suffisante pour cue X = 0 est que
<x,y> = 0 pour touty d'un préhilbertien E.

T ;
Si deux vecteurs X et y d'un espace préhilbertien sont orthogonaux

on a 1'égalité de Pythagore :

lx+yl? = Ixi% Iyl

L'application X —><X,y> (souvent notée <:x|y;> par.les physiciens),
y étant fixé, définit une forme linéaire Py de 1'espace vectoriel préhilber-
tien £ dans son corps de base K . La correspondance Y —» Py est une applica-
tion linéaire de £ dans son dual algébrique E *. De plus, cette application
est injective.

En effet, si y #y, ,ona Py, # Py, dans E*, puisque 1'égalite
dans £ signifierait Py, (x) = Py,(x) pour tout &lément x de E, donc :

<X,y,> = <X,y,>  pour tout X de E .
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Soit :
< X \/.I—y2> =0

Faisant x = Y-y, »onen deduit |y, -y2||: 0 , soit y, =y, au
sens du préhilbertien £ (Cf. 4.4.6).

Finalement, on peut identifier E & un sous-espace vectoriel de EX

par la correspondance indiquée :

-

ler cas : lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie, muni d'un

produit scalaire donné a priori, E est en fait identifie a £

par la correspondance Y —» Py. Nous verrons plus loin comment
tout espace vectoriel de dimension finie peut &tre muni d'un pro-
duit scalaire lorsque 1'on choisit une base a priori.

2e__cas : lorsque E est un espace vectoriel de dimension infinie, muni d'un
produit scalaire donné, on démontre que E est un sous-espace vectoriel
strict de EX.

En fait, les formes linéaires Py: ¥ — <X,Yy> de E*, ne sont
pas quelconques, elles satisfont a 1'inégqalité :

eyt <Ixl M qoa M= Iyl )

qui esk 1'inégalité de Schwarz. Les formes 1inéaire§ qui vé;ifient une telle
inégalité ont des propriétés remarquables, 1iées & 1'analyse et non plus a
1'algébre pure. Nous les atudierons ‘dans la partie B de ce chapitre et prati-
quement nous ne rencontrerons pas d'autres formes linéajres.

3

4,4.9. Caractérisation_d'un espace_préhilbertien.

. Un espace préhilbertien réel posséde une norme x| qui satisfait

1'égalité dite du parallélogramme (ou d'Apollonius)

Ixoyle Dxyl® = 2(1xn°)

Réciproguement, un espace vectoriel normé(éur le corps des réels)dont la

norme satisfait 1'égalité précédente, est un espace préhilbertien réel.
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11 suffit de vérifier que 1'expression (Cf Exercice N° 14)
) 2 2 2
<X,y> = (Ilwy[l—llxll — Iyl )2]—
constitue un produit scalaire sur E dont dérive 1a norme de E , selon 1a loi

Coxx> = xI?

L'égalité d'Apollonius caractérise donc les espaces préhilbertiens.

4

Pour lnespace vectoriel a& trois dimensions des vecteurs libres de
la géométrie ordinaire, rapportés a une base orthonormale,on sait bien défi-
nir le produit scalaire de deux vecteurs ETX et oM » produit qui vérifie
les propriétés générales d'un produit scalaire. D'ailleurs, 1'inégalité de
Schwarz provient d'une propriété du cosinus de t'angle de deux vecteurs

(1e cosinus est borné en valeur absolue par 1) :

]

M cos. (OM,0M) = __<j’ai>__ = U_M.Ui
\/ <OM, OM><OM’,OM>  10MI [OM]
8 S =
0 ) M ov  <OM,0M> = xx’+yy+12°

Plus généralement, prenons un espace vectoriel réel & n dimensions. Dans
une base €, ,€, ,..., €, deE , une forme bilinéaire hermitienne posi-

tive non dégénérée est bien déterminée par les n2 nombres :

En effet, si : izn
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On a :

(1 Zmagﬁ =_guﬁ+ZZE@U%a.> 0 -

i=! i J

et 1'hypothése de non-dégénérescence assure que 1'équation

il £

(2) oy Gy = 0

,_
mwoan

i
i

—

ne posséde que la solution : &= 0 pour tout ¢ de 1 an.

-

En outre : ' 7

(3) g,z B. (relation de symétrie puisque K = R ).

Réciproquement, si les 0¢; vérifient ces trois conditions (1), (2) et (3),

la forme bilinéaire : o xr_
t=n j=n
<Y =2 [ Zaﬁﬂ“
i=f jt v 47 Y

7

1

définit un produit scalaire sur 1'espace E , qui devient alors un espace eu-

clidien., conformément au vocabulaire utilisé.

Ainsi, dans un espace vectoriel de dimension finie, il est aisé
d'associer un produit scalaire a partir de 1a donnée d'une base. Le plus

simple est de prendre gij: 0 si L #J ; 1sii=]

4.5.2. Exemple fonctionnel.

Reprenons 1'exemple 4.3.2 utilisant 1'ensemble [[0,1] , formé
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par les fonctions numériques continues définies sur(0,1]. Cet espace est un
espace vectoriel réel pour les opérations ordinaires. On peut méme le normer
en espace ¢[0,1] par la norme :

’ If0 = Sup [f (x)I
x € [0,1]

Cependant, nous allons construire sur [ (0,17 un produit scalaire qui en fera
un espace préhilbertien noté © [ 0,17 . Pour deux &léments f et g del (0,1]

1
< f,p> =ff(t) g(t) dt
0

f et g etant continues sur [0,]] , 1a fonction X — f(x) g(x) est intégra-
ble sur le segment [0,1]. On vérifie les propriétés :

=
on pose :

(a) <f,0> est reel et <f,g>=<g,f >
~ (b) la linéarité provient de la linéarité de 1'intégrale définie.

i
() <ff>=[Fldt > 0
0

»

(d) <f,f>=10 si, et seulement si f=0 . Démontrons cette asser-
tion par 1'absurde. Soit X, un point de 1'intervalle
JO0,1[ ou f(x,) £ 0 . Grdce & la continuité de
. la fonction f sur le segment - [ 0,11, i1 existe un
nombre & > ( de sorte que f2(x) so1t strictement
supérieur. a une constante positive G sur le segment

[Xo :X" 21 On a alors la ma30rat1on ;
1 ‘ xo+2 :
ffz(x)dx > f2(x)dx >a2€>0
0 -

z
ce qui est en contradiction avec 1'hypothése :
1 :
[ Fx0) dx =0
0

(cf figure 1)
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| ;
y=fx) Figure 1

N
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[
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Finalement, < f,g> est un produit scalaire sur [ [0,1] et 1'espace vec-
toriel [ [0,1] , normé par :

i1, {Oﬁfmlz )"

constitue un espace préhilbertien réel que nous notons : Tf'[Uﬂ]

L'inégalité de Schwarz n'est autre que 1'inégalité classique :

(Jlf(t) gtidt) < (oﬁf(t)’lzdt> (Iig(t)i?dt)

L'égalité n'étant possible que si les deux fonctions f et g sont propor-
tionnelles sur le segment [0,1] .

Soit X = (Xy sXg seensXy »...) une suite de nombres réels. Nous

dirons que X est une suite de carré sommable lorsque :

(o 0]
2
2lx | < +00
n=1

(ce qui signifie que la série converge vers une somme finie).

On appelle 12 le sous-ensemble de 1'ensemble des suites numériques

constitué par toutes les suites de carré sommable.
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2

a) 17 est un espace vectoriel réel.

De fagon naturelle, on définit 1'addition de deux éléments de 12
et 1a multiplication d'un é&lément de 12 par un scalaire réel.

x’yz(xi*\h’xf y?’__"—J n+yn7‘_")
AX :(Ax,, NX 55 —m——— 3 AX, ,‘__)
« 11 nous faut vérifier que ces opérateurs sont stables dans 12.
Bien évidemment :
= 2 2o 2
;:lkf[xnl = (Al é:lxn| % CO et AX appartient & 1°

Par ailleurs, & 1'ordré N .

n=N nEN

):Ixn+yn [ Zlyn +ZZ\xnyn

Mais 1'on connait T'inéga1ité de Schwarz, démontrée en 4.4.2 et adaptée au
cas d'un espace vectoriel réel de dimension finie N muni de la norme hil-

. 2 n=N 2
bertienne : [|x[|°= E:IXJ
n=1
n=N 2 n=N 2 n=N 2
(lenw) < ( “‘n‘)(['%'> R
n=1 n =\ n=1

Pour tout N fini, grdce & la positivité des termes :

N

Yixorpl < Zixn nijynf42\[@1)(“[2)(2[;;”12)

n=1
n=N

. 2 : \ .
et la suite SN=;§:!xn+ yol* est une suite croissante bornée par un nombre
n=i

indépendant de N ,  donc converge lorsque N tend vers 1'infini. Les autres
propriétés, permettant d'assurer gue 12 est un espace vectoriel réel, sont
de vérification facile.

L'alément neutre est evidemment 0=( 0,0,...,0,...).
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b) 1'espace 12 est un espace préhilbertien.

o0
L'expression E;xr1 Yn aun sens si X = (X,s--:sXn -
n=
et y=(y; sy, »+o¥y ,...) sont des points de 12 (utiliser 1'égalité de
Schwarz & 1'ordre N et faire tendre N vers 1'infini).

@
On vérifie alors les propriétés du produit scalaire pour E:xn -
P 2 - n=1
défini sur 17. On le note donc

00
’ EX > = r&xn Yn

et 1'on obtient ainsi un espace 12, préhilbertien réel.

D'ailleurs, conformément & la théorie générale, en posant

oilxnlz) 72

n=1

Il = <x,x>" =(

on définit une norme sur 1'espace 12. Si 1Yon considérait des suites a va-

leurs complexes, au lieu de suites 3 valeurs réelles, on définirait de méme
_ 5 . 72

un espace préhilbertien complexe, encore noté 1°. Sur cet espace, le pro-

(S

duit scalaire est : #

o
<X,y> = Zgn v
n=

12 rée] apparait comme la généralisation naturelle de 1'espace euclidien
3 n dimensions et 1° complexe comme la généralisation de 1‘éspace hermi-
tien & n dimensions. . |

Comme sur 1'espaceeuclidien, nous voudrions disposer des outils
usuels de 1'analyse, & savoir la notjon de limite, celle de continuité,
de suite et de série convergente... Pour cela, nous allons maintenant dé-
velopper 1'aspect topologique de la théorie des espaces vectoriels normés.
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B. CONSIDERATIONS TOPOLOGIQUES

La présence d'une norme sur un espace vectoriel E permet de mesurer
la proximité de deux points X ety . Celle-ci est donnée par la valeur de
Ix=yll = d(x,y) qui est une distance sur E . On sait que la notion de
proximité sur 1'axe réel conduit & la notion de limite et partant & toute
1'analyse usuelle sur les nombres réels. Nous nous proposons de généraliser
ces notions dans le.cas d'un espace vectoriel normé. La théorie que nous
gbauchons ici n'est qu'un cas particulier de la théorie générale des espaces

vectoriels topologiques.

Sur un espace vectoriel normé, nous disposons de deux outils :
la structure vectorielle et l1a norme. La structure additive fait jouer a
tous les points de E un role identique en ce sens que, paur &tudier la
proximité de deux points, i1 suffit d'étudier la proximité de leur diffé-
rence a zéro.

1. NOTION DE LIMITE.

i

Soit Xn une suite de vecteurs d'un espace vectoriel norméE
sur le corps K . Par définition, on dit que lasuite Xn converge vers
1'é1ément X de £ si, & tout nombre € positif, on peut faire correspondre
un entier naturel N tel que, pour tout n supérieur ou égal & N , on ait :

£ . f

®
L.

Ixn -xl < €

On note :

M. X X
M=+00

/
s

En utiiisant la notion de limite usuelle sur R , cela signifie

lim  Xn= X si, et seulement si lim [xy=xl = 0
n—=+ 00 n—+00

Comme dans le cas de 1'axe réel, on démontre que la limite d'une suite,

si elle existe, est unique (ceci est 116 & la propriété (2')).

Lorsqu'on a défini une notion de limite sur un espace E , on

dit qu'on lui a donné une structure topologique et i1 devient un espace

topologique, du moins si cette notion de limite satisfait certaines propriétés.
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(Pour plus de détail, on pourra consulter les cuvrages classiques de topologie
et au point de vue plus pédagogique dans Analyse et Topologie, Nanta Iremica
Volume N° 10).

Exemple : prenons 1'espace préhilbertien \G [0,1] , défini en 4.5.2

et considérons la suite de fonctions f, S PR i
’ - ¥ e |

|
|

' |
|
] n
jn ¥ s X

La suite des fonctions fn converge, au sens de \E [0,1] , vers la fonction
nulle. Calculons en effet :

U0 —0L,= | fl0-0)et -

2n-+1

et ' Lim N R |

LLant V2n4

Par contre, i1 est clair que la suite fn ne converge pas en chaque point x
n

vers 0 puisque fn(l):lz 1 .

-

y A

> Y

P

En particulier, la suite frn ne converge pas vers la fonction 0
au sens de la norme définie sur €[ 0,1] (Cf A § 4.3), puisque

“fn—[]ﬂ = SUDIfn(XH = 1
x £[0,1)
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Cet exemple montre bien que la notion de limite est essentiellement liée

d la norme utilisée sur 1'espace vectoriel.

2. NOTION DE CONTINUITE.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur e méme corpsK
et f une application définie sur E & valeurs dans F

¥ Nous notons |[. |, 1la norme dans E et | [, 1a norme dans F
Par définition, on dit que 1'application f est continue au point
X,de ( E, [I.I, ) dans ( F, H.I[2 ¥ 81, qde]]e que soit la suite Xxn con-
vergeant vers x , la suite f(xn) converge vers f(x ).
On note .

Lim f(xa) = f(x
Xn—X

=

On dit que la fonction f est continue si elle est continue en chague point X
de £ . Bien entendu, 1a notion de continuité dépend essentiellement des
normes introduites sur les espaces £y et E,. A titre d'exercice, on dé-
montrera le théoréme suivant :
- = . !
Théoréme_de_composition : si F est une fonction continue de (E,, [. 1)
dans ( E2, [l. [z ) et g une fonction continue de
(E;s .15 ) dans (E5, [.]5), 1a fonction composée
K gof est continue de (Ey, i ]y) dans (E5, [ I3 ).

3. OPERATEURS LINEAIRES CONTINUS.

Puisque nous avons affaire a4 des espaces vectoriels, il importe
d'étudier particuliérement les opérateurs linéaires continus. I1 existe
une caractérisation de tels opérateurs, caractérisation que nous allons
maintenant évoquer. Soient (E, ll.lly) et (F,I. ﬂg) deux espaces vectoriels

normés sur le méme corps K
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Lemme : pour qu'un opérateur linéaire P soit continu de E dans F , i1 faut
et i1 suffit qu'il soit continu & 1'origine.

Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante

puisque, si Xn converge vers X , alors X,-X converge
vers 0, donc P(xn-X) =P(x) @P(Xn) converge vers P(0)= 0 .

Théoréme : pour qu'un opérateur linéaire P soit continu de E sur F , i1
faut et i1 suffit qu'il existe une constante M telle que 1'on

p ait 1'inégalité pour tout X de £ :

(1) 1P 0T, < M Il

Démonstration : i1 suffit d'examiner la continuité i 1'origine grace au lemme
établi. La condition est suffisante puisque, si une suite Xn

converge vers 0 , alors

-

[Pxn)ll2 < Mlxnlly, donc lim [P(x))l2 < Mlim Ixfy = 0 et

N— 0o 3 n—+m
P(x"]converge vers P((0)= 0 lorsque n tend vers 1'infini.

La condition est aussi nécessaire. .

+
X

r

Supposons en effet qu'il n'existe pas de constante M finie pour
laquelle (1) soit satisfaite : i1 existe alors une suite yn de vecteurs
non nuls de E pour lesquels on ait une inégalité du type :
i

a

"P(Yn)”z >l yn”)

Considérons la suite Xp= Jl= H—Mﬁr= , Cette suite converge vers 0 au
n Ynll1

sens de E puisque : 1

“X‘n"1 =

Vn
—

mais"P(Xn)”z:>vf1 , donc ne peut converager vers 0 contrairement a 1'hypothése
de continuité de P. I1 y a contradiction, ce qui assure 1'existence de la

constante M .
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Indiquons la terminologie courante sur un espace vectoriel normé E .

Boule : on appelle boule (ouverte) de centre 0 et de rayon r (>0), 1'en-
semble des points X tels quelxl<r.

La boule unité ouverte est la boule ouverte de rayon 1 : c‘est 1'ensemble des x
tels quellx Il < 1. La boule unité est 1'ensemble des % tels que x <1 .

Ensemble borné : on appelle ensemble borné, un sous-ensemble de E inclus dans

une baule de rayon fini. .

¥

Le théoréme précédent peut se résumer de la fagon suivante :

Pour qu'un opérateur linéaire P de (E,l.ly) dans (F, N.12) soit
continu, i1 faut et i1 suffit que tout ensemble borné de E soit transformé
par P en un ensemble borné de F , ou encore que la boule unité de E soit
transformée par P en un ensemble borné de F . On remarquera qu'une inégalité
(propriété algébrique) équivaut a la continuité (propriété topologique).

Norme d'un opérateur linéaire continu : on appelle norme d'un opérateur iinéai-

re continu la plus petite constante M réalisant 1'inégalité (1). On notera
cette norme 1Pl ou mieux IPl;, pour indiquer qu'elle dépend des normes

et llih et ”ﬂz

Par définition :

.

(2) e, = splPWl

XEE I x "}

7
Lemme : la norme d'un opérateur linéaire et continu P vaut

IP] — Sup P, — Sup IPIXI,
Ixl, <1 Ixl, =1

Ces résultats sont faciles & démontrer grdce & 1'homogénéité de P .

Exemple : soit €10,1] 1'espace vectoriel normé des fonctions réelles conti-
nues sur L0,]] pour 1a norme uniforme (Cf A.2.3)

Ifll =Sup [F(x)]
x €(0,1]
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Soit P 1'opérateur linéaire (Cf Chapitre 0, § 3.10, défini de E dans E

) X
p i f — (111 dt
0

3

Calculons sa norme :

: X
; SyPl'yrfﬁ)dﬂ \ )
1Pl — Sup [— 2521 %
f IFl

Or : ,

|ﬁmdt’ . ﬂ?(t)\dt <(f
0 0 (ﬂ

t) Sup I (1)1
£E(01]

1
d
7|

Par conséquent|{PI< 1: 1'opérateur P est un opérateur continu sur€(0,1]

@

En outre, conme P(1)=1, ona [Pl=1 : 1'opérateur P est

de norme unité.

’ On démontrerait de méme que P est un opérateur linéaire continu
et de norme 1 sur 1'espace © (0] (Cf A.4.5.2).

-

4. ESPACE DES OPERATEURS LINEAIRES CONTINUS.

Au Chapitre 0, § 3.6, nous avons montré que Hom{ E,F) consti-
tue un espace vectoriel sur le méme corps gue E et F. Lorsque ces deux
espaces sont normés, on peut définir un sous-ensemble de Hom( E, F), 1'en-
semble des opérateurs linéaires continus de E dans F . On note X (E,F)
cet ensemble, qui dépend des normes sur E et F ,

% (E.F) C Hom(E,F)
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Théoréme : S£(E ,F) constitue un espace vectoriel normé sur K pour 1a
norme | P Il définie en (2).

I1 suffit de vérifier d'abord que £(E,F) est un sous-espace
vectoriel, c'est-a-dire que Py = P, € L(E,F) lorsque Pi et P2 Ef(E,F)
Grice & la caractérisation (1), i1 suffit donc de prouver que [P -Rl
est finie. . '

Or : ) .
p .

1Py (x) = Bix) Iy IR ()« IB(x), < HP T Uxky « P, IxH,
< (IR DRl Exl

Soit :

IPh- Bl < (IRl « 1P,

Par ailleurs, i1 n'y a pas de difficulté & montrer que P —~ P constitue

une norme sur £ (E,F). ;

On convient des notations suivantes :

P (E,E) se note en général L(F ). Ona £ (F) CHeml B E)

LE.K) senoteengénéral £ .ona E' CE¥* =

Dans les cas de dimension infinie, on ‘démontre que les inclusions précédentes
sont strictes (Cf. exemples ci-dessous).

L}

L'espace E’s'appeﬂe dual topologique de E pour le distinguer de

E*, dual algébrique. Dans ce qui suit, de nombreux raisonnements utilisent

les propriétés relatives de E et E’ et non celles de E et E*. Cela cons-
titue la théorie de la dualité topologique. Bien entendu, si X’ est un élément

de E’, x’est une forme linéaire continue sur E dont la valeur au point X
est notée
(.x,x")

conformément & la notation du Chapitre 0 § 4.1. De plus|( x, x)I<lxl 1xl
et cette inégalité, formellement voisine de celle de Schwarz, va jouer un rdle

considérable.
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ler cas : soit Ey=E,=E ., un espace vectoriel muni de la norme I.1.

3
P est un opérateur continu sur E si, et seulement s'il existe

un nombre positif @ tel que :

(1) ’ 1 Px)! < a Ixl

En gosant :

IPI = SupllPx)I
Ixig1

On voit que 1'on dispose.de 1'inégalité (1), valable pour tout X de E .

(3) Pl < 1P I

et de : IPl € a

[Pl est 1a meilleure constante possible en ce sens que toute constante in-
ferieure 3 1Pl ne realise pas 1'inégalité (3). Réciproquement, 1'inégalité
(1) caractérise les opérateurs linéaires continus sur E .

2e cas : si Ey=E et E; =K(Roul), P est une forme linéaire continue

(définie sur E & valeurs dans K ). Avec des notations analogues
a celles de 5.3, on pose ;.

K IP1 = SuplP(x)I
Ixl<
on en déduit ]finéga]ité :

(2) IP(x)l < [Pl Ixl

[ Pl est 1a meilleure constante possible réalisant 1'inégalité (2).

5. ISOMORPHISMES D'ESPACES VECTORIELS NORMES.

5.1. Lorsque les espaces vectoriels Ej et E2sont normés, sur le méme

corps K, on dit que P est un isomorphisme d'espaces vectoriels
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= e

normés, si P constitue un isomorphisme algébrique tel que P et son inverse ¥

soient des opérateurs continus.

$'i1 existe un isomorphisme (d'espaces vectoriels normés) entre deux
espaces vectoriels normés Ejet E,, on dit que ces deux espacesvectoriels

normés sont isomorphes.

Du point de vue du calcul, on note que les conditions de continuité
pour P et P- reviennent & 1'existence de constantes @ et D positives
telles que : ’

1P(X), <« alxl,
[Py, < b Iyl

Remplagons y par P(x) dans cette derniére inégalité (ce qui est possible
puisque P est une bijection)

Ixly, < b IP(xI,

On groupe ces inégalités sur une seule ligne pour obtenir 1'écriture carac-

téristique des isomorphismes entre espaces vectoriels normés

i < 1P < ul!xh_l

Les meilleures constantes possibles sont :

a - IP]
: b=

e e == e g4 s ar [ e e e

Supposons que sur un espace vectoriel E , nous disposions de deux
normes, notées |[.], et |.],. Différents cas intéressants sont i en-
visager,

ler_cas : i1 existe une constante positive 0 telle que :

(1) Ix 1, < alxl,

1

pour tous les é&léments x de E .

Ceci signifie que toute boule centrée en (0 pour la norme 1 contient une
boule centrée en 0 pour la norme 2 , grdace a 1'inclusion :
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;X| “X”Q < -[?-EC%XI”)H" < @

Soit [ la transformation identique de E sur E . La relation (1), jointe a
Ta caractérisation d'un opérateur continu, revient & dire que 1'application
identique est continue de (E, I.l3) sur (E, 1.1y ). On dit alors que 1a
norme |||, est plus fine que 1a norme |].|, ou encore que la topologie
associée a la norme 2 est plus fine que la topologie associée & la norme |

ge_cas + |xl, ¢ blxl

La norme |.lv est plus fine que 1a norme 1.1]2

3e cas : alxly < Ix12 < b Ix1,

Les deux normes sont respectivement plus fines 1'une que 1'autre
et la transformation identique de ( E, |.],) sur (E,[.],) constitue un
isomorphisme d'espaces vectoriels normés. On dit que les topologies normées

(ou les normes) sont équivalentes.

~

La relation : 1I.1, plus fine que |.l,  est une relation
d'ordre non total. Il existe en effet des normes non comparables (Cf. § 5.3.5).

IT importe de connaitre les inégalités du type (1) entre les diffé-
rentes normes que 1'on considére sur un méme espace vectoriel, et de recher-
cher les normes équivalentes afin d'effectuer les calculs sur la norme la

plus facile a manier. De plus, i1 faut remarquer que pour deux normes équiva-
lentes, toutes les notions delimite et de continuité coincident. Du point de

vue topologique, on identifie les deux normes.

Une des tédches essentielles de 1'analyse fonctionnelle est de
fournir des moyens de comparaison des normes, donc des topologies normées.

Nous énoncerons 1'important théoréme suivant.

5.3.1. Théoréme : sur un espace vectoriel de dimension finie sur le

corps des réels (ou sur le corps des complexes),

toutes les normes possibles sont équivalentes.
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Ce théoréme fondamental est & la base de la plupart des théorémes
d'existence d'une meilleure approximation pour une fonction donnée et de
bien d'autres théorémes. Sa démonstration repose sur une notion de compacité

que nous n'allons pas évoquer précisément.

Au Chapitre 0, paragraphe 3.3, nous avons établi que tout espace
vectoriel de dimension finie N sur K est isomorphe (algébriquement) &
1'espace vectoriel KN. Pour fixer les idées, nous prenons pour K 1'ensemble
des nombres réels m : "

On peut munir 1'espace|RN d'une norme particuliére, notée Ix]

y est un élément de RN de 1a forme :

Y = (Y1, Y2, ooW)

On pose :

Iyl = Suplyl

k= )")N

On structure ainsi RN en un espace vectoriel normé, noté RN , on peut
alors énoncer le théoréme suivant :

.

5 3.2. Théoréme de Bolzano-leierstrass : de toute suite bornée d'é@léments

‘ N
Dire qu'unesuite yf"’ d'éléments de R est bornée signifie que
cette suite est incluse dans une boule de RN , c'est-a-dire qu'il existe
une constante positive A telle que :

| yfn)
L

7

< A

¥

pour tout i variant de 1 & N et pour tout n.

Si pour tout L fixé, nous pouvons montrer que 1'on peut extraire
une sous-suite y;™)  telle que lim yi("h)  existe, alors le théoréme sera
acquis. h— 00

En effet, construisons la sous-suite yfnh ) qui converge. Puis
considérons la suite yé”h ) et extrayons de cette suite une sous-suite
qui converge. On peut ainsi continuer de proche en proche jusqu'a 1'indice N
et le théoréme est bien démontré.
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I1 reste donc & prouver que de toute suite bornée yﬂ”’

de nombres réels, on peut extraire une sous-suite convergente. On procéde

comme suit :
on a : . ¥ (n)
|Y1 < A
si les yg”) ne forment qu'un ensemble finji d'éléments, c'est que la
suite y,(“’ prend une méme valeur une infinité de fois, doné qu'il existe une

sous-suite convergente.

On peut supposer dés lors que les an) forment un ensemble
infini d'éléments distincts. Divisons le segment [-A, « A] en deux
parties égales [- A,0] et [0, A] . Une de ces deux parties au moins
contient une infinité d'éléments de la suite yf“) . Supposons que ce
soit [0, A] . Divisons maintenant [ 0, AJ] en deux parties [D,A ]

A 2
et [ TT"A]'

-

Une de ces deux parties au moins contient une infinité d'éléments de la

suite yﬂ") . Supposons que ce soit ['U, é}] . Continuons de proche

en proche. Au rang K , on aura une infinité d'éléments dans un intervalle
A

du type [Ax , Bxk] o0 la Tongueur de [ Ay, By] est écale & s
pe

De plus, on a les inégalités :

¥
-

La suite AK et la suite Bk sont des suites de Cauchy puisque (Cf. re-

marque)

IAK+p - AK’ < longueur de LAI(JBK]=‘K—_'1
2

et de méme pour B . Ces deux suites convergent donc, et la convergence

a lieu vers le méme nombre Ao  puisque : |AK - BK|=-——
K1
LK~

qui tend vers 0 lorsque K tend vers 1'infini.
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Si 1'on préléve, & chaque rang K , un élément yf”k’ de la
suite ysn) appartenant & 1'intervalle [AK_,BK] , on constate alors

que la suite  y{"k) est convergente vers Ao , ce qu'il fallait dé-

montrer.

Remarque : dans cette démonstration, nous utilisons le théoréme suivant :
R est un espace complet (pour la définition, voir Chap.2). Ce

théoréme est démontré dans les cours d'analyse élémentaire, et
s apparait comme essentiel lorsque 1'on construit le corps des
nombres réels par le procédé de G. Cantor.

Considérons maintenant deux normes 1.0, et .0, sur un méme
espace vectoriel E  de dimension finie N sur le corps des réels par
exemple. Etre équivalentes paur deux normes est une relation transitive
et par suite le théoréme d'équivalence des normes sera acquis sur E s
nous montrons que toute norme sur E est équivalente & une norme parti-
culigre. Choisissons une base algébrique €3,€, ,...,6y de E . Tout
vecteur X de E s'écrit d'une fagon unique :

L =N
X = in_ei
L=t

Posons :

Ixl = Sup x|
» L=1_.N

L'application X s Xl définit une norme sur F

Nous allons montrer que f[.] et |.l; sont en fait équivalentes.

Lemme 1 : i1 existe une constante b telle que 1'on ait :

(1) Ixl, < b Ixl
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En effet :

N N N
Il = 10xed < & halled < (3P150)(Ljea,)
L= i=1 L=l

-

E'-'L",N
< b lxl

en posant :

4

Lemme 2 : i1 existe une constante O telle que pour tout x de E

(2) “xl < a Ixl,

Supposons que (2) ne soit pas vérifiée. On peut alors construire
une suite x{™) de vecteurs de E telle que

X1 <« 1 et I =Sup 1K™ S5

F t=i N

T

Posons donc :

¢ @, =5p [¥M] et formons y _ Ti

Lt N - o,

Appelons y(“)1e vecteur de RN dont les composantes sont Jes yE”)

(n)

Puisque ]y{”)ls;l , le'vecteur y‘" reste dans le cube unité de RN et

1'on peut appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass. I1 existe une sous-
suite y“k ' convergente vers un &lément y° de R", clest-a-dire
qu'il existe N nombres réels yz , compris entre =1 et +1 , tels
que :

(n,)

Lim [y{"%= y?

k — + @

Avec un peu de réflexion, puisque y® %= 0 , on notera que 1'on peut
choisir un nombre & positif de sorte que :
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C

It

t=N N
I Y yee.l, - €2 lel,
L=1 |'.=|

soit une constante (strictement) positive. I1 existe un entier K tel que
pour tous les entiers Kk supérieurs @ K , on ait :

ny"k’—y$[ < & , ivariantde 1 a N

ponc, en utilisant 1'inégalité triangulaire (Cf Remarque ; A.2.2), on a :

' 4
L=N tne) N (nk} N
1>1rx"™el, = Z( °) e 20yl el
i=1 L=1 i=1
N , i=N
> ocnk[l in Yi EJIE-EJ.LZ:‘ IIeLIL]

Soit 1 >Cn, ce qui est contradictoire puisque n, tend vers 1'infini
et C est positif q.e.d. » . p

T

En définitive, (1) et (2) impliquent :

T+hl < Ixl < alaly

c'est-d-dire 1'équivalence des normes I.1 et |. I, et donc plus
généralement 1'équivalence de deux normes quelconques définjes sur E

Finalement, 1'étude tant topologique qu'algébrique d'un espace
vectoriel de dimension finie sur K , se raméne & 1'étude de K™ ( K étant
R ou L , et N 1la dimension de 1'espace).

Le théoréme d'équivalence des normes est inexact en dimension
infinie car le théoréme de Bolzano-Weierstrass n'est plus valable lorsque
la dimension n'est pas finie. Au paragraphe 5.3.5. nous construirons un

contre-exemple significatif.
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Corollaire : sur un espace vectoriel de dimension finie, tout opérateur lindaire

est continu.

Lorsque 1'opérateur P est bijectif ce corollaire se déduit direc-
tement du théoréme d'équivalence des normes puisque X —aw—s || P(x)] définit
une norme.

Par passage au quotient de 1'espace de départ par le noyau de
1'opérateur P, on se raméne au cas précédent lorsque 1'opérateur P n'est
pas injectif. ' ‘

4

Sur 1'espace vectoriel R3 (en fait, nous considérons plutédt
1'espace affine associé en imposant une origine commune ( aux vecteurs
associés) nous avons construit trois distances distinctes en A.1.2.2. Ces
trois distances proviennent des trois normes suivantes :

FOMI, = Sup(IxLlylizl)
10M 1, = Ixlelylslzl .

|

o
=

s

v;z+ y2+ 72

P
ot OM désigne un vecteur de composantes X,y et Z

On obtient facilement les inégalités suivantes qui démontrent,
dans ce cas particulier, le théoréme d'équivalence pour les trois normes
considérées

—_—

a 10M1, < 10Ml; < bIOMI,

cloMl, < N0MI,< dloM,

et

—

el0 M, < 10MI, < f 10MI,

oll les constantes Q@ , b ,Cc ,d, e et f ont Jes valeurs respectives

a=1, b=\3, c=1 , d=3 , e-= =1

1
V3
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Si 1'on envisageait R™ , au lieu de R3 , le nombre 3 serait partout &

remplacer par le nombre DN

a) soit En 1'espace vectoriel constitué par les polyndmes & une indéterminée,
de degré inférieur ou égal @ n et dont les coefficients sont réels.

Un élément de Ep est noté&, en ordonnant ses puissances, selon

’ n

P(x) = Qo+ X+ _______ +Q, X

On définit 1a somme P+ Q et le produit AP comme & 1'accoutumée :

Pix)+ Q) = Qo+bo *+_______ s (00 s ba) X"
AP (x) = MNQo 4o+ AQn X"
lorsque P(X) = Qo+QX*_ccee—. «a x"
et ' Q(x) - bo*b“x* _______ + b Xn

tandis que A est un nombre réel que1conque;

Les polyndmes Po(x)=1, B(x) = x ,...R(x) = X" , constituent une base de
1'espace vectoriel réel En dont la dimension est alors ns+1.

-

Construisons deux normes distinctes sur cet espace de dimension finie :
. p .

1P, = Sup (ladlal, o _ Jaly = Sup la
i=0,._,n
et |
1Pl, = Sup [P(x)]
XE E1+q

La premiére nerme est classique sur un espace vectoriel de dimension
(n+1 ), rapporté 3 une base donnée (exemple A, § 1.2.2, norme 1) et
nous avons déja utilisé la deuxiéme norme (exemple 2.3 car 1'on peut
considérer En comme un sous-ensemble de‘Q[-1}T] et en faire ainsi un

sous-espace métrique).
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Le théoréme d'équivalence des normes permet d'écrire a priori les deux

inégalités suivantes, ou Q@ et b désignent des constantes positives
a IPl, < IPl, < bIPL

Voyons ce qu'il en est directement.

La constante b est facile & déterminer grace i 1'inégalité :

Sup IP(x)] < (ns1) Sup ol

s
xe[i+1] iz e

donc on peut prendre bgn+l. En fait, la valeur N +1 est effectivement

atteinte par le polynome :

Plx] = 18K #-cuee +x"

pour la valeur X = 1. On prend donc b=n+l.

‘La constante @ est moins facile a calculer et on admettra sa valeur
(Cf. exercice N° 23)
g = 28 7

: o
effectivement atteinte par un multiple scalaire du polyndome de Cebicev
d'ordre N

rTn(x) - cos.(n Arc cos.x)
; B

b) extension : on appelle ensemble E , la réunion des espaces vectorielsfp:

E est 1'ensemble des polyndmes & une indéterminée sur le corps des nom-
bres réels (polyndmes de degré quelconque). L'ensemble E est structuré
en un espace vectoriel sur le corps des nombres réels, de la méme maniére
que En . D'ailleurs En est un sous-espace vectoriel de E . visiblement

aussi, 1'espace £ n'est pas de dimension finie puisque les vecteurs

PO[X) = ] 5 P1{X)=X ) P?{X) = Xz,--_.,Pn(X) = Xn____

sont linédairement indépendants
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On remarque que £ peut &tre considéré comme un sous-espace vectoriel

de €[-1,+1].

Grdce & la connaissance de b = n+1
, n_1
et de —l- = 2
4

fonctions croissantes et tendant vers 1'infini lorsque N croit, on peut
constater que, sur E , les normes [P, et IPl, ne sont pas équiva-
lentes. En effet, les expressions

IP|1 et HP"z
[PT; PTi

ne peuvent pas rester bornées lorsque P parcourt 1'ensemble E puisque
déja sur En, on a les estimations :

sup MPh _ 1 pee
peEn P], O
« _ sip IPl2 = b = nai

PeEEn P

On peut ainsi constater que nous avons construit sur E deux normeslI.L
et ﬂ."g qui induisent des topologies normées non comparables. Tout
provient de ce que E n'est pas de dimension finie. =,

5.4. Sous-espace_vectoriels _denses.

Au Chapitre 0, nous avons défini un sous-espace vectoriel. Les
notions de topologie permettent de distinguer certains sous-espaces vec-
toriels particuliers.

Soit E un espace vectoriel normé sur K et Fun sous-espace
vectoriel de E (voire méme un sous-ensemble quelconque).

5.4.1. Définition :

On dit que F est dense dans E Tlorsque tout vecteur X de F peut étre

approch&, d'aussi prés qu'on le désire, par un élément y de F
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Pour tout X dans E , et tout E£>0, i1 existe y dans F

tel que ‘
Ix-yl <€

-

I1 existe une définition équivalente.

1

Définition : F est dense dans E si, pour tout X donné dans E , i
existe une suite x, d'éléments de F telle que :

. lim Ix-x,l = 0
N— 00
Tout théoréme de densité est un théoréme d'approximation.

réels.

Un sous-espace vectoriel F d'un espace E normé est &videmment

dense dans lui-méme.

-

Définition : F est dit fermé si toute suite convercente dans E et formée

d'éléments de F , converge vers un &lément de F .

Un sous-espace est fermé s'i] ne permet pas d'approximer d'autres
&1éments que ses propres &léments.

. Nous utiliserons ce vocabulaire commode d'espaces denses et

d'espaces fermés. Bien entendu, ces notions restent relatives au choix

d'une norme, c'est-a-dire d'une topologie. Toutefois, lorsque deux topo-
logies sont comparables, om peut comparer les sous-espaces fermés. On
dispose du théoréme suivant : \

5.4.2. Théoréme : soit E un espace vectoriel muni de deux topolo-
| . 11 et [.l2. Supposons que | .|,
soit plus fine que | .[; (c'est-d-dire qu'il

gies normées

existe une constante a> ( telle que |Ix], < a lxI,)
Tout sous-espace vectoriel fermé pour la topologie

2 est fermé vour la topoloaie 1.
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Soit F un sous-espace vectoriel fermé pour la topologie 2
Soit Xpn une suite de F convergeant au sens de la norme |.[, vers un
élément X de E . On a la majoration :

Ixn =xll2 < alxn-xly

La suite X, converge donc au sens de la norme 2 ce qui, joint & 1'hypo-
thése,entraine que X appartient & F.F est donc &galement fermé pour la
topologie 1. '

L

&

Corollaire : pour deux normes équivalentes, les sous-espaces vectoriels

fermés coincident.

Ce coro11a1re-permet, lors de la recherche de théorémes d'appro-
ximation, d'utiliser parmi les normes équivalentes celle qui se préte le

mieux aux calculs.

Définition : soit F un sous-ensemble d'un espace vectoriel normé E. La
fermeture T de F est 1'ensemble des éléments de E qui

peuvent s'obtenir comme limite de suites d'éléments de F

La fermeture d'un sous-espace vectoriel est encore un sous-

espace vectoriel. On peut montrer que F =F , c'est-d-dire

que la fermeture d'un sous-ensemble est un fermé.

—————————————————————— . 4
Déterminer la fermeture d'un sous-espdce vectoriel F d'un es-

pace E , c'est déterminer les &léments de E approchables par des éléments

de F . On dispose d'une technique de dualité trés puissante pour ce faire,
technique dont un usage remarquable sera fait au Chapitre III sur les métho-
des hilbertiennes.

Théoréme : soit F un sous-espace d'un espace normé E . L'espace F est

dense dans E si et seulement si toute forme linéaire et conti-

nue définie sur £ et nulle sur F est nécessairement la

forme nulle.

Soit F =EFE et L est une forme 1inéaire et continue sur E , nulle
sur F . Soit X un point de E , x est limite d'une SuiteEXn]Jn;Q Q)
de points de F . bonc
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lim L(x,) = L(x) mais L(x,) =0 pour tout n ,
ne=t oo .
donc L(x) =°%0 et par suite L= 0

Inversement, soit X E’l_-: » ce qui revient & dire, puisque F-F ,
qu'il existe >0 et [X +yl > a pour tout y EF . Par suite, défi-

nissons une forme linéaire L sur 1'espace vectoriel ?‘.engendré par F

et ix} selon
L ()‘x*Y) = AE[

pour tout A de R et tout y de F . Par suite,si A 30,

on a : l])w—{-[[;a ldonc

IL (Ax+y)] = |A1u<|r«|uw§u = Ayl

et si A =0

0 = [Liy)l < Nyl

-

On a donc toujours : .

L%y < TAxsyl

c'est-da-dire que L est une forme linéaire et continue sur » nulle
sur F . On déemontre (Cf théoréme de Hahn-Banach ci-dessous) qu'on peut
prolonger L en une forme linéaire (encore notée L ) continue sur
tout E . - .

ona L(F)=0 et #L(x)=a % 0, ¢e qui est contradictoire.

L'étude de la densité (ou de la théorie de 1'approximation) est
donc simplifiée dés que 1'on connait bien le dual topologique de 1'espace
sur lequel on se place. Tel sera le cas pourles espaces de Hilbert que
nous envisagerons au Chapitre III, ce qui explique une partie de leur
succés. Terminons en énongant le théoréme utilisé :

Théoréme de Hahn-Banach : soit E un espace normé et L une forme lingaire

et continue sur un sous-espace vectoriel F deE

(c'est-d-dire telle que ]L(y)[< I LHuyﬂ pour tout
y de F ).
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~t
Il existe une forme linéaire et continue | sur E , prolongeant |

(Liy) = Lty) pour yEF ) et telle que |Lixl < LI Ixl

pour tout X de E

Nous ne démontrerons pas ce théoréme et renvoyons le lecteur @ la bibliographie
indiquée en fin de volume.
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EXERCICES SUR _LE CHAPITRE I

EXERCICE N° 11:

Soit E un espace vectoriel de dimension N sur le corps des nom-
bres complexes. On définit sur E une norme particuliére liée au choix d'une

base ( €5 €ps..-5®, ).

Si X s'écrit (d'une maniére unique)

X =X,8¢___+X € 0l x, €
On pose
2 2
Ixl = Ix% ===+ Il
k=n
[x1 est une norme provenant du produit scalaire <:x,y;>,Z:xk Vi
k=1

et E est un espace hermitien.

1°) Soit A un élément deHom( E,E ) représenté par une matrice A dans la
base ( €4 ...8n ). Montrer que

Sup [Ax] = 1A]

NXM=1

@

définit une norme sur Hom ( E.E ).
' 1
2°) Vérifier 1'inégalité :

1A Bl < 1Al IBI

3°) Supposons la matrice A hermitienne sur E , de valeurs propres A. .
Montrer que

L=1,.,n

Interpréter en termes de valeurs propres de [B] = {9;:] les conditions pour que
n“ nombres g (i l...,n3J=1, ..., n) permettent de définir un produit

2 1 =
scalaire (cf'IA 4.5.1.)
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4°) Pour une matrice quelconque, de coefficients a;j » montrer que

Sup N < n Sup la;;|
L

Que peut-on dire de |A| par rapport aux valeurs propres de la matrice A ?

EXERCICE N° 12 : . )

On utilise les notations de 1'exercice précédent.

Montrer que

1AL = T (L (A7)

(ot [A]* désigne la matrice adjointe de [A] ), est une norme sur
Hom ( EsE ), (1a trace notée Tr A d'une matrice A est la somme des coefficients
de la diagonale de A).

EXERCICE N° 13 :

Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que 1'application
Yy ——llyll est une application continue de E dans R
r‘

- ¥

EXERCICE N° 14 : :

. ,
Soit E un éspace vectoriel réel normé. On suppose que cette
norme X — || x| satisfait 1'égalité d'Apollonius. '

Ix «yI? « Ix =y ]2 = 2(]x]? « |yP)

Montrer que cette norme provient d'un produit scalaire.

EXERCICE N° 15 :

Soit E un espace vectoriel normé réel et P un opérateur Tiné-
aire défini sur £ , a valeurs dans F ( PE Hom (E, F)), ol0F est un

espace vectoriel normé.



Montrer qu'une condition nécessaire de continuité pour P est
que 1'ensemble des vecteurs x tels que P(x)=0 (noyau de P) soit

fermé. Examiner si la condition est suffisante. (cas F quelconque et cas

F-IR ou C ).

Application : montrer que 1'ensemble des fonctions f de € [0.1]telles que

[HX) dx = 0, est.un ensemble ferméae G [ (1]

0
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Chapitre IL

ESPACES NCRMES COMPLETS

F 4

La droite réelle est le modéle qui a donné naissance aux espaces
vectoriels topologiques plus généraux. Mais la droite réelle posséde de
nombreuses propriétés que ne posséde pas tout espace normé. On classe alors les es
paces normés selon les propriétés qu‘ils ent-en comrmun avec la droite
réelle. Nous prendrons 1'exemple du critére de CAUCHY afin de dispo-

ser d'une technique pour.1'étude de la convergence.

-

" 1I1.1. CRITERE DE CAUCHY, ESPACES DE BANACH ET DE HILBERT.

Lorsque 1'on se donne une 5uiteixng de nombres réels, on peut cher-
cher & savoir si cette suite est convergente, sans avoir cependant de moyen
pour deviner quelle sera la valeur éventuelle de & limite . I1 existe un
théoréme qui permet de démontrer qu'une suite de nombres réels est conver-
gente,, avant de savoir vers quel nombre elle converge (les fermes de la
suite forment alors des approximations successives de ce nombre).

-

I11.1,1. Définition.

, ,
Une suite X, de nombres réels est convergente si,et seulement si,

3 tout nombre £ positif, on peut faire correspondre un entier N tel que,

pour tous les entiers m et n supérieurs ou égaux a N , on ait :

Ix. -x| <€

Ce critére (condition nécessaire et suffisante de convergence
d'une suite de nombres réels) est di & CAUCHY et on veut le transcrire en

termes d'espaces normés. Dans ce cadre plus général, définissons une suite

de Cauchy :
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Une suite de Cauchy dans un espace normé (E , .1 ) est une Suite[xn] de
points de E telle quel'on puisse faire correspondre & tout nombre £ positif
un entier naturel N de sorte que pour tous les entiers m et N Supérieurs

ou égaux a N , on ait :
Ix, -x <€

a) Montrons d'abord que sur un espace normé toute suite converaente constitue
une suite de Cauchy. En effet, soit[k&] une suite convergeant vers un élément
Xo
exi%}e un nombre N ‘tel que pour tout N supérieur ou égal 3 N , on ait :

au sens de E . Par définition de la convergence,pour tout £>0 , i1

€
Tx., - x, Il<2_

Par conséquent, pour un couplem , n d'entiers naturels Supérieurs ou égaux
& N , on a la majoration de Cauchy :

E &
X - x < x x Tellx  x (1< 5

soit

Ilx- x, <€

b) Inversement, des exemples simples montrent qu'une suite de Cauchy n'est
pas toujours convergente dans le cas d'un espace métrique quelcongque. On
pensera, par exemple, au corps des nombres rationnels, Q ,. considéré comme

sous-espace métrique du corps des nombres réels R . Soit{;é} une suite de
nombres rationnels conyergeant vers le nombre V2. Par exemple la suite des ap-

proximations décimales de V2 (% =1 5%, = 14 5 %= 141 5 X, =1414) est

~de Cauchy au sens de R et a fortiori au sens de § R ,puisque les x, sont des
nombres rationnels. Or Vﬁ? n'est pas un nombre rationne].(x 7est une suite de
Cauchy de nombres rationnels qui ne converge pas vers un no;gre rationnel.

Cette remarque justifie la définition suivante :

IT.1.2. Espaces_normés_complets : espaces de Banach.

Un espace normé est dit complet lorsque_1e critére de Cauchy

s'applique, c'est-i-dire lorsque toute suite de Cauchy de cet espace

converge au sens de (E .|| .| ).
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Théoréme : la droite réelle est un espace complet (critére de Cauchy).

De méme, 1'espace IR™ , 1'espace des nombres complexes [
le produit " , sont des espaces complets.

Bien des espaces importants de 1'Analyse sont des espaces complets

comme nous aurons 1'occasion de le voir.

’ Reprenons 1'espace € [Q1] et montrons qu'il s'agit d'un

espace normé complet.

Soit%nk une suite dans 4 [Q]] , telle que, pour tout
€<0 , il existe un entier N =0 assurant, pout tous les entiers m
et N supérieurs a N. , 1'inégalité :
(1) I, - £ = Sup I, (x) = fp (X)]
xe [01] d

Fixons X ; la suite numérigue{f,1 (X )Eest‘de Cauchy et converge donc vers
un nombre noté f (X ). Maintenant X —— T (X ) définit une fonction f
de [Uﬂ] dans R . De plus, pour tout X. , 1'inégalité :

£, (x) - f,(x)[<E S

.

entraine :

lim If, (x)-f_(x) I<€

M > o
soit :

[f(x) - f(x)l<E
pour tout nombre X du segment ‘[Uﬂ ] , c'est-d-dire, pour tout entier n

supérieur ou égal a N

(2) Suplf,(x) - f(x)]<E
xe(01]

ou encore : [If,-f|l<€
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Par conséquent, la suite de fonctionslfnl converge au sens de la convergen-
ce uniforme sur le segment [01] vers la fonction f

Démontrons enfin que f  est une fonction continue.

Soit € un nombre donné, X, un point donné de [01] .
Formons :

Pt = f(x)- £y () £, (%) = 6, (%)« £0x) - f (%)

-

Majorons

[ (x)-f (x| £x)-f, () £, (x) -fa ()] falx,) - f (x) |
=< 2 -4 0o 10 (%) <f5 (%) ]
Choisissons n  tel quellf- f,| < &4 » ce qui est possible d'aprés
(2). Puis, n  fixeé, choisissons R tel que | f (x)-f (x)I<%?
pour| X _ Xl<M  ce qui est possible grice a la continuité de f,. Par suite,
pour tout x satisfaisant | x - X, ]<n, ona:

If (x)-f (x,)[<€

ce qui établit la continuité de f et termine 1a démonstration puisqueifng
est une suite de Cauchy, convergeant vers la fonction continue f , au

sens £[0]1] - Nous avons donc établi que : T

E’U%T] est un espace vectoriel normé complet.

7

Reprenons 1'espace préhilbertien réel l2 défini au Chap.IA,§4.5.3
et montrons que cet espace est un espace complet pour la norme :

Ix 11 =\/E % f
n=1

T 2 ; 2z : ;
Nous avons déja dit que 1'espace | constitue une généralisation
. . e o n
naturelle, pour une dimension infinie, de 1'espace euclidien R de la
géométrie usuelle. Dans ce cas, (Xn )nz1 sont les coordonnées du vecteur X .

I ; - e o ; 2
Le langage géométrique, support de 1'intuition, doit &tre conservé pour |
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et nous allons montrer comment des propositions naturelles de géométrie

ordinaire se traduisent dans ce cadre plus général.

On sait déja quelRn est un espace complet. Montrons quel2
est également un espace complet. Ce résultat est important car i1 permet
: L. 2
de faire des calculs de séries sur [ comme dans le cas de R

(m ) une suite de Cauchy d'éléments de 12 s

Soit donc X
c'est-a-dire :

x(m) (m) (m) (mj ) .

g™ X e
Pour tout € positif, i1 existe un N tel que pour tout m et

tout p  supérieurs a N , on ait :

Mx™- x P <€

c'est-a-dire :

@
2
Y |xn(m) _xP <e

nzl n

En particulier, pour tout N donné #
(m) (p) p
hl(n - ).(n . <&

pour m etp supérieurs a N
(m) ‘ e ; .
Donc Xp , pour N fixé, constitue une suite de Cauchy de
nombres réels et converge, puisquelR est complet, vers un nombre réel
noté X, -

De plus, on peut tcrire 3 1'ordre K

ek (p),2 2
m
na\xn _xp | <€

pourm etp supérieurs a N

Faisons tendre p vers 1'infini, k restant fixé. Pour chaque N

x&w converge versx, . On peut alors écrire !
n:zk
(m) 2 2
2| X, - X, < £

n=1
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Montrons tout d'abord que X = (& ) X
un élément de |2

On dispose de

n=k n=k
\/ 2 \f.2 |/ (m) 2
Lox P < Vel | X"
n=1 n=1
grace & 1'inégalité triangulaire a 1'ordre k

; ce qui est T'inégalita
: . k
triangulaire de la  géométrie de IR *.

. Passant & la limite en k

» 11 vient ‘aussitot

H & 2 \f - (m), 2
ngilxnlgsw- Z[Xn l < +09

n=1

De plus, de 1'inégalita :

lorsque m = N, on déduit en

- .
(m) 2 2
n§1lx” - X, l<¢
soit :
1x™ _ x [<¢

=

pour tout m= N

Nous avons bien démontré que la suite de Cauchy X o d
2. ;
converge au sens de | vers 1'élément X = ( X, s Xy seeea X yull) de 12

2
l
2 )

L'espace | est _un espace préhiTbertien normé complet.

e

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Les espaces de Banach Jouent un grand rgle en analyse tant par
leurs remarquables propriétés que par leur fréquente réalisa

tion.

2 2rrsXy  s...) définit



_99-

Un espace K, 1'espace E’[Uﬂ] ,etc. sont des espaces de
Banach. De plus, au paragraphe suivant, nous allons donner une méthode visant

3 rendre complet tout espace vectoriel normé.

Un espace de Banach dont la norme dérive d'un produit scalaire
s'appelle un espace de Hilbert. Ou encore, un espace préhi]bertien complet

est un espace de Hilbert.

Dorénavant, naus allons essentiellement considérer des espaces
de Hilbert. Le Chapitre 111 étudie les propriétés générales des espaces
de Hilbert et des opérateurs définis sur les espaces de Hilbert.

Cependant, il jmporte de savoir construire de bons espaces fonctionnels
qui soient des espaces de Hilbert. Une technique trés générale va gtre

décrite en II.3.

I1.2. THEOREME DE PROLONGEMENT D'UN OPERATEUR CONTINU.

Auparavant, nous allons établir un theoréme de prolongement montrant
tous les avantages des espaces complets et mettant en avidence le rdle tout
particulier des sous-espaces vectoriels denses pour 1'étude des opérateurs

linéaires.

~

Théoreme de prolongement @ soient E ot F “deux espaces vectoriels normés

ou F est supposé de Banach. Soit E, un sous-espace vectoriel dense de E

Tout opérateur linéaire continu P, dafini sur By ot 3 valeurs dans F ,

se prolonge d'une maniére unique en un opérateur linédaire continu p , défini

sur [ & valeurs dans Fo. x o f

Ceci sjgnifie qu'il existe un opérateur linéaire continu unique P
(élément de L (E ,F)) tel que :
. ; :

P(x) - P(x) pour tout x  dans E,

Démonstration : la continuité de P de E dans F " assure 1'existence d'une

constante IPIl  telle que :

Vx € EHHP(X)HF < IIPI H)(llE1

(nous avons, bien sdr HX\E - HE . Cf. Chapitre 13A § 1.3)
i
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Soit Y un élément d

.= 100 -

e B . Puisque E, est dense dans E , i1 exis-

te une suite(y ] d'élements de E1 convergeant vers y . La suitelyn] . ast de
n71

Cauchy et i1 en est de méme pour|[P (yn )] dans F puisque :

n:l

n2i

I Py, - Pyl = TP (y, -y )< TPIIy Sl

Or F est de Banach, par consé

quent P(y,)  converge vers un &l&ment nots

ﬁ( y) . Pour assurer la cohérence de cette notation, i1l convient de montrer qu'une

autre suite[y ] ~ de E, convergeant vers x » donne une suite Py, )
‘ ne1

qui converge dans = F vers

le méme vecteur P(y) . or :

TP {yn ) =P lyn) I < P y2_ y, i

et -
Limlly, _y.ll =0
N—s»wm J
. St % i : ;f L - dans E
puisque par définition : Llim y' - ImYys = y._ ans
N-s@ & n_@

En conséquence Eky) ne dépend que de' Y et non de la suite {yn}

Nous avons ainsi défini une application P

xl — i, P (X)

qui, & tout X dans E , associe un &lément P (x) ‘de F.7Bien entendu,

six € B ,P(x)=Plx)

peut étre utilisée pour définir P (x) . P prolonge 1'opérateur P

puisque Ta suite stationnaire[y, = x]n
71

Montrons que ¥ P est linéaire : soient Yo - et y: © deux suites

(de Cauchy) dans'E1 » convergeant respectivement vers y et y’

P(Aynq,

Soit :

ﬁ(Ay +l_jy') -3

n-

ce qui &tablit la linéarita.

By = AP(y,) s uP (y))

m(APLy ) s gP(y))) = AP (y)+ uP(y")

n
-+ Q0

Assurons maintenant la continuité de P : ceci provient des
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inégalités :

TPy ). < 1P Iyale ou y e

pour tout N , donc par prolongement :

1Pyl < [P Dyl

soit :

Pl < IPI

mais un examen facile conduit &

P = 1P
Reste & établir T'unicj}é du prolongement P . Supposons qu'i]'existe un
deuxiéme prolongement P . On aurait :
P(x) = P(x): P(x) pour tout X  dans E,

Pour toute suite Yo de vecteurs de E, convergeant vers y dans £
on aurait grdce 3 la continuité du prolongement:

Ply) zLim P(y, ) et Lim Ply,) = P(y)
(PN
d'ot P= P c.q.f.d.

Le théoréme que nous venons de déemontrer est 1mportant car 11 permet de
travailler sur un sous-espace dense, du moins en ce qui concerne un opérateur
Tinéaire continu. Ce sera le théoréme clef pour la construction de 1'intégrale
de Lebesgue.

Notons le rdle essentiel joué par la continuité de 1° opérateur et par le
fait que 1'espace ol 1'opérateur prend ses valeurs est complet. Signalons qu'il
est possible qu'une forme linéaire, continue sur un sous-espace dense, par exem-
ple nulle sur ce sous-espace, se prolonge en une forme linéaire non identiquement
nulle et donc non continue sur 1'espace entier.
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Nous serons ainsi amenés & étudier certains sous-espaces denses
d'un espace de Banach (Cf. notion voisine de sous-ensemble total, Chapi-
tre I1I1). Venons-en, maintenant, a 1'étude promise de la complétion.

-~

I1.3. COMPLETION D'UN ESPACE NORME.

Nous avons noté au paragraphe précédent que 1'espace Q des nom-
bres rationnels ne forme pas un espace métrique complet. Cependant, il existe
un espace normé complet bien familier : la droite réelle. Cet espace contient
1'es§6ce 0 et tout point de R peut s'obtenir comme limite d'une suite de
Cauchy de nombres rationnels. Ce procédé abstrait de construction des nombres
réels au moyen de suites de Cauchy est di au mathématicien G. Cantor Le
procédé est généralisable & tout espace normé.

[1.3.1. Théoréme de complétion : A tout espace normé (t , [l . Il ), on peut
associer un espace normé complet ( E . []i | ) tel que tout &lément de g
s'obtienne comme limite d'une suite de Cauchy d'éléments de E .

-

De plus, (E, 1 .l ) est un sous-espace métrique (dense)_de
1'espace ( E " lifdﬂ ). En particulier, pour tout point x de E :
Iy . = Mxh
at per) ; '
L'espace (E . I -} ) est appelé le complété de (E -0 )-
s « . g

Nous ne ferons qu 'indiquer briévement 1'idée de la demonstrat1on peu enrichis-
sante en soi. On cons1dere 1'ensemble e des suites de Cauchy sur E . un @le-
ment de § est donc une suite x-[xJn?? de Cauchy d'éléments de E . On dit que
deux suites x et x° sont équiva1entes lorsque '

Lsmllx - X ]l :
On cons1dere alors 1' espace vectoriel E des classes d'equ1va]ence dans @
~ Soit X un élément de E et X:z| &Jn)1 un représentant de X dans E
On pose
1% 0 = Lim fIx
N—+ @©

On montre sans peine que cette définition a un sens car [ X,|| forme une suite
de_Cauchy de nombres réels et ne dépend que de la classe X de X . En outre,

” ” constitue une norme sur E
# Un h1stor1que de cette question est discuté dans le volume 3 de Nanta Iremica, publi
aussi chez CEDIC/NATHAN : Nombre, mesure et continu, Epistémolocie et h1st01re
J. DHOMBRES (1978).
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De plus E peut étre envisagé comme sous-ensemble de E en associant a
1'élément X de B la classe d'équivalence de la suite stationnaire

[ x,x.,x,...].

En outresi XEE  , on a bien
—
Ix=1x

Deux choses restent a montrer:

d'une part que E est dense dans E , ce qui n'est pas trés difficile
puisque, pour parler.de fagon imagée, un é&lément X est la Timite, qui manque
peut-étre dans E , d'une suite de Cauchy d'éléments de E . Le procédé de cons-

-

truction de E a é&té de "boucher tous les trous possibles";

d'autre part, et c'est 1'essentiel, que E est un espace normé
complet. En un mot qu'il n'y a pas de nouveaux "traus"! ce point technique
se vérifie sans trop de peine par extraction convenable d'une suite dans une
suite double. ' |

Pour résumer, E apparait comme 1'ensemble des "limites" de suites

- de Cauchy d'éléments de |E . On peut méme facilement montrer que si E~ est
un espace normé complet ayant vis & vis de E' les mémes propriétés que .
alors E7 et E' “sont isométriquement isomorphes en tant qu'espaces de Banach
(utiliser le paragraphe 2).Ceci justifie 1'emploi de 1'expression :?ilg_comp]été
de E. ; ’

Au lieu d'insister sur ces généralités, donnons un remarquable
exemple d'application.Signalons cependant que si (E, || || ) est un espace préhil-
bertien, on peut choisir pour (E,Ir?h) un espace de Hilbert, dont le produit

scalaire < , > prolonge le produit scalaire défini sur E.

Sur 1'espace vectoriel [ [Uj] des fonctions continues réelles,
nous avons défini deux topologies normées donnant les espaces ?[O,”
et & [01] (cf chapitre 1, A.4.5.2).

Comparons maintenant les deux topologies normées que nous avons
définies sur 1'espace vectoriel [ [QT] . Grdace aux propriétés bien
connues des intégrales définies, on démontre facilement :

1
1
llfJIj: flf’(t)ldts Sup  [f%(1) I(/ffdt :(Sup lfml)2

tEI.OJ'II telo1l
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En notant : ; -
£, (fo fnfa)

et

Nf0 = Suplf(t)
" P ten
il vient donc : ’

. L, st

Cette inégalité implique la continuité de 1'opérateur identique de E[Uﬂ]
dans & [01] (Cf. § 5.2), ce qui signifie que 1a topologie de f[Uﬁ]
est plus fine que 1a topologie de & (01] .

Par ailleurs, 1'espace & [01] , espace préhilbertien
réel, n'est pas un espace normé complet en ce sens qu'une suite de Cauchy
sur & [Uﬂ] ne converge pas toujours vers un élément de Cf[UJ]

On considére par exemple la suite de fonctions f,., (continues) définies par
les formules suivantes (cf figure)

e 1 1 fn )
(20 si - I ~ 11 _
? Z n
L} -
- 2 G
f, (x) ¢ | o 1
= - s X122 — 4+ — o
E : Z Zn 0 J-1 13 1T %
T
2 22" 2n
2
k_]inéaire entre L, 1 et 1 Tl 1
2n 2 Zn
La fonction X —f (x) est continue et la suite f, constitue une

suite de Cauchy au sens de & f[]ﬂ] puisque pour p=n (Cf Figure) :

I - tl, <

nn
Vn~
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Cependant, si la suite fn convergeait vers une fonction continue au sens de la

norme | | , L(f,) convergerait vers L(f) pPour toute forme linéaire continue

L sur [0, 1] . En particulier L(f) = J f(x)dx pour 0< a <b g 1. Or, si
a : b

0Ogasgb<1/2, ona L(fn) = 0 pour n assez grand. Donc O = I f(x) dx, ce
a

qui fournit par dérivation en b, f(x) =0 pour' X ¢ [O,-%[ et par continuité

pour x € [0, l]. On aurait de méme f(x)=] pour x ¢ (172, 1]. Mais f(1/2) = 0 =
-ce qui est impossible et d'ailleurs, on note que fn converge au sens de | szers
f ool f(x)=0 si 04&x<¢1/2 et f(x) =1 sil/2¢x<1. On peut méme précise

f(1/2) = 1/2 puisque Lim fn(%J = %—, cependant cette valeur ne joue aucun rédle
Ny
pour la.convergence au sens de || “i

Ce dernier exemple permet d'assurer que les topologies normées définies sur
[ [0,1] par }?[UJ] et C(0,1] ne peuvent étre équivalentes.

La topologie de e10,1] est strihtement plus fine que la topologie de
t§[0,1] - En effet, s'il y avait équivalence des topologies, les deux

espaces CTl0,1]. , et €1(0,1] auraient les mémes propriétés

d'gspaces normés et seraient ainsi, ou tous les deux complets, ou tous

les deux non complets. Or, 1'espace €[0,1] est complet, et 1'es-

~ pace C [0,1] ne 1'est pas!

Conformément & la théorie énoncée en 1.3, proposons-nous de carac-
tériser le plus petit espace normé complet contenant 15[0,1] comme
sous-espace métrique. Nous cherchons donc 1'espace de Hilbert complété du pré-
hilbertien G (0,71 . On note 12 [0,]] cet espace de Hilbert. Bien
que tout élément f de L [0,1] soit une Timite en moyenne quadratique
d'éléments fn de O (0,1] formant une suite de Cauchy dans O (0,11,

il ne parait pas aisé de représenter concrétement les &léments de L (0,1].

On a cependant le théoréme suivant , dont nous etablirons les étapes essentielles.
Théoréme :

Soit fn une suite de Cauchy dans IE (0,1] . Il existe une sous-suite

E “k? telle que fnk(X) converge, en chaque point X n'appartenant
pas a un certain ensemble exceptionnel E , vers une fonction f(x)

Partons de rn0 pour n_  assez grand. Pour fnT » choisissons

0
la premiére fonction Fn y pour n > Ny telle que :

| fa, — gl 2 < ;—
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Plus généralement, fg , fn1 seass F“k ’ étant déterminées,

choisissons pour F"k

la premiére fonction, fj ,n> o telle que :
K

- 1

,f’nk fnk—1|2 & ?i(

Ceci est possible puisque { fn} constitue une suite de Cauchy dans E[U,l]
n»l

Formons alors la suite Fy , définie pour chaque valeur de X par

N

k =
Fy(X) = kZ1]fnk(><) — fn,, (X)]

La suite de fonctions FN (fonctions appartenant au préhilbertien E[U,T]

est une suite_croissante en chaque point x ( Fn(x) < Fna (X))
Ceci permet de définir une fonction F(x) comme la limite
(1) Fix) = Lim Fy(x)

N %00

é

Taquelle fonction F peut prendre des valeurs infinies. Montrons que ceci
ne peut avoir lieu que sur un ensemble "petit", c'est-d-dire de mesure
nulle, comme nous allons le préciser. Pour ce faire, on note que

k=N ~ .y

LFn (x)lz < L1t (x)=Fa (x)],
k=1 =

<

d'aprés 1'inégalité de rjﬁnkbwski (propriété (3) de la norme).

Ce qui Vmontr‘e, qu'en rr;oyenne quadratique, FN : reste bornée par |
k=N

(2) IFn (x)], <

1
<!

k=1

Appelons donc E 1'ensemble des points de (0,1] o F(X) = + o
On note par EN,K 1'ensemble des points X de [U,ﬂ ot Fnix)> K

lorsque N et K sont des entiers positifs.
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IT est clair avec EK = {x] F(x) >k} = U EN K que
L N=1 )

. m(ugw)zﬁgg

« K=1

La continuité de la fonction Fy. assure que le complémentaire de EN K

est un ensemble fermé (Cf. définition: I §B.5.4.1), ainsi d'ailleurs

que le complémentaire de E . Un théoréme assez facile de ‘topologie surfﬁ’
dont” nous omettons cependant 1a démonstration, assure que tout complémen-
taire d'un fermé peut s'écrire comme une réunion, au plus dénombrable, d'in-
tervalles ouverts disjoints ]a, ,b [ avec a < bn .(Cf Nanta Iremica, Vol
10). Ici

= DEN,K G (]UH b )
N=1

n=1

L'intégrale JE f(x)dx pour fe f[O, 1] a un sens. On pose

K f f(x)dx = J fb” f(x)dx.
EK n=1 a,
En particulier
JEde nzl ]bn a |
et ce nombre est appelé la mesure de EK De méme pour EN K (I1 conviendrait,
pour étre cohérent, d'établir que ce nombre ne dépend pas de la décomposition de
Eg). Lorsque f >0 et f ¢ £[0, 1] on établit puisque EN,K.C[O’ 1]

1
j f(x)dx 3 f f(x)dx
0 EN,K
On en déduit Mesure (EN K).s il puisque
] KZ

1
1 >,j Ff;(x)dx ;J Fﬁ(x)dx > K. Mesure (EN K). En outre
0 E ’

N,K &
EN K C EN+1 K C ... CE et EK Nul EN K- Par suite, on admettra facilemen
éncore que ce soit moins aisé 3 pProuver rigoureusement ,que Mesure(EK) < —él—
K

[ T SELDISEERTTT v e —

=
T
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Donnons-nous maintenant un & > 0 quelconque. I1 existe un entier K

tel que %3 < & Alors E est inclus dans Fk et FEk est une réunion
dénombrable d'intervalles ouverts Jan s bn [ dont la somme totale
des longueurs est inférieure & € . On convient de la définition suivante :

définition : Un ensemble E est dit de mesure nulle si pour tout & > 0 i1

existe une famille dénombrable d'intervalles ]Qn 5 bnl

telle que
, ECU Jan ,bal '

nei

et - '
| Y lbn-tal < &

n=l

définition : Une propriété vraie partout sauf sur un ensemble de mesure nulle,

mem e e = = =

est dite vraie presque partout.

Nous avons donc montré que F(x) est une fonction presque partout finie.

- Or la fonction F(x) permet,_lorsau'elle est finié, de définir une fonction f, en
énlevant les valeurs absolues dans la série qui définit F(x). De facon précise, la
fonction f suivante est presque partout définie (et finie).

k=N
™ . Flx) =NETw§(fnk ~fn, ) = (@m fy ()7 = faglx

La sous-suite ﬁhdxf} converge donc presque partout vers une fonctionf (x) et
1'ensemble exceptionnel de 1'énoncé est de mesure nulle (c.q.f.d). Voici qu'a tout

P 3 : - . ;
élément de L ﬁ), ﬂ ,auquel est donc associée au moins une suite de Cauchy dans

CQIO, 1}, nous associons une fonction f définie presque partout sur [0, 1].11
importerait de démontrer que s'il existe une autre sous-suite fnk’ telle

que Fn; converge presque partout vers une fonction F (x) , alors  f(x) = fﬁx)
du moins  presque partout sur [ 0,1] . Nous admettrons ce pointfacile.

Dés lors, & toute suite de Cauchy | ﬂﬂnmsur§T0,1] , on assccie une
fonction F(x) » presque partout définie. Or, 1'on sait que le complété de

1'espace vectoriel normé éf[ 0,1] est formé par les suites de Cauchy

définies sur 1'espace é?[011] 00 1'on identifie deux suites de

Cauchy fn et g, ‘telles que J—_{f&”fn—ghnfo . I1 n'est pas difficile de
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montrer que deux suites de Cauchy équivalentes définissent deux fonctions - et
~— -— b oo : - T

Ll wiih g

Linalement, 1'espace complété 12 (0,1] s'identifie & un espace de fonctions
définies presque partout, sur [0, 1], et a valeurs, reelles.

En outre, 1'application T :f —= | f(t) dt est une
forme linéaire et continue sur T [0,1] puisque :

1(7)) = ’(ft(tJdt( < (Oflmm )7 1],

Par le théoréme de prolongement IT.2, i1 existe une ynique forme linéaire et

continue I prolongeant I & tout LZ[0,1] . Par définition I  s'appelle
17intégrale de Lebesque de f sur [0.1] et se note encore :

1
I1() = ff(t)dt

oi f est une fonction d&finie presque partout et représentant un é]émentrde e[,
Par définition du prolongement, 1'intégrale de Lebesque coincide avec 1'inté-

rd

grale de Riemann pour les fonctions continues.

Exemple : la fonction f(x)= 0 si X # 7 et 1 ] X =

_ . De fait, on peut donner une autre caractérisation de 1'espace
L? [U,l] - ensemble des fonctions mesurables au sens de Lebesaue, définies
presque partout et de carré intégrable au sens de Lebesque, & condition de

considérer comme &cales deux fonctions €gales presque partout. Nous Y reviendrons
aprés avoir donné un exemple et quelques résultats moins abstraits.

1

l— est

: 2
une fonction (mesurable) de carré intégrable, équivalente & la fonc-
tion 0 . On voit bien d'ailleurs qu'il s'agit d'une fonction de

.

2
L® 0,11 en 1a considerant comme la limite de la suite{fn} de

fonctions continues définie par : | Mt
fn (x) = 0 si 0 < X < -1_.__1_ ou 1> x > l -|--l-
2 In Z 2In
= ] si X = l
2
linéaire entre .. 1 et ) et entre L et 1 + 1
Z n 2 Z Z Zn
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§ “
1[-- -
0 1+ 1 X
2 2n .
r
lim fn (x) = f(x) et par ailleurs fn converge vers la fonc-
N 0
tion 0 au sens de 1'espace L? [0,1] puisque ]ﬂmﬂz = _l_ expression
. ﬁn

qui tend vers 0 lorsque N _, o

2 s s . .
Remarque :[[fll, -0 pour F¢| [01] signifie f_.Q presque partout.
II.3.4. Théoréme_d'approximation. -

- e L e -

Bien entendu, on a G [0,1] C 12(0,1] et 1'inclusion

est stricte,(Cf. exemple précédent ou considération de fonctions telles que

10,1] ). Mais nous avons un résultat d'approximation :

4ﬁ sur

théoréme : &tant donnée une fonction f de |2 [0,1],_i1 existe une suite

fn de fonctions continues telle que * = f

T

€

im 1fne fll; = 0

N—y 0O

On peut aussi &noncer :, ‘IS [0,1] est dense dans L2 [0,1] -

Ce résultat est d'une grande importance pratique et théorique ; 11 permet

en fait d'effectuer les calculs sur © [0,1] , et d'en déduire des
résultats sur LZ [0,1] par un passage a la limite ; de méme que 1'on peut
obtenir de nombreuses propriétés de nombres réels & partir des propriétés des
nombres rationnels. Malheureusement nous ne disposons pas encore d'un outi]

pratique pour construire fn connaissant f . Ce sera 1'outil de convolution.

I1 est souvent commode, notamment dans les applications numériques,
de remplacer les fonctions continues par une autre classe de fonctions : les

fonctions en escalier.
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On dit qu'une fonction f & valeurs réelles (ou complexes) est en

escalier Jorsqu'elle est de la forme :

f(x) ZDCx(x

"

ou Tes (f; sont des constantes et X, (X) est la fonction caractéristique
de 1'intervalle [aq;, a;,] » c'est-a-dire la fonction valant 1 sur
Lai. il . 0 ., ailleurs, Torsque {ai)  est une subdivision

de [0.1]

f(x)4

L'ensemble E [0,1] des fonctions en escalier est un sous-espace
vectoriel de [0,11.. IT existe un théoréme d'approximation d'une fonction
continue au moyen de fonctions en escalier.

°

Theéoréme : étant donnée une fonction continue f , définie sur (0,1], 1

existe une suite {fnlﬁnde fonctions en escalier telle que

Lim [ Sup If(x) = fa(x)]]=0

e 0O x €[0]

c'est-a-dire que toute fonction continue sur [0,1] est uniformément

approchable par des fonctions en escalier.

La démonstration utilise exclusivement le théoréme assurant qu'une

fonction continue sur un intervalle [0,1] est uniformément continue sur

cet intervalle.
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VE > 0 390 >0 te que]X]-x2]< N entraine

[ F00) - fixa) | < 6
Fixons=nous € > 0 , 11 existe un nombre ) > 0 et si 1'on divisel0,1]
~en N segments égaux [GL, Qigq ] de longueur N = :]_ + 4 la fonction :

L=n
f.lx) = ). ©. X.(x)
L=1 L%
ot @. = f (GL) . 5 est une fonction en escalier et :

I:f(x)- fn(x)l < &

Graphes de f et de fn

I |
On peut déduire de ce théoréme un théoréme d'approximation d'une
fonction f de . L2 (0,1] par une, fonction en escalier.

| 2 . . ,
Théoréme : Etant donnée une fonction f de L [UT] s 11 existe une suite

{‘fn‘\ de fonctions en escalier telle que

im 1 f-fal, = 0

Ai%a0

On peut encore énoncer :

E [0,1]est dense dans L°(0,1]
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Ce théoréme utilise le théoréme précédent,

le théoréme d'approximation
d'une fonction f de L2

et le résultat II.3.1 assurant que sur
[ (0,71, ©I0,1] a une topologie moins fine que  €710,1]

En effet, soit f un élément de L2 [ 0,1] . D'aprés le théo-
réme d'approximation I1I.3.3, i1 existe une suite g, de fonctions continues
telle que :

#

lim 1f-gl, = 0

‘ K—p+o
4

D'aprés le théoréme précédent,

d toute fonction continue 9k » on peut faire
correspondre une suite

gk,n de fonctions en escalier telle que :

Sup | g () - g, (0|s L
x 6[0,]] ' n

Mais on sait que pour une fonction f

continue, ou en escalier, on a la
relation :

11, « Sup|fix)

x €[0,]

On a donc :

o lg,-g I, <1
.gk gk,n2 snr.,_r

1

$i 1'on pose Onn = ﬂva]m1&est une fonction en escalier et

Lim 1f = fal, = - 0

Nn— @

ce qui termine la démonstration.

Soit [a,b] un-intervalle borné ou non de 1'axe réel et
h{x)  une fonction positive ( h(x) > 0

finir de fagon analogue a 1'espace
(on doit supposer  h (x)

) sur ce segment. On peut dé-

L2 [0,1] , un espace L?([G,b],h)

mesurable).
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C'est 1'espace des fonctions (mesurables) définies sur [a,b] et & valeurs complexe

telles que :

b
f ()P h(x) dx sqfste
Coa

La normede cet espace vectoriel est naturellement :
1

111, = (ﬁbf<x)|"’h(x)dx)"f’

a
Le produit scalaire dont dérive cette norme s'écrit ;

rd b
<f g>: ff(x) g(x)h(x)dx
a
aveca=0,b =1 et h = 1 , on retrouve 1'espace L?(0,1].0n remarque
encore guelﬁnz=0 équivaut a ... f=0 presque partout.

L?ﬁﬁﬁ,b],h) est un espace de Hilbert et les théorémes d'approximation
I1.3.4 sont encore exacts pour cet espace lorsque [a,b] est un intervalle

borné, et h wune fonction intégrable.

Dans le cas d'un intervalle non borné, ce sont les fonctions conti-

nues ou les fonctions en escalier appartenant & 1'espace LZ([a,j}h)QLJ'11 faut
considerer pour avoir un résultat d'approximation.

I11.4. COMPARAISON ENTRE DES TOPOLOGIES SUR [(0))] .

Sur 1'espace [ [0,1] , nous connaissons au moins deux topologies
normées, définissant des espaces vectoriels topologiques distincts :

. . 1 2 l
" T [01] pour 1a norme [fl; =</Wf(xH dx>2
i 0 f

L)

€[01] pour 1a norme |f|°°= Sup | f(x)]

x €[]
Grace & 1a relation Iflo< If] et d'aprds les résultats du paragra-
phe I1.3.1, on constate que la topologie de ¢ [0,1] est plus fine que la
topologie de © [0,1] . On a méme montré que cette topologie est stricte-

ment plus fine, c'est-a-dire qu'une relation de la forme

11 1< Al£,

est impossible.
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Cependant, d'autres notions de convergence sont intéressantes sur
1'espace C (0,1] et méme si ces notions de convergence ne proviennent
pas de 1'existence d'une norme, il est important de faire des comparaisons.
Sans insister sur la forme abstraite des résultats, nous allons donner quel-
ques renseignements.

Soit fn une suite de fonctions numériques définies sur [0,1]
On dit que, [fn] converge ponctuellement vers f si pour tout £€> 0 ,
et pour tout X  fixé, i1 existe un nombre N te] que pour n > N on ait :

, ‘ £ x-f0] < €

Bien entendu, cette convergence se distingue de la convergence uni-

-

forme par le fait qu'a priori N dépende de X . En particulier, la convergen-
ce uniforme implique la convergence ponctuelle.

Il n'y a pas de rapport simple entre la convergence ponctuelle et
la convergence en moyenne quadratique, comme le montrent les exemples suivants :

ler_exemple : soit fn [a fonction continue sur (0,17, valant :

-

0 pour r]!— g X < 1
271 1
(%) pour 0 < x < +
La suite ﬁ converge au sens de la topologie de la convergence ponctuelle
" sur 10,11 yers 1a fonction
n+f

nulle (elle ne coﬁverge pas au sens

de la topologie de la convergence

uniforme). Mais fn ne peut pas
7 ' converger au sens de la topologie

de Ta convergence en moyenne quadra-
tique sur [0,1]  puisque 1a
norme [ fan - 0[], = [fnl] 2 vaut

V-;‘- et tend vers 1'infini avec n

f‘

n
0 1 a1 1!
. n+4 n .
comparaison des topologies

céme_exemple : exemple de la bosse glissante :

h

+k ou h est un
nombre entier positif et k un entier positif strictement inférieur 3 2 h .

Ecrivons tout entier N nature] sous la forme N = 2



A tout entier n , on associe de fagon unique un entier h et un entier k

Par fn , on désigne la fonction prenant sur [0,1] 1les valeurs

suivantes :

fn(x) =1 si -zihé X < %
fn (x) = 0 ailleurs (Cf. figures)
Fonction fp(x) s : - 2 Fonct1on i. - 14
n=2"+1=29 n=2"+14 =30
Figures
i
e 18
),
7 1 %
/ é
// é
. z’
/ %
Z?f ! L g4 I .
1 2 "4 i ox 0 g X
g 8 8

La fonction fa(x) est une fonction ayant un seul créneau.
Lorsque N varie entre 2h et 2h+1m4, le créneau de fn  garde
la méme largeur iE mais se déplace sur le segment [0}]] . Cependant
lorsque h passe de la valeur ghed i 1a valeur 2M1 -, 13 largeur
du créneau diminue de
1 1
zh d Zhﬂ

Ces remarques montrent que la suite fn(x) ne peut converger
en aucun point X de [0,1] . En effet, N &tant donné, i1 existe toujours
deux entiers Ny et Ny supérieurs & N , tels que §$x) =0 et f;}x)=

Cependant, la suite fn converge vers 0 au sens de la moyenne
quadratique. I1 suffit de calculer la norme quadratique de Fr

I fo— 01 & -
2%
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Lorsque N tend vers 1'infini, i1 en est de méme pour h et donc ||fn];
converge vers 0 .

Le lecteur se convaincra facilement que 1'on pourrait Tisser les bords de fn

suffisamment pour que le contre-exemple de la bosse glissante soit donné avec des
fonctions indéfiniment dérivables.
Bien que les convergences en moyenne quadratique et ponctuelle ne soient pas

comparables, on dispose sur L?> d'un théoréme analogue au résultat du début du
paragraphe II.3.3.

R =T =

Théoréme : De toute suite {fn} de fonctions de L% (0,11 , convergeant en

moyenne quadratique vers une fonction f , on peut extraire une
sous-suite Fn,  qui converge presque partout vers la fonction f .

Pour effectuer la démonstration, on peut reprendre le raisonnement du para-
graphe I1.3.3 mais, au lieu d'utiliser 1'ensemble EN x » on doit faire
intervenir un résultat particuliérement important concernant 1'intégrale de

Lebesgue. Ce résultat est le suivant (avec les notations de II § 5),a partir
duquel le théoréme précédent est facile.

Théoréme_de_Beppo-Levi : soit fx une suite croissante de fonctions inté-

grables au sens de Lebesgue telles que les intégrales

f1fk (x) dx
0

restent bornées par un méme nombre.Alors la fonction

X —ww— f (X)

o flx) = Lim fx (x)

k —

est une fonction intégrable satisfaisant :

1 1
Lim ffk (x) dx = ff (x) dx <+ @
0 0

k — o0




- 118 -

Nous admettrons le théoréme de Beppo-lLevi, dont la démonstration
n'est pas trés difficile en Utilisant le fait que L2[0,]] est complet.
Nous fournirons plus loin cette démonstration (cf II 6.1.2.)

remargue : considérons le cas de la bosse glissante. En choisissant une
sous-suite de {}Hl déterminée par les valeurs de N pour les-
quelles k = 0, par exemple, on constate sa convergence ponc-
tuelle.

i !
11.5. Espaces L7 [0,1] ET INEGALITES DE CONVEXITE.

‘On peut munir 1'espace [ [0 1] de multiples autres normes
intéressantes. Nous allons définir des normes analogues aux normes L2
Nous avons cependant besoin de quelques résultats préliminaires de convexité
concernant les inégalités célébres de Holder et de Minkowski.

Lemme 1 : la fonction X — @* est une fonction convexe.

- Ceci signifie que pour deux nombres réels X; et X, , on a

P

(1) ep{l22) < o sef 2‘9”

Si 1'on pose X1 2 g et e¥2 = p cette inégalité devient :
N . r

& x

VQ;_E-SQ a 5 b

Inégalité fondamentale et bien connue (comparaison de la moyenne arithmétique
et de la moyenne géométrique). -

Pour une fonction continue, on sait que (1) entraine :

(2) exp (A xp¢ (1= Nxp) < AeXafi-pe*? ot 0< A< |

Soit p un nombre réel appartenant (1,+ o] . On appelle conjugué
de D le nombre q tel que

Sip=1alors g=+w
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Lemne_2 : soient @ et b deux nombres positifs. On a 1'inégalité suivante

| | ab ip+_bi
(3) . < 5 q

00 p et g sont deux nombres réels conjugués avec +0> D > |

IT suffit de poser

X1 = ploga
P X = ( [Ugb
et d'appliquer 1'inégalite (2) ou A =,T} et1-A=1 grice 3 13 relation
de conjuguaison (le cas P =1 est inexact car aTorsq q est infiny).

Lemme 3 : inégalité de Hlder

Soit D un nombre réel tel que l< p<+o et g_son conjuqué.

Pour deux fonctions positives et continues f et q_définies sur [0,1] , on

a 1'inégalité suivante :

-

(4) | Srmgwe < (;?x}dx)%(f]gq(x)dx)%
0 0

Démonstration :Sauf si les denom1nateurs sont nuls, auquel cas 1'inéga-

lité est facile (Cf I. A § 4.5), posons co &

L(X) :—'-’—T—ﬂi}—— et Qy(x) = g (x)

(ﬁ(x) dx)% (ﬁq(x) dx) 3

Grdace & 1'inégalits (3), on a :

filx) g,(x) < _ffp(ﬂ . 05 (x)
q

Soit en intégrant entre 0 et 1
1

f(ngl kldx < fr x)dm%fgf )dx T o= ]

0 : . o s
F1na7ement, en revenant aux fowcL1ons f et Q , on obtient 1'inégalite (4),

—
—_—

dite inégalité de Hilder.
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Lemme 4 : inégalité de Minkowski

Soit p un nombre réel appartenant a [1,+ ol . On a pour deux fonc-
tions continues et positives F et g sur [0,]] , 1'tnégalité suivante :
) L 1
P P 2\
(5) (f(f(xhg(x)) dx) < (ff(x dx) UQ(X] dx )
0
Démonstration : :
F 4
ler cas : p =1 . L'inégalité est évidente avec des fonctions positives

2e cas : l< pP<+o. On utilise 1'inégalité (4) de Holder selon le procédé
suivant. On décompose d'abord (f+q)P

-1

(Faq)® = F(feg) s g(feq)’

Puis on applique (4) aux deux expressions du 2éme membre selon

-

ﬁw degid) e < (off:’(x)d%>% (fi +Q(x(p-1)gx>%

0

0

=

et fé (x) (f(x)¢g(x))P—'dx < (f;p (X)d.x)%(ﬂ;(xﬁQ(X)jpd)qu)JE
’ 0
.t

Or ulp— + %- =1 , ce qui entraine(p-1)qg = p . D'ol en additionnant
‘ 7 3 : ' 1
Of P 45 (ﬁf(xwg(x})p dx )" [q'fﬁx)dx)"+(ﬂ; )i )" |

ce qui donne bien 1'inégalité (5) dite inégalité de Minkowski.

Remarque : une analyse facile montre que 1'inégalité a lieu dans (4) si, et

seulement si, il existe une constante A telle que :

FPlx) = ?\gq (x) ( f et g sont positives, g % 0 )
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De méme 1'inégalité a lieu dans (8) si,et seulement si, i1 existe une constan-
te A telle que

Fix) = Agi(x) ( f et g positives, g # 0)

l'espace [ [0,1] . pour | <p < .o

I1 suffit d'appliquer (5) & |f]| et lg] pour 1'inégalite triangulaire. On
noter prU,U 1'espace vectoriel normé ainsi constitué.

Comme 1'espace E[U)]] du paragraphe II.3.1, 1'espace ‘Ep[[],]]
n'est pas un espace complet (en outre EP[U,T] » pour p 2
n'est pas un espace préhilbertien).

Suivant alors les directives de I-I.3.3, c'est-d-dire 1'exemple de
1'espace E[—D,IJ » on peut définir le plus petit espace normé com-
plet contenant Gp[U,IJ comme sous-espace dense. On appelle L,(0,1]
1'espace complété ainsi constitua. C'est un espace de Banach.

De 1a méme maniére qu'en 11.3.2, on démontre que L [0 1] est

un espace de classes de fonctions : c'est 1'espace des fonctions mesurables
iéme

et de puissance p intégrable, en considérant comme équivalentes deux

fonctions qui sont éqales presque partout.

Pour ces espaces Le [0,1) » les théorémes du paragraphe
I1.3.3 sont encore valables. De méme, on a : it

Ep[U,]] est dense dans |, (0,1 Cf II1.3.3
: ,
E [0,1] est dense dans Le [0,1] Cf II1.3.3
Ceci montre qu'il convient de travailler syr @p[[},]] ou E [0,1]
puis de passer 3 la limite, pour obtenir des résultats constructifs suyr
Lp [0,1] . En fait, on Peut comparer les divers espaces obtenus

Théoréme 2 : on a les résultats suivants :

1°) 1a topologie de \@,ﬂ,” est moins fine que la topologie der’[Uj]]

2

lorsque p < p
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2°) L'espace Lp (0,1] contient 1'espace [p°[0,1] lorsque
P < p’
Démonstration :

Etablissons 1'inégalité suivante pour une fonction f de [ [0,1]

(6) IFlp < If I p’ pour p’ > p

On utilise 1'inégalité (4) de Holder, appliquée & |f|P et g =1
F

ﬂf'fx)lpdx = fllf(x)]pg(x)dx & (ﬂf(x),“dx)é ({éx)%
0 0 0
1

avec v-=1 et T > 1

.
a i

Choisissons @ tel que pa =p° ( pP’>p donc @ > 1 ). 0Ona

[y;(x)l"dx < (d‘[}]f(x}[p’dd_g"

Soit 1'inégalité (6) et conformément .3 la terminologie adoptée, ceci
termine la démonstration de 1a premiére partie du théoréme.

2°) Par densité, 1'inégalité (6) reste valable pour une fonction quel-
conque de LP[&1] d'old la deuxiéme assertion.

.11 est donc clair que L [01] est le plus grand des espaces LF [o01]

pour p21 . L'espace L‘[Q1] s'appelle 1'espace des fonctions inte-
grables au sens. de Lebesgue .

FONfL=0  signifie ¥=’D; Qresque partout.

On se reportera a Il § 6 pour des compléments sur L' [01]

Notation : on convient fréquemment de noter par IF Iy 1a norme de 1a topo-

logie de la convergence uniforme sur [ [D,]] s c'est-d-dire
la norme de ff[ﬂ,]]

IFle = Sup | F(x)|
X €[0,]]
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Un résultat limite permet d'ailleurs de justifier cette notation (Ex. N° 23).

Rappelons donc ici les résultats obtenus pour une fonction de [ [0,1]

IFl < 0Flp < IFlp g IFle ot s@> »'> p s

-

Toutefois, i1 est intéressant d'introduire I"espace desfonctions bornées
contenues dans L2 [0,1] mais non nécessairement continues. Le procéds
qui-consiste & compléter [ [0 1]  pour 1a norme I.lo ne produit que

€ (0,11 . On convient alors de noter par L> [0,1] 1'espace
des fonctionsfdéfinies sur [0,7] et appartenant 3 |2 C0,1] telles
qu'il existe un ensemble de mesure nulle E C (0,1] et que f soit
bornée sur le complémentaire de E dans (0,1]

Comme norme, on prend” |f ], = Inf ( Sup IF[x)])
E x € [oih\E

oid E parcourt tous les sous-ensembles de mesure nulle de [U,T] . On appelle
lfle 1e Sup essentiel de f dans [0,1] et toute 1a complication
~ vient de ce que f n'est pas dafinie partout, mais seulement presque partout.

Toutefois, 1'inégalité suivante reste va]apTe

’ .
| [fwatac| < r, g1,

. N ’ “'
si P ELU[0] et g€ [Pro,0) iy

-

On conserve également _
{

”F”p<“ﬂmpour tout p, 1L P<

On laisse au lecteur le soin de vérifier, avec Tes notations de ce Chapitre II,
& 3.5, qn;e les inclusions suivantes subsistent sur un segment [a}b]bgrné quelcon-
que de

L'{ab] D L°Cab] D L7 [ab] > (= [ab]

pour l(p (p' (oo > ainsi que le théoréme 2.0n définit aussi Lp(rR) lorsque a = -«
et.b = +=. Cet espace peut apparaitre comme le complété au sens de la norme i fll =

¥ b 1P 1/p | : , p
. jf(x) ] dx) de 1'espace des fonctions continues R—Q, nulles en dehors
d'un sous-ensemble borné de R, sous-ensemble qui dépend de la fonction considéree,
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Par contre, il n'y a aucune inclusion, entre les divers espaces LP@R) dans un sens
ou dans 1'autre, lorsque 1'on prend a = - @ ou b=+ . I1 est indispensable que
le lecteur vérifie ces faits en exergant sa propre jmagination.

I1.6. INTEGRATION AU SENS DE LEBESGUE.

L'introduction du § 3.2 & 1'intégrale de Lebesgue, pour économique
qu'elle soit, est beaucoup trop abrupte et séche et nous allons faire ici quel-
ques,commentaires rassurants. .

Comme nous 1'avons vu, un élément de L [G)b] s'identifie & une
classe de fonctions, la relation d'équivalence étant 1'égalité presque partout.
En outre, un représentant f d'une telle classe est limite presque partout d'une
suite de fonctions continues (ou en escalier) : on dit qu'une telle fonction est

mesurable au sens de Lebesgue. Pratiquement toute fonction rencontrée est mesura-

ble. Pour vérifier alors qu'une fonction donnée f mesurable est intégrable au
sens de Lebesgue, divers moyens sont possibles et nous allons donner des exem-
ples.

11.6.1.1. Un moyen est de montrer que f est la limite ponctuelle (presque par-
tout) d'une suite de Cauchy au sens [ [Uﬂ] par exemple de fonctions continues.

Ainsi  { dafinie par -
] .
f(x):v~x: : X # 0 xe ]01]
. f(0) quelconque

est limite presque partout de f, o0 { (x) KfL_ pour XE€ L%T,T ] et

. ) X 1 .
f(x)=Vn pour X € [0}7%— . C'est une suite de Cauchy au sens de L [0]]
Mais f , mesurable, a une "taille" trop grande pour appartenir i 2 [ Q}]]
Un autre exemple est la fonction caractéristique d'un intervalle borné [G}b]

:
qu'on approche par la suite {, représentée ci-dessous (dans L (R ) ).

| A

%

x ¥

::l—‘
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Plus généralement, une réunion finie d'intervalies bornés détermine yne
fonction de 1 (R) .

I1.6.1.2. Un autre moyen est d'utiliser le théoreme de Beppo-Lé&vi. Profitons en
pour donner la démonstration de ce théoréme. On calcule 1'expression de Cauchy

selon :
i ;i 1
Moo= Tz [0 01 (010 = J U 01, (x0)d
Posons M - Supffk (lx)dx - Par hypothése M est finie et donc
k Yo ’ .
& 1
I fkﬂ-; f < M-Jffk(x)dx ~ Qui tend vers 0 Torsque K tend vers

1
1'infini. Par suite,[fk\kmest une suite de Cauchy dans | [01] et elte converge
ponctuellement (croissance de f(x) en k pour chaque x fixé) vers une fonction f

f(x) = Lim flx) = Sup fi(x) | . Donc, par construction, fel' ( 0,11 et
k

Ksoo :
par définition de 1"intégrale de Lebesgue.

Lim f;{(x]dx :f‘f(x)dx -
0

Ksoo 0
- . - - P
La démonstration se fait de fagon identique -dans L ([q p ] o> P2l et

pour un ensemb]e[ul b] ., borné oy non. On dispose naturellement d'un théoréme
analogue pour une famille décroissante f, telle que fndx reste minoré.

= o r
» 11.6.1.3. Encore un autre moyen particuliérement efficace est le théorame

suivant, di 3 Lebesgue (Notations dy § 3.5},

s

Théoréme de 1a convergence_dominée de Lebesgue :

. .', 1 ‘
Soitzfn"g une suite de fonctions appartenant 3 | ([ab ]/h] qui_converge

presque Bgﬁ}*tout vers une fonction f . Supposons qu'il existe une fonction g
dans ["([qg b h) telle que
, =2l JWE

[f.(x)I<g(x) Presque partout dans [tlJ b]

Alors f appartient a l_1 ( [G;b ],h) et

b b
i3 f L(x)h(x)dx:far(x)hlx)dx

N =300
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La démonstration est simple en appliquant deux fois le théoréme de Beppo-Lévi

aux deux suites de fonctions

(x) = Sup f(x) h (x) =Inf f(x)
g“, k>E k R kzn ©
En:Supposanf Fk'Eée1, g, est décroissante, hn est une suite croissante et
on dispose par hypothése de Lim f,= Im g (x)=Lmh (x) presque partout.
Ne® ~ Nao [N . ]

(}e cas f,  complexe n'est pas difficile & déduire).

-

P Ce théoréme de la convergence dominée de Lebesgue est d'un emploi
particuliérement simple. Donnons un exemple. Posons fJx):(l-—%}Xn(x) ol X, (x)
est la fonctien caractéristique de [o}n) . Alors on obtient, en prenant les

logarithmes :

1 (x)Ige™ Vx>0

n n oo}
Ume- g—)dx :f e Vdx - 1
0 0

Newm

Par suite

-

IT.6.1.4. Une autre application est particuliérement utile et nous 1'énongons

-

sous forme d'un théoréme :

que X appartienne a[a b] (borné ou non) et que t appartienne & [, 2]
1)Supposons que f  soit continue en t sur [a’B] pour presque tout X sur | a,b]
et qu'il existe g dans ' [ab] telle que [f(x,t)l<q(x) presque partout.

Théoréme : Soit f(xit) une fonction de deux variables x et t . On suppose

Alors b

| h(t]:tjﬂf{xlt)dx . est une fonction continue ent sur [ B
a
Z)Supposoné que 7 .
(a) ;;}—4x t) existe presque partout en x et pour tout te¢ [q f]

(b) é%%(xﬁ) ‘ éippx) pour tout Te[q‘B] et presque partogt en X

Ici F appartient & L4[G,b]

(c)f(x,E) appartient pour tout te [@f] & [ [G)b]

b
Alors h[f)i}nf(xt) dx est une fonction continue et dérivable, et
a

b \ =
g?(?): : %&}(KJT)dx pour tout ‘tg[xﬁ ]
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Démonstration : Pour abréger, on ne démontrera que (I). On prend une suite

de points de [Q}ﬁ ] qui converge vers un t donné de [ B] - On pose
/

fJX):f(%X)

7

on a[f(x)|<g(x) et “”ltJX): f(i/X) presque partout en x. Par suite,

grdce au théoréme de la convergence dominée de Lebesque.
b b

hit,) :Ulﬁfn(x)dx ' converge vers (jnf(tx)dx -h (1)

a

-

c'est-a-dire que h . est continue sur [d§]
r 4

I1.6.1.6. Pour une fonction continue, 1'intégrale de Lebesque coincide avec

lintégrale de Riemann. En fait, on peut montrer que toute fonction intégrable

au sens de Riemann, sur[DJ]{au sens ordinaire, sinon voir § 1.1.8) est inta-
grable au sens de Lebesgue. On peut méme démontrer le trés remarquable théoreéme
suivant, qui n'est pas trés difficile en utilisant ce qui précéde.

Théoréme_de _Lebesgue: Une fonction fel_1 [UJ] est intégrable au sens de

Riemann si et seulement si 1'ensemble de ses points de discontinuité est de

" mesure nulle.

=

11.6.1.7. Théorie de 1a mesure : Soit % Ta famille des sous-ensembles [ de
[Uﬂ ] tels que 1a fonction caractéristique de E appartienne i L4[U)1]
Il est facile de voir que G a les propriétés suivantes en utilisant le

théoréme de la convergence dominée

M) 1011eF | 6eF | B
(2) siEe& ; a]orsoil}EhE 123
(3) si Ene z 7 , alors n:f:] Ene'é

(4) si Ee@ ,alors (Fe &

Tous les ensembles de mesure nulle appartiennent & ‘E;Equi s'appelle la tribu
de Lebesgue de [01]). En outre, on pose

1
m(E) =J(:XE(X) sife®

L'application m , dite mesure de Lebesgue)vérifie les trois propriétés :
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) m{[a,b])=b-a 1> b>a>0
(2)m(E UE) » m(E, N E)=m(E).-m(E) pour E, E ¢ &5

3)m(U EJ = E:rn(EnJ ’ si [En ]n»1 est une suite d'ensembles
- n=l n=i

de ¥ deux i deux disjoints.

On voit qu'on a réussi a généra]isef la notion de longueur d'un
segment a tout ensemb]e de la tribu de Lebesgue. Bien sidr, si 1'on donne une
autre valeur compatible & la longueur d'un segment [U,b ] , On imagine que
1'on peut générer d'autres mesures : c'est la théorie de la mesure sur laquelle
nous n'insisterons pas.

I1.6.1.8. Une remarque notable : On démontre en analyse que (Dirichlet)

hn]chA sin x dy o X

Ase 0 X -2 4+
od 1'intégrale est prise au sens de Riemann. On convient de noter UKE%}EGX ::§=g

ce que 1'on appelle une intégrale de Riemann généralisée. 2
Mais au sens de Lebesque ) -
1'intégrale f Slxnx ~ n'a pas de sens.
A :
En fait, si § est une fonction intégrable au sens de Lebesque, il en est de
méme pour [f1 . Ceci est facile a voir grace a notre introduction par les
suites-de Cauchy puisque si {fn}n>1 est de Cauchy, ainsi en-est-il de {]fn|}n>1 car
e -

) )= 1) g1 <
or L[qfiglLde diverge .! |

Par suite, pour les intégrales de Riemann. généralisées de fonctions de signe
non constant, i1 faut se méfier.

(Remargue : le résultat de Dirichlet peut s ‘obtenir en dérivant ent la fonction

eX*Sde e W 2= A1 3
et en vérifiant la validité des der1vat1ons formelles effec-

tuees
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Considérons 1'ensemble QO(RH) des fonctions numériques continues
définies sur R" et nulles en dehors d'un ensemble borné (lequel dépend de la
fonction considérée). On munit C__ (R")  d'une norme

It llffil[#lf(x, - Xn ) dx, L dX,

o 1'intégrale est prise au sens usuel de Riemann i n dimensions. On compléte
1'espaceC (R") pour obtenir un espace L' (R") . Les méthodes précéden-
tes s'adaptent pour montrer que L' (IR")  s'identifie & un ensemble de fonc-
tions, mais ol 1'on considére comme équivalentes deux fonctions f et g égales
presque partout. L'égalité presque partout signifie 1'égalité partout, sauf sur

un ensemble de mesure nulle. Un ensemble [ de]Rn est de mesure nulle si

-pour tout £€>(0 , i1 existe une famille dénombrable de boules B, dans RR"
pour lesquelles on dispose de ; e
® ' ‘x : ' ‘
ECUB, et Z IBhl £ € oulB,) désigne Te "volume" de B,
h= =]

h=
soit B, lfj; dx, .. dx, -
k

Un ensemble de mesure nulle peut &tre trés -"bizarre" et contenir un "continy"
de points.

1 ; :
Sur L' (IR™) , les théorémes de Beppo-Lévi, de la convergence dominée de Lebesgue,

de dérivation etc., restent exacts aux seuls changements de notation prés.
Pour un hypercube K , une boule ou un pavé de IR" , on peut aussi définir
L* (K) . D'ailleurs on pourrait dire que fe L' (K) si et seulement si
fo e I (R™) oll XK est la fonction caractéristique de K .

IT.6.3. Théorsis da’ Fastus. .

y
Donnons dans IR” , le théoréme fondamental concernant 1'intégration
n
double. Sa généralisation &IR est immédiate.

Théoréme_de Fubini : Soit { :R ——= IR (ou [ ) une fonction apparte-

nant & |' (R? ) . Alors les fonctions
foe y———-ff(x,y]dx
R
foo X —— tixy)dy
’ R

5
sont définies presque partout et appartiennent a3 L (IR) . De plus
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f%:f(x)y)dxdy :' ﬂjx fxy ) dy fdy L_f(xy

=00

Nous ne ferons pas la démonstration, mais elle n'est pas trés difficile en
utilisant le théoréme de la convergence dominée et le théoréme de permutation
des intégrales dans une intégrale doub]e(au sens de Riemann)d'une fonction
continue définie sur un domaine borné du plan.

Remarque : Le théoréme de Lebesque, valable dans L ([F?") fournit
une caractérisation des fonctions intégrables au sens de Lebesgue

sur R".

Théoreéme : Soit F = IR" — @ une fonction mesurable. S'il existe

‘3EL4(IP\“) et |f| <q (presque partout), alors f appartient a
L (R™) -

.

Corollaire : Soit f :R" - C une fonction mesurable. Cette fonction
est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si [H 1'est.
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Soit E un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de
F est muni d'une structure préhilbertienne en tant que sous-espace de F
Etablir 1'assertion suivante :

Pour que F soit complet, i1 faut et i1 suffit que F soit fermé.

e L T P

Soit 1'espace vectoriel R™ muni d'une norme quelconqgue.
Soit [A] une matrice réelle nxn . On définit 1a matrice

n [A]"
S=[I]+t[A)+ ..... +t—n—|

" o
ou [I] désigne la matrice identité et [A] la puissance n' €™ de 1a
matrice [A] .

1°) montrer que pour chaque vecteur X et chaque valeur b , 1a suite de
vecteurs  Sn(X) converge vers un vecteur nota eflA) (x)

2°)  e*™'  dafinit-i1 une matrice ?

Montrer que ghret2) [A] - ghi[A] g t2 (4] B
3°) calculer ef [Al - pour
7 ‘ U 1 ]
' (A1=]1 0 1
11 0
(on trouvera : eta _ [Al[1I] p?t, M e ).
3 3
4°) en reprenant cet exercice, montrer que T'on peut parler d'exponentielle
d'un opérateur (continu) A sur R » €t plus généralement sur un espace de
Banach E . Dans le cas de R" » et pour une base donnée, montrer avec les

notations du Chapitre 0 et du début de 1'exercice que 1'on a :

1
tA] = eHA
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EXERCICE N° 18.

1°) Soit X ( Xy, Xz 5...s Xps...) un élément de L? . Montrer que
1'application Tln , définie sur L? par :

"~

Thix) = x, (coordonnée d'ordre N )

est une forme linéaire continue de norme 1.

s
EXERCICE N° 19.

Soit D 1le disque unité du plan complexe C (]z]<1)

On appelle L2 (D) 1'espace vectoriel de Hilbert (Cf. II § 6),
constitué par les fonctions (mesurables) et de carré intégrable muni du pro-

‘

duit scalaire

<fg> = ffof(z)ﬁ(z)dxdy, avec Z = X +lYy

Montrer que le sous-espace vectoriel HL? (D)~ composé des fonctions
holomorphes est un sous-espace vectcriel fermé de L2 (D)

EXERCICE N° 20.

; . 2 . ;
Soit F. 1e sous-espace vectoriel de | constitué par les suites
X ={X,,  CT— ,...} telles que seul un nombre fini de coordonnées ¥ n
soient différentes de 0.

-

Montrer que F: est un sous-espace vectoriel dense de L?

L]

EXERCICE N° 21.

soit €L0,1] 1'espace vectoriel normé pour la norme de la conver-
gence uniforme des fonctions continues réelles définies sur [0,1]

On définit 1'opérateur Pn sur €[0,1] | & valeurs dans € [0,1]

k=n

Pa(F)iX) = 2 Cax*(1=x)"* f(&) n=20,1,2 .
k=0
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Montrer que Pn est un opérateur linéaire continu, positif, de norme 1
sur - ¢€[0,1] (polyndme de Bernstein).

h désigne un nombre réel (strictement) positif et \2[0,1]
1'espace vectoriel norma, pour la norme de la convergence uniforme, des
fonctions continues réelles, définies sur (0,17 . .

! On définit 1a forme Ph sur T©[0,1] par ses valeurs

_2 [ b
Poif) L [ f o

1?) montrer que  Ph (f) est une forme 1inéaire continue de norme 1 sur
€[0,1] |

2°) montrer que, pour toute fonction f de 5[01” )

Lim  Pa(f) = f£70)

h— 0
Si 1'on appelle P, 1a forme linéaire continue f—. f(0), définie sur

€[0,1], peut-on assurer que Ph converge vers Po au sens de 1a
norme du dual de ‘f[[],i] lorsque h tend vers ( -2

Soit f une fonction appartenant a [ [0)]. Démontrer le résultat
suivant : . ,

Al

Lim If Ie existe et vaut If 1o

P —+m

En utilisant 1'inégalita de Holder, montrer que 1'on peut identifier
Lq[0,1] 4 un sous-espace du dual topologique de Lp [0 1] Torsque
l < P < + o

[_On peut en fait démontrer que par 1'identification précédente, 1'espace

Lq[0,1] est isométriquement isomorphe a 1'espace ( (Lp[U,]J)/ )l
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EXERCICE N°_25.

Donner la valeur exacte de la constante O, qui intervient dans
1'exemple 5.3.5. du Chapitre I. On démontrera le théoréme suivant :

v
Théoréme de Cebidev.

Parmi tous les polyndmes de deqré inférieur ou égal @ N, dont le terme de
plus haut degré a 1'unité pour coefficient, le polyndme ] Tn (x) '
ol Tnest le niéme polyndme de EebiEev est celui dont Te "t

maximum de la valeur absolue sur[-i,+ 1] estla plus petite.

[ Pour 1a d&finition des polynomes de Cebicev (du ler type), on peut se
reporter & 1'exercice n® 36. Pour notre théoréme, nous avons seulement besoin

de quelques remarques :

-2

Talx) - =  cos (n(an: cos x)) - X . Eﬂ X" (x11 Joo_ #

n-1
On notera T(x)=2 X" + termes de degré inférieur, en outre le poly-

nome de degré n , TnlXx),a N racines simples aux points X, = COS 22‘1 m
n
et prend N + 1 valeurs extrémes, alternées, en N+ | points x; = C0S %?117
Nn

Pour démontrer le théoréme, on écrit : ( (XJ=-%#%% - P(x) ou
S ¢

. x

P(x) = x" + termes de degré inférieur, et Sup IP(x)] <  Sup | Tn (x)]
' X €[1+1) x €fre] 2N -1

.

Q est de deéré n—1; mais Q (x'n) =(E 1)?._ P(x}) pour h. = 01,2 . .0

Par alternance, on en déduit que Q admet N zéros donc est nul ; donc

ce qui est impossible.]
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EXERCICE N° 26.

Soit E 1'espace des fonctions numériques définies sur [0 s +@ [

bornées et continues: telles que Lim f(x) existe. On munit E de 1a norme

. X —¥ + 00
de la convergence uniforme :

Ifl = Sup |f(x)]

X € [0mf

-

On définit les deux opérateurs suivants P et Q sur E

¢ .
P PFlX) = _;_ off(y) dy  x £0 et PFlo) = Flo)
Q- QFlx) = 2x f?m?f(y)dy X # 0

a) étudier la continuité des opérateurs P et Q.

b) montrer que 1'application L : F—Lim f(x) est une forme 1inéaire

X—+ -

continue sur 1'espace E ,

c) montrer quen Lo P = L c'est-a-dire

Lim Pflx) = lim f(x)

X—+ X—+@
et montrer que
. = h r
: Lim Qf(x) = lim f(x) = L(f)
X0 X—s+a
EXERCICE N° 27. 7

______________ + ¥

Soit E ,,; 1'espace des polynémes d'une variable complexe 7 et
de degré inférieur ou égal @ N. On pose comme norme sur Enet

1Pl = Sup [P(z2)]

LZ1 g1

Soit L une forme 1inaaire sur En,q . On construit, & partir de L , un
opérateur T , lingaire sur Eonat , selon : '

T(PXz) =L (P,) og Pyl = P(zy)
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Montrer que T applique Enst dans E nes et a une norme égale a la norme &

de la forme linéaire L .

EXERCICE N° 28.

e e e =

I

On appelle E 1'espace vectoriel constitué par toutes les suites

infinies X= {X,. de nombres réels, telles que )
n>o
rd
lim xn = 0
n—s 4+ 0@

On pose en outre

SUD IXnI

Ixl,,

lére question : montrer que X —> X | constitue une norme sur E 5

montrer que E est un espace vectoriel de Banach pour cette

norme.
2eme guestion : soit X" 1'glément de E défini par x(:) = 0 sik £n
et ] S'lk =N
‘ P
Montrer que E: Xn g converge vers X = {Xn]
n=0 ny 0

au sens de E lorsque p tend vers 1'infini:

3éme question : nous nous proposons de déterminer 1'espace dual topologique
. 91q

de E .
3 ) [ 7 - .
a) soit Y une suite de nombres réels y = {yr‘]r130tel]e que
+ @
E: ]Ynl converge
n=0
+ @
montrer que 1'application X —» Zi Xn Yn est une forme linéaire conti-
e

nue sur E . Déterminer 1a norme de cette forme linéaire continue.
b) on appelle (' 1'espace vectoriel constitué par les suites infinies

oo
y ={yni]nS§ nombres réels, telles que X:IYnI converge .
n=Q

o
Montrer que ”y]h = E: | yn] définit une norme sur L'
n=20
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’ 7 i . g i
c) montrer que E' est 1sométriguement isomorphe 3 E ;

) ) . L
4éme question : E peut étre considéré, sans sa norme, comme un sous-espace

vectoriel de E . Montrer que sur E’ |, 1a topologie de
dual est strictement plus fine que la topologie de sous-espace
de E

rl

5éme question : montrer que E” s bidual topologique de E .» peut s'identifier

, @ 1'espace vectoriel constitué par les suites bornées réelles.

EXERCICE N° 29.

Soit E un espace vectoriel normé . Montrer qu'il ne peut exister deux appli-
cations lingaires et continues, P et @ , de L (E) , telles que

PR - QP =1._
ot I désigne 1'opérateur identité sur FE
En déduire que 1'espace E de 1'exercice N°5 n'est
pas normable. '
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- CHAPITRE__III -

TECHNIQUES HILBERTIENNES

]

-

Dans tout ce chapitre,aﬁgdésigne un espace de Hi1b§rt. Trois théo-
rémes fondamentaux vont étre démontrés sur un tel espace et nous en examine-
rons ensuite les conséquences pratiques sur des réalisations concrétes d'espa-
ces fonctionnels. Chacun de ces théorémes généralise une propriété familiére
de 1'espace euclidien et cette parenté géométrise considérablement 1'analyse
fonctionnelle, comme nous allons le voir.

Le produit scalaire dans 0 est noté <x v Y2

3.1. THEOREME DE LA PROJECTION.

L= L1 Ay g ey =g A eeffiegp e

Soit 4 un sous-espace vectoriel fermé de(jg. A tout point X de&{?, il corres-

pond un point y deH , unique, tel que

Ix-yl=Infll x=zI
ZeH

* Le pointy est appelé la projection du point X sur le sous-espace H.

L'énoncé de ce théoréme signifie qu'il existe un point y, et un seul dans H ,
tel que la distancelx-2z|| soit la plus petite possible lorsque z parcourt H .

Dans le cadre d'un espace euclidien,par exemple 1'espace R 3 de-1a géométrie
ordinaire, ce théoréme est bien connu. Soit H un plan et x un point de W?3.

De tous les segments joignant x aux points deH, il en est un qui est de lonaueur
minimale : celui qui est porté par une droite passant par X et orthogonale @ H .

Le pointy n'est autre que la projection orthogonale de x sur le plan H . Nous

allons retrouver ces notions familiéres dans le cas d'un espace de Hilbert.

‘jf X

Projection orthogonale

y de x sur H




%
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"
s d_ou % & ¥s
La démonstration précédente n'utilise que la structure préhilbertienne
de d€. On pourrait la généraliser (cf Nanta Iremica Vol N°8: Exercices)
. S
b) Existence_du_pointy _:

Puisque In}f Ix-2zIl=8 , i1 existe une suite de pointsy de H
. Ze
telle que [Ix- y, I =8

convergeant vers [}

On a :
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Soit x un point arbitraire donné de~J€. Montrons que si y existe, ce

point est nécessairement unique. Supposons en effet que Y, et Y, réalisent le
minimum

”

Ix =yl=ux=yl= Infyx-24=05

Rappelons 1'idendité du parallélogramme (Cf Chapitrel , § A, 4.4.9), iden-
tité caractéristique des espaces préhilbertiens :
&

x -yl nx=y f=200x1+1 yit)

X'z x=y,
y'= x_yZ

On peut encore écrire, en posant {
2 2 2 2
- - =12x- +ly -yl
2(0x =yl hx -y} =U2x (y1+y2)2 +ly, :1
o .
=[‘“x_l]2_yz'ﬂ+")f2"y1n

2 2
(8 ilx- Ky )
Mais _ 1+t Yo 4
2

-

appartient & H comme y, et y, , donc on dispose de 1'inégalité

nx-—y'i;—yzwa

Soitfly, - y,I<0

n.oﬁ an est une suite décroissante de nombres réels

Une fois encore, écrivons 1'identité du parallélogramme, avec
{x' = X -y

y© = X= Ym

2 2 4+ 2 2
2(Hx—y '+ x-y )= & nx-y—"zy—”’nﬂlym—yn I
2
2(67 +8h ) -4l x=hTIm >y y I

2 2 2 2
0ty -y, I < 2(8,+6,- 25)
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Soit .
Lmily _y I=0
N -+ 00 5
M=+ 00
La suite y, est une suite de Cauchy dans H , or H est un espace
fermé donc complet comme sous-espace fermé d'un espace complet  (Cf. Ex.N® 16).

La suite converge donc vers un élément y de H lequel réalise
Yo 1 y q

’llx- y H:Lr:::’; lx-2z1

Dans (b), nous avons maintenant eu besoin.du~fdit que H est complet

e

(c'egt-a—dire ici de Hilbert).

Le théoréme de la projection une fois démontré, i1 importe de
donner quelques propriétés du point y . Rour fixer les idées et simplifier

certains calculs, nous supposerons quejgest un espace de Hilbert réel.

Montrons que<x -y ,2 =-y>= 0 pour tout élément z deH . Cette propriété

caractérise méme le point y parmi tous les points de H

Pour tout A tel que 0<A , le pointy+A(z -y ) appartient 3 H ,

donc on a : 4
Hx-l’.y+Mz—y)}022ﬂ x=yl

4

ce qui s'écrit : ‘
2 2 2 ' 2
hx=yll + A llz=yl + 2A<x-y,z-y>=Ix-yl

ou encore :
2<x-y, z=y>Z(-Allz=yl?)

Mais comme A >0 peut &tre arbitrairement petit, on'a 1a refation :

<X -y,z-y>>= 0 pour tout z dans H .

Changeant z -y eny,-’2z , on aurait aussi<x =y, y-z>2=0. Donc :

<X-Y, Z-Yy> = 0 pour tout z dans H.

Réciproquement, siy appartenant @ H, est tel que <x-Y , Z=Y¥.>=0 pour tout
z deH , ona:

Ix - Lys(z-y) 10 = Ix-y Palz-y I’
donc :

Ix-z IP>Ix—-y1°  pour toutz deH .
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y est bien le point de H réalisant le minimum de X~z lorsque z parcourt H .

Naturellement <x-y, z-y>=0pour tout z de M équivaut a<x-y, z> =0 pour tout
z deH .
On peut donc énoncer une deuxiéme forme du théoréme de la projection.

e i e e el L o L T =t e g

La projection ¥ d'un point X sur un sous-espace . fermé H de l'espace.ffest

1'unique pointy deH tel que y-x soit orthogonal i H

-

Remarque : On peut aussi projeter un élément x sur une variété linéaire V .

Rappelons qu'une variété linéaire est 1'ensemble des vecteurs de la
forme a+H ol a est un vecteur fixe et H un sous-espace vectoriel

dejg.

La projection sera également définie en minimisant |x-Y Jod y Pparcourt
V . On démontrerait de méme que la projection y est telle que x-y est
orthogonale & tout vecteur de H et ye& V.

Donnons une autre formulation du théoréme. La projection surH &tant
unique, on a ainsi défini une application ded sur H . Appé]ons Py 1'opérateur
X —s y:F;4 (x). Cet opérateur posséde certaines propriétés qui suffisent 3 le
caractériser.

1

Définition : Un opérateur, élément de Hom(d,J6) est un opérateur idempotent si

Pz: P

Soit H un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert JG. L 'opérateur

PH est un opérateur linéaire, continu, de norme 1 et idempotent.

R, est appelé le projecteur orthogonal de Ji’f sur H .
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D'une part P, (x ) est caractérisé, parmi les points de H , par la propriété :

<R (x)-x, z>=0
‘pour toutz deH d'aprés la deuxiéme forme du théoréme de projection.

C'est-d-dire que B, (x ) est caractérisé, en tant qu'élément de H , par :
<P (XY s 2o =R, 2>

pour tout z deH .

Par suite, considérans P, (?\1 X, +A2 xz), lequel est caractérisé par
'd
<R (A x+2x,), 2> =<h x+Ax%,, 2>

Mais AI R, (x,) + }\sz(x_) satisfait cette relation puisque

<A R+ AP LX), 2> = A <P (%), 2>+ A<Ry(xy), 2>

= <A+ Axy 2>
Donc par unicité :
MBOY + AR = Py (A x+Ax)
L'opérateur B, est linéaire. |

De méme on vérifie aussitot 1'idempotence de R, .
. De plus H est image directe de R, et les points de H sont caracté-

risés par la relation P(x)=x. Enfin, Te noyau dePy est 1'ensemble des vec-
teurs orthogonaux a H . .

Décomposons un vécteur quelconque X de K sous 1a forme. :
X =R) + (x-Pylx)
I1 vient P(x)eH et x-PRx)e H*
en notant HL le sous-espace orthogonal & 1_'espaceH (Cf Chapitre 1,§AR.4.4.6),
On dispose de 2 2 2
X = 1R (x) W+ lIx-R(x)

d'aprés le théoréme de Pythagore, donc

IR, () < Ix et IRN=1
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Enfin, on note queJC est somme directe de H et de H- ( HY est un supplémen-
taire de 1'espaceH ). L'existence d'un opérateur continu P, fait dire que
J est somme directe topologique de H et Hl

B ooyert

H'est appelé le supplémentaire orthogonal de H (noter que (H*) = K ).

Le théoréme de projection permet de démontrer le théoréme de duali-
té suivant, di simultanément & Fr. RIESZ et M. FRECHET, au tout début du

siécle. . .
'

3.2. THEOREME DE DUALITE ET SES CONSEQUENCES.

3.2.1. Théoréme.

B

Soit L une forme linéaire et continue sur un espace de Hilbert H. n existe

un él1ément y de Jg , unique, tel que pour tout vecteurx deéﬁ?

(1) L(x) =<x.y>

- Au Chapitre 1,A §4.4.8, nous avons vu que tout &lémenty deéﬁ?définissait
une forme iinéairel, :X—x,y> ce qui _permet d' 1dent1f1er\ﬂ? a un

sous-espace vectoriel de JC™ s puisque . L) A s AL LgLY(cas réel).
' 2

2*2
Grdace d 1'inégalité de Schwarz :
1)1 =1ex, y>1 & Ix liyd
on constate quel, est une forme linéaire continue surd et de norme lyll . En

outre on a L,=¢ L lorsque ¥ # y Par conséquent erst identifiable & un
sous-espace vector1e] du dual t0po]og1que‘7?

Le théoreme de dualité permet la réciproque : c'est-a-dire enseigne

queéﬂ?et\?? sont canon1quenent identifiables par 1'application y.____;Ly

Théoréme : Un espace de Hilbert irée1)-1? est isométriquement isomorphe & son
dual. :

Ce théoréme a un grand intérét dans la mesure ol les formes linéai-
res continues, sur un espace vectoriel normé, jouent en dimension infinie le
réle des "coordonnées" (covariantes) dans le cas d'un espace vectoriel de
dimension finie. Avant de passer a la démonstration,et pour éclairer celle-ci,
interprétons le théoréme de dualité dans le cas de 1'espace |F<>3 , espace usuel

de la géométrie.
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Une forme linéaire sur R’ est nécessairement continue d'aprés le
Chapitre I. Nous savons zgalement (Cf Chapitre 0) qu'un espace vectoriel
de dimension n est isomorphe & son dual mais il n'y a pas d'isomorphisme
privilégié. Cependant lorsque 1'on dote IR? d'une structure hilbertienne,
en le rapportant par exemple & une base orthonormée, une forme linéairel
est déterminée par trois nombres a ,b, c.

L(x) =ax+bx,+cx,

Ceci signifie que le plan passant par 1'origine.ax, + bx2+=cx3= 0 .détermine

la forme linéairel -. Les trois nombres-a , b et ¢ sont les coordonnées

d'un vecteurV orthogonal au plan P et 1'on sait bien qu'il y a correspon-

dance biunivoque entre 1'ensemble des plans contenant 1'origine et 1'ensem-

ble des droites passant-par 1'origine par la relation d'orthogonalité (cf figure).
En somme, 1'isomorphisme de R® et de son dual devient canonique, iqdépggggnt du
?choix_Q{uné'baseeﬁ{;é condition_d'avoir une structure hilbertienne.

Cette situation_est encore exacte dans le cadre général d'un espace de Hilbert
comme nous allons 1'établir ci-dessous. On supposera ici encore 3{ réel pour

stmplifier.

Lorsque la forme L de 1'énoncé .est identiquement nulle, il suffit de prendre
y = 0-dans la formule du théoréme 3.2.1.

/
]

Soit L une forme linéaire continue non jdentiquement nulle définie suré%?‘
Soit H Te noyau de L , c'est-d-dire 1'ensemble des vecteurs x tels que Lix)=0
H est un sous-espace vectoriel deé%?, fermé grice & la continuité de L
(Cf exercice 15). I1 existe un vecteur y”’ non nul tel que y ” soit orthogonal
aH . En effet, comme H est strictement inclus dansJ€ puisque L n'est pas
identiquement nulle, on peut prendre un vecteur X dé}{rﬂappartenant pas & H
et considérer sa projection orthogonale R, ( x,) sur H . Le vecteur

yE)ﬂ—FL (x) , non nul, est orthogonal & H . ‘
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Posons ey’
! " Liy)

(L(y) £0 puisque y* est non nul et appartient & HY ).

Pour la méme raison |[y"|[ # 0. Envisageons < x, y" >

- Pour x appartenant aH, . L(x)=0 donc vaut aussi{x,y "

- Pourx n'appartenant} pas daH , L('x—y‘l'_[x)J =L(x) = L(x)L (y"
, =Lx)-L(x)=0
cart(y9 =1 . Donc x —yﬁ_-(x) appartient & 1'espace H . Ce qui nous fournit

0= L{x=y%L (x))=<x -Y(x), y/>
et ce qui donne & son tour

<X y*> :L(x)<y; y“>
d'od puisque [y"[]* = < y", y"> # 0, 1'écriture :

»r

Y
L(X) =<X1W>

En posant y :(T)-(F; s on obtient pour tout x de j€1a relation cherchée
, =

L(x) =¢x ,yy
De plus la correspondance entre L et 1'@lément y ynique défini ci-dessus est
linéaire et : e < iyl
d'aprés 1'inégalité de Schwarz. Mais si 1'on fait x =y , i1 vient

2
L(y)=lly 'Lyl donc NLE> 1Ny

-

D'od la relation 3 St _
- L=yl
ce qui termine la démonstration de 1'isométrie entre F et jg’

‘
¢

Par contre, en général, jf:' le dual algébrique, est beaucoup plus

grand queﬂ : (I] faut noter que 1'isométrie est antilindaire lorsque 'K est
comp]exe),
Examinons quelques conséquences du théoréme de projection.

3.2.2. Critére de densita.

Nous avons déja défini, au Chapitre 0, la notion algébrique d'or-
thogonal H® d'un sous-espace vectoriel H . Dans le cadre d'un espace de
Hilbert, cette notion coincide avec la notion d'orthogonal H* , @ condition
de considérer la dualité ( j(’, J’f') au lieu de la dualité (9’(, Jlg*)
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Nous avians dit que la considération algébrique d'un orthogonal
avait une grande utilité (théorie de la dualité algébrique). Dans le cadre
d'un espace de Hilbert, il importe de considérer 1iorthogona1 comme sous-
ensemble de‘Jﬁééﬁi (théorie de la dualité topologique). On remarque alors
que 1'on peut étudier soit H , soit Hﬂ puisque toute propriété sur 1'un de

- ces espaces fournit une propriété sur 1'autre espace (lorsque H est fermé,
on a(Fﬁ’f = H : le démontrer & titre d'exercice).

#»

De méme supposons que H, et H, soient deux sous-espaces vectoriels
tels que H; © H, . Supposons en outre que H; soit fermé et que H, et H
aient le méme sous-espace orthogonal. Dans ce cas, on peut démontrer que
Hy est dense dans H, (le démontrer en exercice).

Ce résultat est d'usage courant et il donne un critére de densité.
Nous 1'utiliserons notamment pour démontrer qu'un sous-espace vectoriel est
dense dans un Hilbert, sous la forme suivante :

Théoréme : Soit E un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert Jﬁ’te]

que seul le vecteur nul soit orthogonal 8 E . Dans ce cas, E est
alors dense dansJ? . #

L La démonstration est simple : soit H Ta fermeture de E . Par hypothése
1'espace E , = ‘orthogonal de H,est réduit & 0. Par conséquent, d'aprés le théo-
réme de projection, valable pour un fermé H , on a :

Herol= X soit H = c.q.f.d.
" -t
Ce résultat peut naturellement étre considéré comme une simple conséquence

du critére de densité examiné en I, B, 5.4.3, puisque nous avons canoniquement

“identifié les formes linéaires et continues 5ur'§< d des éléments de'ﬁf
. 7 " ‘ '

L

Envisageons formellement 1'application du théoréme de projection
au probléme classique de Dirichlet.

Soit Q un domaine de R?et f une fonction définie sur @ et
sur sa frontiére. Le probléme de Dirichlet consiste en la recherche d'une
fonction y§ , harmonique sur§ , prenant les mémes valeurs frontiéres queF

On va voir que formellement la solution ¥ s'obtient en minimisant 1'expres-

I(g) :QLZ:lgrad g[zdx dy

sion
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lorsque g parcourt les fonctions g , suffisamment réguliéres, prenant les

mémes valeurs frontiéres que f

On définit pour cela un espace de Hilbert K ter que VI représente
la norme d'un élément g de JC et on doit minimiser cette norme sur la variéte
linéaire E des fonctions ayant les mémes valeurs frontiéres que f . I1 s'agit
donc de projeter O orthogonalement sur E . La fonction minimisante, notéeJ ,
satisfera alors (théoréme de projection) :

R

ou encore .

IJ; (grade ) (grad V)dxdy =0

pour toute fonction V dans J:E ayant une valeur frontigre nulle. On note Fr 2
la frontiére de Q .

Or la formule de Green donne (en la supposant exacte pour les éléments deﬂ)

LV, ZJJS;(QFEE V)(g?a.dd ) dxdy :ﬂ;\lﬁx} dx dy —f\/ gnids
. - FrQ

Comme V est nu)] sur Ja frontiére .

<v,-0>:f:£va§dxdy=o "

ce qui donne AV=0 puisque 1'égalité précédente est exacte pour tout V

Bien entendu, i1 faut procéder soigneusement pour vérifier toutes les assé}-
tions précédentes et préciser le vocabulaire. I1 y a plusieurs difficultés
puisqu”i] faut définir correctement 1'espace de Hilbert Sﬁ?d'une part et

d'autre part i1 faut donner un sens & la valeur frontiére d'une fonction f

de I, g | :

En théorie de 1'approximation, nous &tudierons la méthode de Galerkine qui

est une méthode'par projections successives fort utilisée pour les éguations aux

dérivées partielles de type eHiptiqueJet qui repose sur le théoréme de dualité.

2
3.2.4, Exemple_1_

Le théoréme de dualité assure que toute forme linéaire continue L
sur (2 se représente sous la forme d'un élément y de s

y - (y1 2. 2 J‘"‘ynJ"')

L(x) =<Xx y> :Z Xy Ya

n=1

Le théoréme de dualité assure gue toute forme linéaire continue L




o

- 148 -

sur 2 (0711 se représente par une fonction g de L2 (011 selon

1
= ozq f(x)glx)dx
Sur Lz( 011h) , On aurait :

F(f):clr1f(x)g(x)h(x)dx

(rappelons que nous avons supposé les espaces réels pour simplifier).

3.3.7 THEOREME DU CHOIX.

Dans un espace euclidien E , on sait que de toute suite 1nf1n1e{x )
d'éléments de E dont les normes restent bornées par un nombre fixe, on peut
extraire une sous- su1te } convergeant vers un &Tément x de E . Ce résultat
constitue Te théoréme de Bolzano-Weierstrass que 1'on a démontré au Chapitre I.

n:g]

Considérons maintenant 1'exemple de 1'espace [? pour voir si le
théoréme de Bolzano-Weierstrass est encore valable.
Soit p le vecteur de (* défini par 1a suite (1,0,0...0,...) et

- plus généralement soit p{ Y le vecteur défini par la suite (0,0, ¢ idaBams)

iéme

(O partout sauf 1 & lan place)

I L 1,0,..,0,:0.)
P2 (0 1. 0..0)

: J
'{n)
0" - (0, 0,..,1,..0)
i ' !
La norme de p'™ est 1 puisque | o™ ,<p b o >¥1, donc la suite
pir) de vecteurs de (2 , est incluse dans Ta boule unité de (2 . Par ailleurs,
considérée comme une suite de vecteurs de [2 ,cette suite P ne constitue

pas une suite de Cauchy, et on ne peut pas en extraire une sous-suite de Cauchy.

i

En effet, on note que

n

Or (p("; PP =0 si ngp et donc

1" p®y = 7 lorsque n #p (et bien sir 0 si n=p )

On ne peut donc pas extraire de la suite p("’ une sous-suite converagente au
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sens de {2 , c'est-a-dire qu'il n'existe pas de sous-suite p (nk) et
d'elément x de (2 tel que
Lim i p™-x1=0
k=m0
Le théoréme de Bolzano-Weierstrass n'est donc pas exact dans le

cas d'un espace de Hilbert de dimension infinie. Cependant i1 existe une
forme affaiblie d'un tel théoréme,.

Prenons 1a suite p'"! de vecteurs de [? et un vecteur quelconque y

-

de [? . Formons le produit scalaire< Phj y>-

11 vient :
(n) b (n) B
<p }y > = kz_1 pk yk = yn
- ! -]
. = R . - 2 y 2
Or Lim y, =0 puisque y, appartenant 3 1° , = Yn converge .
| P, . } =
Par conséquent :
2
Lim(pm, y):O pour tout &lémenty de [° .
N-00

-

~ On note
. {n)
lim <p" y>= <0,y> =0

N @

Ce résultat est général. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant, dit théoréme
du choix.

<

4

1

3 :3 .1, Théoréme.

De toute suite infinie d'&léments d'un espace de Hilbert éﬁ?dont les normes
n)

restent bornées par un nombre fixe, on peut extraire une sous-suite X

et trouver un &lément X de 1'e5pace;ide sorte que pour tous les élémentsy

de Jﬁ? , on ait :

Lim <xm1y> = (x ) ¥
_ Ns@

On n'obtient donc pas la convergence de la sous-suite x {n) (comme nous 1'avons
m))y> pour tout y de L2,

' 2 ;
vu pour { ) mais seulement la convergence de {X

(n)
deJ » converge faiblement vers x

s1, pour tous les éléments Yy de éé? y On a

On convient de dire qu'une suite x

Lim <ftw> 2 L% ¥

N+
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Nous n'allons pas donner la démonstration générale du théoréme du
choix, mais faire la démonstration dans un cas particulier : le cas de 1'es-
pace (2 . Ce cas couvre tous les cas usuels car il s'applique en fait & tous
les espaces de Hilbert séparables (la définition de ce mot sera donnée plus Toin
ainsi que la démonstration du fait que {2 est isomorphe et isométrique & tout
espace de Hilbert séparable).

Nous utilisons le vocabulaire du paragraphe suivant et on pourra
entreprendre la lecture de cette démonstration aprés la lecture du paragra-
phe 3.4. .

7 4 (n)

Nous nous servons essentiellement du fait quep constitue une base

hi]bertienne(orthogona]e)de 1'espace de Hilbert (% . Nous procéderons en qua-
tre étapes,

Soit X{ une suite infinie de vecteurs de 1'espace 2 telle que

X I <1

pour fixer les idées. Ici ig I, ol I est un ensemble quelconque d'indices.

Premiére étape : procédé diagonal

-

I1 est possible djextraire de XL une sous-suite, notée Zf") telle que
tim ¢x™) p"y “existe
gy :
et est finie pour tout &lément p ! défini précéaemment.
Considérons (X (“): =HE cfest une famille 1n§hﬁe‘dé nombres

% ¥

réels tels que
tag<ax e <1

IT existe donc une sous-suite dénombrable 'd'é1éments de la forme X? ot iel,

sous-suite encore ;x( ) o0 j=1, 2,... et telle que
Lm ¢ x(” p s existe
¢+

(théoréme de Bolzano-Weierstrass sur la droite réelle).

, 1) : .
Considérons maintenant <:X£ P> ::q; . 11 s'agit d'une suite
) .
infinie de nombres réels tels que by I<1 . Il existe donc une sous-suite

de X&“) , Notée Xé{ﬂ , telle que

‘Un\ { X‘% p(z)) existe.

&“*1-(!)
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On forme ainsi des suites xé(n) , chacune étant extraite de la suite précée-

dente, et telles que

i (M) 4(n) :
Lim < Xi,P > existe
&—b*’ﬂ:’
2 s 5 § 5 (n) (n) . - (n) 2
Considérons alors la suite diagonale notée x'") =X . Bien sir x*'/ e 1°.

Selon le procédé de formation, il est clair que :

. M) (k , ' .
Lim < Xn., P )> existe pour toutentier Q. (k > 1)
4 n —»+ 00

(n)

Deuxiéme étape : Lim <X y > exjste pour tout &lément y de 7?

Par conséquent, formons

. 7
N=+ @

Ecrivons un element y sous la forme (cf théoréme 3.5.1.)
(k) (k)
y = Zyk WLy o= YLy o

On peut choisir N de telle sorte que pour un 5 donné

ly-Yi?= Yy2 ¢ &

k >N
< y> ~ < y>

,y> <x,y> <x(”,)y—YN>«<'x”Y> <xm)Y> <x(y | e

Soit :
|<xy y>-<xXMy>] < Iy = Yl o] <A T T Ty =Yyl

Lo

© étant donné, on choisit N de telle sorte que |y —YN|]: <& . Puis on choisit
N’ de telle sorte que pour N et m supérieurs & N’ :

l<xXM-¥MYn>| < &

ce qui est possible d'aprés le résultat de la premiére &tape car Yn est une
combinaison linéaire finie des P*) . Par conséquent, avec N" = Sup (N, N'),

pour n et m > N, ]<x(”)y> - <xmy>| & 36

La suite <x‘“2y> est une suite de Cauchy de nombres réels et converge donc,
ce qui démontre 1'assertion de la deuxiéme étape,
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Troisiéme étape : la forme y — L{y)=Lim <X(rj y> est une forme lindaire

n —+ Q@

continue sur (2

Bien entendu, y—lim <:%”}y:> =L(y)est une forme 1inéaire sur (? puisque :
n—Q@

<Xm%AY*FY’> _ A<:xm3y S & }1 < XM),y'>
donc ’

LiAy+py) = AL(y)«pLly) .

&£
I1 reste & montrer que L est une forme continue, c'est-a-dire qu'il existe

une constante M telle que pour tout y de (2 on ait

(1) IL(y)l < Mﬂyﬂ‘

Ce résultat constitue un cas particulier d'un théoréme général d'analyse
fonctionnelle : le théoréme de Banach-Steinhaus, qui est facile & démontrer

dans ce cas trés particulier.

Nous avons 1'inégalité suivante pour chaque N et pour tout Y

-

|<x® y>| < 1X7] Iyl

Or
X)) < par hypothése,
; X . g
donc [L{y)] = Llim | <x™y>| < lyl
g n— ®

Cette inégalité n'est.alitre que 1'inégalité cherchée :

~

(1) ILiy)l < lyl ou M=1

oy . . 2
Quatriéme étape : il existe un vecteur X de { tel que

<x,y> = Llim < x™ y>
n-++4 QO
IT suffit d'appliquer le théoréme de dualité pour assurer que L(y)se repré-
sente par un &lément x de {“tel que Ixl =1L]et
- (n)
<x,y> = Lyl = lim<x,y>
Ne+@
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Ceci termine la démonstration du théoréme du choix.

Nous allons maintenant définir les bases hilbertiennes qui vont

remplacer les bases algébriques usuelles des espaces de dimension finje. En dimensic
~infinie, les bases algébriques ont trop d'éléments et sont peu utilisables.

SRES

3.4. FAMILLES ORTHOGONALE ET TOTALE : BASES HILBERTIENNES.

-

3 4.1, Orthonormalité.

Soat.ﬁ@un espace préhilbertien réel ou complexe, une famille {Piz
de vecteurs est dite orthonormale lorsque

<pi,p,> =6.. ot O.. =

i L) Ll

orthogonale lorsque 1'on a seulement

<P > =0 si i =]
Deux éléments d'une famille orthogonale sont linéairement indépendants
puisque Ap;+Hp,= 0 entraine A<p,p>+ 4 < 0,,0 >=A=0et de méme
U =0 en faisant le produit scalaire avec p,.

En fait, les vecteurs d'une famille orthonormale {€;} possédent une
indépendance plus fine : une indépendance de nature topologique

.

I1 n'existe pas de combinaisons linéaires tigig§’ges P (i =)
approchant pj dfaussi prés qu'on le désire dans 1'espace J . Ceci peut
aussi s'énoncer en disant que le sous-espace vectoriel fermé engendré par
les pi(i + ] )ne contient pas 1'élément pj ; C'est Te mot fermé qui ajoute
quelque chase par rapport d la seule indépendance linéaire.

La démonstration de ce fait peut s'effectuer en utilisant Ja
théorie de la dualité. Montrons donc que pj appartient & 1'espace ortho-
gonal du sous-espace H engendré par les vecteurs P; (L¢.j). Or ceci est
évident puisque si

n o
X = inpj ‘. alors <X,pj> =0 (&%L)

i=1
La fermﬁture Hﬁdu sous-espace vectorielH. engendre par 1es 91 oG

- &
[ # J et 1! espace HJ ont méme orthogonal: L = (qg . Mais . apoart1ent 4 g2t
'orthoqona1 (H ) . Par suite Q #,0 ne peut app rtenir S1m&1fanempnt a Hi

L
et ath\ . Une demonstrat1nnipar le calcul que ¢,H1 est la suivante.

4
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supposons que pour tout & > (0 , on puisse gcrire

.
- g ei, | < & od J est un ensemble fini.
LE€T
Py
On devrait avoir d'aprés 1'inégalité de Schwarz
| <e; - Ta, e:,0;>| < € ,
4 L €J ’

L #]
Cependant cette inégalité se réduit a

1 =<p ,0> <€
y . ; . J J
ce qui est impossible.

Soit {P } une famille de vecteurs dans un espace vectoriel de
Hilbert ol i appart1ent 3 un ensemble d'indices I. Formons 1'espace vecto-
riel H engendré par les @, , € 'est-a-dire 1'ensemble H des combinaisons 1i-

Zao

ot J est un sous-ensemble fini de 1 ensemb]e des 1nd1ces I.

néaires finies x des vecteurs g

2 . Les familles {ngour lesquelles H est dense dans ﬁi sont particu-
1iérement intéressantes. On convient de la définition :

2  péfinition : on dit qu'une famille de vecteurs [pi}_constitue une famille

&L
“totale sur.un espace de Hilbert Eﬂf]orsque 1'espace .vectoriel H

engendré par les P, est dense dans ai.

Une famille totale peut étre caractérisée par une propriété d'ortho-
gonalité, du moins dans un espace de Hilbert.

Théoréme : une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fami?]e{pL}
<oit totale dans un espace de Hilbert 3f est que tout vecteur 18

orthogonal & tous les Q est obligatoirement le vecteur nul.

, S {p] est totale, un vecteur x orthogonal & tous lesP; (<x,P;>-0 pour
tout j_dans I) est orthogonal au sous-espace vectoriel H et donc & sa ferme-
ture H dans_}e,. or H est dense dans éﬁipar la définition d'une suite totale,
donc x est orthogonal a lui méme , donc nul,
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Réciproquement, sizfﬁlJ est une famille telle que, seul le vecteur

e —a—

<lui est Qfghogona], alors 1¢ eSpace vectorielllengendré par les 2. aun orthogc

" nal réduit au vecteur nul.H est donc dense dans aﬁ et Ta famille {QL}
est totale d'aprés ce qui a été vu au paragraphe 3.2.2. Seule cette réciprogue
exige que & soit de Hilbert au lieu de préhilbertien seulerment.

Exemple : les vecteurs {E“”] de [? constituent une famille totale puisque
1'hypothése <X , e™s 0 signifie Xn = 0 pour tout N et donc :

X = iy Kpjass Rgimsd m {0 Bimmm G Ju B

Fd .o
Rappelons que Ek0=(b, 0,...,1,0,...,0,..., U)partout sauf & la n' M€

place ol 1'on met 1.

3.4.3. Bases hilbertiennes.

= R e et

Définition : on appelle base (orthonormale) hilbertienne, une famille [e;}
d 1a fois totale et orthonormaledans un espace de Hilbert 3<

" Les vecteurs {E(")} de L* constituent une base o;thonormq1e hilbertienne.
c'est d'ailleurs la base hilbertienne canonique de 12.
A titre d'exercice, utilisons la condition du théoréme pour montrer que
dans 1'espace euclidien & n dimensions {mn), une base orthonormale hil-
bertienne {Ek\ est une base au sens algébrique de la théorie des espaces

~vectoriels (Cf Chapitre 0, paragraphe 2), e _ _ L
Soit donc {ek} ol K est un ensemble d'indices, une base hilbertienne de
keK

1'espace euclidien R". Nous avons déja noté que les {ek} sont linéairement

keK

indépendants puisque la famille est orthonormale. Par suite, K est fini et de

cardinal inférieur ou égal @ n. Pour terminer la démonstration, il suffit

d'établir que le cardinal de K est n exactement. Deux démonstrations au moins

sont possibles.

Ou bien 1'on remarque que 1'espace vectoriel engendré par les {ek}
k€K

fermé car K est fini. Or la famille est totale, donc cet espace est MR" tout

entier soit Card K = n.

Ou bien 1'on remarque que si x est un vecteur n'appartenant pas & 1'espace

vectoriel engendré par les {ek} » on peut poser
keK
lk = < X, ek »
et y= x-= 37 X &
kek Kk

Or y est orthogonal & tous les e lorsque k € K et ne saurait par hypothése
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Cependant, dans le cas d'une dimension infinie, une base orthonor-
male hilbertienne n'est jamais_une base au sens de la théorie des espaces vecto-

riels. Précisément, tout vecteur ne s'écrit pas comme une combinaison liné-
aire finie des vecteurs de base mais,.comme nous allons le préciser, selon une

combinaison infinie .

Notation : on appelle coordonnée (hilbertienne) d'un vecteur X d'un espace

hilbertien afi, par rapport a un vecteur €; d'une base hilber-

tienne {Ei}’ le nombre : % B X
. A€ s B

Ce nombre est réel si a{i est un hilbertien réel, complexe si 3%2 est un hil-
bertien complexe.

Théoréme de la base hilbertienne :

Dans tout espace hilbertien, il existe une base hilbertienne orthonormale.

La démonstration utilise 1'axiome du choix, tout comme ta démonstra-
tion du théoréme de la base au Chapitre 0 dans le cas d'un espace vertoriel.
Nous admettrons ce théoréme.que nous utiliserons peu car dans tous les cas concrets
nous exhiberons une base hilbertienne explicite.
Convention : Afin de ne pas compliquer inutilement les notations et pour éviter
d'introduire de nouvelles notibns, nous allons faire 1'hypothése
suivante sur 1'espace de Hilbert afa

Nous supposerons que 1'espace contient une base hilbertienne au plus
€sp p

dénombrable. On dit dans ce cas que 3 est séparable. - ¢

Comme 1'on démontre que deux bases hilbertiennes orthonormales d'un
méme espace de Hilbert 38 ont méme cardinal, appelé dimension hilbertienne de
éﬂg ; foute base hi1ber§ienne d'un espace de Hilbert séparable est dénombrable.

Les espaces de Hilbert les plus uti1{sés, comme (2 et 13[0,1]/
sont des espaces séparables : pour le premier, c'est évident puisque nous avons
construit la base hilbertienne {Enlgwgour le second, c'est moins évident. Nous
le démontrerons(cf 3.5.6.)en construisant effectivement une base dénombrable.
Nous allons maintenant donner un moyen pour construire des familles orthomormales

et méme totales.
L'hypothése de séparabilité de 1{ est traditionnelle pour one introduction a

1'analyse fonctionnelle. Malgré tout, nous essaierons de ne pas en faire trop granc
usage parce que certains espaces de Hilbert utiles ne sont pas séparables (Exemple
cas des fonctions presque-périodiques de Besicovitch).
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3.4.4., Théoréme d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Soit ¥ un espace de Hilbert.
Si {an} est une famille de vecteurs linéairement indépendants, il

existe une famille orthonorma]e{en}de vecteurs de J¢ telle que, pour tout

entier P , le sous-espace vectoriel engendré par Oy, Qpn...,0Qp soit

identique au sous-espace vectoriel engendré par €,, €, 5...»€p

De plus, si la famiﬂe{un}est totale, la famﬂle{en}constitue une base

hilbertienne orthonormale.nl : nzl
Démonstration : Posons gy o sole

lla, |
Visiblement [a,] = 0 puisque les vecteurs inn\sont indépendants.

_ nzl
On a ainsi normé le vecteur e,
ﬂ 91 l = ] .
Posons maintenant
e, = Ae,+pa,

ol A et U sont des scalaires tels que
<e,,e,> = 0
<ej,e> = |

(<]

Ceci donne deux conditions sur A et J (On suppose 'é'( réel pour simplifier).

o
]

<€;,8;> = A+l :<0,y,8>

it
[}

<92,92> = A2"2A}.| < B s ap*}izﬂﬂzﬂz

Si < 0y,0,> =0, i1 suffit de prendre A =0 et y tel que |y Iz.ua I# =1
! 2

. : 2 2
Si < 04,0, > 20, }Jz(ﬂ Gl -<e,0, > ): 1. L'indépendance linéaire de e, et
U, entraine quel]Gzllz— &y olly 2 4 0 (critére d'égalité dans 1'inégalité
de Schwarz). Ceci permet de choisir convenablement - B et par conséquent A avec

AN o= - <0y, 8>

€y et €, engendrent ]e méme espace vectoriel que g,et g,. Les vecteurs g,
et e, étant choisis, on pourrait, par le calcul, vérifier qu'il existe

un €3 , orthogonal & €y et €, , de norme 1, et tel que ( €7,€ 5, , €3 )
engendre le méme espace vectoriel que ( d3, @2, Q3). Nous allons obtenir
ce résultat directement et sans supposer “g}( réel.

Appelons Ente sous-espace vectoriel engendré par ( @y, 0, seeesl ).
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Gréce a la linéaire indépendance des Q,, on a 1'inclusion stricte :

En < Eno,l
Supposons avoir trouvé N vecteurs orthonormaux ( @y, €5,...;€8n )s qui engen-
drent le méme espace vectoriel E.n que les n vecteurs ( Gy, Q2,...,0n ).

L'espace vectoriel E, est de dimension finie (n), donc fermé dans 1'espace
de Hilbert ErN1. Grace au théoréme de projection et puisque En est stric-
tement inclus dans En+1, i1 existe au moins un vecteur €n. ¢ non nul,
orthogonal & E, et appartenant a E,,, .(Prendre 1a différence entre e,
et sa projection sur £,},

e

- n+i
Posons en+1 = Trgrﬂ_
e

on constate que €.,y est orthogonal & tous lese, (kg n), de norme 1, et
les conditions sur la dimension assurent que les ( €;, €5,...,€,,;y ) en-
gendrent 1'espace vectoriel E n44

Par récurrence, on construit ainsi la suite orthonormale (e, , €,s

«» €n ..., suite éventuellement infinie si la suite des {a } 1'est.
nzl
S1 (04509 s.--0p 5...) est supposée totale, la suite orthonormale

{€ n} constitue une base hilbertienne. En effet, supposons que
nal '

< x,e, > = 0 pour tout entier n.

On a alors <X ,0,> = 0 pout tout entier n puisque 0, appartient au sous-
espace. vectoriel engendré par les ( g, €5,...€,): ~ .f

Ceci entraine, grace & 1'hypothése de totalité des{ﬂ;wi, que

X = U,_d‘oﬁ la totalité de {en }. #
. . nzl

Venons-en mdintenant au théoréme fondamental sur les bases hilber-
tiennes. Nous supposons toujours que J€ est séparable et de dimension infinie
puisque le cas de la dimension finie est bien connu (cf chapitre 0 et § 3.4.3.)

3.5, PROPRIETES DE BASES HILBERTIENNES.

3.5.1. Théoréme.

01t {en_} une base orthonormale hilbertienne sur un espace de Hilbert sépa-

%A . . VG i -
rable comp?exe pour fixer les idées. Soit X un vecteur dont les coordonnées

hilbertiennes sont :
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n=+®
(1) La série Z An €5 converge au sens de 1'espace }6 vers le vecteur X

N= =
(2) La série numérique z ])\n|2 converge vers Jx ]2

(3) Réciproquement, si Hn est une suite de nombres complexes telle que

n =+00

e o]

2 . P
zf}.lnl soit convergente, la série Z}Jnen converge au sens de Ee
n=1 n=1

vers un vecteur x de 3‘6 tel que < X,e,>= [,

Démonstration : calculons en ut111sankt Ak = x, ek >
= n
&

%

Ix-2 Aeeed” = <x~D ekx—ZA e >
k=1

Grace aux relations d‘orthonor'mahte, 11 vient

k=n ' =
Ix-3 Aoyl = Z

k =1
Comme I x k}: Aeyxl >0, onen d du1t pour tout entier 'n3 1

X ; .
I ” E indgalité de Bessel

k=n .

I<x,e >

k:‘
Ceci prouve donc que la série & termes positifs Z”\k] est convergente
puisque ses sommes partielles sont bornées par ”X]I . Envisageons alors

(n)
la suite x }:,\k e i . La suite de vecteurs xn est une suite de
Cauchy sur 36 puisque pour N> M C ‘r‘
) 2 " B 2 T 2
“)én‘ = X‘@" = ;;11.}\ k] et que kZI]A kl converge.

Par conséquent x(n) converge vers un élément noté X% puisque 3'6 est complet.

Calculons < X%, 8¢ > pour tout entier k » 1. Pour chaque entier k,

x-—f<x¢ >est une forme linéaire continue sur 36 On dispose donc de

<X,Ek>= |.l|T1 <X(n),Ek> = I.lm <ZAE > = Ak
n— oo n—so L=t
On constate donc que
<x®,e,> = <x,e,>

pour tout nombre K , c'est-da-dire que pour tout k 3> 1 :

<x®-x,e,> = 0
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Or le systéme {ek] est total, ce qui assure la nullité de x®-Xx et 1'éga-
lité X® = X K

Nous avons ainsi démontré (1) et (2) (ainsi que la réciproque comme
i1 est facile de s'en assurer puisque dans 1a deuxiéme partie de 1la démonstration,

R 2

on a seulement utilisé la convergence de 21 {An|)s

5 : . e A=L o ot ga
Conséquences : la notion de base hilbertienne généralise, avec des sommes

infinies, la notion usuelle de base orthonormale en dimension
finie. Au risque de nous répéter, rappelons qu'une base hilber-
tienne, en dimension infinie, ne constitue pas une base au

sens algébrique envisagé au Chapitre 0.

Donnons 1'expression du produit scalaire <X,y> de deux vecteurs
X et y de dE dont les coordonnées hilbertiennes sont :

Exn = < X, B >
Yn = <X,8,>
@ e ] @
<x3y> = < Zxkek; Z;Yn Eh> = Z‘ann
k=14 n=f{ n=1
[ o]
<XY> = ) X ¥a | formule de Parseval
n=i

(1'espace gfgest supposé complexe pbur fixer les !idées)=

Le théoréme précédent établit un isomorphisme entre un Hilbert 3%3
séparable et 1'espace [? lorsqu'une base hilbertienne est donnée sur 3 .

Prenons un espace réel pour changer.

Soit T 1a correspondance th d X, élément de Eﬁi, fait correspondre
‘element Tx de (' :
1'élément Ix de selon :

T{X) = (X,%55-,Xp = <X, 8.>,--).

T(x ), d'aprés le théoréme, est un élément de |? et la correspondance
2 e . :
X — T (x) de gfidans [* est bijective et isométrique

I =1 Tl = Lo, el

On peut donc dire que tous-les espaces de Hilbert séparables de dimension infinie

sont isomorphes (1'isomorphisme étant 1ié au choix d'une base) et ceci justifie

notre démonstration du théoréme du choix envisagée seulement sur 1'espace 12.
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Remarque : soit [en} une famille orthonormale telle que si 1'on pose

A = <X,ep>

Ix 1% = L1l

La famille {en} est alors une base hilbertienne.
: 5]

on ait

I1 suffit de démontrer ciue le systéme {en} est total. Supposons
niyA4
donc que <X,€n> =0 pour tout n. On en déduit que || x 1< 0 , donc x e
ce qui justifie le théoréme donné.

On peut réunir les propriétés précédentes dans un seul théoréme.

e e e i R A R it

Soit fEn] une famille orthonormale d'un -espace de Hilbert &e

N ‘my4

Les propriétés suivantes sont équivalentes ;

- a) la famille {en} est totale -
MmIA o 0]
b) pour tout x§@ 36 » 1a série Z< X,€n> €n converge dans 36 vers 1'él1é-

n=1 _ - ; - s o .
ment X . Cette série s'appelle la série de Fourier (généralisée en base {en}

n>1

“de x.
c) pour tout x , 0N a | 2]
I x Z]<X E,.,>] relation de Parseval
nal

& ) sy

d) les conditions <x,en> =0 pour tout entier. n°» 1 entrainent x = 0,

Remarque : -~ Les implications b(—-g,c =)d ; a=3d et b=}a ne nécessitent pas
que K SOit un espace de Hilbert mais seulement que 5@ soit un preh11bert1en

(Cf § 3.2.2)

2
3.5.3. Exemple. L'espace L [-m,+11]

" Nous allons construire un systéme orthonormal total de grande
importance sur 1'espace L [« M+n] . On convient de prendre comme norme
2
sur L [-nsm] (espace réel pour fixer les idées)

I£1, - [fl flx) Pdx ]2

Envisageons ]a suite de fonctions cont1nue<, appelée systéme

trigonométrique normé (pour la norme cho1s1e) :




»
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1, cosx | sinx ,___  cosnx , sinnx

RV Y= Vi VF

1) C'est un systéme orthonormal

I1 suffit de vérifier les relations suivantes

»

+n i -

& fcos nx sin mx dx =0 ‘
’ = [T ' .
1 + IT '
—fcos nx cosmx dx =29, =0sinsm
m - m \
1 M : “Eam) _1sino=m
mJ sin nx sinmx dx =0pn
=N

2) C'est un systéme total

Nous allons procéder en plusieurs étapes, La démonstration qui
suit est assez longue et peut étre considérée comme un exercice sur les
méthodes précédentes. -

Premiére_étape :

Admettons que pour tout §, 0 <& <m, on ait une famille de
polyndmes trigonométriques Tn(x ) vérifiant les conditions

. T“(X)=ioﬂkcoskx+ b, sin kx B
M1 €1 Yx€[-n:0] W [+6,+n]
(2) Tolx) 3 0 syt [-8,48) ‘
(3) 1a suite ] converge uniformément vers 0 sur tout sous-ensemble

de 1a forme T"{X)[-Bz«-é’]oﬂ 0<d6’< & <n

Soit fune fonction de L*[-m,«m] telle que pour tout entier n 3 0.

+ T
ff (x) cos nx dx

' +7T7
ff(x) sin nx dx

0

et

]
o
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+IT
o . (n=0signifie [flxdx = 0 ).
-1r
Nous voulons montrer que | f[,= 0. Raisonnons par 1'absurde en supposant

que |f 12 >0 . Rappelons que f est une fonction de période 27.

Premier cas : faisons 1'hypothé&se supplémentaire de la continuité de f(x)
Sur[-n,+n].

. Si Iflz>0 ,c'est qu'il existe un nombre x5 , que 1'on
peut supposer distirct de + T et -T tel que |f(xo ) > 0 . Bien entendu,
quitte 3 multiplier f par une constante, on peut supposer F(xo) > 0 . Mais
la continuité de f(x ) implique alors 1'existence d'un nombre & , (0 < & < 1)
tel que sur[xo-0, Xo + 5] onait f(x) > —f—%ﬁ . Convenons aussi de

prendre & suffisamment petit pour que [Xo=3,Xo+8]C [-T,+N ] (cf figure)

-

+ T

To( x ) étant un polynéme trigonométrique, donc de 1a forme
h:n 3
SR
Gy + ) 0,c08 hx + by sin hx
k=0

on a grice i ‘I‘Hypothése faite sur T ,
' ) +T7
7
U [EX T A - 0
-

et)bien entendu, puisque T,(X — Xo) est aussi un polyndome trigonométrique,
comme Tn(X)

S50 Talx —xoldx = 0

Minorons cette intégrale en la décomposant d'abord en trois parties :

Xo-$ Xo + 8 xa+ﬁ

ff(x)Tn(x —xo)dx+ff(x) Talx=x)dx«/ F(x) To(x-x,) dx

Xu"é Xo+§
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La continuité de f (x ) implique 1'existence d'un nombre M tel que

IF(x)] < M pour x € [-m,s+m]

-

Donc - ,
Xg =0 Xe =
l[f(X)Tn(X XO)dXI < MflTn (x —%o ) | dx
et de méme
+T +T 8
’ Iff(X)Tn(X-Xo)dx|<MflTn(x-ondx

x¢+b x-+6
Or sur 1'ensemble

[-m,-8)]U[8,+n] , le polyndme T (x) est borné par 1 en
valeur absolue. Par conséqueng puisque 2m est période de Tn’ sur 1'ensemble

[-m,%xo =81 U [xg+3,¢m] , 1le polyndme. T, (x - xo)

est &galement borné par len valeur absolue.
Qn dispose donc d'une majoration de deux des intégra]es :

'XC‘b
|J?xn{x foldx + j%un (-xoldx| < 2M(M-6) ¢ 2pn
Xo+ O
Par contre sur
. [Xo- 8,Xg +8] ou 0< & <d.¢ 8 fixe et

pour un nombre A donné aussi grand qu'on le désfre, on peut trouver un nombre
Do tg] que pour.tout‘ X € rxo - 8%, x, + §'] et tout n 3 n_ . on ait

5 02
g A
HTHOSX,- xo) > A
”Cét;éSUltat'proéiént de la convergence uniforme de : vers zéro
S~ , Tn(x)
sur [-8'+8"] . or

Xosd Xosd'
[HX)Tn(X Xo ) dX >,[F(xTnx-x ) dx
Xo - O Xo-0

puisque f(x ) et Tn(X - X,) sont positifs sur [ xo- O,%q«0]

Et donc, pour N > Ny .
o+

f () Talx-%p)dx 3 i%?lA‘ZS

Xo =0
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Donc pour tout N > Ny
Xn+6

ff(mx Xoldx > A 8F(xo)

Xo -8

Ut'lhsant la gpajoratmn des deux morceaux restants de 1° Tnte_gr'ale on obtient pour
n>n, ) J f(x) Tn(_)dx:;, AS' f(o)-ZMw

- . -
- 2

Par ailleurs ff () T (x) dx =-0 .

queT que soit n. En ch01s1ssant A de sorte que A8' f(x 0) - 2Mm > 0, i1 y a une
contradiction.

Donc f(x ) ne peut avoir aucune valeur distincte de 0 :f= (0 et

donc en particulier [[F]l2 = 0
- Deuxidme cas : si f n'est pas supposée continue, le raisonnement fait au

premier cas est inapplicable. On peut toutefois conclure mais
nous devrons admettre une propriété particuliére qui tient

i ce que en fait I n'est pas défini grice i 1'intégrale de
Riemann mais en utilisant 1'intégrale de Lebesgue.

-

Considérons donc T € L? telle que :
0= <f,ecos nx > = < Fsinnx >

pour tout N entier > 0

. (n =0 : <f,l> = D) : fr

et considérons *X 7
 Fe St

La fonction X —=F (x) est bien définie sur [-TT,+T] et de plus pério-
dique et de période 2T

F(-m) =F(sm) = 0 (puisque ff(t)dt =0)

La fonction X — F (x) est continue sur [-m,+m] : pour le démontrer,
il suffit d'utiliser 1'inégalité de Schwarz ; de
X
Flo =Fly) = [ fit)dt
y

on déduit ainsi

| F(x-Flyll< ]fyét]% (T
Y
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[Fx)=-Fy)l < Viy=x) 1Flz

Lorsque y — x, i1 est clair que F (y) — F (x) (on remarque
que lorsque f E'L2 , on ne peut pas dire que F’(x) = f(Xlen tous points
xde [~ +m] puisque F(x ) peut &tre infinie en certains points et F (x )
n'est pas partout dérivable : c'est ce genre de difficultés qui compliquent

r

la démonstration).

Calculons -. +

’ < F(x),cos nx> = F (x) cos nx dx

Par intégration par parties, pour n = (0, on a :

+m

[ F (x) cos nx ] - 1 [ f(x) sin nx dx
n -Ti n -1

En fait, on devrait raisonner en fajsant une intégration double pour étre
rigoureux (la formule d'intégration par parties n'a pas &té démontrée

pour 1'intégrale de Lebesgue, mais le théoréme de Fubini est exact (Cf chap. 11,

- § 6.3). Nous laissons au lecteur le soin d'aménager ce point de détail.
D'ol <F(x),cos nx > = 0= Pour nso0

#
]

De méme
<F(x),sin nx > = 0

pour toutes valeurs positives de n. Si <F,1>=MAjet si Ay= 0 , i1 suffit
de prendre F(X ) - Ap pour constater que cette nouvelle fonction continue sa-
tisfait 1'orthogonalité a tous les polyndmes trigonométriques. Par conséquent
on déduit de 1'étude du premier cas -que :

7 F(x) = A

Soit

-
—_
(o=
—
1]
>
(=]

Mais de

-
——
~—
(=S
-
]
o

on déduit Ay = 0, soit pour toutes les valeurs de x

+ X

[riwdt - o
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Nous admettrons que ceci impiique f (x) = 0 au sens ¥ (on damon-
tre, assez difficilement, que sauf sur un ensemble de mesure nulle, on a
F'(x)=f(x) ,or F(x)=0 , donc F(x) = 0 presque partout).

-

Remarque : En théorie de 1'approximation, on définit le produit de convolution
_ de deux fonctions de L [-m,+T ] et on montre que cette notion
permet de construire une suite de fonctions continues [fngteﬂe que
(cf Nanta Iremica Vol N° 11). e

(1) » . . Lim fn = f au sens de Lz[—TT,»'TT)

n— ®

(2) le coefficient de Fourier d'ordre Kk de fn est le produit du coefficient
d'ordre K de f par une constante (qui dépend de n et de k).

Par conséqu—ent, si f est orthogonal au systéme trigonométrique, il en est de

méme de fn. Or frn est identiquement nulle pour tout n d'aprés le resu]trat du

premier cas donc f 1'est au sens de L*[-m, +m]. Ceci termine la démonstration
. du second cas en évitant le recours & un théoréme délicat de théorie de la mesure.

4

a) supposons avoir construit un polyndéme tr1gonometr1que T(x) tel que 1'on ait
les inégalités suivantes

y
T{x) > 1  sur [5_,*5j] pour tout §' ; 0 < &' <

: T < 1 sur [-m,-0° 1 {J [+8,+m]

T(x) s'&crit

Qg+ 2 0,C05 jx+b: sinjx
K J

Envisageons T x ), 1a puissance n'™ de T od n est un entier. C'est encore

un polyndme tr1gonometr1que puisque des expressions comme cos™ 4)( et sin™ L
s' expmment CORIe. ccritma1son ]mra,rec de sin py et ce tes px '

- e .

— T — 1

De plus
[T < IT(x)] < 1 sur [-m=-0 UL 8,41 ]

Bt sup [-§,+87] avec 0<d < §
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2 JBg =

on a n
T*{x) >( inf T(x))
x € [-0'+0]
Or
inf T(x) > 1
i x € [-0)+ 0]
Donc ] converge uniformément vers zéro sur [-3)+8']

T (x) ,

En posantTna(x ) = T" (X ), on se conforme aux prescriptions de la premiére
question. !

LY

s ) . ' ; =
b) construisons maintenant T (X ), ce qui ne pose aucun probléme :

mn i
T(x) =1+ cosx - cos O X—TT"IT 5?+5 I? s T
T'(x) = - sinx T 1«0 - g-tljﬁ]
T"(x) = - cosx ro .« o -0
T Fcosd~7[2-c0sd| - C0$S

-

T(x)

2—-C0s O

/ o o *0 | X
) _|-cos8”

7

’ ’
On constate bien que pour tout &, 0 <& <347, on a :

Ti{x) > 1 sur (-8'+ &)
IT(x)| 1 sur [-m,-0] U [+35,+1]

La démonstration est donc terminée.




re

= 169 =

Nous allons en déduire quelques rudiments d'analyse harmonique classique.
Nous avons démontré le théoréme suivant :

Théoréme : la suite 1 COSNX sinnx est une base hilbertienne de E[—TL+H]

14y >
Ven Vm T Vnm
Ce théoréme a de remarquables conséquences.(cf théoréme des bases hilbertiennes)

Si les nombres réels Qgp, 0y, by,...,0dn, bn,.., sont tels que

la série de terme général
2
| anl?+ | bal?

soit convergente, la série

8 . ;
(1) 2° 40, COSX+ Dy SINX + ===-+ Qn COS NX + bnSiN X + ---

converge en moyenne quadratique vers une fonction f, qui admet les quantités

@u-o y=== V-T!—C; 7 Mn"‘“

comme coordonnées hilbertiennes relativement & la base hilbertienne formée

-~

par le systéme trigonométrique :

—1—-,-—-,—1—cosnx ) 1 sin X ;===
Van Vo Vi
On a donc
NS i T [ etshs pi
m X 0S NX ’
=0y = [ —=Ldx,.-_\[TTa, = fx) dx
2 =nV2n " - VYT
. i
nb =f SINOX £ (x) g
ou ’ T ove
+T1 +TT
g, = ';T P4 — Y =%. cos nx f(x) dx

n -TT
bn =-1ﬁ_- [;STn nx f(x) dx

Or ces formules ne sont autres que celles qui expriment Go,..., a s bn,...

comme coefficientsde Fourier de f.La série (1) s'appelle alors série de Fourier -

F.

Réciproguement, si f (X ) est mesurable et de carré intégrable sur
[-n,+n] , on sait que la série (1) existe et converge en moyenne quadrati-

que vers F(x ). Cela veut dire, rappelons-le, que
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Lim flf(x)— ~---— g, cosnx-b sinnx > dx = 0

N— 00

Ce résultat est équivalent au suivant :

y - 2 _
Théoréme : si f€LlL , sur 1'intervalle (-n,+T] , les coefficients
de Fourier de f(x ) satisfont & 1' égalité de Parseval.

0 L w2 2 =1 e 12
fz.n”.__‘ Un + bn+--——ﬁ-ﬁﬂf(X)l dx

s
Cette formule est naturellement valable sur tout intervalle A de longueur 2 7L

Sur un intervalle A de longueur différente de 2T, i1 faut la modifier
1égérement en construisant la suite de fonctions trigonométriques orthogonales

et normées sur L*(A). Si A a pour longueur T, c'est la suite.

L [ Tcos £ nx [ sn 2x
TT# ] T CU ,I, X I Sln T n i

Si 1'on pose

-%—,fo‘ (x) cos 42 Enxdx . b, ZIHX)SIH—HXdX

-——c

on a

a 2
—79-.4----4-0” + === D —— Ilf Idx

Remarque : nature]1ement on peut souhaiter d'autres types:de convergence de la
_série de Fourier de f 1orsque f est suffisamment re0u11ere Mous supposerons

ici que f east une fonction per1od1que et de périgde 2T

1°) si f (X ) est continue et i variation bornée, on démontre que sa série

de Fourier est uniformément convergente sur tout intervalle. Le
fait que la série (1) converge aussi en moyenne quadratique vers f (X)
résulte donc d'un théoréme élémentaire,

2°) si f ( X) est continue et dérivable, sauf en des points ol fet f’
peuvent avoir des sauts de premiére espéce, O et bn tendent vers zéro

1

: P 5. 2 2
au moins comme 3 et 1'on sait d'avance que la série Z_(un + bn )
nzl
est convergente, ”

Dans ces deux cas, la série de Fourier converge donc vers f
de plusieurs fagons :
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1°)elle converge vers f(x) en tout point x od f est continue. On peut méme précise:
: - e, - . - . '3
-qu'en un point de discontinu1te21a série de fourier de f converge vers la demi =~

somme de 1a Timite & droite et de la 1imite 3 gauche de la fonction f en «x.
2°) elle converge uniformément sur tout intervalle fermé od f(x) est continue

3°) elle _converge en moyenne guadratique sur 1'interva1]e[-n5+1t 1s

Des théorémes beaucoup plus préc1s sont développés dans tout
cours d'analyse harmonique (par exemple : J.  DHOMBRES, Stage de Perfection-
nement, E.N.S.F.A. '1973 ol 1'aspect numérique est détaille).

Application : théoréme d'unicité.

Sif = etg __sont deux fonctions de L2 l -T,+ T ) ayant les mémes

coefficients de Fourier, elles sont égales au sens de |2 , c'est-a-dire que
f (x) =g (x) presque partout (Cf Chapitre Il § 3.3)

(on peut remplacer "définies sur 1'intervalle [-Tt,+7t ] " par "périodique
~ de période 27t "), -

3.6. PROPRIETES DES POLYNOMES ORTHOGONAUX.

Soit un espace de fonctions muni d'un produit scalaire et contenant
des polyndmes. Nous cherchons & construire une base hilbertienne sur cet es-
pace dont chaque &lément soit un polyndme. ©“ . f

x

3.6.1. Polyndmes_de_Legendre.

Pour fixer les idées, nous nous plagons sur 1'espace de Hilbert
L[-1+ 17 et recherchons les polyndmes réels F, qui constituent une famille
orthogonale dans F[-1,+1 ] relativement au produit sca]aire-<f,g:>: 1?(x)g(x)dx
Le but est donc, & partir de 1'espace vectoriel constitus par les polyndmes,
dont une base est 1 ,x ,x2 seees X ... de déterminer un systéme orthonormal
engendrant le méme espace. Le procédé utilisé, dit d'orthonormalisation de

Gram-Schmidt, permet de faire cette construction. Donnons un calcul effectif:

On part de P, (X )-_-_L_ (puisque<_1___, 1 __,\{< Hﬂ ‘ =1
’ V2 T e (WA DR

On prend pour ﬂ (X ) un polyndme quelconque du premijer degré auquel on

impose les deux conditions d'orthonormalité :
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1
oy B J; Pf(x)dx:

+1
et <P, P>: [1 P, (x) Py (x)dx =0

En posant P, (X ) = Gx+b , i1 vient

\/3_ i
Q=+ - et b:=0

On prend maintenant pour Pz(x ) un polyndme queTconque du second degré au-
quel on impose les trois conditions d'orthonormalité

+1
<R, P>: ([1_ Py(x)dx = 1
; 1
<P, P >= J: P,{x) B (x)dx = 0

1
<Py PR>: f: P (x) By (x)dx =0

. 2
SiP, (x) =axsbx+C , cela détermine 0,bet C (a un signe prés)

23 1[5 . 1 \‘/ 5
a:=- —5— bfﬂ et €= 5 -

¢

Par récurrence, on voit que 1'on peut ainsi construire une suite orthonormale
de polyndmes P, (le degré de P, est N ). Cette suite n'est d'ailleurs pas

déterminée, puisque 1'on a un certain choix sur les signes des coefficients.
Toutefois, le théoréme d'orthonormalisation nous assure que 1'on peut construire
-la suite infinie {Pn} . L'usage cependant est de ne pas normer 12;rpo1ynomes B
“mais d' imposer une con31t1on qui détermine comp]etement P , & savoir n(1}
Uous_verrons plus 101n que cette condition est possible et détermine la suite

{Pn} - 11 vient pour les .premiers termes: Po(x) = 1.

nzl 7 (x) - X ,
_3x-1
F;(x) S
3
- - 3 etc
pa(x]_,ﬁ?(_z_l(__ e

———

La famille ainsi construite posséde 1es trois propriétés caracter1st1ques :

(1) P

n

(1) =1

]

(2) le degré de P, (X ) est n

f RIx) P(x)dx =0 si n#m
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La famille orthogonale ainsi construite s'appelle la famille des polyndmes

de Legendre.

La suite orthonormale associée est la suite \filﬂle.R\(X) comme on le

démontrera un peu plus loin.

Par construction, au rang n, la base orthogonale P, , R —
engendre le méme espace vectoriel, de dimensionn+1, que la base 1, X ,Xz,...,x"

On peut donner une formule explicite de 1'expression du n1eme
polynéme au moyen de déterminants, mais 1'utilité de cette formule est ré-

duite, aussi nous ne la démontrerons pas (Cf exercice n°® 34).

Au contraire, nous allons montrer quelques types de relations
entre polyndomes orthogonaux d'une méme famille. Nous restons sur 1'espace
L[- 1+ 1 ] mais le lecteur s'apercevra bien vite que nos raisonnements
s'adaptent facilement au cas trés général d'un espace L avec poids. Nous
reviendrons d'ailleurs sur ces propriétés en théorie de 1'approximatijon
(Cf.  J. DHOMBRES, Nanta Iremica Volume N° 11),

Nous gardons donc la famille orthonormale [P, ] de polyndmes
B 2 . o s . ; n )
réels sur [ L17+1 ] , c'est-d-dire satisfaisant les deux grOpr1étés d'ailleurs

non caractéristiques. ‘
(1) e degré dePn est n

_)f P,x) P.lx) dx =0 sinem

‘ =1 sin=m-
Ces relations ne déterminent pas complétement la famille[ P, ] . Toutefois
si[Q, ] est une autre famille (réelle) satisfaisant (1) et (2 , on doit
mny 4. )
avoir ;" 1
Pn:GnQn ) ou an =3

L'idée de Ta démonstration va étre constamment exploitée. Puisque Jes g,,
Q, 5 E 5 Qn engendrent 1'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal 3 n,

L

Mais pour k< n <P JQR>=Opuisquer & son tour est combinaison lindaire

on doit avoir

0 k

deP, oo 0K i<k . Donc par produit scalaire

Pn =Q, Qn
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2
Cependant 1 =<P. ,P. > =& <{ ,P> =C& < 0. >
n n n n n n n

n

Soit 1a relation @®z1 qui conduit & @, =t 1 puisque nous sommes restés sur

des polyndmes réels.

3.6.2. Relations de récurrence.

P R L T L

Théoréme : entre trois polyndmes orthonormaux successifs, on a la relation

de récurrence .

4

() P, (x) =l Ak + By) Py (x) - Co PoalX) (a5 2)

De plus, siqg, est le terme de plus haut degré de B 1 X ), alors

an _An _0n Q5
An: et Cn' A - Q2 :

n-f 4 -1 n-1

Choisissons A,.: g:_1 de sorte que P (x) -A_ X P,(x) soit un
polynéme de degré n-1. Remarquons que tout po]yn@me de degré n-1 s'exprime
* comme une combinaison linéaire def , P, ,...,P,_, , par construction.

Ainsi : . -

n-{ ¢
P (x) -A X Py (X) ;f@oak Adx) o @ =< B (x) - Agx Poslk) ) Pylx)> -

Mais :
@, :<:Pn(x)) R(x) > - Ap < Posq (X)) x P(x)>

“les deux produits scalaires sont nuls puisque P,_y est orthogonal & tout polyndme

de degré inférieur. dés lors que k < n-2. Par suite

DR ) - AX P = @y Pas(X) +@ngPaglx)

. ® 7 . .
ce qui est bien la formule requise avec Qn_7 =B, et Q,., =- C,

En outre :
<h P> 0: A <X Poar (X)) Pz (X)> e B <Ry B>l <P, R

An<X Pn;1[x); Pn_,z (X)> :[:npu.isque < Pn-!, Pn-2>: 1

. n-1 . = 5 :
Mais xR, ,(x)=Q, 2% + - les termes suivants étant de degré inféricurd n.;

+ Donc
x), P X)> =< P . (x), xP ,x)>

1 3 n=2

< %P,
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Mais on a encore

<P (x) P, (X)>=<P  xa x"">

B, s n-1
d
one < X PR, (x_):Pn_z (x)> - d., < P 1 (x) , Py_q(x) >
G'n_1
. = —n-2
Soit : Q.

C (ln_2 A - G'n12 G'!"l - Gg Cln_2
! Cln 21 ! Cl'!\_1 CLn_‘l (l [ 19 |

On vérifierait qu'en appelantb, le terme de degré n-1 dans 1'expres-

f & 3
sion de P, , on dispose de la relation

_ A (b by 5
_An(a: _°:_1 ) Pour n=23.

O = = = —

3.6.3. Théoréme de Darboux Christoffel.

On a la relation de la récurrence
k:n

(.L) K (XJY) =Y P (X) P (Y} = Q" Pn+1(x) F)n (}’)-—Pn (X)Pn-ﬂ (Y)
k=° 4 : G‘nf1 x—y

On calcule P [x) Ply)- P(x) P

(y) & partir de la formule de récurrence. (1)

11 vient :
Rar () R (y)=RXIR,, () = AL, (x=y)P, (x)P, (y)+Chyy (P IR (¥)- P (x) P, (y))
' % !
D'ol ‘
1 Rid-‘i (X) pn (y)_pn (X) Pn+1 f)f)_ Fr: (X] E"\ (Y) g _l_ Pn [X] Pn-1 {Y)-— Pn (Y) Pn_‘i (}L
An+‘l X-Yy T An X-Y

et par récurrence : . '

= Pn (x) F)n (Y) + Pn 1( ) I:)n.1 (Y)"‘"""

Mais on a bien a, =P, &)=P, (y)

Cette formule permet le calcul effectif de la projection orthogonale d'un

fonction  sur 1'espace des polynémes de degré inférieur ou égal i n.




-~ 176 =

i § I 1 4 2
Conformément i la théorie, cette projection d'une fonction quelconquefie L[_t+1]

f ff (y) P, (y) dy

k

JH'HE:“P ) P ()] f (y)d
_1.(k=0 > (x) P,y yl dy

est donnée par :

k=n
k=0

»

Soit la formule : "o ) Ply)=- P (x) P . (y),
(3) Z <f P>P (X) = 1 j ﬁ+1(x n \Y/ = X n+t VY f(y) dy
k=0 k . Anu\ = i B

En faisant f = 1 dans (3) on obtient

Donc on estime le reste ﬁe%on :
(4) R (F)(x) = f(x) = ] <f, P> P (x)

+1
1
T J-l EOLROENOLNNY BRI RN
n+1 N

La fonctionK txy)-i R(x)P.(y) s'appelle le noyau d'ordre n de 1a
famille de polyndmes orthogonaux =

=

Théoréme du noyau reproduisant :

1

On a la formule p (x,y)dx=P (y) pour tout polynéme P de degré infé-
rieur ou égal a n. Cette formule est caractéristique de la fonction K,
. DA 4

Grace au théoréme d'orthogonalisation, on peut &crire pour un poly-
nome P de degré <n:

no.
Pix)s I <P, B> R (x

donc
k

11}
= |

Al
°{T P(y) R (y)dy) P (x)

]

Pix)=

™

0
i

(
¢

R (x) P (y)) Ply)dy

g

-~

o

+1
=L/n K, (xy) P(y)dy
£

et bien entendu:

K, (xy ) =K (y,x)

Nous laissons la réciproque 3 titre d'exercice.

Les propriéetés des zéros des polyndmes orthogonaux ont fait 1'objet de tra-

vaux nombreux. En liaison avec la théorie de 1'approximation, nous énoncerons

-
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Théoréme des coincidences :

01t f une fonction continue sur [-41,+17.La projection orthogonale de f

sur 1'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal & n coincide avec ¢

au moins en (n +1 ) points de [.144-1].

Comme nous 1'avons déja dit, cette projection s'écrit avec Jes polyndmes ortho-

normaux Pn : n
k§0<f’ P>R, (x)

et '1a différence avec f , notée Rn;(x) s'éerit . =
g W .
R.f(x) =f(><)-~-k§o <f,R >P (x)
On caractérise R, $(Xx) par son orthqgona]ité d tout polyndme de

degré inférjeur ou égal a n. En particulier 1F;(x]@x)dx:l]donc R,fls'annule au
moins une fois dans[_1+1] ' )

Sotent. %q 5 Xy sex0s X, les seuls zéros distincts deR, en lesquels R, change
de signe dans [-1,+1] » rangés par ordre croissant. Ry, (x ) (%% Yiss fx-xh)
a un signe constant dans [-1, +1] et pourtant si 1'on suppose h <n

1
![;Rn(x) (x=%})--- (x-x,) dx =0

Par suite k>n et le théoréme est démontré.
On tire d'intéressantes conséquences de ce fait en théorie de
1'approximation (Cf. J. DHOMBRES,, Nanta Iremica Volume 11). 2

- £

e e b s oo S

Théoréme : les polyndmes orfhogonaux de Legendre satisfont pour tout n =20

2 n
R (x) =L d (11 _ x2
n (x) 201 dx”( )
n
Posons Q (x) = dﬁi,—((‘l _xz)n). Montrons que Qn “est un polyndme orthogonal & tout
polynéme de degré inférisur & n. Soit P un te] polyndme, effectuons une intégra-
tion par parties :

+1

o A
[, Q, (x) P(x)dx :'f:d—n‘(%(ii)_P(x}dx

n-1 2.n 1 - n-1 24n
_[d ™ (1-x%) 3 d(1-x°)" 5
=[ L P(x):l_' ,f1 Pl dx
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Mais le terme tout intégré s'annule car on peut vérifier facilement que

K
d ((; -;7‘2)“) s'annule en 1 et en -1 pour tout k tel que 0 < K <n .,
X

En intégrant par parties n fois, i1 vient

L i

-~

# ) 1 ’
¢£ Q, (x) P (x)dx=(-1) [:(1—:3)" P"(x) dx.

Mais 'P(n)(x) = 0 puisque P est de degré au plus égal & n - 1.

d Par suite,Qn est nécessairement un multiple du polynéme de

Legendre F, , puisque seule la condition de normalité n'est pas satisfaite.

P, =A, Q_ et il importe maintenant de déterminer le coefficient A,

n

Par définition des polyndmes de Legendre P, (1) =1 (ces polyndmes
ne sont, en effet, paé normés). Donc A= 1 . Pour calculer Q, (1), on
utilise la formule de Leibniz, laquelle fournit la relation
2
)

Q, (X):ééo C: (-1)k (T (n+1) (‘}—wnc)n-k (1+x )k

Cln+1 k) (k1)

oi " (n) représente Ta valeur de la fonction gamma au point n, 3 savoir

r (n) = ﬁ_-:jl

En particulier ‘ 2

0. (1) = (-17Cn2" (o)’ _ (yp 2" (nl)

. [ a] ¥

donc A, = ("’n” ce qui termine la démonstration.

2".nl)
Corollaire : 1 il pAE G 4 Lagehire d'ord t éqale 3 | 2
orollaire : 1a norme du polyndme de Legendre d'ordre n est éaale 3 v

i
+1 '

2
I1 nous faut calculer J[kPn(x D dx . Sidn désigne le terme de plus haut
-1
degré (n) dans 1'expression de Pn(X ), on obtient :

+1 +f
f(Pn(X))de = 0nJ Pnlx) x"dx
-1

-1

En intéarant n fois par parties, on obtient comme précédemment

+1
= anl=-1)" ~x2)" Sy, (0"
Onl=1) (f_’(I x?) dx)CﬁQ‘_!)'ﬂ_!
+1 T
a 2\N
_ Yn -
= f'H x*)" dx
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+1
Un calcul classique fournit In = (l-x")n dx selon
+1 -1 n-]_ +1 n"l
I = J (1 - X*%) dx - f x2(1 - x2) dx
n
-1 -1
Aprés intégration par parties +1
+1
_ w23yN - w2y
S S U0 Lol J -
2n -1 -1 2n
Soit
i = 2n I _ 2n . (2n=2).es 2 2
n - n-1 = ’
2n+1 (2n+1) (2n-1)... 3
ou encore

2
[ = 22n+1 (n t

L (2n+1)!

Selon la formule de Rodrigues, on détermine aisément le coefficient a du terme
de plus haut degré du n-iéme polyndome de Legendre Pn :

2n . (2n-1) ... (n+l)

a
" N om
Par suite
-+l ,
f P;(x)dx _ 2n (2n-i) oo (1) ; o o2ntl (n 1)
=l 2 . n! 2 (2n+1)!
Soit +1 -
I Pn(x)dx B (r— ce qui démontre le corollaire
-1 2 n+l

RS S o e - - T T —
On démontrerait de la méme fagon que le coefficient de X dans
le développement de Pn(x ) est nul, ce que 1'on pourrait établir & priori par un
argument de symétrie.’

Ces résultats permettent de préciser les coefficients intervenant

dans la formule de récurrence. Les polyndmes In , obtenus en normant les

polyndmes de Legendre, sont tels que Tn (X ) = 5” Pn(x) . Donc Te
coefficient de X" dans Tn vaut \[2ns! _lﬁ Aen i et le coefficient de  x""1
est nul. Par suite : 4 2% (n!)
A = \/Z 2n-1
2 n—t n
Bn = 0 L s
Gy = -

An-—1
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et ces relations fournissent la relation de récurrence relative aux polyndmes

de Legendre

2ot Py (x) - [ Anx + Bn) Pn-1(xJV2—;:!~tn\/2g:—3 -2 x)

qui devient

Polx) = 20 ¢ Py (x) - D=L Pyl x)
que 1'on préfére nofer pour tout entier n 2,2.' .

r'd

TP.(x) = (20-1)% Pot(x) = (0-1) Poo(x)

P e L L T T

Chaque polyndme de Legendre est solution d'une é&quation différen-
tielle linéaire du second ordre d'un type trés particulier (Laplace).

Théoréme : les polynémes de Legendre satisfont 1'équation :

H_X?) d;iZIX! —2)(%& +ninet) Palx) = 0

L'équation différentielle précédente peut encore s'écrire sous la forme

_ _d_ _y2 d Pn( x . .
0 = L (n-x) L) na) P

Puisque Pn est un polyndme de degré n, &g— ([1-x2) Qliill.) est un polyndme
X

de degré n. Montrons qu'il est orthogonal & tout po]ynome de degré inférieur
. Soit P un tel polyndme : .

+1

f%(nq’) dPalt) () p(x)dx = [P(x) -x?) Ll ] [1 BULASI LTS

3 dx
S _ 2y dPn(x) dP[xl
. fﬁ ¥ dx dx dx
+1
=-[(1 xz)d__(x) Pn(x)] ﬁ(x) ‘I xﬂ%(ﬂ)

= an(x (1-x) L) ax = 0

Car (1-x?) dPlx)

n-1 et Pn est orthogonal & tous les polynémes de degré inférieur a n.

est au plus de degré n, donc sa dérivée est au plus de degré
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Finalement, 4 01 —xz)-gbe5)> est égal & Pn & une constante Drés.
Pour déterminer cette constante, le plus simple est de comparer les termes de
plus haut degré. A droite, ce terme vaut ~n(n+l) Qn et & gauche Anan donc
An=n(n+1) et 1'on a bien 1'équation différentielle dite.

I1 faut remarquer que réciproquement cette équation différentielle
ol n(n+l) est remplacé par A n'a de solution polyndmiale que pour A= n(n+1)
et apparait comme 1iée & un problzme de valeur propre (1'exercice n® 9 in-
troduit les polynémes de Legendre comme vecteurs propres d'gne certaine équa-

tiog intégrale).

Théoréme : dans un voisinage de z =0, on a la relation

f 1
P o
nTo n(x)z V1= 2xz +7°¢

ou la racine carrée a comme détermination la valeur positive lorsque

e radicande est positif -

La démonstration est simple & partir du théoréme de Cauchy. Si f
est une fonction holomorphe & 1'intérieur d'un domaine simplement connexe
1imité par une courbe ( orientéepositivement, on a pour X dans ce domaine :

47f . _n! flb) 4
dx" i 2my < (t -x)n+! ‘

En particulier

d" (12" nl [(1-2)"
dx” -2 = 2L Y% (t-x)n+ uE ot

e L 1 (g
) 1- ¢3)"
SLL 2" 21 Ve (f-x)"H ot

ot [ est une courbe limitant un domaine simplement connexe ne contenant
/

pas +1 et -1 en son intérieur

il = 2r1n_ f ((zttzt‘jx;)n td-tx

2 S
On effectue alors le changement de variable ;(}1 )= 1 ou t=-€} (1-V1 -2x7:7
-X Z

Cette transformation applique un voisinage de £ =X sur un voisinage dez= 0.
On vérifie, en appelant C’1a courbe C transformée dans le plan des z et orientée

1 dz
Fhlial = 2mi [2”*' V1 _22x +22

par cette transformation :

)

i
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et le théoréme de Cauchy donne (formule dite de Laplace)

Pn (X) = 1 dn ( L )
nldz° \VT- 275022

ce qui correspond bien au développement en série donné dans le théoréme.

Vi_27x+2°

La fonction suivante :

L}

s'appelle la fonction génératrice'des polynémes de Legendre et permet souvent

d'effectuer des raisonnements sur ceux-ci.

s Des applications intéressantes des polyndmes orthogonaux existent
en théorie de 1'approximation uniforme et de 1'interpolation ou du calcul
mécanique des intégrales. (cf Nanta Iremica,Volume N° 11).

= e e e T e e D e T on e e R o e om o

Nous donnoné ci-aprés un tableau de quelques polyndmes orthogonaux
parmi les plus fréquemment utilisés. Ces polyndmes sont dans un espace
L*( [a,b],h). Dans 1a premiére colonne,figure 1'intervalle [a,b] , dans
la seconde colonne le poids h, dans la troisiéme le nom usuel et dans
la quatriéme colonne 1'équation différentielle satisfaite par ces polyndmes.

Nous proposons en exercice (N° 36) la détermination explicite de
quelques propriétés des polyndmes de lebiZev de premiére espéce. L'exercice
N30 permet de retrouver quelques propriétés des polyndmes d'Hermite en partant
directement de la fonction génératrice de ces polyndmes. On en déduit (exercice
N° 31f une propriété d'invariance de la fonction d'Hermite.par transformation
de Fourier. Les valeurs explicites des coefficients des polyndmes orthogonaux
classiques peuvent se déduire des f&rmu]es établies & 1'exercice N° 34. On pour-
ra aussi noter les exercices N° 9, 35, 37, 38 et 39 comme utilisations des
polyndmes orthogonaux:

En physique mathématique (Equations. de Schrddinger, théorie des couches
&lectroniques expliquant certaines propriétés chimiques) ces polyndmes orthogonaux
Jouent un trés grand rdéle, qu'il est hors de propos de détailler ici.
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NOM

INTERVALLE POIDS EQUATION DIFFERENTIELLE
_],1] 1 LE GENDRE (x2-1)%+2x%]--n(n+1)%(x) =0
Pn(X)
" - d2P1x) dpeP
1] (=P 1ex® | acon |19 —d—ﬁ“‘—{@-a-(m(uz) x]_w(ll 3
| o« >=1 | poPy) Necs Ban+1) Pelx) = 0O
B>-1
1 2
WL, S— ¢epid i L
1, 1] Vi1-x? e 1ype |1 —leddzz(x)’ ~x Zi") +M2Pn(x) =0
Pn(X)
-x? HERMITE d? Hn (x) . dHn(x) ,
[ w,ve0 ] 2 bt A —2x S5 onHnlx) =0
Hn(X)
To.. e =X LAGUERRE | 42| n(x) (1 _,) OLn(x],
[. m] m e (1-x) T nlalx) =0
(%) )
CeBitey ) )
10 1] T | e | (1) ST (x)-3x 8T (-2 Tate) < 0

Tn(X)
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3.7. JRS LINEAIRES SUR UN ESPACE DE HILBERT.

1S allons maintenant nous intéresser a certaines classes d'opéra-
teurses sur les espaces de Hilbert. Pour ces opérateurs, on dispose
de thde représentation qui conduisent a des théorémes d'approximation
en mojadratique. On peut méme quelquefois obtenir des renseignements
pour d:rgences plus fortes. Naturellement le but de cette &tude est la
résoliéquations linéaires dans des espaces fonctionnels (éguations

difféles ou intégrales, etc.)

r 4

; G a2 (& 2
Chapitre 0, nous avons défini le transposé P d'un Opérateur

x £ B
y¥E %’

Dans 1'un espace de Hilbert, nous avons vu que szest isomorphe

" 3 . i ; ; i
a E&f. donc intéressant de voir ce que donne la notion de transposé

d'un ar 1inéaire continu, g

4

linéair 1a formule

(1) <P U,y > = <x triy¥)> pour

Théoréit P un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert Ekf,

existe un opérateur linéaire continu, unique, Pf satisfaisant
ur tous X et Yy dans &

(2) <P(x),y > = <x,P¥(y)>

Si T'oifie aget 3@ dans Je cas d'un Hilbert réel, on note donc que
d
P¥ esstriction & B de tp . d

Défini P*s'appelie 1'adjoint de 1'opérateur P.
ontrons le théoréme cj-dessus :

L'appli x—e < P(x),y > de 86 dans son corps de base K , est une appli-
cationre en x , pour tout y fix2., Cette application est méme une forme
linéairinue, comme i1 résulte des majorations suivantes provenant de
1'inéga Schwarz et de la définition de | P |

< Pix)y>] < 1P(x11y]

(3)
I<pixny>l < 1Pimxniyl
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Le théoréme de représentation implique qu'il existe un unique vec-
teur y de 5@, noté P*(y), tel que

<P(x),y> = <x,P¥(y) >
Per ailleurs
<Px, Ay, «epy,> o X < Px,yy >« T <Px, y,> -
<G PR > = < xAPE(Y,) - PYy, ) >

ce qui entraine la lingarité de P¥

Enfin - 1P*yIl < 1Py

d'aprés 1'inégalité (3), ce qui montre la continuité de 1'opérateur P et[[P*\ <P,

Pour démontrer 1'unicité de P, i1 suffit de remarquer que si P;

et P; satisfaisaient tous deux 1'égalité (2), on aurait
<x,P,’(y)-P;[y)> =

pour tout X et tout y dans &g.Cela entraine
Pyly) = Pyly) donc Py = P2

Les calculs précédents permettent de fournir la valeur de |P*|. En effet,
grdce d 1'unicité, on a :

(p*)* - p

Donc, comme [[P¥*|| < JP] ,. il vient II(P*)*II<HP*H , ce qui donne

(4) | 1P*] = P

L -
(AP)* = Tpr
“ (P P* = P3P

Définition : un opérateur linéaire continu tel que P.—, P*est dit hermitien

(ou auto-adjoint ou self-adjoint).

Si P est un opérateur linéaire continu :

P.p* ‘ L *
P~|= 3 et P2 :—Q—‘P -—P)
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sont deux opérateurs hermitiens satisfaisant

P a PB~if, et P*=P +1P

1 2
De plus P* P et PP¥*sont deux opérateurs continus hermitiens pour lesquels

P P*[ « IP* P = IPD? = IP*|”
En effet, d'une part : | p
IP* Pl < IPXIIPL < 1P (1p A< IR I P,)
d‘au?re part :

P17 = <PULP(XD> = <x,P*P(xP> < IxI2IP* Pl

ce qui donne :

2
1PIT < 1P*PI
D'ou 1'égalité annoncée.
En particulier, pour un opérateur hermitien P, on a le théoréme
sujvant : :

-

Théoréme : si P est un opérateur hermitien (P = P¥* ), on a 1'égalité

2
S .
Remarque générale : exprimée dans le cadre d'un espace euclidien (dimension
finie) et par rapport & une base orthonormée, la représentation d'un opérateur

hermitien est une matrice hermitjenne ( uLJ = q“ , ce qui équivaut a[Al= [A*]
Méme dans ce cas, 1'avantage de la définition donnée d'un opérateur hermitien

est de ne pas faire intervenir de base particuliére.

Au Chapitre O, paragraphe.3.7, nous avons remarqué que la propriéte
d'hermiticité pour une matrice n'est pas invariante par changement de base.
Par contre, si 1'on se restreint aux changements de base qui conservent la
structure hilbertienne de E , c'est-i-dire aux changements de base U tels que
<Ux,Uy>=<x,y> pour tout x et touty dansE (U est un opérateur unitaire
dans 1'espace E de dimension finie), alors la propriété d'hermiticité est

conservée, comme on peut le constater directement.

______________________________

Prenons 1'espace préhilbertien IE [0,1]dont le complété est
1'espace L*[0,1].
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Soit par ailleurs K (x,y) une fonction continue de deux variables x
ety , définie sur le carre [0,0]x (0,17 et & valeus réelles. A toute
fonction continue sur [0,1], on peut faire correspondre 1a fonction T f

1
Tf T Tfly) = f;K(x,y)f(x) dx

' 2
La continuité uniforme de K(x,y).sur[0,1]permet de montrer que Tf est un
élément de [ [0,1] selon

. 1 ) .
Ts =15l < STxty0 <k oy 1500 o
et i1 existe un 1) >0tel quel Yy =Y.l < N entraine

K oy - Kyl | < 6

pour tout X . Donc , en utilisant 1'inégalité de Schwarz

1
Ty =Tral < e flfa e < egl;
IN est clair que T est un opérateur 1ineaire sur[ [0,1]. Que peut-
on dire de sa continuité relativement & la norme choisie sur G £0,11.

Grace @ 1'inégalité de Schwarz, on peut écrire les majorations :

T = o] [Ktoy) fw ax|?
< [éy(ﬂ%(x)]%x) (ﬂIK (x,y)[2 dx)_"'
% (ﬂ}(x)l%x)fd‘yﬂk(x,y)lzdx
< ﬂf”ifﬂ!((x,y)lzdx dy

Lo,172
On obtient donc :
2 12
111 < (1K Gy )| ox oy )
0,12

ce qui démontre la continuité de ﬁ'opérateur T . Une estimation précise de /I TV

s'avére nettement plus délicate d'ailleurs.




- 188 ~

Definition : on dit que 1'opérateur T :

f—— [TKbuy) dx = Tiy)

est un opérateur intégral de noyau K(x,y)

" Prolongement de 1'opérateur T : 1'opérateur T a é&té défini sur 1'espacel[ [0,1]

mais on peut définir un prolongement de T en un opérateur lTinéaire continu
sur tout L' [0,1]. 11 suffit d'appliquer le théoréme de prolongement démontré
en 1.6.9. I1 existe un opérateur lindaire 1 , prolongeant T & 1'espace 40,1
tel que : IT(F)l2 < 1THIf0z. ,Cet opérateur T est unique :

(T'(f)) = Limffn(x)l((x,y) dx

n—s00 >0
ol f,., est une suite de fonctions continues convergeant en moyenne quadratique
vers f (Cf. 1.6.9).

On confondra T et T dorénavant en notant

o T = [Kby) (X dx
0

pour toute fonction f de L*[0,1] puisque 1'intégrale dans cette &galité est
a prendre maintenant au sens de Lebesque, et que nous n'ayons fait que passer

au complete de G [0,] 1. & savoir 1'espace L*[0, 1]
Cherchons & déterminer 1'adjoint de 1'opérateur linéaire I ,d&fini

maintenant sur L2 [0,7]. on doit ayoir

<Tf,g> = <f,Tg> r

2 ) _ :
pour tous f et g dans L [0,1], que nous supposerons défini sur @ pour fixer les idé

ol . 1
[Tiyady = [t g ox
) 0 5 - 0

OuU encore : : ‘

1 P
Jeey (fxtey ey = 100 g ox
0 0 0

Mais on peut interverti les §ignes fdans le premier membre (théoréme de
Fubini, Chap. II, § 6.3).
Soit

‘Oﬁj(x) (A[!:(X,Y)Wdy)dx = LOﬂ:(xﬂ'*(g)(x) dx
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I1 vient donc

T*g)lx) fk Tyl gly) d

L'opérateur adjoint de 1'opérateur intégral T , de noyau K(x,y)
est un opérateur intégral, de noyau K (y,x)

1
THy) = [K(xy) fix) dx
0?
i) = [KT6y) gly) d
0

En particulier, Torsque K (x ,y ) = K (y X ), 1'opérateur inté-
gral et continu T , est un opérateur hermitien, On pourra vérifier que 1'on
pourrait se contenter de supposer K (x ,y ) dans L?(0,17 au 1ieu de Te
suppaser continu.

---------------------------------------------

Pour obtenir de bonnes propriétés de décomposition d'un opérateur
on doit faire certaines hypothéses restrictives, La définition suivante
s'avére satisfaisante, mais il faudra préciser la signification de ce satisfecit

3.8.1 Définition.

Un opérateur linéaire T dé&fini sur un espace de Hilbert 3%3 est dit compact

si_de toute suitelXn)de vecteurs tels que || £ 1, on peut extraire une

e Oy y
50us-su1tekxnﬁj telle que :

Lim T (xn,) existe dans W

kK —s @

Un opérateur compact est nécessairement continu, En effet, il
suffit de montrer que 1'image de la boule unité par T est incluse dans
une certaine boule. Or, s'il n'en &tait pas ainsi, on pourrait trouver
une su1te{XAEde vecteurs tels quelxn| < 1 et pour lesquels | T(xn)|l
tendrait vers ] infini., D'une telle suite Xn , on ne pourrait extraire
une sous-suite Xn, pour lagquelle T(xnk) converge, ce qui contredit Ja
compacité de 1'opérateur T

Remarque : L'application identique ne constitue pas un opérateur compact
sur un espace de Hilbert de dimension infinie.
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En effet, si‘&fest de dimension infinie, le procédé d'orthonormalisation permet

de construire une suite {en} orthonormale. De cette suite bornée on ne peut
nzl
extraire une sous-suite convergente puisque la norme de la différence de deux

é1éments distincts quelcongues de cette suite vaut V2.

Remarque : Plus généralement, F. RIESZ a établi un résultat valable dans un
espace de Banach quelconque. La boule unité d'un tel espace est compacte si et

seulement si 1'espace est de dimension finie.

Donnons maintenant 1'exemple le plus simple d'un opérateur compact

Théoréme : Un opérateur linéaire continu de rang fini est un opérateur compact

Rappelons qu'un opérateur est de rang fini si son image est de
dimension finie. Soit alors P un tel opérateur continu et de rang fini. Par
continuité, 1'image de la boule unité est un ensemble borné. Puisque P est de
rang fini, cet ensemble borné est inclus dans une boule d'un sous-espace vectoriel
de dimension n. Grdce au théoréme de Bolzano-Weierstrass ceci implique Ta
compacité de 1'opérateur P.

La notion d'opérateur compact se conserve par passage a la limite au sens de
la topologie de la norme sur 1'espace XJ(I{) des opérateurs linéaires continus
sur‘éfcomme nous allons 1'établir. Ce point important permet de construire des
Opérateurs compacts a partir des opérateurs de rang fini.

3.8.2 Soit Tn une suite d'opérateurs compacts convergeant yers un opérateur{continu)

T (Lim]T-T] =0) alors T est un opérateur compact.
. N=—s 00

Le procédé de démonstration est une fois encore le procédé diagonal
déja utilisé pour la démonstration de la premiére étape du théoréme du choix,

Soit Xn une suite de vecteurs de aﬁgte1s que Ixn|l < 1. On peut
extraire de cette suite, une suite x'h telle que Lim T, (x) existe, puisque *
' h+w

Ti est un opérateur compact. De méme, on.peut extraire de %f une -
suite X, 2 telle quemeTZHT)existe... et ainsi de suite. Envisa-
geons alors la suite xJ" que 1'on note Y, pour simplifier. Pour
chaque valeur fixée de n, Iim T, (% ) existe. Etudions la suite

P —+"0g

( —
T\ynJ od T=lim Tn Le théoréme est acquis si 1'on prouve la

N+ ) X ) . ,
convergence de T(yn) puisque {yn: est une suite extraite de 1xn} .
< Nyl nzl
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Comme || ypll < 1 et fQyqlg 1, o0nalamajoration :

IT(yq) =Tlypll & ZBT-Tl+1Talyq-ypll

€ etant donné (positif), on choisit N tel que [T-Tal < €/4 , puis n
étant fixé, on choisit N tel que ||Tn(yq-yp)|| < 6/2 pour p et @ >N (ce qui
est possible puisque Lim Tn (yp) existe).

p —>0

Par conséquent, pour p et g supérieurs ou &gaux a N,[T(y,) -T(y)l< €
La suite T (yp) est de Cauchy et Lim T(yp) existe puisque & est un espace
p—s0
de Hilbert.

Corollaire : L'opérateur intégral T : Tfly) = J(L (x,y) f(x)dx _oak(x ,y)_ est

un noyau cont1nu ou appartenant a E} [U 1] , est un opérateur
compact dans L [0,1]

11 suffit de montrer que 1'opérateur | est une limite (uniforme)
d'opérateurs compacts. On utilise les trois faits suivants :

Si k(X,y) est une fonction en escalier sur [0,1]2, 1'opérateur
T est un opérateur de rang fini, donc compact: (cf chap II § 6.3).

Toute fonction k ( x,y) (dans 12 [0,1]2 ) est limite, en moyenne
quadratique, d'une suite de fonctions en escalier. Ce résultat provient de
2 . :
la construction méme de L [0,1] (Cf. Chapitre II).

Si kn(X ,Y) converge en moyenne quadratique vers k ( x »y ), alors
Tn ,"1'opérateur intégral associé & kn , converge uniformément vers T , opé-
rateur intégral ;ssocié a k (appliquer 1'inégalité de Schwarz).

-

D1sons tout de suite que ce procédé d'approximation, par 1'inter-
médiaire de la compac1te, est & la base des resu]tats que nous allons obtenir.
C'est d'ailleurs une constante de ce cours que de montrer comment des résul-
tats difficiles sur les espaces fonctionnels s'obtiennent & partir de certains
résultats sur des sous-espaces denses. Bien entendu, on peut faire la théorie
abstraite des opérateurs compacts dans un espace de Banach ;f-. F. RIESZ a
établi magistralement la démarche essentielle de la théorie. Cependant, nous
allons nous contenter de fournir le cas assez particulier d'un opérateur in-
tégral hermitien et son application aux équations intégrales.
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3.8.3. Equations intégrales s

On appelle équation intégrale linéaire, ou équation de Fredholm,

une équation de la forme

1
(1) fly) - A[k(x,y)f(x) dx = gl(y)

oi g est une fonction donnée sur [0,1] tandis que k(x,y) est continue
sur  [0,17 et A un nombre complexe donné. On peut méme supposer que le

noyau k €1270,1)2

Résoudre cette équation, c'est chercher une fonction f satisfai-
sant (1). Un tel probléme est mal posé : il y a quelques conditions de

compatibilité a respecter.

D'une part on ne peut chercher que des solutions pour lesquelles

1'intégrale u/ﬂk (x,y) {{x)dx ait un sens.

Par ailleurs, si g est donnée, par exemple continue, il y a de for-
tes chances que cette propriété ait des répercussions sur Ja fonction f .

-~

Avec ce qui précéde, il parait naturel de chercher a résoudre cette
équation intégrale dans certains espaces fonctionnels. Par exemple :

- Résoudre (1) dans [ [0,1] en supposant que g €[ [0,1], c'est chercher

une fonction continue satisfaisant (1) lorsque § est une fonction continue.
- - ¢

- Résoudre (1) dans L® [ 0,17 , c'est chercher une fonction de carré inté-

grable satisfaisant (1) lorsque g est de carré intégrable. Dans ce dernier

cas, en appelant T 1'opérateur intégral dont le noyau est k , on v01t qu'il

s'agit de résoudre, dans L% [0,1]1'équation :

(2) (I-AT)f = g

I1 s'agit donc d'inverser 1'opérateur I-AT dans 1'espace des opérateurs
continus sur L2 (0,17 .

On pourra lire les paragraphes suivants en supposant que § appar-
tient 3 C[0,Jkt en cherchant & inverser (- AT +1) dans 1'espace Hom(T[0]1))
On vérifiera que les raisonnements n'utilisent pas la propriété de complétion
de L% [0,1] (lorsque k ( x .,y ) est continue) mais seulement la compacité
de T (1a propriété de compacité se définit sans probléme sur un espace
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normé.). Pratiquement, cela signifie que nous pouvons éviter 1'inté-

éra]e de Lebesgue dans nos calculs, tous les raisonnements se poursuivant
par complétion a 1'espace L®(0,1].

Le probléme étant visiblement linéaire, nous allons d'abord
étudier 1'équation homogéne associée & (1), c'est-ia-dire chercher une
fonction f de L" [0,1] telle que :

-

| T
(3) Ly = A fkly) Flxdx
- 0

'

En Tangage d'opérateurs, i1 s'agit de trouver f dans L’ £0,1]
telle que :

(4) . AT =  f

Convenons des définitions suivantes, déja connues dans le cas
des matrices.

Si f Oetsi Tf=Af , on dit que fest un vecteur propre de

1'opérateur T pour la valeur propre A’ .

(i1 est fort possible que A =0, et dans ce cas Tf= 0, par conséquent
1'opérateur T n'est pas injectif).

A partir de maintenant, nous allons supposer que | est un opérateur

hermitien, c'est-a-dire que k (X ,y) = k{(y,x) conformément au résultat du

paragraphe3.7.3.

-L'hypofhése d'hermiticité va nous fournir un certain nombre de
propriétés algébriques §u1,'jointes d la compacité de 1'opérateur laquelle
s'exprime ici par une bropriété d'approximation uniforme par des opérateurs
de rang fini, permettra de donner une réponse satisfaisante au probléme de la
résolution de 1'équation intégrale (1). Nous suivons la démonstration é1é-
gante de F. RIESZ et B. Sz.NAGY.

3.8.4. Popriétés algébriques des opérateurs hermitiens,

Donnons trois théorémes cruciaux, dont deux sont bien connus.

3.8.4.1. Théoréme : Les valeurs propres d'un opérateur hermitien sont réelles.
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Si f est un vecteur propre pour la valeur propre Ade T,

on peut écrire :

<Tf,t > < f,Jf > grace @ 1'hermiticité

]

et donc A<f,f >l —?\<f,f> puisque T(f) = Af

D'od A = A car <f.f> a|f I* est différent de O par hypothése (vecteur
propre).
4

3.8.4.2. Théoréme : Deux vecteurs propres correspondant d deux valeurs pro-
pres distinctes sont orthogonaux.

Sojent f et f’ deux vecteurs propres qui correspondent aux va-

leurs propres A et A’ On écrit

<Tf,f'> = A<f,f'>
<Tf,f"> = <fTI> = N<f,f>
Do A -N<f,f'> =0

ce qui entraine < f,f> =0 puisque A % X

3.8.4.3. Théoréme : Si T est un opérateur hermitien,< Tf,f>  est un nombre

. réel et 1'on a ]'égalité I
CITE = Sup ITR) = Sup|<Tf, >l

=1 11 =1

Pour tout f, le nombre <Tf,f> est réel puisque <Tf,f> = .<f,T]‘> =<Tf,{>

Par ailleurs, posons t = Sup|<Tf,f> | , on a 1'inégalité
[ff=1

t < ITENNEL < ITHOEDE = OTI

Démontrons 1'inégalité inverse : soit @ un nombre positif quelconque; remar-

quons 1'égalité combinatoire suivante :

1717 = <Tf,Tf>

]

1 1 1 1 1
1 [:<T(r13‘+ETf),a:f LTes -<T(ocf-ETu)),oc1-ET(ﬂ>}



1

~ 19% ~

que 1'on obtient gradce & la relation d'hermiticité

<TH,f> = < T,1f >

On a alors les majorations
T < & (bt s TP tpas- )

Mais 1'égalité du parallélogramme.permet d'écrire :

e < L (oczufu%é-,nw)u’)
En calculant la valeur de OC assurant le minimum de .1'expression du second

membre, il vient
ITHP< LITOMI doa 1Tl < E]1]

etdonc] T < ¢ » ce qui démontre le théoréme. Ce dernier va nous
assurer 1'existence d'une valeur propre non nulle pour un opérateur hermi-
tien compact.

 Puisque J T] = l<:Tj £>], i1 existe une suite fn d'eléments de L*[0,1]
telle que I
[fall = 1 et ° llm]<Tf fn>l = |T]

I1 est toujours possible de choisir 1a suite fn de sorte que
< Tf,fa> converge également vers un nombre réel noté A = 0. On a bien

. sir A= s IT”- ~ . !

_ ) o
Calculons [ Tfan = Afnl en développant ce carré :

| Tfo=Afal” = 1T (Fa) 12+ AZ0 fal® =20 < Thn, fo>

Or lorsque N tend vers. T'infini, <T(f),fn > converge vers A et [T(fa) |2
reste inférieur a3 ||T [ =

Ceci prouve que i ITie= X&I* =« 6

N —s + 00

Les fn constituent donc une solution approchée de 1'équation propre

Tf = M
Utilisons maintenant le fait que T est compact. De 1la suite{ﬂ@j]lfnﬂ =
on peut extraire une sous- su1te{fn;3te]1e que Lim T(fn,) existe.

k —
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. . . ?
Mais la suite f”k elle-méme est convergente dans L [0,1] puisque

Lim (Tta) = N(fa)) = 0

Par conséquent, si 1'on pose ;j[r; fr , 11 vient
k—»+ @
T(f) = Af avec Nl = ITT = 1 T(£)]

Ceci permet d'énoncer le théoréme suivant.

3.8.4.4. Théoréme : Un opérateur hermitien compact non nul admet au moins une
&

valeur propre non nulle.

Nous constatons d'ailleurs que nous avons trouvé une valeur propre A
ayant le plus grand module possible en cherchant une fonction f réalisant

1'extrémum ISfp ]<: 15, f:>|-Le procédé utilisé est itératif et i partir
fl=1 N

des- techniques hilbertiennes, nous allons décomposer 1'opérateur T.

i~ g —p S

-

3.8.5. Théoréme de décomposition d'un opérateur hermitien compact.

4

Soit donc T un opérateur hermitien compact sur un espace de Hilbert
Le lTemme suivant organise la démonstration par récurrence.
Soit P une fonction propre relative a une valeur propre non nulle ) de

1'opérateur T. Le sous-espace jf orthogonal & @ est stable par T. Ceci
signifie que T(é(q) ijfw ol ¥, désigne le sous-espace orthogonal & Q.

¥
?{k(,:{flfe'&{ ;<f,k?>=0}‘

le Temme est facile & établir puisque si f 5( on a

¥

<f, (Y >=r<f, P>
=0

<T(f), P>

Par suite 1{ est un sous-espace fermé de ﬁ{ donc un espace de Hilbert sur
3 ‘? J ‘
lequel opére T. On recommence la recherche d'une valeur propre pour T restreint

a QQ?. On a ainsi gagné une dimension.
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Précisons les notations. Par le procédé d'extrémalité, on dispose d'une fonction

propre \P1 relative & une valeur propre A ol |A | = |T| . Notons Tq, la
restriction de T & JQP Soit lp une fonction propre (appartenant & }(%’ ) de
1
T? et relative a une valeur propre A ol |12[ = HTV |- Naturellement
. .
< A
Le procédé itératif permet de choisir un ensemble totalement ordonné d'indices I
et deux familles {\{.} s A} ou 0. €¥ et A.e R de sorte que
i i i i
i€l i€l
1 I
< %ﬁ, ¥3 >=0 i#7J
T(9) =
et [< T(P)s f >1 = [y] = Sup [< TP, 9>

Ici %Ep désigne la borne supérieure conditionnée par le fait que \p parcourt pid
satisfait [V =1 et <‘P, %3 >=0 pour tout j de I tel que j < i.

On déduit que pour i> j, on a |A1| < Ile

Si T est un opérateur sur un espace de Hilbert séparable, par exemple un opérateu
intégral sur LZ[D, 1] , alors 1'ensemble I est au plus dénombrable puisque la
famille {$ } est orthonormale. Ce résultat est général (mais peut étre laissé
de cOté en piéﬁ}ere lecture).

[Appelons en effet J, = {i i€l ; |A1| > a} ol a >0. Montrons que J_

est fini. S'i1 existait une infinité d'indices dans Ja, on saurait trouver, par

compacité de T, une suité d'éléments distincts {\Pi } ol in € Ja pour
nn >l ‘
tout n, de sorte que T(\P,i ) flt convergente dans ¥ et donc constituerait une
n
suite de Cauchy. Ceci serait contredit puisque pour n # m.

T8, ) - e I th?%-Mm?ﬂﬁ

[A

12+ s |
. + "
1n 1lTI

> 2a?
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Puisque Ja est fini, et comme I = L}Jl/n , on constate que I est au plus
n>1 ‘

dénombrab]e.]
Deux cas se présentent alors

ou bien I est fini , disons posséde n é&léments et 1'on note qa iﬁi)..‘, %%

L
Ai’ A ,o..Ano L'opérateur T est nul sur 1'orthogonal éfn du sous-espace vectoric
2

jfn engendré par les n vecteurs propres Lﬂ, Lﬁz ,...,\?n. Grace au théoréme de
projection sur le sous-espace de dimension finie l{n’ on a pour tout f de 3?

1'écriture unique

n £
fzkzl < f, \pk>kf'k + g ol ge}'(ﬁﬂ

donc n

Tf = kzl A < Fa P > Y

On Taisse au lecteur le soin d'établir que T n'a alors d'autres valeurs propres
que les Ak et éventuellement O.

ou bien 1 est infini, et 1'on note {'p } s (0} . Montrons alors que

n=1

nxl

Lim X_ = 0. Ce résultat est évident si 1'on a suivi la démonstration du fait
n—w

que Ja est un sous-ensemble fini. Mais on peut donner une précision lorsque T

est un opérateur intégral, disons sur LZ[O, 1] et de noyau k(x,y). Dans ce cas,

en effet ) |An|2 est une série convergente (et donc Lim X = 0).
n=1 n=sw

. On constate que Ay W, (y) , pour ¥ fixé, est le coefficient de Fourier de
la fonction k (x »y) (y fixé) par rapport & 1a fonction “pk, élément du
systéme orthogona]{\P1,‘92,..., q% Gk & }. Par conséquent, on peut appliquer
1'inégalité de Bessel pour toute valeur de 1'entier n :

k=n i
L I19i) < Slkix,pl? dx
= 0

En intégrant entre 0 et 1 cette inégalité, on obtient :

n 1 1
2
< ['_[Ik(x,y)]zdx dy

De ce résultat, on déduit deux choses
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& 2 :
D'une part que E:]ALI converge, par conséquent que  |im IAEI =0.

i_:_1 I —+00
Par ailleurs, si ‘pz,...,@n sont des vecteurs propres associés i une
méme valeur propre A, on a

1 Al
nl?\lz & [[Ik(x,y)lzdx dy

Ce qui prouve que Te nombre des vecteurs propres orthogonaux normés associés
& la valeur A est fini. Ce nombre est d'ailleurs appelé 1'ordre de A et don-
ne la dimension finie du Sous-espace propre associé a A .

On pdurrait facilement éméhager la démonstration pour en déduire d'abord que la
famille calculée par le procédé d'extrémalisation des valeurs propres non nulles de

1'opérateur intégral de noyau k(x, y) est au plus dénombrable et ce, sans utiliser
lTe recours & 1'ensemble Ja' Nous laissons ce soin au lecteur vigilant.

Revenons maintenant au cas plus général d'un opérateur hermitien compact T sur
un espace de Hilbert, Torsque I est un ensemble infini. Nous devons calculer
la différence entre la fonction f et son développement suivant les k premiers

vecteurs de la famille orthonormale {k?k}
kzl
Pour ce faire, on calcule Ken
’ ==l <f %>y
k=1
Puisque Wn appartient a 1'espace de Hilbert des vecteurs orthogonaux a

Lﬂ, qz, =<+ » 9, et grdce & la propriété d'extrémalité de [A et @ la

n+ll

propriété de la norme d'un opérateur, on dispose de 1'inégalite :
ITonll < 1Al (v,

On sait que h21n An+1 = 0. IT reste a4 majorer 1 expression anu.
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De plus

117 15T - Ll<toole 1t

(inégalité de Bessel).

On a alors :

IT W)l < IAngl 1112

ce qui montre que

Lim T (Qn)= 0 puisque Lim An = 0

n —s O n— 00

Nous écrivons ce résultat sous la forme

L=+Nn

TH) = Lim ) \N<§,0> ¢

n— o L=1

IT n'est pas difficile d'établir, grice & 1'éqalité ci-dessus, que la suite

{A } epu1se ]a famille des valeurs propres non nulles de T operateur hermitien
compacfr '
~On peut encore écrire -

T(f) = Lim Z<f‘r )> 9 =Lim Z<Tf P >
n--+cni-- ) n,_...,,mL-1
Nous avons donc &tabli le théoréme suivant, qui résume les diverses proprié-
tés de T et que nous énoncons dans le cadre d'un opérateur intégral, mais le thaoreér

reste exact pour un opérateur hermitien compact quelconque.
. Ly

3.8.5.1. Théoréme : Soit T un opérateur intdaral de noyau k (X ,Y) tel que
k (x.y)=k(y.x).

T admet au plus une 1nf1n1te dénombrable de valeurs propres, €haque vaTeur

“propre non nulle est d'ordre fini. Si la suite des valeurs propres est 1nf1n1e,

elle tend vers 0. De plus, tout &lément T(f) peut étre développé suivant

le systéme orthonormal des‘pb s_vecteurs propres associés aux valaurs propres non

nulles deV,

—

T(.f) = Z(Tf,@,_) l'pl'- = ZAL<§!@1> Lp-L
=l L=1

3.8.5.2. Totalité du systéme des vecteurs propres.

Une question se pose aussitdt : pu1sque%@ esE un systéme orthonor-
Y,
mal, qui permet de representer tout &élément de la forme T (1), ce systéme
est-i1 total dans 1'espace ? (0,11= *
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Théoréme : Pour que la suite orthonormale des vecteurs propres kpﬂcorrespon-

dant aux valeurs propres A, = ( soit une base hilbertienne de

L2L0,1], i1 faut et 1] suffit que 0 ne soit pas valeur propre

de T, c'est-a-dire que I soit un opérateur injectif.

® En effet, soit f un &lément quelconque de L° [0,1]. La série
Z}f,%%)‘@nconverge dans L2 [0,1] vers une fonction g telle que
n=1 - @

Tlg) =  2a(f9) 9,

. n=1i
Par suite :

, T(g) - T(f) = Tlg-f) = 0
donc g = f grdce & 1'hypothése.

Ce que prouve

(j = nz‘_‘(f:kpn>kpn

et assure que [@ry}constitue une base de Lz[U,l]d'aprés le théoréme des
bases hilbertiennes. (§ 3.5.2). Réciproquement, supposons que[(ﬁ} constitue unz
base hilbertienne de L®[01]. Soit @ une fonction telle que T®=0. Alors

QQ>= £ <@, TQ > =4 <T9, 4> =0

D'od @=0 |, ce qui termine la démonstration.

3.8.6. Application a la résolution de 1'équation intégrale de Fredholm.

Soit k un noyau non nul tel que k.(x Y) = k(y, X). Considérons
1'équation associée a 1'opérateur intégral T de noyau Kk :

1 5 .
(1) - fly) - A[k{x,y)f(xldx - g1y

2
oi gest dans L?[0,1]et fune fonction inconnue dans L°[0,17, X est un

nombre complexe non nul. On a le théoréme suivant talternative de Fredholm)
' ]

Théoréme : Si n'est pas une valeur propre de T , cette équation admet

>|—

une solution unique.

Si 1 est une valeur propre de T, 3 laquelle correspondent p

vecteurs propres P ...  orthonormés, 1'équation (1)
p M n

Nyt

o v4
admet une solution S1, et seulement si, § est orthogonale aux
fonctions qg,, {er""‘p

n

e, L2 solution n'est alors déterminge
o

RO

ot p P-4

qu'a 1'addition pres d'une combinaison linéaire des ‘E, ‘R
-]

On cherche & résoudre dans L2[0, 1]1'equation

(1) F=AT(§) = g

00 g est donnée dans Lz[O, l] et o0 f est 1'élément inconnu.
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Par conséquent, en supposant 1'équation réalisée, on calcule

<f,P> = A<TF)O>e< 0,9> = A <T(@0) >+ < g, 00>

D'od
G [(1-AN) <f,9%> = <g,%>

ler cas
Si donc A ¢ , On aura

,<.f,\pn> J= ! < i

| oo S8
et s 00

# F =g +XTI(f) = g+?\zihn< £,9.> 9,
$ _An
faged) 28<g,0>0,

Cette série converge au sens de L' [0,1] et définit un &lément de L2[0,1]
A2 est fini)

W~ §

satisfaisant (1) comme i1 est facile de s'en assurer.(parce que

n=1 "
2éme cas Si A= Al pour un certain entier ng, on doit avoir < g, 9> =
n
0
pour tout entier n tel que \Pn soit vecteur propre de valeur propre An
0
T(%p) = 3y ¥,

On peut toujours supposer qu'il en est seulement ainsi pour tout n tel que

ng$n<n, +p ot p est 1'ordre de la valeur propre kn . Visiblement, une
0
solution de (1) est déterminée a une combinaison Tinéaire quelconque des

L e
n n0+1 ny*tP 1

0
Pour n > ng+pP ou n<n., le calcul grdce & (2) convient.
D'ol l1a solution générale de (1)
n
o-1 A o A
feg+t ] —— <g,¥oy+ ] —T—<g, ¥
n=l 1-A An ny*P 1-A ln
n0+p=1
oL Y,
o

ou les a, sont des scalaires quelconques.

Ceci termine la démonstration du théoreme quelquefois appelé alternative de
Fredholm.
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Theoréme (Hilbert-Schmidt) Sous les conditions de 1'alternative de Fredholm, on

a 1'égalité suivante au sens de 1a norme de L2([0, 1]2)

(3 kxey) = ]

c'est 3 dire

.

A 900 ¢ ()] dxdy =0

Lim [ljllk(x, y) - ng

N—eo o5 1

[=-]

Grace & 1'orthogonalité des {qk} et 3@ la convergence de la série RN
n>1 n=1

il est facile de constater que le second membre de (3) définit un élément de
L*([0,1]%), note k'

00 8, (x, y) = (%) ¥, ().

Cet élément k' définit & son tour un opérateur T' sur LZ[O, 1)
1
T'f(y) = J k'(x, y) f(x)dx
0
On constate et justifie 1'égalité dans L°[0, 1]

1
T'f = ZI A $n J f(x) P, (x)dx
n= 0
] i
T'f = ngl e < fa 9>
soit Tf =T'f  pour tout f de L2[o0, 1]

2 i
ou encore k = k' presque partout sur [O, 1] comme le lecteur pourra facilement
s'en assurer,

Remarque : On peut généraliser 1'alternative de Fredholm au cas d'un opérateur

compact non nécessairement auto adjoint dans un espace de Hilbert. On se doute,

comme dans Te théoréme de Rouché en dimension finie, du rdle joué par 1'équation
adjointe homogéne  f - XT*(f) = 0
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Comme cet exposé se veut introductif, nous ne donnerons pas les théorémes plus

généraux, renvoyant le lecteur a 1'index bibliographique.

Donnons pour terminer un raffinement du théoréme de décomposition, pour le cas

d'un noyau continu.

Théoréme : Si K(x, y) est un noyau continu sur le carré [0, 1] x [0,1], 1a série

1 © 1
) = [ K y) fecs 1oy ([ 700 $px1ex) ¢, (0

0 n= 0

converge uniformément sur le segment [0, 1].

1

La seule hypothése que nous utiliserons est J [K(x, y)|2dx < C* pour tout vy
k=n 0 .5

dans [0,1]. Puisque f = kzl A < a2 ¥, converge vers f dans L2[o, 1],

alors Tfn converge uniformément dans [O, 1] grace & la majoration

1 1 2
I Tf(y) - T () |? < (j K(x, y)lzdé) (f [f(x) - fn(x>|2d{) s CAf-f |,

0 0

et ceci démontre le théoréme.

3.9 Probléme de Sturm-Liouville

Nous allons appliquer la théorie précédente des équations intégrales au cas des
équations différentielles pour certains problémes aux limites, dits problémes
de Sturm-Liouville.

On considére 1'équation différentielle Tinéaire du second ordre

(1) x"(8) + (a(t) + Au(E))x(t) = ¥(t)

o C(x est un paramétre complexe
a, uety sont des fonctions continues données, @ valeurs complexes,
sur un intervalle [uo’ o ] de 1'axe réel (ao < o ). Pour des raisons qui
1 1

apparaitront ultérieurement, on supposera toujours que u est une fonction

strictement positive sur A=E&O, a;] et que a est une fonction réelle.

On considére 1'espace vectoriel E des fonctions x définies sur A = Euo, o ]5
1
continues, pourvues de dérivées premiéres et secondes continues sur A , et
telles que
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i
o

Aok(ao) - BOX'(ao)

un
o

A x(a ) - B x'(a)

1 1 1 1

A et B sont des nombres réels tels que A, B (et A, B ) ne

0
] A Bo 3 o 1 1

sont pas tous 1es deux nu]s

Le probléme de Sturm-Liouville qui correspond 3 ces données est de chercher les

solutions de (1) qui appartiennent & E.

it

m
o

15y

Exemple : Prenons a(t) = 7% ; u(t) =1;a
1'équation (1) devient :

0 et a
1

x"(t) + 7% x(t) + xx(t) =0

Déterminons 1'espace E en posant A =1, 0, A =1, B T 0. On vérifie
que le probléme de Sturm-Liouville correspondant possede une solution non identi-
quement nulle, si et seulement si X est de la forme (n? - 1)n? ol n est

un entier supérieur ou égal & 1. IT y a donc un phénoméne de quantification.

Nous allons montrer que ce phénoméne est général. Une premiére remargue est que
les A convenables sont tous situés & droite d'une méme valeur.

Proposition 3.9.1 : Soit un probléme de Sturm-Liouville relatif a une équation (1)

homogéne (y = 0) et un espace E. I1 existe une valeur Ao > 0 telle que la seule
solution du probléme de Sturm-Liouville pour X < - A, soit la solution nulle.

Démonstration : On commence par &tablir une majoration de la norme uniforme de
x sur A en fonction de la norme L2(A) de x et de x'.

Précisément on écrit

a
x(a) = x(B) + J x'(t)dt o0 a, BEA

g -

L'inégalite de Schwarz fournit (cf. E.A.F 1A 442)
1

) K@) fasl| X7 g = favsl 1)
a

0

Par ailleurs, on dispose de 1'égalité du parallélogramme

2 fx(@)-x(8)]* + [x(8)]2) = [x(@)]? + |x(a) - 2x(8)|
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Par suite, en omettant le dernier terme
[x(@)]* < 2 [Ix(a) - x(8)]% + [x(8)]7]
Inégalité que 1'on intégre en B entre o et a + € ol € est un nombre positif

arbitraire (ou entre a-e¢ et o pour o = a ), en tenant compte de (2)

. at+e
elx(@)]? ¢ 2 f (B-a)ds| Ix'I} +2 xI;
o

OU encore
X 2 vz o+ 2 P
[x(@)|? < elx' I + & x’
et donc
2 2
(3) %)< elxll? + 2x

Majorons maintenant 1'expression suivante pour x € E

a
1
I = [ (x"(t) + a(t) x(t)) x(t)dt
6]
0
On intégre par parties la premiére intégrale

%

a, ay
I x"(t) x (t)dt = [x’i}il - J [x'(t)|2dt
e, 0

Qa
[ o 2 1
LU [x=]," - eyl s J a(t) [x(t)|2dt
: 2
0 Clo

On calcule, en tenant compte de ce que x € E et en supposant B, B #0

[x xJ [x(a )] - 52 [x(a,)]?

A, A 2 >
SGETI v |§§%\lx I +§||xu2)

Puisque a est une fonction continue réelle sur A 4 i1 existe une constante réelle

donc

— %
EXIX]ao

Aet a(t) <A pour tout t de A. D'od la majoration de I.
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e (e ey o]« 5+ ) o

A, A
IT ne reste plus qu'a choisir e assez petit pour que (L——] + |—90 e-1 <0
‘ B
Ay AN ' @
et poser A= ||—| + |[—| |£+A . I1 vient
B, Bs |} &
2
(4 TsAl],
Ces préliminaires de calcul acquis, nous pouvons prouver 3.9.1.

Si maintenant x € E est solution de 1'équation (1) avec y = 0, on dispose de

al
1 = -x[ [x(t)]2u(t)dt
a

S1 le probléme de Sturm-Liouville n'a pas de solution non identiquement nulle
pour A <0, on prend AO = 0 et la proposition est acquise. Sinon, supposons que
A <0 etqu'il existe une solution Xy » non identiquement nulle au probléme de
Sturm-Liouville. Puisque 1y est continue et est strictement positive sur [ao, ai]

il existeun m>0 et I3 -)m[x|* . D'od
N2

S=Aam g P s Al |
2 2

Puisque x, n'est pas identiquement nulle, on déduit

A

et on peut choisir A_ =+ % pour assurer la proposition 3.9.1.
{On laisse au lecteur le soin de vérifier 1'exactitude de cette’proposition 3.9.1.
lorsque B1 B0 = 0)
Quitte a modifier 1'équation (1), en remplacant a par a A5 -1, et X par
A+ 10 + 1 on peut faire 1'hypothése suivante pcur la suite de ce chapitre

(H) le probléme de Sturm-Liouville relatif & E et & 1'équation homogéne associée a

(1) n'a que la solution identiquement nulle pour X < 0.

Pour traiter le probléme normalisé (H), on va d'abord le remplacer par un probléme

équivalent d'équation intégrale, & laquelle cn appliquera ensuite la théorie de
Fredholm.
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Proposition 3.9.2.

Supposons 1'hypothése (H) satisfaite. 11 existe une fonction K : A x A—R

continue et symétrique de sorte que 1'assertion suivante soit vérifiée :

Une fonction continue x : A—> R satisfait au probléme de Liouville relatif

4 FE et a 1'équation (1) si et seulement si x est solution de 1'équation intégrale :

0
x(t) = A [ Ka, t)x(a)p(a)da = y(t) od

a,0
Y(t) = -[ K(a, t)y(a)do

%o

Démonstration A)I1 s'agit d'abord de construire la fonction K. Pour ce faire,

on construit une fonction Xy © A—m3R telle que Xo satisfasse 1'équation

(t) = 0 et la condition aux limites

homogéne xg(t)+a(t) xo(

(5) A x (o

o "o - By Xplag) = 0

0) 0 xO

On peut choisir pour X, une fonction non identiquement nulle comme 1'enseigne
1a théorie élémentaire des équations différentielles (cf. une démonstration au

chapitre IV).

De méme, on construit une fonction x : A—R solution de 1'équation homogéne
L

x:(t)+a(t)x1(t) = 0 et satisfaisant la condition aux limites

6 - ; =
(6) AI xl(ai) B1 x1(a1) 0
Les fonctions X et X, sont linéairement indépendantes grdce & 1'hypothése (H).

Par suite h_x_ +h x , ou h1 et h2 sont des constantes réelles, est une
1

oo i
solution de x"(t)+a(t)x(t) = 0. Soit t € Jogs al[o

Déterminons ho(t) et hl(t) de sorte que 1'on ait & la fois ho(t)

- h -
et h t) X;(t) _ hl(t) X;(t) - xo(t) 1(t) Xl(t) 0

Cela est possible, puisque § = xo(t) x'(t) - X1(t) xé(t) est une constante
1

non nulle. En effet :
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8'(t) = x(t) X'(t) = x (t) x3(t) = 0

donc & est une constante, nécessairement non nulle puisque Xo et x sont
1

linéairement indépendantes.

D'ol
x (t)
ho(t) = -
% (t)
AOLER =

On pose pour t € ]uo, a1[ et pour tout ae[ao, aJ

xl(t) xo(a)

K(a, t) = - pour o < acgt
s 0
(7) X, (t) x (a)
Kl t) = =~ —— 1 = pour t<aga
§

I1 est clair que 1'on peut prolonger par continuité K pour t = a, ou t= o
de sorte que K constitue une fonction continue réelle sur A x A . On en vérifie
aisément la symétrie : K(a, t) = K(t,a). On peut résumer les propriétés de K(a, t),
appelée la fonction de Green du probléme de Sturm-Liouville considéré.

1) K(as t) = K(t.a)

2) Pour chaque t fixé de Ja,, a [» o —3 K(t,a) est deux fois continuement
1

0
dérivable sur ]ao’ t[ et Jt, o [ et satisfait 1'équation x"(a) + a(a)x(a) -
1

3) Pour chaque t fixé de ]ao, a [ » o —K(t,a) appartient & 1'espace E,
1

sauf qu'elle n'a pas de dérivée premiére ou seconde en o = t, mais est continue

sur A x A
4)-35— (as t) posséde une 1imite & gauche et une limite & droite en o = t,
notées respectivement —%5— (t-0, t) et %g— (t+0, t). On a
oK 5K =
——a-a—(t O, t) " W (t+0, t) 3 |




&
B) Considérons maintenant x(t) = - fa K(a, t)y(a)de ol y est une fonction
0

continue et @ valeurs complexes sur A. Montrons que x est deux fois continuement

dérivable sur A

t a,
x(t) = - J K(a, t) y{a)da - J Kla, t)y(a)da
a, t
xl(t) k xo(t) %y
x(t) = J Xo(a)y(a)da + J X (a)y(a)da
8 o ¢ g 2
d'ol ¢
X;(t) [ xcl)(t) Jal
x'(t) = Xo(e)y(a)da + x (a)¥(a)da
$ &g S t !
et
xj(t) {t xa(t) f"x
x"(t) = xg(a)y(e)da + x_(e)y(a)da + y(t)
§ o, 8 t ¢4
soit

et donc

(8)  x"(t) + a(t) x(t) = y(t)
Etablissons maintenant que x appartient & E.

a, '
Agx(ag) = Byx'(a,) = A, Xol%) J x (a)y(a)da - B Xo(a,) J
8 % 8 %

a
- (ono(ao) ) Boxé(aoﬂ J 1 xl(a)y(a)da =0
a

Par définition de Xo

De mé - B x' =

e méme Alx(ul) X (al) 0 @

Nous avons montré que tout x(t) =-[ K(as t) y(a)da satisfait (8) et
a

appartient a E. 0
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Réciproquement, soit x un &lément de E et solution de 1'équation différentielle

(8) x"(t) + a(t) x(t) = y(t) ol y est une fonction continue et a valeurs complexes

sur A.

t t ¢
L
j x-.(d)K(a, t)da = - f X"(a) i}__.(____ dg = J X(u)a(a) xl( )xo(a) B
% o

t t
J [XH(Q)K(Q, t) - x(a) Eié(u, t)]da = J K(a, t) y(a)da
a, a

t
Et le premier nombre s'scrit : x (t) J [x(a)x"
a

Soit en intégrant par parties

t
[ Klas t) y(a)da = L [x(a) x!(a) - x (a) x'(a)]
a

0

De la méme facon, on calcule

al Xo(t) ai
K(ay t) y(a)da = [x(a)x'(a) - x (a) x'(a)]
t 6 1 1 t
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Tenant compte de 1'appartenance de x a E et de (5), on a :

et

Comme AO et BO ne sont pas tous les deux simultanément nuls, c'est que le
[+

déterminant x - x'(ao)x(ao) = 0. De méme, on montre que

0( 0 0) o]

x(ul) x'(al) - xl(al) x’(a!) = 0. Soit

Finalement une fonction continue x : A —3 e est solution de

x" +ax =y et x€Esietseulement si x satisfait 1'équation (9)

Dés lors, une fonction continue x : A——> € est solution de 1'équation
" +ax + Aux =y et x€ E siet seulement si x satisfait 1'équation (9) ou
y doit étre remplacé par y - Aux. Ce qui donne

0y

Ay
x(t) = - f Kla, t)y(a)da + AJ K(a, t) u(a) x(a)da
% %

ou encore 1'équation intégrale de Fredholm.

Q,
(10) x(t) -;\J K(as t) x(a) u(a)da = Y(t)
%
en posant o
1
Y(t) = - [ K(a, t) y(a)da
%

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.9.2

Exemple : Voici un exemple de transformation d'une &quation différentielle en
équation intégrale, dans Tequel A = 0 n'est pas valeur propre. Cheoisissons

g = 0, A! =1, B =0 :
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V‘m

L'équation X" = 0 a deux solutions :

w(t) =t x (8) = (1-t)

respectivement nulles pour t =0 et t = 1. On a donc pour déterminer K

At = B(1 - t)
et A+B =1
d'od
K(ay, t) = a(l-t) Ogacgt
K{a, t) = (1-a)t tgag!l

La fonction K(a, t) est 1a  fonction de Green de 1'équation différentielle

x" - Ax =0 » pour les conditions aux limites choisies. Nous voyons que
c'est une solution de 1'équation
x" =0

soit sur 1'intervalle 0 < a < t, soit sur 1'intervalle t < ag 1.

Nous sommes maintenant en mesure d'utiliser la théorie des opérateurs intégraux
développée au paragraphe précédent en vue de résoudre le probléme de Sturm-Liouville.
Enongons ces résultats sous forme d'un théoréme. On notera toutefois que 1'espace

de Hilbert qui doit intervenir est 1'espace L2[a, u]
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Théoréme de Sturm-Liouville

Soient a, u et y des fonctions & valeurs complexes continues sur intervalle

A = [ao, o ] de 1'axe réel. On suppose u strictement positive et a & valeurs
1

réelles. On se donne 1'espace vectoriel E défini par les quatre nombres réels

—r =

A A1° B, et B1 comme cela a été expliqué.
1) I1 existe une suite infinie strictement croissante de nombres réels

(.}

[==]

telle que [ ——l;— converge les valeurs de cette suite sont les

n=1 An

nxl

seules valeurs de X dans € pour lesquelles 1'équation

(11)  x"(t) + a(t) x(t) + au(t) x(t) = 0

posséde une solution, non identiquement nulle,dans E. Lorsque X = Ans toutes les

solutions de (1l)qui appartiennent & E sont multiples d'une fonction- Xo de E

pour laquelle on impose une normalisation

En outre Xn est a valeurs réelles .

La famille des fonctions {x_} constitue une base hilbertienne de 1'espace

2) Si_ X n'est pas un élément de la suite {An} il existe une unique
n>1

solution x de 1'équation

(12) x"(t) + a(t) x(t) + () x(t) = y(t)

-

qui appartienne & E. Cette solution est donnée par la série absolument et

uniformément convergente dans A
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ol 1'on a posé

Démonstration : le probléme de Sturm-Liouville revient & étudier 1'opérateur

lingaire T : L%[[as, @], u]—> L*[[u,> o 1, ¥]* defini par

o
Tx(t) = [ 1 K(as t) x(a) p(a)da

%

I1 est facile de voir que T est un opérateur linéaire continu hermitien et
compact sur Lz[D“o’ ax]’ 1]. Rappelons que sur ce dernier espace, le produit

scalaire est fourni par

o
<f,g>-= [ 1 f(t) g(t) u(t)dt

La premiére assertion de 1) est donc facile & partir de la théorie du §8. En
ce qui concerne le fait que chaque espace propre scit de dimensicn un (engendré per
xn), il suffit de noter que 1'ensemble des solutions de 1'équation (11) pour X = A

est un sous-espace vectoriel de dimension deux (la valeur de x et x' en % est

arbitraire) lequel ne peut coincider avec le sous-espace propre.

De méme, grdce au §8, la famille {xn}n31 est orthonormale dans LA Aae)
Grace au § 3.8.5.2, cette famille est une base hilbertienne si 1'on peut établir
que T est injectif. Or, notons Z(t) = -Tx(t). Cette fonction satisfait
1'équatiph différentie]]e Z"(t) + a(t) Z(t) = x(t) u(t) grdce au calcul
fait & 1a proposition 3.9.2. Si donc Z = 0, on déduit x(t) u(t) = 0. Or u

est strictement positive, donc x = 0.

Au sens de L%*(A,u), on a 1'écriture
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K(ay, t) y(a)da]u(t)dt

a, a o, C
[ xn(t) Tx(t) p(t)dt = [ Tx (t) x(t) u(t)dt = %—=J xn(t)x(t)u(t)dt = Xﬁ
&, 14, o, n

La deuxiéme intégrale dans 1'expression (13) est une intégrale double et on

intégre d'abord en t puis en «

o, a, a,
J [J K(a, t) xn(t) u(t)dtJ y(a)da = %— [ xn(a) y(a)da
o, o

%

6 ]
1

Finalement : I xn(a) y(a)da
o

ce qui est bien 1'expression donnée pour la valeur de Cn. Nous laisserons

au lecteur le soin de démontrer 1'uniforme convergence de la série
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE III

Exercice n® 30

Polynome d'Hermite

On part du développement

n

-t2-2tx _ ¢
e = ] =5 an(x)

n=0

1°) Montrer que les Qn sont des polyndmes tels que
, N, =x2
Qn(x) = e ELJé%T__l_
dX
2
° : s B 2
2°) Montrer que la suite H (x) =e Qn(X) est orthogonale sur L2[-w, +=]

en intégrant par rapport @ x le produit des séries

T z 5"

nZO '—nr Hn(X) et nzo m—-— Hn(X)
400
[wm Hn(x) Hm(x)dx =0 pour n # m

=2" nl/m pour n=m

Exercices n® 31

Avec les notations de 1'exercice précédent, calculer

<0
s t" isx

EO | e H{s)ds
n= -0

En déduire que Hn(x) est solution de 1'équation intégrale

4
AH(X) = J e'S* H(s)ds  pour A, = 12T

Exercice n® 32

Montrer qu'il n'existe pas de poids h pour lequel les mondmes x" sont orthogonaux

sur 1'espace de Hilbert L?([-1, +1], h).
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Exercice n® 33

Utilisation des bases orthogonales.

On désigne par [ [0, 1] 1'espace vectoriel des fonctions (& valeurs réelles
ou comp]exesj d'une variable réelle, définies et continues sur 1'intervalle fermé
[0, 1].

On structure [ [0, 1] en espace préhilbertien note &[0, 1] = E & 1'aide du
produit scalaire usuel

<F, g5 = { £(x) g(x)dx

0

On désigne par H la partie de E[O, 1] formée des fonctions deux fois continiment

dérivables (dérivée & droite en x = 0, 3 gauche en x = 1), et vérifiant les relation

(1) £(0) + f(1) = 0
£1(0) + f'(1) = 0

On considére 1'opérateur intégral A, appliquant E dans E, qui 3 toute fonction

f appartenant & E fait correspondre la fonction Af = F définie par

F(x) = J (1-2 |x-y|) f(y)dy

0
1°) démontrer que H est un sous-espace vectoriel de E,

2°) a- démontrer que, pour toute fonction f appartenant a E, Af = F appartient 3
H et vérifie la relation :
F"(x) = =4f(x)
b- démontrer qu'inversement, quelle que soit la fonction F appartenant 3 H,
il existe une fonction unique f, appartenant i E, telle que A% = F
3°) vérifier que 1'opérateur A est hermitien,

4°) démontrer la relation : A < %—ﬂf“z valable pour toute fonction

f€ E et qui montre que 1'opérateur A est borné, avec [A]) < 1/1/3"
5%) déterminer les valeurs propres de 1'opérateur A et montrer qu'a chaque valeur

propre X correspond un espace propre Pn de dimension 2.
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6°) a- on désigne par (f 0 f n) une base orthonormée de 1'espace propre Pn.
ls 2

. . = - V£ ;
Montrer que la fonction : \Pn(x, y) f;,n(x)’ fl’n(J) + fz,n(X’ .Z,H{))

est indépendante de la base orthonormée de Pn choisie.

b- soit s(t) la fonction périodique de période 2, définie par :
s(t) = 1-2]|t|
sur 1'intervalle [-1, +1] . Calculer le développement en série de Fourier de s(t).

En déduire la relation :

co

1-2|x-y| = 7 an Yn(x, y)
n=0
Préciser le domaine de validité de cette relation dans le plan des (x, y).

Exercice n°® 34

Calcul de 1'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Soit i&{ un espace préhilbertien réel et x , x , ... X, s N vecteurs linéaire-
1 2

ment indépendants. Montrer qu'il existe n &léments Y yz, ... Yy, formant un
1

n’
systéme orthonormal de sorte que 1'espace vectoriel engendré par y , ... yp
1

coincide avec 1'espace vectoriel engendré par x , ... xp (construire pas a pas le
. 1

vecteur yp), p<on).

[ i

<X 5 X > <X, X > <X
1 1, 2 1

. - .

Soient G(xi,xz, B xp) : ;

<X_, x'> <X L oxX > <x

et g(x!, X 5 ooe xn) le déterminant de cette matrice. A un signe prés, montrer que
X
Y, peut s'écrire (sauf pour n = 1 auquel cas y = ——

! /g(xl)

<X X > <X X > <X X >
1 1? 1 21 1 ny
yn = | { |
1
< > < > <x ' x >
‘\/Q(Xl, N Xn_l) Q(X 3 3 Xn) X], Xn—l xz’ Xn']. n?t n-1
X X
xl 2 n
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(on utilisera les régles de Cramer pour le calcul de Y, en remarquant qu'on

obtient Y, en minimisant

- +...+
Hxn (alx1 a1 xn-l)"
retrouver ainsi les trois premiers polyndmes de Legendre.

Exercice n°® 35

Pour une famille de polyndmes orthonormaux, établir la relation

L 2 an ' 1
L) Palx) = —— (PR (%) Pr(x) = PR(X) Py (x)
n+1

(utiliser la formule de Christoffel-Darboux en faisant tendre y vers X).

Exercice n°® 36

Soient Tn(x) les polyndmes de ebilev de premier type, c'est-a-dire les

polyndmes orthogonaux sur L2[{~1, +1), 1 ] (on remarque que ces polyndmes
v1-x?
sont des cas particuliers des polyndmes de Jacobi avec o = 8 = -,%)_

+1

1°) I : (T,(x))?dx =% si n>1 et 7 si n=0
1 S

2°) a = gl

3°) Ay=2, B =0 et C =1

4°) T (cos x) = cos nx

+

50) (1 - XZ) dzTﬂ{x) -X d Tn(x)

n7Tn(x) =0
dx dx
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1
1 n zn-?
r = d((1-
6y o __(n_jz_)Tn(x)z(_l)n — ¢« xn) )
r il . o

n—.
fg]'k (pk (oked) 2k

o k!(n-2k)!

ol [g] désigne la partie entiére de g

8°) |Tn(x)| <1 pour -1 g x g +1

Exercice n° 37

I°) Soit f une fonction développable en série de polynOmes de Eebiéev de

premiére espéce selon

Montrer que :

)Tk(x) le s 1

2°) montrer que le développement d'une fonction f(x) en série de polyndmes

v
de CebiCev de premiére espéce correspond au développement de f(cos X) en série
1
1+ x?

de cosinus. En déduire le développement de en séries de polyndmes

v
de Cebicev.

]
1+x2

VVE GO2DE T () ()" () Tonf

X} #4)
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Exercice
-_—_-‘_-—-.

¢ z6 némes orthogonaux
Propric zéros des polyné

- our
Considé& famille des polynémes orthogonaux de Legendre sur [-1, +1] p

1'espace +1]

i & s, distinctes et situées
a) montrerss n racines de Pn(x) sont réelle

dans 1'inte [-1, +1]. »

= [ ue P
(pour eff- 1a démonstration, on remarque que JEIPH(X)dX 0, donc q o
i . On
admet au moy zéro dans [-1, +1] autour duquel P (x) change de signe
i ‘ ' istinctes
raisonne alcr 1'absurde en supposant qu'il existe Y racines distinc
onsideé - co(x - x
X s X 5 ... ans [_1, +ﬂ et en considérant Pn(x) (x=x )...(x 1)
17 T2

1
On en dédque nécessairement t = n)

= = +]
b) soient x, . . X, les zéros de P (x) et posons x =1 et Xn+1
l i1 n seul
Dans chaque rvalle [xk, Xk+1] pour k =0, ... n, il y a exactement u
2éro de Pn+1

On pourra edyire une décomposition de la fraction rationnelle od Yy

désigne les zéde Prsp(X)

Eﬂifl__ - ngl avec % > 0
Pn+1(x) k=0 X=Yy

. : . ; d
Les démonstrons de cet exercice sont généralisables & toute famille de

finis.
Polynomes ortho@ux sur LZ[(as b), h] pour a et b fi

Exercice n° 39
Soeveice n” 39

Soit {P_} un famille de polyndmes orthonormaux sur L?([a, b], h(x)).
-

i v R sont des nombres distincts
S0it m(x) = (x -xl).‘.(x - xh) ou X s X X
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de sorte que m(x) >0 sur [a, b].

Montrer que la famille Qn ol

est orthogonale sur  L*([a, b], m(x) h(x))

Exercice n° 40

Soit E un espace de Hilbert et U un opérateur hermitien linéaire et continu

de E dans E. On suppose gue

iUnH < C pour tout entier n »0

ot C est une constante positive.
En utilisant le théoréme de projection, montrer que pour chaque x de E

P(x) = Lin 1 T

“ n—sw h

existe au sens de 1'espace E. Montrer que P  définit un opérateur linéaire,
p q ~

projecteur orthogonal, tel que :

P,oV=UoP_ =P

Exercice n°® 41

Soit E un espace vectoriel préhilbertien sur le corps des complexes. Soient

P et Q deux opérateurs hermitiens de E dans F tels que :

(P, Q] =PQ - QP = il
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od I est 1'opérateur identité ; [P, Q] s'appelle crochet de Poisson de P et Q.

On pose :

A =P+ iQ
A* =P - g

H=2 (P2 +Q2)

1°) calculer A A* et A* A en fonction de H.
En déduire que : [A, H] = A
[H, A*] = A*

2°) Xy étant un vecteur propre relatif & une valeur propre A de H (s'il en

existe), montrer que :
BA* X2 = (2x + 1) |x, )2
2 = & 2
[A X]2 = (22 = 1) |x,]

HAX, = (- 1) AX

A A

* *
HA%G = (0 + 1) A%,

3°) déduire de ces formules que :
1) Si le spectre S(c'est-d-dire 1'ensemble des valeurs propres de H) est non vide,

il est borné inférieurement

2) S1 A= 1/2‘ n'appartient pas & S, S est vide
3) Si A =1/2 appartient 3 S, alors Ay = n+ % sont des valeurs hropres
4) Tous les vecteurs propres correspondant & la valeur propre An sont de la
forme :

X"n = (A*’)"XAO

ol XA est un vecteur propre correspondant & la valeur propre A
0

5) AO = 1/2 est valeur propre de H si, et seulement si, il existe un vecteur

0

X tel que AX = 0. Quels sont les vecteurs propres X1/2 de H?
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Exercice n° 42

On considére 1'équation différentieT1e xy" +y' + xxy = 0 ou A est un
nombre réel donné, et on appelle probléme PA la recherche des solutions y non

nulles et d valeurs réelles de cette équation satisfaisant les conditions C

y(0)
%y(l)

suivantes :

" n
o —

lére question

Montrer que pour deux valeurs distinctes de A, les solutions (supposée exister)
correspondantes des problémes PA respectifs vérifient une propriété d'orthogo-
nalité relativement 3 un certain produit scalaire. En déduire qu'elles sont

Tinéairement indépendantes.

2éme question

Montrer que 1'ensemble A des valeurs X, pour lesquelles PA admet une

solution, est formé de nombres positifs.

3éme question

On appelle E 1'espace formé par les fonctions f d'une variable réelle et &
valeurs réelles telles que x(f(x)) soit intégrable entre 0 et 1.

a) par analogie avec L2[p, 1] , définir de facon simple un préduit scalaire
et une norme sur 1'espace vectoriel E,

b) &tablir les relations d'inclusion entre les espaces E, L'[0, 1] et
L*o, 1]. Comparer les normes définies sur ces trois espaces pour une fonction
appartenant a 1'intersection de ces trois espaces fonctionnels,

c) construire 3 partir des questions précédentes un systéme orthonormé dans

1'espace E.
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4éme ¢

Etguation différentielle que vérifie la fonction yxt;éh) ol yA(x)
désigriution du probléme PA" En déduire que le probléme PA posséde au
Plus uon en utilisant quelques résultats classiques sur les fonctions
de Bes

Dortaractérisation de 1'ensemble A.

58me q

Le {y,} pour X€EA est-i1 tetal dans 1'espace E ?
Calculeloppement de 1 en série de Fourier généralisée relativement i ce
systémer les relations de récurrence définies sur les fonctions de Bessel

d'ordriet de premiére espéce).

6éme qi

Moni un minimum de calcul qu'un intervalle de longueur finie de 1‘'axe

réel net qu'un nombre fini de valeurs A appartenant 3 A .

Que :n déduire pour 1'ensemble A ?

Peutiser ce résultat ?

Exercic

Soitious-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert E.
1°) récles propriétés de 1'opérateur de projection orthogonale sur M,
2°) soiérateur linéaire et continu, idempotent et hermitien sur E.
Mon'P est un projecteur orthogonal,

o

iy F lorsque F est

)

un sous-ectoriel quelconque de E.

3°) mont (M = M et plus généralement que (Fif
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- CHAPITRE IV -

THEOREMES DU POINT FIXE

Les chapitres 0, I et II nous ont essentiellement introduit des notations et
des outils pratiques, notamment la densité, la complétion et le théoréme de

prolongement.

Le chapitre III nous a permis une approche géométrique et fourni des théorémes
d'existence pour des équations linéaires dans un espace fonctionnel de Hilbert,

ainsi que des outils trés souples comme les bases hilbertiennes.

Pour terminer ces rudiments d'Analyse Fonctionnelle, i1 convient de faire jouer
un réle essentiel 3 la propriété pour un espace d'étre complet en ne gardant plus
que la notion de norme ou de distance et non la notion de produit scalaire. Les
théorémes constructifs que nous allons obtenir tournent tous autour de la recherche
d'un point fixe. Nous ne donnerons pas ici les applications qui sont fort nombreuses
(théoréme des fonctions implicites, théoréme de Cauchy-Lipchitz en théorie des
équations différentielles par exemple,...) les réservant i des cours plus

spécialisés.

4.1 THEOREME DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DE PICARD

Définition : soit (E, d) un espace métrique et U une application de E dans
E. On dit que U est k -contractante s'i] existe un nombre réel k(0 < k < 1)

tel que d(Ux, Uy) < k d(x, y) pour tous x, y dans E.

Théoréme : soit U une application k-contractante sur un espace métrique

complet (E, d). I1 existe un unique point x de E tel que Ux = x

Un tel point s'appelle un point fixe de 1'application U.
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Démonstra la démonstration de ce théoréme est d'autant plus intéressante
qu'elle fouri algorithme de calcul de x et précise méme la rapidité de
convergence.

L'unicité est évidente car si x et x' sont deux points fixes pour U,
on doit avoil

X, Ux') =-d(x, x') € kd(x, x') et k<1

donc d(x= 0, soit x = x

On part dfint Xo arbitraire et on définit par récurrence une suite Xn

de points declon

La suite &t une suite de Cauchy grdce au calcul suivant

n) Spo Xnep-1) * 90npo1s Xpapp) oo diXpygs X))

d(xm) < k d(xn, xn‘ﬂ.s kzd(xn_l, xn—2)

V4

n
KMd(x > xg)

donc

puisque 0 < La majoration est indépendante de p et tend vers zéro lorsque
n tend vers ini. La suite {xn} est donc de Cauchy et converge vers un

point x de iisque (E, d) est complet.

Etudions Upart de Xn+l = an et puisque x . , converge vers x ainsi

que X » tand: U est continue (puisque k-contractante), on a
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Lim x = Lim Ux =U (Lim x_) soit x = Ux c.q.f.d.
N—>o n=—» o n—yw

On a souvent besoin d'une 1égére généralisation de ce théoréme

Théoréme : soit (E, d) un espace métrique et soit U une application de E

dans E. Supposons qu'il existe un entier p(> 1) tel que la composée d'ordre p

de U soit k-contractante, alors il existe un unique point fixe pour U.

On fait pour WP ce qu'on a fait précédemment pour U en partant successivement

de Xg U(xo), cees Up-l(xo)ou X~ est un point arbitraire de E. Pour chaque

kp+l'

0

entier I', o0 0< T <p, alors U (xo) converge vers 1'unique point fixe x
de UP Torsque k tend vers 1'infini. On en déduit bien que Un(x) converge vers
x et donc satisfait Ux = x. En outre, comme UPx = x a une unique solution dans

E, a fortiori i1 en est de méme pour 1'équation Ux = x.

Ce théoréme de point fixe est particuliérement important en Analyse car i1
fournit un grand nombre de théorémes d'existence. En outre, c'est un théoréme
constructif en ce sens qu'il donne un algorithme pratique pour déterminer le point
fixe.

Donnons un exemple concernant les opérateurs intégraux de Volterra.

4.2 APPLICATION AUX OPERATEURS DE VOLTERRA

Proposition : soit A = [a, 8] un intervalle borné de 1'axe réel et K(t, s)

une fonction continue et & valeurs complexes définie sur le produit A x A. Soit

b(t) une fonction continue et & valeurs complexes définie sur A.

L'équation intégrale

t
(1) x(t) + X J K(t, s) x(s)ds = b(t)
o




- 229 -

ol A désigne un paramétre complexe, posséde une unique solution x continue

sur A.

Démonstration : Rappélons que 1'espace E = Cla, 8] des fonctions continues

et d valeurs complexes muni de la norme uniforme est un espace de Banach, c'est-a-

dire en particulier un espace métrique complet. Considérons 1'opérateur U défini
sur E =C[a, 8] par 1'équation (o < B)
t

U(x)t)= -r J K(t, s) x(s)ds + b(t)

Montrons d'abord que U est un opérateur défini de E dans E. Avec les
hypothéses faites, U(x)(t) est bien définie pour chaque valeur de t dans A , et

comme nous 1'avons déja vu U(x), considérée comme fonction de t, est continue.

EOn peut vérifier que si b = 0, alors U est un opérateur linéaire continu sur E.

La continuité provient de la majoration suivante :

Sup  JU(x)(t)] = JU(x)[l < [A]  Sup [K(ts s)IIx] (g-«)
tea (t,s)eaxa

En notant :

M= Sup |K(t,s)]
(tss)eaxa

on a bien

Jue | M) (8 -a)]

Reprenant le cas général, on dispose de la majoration
[[U) = Uy) ] < (] Mix-y]l (8- ).

Si M|A| (B- @) < 1, on se trouve dans le cas d'application du premier théoréme
du point fixe, mais en général, cette majoration n'est pas vraie. Nous allons alors

étudier un composé d'ordre suffisamment grand de U.

Retenons quand méme que pour A assez petit, précisément si
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1 1
Al < -

(B=A) Sup [K(t,s)] M(B - a)
(t,s)eaxa

alors 1'équation

t
x(t) = - X [ K(t, s) x(s)ds + b(t)
a
admet une solution unique dans 1'espace E.

Passons au composé d'ordre p de 1'opérateur U. On a :
¢ 3
U(x)(t) - U(y)(t) = - A J K(t, s) (x(s)- y(s))ds
a

et T'on a en notant toujours

M= Sup [K(t, s)|
s ,teAxA

[U(x)(t) - Uy)(t)] s [A] Mlx-y|(t - «)
Montrons par récurrence que 1'on a la majoration

-+ )P
P - P )] < 1P w0 L ey
p!

Up+1(

Pour ce faire, on calcule Up+1(x} - y)

t
U(WP(x))(t)-U (WP(y))(t) = -a f K(ts ) [WP(x)(s) - WP(y)(s)]ds
a

par conséquent

t
WP 0 () - Py )] ¢ [lK(t, s)| [UP(x)(s) - UP(y)(s)|ds
(03

t
P
<Al M f BL L Rl
a p!
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1
< APl (E - o) >
(p+1)!

ce qui termine la démonstration par récurrence et fournit la majoration cherchée.

En majorant 1'expression obtenue, il vient

1P - Pl s P 1P =2l ey

P MP/a_ P
Mais nous savons que Lim [A]” M (B-a)” _ 0, Par suite, il existe un entier

p—> +w p!

p tel que P Soit contractante. Appliquant le deuxiéme théoréme du point fixe,
on assure que pour tout X complexe, i1 existe une unique solution continue &
1'équation de Volterra

t
x(t) = =\ J K(t, s) x(s)ds + b(t)
a

Ce résultat constitue le théoréme de Volterra.

Lorsque b(t) = 0, alors U est un opérateur Tinéaire continu. Visiblement x = 0

est solution de 1'équation

Ux = x
D'aprés ce qui précéde, c'est la seule solution de cette équation. Par suite,

t
[ K(t, s) x(s)ds est un exemple d'opérateur linéaire continu sur 1'espace de
o .

Banach E, n'admettant aucune valeur propre différente de zéro.

(-
Le cas A = +o , soit [ K(t, s) x(s)ds = 0, doit étre mis & part. En dérivant,
6]
~on en déduit :
K(t, t) x(t) +J K¢, s) x(s)ds = 0
a

Si 1'on suppose K(t,t) # 0 en tout point t de A,ef %% (t,s)=0 pour agsgt, alors on

dispose bien d'un opérateur linéaire continu n'ayant aucune valeur propre sur

1'espace de Banach E. On aura remarqué que ces opérateurs de Volterra sont a

1'opposé des opérateurs intégraux hermitiens (noyau non symétrique).

i e 4 e &
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4.3 GENERALISATIONS POSSIBLES

ﬂ;§;}_une idée de généralisation est de diminuer les hypothéses sur 1'application U
E.__; E dans le théoréme des approximations successives de Picard, quitte &
restreindre la classe des espaces métriques (E, d) considérss.
Un exemple simple est celui od E = [0, 1] » muni de la métrique usuelle et U :
[0, 1] —_ [O, 1] une application continue quelconque. Considérons la fonction g,

définie sur [0, 1] par ses valeurs

g(x) = U(x) - x  Vxe [0, 1]

Cette fonction s'annule une fois au moins, c'est-i-dire que U posséde un point
fixe. En effet de deux choses 1'une |
ou bien g(0) =0 et 0 est point fixe de U
ou bien g(0) >0

De méme, de deux choses 1'une :

ou bien g(l) =0 et x =1 est point fixe de U

ou bien g(l) < 0

On a donc a traiter le seul cas g(0) > 0, g(1) < 0. Mais puisque la fonction
g est continue, elle prend toute valeur intermédiaire entre g(0) > 0 et g(1) < O,
en particulier la valeur 0. I1 existe donc un point fixe de U. On peut généraliser
ce résultat, mais par une démonstration tout & fait différente (cf Exercice n® 49

pour le cas de R?). Cela constitue un résultat important.

Théoréme de Brouwer : Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur

le corps R (ou €) et soit B une boule fermée de E. Soit U : B—B

une application continue. I1 existe au moins un point fixe x de U dans B :

Dans la démonstration du théoréme de Brouwer, deux types de propriétés inter-
viennent pour les boules fermées : d'une part, la convexité, d'autre part, le

fait d'étre fermé et borné. On peut montrer que la propriété : E est fermé et

borné, est identique & la propriété suivante dite de compacité (métrique) dans

un espace vectoriel de dimension finie.




De toute suite ﬂx&\ de E on peut extraire une sous-suite ccnvercente dans E.

n>l

Ce résultat provient du théoréme de Bolzano-Weierstrass, mais pour des raisons

édagogiques nous n'avons pas voulu insister sur la compacité dans ce cours).
90g

On dispose alors d'un théoréme nettement plus fort que celui de Brouwer.

Théoréme de Schauder-Tychonoff : Soit E un espace vectoriel normé sur R(ou ()

Soit B un sous-ensemble convexe et compact non vide de E. Soit U : E ——— F

une application continue. I1 existe au moins un point fixe x de U dans E.

Le théoréme de Schauder-Tychonoff a été extrémement généralisé par Leray et
Schauder avec la notion de degré topologique en vue d'applications fort brillantes

d la théorie des équations aux dérivées partielles.

4.3.2. Une cénéralisation beaucoup plus modeste concerne le cas d'une
application U : B ———3 B, ol B est un sous-ensemble convexe fermé, non vide,
d'un espace de Banach E supposé réel, telle que HUX - U&[|$ [|x-y|| pour tous

X, y de B. On pourrait dire que U est l-contractante. Mais le théoréme de Picard

ne s'applique pas. Toutefois, on peut définir quelquefois un nouvel opérateur
V : B——B pour lequel le théoréme de Picard conviendra.

On pose V, = %—(UX + X) . Grdce & la convexité V(B) C B. En outre, si
1'on suppose, par exemp]e)U(x}VTy) = k(x, y) (x-y) avec -1 g k(x, y)s 0, on

calcule U(x)-V(y) = 1} (1+ k(x, ¥))

Soit
ﬂV(x) VIV) || LS puisque 1> 1 + k(x, y) =0
2
Donc V est % -contractante. Le théoréme de Picard s'applique puisque B est

complet. Il existe un unique point fixe pour V, donc pour V.

2

_ 1
> Vx "'?(1 * Y)

Exemple : B = [VZ, o[ , E =R,U(x) = %

Le point fixe de U est x = v2 et 1'algorithme du théoréme de Picard pour V

est un procédé de calcul rapide de /2.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1V

Exercice n° 44

Avec les notations de ce chapitre, résoudre 1'équation

3
J iﬁ:ﬁlﬁ x(t)dt = x(s)

0 n!

dans 1'espace E des fonctions continues.

En déduire la formule de Taylor sous forme intégrale (on considérera 1'8quation

intégrale

S
[ £5°8) y(t)dt = y(s)

o n!

o y est une fonction continue).

Exercice n° 45

Un espace métrique (E, d) est dit g-chainable s'il existe un nombre o > 0
fixe tel que, étant donné deux points quelconques x et y de E, i1 existe une suite

finie {x;} satisfaisant
i=0,...n

F
aa
“”n
= |

a) Xo =X 3 X =y et d(xi-l’ X;) < a 1

Naturellement, 1'entier n et les points X dépendent des deux points x et y.
n :
1°) montrer que s(x, y) = Inf( ¥ d(x; s X;.1))» 00 1a borne inférieure est a
i=1
prendre sur 1'ensemble des suites finies vérifiant (a), définit une distance sur

1'espace E,

2°) supposons que (E, d) soit un espace métrique d-chainable et complet.

Supposons en outre que f : E——o E satisfasse

Jk< 1 tel que Vx e : Vy €E et d(x, y)<a entratne
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d(f(x), f(y)) < kd(x, y)

Montrer que f posséde un unique point fixe.

Exercice n° 46

Soit [A] = [aij] une matrice n x n, strictement diagonalement dominante,

c'est-a-dire telle que

n

521 |aij1 < ay, pour i=1,2,...,n
J:
J#1

Montrer que 1a matrice [A] est inversible.

Exercice n° 47

Donner des contre-exemples montrant que Tes hypothéses du théoréme des

approximations successives de Picard sont essentielles.

Exercice n° 48

Démontrer le théoréme sujvant :

soit @ un ouvert convexe d'un espace vectoriel normé (X, |.||) de dimension finie.

Soit f : Q—— R une application convexe, c'est-d-dire telle que
flax + (1-a)y) < af(x) + (1-a) f(y) Vo3 0<ac<l
Vx €
Vyegq

La fonction f est alors continue. En outre elle satisfait localement une condition
de Lipschitz ; c'est-d-dire que pour tout a de Q i1 existe une boule ouverte V
centrée en a et une constante C (dépendant de a et de la boule ouverte) de sorte
que

[f(x) = f(y)]s Clx-y]| Yx, v €V
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Exercice n°® 49

Soit " un domaine simplement connexe du plan R? 1limité par une courbé
simple de Jordan T. Soit V(M) un champ de vecteurs, continu, défini dans le plan.
On appelle rotation du champ v Te long de T, et on note a(V, T), 1'angle dont
tourne le vecteur V(M) lorsque le point M décrit la courbe T dans le sens direct.
Cette rotation n'est bien définie que si V(M) ne s'annule pas sur la courbe T .
On remarque alors que

a(V, T) = 2km o0 k est un entier relatif.

On suppose désormais que le champ V est deux fois continiment différentiable

et ne s'annule pas sur T.

Premiére question

‘f désigne 1'angle que fait V(M) avec une direction fixe. Exprimer dlf en
fonction de dﬁ et en déduire une expression de a(V, 1) sous forme d'une

intégrale curviligne.

Deuxiéme question

A 1'aide de Ta formule de Riemann, démontrer que si V(M) ne s'annule pas dans

le domaine D, 1a rotation o(V, I') est nulle.

Que peut-on dire si la rotation a(V, T) n'est pas nulle ? Cette derniére

assertion admet-elle une réciproque ?

Troisiéme question

Etudier les cas suivants :
- —_—
a) V(M) = AM, o A est un point fixe du plan () est quelconque).
b) 7D est le cercle de centre 0 et de rayon 1. V(M) = [OM] 2 V ool V est un

vecteur fixe et |OM| la longueur du vecteur OM.
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Quatriémedn
Soit  deux champs de vecteurs ne s'annulant pas sur T. On suppose de
plus qu' ue point M de T 1'angle non orienté formé par les deux vecteurs

V(M) et W Strictement inférieur & .

Démonts calculs que : a(V, I') = a(W, T)

Cinquiémeon

Soit application du plan dans lui-méme deux fois différentiable. On
notera pe¢(M) 1'image de M par ¢ . On suppose que pour |OM| < 1 on a
oM | <

Démon'il existe un point P tel que |OP| < 1 et G (P) =7P

(théorémnt fixe). Peut-on généraliser ce résultat ?

[Pourer ce théoréme on considérera les champs V(M) = MM' et W'M) = ﬁag

et on prur & Je cercle de centre 0 et de rayon 1.]

Sixiéme

On ut représentation complexe du plan : z = x + iy

-

On au vecteur V(M), son affixe Z = X + iY.. On suppose que la fonction

f, qui de champ de vecteurs (Z = f(z)), est une fonction holomorphe.
‘er que :

a(v,r)hijﬂmdz
1 r f(z)

Calcte intégrale.

Ce rest-il plus précis que 1'assertion démontrée 3 la deuxiéme question ?
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INDEX DES EXPRESSIONS

Le premier numéro donne le numéro dy chapitre, etc.
a. ChaTnable Exercice N° 45

Abélien (groupe) 0.2.1.

Adjoint (opérateur) 2.6, 3.7.1

Affine (espace) 0.2.2

Algébre 0.3.5

Analyse harmonique 3.3

Anneau 0.3.5

Application 0.1

Application inverse 0.1

Apollonius (égalité d') 1.A, 4.4.9

Approximation en moyenne quadratique (chap. 3)
Approximation (théoréme d') 1.B, 5.5 ; 1.B,6.6 ; 1.B, 6.7 ; etc.
Associative (loi) 0.1

Automorphismé 0.3.8

Auto-adjoint (opérateur) 3.7.2

Banach (espace de) 1.B, 6.3
Base algébrique 0.2.4

Base hilbertienne 3.8

Beppo-Levi (théoréme de) 1.B. 6.7
Bessel (fonctions, équation différentielle) Exercice N° 42
Bidual algébrique 0.4

Bijective 0.1

Bilinéaire (forme) 1.4.4.2

Biunivoque 0.1

Bolzano-WHeierstrass (théorémeg 2.A5
Borne d'une fonction 1.A. 2.

Borné (opérateur) 1.8. 3

Borné (ensemble) 1.B. 3
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Bosse gli¢(exemple de la) 1.B. 6.8
Boule unitpaces normés 2.6

Brouwer (te de) 43 Exercice n°® 49

Carré inté (fonctions de) 1.B. 6.6.2
Cauchy (crde) 1.B. 6

Cebilev (p2 de), lére et 2éme espéce; 3.6 ; Exercice N° 36, N° 37
Changementse 0.3.9

Classe d'éence 1.B. 6.6.2
Coefficienjurier 3.8.5 et 34, 35
Codimensiofopération linéaire P 0.3.4
Commutatif|

Compact (opr) 3.8.6

Complémentad. 1

Complémentjonal 3

Complet (es 1.B. 6

Complétion :space vectoriel normé 1.B. 6.7
Complétion space métrique 1.B. 6.6
Continue (fn) 1.B. 2

Convexe (fo) 1.B. 6.10 Exercice n° 48
Convexe (en) I.B. 6.10

Convexité (ités) 1.B. 6.10

Coordonnéesrtiennes 2.A.2

Crochet de h Exercice N° 41

Darboux-Chrel 3.4.2
Décompositin vecteur 0.2.4
Déterminant nétrique 3.2
Dimension dbace vectoriel 0.2.5
Distance 1.

Distributivi2.1

Droite réelly, 2
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Dual (espace) 0.4
Dualité topologique 1.B. 4

Dualité (théoréme de la) 2.A. 2

Ecart 1.A. 1

Elément neutre 0.1

Endomorphisme 0.3.1 (homomorphisme)

Ensemble de mesure nulle 1.B. 6.7

Ensemble dense 1.B. 5.4

Equations intégrales 3.8.3

Equivalence des normes 1.B. 5.3.3

Espace affine 0.2.2

Espace hermitien 1.A. 4.4.5

Espace dense 3.8

Espace de Hilbert 1.B. 6.5

Espace préhilbertien 1.A. 4.4.5

Espace métrique 1.A. 2

Espace vectoriel 0.2 réel 0.2.1 complexe 0.2.1
Espace normé 1.A. 4

Espace euclidien 1.A. 4.4.5

Espace 12 1.A. 4.5.3
Espace vectoriel normé 1.A

Espace vectoriel normé complet 1.B. 6
Espace de Banach 1.B. 6.5

Espace ]2 avec poids 1.B. 6.7.5

Espace propre 3.8.5

Espace uniformément convexe exercice n° 40
Espace de Hilbert séparable 3.8.2

Euclidien (espace) 1.A. 4.4.5

Exponentielle d'une matrice exercice n° 15
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Famille orthonormale 3.2.3

Fermé (ensemble) 1.B. 5.4

Fermeture d'un ensemble 1.B. 5.4

Fonction génératrice 3.4.4

Fonction en escalier 1.B. 6.6.5

Fonctions équivalentes 1.B. 6.7.2

Fonction intégrable au sens de Lebesque 1.B. 6.6.2
Forme linéaire 0.3.6

Forme bilinéaire 0.1.4.4.2

Forme diagonale d'un opérateur 2

Fredholm (équation intégrale de) 3.8.6

Groupe 0.2.1

Green (fonction de) 3.9

Hermite (polyndme d') 3.6 et Exercice N° 30
Hermitien (espace) A.

1.A. 4.4
Hilbert-Schmidt (théoréme) o
1 6.5

+5
e é
Hilbert (espace de) 1.B.

pérateur hermitien 3.7.2. 3.8.6
Homomcrphisme 0.2,

Hyperplan 0.4

Idempotent 3.1

Image d'un opérateur 0.3.2

Image inverse 0.1

Image directe 0.1

Indépendance linéaire 0.2.4
Inégalité de Holder 1.B. 6.10
Inégalité de Minkowsky 1.B. 4.4.3
Inégalité de Schwarz 1.A. 4.4.2

Inégalité de Ptolémée exercice n° 12



- 242 -

Inégalité triangulaire 1.A. 1
Injectif 0.1

Intégral (opérateur) 3.7.3 e
Intégrale de Lebesgue 1.B
Intersection 0.1

Inverse (opérateur) 0.3.8

Isométrie 1.B. 5

Isomorphisme 1.B. 5
Jacobi (polyndme de) 3.6

Lebesgue (intégrale de) 1.B. 6.6.2
Legendre (polyndme de) 3.2

Limite 1.B. 1

Linéaire (forme) 0.3.6

Linéaire indépendance 0.2.4

Matrices : - transposée
= conjuguée 0.3.9
- adjointe
- strictement diagonalement dominante. Exercice N° 46
Mesurable 1.B. 6.6.2
Métrique (espace) 1.A. A
Minkowsky (inégalité de) 1.A. 4.4.3

Moyenne quadratique (approximation en) 3

Neutre (élément) 0.2.1
Normes 1.A. 4

Norme d'un opérateur 1.B. 3
Normes équivalentes 1.B. 5

Noyau reproduisant (théoréme du) 3.4.2
Noyau d'un opérateur 0.3
Noyau intégral 3.7.3
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Ordre d'une valeur propre 3.8.2

Opérateur de rang finie 3.8.1

Opérateur continu 1.B. 3

Opérateur linéaire 0.3

Opérateur hermitien 3.2

Opérateur symétrique (opérateur hermitien sur un espace préhilbertien réel) 3.2
Orthogonalité 1.A. 4

Orthogonal (sous-espace) 0.4.1

Orthonormée (base) 3.2

Orthonormalisation de Gram-Schmidt 3.3 et 3.8.3 et Exercice N° 34

Parseval (formule de) 3.8.3
Picard (théoréme de) 4.1

Préhilbertien (espace) 1.A. 4.4.5
Presque-partout 1.B. 6.6.2

Produit scalaire 1.A. 4.4.1

Propriété K 4.1

Propriété de 1'alternance 6.2
Projection orthogonale 3.2
Prolongement (théoréme de) 1.B. 6.6
Projection (théoréme de la) 3.4

Point fixe (théoréme) 4

Polynomes de Bernstein exercice n°® 19

Polyndmes orthogonaux 3.3

Pythagore (théoréme de) 1A. 4.4.7

Rang d'une application 1inéaire 0
Récurrence (formules de) 3.4.1
Restriction d'un opérateur 0.3.4
Réunion 0.1

Rodrigués (formule de) 3.4.2
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Scalaire (produit) 1.A. 4_4 1
Schauder-Tychonoff (théoréme) 4.3
Schwarz (inégalité de) 1.A. 4.4.2
Semblables (matrices) 0.3.9

Somme directe 0.2.5

Sous-espace métrique 1.A. 3
Sous-espace vectoriel engendré par A 0.2.4
Sous-espace supplémentaire 0.2.3
Spectre d'un opérateur
Sturm-Liouville 3.9

Supplémentaire (sous-espace) 0.2.3
Surjectif 0.1

Symétrique (élément) 0.1

Systéme de générateurs 0.2.4

Systéme libre 0.2.4
Systéme total 3.8

Taylor (formule de) Exercice N° 44
Théoréme des bases hilbertiennes 3:8.3

Transformations (produits de) 0.1
Transposé (opérateur) 0.4.3
Totalité des polyndmes orthogonaux 3.8.6

Topologie 1.B

Unifére (anneau) 0.3.5 :
Unitaire (opérateur) 0.3 et 3.7.2
Unité élément 1.2.1

Unité approchée 5.4

Volterra (opérateur) 4.2
Vectoriel (espace) 0.2

Weierstrass-Bolzano (théoréeme de) 2.A. 5




- 245 -

INDICATIONS BIBLIOGRAPHIQUES

La plupart des bibliographies commencent par dire qu'il existe tant de livres
sur le sujet envisagé qu'on ne saurait donner que quelques titres. Tel est ici en

encore le cas.

On a cherché a évoquer des ouvrages qui ne soient pas réservés au mathématicien

professionnel. Les commentaires devraient aider le lecteur. Les livres classiques
cités ont des Bibliographies généralement importantes.
Sur les opérateurs linéaires en dimension finie,

D.P. LACHAT Géométrie des opérateurs 1inéaires ; Dunod 1966

Ce petit Tivre couvre, en dimension finie, et sous forme intrinséque, les bases

algébriques de la théorie des opérateurs.

Naturellement les cours universitaires du premier cycle contiennent tous une
description de 1'algébre linéaire. Citons un seul titre

J. DIXMIER Cours de mathématiques du premier cycle : lére et 2éme année
Gauthier-Villars 1969, 2éme édition 1975.

Une introduction compacte & 1'algébre linéaire est fournie en annexe (p 367-380)
au livre de
J. DIEUDONNE Fondements de 1'Analyse Moderne

Eléments d'analyse Tome 1
Gauthier-Villars Paris 1969

Une introduction trés élémentaire et dirigée vers le calcul (& deux ou trois
dimensions) est développé en vue de la géométrie dans

R. SEROUX Géométrie vectorielle et algébre linéaire

Nanta-Iremica, volume n° 9, 1976

Pour 1'algébre linéaire en vue de 1'enseignement du second degré, il existe
beaucoup de publications réunies par les IREM ou dans 1'ambiance des IREM. Citons

notamment :

A. REVUZ Mathématiques pour 1'é@léve-professeur Cours de 1'A.P.M.
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Passons maintenant & 1'analyse fonctionnelle elle-méme.
Essentiellement congu nour des ingénieurs, on neut citer
J. BASS Cours de mathématiques Tomes I, II, III

Masson 4éme édition 1968 et édition de 71 pour le dernier tome
Nouvelle édition 1977.

Les deux premiers tomes contiennent le matériel d'analyse classique enseigné
dans les classes préparatoires aux Grandes Ecoles et dans certaines de ces Ecoles.
Le troisiéme volume traite de la théorie de 1'intégrale de Lebesque, de la topologie

et des opérateurs intégraux.

A un niveau plus universitaire, mais constituant des ouvrages remarquablement
clairs et qui sont devenus des classiques, on doit citer en premier :

F. RIESZ et B. Sz NAGY Legons d'analyse fonctionnelle - 3éme édition 1955
Paris Gauthier-Villars -Budapest Akadémiai Kiado

Ce livre étudie les espaces de Hilbert et de Banach aprés une étude de 1'intégrale
de Lebesque rédigée en un style clair et accessible. Le chapitre sur les opérateurs
compacts (appelés complétement continus) est particuliérement intéressant.

De nombreuses applications sont proposées. Malgré la difficulté du sujet, la
lecture de la premiére partie de ce-long livre est sans doute la meilleure fagon
de s'informer des techniques de 1'analyse fonctionnelle. Un second ouvrage, plus
moderne et trés intéressant :

W. RUDIN Analyse complexe et réelle
traduit de l'anglais, Masson, 1975

Les derniers chapitres de cet ouvrage sont nettement spécialisés, mais les
premiers chapitres couvrent la théorie de 1'intégration et de la différentiation
d'une maniére particuliérement concise et compléte. Rudin a également écrit un
livre d'Analyse Fonctionnelle, non traduit en frangais.

Donnons maintenant H'autres titres, qui correspondent & des ouvrages plus ou
moins accessibles. On pourra égafement consulter la bibliographie de ces divers

ouvrages, bibliographie plus spécialisée et que nous ne reproduisons pas.
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I.E. SEGAL ; R.A. KUNZE Integrals and Operators
Mc Graw Hill 1968. REédition récente chez Spinger-Werlag

avec des modifications.

Ouvrage remarquable sur le sujet, mais orienté pour le mathématicien.

G. BACHMAN ; L. NARICI  Functional Analysis
Academic Press New York 1966

Plus facile d'accés’ﬁais encore orienté pour le lecteur mathématicien
A.C. ZAANEN Linear Analysis

North Holland Publ C.
Amsterdam 1960

Méme remarque que précédemment

Pour des introductions élémentaires & 1'analyse fonctionnelle

J. DHOMBRES Analyse Harmonique, Analyse Fonctionnelle Paris 71, Paris 72
Techniques de 1'Ingénieur, Rutricue mathématique

C. GOFFMAN & G. PREDICK First course in functional analysis - Prentice Hall,
Englewood Cliffs NJ 1965
Introduction concise et agréable sinon trés profonde & 1'analyse fonctionnelle
abstraite.

R.E. EDWARDS Functional analysis. Theory and applications - Holt Rinehart
and Winston Inc. 1965

C'est un gros livre touffu, riche d'applications diverses, mais exigeant un
gout certain pour 1'abstraction. De plus, les notations sont sauvent lourdes et
un lecteur, non mathématicien professionnel, risque d'étre découragé. I1 y a une
trés riche bibliographie de 31 pages.

N.I. AKHIEZ ; I.M. GLAZMAN Theory of linear operators in Hilbert Spaces
2 volumes Ungar Publ. Co New York 1961-1963

C'est un classique sur le sujet décrit par le titrejde méme que 1'ouvrage

suivant trés recommandable pour le lecteur désireux de s'orienter vers les équa-
tions aux dérivées partielles et différentielles comme applications
K. YOSIDA Functional Analysis

Academic Press Inc. New York 1965
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Plus s3t le livre de

A.E. TAYL Introduction to functional analysis
John Wiley and Sons Inc New York 1958

Citonsiant des ouvrages plus accessibles & un lecteur non mathématicien

A.N. KOL} « Measure, Lebesgue integrals and Hilbert space
S.V. FOMI

Academic Press New York 1961

~ Elements of the theory of functions and functional analysis
(2 volumes) Craybock 1961

J.P. BER Mathématiques pour 1'informatique Tome 1 Analyse fonctionnelle
A. Colin 1970

H.L. ROY Real analysis Mac Millan 1963

Livreure assez facile

S. LANG Analysis 1 (1968)

IT (1969)
Addison Wesley

Traduction en frangais : Inter Editions S.A. 1976

Natubnous excluons de cette bibliographie les ouvrages sur des sujets

plus spé comme la topologie, la théorie de 1a mesure et de 1'intégration

etc.

Nousrons pas ici des ouvrages d'applications de 1'analyse fonctionnelle

a diverhes des mathématiques, mais citerons sur un domaine trés particulier

J. D Some aspects of functional equations
Lecture Notes, Chulalonghorn University 1979 ; 361 pages

(Etwatique des fonctions f satisfaisant f(x+y) = f(x) + f(y) pour

cerfeurs de x et y avec applications & la géométrie des espaces

de |1'analyse fonctionne]le)
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A. Considérations algébriques

£~ T 7% N | Ry

Distances °
Espaces métriques

. Sous-espaces métriques

Espaces vectoriels normés

Métrique sur un espace vectoriel &
Norme

Espaces vectoriels normés

Espaces ‘préhilbertiens

Exemples

LT = ~ S O N
g W N

B. Considérations topologiques

1
2.
3
4
5

Notion de limite

Notion de continuité

Opérateurs linéaires continus -

Espace des opérateurs linéaires continus
Isomorphisme d'espaces vectorié?s normeés
5.1. Définitions

5.2. Comparaison des topoiogies'normées

5.3. Equivalence des topologies normées

Sous-espaces vectoriels denses A ¢

6.1. Définition

- 6.2. Théoréme de comparaison

6.3. Une technique de dualité et théoréme
de Hahn-Banach ‘

Exercices sur le Chapitre 1 : N° 11 - 15

CHAPITRE 2 : ESPACES NORMES COMPLETS

Critére de Cauchy, espaces de Banach et de Hilbert

l.1. Définition d'une suite de Cauchy
1.2. Espaces de Banach

1.3. Un exemple : 1'espace E[O, 1]

49

49

49
50
52
52

67

67
69
69
72
74

85

90

93

93
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1.4. Un exemple : 1'espace 12
1.5. Espaces de Banach et de Hilbert

Théoréme de prolongement d'un opérateur continu

Complétion d'un espace normé

Théoréme de complétion

Complétion .

Intégrale de Lebesgue : espace L2[0,1]
Théoréme d'approximation

W W w w W
L8 B A

Généralisations

Comparaisons entre des topologies sur [0, 1]

Espaces LP[0,1]et inégalités de convexité

Intégration au sens de Lebesgue

6.1. Théorémes fondamentaux de Lebesgue
6.2. Intégration dans R"
6.3. Théoréme de Fubini

-

Exercices sur le Chapitre 2 : N° 16 = 29

&

CHAPITRE 3 : TECHNIQUES HILBERTIENNES

1.

Théoréme de la projection

1.1. Premiére forme du theoréme de Ta projection
1.2. Deuxiéme forme du théoréme de la projection

1.3. Troisiéme forme du théoréme de la projection

. Théoréme de dualité et ses conséquences

Théoréme

Critére de densité

Application au probléme de Dirichlet
Exemple

—A NN
% T - I

héoréme du choix

P

99
102

131

138
138

143

148

Familles orthonormales et totales : bases hilbertiennes 153

Orthonormalité
Famille totale

B T = S =)

« L.
e
.3. Bases hilbertiennes
4.

Théoréme d'orthonormalisation



5. Propriétés des bases hilbertiennes

5.1. Théoréme
5.2. Théoréme des bases hilbertiennes

6. Propriétés des polyndmes orthogonaux

Polyndmes de Legendre

Relation de récurrence

Théoréme de Darboux Chr1stoffe]

Formule de Rodrigues .
Equation différentielle '
Fonction génératrice

O O O O O O O
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7. Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Tableau succint des polyndmes orthogonaux

7.1. Adjoint d'un opérateur
7.2. Propriétés algébriques de 1'adjoint
7.3. Un exemple d'opérateur intégral

8. Opérateurs compacts dans un espace de Hilbert

8.1. Définition
8.2. Théoréme -
8.3. Equations intégrales

Théoréme de décomposition
Equations de Fredholm > .y

DOOOOOOO
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Probléme de Sturm-Liouville
¥9. Prob]eme de Sturm-Liouville

Exercices sur le Chapitre 3 ¢ N° 30 - 43

7

CHAPITRE 4 : THEOREMES DU POINT FIXE

1. Théorémes des approximations successives de
Picard

2. Application aux opérateurs de Volterra
Généralisations possibles

Exercices sur le Chapitre 4 : N° 44 - 49

CHAPITRE 5 : INDICATIONS POUR LA SOLUTION DES EXERCICES

PROPOSES

Le chapitre 5 sera publié comme volume indépendant dans 1la collection

Nanta Iremica sous le N“?

: Propr}étéélaigébriques des opérateurs hermitiens

158

171

184

189

. 204

216







