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INTRODUCTION

L'algébre linéaire et les géométries que 1'on peut lui associer remonte au siécle dernier et constitue
désormais une des bases de 1'édifice mathématique. C'est un outil d'usage constant, dont la présentation pédagogique
est infiniment polie, et que le numéricien se doit de posséder tout comme 1'arithméticien, 1'analyste, le topologue

ou le spécialiste de la théorie des jeux.

C'est aussi un outil indispensable au niveau de 1'enseignement Secondaire pour tout futur scientifique
au sens large ou pour tout esprit appelé a utiliser 1'informatique, les statistiques, ou la gestion. C'est donc un

&lément de culture de 1'homme contemporain.

1T m'a semblé utile d'ailleurs de faire un rapide historique du développement de 1'algébre linéaire en exord

au texte lui-méme, persuadé que certaines motivations du passé peuvent &clairer les problémes et mieux faire golter

1'élégance des solutions apportées et la souplesse d'emploi des notions &laborées.

Mais, dira-t-on, pourquoi un nouveau cours ? On sait bien que "des mathématiques pour papa", "maman",
"grand-papa" et mille autres ouvrages pullulent sur cette algébre linéaire. Le pire, le lourd, le compliqué voisinent
avec le subtil, le concis, 1'exposé solide. L'inflation fut & son conile, en France, lorsque les nouveaux programmes

de mathématiques de 1966 ouvrirent officiellement le Secondaire & 1'algébre linéaire. Et pourtant, il est bien

difficile d'innover en un domaine passé complétement dans 1'utilisation courante. Certes.

Le présent cours a pour lui d'avoir &té écrit par un enseignant du Secondaire pour ses collégues enseignant:

en vue d'une actualisation de connaissances.

Et d'abord ce n'est pas un cours complet d'algébre linéaire : on n'a pas cherché la plus grande
généralité, Toin de 1a ; ni a couvrir tous les théorémes é&lémentaires. En outre, 1'accent a &té mis sur le calcul,
par exemple, calcul systématique dans une base, avec des coordonnées, plus que sur les méthodes intrinséques ou les
méthodes géométriques. Qu'on n'en fasse pas le reproche & 1'auteur : c'est un choix pédagogique pour une premiére
approche. Naturellement, i1 faut que le lecteur une fois le livre terminé, le digére... et se débarrase des manies d
calcul. C'est une deuxiéme é&tape non abordée ici et & laquelle sont consacrés bien d'autres ouvrages (Cf dans la mém

série Nanta Iremica, Volume N° 7, le chapitre 0 de Eléments d'Analyse fonctionnelle et le Volume N° 12 consacré &

la Geométrie).
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Le cadre des stages IREM a permis la critique indispensable des auditeurs, libre, intéressée, suffisamment
longue pour tester la rapidité de 1'exposé des notions, le bien-fondé des exercices etc. A ce titre, nous
sommes siirs que ce livre pourra rendre de grands services aux Enseignants désireux de se familiariser convenahlement
avec 1'algébre Tinéaire d'une fagon adaptée d leurs besoins. Monsieur SEROUX a pris soin de limiter le vocabulaire
utilisé, de fournir de fréquents exemples et de donner des applications géométriques. Nous ne pouvons que le remercier

de ne pas avoir ménagé sa peine pour aboutir au résultat qu'on lira avec intérét.

Janvier 1976

Jean DHOMBRES

Directeur de 1'IREM de NANTES




BREF HISTORIQUE DE L'ALGEBRE LINEAIRE

J. DHOMBRES

Au début du XIX éme siécle, le statut, tant des nombres réels que des nombres complexes, est bien mal précis
On admet qu'un point peut étre représenté par un nombre réel sur une droite (aprés avoir choisi une longueur unité
et une orientation) et que réciproquement tout nombre réel représente un point. Ceci est bien connu depuis 1'emploi

des coordonnées par R. Descartes (1596-1650). De méme, depuis J. R. Argand (1768-1822) et son Essai sur une maniére

de représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques (1806), on représente un point du plan

par un nombre complexe et réciproquement.

Dés lors les propriétés opératoires des nombres réels ou complexes sont peu percues et lTogiquement mal assur
Cette faiblesse est ressentie par de nombreux mathématiciens, par exemple par A. M. Legendre qui ré&écrivant vers 1794

le Tivre V sur les proportions des Eléments d'Euclide distingue soigneusement le cas ol les valeurs sont rationnelle:

(et donc les lois usuelles, associativité, commutativité, distributivité, bien &tablies) et les cas ol les valeurs

sont irrationnelles et ol i1 tente d'établir ces mémes lois.

Pourrait-on dire que Te flux des idées nouvelles (fonctions holomorphes, séries etc) est tel que les

mathématiciens du début du XIXéme siécle n'ont guére de temps pous se préoccuper des bases mémes ?

UNE FORMALISATION

L'Ecole Anglaise va cependant commencer & justifier les opérations algébriques indépendamment des objets su
lesquels elles portent. Le premier essai significatif est de G.Peacock (1791-1858) lequel introduit un principe de
permanence des formes qui revient grosso modo & dire que les expressions littérales, correctes lorsqu'exprimées de

fagon générale en nombres entiers, le sont encore en "algébre symboligue" (Report on the Recent Progress and Present

State of Certain Branches of Analysis, 1833). Bien entendu, une telle idée favorise un progrés mais, par sa rigidite

est un handicap. Par exemple, elle présuppose la commutativité a priori des opérations que 1'on peut considérer.
De nombreux auteurs anglais poursuivent dans cette voie : D. F Gregory (1813-1844) ; A. De Morgan (1806-1871) et 1'o

commence & utiliser les mots "commutatif", "associatif" forgés par le francais F. J Servois (1767-1847).

Vers 1830, la notion de vecteur ne pouvait donc étre que géométrique ou mécanique. On sait qu'Aristote dé&ja
utilisait la composition des forces suivant la loi du parallélogramme et que Galilée en avait fait un des piliers de

sa statique. Mais on n'utilisait pas de facon opératoire systématique cette notion.
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LES QUATERNIONS

Le cOté opératoire va lentement s'imposer aux mathématiciens mais par un long et finalement difficile détour.
Argand et C. F Gauss (1777-1855) avaient donc représenté un vecteur par un nombre complexe et un début de calcul
s'amorgait. Quelques auteurs se mirent alors d& chercher une généralisation des nombres complexes pour représenter les
vecteurs de 1'espace - mais avec 1'idée de disposer encore de deux lois : une addition et une multiplication d'ailleur

commutative.

C'est W. R Hamilton (1805-1865) qui en Octobre 1843 construit le corps des quaternions en réussissant & se
débarasser du présupposé commutatif et de 1'idée que n'interviennent que trois composantes. On sait qu'un quaternions

z s'écrit d'une fagon unique

z=oa+ 81 + yj + 8k

ol o, B, Yy, & sont des nombres réels ; i, j, k des "unités qualitatives" pour employer le langage d'Hamilton,

soumises aux lois

dk=1 ki=-i ; ki=j ik=-j ; ij=k ji=-k ; i?=j?=nh?=-1

Les principales propriétés et applications sont établies dans 1'ouvrage posthume d'Hamilton : Elements of Quaternions

(1866). Notons que dans le produit de deux quaternions apparait simultanement la notion de produit scalaire et celle

le produit vectoriel.

LE ROLE DE GRASSMANN

Parallélement a cette construction, un autre mathématicien H. G. Grassmann (1809-1877), développait en 1844

une sorte de généralisation des nombres complexes dans son Die lineale Ausdehnungslehre. Trés schématiquement,

Grassmann partait d'une écriture

L xn sont des nombres réels et e, , € 5 o0 s B des segments orient&s de longueur unité déterminant
un repére orthonorma1(p0ur n = 3, par exemp]e).11 définissait 1'addition comme aujourd'hui et introduisait une
multiplication selon

e. .e. =1 e, .e. =0 si i 43

le conduisant au produit scalaire. IT1 introduisait aussi le produit vectoriel selon

[eso e = - [ejpe] [ej2 &3] = 0

et [e1 ,el=e etc




Les écrits de Grassmann eurent un retentissement modeste au début, beaucoup plus modeste que ceux d'Hamilton
car son style était loin d'étre clair et la généralité cherchée beaucoup trop grande pour 1'Epoque. Ce sont surtout
les créateurs du calcul tensoriel qui reprendront ses idées et en tireront le parti que 1'on sait au début du XXéme

siécle.

LES VECTEURS

Ce sera Te rdle des physiciens théoriques que de ne retenir des travaux d'Hamilton et de Grassmann que Te

seul coté vectoriel et de négliger les autres aspects. J. C Maxwell (1831-1879) dans son "Treatise on Electricity

and Magnetism" de 1873 traite séparément la partie scalaire d'un quaternion (a) et sa partie vectorielle (B8i + yj +

et définit explicitement un vecteur par trois composantes. Dans ce méme traité, il fait de 1'analyse vectorielle et
introduit ce qui deviendra le laplacien, le gradient, le rotationnel et la divergence. Ceci sera encore amplifié dans

1'ouvrage Electromagnetic Theory (ler volume publié en 1893) de 0. Heaviside (1850-1925)., Trés vite les vecteurs,

si pratiques en physique, vont faire de nombreux adeptes et le premier livre qui formalisera cette notion est du a
E. B. Wilson et J. W. Gibbs (1839-1903) en 1901 et a pour titre "Vector Analysis". Cependant les manuscrits de Gibbs
circulaient depuis 1881.

Pendant quelques années, on assiste & une certaine lutte djinf]uence entre les notations issues de 1la
présentation des vecteurs par les auaternions (Heaviside) et celles plus linéaires provenant de Grassmann (Gibbs
Cayley). Mais 1'utilisation systématique des notations vectorielles par les praticiens (physiciens, ingénieurs)
obligera les mathématiciens & négliger les quatérnions. Ils y étaient peu enclins considérant comme une tare la
pauvreté des opérations sur les vecteurs (pas de multiplication inversible). Ainsi i1 y eut au début beaucoup plus de
travaux théoriques sur la caractérisation du corps des quaternions, ou la classification des algébres linéaires
associatives que sur ce qui allait devenir les espaces vectoriels. Citons par exemple

(W. F Clifford (1845-1879) ; B. Peirce (1809-1880),
F. G.Frobenius (1849-1917) ; C. S Peirce (1839-1914),

R. Dedekind (1831-1916) ; et A. Hurwitz (1859-1919)).

LES MATRICES

I1 peut paraitre surprenant que le calcul vectoriel ne soit pas né des considérations fort anciennes sur la
résolution des systémes d'équations linéaires.

La premiére notion déduite de ces considérations est 1'@tude des déterminants. Cette étude ne va développer
aucune idée théorique bien nouvelle. On trouve 1'utilisation des déterminants chez Gauss, Laplace (1749-1827),
Lagrange (1736-1813) et les principaux théorémes chez A. L. Cauchy (1789-1857) notamment dans ses lecons sur les

applications du calcul infinitésimal & la géométrie (1826) et ses Cours & 1'Ecole Royale Polytechnique. Avec J. J.

Sylvester (1814-1897) et Cayley (1821-1895), on en arrive & peu prés au statut actuel, bien manifesté per le livre

de C.L. Dodgson (alias Lewis Carroll : 1832-1898) : An Elementary Theory of Determinants de 1867.
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La notion de matrice en tant que telle est exploitée par Cayley dans son "Memoir on the theory of Matrices"

de 1858 et i1 utilise les matrices semblables, les valeurs et vecteurs propres (et démontre en particulier le théorém
connu sous le nom de Cayley-Hamilton assurant qu'une matrice carrée annule son polyndme caractéristique). C. Hermite
(1822-1911) établit l1a réalité des valeurs propres d'une matrice auto adjointe (hermitienne !) tandis que 1'on
détermine les invariants par similitude avec Sylvester, G. Frobenius et C. Weierstrass (1815-1897) et finalement

C. Jordan (1838-1922) dans son Traité des Substitutions de 1870. A cette date, la théorie mathématique généralement

enseignée sous le nom d'algébre linéaire est complétement &laborée. Pourtant 1'enseignement universitaire francais
ne 1'intégrera dans ses programmes que bien aprés la seconde guerre mondiale. I1 serait intéressant de déterminer

les causes pertinentes d'un tel retard mais cela nous entrainerait trop loin.

ANALYSE FONCTIONNELLE

Pendant presque tout le 19 éme siécle, 1'influence géométrique reste grande et on reste en dimension finie.
Au tournant du siécle, les travaux de Fredholm (1866-1927), V. Volterra(1860-1940), D. Hilbert (1862-1943) etc sur les

équations intégrales font sortir de ce cadre. Rappelons que ces équations sont de la forme

F(x) = g(x) + A [“ k(% ¥) F(3) dy

a

ol i1 faut déterminer f Tlorsque g et k sont connues et A un nombre complexe. D. Hilbert résoud magistralement

i

ce que nous appelons maintenant le cas hilbertien dans ses "Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen

Integral-gleichungen” de 1912. On s'apercoit trés vite de 1'aspect géométrique qui persiste dans les travaux d'Hilber

et simultanément plusieurs mathématiciens considérent des espaces vectoriels de dimension infinie, dont les vecteurs
sont des fonctions, et sur lesquels ils font de 1'analyse en définissant une notion de norme. C'est essentiellement
1'oeuvre de E. Schmidt ( )}, de Fréchet (1878-1974), de F. Riesz (1880-1956), de J. VYon Neumann (1903-1957)

et de S. Banach (1892-1945). L'Analyse fonctionnelle &tait née.
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Chapitre I

ESPACES VECTORIELS SUR R

1.1. |Définition

Un ensemble E a une structure d'espace vectoriel sur le corps (IR, +, .) si, et seulement si, il est muni

- d'une loi de composition interne, notée additivement, vérifiant les axiomes :
(Il) la loi, notée +, est associative
(Iz) il existe un élément neutre, noté 6, pour la loi notée +

(13) pour tout Elément u de E, il existe dans E, un symétrique noté (—;)

= &
- d'une loi de composition externme qui, a tout couple ( a, u) de R x E associe 1'élément de E noté (au), et

qui vérifie les axiomes :

Ep meR . (Val, Yo 9, s@+3 = o vov
(u, v) € E
(E) (x, B) € R? R L.
T e Y, 8) , (Yu) , (a0 + B)u = au + Bu
2 -
By . 8 &R }Y(u, B) . (VD) ,  a(eu) = (a.8)0
u € E
E,) T eE , 'R , U=

1.2.[Régles de calcul dans un espace vectoriel]

1.2.1. Propriété 1.

l,TouS les &léments d'un espace vectoriel sont réguliers pour 1'addition. l

Ceci résulte immédiatement du fait que (E, +) est un groupe.

1.2.2. Propriété 2.

I (E, +) est un groupe commutatif.

REMARQUE : La commutativité de 1'addition figure souvent dans les axiomes servant i définir un espace vectoriel. Nous

allons démontrer qu'elle résulte des axiomes auxquels satisfait la loi externe.

D'aprés 1'axiome (El)

(Va), Y@, ¥), a(@ + V) = au+av

En particulier, si a =1 + 1

V@, V) (+D) @) = (1+1D)0 + (1+1)V

donc d'aprés 1'axiome (E2) H V{G, ;) (]+])(3+$) = a4+ 10+ 1v+ 1V

et d'aprés 1'axiome (E,) : Y@, 9 (I+1) (@+V) =L + U + v + v ()
D'aprés 1'axiome (EZ) 0 V(a,8), ( Vﬁ), (a*B)W = aw + fw

en particulier, si a=g =1 et we=u+v

V@, % (+1) () = 1@H) + 1(@+)

et d'aprés 1'axiome (E,) : Y(U,V) (1+#)@W) =G+ V+u+v (2)

. D'aprés les égalités (1) et (2) il vient (associativité) :

3+ > + > > -+ > -+ 3 -
(u, v) , u+ (u+v) + v =u + (v+u) + v

=%
+
<+
I
<4
+
(=57

et en raison de la régularité dans (E, + ) : V(E, v) ,

Par suite (E, +) est un groupe commutatif.

i R




1.2.3. Propriété 3.

a € R , Vo J6=6J

D'aprés 1'axiome (EI) : (Ya), V(?;, _\;) u(:-t-;) = qu + av
i i — -+ + > + -+
En particulier si v = 0 : Vo), (Vu), a(u+0) = au+ al
D'ol, puisque 0 est élément neutre de (E, + ) , (Y_l:) u o+ —6 = E et par suite :

(Va)(va) on = au + ab
ou encore :
(Ya) ( V1) au + 0 = au + o0

et en raison de la régularité dans (E, +) : (Va) 123 = 3

1.2.4. Propriété 4.
[Tee,va %G =3 |

D'aprés 1'axiome (EZ) : Y(a,B), Yu (a+P): = ou + 81::

En particulier, si B =0 : (Va), WJ), (a+0)u = oo + O

D'ol, puisque 0 est &lément neutre de (R ,+), (Vo) a+0 = a et par suite (‘da),{V:),
ou encore : (Ya),(vg), an +0 = ot + 00

et en raison de la régularité dams (E, +) : (V:) Ou=0

1.2.5. Propriété 5.
(,0) € R xE, Wa,u) [(ai = 0) <= ((2=0) v (u=0))] |

P . -> -3> - -3 = . 5
. La proposition V(a,u) [(a=0)v(u=6)] == (ou = 0) résulte des propriétés (PB) et (Pr-'e)'
. Démontrons la réciproque :
si @« = 0 : la proposition est évidente,

; . . - . . -1 =]
si a# 0 : aest inversible dans (R,x ), c'est 3 dire qu'il existe &« tel que « a = |

Y(ed) [(af = 8) — (o« (@) = o 'B)]
V(od) [(a = 0) —— ((« )i = 0]
v(a,3) [(au = 0) > (13 = 0)]

¥,  [(ai=0) ——=> (u=0) ]

1.2.6. Propriété 6.
[ (D) €Rx E, V,u [(-w)i = a(-0) = -(w)] J

. D'aprés 1'axiome (E,) : V(a,8), Vo (u+8)§ = au + Bu

2
En particulier, si B = -a :

V(a, 1) [:a*(-a)] U= a+ (-a)u

V(1) Ou = ou+ (-o)u

V(a,a) 8 = ou+ (-w)u

En ajoutant -(cnI) aux deux membres de cette égalité : V(t!,\_;) -{uG) = (-a)K (1)
. D'aprés 1l'axiome (El} - (Va), Y, ¥, ol + V) = qo + av

En particulier, si Vv = -u ,

Y(a,) u'[: + (‘LT):[ = ou + a(-1)

¥(a,u) o = au + a(-u)

V(a,u) d = + a(-u)

+ > >
En ajoutant =-(cu) aux deux membres de cette ggalité : ¥(o,u) -fou) = a(-u) (2)

- > -
ou = cu + Ou

Alors

. Par transitivité de 1'égalité les relations (1) et (2) permettent d'écrire : Y(o,u) a(-u) = (-0)u

1.2.7. Propriété 7.
(0,8 ER>
U € E - {§)

m
=
=]

]
™
=

V(o 8), (V0), [ al =
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Ye,8), o) , [ou=g1 == au+ (-g0)

n
(-

V@,8), () , [od =gl o [+ (-8)]3 =01
or, 4 #0 done d'aprés la propriété 4 : Y(a,B) , (Y:) . [3: . B'G —— o +(-B) = O]
donc, VY(a,8), (Vu) [ au = 6 a =8

1.2.8. Propriété 8.
a € R*
>
(u, v) €E

wa), Y@, V) [al=oa

<4
c4
1]
<4
)

2 ‘

; * i =1 =1
Puisque a € R , 1l existe o tel que a.a =]

Vo), V@, V) [of=ad > o @) = o (@)

D'aprés 1'axiome (EB) : Vo), Y(u, v) [aﬁ = av — (a_]a)u = (u-lg) GJ
Vo), V{:y ) [ au =av = lu = 1;]

D'aprés 1'axiome (EA) : (Vo) , V(ﬁ, ) [a: —gv = u = ;]

1.3. |Exemples d'espaces vectoriels?l

(R, +, .) est un espace vectoriel sur R

La multiplication est alors considérée comme loi externe (application de R x IR dans R).

n ;
(R, +, .) est un espace vectoriel sur R

{ xl
7 * i Z
Soitn €N . Un &lément de r" est un n-uplet de réels que 1l'on peut noter : IL XZI

On rappelle que dans r" 1'égalité est définie par

) ) T
el T Yy T L BT
X I *n T ¥q
On définit alors
* [ ¥ Y
- une addition : %2 + ¥a = *) + Y2
X \ Yy L AR Y
* “’;1
5 - 5 £%g
- une loi externe (application de R x R dans R ) : a . ; =
X ax
n n

= aigs — n .
On vérifiera aisément que (R , + , . ) est un espace vectoriel sur R.

Soit & = 3%(]2, R) l'ensemble des applications d'un sous-—ensemble E de R vers R

On rappelle que dans © 1'égalité est définie par :

Cf = g)) == [ x €E, Vx f(x) = g(x) ] . On définit alors
- une addition : x € E , Yx (f + g)(x) = £(x) + g(x)
- une loil externe (application de Rx ¢ dans ¢ ) : x €E, Vx (aef)(x) =a x ['f(x)]

On démontre aisément que (&, + , . ) a une structure d'espace vectoriel sur R

Soit M, l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 i coefficients réels
“~

(ME’ +, . ) est un espace vectoriel sur R




On rappelle que sur M, 1'égalité est définie par

L
a=a'
a ¢ a' ¢ i
-I = { W P b =50
b d | b' d4 c=c'
5 d =4d'
On définit alors
a cq a' ¢ ata' cte'
- une addition : [ J + li -l = [ ]
b d b' a b+b' d+d'
- une loi externe (application de R x MZ dans !-Iz )

a c aa ac
a . =
b d ab ad

Soit bol'ensemble des suites numériques a coefficients réels. Une suite sera notée (cun) ; son terme génédral u,

On rappelle que dans /g 1'égalité est définie par
= - J V = '3 - . .
(((‘lu ) ('U’n) < > (nelN, Vn u o =v ) . On définit alors
- une addition : ((U.n) + (Un) ] (un + U )

- une loi externe (application de ]RXDO dans fJﬂ) : o . ('U_n) = c:?ln)

(?, + , . ) est un espace vectoriel sur R

Nota : La notion de dimension (envisagée dans le chapitre 4) permettra de distinguer entre les diyerses

réalisations d'espaces vectoriels que nous venons de mentionner.

On pourra lire également 1'annexe située en fin d'ouvrage ' géométrie naive et vecteurs".




Chapitre 2

SOUS-ESPACES VECTORIELS

2.1 | COMBINATISONS LINEAIRESl

21.1 DEFINITION

= . a - - -+ P 1
n désignant un entier naturel non nul, soit wuj, uUp, ... Uy , N éléments d'un
espace vectoriel (E , + , .) sur @ , + , %) et soit Ay 5 Gg oy e o, » 0
= — - - . B}
réels, 1'élément V = o) uj + ay up + ... + oy uy, de E est appelé combinaison
s P - - - =
linéaire de U] 5 Up 5 «s.s u, . Les réels a

» @y 5 +.. 0 sont les coefficients
de cette combinaison lindaire.

21.2 EXEMPLES
. Soit Lft@R , R) 1'espace vectoriel des applications de R vers R
Soit les fonctions : f, g, h de ¢ telles que :
f i@ x— x2 - 1
B x— 2x+ 3
h

b X 2|

L'élément F = 2f - 3g + h est la combinaison linéaire de £, g, h définie par :

xeR , Yx F(x)

2f(x) - 3g(x) + h(x)

Soit x €R , Yx F(x) = 2x% = 7x - 10

Soit IR3 espace vectoriel sur R et soit -L:= (ks Oy =1) , _\]; = (-2, 3, &)

deux Eléments de ‘R3

— 5 » . - - "
L'élément V = 3U - 4V est la combinaison linéaire de U

F= (1, -12, -19)

2 P
s Vv définie par

o > o > & " v o G
Siu= (1, 0, =1) 1'élément aqu = (a,0, —a) o0 o €R est Egalement considéré comme une combinaison
. - - - - ->

linéaire de 1'élément u

2.2 [SOUS-ESPACE VECTORIEL D'UN ESPACE VECTORIEL SUR R |

22,1 DEFINITION

Un sous ensemble F d'un espace vectoriel (E , + , .) sur (R , + , x) est un
sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, les restrictions 3 F de la loi

interne et de la loi externe de (E , + , ,) munissent F d'une structure d'espace
vectoriel sur @® , + , x)

I1 résulte de cette définition que F est non vide puisque (F , +) &tant un
groupe, 6E EF




_]t._

22.2 THEOREME |

Un sous-ensemble F d'un espace vectoriel (E , + , .) sur @ , + , x) est un
sous—espace vectoriel de E si, et seulement si :

F est non vide

F est stable pour 1'addition

@ ver? ,Vu, v [E, V) erP=3G + V) e ¥

F est stable pour la loi externe

(@, 1) ERxE, Y, O) [0 e P =) (ab) €F]

Démontrons que ces trois propriétés sont équivalentes & la définition.

— Il est clair que si F est un sous—espace vectoriel de E , Py, Py, P3 sont
vérifiées.

Réciproquement,

- puisque F est stable pour l'addition, celle-ci est une loi interne dans F
Elle est associative et commutative dans E donc elle l'est, i fortiori, dans
F.

-
: D'aprés of o = -1, puisque F non vide ,u€E, Yu [1: éF:}(—u)éFj
et alors d'aprés @

UEE, Yi[ue F=(u+ (-0) € F

3
donc O €F
(F , +) est un groupe commutatif,
- F étant stable pour la loi externe, les axiomes (E;) , (Ep) , (E3) , (E4)
vrais dans E , le sont, & fortiori, dans F . Donc (F , + , .) est un
eéspace vectoriel sur (@R , + , x) . '

22.3 THEOREME 2

Un sous—ensemble F d'un espace vectoriel (E , + , .) sur (R , + s X) est un
sous—-espace vectoriel de E si, et seulement si,

F est non vide

@ F est stable pour les combinaisons linéaires
@ B er?, @, v er2 Yo, » Y&, 0 [@, V) € Py + MEF]

Démontrons que est équivalente a @ et @

- D'apras @ oi o = | g =0 1il vient
@ DERXxE, Y@, O [i €F=3au € F]
done @ est \-rérifiée.
D'aprés @ oi a=g8=1 il vient :

WGNEE, V&, D [G, M er? — G+ €7

donc @ est vérifiee.

Réciproquement,

= D'aprés

@ B)em, @&, %) eE?, Va, &) , V&, 3 [@, V) eF=3[@uer) A (veD]

alors d'aprés

Ve, 8 V@ [G, %) e — @i+ ) ¢ §

donc est vérifiée.




2.3 (EXEMPLES DE SOUS-ESPACES VECTORIELS‘

23.1 Pour tout espace vectoriel (E , + , .) sur (R, + , x) E et {6E} sont des
sous—espaces vectoriels de E

23.2 Soit 5£ , + , «) un espace vectoriel sur @R , + , X)
Soit u un élément de E . Considérons l'ensemble F tel que :

F={vV|VeE) A @a , v = o)}
F est un sous—espace vectoriel de E

23.3 Soit E CR . L'ensemble des applications de E vers R , (ﬁ(E , R) , muni de
1'addition des fonctions et de la multiplication des fonctions par un réel est un
espace vectoriel sur R .

# L'ensemble des fonctions affines de R vers TR est un sous espace vectoriel de

d® , B .

% L'ensemble des fonctions en escalier de R vers TR est un sous—espace vectoriel

de R , )

% L'ensemble des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal 3 n (né€WN) de R
vers R est un sous—espace vectoriel de ® , R)

#Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert de R . L'ensemble (ﬁ;}(l , R) est un espace
vectoriel sur R .

- L'ensemble des fonctions continues sur 1 est un sous—espace vectoriel de J%(I , R)

- L'ensemble des fonctions dérivables sur I est un sous-espace vectoriel de Jt(l , R)

2.4 [SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR n VECTEURS D'UN ESPACE VECTORIEL (E , + , .) SUR @R , + , Xx) ,

. . . -> -+ -»>
Soit (E , + , .) un espace vectoriel sur (@R , + , X) et soit Up 5 Uy 5 veey U

n
n vecteurs de E .

. N On désigne par C 1'ensemble des combinaisons linéaires des n vecteurs
Up 5 Up s weey Uy s c'est & dire que :

e . . . . -
V est élément de C si, et seulement si, il existe n réels (ﬁl, 32, — an)
tels que :
- - -
V=a;u +ayu + ...+ O U

C est non vide car :

>
0

=0 31 + 0 32 + se ¥ 0 tn donc O € C

E
C est stable pour l'additionm :
. -
foft 3 = o t] + ag 32 ety ﬁn et W= By up * eee * By oup deux
éléments de C
> > - -+ - - -+ -
V+ W= (ul u, + ag u, o ¥y un) + (B up + Bo u, + e + Bn un)

et en utilisant les axiomes de structure d'espace vectoriel

>

o+ W

[}

(a1+61)—l:1+ (ap + B3) :2+---+ (@, + Bp) :n
donc :
G,mee?, V&,Ww [@,hmect=moT+Wed

C est stable pour la loi externe
A o 4 -> - -+ e ,
soit V=a; 0, +a, Uy + ... +a_ u_ un &lément de C et soit a €R .
15 272 n n
- - - -
aVe=a (o U +ay Uy + aes Foog u,)
et en utilisant les axiomes de structure d'espace vectoriel
-+ -+ - ->
aV=1(aa)u +(@ay) o+ ...+ (a an) Ug

donc :

(a,MerxE, Ya,V [ec=aVed

Nous pouvons énoncer le théoréme :

=¥ = E 3
. . - - ¢ 1
L'ensemble des combinaisons linéaires de mn Vecteurs u, , Up , ««« U, d'un
espace vectoriel (E , + , .) sur @®R , +, x) est un sous-espace vectoriel

de E




2.5, ENTERSECTION DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E|

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel (E, +, .) sur (IR, + , x)

F NG est non vide

En effet puisgue F est un sous-espace vectoriel de E , OE € F. De méme DE c G.
Par suite : OE eFNG

- —
Soit u e FN Getvg FNG

P ; . . - e

F étant un sous-espace vectoriel de E, quels que soient les réels A et (3, le vecteur du +(3V est élément de
- ) = - o

Pour la méme raison, ou + (v est élément de G.

Par suite, (dU +Q@7) est lément de F NG.

I L'intersection de deux sous—espaces vectoriels d'un espace vectoriel E sur R est un sous—espace vectoriel de

Remarque F et G désignant deux sous—espaces vectoriels de E.
soit U un sous-espace vectoriel de E inclus dans F et G. Tout vecteur @ de UJ appartient & FN ¢

donc UC F NG Parsuite

FN G est, au sens de 1'inclusion, Te plus grand sous-espace vectoriel inclus dans F et G.

2.6. |UNION DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E

L'union de deux sous—espaces vectoriels d'un espace vectoriel E sur IR n'est en général pas un scus-espace

vectoriel de E. |

Donnons un exemple : %

Dans 1l'espace vectoriel E = Hi3, on désigne par F 1'ensemble des éléments (y )oﬁ X et v sont réels,
(e}

o
par G 1l'ensemble des éléments (y ) oli y et =z sont des réels.
z

- ! i — 0 . - . - - I
Le vecteur Uy = 1 | appartient a F ; le vecteur u, =| 1 appartient 4 G ; mals le vecteur up tou, = 2
0 1 1
n'appartient ni 2 F, ni &8 G, donc n'appartient pas 8 F VUG.

2

2.7. [SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E|

2.7.1, Definition

Etant donnés deux sous—espaces vectoriels F et G d'un méme espace vectoriel E sur R, on appelle "somme"
-

- -> -~ o . - — . - o~
de F et G 1'ensemble des vecteurs u = u, +u, ot U, appartient & F et u, appartient & G.

Cet ensemble est noté F + G

E X
Donnons un exemple. Soit E = HEB, on désigne par F l'ensemble des &léments kD )oﬁ x est un réel, par G
0]

0
1l'ensemble des éléments (y oli y est un réel.
0 X
F + G est 1'ensemble des Eéléments (y) oli x, y sont des réels.
o
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2.7.2. Théoréme

LCa somme de deux sous-espaces vectoriels F et G d'un méme espace vectoriel E sur IR est un sous-espace

vectoriel de E.

F + G est non vide

5 —= s — — —
En effet OE est élément de F et de G, et DE +_CTF = OE done OE & (F+G)

Soit T et V deux &léments de (F+G). Il existe (?1, ‘L;l-,,) CFXC tel que : 0=1, +T, et il existe

(-\‘?I. ?;’7) € FX G tel que : v =‘\?l +‘\79
Alors, quels que soient les réels « et (b: a{-LT+[S{;= c((-fflﬂ'fz) + (5(\7]4;"7)
- - — - o -
Au + @v = (e-.'u]—: F-\])_: @i, +Ev,)
Or, puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, (°{U] + (Svl) appartient 3 F et (c{ﬁ’: +(1,\,?2)

. - . - > X R
appartient a G, et par suite (g u +(‘>\’) appartient a F + G . (F+C) est donc un sous—espace vectoriel de E.

Remarque
soit \J un sous espace vectoriel de E contenant deux sous espaces F et G de E. Tout vecteur U

de 1a forme (G + U ) avec Ei € F et _152 € G appartient & U, donc F+6cU. Par suite
1 2

F + G est, au sens de 1'inclusion, le plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G.

-8 SOMME DIRECTE

2-8-1 Definition

Si deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel réel E sont tels que

N
FNG = {OE} leur somme est dite somme directe.

On note cette soome F @ G
Alors

U- F @ e (U=F+G et FAG= {0))

2-8-2 Théoréme

-
Tout vecteur u de la somme directe de deux sous espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel

réel E s'écrit de gagon wnique sous la forme (u1 + Gz) avec —Gl € F et Gzé G.

Soit [ =F ® G et ueU
Alors i1 existe au moins un couple (-l:I A f ) @élément de F x G tel que U= "ﬁl + _ﬂz.
Supposons qu'il en existe un autre (v, , I ) de F * G tels que U= 31 + 32. Alors

-+

=

s - -+ -
+ =V oty == - =v -u
1 UZ 2 u! VI 2

-
[

or (U -V)€E F et(Vv -1 )eG
2 2

1 1
donc (ﬁl w Vl) € FnN G. Mais puisque FNnG={0} 1l vient 'Gl =V,

Deméme (V -U)e FNG et v =1.
2 2 2

2
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2-5 SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES

2-9-1 Définition

Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel réel E sont supplémentaires si, et

seulement si, E est somme directe de F et G.

2-9-2  Exemple

Soit E = [R2., Désignons par F 1'ensemble des &léments de E de la forme (S) ol x est réel et par
G 1'ensemble des éléments de E de Ta forme (S) ol y est réel. Il est clairque FNDG = {(8)}

et que : F + Gs= {(;)Ixem,ysm}
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 2

Exercice |
On rappelle que l'ensemble (Jt + , .) des applications de R vers TR est un
espace vectoriel sur @® , + , x)

1° On désigne par % 1'ensemble des applications f de R vers R telles que
f(o) = 0
% est-1il un sous—espace vectoriel de (Jt, + 4o) 2

2° On désigne par }Jl‘ensemble des applications f de R vers R telles que :
1
x,e® V&, FEEY) -2 £ + £0)]

a) Démontrer que toute application affine de R vers R appartient 3 '}J

b) ‘fest-il un sous—espace vectoriel de (uﬁ),, # 4 4) 2

Exercice 2

(!‘s.

On considére 1l'ensemble [/ des applications polynafnes de degré inférieur ou égal a

2, de R vers R.

1* Démontrer que ((_(]2 , + , .) est un espace vectoriel sur R .

2° On considére l'ensemble E des éléments de 93 définis par

x €R , V¥x A(x) = x(ax + b) od (a , b) € R?
et l'ensemble F des Eléments de gg définis par :
x €R , ¥x B(x) =cx+d o (c,d €R?
a) Démontrer que E et F sont deux sous—espaces vectoriels de (92 I |

b) Déterminer E NF .
%

¢) EUF est=il un sous—espace vectoriel de 2

Exercice 3

Soit Jct 1'ensemble des applications d'un sous ensemble E de R vers R . On
suppose, de plus, que E est symétrique par rapport a zéro, c'est & dire que :

x €R, Vx xeE=3(x ¢ E]

1° Soit (LP 1'ensemble des applications paires de E vers TR . Démontrer que
(((P, + , .) est un sous—espace vectoriel de f, + ., D)

2° Soit g 1'ensemble des applications impaires de, E vers R . Démontrer que
(Y, + , .) est un sous-espace vectoriel de (8}, *+ ‘)

3° a) On désigne par n 1'application de E vers R définie par :
x €E, ¥x n(x) = o
Démontrer que : (Pnf] = {n}.

b) Soit f wun élément de 'ﬁ/ Démontrer qu'il existe un couple unique (¥, ¥)
€lément de (Px 6 tel que :

x €E, Vx £(x) = Y¥(x) + ¥(x)
Qu'en déduit-on ?

4° a) Appliquer le résultat précédent & la fonction qui, au réel x , associe sa
partie entiére, notée E(x).
. PR N > T
b) Construire, dans un plan rapporté i un repére (o , 1 , ]) les courbes
représentatives des fonctions de R vers R, a et 8 , définies par :

xeR , Yx a(x)
xeR , Vx B(x)

E(x) + E(-x)
E(x) - E(—x) -
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Chapitre 3

BASES D'UN ESPACE VECTORIEL

3.1 | SYSTEME LIBRE - SYSTEME LIE l

Soit E un espace vectoriel sur B et S un sous—ensemble 4{ni{ de n &léments
de E ,

-

S={:] ,1.12 N ...,-‘:n}

31.1 Systéme libre

-> -> b ; . . . .
Le sous-ensemble S5 = {u; , uy ,... u } est dit systéme libre (ou partie libre)
de E si, et seulement si, quels que soient les réels Q) 5 G yees @yt

W o Wp * ver 4+ 0 =) (@] = 09 = vou = a, = 0)
o 1 Qz up Gp Up o) = (0 2 n

Remarque : On pourrait donner une définition plus générale ne supposant pas que S est fini (voir & ce

sujet le paragrapha 4-6 du chapitre 4).

Exemples
' ' i 2 - X VR =% o
# Soit 1l'espace vectoriel R des couples de réels (y) . L'élément 0O est (0).
Soit 1 = (+§) et v = (_;) + Quel que soit 1'élément (a, B) de Ez :
20 - B =o0

G: + B; = S ¢===:;
+3a + 58 = o

Le déterminant de ce systéme homogéne est €gal & +13 donc 1'unique solution
est @ =0, B =o0 et le systéme {u, v} est libre.

¥ Soit 1'espace vectoriel 0% des fonctions polyndmes, de R vers R , de degré

inférieur ou égal 4 2. L'élément O est la fonction n telle que : x €R, VYx n(x) =o

Soit p]:x|——>x—l;p2:x-—>x2—x+l et

Py i X x2 -

Quel que soit 1'élément (a, B, y) de IR3 Pap, + sz + YP; = 0 est équivalent 3 :

x eR , Vx alx=1) + B(xz-x+I) + y(xz—x) =0

ou encore : 2 .
xeR®R, Yn (B+y)x" + (aB-Y)x + B - o = 0

"

ce qui conduit au systéme : B+ v o

- Bacl - Rl i A
B=a=o

dont 1'unique solution est a«a =0, £ =o0

s Y =0 . Le systdme {p]. Pys p3} est domc libre.
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31.2 Systéme lié

¥ - -+ i P o i 5 P .
Le systéme S = {u;, up, +.., u,} est dit 1i&, s'il n'est pas libre c'est a dire si,

et seulement si, il existe n réels w«y, ag, «au, o mnon tous nuls tels que :

-+ . + -+
@) uyp +ap up ¥ ... topuy =0

L3 encore, il n'est pas indispensable ae supposer S fini

Remarque :

(voir paragraphe 4-6 du chapitre 4).

Exemples
% Dans 1l'espace vectoriel Ez des couples de réels (;) , Soit rﬁ] = (_i) §
_1:2 = (F;) ; -1:3 = (_2) 31:] + _1:2 E ;.1)'3 =3 donc le systéme {31, -‘:21 33}
est lié.

# Dans 1l'espace vectoriel 6’2 des fonctions polynfmes de R vers R de degré

inférieur ou égal i 2, soit

pl:xr—Vx-l H pZ:XHXZ'K+! et p3:x0—-+x2-2x+2
Py ¥ Py~ p,=n (n désignant la fonction nulle) donc {p}, Py p3}
est 1lié.

31.3 Propriétés

lSoit E un espace vectoriel sur R ; tout vecteur T #3 constitue un systéme iibre.J
En effet : On =0 et 140 =r=o0
lSoit E un espace vectoriel sur R ; {-SE} est un systéme 1ié. |
En effet : reR, VA X =0
Soit E un espace vectoriel sur R et S un systéme de vecteurs de E . Si
6 € S alors S est lié.
Nota : par contraposition il vient : si § est libre alors O €s .
. -+ -> s -
Soit 8§ = {3, Ups wees u,} . Alors, quel que soit le réel non nul A
R_(;+O-L:]+...+0':.n-3 donc S est lié ,
Scit E un espace vectoriel sur R ; S et S' deux systémes de vecteurs de E
tels que S & S'
@ . Tout sur-systéme d'un systéme 1lié est 1ié& c'est a dire : (S 1li& =3 5' 1lié@)

Par contraposition, il vient
Tout sous-systéme d'un systéme libre est libre c'est 3 dire

(s' libre= S libre)

p} un systéme lié de p vecteurs de E et soit
=+

p’ Yp+]
@p» @py see Op réels non tous nuls, tels que

Soit 8= (&, Uy, ..o,
-+

e+ e

g = {El’ 4y, s ﬁn} . Puisque S est 1lié, il existe

- -+ - -+
alu1+32u2+...+apup=0
Mais alors
-+ -+ - > =» ->
» op up *ap Up toeew Fop U+ Oupyp + ...+ 0up =0
N avec 1'un au moins des «j non nul, done 5' est 1id.
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Soit E un espace vectoriel sur R et S un systéme lié de vecteurs de E ,
e alors 1'un au moins des vecteurs de S est une combinaison linéaire des autres.

Soit § = {-LT|, -1.:2, wi s _L'in} un systéme lié. Il existe @) Op, .. 0p , Téels mon
tous nuls, tels que :

-+ -+ - -+
3] 111"‘(!2 U2+ “es +un Lln=o
Supposons par exemple a # o , alors
- - - -+
a]u]="a2u2-u3U3—...-a.nun et
> f‘_?_—r 03 -+ _ On >
L|1 = o uz ay U3 e —u—}—un

Exemple

Dans 1l'espace vectoriel IR3 des triplets de réels (?) . Soit
z

N O T

o ] o % =2 s - > -+
On vérifie aisément que : Zi;u1 *ou, ¢+ {;)u3 =0

. -+ > - -
Alors on peut écrire que : u, = —3u] + Ou done u

3 s'exprime comme
combinaison linéaire des deux autres vecteurs.

2

Remarquons, toutefois, qu'il est impossible d'exprimer u comme combinaison

linéaire de -t;] et Uy 3

3.2 | SYSTEME GENERATEUR |

Un sous—ensemble fini S = {1?1, 32’ e ﬁ‘n} d'un espace vectoriel E sur R est

. . o . . -+
dit systéme générateur de E si, et seulement si, tout vecteur v de E est une
combinaison linéaire des vecteurs de S

On peut formaliser cette définition comme suit

+ -+ - -+ —
E - = '
veE, ¥V a(u[, %ys a ) veaou, 4 to U
Exemples
' " 2 2 - 1 -+ 1 -+ 0
# Dans 1'espace vectoriel R” , soit u = (0) y Uy = (|) et uy = (__1)
. — 2 . i 5 =
Soit 1 = (x) un glément de R . S'il existe trois réels a, B, y tels que
- - y -+ -
u= au + Bu2 +oyug c'est que : a+ B =x
B=¥=%

I1 est donc possible de choisir arbitrairement o ; il vient alors :
B=x~a et Y=¥"5y~a
Par suite
2
ieR 20 Yi U= aﬁl + (x-a)-ﬁz + (K'}r'm)-t:3 done {G], 32, -133}
est un systéme générateur de R,

#® Dans 1'espace vectoriel ﬂ’z des fonctions polyndmes de R vers R de degré
inférieur ou égal 3 2, soit

2
pl:x-—+x-—l . pz:x,—+x-x+let p3:x.__;x2—x
’ () X 2 i 3
Soit PGJ2 tel que : P ! Xp— ax +bx +c ol (a, b, c) €R ,
§'il existe trois réels g, g,y tel que : aP, + B8P, *YP3 =P alors :
2 2 2
xeR, ¥x a(x=1) +g(x =x+1) +y(x"=x) = ax_ + bx + c ou encore

xeR, ¥x (B*u)x2+(a-8-y)x+(e-u)=ax2+bx+c




=, 23 =

Ce qui est &quivalent 3 : B+a=a

B-a=
On trouve finalement : a=a+hbh
B=a+b+
y = - (b+c)
Donc : P & 92 y VP
{pl, Pys p3} est un systéme générateur de (._J)Z

3.3 |BASE D'UN ESPACE VECTORIEL

s G s VR

P = (a+b)p| + (a+b+c)];:2 = (b+c)p3 et le systéme

On appelle base d'un espace vectoriel E
d'éléments de E .

sur R , tout systéme S

libre et générateur

¥ Remarque tré&s importante :

La notion de base ainsi définie présuppose que 5

assez forte qui n'est pas indispensable 3 la notion de base (voir, a ce

Exemp les

# Dans 1'espace vectoriel .133

S

, on vérifiera aisément

est fini. Ceci est une restric:

sujet, chapitre 4, paragraphe 4-6).

que les vecteurs

0
(0) constituent une base.
1

=1 1 1
Démontrer que les vecteurs 2, = [ I] , = (-1) et 33 = ( 1)
: 1 1 =]
constituent &galement une base de RB
¥ Dans 1'espace vectoriel ‘P?_ des fonctions polyndmes de TR vers R de degré
inférieur ou égal i 2, les applications
. 2 -
pj.x,_‘.x $ pz.x.__*x H p3:x,,.__>.l
constituent une base de €PZ
Démontrer que le systéme : Sl = {fl’ fz, f3} oill
fl X —r X(x=1)
f2 I Kt X
f3 1 X p—r ]
est également une base de JZ .
ol

Démontrer que le systéme : S, = {gl, By g3}

est encore une base de g?,_

Convention

On conviendra, pour des raisons qui apparaitront dans la suite du cours,
d'ordonner les vecteurs d'une base. Dans le premier exemple donné ci-dessus, les bases

> = > > & e s a = ¥
(e], 82’ 33) et (ez, e 23) seront considérées distlinctes.
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3.4 LCOMPOSANTES D'UN VECTEUR RELATIVEMENT A UNE BASE D'UN ESPACE VECTORIEL]

34.1 Théoréme

it » - .
Tout vecteur v d'un espace vectoriel E sur R s'exprime, de fagon unique,

L. 0 s s + > +
comme combinaison linéaire des vecteurs d'une base B= (e, e,, ...e ) de E .
1 2 n

. - . : =
Soit B = (e], 32, p— gn} une base de E . B est, en particulier, un systéme

générateur de E donc, quel que soit 1'élément v de E , 11 existe (a], Bos vees an) €lément de
mnr‘1 . . —o-* & -+
el que : wv @ e @y 8y F o a e .
Supposons qu'il existe un autre &élément (sl, 82. o sn) de R" tel que :
* -)-+ ++ +B+
v = Bl e] BZ e2 e n en
Al H g 4 + = B e+ + e
ors : al I cne an en = I el cas Sn -
. -+ + n
Soit : (al Bl)e] + (u2 Bz)e2 + ..+ (an Bn)en o C)
-

Or (g], €ps +en gh) est un systéme libre de E donc :

@ :(QI_BI = a2—82 = ,,. = ccn—Bn = 0) et finalement :

(al, Uy v, un) = (BI. 62, eay ﬂn) .
34.2 Définition

P P . - ;
I1 résulte du théoréme ci-dessus que tout vecteur v de l'espace vectoriel E sur
R s'écrit de maniére unique sous la forme :

- - ) -+ 3 ¥ >
vV =q (= a, & wew e
¥ =1 2 52 “n “n

oi B = (gl’ alng 2;) est une base de E ,

Les nombres réels a, a sont appelés COMPOSANTES du vecteur v

vevy Q
2° > “n
relativement i la base B .

Remargue

S5i un espace vectoriel E sur R est muni d'une base B , le n-uplet

(al, az, Ve mn) des composantes d'un vecteur v relativement &4 B dé&finit parfaitement ce vecteur.

Mais ce fait justifie la convention faite au chapitre 3.3 consistant i ordonner les vecteurs d'une
base.

34.3 Composantes de la somme de deux vecteurs

Soit E un espace vectoriel sur R dont une base est B = (
. -> - e
Soit u et Vv deux &léments de E tels que :
Z g + x 3 + s.0 + X g et
2 n n

B

V= g o+ e+ + 2
G s R R TR L I

Alors, en utilisant les axiomes de la structure d'espace vectoriel, il vient :

-+ > -+ -+ +
= *! + eee + . E é g :
u+ v (Kl Yl)e1 (x2+y2)92 + (xn+yn)e1_l n résumé
R -> -+ o -
Soit u = .Z xl ei et v = ‘z yi ei alors

i=] 1=]
-+ 2 -
= +y. “
U+ v gZI (x; yl)e1

34.4 Composantes du vecteur (an)

Soit E un espace vectoriel sur R dont une base est B = (e i B yoeee B)
S » - 2 - -> - . i 2 Lt
Olt u un élément de E tel que : u = x] ej + ..+ xn en » SOt o €R alors, en utilisant les

axiomes de la structure d'espace vectoriel, il vient :

-+ - -+
ou = (ax )e + (ax e + ... + (ax )e + Donc
1771 2750, n’ n
-+ B -+
N Soit u = E x; e et a &R alors :
i=]

n

-+ -

aqu = ax. )e, = =
b e ; o
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 3

Exercice |
On rappelle que 1l'ensemble (@, +, +) des fonctions polyndmes de R vers TR , de degré
inférieur ou &gal 3 2, est un espace vectoriel sur (R, +, X)

On considére l'ensemble E des &léments A de 93 tels que :

xX€&€R , Vx A(x) = ax2 + bx ot (a, b) € IR2
et 1l'ensemble F des éléments B de cjz) tels que :
2 = 2
x €R , Wx B(x) =mx - 2px+m ol (m p) €R

a) Démontrer que E et F sont des sous—espaces vectoriels de (923, E T

b) Déterminer une base de E et une base de F . En déduire la dimension
de E et celle de F .

Déterminer E A F ainsi qu'une base de ce sous—espace vectoriel de (93, 5, W)
En déduire la dimension de EN F .

Exercice 2
—RELCLCE £

. ) -+ -
Soit E un espace vectoriel sur R et soit MR deux vecteurs de E .,
= . +* > i . i -
Démontrer que s§i {v], v2} eést une partie libre de E , il en est de méme de

-+ > + -+
'[vI * ¥y, vy~ v2]

. = -+ . ] - - .
Fecrire uv] e sz sous la forme d'une comhinaison lindaire des vecteurs
- -+ -+ -+ i , " -+ -+ -+ B . 3 .
(v, + vz) et (vl = v,) . En déduire que si {\.z1 * Vs V- v2} est une partie libre de E , il en

= -+ +
est de méme de {vl, vz} ;

. - - - -~
@ Démontrer que si {v], v2} est une base de E , il en est de méme de

{+ -+ + > }
+ - i
Vi g By T %y
Exercice 3
On considére 1l'ensemble E des applications fab de R® vers R définies par :
»
b o 2
xel'R.. ¥x fa,b(x) = a+—x- ol (a, b) € R

Démontrer que E est un sous—espace vectoriel de 1l'ensemble tﬂ:(R", R) des
applications de R¥ vers R .

@ On considére les applications fl o ©t fo 1 définies par :
’ ]
x e R*, VYx £, (x) =1 et
1,0
» -l
x €er*, Vx £, (0 =<

Démontrer que (f f0 ) est une base de E , notée B .

et f définies par :

On considére les applications f] 1 3.9
» '

1
xeR*, Vx f 1(X)=l+;

1 x €R , ¥x f (x)=3+-§—

£ ) est une base de E , notée B'

Démontrer que (f],], 3,2

On considére 1'application fa b définie par :
,

*
x&eR”, Vx £ (%) m~a+d
a,b X
Déterminer les composantes de fa i dans la base B'
O e e T AT
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Exercice 4

On considére l'ensemhle ¢ des applications de E = [O, J] vers R , constantes sur |0, 1[.

1°) Démontrer que ¢ est un sous—espace vectoriel de l‘ensemblef% (E, R) des applications

de E vers R.
2°) Déterminer une base de & . En déduire la dimension de & .
3°) On considére 1'ensemble A des &léments de ¢ tels que :
xelo, 1], V¥x £(x) =;3 [£(0) + £(1)]

a) Démontrer que A est un sous—espace vectoriel de & .
b) Déterminer une base de A . En déduire la dimension de A .

4°) On considére 1'ensemble T des &léments de o constants sur [O, 1[ ¥
a) Démontrer que I est un sous-espace vectoriel de & .
b) Déterminer une base de I' . En déduire la dimension de T .

5°) Déterminer ANT . Déterminer une base de AAT et préciser la dimension de ce

sous—espace vectoriel de & .,

Exercice 5

Soit GE 1'espace vectoriel des applications polyndémes de R vers R , de degré
inférieur ou égal 3 2. Soit a et B deux réels distincts.

ﬁ;; tels que £f(a) = O est un plan vectoriel de {ﬁ

1= Démontrer que l'ensemble des éléments de o

]

2° Démontrer que l'ensemble des éléments de 552 tels que f(a) O et f(B) = O est une droite

vectorielle de ﬁ% 5

Exercice 6

On rappelle que l'ensemble, S , des suites réelles est un espace vectoriel sur
R . On considére le sous-ensemble E, de S, formé des suites (un) vérifiant la relation :

® _ . = =
n eéN {1}, Ya . u 5ur1 Gun

-1 -2
10 Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de S .

n . ; )
2° On considére la suite géométrique (vn) telle que : v=r - Démontrer qu'il existe deux valeurs

de r telles gue la suite géométrique correspondante soit élément de E . On notera ces deux
suites (a_) et (b)) .
n n

3° Soit (un) un élément de E . Démontrer qu'il existe deux réels o et B tels que

= +
u aa Bb0

(=]
]

1 ua1 + Bbl

Démontrer que : n € M , VH :u = Qa + ﬁbn . En déduire une base de E.
n n
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CHAPITRE 4

DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL

4.1 THEOREME "de L'ECHANGE"

Soit G = {31 i B i gp} un systéme générateur et L = { ﬁ[ s 32 5 Gn} un systéme libre
2

de E.

¥ Tout vecteur de E s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de G donc, en particulier, il existe

O, Oy .05 0 , réels, tels que :
1 2 p

-

U € +a 6 + +
=0 Q e a e
p P

- -+

L'un au moins des a;, (i€ [l, p] NMN), est non nul sinon Gl =0 et L serait 1ié : supposons a #0,a

- -

e = 2o o ke (¢ & + oo +a_e)

1 " 1 o 2 2 p P

1 1
-+ i 2 P a - T ) -> -+ -> =
Tout vecteur x de E peut s'écrire comme combinaison linéaire de ul s e2 3 s ep. Le systéme
-+ -+ -> e i
G1 = { U s8 5 eees ep } est générateur de E.
2

*# Reéutilisons le procédé pour le vecteur EZ

I1 existe 81’ 62, - ap, réels, tels que :

- e -+
= + ..t e
u, BJ u 62 e, Bp p

L'un au moins des 8, (i € M, pJNM) est non nul, sinon 32 -0 et L serait lié.

Qui plus est, 1'un au moins des B; (i € [2, pl N MN) est non nul car si Sl seul était non nul le systéme

{Ul i 32} serait 11é et i1 en serait de méme de L.

Supposons donc, 62 # 0. Alors :

8 - -
e S g uz——-l—(s'ﬁ+...+epﬁp)
2 1 ¥ 3
X 5, B, 8,
Le systéme G = {U , El R 33 » ove s By} est générateur de E.
¥ Supposons que n > p et itérons la méthode précédente. On obtient Te systéme G, = {El ; 32 § wme § Gp}
générateur de E.
¥ Mais, alors, le vecteur Gp+1 de L est combinaison linéaire de Gl, ﬁz, e ﬁp ce qui entraine que

(0 .0 .. s ﬁp, 3p+1} est 11é donc que L est 1ié. Contradiction.

# En conclusion 1'hypothése n > p est fausse et par conséquent, n< p est vraie.

Soit E est un espace vectoriel réel. Si G est un systéme générateur et L un systéme libre de E,

Card L < Card G
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4.2 THEOREME DE LA DIMENSION

Soit B = (31 , 32 » oo s €) et B' = (ﬁ} 3 ﬁz o i ﬁp) deux bases d'un espace vectoriel réel E.
B systéme libre
donc card B < Card B'
B' systéme générateur
B systéme générateur
donc Card B' « Card B

B' systéme libre

Par suite : Card B = Card B'

Si un espace vectoriel réel E admet une base de n é&léments, toute autre base de E posséde

n éléments : n est la dimension de E sur R.
Remargues

¥ S1 n est la dimension de E sur R on note : dim E = n.

* Tout espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle.

% Tout espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

¥ Par convention : dim €ﬁ6} =0

Conséquences : I1 résulte des deux théorémes précédents que

C Si E est un espace vectoriel réel de dimension n
- tout systéme libre a au plus n é&léments
- tout systéme ayant plus de n éléments est 1ié

- tout systéme générateur a au moins n é&léments

3 -+ - -> é % h . -
C2 Si {u] i u2 o up} est une partie libre de E, non génératrice, il existe un élément x
> - -+ - y 5
de E tel que {ul P U ey Uy x} soit une partie libre de E.
. -+ s —- -+ -+
En effet, supposons que quel que soit x de E, {u] P U e, up, x} soit liée.
Alors il existe (o(l,o.2 v W ap » B) mon tous nuls tels que
- . -+ - -+
¢ u +qg u + +to u +Bx=0
1 1 2 2 P P
., — O'l -+ O';!_ - &D — - > -+
Si B #0 X=-—u ——u - .,. - Tu Contradiction car {u , u , ... u_} serait génératrice.
B a 1 A 2 § 2 p
: _ — - — * . . - - - .
Si B =0 Exl u1 * az u 4o+ ap up = 0. Contradiction car {u , U ... , u } étant libre on aurait
e ————, 2 1 2 P
QO =q = =g =0
1 2 P
. % - . na o3 > > e . .
En conclusion : il existe un vecteur x de E tel que {ul » U 4 «vs 5 U, X} soit libre.

2 P
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4.3 THEOREME 3
Si E est un i : :
espace vectoriel sur IR de dimension n, toute partie libre de E possédant n
€léments est une base de E.
S.{-* .o ->
o1t iu,, U seeey un} une partie libre de E
Soit v un vecteur d & pis P
£ 4 u e E nous devons démontrer qué v est une combinaison linéaire
de Upy Uypeee, U
.*_-* -+ -+ g -+
e S1 v = u ou v=u . ou v=u c'est immédiat.
P S o
e 51 v#u et v u, . et v # u
- - -> -+ -+ . - - s N
Le systéme {u , u , ... , u, v } est 1ié d'aprés C; donc i1 existe X , X 4 ... Aos
1 2 n 1 2 n® “ntl
-
non tous nuls tels que U +A U +...+2x 1 V=
q ll u1 AZ u2 Ap Up *+ Apyq Vv 0.
= - . - -3 -»> . »
On ne peut avoir ln+1 = 0 sinon, puisque {ul s U e un} est libre on aurait X
1 2
-+ -+ > .
donc {ul 2 U e Ups v} Tlibre.
- 1 e e -+ -+ -+ > o )
Alors, sl P 0 donc v = - (A 0 + X u + ...+ An Un) et {u ,u , ...ul} estgénératrice.
A 1 1 z 2 1 2 n
n+1
4o b THEOREME 4
Si E est un espace vectoriel sur R de dimension n, toute partie génératrice de n Eléments
de E est une base de E.
- - - -+ g T i
Soit {u,, u,y... u_} une partie génératrice de E
1 5 = P
[P & . . L i > = - . PR o —
51 {ul’ Uypense unJ etait liée, 1'un des vecteurs Ups Uppers, U seralit combinaison linéaire
Z
des (n—1) autres
1 - -+ +—»
) = + v
Par exemple u, a,u, EEU
- R . P - & =5
Mais alors tout vecteur v de E gqui est une combinaison linéaire de {ul, Uygees un}
. .- . . = e =¥ o
par hypothése serait aussi une combinaison linéaire de {“2’ vee un}
I1 existerait dans E wune partie génératrice de (n—1) vecteurs et une partie libre (n'importe
quelle base) de n vecteurs.
. - ELE e -+ .
Ceci est en contradiction avec le théoréme 4. done Uy, Upyess un} est libre.
4.5 THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE
Soit E un espace vectoriel de dimension n sur MR. Si {Gl e Ep} est une partie libre de
. . - =+ -
E telle que p <n , il existe up+1, cers U, éléments de E, tels que
-+ - A -+ .
{ u1 ’ u2 s ves g up'up+l’ see oy oulk soit une base de E
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R > . . i e > 1 Z_ = : E
Soit { :1 reres U } une partie libre de E. Puisque p< n {u1 § wais uP} n'est pas génératrice de
i §1é I [t U, 1 it 1i gore he 2.2.4).
donc il existe un élément up+l de E tel que { B a0 ey e up+]} soit libre (théoréme C4 paragraphe )
-+ -+ -+ E
. Si p+1=n, daprés le théoréme 4.4, (ul N up, up+]) est une base de

e Si p+ 1<n on réitére la méthode autant de fois que nécessaire.

4.6 ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION INFINIE

Dans le chapitre 3, pour définir les notions de systéme libre, systéme 1ié, systéme générateur, base, nous

avons considéré, a priori, un systéme gin{ de vecteurs de E. Nous aurions pu éviter cette condition en envisageant

le probléme de la fagcon suivante

Un ensemble S de vecteurs de E est libre si, et seulement si, toute égalité du type

A T+ T+ ...+ 0 o0 A €R et U € E, implique
1 1 2 2 nn 1 i

Par exemple, dans 1'espace vectoriel E, de tous les polynbmes d coefficients réels, le systéme

{1, X, ..., X"} constitue, pour tout entier n, un systéme libre (on peut le vérifier aisément par dérivation).

Un ensemble S de vecteurs de E est générateur si, et seulement si, tout vecteur de E peut s'écrire

sous forme d'une combinaison linéaire finie de vecteurs de E

Dans 1'exemple ci-dessus tout élément de E s'écrit de fagcon unique comme combinaison linéaire 4inie de la

famille <nginie {1, x, x2 , vov , X", ..0)

’ H

La nouveauté réside dans le fait que la combinaison linéaire fait intervenir un nombre #ini certes mais &

priori gquefcongue de vecteurs.

Le théoréme fondamental que nous admettrons est le suivant :

I Tout espace vectoriel réel admet au moins une base.

Deux cas se présentent :

ou bien i1 existe une base finie, et nous 1'avons démontrée (théoréme de la dimension) tout autre base

est nécessairement finie et posséde le méme nombre d'éléments.

ou bien i1 existe une base infinie. On dit que 1'espace est de dimension inginie. La plupart des espac

fonctionnels sont de dimension infinie. Pour démontrer qu'un espace vectoriel est de dimension infinie il suffit

d'exhiber un systéme libre infini.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 4

Exercice |

On appelle € 1'ensemble des suites numériques (applications de M vers R) notées (un)n €n

Si on considére sur € les lois suivantes :

Y(w) €e Y(v.) €¢ (u ) + (v.)) = (u_+v)
Thew "hew "hen "hem B nen
Y(u) ce VYoerm o (u) = (au)
nngl‘N nne(N nnefN

(e, + ..) est un espace vectoriel sur R ; on note O 1'élément neutre.

Dans la suite TW désigne 1'ensemble des suites (un)n e vérifiant
. 2 = -2 &
Vn E MW ..un_‘_2 3un+] ..ul_l [0]

| = Vérifier que g:jest un sous—espace vectoriel de e .
montrer que l'application \.? de <_\—“Dvers Rr* qui a la guite (u ) agsocie le couple (uo w) est une

nne N
CJ—!

application linéaire bijective. En déduire la dimension de

(_9

- -+
B e BEtE @ o= (un}n e et v = (vn)n e 2 Eléments de J* .
- - 5
Mont que Au + puv =0 dans ¥ équivaut i
Au_ + uv_ =0
o

Au +uv =0
1 1

- > 3
En déduire que (u, v) est une partie libre de ¥ si et seulement si

uov,j-udve#o

3 - a) Soit r wun réel non nul.

- n y 5 ; .
Montrer que la suite (r )n cm appartient aETfSJ. et seulement si
A

2t -3r-2=0

-+ =
b) En déduire l'existence dans o de 2 suites du type précédent qu'on notera e, et e . Montrer qu

J‘(,ﬂ 2

- -+
(e , e ) est alors une base de
2

c) En déduire la forme générale des &léments de X' . Déterminer ces €léments u en fonction de u, et
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B - Pour toute application f de R vers R, on f(n)

note la dérivée d'ordre n de f quand elle existe|

On appelle S 1'ensemble des applications de R wvers MR vérifiant

- 580 - 5E

2¢(2)
(oli O désigne 1'application nulle).
1. Montrer que S est un sous—espace de l'espace vectoriel des applications de R vers R

Etablir que les applications \f et ¥ telles que

=

‘f(x) = EZx et U(x) = e

pour x dans R, sont des éléments linéairement indépendants de S .

2. Soit f appartenant 3 § .

Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R

n . ~ o
et que f{ ) appartient a S pour tout entler n.

En déduire que f appartient 3 § si et seulement si f posséde des dérivées de tous ordres et si pour

tout réel x 1la suite de terme général f(n) (x) appartient EC\FQ

3. On veut montrer que S est engendré par k.P et par V¥ .
Soit f wun Elément de §

Montrer que (s B, v) € R? of + B+ yP = O implique
Vxer Vonenw af® @ + 8§V @ + ™ =0

En déduire en utilisant la dimension de 3; qu'il existe a, B, Y, avec @ différent de zéro tels que l'on ai:

af *BLF+W=E

Quelle est la forme générale des éléments de 5 ?
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Chapitre 5

SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E,

Dans tout ce chapitre E_ désigne un espace vectoriel sur R, de dimension 3.
3

5.1 DIMENSION D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

. : " y = ;
% Etant donné En’ espace vectoriel sur (R, de dimension n, OE'} et En sont des sous—espaces vectoriels
n

de En. La dimension de {Sﬁ—g est par convention 0; celle de En est N
n

¥ Soit F_ un sous—espace propre de En (c'est-d-dire un sous espace autre que EBEﬁg et En). Désignons par
n

-+ 4 ;
(Ez’ 22,... e ) une base de Fp t c'est un systéme libre de Fp donc de En' Par suite : p<n

Si p = n, (;1’ E},... E“) est une famille libre de E » i n éléments, c'est une base de E ¢ alors Fp

serait confondu avec En (contraire 3d 1'hypothése Fp sous espace propre de En)

En conclusion :

La dimension p de tout sous espace vectoriel propre de E_, espace vectoriel sur R de dimension

n est telle que o < p <nn

% Remarque Si F est un sous-espace vectoriel de E et si dim F =dim E alors F = E l

En effet soit &, , & 2 une base de F. C'est un systéme libre de n vecteurs dans E : c'es

A L 2
donc une base de E (cf théoréme 3 chapitre 4). D'oi E = F.

5.2 S0US ESPACES VECTORIELS PROPRES DE E,

11 résulte du théoréme précédent que les sous-espaces vectoriels propres de E., s'il en existe, ne peuvent

étre que des droites vectorielles (dimension 1), ou des plans vectoriels (dimension 2%,

P 2 .
% Soit u un vecteur non nul de E_ et soit

A est la droite vectorielle engendrée par u (cF 2.4)

-

u, deux vecteurs linairement indépendants de E3 et soit
¢ 5 - 2

P={v]v=>2, +u, , (,uweR}

-

P est le plan vectoriel engendré par us G: (ef 2.4)

5.3 INTERSECTION DE DEUX DROITES VECTORIELLES DE E

| . K . . _ . . + >
Soit A et A' deux droites vectorielles de E, engendrées respectivement par u et u'.
.
- —sl‘l . .
S u, u S partie lige
3 - - —b. - v & = ~
Il existe deux réels o, B non tous nuls tels que : oau + Bu' = O . L'un de ces deux réels peut-il étre nul ?
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a# o

o

Supposons par exemple R = 0. Alors : ou avec

Par suite : aucun des réels

(—LI‘) est donc une base de A : il en résulte que A =A' et AN

&> . .
¥ {u, u'} partie libre

- b < - - . . -
Soit v wun &lément de AN A' (il en existe au moins un : 8E
3
I1 existe deux réels o et B tels que :
-+ -+ -+ -+
v=gu et v=p8u

Par suite, il existe deux réels a, B tels que

.

(0]

-y

.
gu - Bu' =

- - - . o = .
Puisque {u, u'} est une partie libre on en déduit que : &

o, B n'est nul. On peut alors écrire :

-+ -+ . -~
et u # o ce qui nme peut &tre.
-
' =-213 done u'e A
B
A=A =AY
).
-+ Y >
0 donc v=0 et AnA'= {0}

ou b
3

lDeux droites vectorielles de E, ont pour intersection {3

ien sont confondues

5.4

INTERSECTION D'UNE DROITE VECTORIELLE ET D'UN PLAN VECTORIEL DE E,

3
dont une base est u

Soit A une droite vectorielle de Ea

- -
(ul, u2) .

+ &+ -

* {u, u,, u,} lice

Il existe trois réels o, B, Y non tous nuls tels que :

-+ - - -+
au+6u1+yu2=0

o peut-il &tre nul

-+ . . .
- 0 entrainerait =R =0 puisque

z -+ -+
51 a o, Bul+\(u2 a

o, B, Y mnon tous nuls). Par suite o # O.
+ B+ Y - . -
Alors U o gy e u, et u appartient & P
a o
Donc DC P et DMNP=D

¥ {u, 4,, 9,} 1libre

3 d S < i
Soit v wun &lément de DNP (il en existe
§ ->
au moins un : 0)
Il existe o, B, Y réels tels que
> — -+ - -
v =ou et v=Bu1-'-\ru2

et

P un plan vectoriel de E3 dont une base est

&

/

&

?)

-3 - A 2
{ul, “2} est une base de P (contradiction car

©

=

<4

i

Par suite, il existe g, B, y réels tels que
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- > -+ o a . - , -+ - -
Puisque {u, u, u,} est une partie libre on en déduit que : ¢ = B =y =0 donc v=0 et DAP = {0}

; ; . . =
Une droite vectorielle et un plan vectoriel de Ea ont pour 1ntersect10n{ OE‘S
3

ou bien la droite vectorielle est un sous-ensemble du plan vectoriel

5.5 INTERSECTION DE DEUX PLANS VECTORIELS DE E,

. . - -» -+
Soit P et P' deux plans vectoriels de E3 ayant respectivement pour base (ul. uz) et (u', u')

o] -+ - -+ » e
% luy, u, u!l et {u,, uj , uz'} parties liées

.
Q

3
Il existe o, B, Yy réels non tous nuls tels que ’{'.ta /f:t-'
2
au, +8u +yu! =0
1 1 2 =
— /
" ] 1 z 0 ’uﬂ'
et o' , B" ¥ réels non tous nuls tels que
v 17 T % o
+ - \
au, B'u yu, = (o} P ~\ '“4
- . -+ + - : . . +>, +,
o ne peut €tre nul car si g =0, BuJ +oyu) = 0 entrainerait B = vy = O (puisque (u] » U, ) est une

base de P'. Par suite :

De méme ©' ne peut étre nul et

' -
P (R A SR 1
o' 1 a' 2 2
(_L:l, ?12) est alors une base de P' , donc :
P =P' et PNP' =P =P'
- - - -+ - e . 3
¥ {up, u ,ul} ou {u, u,u} parties libres
?l
) 2)
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-+ +, +*, i % . - -+
Supposons par exemple que Uys Uy, ug solt une partie libre. (ul, u
«

'
1

- ' ” > - Vi 2y
vecteur u, peut s'exprimer sous la forme : u, = au, + Sui + yu,
- . > #F -P‘ -,
On en déduit que : u, = au = E,u1 + yul
. - - - ¥ -)-'
soit v =u, - au, = Bu:l + yu,

. -+
Il est clair que Vv est un vecteur non nul.

-+ -+ - - P
Or v—uz—au1=>v€

- +, +, -+ '
+ = P
et v Bu] yuz——ﬁve

s : -
Par suite v appatrtient 3 Pn P!

¥ R ~ o -
Soit A la droite vectorielle engendrée par v.

a4 PNP' sans appartenir i A .

&>

. . . > -+ . . .
S'il existait un tel vecteur v , {v, v'} serait une partie libre de P et de P'

P et de P'

v . - - =+ » - -
Alors on aurait P =P' ce qui est impossible puisque u, n'appartient pas 4 P' (par hypothése , {;1’ ul s T

partie libre)

En conclusion PN P' = A

+|
s Uy ) est une base de

- . - b 5
Démontrons qu'il ne peut exister un vecteur v

E3 done le

oi o, B, Y sont trois réels non tous nuls.

' appartenant

donc une base commune de

>

Deux plans vectoriels ont pour intersection une droite vectorielle ou bien

sont confondus.

Tableau récapitulatif

{u, 3} 1lige ANAY =4 = A"
A@WNA' (@)

{u, u'} 1libre ANAY = {3}

{4, u,, U,}lige ARNE = A
A@NEGE,, U,

{d, u,, 8, }ibre ANP' = {3}

-+ ->
{uy, uj , w)} ET PNP' =P = P!
{ﬁl, ﬁ; , u'} liges
- -+ Vo “+,

P(u, u)NP (ujy ul) —

{u‘, u; , u'}l ou p———
POAP' =

{G,, B , B} libre
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Chapitre 6

APPLICATIONS LINEAIRES.

6.1. [DEFINITION

Soit E et F deux espaces vectoriels sur R. Une application f de E vers F est linéaire si, et seulement si
@ 9 er?, Y& D EED = £Q@) + £®)
@ O €RxE, V@, O £@d =KD

!‘_ '-.EI‘EUES :

une application linéaire de E vers F est aussi appelée homomorphisme de 1'espace vectoriel E vers 1'espace
vectoriel F .

Tout homomorphisme bijectif d'un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F est appelé isomorphisme de E vers F.
Si E = F une application linéaire de E vers E est appelée endomorphisme.

Tout endomorphisme bijectif de E est appelé automorphisme de E.

Soit IdE 1'application identique d'un espace vectoriel E sur lui-méme.
Quels que soient les E€léments 3 et v deE
- > > - . >,
IdE(u+v) =u+ v = IdE(u) + ldE(V)
Quel que soit 1'élément (4,3) de R xE

Id @D =of =4ld, e

Done IdE est un endomorphisme de E. De plus il est clair que Id_ est bijective donc c'est un automorphisme de

E

o
o
(¥}
=
£
m
=

o
-
1]
~

. s . . . . - T -
Soit E et F deux espaces vectoriels sur R et soit n 1l'application de E vers F qui, & tout élément u de E

-
associe le vecteur nul de F, noté O

§ o - -
Quels que soient les &€léments u et v de E

n(0+v) =—5F = (@ + n(®
Quel que soit 1'élément o\If de R X E
n@®) = 0 =40, = «n(D

Donc n est une application linéaire de E vers F.

6.2.3. Exemple_3.

Soit r%

1'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou &gal 3 2, de R vers R et f\ﬁ 1'espace vector
des polyndmes de degré inférieur ou égal 2 1, de R vers R,

2
On désigne par d, 1'application de @2 f:x—> ax” +bx + ¢
associe 1'élément f' de (SDI : f' 1 x — 2ax + b.

On démontre sans difficulté que :

vers ’?l qui & tout élément f de ’_5'3

- quel que soit 1'élément (f, g) de ?2 x/SDz 5 d(f+g) = d(f) + d(g)
- quel que soit 1'&lément (%, f) de R x’?z , d(af) =ad(f)

I
Donc d est une application linéaire de ?2 vers rj_? .

6.2.4. Exemple 4 : Homothéties vectorielles

. . . . . -
Soit o un réel, E un espace vectoriel sur R. Soit ha 1'application de E vers E qui, & tout vecteur u de E
‘ 2 =¥
associe le vecteur hy (u) tel que : hﬂ(U} =47 .

Une telle application est appelée homothétie vectorielle de E , de rapport o .

Remarque : Il est clair que si o est un réel non nul, hd est bijective.
Quel que soit 1'élément (G, ) de E2
hq('ﬁfx?) - a(+Y) = T +ad

- > > >
ho((u+v) = hq(u) + ho\(v)

. Quel que soit 1'élément (A, @) de Rx E :
hy (D) = AD) = @)T = AT = AAD
- -
hy @) = Ay (W)

donc hj\est un endomorphisme de E.
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6.2.5. Exemple 5 : Projections vectorielles

6

(%]

Soit E un espace vectoriel sur R. Soit E] et E2 deux sous—espaces vectoriels supplémentaires de E : tout

rd R % - - - . —-
vecteur u de E peut s'écrire, de fagon unigque, sous la forme u = u, *u, ot u, € Ej et U, € E2

Considérons les applications p, et p, de E dans lui-m8me dé&finies par :

- - - - - S -

u€E, (YU) p,@ =% et UEE, (Vu) py(u) =u,

L'application p, est appelée projection vectorielle sur E; dans la direction E,

L'application p, est appelée projection vectorielle sur E, dans la direction E,

Quels que soient les vecteurs T et v de E , il existe (LT], -u’z) et (\Tl, V,:Z) éléments de EI x E2
- - —_ e -
tels que : u=u, + U, et ¥ =V + v,
Alors, quels que soient T et v

. - P
p, (E+7) = p, L@ +TP+F +9) ]
- - -> — —_ —
P ) = py [@T+(E)]
p!(_ﬁ+_\7) = ﬁ.l*'?] = p,(u) + P](;)
Quel que soit 1'élément (d,7) de R x E
= B == - =
p,@w = p,[d@+T)] = p @Y +4T)
P W) = pxd| =olp D)
Done p, est un endomorphisme de E.

On démontrerait de méme que p, est un endomorphisme de E.
2

Remarque : On constate aisément que Pi°P, T Py et que P,°P, T Py

s

.6. Contre—exemple : translation vectorielle

. . = . . . . - .
Soit E un espace vectoriel sur R et a €E . Soit té,l‘appllcatwn de E dans E qui, du vecteur u assocle

- -, - . i . 3
le vecteur tg(u) tel que : tz(u) = Z+7 . Une telle application est appelée translation vectorielle de vecteu

Quels que soient les &léments T etv deE
:E(Efv’) =T+ U+V
5T + tx(V) = A+ru+a+v
. e S -
donc t_g(1’.1'+v) = t_g(u) + t-s.(v) o B S O s
Quel que soit 1'élément («,3) de R % E
ta.(q'u:) =T +X0
ety (1) = (@) =T +ed
done t-av(eu?) =°ft3(fﬁ e (=1 ou

-
a=0

)

Conclusion : si a # 0 une translation vectorielle n'est pas une application linéaire de E dans E.

.3. |[PROPRIETES

-1. Théoréme 1.
Soit f une application linéaire d'un espace vectoriel e sur R vers un espace vectoriel F sur R,
- -
f(OE} = OF
T eE,VTU £(Oppy ) = 0ppF(f(K))
= TR “ e - - > - —
f étant linéaire, quel que soit 1'Elément u de E : f(u+0E) = f(u) + f(OE)
soit  £(0 = £ + £@))
d D= £(@)
onc P ( .

.

D'autre part, quel que soit 1'&lément U de E, désignons par (DppE ) 1'opposé de u :
- - - -

E[O+ OppE u ]— f(u) + f(OppE u)

£ (@)

£(5) + £(0ppy W)

B, = £@ + £(0ppy D

" done  £(0ppy B = Oppy(£(D)

. - -
Remarque : Cette derniére propriété est toujours noté : TeE ;, VT f(-u) = -f(Q)
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6.3.2. Théoréme 2.

Soit E, F, G trois espaces vectoriels sur B, f une application linéaire de E vers F et g une application
linéaire de F dans G, alors (gof) est une application linéaire de E vers G.

Quel que soit 1'&lément (T, V) de E2
(go) (B) = g[E@D)] = g[fD + £D)]
puisque f est lindaire. Mais g est également linéaire donc
gE@+E@] = gf @) + e E®)]
gE@+E@)] = (go ) (@) + (gof) (V)
Soit :  (geof) (T+¥) = (gef) (V) + (g°f) (V)
Quel que soit 1'élément (X,0) de R X E
(g°f) &D) = g[f@D ] = g ff (D]
puisque f est linéaire. Mais g est linéaire
glf (@] =g [E(@] =o[(gef) @)
Soit : (gof) @@ =of [(gef) (W]

Donc (g°f) est une application linéaire de E vers G.

6.3.3. Théoreme 3.

Une application f d'un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F est linéaire si, et seulement si,
- —> 2
' €E /- y :
v E€E V@D, V(@ D =A@ + B
©,p) €R

Si f est linéaire, quel que soit le couple (g ,3) de E&z, quel que soit le couple (Et V) de E2
R THRY) = £D)+E(GV) et f XTHQT) = AF (D) + (D

Réciproguement, si quel que soit le couple (4,%) de E12 et quel que soit le couple (U, V) de Ez 3
DT = £(0) + BE(¥) alors, en particulier

sik=@= 1, £(I¥) = £(D + £

er si fp=0 , f(AL) = f (1)

donc f est linéaire.

6=3-4 Théoréme 4.

Une application linéaire f définie d'un espace vectoriel E de dimension n, vers un espace vectoriel

» - e » - - b o -
F est déterminée de mani&re unique d&s que 1'on connalt les n vecteurs al = f(el),... i é; = f(é;)
5 Q -+ -
images des vecteurs d'une base Y2= (e, ..., en) de E.
1
i y ; _w , (% > -
% Soit £ une application linéaire de E vers F et solt = (El’ ceny en) une base de E.
-+ -+ 5 > -+ -+
Tout vecteur u =¢g € + ... +0_ e de E a pour image f(u) = f(a e + ... + 0o e
11 n n 11 n n
- . - . -+ -> -»
f étant lindaire f(u) = a f(e ) + ... + o f(e))
1 1 n n
. ' +, -+ -+, > . ~ -+ >, -,
Si 1'on pose e = f(e J)yeus 5 € = f(e ) il en résulte que £f(u) = o e # um e ¥ 8
1 1 n n 1 1 n n

% REciproquement : Etant donné n vecteurs a , ..., de F, cherchons s'il existe une application
1

-> -+ -+
a Ve f(e =a .
i) ’ ( n) n

linéaire de E wvers F telle que f(gz) =
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- -+ - .
Considérons 1l'application g de E vers F qui & tout vecteur u = al el * ..o o0 e associe le
> -+ 4 - -+
vecteur g(u) = a] a1 “ b o, A,
> -> -~
En choisissant o =a = ...=a =0 nous obtenons g(el) =a de la méme fagon :
2 3
- -+ - -
e = a “ue e = a
gle) , gle ) = a
1i Soi - - -+ - g <> N B )
& inéaire. it = e + ... + e et v = e cos * e et
Démontrons que g est e o u ul . an = 5 Sy B s U
deux réels.
- > - -
+ = + + sve + o+ e
Au + pv (lul uBl) e (A i uBn) o
-+ — -+ -
ol + = + oot (ho + a
d'ol g(u + pv) (lul uBl) a (A L uBn) n
-+ -+ -+ - -+ -
+ = + .40 0 a + a + ... + a
g(hu + pv) X(al a = n) 1-!(51 . B, n)
-+ -+ - -+
g(du + uv) = Ag(u) + pg(v)
Donc g est une application linéaire de E wvers F.
% Démontrons qu'elle est unique.
Supposons qu'il existe une application linéaire h telle que :
e a h(e 3 . Al o P4 e de E
= . e ) = a_. Alors pour tout vecteur u =0 e + ... + e :
h(el) & s Ble) 5 pou ut v : L & o, e

h(d) = Q h(Z!) + .t a h('e’n)

-+ -+ —+
a + ... +0_ a =g()

-
h(u) By n %n

e

Il en résulte que h = g.

6.&.[NOYAU D'UNE APPLICATION LINEAIRE]

6.4.1. Définition

Soit f une application linéaire de E vers F, espaces vectoriels sur R. On appelle noyau de f, 1'ensemble
noté N(f), des vecteurs u de E dont 1'image par f est le vecteur nul de F.

— — =
N() = [T | (WeE) A [£G) = 0;]]

Remarque : De nombreux auteurs utilisent la notation Ker f pour noter le noyau de f (cette notation vient

de 1'anglais "Kernel").

Soit f une application linéaire de E vers F, espaces vectoriels sur R . Le noyau N(f) de 1'application linésa

f est un sous—espace vectoriel de E.

T c L ’—) _ —p — 3
N(f) # @ car E(OE) = DF done UE € N(f)

Quels que soient les &léments U et u' de N(f) et quels que soient les réels of, (& :
FATHGE') = £ (W)+ GE(TY)  (linéarité de f)

£{uOu’) = %(0) + @@L (et ' sont &léments de N(f))

fiur B0') = TJ";,

e T . - 1 4 . e
Done ©&u +[5u') € N(f) et par suite N(f), stable pour les combinaisons linéaires, est un sous-espace vector

de E.
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Soit f une application lineaire de E vers F, espaces vectoriels sur R. f est injective si, et seulement si,
=
N(£) = {0.§ .
Si f est injective E% a au plus un antécédent. Or f(BZ) ='3;, donc N(f) = tﬁ;j
Réciproquement si N(f) = {5;} démontrons que f est injective.
Quels que soient les éléments T et u' de E
£ = £@) = £@) - £@) =T,
= — i s —

£(3) ~ E(a') = 0p —> f£(d -3 =T,

F@-ut) = G, ——> @-T) € ND

(T-U") EN(f))

et L —_ =T donc f est injective.
N(E) =10} g
6.4.4 Théorsme
. b o - - . . . . . - . . - .
Soit S TR une famille libre de E et £ une application linéaire| injective|de E
i - - - . :
vers F. La famille f(el), f(ez), v f(en) est une famille libre de F.
. -+ - -+ . L X
Supposons que la famille f(el), f(e ), oos f(en) soit liée. L'un des vecteurs de cette famille est
2

combinaison lin@aire des (n—1) autres. Par exemple :

f(é’l) = q, f(32> +

5
cor F o0 (fen)

Mais f @&tant linéaire, on peut alors écrire :
- - B
f(El) = f(Cl.2 B, # uoe ¥ o en)
= ‘ " " - -> -+ i . » . - -> -
et f &tant injective : e, = @, &, * .. to e ce qui est en contradiction avec le fait que €y 2 By suee €
soit une famille libre.
Remarque
. . . .. . . . > -+ +
i 1'application f n'est pas injective on ne peut rien conclure sur la famille f(e ), f(e ),... f(en)
Soit D et D' deux droites vectorielles d'un plan vectoriel
>
1
D L Si f est la projection vectoriell sur D dans la direction
/ A % o —— g
+ de D' . Soit : {u, v} la famille libre de P définie
J +
r - > >
1 b ci-contre f(u) = f(v) = 1
W
7
1 D
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6.5.L;MAGE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

6.5.1. Définition

Soit f une application linaire de E vers F, espaces vectoriels sur R. On appelle image de f, 1'ensemble

noté Im f, des €léments de F ayant au moins un antéc&dent dans E par f.
— —- -
Imf={7|Vem a[Ter, 3T £@ -7]}

6.5.2 Remargues

# On appelle rang de 1l'application linéaire f la dimension de Im f.

Soit f une application linéaire de E vers F, espaces vectoriels sur R. L'image par f d'un sous-espace vector

E' de E est un sous—espace vectoriel de F.

Soit f(E') 1'image par f de E’.
TJ’E € E' donc f(—GF) =_6F est élément de f(E'). Par suite f(E') # ¢
. Quels que soient les &léments V et T de £(E'), il existe deux &léments u et u' tels que
- >, = —~
v =f(u) et v' = f(u')
Alors, quels que soient les réelsof et (b :
= -
AT + V' = AL + BEW) = £(AD) + £(Bu')
—
AV + AV = f(ol +(300)

Or, (o{—ug+(4§1)') € E' donc (.;4?+\7;-v>') € f(E') et f(E') est un sous-espace vectoriel de F.

ﬁemarg ues

. Dans le cas particulier E' = E, £(E') = Imf nous pouvons énoncer le théoréme

" L'image d'une application linéaire f de E vers F est un sous-—espace vectoriel de F "

Une application f de E dans F est surjective si, et seulement si : Imf = F .

6.5.3 Théoréme

Soit (21 , Zz,... :n) une famille génératrice de E et f une application linéaire de E

vers F. La famille f(a), N f(;n) est une famille génératrice de Im f£.

Soit ¥ € Im £. Il existe au moins un Elément Ude E tel que v = f(ﬁ).

-+ -+ - . P . + - .
(el, 8,5 +er € ) étant une famille génératrice de E u s'Bcrit sous la forme :
n
-+ -+ - P -
u = e * e + e [0} e .
ul 3 az 2 n n
> - - - - -+ - ->
= + * sue * = o f(e + f(e W owige f(e
donc £(u) f(o:l e *tae, @ en) et v y £(e)) + o, £( 2) o (n)
. -> " o - > » - - -» ->
En conclusion tout vecteur v de Im f est combinaison linéaire de f(e]), ] f(en) donc f(el),... i f(en)

engendrent Im f.
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6.5.4 Théoréme ©E désignant un espace vectoriel de dimension finie

Soit f une application lingaire de E vers F, espaces vectoriels sur R :

dim (Ker f) + dim (Im f) = dim E

Remarque

"
i E = {0} 1l'application linéaire f est telle que

- -
Im f ={ Op} et Ker f = E ={ 0}

donc dim Im f = dim Ker f = dim E = 0 et le théoréme est vérifié.

Nous exclurons donc ce cas dans la démonstration.

Démonstration

Supposons que Ker f est un sous-espace propre de E c'est-d-dire que si dim Ker f = k , on pose

l£ k< n

. — - = .
Désignons par (e],... e, ) wune base du noyau de f et complétons cette base pour obtenir une base

k
> > + > -+ & e
(e1 ) ek, e en) de E (voir théoréme 4.6)
X Les vecteurs f(z]), veesy f(zn) engendrent Im f (théoréme 6.5.3). Or f(;l) = 4. = f(zk) = 6F
o - . . e
Donec f(ek+]),... f(en) est aussi une famille génératrice de Im f.
# Démontrons que cette famille est libre.
Soit ak*’ e ﬂn réels tels que
- + -+
uk+lf(ek+l)+ cere e f(en) = OF.
> _’__-r- i E -+ 5 -
Alors : f(uk+] B+l toees tag en) = OF donc si l'on pose v Oee1 St + .. # o, e,
>
V' appartient & Ker f. Puisque (Zi 5 VT gk) est une base de Ker £ , il existe donc al,ai poeees O réels tels que
; r»+->+ +->-
= o e - e
5 2 2 %k
. -+ -+ -+ > >
Par suite : al e1 + ... ak ek 1k+l ek+l e an en DE
- > -+
Or (e , e 4, oo en) est une base de E donc @
1 2
A = v.. = uk = Qk+l = ...=0_ =20
1 n
- -+ . "
d'ol f(ek+1), 5 f(en) est une famille libre de Im £.




- =

En conclusion : f(-é Vg wuw s f(_etn) est une base de Im f, donc dim Im f = n - k,

k+1

d'oll : dim E = dim Im f + dim Ker f.

¥ Cas particuliers :

On vérifiera aisément que la formule précédente reste vraie dans chacun des cas suivants :

s
s Ker f = {OE}
e Ker f =E
;e g =
¥ Remarque : Si (eA, ek) est une hase de Ker(f) et si (é”_,, 32 s e’k, g}’ul' é’n) est une hase de E
notons E' le sous-espace vectoriel engendré par @ W 2.

k+1° n

Sa dimension est n - k = dim (Im £f) et E = E' @ Ker f.

¥* Conséquences dim Im f < dim E

+ Par une application linéaire, une droite vectoriell: peut 8tre transformée en
- une autre droite vectorielle,
—
- le vecteur nul OF .
# Par une application linéaire, un plan vectoriel peut €tre transformé en
- un. autre plan vectoriel
- une droite vectorielle

- le vecteur nul ‘SF

6-6 | ESPACE VECTORIEL S (E, F)

Rappelons que l'ensemble des applications de E vers F, noté £ (E, F) muni de 1l'addition et de la

multiplication par un réel, est un espace vectoriel sur [R.

Théoréme 10

E et F désignant deux espaces vectoriels réels, l'ensemble, noté ;e(E, F) des applications
linéaires de E vers F, muni de la multiplication par un réel et de 1l'addition est un espace

vectoriel sur R.

Démontrons que (i(E, F), +, «) est un sous—espace vectoriel de (ﬂ(E, BYy ¥y 0)
w i(E, F) est inclus dans ﬁ(E, F). De plus i(E, F) est non vide car 1'application nulle appartient 3

fe n.

<J

¥ Soit f et g deux applications linéaires de E vers F. Quels que soient les vecteurs C?, de E

et les réels g ; B:
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(F+g) (ou + Bv) = £(au + BV) + glal + BV)

(£+8) (0% + BV) = [a £ + 8 £(] + [ (i + Be(D)]

(£+g) (au + BY) = a[f@ + g@] + 8[£() + (D]

(£+g) (ah + 8W) = a[(f+e) (W] + B[(f+8) W]

donc (f+g) est linéaire et ;ﬁ(E, F) est stable pour 1l'addition.

# Soit f une application linéaire de E vers F et ) un réel.

-

. -+ - ~
Quels que soient les vecteurs u, v de E et les réels a, B

(AE) (o + BY) = (Af) (o) + (AE) (BV)

(Af) (ou + BV) = A [£(@®)] + r.[£(8W)]

(Af) (b + B = A Ja fW] + A [B.£(W)]

Oxa) () + (AxB).£(¥)
ar £@] + 8 [2.£®)]
o) @] + slo) @]

O£) (cn + BV)

Of) (au + BY)

(E) (ot + BV

donc (Af) est linéaire et éﬁ{E, F) est stable pour la loi externe.

6=-7 l DISTRIBUTIVITE DE LA COMPOSITION SUR L'ADDITION DES APPLICATIONS LINEAIRES

6-7-1 Théoréme |
Si f, g, h sont trois applications d'un ensemble dans lui-méme :
(f+g) o h = (£ o h) + (g o h) (n
mais, en général,
ho (gtf) # (ho g) + (h o £) (2)

% L'égalité (1) résulte immédiatement de la définition. Quel que soit 1'élément x de E

((£+8) o n] () = (£+8) [p(x)]
£fax0)] + a[h(x)]
[(£+8) o h] (%) = (£ o M) (x) + (g o h)(x)

[(£+e) o B] 0

% En ce qui concerne (2), considérons les trois applications f, g, h de R dans R définies par :

f(x) =2x ; g(x) ==x%x+2 ; h(x =2x+5

on a :
(g+f)(x) = 3x + 2 et h[(g+f)(x)] = 6x + 9
h[g(x)] =2x+9 et h[f(x)] =b4x+5

donc : (hog)(x) + (ho £)(x) = 6x + 14

et xeR , I [ho(gof)] (x)# (hog) (x)+ (hof) (x).
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6-7-2 Théoréme 2

Si f, g, h sont trois applications }inéaires d'un espace vectoriel E dans lui-méme, la

loi de composition, notée 0, est distributive sur 1'addition.

En effet si f, g, h sont lindaires, quel que soit T &lément de E.

[0 ofe£)] @ = n [(g+)@D) = nle@ + £)]

Or h é&tant linéaire

[0 o(e+H)] @) = @] + n[e@)]

[ho(@f)] (@ = (hog@ + (ho£)@).

4 d'anneau, non commutatif et unitaire.
Remarque : L'ensemble [Jf(E, E), +, O] a une structure 5

6-8 ISOMORPHISMES D'ESPACES VECTORIELS

6=-8-1 Théoréme 1]

L'application réciproque d'un isomorphisme de 1'espace vectoriel E vers 1'espace vectoriel
F est un isomorphisme de l'espace vectoriel F vers 1'espace vectoriel E.

Les espaces vectoriels E et F sont dits isomorphes

Soit f wune application linéaire bijective de 1'espace vectoriel E vers 1'espace vectoriel F et soit

. % . _ -1 + e . - -+ -
£ son application reciproque. Démontrons que f est linéaire : soit (u', v') € F2 ot (u, V)€ E2

quel que soit le couple @, ¥ i1 existe un couple (T, ¥) tel que

f_](ﬁ') =1 et f_l(¥') =3 ou ce qui est &quivalent :

' = £(@) et V' = £(F)

Quel que soit le couple (g, g) de réels on a donc

-

au' + BY' = af (3) + BEQ) = £(ab + £2)

=1 - -

d'ol : £ (all' + BV') = ol + & = ar (1) + g

G

- =] . @y o : " . % 3
Il en résulte que f est linéaire et bijective et est pPar consequent un isomorphisme de F vers E.
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6-8-2 Théoréme 12

Soit f une application linéaire de E vers F espaces vectoriels sur [, et soit @ une base
de 1'espace vectoriel E. Pour que f soit un isomorphisme de E vers F il faut et il suffit que

1'image de la base (% par £ soit une base de F.

a) Soit.qs=(g yese s Zn) une base de E et soit f une application linéaire bijective de E vers F.
1

’
Démontrons que S% = £y est une base de F.

: i . . . . . -
e Soit v un vecteur quelconque de F ; f Etant surjective il existe un vecteur  de E tel que

- -
v =£().
@} &tant une base de E il existe (0 , «.. , an) € &"  tel que : = al gl et ;n)'
1
I it -> -+ - -
f étant linéaire v = f(u) = al f(q,) e Yo f(en).
Ainsi { f(g‘), . f(;n)} est une famille génératrice de F.
. (f(zl), . f(;n) ) est-elle une famille libre de F ?
i T otel £(e ) + +q f(e) =0
soit (u:, uz. e an) de R tel que ml (el) . oy e ) = 0p
W E - -
% f étant linéaire et f(OE) = OF nous avons
- s f-)- -
f(o.J et ... + o en) = (OE) = 0F
f étant injective il ésult e o+ +o 8 =0
¥ injective il en résulte que al el i o, e, = Og
y or P4 s eee s gn sont des vecteurs linéairement indépendants. Donc ul = u2 == o0= 0
1

Ainsi : (f(; Yy nes 3 f(zn) ) est une famille libre
1

Ainsi (f(;l), awse f(gh) est une base de F.

b) Réciproquement : Soit @ (E Y ree gﬂ) une base de E et f une application linéaire de E vers
1
Gsf -+ % :
F telle que = (f(el), e & f(en)] soit une base de F.
Démontrens que f est bijective.
’ -+ - . . n
Soit w un vecteur quelconque de F ; GS gtant une base de F il existe un n-uplet (al, [T an) de (R
. = -+ e
unique tel que v = alf(ei) + .. * o f(en)

e s
= f(a € + ... +0_¢e_):
11 n n

<4

Donc

-
e

P

=3 -+ i - -
= (& , s , en) étant une base de E, il existe un vecteur unigque uy = mi . - -
1

> -
tel que v = £f(@). Ainsi f est bijective.
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6-8-3 Corollaire 1|

Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si et seulement si leurs dimensions

sont égales,

. ¥ =+ * . . -
* Si GS =(e , ses en) est une base de 1'espace vectoriel E et si f est un isomorphisme de E wvers F
1

alors (f(g Vg wwy 7 f(gn)) est une base de F. Donc dim E = dim F = n
1

* RéciEroguement ! Soit E et F 2 espaces vectoriels de méme dimension n et de bases respectives
@= )
= (e e
O
) = -
@'= @ g )
@ s ees 3

D'aprés le théoréme, il existe une application linéaire de E vers F notée f et définie par

> —-=+ . ) 35 . : L
al = f(el), SRR f(en). Elle est bijective car l'image de la base 0% de E est une base @ de F (voir théoréme

paragraphe 6-8-2) donc E et F sont isomorphes.

6-8-4 Corollaire 2 : Cas particulier

| ] § . , - n
Tout espace vectoriel sur [R de dimension n est isomorphe 3 ® .

6-8=5 Théoréme 13

Soit f wune application linéaire de 1l'espace vectoriel E, et soit E' un sous-espace vectoriel

supplémentaire de N(f) dans E. E' et Im(f) sont isomorphes

D'aprés le théoréme, nous savons que dim E' = dim Im(f).

On conclut d'aprés le corollaire | précédent.

6-8-6 Théoréme 14

-+ -+
Soit f un endomorphisme de l'espace E, rapporté a une base @ = (el, ver en). Pour que f soit

un automorphisme de E, il faut et il suffit que (f(gl}, il f(gn) ) soit une famille libre.

En effet : [dim E=n et (f(g!). S f(gn) ) libre] = (f(;l), - f(zn) est une base de E

Idim E=n et (f(e ), ... , f(en) ) libre] (= £ est bijective

6-8-7 Théoréme 15

Un endomorphisme f d'un espace vectoriel E sur R est bijectif si et seulement si,

N(f) ={6E§
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; = P
f est injective si, et seulement si, N(f) = EOE\ (cf théoréme 6-4-3)
f est surjective si, et seulement si, Im(f) = E
Or dim N(f) + dim Im(f) = dim E

-
donc f est surjective si et seulement si dim N(f) = OE=N(f) = {OE}

6-9 GROUPE LINEAIRE D'UN ESPACE VECTORIEL

+ Dans 1'ensemble des automorphismes d'un espace vectoriel E, la loi notée O, est une loi de composition

interne (cf 6-3-2).

e Cette loi est associative (propriété générale des applications).

. Il existe un Elément neutre : l'application identique de E (homothétie vectorielle de rapport 1).

. Tout automorphisme, f de E posséde un symétrique pour la loi 0 : la bijection réciproque £

(cf Théoréme 11 - paragraphe 6-8-1).

L'ensemble des automorphismes d'un espace vectoriel, muni de la loi O, est un groupe, appelé

GROUPE LINEAIRE de cet espace vectoriel.
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EXERCICES - CHAPITRE 6

Exercice | -
; > 2 3 ; .
Soit (i, j) une base de 1'espace vectoriel ? On considére les vecteurs
—>

v, et ;’2 définis par les égalités suivantes : _‘?l =T+ 33’ r\?:? =27 +7

-
1°) Démontrer que ces deux vecteurs forment une base de 'S . Quelles sont les coordonnées de 1 et j dans cette base 7
2°) On considére les sous-ensembles de ¥ suivants :
i?]?&? TJ’=-.\\7’{ AER]
— —=
EL’ | Te® u=/.w_" meR}
—_
Démontrer que E] n E EO} Soit u un vecteur non nul de El’ U, un vecteur non nul de E2, démontrer que :
-’
(ﬁ?,-?;z) forme une base de S Soit _LT= Xi + yJ , quelles sont les coordonnées du vecteur u dans la base
> ima o
(4, w) 7
o ; : ; S (_P — . - >+ ,
3%) Soit f l'application linéaire de dans lui-meme qul, au vecteur u = xi+y] associe le vecteur

£(0) =5 Gy-707 + 3(7)' 6x) ]
Déterminer f(l) et f(J) et démontrer que ces deux vecteurs forment une base de ?

Calculer (fnf)(_a). En déduire que f est bijective. Déterminer f =l i

y - = e = 3
Démontrer 1'équivalence suivante : f(u) = U <= y = 3x . En déduire que E = §_‘S’ I,TJPE.S £) =3 }
Démontrer 1'équivalence suivante : £(3) = U e 2y = x . En déduire que E, = {tT1Te® £ =)

i T = q‘l\?]- +q2€t? déterminer f(-') dans la base (v], VZ) Retrouver que fof = id g

Exercice 2 -

=
Un plan vectoriel est muni de la base (i, j). Soit m un paramétre réel, on considére 1'application

linéaire f_de E dans E définie par : £ (1'?‘)‘ =1 - (m+3)JT*
" m br g oo >
f (j) =-2m i = mj
m
A - Premiére partie
S —
1°) Etudier suivant les valeurs de m la dépendance linéaire des secteurs fm(i), fm(j) .

- = ] -
2%) Soit W = xi + y] . Calculer les composantes de fm(u) dans la base (i, 33

3°) Déterminer, suivant les valeurs de m, le noyau Nm de fm 4

B - Deuxiéme partie
On suppose dans cette partie que m = 0 et on considére 1'application linéaire fU de E dans E.
1°) Déterminer le noyau N0 de fo et en préciser une base.
2°) On désigne par IO 1'ensemble des vecteurs V de E qui sont 1'image par fo d'au moins un vecteur U de E.

a/ Déterminer IO et en préciser une base

- . 3 - > - -
b/ Démontrer que tout &lément w de -ID est invariant par fo c'est—a-dire que : w € ID, Vw fc(w) =W .
3°) Soit i' =3 et j' =71 - 3]
= O P e g [P T =
a/ Démontrer que (i', j') est une base de E. En déduire que tout vecteur U de E peut s'écrire u = u, + [
- —
avec u, eNO et u, C—_IO . . .
b/ Calculer fo(ﬁ) en fonction de u, et _1'1'2 Donner une construction géométrique de fo(u) connaissant U .
C - Troisiéme partie
Dans cette partie m = | et on considére 1'application linéaire f] de E dans E .

1°) Soit T o= xi+ yf Calculer les composantes de f](-\D dans la base (-{, _J’).
2°) Soit a un paramétre réel. On appelle Da 1'ensemble des vecteurs U de E tels que fl('J) = al .
Déterminer Da suivant les valeurs de a . A cet effet, on montrera qu'il existe deux valeurs distinctes de =
que 1'on notera a et a, (a] & 32) pour lesquelles Da] et Da:2 sont des droites vectorielles que 1'on préc
et que, pour a # a et a # a, , D est réduit 3 {6}}
— -y

3°) Soit E’; =T+ 27 et & =1i-]

a/ Démontrer que (_é’l, E’bz) est une base de E et vérifier que @T e D i '5'2 F. Da . En déduire que tout vect

a

P 2
U de E peut s'écrire sous la forme : :
= —_ —> — —
ua=0 +1 avec U, €D et U, €D .
1 2 1 a 2 a
o - _1, i 2 - - = .
b/ En utilisant les résultats précédents, démontrer que : f](u) = _3Ul + 3U2 . Donner une construction

G > .
géométrique de fI(u) connaissant U .

R o i i IR i R A i i R e AN A i S 5
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Exercice 3 -

A - Soit E un espace vectoriel sur R et §5= (Ei, é;) une base de E. Soit f une application linéaire
de E dans lui-méme définie par : ? f(gz) = 2@1 o 35;

- = _4 -
f(ez) = -&, + e

2

1°) Démontrer que f est un automorphisme de E.

2°) Soit I 1'application identique de E. Démontrer qu'il existe des réels d tels que le nmoyau ER de 1'endomorphism
f=AI ne soit pas fﬁ? . Donner, pour chacun de ces réels A, une base de EZ'

3°) Déterminer f-](g]) et f-l(ga).

B - On suppose que E est 1'ensemble des fonctions polyndmes t, de degré inférieur ou égal 4 2, définis
sur R par : x €ER , Yx t(x) = ax2 + (2a+b)x + b ol a et b sont des réels.
1°) Déterminer une base de E.
2°) Déterminer le transformé par f de 1'élément t, de E défini par : x €R 1 ¥x to(x) = 2x2 + 5% + 1
3°) On considére le sous-espace vectoriel A de E défini par b = 3a

Démontrer que A est une droite vectorielle de E dont on donnera un vecteur directeur.

Exercice 4 -

Soit F 1'espace vectoriel sur R des fonctions numériques dé&finies dans R . On désigne par fo, SRR o
=X —X x

2

les trois éléments de F respectivement définis pour tout x réel par : fo(x) =e 3 fl(x) = xe , fo(x) = x e
P désignant un polyndme a4 coefficients réels de degré inférieur ou égal 3 2, on considére 1'ensemble F des fonctions

numériques définies, pour tout x réel, par : f(x) = e-X.P(x)

1°) Démontrer que E est un sous—espace vectoriel de F et que (fo, fl’ f2) est une base de E.
2°) On considére 1'application D qui, & toute fonction f de E, associe sa fonction dérivée f' = D(f).

a) Démontrer que D est un automorphisme de E

b) Soit ? 1'élément de E défini par : ‘{ = afo + bf] - Zfz , aetb é&tant deux réels fixés,
Déterminer la fonction f de E telle que D(f) = P.
3°) Soit El le sous-ensemble de E formé des éléments @a ;= afo + bf] = 2f2 quand a et b décrivent R

E| est—il un sous-espace vectoriel de E ? EI est—-il stable pour D ?

4°) On pose p? = oD . Démontrer que E, est stable pour Dz. Existe-t-il des Eléments de E] invariants par p? 2

5°) Soit @ 1'élément de E défini pour tout x réel par : &(x) = —2e_x(l+x+x2)
On pose &, = DZ(Q) et pour tout entier naturel n non nul, § ., = DZG@n).
a) Démontrer que, quel que soit n, §n peut s'écrire ; Qn =a_ fo + bn fl - 2£2 ol a, et bn sont deux entiers
relatifs.
b) Etablir les relatioms : S a4y =8 " 2bn -4

L b =8+b
n+l n
c) Calculer bn puis a  en fonction de n.

Exercice 5 -
Soit F 1l'ensemble des fonctions numériques définies sur . On rappelle que F, muni de l'addition des

fonctions et de la multiplication d'une fonction par un réel est un espace vectoriel.

Soit £ , £ , & , £ les 4 éléments de F définis par :
1 2 3 4

fl{x) = e® cos x £ (x) =x e cos x
3

"
s
m
0]
H
=]
Ll

£ (x) = e sin x £ (x)
2 L

e est la base de la fonction logarithme népérien.

A - Soit E 1'ensemble des fonctions f définies sur R par :

x ; .
f(x) = e (acos x + bsinx + cxcos x + dx sin x)

oi a, b, ¢, d décrivent MRR.
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l. DEémontrer que E est un sous-espace vectoriel de F.

2. Démontrer que B = (fl i f2 ' f3 , £) est une base de E.
N

(On pourra par exemple utiliser f£(0), f(%), £(m) , féz}
2

3. Démontrer que tout &lément f de E posséde une dérivée f' qui appartient aussi 3 E.

Exprimer les composantes (a', b', ¢', d') de £' dans la base B en fonction des composantes (a, b, c,

de f dans cette base.

4. Soit L 1'application de E dans E qui, 3 tout &lément f de E associe f', fonction dérivée de f

- Démontrer que L est un endomorphisme de E, c'est-d-dire une application linéaire de E dans E.
- Déterminer le noyau de l'endomorphisme L et démontrer que L est bijectif.
- Déduire de ce qui précéde que tout €lément f de E admet une primitive Y et une seule appartenant & I

Exprimer les composantes (&, B, Y, &) de \p dans la base B, en fonction des composantes (a, b, ¢, d)
de f dans cette base.

En déduire la valeur de l'intégrale

QT
1= J Ex(cos X + sin x + X cos X + x sin Xx) dx
0
B - Soit El 1'ensemble des fonctions f définies sur R par
£(x) = ¥ (a cos x + b sin x) ot (a, b) € R?

|. Démontrer que E est un sous—espace vectoriel de E et que B = (f , £ ) est une base de E .
1 1 1 2 1

2, Soit t wun réel donné.

A tout Elément f de El , on associe la fonction ft définie sur R par :
ft(x) = f(x + t)

a) Démontrer que ft est Elément de E1'
Exprimer les composantes (a', b') de ft dans la base B en fonction de t et des composantes (a, b)
1

de f dans cette base.
b) Soit T 1'application de El dans E1 qui, 3 tout élément f de E], associe ft'

Démontrer que ‘¥ est un endomorphisme de El.

c¢) Déterminer la matrice de ¥ dans la base B . L'endomorphisme * est-il bijectif ?
1
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CHAPITRE 7

MATRICE ASSOCIEE A UNE
APPLICATION LINEAIRE

7-1 | MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE
7-1-2  Approche de 1a notion
Soit E et F deux espaces vectoriels réels,
B = (31 ; 32 s 33) une base de E,B' = (31. Ez) une base de F.
Soit f 1'application linéaire de E vers F
fFE)=5¢ +4¢
. . 1 1 2
définie par : fF@)=-/Z2 +2
2 ; 1 - 2
- -
f(ea) = ? EZ

On écrit, souvent, les composantes des vecteurs en colonne sous la forme :

i 5 - 2 0
f(e P f(2

€ |, f(€,) ) CRI

2
5 - 2 0

Le tableau :

4 1 ¥
2

est la "matrice de f nelativement au couple de bases [B,B')"

Notation : on notera cette matrice : M [f, (55,55')_']
On dira qu'il s'agit d'une matrice @ 2 lignes et 3 colonnes.

-
e

1), Ta 2éme colonn

11 est trés important de remarquer que la lére colonne correspond aux composantes de f(

aux composantes de f(E, la 3éme colonne aux composantes de f(E;) :

?.)'

- - -
(&) 7(&) £(&)—,
r | r A ro"
I I : | : |
| ! | I ; !
| | e ! ®
- g 1 ® : ! : I
1 | | i ' | I
b . b
- I ! ! ® I' | |
€ I e ' | | | |
£ | i I I f |
1 |
I : | i | :
[ 4 - - L

e B . ; A

i
i
+
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7-1-2  Exemples

¥ Soit E et F deux espaces vectoriels réels munis respectivement des bases EE5= (El ,e ., @ ) et
2 3

Soit f 1'application linéaire de E vers F définie par :

f(g) =2 -

(el) Ei 2

f(E) =3¢ +4¢ +5¢
2 1 2 3

fg)= -¢ -

{ea) A 2 ea

La matrice de f relativement aux bases U5 et 8% est :

2 3 0
M [ (R,)] = =1 4 -1
0 1 -2

— et

I1 s'agit d'une matrice & trois lignes et trois colonnes ; on dit qu'{il sfagit d'une matrice carrée d'ordre

g ) et

#* Soit E et F deux espaces vectoriels réels munis respectivement des bases B= (E ' €

1
-+ -

- (EJ’ bt

Soit f 1'application linéaire de E vers F définie par

fe)= -€ +/3 ¢
1 1 3

f(e )

2

2/3F +4¢
2 3

La matrice de f vrelativement aux bases EI% et O est :

-1 0
M [F, (3, R = 0 23
3 4

C'est une matrice & 3 Tignes et 2 colonnes.

7-1-3  Remarque importante

Si E=F etsi, de plus, 4 =, on notera M(f,SD), au lieu de M [f,(gﬁ,gﬂ] La matrnice de f

helativement @ La base g%
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7-1-4  Composantes de 1'image d'un vecteur

Soit E et F deux espaces vectoriels réels, par exemple de dimension 3.

Soit B=(8 ,8 ,¢6) unebasede E et B' = (¢ ,¢ ,¢ ) une basede F.
1 2 3 1 2 3

Une application Tinéaire f de E vers F a pour matrice relativement aux bases B et B'

a a a
; 1351 1s2 153

M(f, B, B') = . 5 .
231 2352 2

a a a
3sl 352 353

Le premier indice désigne le numéro de la ligne, le second indice le numéro de la colonne ol se trouve
le coefficient considére.

Une telle matrice est parfois notée de facon abrégée

M(f, B, B')

n
o

Cette matrice signifie que

m ¥

fle)=a

Soit U un vecteur de E tel que

U= xEl + yE + 28 désignons par f(ﬁ) son image par f telle que
2 3

o > . - . - - s
f(l) = x'¢ +y's +2'¢F La Tinéarité de f permet d'écrire
1 3
- - - -
f(u) =x f(e ) +y f(e ) +z f(e)
1 2 3
- - -+ -+ -+ -+
£(U) = x (a £+ a £ +a e )+y(a E +a € +a e)+z (a e +a e +a £ )
1s1 1 231 2 3l 3 152 1 232 2 3s2 3 133 1 233 2 3s3 3
— >
f(u) =(a X+ a y+a z)e + (a X + a y+a z)e + (a X+ a y+a 2)¢
1s1 1s2 123 1 2:51 232 233 2 3sl 3s2 333 3

x' =a X+ a y+a z
1l 1s2 133

[ ''=a X + a + a z
d'od + 231 R 233

z' = a X+ a yt+ta z
3 3s2 333

XI
Y ; ;
Les composantes de f(uU) constituent la matrice-colonne y'
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Celles de u la matrice-colonne |y . On note alors Te systéme ci-dessus sous la forme matricielle suivante
z
x' a a a X
1s1 152 1353
y' _ a a a
= 231 232 253 Y
z! a a a
3131 Is2 393 |_z
soit x'} X
y' = M(f, B, B') Y
71 z

Nota La définition de 1a multiplication des matrices (paragraphe 7-3) permettra de justifier complétement

cette notation.

7-2 ADDITION DES MATRICES CARREES D'ORDRE 2

7-2-1 Définition

Une base (31 s Ez) étant choisie dans le plan vectoriel E, soit f et g deux endomorphismes de E.

Désignons par A et B les matrices associées respectivement @ f et g relativement & la base (e , P K
- 1 2

a c Fa’ c!
A= et B =
b d b' d'
Désignons par s 1'application linéaire (f+g) :
s(€) = (f+a (€,) = f(8) + g(8)) donc 5(31) = (@€ +be)+ (a%e +b'E)

soit s(8 ) =(a+a') 31 + (b +b') Ez

s@)=(f+g) B)=(c+c)E +(d+d)e

2

La matrice de s, relativement & la base (El ; EZ) est

La matrice S est appelé "somme des matrices A et B".

On écrit S = A + B.

Nous noterons donc :

5]
[p]
o

ct+c

d+d'

=
c |
+ =
b d b' d' J b+b'
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7-2-2 Propriétés de 1'addition

L'ensemble M2 des matrices carrées d'ordre 2 muni de 1'addition a une structure de groupe abélien

isomorphe gﬂi(E, E) +)-

a c
Soit A = un élément de 1'ensemble M2 des matrices carrées d'ordre 2. Le plan vectoriel E2
b d
&tant muni de la base 9. (El s 32) il existe un, et un seul, endomorphisme de E dont la matrice relativement a

53. est A.

La bijection de X (Es E) vers M2 ainsi définie permet de munir M2 d'une structure de groupe additif,

isomorphe a celle de Jf(E, E)

(L(E,E)s#) ¢ o y (M 2 4)
a c
f : = > A=
¥ b d
[a c'
g ¢ = (B=
B' d'
L o
addition addition
ata' ct+c'
f+ag ¢ vy A+B=
v ’ b+b' d+d'
0 0 -2 =c
La matrice appelée matnice nulle est élément neutre de (M2 , +). La matrice
o 0 -b -d
a s
est 1'opposée de la matrice
b d
7-3 [_MULTIPLICATION D'UNE MATRICE PAR UN REEL
7-3-1 Définition
a C
Soit A = la matrice d'un endomorphisme f du plan vectoriel E, relativement & la base
b d

EES = (6 , € ). Nous nous proposons de définir la matrice, relativement EE}S‘ de 1'application Xf () désignant un
2

-

réel). 11 suffit de déterminer les images par Af des vecteurs de la basecz:

mﬂ(§)=x ﬂa)=Maa +b%)=naal+um32

\
>
B2

i

—
o

e

n

- - s — -
= = + (Ad
f(ez) A(c e1 +d ez) (Ac) el (2d) e
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La matrice associée d (Af) relativement a la base 9% est la matrice :
Aa AcC

M =
Ab ad

Nous noterons denc :

7-3-2 Structure de 1'ensemble (M2 sty L)

La bijection définie au paragraphe 7-2-2 permet de munir (M2 sty ) d'une structure d'espace vectorie

isomorphe & (i (Es B} Hy o)l o

L'ensemble M2 des matrices carrées d'ordre 2 muni de 1'addition et de la multiplication par un réel

a une structure d'espace vectoriel réel isomorphe & (ﬁffE, E)s +, 4)

7-4 MULTIPLICATION DES MATRICES CARREES D'ORDRE 2

7-4-1 Définition

si®y - (31 , 32) est une base du plan vectoriel E et soit A = M(f,ﬂB) et B =M(g,B) les matri

respectives de f et g relativement & la base Q.

a YT
Nous nous proposons de déterminer la matrice C = J associée @ g of. I1 suffit de déterminer
B )

(gof) (e ) et (gof) (8 ):

1 2
(gof) (B ) = g[f(€)] =glae +be] = ag(é) +bg(e)

= afa'e +b' ey +b[c 31 + d 32]

= (aa' + bc') Ei + (ab' + bd') &

(9of) (€,) = g[f(E )] = glcé +d&]= cgd)+dgd)

(ca' + dc') 'e*l + (cb' + dd') 32
£ (;;‘ + bc' ca' + dc¢'

|
La matrice C est

tb’ + bd" cb' + dd*




Nous noterons donc :
aa' + bc' ca' + dc' a' ¢ a c

ab' + bd' cb' + dd' b' d' b d

[_-La matrice C est appelée produit de la matrice B par la matrice A. On écritC=BxA ou C= BA

Disposition pratique :

a' c"l aa' + bc' a'c + c'd
b dl; = |ab' + b4’ b'ec + 44"
Exemples
[-2 3 2 ) -1 = 2 0 -2 3 -4 g?
x = I X = ‘
L 4 L1 -1 6 -4] 1 -l 14 -3 '1_1

On constate qu'en général AB # BA

7-4-2 Propriété de la multiplication

L'ensemble M, des matrices carrées d'ordre 2 muni de 1'addition et de la multiplication a une structure

d'anneau non commutif, unitaire, non intégre.

L'ensemble des applications linéaires d'un plan vectoriel E dans lui-méme muni de 1'addition et de la
2
composition, a une structure d'anneau non commutatif et unitaire (Cf paragraphe 6-7-2).
E étant muni d'une base B, i1 existe une, et une seule matrice, notée F, associée & un endomorphisme

f de E (cf paragraphe 7-1).

Des définitions de 1'addition et de la composition des applications linéaires d'une part, de 1'addition

et de la multiplication des matrices d'autre part, il résulte 1'isomorphisme d'anneaux schématisé comme suit :

o + X
(L. E) +. 0] ¢ 2 (M, +, %)
i2 & o 5 F
g ¢ o— > 6
\
addition addition ‘
1oi notée } | multiplication
0 !
< |
frg = O+f ¢ 5 y F+G = G+F ‘
N Vv
go f: /\ Tt N G x F
Remarque r [—
1 2 |2 0 0 0
Si A= 0 o et B = L_l 0 3 AxB = 0 0

Cet exemple montre que (Mz, +, x) est non intégre.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 7

Exercice 1

+ =
Le plan vectoriel P est muni d'une base (i, j) . Soit f 1'application linéaire

> >
de P dans lui-méme dont la matrice dans la base (i, j) est :

3 _2
5 5
S ERY
5 5
- . .. & 1 + & T +
1e Soit u=xi+yj, f(u) =x"'t +y'] et (£ 0 £)(u) = x"1 + y"j . Calculer x', y' puis x", y"

en fonction de x et y . Que peut-on en conclure ?

29 Déterminer l'ensemble I des vecteurs invariants par f , c'est a dire l'ensemble des vecteurs

> - +
u de P tels que f(u) =u . Préciser une base de I .

+
3° Déterminer le noyau N de f , c'est & dire l'ensemble des vecteurs u de P tels que

f(_G) = 0 . Préciser une base de N .
-> -+ -+ <>
4 soit e =2+ et &, =1+ 33
- -
a) Démontrer gue {el, e2) est une base de P .

b) Ecrire la matrice F' de f dans la base (;I' ;é} .

- ->
52 Faire une figure mettant en évidence I, N, un vecteur arbitraire u et son transformé f(u) .
Quelle est la nature géométrique de f ?
Exercice 2

>
Soit E wun plan vectoriel et (i, j) une base de E . Une application linéaire

-
fa,p de E dans E admet pour matrice dans la base (?, 3)

a+b a-b
W _ 2 2
a:b = Jap at+b
2 2
oi a et b sont des réels donnés.
1° Pour quelles valeurs de a et b , fa b est-elle un automorphisme de E ? Déterminer, suivant
'

les valeurs de a et b , le noyau de fa b -
’

-+ - -+
2° On se propose d'étudier l'ensemble P des vecteurs u de E vérifiant £(u) = Au , od A est

un réel.

a) On suppose que a = b . Quelle est la nature de l'application fa,a ? Préciser
alors A et P .

b) On suppose que a # b . Démontrer que, pour deux valeurs Al et A2 de A,
il existe des vecteurs E non nuls répondant & la question.
Soit D1 1l'ensemble des vecteurs El tels que f(:l} = 1131 et D2 1l'ensemble
des vecteurs 32 tels que f(ﬁz) = 1232 .
Démontrer que D1 et D2 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E
dont on indiquera une base.

Z° Revenant au cas général, on pose Zl = I + ? et 32 = —I + ? . Démontrer que (31, 32) est une

- -
base de E . Ecrire la matrice Mé,b de fa,b dans la base (el, e2) .

4° Déterminer la nature géométrique des applications fo,l' fi,O' f1’1, fl,—l' f—l,l .




- 61 -

Exercice 3

3 Soit E un plan vectoriel et f un endomorphisme de E tel que
f"=fofof= idE (idE est l'application identique de E) .

1° Calculer le déterminant de f . En déduire que £ est un automorphisme de E .

> + +
2° Soit u un vecteur non nul de E tel que f(u) =u

- -
a) Etant donné un vecteur v tel que (u, v) soit une base de E , on pose
- -
£(V) = Au + uv ol A et U sont réels.

. 2+ -+ >
Ecrire £ (v) sur la base (u, v) .

- - -+
b) Démontrer gque s'il existe un vecteur u , non nul, tel que £(u) =u , alors
£ =i P
ldE
3% On suppose f # idE

> - ->
a) Démontrer que si u est un vecteur non nul, les vecteurs u, f(u) forment un
systéme libre.

- > -
b) En déduire que si u est un vecteur non nul, (u, £(u)) est une base de E

c) Démontrer que relativement & cette base, la matrice de f est
o] -1
M(£f) = [1 _:I
Exercice 4

On considére 1'ensemble pAﬁ des matrices M de la forme {; 2%] ol a et b

- . _ 11 o] _ |10 2
sont des réels. Soit I = E) j:l et A= [1 0:] .

1# a) Démontrer gue uﬁé est un sous-espace vectoriel sur R de l'ensemble des matrices carrées
d'ordre 2, & coefficients réels.

b) Démontrer que {I, A} est une base de 1'espace vectorielﬂfﬁg‘

c¢) Démontrer que Oﬁ:, muni de l1'addition et de la multiplication des matrices, est un anneau
unitaire. Est-ce un corps ?

+ >

2° Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension 2, et seoit (i, j) une base de E . Soit £
7 s a 2b
1l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base (i, j) est M= b &

Déterminer, suivant les valeurs de a et b , l'image de f et le noyau de f , notés
respectivement Imf et ker f.

3° Déterminer les matrices ME aﬁg vérifiant la relation M X M =M .

1
" . 2 2 . . T T
Démontrer que la matrice /3 1 est la matrice, relativement a4 la base (i, J) d'une
4 TJ
projection vectorielle de direction D' sur une droite D . Déterminer les droites D et D' .
4° Déterminer les matrices M , telles que M X M =1 .
3 ) o V2 ) ) . T o .
Démontrer que la matrice /3 est la matrice, relativement a4 la base (i, j) d'une
2 0
symétrie vectorielle de direction A' , par rapport & une droite A . Déterminer les droites
A et A' .

Exercice 5

l'application linéaire
1 2
1 o]

- -+ >
Soit P un plan vectoriel muni d'une base (i, j) et £

> -+ &
de P dans lui-méme dont la matrice relativement & la base (i, j) est A =




- 62 -

- -
1° Déterminer les réels o tels qu'il existe au moins un vecteur u non nul de P vérifiant

- -+
f(u) = oqu .

&
des vecteurs 1 qui vérifient

-+ - -
2° Déterminer 1l'ensemble ]E:1 des vecteurs v et l'ensemble E2
respectivement - 5 . -
f(v) = -v et f(w) = 2w .
” -+ b -+ - -+ <> " - - -
3 On donne e, =-i+ 3] et e, = 2i + j . Démontrer que (el, ez) est une base de P . Ecrire

-+ -
la matrice B de f relativement & la base (el, 32}

2 3 , - n
4° Calculer B, B puis par récurrence, pour tout n entier naturel non nul, B G

>
5¢ Soit g 1l'application linéaire de P dans lui-méme qui transforme les vecteurs de la base

- - -
(i, j) respectivement en les vecteurs de la base (e ez) . Soit R sa matrice relativement

> > 1!
a la base (i, 3j) .
a) Déterminer R puis R_1

b) Démontrer que : A = R.Bn-l

c) En déduire que : A" = TI!BhR-1

6° On considére la suite réelle (un) de terme général u, définie par la donnée de u, et u

1 lati d ] : = +
et de la relation de récurrence n €N, Vn un+2 un+1 2un -
: 3 % +1
Pour tout entier naturel n , on associe a un la matrice notée Xn définie par : Xn = un
n
a) Démontrer que : n €N ,Vn Xn+1 = Axn
b) En déduire que : n €N Vn X = An+lx
q : ! n+l o
i et n .
c) Calculer um,2 en fonction de uo, !.:l1

Exercice 6

Soit E 1l'ensemble des applications £ de R vers R définies par 1'égalité :

x €eR, Vx : f(x) = (ax+b)e2x + (cx+d]e-2x oi a, b, ¢, d sont des réels.

1° Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel F des applications de R

vers R .
2° Démontrer que les applications fl' f2, f3. f4 définies par les égalités : fltx) = xe2x ;
2% -2x -2x%
f2(x) =e ' f3(x) = xe et f4(x} = e forment une base de 1l'espace vectoriel E .

3e Soit P 1l'ensemble des applications paires de E , soit I 1'ensemble des applications impaires
de E .

a) Déterminer les ensembles P et I .

b) Démontrer que les applications h et h définies par les égalités :

1 2
h1 (x) = erx - xeﬂ2x et hz(x) = e?_x + e-"Zx forment une base de 1'espace
vectoriel P et que les applications h3 et h4 définies par les égalités :
h3 (x) = erx + xe-zx et hd(x} = er - e_2x forment une base de l'espace

vectoriel I .
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4° Soit E1 l'ensemble des applications £ de R vers R définies par l'égalité :
fix) = (ax+h)ezx ol a et b sont réels.

a) Démontrer que E1 est un sous-espace vectoriel de E .

b) Démontrer gque les applications f1 et f2 forment une base de El'
c) Démontrer que pour tout élément f de E1 , la fonction dérivée £f' de f

est aussi €lément de E1 .

Soit g l'application de E1 dans lui-méme telle que g(f) = £f' ., Démontrer

que g est linéaire. Déterminer la matrice de g relativement & la base
(fl, f2) - En déduire que g est un automorphisme de EI .

d) Soit g_l l'application réciproque de g . Ecrire la matrice de g_1

-1
relativement & la base (fi' f2) . En déduire T =g (f) . Que représente 9
pour la fonction £ 7

Exercice 7
Soit T 1l'espace vectoriel sur R des fonctions polynémes, & coefficients réels,
de degré inférieur ou égal & 2. A toute fonction polynéme A de T on associe le polynéme Y(a) tel

que : x eR,¥x [@](x) =A@ + (x+1) A'(x) ol A' désigne la fonction dérivée de A .

1= Démontrer que T est un endomorphisme de T .

2° Soit fl' f2, f3 les éléments de T définis tout x 1réel par : fl(x) = x2, fztx) = X, f3[x) =1 .
Déterminer 'f(fl), ?{fz). W(f3) . En déduire \W(A) lorsque A est définie pour tout x réel par
A(x) = ax2 + bx + ¢ . Quelle est la matrice @1 associée & l'application linéaire Y dans 1la
base (fl' fz, f3) ?

P de T définies pour tout x réel par :

3° On considére les fonctions polynémes Pl' P2, 3

Pl(x) = x2 + 2x + 1, P2(x} =x+1 et P3(x) =1

a) Démontrer que (Pl’ P2, P3) est une base de T .

b) Démontrer qu'il existe trois réels Agr Ayr Xy tels que : ?ﬁPl) = Alpl’

2' "3

T(Pz) = )2P2, ?(P3) = ABPB . Calculer les nombres réels Za, B, ¥ tels que

le polyndme A défini pour tout x réel par : A(x) = ax” + bx + ¢ s'écrive :
A = aPl + BP2 + YP3 . Ecrire la matrice M de changement de base permettant

d'obtenir les composantes (a, b, c¢) en fonction de (@, B, V) .

€) Si A=oP +BP, + YP; , calculer P(a) en fonction de By, Py, P

2" "3 °

Quelle est la matrice ¢2 associée 4 1l'endomorphisme Y dans la base

(Pys Pys Py) 2

Exercice 8
A - I1 est rappelé que l'enSemble/{l 5, des matrices carrées d'ordre deux 3 coefficients réels est
X

et que ce méme ensemble muni de l'addition et de la multiplication des matrices

1 0
1 =
0 1

un espace vectoriel sur R

est un anneau unitaire, la matrice unité Etant

- On donne la matriee
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Soit E 1'ensemble des matrices M de la forme M = aA + bl

oi a et b sont des nombres réels arbitraires.

1. a) Etablir que E est un espace vectoriel sur R de dimension deux.

b) Démontrer la relation AT - 2a+ 1= o,
oi 0O désigne la matrice nulle.

En déduire que E est une partie stable deo/%;xz pour la multiplication et que E est muni d'une

structure d'anneau commutatif unitaire.

i i 7 : A i -1 \
c¢) Etablir que A est une matrice inversible et que la matrice inverse A appartient & E. Toute

matrice M est-elle inversible ?

2. a) Résoudre dans E 1'équation de la variable M: M= M

b) Etablir que si M n'est pas inversible, M2 =0

3. a) On pose 5% = ) A" = A

et pour tout n entier, n > 2, A = A X A,
Calculer A% , A’ , A* en fonction de A et de I.

b) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

A" =a A+b I
n n

ol a et bn sont deux entiers relatifs que l'on déterminera.

¢) A 1l'entier naturel non nul n on associe la matrice

Donner en fonction de n, les coordonnées de Bn dans la base (A, I) de E.

B - Soit P un plan vectoriel euclidien rapporté & une base orthonorméeg% = (?, ?). On considére la

matrice et 1l'on désigne par fa b 1'endomorphisme de P de matrice M = aA + b I dans la base
5 4 ?
A=
-4 -3
l. a) Comment faut-il choisir a et b pour que £ , ne soit pas bijective ?
’
b) Démontrer que toutes les applications fa p men bijectives, distinctes de fO o admettent le mer
’ ’

noyau K et le méme ensemble image Im.

» Déterminer K et Im ; que remarque—t—on pour ces deux ensembles ?
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e

+ =T
J vo-

' -+ -+
2. Soit u = + et - 3 deux vecteurs de P.

e
a) Montrer que (u, v) est une base de P,

b) On considére 1'application £ . Déterminer la matrice de cette application linéaire dans la

L. 1L
8" B

base glj= (G, ;).

c) Soit s et p les endomorphismes de P suivants : s est la symétrie vectorielle orthogonale
4 i + . 7 : : >
par rapport 3 la droite D de base 1 ; p est la projecticn vectorielle sur la droite D' de base v dans la

>
direction de la droite D" de base U.

0 s

[
o

Etablir que : £

L |
8’ 8

( o désignant la loi de composition des applications).
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Chapitre 8

PROJECTIONS VECTORIELLES

AUTOMORPHISMES INVOLUTIFS

8- 1 |PROJECTIONS VECTORIELLES

8-1-1 Définition

E désignant un espace vectoriel sur R, on appelle projecteur de E tout

endomorphisme p de E tel gue pop=p

Exemples

L'app11cation identique de E est un projecteur.

L'application nulle aui i tout &lément U de E associe BE est un projecteur.

2.1.2 Théoréme

ST p est un projecteur de E, Tle noyau et 1'image de p sont des sous-espaces

vectoriels supplémentaires de E.

On désigne respectivement par N(p) et p(E) le noyau et 1'image de p.

# Onsait que O.€N(p) N p(E) . Soit VEN(p) n p(E) :

ct
]
o
o!
=+
=
"
b=}
<+
1]
o+
m

Alors : (p o p) (

Or, par hypothése, pop = p, donc :
- - -+ -
p(u) = OE et par suite v = DE

I1 en résulte que : N(p) n p(E) = {0;}

D'autre part

e E, (VU) U= p(l) + [ﬁ = p(ﬁ)]



- 67 -

e

Posons p(l) =T, etl- p(l) =1

2
E)

11 est clair que ﬁl € p(
=p(l) - (pop) (1) =0

De plus : p[ﬁ - p(U)]

donc Unﬁ N(p)

En conclusion N(p) et p(E) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
* La réciproque est en général fausse.

8.1.3 Théoréme

Un endomorphisme p de 1'espace vectoriel E est un projecteur de E si, et seulement si,

1'ensemble 1 des vecteurs invariants par p est 1'ensemble image p(E)

s Démontrons que si p est un projecteur de E, I = p(E)
, Quel que soit 1'élément U de I, p(U) =0 donc TUe p(E)

de p(E), i1 existe W élément de E, tel que p(W) = Vv

<}

. Quel que soit 1'élément

Alors p(V) = (pop) (W) =p(W) =V donc Vel

¥ Réciproquement :

Démontrons que si I = p(E) alors p est un projecteur de E

Quel que soit 1'élément U de E, p(U) & p(E)
Orsi p(E) =1, p(l) €1 donc (p o p) (ﬁ) = p(a) et p est un projecteur de E.

8.1.4 Théoréme

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, notés E1 et EZ,

il existe un, et un seul, projecteur p de E tel que :

P(E) =€, et N(p) =E

2

Soit E, et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E :

quel que soit 1'élément U de E i1 existe un couple unique (U, U,) de E, x E, tel que :
=1, +1

1 2

Soit p 1'application de E dans E qui & U associe ﬁi

¥ p est linéaire
Soit U et v deux éléments de E. I1 existe un &lément unique (Gl, 32) et un élément unique (Vi, Vz)
de E, x E, tels que :

- -+ -+ -+ - -+
u=u, *+u, et v = vyt Vv,
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Alors quels que soient les réels o et B

-+ > -+ - o > -+

au + Bv = afu, + u,) + “(Vl + vz)
soit i ol + V= (al +8V,) + (ol + §V,)
D'ol : p(al + V) = cfﬁl - BVI = ap(U) + 8p(V)

#* Noyau de p

Soit U éléement de E tel que U =14 +'t'f2 avec (uU_, 32) élement de E x E,.
U € Np) &= p(0)

€ N(P)(:)Gl =
EN(p)ETU =1, donc N(p) = E,

-+

0

(=4
o I

c+

* Image de p

o
n
(=21
+
(=

Soit Ve p(E), i1 existe avec (ﬁl. 'ﬁz}eEl x E, tel que : p(l) = p(

c+
+
=¥
Lt
]
(=27
[
<+

1 2

donc V€ E1

Y
Réciproquement, si Vv & El s V=Vv+0 et p(?) =V

donc V € p(E)
Par suite : p(E) = E1

% p _est un projecteur

>

Soit Ue E. I1 existe (U, U)) elément de E XxE telque: U=1 +'|52 . Alors :
p(l) = El (par définition)
et (pop) (U) =p(U) =p(l +0) =1 =p@)

1 1

donc pop=p

% p _est unique

Supposons qu'il existe un projecteur p' tel que '(E) = E et N(p') = E,. Quel que soit 1'élément

U de E, il existe (E], ﬁz) &1ément de E1 X Ez tel que : =0 + 0. Alors :
-+
p'(U) = p'(U, +U,) = p'(4,) +p'(U,) =T, +0=p0)

donc p' =p

g8.1.5 Projections vectorielles

a/ Définition

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, E-II et Ez, d'un espace vectoriel E,
on appelle projection vectorielle de E sur E1 de direction E2 le projecteur p de E tel que

p(E) = El et N(p) = E

2




Rappel :

p(E) est 1'ensemble des vecteurs invariants par
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p (Cf 9.1.3).

b/ Projections vectorielles dans un espace vectoriel de dimension 1

p(E) N(p) Caractérisation de p
E {0} p = Idg
{0} E p 3 Pamey 0

¢/ Projections vectorielles dans un espace vectoriel de dimension 2

p(E) N(p) Caractérisation de p
>
E {0} p = IdE
{0} E p:l——5 0
droite droite p : projection vectorielle de E

vectorielle

vectorielle

sur A de direction A'

A A £ A (?1gure ci-contre) 4
d/ Projections vectorielles dans un espace de dimension 3
4
-
o Al
p(E) N(p) Caractérisation de p - '
I
> - T

E {0} p= IdE '

- -+ -

{0} E pi:uU— 40 0 Pf“)

U
o . [
plan vectoriel V:Ei;:$E]1e p : projection vectorielle de E
sur P de direction A
P A ¢;D figur‘e 1
(figure 1 ci-contre)
dro1Fe p1an. p : projection vectorielle de E
vectorielle vectoriel S & da divactioR B
A P(o¢P) (figure 2 ci-contre)

figure 2
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8.2 | AUTOMORPHISMES INVOLUTIFS

8.2.1 Définition

On appelle automorphisme involutif d'un espace vectoriel E tout automorphisme de

E tel que fo f= IdE

Exemples

L'application identique de E est un automorphisme involutif de E.

L'homothétie vectorielle de E de rapport (-1) est un automorphisme involutif de E.

8.2.2 Composé de deux automorphismes involutifs de E

Le composé de deux automorphismes involutifs d'un espace vectoriel E est un

automorphisme qui n'est pas nécessairement involutif

Exemple

Soit f et g deux endomorphismes du plan vectoriel E, muni de la base B = (?, ?), définis par leurs

matrices 2 3 -1 0
relativement i la base 1%

-n
"
m
prs
o
]

=1 -2 2 1

On vérifie aisément que f et g sont deux automorphismes involutifs de E2 et que go f a pour

matrice -2 =4
A= relativement & la base B
3 4
=5 -6
Le fait que A? = prouve que (g o f) n'est pas involutif
6 7

g8.2.3 Théoréme

Si f est un automorphisme involutif de E, espace vectoriel sur R, le sous-ensemble
El des vecteurs de E invariants par f et le sous-ensemble E2 des vecteurs de E se
transformant en leurs opposés par f sont des sous-espacesvectoriels supplémentaires

dans E.

x E, est un sous-espace vectoriel de E

51#¢ car 0€ E

Quels que soient a, B, réels, U, v, éléments de E1 :

f(au + BV) = of(U) + RF(V) = ol + 8V

donc (ol + gV) € E,
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% E, est un sous-espace vectoriel de E

E,# B car 0€ E,

Quels que soient a, B, réels, U, v, éléments de E2 :

flal + BY) = of () + BF(V) = a(-U) + B(-V)

flal + 8V) = -(al + V)

donc (uﬁ + @v) € E,

#ENE, #f car 0€E NE, . Soit UeE NE, :

GeE, = f(l) =1 L, >
. . d'od U=0 et E NE, = {0}
uekE, = f(u) = -u

D'autre part
VeE, (Y0) U =-;- [0+ £() +% [ - )

Posons U = [ﬁ + f('u")] et U, =_;_ [ﬁ - f(ﬁ)]

™ [

7@ = 4[r@ + (o @] = U@ + T =T, car fof < £ er 103, = [t@ - (ron) @) - e - T

Par suite E1 et E, sont supplémentaires dans E.

8.2.4 Théoréme

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels E1 et E2 supplémentaires d'un espace vectoriel
E sur R, i1 existe un, et un seul, automorphisme dinvolutif de E,dont la restriction & E,

soit 1'identité et la restriction @ E, 1'homothétie vectorielle de rapport (-1)

Puisque E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, quel que soit 1'élément U de
E, il existe un couple unique (ﬁl, 32) de El x E, tel que : U= 31 + 32

Soit f 1'application de E dans lui méme qui au vecteur U associe le vecteur (31 - UZ)

¢ f est un endomorphisme de E

-

Soit U et v deux éléments de E. I1 existe un élément unique (ul, 32) et un élément unique (GI. 32)

de E, x E, tels que : U=10 +1, etV=V +V,

Alors étant donnés deux réels quelcongues o ,B
+u,) + B(v, + v,) = (au, +Bv,) + (au, +B8v,)

-+ -+ -
au + Bv = a(u,

d'od flal + BY) = (al, + BV,) - (all,+ 8V,)
et flall + 8Y) = a(f, - 0,) + 8(V, - V,)
soit flab + BY) = af(U) + BF(V)
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¥ La restriction de f & E; est 1'identité

Soit U,eE

. N 316 E et on peut écrire :

- -+ Ed -+ - 3 =3
= + d'od f =u -0-=
u = u 0 (”1) 4 u

% La restriction de f & E, est 1'homothétie vectorielle de rapport (-1)

Soit U,€E, ,'EEE E et on peut écrire :
* -+
u, =0+ u,

d'od f(d,) =0- 1, = -4,

% f est involutif

Quel que soit 1'élément U de E, i1 existe un &lément unigue (Ul, 32) de E x E, tel que :
U=1 + Uz . Alors :

f(4) = G, - &, (par définition)

(=53

et (fof)(u)

"
-+
—
=+
]
-+
—
4
n
~
n
=

> — -
- (Fu) =u +u, =

donc fof = Id

¥ f_est unique
Supposons qu'il existe g automorphisme involutif tel que Ta restriction de g i E1 soit 1'identite

et la restriction de g a E,ysoit 1'homothétie vectorielle de rapport (-1). Alors, quel que soit 1'élément Ude E,

il existe {ﬁ;, 32) glément de E x E, tel que U= El + ﬂz d'od :
9(d) = g(U, +7,) = g(T,) +9(U,) =T -7, = f(0) et par suite g=f

8.2.5 Symétries vectorielles

a/ Définition

Etant donnés deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, E1 et E2 d'un espace vectoriel
E, on appelle symétrie vectorielle de E, par rapport & El, de direction Ez’ 1'automorphisme
involutif A de E tel que E1 soit le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par A

et E2 le sous-espace vectoriel des vecteurs transformés par A en leurs opposés

b/ Symétries vectorielles dans un espace vectoriel de dimention 1

- E : urs =
El vegteurs 2 vecta Caractérisation de A

" : transformés en leurs
invariants

0pposés
E {0} A= IdE
- {0} E A= h_y (homothétie

vectorielle de rapport -1)
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c/ Symétries vectorielles dans un espace vectoriel de dimension 2

£1 Ez Caractérisation de /ﬁ
3 {0} A = Id,
s
{0 E A= h-1
droite droi te /& : symétrie vectorielle de E

vectorielle

vectorielle

par rapport @ A de direction A'

A A'(A' # 4) (figure ci-contre)
d/ symétries vectorielles dans un espace vectoriel de dimension 3
E, E, Caractérisation de A
E {0} A= IdE
{0} E A=h_

plan vectoriel droite vectorielle /5: symétrie vectorielle de E

par rapport & P de direction A

? ba¢P) (Figure 1)

droi te plan vectoriel A symétrie vectorielle de E

vectorielle par rapport @ A de directicn P

(figure 2)

A P(A¢P) N

figure 2
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Exercices sur le chapitre 8

Exercice 1

>

1°) Soit le plan vectoriel E muni de 1a base = (e, 32) et p 1'endomorphisme de E dont la matrice

relativement & 65 est

Démontrer que p est une projection vectorielle de E dont on précisera les éléments caractéristigues.

2°) Plus généralement, soit f un endomorphisme de E distinct de 1'identité et de 1'application nulle dont

la matrice relativement & QES est : F e a ¢

b d
Démontrer que f est un projecteur si, et seulement si,
a+d=1

et

3°) On désigne par Id_ 1'application identique de E. Démontrer que :

E

a/ un endomorphisme f de E est un projecteur de E si, et seulement si (IdE - f) est un projecteur de E

b/ un endomorphisme f de E est une projection vectorielle de E si, et seulement si (2f ~ IdE)

est une symétrie vectorielle de E.

Exercice 2

Soit le plan vectoriel E muni de la base G%= (31, 32) et f 1'endomorphisme de E dont la matrice

relativement @ 1a base O est

1°) Comment doit-on choisir les réels a, b, c, d pour que f soit un automorphisme involutif de E ?

2°) m désignant un nombre réel, on considére 1'ensemble des endomorphismes /&m de E dont les matrices

relativement & la base U sont
m 1+m

1-m -m

Démontrer que, quel que soit m, ’6m est un automorphisme involutif de E.
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Exercice 3

E désignant un plan vectoriel, = (T, j) est une base de E. On considére la famille fﬂ::i des
endomorphismes, fp, de E dont les matrices, relativement & B, sont de la forme |m 1] oi m est un réel.

1 m
1°) Déterminer 1'ensemble des valeurs de m pour lesquelles f est un automorphisme de E.
2°) Determiner le noyau et 1'image de chacun des endomorphismes de if qui ne sont pas des automorphismes de E.

3°) Determiner et préciser la nature de tout endomorphisme involutif appartenant a g

Exercice 4

L'espace vectoriel E est muni d'une base Eﬁ = (T, 3, ). On considére 1'application lingaire ,f ,

de E dans lui-méme qui a tout vecteur U tel que U=x1+ yj + zk associe le vecteur U tel que
U =xT+y'J+2'%
avec x' = (x - 2y - 2z)

1°) Quel est le noyau de f ? Qu'en déduit-on ?
2°) Déterminer 1'ensemble des vecteurs invariants par f

3°) Déterminer 1'image, f(E), de E par f. En déduire la nature de f dont on précisera les &léments

caractéristiques.

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R et (7, J, K) une base de E. On considére

1'endomorphisme de E dé&fini par :

fi) =-7
f(3) =21 +3
f(K) = - X

Déterminer la nature de f est préciser ses éléments caractéristiques.
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Exercice 6

Soit Vv un espace vectoriel réel de dimension 2 et soit B = (T, 3} une base de V.

Pour tout couple de réels (a, b) on définit un endomorphisme de V' , noté kP(a b) dont la matrice relativement

& la base B est: [
I1+a 1
"a, b) =
ab 1+b
L
On appelle A, la droite vectorielle engendrée par le vecteur (T = aj) et ﬁz la droite vectorielle engendrée
par le vecteur (7 + bJ).
1°) Démontrer que 4, et A, sont distinctes si, et seulement si : a+ b # 0.

2°) A quelle condition kf(a b) est-i1 bijectif ? Dans le cas ol i1 ne 1'est pas, déterminer son noyau
»

et son image.

3%) Calculer la matrice, relativement i la base B, de ‘P(a,b) 0 P(a,b)"

Existe-t-11 des endomorphismes %?a b) involutifs ?
]

4°) % étant un réel, on appelle \fi 1'ensemble des vecteurs U de V tels que k?(a b)(5) =AU .
Démontrer que pour deux valeurs de A notées ll et kz distinctes ou confondues, WV; contient des vecteurs non

nuls. Déterminer “JA et V.
1 Az

5°) On suppose : a + b + 2 = 0. Démontrer que H%a b) est alors la symétrie vectorielle par rapport a A,

dans la direction de A,

6°) On suppose : a+ b+ 1

0. Démontrer que \f(a b) est alors la projection vectorielle sur A, dans la
s

direction de b,

Exercice 7

Pour chaque couple (a, b) de R?* distinct de (0, 0) , on considére 1'endomorphisme d'un espace vectoriel E, notée %%a "

dont la matrice, relativement a une base (1, J) s'crit :
a b

M =
(a,b)
3b at+2b

1°) Démontrer que \f(a b) est bijectif si, et seulement si, (a-b) (a+3b) n'est pas nul.

2°) si V est un vecteur de E, écrire, relativement & la base (T,E), les composantes de kf(a b) (v) en

fonction de-celles de v.
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Discuter suivant les valeurs de a et b Ta nature du noyau Ker et de 1'image Im %J .
{a,b) (a,b)

Donner, dans chaque cas, une base de Ker %13 b) et une base de Im 1?a B)*

3°) Déterminer 1'ensemble des couples (a, b) tels que %16 b) soit une homothétie vectorielle de E.
L

4°) On étudie 1'endomorphisme k?(a b) dans le cas : a=»b= % .

- + - <+ -+ - -+
Demontrer que les deux vecteurs e, = -1 4] 6t e, =1% 3]

forment une base de E.

Déterminer la matrice M' de 1'endomorphisme K? 11 relativement & cette nouvelle base.
7 7

En déduire que k? 11 est une projectiom vectorielle dont on précisera les éléments.
(7

P

5°) On considére maintenant 1'endomorphisme \f(a b) dans le cas : a =2, b =1

Déterminer 1'ensemble des vecteurs U non nuls tels qu'il existe en réel k vérifiant

s

\f(z,l) (U) = K.

Exercice 8

Soit E un plan vectoriel et B = (T 3) une base de E. A désignant un nombre réel, soit %%

1'endomorphisme de E dont la matrice relativement & la base B est :
0 2 - X

Xl )

A) 1 - Pour quelles valeurs de A , %ﬁ est-elle bijective ?

7 - Déterminer suivant les valeurs de X , le noyau de \FA’ noté Nl . Lorsque le noyau n'est pas

réduit au vecteur nul, en donner une base.
3 - Déterminer, suivant les valeurs de A , 1'image de ‘P), notée YE (E). En donner une base.
4 - Pour quelle valeur de A ’\Pk est-elle involutive ?

5 - Déterminer, suivant les valeurs de A , 1'ensemble des vecteurs invariants par \f}. Lorsque cet

ensemble est une droite vectorielle, en donner une base.
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B) Etude de kf\ pour X = - 1.

1- Déterminer 1'ensemble 1} des vecteurs U de E tels que kf}\('ﬁ) = -1.
2- Démontrer que les sous-espaces vectoriels U et N_1 sont supplémentaires dans E.

3- En déduire que %{ est la composée d'une projection vectorielle et d'une homoth&tie vectorielle
1

que 1'on déterminera.

C) Etude de LPa pour XA = 3.

=
1

Déterminer les réels k pour chacun desquels il existe un vecteur :i? » non nul, tel que f@(V) = k

2= Pour chaque réel k trouvé en (C - 1) déterminer 1'ensemble Pk des vecteurs de E tels que

a5 -
\P,(V) = kV . En donner une base.

3- Soit 51 =7 -7 et E; =1 - 2. Demontrer que (El ; Ez) est une base de E. Ecrire la

matrice Mé de ‘fa relativement & la base (3; s 32). En déduire une construction de kf3(_ﬁ) connaissant U.

D) Etude de ', pour X = 0.

Démontrer que est une symétrie vectorielle dont on précisera les &léments caractéristiques.
0 Y q
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CHAPITRE 9

FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES
DETERMINANTS

Nota : Nous nous contenterons dans ce chapitre, d'étudier les formes bilinéaires et trilinaires. Les

résultats établis ici demeurent vrais pour des formes p-linéaires.

9-1 FORMES BILINEAIRES

9-1-1 Définition

Soit E un espace vectoriel réel. Une application \f de E? vers R qui, au couple (U ,y )

associe \f(ﬁ . v ), est bilinéaire si, et seulement si)e]1e est linéaire par rapport a U et par

rapport a 3

Dire que \f est Tinéaire par rapport a U signifie que, quels que soient 31 . 32 éléments de E,

quels que soient les réels o, B :

\f{ua - Bﬁz , V) = a\f(ﬁl , V) 4+ E‘f(ﬁz s G)

1

On exprimerait de méme la Tinéarité par rapport a v par :

\P(u, )\-\;. +uv ) = ?«‘f(_ﬁ, Ul) +ul(u, @

Une forme bilinéaire \f sur un espace vectoriel réel E est alfeande si, et seulement si, quels que
sofent U, V, &léments de E: (U, V) + YV, ) =0

-
Remarque La condition ci-dessus est bien sir équivalente \f($, 3) =Jf(ﬁ, v)

9-1-2 Propriétés

Si \f est une forme bilinéaire sur E, quels que soient les vecteurs Uet v de E

En effet :  \P(0, V) = P0.4, V)

donc : (8, v) = 0Y(d, V) (par lingarite)
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Une forme bilinéaire \? définie sur E est alternée si, et seulement si, quel que soit U

élément de E, P, 1) =0

% Si \F est bilingaire alternée
Vi Y@, o) + Y@, § = o donc (U, U) = 0
% Si LP est bilinéaire telle que ‘f(ﬁ, i) =0
alors : (Y1) (V¥) PE+7, (@+¥) =0
donc (Vi) (YV) W +V,0)+ PO+, 7) =0

et, puisque par hypothése kf(ﬁ, u) = \{3 (v, 3) =0

-

il vient : ¥ (v, i) + Y@, v)

n

0

donc Y est alternée.

9-1-3  Formes bilinaires alternées sur un espace de dimension 2

Soit E un plan vectoriel muni d'une base @5= (34 5 E-Z.)

9-1-3-1 Théoréme

Toute forme bilinéaire alternée définie sur un plan vectoriel E muni de la base B = (¢, )
1 2
g).

est déterminée par la donnée du réel \\O(E 5
1 2

Si T=x% +y¢@ et V=x'é +y'E nous avons :
1 2 2

Or L{)étant alternée, \P('e’] , 8 ) = \f('e' ,8)=0

donc : ‘P('J, V) = (xy' - yx") \f('é' , 8)

1 2

Nous admettrons la réciproque dont la démonstration, au demeurant simple, demande un calcul assez long.

9-1-3-2 Théoréme

L'ensemble ¢ des formes bilinéaires alternées définies sur un plan-vectoriel réel E, a une

structure d'espace vectoriel de dimension 1.
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On démontre aisément que (& , +, .) a une structure d'espace vectoriel réel. De plus, si %ﬁ est une

-+

forme bilinéaire alternée, non nulle, et si %i est une autre forme bilinéaire alternée, quels que soient u, v

éléments de E :

<¥

P, V) = 0y -yx') HiE L E) #O
Wﬁ(”‘
donc i1 existe un réel o tel que
- " - -+
\{)2 (el * ez) kFl(el ? ez}

et par suite \fz = a ji

Pf } est une base de (& , +, o)
1

<+
-
1
—
>
<
1
<
>
":—.
m+
o+

donc dim ¢ = 1.

9-1-4 Théoréme

\P désignant une forme bilinéaire alternge, non nulle, sur un plan vectoriel E, deux vecteurs

b = . " . .
u et v de E sont lindairement dépendants si, et seulement si

P, v) =0

¥ Si 3, V sont linéairement dépendants, 1'un d'eux est combinaison linéaire de 1'autre. Par exemple,

il existe un réel o tel que :

-> .
V = oU. Mais alors :

YU, V) = Y@, al) =« YU, U) =0
% Réciproquement, si U=x¢é +yeé et V=x'g + y'Ez
1 2 1
W@, V) = (' - yx') YE L E)

Donc k-F("Cf, ﬁ) =0 = xy' -yx' =0
+ Supposons X, y nu]s)alors U=0 etle systéme {G, vV} est 1ig
« Supposons que 1'un des nombres x, y soit non nul. Par exemple x # 0 : posons g- = .

Si xy' -yx' =0 alors xy' -dxy =0

Soit x(y' -ay) =0 d'od y' =y

Par suite : v =ou et {4, v} est 1ié

Remarque

IT résulte immédiatement de ce théoréme que deux vecteurs U et vV sont linéairement indépendants

si, et seulement si, kf('ﬁ, V) # 0.




9-2
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DETERMINANTS D'ORDRE DEUX

9-2-1 Définition

Le déterminant, par rapport & une base EE>= (51 5 32) d'un plan vectoriel réel E, est 1a forme
bilineaire alternée definie par \P(e , 32) =1
1

Si U=xeé +ye et V=x'e + y'gz
1 2 1
le déterminant du bivecteur (U, V) est le réel, noté dé'tg5 (U, V), tel que :
1
déte (U, V) = xy' - yx' = % %,
o (U V) = xy! -y y oy

Remarque : Par abus de langage on confond la forme bilinéaire et 1'image de (U, V) par cette forme.
9-2-2 Dépendance ou indépendance Tinéaire de deux vecteurs

Théoréme 1

> >
Deux vecteurs u et v

detg, (U, V) = 0.

d'un plan vectoriel sont linairement dépendants si, et seulement si,

Ceci résulte immédiatement du théoréme (9-1-4).

Remargue

55, Vl est un systéme libre si, et seulement si

Théoréme 2

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et 3= (¢ , 8 une base de E.

-+ -+ -+ - - = = gz & =
Deux vecteurs U=xe +ye +ze et v=x'e +y'e +2z'e sont linéairement dépendants si,
1 2 3 1 2 3
et seulement si, les trois déterminants x  x' y y' z 2 sont nuls.
1 1 L] ) ]
y |y z oz X X

-+ P » N . . . PR
# (u, vg est Tié si, et seulement si 1'un des deux vecteurs s'exprime comme combinaison linéaire de

1'autre. Par exemple V = qlU. Alors :

= aX ' '

xy' = yx' = x(ay) - y(ex) =0
= oy donc yz' - zy' = y(az) - z{ay) = 0
= o zx' - xz' = 2(ax) - x(az) = 0

% Réciproquement, supposons
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» Supposons que x =y =2z = 0. Alors U =0 etles vecteurs U et V sont linéairement dépendants.

. Si 1'un des nombres x, ¥, z est non nul, par exemple x # 0.

Posons f—-= a. Alors :
xy! - Xy =0 x(y' -oy) =0
/
G:::?
Xz - xz' =0 Xz -z') =0

donc y' =dy et z' =dz.

Par suite Vv = qU et le systéme {ﬁ, v} est 1i6.

Remarque

- -+ > - > i -+ -+ o X

Deux vecteurs uU=xe +ye +ze et v=x'e +y'e +z'e forment un systéme libre
1 2 3 1 2 3

\

si, et seulement si, 1'un au moins des déterminants |x X z z'| est non nul.

X %"

9-3 FORMES TRILINEAIRES l

9-3-1 Définition

Soit E un espace vectoriel réel. Une application \P de E® vers R qui au triplet (U , V , W) associe

le réel noté \?(ﬁ, A W) est trilinéaire si, et seulement si, elle est linéaire par rapport & chacun

5
v
- > -+
des vecteurs u, v, w

La linéarité par rapport a U s'exprime par le fait que, quels que soient U , U , quels que soient
1 2
a, B réels :
Wal + 80 , V, W) =o', 7V, W)+ B, Y, W)
1 2 1

On exprimerait de méme la linéarité par rapport @ v et a W

e -+ > - >+ >
\(d, W+ AV, W) = a (U, Vo w) + B Y(U, Vs W)

+> > = - e + -
et \f(u, Ve oW + Swz) = u\f(u, Vs wl) + 8 \P(u, v, wz)
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9-3-2  Forme trilinéaire alternée

Une forme trilinéaire \P définie sur un espace vectoriel réel E est alternée si, et
. - -> -> -> ——
seulement si, quels que soient u, v, w, éléments de E :

‘P(a, V. W)+ \f(u, W, V) =0

-5
=4
<
=
i

-

=¥
ct
=4
"
o

9-3-3  Propriétés

. PR 5 e
Si \Pest une forme trilinéaire sur E, quels que soient les vecteurs u, v, wde E :

>

WO, V. W) = P, 0, W) = (T, ¥, 0) =0

i S 2 - a G lgue s F oo e - -
En effet, par exemple, T(O, vV, W) = ‘f(O.U, v, w) et par Tingarité ?(O.U, V, W) = Ox‘?(ﬁ, v, w) =0

Une forme trilinéaire ¥ définie sur E est alternée si, et seulement si, elle est nulle pour
tout triplet dont deux vecteurs sont &gaux.

* Si T’est une forme trilinéaire alternée, nous avons par exemple :

Vi, YW Y@, U, w4 WU, U, W) =0

=+

d'aprés la définition du paragraphe 9-2-2 donc \f(ﬁ, U, ) =0

# Réciproguement, si\P est trilinéaire et nulle pour tout triplet dont deux vecteurs sont égaux, quels

que soient ﬁ, 3, ﬁ; nous avons par exemple :
WU+, UV, W) = 0 =3 Y(U, U+V, W) + P(V, U+V, W) = 0

Ce qui est encore équivalent & :

or W@, U, W) = PV, V, W) =0

Donc \?(U, V, W) + P (V, U, W) = 0. On demontrerait de méme les deux autres relations.

9-3-3  Formes trilinéaires alternées sur un espace de dimension 3

. . . . * -+ - ->
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base €P>= (el, e e)
3

9-3-3-1 Théoréme

Toute forme trilinéaire alternée \P définie sur E, espace vectoriel de dimension 3 muni

de la base B = (31, é;, 51) est déterminée par la donnée du reéel \Q(El, Ez, 32)
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une base de E et

* Soit ﬁ>=(1

o+
(4]
o
o
—

W=x"§¢ + y" e +2"%8 , trois éléments de E. Donc
1 2 3
%(E, Vow) = PYxé +yé +28,x' 8 +y' 8 +2'%,x"€ +y"E +12"F)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
11 résulte des propriétés précédentes que :
\P(E! '\;, -\;.‘-) = (X ys 2"+ x! y“z+x”y2' -x"yz' - xy"z _xlyzu). L?('é']’_e”z"e*g)

¥ Réciproquement, on démontre par un calcul assez long mais facile, que 1'application qui a (G, v, W)

e

-> . PO
e, € ) est une forme trilinéaire
3

3 1] " 1 n 1 " 1 L} 1] or
associe (xy' z"+x' y"z+x"yz' -x"yz'-xy"z'-x'"yz"). \Q(e], ,

alternée.

9-3-3-2  Théoréme

L'ensemble & des formes trilinéaires alternées définies sur un espace vectoriel E de

dimension 3, a une structure d'espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration analogue & celle de 9-1-3-2.

9-4 DETERMINANTS D'ORDRE 3

9-4-1 Définition

e , e ) d'un espace vectoriel E, est la
2 3

- - - -+ - =+ 2 , - W w o =
Si u=xe +ye +2 e3 s v=x e +y e2 +2z' e ) w=x"e +y'e +2"e¢e
1 2 1 3 1 2 3
o ek ' " oyt " ' Wt | " ot '
dét(u, v, w) = xy' 2" + x'y"z + x"yz' - x"y'z - x'yz" - xy"z que 1'on note :
x xl xll
dét (u, v, W) = y y! y"
z z! z"
Remarque 1 : Par abus de langage on confond 1a forme trilin et 1'image de (U, V, ﬁ) par

cette forme.
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Remarque 2

Toute forme trilinéaire alternée Y définie sur E, est donc telle gue, quel que soit le

. 3
trivecteur (U, V, W)

P (U, V, W) = det (G, V, Wx P(E,E,E)

9-4-2  Régle de Sarrus

Une régle simple (connue sous le nom de régle de Sarrus) permet de calculer aisément un déterminant

d'ordre trois. Si

X X! X
det (U, v, w) = |y "
z z! z"

on écrit sous le ' déterminant ses deux premiéres lignes

X X X X x _.'X

y\y' y" y y'/y“
NN

- -Jzn -Jzu Z/Zr;l.'zu

T I X;x. -

y y'\y" y' oyt

Les produits des éléments des trois diagonales "descendantes" sont affectés du signe +
Les produits des &léments des trois diagonales "ascendantes" sont affectés du signe -

> Ly

dét (ﬁ, v, W) = (xy'z" + yz'x" + zx'y") - (x"y'z + xy"z' + yx'z").

9-4-3  Développement d'un déterminant d'ordre 3 par rapport a une colonne

i - > > > > > > -+ - : L
¥ Soit U=x86 +ye +2z8 , Vv=xC +y% +2'8 , W=x"6 +y"€ +2'C. Soit a calculer
1 2 ] 1 2 3 1 2 3
1'image de (U, V, W) par la forme trilinéaire alternée \p telle que YEL,E,8) =1
1 2 3
\f(ﬁ, V, W) = ¥ (x T o+y? +z8 ,V,W)
1 2 3

\f(a,v,m=x\9(g,v,w)+y W(E",U,W)u\.f(é,ﬁ,m

% Calculons : \?(E Vs W)

5
{23
<+
=+

n
~<
N_
1
N
‘<.

Nous constatons que le nombre A = y'z" - y"z' est le déterminant obtenu en supprimant la lére ligne

et la lére colonne du déterminant A
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s WAVIZS0
A o= % y' y" & est appelé mineur de A relatif @ x
2} z' z"
i

* De méme :

\?(3 , VY, W) = - A %x& %! x"
z 2 i /] / g7
/ "‘jl '/ 3 "
Ly /Yy // /5/4
{11
ol &, désigne le mineur de //Z z! z"
{3 ’//
relatif & y

* Enfin, un calcul analogue conduit a :
-+ -+ [ L TR F
\F(ezﬁ v, W) —(X Y Xy ) \f(el’

YE,V, W =2

3 3

m+
m+

ol A, désigne le mineur de

ytoooy

T i

relatif a z

o RS
\\@
>
xk

En conclusion :

dét (U, V, W) = XA =y A +2zZA

Remarque 1

On peut développer un déterminant par rapport & n'importe quelle ligne ol n'importe quelle colonne suivan-

une méthode analogue & condition d'affecter le mineur de chague &lément du signe indiqué & sa place dans le

tableau suivant :
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Exemple
1 3 -1
Soit A= |[-1 4 -3
2 5 4

% En développant par rapport & la 2é colonne :

(-3)(2) + 4(6) - 5(- 4) = 38

>

% En développant par rapport & la 3é& ligne :

9-5 l__PRDPRIETES DES DETERMINANTS D'ORDRE 3

9-5-1  Propriéte 1

I Un déterminant est nul si deux colonnes sont égales.

Cette propriété résulte immédiatement de la propriété P  du paragraphe 9-3-3.
2

9-5-2  Propriété 2

l Un déterminant dont une colonne ne contient que des zéros est nul

Cette propriété résulte de la propriété P1 du paragraphe 9-3-3

9-5-3  Propriété 3

I, Un déterminant est changé en son opposé si on échange deux colonnes.

Cette propriété résulte de la définition méme d'une forme trilinéaire alternée.

9-5-4  Propriété 4

Si on multiplie par un réel & les éléments d'une colonne d'un déterminant, ce déterminant

est multiplié par o

Cette propriété résulte du fait que quelle que soit la forme trilinéaire alternée M g

W(at, v, W) = o« P(U, v, W)
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9-5-5  Propriété 5

On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant & une colonne une combinaison

linéaire des autres.

Ceci résulte de la propriété :

. e S > > = S a2 =
\?(u + oV + BW, V, W) = \f{u, v, w) des formes trilinéaires alternées.

9-5-6 Propriété 6

l On ne change pas la valeur d'un déterminant en échangeant Tignes et colonnes

On constate ce résultat par un calcul direct

Conséquence

Toutes les propriétés précédentes relatives aux colonnes sont aussi valables pour les lignes.

9-6 DETERMINANT ASSOCIE A UNE MATRICE CARREE

9-6-1 Définition

Soit f un endomorphisme de E muni d'une base (% = (El, L q
3 3

a a a
soit A = b b' b"
c cl CII
la matrice de f relativement & la base T3
On rappelle que : f(E)=ae +be +c e, f(é) = a'e + b'e2 + c'%a et f(é ) =a"% +b"e +c"e
1 1 2 3 2 1 3 1 2 3
N . . 4 &l agb
Le déterminant dét [f(e ), f(e ), f(e ﬂ = |b b" b"
1 2 3 c CI C"

est appelé déterminant de la matrice A et noté dét A ou |A|

Remarque 1
De la remarque 2 du paragraphe 9-4-1 il résulte que, quelle que soit Ta forme trilinéaire

alternée \P définie sur E

3

\F[f(gl), f(Ez), f(gz)] = dét [f(E]), f(E;}, f(‘éE)J kp(é’l, ¢, EE)

soit h[f(él), &), F&)] =1AIPE.E.¢)
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Remarque 2
Plus généralement, quelle que soit la forme trilinéaire alternée \P définie sur E , pour tout

s -
trivecteur (U , Vv, W).

I?fﬂﬁ), f(V) . FW)] = [A] Y@, ¥, W)

En effet, désignons par ¢ 1la forme trilinéaire alternée définie sur E3 par :
o (U, V. W) = e L F) L f)]

De la remarque 2 du paragraphe 9-4-1 i1 résulte que :
® (U, V, w) =dét (U, V, w) xe (6,8,8)

Or d'aprés la remarque 1 ci-dessus

> > — - - -+ -+ - -
2 (8,8,8) = \f[f(el) R ICHIN f(eag = Al x P (@, 2, €)
donc o (U, v, W) = dét (U, v, W) =x |A]x V(e , §,8)
3
Mais Y (i, v, W) = det (4, v, W) x \f(él, €2, ¢ )
3
donc o (U, V, W) = |A] x\P(4, V, W)

9-6-2  Théoréme

Si f et g sont deux endomorphismes de E, dont les matrices relativement & la base F3= (8 ,8,8)
1 3

sont respectivement A et B alors :

[BA| = |B] x [A]
En effet, posons f(& ) =¢' , f(&8)=¢' , f(& ) = &'
1 1 2 2 3 3
) =T g = an x = Zu
et g@) =% , g@)=% , gE)-¥

La matrice associée & 1'endomorphisme (g o f) est BA relativement d la base E;S

Par définition :

|BA| = det (&', E; , €' ) = det [g(e'), g(e

D'aprés la remarque 2 ci-dessus :

4 Za 1 kel - 2 I g %y
det [g(é!), 9(€)), g(1)] = [B] det (&' , & , @)
d'od : |BA| = |B] det (&', E; , ')
Or dét (é' , &' ,€') = |A par définition. Donc :
1 2 3

[BA| = [B] x |A]|
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Remarque

Si on considére 1'endomorphisme (f o g), i1 a pour matrice associée, relativement a la base 12 , AB

On a donc :
|AB| = |A]| x |B]

La multiplication dans R é&tant commutative, il en résulte que :

|AB| = |BA|

bien qu'en général les matrices AB et BA soient distinctes.

Remarque

Nous savons qu'une matrice d'ordre 3, A, est inversible si, et seulement si, il existe une matrice

Al telle que :
0 0
AxAl-1 oo 1=]0 1 o0
0 0 1

D'aprés le théoréme précédent :

1

dét Axdét A - =1 donc dét A #0 et de plus

aet At L
det A

I Si une matrice A est inversible alors son déterminant est non nul.

9-6-3 Critére d'indépendance de 3 vecteurs de E3

Trois vecteurs d'un espace vectoriel réel, E , de dimension 3 sont linéairement indépendants
LS . Qunens1on o

si, et seulement si, le déterminant de ces trois vecteurs relativement a une base quelconque

de E3 est non nul.

x Si U, Vv, w forment une partie 1iée de E , alors 1'un au moins d'entre eux s'écrit comme combinaison 1iné:
3

des deux autres. Par exemple, il existe u, g réels tels que : U=qoV+ aw

Soit ®=(2,%,%) une base de E , 1'application de E dans R qui, a (U, Vv, W) associe
1 2 3 3 3

w) est trilinéaire alternée donc :

det, (U, v,

-+ -

dety, (U, V, W) = détg, (oV + BW, V, W)
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-+

dety, (U, V, W) = o dety (V, V, W) + B dety, (W, Vo, W) = 0

si {U, vV, w} est une partie liée, dé;x (U, V, W) =0 ou par contraposition :

(5

Si dét, (U, v, w) =0 alors {U,V, W} est une partie libre.

¥ Réciproquement :

Soit S% = (3 , e + 2 ) une base de E et {d, ?, Wl une partie 1ibre de E . {U, 3, W} est une base
1 2 3 3 3

de E . I1 existe un automorphisme f, et un seul de E dé&fini par :
3
f(31)=ﬁ ; f('éz):V ;o f(B) =W
3

=3

A . . @Q > . -
La matrice A de f, relativement & la base 3D, a donc pour colonnes les composantes de ﬁ, v, w relativement &

la base 95 . Par conséquent : |A] = dégk U, v, W). Comme f est bijective, A est inversible

et d'aprés la remarque du paragraphe (9-6-2) |Al # 0 donc dét]?b U, v, W) # 0.

9-6-4  Théoréme

l Une matrice A est inversible si, et seulement si, son déterminant est non nul.

Soit A la matrice d'un endomorphisme f de E relativement & une base B = (€ ,8,8 ). f estun
3 1 2 3

automorphisme si, et seulement si, (f(é ), f(2 ), f(& ) ) est libre donc :
1 2 3

A inversible — [f(é’l),f(é*z),f('é )] vibre
3

A inversible == detg [f(2), F(€), F(E)] # 0
A inversible &= |A] # 0

9-7 RESOLUTION D'UN SYSTEME LINEAIRE

Soit le systéme de trois équations a trois inconnues réelles x, y, z tel que :

ax+ay+az= qa
1 2 3

(S) bx+by+bz= 8
1 2 3

cx+cy+cz= vy
1 2 3

Ce systéme peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :

a a X a

b b y = B
1 2

C c z Y
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Lo . < Y
Soit U, v, w les vecteurs dont les composantes relativement a une base Pe (& s 3;, 5;) d'un espace

vectoriel réel de dimension 3 sont respectivement :

a a a
1 2 3
i |b ., Vo |b ., w b
1 2 3
c € (o
1 2 3
— . - a
et V le vecteur dont Tes composantes relativement a SB sont : 8
"
Le systéme (S) s'@crit vectoriellement :
e -+ -+ >
XU+ yv+2zw=V
_ > _ - - +
Nous constatons alors que : de%h (V, v, W) = det:IS (xu + yv + zZw, Vv, W)
. A _ -+
det‘,ys (V, v, W) = x deEh (u, v, w) = x |A]
De méme : - K. o
8 s Vs = A t dét sV, = A
deﬁs(u Vo w) =y |A] e EE(U v, V) =z |
#* Si |Al#0 : le systéme (S) est appelé systéme de CRAMER et admet une solution unique (x, y, z) telle gue :
2+ L5 5 - F o + >
det (V, v, w) det (u, V, W) dét (U, v, V)
X = __.5_5.-— ;y: ts%—;z= E?s—_
Al |A] |A]
¥5i |A[ =0 : Tle systéme n'aura des solutions que si
_ F o e Z —7—+—>_ = -a-—p-"_
deEﬁ (V, v, w) = deaﬁ (uy, V, w) = detsi;é (u, v, V) =0
Nota Une &tude plus compléte de cette question est faite au chapitre 18.

9-8 INVERSION D'UNE MATRICE CARREE INVERSIBLE

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3, 53 = (¢, 32, © ) une base de E , f un automorphisme de
3 1 El 3

E dont la matrice relativement & la base ﬂ% est
3

m

Le terme 35 est le terme situé & 1'intersection de 1a i®M@ ligne et de la '™ colonne.

Nous nous proposcons de déterminer la matrice ﬂ% = [51j] telle que :
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Nous sommes amenés a résoudre trois systémes linéaires d'inconnues :

b b b pour le premier
151 251 31
b b b pour le second
132 232 332
b b b pour le troisiéme
153 233 333
Le premier s'écrit
a b + a b +a b =1
111 131 122 231 153 3sl
a b +a b +a b =0
231 131 212 231 233 3l
a b + a b +a b = 0
Isl 191 a2 2131 3s3 3s1

s 2 3 - - > . - .
Si nous désignons par u, v, w les vecteurs dont les composantes relativement & la base ﬂ% sont respectivement

a a a
&, 111 e 152 o 153
u |a s, V| a , W |a
231 2132 253
a a
351 32 333
= 1= . . - -> - -
Ce systéme s'écrit vectoriellement b u+b v+b W =e et a pour solutions
131 251 3sl 1
. e - = - -+ b > > =
dét(e,, u, v) dét(u, e, , w) det(u, v, e,)
B &8 —m—m———— i b = — = i b =
191 |Al 231 IA! 31 ‘A‘
soit : 1 a a
152 133
a a a a
232 3s3 232 253
b - 3,2 3,3 _ 3,2 3,3
22 LY, Al
a 1 a
131 153
a a a a
251 233 251 2413
b : aa,a 0 aa,a - aa,l aa,a_
o [A] |A]
a a 1
1s1l 152
a a
231 2352
b - aa,l aa,z _
5 3sl ‘A[

" On procéde de la méme fagon pour les 2 autres systémes.




Remarque 1
Ces résultats sont aussi obtenus de la facon suivante :
o : t_ -
% On transpose A= [aij] soit AY = [tij = aji]

_qy i+ " ; ; _—
¥ On remplace tij par (-1) Aij ou Lij est le mineur relatif a tij

#0n divise par |A| 1le résultat obtenu.

On peut vérifier cette méthode & 1'aide des résultats obtenus ci-dessus : b 3 b ; b
1s1 231 isl
/"‘_——‘““=——ii:_f’~"""_‘\
a a a a a a a a - a a it =
131 152 193 11 291 isl 1 232 323 3 253
t -1
A = a a - a , a , a = — ST
231 232 253 ) 12 2’2 3’2 |) A
a a a a a a
3sl 332 3s13 1s 253 333 ——— —_— _—
Remarque 2

Cette méthode peut étre étendue & toute matrice carrée inversible.

Exercice : Determiner Al lorsque A est donnée :
2 -1 +1
A=(-1 2 6 d'od |Al =+ 9 donc A est inversible, on transpose A
+1 -1 2
2 -1 3 10 8 -1
gt= | -1 2 6 donc A1 = 1 -1 41 +1
a1 2 Ll P T S
Remarque 3

Dans le cas d'une matrice 2 x 2 le résultat est obtenu de la fagon suivante :

a b
1 1

a b
2 2

¥ On transpose A soit At =

%0n calcule le déterminant mineur relatif & chaque élément de la matrice :

% On remplace chaque élément de At par son mineur multiplié par (-1)1+J o i est 1'indice de ligne et

j 1'indice de colonnes (cette multiplication par (—1)1+J est 1iée aux propriétés des permutations des vecteurs d

Ta base Sﬁ de E ).
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Soit b -a

On divise la matrice obtenue par |A| soit

b -a
- z 2

al. L
|A‘ -bg 31

Exemple : : 4 -1
A= [A] =1 donc A existe
1 5
1 1
At =
4 5

On remplace chaque terme par son mineur multiplié par (-l)1+J

Soit 5 -4
4 i
5 -4
Comme A =1 Al .
11

9-9 GROUPE DES MATRICES D'ORDRE 3 INVERSIBLES

L'ensemble des matrices carrées d'ordre 3, & déterminant non nul, muni de la multiplication,

est un groupe isomorphe avec groupe linéaire GL(E ).
3

Nous savons que 1'ensemble des automorphismes d'un espace vectoriel E , muni de la loi 0, est un groupe
3
appelé groupe linéaire de E
3

Si A et B désignent les matrices associées respectivement a deux automorphismes f et g de E (1) 1

matrice BA est associée & 1'automorphisme (g o f).
Par hypothése |A| # 0 et |B| #0 donc |BA| # 0. La multiplication est donc interne dans 1'ensemble M

des matrices carrées d'ordre 3 & déterminant non nul.

La multiplication associative dans 1'ensemble M , des matrices carrées d'ordre 3 1'est i fortiori dans Mf

3 3
La matrice 1 0 01 appartient @ M' et est élément neutre pour Ta multiplication.
! 0 1 o i
- o o0 1
{
' Si A appartient & M; , A est inversible ; soit Al son inverse : AA_I =1 = [A| JA‘l =1

donc |A'1| 40 et Al appartient & M'.

- - -+

(1) relativement & une base J4= (€45 By &)
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9-10 ORIENTATION D'UN ESPACE VECTORIEL

L'espace vectoriel E est muni d'une base fﬁb = ({, 73,

Désignons par B 1'ensemble des bases de E . Soit SS= (31, e > ) et B = (3;, e', g; ) deux bases de E3
3 3 2

% Sur DB, désignons par r 1la relation définie par :

Sr By —sdet (8,8,8 ) xdet (8, 8,8)>0
B 1 2 3 He 1 2 3

Cette relation est évidemment réflexive, symétrique et transitive : c'est une relation d'équivalence.

% Démontrons que cette relation d'équivalence est indépendante de la base §, choisie. Soit, en effet une base

&

Sé = (I, J, K). D'aprés le paragraphe 9-3-3-2, il existe X réel non nul tel que :

détﬁ‘ (El, 32, 33) = ) dety (“e‘l, "e:, 63)
déty (E;, E;, e détg, (é*‘, 32, é)
Par suite :
dety, (31, EZ, 33) x dety (E;, 32', 3'3 ) = )2 dét&‘o (‘é], 32, 33) x dét$’ (e, é”;, 8')
donc si @ détg (E], 6’2, 33) x détg (E;, E;, 3;) >0
Il en est de méme de déty (31’ 32, Ea) x dety (E;, 3;, 'é'a)
% I1 est clair qu'il existe deux classes d'éauivalence et deux seulement : la classe de ‘?; = (1, 7, ?)

et celle de ®' = (1, J, -K) par exemple.

Orienter 1'espace vectoriel E c'est priviligier 1'une de ces deux bases 530 et 535 que
3

1'on qualifie de base directe ou positive.

Si 1'on choisit, par exemple, E%O pour base directe alors toute base appartenant a la classe de SEb est direc

Toute base appartenant & la classe de SBB est dite rétrograde ou indirecte ou négative.

Nota : I1 est important de remarguer que la notion d'orientation n'est pas une notion euclidienne..

Comme pourrait le laisser croire la présentation actuelle des programmes de premiére.

La présentation proposée aux éléves de cette classe est exposée au chapitre 14.
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CHAPITRE 10

CHANGEMENT DE BASE
ET REDUCTION DE MATRICES

Nota : Pour ne pas introduire des difficultés de notation, tous les résultats de ce chapitre ont été

établis en dimension 3. Ils demeurent vrais dans tout espace de dimension finie.

10-1 CHANGEMENT DE BASE

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (3 3 Y r ga) une base de E. Soit

1 2
B' = (¢, ¢, ?3) une autre base de E telle que :
1 2
+ > -+ -
E = o e +B e +y e
1 1 1 1 2 1 3
- - -+ -
(1) E = a e +8 e +y e
2 2 1 2 2 2 3
> -+ - -
E = o e +f e +y e
3 3 1 3 2 3 3
Soit U = xé + yé + zé . Nous nous proposons de calculer les composantes (X, Y, Z) du vecteur U relativement
1 2 3
- A - . -+ - - -+
a la base B', c'est-d-dire de calculer X, Y, Z telsque: U=Xe +Ye +Z¢c . (2)
1 2 3

Compte tenu des relations (1) et (2) nous pouvons écrire :

U=X(aé +8€ +ye)+Yaé +Be +ye)+Z(ab +BE +Y8)
11 1 2 3 T | 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 '3
soit :
U=(aX+aY+aZ)d +(BX+BY+BZ)8 + (yX+yY+y2)
1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3
On sait que la décomposition d'un vecteur relativement a une base est unique, donc :
X=aX+a¥Y+ai
1 2 3
(3) y=8X+BY+RZ
1 2 3
Z=yX+yY+vyZ
1 2 3
- - = 3 {
(e , €, ) @&tant une base, le déterminant a o a |
1 2 3 1 2 3 |
E g B |
1 2 3|
\

Y. ¥ Y

est non nul. Les formules (3) permettent de déterminer de facon unique X, Y, Z.

En utilisant une notation matricielle, les relations (3) s'écrivent :
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{ X o o X
2 3
| y| = B A Y
! 2 3
‘ z ¥ ¥ z
2 3
L p
o] o a
1 2 3
La matrice P =| B g 8 est appelée matrice de passage de B & B'
1 2 3
Y. i )
b 2 3
[x X]
Remarque De 1a formule (®] = PlY donnant les "anciennes" composantes en fonction des
| z ZJ
X N
"nouvelles" on déduit : Y| = P [y donnant les "nouvelles" composantesen fonction des "anciennes"
4 Z|

10-2 CHANGEMENT DE BASE ET MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE

Soit f un endomorphisme d'un vectoriel E.

¥ Dans la base B = (3& 5 32 5 3_) de E, désignons par A la matrice de f. A tout vecteur U= x;‘ - ygn + ze
f associe le vecteur U' = x'eé +y'8 +z'e tel que :
1 2 3
( x! { X
vt = Ay (4)

% Dans la base B' = (¢ ,¢ , ¢ ) de E, désignons par A' 1la matrice de f. Au vecteur U = Xe¢ + YEQ + 2e
1 : |

f associe le vecteur u' =X

v l=a [ Y] (5

Soit CTD la matrice de passage définie par :

! X X x! X!
| yl=P 1Y et aussi y' |=P | Y
Z z ZI ZI

x |}
(4) s'éerit @ P (Y}

.

X
Y ou encore :
z
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%! X
(P'1 PY[y'| = (P'1 APY [ Y soit (comme P pl . I)
Z' z
¥ X
y! - plap Y et en comparant avec (5) : on a At = plopp
Z* z

10-3 MATRICE DIAGONALISABLE, MATRICE TRIGONALISABLE

10-3-1 Matrice diagonale

¥ La diagonale (principale) d'une matrice carrée est constituée des coefficients qui ont méme numéro de Tigne

et de colonne.

a pour diagonale {a, e, ig

* Les coefficients de la diagonale sont les coefficients diagonaux.

Par définition :

I Une matrice est dite "diagonale" si les coefficients NON diagonaux sont nuls.

r‘\ -~
3Id~. 0 0 4000 0
R g ~ ~
| ~ o .
|0 ~2>_ 0 et 0 ~0~_0 sont diagonales
NN * *
& %
0 0 N1 0 0 >G5
r 1
mais 3 4 0

n'est pas diagonale.

*
Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale et si
a o o a' o o aa' o o
A= o b o et A' = |o b' o alors ALA' = o bb' o
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10-3-2 Matrice triangulaire

Une matrice est "triangulaire" (supérieure) si les coefficients "sous" la diagonale sc7z - :
g9

0 est triangulaire
0 0
Remarque : Une matrice diagonale est triangulaire, la réciproque est fausse

¥
I Le produit de deux matrices triangulaires est une matrice triangulaire.

Cela résulte du calcul.

*
I Le déterminant d'une matrice triangulaire est &gal au produit des éléments diagonaux
a b c id "
Si A= |o d e| alors det A = a { =a.d. f
0 0 f | © fl
en développant selon la premiére colonne.
10-3-3 Matrices semblables
b3
Deux matrices M et M' sont semblables si et seulement 51,i1 existe une matrice invers-:'z
P telle que M = Pl M P,
Exemple
Si f est une application 1inéaire de E dans E
M sa matrice relative d une base (B)
M' sa matrice relative d@ une base (B')
M et M' sont semblables d'aprés (10-2)
*

Si M et M' sont semblables, pour tout entier n, M" et M'" sont semblables et ce =

M' P alors MM =p lwn p

Démonstration par récurrence

- c'est vrai pour n =1 par définition

- supposons vrai au rang fn - 1) : yn-l - plyen=lp

n-1

- au rang n, Mn =M M

ml_pel el -1

M' P d'ol

(hypothése de récurrence) et M =P

A T S R T R e N G R W
=t o™l owep
=pl ot op
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*
Si M et M' sont des matrices semblables alors pour tout réel A , M- 2 I et M' - i I
sont semblables et si M =P L M p
alors M-l =P 1 (M1 p
I étant la matrice unité [é ? g) élément neutre de la multiplication des matrices
0 0 1
En effet : M-al=M-xPlp)=m-aplp
doa M-l =@ tw e -aplip
=Pl ooan P

*
[ Deux matrices semblables ont méme déterminant

-1

En effet : dét M = det (P " M' P)

"

[det P71] [det '] [det P]

comme  [det P_l] [det P] =1 ona bien :

nget M = det M' ]

Remarque
Comme les matrices associées & un méme endomorphisme f sont semblables d'aprés (10-2)

toutes ces matrices ont méme déterminant (10-3-3). Ce déterminant caractérise f on le note det f.

10-3-4  Matrice trigonalisable, Matrice diagonalisable

¥
Une matrice est trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire.
Une matrice est diagonalisable si i1 existe une matrice diagonale & Taguelle elle soit semblable.
Exemple -3 0
M= 2 1 0 est diagonalisable car elle est semblable & M
-1 3 1
0 1 3 1
telle que M'={0 -2 0 avec P = 2 -2 -1
0 -1 5 3 2
-1 -3 -1
et Pre- L (5 3 3
12 16 12 -8
f ) Le calcul de M” par exemple, pénible en soi, devient trés simple en utilisant ce qui précéde et

ona M =Pl M7 P ogle calcul de M'7 est instantané car M' est diagonale,

A S D O M e O A e RS SR,
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D'ol un intérét de savoir & quelles conditions une matrice est trigonalisable, voire diagonalisable

10-4 VALEURS PROPRES - VECTEURS PROPRES - POLYNOME CARACTERISTIQUE

10-4-1 Introduction

# f é&tant un endomorphisme nous allons chercher les vecteurs f(ﬁ) =xu (A réel donné).

% Intérét du probléme

Supposons qu'il existe une base (E] L0 1 ) telle que : F(Gl) - Al 31 , f(u) = Azﬁ
2 3 2 2

f(4 ) =X U ; dans cette base f a pour matrice
3 3 3
A 0 0
1
0 AZ 0 (matrice diagonale)
0 0 X

donc toute matrice de f est diagonalisable ;on dit que f est diagonalisable.

Réciproquement si f est diagonalisable, i1 existe une base formée de vecteurs répondant a la questi

10-4-1  Vecteur propre - Valeur propre

f é&tant un endomorphiseme de E  un vecteur non nul U est dit vecteur propre de f si, et
5 hon nul yecteur propre

seulement si, i1 existe un réel ) (appelé valeur propre) tel que f(z) =AU

U est un vecteur propre associé a A.

Exemples : 1) Si f est une homothétie vectorielle de rapport & , A est valeur propre et, tout vecte
non nul de E3 est vecteur propre.
>+ B4 e >
2) Si f est non injective, i1 existe u# 0 tel que f(ﬁ} =0=0.u; 0 estvaleur

propre et les vecteurs non nuls du noyau sont vecteurs propres associés a 0.

10-4-3  Sous espace propre

# Définition

Soit A une valeur propre de f . Soit N} le sous espace vectoriel de E engendré par les

vecteurs propres associés a A ; N) est dit sous espace propre de f associé d X .

* Théoréme

I Tout vecteur non nul de N, est un vecteur propre associe a A.

Tout &lément de N3 est une combinaison linéaire de vecteurs propres associés a A

Soit U é&lément de N) s 3 non nul.

> -+ e - iy -
U=o U +a U + ...t U of U, ... U, sontdesvecteurs propres associés a
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—- - -
f(u) = f(a ul + a u - +a un)
f(U) =a f(U)+a F(U)+...+a fU) (f est linsaire)
1 1 2 2 n n
f = ¢ C ;\" i
(u) o A uI + a AU + +oan A ug
- L -+
f(u) = A(u] u + t o un)
f(ﬁ) =AU donc U appartient & NA
% Théoréme
I, NX est le noyau de (f - AI) soit U un &lément de Nl . Par définition :
- -+ - ] -+ V -+ &
f(u) = 2 u donc uE N & (f(u) - a(u) =0)
ueN & (F-ald) (U) =0

UeEN, &Te Ker(f - Ald)

Remarque
NA est donc 1'ensemble des vecteurs de E, tels que f(a) =\ (5 appartient a NR
mais n'est pas vecteur propre)

% Théoréme

-

Si A et A sont deux valeurs propres distinctes alors Nk' n NA = {0}
1 2 & 2

Soit U é&lément de 1'intersection NN
1 2
-+ = - -+

f(u) = A1 uéE (be NAl)

-+

f(u)

n
>
=

—
=+
m
=
>
I
~—
&
o

.
0

comme % #A ona u
1 2

10-4-4  Polyndme caractéristique

Théoréme fondamental IT y a équivalence entre les propriétés suivantes

A est valeur propre de f

f - AId a zéro pour valeur propre
dim A7(f - AId) 3 1

det (f - AId) =0

A est solution de 1'équation en x ; det(f - xId) =0

NEESN
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Pl P £(T) = A(T) (avec T #0)

c+

FU) - At =0 dou (f-AI) (0) =0

Comme U est non nul, 0 est valeur propre de f - AId?ce qui équivaut encore au fait que f soit

non injective

ples| d'aprés 6-4-2 et 6-4-3
2 | 3_

P& P d'aprés 9-4-8

3 4

pl&=| P gvident.
N 5

Les valeurs propres sont donc solutions de 1'équation det(f - xId) = 0 et réciproquement.

Soit M une matrice de f: M- xI est une matrice de f - xId , calculons det (M - xI)

?
a a a a -x a a
1 2 3 1 2 3
si M= b b b det(M - xI) = b b~-x b
1 2 3 1 2 3
C C c c C C =X
1 2 3 1 2 3

Le résultat est un polyndme de degré 3 noté P(x) et

P(x) =-x* +x2[a +b +c]+x[c b +b a +c a -a b -a c -b ¢ ]+ det M
A 2 ar 2 3 1 2 1 3 1 2 1 3 2 3

3

le terme constant est égal & det M car P(0) = dét (M - 0I) = det M

Si M' est une autre matrice de f, M - xI et M' -xI sont semblables d'aprés 10-3-3 et ont donc méme

déterminant P(x). Ce polyndme P caractérise donc f ; on 1'appelle le polynfme caractéristique.de f.

Remarques

Les zéros de P sont donc les valeurs propres de f et réciproquement

# En dimension 3 P(x) a au plus trois racines réelles (&tant de degré 3) mais au moins une

racine réelle. En effet P : x —— P(x) est continue sur R
P(x) — += et P(x) — - = d'aprés le théoréme des
X—3 = X —3+ ®

valeurs intermédiaires P s'annule au moins une fois dans R

% Si f est diagonalisable, i1 existe une base de vecteurs propres telle que f ait pour matrice :

,, 0 0
M= |0 A, O d'oa P(x) = (2 -x) (A -x) (A -x)
0 0 A 1 2 3

donc P(x) a tous ses zéros réels ; réciproguement s'il est nécessaire que P(x) ait toutes ses racines

. réelles pour que f soit diagonalisable, ce n'est pas suffisant comme nous le verrons plus loin.
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Exemples
; 0 -6
Exemple 1 : A= -1 4 0
0 -2
- 7 -6 4% 0 . 7 -6
P(A)= |1 4 0 | =-x]|, _,, 2 -2
0 2 -2-
P(A) = = 2%+ 2)% + 1 -2 = -(x-1) (a+1) (r-2)
Ainsi P(A) =0é&=> 2 =1 ou x=-1 ou x=2

A= 0 2 0

L} -1

34 -1 1 34 1
PO = |0 24 0| = (223
1 21 34 L

P(A) = (2-2) [(3-1)? - 1]
P(A) = (2-3) (4-1) (2-2)

Ainsi P(A) =0 & 2 =2 ou rA=14

% 2 est une valeur propre double, 4, une valeur propre simple

Exemple 3 l i 0 1 0
: A 0 0 1

20 -24 9
-\ 1 0 -A 1 0 1
P(x) = 0 -A 1| =-1 =
‘20 28 9y i 24 9-) 20 9-2
P(A) = =2% + 9% - 24 + 20
P(A) = =(x - 2)% (x» - 5)
J Ainsi P(A) =0 A=2 ou Xx=5

| % 2 est une valeur propre double, 5 une valeur propre simple

Remarque : Ces trois exemples nous conduiront ultérieurement & une &tude différente.
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10-5 DIAGONALISATION

Soit f un endomorphisme de E

10-5-1 Théoréme

Des vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes de f sont Tinéairement

indépendants.
Soit N s wese: ln des valeurs propres distinctes
1
ﬁl e ﬁn des vecteurs propres associés respectivement & ces valeurs propres.
Considérons la famille Hp = (EJ,... s Up) (p |1, n| N) de vecteurs propres. Démontrons par une récurrence sur
1'indice p que Hn est libre.
H = (4 ) est libre car U est non nul.
1 1 1

Supposons que Hp-l soit libre et démontrons que Hp 1'est aussi. Dans le cas contraire Up est combinais
linéaire de U S A U soit U =a u +...+a u
1 p-1 p 11 p-1 "p-1
Comme Up est non nul 1'un des coefficients est non nul (a par exemple) et :
1

f(up) =a f(u!) : RO . ap_1 f(up_l)

=a A Ul tatagg g Gp—l (1)
or f(a‘p} =4, ’Jp , donc : f(U,) = A, a Gi LR O T Ep_l (2)
Hp_1 étant libre i1 résulte de (1) et (2), en particulier, que a1 Al = a1 lp ; comme a] # 0 on obtient AE = Ap
ce qui est contraire & 1'hypothése Al # Ap‘ Ainsi Hp est une famille libre.
Par conséquent quel que soit p (p |1, n| N) Hp est libre et en particulier Hn = (Ul,... " En).
Remarque : En dimension 3, si f a trois valeurs propres distinctes, les vecteurs propres assoc

forment une base de E (un systéme libre de 3 vecteurs en dimension 3 est une base (4-3-3)).

Relativement & une base formée de vecteurs propres, la matrice de f est diagonale car :

A
f(é)=2x & F(&)=x & flg)=2r 8 d' o 0
0

1 1 1 2 2 2 3 3 3
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10-5-2  Exemple 1

Nous reprenons 1'exemple 1 étudié précédemment :

0 7 -6
A=1|-1 4 0
0 2 -2
a) Les valeurs propres trouvées sont : 1, =1, 2.
et par conséquent :
1 0 0
At=|[0 -1 0
0 0 2

b) Vecteurs propres

X
Soit U : (y) un vecteur propre
Q

z
% Vecteur propre ﬁl associe @ A, =1: f(ﬁl) = El
X+ 7y -6z =
fU)-U =06(S) 4 -x+3y =
1 1 1
2y - 3z =

(51) ayant pour déterminant 0, fixons arbitrairement | z = 2 | (par exemple) pour déterminer un vecteur

5
u non nul:
1

x=9 9
alors : y=3 et ﬁ] : 13
z2=2 2l
¥ Vecteur propre U, associé a 1,=-1 : f(U,) = -0
2x+ 7y -6z=0
-+ > =+
flu)-Uu =0&(S) -x + by =0
2 2 2
2y -z =0
fixons z=2
X =5 5
alors :4 y =1 et % i
/g
z =2
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* Vecteur propre 33 associé @ A, = 2 : f(Ug) = 233
-2X +
fU)-20 =0&(5) -x 4+
fixons z =1 %
alors : y
z
s |
-
et u 2
lig
% La matrice de passage P de @ 4 @' est donc :
9 5
P = 5 +,+ =
[ul,uz ua] 3 !
2 2
* Déterminons maintenant P_1
9 5 4 9 -4 4 1
Det P = 3 1 2 = 3 -2 2 = -1
2 2 1 2 0 1 | 0
donc
11
-3 3 6 2 2
ple 2 1 6| =|_.1 _1
5 4 -8 -6 6 6
-2 4
L_ 3 3
On vérifie aisément que :
1 1 -1
i 2 ( |
o 7 -6‘
1 1
-E -z x -1 4 0
0 2 -2
2 4
RERE
51 x A x P = A'

7y = 6z
2y
2y - 4z

1]
=

+1

+1

w o

o e !

-0
-0
-0
|
4 1 -4
2| = | .-
i -1 -2
|
5 4 1 0 0|
1 = |6 =1 @
2 1 0 0 2
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Exemple 2
3/2 1 -1/2
Soit 0 2 0 la matrice relativement & une base {gl, 32, € )
3

-1/2 2 3/2

d'un endomorphisme f. Son polyndme caractéristique est aprés factorisation

P(n) = (2 -3)® (1 -») d'ol les valeurs propres 2 et 1

N est la droite vectorielle de base U =% + &
1 1 1 3

N est aussi une droite vectorielle de base U =% - &
——— 2

On ne peut donc trouver 3 vecteurs propres linéairement indépendants donc on ne peut trouver de base dans

laquelle la matrice de f soit diagonale.

Remarquons que N2 est de dimension 1 alors que 1'ordre de multiplicité de la racine est 2.

10-5-3  Théoréme

Soit f un endomorphisme de E dont le polyndme caractéristique a toutes ses racines réelles

dont p valeurs propres deux & deux distinctes, d'espaces propres associés N1 s N5 i Np.

Pour que f soit diagonalisable il faut et i1 suffit que la dimension de chaque espace propre

N1 soit égale & T'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 pour i =1, 2,..., p. Nous

avons alors.

E=N @... 0N,

Une démonstration de ce théoréme sera donnée & la fin de ce chapitre.

Exemple Reprenons 1'exemple 2 du paragraphe 10-4
3 -1 1
A= 10 i 0
1 -1 3

Les valeurs propres sont X =4 simple

S
]
~
o
o
=
o
p==b]
1]

Vecteurs propres

¥ Vecteurs propres ﬁ; associés a A =4

=X =y +2=20
f(U ) =431 = 2y =0 (s)
Xx=-y-z=20
(Sl) a pour déterminant 0 et est équivalent a
-x =y +z = 0
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(1, 0, 1) est une solution de ce systéme

donc :

¥ Etude des vecteurs propres pour A, = 2

x-y+z=20

[}
o

f(U) = 2u& [ ox + oy + 0z ()

x-y+z=0

(SZ) est donc équivalent & : X-y+z=20 et N espace propre associé @ X =2 est donc un plan

vectoriel. Choisissons 2 vecteurs linéairement indépendants de N, :

NN

=3

Nous savons donc que

@' = (U ,0.,0) estunebasede E et nous pouvons donc diagonaliser la matrice A sous la forme
1 2 3
0 0 1 1 6_1
A'=1]0 2 0 la matrice de passage P = 0 1 1

0o 0 2 101J

10-6 REDUCTION A LA FORME TRIANGULAIRE

D'aprés le théoréme 10-5-3 une matrice n'est diagonalisable que si la dimension de 1'espace propre
associé a une valeur propre 3 est &gale & 1'ordre de multiplicité de cette valeur propre. (Le polyndme caracté-

ristique ayant toutes ses racines réelles).

10-6-1  Théoréme

Si P(x) a toutes ses racines réelles on peut affirmer que f est trigonalisable (et récipro-

quement). Ceci signifie que toute matrice de f est semblable a une matrice de la forme

A, @ b
(O A, € o Ay ko A sont les valeurs propres
0 0 A, 1 2 3

Nota : (on trouvera la démonstration de ce théoréme en fin de chapitre).

Si A est, par exemple, une valeur propre double (x» =3 ) nous chercherons une forme triangulaire
2 2 3
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simplifiée, appelée, matrice de JORDAN

, 0 0
A=o g, 1
0 0 A

¥ Méthode utilisée

- -+ - , .
Nous devons donc chercher une base (u , uz, ua) de E3 , telle que, pour 1'endomorphisme f de E:’
1 3
- - - - f - - )\ >
= =X U 4 u =u + u
f(uz) Al Y 8 f(u4) 3 2 ( 3) 2 2 3

Soit kl une valeur propre simple de f et El un vecteur propre associé Al et soit X une valeur
2 Ya.leur

a
- = = &Y = > - - . - -
propre double et u, un vecteur propre associé & AZ . Ces deux vecteurs ul et u, sont linéairement indépenda

-
3

r - - L o
car A # X . Supposons 1'existence d'un vecteur u, tel que f(u ) =u_+ A U . Démontrons que U, U, U
1 2 3 2 3 } 2 3

2

sont linéairement indépendants.

Sinon i1 existe 2 réels a et b tels que U =al +bl doi f(T)=a f(U) +b f

U et U étant lindairement indépendants nous avons :
1 2
Aa=)a a=20
2 1 = (ce qui est impossible)
Ab=1+32b 1=20
2 2
d'ol le résultat : (t,u,10 ) est une base de E .
1 2 3

Etude de 1'exemple 3 :

Soit f un endomorphisme de matrice A relativement d une base ® .

0 1 0
A=1{0 0 1
20 -24 9
Les valeurs propres de f sont : 5 valeur propre simple

2 valeur propre double

Cherchons 1'espace propre associé a la valeur propre 2

X
Soit U : (y} un vecteur de cet espace propre.
z
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-2x + Yy =0
f(i) = 20 & -2y+z2=0 (S)
20x = 24y + 7z =0
Le déterminant de ce systéme étant nul prenons x pour paramétre d'ou gy = 2x
z = 4x

Ainsi la dimension de 1'espace propre associé & la valeur propre + 2 est égale & 1, et la matrice A n'est

pas diagonalisable.

Remarque : Le vecteur est un vecteur de cet espace propre.

ii) Nous trigonaliserons la matrice A sous la forme :

= 8 o
| 0

Al = 2 1 (matrice de Jordan)
0 0 2
et chercherons trois vecteurs Tinéairement indépendants tels que f(ﬁ]) = 531
f(i ) =20
2 2
FG) =10 + 2
3 2 3
. 1
# Nous connaissons déja u : |2
2
tla
% Cherchons U tel que :
3
f(G)=10 +2u 2%+ y =1
3 2 3
5 X A -2y+z=2 (51)
-~ g 20x - 24y + 7z = 4
3
y=2x+1
(S ) &
! z=4x+ 4
fixons x =1 d'od (13
—_— -
u : 3
3 8%
% Cherchons U tel que
1
f(U ) = 50 -5x +y =0
1 1
x =5 -5y +z =0 (S )
u oo (y) 20x - 28y + 4z = 0
1 ZB
p y = bx
(Sz) z = by = 25x

fixons x = 1 d'ol
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Nous pourrons trigonaliser la matrice A sous la forme

5 0 0 1 1 1
A =1 0 2 1 ; la matrice de passage P é&tant P = | 5 2 3
0 0 2 25 4 8

10-7 UNE APPLICATION DE LA REDUCTION DES MATRICES : LA RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES DIFFERENTIELS
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

10-7-1  Définition :

On appelle systéme différentiel Tinaire & coefficients constants tout systéme de Ta forme :
Eﬁ = a X +b y +#¢ z= d
dt 1 1 1
L. a x +b y +c z +d (S)
dt 2 2 2
4z . a x +4b y +c z +d
dt 3 3 3
o, x, v, z,d ,d ,d sont des fonctions de la variable t et a ,a , ...c ,c¢
1 2 3 1 2 2 3
des constantes réelles.

10-7-2 Interprétation

Considérons les matrices colonnes suivantes :

dx ] d
X dy at !
Y= |y —= B:|d
z dt dy d2
dt 3
dz
|_ dat
et la matrice 4 bl =
A=1la, b, ¢
a b G,
3 3
Le systéme (S) a alors 1'écriture matricielle dy

— = AY + B
dt

10-7-3  Systéme homogéne a coefficients constants

Dans cecas d =0 ;d =0 ;d =0

1 2
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(=%
-<
n

et nous avons : AY (1)

% Soit A' wune matrice semblable & A. Il existe donc une matrice inversible P telle que

I1 en résulte que :

Pl 4l el ae P ly v = areplyy
% Posons U = p-ly g% = pr %%
(1) est donc équivalent a :
Ny (2)

a) La matrice A est diagonalisable

On peut alors écrire A' matrice semblable @ A sous la forme :

X 0 0

1
A" = |0 A, 0
0 0 A

of A, A, A sont les valeurs propres de la matrice A. Si nous posons
1 2 3 -

da

dat

dg

dt

L%%

a
U=1|8 et
Y

At = P71 oap,

(2) s'écrit alors : do _
H—A]O.
dg _
qto A, B
dy _
t =AY
Rappel
Les solutions de 1'équation différentielle de la forme %% =) v sont de la forme
vit —3v(t)=C e’ o C est une constante arbitraire.
dans le cas présent nous obtiendrons donc : o t — aft) = C1 ellt
o
B : t ——)B(t} =C2 eAZt donc ] B
. _ xE Y
y + t —3y(t)=C e"3
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or u=ply E=Nil 1=PU d'ol Te résultat
Exemple : soit, 3 résoudre, le systéme différentiel suivant :
dx _ _
Ic - 7y-6z
Q% = x- + 4y
dz _ _
It 2y - 2z
0 7 -6
Ainsi A=| =1 4 0 (exemple 1)
0 -2
Les valeurs propres sont » =1 , X =-1 , A =2 et la matrice P de passage est
1 2 3
-
9 5 4 ‘ 1 0 4]
P= 13 1 2 et At=10 -1 0
2 2 1 LO 0 2
# d'aprés ce qui précéde 1'énoncé de cet exemple
a(ty = e . p)y=c et y(t)=c e

% pour déterminer x(t), y(t), z(t) i1 suffit maintenant d'effectuer le calcul

x(t) a(t)
y(t) = p | A1) soit :
z(t) y(t)
‘ _
j x(t) 9 5 4 c, " 9, &% 4 5c, et 4 4c, ot
‘ yity| = |3 1 2 c, et | - 3, gt 5 c, ety 2, o2t
2(t) 2 2 1 ¢ otet 2c et +2c et4c o2t J
2 3

L 3 = 1

d'od x(t) =9C et +5c e t4ac o2t
1 2 3

y(t) =3¢ etuc e vz et

z(t) =2¢ et +2c et 4+ €2t
1 2 3

b) La matrice A n'est pas diagonalisable

Nous écrirons alors la matrice A' semblable & A sous une forme triangulaire (de JORDAN) par exemple
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Exemple : Soit, d résoudre, le systéme différentiel suivant :
dx = ¥y
dy = z
dz _ _
T = 20x - 24y + 9z
0 1 0
A= 10 0 1 ; les valeurs propres sont : A =2 double
20 -24 9 A =5 simple

La matrice A n'est pas diagonalisable (exemple 3), mais on peut &crire une matrice semblable A', avec

5 0 0 1 1 1
At = |0 2 1|: 1a matrice de passage &tant 5 2 3 =P
0 0 2 _ 25 4 8
L ]
- da
a du dt
Posons U = | 8 et T =
¥ a8
- dt

‘_
&2

Alors dU _ ,, B it
T = AU s'écrit

do T B 1 7
t 5 0 0 a 5

dg _ -

a—t‘ = 0 fa 1 B = 26+‘Y

dy 0 0 2 Y 2y

at 1L ]

= - -

c'est-a-dire :

%%=5u : %%=2S+w ; d—1=2xf
(1) (2) (3)

% Les équations (1) et (3) ont pour solutions respectives :

At e— u(t):Cl e5t et y:t_._;.C} e2t

4 La résolution de 1'équation (3) se fait de la maniére suivante

i) Nous déterminons d'abord une solution générale de 1'équation homogéne 9%~= 28 soit :

t —B(t) = C2 92t
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ii) Nous cherchons une solution particuliére de 1'équation (2) g% = 28 + v en utilisant la méthode
dite "de variation de la constante" ; ol la constante C est alors considérée comme fonction de t.
8. g1 (8 et 4 o) e2t - 20 (1) e2t & ¢ ezt
t 2 2 2 3
d'ol C!(t) =C et C(t)y=C t
2 3 2 3

Une solution particuliére est donc t —C t e2t

iii) Une solution générale est la somme d'une solution du systéme homogéne et d'une solution particuliérg

soit : 5
t
gt C“ e2t +C t e

% Pour déterminer les fonctions x, y, z 11 ne reste plus qu'a effectuer le calcul matriciel suivant

5t 2t 2t
x(t) 1 1 1 C, ot C e 5 +C e 4 (l4t) e
t 2t 2t
y(t) = 5 2 3 C eZt +C t e2t 5C, e 5t+ 2C, e 2t+ C,(3+2t) e ot
2oy G 25C e + 4C e 4+ C (8+4t) e
z(t) 25 4 8 C e 1 2 3
3
d'oi :
Xt — C, 95; +C, e2t2+ C,(1+t) e2t ,
yitr—m 5(21 24 252 6=k o4 (3+2t) e L
3
5t 2t 2t
Z:t p——325C e"" + 40 "+ C (Brit) e

10-7-4 Systéme non homogéne a coefficients constants
Nous avons alors dYy _
EE_ AY + B
Le systéme sera résolu de la fagon suivante :
a) On résoudra d'abord le systéme homogéne : %{ = AY
b) Puis on cherchera une solution particuliére de 1'équation totale %% = AY + B.

c) Une solution générale sera par conséquent la somme d'une solution du systéme homogéne

et d'une solution particuliére.

Remarque :

Cependant la résolution de tels systémes nécessitent la connaissance de certaines méthodes

de calcul intégral.
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ANNEXE

Démonstration des théorémes

I Rappel du théoréme : | DIAGONALISATION

Soit f un endomorphisme de 1'espace vectoriel E ayant p valeurs propres, deux a deux

distinctes, Al, . ey Ap d'espaces propres associés respectifs N1’ cen s Np. Pour gu'une

matrice associée & f soit diagonalisable i1 faut et il suffit que la dimension de chaque

espace propre Ni associé a la valeur propre Ai soit égale & 1'ordre de multiplicité de la

valeur propre A; pour g R SO o

Notations adoptées :

Soit n la dimension de E.

" 2B Y (PR kp sont les p valeurs propres (p g n)
1 2
*N,N, ..., Np sont les p espaces propres associés
1 2
K K & e kp sont les ordres de multiplicités des valeurs propres : (kl + ...+ kp =n).
1 2
Rappel : Pour que Ta matrice de f endomorphisme de E soit diagonalisable i1 faut et i1 suffit qu'il

existe dans E une base de vecteurs propres de f.

A - Condition nécessaire

Si la matrice A associée @ f est diagonalisable i1 existe un ensemble B U, ...0} de
vecteurs propres de f constituant une base de 1'esnace vectorie] F.

a) On désigne par Bi la partie de B constituée des vecteurs propres associés & la valeur propre i
Nous avons donc Card Bi = ki’ et les vecteurs de Bi sont Tinéairement indépendants.

I1 faut donc démontrer que Bi est une partie génératrice de Ni'

b) « Soit U un vecteur de N;. Donc :
o U est bien entendu un vecteur de E et son écriture relativement & la base B est donc

« de (1) et (2) nous déduisons :

rila, ﬁl + ta U )= a f(ﬁl) + + o F(U,) (3)
Or nous savons :
-+ - -+
B 1 ) o= A U
Si uj € alors f(uJ) As uJ
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« En remplacant dans (3)

-> -
(Ai al) u # e o (A1 an) u, = (o “1) u + + (an un) Uy
or (U, ; En) est une base donc
1
p -
Si uj € Bi alors Ai aj = Ai &j

. L o _
Si U ¢ B, alors A oj =y oy avec (A; # uj)

I1 résulte de ce dernier cas que uj =0

= PO » e s -+ -
Par conséquent U est combinaison linéaire des vecteurs Uj ol ﬁj € Bi'

Ainsi les vecteurs de Bi forment une base de Ni et dim Ni = Card Bi = k1

B - CONDITION SUFFISANTE

Supposons que pour i =1, ..., p dim Ni = ki Nous savons donc que

dim N, + dim N, + ... + dim Np =n
et aussi que pour i #3 N. D Nj S {OE}

Par conséquent : N, ... , Np sont en somme directe et
. e GIFCCLe

din N ON ®... AN, =din N + ... + dim Ny = n = dimE.
1 1

ce qui entraine que Nl D ... ONp =E

Si Bi est une base de Ni alors B formée des B ,B , ..., Bp 61t (B .04 BD) est une base de
1 2 1

vecteurs propres de f, et f est alors diagonalisable.

11 DEMONSTRATION DU THEOREME DE TRIGONALISATION (dimension 3)

Soit f un endomorphisme dont le polyndme caractéristique a toutes ses racines réelles, » , A , X
1 2 3

(pas necessairement distinctes) P(n) = (A - x) (A =x) (3 - x)

B

Soit @ un vecteur propre associé & ) , soit alors (& , 8', &' ) une base de E . La matrice de f
1 1 1 2 3 3

est donc de l1a forme.

X b' s
1
0 d' e' - Soit E le sous-espace engendré par & et F le sous-espace engendré
1 1
0 ! g’ par E; et € ;ona E=E @ F Soit p la projection sur F
3 1
parallélement 3 E ; si GU=aq & +a &' +qa & , alors p(l) =a & +aqa @&
1 1 1 2 2 3 3 2 2 3 3
“ Soit alors \P 1'endomorphisme de F défini par po f F— S F
> - 3>
Up— (pof) (u)=p [f(uﬂ

(GeF | f(i) e £ mais p [f(i)]€F)
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\? est donc un endomorphisme de F et ‘P(E;) = d'E; + f'§:
-+ -+ -+
t e 1 = 1 ] + 1 1
et Y( 3) e'e) +g'e

donc 1a matrice de ‘{ dans la base (3; , &' ) est (d' f')

Soit Q 1le polyndme caractéristique de \P ona; P(x)=(r-x) Q(x) d'aprés le développement de

0 d'-x f'
0 e' g'-x
Comme P(x) a toutes ses racines réelles, Q(x) aussi et Q(x) = (A - x)(x = x). Soit € un vecteur
2 3 2
de F associé @ 1 . Complétors en une base de F par ¢ . Dans la base (8 , € ),\Q a pour matrice (), ¢
3 2 3 2
0 dj
mais d = X car (A =x) (d - x) = (2 = x) (A - %)
3 2 2 3
Considérons maintenant la base (31, €,%)de E nousavons f(8 )=x € , f(€)=aé +21 ¢
2 3 1 1 1 2 1 2 2

et f(e) = bEl +cC& +2 % d'ou la matrice de f est dans la base (&, €, %) 2 a b
3 2 3 3 1 3
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EXERCICE SUR LE CHAPITRE 10

EXERCICE 1 | :

Démontrer les valeurs propres et les vecteurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes :

Indiquer Tes matrices de passage permettant la diagonalisation.

4 4 2 4 3 =2

A= 4 B= 13 13 =12 1

EXERCICE 2 | :

Méme questions pour Ta matrice :

2 0 4
A= 13 -4 12
1 =g 5

EXERCICE 3

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, de matrice A relativement a une base B, de valeurs propr

->
A; (i =1, ..., p) et de vecteurs propres associés Xi'

a) Quelles sont les valeurs propres de f o f = f2 ? Quels sont les vecteurs propres associés ?

b) Application :
Soit A=

-7 -6

12 10

Réduire la matrice A

Quelle est une matrice de passage ?

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de iy

EXERCICE 4

A quelles conditions la matrice

A=1]0 1 b est-elle diagonalisable ?
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EXERCICE 5 |:

a) Diagonaliser la matrice A :

0 1 1
A= 0
1 1 0
b) Déterminer la matrice P de passage
¢) Calculer A", pour ne N.
EXERCICE 6
Résoudre le systéme différentiel suivant :
dx
5= 3x 4+ 2y
dy _
TF= 4x + +z
dz _ _
- 2y - 3z
EXERCICE 7 |:
a) Réduire Ta matrice
r
‘ 3 1
A=l
L
b) Déterminer la matrice de passage
c) Résoudre le systéme différentiel suivant :
dx _
TE'= 3x+y
T
EXERCICE 8 | :
Déterminer, en utilisant Ta trigonalisation des matrices, les puissances p1err|ES des matrices suivantes :
F E:
3 -1 3 1 1
A = 1 1 A =12 0 1
1 -1 2
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CHAPITRE 11

ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

11-1 FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES

11-1-1  Définition

Une forme bilinéaire ‘P définie sur un espace vectoriel E est symétrique si, et seulement si

quels que soient les éléments U et v de E.

P(E, ) = PV, D

Exemple
Soit E wun plan vectoriel sur R et B = (2 32) une base de E. Soit ‘P 1'application de E x
o -+ b -+ 1 > .
vers R qui au couple (U, V) tel que U = x € tyE et Vo= x' & +y' 32 , associe le réel : xx' - 2yy'.

On vérifiera aisément que ‘¥ est une forme bilinéaire symétrique sur E.

11-1-2  Conséquences

I1 résulte de la définition que :

] ]
1 2

\? définie sur E est parfaitement déterminée par la connaissances des nombres

Si P = (@ e Gl En) est une base d'un espace vectoriel réel E, toute forme bilindaire

(&, 35) od ie {1,2, ...n} et jed{l, 2, ...n}

Exemple
Soit Y 1a forme bilinéaire symétrique définie sur E plan vectoriel réel par :
e ,é)=8 ,TGI,E)=4 etw&z,3)=3
2 2
AMlors si U=x8 +y&@ et V=x'? +y'8:

PE V) = x @ L E) ) WE LE) +w E LR

P(l, V) = Bxx' + 4(xy' + yx') + 3 yy'

11-1-3  Forme gquadratique associée 3 une forme bilinéaire

Soit ? une forme bilinéaire définie sur un espace vectoriel réel E. On appelle forme

quadratique associée & \¢ 1'application ¢y de E vers R définie par :

iee (Yo v(l) =Y, U
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Exemple
La forme quadratique associée & la forme bilinéaire ‘?définie au paragraphe 11-1-2 est 1'applicatio

y de E vers R gui a U=x El +y 32 associe le réel  ¢(U) = 8x? + 8xy + 3y?

11-1-4  Forme quadratique positive

Soit 1 une forme quadratique définie sur un espace vectoriel réel E. est dite positive si,

et seulement si

UeE- {0y, (YO) w(@) > 0

Remarque Quelle que soit la forme quadratique ¥
U=0&u(0) = PO, 0) = PO, 00) = 0x P(G, U) =0

Si de plus ¢y est positive : p(u) = k{’(_G, ) =0&=1u-=1

Exemple

La forme quadratique définie au paragraphe 11-1-3 est positive car :

W) = 802 + xy + 3 y%) = 8[(x + Zy2)+ = v*)]

11-2 PRODUIT SCALAI;.,A_T

11-2-1 Définition

On appelle produit scalaire défini sur un espace vectoriel réel E, toute forme bilinéaire

symétrique définie sur E et dont la forme quadratique associée est positive.

Remarques

% On appelle espace vectoriel euclidien tout espace vectoriel E sur lequel on a défini un produi

scalaire.
# De la définition, il résulte gue 1'on peut définir sur un espace vectoriel E plusieurs produits
scalaires.

% Lorsque 1'espace vectoriel E est muni d'un seul produit scalaire, nous noterons :
- = - > - > il s .
YU, v) =u.v ou Y(u, v) =< U, V> le produit scalaire.

% Le produit scalaire n'est pas une loi de composition interne : a deux vecteurs il associe un réel

Ce n'est pas non plus une loi de composition externe.
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11-2-2 Carré scalaire

Soit E un espace vectoriel euclidien réel. On appelle carré scalaire d'un vecteur U e

= -+ = - - & -
réel u.u notéd trés abusivement u?

IT résulte des propriétés du produit scalaire que :

(U+ V)2 =02 + 2(0.V) + V2
(U -V)2 =02 - 2(0.V) + V2
(G+7V) . (0-V)=1u2 -2

11-3 NORME EUCLIDIENNE

11-3-1 Définition

Soit E un espace vectoriel euclidien réel. On appelle norme euclidienne du vecteur u le

réel noté (|G| tel que : |G| = Vi.1d

11=3-F Propriétés de 1a norme euclidienne

P li €E. (VD) [cuﬁn >0)A ([if=0 & U= '*)]

Cette propriété résulte immédiatement de la définition de la norme euclidienne et de 1a remarque

du paragraphe 11-1-4.

P Fu, u)ERxE, V(a, U)  |Jodi]| = |o| x ||3]|

Cette propriété résulte immédiatement de la bilinéarité du produit scalaire :

loiill = Viad) . (aB) = Vb2 x (@) = lo| x J3]

Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

E étant un espace vectoriel euclidien réel

: (G, V) e E? v, V) Y] < [T < [V

-+

Remarques : Cette inégalité peut encore s'écrire pour tout couple de vecteurs U, v non nuls :

-+
o e G
g

Démonstration

% Si 1'un des vecteurs est nul (U par exemple):

0.9] = 18] x [[¥]) = 0
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=+

*Si U et sont non nuls, quel que soit le réel A (M0 + V)2 3 0.

<}

0 412 =202 4 2x (B >, R i ) )
r, (Au + v)* =p%u? + (u.v) + v est un polynéme du second degré en % , qui garde un signe constan
si, et seulement si son discriminant réduit, est négatif ou nul

A= (G)2 - [lE)R < V)F < 0
d'od (GV)% ¢ JJUJ2 = |V)I2 et par suite :

1G9 < 1T) < (V)

Remarque

-

l [0.9] = (U]l = |[V] & i, v} 1de

En effet si [U.V| = |U|| x |V] Tle discriminant du polyndme du second degré en A est nul, ce qui signi
qu'il existe un réel 1 , solution de 1'équation (AU + v)2 =0.

Or (103 V) =0 &= U+v=0 (remarque du paragraphe 11-1-4)

* Réciproguement, si {u, vi 1lie
-+ = =5 e + = e -+ - - .

. avec u=0o0uv=0 [0 =]u]x[o]=0 ou [0.v]= YOfx|V]=0
. avec G=0 et v=0

Alors i1 existe o réel tel que v = od. [4.v] = |G.al] = |a(@.0)] = |of HHHZ

et [[T] x [Vl = [[G)l x flod]f = |a| = [IG)2 Dans tous les cas si {U, v} 1ie, [|G.V]| =[df x [Vl
B Inégalité de MINKOVSKI
| (4, V) € E? V@, V) (1T + VIl < Jan+ (vl

Démonstration

-+

% Si 1'un au moins des vecteurs U, v est nul (par exemple 1)

-

vl

alors [0 + V|| = [|O] + IV}
* Si les deux vecteurs U et Vv sont non nuls, d'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :
- - -+ - -+ -+
- U =< vk s Uy Jull =< vl
ou en multipliant par 2 les membres de cette double inégalité ; puis en ajoutant (UZ 4 Vz) a chacun de ceux ci
. > = - . - - - - o = >
02 + V2 - 20U x V] ¢ U2 + V® + 2(0.V) g Ut + V7 + 2uf x v

soit

et finalement

| 130 190 [« 08+ ¥l < Qg+ (90
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Remarque

Cette double inégalité est connue sous Te nom d'inégalité triangulaire. Nous allons demontrer que :

r [+ V| = 14| + ii¢l[{=7{(c¢elR+ Jo, Vv=al)ou (U=0 ou ¥ = 0)

re

% Si 1'un au moins des vecteurs U, v est nul, la proposition est évidente.
prop

. -+ 5
# Si les deux vecteurs u, v sont non nuls :

iU+ V2 = JUJE + 2(0.) + (V]2
et WOy + IVID2 = ITI + 2G| < (V] + [V)* . 11 résulte de ces 2 relations que
si IG+ V] =3 + V] alors
UV = |[U) % V] ¢avec nécessairement U.V > 0)

Or d'aprés la remarque du paragraphe 11-3-2, ceci implique {u, V} 1ié. I1 existe donc a > 0 tel que

—- -
vV =au

% Réciproquement :

. -+
Si v=oau, avec a>0

JT+ 30 = 18+ ol = (o + 1) = (1)

N0+ 090 = 030+ o 80 = (o + 1) = [IEN
Donc [+ V)= (3] + [V
11-3-4 Relation entre norme euclidienne et produit scalaire
De 1a relation :
(@ +9)% = JUlP+ 2(8.9) + V]2
I1 résulte que :
0T = 2 (T T - I -
11-3-5 Vecteurs unitaires

I Soit E un espace vectoriel euclidien réel. Tout vecteur U de E tel que [Uf= 1 est dit uni

Remarque

= > . . . : -+ "
Etant donné un vecteur v non nul de E, i1 existe deux vecteurs unitaires Ul et u_ , opposés
2

appartenant & la droite vectorielle D engendré par v.

En effet, soit U un &lément de D. I1 existe un réel a tel que U=av. Alors
lull = la| . V)l et Ji||=1&]af = 1 . Par suite les vecteurs U, = i Vet
fIvll (vl
32 = (i vV sont unitaires et appartiennent a D.
[vii
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11-4 ORTHOGONALITE DANS UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

11-4-1 Vecteurs orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien réel. Deux vecteurs U et Vv de E sont orthogonaux

- . -+ -
si, et seulement si, u.v =20

Remargue

I1 résulte de la définition que le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur vV de E.

11-4-2 Théoréme de PYTHAGORE

- - - . . - .
Deux vecteurs u et v d'un espace vectoriel euclidien réel E sont orthogonaux si, et
g B

seulement si :

(U +VE = JaE + VP

D'aprés le paragraphe 11-3-4, quels que soient les vecteurs U et v de E, espace vectoriel euclidie

réel

1 5 + +
PR NIRRT 1 17k
dGl’lC 2 > -0 - -+
uv = 0|+ vIE = ([ull® + vl
11-4-3 Orthogonalisation de SCHMITT
Soit E3 un espace vectoriel euclidien réel de dimension 3 et soit B = (El 3 37 . E}) une base
de E, .
2 s < > -+ - 2
¥ On se propose de déterminer un vecteur €, non nul tel que gy = €, + Ael ol A& R
-+ -
e, g, = 0
Ces deux conditions impliquent :
gl . (-é-z+>\—él) =0 {# (—él ,'é_z)+;\||31u4-=0
- -
-é (g +)\-é-)=0 (:}'a:-:i.._;.iz.
1 ° 2 1 ' + a9
lle, i
> - -él _é —+
Par suite : €, =€ - (——)e¢
S LY I
Ce vecteur Z, n'est pas nul car, s'il 1'était, on aurait &, + X, = 0 ce qui est impossible car
(8 » 32) est un systéme libre (sous-systéme de B qui est Tui-méme libre).
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>
% On se propose maintenant de déterminer un vecteur €, non nul tel que :

3
—)_“P -»> B
€, = e, +0e + B,
-+ -
e e, =0
- -
€, Es =0
Ces trois conditions impliquent d'une part :
- - > > - -+ -+ - 5
- 2
e, . (e, +ae; +8e ) = (e, . &) +ofe >+ Ble; . ¢,)
or El : 32 =0 , donc :
(€, . §,)
g 2 3
€ 5,08 a=- ——
2
e, 0

Elles impliquent d'autre part :

£, - (B +od +8E) = (5, -8) +aE, . .8)+glE,|

£ ! g 2>
- - (Ez . eg’)
62 . 1-:3 =0 B = - —_J"_Hz_F
Ie, I
7 %+ - -+
; s _ > S E, - € Y.,
Finalement : e =8, - — e - —3 5
3 e, I lle, I*

¥ Démontrons que le vecteur ES ainsi obtenu n'est pas nul. S'il 1'était :

- - - .3 -+ -+ -+ -+ =
ea+ael+egﬂ=0(=}e,+ael+3(ez+>\e})=0
Ld 3

- -+
, &, e.) est une base de E.

2

i - > - = . . , -+
soit : e + 882 + (o + As)e! = 0 . Ceci est impossible car (e1

— - - =
Les vecteurs e ,e , e sont deux a deux orthogonaux.
3

-5

~ - - =
* Démontrons que trois vecteurs u, v, w non nuls, deux & deux orthogonaux forment une base de E

3

11 suffit de démontrer que {U, V, W} est libre. Or :

U.(al + bV + cW) = a HUHZ =0
au + bv + cw = 5 Sl ?-(aar+ bv + Cﬁ) =b HVME =0
W.(al + bV + cw) = ¢ [[W|Z =0

d'od : al + bV + cWw =0 = a=b=¢c=0

et le systéme {U, V, w} est libre.

En conclusion :

-+

Le procédé ci-dessus permet de déduire d'une base quelcanque (E' i€ 5') une base
1 3

2

- (gl ,EZ ¥ 33) dont les éléments sont deux & deux orthogonaux. Ce procédé est appelé procédé

d'orthogonalisation de SCHMITT.

-

™+

,) est dite orthogonale

2 ?

La base (5. »
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11-4-4 Bases orthonormées de £3

. P i e & . .
#*  Soit (1,7,k) une base orthogonale de E, . Nous savons qu'il existe deux vecteurs unitaires
colinéaires & 1 qui sont : 1

>
g =

+ -y *
1 1

—_— et =-— 7
T i !

= - -+ 1 -+
De méme les vecteurs g, = j et g, = e

EL Ikl|

X g

. . - - - : -~ =t 3
sont unitaires et colinéaires respectivement &4 j et Kk

-

On appelle base orthonormée de E3 toute base (E,,EZ 1E g )
- -+ - )

- >
= £k = 0

telle que P 5
I, 1l

vE, = €.
I =2 =] 3

m

&=

Ve, !l =

* Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

. > _ - :
Soit (e,,e,, e.) une base orthonormée de E_ et soit

-+ - - - - -+ £
v =xe, +ye, ¥ze,6 et v' = x'el +y

12 v
e+ z'e

2 3
e Pl [ 1 Sl ' ' =k =F 1 [ i 2 2
vovh o= xx' el +(xy'+yx') (e,.e,) + (xz'+zx') (e,.e ) + (yz'+zy') (e,ne )+ yy'e] + zz'el

La base &tant orthonormée,

> + ) o
v.v' = xx'+yy'+zz' et ‘ 3” = V&2+y2+22
11-5 S0US ESPACES VECTORIELS ORTHOGONAUX
> Définitions
Soit E un espace vectoriel euclidien réel,
b o3 s . -
D Un vecteur u de E est orthogonal 4 un sous-espace vectoriel F de E, si, et seulement si
1
-+ - -
u est orthogonal a tout vecteur v de F.
D Deux sous—-espaces vectoriels F et F' de E sont orthogonaux si, et seulement si, tout vecteur
2
£ 5 Lt v
u de F est orthogonmal 3 tout vecteur u' de F
% Consegquences
-> - . . . P -
C Un vecteur u est orthogonal & une droite vectorielle D si, et seulement si, il est orthogonal i

une base (E ) de D.
1

. = - - - . . . -
Si u est orthogonal 2 D, d'aprés la définition D il est orthogonal 3 tout vecteur de D donc en
1

-
e
1

particulier 3
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A = - - - -> o
Réciproquement si U est orthogonal & é , tout vecteur v de D s'écrivant V = ae o0 o &R, nous avons :
q 1 1

G.U:U.(a?é):a(u.g):o

C Un vecteur U est orthogonal & un plan vectoriel P si, et seulement si, U est orthogonal &

- —
chacun des vecteurs e et e d'une base de P.
1 2

Si U est orthogonal @ P i1 est en particulier orthogonal & chacun des vecteurs e , & d'une base de P.
1 2

Réciproquement, si U est orthogonal a gl et € , tout vecteur v de P s'écrit :
2

V= le + 832 ol (¢, B)ER? et :
U.V=0U.(f +g8 )=a(l.8)+8U.28)=0
1 2 1 2
i . . ; l

C Deux droites vectorielles sont orthogonales si, et seulement si, une base de 1'une est orthogonale &

une base de 1'autre.
Soit D et D' deux droites vectorielles orthogonales de bases respectives u et u'. D'aprés (D ) : ud o

2
Réciproquement, si U et Uu' sont orthogonaux, tout vecteur v de D s'Gerit v = ol (x €M)
et tout vecteur V' de D' s'dcrit V' = U’ (RE R), et par suite :
V.V = (al) . (BU') = (aB)(U . U') =0
: . + - > - ‘
C Une droite vectorielle D de 1 et un plan vectoriel P dont une base est (e , e ) sont |
b 1 2
orthogonaux si, et seulement si
7.8 =7.8% =0
1 2
Si D et P sont orthogonaux tout vecteur de D est orthogonal & tout vecteur de P donc en particulier
L et TL8
2

Réciproquement, si 1 est orthogonal a 31 et & 32 tout vecteur de D s'crit u = al et tout vecteur

de P s'Berit v = 831 +ye , donc

Vo= (od) . (BE1 + YSZ) = (aB) (T . El) + (ay) (3. EZ) =0

o
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11-6 ORTHOGONAL D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL

Définition

Soit E un espace vectoriel euclidien réel et F un sous-espace E. On appelle orthogonal de

Ff 1'ensemble, noté F , des vecteurs de E orthogonaux & tout vecteur de F.

Ff W |deE|VeF, IV T.V=0)

Remarque De cette définition i1 résulte que E'L = {3 }

Conséquences

C I FJ' est un sous-espace vectoriel de E
1

> o 4 . L i
Soit U et U' deux éléments de F~ et q, g deux réels. Quel que soit 1'élément vV de F :

U.v=0 et U' .V =0. Par suite :

(o + gU').V

<
"

—

2

[ =

=l . V) + (0 .V) =0

<t

(i + gU").

donc  (oli + g') € F*

L

F™ stable pour les combinaisons linéaires est donc un sous-espace vectoriel de E

C r F et FY sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E

P

Donnons la démonstration dans E , espace vectoriel euclidien réel de dimension 3.
3

Si F est un plan vectoriel de base (¢ , 8 ) FY est une droite vectorielle de base & , telle que : g es
1 2 3 3

orthogonal 3 8 et & . Donc (6 , & , & ) est une base de E,. I1 en résulte que tout vecteur U de E peut s'é
1 1 2 3 3

de facon unique : U= (x6 +yé)+zé
1 2 3
-

ou (X6, + y&)e F et (z&)€F
D'od F et F* sont deux sous-espaces supplémentaires de E .
3

&+

Nota Le résultat est immédiatsi F = {OE} et F* = E  ou inversement.

3

Remarque

Dans un espace vectoriel de dimension 3, i1 n'existe pas de plans vectoriels (E> et 7 tels que

tout vecteur de 1'un soit orthogonal a tout vecteur de 1'autre.
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Exercices sur le chapitre ]|

Exercice |

L'espace vectoriel U= R? est muni de 1a base canoniqueéigf (31'g€) ot 31= (é) et EZ = (T)

"
(=)

1°)  On considére la forme bilinéaire ssmétrique f définie surij;ij;ar : f(g],Egl)
Ny - > . -
f(3e1,e2) = i2+ i f(5el,e2) =15 Soient u = x31+y32 et u' = x';1+y'22
calculer f£(u,u') en fonction de x, y, x', y'

En déduire que, quelque soit le vecteur non nul E, f(ﬁ,ﬁ) > o0

RN R} _—ps . . - ¥ =¥ g TR
La forme bilinéaire f définit un produit scalaire, noté f(u,v) = u.v, que 1l'on utilisera dans

toute la suite du probléme.

4%)

o G & > P S F F T s
2°) On considére le systeme_&= {1, 3} ou 1 =e re, et ] =~ e +2e2 . Démontrer que/gest une base

de . !
3°) Démontrer qu'il est possible de déterminer un vecteur non nul =7+ of
tel que : T.§'= o
5 ! + = ?7’
Démontrer que R = {1, T} est une base orthogonale de .

(ol A est un réel)

° - . o PR v e el i >
4°) Déterminer un vecteur €, unitaire et colinéaire 3 1 puis un vecteur €, unitaire et colinéaire
-
a T.

> > e . = n ’IT
La base (21,32) ainsi déterminée est une base orthonormée de muni du produit scalaire f

Exercice 2

. Pl . | F i
Soltse)= (e,,e,) une base d'un plan vectoriel euclidien, telle que |le,||= 3 , Le“" = 4
>+ = -
ec e .e_ =6
- 1'%
R > -
On considére le vecce?r U= 3&1 te,

—3>

V normé, colinéaire au vecteur U

Déterminer un vecteur

Déterminer une base (W', 52 ) orthonormée de ce plan vectoriel.

. - Es > > = e
Soient les vecteurs 1 = 261 te et]=S3e - 3e2

Calculer, dans la base , le produit scalaire T.?

& ai - - - -
On considére les vecteurs : E; = el+e_ = 81"262
) > > o+
Calculer, dans la base ‘)N, ”El‘l’ l € 5,
- s .
Démontrer quef "= (¢ ,& ) est une base du plan vectoriel
2
. + + 3 ; y + T
Calculer, dans la base ' les composantes de 1 et ] puis le produit scalaire 1i.;

Exercice 3

. . . . o = e -
Dans tout le probléme, 1'espace vectoriel E_, de dimension 3, est rapporté & ume base (1, j, k)
3
¢ o - - -+ .
On considére les vecteurs e,, €,, €, tels que :
> o P - - > - T
e, = 1+23=2k ; e, = itk ; e, = 1+m]+2k
oi m est un paramétre réel.
Discuter suivant les valeurs de m la dépendance linéaire de ces trois vecteurs.
. e ¥ -+ o
On considére 1'application (P de E, x E_dans R, telle que si u=xi + y] + zk et
+ + * =
u' = x'i +y'y o+ 2’k
by 1 ' '
c‘[3(u,u ) = xx'+yy tzz
: . : >+ T =
Démontrer que définit un produit scalaire sur E, . Que peut-on dire de la base (1, ], k)

pour ce produit scalaire ?

5 .
On désigne par L™ le plan vectoriel dont (Ei’ ez) constituent une base.

Peut-on déterminer m de fagon que le vecteur e, soit orthogonal 3 1~ ?

+ > + + r -+
= a1 + b + ck et g, = ol + B] +{k

.
Soit E

1

- - .
Déterminer les composantes des vecteurs €, et g, du plan vectoriel 17 sachant que :

e %
. La base (El,Eq ) est orthonormee
> P& -
. E, est colinéaire a e et de meme sens

. o est négatif.

- - -
Calculer les composantes des vecteurs g, et €, dans la base (el.
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Exercice 4

Soit J‘ 1l'ensemble des fonctions numériques f définies pour tout x réel par :
f(x) = a.cos 2x + b sin 2x + ¢
oii (a, b, c)& R?
Montrer que fest un sous espace vectoriel de l'espace vectoriel des fonctions numériques définies
sur R
Soient £ , £ , £, les trois €léments deg}adéfinis par @

1 2

£, (x) = cos 2x 3 i, (x) = sin 2x s £o(x) =1

- fa} constitue une base de <5 , notée 93

T
Démontrer que tout €lément f de est intégrable sur I:o,TTJ Calculer £ (%) £y (x) dx
pour i€{1,2,3} et j&£{1,2,3} 0

Soit f et g deux €léments de <5 de—gyomposantes respectives (a,b,c) et (a',b',c') dans la basegg
On considére l'applicationI d xg‘édans IR définie par :

T (f,8) = I?i f(x)g(x) dx

0
Ex-primer_I (f,g) puis I (f,f) en fonctTIon des composantes de f et de g dans la base(?).

Démontrer que {fl’ f

Déduire des résultats précédents que l'applicationI définit sur 5; un produit scalaire.

Montrer que est une base orthogonale d . Est-elle orthonormée ?
Démontrer par récumence que, quel que soit n, &lément de tout &lément f de—~} possiéde une
dérivée d'ordre n, notée £f'%/, qui appartient aussi & (par convention f 0) = f),

Démontrer que l'application i, & tout élément f de associe £(M) est un eudomorphisme de.,j"‘:.
Est-ce un automorphisme d ?

!’L muni du produit scalaire I est un espace vectoriel euclicdgen. Soit-..r‘l le plan vectoriel

engendré par £, £, qui en constitueng une base orthonormée

On considére 1'endomorphisme K'F de _‘“ défini par :
Qo = £2) = g

Montrer que (-P est composée d'une homothétie vectorielle et d'une projection vectorielle
orthogonale sur ¢
Soit Y 1'endomorphisme defhp'

n

On pose E =
P {72, 1% ,11 ; 1% }
= Montrer que \f est un automorphisme de ' pourn=o0,1, 2, 3.

n
2= Ecrire les matrices respectives de tr . dans la tase%'.
o} ‘ﬁ ) kF J\P !

Reconnaitre ces automorphismes.

1 f(n)
n

défini par \F (f) =
n 2

Exercice 5

r oar - - b il
Soit E un espace vectoriel euclidien muni de la base orthonormée E'b = (1,])

Soit F un endomorphisme de E. On note (3.9 1le produit scalaire de deux vecteurs guelconque$

de E.
Soit ¥ 1l'application de E? dans R telle que

-

¢@,V) =5 . F® + V. FQ)

Démontrer que P est une forme bilinéaire symétrique.

Soit F, 1'endomorphisme de E défini par
K,
k-1
v il =B T =
k,a 4 .
-+, k-1 o et 1 e i
E ) = 1+ i |
k,a a a

Soit u=x1+Y% un vecteur de E. Si F=F
k,a
’

Calculer $(u,u) en fonction de x, y, k, a.
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On suppose que : F = F, a " Existe-t-il des valeurs de a

’
les déterminer.

scalaire ? Si oui,

On suppose que F=F . Existe-t-il des valeurs de a
-1,a

produit scalaire ? Si oui, les déterminer.

EXERCICE 6

Soit E3 un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et soit a et B
de E, tels que 25 =0
1°) Démontrer que {4, b} est un systéme libre de E,
2°) Soit f 1'application de E3 dans lui-meéme définie par :
UEE L, VI £ - @3 @D
Demontrer que f est un endomorphisme de E3
3°) Soit S}S = (T, }, k ) une base orthonormée de E,
a=21- T +% et B=7-2 deux €léments de E,
a/ Déterminer le noyau, N, de f
b/ Déterminer 1'image, I, de f
c/ Démontrer que N AT = {3}

e -+
Soit C

. s o &
4°) une base de N. Démontrer que (a, b, c) est une base de
. L - -+ - P 5 vF s
Soit u = x1+ yj+ zk et f() = x'7 + y'i1+z'k

1 1 ¥

Exprimer «x', y', z

en fonction de x, y, z.

pour lesquelles

pour lesquelles

deux

E,.

® est un produit

P est un

vecteurs non nuls




= 137 =

EXERCICE 7

Soit E 1'ensemble des fonctions numériques définies sur W - {2} par

fopMlzas o= , avec (a, b)E R?

A-1 On considére 1'espace vectoriel des fonctions numériques définies sur R - {2} , muni des lois
usuelles d'addition de deux fonctions et de multiplication d'une fonction par un réel.

Montrer que E en est un sous-espace vectoriel.

2. Montrer que (f1 0+ To 1) est une base de E, notée B.

Donner les coordonnées de {a b dans cette base B.

3. Montrer que les fonctions g définies sur R - {2} par

g(x) = & rd avec (c, d) € R?

X=2

sont des éléments de E. Trouver leurs coordonnées dans la base B.

tant un élément quelconque de E et f(n) sa dérivée d'ordre n, n étant un élément de n* .
a,b

4, fa,b
déterminer par récurrence f(n) et montrer que la fonction h définie sur R - {2} par :
a,b

h(x) = (x - 2)" £(M (x)
a,b

est élément de E. Trouver ses coordonnées dans la base B.

B - Pour tout couple de réels (a, B) On désigne par : fh g 1'application de E dans E telle que

’

*&Uﬁ(fa,b) est définie par
\Fa B(fa’b} ¥ —“——5“fa,b(x) + B(x - 2) fé’b{x)

1. Montrer que Y; g est un endomorphisme de E et trouver sa matrice dans la base B = (fl 0 » fo :

2. Calculer o et 8 pour que ‘fg o, soit un endomorphisme involutif et dans chacun des cas préciser la

'

nature de %h , et ses éléments remarquables.

(1

C- 1. Montrer que, quel que soit le couple (a, b) de nombres réels, 1'intégrale (f. (x))? dx

a,b
est positive ou nulle. On admettra que cette intégrale est nulle si, et seulement si,

(a, b) = (0, 0).

Calculer cette intégrale. En déduire que 1 - 2Log® 2 > O.
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2. Soit ¢ 1'application de E x E vers R définie par :

1
® (fa,b ) fa',b') = ( fa,b(x) {a',b'(x) dx

‘0

Montrer que & définit un produit scalaire sur E.

On suppose dans les deux questions suivantes que E est muni de ce produit scalaire.

3. Calculer ”fl,O“

Déterminer fa b telle que (fl 0 fa b) soit une base orthonormée B de E et que b soit positi-

E

4. Soit u 1'application de E dans E telle que : pu(f est définie par

a,b)
b
x=2

“(fa b) : X—32blog 2 -a+

Montrer que u est une isométrie vectorielle de E. Déterminer les éléments de E invariants par 1y .

Quelle est la matrice de y dans la base B' ?

EXERCICE 8

B. On associe & tout entier naturel n la fonction numérique Fn définie sur R par

fn(x) = sin nx.

1. Montrer que 1'intégrale

SRS
3

fp(x). fq(x) dx est égalea 0 si p et q sont deux entiers

0
naturels distincts, et égaled 1 si p et q sont deux entiers naturels égaux et non nuls.

des combinaisons linéaires a coefficients réels a, b, ¢ des fonctions

=g

2. Soit I 1'ensembl

m

<l

f ,f et f . Démontrer gque

; - est un espace vectoriel sur R, et que le triplet (f , f , f ) en est une ba
3 1 2 3

notée EI%dans ce qui suit.

3. On considére 1'application \? de g?;;gF;Hans R définie par

|~

\P(f, q) = JW f(x).q(x) dx.

0

=

Exprimer \0(f, g) & 1'aide des coordonnées a, b, c de f et des coordonnées a', b', ¢' de g dans la base E
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Montrer que \? est un produit scalaire et quegng’ muni de ce produit scalaire, est un espace vectoriel
euclidien dont as est une base orthonormée.

Deux fonctions f et g telles que f(f, g) = 0 seront dites ‘orthogonales", dans ce qui suit.

C. On considére les fonctions numériques u et v définies sur R par

et v(x) =4 cos? sin 2x

u(x) = 2 cos X sin 3%
2 2

>

1. Montrer que u et v appartiennent a SFD. Quelles sont leurs coordonnées dans la base ?

2. Soit q; le sous-espace vectoriel de SF?engendré par u et v. Montrer que la fonction

fi=a fl +bf +c¢f appartient a S’si et seulement si a - b+ c = 0.

3. Soit éf 1'ensemble des fonctions deEFD orthogonales & u et a v. Donner la forme générale des

fonctions f appartenant & %{ .

4, Montrer gque toute fonction f de g_'peut se décomposer de facon unique sous la forme f =g + h,

g appartenant & 8 et h appartenant & }{.
On désigne par p 1'application de Srpsur 8 dans laquelle f a pour image p(f) sa composante ¢

suivant E;. Justifier le nom de "projection orthogonale de sur fa " que 1'on peut donner & p.
5. Calculer p (5 f] +2f +4f) ; le résultat peut-il se déduire du 1, 2 ?
2 3

6. On donne les fonctions k=f -f -2f et 1=3f -f +2fF.
2 1 2 3

1 2 3

Vérifier que k appartient a gﬁ et que 1 n'appartient pas a S .

Calculer ‘f(k, 1) et P(p(k), p(1)), et donner un interprétation géométrique du résultat.
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Chapitre |2

ISOMETRIES VECTORIELLES D'UN
ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

2-1 [

ISOMETRIES VECTORIELLES |

12-1-1 Définition
On appelle isométrie vectorielle d'un espace vectoriel euclidien E, toute application
linéaire de E dans lui-méme, telle que
GEE, vi [E@] = | m
Remarque On dit que f '"conserve la norme'
12-1-2 Propriétés caractéristiques
P Une application linéaire f de E dans lui-méme est une isométrie vectorielle si,
1
et seulement si
a - > -+ >
> —+.
. V) VV) £(w) . £(V) = u.v (2)
u
En effet si dans (2) U=79 il vient :
-+ s ->
£GP = )P dloi  JE@ = Jull
Réciproquement,
; €E -+ -, -+ - | > o “+112 >
Vo) V) wv === (futvl® - [[o]? - [l
5
u€E
| '
et £(W) . £ === (JE@ + @2 - |E@ P - [|E& )
Mais f &tant lindaire : £(8) + £(¥) = £(1+V)
- - 1 -+ . ;
alors £ « 8H®) ~— [E@D[2 - |e@]2 - (@)
et si f conserve la norme
£ . £(9) = Wy
Remarque On dit que f ''conserve le produit scalaire"
P, Une application linéaire f de E dans lui-méme est une isométrie vectorielle si,

et seulement si, elle transforme une base orthonormée en

une base orthonormée.

Par hypothése

et quel que s

soie P = @, 2,00, 1)

une base orthonormée de E

» quels que soient les entiers distincts i et j

oit i, ]!Ei[| =1
I1 en résulte que si f est une isométrie vectorielle
- -
f(ei) f(ej) = 0
-+
et ”f(ei) N =1

Donc la base g?)' = (f(g]) ; f(gz) "

compris entre | et n :

(conservation du produit scalaire)
(conservation de la norme)

" E(gg) ) est une base orthonormée de E.
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r . . . - -+ - .
. Réciproquement, s'il existe une base orthonormée (el, Y en) dont 1'image par f,

- -+ - -
1 1 ' a $ Firy 5
(eqs €gsreny en) est une base orthonormée, soilt v =X, e, *+ X, e, + ... X, €n s
et £(V) = x,£(e ) + x £(¢,) + el wad wx oV e x D
x" e'! XZ 2 e i n E1 2 5 e w n Eﬂ
-+ = T . - = >
alors [E@)|% = 22 + =f + ... + x = [[v|* puisque les bases B s &, 5ene 2y et
(‘*l = *y .,
el e, seee ,en) sont orthonormées.
12-2 REMARQUES
12-2-1 Une application d'un espace vectoriel euclidien dans lui-méme, qui "conserve la norme", n'est

pas nécessairement linéaire.

Exemple : soit P un plan vectoriel euclidien et une droite vectorielle D incluse dans P.

soit f 1'application de P dans P telle que
-+ . -
-u si ugbh

-+
v

£(w)

£ si veP-D

De la définition de £, il résulte :
uer , Yo, Nf(_‘h“ = |1l
f "conserve donc la norme". Elle "ne conserve pas le produit scalaire" ; en effet :
(WeD et VEP-D) = (£(W).£(¥) = —u.v)

> ¥ - . -+ - s - s
Or, -u.v est en général distinct de u.v -1l en résulte que f n'est pas linéaire

(cf. propriété § , §11-1-2)

12-2-2 Soit f wune application d'un espace vectoriel euclidien E dans lui-méme. Si f "conserve le

produit scalaire", alors elle transforme une base orthonormée en une base orthonormée ; de plus

f est linéaire.

. - -+ * [ . . .
- Soit une base orthonormée de E : B = (e;,.+., e,). Quels que soient les nmaturels i et j compris

entre | et m, on a par hypothése :
£()) £(2;) =ej.e; =0 si i#]

J
[£E]2= (p*

|
; 1 > 5
Il en résulte que 65 a pour image par f la base orthonormée G% = (f(ey)sevs £(ep)
+ -

n
~Boit mu= T 2 .
ol u = L xi E’l avec xl = U. el

/ .
G% étant une base de E, il existe un n-uplet (x; yeeey X'y) unique, tel que :

n
£5(® = ] x'fle;)
i=] 1

o4

-+ -+ -
D'odi x! = £(u).f(e;) = u.eg

(conservation du produit scalaire)

. 7 } m g

done : Yi s X o= oxg
n

f . . . - g -+ - - -
L'application f associe donc & tout vecteur u = X X es le vecteur f£(u) = } xif(ei)
i=]
f est donc linéaire.
12=2-3 Si une application d'un espace vectoriel euclidien dans lui-méme transforme une base orthonormée

en une base orthonormée, elle n'est pas nécessairement linéaire.
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En effet, reprenons l'exemple du paragraphe |1-2-|

. L ) + >
Il est possible de choisir dans P une base orthonormée (u,v) telle que :
. -
u€D et veP-D

- i _ -+ >
(u,v) a pour image par f la base orthonormée (-u,v). Cependant, f n'est pas linéaire.

12-3 GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN REEI

Désignons par B(E) 1'ensemble des isométries vectorielles de E,

% Soit f et g deux isométries de E ; démontrons que (g o f) est une isométrie de E

e VD oD@ =g @] | = 1£@]

puisque g est une isométrie, mais alors

[l (g o f)(a)ﬂ = HGU puisque f est une isométrie.

Donc g o £ conserve la norme : c'est une isométrie de E.

#% Une isométrie f de E transforme une base de E en une base de E (cf paragraphe 12-2-2). Il en résu

-
(cf chapitre 6-7-2° théoréme 12) que f est un automorphisme de E et admet une application réciproque £
Démontrons que £71 est une isométrie :
A S () R J ¢
H:H = Hf(?)” = H3” puisque f conserve la norme donc
l!fhl(3)|| = "3|l et f_l est une isométrie.
¥ En conclusion : ﬂ (E) est un sous groupe du groupe linéaire de E (groupe des automorphismes de E)
L'ensemble ﬂ{E) des isométries d'un espace vectoriel euclidien réel E, muni de la loi O,
est un groupe appelé groupe orthogonal de E
12-4 VALEURS PROPRES ET ESPACES PROPRES ASSOCIES A UNE ISOMETRIE VECTORIELLE DE E
12-4-1 Valeurs propres d'une isométrie vectorielle
Sous réserve d'existence, soit A une valeur propre de 1l'isométrie f de E et soit U on vecteur
. -+ bl - =
propre associé (u # 0) : f(u) = hu
f conservant la norme
- - F >
”f(u)!l = ull = IAuH = |ull
: A IE =13 = (2] =1

done : e =8 =G =1 ou Ar=-1)
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Si elles existent les valeurs propres d'une isométrie vectorielle d'un espace vectoriel euclidien

réel sont égales @ + 1 oua = 1.

12-4-2 Espaces propres associés & une isométrie vectorielle

Sous réserve d'existence, désignons par N et N les espaces propres associés respectivement aux valeurg
1 2

propres +1 ou = 1. Donc :
Ten (Y EQ) = o

1
GENZ LS £F(W) = -v

. - g i - - v
0r f conserve le produit scalaire, donc quel gue soit (u, v) &lément de N x N

-+ - - - -+ - -
Q) @) =u.v &= u.(-v) =u.v
-+ — > - >
f(u) . f(v) =u.v & u.v=0
S'ils existent, les espaces propres associés aux valeurs propres + | et - 1 d'une isométrie

vectorielle d'un espace vectoriel euclidien réel sont orthogonaux.

12-5 ISOMETRIES VECTORIELLES DE LA DROITE VECTORIELLE ‘

Soit E_ une droite vectorielle {E)= (e]) une base de E_ et f une isométrie vectorielle
1

de E1 dans lui-méme. Alors

Ter® sl - -+ - - o ) -+ =-4-
| t(el)h = Hel\\ ) f(e,) = e, ou f(elﬁ e;}
ler cas Quel que soit 1'élément U de B, u=x ;]

donc f(ﬁ) = x f(glj = x gl =1

f est 1'identité

2éme cas Quel que soit 1'élément

£(u) = x £(

oy £4
(=9
o
52}

D o= x e, = -e

f est 1'homothétiLe vectorielle de rapport (=1)
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Chapitre 13

ISOMETRIES VECTORIELLES DU PLAN VECTNRIEL

13-1 | MATRICE D'UNE ISOMETRIE VECTORIELLE DANS UNE BASE ORTHONORMEE D'UN PLAN E,

% Soit une isométrie vectorielle f de E2 dont la matrice relativement & une base orthonormée

.(_-'I)D: {El’gz) est : (a C]

b d
-+ - -+ - — -
f(el) = ae + be2 et f(e,) = ce, + de,
La base [}(31) y f(zz)] est orthonormée et par suite
[£G )] = a?+p? =1 [£E ) = c?+a? =
£E) . £G,) =ac+bd=o
Cette derniére relation s'écrit : ac = -bd ou a? c¢?= b? 42
Soit : a? ¢? = (1-a%) (l-¢?) = 1-a%-c2+a%c? d'od il vient a® + c? = |

Alors a%+c? = |

et a?+c? =|
c2+d2 = ._=> (d=a ou d==-a)
Or si d=a , comme ac + bd = o c'est que : ¢ = -b

Si d==-a, c'est que c=5b

Donc la matrice d'une isométrie vectorielle de liz relativement 3 une base orthonormée est de 1'une des

formes : fR) : (:-b) . (S) : (: b\

avec a?+b? = |

4 Réciproquement soit f wune application linéaire de E, dans lui-méme et F  la matrice associée

¥ = = +> >
relativement 3 la base orthonormée (e,,e,)

cstoe o=t b) £@) = sy, et £@,) = -bE val,
avec a+b? = 1 Hf(;l)” = ”f(gz)“ = Ja%+b? =]

-+ -
et f(el) . f(e,) =0
P a b - -+ -+ - — -
. 81 F = \ f(el) = ael+be2 et f(ea) = bel-ae2

el =leEp =1

et £(e) . £(,) = 0

W
<
m
n
w
(5]
+
o
5]
[}

f est donc une isomdtrie vectorielle (1'image d'une base orthonormée est une base

orthonormée) .
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La matrice d'une isométrie vectorielle du plan vectoriel euclidien E, dans

lui-méme, relativement & une base orthonormée de E_ se présente sous une des deux formes
s

™ ( ) S (: )

oi a et b sont deux nombres réels tels que : aZ + b? =1
Remarque Une matrice A telle que det A = 1 ne caractérise pas nécessairement une isométrie
. 3 2 " s , . PO
La matrice n'est pas la matrice d'une isométrie
4 3

13~2 GROUPE DES ISOMETRIES DE DETERMINANT +I

- + " — . - < : ,
Désignons par O (E ) 1'ensemble des isométries vectorielles de déterminant +I1 du plan vectoriel E
2 2

# Soit f et g deux isométries vectorielles de déterminant +]
dét(g o f) = dét g x dét f = 1

done (g o £) € 0+(E2)

%¥Si f est une isométrie vectorielle de E , il en est de méme de f = et : dét £ = = |
: dét f
- +
done f ] € 0 (E)
¥ De plus f et g commutent
a -b
soit A = avec a? + b? = 1 la matrice de f
b a
a' -b'
et A' = avec a'? +b'? =1 la matrice de g
b' a'
aa' - bb' =(ab' + ba')
M(g o f) = M(f o g) =
ab' + ba' aa' - bb'

+ . s . ” : s
L'ensemble O (E ) des isométries vectorielles de déterminant +| du plan vectoriel E , muni
2 2

de la loi 0, est un groupe commutatif

Remarque

La composée de deux isométries vectorielles de type S (déterminant égal 3 +1) est une isométr

vectorielle de type R.
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13-3 ROTATIONS VECTORIELLES DU PLAN VECTORIEL EUCLIDIEN

13=3=1 Valeurs propres d'une isométrie de type R.

a -b
Soit f une isométrie de type (R) la matrice A est de la forme A = avec a? + b? =

b a

'il existe des valeurs propres, il existe des réels X tels que : dét(A - A1) =0

a - A -b
dét(A—}‘.I)=Og =0
b : )

dét(A - A1) = 0 & (a -2+ b2 =0

Cette derniére égalité n'est vérifiée, que si ) = a et b = 0. Ceci implique a = 1. La seule isométrie de
type (R) qui admette des valeurs propres est l'application identique elle admet | pour valeur propre double,

Toute isométrie vectorielle de type (R) d'un plan vectoriel euclidien réel E , distincte de
Ly (EISTRUCEE e,
1'identité, n'admet aucune valeur propre.

13-3-2 Théoréme fondamental

8i une isométrie vectorielle f

a, dans une base orthonormée une matrice de type R :

a -b
b a

Elle a, dans TOUTE BASE ORTHONORMEE, une matrice de type R, ou a et ‘b‘ SOnt conservés.

- -+
Le plan vectoriel euclidien E étant rapporté i une base orthonormeeEI5= (el,ez) , f a dans
. a =b 24p2 = |
cette base pour matrice A = avec a =
b a

Soit Ekf une autre matrice orthonormée de E, . Il existe une isométrie vectorielle g

seule transformant ff% en E}S) .Cette isométrie vectorielle a, dans la base

(R) (B’ 8 ou (8) J' Ej
8 g -a

2 a2
avec a° + B° =1

et une

, une matrice de la forme

Q

En d'autres termes

e -
g(e1} = ne +fe, = £,

[
m¥

- - -+ ->
: [g(ew) =ae, + fe, £

g(e,) = -Be + e, = ¢

my

X3

™ 4

-
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g 2
€2
- . _ o -8
£, La matrice de passage est P =
B o
2. Les matrices A et P étant toutes deux de type
(R) commutent,
La matrice A; de f dans la base Sﬁf est telle gque
+I
£,
A =Plar= (P'p) A=14=A.
f(4 -+ 5
a -b £,) = at + be,
Donc A, = A = et ! 1 L;
: b a f(e,) = -be, + ag,
. . | o A
2éme cas La matrice de passage est P' =
B -a
Des relations El' =€,
il résulte que
o
E; = =€,
-—rl -+ o **' A}I
f(e}) = £(g,) = ae, + be, = ae - bg;
- > > > -, L—y|
f(e;) = -f(g,) =bg, = ag, = bg; + ag,
La matrice A; de f dans la base EEf est alors
' a b . ) _
Al = Elle est du type (R) mais b est changé en (-b).
=b &
13-3-3 Définition
On appelle rotation vectorielle toute isométrie vectorielle ayant dans une base orthonormée
ri de type (R 2 -b 2
une matrice de type (R) a avee a+h? = |
b a
13=3=4 Théoréme
Etant donnés deux vecteurs unitaires u et u' il existe une rotation vectorielle
= > +
f et uue seule telle yue : £(u) = u'
v
- = - 0
N Soit v un vecteur unitaire orthogonal
u' . > . a -+
a u. Soient (b) les composants de u'
u . + &
dans la base (u,v).
u' = au + bv
e . ’ . o o L - *
S'1l existe une rotation vectorielle f telle que u' = f(u) elle a nécessairement pour matrice
- = = 2
dans la base (u,v) : F=/(°¢ b
b a

Or il existe une et une seule application linéaire avant pour matrice F dans la base (E,;J




- 148 -

13-4 SYMETRIES VECTORIELLES ORTHOGONALES DU PLAN VECTQORIEL

13-4~-1 Définition

I On appelle symétrie vectorielle orthogonale toute isométrie vectorielle de déterminant (-1)

Remarque La matrice associée 3 une symétrie vectorielle orthogonale A dans une base orthonormée egt
a b 2
S = [ avec a’+b? = |

On constate aisément que S% = I et que A est involutive. De plus 4 est bijective done

A est un automorphisme du plan vectoriel E;

13-4-2 Valeur propre d'une isométrie de type (S)

Soit f wune isométrie vectorielle de type (5) : sa matrice A est de la forme

r

|a b . )
A = | avec a*“ + bc = |
| b -a
L
§'il existe des valeurs propres, A , elles vérifient 1'équation : dé&t (A - AL) =0
a-5% b
dét(A - A1) = 0 & =0
b =a-=)

dét(A - A1) =0 &> - 432 4+ )2 =12 = ¢
dét(a - xI) =0 &&= A% = a? 4+ p? = |

dét(a -

ot
o
S
n
(=]
o
L[}
(=]
(=
e
"
|

Les deux valeurs propres +1 et (-1) sont associées i deux espaces propres orthogonaux N et N (cf 12-4-2).

La restriction de f 3 N est 1'identité ; la restriction de £ & N est 1'homothétie vectorielle de rapport
1 2
(=1). Il existe donc une base orthonormée de E telle que la matrice de f relativement & cette base s'écrive

2

10
A' =
0 -1
N
2
d |—-=--m 3
2
N
1
u
1
S R [ ¢
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Toute isométrie vectorielle de type (S) d'un plan vectoriel euclidien réel E est une
2
symétrie orthogonale par rapport & une droite vectorielle.

13-4-3 Théorame

E3 >
Quels que soient les vecteurs normés u et u

il existe une symétrie vectorielle
orthogonale, et une seule, A, telle que :

u' o= %(;).

_ o . > i e . a e s + -+
Démonstration Soit Vv un vecteur unitaire orthogonal a wu. Soit (b\ les composantes de u' dans la base (u, v)

+ -+ . . -+ + B
u' = au + bv., S'il existe une symétrie vectorielle S telle que u' = 5(u) elle a nécessairement pour

. ; < . Yl a b ’ . : .
matrice, relativement 3 la base (u,v) , S = b g . Or il existe une, et une seul application

. . . g
linéaire ayant S

. - ¥ =
pour matrice, relativement a la base (u, V)
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LES CHAPITRES 12 et I3

EXERCICE |

Le plan vectoriel euclidien P est rapp

1°) On désigne par p 1'application de

-+ -+
ué P, Yo p(u)
a) Démontrer que p est linéaire.
b) Ecrire la matrice de 1'application p
c) On considére les vecteurs a = T+§ e

p@).p(®) # 2.5

Comment peut-on énoncer ce résultat ?

Vérifier que

2°) On désigne par A 1'application de
GeP , Vi A

A

b) Ecrire la matrice de 1'application A

a) Démontrer que est linéaire

c¢) Démontrer que
G,we 2, Va,v

Comment peut—on énoncer ce résultat ?

EXERCICE 2

Soit f

5 5
dans une base orthonormée (i,j) de P est

1°) Démontrer que :

Ter LA

2

2°) Seit h 1'homothétie vectorielle de

1'application lin&aire du plan vectoriel euclidien

% s bk
orté a une base ortheonormée (i,3)
P vers lui-méme définie par :

e
= (u.1) 1

dans la base (I,?)
>+
1=]

tb

P vers lui-méme définie par

ZP(E) -u

dans la base {T,j)

- -
= U.Vv

A . AD

P vers lui-méme, dont la matrice

-3

1

e = 2 (ull

rapport

2
Démontrer que hof = foh
et que, si 1'on pose %)= hof :
v e P2,  Mu,w @ . @ = Uy

Comment peut—on &noncer ce résultat ?
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EXERCICE 3

. 3 A -+
Le plan vectoriel euclidien E2 est muni de la base€E5= (gl, ez) telle que :
-
2
es = 1

1 ]

¥ - &> =
e, 3, e,.e, 1

1°) On considére 1'endomorphisme £ de E, dont la matrice relativement a SIS est

F' 4
:"Ii 3
2 1
3 3

f est-elle une isométrie vectorielle de E2 ?

2°) Soit e} = aé'] + bZZ od (a, b)& R

/
Déterminer a et b tels que la basegjs = (?; 5 Et) soit orthonormée.
o z . ! N B 5. 5 - L
3°) Déterminer la matrice F de 1'application linéaire f relativement 3J). Retrouver alors

le résultat de la premiére question.
EXERCICE 4

. I3 . . = > -
Le plan vectoriel euclidien Ez est muni de la base{§5= (el, ez). Etant donnés deux vecteurs
—
1

-+ - - ¥
u=xe1+yez et u = X

-+ —pt . . . . . o
e, t y'zz , on définit l'application bilinéaire

LP de E, x E, vers R telle que :
> -—}' 1 ]
(P(u,u ) = xx' + Kl (xy' + yx') + yy'

1°) Démontrer que %7 définit sur E, un produit scalaire et que JD est une base normée de E2
Jy est-elle orthonormée ?

2°) Démontrer qu'il existe deux isométries vectorielles de E , dont on précisera les matrices
q 2 p

3 - + -+
relativement A la base (}5 , transformant e, ene,

EXERCICE 5

. ) ;25 + =+ - . .
Soit E un plan vectoriel euclidien et (i, 1) une base orthonormée de E. Une application

G 3 i _ . . 2 +
linéaire, f, de E dans lui-méme a pour matrice relativement a la base (i, J)

A=

oi a et b sont des réels donnés.

1°) Déterminer 1'ensemble (A) des vecteurs de E invariants par f. Lorsque (A) est une droite

vectorielle on en précisera une base.
2°) Déterminer le moyau , N, de £. Lorsque N est une droite vectorielle on en précisera une base.
3°) On suppose que a = b

a/ Démontrer que (A) et N sont des sous espaces vectoriels supplémentaires de E. Définir

géométriquement 1'application F.



b/

c/

On

af

b/

c/

d/

On suppose, de plus, que a

sur (A).

On désigne par g

b

orthogonale par rapport i (A).

simples peut—on établir entre

L
% »

Démontrer que f

En déduire les matrices, dans la base

suppose, dans cette question

3

(a=b) (a-b-1) (a=1) b # 0

se propose d'étudier les vecteurs

Démontrer qu'il existe deux valeurs

Démontrer que les vecteurs

-
u

la projection orthogonale sur N

est la projection orthogonale

la symétrie vectorielle

E, quelles relations

£0) =1 5,

ou A est un réel

répondant 4 cette question.

et par h
Soit v wun &lément quelconque de
. -> - -
v, f(v) , g(v) et h(v) ?
+
& j) de g et de h.
-+ - * -
u non nuls de E vérifiant
b b
A! et A, de A
associés a Xl et les vecteurs
et D de
2

sont les vecteurs de deux sous espaces vectorielles D
1

Indiquer une base de D

1

Démontrer que D1 et D2

et une base de D2

sont supplémentaires.

Démontrer que, a tout vecteur

+
élément v de D
2 2

Dans le cas particulier

od

tels que

a

<+

de

-1

2
E

. - - -+
E, on peut associer un élément vy de

£ =2 Vyr A, Y,

et

b

2, préciser

D,

D,

et £(V)

D

u associés 3 ),

et un



- 153 -

CHAPITRE 14

ORIENTATION D'UN PLAN VECTORIEL - ANGLES

14—1 L ORIENTATION D'UN PLAN VECTORIEL

Soit S\5= G, ) et

Soit B 1'ensemble des bases orthonormées du plan vectoriel euclidien E

C\B' - (_’-'n ) d EvE d ®
Ny o= i', 3") eux €léments de .

14-1-1 Rappel
- & ok i - : i % ;
Etant données deux bases orthonormées 5)3 = (1, J) et E}?; = (1', 3') d'un plan vectoriel euclidien E , il

2
existe une, et une seule, isométrie, f, telle que :
-
i

=¥

£(1)

—EI

£

Cette isométrie est une rotation si, et seulement si, son déterminant est -| ; c'est une symétrie orthogonale

si, et seulement si son déterminant est (-1).

¥y Tk ;
Or dét f = détq:(l‘, j'). En conclusion :
F

f est une rotation f—=3 déta a,in =+

f est une symétrie orthogonale &) clét:ﬁ,s ar, _5') = =]

14-1-2 Relation d'équivalence sur B

On définit, dans IB, la relation binaire, notée R, suivante :

.
" 2 . . . .
@)R% S1, et seulement si, il existe une rotation vectorielle L? telle que 'f(-{) = Tt at ¥ ) = FARL

Démontrons que cette relation est une relation d'équivalence sur IB.

e Soit Id 1'identité sur

dd) =7 et 14(h) -

E,. Nous avons
+
] Or Id est une rotation vectorielle donc, quelle que snit&.@R%: R est réflexive

. ' : . , . > i
e Si QR‘_B » 11 existe une rotation vectorielle f telle que 'f(i) =1' et ‘f(—j) = }' . Mais alors :‘f,'-d(;') =1

A _ T = | - . ¢
et k{ (3"=3 . or “P est une rotation vectorielle done ¥ ng , R est symétrique.

e S1 ;fWRE.J“Et 5\"‘-‘?.‘??# il existe i - T Er 22 P +
’ o Rike une toraflion Veetorieile ‘f telle que'f(1) = i' et Y(3) = 7' et une rotation

vectorielle Y telle que 'U}'(-i") =1 e ‘?(3"} = —j'-" Mais alors
o) (O = ydn =1v
et (Yop) (39 = ¥3dH =73~

L < ., — [ tda
Or (YoY) est une rotation vectorielle donc "SR ¢ R est transitive.
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14=1-3 Théoréme

5 T+ +, T . ; : ;
Deux bases orthonormées EB = (1, jJ) et E%‘ = (1', 7') ont méme orientation si, et

seulement si, dérEB {r, Ty =1

Ce théoréme résulte immédiatement des deux paragraphes précédents.

14=1-4  Recherche des classes d'équivalence

¥ Il existe au moins deux classes d'équivalence.

- . > _
En effet soit _"_P.B = (1, -J"‘) et 934 = (_1)’, -j]r) deux bases orthonormées de E :
2
+ : 9
dérS‘s(l' =1) = = =)
0 =1
Donc T"o et | n'omt pas méme orientation.
1
, +, o+ % . Z
¥ Soit G4' = (', J') une base orthonormée quelconque de E . Soit D = de&xbi', :1’"). Deux cas peuvent se
2

présenter :

« D=1 alors 93 et Gy ont méme orientation
e D=-1 alors 9 et Gy n'ont pas méme orientation. Mais alors
. T 3 Ty T
= - = =(= = +
det554 Gty 1) det:%(l s 17) (=1) 1

done _CPJ,‘ et ont méme orientation.

En conclusion 93‘ appartient soit 3 la classe de 550 , soit d@ la classe de ﬂs .
1

Théoréme

L'ensemble des classes d'quivalence contient deux &léments et deux seulement : la classe

de (_{, —_{) et celle de (_{, —-_'|r).

14=1=5 Définition

= —
F s . r— , 0 o ;
Orienter le plan vectoriel euclidien E, c'est privilégier 1'une des deux bases % ou-Dque 1'on

qualifie de base orthonormée directe(ou positive)

™ [
Eo i : = ¢ : ; o s
Choisissons, par exemple,.)>> directe. Toute base appartenant a4 la classe de- S est dite directe. Toute base

i é indi égative.
appartenant i la classe de % est dite rétrograde ou indirecte ou néga
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MATRICE D'UNE ROTATION VECTORIELLE DANS DEUX BASES ORTHONORMEES DE MEME ORIENTATION

14=1-6
Soi a -b . . i .
ot M= avec a’ + b? = 1 la matrice d'une rotation vectorielle r relativement i la base
b a
!
> T = ; ; +, T ; . ;
g]b = (1, ]) orthonormée directe. 801t(ﬂb = (1', ]') une autre base orthonormée directe de E,. Il existe
; : + + + . . .
une rotation vectorielle % de E2 telle que(f(1) =1 etkf(J) = j' : la matrice de cette rotation relativement
a SE)ESt désignée par S -B avae ok = %= 1
B o
. '
La matrice de r relativement Egﬁ)est donc
M' =P ! MP Or P et M (matrices de rotations vectorielles) cummutent,donc : M' = M
La matrice d'une rotation vectorielle est indépendante de la base orthonormée directe choisie.
14-2 COSINUS ET SINUS D'UNE ROTATION VECTORIELLE
11 résulte du théoréme ci-dessus que si la matrice d'une rotation vectorielle r, relativement a4 une base
orthonormée directe{})est a .~b avec a® + b¥ =1 les réels a et b sont caractéristiques de
M=
b a
la rotation r.
14=2—1 DEFINITION

a est appelé Cosinus de la rotatiom r et noté Cos T

b est appelé Sinus de la rotation r et noté Sin r

14=2-2 REMARQUE IMPORTANTE

. + + B
Soit ® = xi + y] un vecteur unitaire de E2 :

r{z) = (ax - by) 1+ (bx + ay) }

= s + > 2 2 2
d'oli : u.r(u) = x(ax = by) + y(bx + ay) u.r(u) = a(x® +y°) = a
done Cos r = u.r(u) I _
- -~ = P ; (€D
D'autre part, désignons par dég;g ui r(W)| le déterminant, relativement 3\, des vecteurs U, r(®d)
M N X ax = by
dé%IS Lu, r(u£]= = x(bx = ay) =-y(ax - by)
y bx - ay

b(x* +y%) =b

[}

dégp‘) [ﬁ, r(E)]

donc Sin r

dérgg[z,r(ﬁ):l

14-2-3 PROPRIETES

. 11 résulte de la définition que :

Cos® r + 8in? r = 1

. S8 Tt et r' sont deuw rotations.vectorielles dont les matrices relativement & une base orthonormée directe)’

sont respectivement




(ror') est une rotation vectorielle dont la matrice relativement & ‘§<{est :

aa' - bb' -(ba' + iab")
MxM' =
ba' + ab' aa' - bb'
I1 en résulte que :
Cos (ror') = Cos r Cos r' - Sin r Sin r'

Sin (ror') = Sin r Cos r' + Sin r' Cos r

s En particulier si r' =71 et si 1l'on pose r® = ror :

Cos (r?) 2 r-sin® 1

]

Cos

Sin (r?) = 2 Sin r Cos r

e En fin, si r est la rotation vectorielle définie ci-dessus, r ! est la rotation vectorielle dont la

matrice, relativement ﬁ%est 3
a

b
M= b I1 en résulte que
= a
Cos r ! = Cos r
Sinr ! =-Sinr
14=-3 ANGLES DE DEUX VECTEURS UNITAIRES

. - . » . . - -+ * - -
Smt‘u, 1'ensemble des vecteurs unitaires d'un plan vectoriel euclidien E,. Soit u et u' deux &léments

. I . . > -*,
de‘u_: il existe une rotation vectorielle r, et une seule, telle que u' = r(u).

Sig_\},désigne 1'ensemble des rotations vectorielles de E2 désignons par @ 1'application decuf dans EQJ qui,

e - a3 .
au couple (u, u') associe la rotation r.

X
14=3-1  RELATION D'EQUIVALENCE SUR A

—_— 2 . i % - .
On définit, dans Cu, ,» la relation binaire, notée v, sulvante :

-+ > Fragcd , ; 5+ > -
" (u,u') v (v,v') si, et seulement si, P (u,u') = B@,v") "

en d'autres termes

- > + = . .. ; :
" (u,u') Vv (v, v') si, et seulement si, il existe une rotation r telle que :

- - -
u' = r(_ﬁ) et v' = r(v) "

I1 résulte immédiatement des propriétés de 1'égalité dans@‘)que la relation notée r est une relation d'équivaler

[4-3-2 DEFINITION

Chaque classe d'équivalence est un angle.
1 ¥y = = ’{_"\r-
L'angle dont (u,u') est un représentant est noté (u,u').

L'ensemble des angles sera, dans la suite de ce cours, notéJde’.

14-3-3 GROUPE ADDITIF DES ANGLES
~
Par définition, & tout angle (-f’ est associée la rotation vectorielle unique r telle que o= r(G), ol
-_
. (:,TJ') est un représentant quelcongue deﬁf’.
ey - >
Réciproquement, & r est associé 1'angle unique "f de représentant [u, r(u)]

Le schéma ci-dessous montre comment on peut munird%d'une loi interne appelée addition et notée +
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Ensemble des rotations Ensemble des angles
QN < bijeetion . oK
- e
T & } l{'
-~
5 pa N 6
~ Cd
loi O loi +

236-9.%

&o) gtant un groupe commutatif, il résulte de 1'isomorphisme ainsi défini que :

[a]
o
121
(]
=
o
2
.
o

L'ensemble des angles, muni de 1'addition, a une structure de groupe commutatif isomorphe au groupe

(Di ,0) des rotations vectorielles et au groupeﬁoﬂ %) des matrices orthogonales 3 déterminant +]

s P -3 N . » . . - L o
L'élément neutre est 1'angle nul , noté U, associé 3 1'application identique. Un représentant de T est (u, u).
P fa o . ) 2 > s2 s : -1 S
Le symétrique de‘f associé a la rotation r est l'angle noté (—‘f) associé a& la rotation r .51 (u,u') est un

—— = 2 -
représentant de \f , (u", u) est un représentant de (—'f)

14-4 ANGLES DE DEUX VECTEURS QUELCONQUES
14-4-1 DEFINITION
Etant donnés deux vecteurs ¥ et ¥ non nuls d'un plan vectoriel euclidien E, , désignons par ¥ et @'
les vecteurs - 1 =+ *y_ 1 -+, Les vecteurs 1 et U' sont unitaires.
me——— gy et ul= e
Il 'l
-+ - S - -
L'angle des vecteurs v et v' est par définition, 1l'angle des vecteurs u et u'.
' A v,
On note (\7, v') = (\3, u'
14-4-2 RELATION DE CHASLES

Soit "\’_, y ¥, ?5 trois vecteurs non nuls de E, et soit
E 1 - -+ 1 - - 1 -
1 T Iy R " S Vo o0 By > it
Iv, flv, [v,ll

N TSN

—~ —~
- -+ ~ 1
posons = {u1 i uz) et % = (u2 i Ua)

——

. . . - . /
Soit r et r' 1les rotations vectorielles associes respectivement aux angles ({ et k{ . Nous avomns :

-+ -+ - - = - >
u =r(u) etu =r'(u) d'ot : u = (r'or) (u)
2 It 3 2 3 1

- -ty
Or 1'angle associé a (r'or) est LQ**\? donc :

-_:/\'\, ——
(o, u) = '+ \‘Q I1 en résulte que
(o, 5 uy) + (u, 5 uy) = (v, u,) et donc que :

- - -+ - - -
(V] 3 Vz) + (v, Va) = (v, ’Vg)

Cette relation est connue sous le nom de relation de CHASLES.
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14-4-3 COSINUS ET SINUS DE L'ANGLE DE DEUX VECTEURS

Le plan vectoriel euclidien Eﬁ. étant rapporté 3 une base orthonormée directe@)'—* (-{, ]')

5 -+ -+ . 1 1 .
soit v et V' deux vecteurs non nuls de E, et soit T= Vet T = F' . I1 existe une

(] i

rotation vectorielle unique r telle que : Q' = r(h)

o 2N 2N

soit \?= (G, o) = (v, v")

Par définition :

On appelle Cosinus de 1'angle (3, '\;') le cosinus de la rotation r :
-

Cos \? =Cos T

11 résulte du paragraphe 13-2-2 que :

=

v')

-+

- -
v)

-~
Cos\f= Cos r = u.u' =

| 1
e - (=
il (K2l

H —_N T
Soit Cos Y= =— eV =
(RIRE LA

—

Sin“f Sin r d’@_}[_k ﬂ]
= = dg U, =

dét‘{\b (—{'., —\;')
-+ > "!
ol < vl

=xT ey T, VI e ayyt LRl = A AT, |30 = R g2

. > -+
Si v=x1 +y] et

'

et il vient ' - yx'

Cos-\%\= xx' + yy et Sinf@- Xy

"x2+}’2 fx|2+y|2 fx2+y2 /xr2+y|2

14-4-4 FORMULES D'ADDITION ET DE DUPLICATION

Des formules démontrées au paragraphe 13-2-3 donnant le Cosinus et le Sinus de la rotation composée des deux
—_—

iy
rotations r et r' , il résulte que, si ‘f est 1'angle associé 3 r et B 1l'angle associé & r

—

Cush\"{; Cos B- Sin Y sin

-
&}
. — - - -
Sln\f Cos8 + Sin 8 Cos\e

[}

Cos (_‘Fi-a]
sin (@)

e ~
e En particulier i ® =Uf en notant \{ +\F= 2_\?

—
Cos 2k~F= c052¢— Sinzq

~ — —
sin 2%= 2 sinY Cos \

N A
; A P
@ 5i\p est associé a r, (-‘f} est associé 3 r

Cos (—{?\) = COSQ et Sin (—-(?) = - Sin‘(f\

e Par suite

Cos (4-8) = Cos [\f-r (-ﬁ)] = Ccs\f Cos (-8) - Sin\{r‘ Sin (-8)

= = = = o —
soit : Cos (f-8) = Cos'f Cos & + Sin{ Sin 8

- - -~ — — s —
de méme Sin(§-8) = Sin [LE+ (-E‘J)] = Sin ¥ Cos(-8) + Sin(-8) Cos\i

= — —
Soit sin (f-%) = SinY{ Cos™§ - Sin g cQSTF




= 1%

14-5 ANGLES REMARQUABLES

i iy 5 % 2 : + 3
Le plan vectoriel euclidien E2 est rapporté & une base orthonormée directe (Ef 1, 33

14-5-1 ANGLE NUL

L'angle nul, noté 8, élément neutre de Q?DQ,/ +) est par définition l'angle de représentant (u, u)

associé 4 l'application identique de E, :

Cos 0O = 1 et Sin’6=0

14-5-2 ANGLE PLAT

Cherchons & résoudre dans @%, +) 1'équation : _
—_ N A -~ # b . ca e e ; <
kf +\<P =0, (.P étant 1'inconnue. Soit A = la matrice associée a \f relativement 2 la base(‘g
a

N\ ~
*‘\f =0 se traduit par AxXA = 1 soit :

-5)

a? - p? -2ab 1 0
2ab a® -b? 0 ]
d'ot a® - b* = |
ab = 0
a ne peut étre nul car alors on aurait b2 ==-1 doneb =0 et, a=1 ou a==]. Ceci conduit aux deux
matrices | 0 =9 0
et
¢} 1 0 =]
Remarquons que la matrice |j_1 Oi\ est associée 3 1'homothétie vectorielle de rapport (-1)
0 =]

5 < R = -+ - 25 —
L'angle plat, noté P est par définition 1'angle de représentant (u, -u) associé 3 1'homothétie

vectorielle de rapport (-1)

Cos ’13=—1 et Sin/ﬁ=0
14=5-3 ANGLES DROITS
- A -~ . P
Cherchons a résoudre dans U%, +) 1'équation k{”\f =p ou \? est l'inconnue.
si a=|% b 1'équation proposée se traduit par :
b a
a’® - b? -2ab -1 0
2ab a? - p? 0 -1
Soit a? - b? = -]
ab =0
b ne peut etre nul car alors on aurait a = -1, donc a=0 et, b =1 ou b=-I. Ceci conduit aux deux

matrices
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.3 + + . . . .
Remarquons qu'au vecteur u = x1 + yj la rotation vectorielle associée & A] fait correspondre
* g + . . i i . s
le vecteur u' = -yi + x] ; la rotation vectorielle associée i A2 fait correspondre, 3 u, le
Tn > g =y -, + Ly *n
vecteur u’ = y1 - X] = =u'., De plus wu.u' =u,u" =0 donc les vecteurs u et u sont tous deux
-+
orthogonaux a u.
i - ; 0 =] . . A P '
L'angle défini par la matrice est appelé angle droit positif et noté d', 1'angle
1 0
Goad. & . 0 1 . . - . PR 8
défini par la matrice est appelé angle droit négatif et noté d . Ces deux angles sont
=1 0
- ~+ = L
opposés et 2d =2d = p
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CHAPITRE 15

MESURE DES ANGLES

15-1 CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Soit E  un plan vectoriel euclidien orienté, et soit P un plan affine associé au plan vectoriel

euclidien orienté E
2

15-1-1 Définition

On appelle cercle trigonométrique de P tout couple (C, A) oG C est un cercle de rayon 1

inclus dans P et A un point de C.

B
On désigne par
a) 0 1le centre du cercle C
— -
A A b) 1 le vecteur unitaire 0A et j 1le vecteur unitaire 0B tel

0 que (0, ?, 3) soit un repére orthonormé direct de P.

c) A' et B' Tles points diamétralement opposés & A et B
B 1

15-1-2 Remarque 1

Désignons parcjt 1'ensemble des angles. A tout &lément IF de f& est associge la rotation
vectorielle \? . Le transformé par la rotation vectorielle \f du vecteur unitaire 1 est un vecteur unitaire. Il
en résulte que le point M du plan P défini par 5ﬁ = f(?) appartient au cercle C.
Soit f: S —3C
IF — M

s = +
f est une bijection car f(¥) = M &0M = Y(7)

Théoréme

Soit (C, A) un cercle trigonométrique de centre 0. L'application f, qui & tout angle §3 fait

correspondre le point M défini par 5? = ‘f(OA) est une bijection de ft sur C.
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15-1-3  Remargue 2

X 1'"image de 1'angle nul 0 est A ;
— ~
1'image de 1'angle plat p est A' ; enfin “F: (OA, OM)
|
B
¥ 51 le point M a pour coordonnées (x) relativement au repére (0, 71, 3) du plan P alors
T =T Gh.on
Cos P = Cos (0A, OM) = —=T_ =
o] ol
=53 detyr 4y 7 o 1 X
= - -
Sin \P= Sin (0A, OM) = (1_,;]) (EA, M) 0_3_ ] -
[l0A) Jom|l [| OA [ |oM |
% Réciproquement :
—~ s
Tout point M dont les coordonnées sont Cos \? et Sin \p appartient @ C car

Cos? tl5+ Sinzh\?= 1; M estle point tel que (OA, Oﬁ) = ?

15-2 | APPLICATIONS CANONIQUE & DE W VERS Y

15-2-1 Axiomes de daéfinition de @

Axiome 1 : I1 existe une application 6 de R versﬁ telle que :

(x, x") €R? , Y(x, x") [e(x +x') = 08(x) + e(x")]

Axiome 2 : I1 existe un réel strictement positif, noté =, tel que o(r) = P

La restrictionde & & ]-r, n] est une bijection de ]—r s 7] sur 5k

15-2-2  Interprétation intuitive de ¢

On peut "assimiler" 6 & un enroulement d'un fil autour d'un cylindre.

Mat (m)
R PREY X — (0A, OH) = ¥ = o(x)
| T—— (0A, 0A') =P = o(n)
Y 1(0)
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15-2-3  Conséguences
% (xeR) (Yx) e(x +0) =8(x) +8(0) = 8(x)

donc 8(0) = ) |

¥ (x €ER) (¥x) 0= 8(x-x) = 8[(x) + (-x)] = 8(x) + 6(-x)

donc i B(-x) = - B(Xl__J

¥ (xeR) (¥x)

8(2x) = 8(x + x) =8(x) +0(x) =28 (x)
Par récurrence nous obtenons

(n €M) 8 (nx) = n B(x) et plus généralement d'aprés la conséquence précédente :

(kelZ) o(kx) = ko (x)

rxgm, ke# (V) (Wk)  e(kx) = k 6 (x) ﬁ

¥ o0(2n) =28 (n)=2P

Or nous savons que 2 p =0

donc | 8(2r) =0

et \ (k€ Z) (Vk) 8(2kr) = k & (21) =T

{__ XxXER , KEE (V&) (k)  e(x + 2km) = @(x)

= 8(m) = 8(2 1 = A
P o= 8(m) (2 2) 2 9(2)

Ainsi 6 est solution de 1'équation définie par 21% ='$. Nous savons que ces solutions sont dt et
. Nous aurons air ' B(%) =4

15-3 [GROUPE ADDITIF  (R/, _ 7 » +)

15-3-1 Définition
Nous savons gque
x €R
(¥x) (Yk) B(x + 2km) = B(x).
k e

Ainsi si 2 nombres réels x et x' sont tels que x' - x = k(2r) alors &(x) = 6(x").

Considérons la relation binaire définie sur R xR par x Rx'&EDx' - x = k(2n) (keX).

% Elle est réflexive Quel que soit le réel x :

x =x=0=0x2n

% Elle est symétrique Quels que soient les réels x et x

|x - x' = 2km &= x' - x = -2kr = (-k) (271) (k& T)
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#* Elle est transitive Quels que soient les réels x, x' et x

(ke , k'€l  k+k'€el).

7

Conclusion :

I La relation Q},est donc une relation d'équivalence dans R ; on 1'appelle congruence modulo 27
On notera xR x!' par x = x' (27)
Définition

L'ensemble des classes d'&quivalence pour la relation Sl est noté R/Z . et on 1'appelle

ensemble des réels modulo 27

Remarque

Toute classe d'équivalence a un représentant et un seul dans ] -T r]

%=1{x, , X =x+k2r) KET} = [y x, x+ 27, ...

- 0 X b X 3m X 57

On identifiera souvent une classe x d'équivalence & son représentant x dans ]-n . ﬁ].

15-3-2  Structure de (R/, _r +)

Soit XER/, 7 et YER/, 4

Quels que soient les &léments x et x' de % , il existe k tel que x' = x + k27 et quels que

soient les éléments y et y' de y il existe k' tel que y' =y + k'2r¢

Ainsi x' +y' = x+y+ (ktk')(2mr) avec k+ k'€ T

1] ] e
Donc X' +y'e x+y
0 N /"._"‘-
Par définition : Xx+y =x+y
L'addition dans R/zﬂ z est associative et commutative.
. — .
o De plus : d+x=0+x=x
Donc 0 est élément neutre de (m/zv 7 +)
W i T e LN
e XER, (¥x) 0 =X+ (-x) =x+ (-x) donc -x = (-x)

Tout &lément de IR/27 g 2dmet un opposé dans m/Zﬁ 7
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Théoréme

I ﬂR/Z .7 +) est un groupe commutatif

15-4 MESURE DES ANGLES ]

15-4-1 Introduction

a) Soit f: R/, 5 ]-1 , 7]
R % %

f est bijective d'aprés la remarque dy paragraphe 15-3-1

b) La restriction de © & ]—ﬂ , w] = I est bijective d'aprés 1'axiome 2

Y, H }—ﬂ,w]——__ﬁ._*}(ft'
I

Nous en déduisons que (6 o f) est bijective de R/21T 7 dans ;ft'

Soit X un &lément de R/Zﬂz de x représentant x dans J-m, 7

et soit y un élément de R/, 5 de y représentant y dans )-m, 7]

(80 f)(x+y) =8[f(x+y)] = a[f(k+y)] = 8(x +y)
B(x) + 8(y) = o[f(X)] + e[f(&}]
= (0 f) (X) + (6 0f) (¥)

Donc : (& o f) est un homomorphisme de (R/Z_Z , +) vers (G, +)

On peut schématiser cette démonstration :

f 6
Rlgg — 5] ] . A
—
X 3 X > = a(x)
Ar
T G J— V(0%
1'addition n'est
pas interne dans
addition -, +] . ddition
Toutefois i1 existe ;
oo ésentant PRt
R N e e B S SR O
- e -\ z\l
i e o] G+ = o(xey)
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15-4-2  Théoréme et définition

D'aprés 1'étude précédente.

a) 11 existe un isomorphisme du groupe commutatif (R/5, g » +) sur le groupe commutatif (J%Z +)

b) L'Elément de IR/2T 7 ainsi associé d@ un angle est appelé mesure de cet angle.

e .
Remarques : o La mesure d'un angle P est donc un néel x modulo 27 ou encore x

Ainsi : mes ¥ -= x= {x;xER /8 (x) = IF}.

« Tout représentant de mes tﬁrs'appe11e détermination de t?

—

Le représentant appartenant & ]-r 3 +r] s'appelle détewmination principale de 'f.

. Exemples : mes P = (1) = {x/x = 7 + 2k7}
4 T g
mes d = (=) = {x/x = — + 2kn}
2 ?

» Par abus de langage on confond souvent détenmination et mesure d'un angle. (Par exemp

on dit souvent "soit un angle de mesure " au lieu de "soit un angle de mesure (3)".
6

X
6

16-4-3  Autres systémes de mesures

L'existence de § étant admise i1 existe d'autres applications de R sur &t posseédant des propriété
analogues a celles de &.
Soit o 'R___a,(jaf
X —a(x) = 8(Ax) ol X est un réel fixe

Nous avons alors :

(¥Yx) (xeR)
alx + x') = 8[A(x + x")] = 8(Ax + x') = 8(2x) + 6(Ax') = a(x) + a(x")
(Yx) (x'e R)
. oo —— . i 0 2
a)| Si A= 7 désignons par G180 1'application de R dans J% telle que

(¥x) (x€ R) aygq(x) = 8(=x)

donc a1gg st une fonction de période 360.
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. Nous sommes conduits & étudier la relation

x @R x' e x-x' =360k (k €Z)

qui est une relation d'équivalence.

®/360 7

On définit

le radian,

« L'ensemble des classes d'équivalence est et il existe un isomorphisme entre

R/ 360 7
+) et (gt +)

» Nous avons ainsi déterminé un autre systéme de mesure des angles.

b) Si A = E%E soit  aypp 1 X — apgg(X) = B(——) x).

aussi un autre systéme de mesure

15-4-4  Unités d'angles

a) La mesure d'un angle dans chacun de ces syst2mes est un &lément de R/Er 7 R/360 7} R/400 7

b) . On appelle zadian 1'angle &(1) image du nombre réel 1 par €.
« On appelic degié 1'angle “180(1)
. On appelie grade 1'angle “200(1)

le degué, le grade sont donc les unités d'angles des trois systémes considérés.
9

c) On sait que 8(m) = B

D'aprés les définitions de %180 et tpgg NOUS avons :

aygg (180) = e(% x 180) = 8(n) = p
agg (200) = e(zgo x 200) = a(m) = p
Ainsi p=6(m) = 9180 (180) = %00 (200)
Les mesures de ﬁ dans les systémes précédents sont respectivement : T léO, 200.

Les déterminations principales de p sont donc respectivement T, 180, 200.
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EXERCICESSUR LE CHAPITRE 15

EXERCICE 1

Un plan vectoriel euclidien P est orienté et rapporté a une base (?, 3) telle que “?Wl: ”EH =1

et une détermination de (%T\}) est ool a 0, w[

Calculer, en fonction de c¢os @ , la matrice relativement a la base (?, 3), de la rotation vectorielle

-+

f telle que f(1) = 7.

EXERCICE 2

Soit E 1'ensemble des fonctions numériques définies sur 1'intervalle ]-2 ; + 2[ . On rappelle que

E, muni de 1'addition, et de la multiplication externe par les réels, ainsi définies :
f+g:x,—yf(x)+g9(x) pour tout (f, g) e E x E

3 f - » f(x) pour tout (i, f)ER x E

est un espace vectoriel sur R.

1. Soit F 1le sous-espace vectoriel de E engendré par les deux fonctions f], f , ainsi définies :

3R LT — f(x) = —=2—

! 4 - x* 2 4 - x*

pour tout x €]-2 ; + 2|

Montrez que (f , f ) est une base de F.
1 2

2. Soit P 1le plan vectoriel euclidien orienté et soit (7, 3) une base orthonormée directe de P.

On désigne par T 1'ensemble des transformations orthogonales de P, dont la matrice (a C) , relativement a la

b d
base (i, j), vérifie (a - b)? = 1. Déterminer tous les éléments de T (préciser les angles de rotation, et les

axes de symétries).

3. Soit \p 1'endomorphisme de F, dont 12 matrice par rapport a Ta base (f , f ) est la matrice A,

1 2
représentant la rotation vectorielle d'angle + L dans P, par rapport a la base (
2

+
E

s j). Déterminer 1'image par \f

de la fonction g = 2f + f .

1
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CHAPITRE 16

ISOMETRIES VECTORIELLES
D'UN ESPACE VECTORIEL SUR R
DE DIMENSION 3

16-1 (AFROPRIETES GENERALES - RAPPELS

16-1-1  Définition

Une application f de E3 sur E , espace vectoriel euclidien sur [R, de dimension 3 est
3

une isométrie de E si f conserve le produit scalaire défini sur E c'est-a-dire :

(W, V)ekE x £ VG, V) f(U) - f(V) = U.v

16-1-2  Conséquences (cf chapitre 11)
% f est un endomorphisme de E
3
% f est une isométrie si)et seulement si, f est un endomorphisme conservant la norme

T est une isométrie si)et seulement si;l'image d'une base orthonorm2e par 1'endomorphisme f est une

base orthonormée

% L'ensemble O(E ) des isométries de E est un groupe, appelé groupe orthogonal de E
3

16-2 MATRICES ASSOCIEES A UNE ISOMETRIE DE E3

16-2-1 Matrice d'une isométrie

Soit ESI (?, 3, ﬁ) une base orthonormée de E . L'image par 1'isométrie f de E de la base S% est une
3 3

base orthonormée

donc : [F(T)]2=1 5 [FD]*=1 5 [FE)]* =1

Ainsi la matrice d'une isométrie f de E/ est de la forme suivante :

A= MF,®) = b b b avec les conditions suivantes




a? + b? + ¢ =1 a a + bb + ¢ c =0
1 1 1 1 2 1 2 1 2

(c) a2 + b2 + ¢? =1 et aa + bb + ¢ ¢ =0
2 2 2 1 3 1 3 1 3

a2 + b? + ¢? =1 aa + bb + cc =0
3 3 3 2 3 2 3 2 3

Une telle matrice est appelée matrice orthogonale.

16-2-2  Déterminant et inverse de 1a matrice d'une isométrie de E
3

Soit A la matrice orthogonale d'une isométrie f et soit At sa matrice transposée.

= = |
a a a a b [
1 2 3 1 1 1|
A= |b b b At |la b o
1 2 3 2 2 2
C o « a b c
1 2 3 3 3 3
Les conditions (C) précédentes étant vérifiées, calculons AEx A ; les conditions (C) &tant remplies :

o

r = [
a b o a} a, a;W 1 O—

a b ¢ x b b b | = {0 1 o0
2 2 2 i 1 2 3 {
a b c c c c J LO 0 1
L 3 3 3 L 1 2 3
IT résulte de ce calcul que £A =1 ou I est la matrice carrée unité d'ordre 3.

Nous en déduisons donc que :

% A est inversible et Al = At

t

% det A x det Ab = 1. Or det A% = det A, donc (dét A)2 = 1, ainsi (dét A =1 ou det A = T

IL Le déterminant d'une isométrie vectorielle de E est égal a +1 ou -1.

16-2-3  Définition

On appelle rotation vectorielle de E (ou isométrie directe ou positive) toute isométrie

(E ).

3

de E de déterminant +1. L'ensemble des rotations est noté 0%
3

On appelle isométrie indirecte ou négative toute isométrie de E, de déterminant -1.

L'ensemble des isométries négatives est noté 07 (E ).
3

16-2-4  Le sous groupe 0+(E_)

3

Nous savons que (O(E ), o) est un groupe.
3

o 0+(E3) est non vide car IdE  est &lément de 0'(E )

3 3
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w Si f et g sont &léments de 0+(E3) alors dét f = +1, dét g = +1. Or dét(g 0 f)= dét g x dét f
donc dét (g 0 f): +1 et O+(EJ est stable pour la loi O.

¥ Si f est élément de 0+(E_) alors FY existe ot ie déterminant de F> est —E - = L

? dét f 1
donc f1 est élément de 0*(E ).

3

= 1

| L'ensemble des rotations de E est un sous-groupe du groupe orthogonal de E
3 3

Remarque : Si fe O07(E) et si g€ 07(E ) alors det(go f)= dét g x det f = (-1) (-1) =1
- 3

donc 0(E ) n'est pas stable pour la loi 0. Mais :
3

I La composée de 2 isométries négatives est une rotation.

16-3 l DETERMINATION DES VALEURS PROPRES D'UNE ISOMETRIE. SOUS-ESPACES INVARIANTS.

16-3-1 Valeur propre d'une rotation de E

3

Démontrons que 1 est valeur propre d'une rotation f de Ea' Calculons dét(A - I) ol A est la matri

de la rotation f relativement a une base orthonormée. Nous savons que AAt =1 et que détA =1

11 en résulte que : dét(A - I) = dét(A -AAt) = dét A x dét(l - At)

or I - At = (I = A)t donc dét(I - A)t = dét(;—Ab Par suite :
deét(A - 1) = 1 x dét(I - A) = (-1)* déet(A - 1) = - dét(A-I)

d'od det(A - I) = - dét(A - 1) = 0.

I 1 est valeur propre de toute rotation de E .
3

16-3-2  Valeur propre d'une isométrie indirecte ou négative de E3

Par un raisonnement analogue on démontre que - 1 est valeur propre de toute isométrie négative.

I -1 est valeur propre de toute isométrie négative de Ej.

16-3-3  Théoréme

Pour toute isométrie vectorielle f de E , i1 existe une droite vectorielle 4 globalement
3

invariante par f. Le plan vectoriel w, orthogonal & A , est également globalement invariant
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# 1 est valeur propre de toute rotation. Soit 3 un vecteur propre associé @ +1 et soit A la droite vectorie

- -
engendrée par a.

Quel que soit U, &lément de A ,il existe o tel que U =aa alors :

f(U) = f(od) =a f(3) =a@a = 1
En conclusion : si U€A (1) € &

¥ (-1) est valeur propre de toute isométrie négative. Soit ' un vecteur propre associé et soit A' la droite

- =5 e d
vectorielle engendrée par a'

En conclusion si U'ea , f(i)ea'.
¥ Soit w le sous-espace vectoriel de E3 orthogonal & A, droite vectorielle globalement invariante

Soit X un vecteur de 7 et U un vecteur de A ;

XU=0, donc f(X) . f(U) =X.0=0

puisque f conserve le produit scalaire. Or f(ﬁ) appartient @ A donc f(f) est élément de .

Remarque importante

l I1 résulte de ce théoréme que la restriction de f au plan vectoriel w est une isométrie de =

16-4 ETUDE DES ROTATIONS VECTORIELLES DE E

Nous savons que 1 est valeur propre de toute rotation vectorielle f de E3 et qu'il existe une droite
vectorielle A dont tout vecteur est invariant par f. De plus, la restriction de f & ot =1 est une
isométrie de = (cf 16-3-1 et 16-3-3), soit B une base orthonormée directe de E , formée d'un vecteur ncrmé e

- 3 1

de A et de deux vecteurs normés orthogonaux, 32 , & ,de 7.
3

Relativement 3 B 1la matrice A de f s'éerit :

A= 0 [ﬁ ] oi A est la matrice de f/TT relativement & Ta base
1 3 X
0 (2,8 ).
2 3

Le déterminant de A étant + 1, celui de Ai est nécessairement égal @8 + 1 et la restrictionde f & ¢

est une rotation vectorielle, donc : a -b

avec a® + b%=1 et 1 0 0
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Théoréme

Pour toute rotation vectorielle de E , 11 existe une base orthonormee de E_ relativement a

Taquelle la matrice A de la rotation s'écrit : 1 0 0 )
A= |0 a -b avec a’ +b%?=1
0 b a
Cas particuliers
Coportlaliers 1y 4 oo o
#* 5i A = alors A = |0 0
2 0 1
0 0 1

f est 1'identité de E3

-1 OW 1 0 0
*# 51 A: = 0 'lj alors A = |5 4 0
0 0 -1

f est la symétrie orthogonale par rapport a A.

)
| \-}\“~ <

| My T~ 12
| |

1 bl -
| I
- | |
—iy e !
= |

0 -
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ETUDE DES ISOMETRIES NEGATIVES DE E3

Nous

savons que (-1) est valeur propre de toute isométrie négative f de E3 et qu'il existe une droite

vectorielle A invariante par f, dont tout vecteur est transformé en son opposé. De plus la restriction de f a

ﬂfl'

=m

Soit B

est une isométrie de w. (cf 16-3-1 et 16-3-3).

= . o & .2
une base orthonormée directe de E  formée d'un vecteur normé e de A et de deux vecteirs nnpmag
3 1

et orthogonaux, é , &8 de T. Relativement d cette base la matrice A de f s'écrit :

Cas particuliers

#

Si

1 0 0
A= 0 [- ] o A est la matrice de f/r relativement & la base (¢ , & ).
A ! 3
0 1

2

Le déterminant de A étant (-1) celui de A, est nécessairement égal a +1 et f/m est une rotation d'ol

. -1 0 0
avec a% +b%? =1 et A= 0 a -b
b a 0 b a
_—
A AL
— ,// |
Ay &

Théoréme

Pour toute isométrie vectorielle négative f de Ea il existe une base orthonormée de E
3

relativement & laquelle la matrice A de f s'écrit :

-1 0 0
A= 0 a -b avec a? +b?=1
0 b a
-
(-1 0| -1 0 0
A, = | alors A =

* L 0 a] 0 -1 0
0 0 -1

f est 1'homothétie vectorielle de rapport (-1)
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™
1 0 -1 0 0
A: = lo 1 alors A = 0 ] 0
0 0 1

f est la symétrie orthogonale par rapport @ m.

DECOMPOSITION D'UNE ROTATION VECTORIELLE DE E l

16-6-1 Composée de 2 symétries orthogonales par rapport a deux plans vectoriels distincts.

Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel 7
! 1

la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel w_

et soit s_
2
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% 52 0 s est nécessairement une rotation vectorielle, étant composée de 2 isométries négatives (cf 16-2-4

remarques).

» T est invariant par s , 7 est invariant par s donc W N m est invariant par s o s].
1 1 2 2 1 2

Comme 7 et = sont distincts m N =« est une droite vectorielle A, ensemble des vecteurs invariants par la
1 2 1 2

rotation r=s o0s :r estla rotation d'axe la droite vectorielle A.
2 1

Théoréme

La composée de deux symétries vectorielles orthogonales par rapport i deux plans vectoriels

distincts est la rotation vectorielle ayant pour axe 1'intersection de ces 2 plans.

16-6-2  Décomposition d'une rotation vectorielle

¥ Soit une rotation f d'axe A, droite vectorielle de base normée {El) et soit le plan P contenant g]
et soit (5 5 € ) une base orthonormée de P. Complétons cette base pour obtenir une base (31, §r, E_) orthonormée
1 2 2 3

de E . La matrice de f relativement d cette base est de la forme
3

[

i 1 0 0

!O a -b avec a% + b? =1
[p b a

s |
o
o
—

La matrice de la symétrie orthogonale par rapport & P, Sos est relativement a cette base est :

-
o o
[= -
i

=)
| ==

% Donc la matrice de f o sp est : 1 0 0 (; 0 0 (} 0 01
0 a =-b| x 0 1 0 = 0 a b’
0 b a 0 0 -1 0 b -aJ

1 0 0
0 1 0
0 0 -1

C'est alors la matrice d'une symétrie orthogonale par rapport a 1 plan vectoriel P'

% I1 résulte donc que fos =5, or toute symétrie est involutive donc

oS )=5,0 sp . De plus comme sp’ =fo sp P; est nécessairement unique.

Théoréme

Toute rotation vectorielle est la composée de deux symétries orthogonales par rapport

respectivement a deux plans vectoriels.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 16

EXERCICE 1
L'espace vectoriel euclidien E est rapporté & une base orthonormée (? 3, E).
3

s

1°) Spit s la symétrie vectorielle orthogonale par rapport au plan vectoriel d'équation : x + y - 2z =

1

soit V= x1 +yJ + zk un &lément de E et 51(3) = xT+y 3+ z]f. Calculer x , y , z en fonction de x, y, z
3 1 1

2°) Soit r 1'endomorphisme de E défini par : r(1) =3 5 r(d) =k ;5 r(K) =

£
Démontrer que r est une rotation vectorielle dont on déterminera 1'axe et la mesure de 1'angle.

3°) Démontrer gu'il existe une symétrie vectorielle orthogonale s par rapport & un plan vectoriel P

telle que s o s = r. Donner une équation cartésienne de P .
2z 1 2

EXERCICE 2

+ >

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, (7, Js k) une base orthonormée de E, r la rotati
1

vectorielle de E dont 1'axe est la droite vectorielle engendrée par 7 et telle que r (j) =%, r 1a rotatic
1 2
vectorielle dont 1'axe est la droite vectorielle engendrée par ] et telle que r (?) =7

2

1°) Onpose : r=r or , ri=ror ,r®=ror? . Déterminer les images de 7, J, K par r,

2 1

par r? , par r®. Qu'en déduit-on en ce qui concerne 1'angle de la rotation vectorielle r ?

2°) Soit V=xi+y]+zk un élément de E et r(V) = x'T +y'] + x'k. Calculer x', y', z' en fonctic

de x, y, z. Déterminer les vecteurs de E invariants par r.

3°) Soit r la rotation vectorielle dont 1'axe est la droite vectorielle engendrée par k et telle que

r (1) = J. Déterminer les images de 1, J, kK par la rotation vectorielle r o r_ - Qu'en deduit-on pour cette

3

rotation ?
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EXERCICE 3

Soit E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 rapporté & la base orthonormée (T, 3, ?). Soit

a et b deux réels ; on désigne par Kfa b 1'endomorphisme E dé&fini par :
a.b (1) = (a-b) T + bJ
Cap @) = b+ (a-b)3

YPa b X)) = X

A- 1°) Montrer que \?a b est bijectif si, et seulement si, a(a-2b) # 0
2°) Déterminer le noyau et 1'image de \Fa b lorsque a(a-2b) = 0 (on distinguera 3 cas).

3%) Pour quelles valeurs de a et b 1'endomorphisme \Pa p est-il une isométrie vectorielle ? Soit G

1'ensemble de ces isométries.

a/ Caractériser les &léments de G.
b/ Dresser la table de composition des éléments de G.

Qu'en déduit-on quant & la structure de (G, 0) ?

B. On considére désormais le cas particulier a =2, b=3 et 1'on pose \P= Wg i
3

Démontrer qu'il existe des vecteurs & , e et des réels Al, 12 tels que :
1 2

(3 , 8, ?) est une base orthonormée de E
1 2
- — - -+
= A t e = A
L?(el) 1 El e \?{ 2) 2 eZ

Ao> A
1 2

On montrera que ces conditions déterminent A et X de maniére unique.
1 2

—
v
o

- coa . - ” v > -+ -+
Démontrer que si 1'on impose la condition supplémentaire e . 1 >0 et e -
1
- -+ 5
les vecteurs e et e sont alors uniques.
1 2

EXERCICE 4

Soit E un espace vectoriel euclidien réel dont la dimension est 3, (?, 3, ﬁ) une base orthonormée direc

de E. On considére les vecteurs de E définis par : & = ET (T+73) et 32 = /—% (-7 + 7).
1
On désigne par D 1la droite vectorielle de E dont 3; est une base et par P Tle plan vectoriel de E orthogo
a D.
1°) Démontrer que & et & sont unitaires ; en déduire qu'il existe une rotation vectorielle de E g
1 2
transforme (T, 3, k) en (8, 2 , K).

1 2

Si D est orientée par e , démontrer que (E » k) est une base orthonormée directe de P.
1 2
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2°) Soit f 1'endomorphisme de E défini par :

-

f(7) =37+ 3 - /6%

+

f(3) =T+37+ /6%

F(k)=/67-/67+2k

a - Soit U=xi+ yf + zK un élément de E et f(ﬁ) =x'7 +y'7+ z'k. Calculer x', y', z' en fonction de

Xy ¥Ys P
b - Démontrer que f est bijective
¢ - Démontrer que D est globalement invariante par f. Soit h la restrictionde f a D.

d - La restriction de f & P est notée s ; démontrer que s est définie par :

s(e ) = 252 +2/3% et s(k) =-2/83 32 + 2k
2

Démontrer que s est la composée dans un ordre arbitraire d'une rotation vectorielle et d'une homothétie vectorie

de P.

e - Déduire des questions précédentes que f est la composée dans un ordre arbitraire d'une homothétie vectoriel

d'une rotation vectorielle r de E.

3°) Soit g 1'endomorphisme de P d&fini par :

9 )= 3 (B, +AK et gk - F(AE -1

2

a - L'éguation g(U) = A0 (o0 A est un réel) admet 1a solution U = 0 pour toute valeur de X . Démontrer
qu'il existe deux valeurs particuliéres de A , et deux seulement, pour lesquelles cette &quation admet d'autres

->
solutions que U = 0.

En déduire que g laisse globalement invariantes deux droites vectorielles D et D de P que 1'on
1 2

précisera.

Démontrer que D1 et D sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de P.
2

b - Utiliser les résultats précédents pour démontrer que g s'écrit comme la composée dans un ordre arbitraire

homothétie vectorielle, k, et d'une symétrie vectorielle orthogonale, a que 1'on précisera.

¢ - Démontrer qu'il existe dans P une droite vectorielle A telle que si a' désigne la symétrie vectorielle

orthogonale par rapport @ A , on a la relation : 5 = k'1 oaoa'
Déterminer alors : g o s.
d - Démontrer que 1'endomorphisme u de E dont les restrictions & D et & P sont respectivement h_1 et

est le composé d'une homothétie vectorielle et d'une symétrie vectorielle orthogonale par rapport & un plan vecto

que 1'on précisera.
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CHAPITRE 17

ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

|
17-1 i UN PEU D'HISTOIRE

C'est pour étudier des équations du troisiéme et du quatriéme degré que les algébristes italiens du XVIa
siécle dont CARDAN, TARTAGLIA, BOMBELLI et FERRARI, ont &té amenés a considérer des nombres dont le carré est
négatif.

A cette époque ces nombres ne correspondent & rien de concret. C'est pourquoi Tes mathématiciens du XVIIa

siécle les baptisérent "nombres imaginaires".

EULER, vers 1750, introduit la notation 1, pour désigner le nombre dont le carré est (-1), puis ARGAND, en
1806, donne une interprétation géométrique de ces nombres que GAUSS, en 1831, appelle "nombres complexes". I1 intro-
duit, alors, 1'écriture z =a+bi ol a et b sont des reels et i le symbole d'EULER.

C'est en 1835 que le génial mathématicien Irlandais HAMILTON donne une théorie compléte des nombres complexe

Nous donnons ici une introduction "moderne" de ces nombres comnlexes 1ige & 1'alaébre lindaire.

17-2 | ENSEMBLE DES COMPLEXES

17-2-1 Définition

On appelle ensemble des complexes 1'ensemble, noté @ , des matrices carrées d'ordre 2

de la forme F '] oil (a, b) € R?
b a

Remarque : dans tout ce chapitre la matrice [% _TJ sera notée z = M(a, b) et appelée écrityre
b a

matricielle du complexe z.
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17-2-2  Théoréme

L'ensemble (C des complexes muni de 1'addition et de 1a multiplication a une structure de corps

commutatif.

1°) (@, +) est un sous-groupe de (M,, +) ensemble des matrices d'ordre 2.

¥ (. est non vide : la matrice nulle et la matrice unité appartiennent & .

¥ (L est stable pour 1'addition

Soit A =M(a, b) = [% '5} et B =Ma', b') = [;’ 'b] 8 = | ¥ “(b+b') | geaa

b a ! a' b+b' a+a'

l M(a, b) + M(a'+b') = M(a+a', b+b")

% L'opposé de tout élément de @ est &lément de €
Si A= M(a, b) = [% '5} , opp A = [?a %] donc (opp A) € C.
b a =b =

Remarque : Dans la suite du cours l‘ensemb1e¢ privé de la matrice nulle sera noté d:*

Q * L] .
2°) (@€, x) est un sous-groupe de (M} , X) , ensemble des matrices d'ordre 2 inversibles

Remarque Si AEL et A=Ma,b), d6t A =12a>+b* donc dét A=04==A=20. 11 en résulte que

c*rcm

« €T estnon vide : la matrice unité est élément de C.*
% (¥ est stable pour la multiplication :

Si A =Ma, b) et B=Ma',b")

Ay - |23 - bb ~(ab' + ba')
ab' + ba' aa' - bb'
d'oi : E M(as b) x M(a', b') = M(aa' - bb', ab' +ba') |

% 1'inverse de tout élément de a:* est élement de €F : En effet,

a b
a? + b? a? + b?
Si A= Ma, b), =
( ) AL = " -
a? + b? a? + b?
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_1=M( a -b

s
az+b2 a2+b2

donc A

et Alec®

3°) La multiplication distributive sur 1'addition dans M, 1'est, d fortiori, dans @
4°) De plus : M(a, b) x M(a', b') = M(a', b')x M(a, b)

17-2-3 Isomorphisme fondamental

Soit 1'ensemble des matrices de la forme |2 0 ol aé€R
1 0

IT est clairque C — C

Nous pouvons mettre en évidence 1'isomorphisme suivant de (d--1’ +, x) sur (R, +, x) :

(Cp X)) — ~ 3y (R, +, X)

M(a, o) — 0 y a
M(a', o) - it —y a'

addition addition

multiplication J multiplication

M(ata's 0)  ¢— Q _y Ya+a'

M(aa', 0) & o 3 aa' |

v

IT résulte de cet isomorphisme que ((C], +, x) est un corps commutatif

Notations
En raison de cet isomorphisme i1 apparait immédiat de noter : a la matrice M(a, o)

En particulier la matrice nulle M(o, o) est notée o et la matrice unité M(1,0) est notée 1.

@ muni de 1'addition et de la multiplication par un réel (101‘ externe) est un sous-espace

vectoriel de (M,, +, .) , de dimension 2 sur R.

% ( est non vide

% ({.est stable pour les combinaisons linéaires.

Etant donnés les réels a, 8 et les matrices M(a, b) et M(a', b') :

aM(a, b) + gM(a', b') = M(za + Ba' , ob + Bgb')

% D'autre part quelle que soit la matrice M(a, b) :

b L L[ o Ll -

b a 0 1 1 0
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sionpose Ue|l O gt 10 -1

il est clair que {U, I} est une partie génératrice de €
De plus aU+ B8l =0 = a=8B = o0 donc

{U,I} est un systéme libre de €

Conclusion (U, I) est une base de @ et, par suite, ¢ est un plan vectoriel sur R.

Notations définitives

Remarquons que : I? = M(-1, o) . Des notations données au paragraphe 16-2-3,i1 résulte que 12
sera notée (-1)

Désormais on posera I = i et par conséquent z = M(a, b)zal+ bl sera noté z = M(a, b) = a + bi

a+ bi est la notation algébrique du complexe z.

a est la partie réelle du complexe z.

b est la partie imaginaire du complexe z.

17-3 | REGLES DE CALCUL DANS @

17-3-1 Egalité

Les deux nombres complexes z = a +bi et z' = a' + b'i sont égaux si, et seulement si,

a=a'" etb=>0b'

Ceci résulte immédiatement de 1'égalité des matrices M(a, b) et M(a', b')

17-3-2 Addition

Etant donnés les deux complexes z =a + bi et z' =a' + b'i , on appelle somme des

complexes z et z' , le complexe z+ z' = (a+a')+ (b+b")i

Ceci résulte immédiatement du fait que :

M(a, b) + M(a', b') = M(ata' , b+b')

17-3-3 Multiplication

Etant donnés les deux complexes z =a + bi et z' =a' +b'i, on appelle produit des
complexes z et z', le complexe

zz' = (aa' - bb') + (ab' + ba') i

Ceci résulte immédiatement du fait que :

M(a, b) x M(a', b' = M(aa' - bb' , ab' + ba')
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Remarque : Le produit zz' s'obtient en effectuant le développement de (a + bi) (a' + b'i) dans Tequel

on remplace i* par (-1)

17-3-4 Conjugué d'un nombre complexe

1°) Définition

Soit z = a + bi un nombre complexe, on appelle conjugué de z le complexe,

noté 7, tel que : z=a~- bi
Remarques Z+Z =o0o&a=o0 autrement dit | 2 + 2 =0 & zeL-R
z=Igeab=0 autrement dit L 2= Ze—azER

2°) Théoreme

L'application f de . dans lui-méme qui, & z = a + bi, associe z = a - bi,

est un automorphisme involutif du corps (£, +, x)

% I1 est clair que f est une bijection de @ dans Tui-méme.

% Le diagramme ci-dessous montre, & 1'évidence que :

f(z +2z') = f(z) + f(z') et f(zz') = f(z) x f(z')

(€ +» X) ¢ ; y (C, +, x)

z=a+bi ¢ 0 —y z=a-bi

z' =a' +b'i ¢ o —3 2" =a' = b
addition [

addition multiplication

multiplication

z+z' = (ava') + (b4b')i o 3 Z+7Z' = (ata') - (b+b')i

zxz' = (aa' - bb') + (ab' + ba') i g0 y zxz' = (aa' - bb') - (ab' + ba') i

Les deux résultats obtenus peuvent s'@noncer de la facon suivante :

N
+
~N

Le conjugué d'une somme est €gal & la somme des conjugués : z + z' =

Le conjugué d'un produit est égal au produit des conjugués z x z' = x z'

N

% De plus : zeC, (Vz) (fof)(z) = z
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On peut énoncer ce résultat en disant que :

[Le conjugué du conjugué d'un nombre complexe z est ce nombre 1ui-méme

Remarques

Des propriétés ainsi démontrées i1 résulte que :
¥ zed , (Yz) (2%) = (2)?

% Si on désigne par R(z) la partie réelle du complexe z =a + bi et par Im(z) sa partie imaginaire :

2.7 = a% + b>  donc(z.Z}e R

17-3-5 Quotient de deux nombres complexes

Soit z un complexe non nul, tel que z = a + bj

L'inverse de z est : 1 _ 1 _ a-bi
z "~ ﬂ"‘E-} a? + b2
z=a+bl = 1 _ a _ b ;
z aZ+h? a2+b?

I1 en résulte que si z e etz'e ©% , tels que z=a+bi etz'=a" +b'i

Zezxg = (a+bi) (—2— - —2 1)
Z P auz +b'2 a|2+ b-z
z aa' + bb' ba' - ab'
z' 5 ¥
a|2+bl: a|2+b:2

17-3-6_ Module d'un nombre complexe

1°) Définition

Soit z=a+ bi un nombre complexe, on appelle module de ce nombre complexe le réel, noté

lz| , tel que :

Remarque si ze€ R, le module de z n'est autre que la valeur absolue de z et z? = |z|?

Mais si ze( et que z =a+ bi, [z|? = a2+ b? et
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2° Théoreme

£

(C* ,x) dans le groupe (R+- x).

L'application m de (¥ dans R' qui,a z =a+ bi associe [z| est un homomorphisme

du groupe

Ce résultat est mis en évidence a 1'aide du diagramme ci-dessous

(C, x) " s (R, %)

—

z' =a' +b'i L |z'] = Va'z + b2

multiplication multiplication

l

zz' = (aa' - bb') + (ab'+ba')ip—0" 5 |z].|2'] = Vaz + b2", Va2 4 b2’

I1 s'agit de démontrer que |zz'| = |z|.|z'|

Or = |zz'| = Lﬁaa' - bb')2 + (ab' + ba'izj

|zz'| = Léza'z - 2aa'bb' + b2b'? + a?b'2 + 2aa'bb' + b2a'?

|ZZ'| = l/az(a:2+ blz) + bZ{alz + b|2)

22| = Waz + b2) (a2 4 p'7)

22| =VAz + b2 x Va'z 4 bz

g

d'ol lz< 2'| = |z]x |z

Cas particulier
ze€, (Vz) |22| = |z]?

Remargue

Le noyau de cet homomorphisme est 1'ensemble

Nm) = {z |zegC]| |z| =1}

c'est-a-dire 1'ensemble, noté ?ld des complexes de module 1. C'est évidemment un sous-groupe de (% x).

Si nous revenons a 1'écriture matricielle des nombres complexes, tout &lément de qu peut s'écrire sous la

forme a =b avec a® + b% =1, Il en résulte que :
b a
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3°) Théoréme

L'ensemble noté qu, des complexes de module 1 est un sous-groupe du groupe (€% x), isomorphe

au groupe (O+) des rotations vectorielles d'un plan vectoriel.
2

4°) Autres propriétés

ES Deux complexes conjugués ont méme module

Si z=a+ bi 5 Z=a- bi alors

|z| = va? + b? et |Z| = Va? +(-b)? donc |Z] = |z|

¥ Quel que soit le complexe z : R(z) «]|z|
Soit z = a + bi. Notons R(z) Ta partie réelle de z c'est-a-dire : R(z) = a

) - aslol =V VTR 2

Le module de la somme de deux complexes est inférieur ou égal @ la somme des modules de ces deux

nombres complexes:

zegC , z2'€C (UZ) (VZ') |z+z'| 5 |z]| + |2']

Démonstration

lz+z'|? = (z+2') (z+2') = (z+2')(Z+Z")

|z+¢z2'|2 = 2z + 2'Z + 22" + 2'7"
Or z2'Z  est conjugué de 7'z car z'z=32'.2 = z'z
Donc zz' + 2'T = 2R{7Z")
Par suite :
|z+2'|2 = 27 + 2R(zz') + z'Z' et |z+z'|?< zZ + 2|zz'| + z2'Z"
soit |z+z'|%* g|z|® + 2|z| |z'| + |z'|* . Finalement : ztz' |2 < (2] + |2'])?

d'od |2+2'| < 2] + |2']
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17-3-7 Relations d'ordre sur

Théoréme

(T.ne peut, d'aucune fagon, étre muni d'une relation d'ordre total compatible avec la structure

de corps.

% Supposons, en effet, qu'il existe dans Te corps (@ ., +, x) une relation d'ordre total notée o et lue

"antérieur a

Cette relation d'ordre est compatible avec 1'addition si, et seulement si

j Quels que soient les complexes z, z', z"
C

zaz' ' =3(z+2z" ¢ (z' + 2")

Cette relation est compatible avec la multiplication si, et seulement si :

gQue1s que soient les complexes z, z', z

0 (zaz' et 0az") — (zz"alz'z")

¥ S o est compatible avec 1'addition et la multiplication alors : ze € ( Vz) 0o z?
« S z =0 ceciest évident car la relation notée o est reflexive.
e ST z#0 et oaz, daprés (Cz)

2

0z a z° donc 0@z

« Si z#0 et zoo, daprés (C)
1

[z+(-2)] & [0+ (-2)] soit @ o0a (-2)
et d'aprés (C ) : [o.(-z)] @ (-z)? soit encore : oazt
2
¥ Puisque 1 = (1)® et -1 =(i)® 141 résulte de ce qui précéde que : Oa 1 et 0« (-1)

D'apres (C ) : (0al) == [0+ (-1)] o [1 +(-1)] soit (-1) a 0.

Par suite 0 a (-1) et (-1) @ 0 conduit au résultat absurde -1 = 0 en raison de 1'antisymétrie

de l1a relation notée «.

17-4 @ espace vectoriel euclidien sur R

17-4-1 Lemme

Etant donnés deux complexes z et z', le nombre u = % (2z' + 2z') est reel.
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En effet : U=

17-4-2Théoréme
L'application ‘f de (Q“‘dans R définie par :
(Z4 2')!5@1, b/(z, z') [‘f{z, z') =%(ZE' + _zz')]
est un produit scalaire sur a

% P est symétrique

n

(Yz) (¥z*') B(z', 2) = 1(z'T + 2'2)
z

Vz) (Yz')  P(z', 2) =Yz, 2')

x P est bilineaire

¢ Quels que soient les complexes z,, 2,, 2'
Pz, + 2, z*) =117 [(z, +2,) 2" + (£, 7 7,) 2']
[:»:2 '+ 7, 2')

[2.2' + 2, 2] +1

\€(31+22’2')=1 7

Z
Yiz, +2,,2') = Pz, , 2') + Witz 5 2

Quel gue soit le réel , , quels que soient les complexes 2z et z'

V(ez, ') =%[(a2) z' + (az) 2]

VY (az, z') :_% (azZ' + aZz')
V(oz, z') = a [_% (22' + 22')]

Y(az, 2') = a xY(z, 2')

Compte tenu de ces deux résultats la bilinéarité résulte de la symétrie.

¥ La forme quadratique associée @ ‘P est positive

zeC*, (V1) Mz, 2) = 1(27 + 32)

rf

ze €*, (V2 Wiz, 2) = zz = |z]?

ze ¥ (\/z) l{5(2, z) > o.

17-4-3 Théoréme

Si T'espace vectoriel € est muni du produit scalaire LF » la base (1, i) est une base orthonormée de «

l

En effet : (1, 1) = |1]2=1
P(i, i) = Ji|?=1
et \[0(]" i) = (F(it 1) = l (-'i+'i} =0
2
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17-5 FORME TRIGONOMETRIQUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

17-5-1  Théoréme préliminaire

Tout nombre complexe 2z non nul peut s'écrire sous la forme z = Z, |z| ob |z| est

le module de z et z, un nombre complexe de module 1.

Démonstration

Soit z wun nombre complexe non nul de module =z et soit 2, =TT - Donc :

. I SR 4 R
z=1z,|z] et |z | = IWET{ = =1

17-5-2 Introduction

L'ensemble des nombres complexes de module 1 est le groupe multiplicatif, commutatif (U, x) des matrices

de la forme {; _ﬂ avec a? + b? =1

a) Nous savons qu'il existe un isomorphisme f du groupe additif (0%, +), des angles d'un plan vectoriel, sur

le groupe multiplicatif @@, x)

£+ sy U, x)
e (a -b
\? 2=

T

-~
ol a = Cos ¥
b=Sin §

o
Ainsi tout angle ‘¥ est associé a un nombre complexe z de module 1 et un seul (cf

b) Nous savons également (cf  15- ) qu'il existe un homomorphisme surjectif & de (R, +) sur (oﬁj +)
6 : (R, +) s (b +)
oy 3 8(a) = %

Nous savons de plus que :

B(a) = B(a') == (k€ Z) (3.k) o' =a+k(2m (I)

Remarque 1 :

—
» Tout réel o ayant pour image 1'angle P est une détermination de 1'angle T? , et toute détermination

—

\P est un réel égal &2 o modolo Zm (c'est-a-dire de la forme o+ k(2m) , (ke Z) ).

« Si (§ = 8 (o) et si nous posons :

cos o = Cos [8(a)] et sin a = Sin[8(a)] nous obtenons
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5 a = Cos :F Ea = cos @
=
.J\
b =3Sin'p b = sina

c) Considérons 1'application & o f de R vers W. 9 étant un homomorphisme surjectif de (R, +) vers Qﬂ; +)

et f étant un isomorphisme de (51‘, +) vers U, x) , 8 o f est un homomorphisme surjectif de (R, +) vers U, x)

Nous obtenons donc :

6 f
(R, +)—_-—5((7t ¥y — - (W, %)
o~ a -b R
o >3 00) = oo 2 = avec aZ + b? =1
b a
cos - sina
g, =
sin a cos a

Remarque 2
D'aprés la remarque précédente, si o a pour image par 6 o f, le nombre complexe z, de module 1, alors
tout réel égal a a + k(27) (k € Z) a, aussi, pour image Z,

d) Définition

Tout nombre complexe z, de module 1 peut s'écrire sous la forme

cos o - 5in o
zO = o g est un réel modulo 2.
sin a cos o

Ce réel modulo 27 , s'appelle argument de g 1'angle associé i@ s'appelle Argument de z,-

e) autre notation :

La notation matricielle de la définition précédente est éguivalente 3 la notation suivante

z, = €os a+ i sin o

ol o est un réel modulo 27 .

17-5-4  Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Soit z un nombre complexe de module p. D'aprés le théoréme préliminaire (16-4-1) z = ¢ 2

ou z, est un nombre complexe de module 1 ; Nous dirons par définition que 1'argument de =z est égal & 1'argumen-

0

de Z,- Par conséquent z peut s'écrire z = p(cos o + i sin a) ol ?n est le module de z

a est 1'argument de z.

Théoréme

Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire z = p(cos o + i sin a)

p est le module, o 1'argument de z et cette écriture est appelée forme trigonométrigue de z.
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Remarque

Nombre complexe nul : Le module du nombre complexe nul est 0. L'écriture précédente reste valable mais

nous ne pourrons cependant pas déterminer 1'argument de 0.

17-5-5  Opérations sur la forme trigonométrique

A - Relations entre forme algébrique et forme trigonométrique

a) soit Te nombre complexe 2z d'écriture algébrique z = a + ib et d'écriture trigonométrique

z = p(cos a+ 1 sin a)

De 1'égalité a + ib = p(cos a + i sin a) nous déduisons :

b) L'argument o d'un nombre complexe non nul est défini par son sinus et son cosinus :

cos a= & sin a = 2
o] o]

c) Remargue

& o . b
Nous pouvons aussi écrire , si a # 0. tg o= —
a

ek
Cependant cette formule ne permet de calculer o qu'a (k ) prés (k €2)

B - Egalité de 2 nombres complexes non nuls
Soit z = p(cos ot i sina)et z' =p' (cos o' + i sina')
pcosa=p' cos o
z=2' {
psina=p' sing'
La somme des carrés donne : p? (cos® a + sin? a) = p'? (cos? a' + 1 sin? ')
d'ol p? = p'?
+y2 i
comme (p, p') € (R')* nous en déduisons p=np' On a alors

cos o = cos a'
a=a' + k(2m) (k €Z)

sin o = sin o'

Théoréme

Deux nombres complexes non nuls sont &gaux si,et seulement si, ils ont méme module et méme argument

(modulo 2m).

C - Nombres complexes conjugués :

1

Soit z = p(cos a + i sina) alors % = p(cos a- i sin q)

p[cos(-a) + i sin (-a)]

N
n

ou mieux
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D'ol :

Théoréme

l Deux nombres complexes conjugués ont méme module et des arguments opposés (modulo 2m)

D - Produit de deux nombres complexes

Soit z = p(cos o + 1 sin a)

z' = p' (cos o

+ i sin a')

zz' = pp' [(cos o+ 1 sina) (cos o' + i sin a'ﬂ
22" = pp' [(cos a.cos a' - sin a. sina') + i (sin a. cos a' + sina'. cos aﬂ
zz' = po' [(cos(a + a') + i sin (a +a')]

Théoréme

Le produit de deux nombres complexes est un nombre complexe ayant pour module Te produit des modules

pour argument la somme des arguments. (modulo 2m)

arg zz' = arg z + arg z' + k(2m) (k € 2)
|zz*] = |z] = [2"]
E - Inverse d'un nombre complexe non nul
Soit z = p(cos o + i sin a) avec p # 0
R A 1 . 1 (cosa-isina) ot par suite :
z P Cos a + 1 51N o o

cos? o + sin? w

% = % x [cos(-a) + i sin(-a)]
donc ] _ 1 Iy . .
H = 3 - e et arg (G- -ang(z) v k(2n) (k€D
Théoréme

L'inverse d'un nombre complexe non nul a pour module 1'inverse du module et pour argument 1'opposé

de 1'argument de ce nombre complexe (modulo 2r)

F - Quotient de 2 nombres complexes

Soit z = p(cos a + i sin a)
j z' = p' (cos o+ isina) (p'" #0).
i z 1
: Sy ETES . On utilise les résultats précédents donc :
z _ 1 _ 1 _ |zl
20 = lzxgql = lzl < |7 =

arg Z, = arg(z x 1.) = arg(z) + arg (3.) = arg(z) - arg(z') + k(2n) (k€ )
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Théoréme

Le quotient de 2 nombres complexes est un nombre complexe ayant pour module le quotient des modules

et pour argument Ta différence des arguments (modulo 2m)

) %541 etarg (£,) =arg(z) - arg(z') + k(2) (ke

G - Formule de MOIVRE

Soit z, = cos g + i sin 4, nombre complexe de module 1.

i) soit neN* 22 = (cos o + 1 sin o)".
En appliquant Tes résultats de (D) nous obtenons (cos o + i sin u)n = cos(na) + i sin(na) (1)
ii) soit n ¢ Z* . Posons n' = -n donc zg = z;n = 1

(cos a + i sin a)n

Appliquons le résultat (1). Donc :

o - 1
®  (cos n'a) + i sinn' a)
D'aprés (E), nous obtenons aussi : 22 = cos(-n' a) + i sin(-n' o)
d'ol zg = cos(n a)+ i sin (na)

La formule (1) reste donc valable pour un entier relatif négatif.

(20)D = (cosa + i sin-a)o =cos (0n) + 1 sin (og) =1

La formule est encore valable.

Théoréme

Pour tout entier relatif n et pour tout réel o
(cos a+ i ﬂna)n= (cos nae + i sin na)

Cette formule s'appelle "formule de MOIVRE"

Remarque

Une application de la formule de MOIVRE : Linéarisation des polyndmes trigonométriques

Méthode : posons z = cos o + i sina

% =cosa -1 sina

donc cos o = L (z + l)
2 z
_ 1 . &)
sin o = T (z - =
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D'aprés la formule de MOIVRE

2" =cosna+isinna
—%— =cosna-1sinna
z
n
donc 2cosna:z++
£ . (2)
.. n
2isinna=2z - —
n
z
Exemple Linéariser |cos® a
1 1,8
cos® o = — (z +3)
26 z

Utilisons la formule du bindme de Newton et le triangle de Pascal pour calculer (z + %)5

n 3 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
donc
edrorvezlinrl vl vis2l vl vl @redy e hraseal) v
Zt z z z z z z z
Nous déduisons des formules (2) (z + %)5 =2cos 6o+ 12cos 4 g+ 30 cos 2a+ 20.

et par conséquent

A 3 15 . 5
cos® o = ol cos 6 a + 3 cos 4 o + 75 Cos 2 o+ =

17-6 IMAGE GEOMETRIQUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

17-6-1 Introduction

Nous savons que (@, +, .) est un espace vectoriel sur [R de dimension 2 ; i1 est donc isomorphe & tout

plan vectoriel E sur R. Munissons E2 d'un produit scalaire et considérons une base (3, V) orthonormée de E

2

a) nous pouvons ainsi &tablir 1'isomorphisme suivant entre @ et E,
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(@s +5 -) y (Es +54)
1 ¢ — U
i — 3V
z =a+ ib ¢ yal+bys=s V

-+ .
Nous dirons que z est|l'affixe| de ¥ ou encore que V |Te vecteur-image|de z

b) Soit P un plan affine euclidien associé au plan vectoriel euclidien, muni du repére (0, E} V}. Compte tenu de

1'isomorphisme précédent nous pouvons établir la bijection suivante :

a 3 P

5

z=a+ib p— oo 3 M tel que Oﬁ = V =au+byv

M est 1e de z et z est 1'affixe|de M

\ 4

17-6-2  Conséquences

a) Soit z =a+ ib

e(cos o + 1 sin «)

o lzl =p= Va2 +b? = V|| = d(o, M)

> de plus ia =pcos o =d(0, M). cos «
b

n

p sina = d(0, M). sin «

AN\

démontre que o est une détermination de 1'angle (OU, OM) appelé angle polaire du vecteur V image du complexe

Théoréme

Le module d'un nombre complexe est la norme de son vecteur-image. L'argument du nombre complexe est une

détermination de 1'angle polaire du vecteur-image.

b) Deux nombres complexes égaux ont :
- méme point-image

- méme vecteur-image
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c) Images de deux nombres complexes conjugués

T Y
Si z =a+ ib alors
b == == IM(z)
Les points images de z et Z E
sont symétriques par rapport & (0x). E 5
0 R at X
g, ‘
bl mme 3N M(2)
4

Théoréme

I Les points images de 2 nombres complexes conjugués sont symétriques par rapport a (0x)

d) Vecteur image de la somme ou de la différence de deux nombres complexes

Utilisons 1'isomorphisme initial (§ 17-6-1 a)

(T, +) (E 5 +)
2
z Vv
5
2! —— V!
1 l
addition addition
_’_\L_)_
z+2z' V+ V!
sous traction sous traction
z -z V-

7
' Ma (53], :
- .~ []
HP?)—'—' . s He()ﬁ-)é)
7 pid g
~ S '
\ /, Ml (%f) | :l
A ‘ ’/ —
-G ,// ‘ M![a1) 3 = E; r" r
o 7 0 i ',
o| & o x
Hji‘})

i Th&oréme

1 Si V et V' sont les vecteurs-images respectifs des nombres complexes 2z et z' alors
? + W' est le vecteur-image de z + z'
V- V' est le vecteur-image de z - z'
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17-7 RACINES n-iémes D'UN NOMBRE COMPLEXE

17-7-1 Racines n-iémes d'un nombre complexe (n € m*)

Soit Z = r(cos 8 + i sin @)

On appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z tel que =z

Posons z = p(cos a + i sin a)
Donc  r(cos 8 + i sin 8) = p"(cos a + i sin a)"

En utilisant Ta formule de MOIVRE on obtient : gn(cos na+isinna) =r(cos &+ 1 sin o) donc :

i -
no

—o+2kn ke2 < a=d4 2T keZ
n n
!
; 8 2m . s B 2m
: | = {} 24 ~E £t
Par suite : ‘ z r [cos(n + k = ) + i s1n—(«ﬁ + k = ﬂ

En donnant & k Tes valeurs 0, 1, 2,..., n-1, on obtient n valeurs de z. La période du sinus et du cosinu

étant 27 nous avons toutes les valeurs.

Théoréme

Tout nombre complexe non nul admet n racines n'€MeS Gistinctes ; Cces n racines ont méme module

et des arguments différents de k %I oi ke {0,1, 2,..., n-1}

Exemple n =6

; < g &} 2 ¢
M, est le point image de la racine z) = I [cos(E th=)+isin(g+k—= ﬂ

ot kef0,1,..., n-1}
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17-7-2 Racines n-iémes de 1'unité

Si Z=1 ona r=1 et 8=0 donc 1'équation z" = 1 admet pour solutions
z, = cos k 2T L jsink & ol kg {0, 1 n-1}
k n n t] § s+ 9y 4
par exemple : si n=6
z =cos0+9sin0=1
0
T, 5 g T
z =cos —+ i sin —
H-a_ T 1 3
; ! Ha !
o \ :

/ i
[ ~
| z cos EE-+ i sin n
' 5 3 3

17-7-3  Racines cubiques de 1'unité

En faisant n = 3 on peut dire que z* = 1 admet trois solutions :

¥a k=0 correspond z, = 1

2 N |
i k=1 d - + —
* d correspond z = COS = isin 3
On convient de poser J = cos 2 , i sin .1 +: i ig
3 3 2 2
¥3a k=2 correspond z = coS A 4§ sin L (cos . sin £ )2
2 3 3 3 3
_aa .1 8
donc z =] > i > J
\—}

3@ |
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Théoréme
Le nombre 1 a trois racines cubiques 1, j, j* o0 j = - %— + 9 %ﬁ et j%=- % - %ﬁ
Remarques
¥ j* =1
* l1=j+j*=0
* =3
17-8 EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS
17-8-1  Somme et produit des racines
Soit & résoudre, dans « , 1'équation : (E) zeC , az‘ +bz+c=0
ol a est un complexe non nul, b et c deux complexes quelconques.
# S$'il existe une racine a de 1'équation (E) : aa’ +ba +c =0
IT en résulte que, quel que soit Te complexe z :
(E) &= az> +bz+c=an® +ba+c
(E) & a(z? -a?) +b(z-a)=0
(E) &3 (z-a) fa(z+a)+b] =0
Par suite : Si 1'équation (E) a une racine o elle en a une seconde (- o - g) et elle n'en a pas d'autre (en

raison de la structure de corps de ).

¥ Désignons par z1 et 22 les racines, si elles existent de 1'équation (E) :

b b
Z +72 =g+ (— o - ‘—*) & Z +2 =-—
1 2 a 1 2 a

et z z =aof-a- EJ =

donc, puisque ao® + ba +c =0, z z = %

Si une équation du second degré a une racine, notée z , elle en a une seconde, notée z ,
1 2

o
0

telle que : zZ +2 =-= et 2 T B
1 2 a 12 a

17-8-2  Résolution d'une équation du second degré

Soit (E) : zZ €T az? + bz + ¢ = 0 est un complexe non nul, b et c deux complexes quelcongues.
Quel que soit z :

(E) & 4a%z? + 4abz + dac = 0

(E) &= (2az + b)? - (b%? - 4ac) =0
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Désignons par A le nombre (b® - 4ac). Ce nombre est appelé discriminant de 1'équation (E)

Nous savons qu'il existe deux nombres complexes opposés & et (-&) dont le carré est A.

Alors, quel que soit z:

() &= (2az +b)2 - 82 =0

(E) = (2az + b + 8) (2az + b - &) =0

(£) &= (z = B=.8 ou g = 238.]
2a 2a

Toute équation du second degré a, dans € , deux racines z1 = ‘ et z =

ol & est un complexe tel que &% = b* - 4ac.

Remarque

Une équation du second degré peut elle avoir deux racines égales ?

Ceci a 1ieu si, et seulement si :

-b-8§ _ -b+s
2a 2a

&= 8 =0

Une équation du second degré dont le discriminant est nul a deux racines €gales. On dit qu'elle

a une racine double. Celle ci est égale & : %%
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 17

EXERCICE N° 1

L'ensemble C des nombres complexes étant considéré comme un espace vectoriel sur le corps R des réels,
on note B la base de cet espace constituée des complexes 1 et 1.
Pour tout nombre réel a, on considére 1'application fa de C dans C définie par :

f.(2z) = (1 - da)z + faZ

Soit F 1'ensemble des fa.

1)Montrer que fa est Tinéaire et déterminer sa matrice dans la base B.

2)Montrer que F muni de la loi de composition des applications est un groupe isomorphe au groupe (R, +).
Calculer 1'image du nombre complexe z par 1'application réciproque f;l.

3)Etudier suivant les valeurs de a 1'ensemble des &léments de C invariant par fa‘ Lorsque a #0

définir le noyau et 1'image de fa - fO'

EXERCICE N° 2

On associe, d tout coupie (a, b) de nombres complexes, 1'application fa b de C dans C définie par :

fa,b(z) = az + bz
ol Z est le nombre complexe conjugué de z.

1) Démontrer que 1'application fa p est linéaire, C é&tant considéré comme espace vectoriel sur R. On

rappelle que :

z+2'=2+7 et Az =2z (A&R).

2) a) Démontrer que si le nombre Az + Bz (A et B deux nombres complexes est nul pour tout z, alors

A =B =0 (on pourra pour cela donner & z les valeurs 1 et i).

b) Traduire alors par un systéme de 2 relations entre a, b, a et b la condition pour que fa b

soit involutive.

c) Que deviennent ces relations pour b = 0 (on montrera qu'il existe deux applications Fa o involutiv
]

EXERCICE N° 3
Dans 1'ensemble C des nombres complexes, on définit 1'opération T de la facon suivante :

si z=qa+1i8 et z'=qg'+1iRg' sont deux éléments quelconques de C,

2T z'" =qga' + 1'(-3-.8' + Ba')
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1) Montrer que (C, +, T) est un anneau commutatif.

2) ST u=y+i8 et u'=y'+1i6' sont deux nombres complexes donnés, résoudre et discuter 1'équatio
d"inconnue z :

(1) uTz=u' ob z&C

On montrera que si u est imaginaire pur, 1'équation est impossible ou indéterminée. Lorsqu'il y a indétermination

donner toutes les solutions.

3) Pour tout nombre complexe z, on pose z[o] =1 et on définit par récurrence z{n] =z T z{n_ll pour

tout entier n 3 1.

Calculer a) 1.[n]
b)  (a+ igy [N
puis résoudre et discuter 1'équation : z[n] =u'
ol u' est un complexe donné, 2z 1'inconnue complexe et n 3 2.
a B
4) On considére 1'ensemble M des matrices de la forme M = o0 (a, B) € RZ, muni de 1'additior
0o a

et de 1a multiplication des matrices.
Démontrer que (A, +, x) est un anneau isomorphe & (@, +, T).
5

.
B - Soit E un plan vectoriel euclidien muni d'une base orthonormée (el, 32). On note OE le vecteur

nul de E. "
- - o g
Soit fa g 1'endomorphisme de E dont la matrice relativement & la base (el, ez) est M=
: o«
1) Quelles sont les applications f& 3 involutives ?
2) a/ Discuter suivant les valeurs de o et g2 la nature du noyau de f& g
b/ Pour quelles valeurs de o et g, fa g est-elle bijective ?

3) Dans Tecas ol o= B = 1.

a/ Ecrire la matrice M sous la forme I + Aol I =

b/ Démontrer que A est la matrice de 1'application p o s ol s désigne la symétrie orthogonale
par rapport & la droite vectorielle de base & + 30 et ol p est la projection orthogonale sur une droite
1

vectorielle que 1'on précisera.

EXERCICE N° 4

On désigne par A 1'ensemble des matrices carrées d'ordre 2, & coefficients réels, muni de 1'addition et de

multiplication des matrices, ainsi que de la multiplication des matrices par un nombre réel. On rappelle que %<

est 4 la fois un espace vectoriel sur R et un anneau.
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a 2b
Soit ¥ 1'ensemble des matrices de la forme M(a,b) = , o0 a et b sont des réels.
b a

1) Démontrer que est un sous-anneau de A4,.

Démontrer que ‘€ est un sous-espace vectoriel de 4 ; déterminer une base de % ; en déduire sa dimension.

2) Démontrer que 1'application f de &, corps des complexes, dans € définie pour tout &lément

a + ib de € par : f(a + ib) = M(a, b) est un isomorphisme de groupes additifs.
3) On définit sur €« une nouvelle loi de composition, notées, en posant pour tout couple (z, z') d'&lément:
de (T :
2k z' = £ [f(z) f(z')]
£ 1 représente la bijection réciproque de la bijection f définie dans la deuxiéme question.
a) Calculer (a + ib)» (a' + ib') avec (a, b, a', b') € R*,

b) Démontrer que la loi notée sk est associative, commutative, distributive par rapport a 1'addition

dans € .

c) Deéterminer 1'élément neutre et les &1éments symétrisables pour la Toi interne notée 3 .

Quelle est la structure de © muni de 1'addition des nombres complexes et de la Toi notéese ?

EXERCICE N°5

On désigne par i Tle nombre complexe de module 1 et d'argument % s par j Tle nombre complexe de modul
1 et d'argument E% . On rappelle que B = (1, i) est une base de €, ensemble des complexes qui est un espace

vectoriel sur R.

et i =73, o0 J désigne le conjugué de j.

n
o

1) Démontrer : 1+ 3+ 3%

2) Démontrer que : S%* = (1, j) est une base de @©.
Ecrire le nombre complexe z = x + iy (x et y réels) sous la forme z = a +bj (a et b réels).

En déduire les matrices P et P'l définies par :

Gor Q) Q- ()

Quelles sont les composantes du nombre complexe i dans la base @' ?

3) Calculer, en fonction de a et b, le carré du module du nombre complexe z = a + bj. Déterminer les

composantes, dans la base (&', des nombres complexes suivants :
a) le conjugué z du nombre complexe z = a + bj ;
[ 1 a
b) T1'inverse g du complexe z supposé non nul ;

c) les produits jz et j%z ;

d) 1le produit des nombres complexes z =a + bj et z' = a

+b'j.
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4) Démontrer que 1'application f de @ dans €, qui, au nombre complexe 2z, associe son conjugué Z,
est un automorphisme involutif de (C. Ecrire les matrices A et A' associées d cet automorphisme dans la base a9

et dans la base M.

5) A tout nombre complexe z = a + bj (a et b réels), on associe la matrice M(z) =

a) Pour quels complexes z = a + bj Tla matrice M(z) est-elle inversible 7

b) Calculer la somme et le produit des matrices M(z) et M(z') associées aux complexes z et z'.

Comparer les matrices obyenues aux matrices M(z + z') et M(zz'). Qu'en déduit-on 7

EXERCICE N° 6

C désigne 1'ensemble des nombres complexes.
A - On désigne par PO un plan vectoriel euclidien orienté et par (U, V) une base orthonormée directe de PO.
> -
A tout vecteur V = xu + y?, on associe le nombre complexe z = x + iy, appelé affixe de V.

On pose Jj = cos %1 + 1 sin %1

3 désigne le nombre complexe conjugé de j. a, B, y désignent trois nombres réels.
1) Calculer j + j . Verifier que j2 = 3.
Montrer que (j, j) est une base de C, considéré comme espace vectoriel sur [R. Quelles sont, dans cette base, les
coordonnées de o + Bj + vyj ?
Quel est 1'ensemble des &léments (a, B, y) de R® tels que o + 8j + yj=07?
2) On pose z' = (a + B] + vj)z, et on désigne par ¥ 1'application qui a tout vecteur Vo de Po’ d'affixe

I
z, associe le vecteur V' d'affixe z'.

a) Montrer que ‘¢ est involutive si et seulement si ¢ est 1'application identique ou 1'homothétie
vectorielle de rapport -1.
Montrer que ces deux cas correspondant respectivement aux hypothéses g =y =qo -1

et B=Y=01+1-

b) Seit r la rotation vectorielle dont 1'angle a pour mesure en radians & . Quelles sont les
coordonnées, dans la base (j, j) de C, du nombre complexe cos 6 + i sin & ?

Peut-on choisir o, B, v, pour que 1'application ‘P coincide avec r ?

B - E désigne un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 rapporté a une base orthonormée directe
-+ B =
(I, d, K).

Soit Id T'application identique de E et f 1'application linéaire de E dans E, telle que

> -

F(T) = X £ = -1 £(K) = -3
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On rappelle que f* = f.0F.
1) Montrer que f et f* sont des rotations vectorielles de méme axe D engendré par T -J+X
Montrer que 1'angle & de chacune des rotations vectorielles f et f2 vérifie §8+8+8=0

(6 désignant 1'angle nul).

P désignant le plan vectoriel orthogonal & D, en déduire qu'on peut orienter le plan de fagon qu'une mesu

en radians de 1'angle de f soit gl .

2) (o, B, y) @tant un &lément de R?, on définit 1'application é( de E dans E par :

a;B;Y)

¢(uBy)=aId+Bf+Yf

On rappelle que, f &tant une application linéaire de E dans E, et A un nombre réel, »f désigne 1'applica:
de E dans E définie par :

YVEE , YaeR : (f)(V) = (V)

L(E) designant 1'ensemble des applications linéaires de E dans E, on admettra que 1'addition dans E et la
multiplication par un réel définie ci-dessus donnent & $(E) une structure d'espace vectoriel sur fR.

On désigne par Eﬁ91'ensemb1e des @ avec (a, 8, y) &lément de R3.

(QsB’Y) =
Démontrer que fF;est un sous-espace vectoriel de (E). Quelle est la dimension de™ ? (On pourra calculer

(1).

Q(oc,Es,Y)

3) D désigne toujours 1'axe des rotations vectorielles f et f2, et P le plan vectoriel orthogonal &

-

a) Montrer que 4 Veb . @(a,S,Y)(v) = (a+ B+ y)V

et YVerpr )(G)gP

¢(H,83Y

b) Le plan P é&tant orienté de facon & ce qu'une mesure en radians de 1'angle de f soit ézj on cor
désormais de 1'identifier au plan P0 orienté de la partie A.

Montrer que la restriction de a P est 1'application ‘p définie dans A - 2.

®(asBsY)

4) Quel est 1'ensemble des &léments (w, B8, y) de R? tels que soit :

(]
(asBsy)
a) involutive ? Préciser dans chaque cas la nature de 1'application et 1'ensemble des vecteurs invaria

b) une rotation vectorielle ?

EXERCCICE N°7

A - Soit E 1'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 de la forme

) ra+b b ]

-b a-b

M

ol a et b sont des nombres raels.

On note respectivement 0 et 1 1les matrices nulles et unité d'ordre 2 ; on pose

J_.H 1]
JEREY
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1) Démontrer que E, muni de 1'addition des matrices et de la multiplication par un nombre réel, est un
espace vectoriel.

Etablir que (I, J) est une base de E et déterminer les composantes d'une matrice de E dans cette base.

2) Calculer J%. En déduire que la multiplication des matrices est une loi de composition interne dans E.
Démontrer que E, muni de 1'addition et de la multiplication des matrices, a une structure d'anneau. Cet anneau
est-il commutatif ? unitaire ? Admet-il des diviseurs de zéro ?

Quels sont les &léments inversibles de E ?

3) Soit M un élément de E. On pose

n

ML= M et M0 = .l

pour n€N , n 3z 2.

n-1

Démontrer que, pour n € IN% les composantes de M" dans la base (I, Jd) sont (an, na b).

Déterminer la matrice M + M2 + ... + M" & 1'aide de ses composantes dans la base (I, J).

B - Soit @ le plan vectoriel de base (?, 3) et P e plan affine associé a & , rapporté au repére cartésien
(0, 1, 7).

i~
1

Soit f un endomorphisme de & dont la matrice dans la base (7, 3) est un élément de E.

1) A quelle condition f est-il un automorphisme de Q7 f peut-il &tre involutif ?

2) Déterminer le nnvau et 1'imace de f. & ouelles conditions a-t-on 1'égalité entre ces deux ensembles :

Dans ce cas, que peut-on dire de f o f?
3) Trouver les vecteurs de $ invariants par f.
4) Déterminer les droites vectorielles de & invariantes par f.

5) On désigne par \ 1'application affine de P, associee @ f et laissant le point 0 invariant. Quels

sont les points de P invariants par \p ? Trouver les droites affines de P paralléles a& leur transformée par ¥
6) On note M0 le point de coordonnées (1 ; -1) dans le repére (0, 7, 1), puis
= \P(Mn_l) pour nefM , n 1.

Soit (xn, yn) les coordonnées de Mn dans le repére (0, 1, 3). Déterminer X, et y . Les suites (xn) et (y.)

n
sont-elles convergentes ?

C - Soit o 1'application de E dans C qui, & une matrice M de E de composantes a et b dans la base (I,

associe le nombre complexe Z = a + ib.
1) Démontrer que § est une application linéaire, bijective, de E sur C.

2) Si Z=¢0(M) et Z'=#6(M'), on pose ZKkZ' = @(M.M'). Déterminer (a + ib)3k (a' + ib') ol a, b, a', t

sont des réels.

Quelle est la structure de (C, +,#) ?
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3) Quels sont les nombres complexes admettant un symétrique pour la loi # ?
4) On pose, pour Z € C : (1) - 7 s z(n) _ z irl(n_l) pour neN, n 2.
Calculer Z(n).

Résoudre 1'équation Z(n) =1

Résoudre 1'équation Z(Z) -6 + 2= =0.
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CHAPITRE 18

SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

Nous traiterons les systémes de 3 équations linéaires & 3 inconnues, pour ne pas alourdir 1'écriture, mais
par des méthodes facilement généralisables aux systémes de n équations Tinéaires @ n inconnues (ou méme n

gquations & p finconnues, avec n # p).
Un tel systéme sera du type :

a x +b +¢c z=d
1 y ¥ 1

n
(=9

a x+b +Cc 2
2 2 y 2

n
o

a x+b y+c z
3 3 3

Résoudre ce systéme, c'est trouver 1'ensemble des triplets (x, y, z) qui vérifient simultanément ces trois

équations, dont tous les coefficients sont,par hypothése,constants.

18-1 ( METHODE DE GAUSS

C'est une méthode é&lémentaire, qui n'utilise pratiquement pas 1'algébre linéaire, et qui permet de résoudre
effectivement et rapidement un systéme numérique.

Nous 1a décrivons sur des exemples

18-1-1 Exemple 1

2x - 3y + 2z =2 (1)
Soit le systéme (I) -2x +2y - 32 =0 (2)
6x + y - z=-1 (3)

Ajoutons 1'équation (1) & 1'équation (2) pour faire disparaitre les termes en x ; on obtient :
(4) -y-z=2
Multiplions (1) par -3 et ajoutons & (3), toujours pour faire disparaitre les termes en x :

(5) 10y-7y-=-7

| 2x - 3y + 2z = 2 (1)
On a donc : (I) == (iI) - y- z=2 (4)
10y -7z =-7 (5)

i ) Réciproquement, i1 n'est pas difficile d'obtenir (I) & partir de (II) : on obtient (2) en retranchant (1) de (4),

et on obtient (3) en multipliant (1) par 3 et en 1'ajoutant & (5).
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Donc (1) &= (1)

Pour résoudre (II), on fait disparaitre de méme le terme en y entre (4) et (5). On obtient :

2x - 3y +2z=2 (1)
(11) = (11I) = g= ogEd (4)
- 17z = 13 (6)

(on a multiplié (4) par 10 et on 1'a ajoutée & (5) pour obtenir (6) ).

On dit que le systéme (III) est triangularisé. Sa résolution est &vidente : on tire z de (6), on reporte
cette valeur dans (4) et on obtient y, on reporte les valeurs de y et z dans (1) et on obtient x. En particu
(I) admet donc un triplet (x, y, z) de solutions et un seul.

18-1-2  Exemple 2

2x -~y+2z=5

"
(v}

soit le systéme (IV) 8x -y -z
(ol a est un paramétre) dx +y-32=a

et appliquons-lui le méme traitement. On obtient :

n
w

2Xx - y+ z

(IvV) & 3y=-5z=-18 (V)

3y=-5z2=-10+a

puis, en éliminant les termes en y entre les deux derniéres équations :
2x = y+ z=5
(V) &= 3y - 5z = -18 (VI)
0=8+a

A la différence de 1'exemple 1, la derniére éguation ne contient plus d'inconnue.

- ou bien a # -8 , et la derniére équation n'a pas de solution, ni du coup le systéme (IV)

- ou bien a = -8 et la derniére équation est toujours vérifiée. Donc dans ce cas :

2x - y+ z=5 (7)

(V)

3y - 5z = -18 (8)

Le systéme admet cette fois une infinité de solutions, car on peut donner une valeur arbitraire & z : (8) fourni

alors la valeur de y, et (7) celle de «x

5
3
1
3

z =1/2
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On voit donc que 1'ensemble S des so]utions(l) d'un systéeme de 3 équations & 3 inconnues peut, selon les cas, ét
de nature variée : S est réduit & un élément dans 1'exemple 1 (c'est le cas le plus fréquent), mais dans 1'exempl
2 S est tantdt vide, tantét infini.

La méthode de Gauss ne permet guére, au premier abord, de comprendre la raison profonde de ces variations.

C'est ici que 1'algébre linéaire est éciairante, comme nous allons le voir. En revanche, ce qui suit ne fournit

pas de méthode vraiment pratique pour 1a résolution effective des systémes d'équations.

18-2 COMBINAISONS LINEAIRES DANS R’

a x+b y+c z=4d
1 1 1 1
Considérons le systéme (I) a x+b y+c z=4d
2 2 2 2
a x+b y+c z=4d
3 3 3 3
a
En notant B un élément de 1'espace vectoriel R3, le systéme (I) peut s'écrire , par définition des
opérations dans [R?3:
9 7]
1 1 L d:{
X a +y b + 2z ¢ = d
2 2 2 2
a b 3 d J
3 3 3 3

o]

= [ 1]
On voit que résoudre le systéme (I) revient & décomposer le vecteur D = | d2 de R*® comme combinaison
e a'l —— bl —_ c] \‘dSJ
linéaires des vecteurs A = a, B = . C = c,
a b o
3 3 3

(1) &=[0=xR+yB+2

La théorie nous permet alors de distinguer fondamentalement deux cas :

— == -»
18-2-1  ler Cas A, B, C sont indépendants

I1s forment alors une base de R?, qui est de dimension 3, et tout vecteur D s'écrit d'une facon et d'une

seule sous la forme :

T; =xA+yB+zC

Le systéme (I) a une solution et une seule.(Remarquons que si d =d =d =0, la solution évidente
1 3

x=y=12z=0 estdonc la seule).

- = -
18-2-2  2éme Cas , B, C sont liés

I1s engendrent alors un sous-espace ECMR? , avec dimE g 2.

(1) On appelle solution tout triplet (x, y, z) qui vérifie les équations du systéme.
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~ — — — =
Ou bien D ¢ E, et D n'est pas combinaison linéaire de A, B, C : le systéme (I) n'a pas de solution.

—
Ou bien D £E, et le systéme (I) a au moins une solution ; en fait, cette solution n'est pas unigque, car

- - =
A, B, C ne forment pas une base de E.

Le point de vue des combinaisons lingaires dans R® nous a donc permis de distinguer deux grandes classes de

systémes d'équations, le critére pratique d'indépendance de A, B, C é&tant leur déterminant.

a b c
1 2 3
- -
SI det (A, B, C) = a b [ #0
1 2 3
a b c
1 2 3

on est dans le premier cas : le systéme a une solution et une seule ; on dit qu'il est régulier.

L'étude du 2eme cas sera mieux éclaircie par le paragraphe suivant :

18-3 ENDOMORPHISMES DE R°®

L'application ‘]O : R yR?
X al X + b1 yt+e z
y|l—>|a x+b y+c z
2 2 2

[z a x+b y+c ZJ
3 3 3

est un endomorphisme, dont la matrice par rapport 3 la base naturelle de R® est justement :

a

M= a

9 a
X d
- 1
d2

y| et D

b
1 1

b (o
2 2

b c
3 3 3

—

En posant X = le systéme (I) s'écrit donc :

]

-

v =D

On retrouve alors les deux classes de systémes.

18-3-1 ler Cas Yest bijectif

autrement dit, sa matrice est réguliére et son déterminant est différent de 0.

Dans ce cas (I) posséde une solution et une seule.

18-3-2  2éme Cas ¥ n'est pas bijectif

Son image (c'est-&-dire 1'ensemble des vecteurs f(?} quand T decrit R*) est un sous-espace EcMR?,
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avec dim E g 2.
Si 1§'¢ E, le systéme (I) n'a pas de solution.

e

— . . - -
Si D € E, le systéme (I) admet au moins une solution Xo - ?(XO) =D

On a alors
e - - - - - -
P(X) =D & P(X) = Y(X,) &P - %) =0
- 0
ol 0 désigne 1'élément neutre 0 de R},
0

- - - -

Donc W(X) =D & (X - XO) € Ker \p , o0 Ker \p désigne le noyau de Y . Ker \¢ est un sous-espace de R

de dimension supérieure ou égale a 1 (car ¢ n'‘est pas bijectif).

L'ensemble des solutions de (I) est donc :

I-. B - - 3
S$= X=X, +U; UEKer\}

si Ker ¢ est une droite (resp. un p]an)vectom'e]]ee S est une droite (resp. un p1an)affﬁne (c'était le cas a

1'exemple 2 du paragraphe 18-1-2 dans le cas a = -8).

18-4 DETERMINANTS - FORMULES DE CRAMER

Nous avons vu qu'un systéme est régulier (c'est-i-dire admet une solution et une seule) si et seulement si,

le déterminant a b c ! est différent de O.
1 1 1
a b C
2 2 2
a b c

Reprenons les notations du paragraphe 18-2 dans ce cas. Si (x, y, z) est la solution de (I), on a :

- - - -
D=xA+yB+zC

- - & - - - - - - - - - - - - =
Donc dét(D, B, C) = dét (xA + yB + zC, B, C) = x dét (A, B, C) + y dét(B, B, C) + z dét (C, B, C)
- - >
= x dét (A, B, C)
d b c
1 1 1
d b c
2 2 2
Gy S e R d b C
D'ot la formule : X ez (E’ E’ E) =2 3 2
dat (A, B, C) a b c
1 1 1
a b c
2 2 2
a b 3
3 3 3
~ _A--h-O -'-"b)
on aura de méme : y = get *"E’ ¢ z = det ﬁ’ E’ E
dat (A, B, ©) dét (A, B, C)
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Ces formules sont appelées formules de Cramer. Elles ont un intérét théorique, mais en pratique, pour résoud
un systéme numérique donné, la méthode de Gauss est beaucoup plus rapide (surtout si on passe a des systémes plus

importants de n équations @& n inconnues).

De méme, dans le cas od le systéme n'est pas régulier, on peut employer des déterminants pour savoir (avec
—
les notations des paragraphes 18-2 et 18-3 si D appartient ou non @ E ; en effet E, qui est de dimension < 2 ;

- — —
est engendré par deux des trois vecteurs K, B, C, par exemple par A et B ; donc dans ce cas,
- —_- = =
De E&eydét (A, B, D) =0

Mais en pratique la méthode de Gauss est beaucoup plus éfficace.

REMARQUE

Reprenons 1'exemple 1 du paragraphe 18-1. Le déterminant du systéme (I) vaut :

2 -3 2
§ = -2 2 -3
6 1 -1
En développant par rapport & la premiére colonne : §=2x1+2x1+6x5=234

Or le produit des coefficients situés sur la diagonale du systéme triangulaire(III)transformé de (I)par 1a

méthode de Gauss vaut 34. Pourquoi ?
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ANNEXE

GEOMETRIE "NAIVE" ET VECTEURS

par J. BETREMA

Nota : On entend par géométrie "naTve" les &léments de base de géométrie tels gue se les représente quiconque

1'a pratiquée, par quelque présentation que ce soit (points, droites, parallélisme, etc...).

Le programme actuel de la classe de quatriéme permet de dé&finir, dans le plan, les notions de bipoints
équipollents et de translation. La classe des bipoints équipollents @ un bipoint donné (A, B) est notée AB ; i1 lui

—
correspond une translation t et une seule, appelée "translation de vecteur AB". t est la translation qui a toy

- . ) —
point M associe N tel que AB soit équipollent @ MN :

~
~ ~

Le quadruplet (A B N M) est un parallélogramme. Inversement, d toute translation t est associée la classe

d'équipolience U définie par : U= {(M N) | N=t(M}

11 existe donc une bijection @ entre 1'ensemble E des classes d'équipollence et 1'ensemble T des
translations.
Le programme de quatriZme permet ensuite de définir la somme de deux classes d'équipollence Uet V:si G
correspond & la translation t] et vV 4a la translation t2 , (U + V) est, par définition, la classe corresponda
& la translation (t1 ot ). On peut alors démontrer que E, muni de cette addition, est un groupe commutatif (de

méme que T est un groupe commutatif pour la loi o). Les groupes (E, +) et (T, 0) sont isomorphes.

Enfin, le programme de quatriéme définit le produit d'un &lément U de E par un réel ) , et n peut

alors vérifier les quatre derniers axiomes des espaces vectoriels (cf chapitre 1, axiomes E a E ).
1 N

L'ensemble E des classes d'équipollence est ainsi muni d'une structure d'espace vectoriel. Cette structur
peut &tre transportée sur T par la bijection ¢ de E vers T de la fagon suivante :

si t et t' sont deux translations telles que : t = ¢(U) et t' = o(u")

et si ) est un réel, on pose, par définition :

(1) t+t' =o(U+u")

(2) At =& (A0)
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La définition (1) revient a, vu la définition de (T + ¥'), t+t' =to t'
T est alors muni d'une structure d'espace vectoriel isomorphe & E.

Le chapitre 6 (paragraphe 6-8) développe 1a notion d'isomorphisme, mais retenons que, comme on peut le
prévoir toutes les propriétés, concernant les opérations addition et produit par un réel, de 1'espace vectoriel E
sont, aussi, valables dans T et vice-versa.

I1 existe un troisiéme espace vectoriel isomorphe @ E et T, et commode par les dessins : pour cela 11
suffit de choisir dans Te plan un point 0, et de considérer 1'ensemble F des bipoints d'origine 0, c'est-a-dire
du type (0, M). I1 est clair qu'il existe une bijection entre E et F : toute classe d'éguipollence contient, un,

et un seul, représentant d'origine 0.

Grace a cette bijection, transportons la structure d'espace vectoriel de E sur F. Dans F les opérations

sont alors définies comme indiqué sur la figure suivante :

3B (0, C) = (0, A) + (0, B)
7
/
P (0, A') = A(0, A) (avec X > 0)
v 4
/// (0, B') = u(0, B) avec 1 < 0)
0 P -
A A7
B’ L'espace vectoriel F peut étre facilement représenté. Une convention est celle de 1a figure ci-dessus. Une

autre, fréquente, mais qui aboutit & une certaine surcharge graphique, est celle de la figure ci-dessous :

On ne peut représenter directement un é&lément de E (c'est-a-dire une classe d'équipollence) ou un élément
de T (c'est-a-dire une translation), mais les dessins faits dans F représentent, en raison de 1'isomorphisme,

ce qui se passe dans E ou dans T.

Le chapitre 4 montre, en outre, que F est un espace de dimension 2. Or tous les espaces de dimension 2
sont isomorphes (cf 6-8-3). Les illustrations réalisées & 1'aide de F permettent d'entrevoir correctement ce

qui se passe dans tout espace de dimension 2.

On peut aussi faire, sur le méme principe, des dessins qui représentent des situations "dans 1'espace" et

qui visualisent les espaces vectoriels de dimension 3 (cf en particulier chapitres 5 et 16).

Soit U = (0, A) un vecteur de F. La droite vectorielle D engendrée par U (cf chapitre 4)

c'est-a-dire : {(0, M) | (0, M) = A(0, A)}
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est alors représentée comme sur la figure ci-dessous (elle passe par 0) :

L
O\l
-

-::D rd

D’ M gl
Par contre, la droite (D') ne représente pas une droite vectorielle : les &léments (0, M') et (0, P') ne

sont pas "proportionnels".

Terminons par quelques précisions sur les axiomes de la géométrie. Comme nous 1'avons dit, les programmes d:
quatriéme (et surtout Teurs commentaires officiels de 1971) proposent une certaine axiomatique de la géométrie &
partir de laquelle on peut définir 1'ensemble T des translations, les opérations dans T, et montrer alors que
T est un espace vectoriel.

D'autres systémes d'axiomes ont &té proposés, notamment par certaines équipes de 1'I.R.E.M. de Nantes (cf

Nanta Iremica "Axiomatique et Géométrie") qui permettent d'arriver au méme résultat de fagon peut étre plus élégan

11 reste que le systéme d'axiomes le plus simple (mais peut &tre le plus "tiré par les cheveux") est le

suivant :

il existe dans le plan (ou dans 1'espace) un groupe commutatif T de transformations,

",

appelées translations, et une application de R x T dans T, appelée yduit par un

scalaire" tels que :
(i) T est un espace vectoriel pour la loi 0 et le produit par un scalaire.
(ii) pour tout couple (A, B) de points il existe une translation t T et une

seule, telle que : t(A) = B.

En suivant cette axiomatique, on peut par exemple noter [X:f 1'unique élément t T tel que : t(A) =B
Cette convention est donc légérement différente de la convention habituelle, ol t est appelée "translation de

vecteur ﬂg”, et noter, comme d'habitude, + la loi interne, au lieu de 0. On en déduit alors :

— = — .
(iii) AB + BC = AC (formule de Chasles, qui décodée, signifie donc : la composée de la translation g

tansforme A en B et de la translation qui transforme B en C est la translation qui transforme A en C).
g " - P - =
On définit ensuite 1'équipollence par : (A, B) équipollent & (C, D)& AB = EB

On définit 1'alignement de A, B, C (A # B) par :

3)x €R: AC = A Kﬁ
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puis Tes notions de droite (affine) de parallélisme, etc... ; on démontre le théoréme de Chalés, etc...

Enfin pour distinguer le plan (usuel) de "1'espace” (usuel), i1 suffit de poser & priori que pour 1'un,

1'espace T des translations est de dimension 2, et pour 1'autre de dimension 3.

Une autre question, pédagogique celle-ci, est de savoir quelle est "la meilleure axiomatique" pour les &léve
cette question est ouverte. L'axiomatique "vectorielle" donnée ci-dessus est celle en usage dans le 2& cycle des
lycées actuellement. Pour Te ler cycle, i1 est fortement question de renoncer & toute présentation axiomatique de
la géométrie, mais méme dans ce cas, il est nécessaire que ]1'enseignant sache que 1'axiomatique "vectorielle" perme
de reconstituer toute la géométrie "affine" (c'est-ad-dire & 1'exclusion des questions de distance et d'angle, liges

a T'introduction du produit scalaire).

Signalons enfin que les “vecteurs" définis par le programme de 4&, c'est-a-dire les classes d'équipollence
de bipoints, sont loin d'étre les vecteurs "par excellence", & tel point qu'on pourrait franchement les ignorer :
Ta notion de classe d'équipollence n'est ni facile ni vraiment utile ; Ta notion fondamentale est celle de translat
(car les translations sont des transformations) et, pour réaliser des illustrations, i1 faut choisir un point 0

et se placer dans 1'espace des bipoints d'origine 0 (et non dans 1'espace des classes d'équipollence, car qui en

a jamais vu ?)
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