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ACTIVITES DESTINEES AUX REVISIONS
DE CALCUL ALGEBRIQUE







Exercice N° |

Distance de deux points en repére orthonormé.
Identités remarquables.

Réciproque du Théoréme de Pythagore.
Résolution d'une équation.

Vérification graphique.

Le plan est rapporté au repére orthonormal (O, I, J) [unité 1 cm].
On donne A(2, 1) ; B(-2, 3) et M(x, Q).

1] Calculer, en fonction de x, les carrés des distances AM et BM.

2] Déterminer les valeurs du nombre x pour lesquelles le triangle AMB est rectangle en
M.

3] vérifier graphiquement les résultats trouves.

4] Déterminer les valeurs de x pour lesquelles le triangle AMB est isoceie en M.

Exercice N° Il Calcul numeérique.
. Distance d'un point & l'origine en repére orthonormé.

. Calcul algébrique.

Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, |, J) : unité 6 cm.
t étant un nombre quelconque, on lui associe le point M.

L'abscisse ——- et dordonnée —‘-2
1

y =
R 4 .t

1] Placer les points correspondants aux valeurs suivantes de t:

1 1 J 3
0, 1-1,2-23,-5 V3, =

(On rassemblera les calculs des coordonnées dans un tableau). Vérifier que ces points
sont sur un méme cercle (C) de centre O.

2] Démontrer que, quelle que soit la valeur de t, le point M correspondant est un point de (C).

3] Démontrer que deux points associés & deux valeurs apposées de t sont symeétriques par
rapport & I'axe des ordonnees.

4] Démontrer que deux points associés & deux valeurs inverses de t sont symetriques par
rapport & l'axe des abscisses.




Exercice N° III : 1) Entiers pairs, entiers impairs
2) Factorisation
3) Identites remarquables.

[ 1] Calculer le quotient et le reste de la division par 4 de : 1789 ; 1790 ; 1791 ; 1792 ; 1793 ; i
etc. J
|

2] Les premiers jeux Olympiques modernes ont eu lieu a Athénes en 18396. L'année 2006
sera-t-elle une année Olympique ? ;

3] r deésignant le reste de la division du carré de l'entier n, par 4, compléter le tableau '
suivant :

4] Que suggere ce tableau ?

5] Comment traduire I'hypothése :
a) n est un entier pair ?
b) n est un entier impair ?

' 6] Démontrer que le résultat que laisse entrevoir le tableau est vrai pour toutes les valeurs de
n.

7] Soit x ety deux entiers impairs. Démontrer que x4 y2 n'est surement pas le carré d'un
entier.

Réponses :
4] Lorsque n est un entier naturel inférieur & 12, le reste de la division de son carre par 4 est
0 ou 1 selon que n est pair ou impair.

5] Pour traduire que n est pair on peut écrire n = 2p ; p entier. Pour traduire que n est
impair on peut écrire n = 2p+1, p entier.

6] Si n estpair:n=2p; n’ = 4p. n’ estun multiple de 4.
Si n estimpair:n=2p+1, n’ =4p2 +4p + 1.
n® =4(p” + p)+1
Cette écriture met en évidence que le reste de la division de n’ par 4 est 1.

Conclusion : Lorsque I'on divise le carré d'un entier par 4, le reste ne peut étre que 0 ou 1.

7] On peut écrire x = 2p+1 ety = 2m+1 , p et m étant deux entiers



Le reste de la division par 4 de x* + y2 est 2.
La question précédente permet d'affirmer que x* + y2 n'est pas le carré d'un entier.

Exercice N° IV

1] x, y, z et t sont des entiers [mpairs.
Déemontrer que x* 4 y2 +2° 4 estun multiple de 4.

2] x, y, z ett sont des entiers consecutifs
Calculer le reste de la division par 4 de x* + y2+ 224t

Exercice N° V Triangles rectangles isométriques.
. Hauteur d'un triangle équilatéral. Diagonale d'un carré.
. Calcul sur des écritures comportant des radicaux.
Résolution d'une équation du premier degré.
Calcul d'un cosinus.

ABCD est un carré de cdté a. E est le point de [CB) tel que EAB = 15° et F le point de [DC] tel
que DAF = 15°.

1] Quelle est la nature du triangle AEF ?

2] Démontrer que la droite (AC) est la médiatrice de [EF].
On note K le milieu de [EF] et on pose EF = x.

3] En exprimant de deux fagons différentes, AC en fonction de x et de a, deduire le calcul de x
en fonction de a.

4] Calculer la valeur exacte de cosy (15).

D - &

/

A 8

Dessin : 1l est possible de construire les points E et F a |a régle et au compas en construisant la
bissectrice d'un angle de 30°.

1] Le triangle AEF est isocele en A et EAF = 60°, c'est par conséquent un triangle équilatéral.




2] On a DF = EB, on en deduit que CF = CE et comme AF = AE (AC) est la médiatrice de [EF].

3] On a d'abord AC = av2
On a aussi :
AC = AK + KC

AC=AK+% FE

X 3 b 4
V3o, x
2 2

AC =

xv 31 x
+ —
2

On en déduit que av2 =

2av2 = (1+V3)x

_2ay 2

T v3

X = av2 (¥3-1) ; (x = a(V6 - ¥2))

4] Dans le triangle ABE, rectangle en B, on a : cos,(15) = %
. ve « V
Cosy(15) = e que I'on peut écrire cos,(15) = ye-vz
6 - V2 4

Exercice N° V]| Cercles tangents

Théoréme de Pythagore

Résolution d'une équation

(<)

Les quatre cercles ci-contre sont tangents
deux a deux, comme l'indique la figure.

O est le centre du cercle (C), on note R son
rayon.

Calculer, en fonction de R, le rayon de r du

cercle (T).

Solution abrégée : Comme o =00, (0 0) estla médiatrice de [Ol. 02]'

Dans le triangle rectangle (Q, O, O:) N 012 =00+ OO!2 .

w| =o

)2 , etparsuite : 3 Rr= R® cest-a-direr =

Donc (; + r)z =(FI-I')2 +(§



Remargues :

1) La valeur trouvée permet une construction du cercle (T).

2) Une autre approche consiste a ré

Exercice N° VI

Solution : On suppose par exemple Rz <R.

aliser la construction de Q0 sans calcul préalable derl.

Théoréme de Pythagore.
Cercles tangents extérieurement

CI et C2 sont deux cercles tangents extérieurement.

On considére une tangente commune aux deux
cercles, et I'on note Tl et T2 ses points de contact

respectifs avec C etC,.

et F!2 des deux cercles.

Calculer la distance T T, en fonction des rayons Flj

On note alors C)'1 le projeté orthogonal de O2 sur (Ol Tl).

Alors :T1 T2=O2 O'I.
. - 2 , 2
Or.OzOl -020l OIO]

2 2
=R +R)" -(R-R)

=4R R
1 2
Exercice N° VI

Dou:T T.=2vR R
¥ e L2

Cl est un cercle de rayon 3, C2 un cercle de rayon
2, tangent extérieurement a C.

Une droite est tangente a C en Tr a C,en Tz.

Le cercle C est tangent extérieurement & C etC,

et tangent en T & la droite (D). Calculer son rayon
r.




Solution : On applique le résultat de I'exercice précédent pour exprimer, en fonction de r, T1 T
et T2 T, et pour calculer TITZ: TET= 2/3r ;T2T=2J5r ;TlT2=2J15
Or Tl T2 =T1 T+ TTZ ,donc : 2/15 = 2/3r + 2/5r,

s v 2
Dou:r= (....__._L) L.
vi o, Vg AT

Hauteur d'un triangle équilatéral.
Réciproque du théoréme de Pythagore.

A

2
On note C' le milieu de [AB], H celui de [CC7 et K
le symétrique de H par rapport a C'.

1) Construire & la régle et au compas, un tel
triangle.

2) Démontrer que le triangle CBK est rectangle en
B.

. . BC
ABC est un triangle isocéle en C, tel que =5

3) En déduire que H est l'orthocentre du triangle
ABC.

Exercice N° X Diagonale d'un carré.
Réciprogue du théoréme de Pythagore.
Symétrie orghogonale.

ABCD est un rectangle tel que %‘: =V2.

1) Construire a la regle et au compas un tel
triangle.

G 2) On note | le milieu de [AB]. Démontrer que la
/ droite Cl est perpendiculaire a la droite DB.

3) On note H le points d'intersection des droites
(Cl) et DB. et J le milieu de [DC].
\ Démontrer que la droite AJ est la médiatrice de
\ [DH].
H Que peut-on conclure pour le triangle JHA ?

3]
el



On est amené a privilégier dans un tel exercice la réciproque du théoreme de Pythagore.

Le probleme provient de ce que le point d'intersection de (Cl) avec (DB) n'est pas
immédiatement identifiable. Indiquons ici quelques démarches possibles.

1°) Démontrer que (IC) est perpendiculaire a une parallele a (DB) ou que (DB) est
perpendiculaire & une paralléle & (IC).

Par exemple, si I' est le milieu de AD on peut démontrer que I' IC est rectangle en |.

Ou si J' est l'intersection de (DC) avec la paralléle a (AC) passant par B, on démontre que
DBJ' est rectangle en B.

2°) On peut aussi remarquer que H est le centre de gravité du triangle ABC et démontrer
que BHC est rectangle en H.

3°) Le théoréme de Thalés utilisant le parallélisme des droites (AJ) et (Cl) permet de

demontrer que BH = .5.3_9 :
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Exercice N°|

|| Distance d'un point & une droite.

ABC est un triangle rectangle en A. M est un point de la droite (BC), R est le projeté
orthogonal de M sur (AC) et S son projeté orthogonal sur (AB).
Comment choisir M sur (BC) pour que la distance RS soit minimum ?

A

Commentaire ASMR est un rectangle : AM = SR
AM est minimum quand M est le projeté orthogonal de A sur (BC).

Exercice n°ll:

“ Inégalité triangulaire.
Majoration d'une somme.

ABC est un triangle quelconque. A' est le milieu de [AB], B' celui de [AC] et C' celui de
[AB]

1] Démontrer que AA' < % [AB + AC]

2] En déduire que AA' + BB' + CC' < AB + BC + CA.

A




1) L'inégalité équivaut & 2AA' < AB + AC ; elle suggeére de représenter 2AA' comme longueur
d'un segment.

On note A" le symétrique de A par rapport a A’
On applique l'inégalité triangulaire aux trois points A, B, A"

AA" < AB + BA"

On en déduit AA" < AB + AC c'est-a-dire 2AA' < AB + AC.

2) On peut écrire AA'< L (AB +AC)
BB'< - (AB +BC)
CC's~ (AC +BC)

AA' + BB'+ CC'< AB + BC + CA

Exercice n° [l

Aire d'un triangle.
Calcul algébrique.
Manipulation d'ineégalites et de majorations.

ABCD est un carré, M est un point de [BC] et N un point du segment [DC].

Trouver la plus grande valeur que peut prendre l'aire du triangle AMN.

> N c

/ /

n [uti
Onpose AB=a DN=xetBM=y
aire (AMN) = aire(ABCD)-[aire(ABM) + aire(MCN)+aire(AND)]
aire (AMN) = a° - [z ay+~ (ax) (@y) + 5 ax]

aire (AMN) = % a’ '? Xy.

10



!
2

On a donc aire (AMN) < — a° , aire (AMN) < aire (ABCD)

aire (AMN) = = a” si, et seulement si, xy = 0

c'est-a-dire si, et seulementsi M =B ou N =D.

Concluysion : l'aire maximum est |la moitié de l'aire du carré.

Une autre solution possible : par découpage.

aire (ANK) = = NK x AL ; donc :

aire (ANK) < ‘? NL x AL : donc :

1

aire (ANK) < = aire (ALND). De méme :
aire (MNK) < —  aire (BLNC)
aire (AMN) < '? aire (ABCD)

En outre, on remarque que, si M = B, aire (AMN) = .‘2_ aire (ABCD) :

Il en est évidemment de méme si N =D.

Exercice N° IV

1) Démontrer que, dans untriangle quelconque, l'un au moins des angles a une mesure

inférieur a 60°.

2) Démontrer que, si un triangle a un angle obtus, il a nécessairement un angle de mesure

inférieure a 45°.

11



Exercice n° V

Forme canonique d'un polynéme du second degré.

Intérét d'une interprétation géomeétrique : équation d'une droite, distance de
l'origine & cette droite.

x et y étant deux réels tels que x+y=1, déterminer le minimum de X’ + y2

Une methode possible :

x> +y" =x* +(1x)°

x +y2 =2x° -2x + 1

x* sy’ =2x-2 )t 42 ]

On en déduit que 17 <x’ + y2 . L'égalité a lieu si, et seulement si, x =% .

Une autre methode :

. R M \\‘\

/ \,

H \\

y
|’/ 7 /
0 it
&)
/ xxg = 4
\/
Le plan étant rapporté & un repére orthonormé (0,1 ,7 ), M(x, y)

décrit la droite (D) d'équation x+y=1; or x* 4 y2 - om? : x* + yz est donc minimum lorsque
M est en H, projeté orthogonal de O sur (D).

12



Exercice N° VI

1) Traduire qu'un point est sur une courbe.

2) Coordonnées du milieu d'un segment.

3) Lecture graphique.

4) Exploitation d'une inégalité pour la recherche d'un maximum.

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, T, T ).

On note (#) la parabole d'équation y = X’

a et b sont deux nombres quelcongues, on désigne par : A le point de (#) d'abscisse a,
B celui d'abscisse b, | le milieu de [AB] et J le point de (®) qui a la méme abscisse
que .

1) Exprimer en fonction de a et b, les coordonnées de | et celles de J.

2) Comparer graphiquement l'ordonnée de | a celle de J.
Retrouver par le calcul l'inégalité obtenue.
En déduire que la somme de deux réels positifs est inférieure a la racine carrée
du double de la somme de leurs carrés. Quand I'égalité a-t-elle lieu?

3) Un point M décrit un demi-cercle de diametre [EF]
On pose : EF = 2r.
Calculer, en fonction de r, le périmétre du triangle
EMF lorsque : mes,(MEF) = 30 ; mes,(MEF) = 45 | mes,(MEF) = 60

4) Pour quelle position de M le périmeétre du triangle EMF est-il maximum ?

1] L'ordonnée de A est a2 D Ala, a2 )
L'ordonnée de B estb” : B(b, b’ )

L'abscisse de | est :

a-+*b
2

2 2
L'ordonnée de | est : -2

L'ordonnée de J, point de (7 d'abscisse a;b . est (—gz;b)z-

2] La lecture du dessin conduit & 'inégalité ( a2+ b2 o a +b

Solution algébrique

Une premiére méthode consiste & comparer (si le calcul est simple) la différence

2 2 2
d=-8 0 (38 +D? 5540 d=t8 -B)
2 2 4

d est donc un nombre positif et par conséquent { az+b )2 <2 *b

13




On en déduit :a + b < ~/2(a2 +b° ). L'égalité a lieu si et seulement d = 0 c'est-a-dire a=b.

3] Deux triangles symétriques par rapport & la médiatrice de [EF] ont le méme périmétre.

Onpose EM=x,MF =y et p=EF + FM + ME
p=2r+x+Yy et xz +y2 =4r2
par+/2(x’ +y7)
2r + /8r°
2r(1 + v 2).

IA

P
P

IA

Le périmétre est maximum lorsque MEF est rectangle isocéle en M.

Exercice n° VI

Exercice de recherche

ABCD est un carré de cété 1. M, N, P et Q sont des points situés respectivement sur les
segments [AB], [BC], [CD] et [DA].

5 . 2 2 2 2
Trouver le maximum et le minimum de la somme QM + MN™ + NP~ + PQ " .

) P [
Q N
A ™M B

Onpose AM=x,BN=y,CP=zetDQ =t

Avec ces choix on obtient
aM® + MNZ 4 NPZ 4+ PQ =4+ 2(x +y 4 22+ 17) - 2(x 4y + Z + 1),

X, y, Z et t variant de fagon indépendante dans [O,1] on regroupe les termes en x, eny, en z et en
t afin d'encadrer chacun d'eux.

aQM® + MN? + NP? + PQ7 = 4 + 2x(x-1) + 2y(y-1) + 22(z-1) + 2t(t-1).

On est ramené & déterminer le maximum et le minimum de u(u-1) lorsque u décrit
l'intervalie [O,1].

14




ACTIVITES SUR LES ANGLES
GEOMETRIQUES







u(u-1) = (u - z )2 -
2 4
On en déduit que, pour u dans [O,1],

sm & u(u-1) < o.

4
% \/ Ce quidonne

\_/ " 2<QM?+ MN?+ NP2+ PQ? <4

18



Exercice n°l

ABC est un triangle tel que BC = 2AB. D est le milieu de [BC] et E celui de (BD).
Demontrer que (AD) est la bissectrice intérieure de I'angle EAC.

ne meth ibl

L'ideée est de faire apparaitre la droite (AD) comme axe de symétrie de ([AC), [AE)) : a
cette fin, on construit un triangle isocéle de sommet A dont les deux autres sommets sont sur
[AE) et [AC)...

1) Solution utilisant | ngl mefri .
On construit le point F de la demi-droite [AC), tel que AF = AE.

! rvation la_figure (que l'on peut confirmer sur d'autres exemplaires) conduit a
penser que F est le milieu de [AC], ou que (DF) est parallele & (BA). L'exploitation directe de
I'égalite "AE = AF" semblant délicate, nous allons plutét essayer de raisonner sur le milieu de
F de [AC).

1

Ona:DF = ! BA, donc: DF = DE.
2

(D, E, Fl) est donc isocele en D.
On cherche & prouver que (AD) est médiatrice de [EF]. Il suffit pour cela de prouver que
AF =AD, ou bien que ADE = ADFl.

La premiere voie ne semble pas immédiatement exploitable, alors que le parallélisme de
(DFI) et de (BA) permet d'écrire :

ADFl = DAB.

Or le triangle (D, A, B) est isocele en B ; donc

DAB = ADB.

16



Par suite : ADE = ADFl .

La droite (DA) est donc la bissectrice de I'angle EDF du triangle isocéle EDF ; (DA) est
donc la médiatrice de [EF].

Remargue : I'analyse empirique conduisant a l'initiative d'introduire le milieu de [AC] peut &tre
remplace par une analyse théorique qui prouve que, si (AD) EST BISSECTRICE DE EAC, F est

alors le milieu de [AC].

2) Autre solution

On construit le point | de la demi-droite [AE) tel que : Al = AC. Une analyse conduit a
penser que | est le symétrique | de A par rapport & E, et a raisonner de préférence sur ;.

(A, D, '1’ B) est un parallélogramme. Donc : DIl =AB. Or: AB=DB

=DC.
On en déduit que le triangle (BIl C) est rectangle en '1' puis que (AD) est perpendiculaire

a (Cl).
D étant équidistant de | etde C, la droite (AD) est ainsi la médiatrice de [l Cl.
n re meth
Il s'agit ici de comparer EAD et DAC. On cherche, a cette fin, & "transporter” I'angle DAC.
On peut penser a utiliser les angles alternes-internes, ce qui peut conduire & linitiative de

mener par D la paralléle a (AC).

Cette parallele a (AC) passe par le milieu de [BA], et par conséquent coupe (AE) au
centre de gravité G du triangle (ABD).

Le triangle (ABD) étant isocéle en B, la médiane (BG) est aussi la médiatrice du segment
[AD].

Le triangle (G, A, D) est donc isocele en G; d'oll : GAD = ADG.
Cr: ADG = DAC. Donc GAD = DAC

17




Exercice n°ll

ABCD et BEFG sont deux carrés tels que B soit un point du segment [AE] et G un point du
segment [BC].

1) Démontrer que G est l'orthocentre du triangle AEC.

2) On note K le milieu de [AE], | celui de [AC] et J celui de [GE]...
Démontrer que le triangle 1KJ est rectangle isocéle en K.

D <
I a £
J
A i< B £

1) (CB) est une hauteur du triangle CAE. Il suffit donc de démontrer que (AG) est
perpendiculaire a (CE) ou que (EG) est perpendiculaire & (AC).

Comme (EG) est perpendiculaire & (BF) et que (BF) est parallele a (AC) on en déduit que
(EG) est la hauteur issue de E dans le triangle AEC.

2) La droite (IK) est paraliéle a (CE) et IK =1? CE. De méme (KJ) est paralléle a (AG) et

KJ=1 AG.
2

Il suffit alors de démontrer que AG = CE et que (AG) et (CE) sont perpendiculaires. Ce
dernier point est immédiat puisque (AG) est une hauteur du triangle ACE.

Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle ABG et au triangle CBE permet de prouver
que AG =CE.

Remargue :
On peut extraire de la figure précédente la configuration suivante, en notant P
l'intersection de (AC) et (EG).




On obtient I'énoncé suivant :
APE est un triangle rectangle isocele en P.

K est le milieu de [AE], B étant un point quelconque de [AE], on note J le projeté
orthogonal de B sur (PE) et | son projeté orthogonal sur (AP).

Quelle est la nature du triangle KIJ ?

Les points I, P, J, B et K sont sur le cercle de diameétre [PB]. [lJ] est un diamére de ce
cerice et par conséquent le triangle (IKJ, est rectangle en K. (Seule I'nypothése APE rectangle
en P est intervenue).

Les points IKJP sont cocycliques et (KPJ) = 45° donc KIJ = 45° ou KIJ = 135°

KIJ étant nécessairement aigu on a : KIJ = 45°,

19




Exercice n° lll

ABCD est un carré. E est le milieu de [CD]. La perpendiculaire en E a (AE) coupe (BC) en
F.
Démontrer que EAD = EAF.

A D
' £
8 F c

Indication : On peut, comme dans l'exercice n° 1, essayer de faire apparaitre un "bon” triangle
isocele et pour cela d'introduire le point d'intersection de (FE) et de (AD).

Exercice n° 1V

ABC est un triangle rectange en A. On construit, & I'extérieur de ce triangle, le triangle
EAB rectangle isocéle en E et le triangle ACF rectangle isocéle en F;

1) Démontrer que E, A et F sont alignés.

2) O désignant le milieu de [BC], étudier le triangle EOF.

20



1) L'unité de mesure d'angle est le degré.
EAB = 45° , BAC = 90°, CAF = 45° . EAF est donc l'angle plat et par consequent les points
E, A et F sont alignés.

2) Dans le triangle BAC rectangle en Aon a : OA = OB = OC.

Comme en outre EA = EB, la droite (EO) est la médiatrice de [AB]. On en déduit que FEO =
45°, de méme EFO = 45°.

Le triangle EOF est par conséquent rectangle isocele en O.

Exercice n° |V

ABCD est un carré. On construit & I'extérieur de ce caré le triangle équilatéral BCF et a
l'intérieur le triangle équilatéral ABE.
Démontrer que D, E et F sont alignés.

> &

£

\

A B

Une méthode possible : Il suffit de prouver que I'angle DEF est plat.
On calcule alors I'angle DEA et I'angle BEF.

Une autre méthode : Il suffit de prouver que les vecteurs DE et OF s sont colinéaires.
Le carré invite & utiliser un repére orthonormal. Choisissons le repere (A, AB, 'AD) par
exemple.

Le point E a pour coordonnées ('— \f_3 ).
2 2

Le point F a pour coordonnées (1+ il_ §-! %
2 2

On calcule les coordonnées de DE et de DF puis on vérifie leur proportionnalité.

Encore une autre ..._avec les distances : il suffit de prouver que DE + EF = DF.
Si I'on désigne par H le projeté orthogonal de E sur (DA) dans le triangle DEH le
théoréme de Pythagore permet de caiculer
DE® =a°(2-/3);
de facon analogue K étant le projeté orthogonal de E sur (DC) dans le triangle DKF on obtient :
DF’ =a’(2+/3);
enfin : EF = a/2.

Prouver que DE + EF = DF revient a démontrer : v 2-/3 + /2 =/ 2+/3.
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c'est-a-dire que v 2+v3-v 2-/3 = /2.
On est alors amené a comparer deux nombres positifs par comparaison de leur carré.

Une guire meéthode : Utiliser une rotation suggérée par la figure et la conservation de
I'alignement par cette transformation.

Exercice n° Vi
D

Calculer la somme des mesures, en degrés, des
c angles A, B, C, D, et E de la figure ci-contre

A B

Exercice n° VII

ABC est un triangle quelcongue. On désigne par
(T') son cercle circonscrit.

La bissectrice intérieure de l'angle C recoupe
(T) en G ; la bissectrice intérieure de l'angle B
recoupe (I') en H.

La droite (GH) coupe (AB) en E et (AC) en F.
Démontrer que le triangle AEF est isocele en A.

Les notations des angles géométriques sont indiquées sur la figure.

Par hypothése B' = B" et 'C' = C". H estle milieu de I'arc AB qui ne contient pas B et
G est le milieu de lI'arc AB qui ne contient pas C. Il en résulte que G est sur l'arc AC qui
contient B. On en déduitque B" = G etparsuite B'=G.

De méme C' = f.

Ort-8+HetfF -C+G dou £E-F
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AUTOUR DU THEOREME DE THALES

Exercice n° 1 ‘Théoreme de Pythagore
Théoréme de Thalés

6 com -

b A

Exercice n° 2
Théoréme de Thalés

A

4)554"\-

Calculer la valeur exacte de AB

Hauteur d'un triangle équilatéral

Calcul sur les quotients et les racines carrees.

ABC est un triangle équilatéral de c6té 6 cm.
BCDE est un carré.
Calculer la valeur exacte de RS.

) | c

ABC est un triangle équilatéral de cté a F est le point

du segment [AC] défini par AF = '_3 AC.E

est le point du segment [AB] défini par BE = '? AB.
1) Démontrer que EF est perpendiculaire a AC.
2) On note O le centre de gravité du triangle ABC.

Démontrer que les points A, F, O et E sont sur un
méme cercle.

Commentaire : On peut prendre l'initiative de faire intervenir le point K de [AC] tel que
KC =% AC ou celle de faire intervenir la hauteur issue de B.
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ABC est un triangle quelcongue. M est un point de
(AB). La parallele a la mediane, issue de A,
passant par M coupe (BC) en R et la parallele a
M (AB) passant par R coupe (AC) en S.

Comment doit-on choisir M pour que les droites

(MS) et (BC) soient paralleles ?

On désigne par k le nombre tel que AM = KAB et par x celui tel que AS = xACT . Les

droites (MS) et (BC) sont paralléles si, et seulement si, x = k. On calcule alors x en fonction
de k.

Le théoréme de Thalés appliqué dans le triangle BAA' donne : A'R = kA'E . En projetant
sur (AC) suivant (AB) on obtient B'S = kB'A ou B' désigne le milieu de [AC].

On en déduit que B'A + AS =kBA , AS = (k-1)(; TA) puis AS = —(1-K) AT .

(MS) et (BC) sont paralleles si, et seulement si k = %(1-k) c'est a dire k = % :

On réalise alors une figure qui permet de vérifier la cohérence du résultat.

Exercice n° 5

ABC est un triangle quelconque. M est un point de
la médiane issue de A autre que A. La paralléle a

(AB) passant par M coupe (AC) en P et la
parallele a (AC) passant par M coupe (AB) en N.
Démontrer que les droites (NP) et (BC) sont
paralleéles.

Commentaire : On pourra examiner le cas particulier M = A' et le cas particulier M = A", A"
etant le symétrique de A par rapport a A'.
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Exercice n°6 || Théoreme de Thales
Théoréme de Pythagore et sa réciproque
Calculs algébriques. Relation de Chasles.

ABC est un triangle rectangle isocele en A. D est le point de [AC] tel que AD ='? AC ,etE

le point de [BC] tel que BE = 13- BC.

On note O le point ol se coupent (BD) et (AE). L'objectif est d'évaluer I'angle A a D.

A' désigne le milieu de [BC]. La paralléle & (AE) passant par D coupe (BC) en F et (AA')
enG.

1) Exprimer A'F en fonction de AE , puis A'G en fonction de A'A .

2) Quelle est la nature du triangle (B, G, D) ? En deduire I'angle A O D.

D'aprés le théoréme de Thalés : TF = ; TE .

Or:TCE =-§- TB . Donc:TF =% TB =-;
A =
=) DOHC:W=I'—C+-C-F'
1 4
’B'C-EE'C
BC

2
1

18

B = .
\Mq D'autre pan . WE - Wg + B_E.

Il en résulte : ATF = .'3_ AE.
Le théoréme de Thalés conduit alors a:A'G = - % AA.

}"C’=-'? ER

2) Un dessin soigné permet de conjecturer que le triangle (B, G, D) est rectangle isocéle en G.
Vérifions le, en posant a = AB.

* DG-=DF+FG UF:%KE Donc:UG=% IE+'?KE
D'autre part : FG= % EA =AE ,donc : DG = AE

a 2 1o 2

) BDz=a2+(—) =— a
3 S
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2
. BA':f_c, donc:BA? =2

Donc :BG =BA? + AG’

2
Comme A'G =-'3- A'A , on obtient A'Gz-.-%x %. =% 4%
2
LA : s 2
=3 AB == -Za
*Or:AE’= AA'2+2A'EZ
’ 2
=t Donc : AE® = BG” et par suite : DG” =BG et DG” + BG® =12 °
5 2
== a
DG =BG
Donc : DG2 +BG? = DB?

GDB est donc rectangle isocéle en G. Par suite : mes®(GDB) = 45 et donc : mes°(AQ1D) = 45

Exercice n° 7
3 c
ABCD west un carré. E est le milieu de
[AB] et F est tel que FC = 1/4 CD.
& Calculer l'aire du domaine hachurée en fonction de
celle du carré.
E /
A D

ABC est un triangle quelconque. G est son centre
de gravité. (FG) est paraliéle a (BD), (GD) est
paralléle & (AC) et (GE) est paralléle a (AB).

Démontrer que les trapézes BDGF, GDCE et GEAF

ont la méme aire.
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ABCD est un rectangle. M est un point de [AB].
La parallele a (AC) passant par M coupe (BC)
en N. La parallele & (BD) passant par N coupe
(DC) en R. La paralléle a (AC) passant par R
coupe (AD) en S.

1) Quelle est la nature du quadrilatére MNRS ?

2) Son périmétre dépend-t-il de la position de
M sur [AB]?
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