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Chapitre 1 : Espaces probabilisés, variables aléatoires.

I - Intégrale (abstraite) de Lebesgue

I-1 - Espaces probabilisés
On considere un espace probabilisé (2,4, P), c’est & dire un ensemble 2 muni d’une tribu
A, sur lequel on définit une mesure de masse totale égale a 1.

Rappels :

* Une tribu sur un ensemble est une famille de parties stable par passage au
complémentaire, comprenant I’ensemble lui-méme (donc ’ensemble vide), stable par unions
dénombrables (donc par intersections dénombrables).

* Une mesure (positive) P est une application de A dans R telle que P(0) = 0, et qui est
o-additive, c’est & dire qu'elle vérifie : P(Unen An) = > ,en P(An) , pour toute suite
d’éléments de A deux & deux disjoints.

Une mesure de probabilités vérifie en outre P(€2) = 1. Elle a donc en particulier toutes les
propriétés des mesures finies.

Un tel espace permet de modéliser une expérience probabiliste concrete :

) est I'ensemble des tous les résultats possibles. Un élément w de 2 s’appelle un
résultat, ou évenement élémentaire. A est la famille des évenements. Ce sont les parties
mesurables de €2, celles auxquelles on pourra attribuer une probabilité. Un éveénement est
dit réalisé s’il contient le résultat de ’expérience. §2 est ’événement certain, puisqu’il est
toujours réalisé.

Exemples

ler Exemple : On joue a pile ou face.

a ) Premiére expérience : on lance une fois une piéce de monnaie.

Cette expérience n’a que deux résultats possibles (on dit encore deux issues). On
la modélise donc par un ensemble & deux éléments : Q = {P,F}, ou Q = {0,1}. Sur
un ensemble de ce genre, qui est discret fini, il suffit de calculer la probabilité de chaque
élément pour connaitre la probabilité de chaque partie de £2. Si on désigne parp, 0 <p <1
la probabilité d’avoir “pile”, on a : P(P) =p, P(F) =1 — p, et évidemment P(Q) =1 et
P(0) = 0. P est ainsi définie sur toutes les parties de Q : A =P(Q).

b ) Deuxiéme expérience : on lance n fois de suite la méme piéce de
monnaie.

On peut décrire 'expérience de plusieurs fagons possibles. D’ailleurs on n’a jamais
unicité du modele! On peut ou bien décrire un résultat en disant ce qu’on a eu a chaque
lancer, ou bien se contenter de dire combien de fois on a obtenu “pile”.

Dans le premier cas ’ensemble 2; de tous les résultats possibles est celui des n-uplets
dont les composantes sont égales a P ou F' (ou encore 0 ou 1). Comme c’est un ensemble

discret fini, on calcule la probabilité de chaque élément, et on en déduit ’espace probabilisé
(Q1, P(21), P1) suivant :

(1) € = {w=(w1y...,wpn); ws=PouF pour ¢=1,...,n }
avec P(w) = pF(1—p)n~*

k étant le nombre des composantes de w égales a P.
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. Cas particulier : p=1/2.

Dans ce cas tous les éléments ont méme probabilité : P(w) = (1/2)". Ce modele est appelé
“espace probabilisé de Laplace”. C’est un ensemble discret fini, dont tous les éléments sont
équiprobables. La probabilité d’un évenement se calcule alors aisément : P(A) = %;’,Z—é.

Dans le second cas, un résultat est déterminé par deux nombres, le nombre des “pile”
et celui des “face”, dont la somme est évidemment n. On ne tient plus compte de 1'ordre
dans lequel ils sont obtenus. On obtient ainsi I’espace probabilisé (Q2, P(Q2), P2)
suivant :

(2) Q = {w=k,l; k1€{0,1,...,n} avecl =n — k}
avec P(w) = Ck p*(1 —p)n~*

k étant le nombre des piles obtenus.
¢ ) Troisiéeme expérience : on joue a pile ou face jusqu’a obtenir face.
Un résultat est alors une suite formée de P et de F. La probabilité d’un résultat w est
égale a :
(3) P(w)=p*(1-p) ,
k étant le nombre de jets avant celui qui a donné face.
L’ensemble des résultats possibles est cette fois un ensemble discret infini.
Exercice 1.1 Vérifier qu’on a bien construit ainsi un espace probabilisé.
Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arréte pas ?
Deuxiéme exemple Expérience : On place devant soi une feuille de papier, et on
suppose étre muni d’un crayon dont la pointe est un point matériel.
L’expérience consiste a piquer au hasard la pointe du crayon sur la feuille. On suppose
que deux parties isométriques de la feuille ont la méme chance d’étre atteintes.
Exercice 1.2
1 ) Quelle est la probabilité de tomber :
a ) dans la moitié supérieure de la feuille ?
b ) dans une partie dessinée a 'avance ?
2 ) Modéliser cette expérience.
3 ) Quelle est la probabilité de tomber en un point particulier de la feuille ?
Ce dernier événement est improbable, mais non pas impossible !

I-2 - Intégrales de variables aléatoires

Définition 1.1 :  On appelle “variable aléatoire” sur l’espace probabilisable (2, .A),
a valeurs dans R, ou R™, ou C, toute fonction X mesurable de (2, A) dans R, ou R", ou
C, ie vérifiant X ~1(B) € A pour tout B borélien de R, R", ou C.
On peut donc parler de I'intégrabilité d’'une variable aléatoire sur I’espace () par rapport
a la mesure P. La construction de I'intégrale se fait selon le schéma suivant

Définition 1.2 : On appelle “fonction étagée” (ou fonction simple) sur (2, A) toute
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’éléments de A, c’est a dire toute fonc-
tion de 2 dans C s’écrivant sous la forme :

N
(4) f =D Mla, avec L, €C et A;€A
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Remarques :
1 f ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs.
2 L’écriture de f comme dans (4) n’est pas unique. On a une écriture canonique si on
suppose que tous les A\; sont distincts, et que les A; forment une partition de (.

Définition 1.3 : Si f est une fonction étagée sur §2, on appelle “intégrale de f sur Q) par
rapport & la probabilité P”, ou moyenne de f, ou “espérance” de f, le nombre complexe :

N
®) [ rap =3 AP
=1

Remarque : ce nombre est défini sans ambiguité puisque, P étant une mesure finie, on
a une somme algébrique de quantités finies. Par ailleurs, il ne dépend pas de I’écriture de
f sous la forme (4) (& vérifier).

Proposition 1.1 Toute variable aléatoire positive est limite partout d’une suite croissante
de fonctions étagées positives.
On peut alors définir I'intégrale d’une variable aléatoire X & valeurs dans [0, +o0] :

Définition 1.4 : Soit X une variable aléatoire sur §2, a valeurs dans [0, +o0| ; on définit
Uintégrale de X sur Q) de la fagon suivante :

(6) /QXszsup{/QfdP} ,

ou f décrit l’ensemble des fonctions étagées positives, telles que l'on ait : f < X.

Le nombre défini par (6) est fini ou infini.

Pour pouvoir travailler avec des intégrales de fonctions & valeurs dans [0, +o0], on fait les
conventions suivantes:

at+too=00+a=+4+c0 Va :0<a<+00.

axoo=ocoxXxa=+c0 Va :0<a<+00.

Oxoco=00x0=0.

a+b=a+c=>b=c Va :0<a< +x0.

axb=axc=>b=c Va :0<a<+0.

Définition 1.5 : Si X est une variable aléatoire sur ), a valeurs dans C, on dit que X
est intégrable sur §2, ou posséde un moment d’ordre 1, si l'on a : fn | X| dP < +o0.

On peut alors définir son intégrale sur 2 comme 'unique forme linéaire vérifiant ce qui
précede, c’est a dire:

(7) /XdP:/uﬂrdP—/u—dP +i/ v+dP—z'/ v=dP
Q Q Q Q Q

ol u et v sont respectivement les parties réelle et imaginaire de X, et u™ (resp. u™),
désigne la partie positive (resp. négative ) de u.

Proposition 1.2 Soit X wune variable aléatoire. Les 2 assertions suivantes sont
équivalentes



1 ) E(|X]) < +o0.
2 ) X est limite simple d’une suite de fonctions étagées fy, de Cauchy pour la norme
£,
On a alors E(X) = limy, 00 E(fr), la limite étant indépendante de la suite f,.
Exemples
1 ) Intégrale d’une variable aléatoire par rapport & la mesure de Dirac en un point
2 ) Intégrale d’une variable aléatoire par rapport & une mesure du type p1dw, + P26,
3 ) Intégrale d’une variable aléatoire par rapport a la mesure uniforme sur un pavé de
RTL
I-3 - Lois et moments de variables aléatoires
Dans la suite on notera souvent v. a. pour variable aléatoire.

Définition 1.6 Si X est une variable aléatoire définie sur (2, A, P) et a valeurs dans R
(resp R™ ou C), on appelle loi de X la mesure image de P par X, c’est a dire la mesure
vx sur (R,Br) (resp (R™,Br») ou (C,Bc)) définie par : vx(B) = P(X~(B)), pour
B € Br (resp Brn ou Bg).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3 f est une fonction vy - intégrable si, et seulement si, f o X est P-
intégrable, et on a alors:

/deux - /Q(foX)dP

ot Y désigne R (resp R™ ou C).
Exemples

Dans les expériences du premier exemple, on consideére la v. a. X égale au nombre de
“pile” obtenu. Cette variable prend un nombre discret de valeurs (fini dans les cas a) et
b), infini dans le cas c)). On dit que c’est une v. a. discrete.
Exercice 1.3

Vérifier que, dans les 3 cas, la loi de X s’écrit sous la forme vx = > . n ax Ok ol O
est la mesure de Dirac au point k € N et ot les ay sont des coefficients que I'on calculera.
Calculer leur somme.
(L'écriture pp = > cn @k Mk signifie simplement que, pour toute fonction f p-intégrable,
ona: [fdu = Y yen @k [ fdp, écriture formelle que 'on pourra traduire plus tard en
termes de limite faible).
La v. a. de l’exercice 1.3 est dite suivre la loi de Bernoulli dans le cas a), la
loi binomiale dans le cas b), et dans le cas c) la loi géométrique.

Définition 1.7 : Moments d’une variable aléatoire réelle

Soit p un entier supérieur ou égal a 1, et X une variable aléatoire a valeurs dans R
et appartenant a LP(2). On appelle moment d’ordre p de X sa moyenne d’ordre p sur €.
Le moment d’ordre 1 s’appelle Pespérance de X (ou sa moyenne), et on le note E(X).
On appelle variance de la v. a. X la moyenne quadratique des écarts de X par rapport &
sa moyenne : V(X) = E(X — E(X))%
On vérifiera que 'on a V(X) = E(X?) - (E(X))2

4



Pour des v. a. X et Y appartenant a L?(Q), on appelle covariance de X et de Y la quantité
cov(X,Y) = E((X - E(X)).(Y - E(Y))) = E(XY)- E(X)E(Y)

Cas des vecteurs aléatoires Si X est a valeurs dans R"”, c’est & dire si c¢’est un vecteur
aléatoire, on dit qu’elle est dans LP(2) si chacune de ses composantes s’y trouve. Sa
moyenne d’ordre p est alors le vecteur des moyennes d’ordre p de chaque composante.

Si X appartient & L?(Q), sa (matrice carrée de) covariance est égale & :

cov(X) = [E((Xi— E(X3)).(X; — E(X;)))|1<ij<n

Remarque Une variable aléatoire est trés souvent donnée par I’ensemble de ses valeurs
et sa loi. L’espace probabilisé sur lequel elle vit n’a pas besoin d’étre précisé, mais on y
fait référence, si besoin est, pour exprimer certaines intégrales.
Exemples et exercices
Exercice 1.4 : Inégalité de Bienaymé Tchebichev

Soit X une v. a. sur un espace (€2, A, P) & valeurs dans R. Vérifier que la probabilité
qu’elle s’écarte de sa moyenne de plus de € est majorée par Kg{—)-
Remarque Cette inégalité, qui s’obtient sans effort, n’est pas trés précise, mais elle
permet tout de méme d’obtenir la loi (faible) des grands nombres.
Exercice 1.5

Calculer ’espérance et la variance des variables de Bernoulli, binomiale et géométrique
apres avoir vérifié leur existence.
Exercice 1.6

On appelle v. a. de Poisson de parametre A > 0 une v. a. & valeurs entieéres dont la

loi est donnée par : v = ), - Pr0k avec py = e_)‘%.
Montrer que cette v. a. est de carré sommable et calculer son espérance et sa variance.
Exercice 1.7
a ) Loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0, c’est
a dire que la loi de X admet par rapport a la mesure de Lebesgue sur R la densité de
probabilité

f(z) = Xe™* 1j0, 400

ou 14 désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A.
Déterminer la moyenne et la variance de X.
b ) Loi de Gauss (ou normale) sur R
Soit X une variable aléatoire admettant par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
la densité de probabilité

1 (z—p)2
g(x) = S

oV 21

ol o est un réel strictement positif et p un réel.
Déterminer la moyenne et la variance de X.



Exercice 1.8 : une démonstration du théoréme de Weierstrass
Référence : 'ouvrage de Loeve par exemple, mais aussi Foata et Fuchs p 234.
On considere une suite de variables aléatoires X, telle que

n

PlX, = k] = (k

):ck(l —z)"F =t (z) avec z€]0,1]

1) Déterminer I'espérance mathématique F(X,,) et la variance V(Xy).
2) Soit f une fonction continue, réelle, définie sur [0, 1].
Montrer que

B2 = Y £(C) bia(@)

0<k<n

3) En utilisant I'inégalité de Bienaymé - Tchebichev, montrer que pour § > 0 on a

S beale) < n2162 S (k= n2)? b ()

|k—nz|>né 0<k<n

4) On pose

0<k<n

En utilisant ce qui précede montrer que la suite de polynémes P, converge uniformément
vers f sur [0, 1].
Exercice 1.9 : fonctions génératrices

On consideére une variable aléatoire X a valeurs dans N, de loi définie par la suite
pr = P([X = k).
1) Montrer que I'égalité Gx(2) = ) pen przF définit dans C une série entiere de rayon de
convergence > 1, appelée fonction génératrice de la loi de probabilité {px}.
Montrer que Gx (z) = E(2%X) ott E(Y) désigne 1'espérance mathématique de la v.a Y.
2) A laide de la formule de Cauchy exprimer py en fonction de Gx.
3) Déterminer les fonctions génératrices d’une loi binomiale de parametres (n,p) et d’une
loi de Poisson de parametre .
4) On suppose que le rayon de convergence de la série définissant Gx est strictement plus
grand que 1. Montrer alors que X admet une espérance mathématique et une variance
que I'on exprimera en fonction de G’y (1) et G (1).
5) Soit {Xn}nen une suite de variables aléatoires & valeurs dans N, de loi de probabilité
P[X, =k| = pnx et X de loi P[X = k| = pg.
Montrer que lim,_, oo Pn,k = Pk, VEk € N si, et seulement si, les fonctions génératrices
vérifient
lim, ,4+00 Gx,(2) =Gx(2) Vz€ C|z| < 1.
6) Utiliser ce qui précéde pour montrer que si X,, suit la loi binomiale (n, %) alors

k
lim P[X, = k] = 2

_ A -
n,/+0o T ReN
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N.B. Ce dernier résultat peut s’obtenir directement sans 1’aide des fonctions génératrices!

I-4 - Fonctions caractéristiques
On vient de voir dans I’exercice 1.9 que, pour une variable discréete, la donnée de la fonction
génératrice contient toutes les informations. Les fonctions caractéristiques jouent le méme
role, pour tout type de variables aléatoires.

Définition 1.8 : Fonction caractéristique d’une mesure positive bornée

Soit p une mesure positive bornée sur R (resp R™). Alors pour tout t appartenant d
R (resp R™), la fonction x — e®** (resp x — ¢*"*) ) est p-intégrable sur R (resp R™), et
on appelle fonction caractéristique de p la fonction ®, définie par

() = /R " du(z) (resp ®u(t) = /n et du(z)).

Définition 1.9 : Fonction caractéristique d’une variable aléatoire

On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire X a valeurs dans R (resp
R™) la fonction caractéristique de sa loi, c’est & dire la fonction définie sur R (resp R™)
part — ®x(t) = E(eX6X)), ou (t, X) désigne la fonction qui & w € Q associe le produit
scalaire de t et de X (w) (produit ordinaire sin =1).
Remarque : Le coefficient de (¢, X) dans I’exponentielle est variable suivant les auteurs,
comme c’est le cas pour la définition de la transformée de Fourier. D’ailleurs, si X est
une v. a. a densité, sa fonction caractéristique au point ¢ est égale, avec les conventions
nantaises, a la transformée de Fourier de cette densité prise au point —t.
Exercice 1.10

Calculer ®x (t) pour les variables aléatoires rencontrées dans les exercices 1.5, 1.6 et
1.7.

Proposition 1.4 Premiéres propriétés des fonctions caractéristiques
Soit X une variable aléatoire o valeurs dans R™. Sa fonction caractéristique vérifie :
1)|®2x(t)] <1 VteR™ &x(0) =1 et Px(—t) = Px(t) (Re®x est paire, et ImPx
impaire).
2 ) ®x est uniformément continue sur R™.
Preuve :
1) provient des propriétés de 'intégrale ; on obtient immédiatement aussi que ® x est
continue comme intégrale dépendant d'un parametre.
2) Démonstration de la continuité uniforme :

Bx(t) — Bx(ts)| < / i) ila®)| 4Py (z) |

n

ou Px désigne la loi de la variable aléatoire X.

|®x(t1) — Px(t2)] < /

+ /
|z|<R lz|>R
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Or I’inégalité des accroissements finis permet d’écrire |e!(*1:®) — eit2:2)| < |t; —to||z], ce
qui conduit a :

Bx(t) — Bx(ta)] < Rltr—ta] + 2/ iPx(z) .

|z|>R

Soit maintenant € > 0. Il existe R > 0 tel que 2 fiwl> g APx(x) < £, puis n < 55 tel
que |t1 = t2| <n= |(I)X(t1) — @X(tz)l <e.

Proposition 1.5 Liens entre fonctions caractéristiques et moments
Soit X une variable aléatoire o valeurs dans R.

1 ) On suppose que X admet des moments d’ordre p pour p < m, ot m € N. Alors la
fonction ®x est m fois continiment dérivable sur R et on a :

o) = i* B(X**X) pour k <m

En particulier on a :

@gl(c)(O) = i* BE(X*) pour k <m

Pour une v. a. a valeurs dans R™, on a une propriété analogue, que l’'on prouve en
regardant les dérivées partielles.

2 ) Réciproquement, supposons que ®x soit m fois dérivable en 0. Alors X admet des
moments jusqu’a l’ordre 2k, avec 2k < m.

Preuve :
1) est une conséquence immédiate du théoréme de dérivation des intégrales.

2) Supposons d’abord m = 2. Donc @g?)(O) existe, et on peut remarquer qu’'elle est
égale a Re@g?)(O).' (ou Re désigne la partie réelle).
On peut écrire

1— Re®x(t) = /(1—costx) dPx(z) .

On démontre aisément la relation

)2
[tz] <1 = 1—costx > (?

2 4 . . .
Il suffit d’écrire 1 — cosu > % — %3 pour |u| < 1 et de minorer. Alors il vient

1—RedPx(t) > /

1
t

(1 — costz) dPx(z) > /? (tz)®

e L

o=
w

et donc )

¢ 1— Re®x(t
/_ 22 dPx(z) < 3—t2—X()

e



’ 1—Re® x (t) Re®? (0) :
Comme Re® y (0) est nul, ——3*"= converge vers ——ZX——, et en invoquant par exemple

le théoreme de Beppo-Levi, on en déduit que X est de carré sommable.
Pour m quelconque, on fait la démonstration par récurrence sur m, en passant de
I'existence du moment d’ordre 2k & celui d’ordre (2k+2) pour tout k tel que 2k +2 < m :

Il s’agit en effet de montrer que X admet un moment d’ordre 2p+2, ol p est le plus grand
entier tel que 2p 4+ 2 < m.

Comme pour le cas m = 2 on écrit :
Re[U(0) — ¥(t)] = / (1 — costz) z?* dPx(z) avec W(t) = / e 22k dPx (z) .

En effet, d’aprés I'hypotheése de récurrence, lintégrale [ (1 — costz) z** dPx(z) existe
bien.

On en déduit alors, comme pour le cas m = 2, que 'on a :

/ 242 dpy(a) < HREUO) = VO

Comme FE(X?2F) existe, ® admet des dérivées partout jusqu'da lordre 2k, et on a
®CR) (1) = (~1)kT(t), de sorte que l'existence de la dérivée (2k+2)idme en 0 assure
I'existence de la dérivée seconde de ¥ en 0. Comme Re¥’(0) = 0, on termine exacte-
ment comme pour le cas m = 2.

Proposition 1.6 Inversion des fonctions caractéristiques
On se contente dans ce qui suit d’énoncer le résultat pour des v. a. a valeurs réelles.
Soit X une v. a. dont on note Px la loi, et Fx la fonction de répartition, c’est a dire
la fonction définie sur R par Fx(t) = P({X <t}) = [, dPx. Fx ainsi définic est
continue a gauche. La donnée de Fx détermine complétement la mesure Px, c’est d dire la

loi de X. Soit ®x la fonction caractéristique de X. Notons ﬂ(t) = FX(HO)“;FX“_O)
Fx (t40)+Fx (t)
2 :

Alors, quels que soient a et b dans R, on a la formule d’inversion :

T _—ith _

e —ita

By (t) dt

o o 1
Fx®)=Fxle) = oo 0, |, =&

Autrement dit, si 2 v. a. ont méme fonction caractéristique, elles ont la méme loi.
Remarque On a une formule analogue dans le cas de la dimension n.
Preuve :

Pour simplifier on suppose a = 0 et b > 0. Le cas général se traite de la méme maniere.
On peut alors écrire :

T L—ith _ T o-ith _q )
/ I / e | / ¢'* Py (z)] dt
=1 R

-T -T =it
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On peut utiliser le théoreme de Fubini, ce qui donne :

T —ith __ T —itb _ 1
[ exwa = [ S ag apx(a)
R

= —t T —1

- Z/R[/Tx S 4] dPx(z)

Il

T(z—b) U

. —itb_q ;. - ;
En effet, 'expression *—; L ¢itT peut s’écrire comme intégrale de e'*¥ entre z — b et z, et

via le théoréeme de Fubini, cela conduit & 1’expression ci-dessus.
T .
Comme SupT|fT(q;_b) gnu

=t du| est borné indépendamment de x, on peut utiliser le
théoréme de convergence dominée.

L’expression f:,:,r(“;_ b) Sizu du admet une limite, quand T tend vers I'infini, pour tous
z et b appartenant & R, qui est égale & : [(z,b) = m pour 0 < z < b, & pour z = 0 ou
x = b, 0 sinon.

On en déduit alors :

m /[ v Sinudu]dPx(z)=F(b)—F(O+0)+%(F(b+0)—F(b)+F(O+O)—F(0))
R JT(z-b) U

= F(b) - F(0)

ou on a noté F' au lieu de Fx.
Cas particuliers
1 ) Lois a densité de probabilité :
Si Px admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R ou R", et si
®x appartient & L'(R) ou & L}*(R"), f s’obtient par la formule d’inversion de Fourier.
Qui plus est, si X est une variable aléatoire dont la fonction caractéristique ® x appar-
tient & L'(R"), la loi de X admet une densité f continue sur R™ donnée par la formule :

1 .
f(z) = W / Dx(t) e 6% dt pour r € R™
Rn

2 ) Lois discretes a valeurs entiéres (dans Z) :
Si une v. a. X prend les valeurs n € Z avec la probabilité p,, alors sa fonction
caractéristique ® x est égale a :

q’X(t) — Z eitn Dn

nez

et on a
1 27!'

= — e U Bx(t) dt
Pn o Jo x(t)
Exercice 1.11
Trouver la densité d’une v. a. admettant pour fonction caractéristique ® x (t) = e~ 1%,
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Exercice 1.12
Démontrer le résultat suivant :
Soit X une v. a. qui prend des valeurs discretes xx , kK € N, avec les probabilités py.

On suppose avoir z; # x, pour j # k. Montrer que, si ®x est la fonction caractéristique
de X, on a :

T

pn = lim L / Dx(t)e ™ dt VneN
T—oo 2T -7

Les fonctions caractéristiques sont extrémement utiles, en particulier pour

étudier la loi d’une somme de variables aléatoires indépendantes, comme nous

allons le voir au chapitre suivant ; elles joueront un grand réle aussi pour

I’étude de la convergence d’une suite de v. a.
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Chapitre 2 : Indépendance

I - Notion d’indépendance
I-1 - Indépendance d’événements

Définition 2.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Deux événements A et B ap-
partenant a A sont dits indépendants s’ils vérifient :

P(ANB) = P(A) . P(B)

Définition 2.2 Indépendance mutuelle Des événements Ai,..., A, sont dits
mutuellement indépendants s’ils vérifient :

P(() 4) =[] P4, ,vJIc{1,...,n}

jed jed

Exercice 2.1

1 ) Vérifier que, si deux événements sont indépendants, il en est de méme de leurs
complémentaires.

2 ) On dit que deux événements sont incompatibles s’ils ne peuvent se réaliser simul-
tanément, c’est a dire s’ils sont disjoints. Des événements incompatibles peuvent-ils
étre indépendants ?

3 ) Comparer 'indépendance 2 & 2 et 'indépendance mutuelle d’une famille finie
d’événements. (Indication : on pourra considérer un modele de I’expérience con-
sistant a lancer 2 dés non truqués, et regarder les évenements suivants : “le ler chiffre
est pair”, “le 2éme chiffre est pair”, “la somme des chiffres est paire”.)

Définition 2.3 Indépendance de tribus d’événements Soient Ay,..., A, n tribus
incluses dans A. On dit qu’elles sont indépendantes si on a :

P(() 4) =[] P4)) ,VA;eA;, Jc{l,...,n}

jed jeJ

Exercice 2.2

On considére I’espace probabilisé produit de (£2, A, P) par lui-méme. Vérifier que les
évenements A x ) et ) x B sont indépendants.
Exercice 2.3

On considere 'espace probabilisé (2, .4, P), ou 2 a 11 éléments, et ou P est la prob-
abilité de Laplace. Trouver tous les couples (A, B) d’événements tels que A et B soient
indépendants.

Définition 2.4 Une famille infinie d’événements est dite indépendante, mutuellement
ou deux a deux, si toute sous-famille finie l’est.
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I-2 - Indépendance de variables aléatoires

Définition 2.5 Soit X une variable aléatoire, c’est a dire une application mesurable
d’un espace mesurable (§2,.A) dans un espace mesurable (', A"). On appelle tribu en-
gendrée par X la sous-tribu de A définie par :

XTHA) = {X7H(4); Ae A}

Définition 2.6 Soient n variables aléatoires X; : (R, A) — (Q;,A,), avec j =
1,...,n. On dit qu’elles sont indépendantes si les tribus qu’elles engendrent : X j“l(.Aj)
pour 7 =1,...,n, le sont.

Définition 2.7 Une famille infinie de variables aléatoires est dite indépendante si toute
sous-famille finie l’est.
Exercice 2.4

Soient X1,..., X, nv. a. indépendantes a valeurs réelles. Soient fi, ..., f, n fonctions
boréliennes définies sur R. Montrer que les v. a. f1(X1),...,fn(Xn) sont également
indépendantes.

Remarque : Par la suite, quand on parlera d’indépendance d’événements ou
de v. a. sans plus de précision, il s’agira de ’indépendance mutuelle.

IT - Caractérisation de I’indépendance de v. a.

Proposition 2.1 Soient n variables aléatoires réelles Xy,...,X, définies sur
(Q, A, P).
FElles sont indépendantes si, et seulement si, la loi du vecteur aléatoire X = (X1,...,Xn)

est égale au produit des lois des variables X, c’est a dire ssi :
vx = vx, ®...0vx,

On dit que la loi conjointe est égale au produit des lois marginales.
Preuve : laissée au lecteur en exercice.

Corollaire 2.2 Propriétés de v. a. indépendantes
Soient n variables aléatoires réelles indépendantes X1, ...,X,, définies sur (2, A, P).
Alors on a :
1) E(X;.X,..... Xn) = E(X41).E(Xs)..... E(Xy) siles X; admettent une espérance.
2)V(Xi+Xo+... +X,) = V(X)) +V(Xa)+...+V(Xy), siles X; admettent une
variance.

En particulier, si X, et Xo sont des v. a. indépendantes, leur covariance est nulle.
Preuve :

Pour 1), il suffit d’appliquer le théoréme de Fubini, aprés avoir écrit I’espérance de
X1.X9..... X, comme une intégrale sur {2, puis comme une intégrale sur R™ par rapport
a la loi conjointe du n-uplet (X1, Xs,...,Xpn).

Pour 2), on écrit la variance comme la moyenne quadratique des écarts & la moyenne,
on développe la forme quadratique obtenue et on utilise 1).
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Remarque Si deux v. a. X; et X3 sont indépendantes, leur covariance cov(X7, X3) est
nulle, mais la réciproque est fausse.

Proposition 2.3 Soient n variables aléatoires réelles X1, ..., X, définies sur (02, A, P).
Elles sont indépendantes si, et seulement si, la fonction caractéristique de la v. a. X =
(X1,...,X5) est égale au produit tensoriel des fonctions caractéristiques des v.a. Xj, ie

ox(t) = [ @x,(t;) avec t=(t1,...,tn)
j=1 n

Preuve :

Si Xi,...,X, sont des v. a. indépendantes, la fonction caractéristique du n-uplet
X =(Xy,...,X,) s’écrit :

Bx(t) = E(exp'trzittasat. +inn)) — p( H exp'ti®i) = H E(expts®s)

F=1,muy2 =10

Réciproquement, si X; et X, sont des v. a. de fonctions caractéristiques respectives ®x,
et ®x,, et si le couple a pour fonction caractéristique ®(x, x,) = ®x, ® Px,, alors la loi
du couple coincide avec le produit des lois marginales, d’apres 'injectivité de 'application
qui & une mesure associe sa fonction caractéristique.

III - Loi d’'une somme de v. a. indépendantes

III-1 - Convolution de mesures boréliennes
Définition 2.8 Soient v1,...,v, p mesures boréliennes sur R™. On appelle produit de
convolution et on note vy *...xv, la mesure image du produit v ®...Qv, par l’application

(1, yTp) = By +... ¥ Tp

On peut donc écrire, si B est un Borélien de R" :

(1 %xv)(B) = 1®...0u)({ (21,..,25) s T1+... + 2, € B )

Exercice 2.5
Si v1 et vy sont des mesures de densités respectives f; et fo par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R"™, montrer que v; * 15 est la mesure de densité f; * fs.
Exercice 2.6
Déterminer le produit de convolution vy 1/ si vq et vy sont respectivement les mesures
de Dirac en a; et as sur R.
Proposition 2.4 : Propriétés du produit de convolution
1 ) I est associatif et commutatif.
2 ) Il a un élément neutre : la mesure de Dirac en 0.
3 ) Sivy,...,vp sont des mesures de probabilité, il en est de méme de vy * ... x vp.

14



ITI-2 - Sommes de v. a. indépendantes

Proposition 2.5 Soient n variables aléatoires réelles indépendantes X1, ...,X,,. La loi
de la somme est égale au produit de convolution des lois :

VX1+X2++Xn - VX}*"'*VXn

Preuve : Exercice sur les mesures images!
Proposition 2.6 Soient n variables aléatoires réelles indépendantes X1,...,X,. La
fonction caractéristique de la somme est égale au produit des fonctions caractéristiques :

®X1+X2+.~+Xn (t) = H q)Xj (t)
j=1 n

Preuve : C’est encore un exercice pour le lecteur.
Exercice 2.7
Trouver la loi d'une somme de v. a. dans les cas suivants :

1) X1,...,X, sont p v. a. de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre.

2 ) Xi,...,Xp sont p v. a. binomiales indépendantes de tailles différentes et de méme
parametre.

3 ) Xi1,...,Xp sont p v. a. indépendantes suivant des lois de Poisson.

4 ) X1,...,Xp sont p v. a. indépendantes suivant des lois gaussiennes.

5 ) Xi,...,Xp sont p v. a. indépendantes suivant la loi uniforme sur [—1, 1].

Exercice 2.8
Soit X une variable aléatoire de Cauchy, ie suivant la loi de densité ¢, =
a est un parametre positif.
1 ) Calculer sa fonction caractéristique.
2 ) On se place dans le cas a@ = 1. Soit Y une v. a. égale & X.
Calculer ¢x 1y et dxoy . Conclusion ?
Exercice 2.9
On considere 3 variables aléatoires indépendantes X, Y et Z.
On note ¢x , ¢y et ¢z leurs fonctions caractéristiques.
1 ) Quelle est la fonction caractéristique du couple ( X+Y , Y+Z ) ?

2 ) Trouver une CNS sur les fonctions caractéristiques pour que X+Y et Y+Z soient
indépendantes.

Exercice 2.10
1)

a ) X,Y étant 2 variables indépendantes, de lois respectives vx et vy et f une fonc-
tion (vx ® vy )-intégrable sur R?, donner I'expression de E(f(X,Y)) en fonction
de f,vx,vy.

b ) Rappeler, sans la recalculer, la transformée de Fourier de la fonction de Gauss
g(z) = exp(—%), et en déduire la fonction caractéristique de la loi de Gauss
centrée réduite de densité go(z) = \/——;=7T exp(—’”—;).

—_a
T2 tz?)
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2 ) On considere 2 variables aléatoires X et Y de méme densité go et indépendantes.
On note Z = XY la variable aléatoire égale a leur produit. Montrer que la fonction
caractéristique de Z est égale a :

b2(t) = ﬁ

3 ) On considére maintenant 4 variables aléatoires, X, Y, L, et T, indépendantes et
suivant toutes la méme loi gaussienne centrée réduite. On note A = XY — LT.
Calculer ¢ et montrer que A suit la loi de densité h égale & h(z) = § exp(—|z|).
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Chapitre 3 : Autour du jeu de “Pile ou Face”
Lois des grands nombres dans le schéma de Bernoulli. Lemme de Borel-Cantelli.

Le jeu de “Pile ou Face” est un modele avec lequel on peut illustrer
plusieurs jolis théorémes de la théorie des Probabilités.
Nous avons vu au premier chapitre des modeles associés au jeu de ‘Pile ou Face”, ou
I’espace des résultats était fini ou dénombrable. On va considérer ici un jeu d’une durée
infinie, et, dans ce cas, ’existence d’un espace probabilisé permettant de le modéliser n’est
pas du tout évidente.

I - Le modele de Bernoulli
Pour modéliser un jeu de “Pile ou Face” de durée infinie, on introduit ’espace ) des suites
infinies w = (T, )m>1 formées de 0 et de 1 qui sont effectivement les résultats possibles du
jeu, ainsi que les v. a. égales aux coordonnées de cet espace, X,, m > 1, qui donnent les
résultats de chaque lancer : X, (w) = 2y, si w = (21,22, .., Tm,- . .).
On suppose que p : 0 < p < 1 est la probabilité du 1, et que la suite de v. a. (X,,)m>1 est
une famille de v. a. indépendantes.
La probabilité P dont est muni 2 doit donc étre telle que 'on ait pour n > 1 :

P(Xl :ml,--'an =$n) = p(xl)p(mn)

avec Ty, =0o0ul et p(l)=p, p(0)=1—-p .

Par ailleurs la tribu A sur Q doit inclure tous les ensembles cylindriques { X; = z1, ...,
Xn = xy } de .

On peut admettre ’existence d’un tel espace probabilisé. On peut aussi savoir
démontrer son existence en montrant que ’existence de la probabilité P sur € équivaut en
fait a celle de la mesure de Lebesgue sur [0, 1[. cf par exemple le polycopié de J. Neveu.
Exercice 3.1 : Construction du modele de Bernoulli dans le cas p = %

Soit A la mesure de Lebesgue sur [0, 1], c’est & dire 'unique probabilité sur la tribu
borélienne de [0, 1] telle que A[(a,b)] = b — a pour tout intervalle (a,b) tel que 0 < a <
b < 1. Soit f 'application de [0, 1[ dans I'espace Q' = {0,1}" des suites infinies de 0 et
de 1 définies par le développement dyadique

Fiz) = (@1,83,.-+) Blz = Z z; 27" (z; =0o0u 1)
1

(Pour les nombres dyadiques on convient de considérer le développement qui n’a pas une
infinité de 1).
On munit €’ de la tribu engendrée par les cylindres

Cypoe ={ (m1,22,...); &y =y;pour 1 <i <k} avec k>1 et yj,...,yx =0 oul

1 ) Montrer que I'application f est alors mesurable.

2 ) Montrer que la probabilité image de A par f s’identifie & la probabilité P du schéma
1

de Bernoulli dans le cas p = 3.
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Exercice 3.2

Montrer que chaque singleton inclus dans 2 est un événement de probabilité nulle.
Le modeéle de Bernoulli est donc celui qui traduit un jeu de “Pile ou Face”
de durée infinie ; d’une maniére générale, c’est celui qui permet de traduire une
expérience composée d’une suite infinie d’épreuves identiques et
indépendantes, 4 deux issues possibles : pile ou face, oui ou non... C’est
celui auquel on fait référence quand on dit : “on considére une suite infinie de
v. a. de Bernoulli, indépendantes et de méme parametre”.
Le cas d’une suite de v. a. indépendantes et équidistribuées est trés important en Proba-
bilités, et c’est dans ce cadre que nous allons démontrer la loi des grands nombres sous les
formes “faible” et “forte”.
Pour les paragraphes II et III, on considére donc une suite de variables aléatoires
indépendantes et équidistribuées.

II - Loi faible des grands nombres. Cas de v. a. équidistribuées.
Définition 3.1 : Convergence stochastique On dit qu’une suite de v. a. X,, converge
stochastiquement (ou en probabilités) vers une v. a. Xo si on peut écrire :

lim P(|X,—Xo|>€) =0 Ve>0
n—oo

La convergence presque siire notée p. s., qui est la convergence presque partout, implique
la convergence stochastique, mais la réciproque est fausse. Pour le démontrer je vous
propose les deux exercices suivants :
Exercice 3.3

On considére I'ensemble [X,, — 0] = {w € Q, lim, ;00 Xn(w) = 0}. Pour tout entier
m > 1 on définit

1
Am - r11121 UkZI [IX'n,—Hcl > E]

1 ) Montrer que A,, € A, et en déduire que [X,, — 0] € A.

2 ) Montrer que, si la suite X,, converge p.s. vers 0, elle converge en probabilités vers 0.
Exercice 3.4

On consideére, sur = [0,1] muni de la mesure de Lebesgue, la suite de variables
aléatoires X,, définies par

pourn=2"+k,0<k<2": X, = X[

k k+1[
2k 2R

Etudier la convergence stochastique et la convergence presque siire de cette suite.
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Proposition 3.1 Loi faible des grands nombres pour des v. a. équidistribuées.
Soient X,, une suite de v. a. indépendantes et équidistribuées, de seconds moments
finis. On note Sy, la somme S,, = X1+ Xo+...+X,. La suite des moyennes M,, = Sa

n
converge en probabilités vers la moyenne commune des X, quand n tend vers l'infini, ie :

lim P(|§

n—o00 n

—E(X1)|>€¢) = 0 Ve>0

Preuve : Conséquence immédiate de I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev !
Exercice 3.5 : Application aux sondages.

On désire procéder a un sondage afin d’estimer la probabilité p qu’a le candidat Durand
d’étre élu. Pour cela on interroge un grand nombre d’électeurs, et on comptabilise les “oui”
obtenus. On note N le nombre de personnes interrogées. On traduit par la v. a. X; la
réponse de la i-ieme personne interrogée. On suppose les X; indépendantes.

Remarque : on appelle échantillon de taille N un N-uplet de v. a.
indépendantes et de méme loi.

1 ) Donner la loi des X;.

2 ) Montrer que la v. a. égale au nombre de “oui” obéit & une loi binomiale de taille N

et de parametre égal a p.

3 ) Montrer que, quand on estime la probabilité p par la fréquence du “oui”, on applique

la loi des grands nombres.

Le modéle de Bernoulli, avec la démonstration compléte de la loi faible (y
compris 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev), puis ’application aux sondages,
peut faire un point de développement a 1’oral.
La loi faible signifie que la v. a. %& pour n grand, a peu de chances de différer sensiblement
de E(X1). Clest un résultat facile & prouver, mais il existe un résultat plus fort, a savoir
la loi forte des grands nombres.
En réalité, quand on fait un sondage, on approche la probabilité par la fréquence observée,
et c’est la forme forte qu’on utilise.

III - Loi forte des grands nombres. Cas de v. a. équidistribuées.
Proposition 3.2

Soient X,, une suite de v. a. indépendantes et équidistribuées, de seconds moments
finis. On note S, la somme S,, = X1+ Xo+...+X,. La suite des moyennes M,, = %ﬁ

converge presque surement vers la moyenne commune des X, quand n tend vers l’infini,

e !
Xi1+Xo+...+ X,

n

— E(X1) p-s.

On peut en fait remplacer I’hypotheése “de seconds moments finis” par I’existence seulement
de E(X1). Le résultat est a retenir, mais la démonstration est plus difficile.
Preuve :

Il existe plusieurs facons de prouver cette proposition. On peut s’appuyer sur le lemme
de Borel-Cantelli, qui fait 'objet du paragraphe suivant. On peut aussi, et c’est ce qu’on
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va faire ici, faire une démonstration “self-contained” en utilisant un argument analogue a
celui qui permet de prouver le lemme. La démonstration qui suit est due a E. Borel, et
nous la présentons sous forme d’exercice.
Exercice 3.6 : Preuve de la loi forte, contexte de Borel

On reprend les données et les notations de 1’exercice 3.3 . Soient un espace probabilisé
(Q, A, P) et {X,,} une suite de variables aléatoires réelles. On pose [X, — 0] = {w €
Q, lim, »4c0 Xn(w) =0} . Pour tout entier m > 1 on définit
1

=

1 ) Montrer que A,, € A. En déduire que [X,, — 0] € A.
2 ) On suppose que pour tout m > 1 on a

Am = Npx1 Ukt [[Xntk| >

> P Xa| > %] < 400

n>0

Montrer que P(A;,) = 0 pour tout m > 1 et en déduire que P[X, — 0] = 1.
On suppose maintenant que les variables { X, } sont mutuellement indépendantes, de méme
espérance mathématique 4 et de méme variance 2. On pose S, = ZitXatot Xy
3 ) Montrer que
2 2
Pl|Su -l 2 —] < =7
m

o)
et en déduire avec I’aide de la question précédente que la suite {S,2} converge presque
surement vers p.

4 ) On suppose de plus qu'il existe M > 0 telle que

| Xn(w)| <M, VweQ, Vn>1

Montrer que pour k? < n < (k+1)? on a |S, — Skz| < 4—,’9”—.
En déduire que la suite {S,,} converge presque surement vers u (loi forte des grands nom-
bres, cas particulier di a E.Borel, 1909)).
5 ) Donner l'interprétation probabiliste du résultat précédent sur le jeu de pile ou face
en introduisant 1'espace probabilisé {0, 1}N.

IV - Lemme de Borel-Cantelli.
Remarque : Ni la loi forte des grands nombres, ni le lemme de Borel-Cantelli
ne sont au programme de I’Agrégation si vous ne choisissez pas les probabilités
a I’épreuve de modélisation. Mais il me parait important de les connaitre si
on veut avoir une culture minimale en Probabilités.
On continue a jouer a “Pile ou Face”.
Exercice 3.7
Répondre intuitivement aux deux questions suivantes :
1 ) On joue une infinité de fois & “Pile ou Face”. Quelle est la probabilité d’obtenir 2
fois de suite “Pile”? k fois de suite ?
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2 ) On met un singe immortel devant une machine & écrire. Il tape au hasard sur les
touches. Quelle est la probabilité qu’il tape les oeuvres completes de Proust, sans une
seule erreur 7

Si vous avez répondu de maniere différente & ces deux questions, vous avez perdu. Il est
facile de voir qu’il s’agit du méme probléme dans les deux cas, & savoir : “déterminer
la probabilité d’obtenir une séquence finie imposée de résultats lors d’une suite infinie
d’épreuves identiques et indépendantes, n’ayant chacune qu’un nombre fini d’issues possi-
bles”.

Le lemme de Borel-Cantelli va vous permettre de prouver que dans les deux cas le résultat
est 1. Ce qui est intuitif pour la premiére question, mais beaucoup moins pour la seconde
!

Définition 3.2 : Evéenements terminaux. Soit (A,)nen une suite d’événements d’un

espace probabilisé (U, A, P). On appelle limite supérieure des A,, et on note
limsup,,_,, An l’événement :

limsup A, = ﬂ U Ay

= neN j>n

Ces événements sont appelés événements terminauz.
Proposition 3.3 : Lemme de Borel-Cantelli.
Soit (An)nen une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, A, P). Alors :
1 ) Sila série de terme général P(Ay) est convergente, l’événement limsup,, ., An @
une probabilité nulle.
2 ) Si la série diverge, et si les évémements sont indépendants, alors l’événement
limsup,,_,., An a une probabilité égale ¢ 1.

Remarque : On peut remplacer dans 2) ’hypothese d’indépendance par existence
d’une sous-suite d’évenements indépendants, et méme I'indépendance, ie I'indépendance
mutuelle, par I'indépendance 2 a 2.

Preuve :
1) Soit By = U;», A;. Alors I'inégalité P(B,) < .5, P(A;) prouve que P(B,)
tend vers 0 quand n tend vers co. Or B,, est une suite décroissante d’événements dont
'intersection est limsup,, ,., An. On a donc prouvé 1).

2 ) On va montrer que l'on a P(B,) = 1 pour tout n. Pour cela considérons le
complémentaire de B, :

B=Na= N A

i2n NeN N>j>n

Or on peut écrire :

P( () 49) = I P@y) = JI a-r@y)

N>j>n N>j>n N>j>n
puisque les A; sont indépendants.
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Par ailleurs, en utilisant 'inégalité 0 <z < 1= 1n (1 — ) < —z, on obtient

Z In (1-P(4;)) < - Z P(A;) — —oo quand N — o0

N>j>n N>j>n

On en déduit alors que la probabilité de BS est nulle et donc que 'on a : P(B,) = 1.
Le résultat P(B,) = 1 signifie que, pour tout n, il existe j > n tel que A; se réalise presque
sirement. Une infinité des A,, se réalise donc presque siirement.
Exercice 3.8
Faire ’exercice 3.7 en remplagant “intuitivement” par “en justifiant votre réponse”.

Pour clore ce chapitre, on pourrait parler du théoréme de la limite centrale, qui dans le
cas de la loi binomiale peut se démontrer directement. Il permet de répondre simplement
a des questions du type “on lance 100 fois une piece de monnaie, on obtient 80 fois “Pile”.
Peut-on en conclure que la piéce est fausse 77 On verra ce théoréme au chapitre suivant,
comme conséquence du théoreme de Lévy, et dans un contexte plus général.
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Chapitre 4 : Convergence en loi.
Dans ce chapitre on considére une suite de v. a. (X;)jen définies sur un espace
probabilisé (€, A, P), & valeurs dans R¥, et on s’intéresse au comportement asymptotique
de cette suite.

I - Les modes de convergence déja rencontrés
Pour le moment on s’est intéressé au comportement asymptotique d’une suite de v. a.
(Xj)jen en les considérant comme fonctions mesurables sur (2,4, P). On a rencontré
les types suivants : convergence presque sire, convergence en moyenne, COnvergence en
probabilités. On les compare dans la proposition suivante :
Proposition 4.1
Soit (X;)jen et X des v. a. définies sur un espace probabilisé (0, A, P). On a les
assertions suivantes :
1 ) La convergence presque siure de X; vers X implique la convergence en probabilités.
La réciproque est fausse en général.
2 ) Soit p > 1. La convergence en moyenne d’ordre p de X; vers X implique la conver-
gence en probabilités. La réciproque est fausse en général.
3 ) La convergence presque sire de X; vers X implique la convergence en moyenne
d’ordre p si la suite de v. a. X; est uniformément bornée.
4 ) La convergence en moyenne d’ordre p de X; vers X implique la convergence presque
stire pour une sous-suite.
5) Siq > p > 1 la convergence en moyenne d’ordre q de X; vers X implique la
convergence en moyenne d’ordre p.
Preuve :
1 ) a été fait au chapitre précédent.
3 ) résulte du théoreme de convergence dominée.
4 ) est un résultat d’intégration.
Démontrons 2) et 5).
2 ) Si la suite X; converge vers X en moyenne d’ordre p, on peut écrire :

lim | Xj(w) — X(w) |PdP(w) = 0
)=+ Jo

Or on a, pour tout § > 0 :

| 1%5(w) - X)Pap() = /

1X;(w) — X (@) PdP(w)+ / X (w) — X(w
{IX;—=X|>6}

{1X; —X|<6}

> 6% P({|X; — X[ > 6})

On obtient ainsi la convergence en probabilités de X; vers X.
5)
a ) La convergence en moyenne d’ordre p implique la convergence en moyenne (ie
d’ordre 1).
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En effet grace a I'inégalité de Holder on obtient :
/ |Y | dP < [/ |Y|de]% V' p>1, pour toute v. a. Y
Q Q

b ) Supposons ¢ > p > 1. Alors r = % admet un conjugué s, et, en utilisant
I'inégalité de Holder pour r et s, on obtient :

Y |PdP < quP%’,pourtoutev.a.Y
| Y |
Q Q

Exercice 4.1 : contre-exemple a la réciproque de 2) :
On considere la suite de v. a. (X,)nen de lois égales & vx, = 6,2 + (1— £)bo.
Montrer que la suite X,, converge vers 0 en probabilités, mais pas en moyenne.
La proposition 4.1 donne les résultats les plus importants. On peut raffiner, en particulier
regarder des contextes ou les réciproques sont exactes. Vous pouvez pour cela consulter
Foata et Fuchs, ol vous trouverez des compléments que vous pourrez faire sous forme
d’exercices. (Les maths se font le crayon a la main!).

IT - La convergence en loi
On va s’intéresser dans ce paragraphe au comportement asymptotique des lois des v. a.
X; considérées comme mesures bornées sur RF. Ceux qui veulent approfondir ce qui suit
peuvent consulter Dacunha-Castelle - Duflo.

Notons Ck, (resp. Cp, resp. Cj), I'espace des fonctions continues sur R¥, & support
compact (resp. tendant vers 0 & l'infini, resp. bornées). Soit x une mesure bornée sur R¥.
On peut considérer u comme une forme linéaire continue sur chacun de ces 3 espaces muni
de la topologie de la convergence uniforme ; en effet on peut écrire :

| [, £ dnl < fllexu (BY) V€ Ok (resp. Co, Ci)

On regarde donc les mesures bornées sur R* comme des éléments du dual topologique de
Ck , (resp. Co, resp. Cp), et les convergences que 'on va considérer sont les topologies
faibles sur Cj , (resp. C}, resp. C}). Ainsi, pour u, et u mesures bornées sur R :
Définitions 4.1
1 ) La suite pu, converge vers u “vaguement” si l’on a ka f dyp, — ka f du pour
toute fonction f appartenant a Ck.
2 ) La suite p, converge vers u “faiblement” si l'on a ka f dun, — ka f du pour
toute fonction f appartenant a Cy.
3 ) La suite u, converge vers u “étroitement” si l’on a ka fdu, — ka f du pour
toute fonction f appartenant a Cj.
On a évidemment 3) = 2) = 1). Pour la réciproque, on peut énoncer le résultat suivant :
Proposition 4.2
Soient (lun)nen et p des mesures bornées sur R¥. Sous ’hypothése pu, (R*) — u(RF),
St 4y, converge vers p “vaguement”, alors p, converge vers p “étroitement”.
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Autrement dit, sous cette hypothese, les 3 types de convergence sont équivalents. Par

contre c’est faux sans cette hypotheése, comme on peut s’en convaincre en considérant
Wn = 6, sur R.

C’est le cas en particulier si les mesures u, sont des mesures de probabilité

sur R*, et si y est aussi une mesure de probabilité sur R .
Preuve :

Pour simplifier, on la fait dans le cas particulier p,(RF) = u(RF) = 1 pour tout n. I
est tres facile de I’adapter au cas général !

Soit f appartenant a Cp. On désire prouver ’assertion suivante :

Ve>034 i Vizho | [ faw - [ fdul<e
Rk Rk

sachant qu’elle est vraie pour f appartenant & C'x. Tout d’abord, comme p est une mesure
bornée, on peut écrire :

Ve>03T : p({|z] >T}) < €¢/4M avec M =sup(||f|leo; 1)

Soit alors x appartenant & C§° (RF), telle que x soit égale & 1 sur 'ensemble {|z| < T'},
partout comprise entre 0 et 1, et & support dans la boule {|z| < T + 1}.
x appartient & C'x et donc on a :

Va>03j =gi(ae) : Vi=a I/ X du; —/ xdp| < «
RF RFE

On choisit a = €¢/4M. Alors on peut écrire :

[ paw = [ fanl <0 [ rdu - [ gl

ol [ pcdny — [ pcaul w1 [ pedw = [ faud

Notons respectivement A, B et C les 3 termes du second membre. Pour C on a :
Cl <M [ du < Mu({lel2T)) < e/

11 existe js tel que 'on ait |B| < €/4 pour j > ja, car fx appartient a Ck.
Quant & A, I'hypothese u;(RF) = u(R¥) pour tout j permet d’écrire, grace au fait que 'on
a

l ka X dp; — ka X du| < €/4M pour tout j > ji :

€ . .
l/ (1—x)duj—/ (1—x)du|=|/ Xduj—/ xdp| < — Vji>j ,

et donc |A| est majoré par M x [ | [gx (1 —X) du| + €/4M] <¢€/2.
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Pour ¢ donné, on a donc bien construit un indice j3 = sup(ji, j2), tel que pour tout
j>js,onait | [ge fdu; — [ge fdul < e
Définition 4.2

Soit (X;)jen une suite de variables aléatoires a valeurs dans RF. On dit que la suite
(X;)jen converge en loi vers une variable aléatoire X si la suite de leurs lois (vx,)jeN
converge vers la loi vx de X, au sens des assertions de la proposition 4.2.
Comme les mesures vy, et vx sont des lois de probabilité, les 3 notions de convergence
sont en effet équivalentes.
Il est alors naturel de se poser alors la question suivante :

Q Si B est un borélien de R*, et si les v. a. X; convergent en loi vers X, peut-on
dire que vx,(B) converge vers vx(B) ?
Pour répondre on peut traiter ’exercice suivant :

Exercice 4.2 ,

Soit p, la mesure de densité égale a la fonction de Gauss g, : go () = m}ﬁe_m
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R (o > 0).
1 ) Trouver la limite de p, pour la convergence étroite quand o tend vers 0.
2 ) En considérant l'intervalle [0, +oo[, répondre a la question Q.
Proposition 4.3
On considére une suite (X;)jen de v. a. réelles, et X une v. a. réelle. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
1 ) X; converge vers X en loi.
2 ) vx,(I) converge vers vx(I) pour tout intervalle I borné dont vx ne charge pas les
extrémités (ie si I = (a,b), alors vx(a) =vx(b) =0).
Remarque : On peut prouver une proposition équivalente dans R* (cf Neveu).
Avant de démontrer la proposition 4.3, nous allons énoncer une autre forme de convergence
équivalente a la convergence en loi.
Proposition 4.4
On reprend le contexte de la proposition 4.3. Les 2 assertions de cette proposition sont
équivalentes a la suivante :
8 ) La suite Fx, des fonctions de répartition des v. a. X; converge vers la fonction de
répartition Fx de X en tout point ot Fx est continue.
Remarque C’est cette caractérisation que Foata - Fuchs donne comme définition de la
convergence en loi.
Nous n’utiliserons pas les fonctions de répartition dans la suite, contrairement a ce que
certains d’entre vous ont fait en L7 et a ce que fait 'ouvrage de Foata - Fuchs. C’est
pourquoi nous ne démontrerons pas cette proposition. Pour se convaincre que 3) est une
caractérisation du méme type que 2), on peut faire I’exercice suivant :
Exercice 4.3
Soit X une variable aléatoire réelle. Alors la fonction de répartition Fx de X est
continue en z € R si, et seulement si, la mesure vx ({z}) du point x est nulle.
Remarque Si on définit Fx par Fx(z) = P({X < z}) on obtient une fonction continue
& gauche, et si on prend comme définition Fx(z) = P({X < z}), alors Fx est continue a
droite. Par ailleurs Fx est toujours une fonction croissante. Ces remarques peuvent vous
faciliter la résolution de I’exercice qui précede.
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Preuve de la proposition 4.3

Dans ce qui suit nous allons noter v; au lieu de vx,, et v au lieu de vy.
Démonstration de 1) = 2)

Soit I = (a,b) un intervalle dont v ne charge pas les extrémités, et x sa fonction
caractéristique. On encadre x entre deux suites de fonctions f,, et g,, continues & support
compact,comprises entre 0 et 1, telles que l'on ait : 0 < f,, < x < g, < 1. Prenons par
exemple f,, nulle en dehors de (a,b), égale & 1 sur [a + %,b — %], et affine ailleurs, et g,

1

nulle en dehors de [a — 1,b+ 1], égale & 1 sur (a,b) et affine ailleurs (Faire un graphe).

Alors v(0I) =0 = limp oo [ (gn — fn) dv = 0
En effet, on peut écrire :

/%—mw:[fﬂ%ﬂmw+f”wwﬁmV

_;11_ p—1
1 1 1 1
< vjg—=,a+=] + vjb——=,b+ -]
n n n n

An = [a— 2, a+21] est une suite décroissante et donc v(Ay) tend vers v({a}) = 0. De méme
pour 'autre extrémité. Pour e donné, on peut donc choisir N tel que [ (gn—fn) dv < €/2.
Fixons ce N.

Alors

Jjo: Yi>Jo I/deVj—/fN dv| <e€/2 et I/gzv dvj — /QN dv| <e/2
Considérons :
@) — vl = | [xdvs = [xav

En encadrant x entre fy et gy on obtient :

lv;(I) — v(I)] =sup[/xd1/j—/xdv,/xdu——/xduj]
SSUP[/gNde —/deV;/gNdV—/deVj]

Ce qui permet d’écrire :
lv;(I) = v(I)] <

supl | [ gwdv, - [ owavl +| [tow=twyavi | [ vy = [ v +] [(ow=twyavl].

On obtient ainsi |v;(I) — v(I)| < e pour tout j > jo.
Démonstration de 2) = 1)

On sait que v;(I) converge vers v(I) pour tout intervalle I dont v ne charge pas les
extrémités.
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Soit f € Ck(R). On veut prouver ’assertion suivante :

Ve > OEIjO:\/jzjo|/fd1/j—/de| <e

Une fonction continue & support compact est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escalier.

Soir € > 0. Il existe une fonction en escalier ¢, telle que ||f — d¢llec < €/4.
On peut écrire :

pE pE
¢€ = Z akye X(a'k,eabk,s) = Z ak,e Xlk,e
k=1 k=1
On obtient alors :

Pe
/(be dv = Z Ak e V(Ik,e) )
k=1

de sorte que, si la mesure v({ak ¢, bk, to=1,....p.) st nulle, alors v; (I ) converge vers v(Ix,e)
quand j tend vers l'infini, pour tout £k = 1,...,p., et donc :

B

T —
22;1 |ak,e|

On prend 3 = €/2 et on obtient alors | [ ¢ dv; — [ ¢e dv| < €/2 pour tout j > jo, ce qui
permet d’écrire :

[ [ra <1 [-edanl + | [ocdn— [ocanl + | [(6c=p v

< 2l|f = dello + €/2 < € pour j > jo

On a utilisé le fait que v ne chargeait pas les extrémités des intervalles I .. On peut
montrer en effet qu’il est toujours possible de choisir ainsi ¢., puisque ’ensemble D des
points ot v({z}) est non nul est au plus dénombrable, sinon la famille {v({z})}zep ne
serait pas sommable, or sa somme est inférieure ou égale a 1.
Proposition 4.5

Soit (X;)jen et X des v. a. définies sur un espace probabilisé (Q2,.A, P) d valeurs
dans RF. Si la suite X ; converge en probabilités vers X, alors elle converge en loi vers X.
Preuve :

On suppose donc avoir, pour tout § > 0 : lim, o P({|Xn — X|} >6) = 0.
Considérons, pour f € Ck, la quantité A = | [ f dvx, — [ f dvx].
A sécrit A = | [o(f o Xpn — foX) dP|.
f étant continue a support compact est uniformément continue.
Soit € > 0. Ilexiste n=n >0tel que Vz,y |z —y| <n = |f(z)— f(y)| <e€/2.
On obtient alors :

VB>035o:Vji>jol|videe — v(Ike) | Vk=1,...,pc .

a= (F(Xa) = F(X)] dP + / [F(Xa) — £(X)] dP
{IXn—X[<n}

{1 Xn—X|>n}
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< ¢/2 /Q dP + 2||flloo P({|Xn — X| > 1}) -

La convergence en probabilités permet alors de rendre A < € pour tout n suffisamment
grand.
Remarque 1 : Une suite de v. a. peut converger en loi sans converger en probabilités.
Exercice 4.4 : exemple
Soient X et Y deux v.a. telles que vy = %60 + %—61 et Y =1 — X. On consideére
alors X,, définie par X,, = Y pour tout n > 1.
Montrer que X, converge en loi vers X, mais pas en probabilités.
Remarque 2 : La convergence en loi d'une suite (X;)jen vers une v. a. X n’implique
pas la convergence de la suite des espérances vers E(X ), méme si les espérances existent
! Ce n’est pas étonnant d’ailleurs, puisque la convergence en probabilités n’implique déja
pas celle en moyenne. Pour s’en convaincre, de traiter I’exercice suivant :
Exercice 4.5 : une remarque
Etudier la convergence en loi et la convergence de la suite des espérances, pour les v.
a. suivantes :
1 ) vx, = ',1;571.2 + ( - %)50
2 )vx, = 2bp + (1= 2)bo.
3)vx, = mhnernm + (L= 7).

Pour terminer ce paragraphe, donnons quelques exercices pour familiariser le lecteur avec
la convergence en loi :
Exercice 4.6

On considere la suite de mesures p,, définies par

gn
Pn = 2_n25zin

k=1

Montrer que la suite p, converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
Exercice 4.7
Soit p, une suite de mesures de densité h,, par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R. On suppose que h,, converge partout sur R vers une fonction h, et qu’il existe une
fonction ¢ € L*(R) telle que 'on ait |h,| < g pour tout n € N.
1 ) Montrer que la suite p,, converge étroitement vers la mesure de densité h par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R.
Vérifier que h est bien une densité de probabilité.
2 ) En déduire que la mesure p, de densité égale a la fonction de Gauss g, : go(x) =
2

1
oV 2r

— Z . 7’
e~ 2.7 converge vers ji,, de densité g,, quand o converge vers oy dans |0, co|.

III - Le théoréme de Lévy
Les fonctions caractéristiques vont donner un critere trés important de convergence en loi.
Nous allons d’abord donner un énoncé général du théoréme de Lévy sur RF.
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Théoréme 4.6 : ler énoncé du théoréme de Lévy.
Soit (v;)jen une suite de lois de probabilités sur R, de fonctions caractéristiques ¢;.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1 ) 3 v, loi de probabilité sur RF, telle que [ fdv; converge vers [ fdv pour toute
fonction f continue et bornée sur R¥. (ie la suite v; converge étroitement vers v sur
RF)

2)3d¢ : R* — C, telle que la suite ¢; converge vers ¢ uniformément sur tout pavé
borné de R*.

8 )3 ¢ :RF — C continue en 0, telle que la suite ¢; converge vers ¢ simplement sur

Bk,
Remarque : Ce théoréme est fin, car dans l'implication 3) = 1), par exemple, il faut
démontrer I'existence d’une mesure, et c’est toujours délicat. Par contre, en pratique, il est
fréquent que 'on reconnaisse ¢ comme la fonction caractéristique d’une mesure connue,
et c’est en fait un résultat moins fin que I'on utilise. C’est cette version que nous allons
énoncer et démontrer.
Théoréme 4.7 : 2éme énoncé du théoréme de Lévy.

Soit (vj)jen une suite de lois de probabilité sur R*, de fonctions caractéristiques ¢;,
et soit v une mesure de probabilité sur R, de fonction caractéristique ¢.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1 ) La suite v; converge étroitement vers v sur RF.

2) ¢5(t) — 9(t) V t € RE.

Autrement dit : Soit (X;)jen et X des v. a. définies sur un espace probabilisé (€2, A, P)
et & valeurs dans R*. Pour que la suite X, converge en loi vers X, il est nécessaire et
suffisant que la suite des fonctions caractéristiques des X; converge simplement vers la
fonction caractéristique de X.

Preuve :

1) =2)
Si la suite v; converge étroitement vers v, alors, comme la fonction z — e est continue et
bornée sur R¥ pour tout ¢ € R¥, la suite des fonctions caractéristiques ¢;(t) = [ €e"* dy;
converge bien partout sur R vers ¢(t) = [e®* dv.

2)=1)

Cette assertion est un joli résultat d’analyse de Fourier, que nous allons démontrer en deux
étapes : d’abord en prouvant la convergence des intégrales pour une fonction appartenant a
Cs°(RF), puis en I’étendant par régularisation aux fonctions continues & support compact.
Supposons donc avoir ¢;(t) — ¢(t) Vt € R*.

Il s’agit de montrer que 'on a lim;_,oo [ f dv; = [ f dv pour toute fonction f continue
A support compact sur RF.

A ) lére étape : f € C°(RF).
Supposons f dans C§°(R¥). Alors la formule d’inversion de Fourier permet d’écrire :
. 1 k iz.6 P
f@) = () [t fe de |
de sorte que [ f dv; est égale a :

[ 1@ @) = Go* [1f e f©) de) dvyo)
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Comme la fonction de 2 variables (z,£) — €€ f(£) appartient & L'[(R¢* , d¢) ®
(RX | dv;(z))], on peut utiliser le théoréme de Fubini pour écrire

[ 1@ @) = G [1f = an@nfe) & = [oi60) o) ae

La convergence ponctuelle des fonctions caractéristiques vers ¢ permet d’appliquer le
théoreme de convergence dominée pour passer a la limite sous 'intégrale, puisque, grace
a linégalité |¢;(£)| < 1 V€ € RF, la fonction sous l'intégrale est dominée par | f | qui est
intégrable.

Il suffit alors de faire pour v la démarche inverse de celle qu'on a faite pour v;, 'utilisation
du théoréeme de Fubini étant encore licite, justifiée par les mémes arguments.
B ) 2&me étape : f € Cx(RF).
On va procéder par régularisation. On rappelle la construction d’une suite
régularisante :

Pour j € N : g;(&) = j* qu(ju) avec g1 € CF(R¥), suppgy C B(0,1), g1(z) > 0
Vz € R*, [gi(z) dz =1

Alors g; appartient & C$°(RF), est également positive d’intégrale 1, et est & support dans
la boule de centre 0 et de rayon Jl

Lemme 4.8

Soit f € Cx(RF). La suite f x g; appartient a C°(RF) et converge vers f uni-
formément sur RF.
Preuve :

On peut écrire :

frg (@) - / F@—v) - f@)] g;0) dy = 3 / [F —9) — £(2)] 91(%) dy

On effectue le changement de variables défini par v = jy et on obtient :

frg; (@) —f(z) = / [f(x—%)—f(x)] g1(u) du = / [f(x—%)—f(z)] g1(u) du

B(0,1)

f étant continue & support compact est uniformément continue, et on a :
Ve>03n : Vzlz|<n = |flz—2)— f(z)| <e

Alors : ”
djo : Vj>joVYue B(0,1) |}| <7

Et on obtient :
Frg @)= f@ < ¢ [ aldu < e Vi
On a donc prouvé :
Ve>03jo : Vi>jo [|[f*gj— flleo < €
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Terminons maintenant la démonstration du théoreme de Lévy.

f étant donnée dans Cx (R¥), on 'approche & €/3 prés par f * gj,, jo étant 'indice de la
derniére assertion dans la preuve du lemme, mais pour €¢/3 au lieu de e.

f*gj, = feappartient & C§°(R¥). Alors, pour tout a > 0 il existe N(a,€) tel que

\/fean—/fedV|<aVn2N.

On choisit @ = €/3 , et on obtient :

[ray = [san <1 [e-saanl + | [ fedy— [foad + | [(r=10 @l -

Le premier terme et le dernier sont majorés chacun par €/3, puisque v;(R*) = v(RF) = 1.
Quant au second, il est également majoré par €/3 pour n > N.
On a donc construit N tel que l'on ait | [ f dv, — [ f dv| < e pour tout n > N.

IV - Une application du théoreme de Lévy : le théoréme “de la limite
centrale”.
Théoréme 4.8 : Théoréme “de la limite centrale”.

Soient (Xp)n>1 une suite de v. a. réelles, indépendantes et équidistribuées (c’est a
dire de méme loi). On suppose que les v. a. X, possédent une moyenne m et une variance
o?. Alors, pour tousa etb € R, aveca <b, on a :

X1+ Xo4... 4+ Xn— 1 b a2
lim Pla <= tag R .-t A TR <b = — / e” 7 dx
=00 U\/_ﬁ \/—Qﬂ' a

Preuve :
Pour simplifier on va supposer les v. a. centrées ( ie m = 0) et réduites (ie o = 1).
. ; - i g ip % i XK=
Sinon il suffit de considérer les v. a. centrées réduites associées, a savoir —O_;m

Soit ¥, = Mf_n;xﬂ Notons ¢ la fonction caractéristique commune des v. a. X,,.
On a alors :
sl XLEXet. . 4+ Xn i"_)fi_ U
bro(w) = Bl V) = BEVO = [

Les v. a. sont centrées réduites ; on en déduit :
$(0)=1 ¢'(0)=0 ¢"(0) = -1
On peut donc, pour tout u fixé, écrire un développement de Taylor de qb(%) pour n grand :

2 ,u2

)=1—%+0(;)

¢>(%
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et

w2

a pour limite e quand n tend vers l'infini, pour tout u € R. Pour justifier ce résultat,
comme le petit o dans la formule de Taylor est complexe, il suffit de remarquer que 1’on
peut utiliser la détermination principale du logarithme complexe qui est holomorphe dans
un disque de centre 1 et de rayon strictement inférieur &4 1. On a alors un développement
de Taylor pour le logarithme.

La fonction caractéristique de la v. a. Y, converge donc simplement vers celle d’une v. a.
suivant la loi de Gauss centrée réduite.

Comme cette loi est a densité, elle ne charge aucun point, et la mesure d’un intervalle [a, b]
pour la loi de Y,, converge vers celle de ce méme intervalle pour la loi de Gauss. C’est ce
qu’affirme I’énoncé.

Pour terminer, on va donner une application de ce dernier théoréme au jeu de “Pile ou
)
face”.

Exercice 4.8 : un test.

On joue 100 fois a “Pile ou face ”. On obtient 75 fois “Pile”. Peut-on en conclure que
la piece est truquée?
Résolution
On fait “I’hypothese nulle” (Hy) “La piece est normale”.
On va calculer la probabilité d’avoir autant de “Pile” sous cette hypothese que lors de
I’expérience. Si cette probabilité est “trop faible”, c’est & dire inférieure a un seuil o que
l'on s’est fixé, on déclarera, quitte a se tromper avec une probabilité inférieure & «, que la
piece est truquée. Si cette probabilité n’est pas “trop petite”, c’est a dire est supérieure
au seuil de risque a qu’on ne veut pas dépasser, on déclarera que les résultats ne sont pas
significatifs, et que ’on ne peut pas dire que la piéce n’est pas normale.
Ce seuil de risque, a, majore la probabilité de se tromper en rejetant une hypotheése qui
était vraie.
Soit X; la v. a. qui au i-eme lancer associe 1 si 'on obtient “Pile”, et 0 si on obtient
“Face”.
Sous I'hypotheése (Hp), les v. a. X; sont des v. a. de Bernoulli, indépendantes, et de
parametre %
La somme des 100 premieres suit une loi binomiale de taille 100 et de parametre —;—, et la
v. a. centrée réduite associée, Yo est égale a :

¥ Xi+Xo+...+ X, —np soit Vi — Xi+Xo+ ...+ X100 — 50
" No7i 100 V25
Alors :

P(X1+ Xo+ ...+ X100 > 75) = P(Y100 > 5)

Si on considere que Yjgp suit approximativement la loi normale centrée réduite, alors la
probabilité de cet évenement est donnée par la table de la loi de Gauss :

P(Yip0 > 5) =~ 29.1078
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Si on choisit un seuil de risque du type 0,01, ou 0,005, ... on décide sans hésiter que la
piece est truquée!

Pour étre précis, il faudrait connaitre les limites de validité de ’approximation que nous
venons de faire. Ce sont des statistiques fines, et cela sort du cadre de ce cours... Mais en
pratique les statisticiens donnent comme domaine de validité “n > 50 et p voisin de %”.
L’approximation est alors excellente.

Nous allons arréter la ces éléments de Probabilités.

Pour compléter vos connaissances, il reste a voir la démonstration directe de
I’approximation “loi binomiale - loi de Poisson” que nous avons rencontrée dans I’exercice
sur les fonctions génératrices, et aussi les probabilités conditionnelles qui, si elles ne sont
pas explicitement au programme de I’Agrégation, font partie du bagage culturel de tout
futur professeur de Mathématiques...
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