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INTRODUCTION

Nous avons décidé pour cette brochure, de privilégier deux sujets, les logarithmes ct lcs
nombres réels, et de rendre compte de leur invention pour les uns et de leurs diverses cons-
tructions pour les autres, en rappelant les conditions historiques de leurs apparitions. Les lo-
garithmes et les nombres réels sont en effet des notions mathématiques, largement utilis¢es
par les éleves du secondaire et les étudiants des classes préparatoires et du premier cycle uni-
versitaire, sur lesquelles on les éclaire trés peu.

La fonction logarithme est actuellement introduite comme primitive sur ,” de la fone-

tion homographique x> — _ et le fait qu'elle réalise un isomorphisme du groupc multiplicatif
X

R."sur le groupe additil P n'apparait plus que comme une propriété périphérique, alors qu'elle
en cst en [ait le fondement au début du XVII® siecle.

Quand aux nombres réels, que I'on manipule dans I'enseignement avec parfois les diffi-
cultes que I'on sait, comme si cela allait de soi, comme si de toute éternité ils faisaient partie
du bagage mathématique, peut-étre est-il bon de rappeler que leur construction ne date que de
la fin du XIX® siecle. 1l s'agissait alors de se défaire du support de la géométrie euclidienne
comme de celut du temps et de la cinematique qui prévalaient jusqu'alors dans les raisonne-
ments de 'Analyse; en effet certaines démonstrations (par exemple celles du "théoréme des
valeurs intermédiaires” au début du XIX* siecle) n'étaient essentiellement validées que par des
raisonnements géométriques. Il est d'ailleurs intéressant, a ce sujet, de remarquer le role joué
dans la création des logarithmes par le mouvement d'un mobile sur une droite, inventé de
toutes pieces pour les besoins de la cause, "virtuel" dirait-on maintenant. Notons encore., avec
I'émergence des logarithmes, celle de la notion de continuité, dont seule une construction
précise et rigoureuse des nombres réels permettra de tirer la "substantifique moelle".

Cette brochure a ¢t¢ réalisée (en partic) grace au soutien de la DESCO (ex. DLC), dans
le cadre d'une convention pour les années 1995-1996 ¢t 1996-1997.

F. JABOEUF
F. LALANDE
D. RAVEL



MULTIPLIER OU ADDITIONNER ? INVENTION DES LOGARITHMES

Certes, il est plus facile de multiplier 674 par 15 que de | “additionner avec lui-méme
quatorze fois de suite, mais, sur I'ile déserte, privés de notre calculatrice, laquelle des deux

opérations ci-dessous préférerions-nous effectuer:

509 7 3
x 4 8 7 5 9 7 3
4 1 8 1 1 0O u F 4 8 7
4 7 7 8 4 6 4 6 0
23 8 9 2
2 9 0 8 8 5 |

la multiplication ou I’addition ?
Comme dit la chanson : « Sauf les masos, ¢a va de sot ». Et cela va encore de SO1, SI nous

avons a choisir entre les deux calculs suivants -

I 2 4 7 2
X 9 5 0, |
12 4 7 2 3, 0 95 9 3 6 1 0 2
6 2 3 6 0 + 2.9 7 7 7 6 9 3 | 8§
Lr 22 4 8 2,5 4 8 0 2 0 6 9 5
L1 8 4 9 6 4 7 2 8, 6 2 1 7 2 6 | | 5
X 3 5 3 2
23 6 9 9 2 9 4 4
3 5 5 4 8 9 4 | 6
59 2 4 8 2 3 6 0
3 5 5 4 8 9 4 1 6 A
4 18 S 2 9 5 3 9 1 0 4

ou encore entre ceux-ci -
368 ou S« 2565847810

Dans les deux derniers exemples, le lecteur averti aura pressenti avec raison que les nombres de
droite sont les logarithmes décimaux a neuf décimales des facteurs qui interviennent 3 gauche

Ce qui est sur, ¢’est que nous sommes déja en passe d’oublier complétement que du XVH*
siecle jusqu’a trés récemment ( la grande généralisation des calculatrices de poche a lieu vers
1970), le seul moyen de mener un calcul numeérique un tant soit peu compliqué était I"'usage
d’une table de logarithmes, ou en premiére approximation d’une « régle a calculs », graduée

suivant une échelle logarithmique. Tout T.P. de physique se faisait régle a calculs en main.



Or. si la science correspond a une certaine intelligibilite de la vie, elle n’est pas independante
des instruments de mesure existants, ni des techniques de calcul. qui font partie de notre
outillage mental. De quelle utilité seraient des mesures extrémement preécises. si les moyens de
calculer ne suivaient pas, et réciproquement quels besoins aurait-on de calculer avec des
techniques sophistiquées, sil n’y avait que des nombres trés modestes a manier 7 Songeons
seulement que I'usage des chiffres dits arabes n’est pas encore généralis¢ a la Renaissance dans
le monde occidental, mais qu’il est également bien difficile de mesurer I'écoulement du temps de
facon précise. On n’a longtemps connu que les sabliers et les clepsydres. Si on place au XIr
siécle I’apparition des horloges. il faut attendre la fin du XVII® siecle pour qu’apparaissent des
montres fiables, ¢’est a dire qui n’aient qu’une variation tres faible malgré les mouvements et les
déplacements ( Huygens inventa le régulateur a ressort spiral en 1674 ) et le XVIII® siecle pour
les montres marines précises, garde-temps permettant de conserver I’heure du point d’origine et

de déterminer la longitude d’un navire.

Un premier grand progrés en calcul: la numération décimale de position, avec zéro.

Il nous suffit d’évoquer le systeme de numération des Romains, et leurs chiffres, pour nous
convaincre que leurs outils manquaient de souplesse et ne devaient pas favoriser les activités
numériques: essayez donc de diviser MDCXXII par VI ! La notation grecque n’était déja pas
bien commode, mais ¢ est malheureusement I'utilisation de la numération romaine qui reste pour
longtemps celle de I’Occident, bien apres la fin de I’'empire du méme nom.

Pendant la période médievale, au moins jusqu’a la tin du X® siecle, il faut recourir a des
abaques, tablettes sur lesquelles on manipule des cailloux et des lettres conventionnelles, ou a
des échiquiers (dont a tiré son nom [’administration financiére de Grande -Bretagne ! ) sur les
cases desquelles on effectue les comptes au moyen de jetons. Quant a I'abaque sino-japonais, le
boulier-compteur, introduit en Russie par les Mongols, remarquons au passage qu’il n’arrive en
France qu'en 1812 ( a mettre donc a I'actif de la campagne de Russie napoléonienne ! ).

(Vest essentiellement & partir de la fin du X° siecle, que parviennent en Occident les
connaissances des Arabes, I'essor de leur pensée et de leur science culminant au X1” siecle. Sans
entrer dans les détails de ce quils doivent aux Grecs et aux Indiens et de ce qui est leur apport
personnel. ni dans la description des voies détournees ou directes qu-a emprunté la transmission
des savoirs. sachons que le monde occidental leur est redevable de la bonne numeration decimale

de position munie du zéro. qui va chasser les nombres romains. [."abaque evolue et se simplifie

¢}



donc: il devient un tableau a colonnes paralléles, la premiere a droite étant réservée aux ur fe Lo

suivante aux dizaines. etc... les signes inscrits prenant donc une valeur de position PPour
désigner un nombre. on n'inscrit dans chaque colonne qu'un seul signe tout au plus, I'un des
neuf nouveaux caracteres ( les chiffres arabes ) designant les neuf premiers nombres. Puis ¢es
la suppression des colonnes par ['emploi du zéro, qui fait passer de I'abaque proprement dit a
I"algorithme. c’est a dire. dans I'acception primitive du mot. au véritable systéme de position.
(Le mot algorithme a pris maintenant une signification plus large. Primitivement, c’est la

déformation latinisée du nom d’Al-Khwarizmi, savant du VI1I® siecle. )

Les besoins et les progres du calcul numérique au XVI° siecle.

Certes la numération arabe avait rendu la pratique du calcul bien plus facile, mais dés que
les difficultés d’une époque sont réduites, il en apparait d’autres réclamant des procédés plus
expeditifs. Le processus technique et scientifique fait apparaitre de nouveaux besoins.

On peut commencer par citer les recherches internes aux mathématiques elles -mémes. 11 est
alors important de rappeler que c’est en 1450 qu’est fondé Iatelier d'imprimerie de Gutemberg
a Mayence. ("est le début d'une ere de plus grande circulation des travaux scientifiques et de
diffusion des traductions en latin des textes grecs originaux (qui peuvent eux méme contribuer a
relancer les sciences). Une avancée importante concerne les équations algébriques : c’est en
535 que, lors d’un tournoi mathématique, Tartaglia trouve une solution a I’équation du
troisiéme degré %' tpx = q, et c’est en 1545 que Cardan publie son « Ars magna» sur
I'équation du troisieme degreé.

« La Disme », le celébre ouvrage de Simon Stevin, parait en 1585 Stevin y introduit une

ecriture décimale qui lui permet de se libérer de la manipulation des fractions. Au lieu d’écrire

21 2 1 . ) e,
43 ou encore 43 m I(( ce que nous notons 43,21 ou 43 21 de nos jours ), Stevin I"écrit
) ]

(O3l

désormais 43(0)2(1H)1(2) ou encore 432 1. On peut alors disposer et effectuer les
multiplications, comme nous le faisons « a la main » encore aujourd hui, si d’aventure notre

calculatrice nous fait défaut. Voici comment sur un exemple



0y (1 (2

32 5 1
x I 7 2
6 5 0 2
2 2 17 58 7
3 2 5 |
5 5 9 1
p

)

Signalons encore que ¢ est au mathématicien Viete en 1591 que nous devons 'introduction
de I'usage des lettres pour représenter les valeurs numériques. pour les inconnues comme pour
les données.

l.e XVI¢ siécle est également un siécle de progrés en astronomie. (Test en 1543 que
Copernic publie « De Revolutionibus orbium celestium ». En 1574 Tycho Brahé s’installe a
["observatoire d’Uranienbourg. 1l y reste une vingtaine d’années et y fait un nombre considérable
d’observations astronomiques qui serviront a Prague a son aide, puis successeur, Kepler.

La navigation, les voyages lointains, sont indirectement un moteur important de la recherche
dans la simplification des calculs. En 1492 Christophe Colomb avait atteint I"Amerique avec a
son bord la table de sinus de minute en minute établie par Regiomontamus en 1472, Les flottes
commerciales constituent des sources d’enrichissement. Gouvernants et armateurs encouragent
la science nautique: il faut limiter les pertes et donc naviguer en controlant les positions.
Mercator publie en 1569, dans la projection qui porte son nom, la premiere grande carte du
monde a I'usage des navigateurs. Les progres de la navigation sont évidemment inséparables de
ceux de 'astronomie, en tout cas de | astronomie nautique, grande utilisatrice de trigonométrie,
et donc de tables de trigonométrie, dont les auteurs ne viennent a bout qu’avec beaucoup de mal
et de temps. Les calculs « astronomiques» sont fastidieux et demandent des armées de
calculateurs. L’astronome allemand Rheticus, disciple et ami de Copernic, aidé de nombreux
calculateurs se consacre de 1542 a 1576 au calcul de la table des sinus, de 10" en 107", avec dix,
puis quinze décimales. publiée en 1596. Magini, professeur d’astronomie a I'Universite de
Bologne, suggére trés prosaiquement le gain non méprisable que l'on pourrait réaliser en
réduisant les calculs. et avec eux les frais d entretien des calculateurs.

C’est dans cet esprit qu'il publie en 1592 des tables qui donnent les carres des nombres

entiers de | a 11000. qui permettent donc par simple lecture |'extraction des racines carrees. Par

exemple, de la donnée 42 994 240 = (6557)° on tire J43 - 6,557, résultat plus exact, se flatte



Magini, que celui donné par Ia regle JxTra oo q quiappliquee - a 13 donne
2%

B o 7 . e ;
43 = Vie 1 7. 64 T 0.583. ( Aulecteur de vérifier a la calculatrice -)

Kepler. grand consommateur de calculs, est le créateur de la multiplication réduite - il taut
maintenir la correspondance entre nombres calculés e nombres provenant des mesures
effectives. Il est donc inutile d obtenir a I"arrivée plus de décimales que I'on en avait au depart.
Soit donc a calculer. par exemple. le produit de deux sinus 0,4062051 par 0.1163818. Kepler

dispose ainsi le calcul -

4 0 6 2 0 5 |
x I I 6 3 8 1 8
4 0 6 2 0 5 | 40 06 2 05 1 « 1
4 0 6 2 0 5 40 6 20 5 1 <« 0]l
2 4 3 7 2 3 40 6 2 0 5 1 » 0.06)
I 2 1 8 ¢
3 2 50 etc
4 0
3 2
4 7 2 7 4 8 7

D ou le résultat 0.4727487

Parmi les trés nombreuses tentatives de méthodes rendant compte de I"'ampleur des efforts
déployés pour réduire les calculs. citons les « batons ou réglettes de Neper» : ce sont les
éléments mobiles d'une table de multiplication, combinables entre eux et transformant une

multiplication en additions. Voici par exemple, une réglette de Neper portant les multiples de 7 -

Soit done a caleuler 76852 On juxtapose les reglettes portant les multiples de 7. les multiples
de 0 et les multiples de 8

9



ligne des multiples de 2 A UA | TER 218360 e a2 ey
: : 3 3 K| . -
ligne des multiples de S / § LA T68%5=3840 (e (s ayn ivom

Reste a sommer les produits partiels

1 536
3 840
39936
d’ou le résultat 768x52 = 39 9306

1l existe aussi des tables de multiplication donnant tous les produits d’entiers n x m (l<n
<999 |<m=<999 ) destinées aux astronomes et permettant de remplacer une multiplication par

une addition de produits partiels.

Tycho Brahé connait et utilise une régle qui. elle aussi. permet de remplacer un produit par

une somme - ¢ est la prostaphérése qui correspond a notre formule de trigonométrie :

Il n"est pas possible de citer toutes les recettes de calcul et toutes les tentatives pour les
alléger qui fleurissent dans la seconde moiti¢ du XVI° siécle et au tout debut du XVII® siecle.
Mais, pour tous ceux qui ont besoin de calculer, quel soulagement ce serait de pouvoir
remplacer toute multiplication, quelle qu'elle soit, par une addition, sans méme parler des

divisions et des extractions de racines carrées dont les dispositifs ne sont pas des plus simples.. .

Les logarithmes :

Les logarithmes sont inventés pendant la méme période par Neper et Burgi lls les
construisent de facon suftisamment différente pour que F'on puisse attirmer qu'ils ont travaille
independamment I'un de 1'autre. 1l est probable que Burei a calcule ses tables a Prague entre
1603 et 1611 On sait de source sure que les travaux de | Fcossais Neper etaient commences des

502

10



Dans les deux cas les logarithmes transforment la multiplication en addition et la division en

soustraction - log xy = logx * logy, log o logx - logy
y

L etablissement des tables de logarithmes est laborieux. mais les lourds calculs qu’il nécessite

sont faits une fois pour toutes et les tables sont mises a la disposition des calculateurs.

Soit a calculer le produit xy. On cherche dans la table le nombre o qui est le logarithme de
X. le nombre B qui est le logarithme de y. On calcule le nombre atf. Puis par lecture réciproque

de la table on cherche le nombre z = xy dont le logarithme est égal a v = o +p.

Nombres Logarithmes
X - o
y - p
Z =Ry «— Y= otf

De quoi disposaient les inventeurs de logarithmes
La propriete fondamentale qui pouvait inspirer les inventeurs reésultait seulement de la

juxtaposition d’une progression geometrique et d’une progression arithmétique.

Cette juxtaposition avait déja attiré I'attention d’Archimede (-287,-212). En donnant dans
son trait€ de « I’ Arénaire » un procédé commode pour representer les trés grands nombres, il a
corrélé la suite arithmétique des entiers avec la suite geométrique des puissances de 10 (exprimé
par 10" x10™ = 10"™ dans nos notations actuelles).

Nicolas Chuquet, médecin lyonnais, est un précurseur. A la fin du XV* siecle, en 1484, il a
ecrit le « Triparty en la science des nombres », ouvrage d’arithmétique ou il introduit, entre
autres, des exposants négatifs ou nuls, et ce que I'on peut transcrire en x" x x™ = x"™ Chuquet
entrevoit, sans lui trouver de forme utilisable. que cette relation pourrait permettre une solution

correcte au probleme dit du « tonneau » -
«Un tonneau se vide chaque jour du dixiéme de son contenu : au bout de combien de temps
sera-t-1l a moiti€ vide ? »

au bout de 6 jours, il reste (0,9)° = 0.531441 du volume initial

au bout de 7 jours. il reste (0,9) = 0.478297 du volume initial



0531441 05 REREREY

La solution qui consiste a trouver 6 jours | o SOIL O Jours o
0531441 047897 '

S3L
interpolation linéaire, ne le satisfait pas. Mais pour résoudre le probleme. 1l lur aurait fallu inaugurer
le calcul logarithmique (et le calcul infinitésimal ).

St on ne connait pas I'influence réelle de Chuquet, on sait que Neper et Biirgi connaissaient 1'un
et I"autre I'oeuvre de I'Allemand Michael Stiefel (Burgi reproduit des passages de Stiefel dans ses

tables). Stiefel a publi¢ en 1544 son « Arithmetica integra ». ou il est le premier a étendre aux

exposants négatifs la correspondance entre suite arithmétique et géométrique. en considérant les

progressions particuliéres suivantes -

(S
-

- -4 -3 -2 -1 0 |
/32 1/16 1/8 1/4 1/2 1

RS
=N
o]

. .5 I
cestadire, qua (-1) t (-2), correspond - x - = —
2 4 8

Les logarithmes de Burgi

Jost Biirgi (1552-1632) est un Suisse Allemand qui doit sa réputation a ses travaux d horlogerie,
a ses horloges astronomiques et a ses sphéres célestes dont quelques unes fonctionnent encore de nos
Jours. Aprés avoir regu la charge d’horloger impérial a Prague. il travailla a I'observatoire avec Tycho
Brahé, lut aussi accueilli a Prague, puis aprés la mort de celui-ci en 1601, avec son aide et éléve

Johann Kepler qui lur succéda comme astronome de ['empereur.

Les tables de logarithmes de Buargr sont publiées en 1620 sous le titre « Arithmetische und

geometrische Progress Tabulen » Dans ses tables, Biirgi juxtapose une progression arithmétique de

: 5 B ¥ . . -
« nombres rouges » avec une progression geométrique de « nombres noirs ». de raison (11107,

disposés en colonnes :

« nombres rouges » « nombres noirs »

I0n 1081 +107h"

. N : - N | 5
Pour n variant de | a 23027, ses nombres notrs couvrent alors intervalle [10° 107 ] Birgr donne le

mode demploi de ses tables, mais ne donne pas  dindication sur leur  confection



Publiés apres ceux de Neper, sans précision sur leur construction, sans théorisation et d unc portée

plus restreinte, les logarithmes de Biirgi ne sont pas ceux qui passent a la postérite.

Les logarithmes de Neper

John Napier (1551-1617). dont le nom a été latinisé en Neperus et francisé en Neper, est
Ecossais, sieur de Merchiston, pres d’Edimbourg. Aprés des études a U Universite ecossaise de Saint-
Andrews, puis des voyages sur le continent. il consacre aux mathématiques les loisi'rs que lui laisse la

gestion des terres de son fief.

En 1614, il publie le « Mirifici logarithmorum canonis descriptio.... », dont la préface est on ne

peut plus explicite :

« Tres illustre amateur de mathématiques, comme rien n'est aussi pénible que la pratique des
mathématiques. parce que la  logistique est d antant plis  freinée,  retardée.  que  les
multiplications, les divisions et les extractions de racines carrées ou cubiques portent sur de grands
nombres . quelle est soumise a l'ennui des longues opérations el beaucoup plus encore a
lincertitude des crreurs, jai entrepris de rechercher par quel procédé siiv et rapide on pourrait
c¢loigner ces obstacles. Dans co but. j'en ai examind sotgneusement une grande quantité, les uns
aprés les autres, et enfin j'en ai trouvé plus d'un, clair et d'un emploi facile. dont je fraiterai
probablement ailleurs. A la vérité, aucun. parmi les autres. n est plus utile que | 'un d'eux : par son
moyen. on rejeite les nombres utilisés dans les multiplications. les divisions et les extractions de
racines lorsquclles sont difficiles et prolives, et on les remplace par d'autres nombres, que j ai
pris soin de leur adjoindre. et I'on acheéve le caleul par des additions. des soustractions. des
divisions par deux ou par trois seulement. Ist-il un mysiere. qui, au milieu de tant d autres. i soit

supérieur ? 1l m a plu de communiquer son usage au monde des mathématiciens.. »

Pour obtenir ses logarithmes, Neper construit ses progressions d’une fagon bien différente de la
notre, et ses logarithmes se trouvent étre décroissants. Remarquons également que pour éviter la

manipulation des parties décimales, Neper fait varier le sinus non pas de 04 1. maisde 0 4 107

Pour définir ses logarithmes. Neper met en correspondance deux mouvements rectilignes : « [¢
logarithme de tout sinus est un nombre qui exprime avec une grande approximation la ligne qui
augmente également dans des temps égaux pendant que la ligne du sinus 1otal décroir
proportionnellement dans ce sinus. les deux mowvements ayant licu dans le méme femps el, au

commiencement, avec la méme vitesse. ».




Soit donc une demi-drotte d origine Ny ef un segment So O de longuew le sivs tolal o oo

$in90°- 107

;N" ; B USSR N S N T
‘}_‘SO i S e e e "Q- S‘(.}“' ook

Deux mobiles N et S partent respectivement de Ny et Sy a l'imstant miial (- 0 avee by méme s itesse
r 7 .
mitrale v 107
v . \ 7
La vitesse de N est constante et egale a v, 10",
La vitesse de S est décrotssante et telle que son rapport a la distance qui reste a parcourir pout

. . R e L e v v, . ;
atteindre €2 est constant, ¢’est a dire, qu'a 'mstant t, ona - - — - o I, sort encore v - x - SO
x 5.0

Au bout du temps At - 107 e mobile S est en S, tel que SoS; v AL 107107

S repart de Sy avec la vitesse vi -+ S1€ 107-1_ que I'on peut aussi ¢erire vy 10°(1-107),

Autemps 2AL S se trouve en Sy tel que 5S> v At I(17( 1oy 10" 1.0

Donc S, = S;Q-8,S, (10-1)=(1-107)y  (to™-1y1-107y 10’1107y

Ft ainst de suite: au temps nAL S se trouve en S, tel que * S,00 107(1-107)" et repart de S, avec la

vitesse v, S, 107(1-107)"

Le mouvement de N étant uniforme, aux instants At 2At. 3At . . le mobile N se trouve

successtvement en Ny N»>. Noo tel que NNy = NyN, - NoNy - - |

Par la suite. nous noterons N(x) le logarithme défini par Neper, pour ne pas le confondre avec notre

«In» ou notre « log » Nous transcrivons donc la définition du logarithme de Neper par -

N(x)=NyN
Cela donne. a une restriction pres
X o’ ['a-roh [ o’asie: o Tio’aeoy 01 10 "

Fnorealite. nous verrons pourquot un peu plus lonr la progressien anthmetique de Neper est donnée

en fonction de N[10'(1-107)]  N(107-1). ce qui peut se tradure pour nous. par -




X = I07( I -I0'7) "> N(x)=nN( 10’-1 ). Ou mieux encore pour nous par -
<= 107(1-107Y > N(x) =y N(107-1)

On se rend alors compte que tels quels les nombres « N(x) » ne sont pas des logarithmes au sens

ou nous | entendons. En effet -

<= 10(-107), e N(xg) = vy N(107-1)
CE10U-107) S e N(xo) = ya N(107-1)
d’our - N(x;) + N(x2) = (v + v2) N(107-1) = NIIOT(1-107) 4+ 1=N(x;x2/107)

\ /

On n’obtient donc pas la formule N(x;x,) = N(x;) + N(x»), mais N{%] = N(x1) + N(x2) (ce

qui nous géne certainement beaucoup plus que les lecteurs contemporains de Neper).De fait.
Neper ne démontre pas explicitement N(ab) = N(a)N(b) Ce qu’il démontre  c’est

ia' - 3 <> N(a) - N(b) = N(c) - N(d).
)

Apres donc avoir exposé la définition de ses logarithmes et les avoir appliqués aux proportions,
Neper en explique I'usage en trigonométrie plane et sphérique, puis termine le traité de 1614 par les
tables proprement dites. Dans le mode d’emploi qu’il en donne. il revient aux régles annoncées dans

sa préface, et non plus seulement aux proportions, a savoir :

T
N(ab) = N(a) + N(b): N(@") = n{a): N(¥a)=—Na): N g )= N(a) - N(b)
n

Au facteur « 107 » prées qu’il faut contréler, Neper a donc rempli son contrat.

(Test en 1619, que parait, a titre posthume, le deuxiéme traité de Neper, publie par son fils
« Mirtfict logarithmorum canonis constructio... », ou sont exposees les méthodes effectives du calcul
des tables. que nous n’allons pas reprendre ici. Nous allons seulement indiquer les interpolations

pratiquées par Neper et revenir sur la valeur attribude a N (10°(1-107)) = N (107-1),

Le recours a la cinematique permet en quelque sorte de lever les difficultes liées aux notions
de fimite et de continuité, bien loin d étre dégagées au debut du XVII® siecle. Neper imagine le
mouvement du point N servant d horloge. le point N parcourant la demi droite d origine N,
comme |"échelle horaire d’une clepsvdre (ou 'on peut repenser a Chuquet et & son tonnean !)
Neper emploie lut méme la notion de flux fhxcon ecoulement  « duwcenda sit linea Jliexy

alterins puncti » (« quune figne soir icacee par écordement d un dewxieme POin »)

[




5 . & , . 2 . ros 7 = . . ¥
I’avons envisagée au début, il aurait attribué a N(10°(1-10 }) la valeur 1. et il se serait contenté de

vitesse décroissant par bonds successifs : ses tables y auraient perdu en exactitude
Neper met au point une interpolation pour le calcul de ses logarithmes. « la vitesse d un point S
s ‘approchant géométriquement d 'un point fixe £2 est proportionnelle a la distance a celui-ci». La

vitesse de S est méme tres exactement, avec les hypothéses choisies, égale a la distance de S a €2

i 'Jo ! N I Nb‘- N
F y ! 7
i R iy
0 X 10?
Lorsque le mobile S, parti de So, arrive en S, tel que SoS. = . la vitesse de S a donc été décroissante
" . " . o o
de 107 a 107 - o La durée nécessaire a donc été comprise entre T et W
-

. . . " . 7 . .
I.e mobile N, parti de Ny a vitesse constante égale & 10°, a donc parcouru une distance comprise entre

PRI
10 10" ~ o

Donc, lorsque le mobile S passe en S,, tel que SoS. = o, le mobile N a une position N, telle que :

a . o
o< N()Nu % |O7 ST soit ;. o< N()Na/\"v“’—""ﬂi %
107 o 1-al0

Or, par définition, NoN,, = N(I()7-(x) , dou

1 1
Si o = 1, on obtient : 1= N(10’-1) < TR Comme --—- est trés proche de 1, Neper

1-10
1 |
choisit d"attribuer & N(10’-.4) la valeur moyenne 5[1 + 1-1-677] = 1,000 000 05
r N(107(1-107)) = N(107-1) = N(9 999 999) = 1,000 000 05 J

Voyons comment Neper utilise encore son interpolation. En posant o = 107%;, on obtient

£ < N(l-g) < -
1-¢

a .
Soit a et b trés proches I'un de P'autre, tel que a < b Posons Y =1- & (et n’oublions pas que

N(a)>N(b) ).

~a b b- . b-a a. —
&= a"fb a, © ;‘b - a,d'ou: — < N(: )<
b b | ¢ b a a b b
. b-a _b-a
Puisque - et sont proches, on prend :
a



a [ b-a b-a, | o
M=) = oo o b ay o+ )

b 2 b a 2 a b

, rFr2 a b-a
Soit ¢ tel que a= ¢ = b. On prend | Ldou N( )= =7

a b ¢ b C
A . , b-a . .
Dans ses calculs, Neper utilise N(a) N(b) + - - Sans que on trouve explicitement
¢
Ab | oo AX , ) L v
AN(b) b’ cest a dire Alogx . Neper énonce une propricté qui- s exprime par
) ]

Aloga b
Alogh a

Reprenons en langage moderne, les deux mouvements rectilignes de Neper. On les traduit par -
ds( =X et fil’ =10". Dot In X tety=10"t,soitx ke' et y = 10"t
dt dt k | ’
Orpourty=0_onax,= 10" onadonc x = 107" of y = 107t
On peut donc écrire: v = -10"In(x. 107y,

De la définition de Neper - x = 10°(1-107)" &> N(x) = yN(107-1).
y

7
. ' ]O X ; g 7 ] i .
on tire N(x) = dn(10 —\,;)VV_N(IO‘ 1) OrIn(t-107)y =107 — 10 " +0o(10 "'y,
In(1- 10 ) 2
N() = -107In(107%) [1- 1077240 (107)] N(107-1), avee N(107-1) = 1000 000 05 ~ | +10°7/2

On a dong:

N(x) = -10"In(107x) [ 110 (107)]

Les sept chiffres de N(x) sont donc les mémes que ceux que donnerait le calcul de -107In( 107x).
Indépendamment donc de la résolution trés satisfaisante du probleme arithmétique posé par les
calculateurs, sans oublier les pas en avant qu'il fait faire au calcul approché, retenons dans la
conception de Neper I"approche cinématique : apparition de la notion de vitesse Instantanée, de la
notion de « fluxions » qui présideront chez Newton a I'élaboration du calcul infinitésimal, et

reésolution trés correcte, avec les moyens dont il dispose d'une équation différentielle.

Mais, a propos, d’ou vient le mot logarithme ?

(“est une création de Neper lui méme. 1l a accouplé les deux racines grecques Aoyoo
(logos raison) et apBpos (arithmos = nombre), le mot logarithme peut donc se comprendre
hitteralement par « nombre de raisons » (au sens : nombre cardinal des raisons de difference, la raison
etant celle constante de la progression arithmétique ). Pour nous, plus souvent ignorants du grec, le

mot logarithme a perdu de son pouvoir de suggestion. d autant plus, qu'apres le calcul infinitésimal,

les logarithmes ne se réduisent plus a leur proprietés fondatrices. a savoir quils sont les nombres
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- d’abord calculer les logarithmes des nombres premiers compris entre | et 100.
- calculer ensuite les logarithmes des nombres COmMposEs.

- terminer par interpolation a partir des logarithmes déja calculés par la méthode dite des

différences, dont on peut dire qu’il est I'inventeur.
Montrons, par exemple, comment Briggs obtient log2 a partir de I"extrait ci-joint (page 20)

Chaque ligne du tableau est numérotée n . n variant de 0 a 54, une 55"™ ligne étant adjointe en-
q g 2 i)

dessous.

Dans la premiére colonne du tableau, on lit les termes de la suite (xa) définie par : x, = 10 et

Xntl j\/;(n .

Dans la deuxiéme colonne, on lit les termes de la suite (yn) définie par: y, = log x,.

—
le = ]ngl‘ul - IOgJ\n - glogxn - :yzxL

yn

Onadonc: -~ =2
Yr)w I
En appliquant la regle Vito = > dés que o est trés petit, on obtient, a partir de la ligne 16
I — X, — 1
Xpg =4/1+x, ~1=1+-"
nti \/> n 2
X l -] y
d’ou B - PR L
X X 1 l Vn |

s 2 ST i &
Pour obtenir log2 | Briggs commence par calculer le nombre *4/2 en extrayant 47 racines carrées

successives /2 , iﬁl , VZ < (. ce qui évidemment n’est pas rien |
Le résultat x quil trouve est situé entre la §37™ ef [a §4™ higne .

Soity = log x

o . 47
On a donc lng("\/Z) =y . soitlog2 - 2Yy,

/

‘ X - Yoo
Reste donc & calculery - - et o douy - XV,
X 1 i \ o X s l

19



Systeme logarithmique de Briggs

(Extrait)
Nombres Logarithmes

10, 0000 00 f

3, 1622.77660.16387.03319. 98893 . 54 0,5
2 1, 7782 79410 03892 238011 97304 13 0,25
3 [, 3335 21432 16322 40256 65389 308 0,125
4 1, 1547 8198% 68945 81796 61918 213 0,0625
16 1, 0000 35135 27746 18566 08581 37077 0,00001 52587 89062 5
17 1, 0000 17567 48442 26738 33846 78274 0,00000 76293 94531 25
8 1, 0000 08783 70363 46121 46574 07431 0,00000 38146 97265 625
47 1, 0000 00000 00001 63608 51112 96427 283 )
48 1, 0000 00000 00000 81804 25556 48210 295 »
49 [, 0000 06000 00000 40902 12778 24104 31t »
52 1, 0000 00000 00000 05112 76597 28102 947 0,00000.00000.00002.2204 . 46059, 25031
53 1, 0000 00000 00000 02556 38298 64006 470 0,00000.00000.00001 .1102 .23024.62515
5% I, 0000 00000 00000 01278 19149 32003 235 0,00000. 00000 . 00000.05561.11512.31257

1, 0000 00000 H0000 01 0,00000.00000. 00000 . 04342 .94481 . 90325 . 1804

Exbact P daros ' Hishve des
Y»gww\wu “de C.Naux Jw%%emackwué .

10



Dans tous ses calculs, Briggs utilise toutes sortes d’astuces, par exemple, celle-ci' il ajoute a son

tableau une 55"™ ligne . ce qui donne ¥ LT s
%

AR

Orxss -1 = 1x10™ et yss = 0,43429448190325 1804 107" d"oi y = (x-1)x0,43429448190325 804

La régle de trois précédente se transforme donc en une simple multiplication. ou il nest pas sans
intérét pour nous de remarquer que 0,434294481903251804 est le nombre traditionnellement note M
qui nous permet de passer de nos logarithmes népériens aux logarithmes décimaux (ceux de
Briggs) En effet -y = logx = M Inx = M In(1+x-1) = M (x-1), pour x-1 trés petit. Mais Briggs n’en

était pas encore la !

Montrons maintenant sur un exemple , schématiquement et sans garder toutes les décimales,

comment opere le calcul des différences.

Ona: log 555 - log 550 = 393« 107" = 5.78.6x 10"
Sachant que I"augmentation des logarithmes est décroissante, Briggs écrit -
log 551 =log 550 + 79107
log 552 = log S51 + 79107
log 553=log 552 + 79x10™
log 554 = log 553 + 79x10™
log 555=log 554 + 77+ 107

La methode donne des résultats corrects, car. ne Foublions pas, Briggs fait ses calculs avec deux fois

plus de décimales qu’il n’en conserve 4 la fin

Soit par manque de temps ou d’énergie, soit par manque de calculateurs ou d argent pour les
payer, Briggs n’achéve pas ses tables. Le relais est pris par P'imprimeur-éditeur belge Adrien Vlacq
qui édite en 1629 une « Arithmétique Logarithmique » donnant une table complete des logarithmes

de I'a 100000, avec un nombre de décimales réduit a dix.
Etapres ?

A son apparition la théorie des logarithmes a beaucoup de détracteurs chez les mathématiciens
«purs» de I'époque ( des « géométres »). parce que le fondement de la théorie fait appel a un

mouvement. Certes, Képler, qui tient aux tables de logarithmes, tentera bien de les refonder avec une



théorie « naturelle » sans cinématique, mais pour que les logarithmes acquiérent droit de cité, il
faudra attendre que Grégoire de Saint-Vincent fasse la relation entre les logarithmes et la quadrature

de I'hyperbole, découverte datée de 1630, mais qui n’est publiée qu’en 1647,

. Mais alors les tables de logarithmes se sont déja largement répandues avec succés dans toute
I'Europe, avec de multiples éditions, rééditions, corrections et améliorations. A peu de choses preés,

ces tables ont été utilisées dans I’enseignement jusqu’a I'introduction des calculatrices.

Certains des lecteurs se souviennent sans doute de « Bouvard et Ratinet ».....
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Historiogramme du logarithme
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LES NOMBRES REELS : CONSTRUCTIONS ET REALITE

1) Des raisons d'Euclide aux constructions modernes des Réels

A) Des proportions d'Euclide a I'Analyse d'avant le XVIII*™ siécle

Les nombres réels nous semblent familiers, mais que sont-1ls exactement ? No-
tre apprehension du nombre, autre qu'entier, n'est-elle pas dans le rapport des grandeurs (sur-
faces, volumes, poids, vitesses...) et surtout des longueurs. Dans les civilisations antiques
d'avant I'¢re pythagoricienne les nombres étajent essentiellement entiers (issus des dénom-
brements ) ou fractionnaires (issus de la comparaison de mesures commensurables c'est-a-dire
multiples d'une méme grandeur commune) et écrits dans différents systémes (base 60 pour la
civilisation babylonienne; utilisation de fractions inverses d'entier pour la civilisation égyp-
tienne...) Au Véme siécle avant J.C. le théoréme de Pythagore permet de mettre en évidence
I'ncommensurabilité de la diagonale d'un carré avec son coté - les rapports fractionnaires ne
suffisent donc plus! C'est Euclide qui, au [Veéme siécle avant notre cre, codifie dans le livre V
des Eléments la théorie des "raisons" ou rapports de grandeurs, théorie attribuée & Eudoxe de
Cnide. Voici quelques unes des définitions qu'il pose et qui peuvent nous surprendre aussi
bien par I'obscurité de leur rédaction que par I'ingéniosité des propriétés énoncées

* Définition 3: Une raison est certaine maniere de d'étre de deux grandeurs ho-
mogenes entr'elles, suivant la qualité.

» Définition 4 : Une proportion est une identité de raisons.

* Définition 5: Des grandeurs sont dites avoir une raison entr'elles lorsque ces
grandeurs, étant multipliées, peuvent se surpasser mutuellement.

* Definition 6: Des grandeurs sont dites étre en méme raison, la premiere & la
seconde, ¢t la troisieme & la quatriéme, lorsque des equimultiples quelconques
de la premiere et de la troisicme, et d'autres equimultiples quelconques de la
seconde et de la quatriéme sont tels, que les premiers equimultiples surpassent
chacun a chacun, | les seconds equimultiples. ou leur sont égaux a la fois, ou

plus petits a la fois .



o Définition 7: Les grandeurs qui ont la méme raison sont dites proportionnelles.
o Définition 8. Lorsque, parmi ces equimultiples, un multiple de la premiere sur-
oo : x 2 s b 2B
passe un nutiple de la seconde, et qu'un multiple de la troisiéme ne surpasse
pas un multiple de la quatrieme, on dit alors que la premiere a avec la seconde
une plus grande raison que la troisieme avec la quatrieme .

Les définitions 3 et 5 précisent le statut des grandeurs (A, B) qui peuvent 'former’ une

raison : elles doivent étre homogeénes (A et B de méme type: lignes ou surfaces ou volumes)
et satisfaire a ce qu'on appelle aujourd'hui I'axiome d'Archimede : I cxiste deux entiers n cf
p tels que nA>B et pB>A. La définition 6 est plus subtile et fondamentale car clle précise,
indépendamment de notion de nombre, 1'égalité de deux rapports de grandeurs: Deux couples
de grandeurs (A,B) et (C,D) définissent la méme raison si et seulement si pour tous entiers p
ct ¢ les implications suivantes sont toujours vraies :
1.Si pA>gB alors pC>qD
2.S1 pA=gB alors pC=gD
3.Si pA<gB alors pC<gD
Il est implicite que I'on peut toujours comparcr des multiples quelconques de deux gran-

decurs homogenes et on a ainsi, en termes modernes une relation d'équivalence dont les clas-

ses d'équivalence ne sont autres que les 'raisons’. La définition 8 définit l'ordre (total) entre
les raisons : {(A,B) > (C.,D) si et seulement si il existe deux entiers p et q tels que pA>gB ct
pC<gD}. On peut facilement vérifier la compatibilit¢ de cette relation avec la définition 6.
Pour Euclide ces raisons n'ont rien de numérique et il traite le cas des fractions (d'entiers) se-
parément dans les livres VII-VIII-IX., mais on peut dire grace a la définition 6 que deux gran-
deurs A et B sont commensurables s'il existe une grandeur (quelconque) C et deux entiers p et
q tels que (A,B) et (pC,qC) ajent méme raison, raison que l'on pourra identifier a la fraction
p/q (cf. proposition 5 du livre X). Le lecteur se convaincra alors aisément que la définition 6

revient a caractériser la raison "A/B" par sa position par rapport a toutes les fractions ration-

nelles. Ainsi une "relecture moderne" de ces définitions nous conduit a dire qu'une "raison”
d'Euclide est définie par une séparation des rationnels en deux catégories: ceux qui lui sont
inféricurs ct ceux qui lui sont supérieurs. X XII si¢cles plus tard, ce seront les coupures de De-
dekind d'ou naitront les nombres REELS. Toutcfois il faut noter que les opérations (addi-

tions, multiplications) sur les raisons sont a peu pres absentes chez Euclide qui mentionne



principalement les raisons "doubles" ou “triples" (définitions 10 et 11, correspondant au carré,
cube) et des raisons inverses (définition 14).

Des bases performantes sont ainsi jetées sur lesquelles s'appuyérent pendant plusieurs
siccles les mathématiciens pour apprivoiser la géométrie et la numeriser, jusqu'a I'obtention a
la fin du XIXe siécle d'une construction purement "arithmétique" des nombres réels.

VIETE a la fin du XVIéme siécle et DESCARTES (1637 - Géométrie) au début du
XVII¢ siécle, développent un nouveau calcul - I'Algebre ; il s'agit d'une "Arithmétique" sym-
bolique et littérale qui va permettre de résoudre de nouveaux problémes géométriques en les
"mettant en équation" ot "l'inconnue” peut représenter aussi bien une proportion qu'un nom-
bre. De plus DESCARTES rompt avec I'homogénéité des grandeurs: tous les rapports géomé-
triques peuvent étre représentés par des longueurs, et les opérations sont validées par des
constructions géométriques. Le statut numérique des rapports va progressivement s'imposer
depuis Stevin(1548-1620) qui dans le "Traité des incommensurables grandeurs " (1585) af-
firme "la communauté et la similitude entre grandeurs et nombres est si universelle qu'elles
semblent quasi identité" et " Que nombre n'est point quantité discontinue", puis au XVIII¢
siecle avec Newton(1 707-Arithmétique universelle) , Legendre(1794-Elémens de géométrie),
et D'Alembert(1759-Essais sur les Eléments de la Philosophie naturelle) ot il écrit : "Si les
rapporis incommensurables sont regardés comme des nombres , C'est par la raison que s'ils
ne sont pas des nombres proprement dits, il ne s'en Jaut de vien, pour ainsi dire, qu'ils n'en
soient réellement, puisque la différence d'un rapport incommensurable a un nombre propre-

ment dit, peut étre aussi petite qu'on voudra." .

B) L'Analyse des XVIlé et XVIllé siécle

A partir du XVIIeéme siécle la théorie des "Indivisibles” avec Cavalieri (1635 - Géo-
métrie des continus indivisibles) et Roberval (1634 - Traité des indivisibles) marque les dé-
buts du calcul intégral et conduit a quelques succes (ex: calcul de l'aire de I'arche d'une cy-
cloide) mais aussi a des paradoxes. Ses fondements ne sont pas toujours acceptés, notamment
par NEWTON (1642 - 1727) (Principes mathématiques de philosophie naturelle, 1, 1687 - La
Meéthode des fluxions et des suites infinies, 1671) qui en s'appuyant sur le concept mécanique
de "vitesse instantanée", jette les bases du calcul infinitésimal et intégral avec les notions de
quantités "évanouissantes" et de "fluxions". Puis les "différentielles” de Leibniz (1645 - 1716)

(Histoire et origine du calcul différentiel, 1713) , par la simplicité et I'universalité du calcul
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symbolique mis en oeuvre, viennent renforcer la construction de ce nouvel édifice de 1'Ana-
lyse . Les mécanismes de ce calcul différentiel sont d'ailleurs repris par le marquis de L'HOS-
PITAL (1661 - 1704) dans son traité de 1696 : Analyse des infiniment petits pour l'intelli-
gence des lignes et des courbes.

La notion de fonction apparue dés le XIVeme siecle chez N. ORESME(1320 - 1382)
s'est développée aux XVI¢ et XVII¢E siécles avec par exemple l'introduction des logarithmes
par J. Napier(1550 - 1617) a partir encore de considérations cinématiques. Mais ce n'est qu'a
partir du milieu du XVIIIe siécle, avec L. EULER(1707 - 1783) (/ntroduction a l'analyse infi-
nitésimale - 1748) que le concept de fonction devient la base de I'Analyse. De nombreux ré-
sultats sont alors obtenus dans le cadre de I'Analyse infinitésimale (développement des fonc-
tions en séries entiéres, séries trigonomeétriques, cordes vibrantes, intégrales elliptiques, équa-
tions différentielles...) mais le calcul différentiel non rattaché a la logique euclidienne n'est pas
reconnu par tous. La manipulation de séries infinies (LEIBNIZ, EULER...) sans notion de
limite ni de convergence, s'effectue avec un formalisme polynomial mais conduit a des para-

1
1+x

doxes sur des séries "divergentes" comme : = Z (=D"x" donne pour x=1:1/2=1 -1+ 1

-1+ 1-1+1-1+.

Au début du XIXeme siécle, en rapport avec les enseignements que doivent dispenser
les mathématiciens, apparait la nécessité d'une nouvelle rigueur en particulier pour les défini-
tions et notions de base de I'Analyse . Les justifications géométriques ou mécaniques ne suffi-
sent plus ! Dans son Cours d'Analyse a I'Ecole Royale Polytechnique (1821) CAUCHY , par-
tant des raisons euclidiennes, définit le concept de limite, puis celui de continuité d'une fonc-
tion et jette les bases de toute notre analyse moderne méme si certaines ambiguités ne sont pas
encore levées :

" Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable

s ‘approchent indéfiniment d 'une valeur fixe , de maniére a finir par en différer aussi

peu que ['on voudra , cette derniere est appelee la limite de toute les autres. Ainsi

par exemple, un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four-
nissent des valeurs de plus en plus approchées."”

"Celu posé. la fonction fix) sera. entre les deux limites assignées a la variable X,
fonction_continue de cette variable, si. pour chaque valeur de x intermediaire entre

ces limites , la valeur numérique de la différence
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Jx+ @) - fix)

décroit indéfiniment avec celle de o . En d'autres termes, la fonction f(x) restera
continue par rapport a x, entre les limites données, si, entre ces limites, un accrois-
sement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment
petit de la fonction elle-méme.

On dit encore que la fonction J(x) est, dans le voisinage d'une valeur particuliere
attribuée a la variable x, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle est
continue entre deux limites de x, mémes trés rapprochées, qui renferment le valeur

dont il s'agit.

Apres avoir étudié la somme de la série géométrique Cauchy affirme :

"D'apreés les principes ci-dessus établis, pour que la série u,u,u,...,u, u, ,...S0it
convergente il est nécessaire et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent
converger indéfiniment la somme S, = Ut Fuyt tu, , vers une limite fixe s; en
d’autres termes il est nécessaire et il suffit que pour des valeurs infiniment grandes
du nombre n, les sommes S, Sy Spio .different de la limite s, et par conséquent
entre elles, de quantités infiniment petites. D ailleurs les différences successives en-
tre la premiére somme S, et chacune des suivantes sont déterminées par :

Sn+i“Sn u,
SprS, =u, tu,,

SIHJ_SI = un + un*‘l + un*.’

Hi

Donc pour que la série soit convergente, il est d'abord nécessaire que le terme
général u, décroisse indéfiniment tandis que n augmente; mais cette condition ne
suffit pas, et il faut encore que, pour des valeurs croissantes de n, les différentes
sommes

u,+u,,

u, *u,, +u,,,

’ nt/

Cest a dire les sommes des quantités

u, U, , u

ng o



Prises, a partir de la premiere, en tel nombre que ['on voudra, finissent par obte-
nir constamment des valeurs numériques inférieures a toute limite assignable;
Réciproquement, lorsque ces diverses conditions sont remplies, la convergence de

la suite est assurée. »
On aura reconnu I’énoncé du 'critere de Cauchy' pour les séries. Si les développements

ci-dessus sont tout a fait corrects pour la détermination de conditions nécessaires a la conver-

gence d’une série la réciproque n’est pas démontrée et est admise comme une vérité évidente.

C) Rupture du XIX*™ siécle : Rigueur et rejet du support géométrique

( BOLZANO (1781 - 1848) et le théoréme des valeurs intermédiaires )

Le théoréme des valeurs intermédiaires et le théoréme fondamental de I'algébre sont ré-
vélateurs des difficultés a s'écarter du modele géométrique grec: Une simple visualisation
géomeétrique de I'intersection de deux courbes permet a CAUCHY comme & GAUSS de justifier
leur raisonnement ! Dés 1817 BoLzANO (1781 - 1848) dans son mémoire: "Démonstration
purement analytique du théoreme: Entre deux valeurs quelconques qui donnent deux résultats
de signes opposés se trouve au moins une racine réelle de I'équation", rejette les précédentes
démonstrations s'appuyant sur la géométrie ou sur la cinématique et propose une démonstra-
tion nouvelle mettant en oeuvre un procédé de dichotomie. La racine cherchée est alors dé-
terminée comme borne supérieure d'une partie dont I'existence est acquise grace au critére de
convergence des suites réelles, dit de CAUCHY, énoncé ici par BOLZANO quelques années
avant CAUCHY. Bien entendu la convergence vers la borne supérieure cherchée ne peut étre
établie sans une construction rigoureuse des réels, construction qui ne tardera plus trés long-
temps!

Ce texte de BOLZANO, écrit a Prague en 1817, est tout a fait remarquable :

® Sa structure qui montre un souci d'efficacit¢ pédagogique avec une longue préface intro-
ductive argumentant et réfutant les démonstrations précédentes, dénongant "la faute intolé-
rable contre la bonne méthode" et précisant sa conception de la rigueur : "les démonstra-
tions ne doivent nullement étre de simples procédés de fabrication d'évidences ,mais doi-
vent étre bien plutét des fondements" . Suit alors un résumé de la démarche qu'il va suivre

en insistant sur la propriété centrale de sa démonstration: le théoréme de la borne supé-
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rieure (c'est maintenant le théoréme de Bolzano-Weierstrass) et la préface se termine sur
des considérations d'édition ol BOLZANO qui vient de dénoncer les fausses démonstrations
d'éminents savants comme GAUSS, LAGRANGE ou LAPLACE a sans doute "réglé quelques
comptes " a une communauté scientifique accusée de désintérét pour son oeuvre qui "a eu
la malchance de ne pas étre annoncée du tout dans certaines revues savantes et d ‘étre an-
noncé et critiquée seulement de maniére superficielle dans d'autres” ! La suite du texte est
un cours tres clair avec définitions, théorémes, démonstrations, excmples et contre-

exemples .

¢ La deémonstration de ce théoréme des valeurs intermédiaires, outre qu'elle nécessite une
définition de la continuité d'une fonction numeérique, définition donc antérieure a celle
donnée par Cauchy dans son cours a I'école polytechnique de 1821, repose sur deux résul-
tats clés:
1) La définition des suites de Cauchy et le critére de convergence de Cauchy.
2) Le théoréme de la borne supérieure .
Or a chacun de ces résultats correspondra, une cinquantaine d'années plus tard, un type de
construction des nombres réels : Construction de Meray et Cantor par les suites de Cau-
chy et celle de Dedekind par les coupures (cf. plus loin §2)).
Nous sommes donc avec ce texte de BOLZANO au coeur de la problématique du statut et

de la construction des nombres réels:



Démonstration purement analytique du théoréme’ :

entre deux valeurs quelconques qui donnent deux résultats de signes oppoSés

se trouve au moins une racine réelle de I'équation

par BERNARD BOLZANO )
Prétre séculier, Docteur de Philosophie, Professeur Royal et Impérial de la
Science de la Religion
ot Membre titulaire de la Société Royale des Sciences a Prague

[1817]

PREFACE

Dans la théorie des équations, il y a dews théorémes dont on pouvait dire
récemment encore que la démonstration entierement correcte est inconnue. L'un est
le suivant - il faut qu'il y ait toujours, entre deux valeurs quelconques de la grandeur
inconnue qui donnent deux résultats de signes opposes, au moins une racine reelle
de l'équation. Voici l'autre : toute fonction algébrique rationnelle entiere’ d'une
grandeur variable peut étre décomposée en facteurs réels du premier ou du second
degré. Apreés plusieurs tentatives infructueuses dues & D’ALEMBERT, EULER, DE
FONCENEX, LAGRANGE, LAPLACE, KLUGEL et d'autres, l'année derniére, M. GAUSS
nous a enfin fourni quelques démonstrations du second théoreme qui ne laissent
guére a désirer quelque chose de plus. Déja en 1799, ce savant éminent nous a offert
pour ce théoréme une démonstration® qui cependant, comme il l'a reconnu lui-méme,
contenait une lacune en fondant une vérité purement analytique sur une considera-
tion géométrique. Mais cetle erreur est absente de ses deux démonstrations les plus
récentes’, parce que les fonctions trigonométriques qui figurent dans la deuxieme

peuvent et doivent étre congues dans un sens purement analytique.

' Traduction francaise par J. SEBESTIK parue dans la revue d'Histoire des Sciences 17 (1964) p. 129-163 .

2 (Mest-a-dire toute fonction polynomiale .

* Demonstratio nova Theoremalis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in fac-
tores reales primi vel secundi gradus resolvi posse Helmstadi In-4°, 1799.

4 Demonstratio nova altera etc. et Demonstratio nova tertia; les deux de 1816.
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Le premier théoréme que nous avons mentionné ci-dessus ne fait pas précisément
partie des théorémes qui se sont trouvés Jusqu'a présent au premier plan des ré-
[lexions des savants. Nous trouvons cependant de temps en temps que des mathéma-
ticiens d'une grande réputation se sont penchés sur ce théoréme et ont essaye deja
des méthodes différentes pour le démontrer. Celui qui veut se convaincre de cela n'a
qu'a comparer les exposés divers qu'en ont donnés par exemple KiSTNER'. CrLAlL
RAULT', LACROIX', METTERNICH®, KLUGEL®, LAGRANGE". ROSLING' of plusieurs autres.
Lorsqu'on examine de plus prés leurs méthodes de démonstration, il apparait trés

vite qu'aucune ne peut étre considérée comme suffisante.

Dans le premier paragraphe, Bolzano dénonce les démonstrations s'appuyant sur des "éviden-
ces géométriques” car elles ne sont pas des "fondements". 11 faut faire la distinction entre les
"principes ou vérités primitives" (nous dirions aujourd'hui les axiomes) et leurs conséquences.
Le fait qu'une ligne coupe I'axe des abscisses, dans les conditions indiquées, est une consé-

quence du théoréme a démontrer et non le fondement de celui-ci.

1) Dans la méthode de démonstration la plus courante, on s'appuie sur une vérité
empruntée a la géométrie : a savoir que toute ligne continue a courbure simple dont
les ordonnées sont d'abord positives, puis négatives (ou inversement), doit nécessai-
rement couper quelque part l'axe des abscisses en un point situé entre ces ordonnées.
II'n'y a absolument rien a objecter ni contre la justesse ni contre I'évidence de ce
théoréme géométrique. Mais il est tout aussi manifeste qu'il y a la une faute intoléra-
ble contre la bonne méthode qui consiste & vouloir déduire les vérités des mathéma-
tiques pures (ou générales) (c'est-a-dire de | arithmétique, de l'algébre ou de l'ana-

Iyse) de considérations qui appartiennent & une partie appliquée (ou spéciale) seule,

* Anfangsgriinde der Analysis endlicher Grossen [" Eléments de I'Analyse des grandeurs finies "], 3¢ ed., § 316.

“ Eléments d'algebre, 5° éd.. Suppléments, chap. I, n°16.

" Eléments d'algebre, 7° éd.

" Dans sa traduction de l'oeuvre précedente de Lacroix, Mainz, 1811, § 211.

* Dans son Mathematisches Wérterbuch. t. I1, p. 447 sq.

" Traité de la résolution des équations numériques de tous la degrés. Paris, 1808

" Grundlehren von den Formen, Differenzen, differentialien und Integralien der Funklionen [" Eléments de la

théorie des formes, des différences, des différentielles et des intégrales des fonctions "], 1ére Partie, § 49.
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a savoir & la géométrie. N'a-t-on pas, depuis longtemps. senti et reconnu 1'in-
congruité d'une pareille ysrafiacil sil aiio yevoc? Ne l'a-t-on pas deéja évité
dans cent autres cas, ou l'on connaissait le moyen de le faire, et n'a-t-on pas considé-
¥é cette élimination comme un mérite’ ? Si l'on insiste pour étre consequent ailleurs,
ne doit-on pas s'efforcer de l'étre ici aussi ? En effet, dans la science, les démonstra-
tions ne doivent nullement étre de simples procédés de " fubrication d'évidences "
(Gewissmachungen) mais doivent étre bien plutér des Jondements (Begriindungen) ;
il faut exposer le fondement objectif que posséde la vérité a démontrer - celui qui se
rend comple de lui-méme de cela saura qu'une démonstration véritablement scienti-
fique, c'est-a-dire le fondement objectif d'une vérité valable pour toutes les gran-
deurs, qu'elles soient ou non dans l'espace, ne peut pas se trouver dans une veérité
valable seulement pour les grandeurs qui appartiennent a 1 ‘espace. Conformément
cette opinion, une telle démonstration géométrique est un vrai cercle vicieux dans la
plupart des cas et en particulier dans le cas présent, comme on le comprend facile-
ment. Méme si la vérité géométrique a laquelle on se réfeére ici est (comme nous
l'avons déja dit) évidente au plus haut point et n'a done point besoin de démonstra-
tion en tant que " fabrication d'évidence ", elle n'a pourtant pas moins besoin d'un
Jondement. Les concepts dont elle est composée sont visiblement si complexes qu'on
ne peut hésiter un instant a dire qu'elle n'appartient nullement a ces vérités simples
dites principes ou vérités primitives, parce que, précisément, ces vérités ne sont que
les fondements (Grund) des autres et ne sont pas elles-mémes des conséquences ; il
s'agit plutot ici d'un théoréme ou d'une vérité déduite c'est-a-dire d'une vérité qui a
son fondement dans certaines autres et qui doit donc étre démontrée aussi dans la
science par une déduction a partir des principes”. Réfléchisse qui veut sur le fonde-
ment ohjectif du fait que, dans les conditions mentionnées ci-dessus, une ligne coupe
l'axe des abscisses. Comme tout le monde le saura certainement bientdl, ce Jfonde-
ment se trouve dans celte verité générale suivant laquelle toute fonction continue de

X qui est positive pour une valeur de x, négative pour une autre, doit étre nulle pour

"* Un exemple est donné dans les mémoires de M. le Pr. GAUSS mentionnés ci-dessus.
" Que l'on compare, concernant tout cela, mes Beitrdge zu einer begriindeleren Darstellung der Mathematik
["Contributions a un exposé mieux fondé des mathématiques "], ler fascicule, Prague, 1810, section 41, §§2.10.

20, 21, ol on trouve le développement des concepts logiques que je suppose ici connus.
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une certaine valeur intermédiaire de x. Ef ceci est précisément la vérité qui doit étre
prouvée ici. Ce serait donc une grande erreur que d'oser déduire cette vérité de la
précédente (comme cela se produit dans la méthode de démonstration que nous
sommes en train d'examiner): inversement il faut dériver la premiere de la seconde,
si l'on veut exposer les vérités contenues dans la science de la maniere méme dont

elles sont liées les unes aux autres selon leur connexion objective.

Bolzano va réfuter maintenant les démonstrations utilisant les concepts de temps et de ciné-
matique, qui bien qu'utiles comme exemples et éclaircissements ne peuvent en aucun cas tenir
lieux de fondements; 1a encore il ne faut pas confondre le théoréme et une de ses conséquen-
ces: deux corps ‘qui se doublent se croisent ! Ensuite il définit de fagon trés moderne le
concept de fonction continue (a comparer avec la définition de Cauchy vue plus haut). Le fait
qu'une fonction continue prenne toutes les valeurs intermédiaires entre deux de ses valeurs,
qui apparait comme évident lorsque la variable est le temps, n'est qu'un cas particulier du
théoréme a démontrer et non la définition de cette continuité.

I faut signaler ici que les inégalités "f (@) < Aa) et i) > )" doivent étre comprises en
valeurs absolues, ce qui explique la difficulté signalée au b) car on ne peut considérer dircc-

tement la fonction f - ¢.

) 7 faut rejeter de méme la démonstration que certains ont établie a partir du
concept de continuité d'une fonction en y faisant intervenir les concepts du temps et
du mouvement " Si deux fonctions S (%) et ¢ x), disent- ils, varient suivant la loi de
continuité, et si pour x =a, f (a) < @), mais pourx = B, f(H > f) : alors il
doit y avoir une valeur intermédiaire u entre « et B pour laquelle [ (u) =g@(u). Car si
l'on imagine que la grandeur variable x dans ces deux Jonctions prend successive-
ment toutes les valeurs intermédiaires entre « et pet prend au méme instant toujours
la méme valeur & gauche et a droite: alors au début de cette variation continue de la
valeur de x, on a [ (x) < @ (x) et & la fin f(x) > ¢(x). Mais comme les deux fonctions
doivent d'abord, grdace a leur continuité, parcourir toutes les valeurs intermédiaires
avant de pouvoir atteindre une valeur supérieure x, de méme, il faut qu'il v ait un
certain instant intermédiaire pour lequel les deux valeurs sont égales. " On rend sen-

sible ceci encore par l'exemple du mouvement de deux corps dont l'un était au début
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derriére l'autre, l'a devancé a lu fin, et doit donc nécessairement avoir une fois passe
a coté de lui.

Les concepls de temps et de mouvement (et celui-ci encore plus) sont tout aussi
etrangers aux mathématiques générales que le concept d'espace, cela ne peut étre
mis en doute par personne. Toutefois, nous n'aurions rien & objecter si ces deuy
conceplts n'y elaient introduits qu'en tant qu'éclaircissement. Car nous ne sommes en
aucune facon partisan d'un purisme tel qu'il exige, pour maintenir la science pure de
tout élément étranger, de refuser dans l'exposé de la science toute expression em-
pruntée a un domaine étranger, ne serait-ce qu'avec une signification figurée et
dans l'intention de désigner ainsi une chose d'une facon plus bréve et plus claire que
ce n'est possible par une description congue uniquement dans des termes particu-
liers, ne serait-ce méme que pour éviter la cacophonie de la répétition continuelle
des mémes mots ou pour rappeler un exemple qui peut servir ¢ confirmer la thése
simplement par un nom donné a la chose. Comme on peut le voir en méme temps,
nous sommes loin de tenir les exemples et les applications pour des choses qui nui-
raient a la perfection d'un exposé scientifique. Nous n'exigeons fermement que ceci:
on ne proposera jamais des exemples en place des démonstrations ; on ne fondera
Jamais l'essentiel de la déduction sur des expressions du langage employées impro-
prement et sur les représentations secondaires qu'elles portent avec elles, la déduc-
tion ne serait pas valide dés qu'on change l'expression.

Selon cette opinion, on pourrait donc a la rigueur excuser l'intervention du
concept de temps dans la démonstration ci-dessus, parce que sur les expressions qui
en sont dérivées on ne fonde aucune déduction qui ne serait pas valable, méme sans
ce concepl de temps. Mais la représentation sensible par le mouvement d'un corps
donné dans le dernier exemple ne peut étre considérée aucunement comme quelque
chose de plus qu'un simple exemple qui ne démontre pas le théoréme lui-méme, mais
qui plutét ne doit étre démontré que par celui-ci.

a) Tenons-nous donc, en omettant cet exemple, seulement au reste du raisonnement.
Remarquons d'abord qu'il a pour base un concept incorrect de la continuité. Car
dans une explication correcte, on entend par l'expression. une fonction f (x) varie

suivant la loi de continuité pour toutes les valeurs de x situées a l'intérieur ou a



l'extérieur de certaines bornes'™, rien d autre que ceci: si x est une telle valeur quel-
conque, la difference f(x+w) - f(x) peut étre rendue plus petite que toute grandeur
donnée, si I'on peut toujours prendre @ aussi petit que I'on voudra, ¢'est-G-dire lors-
qu'on a (selon les notations que nous avons introduites dans le §14 du " Théoréme du
binéme", etc., Prague, 1816): "
f(x+0)=f(x)+Q
Or, c'est certainement une affirmation tout & Jait vraie qu'une fonction continue n'at-
teint jamais une valeur supérieure avant d'avoir d'abord parcouru toutes les valeurs
inferieures, comme on l'admet dans cette démonstration, c'est-a-dire que J(x+ndx)
peut prendre toute valeur entre f{x) et f{x + A x) lorsqu'on prend n arbitrairement
entre O el 1; mais on ne peut pas considérer cette affirmation comme ['explication du
concept de continuité; c'est plutét un théoréme sur la continuité et un théoréme qui
ne peut se démontrer qu'apres avoir supposé le théoréme méme qui doit servir a sa
propre démonstration. Car si M désigne une grandeur située quelque part entre ftx)
et fix+ Ax), l'affirmation : il y a une valeur intermédiaire de n entre 0 et +1 pour la-
quelle :
f(x+nda)=M
n'est qu'un cas particulier de la vérité générale selon laquelle, lorsque :
J) < px)et f(x+ A) > gt ),
il faut qu'il y ait une certaine valeur intermédiaire x + nAx pour laquelle :
fle+nde) = g+ n Ay
Car l'affirmation précédente s'ensuit de cette vérité générale dans le cas particulier

ou la fonction @ (x) devient une grandeur constante M .

"1y a des fonctions qui varient de fagon continue pour routes les valeurs de leurs racines, par exemple : otx +/7

Muais il'y en a aussi d'autres qui ne sont continues qu'a l'intérieur ou a l'extérieur de certaines valeurs limites de

leurs racines. Ainsi, x © \/(1 = x)(2 = x) n'est continue que pour toutes les valeurs de x qui sont < 4 1 ou > |

2, mais non pour les valeurs situées entre + 1 et -+ 2.

" Bolzano définit la continuité d'une fonction réelle. 11 faut précise

valeur absolue de la différence, |f(x +o)-—f(x)| . Bolzano le fera dans sa /7

1930, p. 14). Comparer avec la définition de Cauchy de 1821. cf § ILB(N.D.R..)
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b) Mais la démonstration que nous examinons contiendrait encore une autre er-
reur, méme en supposant qu'on pourrait démontrer cette proposition par une autre
voie. Car des inégalités :

S <@(aet [(H>ApH

il s'ensuivrait seulement que lorsque u est une certaine valeur intermédiaire entre o
et fpour laquelle g(u) > ¢ a), mais < @ (), f{x) deviendrait de méme egal a ¢ (u)
avant de passer de f(a) en f{/J) pour un certain x situé entre « et 5. Mais il ne s'en-
suit pas toujours qu'il en est ainsi pour la méme valeur de x qui est = u, c'est-a-dire
(parce que u peut désigner n'importe quelle valeur entre a et 3 qui rend p(u)> ()
et < @ (f) qu'il existe une valeur intermédiaire de x entre a et [ pour laquelle les
deux fonctions deviennent égales.

c) L'élément trompeur de toute la démonstration ne repose entiérement que sur
l'intervention du concept de temps. Car du moment qu'on l'omet, il apparait que la
démonstration n'est rien d'autre qu'une répétition en d'autres termes de théoréme o
demontrer . En effet, dire que la fonction f{x) doit d'abord passer par I'état de I'éga-
lité avec ¢(x), avant de passer de son état d'étre plus petite a celui d'étre plus grande,
cela revient a dire, en omettant le concept de temps, que, parmi les valeurs prises par
J(x) lorsqu'on choisit pour x n'importe qu'elle valeur entre a et f il y a aussi une
valeur qui rend f(x) = @ (x), ce qui est le théoréme a démontrer lui-méme. /..

m ../

L'erreur dénonceée maintenant est 'affirmation de l'existence d'une plus grande ou d'une plus

petite valeur d'une variable rendant positive ou négative une fonction continue de cette varia-

ble.

1V) On lit dans certains ouvrages la conclusion suivante : "Parce que f(x) est po-
sitive pour x=a, négative pour x=4, il faut qu'il y ait, entre « et A, deux grandeurs a
et b pour lesquelles se fait le passage des valeurs positives de f(x) aux valeurs né-
gatives; de cette sorte, il n'existe plus aucune valeur de x entre a et b pour laquelle
f(x) serait encore positive ou déja négative”, etc. Une affirmation aussi incorrecte
nécessite a peine une réfutation, et elle ne serait méme pas mentionnée ici, si elle ne
nous servait a montrer a quel point les concepts de plusieurs mathématiciens, méme
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réputés, concernant ce sujet sont encore indistincts. Il est pourtant bien connu qu'il
existe une infinité de valeurs intermédiaires entre deux valeurs d'une grandeur conti-
nament variable indépendante aussi rapprochées que l'on veut - et la racine x d'une
Jonction est une telle grandeur - et, aussi. qu‘une fonction continue n'a aucun dernier
¥ qui la rende positive et aucun premier x qui la rende négative, et par conséquent

aucun a et b tels qu'on les a décrits ici |

Au debut de ce paragraphe V), Bolzano dénonce I'idée de démontrer le premier théoréme
comme conséquence du second (les fonctions polynomiales s¢ décomposent en facteurs du
premier ou du second degré) alors que c'est ce dernier qui est certainement déductible du pre-
mier. Il passe ensuite en revue les démonstrations d'éminents mathématiciens contemporains
dont aucune n'est valable et revient sur la troisiéme démonstrations de Gauss qui se fonde sur
un théoréme démontré par LAGRANGE (la positivité de l'intégrale) mais comportant une la-

cune.

V) L'échec des tentatives de démonstration immédiate du théoreme dont nous
traitons a mené a l'idée de le dériver d'un deuxieme théoréme que nous avons men-
tionné au debut; il s'agit du théoréme de la decomposition de toute fonction en cer-
tains facteurs. Il n'y a pas non plus de doute que si ce deuxiéeme théoréme est accor-
de, le premier puisse en étre déduit. Mais dans ces circonstances, on ne peut pas dé-
signer une telle déduction du théoréme comme un fondement vraiment scientifique,
parce que le deuxiéme théoréme énonce manifestement une vérité bien plus com-
plexe que notre théoréme, cette vérité peut par conséquent étre basée sur celui-ci,
mais réciproquement, le premier ne peut pas étre basé sur l'autre. Et, en réalité, per-
sonne n'a encore réussi a démontrer le second sans supposer le premier. Quand aux
démonstrations dont M. GAuss a montré l'inadmissibilité déja dans son Mémoire de
1799, il n'est pas nécessaire d'examiner si elles peuvent ou non se fonder sur notre
théoréme pour la raison méme qu'elles sont déja prouvees inadmissibles. La dé-
monstration de M. LAPLACE' contient également des erreurs que nous n'avons ce-

pendant pas besoin de discuter ici pour la raison méme qu'elle est basée explicite-
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ment sur le théoreme que nous sommes en train d'examiner. Et de meéme, nous
n'‘avons pas a tenir compte non plus de la premiére démonstration qu'a donné M.
GAUss, parce qu'elle s'appuie sur de considérations geomeétriques. En attendant, il
serait facile de prouver que méme sa démonstration suppose tacitement notre théo-
reme, puisque les considérations géométriques que l'on y met en jeu sont tout & fait
semblables a celles que nous avons mentionnées au n° I. - Tout revient donc a la
Demonstratio nova altera et tertia de M. GAUSS . La premiére Jait expressément appel
a notre théoréme en supposant a la page 30: aequationem ordinis imparis certo so-
lubilem esse; affirmation qui n'est, comme on sait, rien d'autre qu'un corollaire fa-
cile de notre théoréme. Or, il est moins évident que la Demonstratio nova tertia dé-
pend de notre théoréme. Elle se fonde, entre autres, sur le théoréme suivant - Si une
fonction reste positive pour toutes les valeurs de la grandeur x qui sont situées en-
tre a et g, alors son intégrale prise de telle sorte qu'elle s'annule pour x=a a éga-
lement une valeur positive lorsqu'on pose ensuite x=4 . Il est vrai que dans la dé-
monstration que nous donne M. LAGRANGE " pour ce théoréme, on ne trouve aucune
référence expresse au nétre. Seulement, cette démonstration de LAGRANGE a égale-

ment une lacune. Car elle demande de prendre la grandeur i si petite que :

S+ - f(x)
i

= Jf'(x)

devient :

- S )+ D)+ (x4 20) + o+ (x4 (n=1)i)

17

expression dans laquelle le produit i.n doit rester égal & une grandeur donnée et ou
la désignation connue f'(x) représente la premiére fonction dérivée de J(x). Ici se pose
maintenant la question de savoir s'il est possible de satisfaire a cette demande. Plus
petit on prend i pour diminuer la différence :

S+ -f(x)

J'(x)

" Dans le Journal de I'Ecole Normale, ou aussi dans le Traité du calcul différentiel et intégral de Lacroix, t. 1,
n 162,162

- Legons sur le calcul des tonciions. nouvelle édition. Paris, 1506, Lecon 9. p. 89
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plus grand on doit prendre n qui est le diviseur dans l'expression & droite de | inéga-
lité, si i.n doit toujours rester égal a une grandeur donnée. Il est vrai que l'ensemble
des termes dans le numérateur augmente également, mais il reste encore ¢ prouver
que celle augmentation fait croitre le numérateur dans la méme proportion dans la-
quelle augmente le dénominateur. Il reste donc & voir si, par suite de la diminution
de i, la valeur de toute la fraction ne diminue pas de la méme facon ou encore plus

rapidement que l'expression :

Sx+D)-f(x)

i

J'(x).

Pour remplir cette lacune dans la démonstration, il faudra sans doute faire appel
a notre théoréme présent, parce que nous étions obligés de nous y référer déja a
propos de la démonstration d'un théoreme apparenté au théoréme ci-dessus de

LAGRANGE", quoique beaucoup plus simple.

Bolzano peut maintenant présenter un résumé de sa démonstration "fondement objectif de la
vérité a démontrer ". 1l se raméne a un énoncé plus général, & savoir que si deux fonctions
continues f et ¢ vérifient | f{o)| < lp()] et [f(B)] > |o(B)| , alors il existe une valeur intermé-
diaire x entre o et B qui rende I'égalité | f(x)| = |o(x)| vraie. Il faut noter que les valeurs abso-
lues ne sont pas explicitées dans le texte (cf. note 20). En fait Bolzano va considérer les va-
leurs de la variable i telles qu'elles rendent les inégalités: | fla+j)| < [p(atj)| vraies pour toutes
les valeurs de j inférieures (strictement) a i et, mais c'est implicite, positives. L'existence de
telles valeurs de i est assurée par la continuité supposée pour f et nous pourrions dire aujour-
d'hui qu'elles forment clairement un intervalle d'origine 0, non vide et majoré par p-a. .
Bolzano peut alors sortir sa carte maitresse : son théoréme de la borne supérieure
(en fait ici de la borne inférieure cf, plus loin 12.) qui lui permet d'affirmer I'existence d'un
plus grand élément u pour les valeurs de i précédemment indiquées. Il ne lui reste plus qu'a
conclure pour I'égalité cherchée | f(otu)| =|p(o+u)| , en montrant par un double raisonnement
par I'absurde que l'on ne peut avoir I'inégalité stricte ni dans un sens, ni dans l'autre, sans

contredire la définition de u ou la continuité de f.

" A savoir le théoréme du § 29 dans le Mémoire Der binomische Lehrsalz, etc. [" Théoréme du bindéme "].
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De telles lacunes se retrouvent donc dans toutes les démonstrations du théoréme,
qui est enoncé dans le titre de ce mémoire, connues jusqu'ici. Or, la démonstration
que je présente ici au jugement des savants contient, comme je m'en flatte, non seu-
lement une simple affirmation d'évidence (Gewissmachung), mais un fondement ob-
Jectif de la vérité a démontrer; elle est donc véritablement scientifique’’

Voici un bref aper¢u de la démarche de la déemonstration.

La vérite a demontrer : il y a toujours au moins une racine réelle entre deux valeurs
a et [fqui correspondent a des résultats de signes opposés, repose manifestement sur
une autre, plus générale, : si deux fonctions continues de x, f(x) et ¢xx) ont la pro-
priété que pour x=a , on ait fla) < @), mais pour x=L4 () > of).” alors il doit
toujours exister une certaine valeur intermédiaire entre « et [ pour laquelle
f(x)=@(x). Seulement, si f{a) < ¢(@), en vertu de la loi de continuité on a également :
fla+ )< ofa+i
lorsqu'on prend i suffisamment petit. La propriété d'étre plus petite appartient donc a
la fonction de i représentée par l'expression f(a + i) pour toutes les valeurs de i qui
sont plus petites qu'une certaine valeur. Toutefois, cette propriété ne lui appartient
pas pour toutes les valeurs de i sans restriction; en particulier elle ne lui appartient
pas pour un i qui serait = -, parce que f{f) est déja > ¢(f) . Or, on a le théoreme
suivant : aussi souvent qu'une certaine propriété M appartient a toutes les valeurs
d'une grandeur variable i qui sont plus petites qu'une valeur donnée, sans appartenir

pour autant a toutes les valeurs en général, il existe toujours une certaine valeur

" Qu'on ne s'attende pas & ce que je suive déja ici toutes les régles que j'ai moi-méme établies pour la construc-
tion d'un exposé véritablement scientifique dans les Beitrige zu einer begriindeleren Darstellung der Mathema-
tik [" Contributions & un exposé mieux fondé des mathématiques "] (II¢ Partie) . Je suis toujours entiérement
persuadé de la justesse de ces régles ; cependant, il n'est possible de les suivre exactement que dans le cas ot I'on
commence l'exposé d'une science a partir de ses premiéres propositions et concepts, mais non la ou I'on ne traite

que quelques théories d'une science isolées du contexte de I'ensemble, comme c'est le cas ici. Il va de soi qu'il

faut également rapporter cette remarque au mémoire sur le théoréeme du binéme.

* Note de Bolzano dans sa démonstration (théoréme 15) : Nous devons rappeler qu'il faut comparer les valeurs
des fonctions f(x) et @(x) dans ce théoréme seulement d'aprés leur grandeur absolue, c'est-a-dire sans égard au

signe, ou bien comme si elles n'étaient point des grandeurs capables d'avoir des signes opposés. Mais il est tres

important de connaitre les signes de o et de 3.
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maximale u pour laquelle on peut affirmer que tous les i qui sont < u ont la propriété
M. On ne peut pas avoir pour cette valeur méme de u -

fla+u) < ga+u),
car autrement, suivant la loi de continuité, on aurait également :

flatu+ o) < glatu+ ),

en prenant o suffisamment petit. Et il ne serait pas vrai, par conséqueni, que u soit la
plus grande des valeurs pour lesquelles on a le droit d affirmer que toutes les valeurs
de i inférieures a u rendent :

fa+i) < gla+i),
au contraire u + @ serait une valeur encore plus grande pour laquelle la méme
chose est valable. Mais on peut encore moins avoir :

Na+u) > gfa +u);
sinon, on devrait avoir également :

flatu-w)>pa+u- w

en prenant @ suffisamment petit, et il ne serait pas vrai par conséquent que l'on ait :

fla+i) < ga+i)
pour toutes les valeurs de i qui sont < u. Il faut donc aussi que :

fla+ u) soit = gt +u),

c'est-a-dire qu'il existe une valeur intermédiaire de x entre o et £ a savoir a + u,
pour laguelle les fonctions f{x) et g(x) sont égales l'une a l'autre. Il ne s'agit mainte-
nant que de démontrer le théoréme que nous venons de mentionner. Nous le prouve-
rons®’ en montrant que les valeurs de i dont on peut affirmer que toutes les valeurs
inférieures possédent la propriété M, et celles dont on ne peut plus l'affirmer, peu-
vent se rapprocher les unes des autres d'aussi prés que l'on veut : d'on il s'ensuit
pour quiconque a une idée correcte de la grandeur que la notion d'un i qui est le plus
grand de ceux dont on peut dire que toutes les valeurs inférieures possédent la pro-

priété M, est la notion d'une grandeur réelle, c'est-a-dire existante (wirklich).

*ef § 12 plus bas.
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Qu'tl me soit permis, avant de clore cette préface, de faire une confession et d'ex-
primer une demande ne se rapportant pas seulement & mon écrit présent, mais a tout
ce que j'ai écrit jusqu'a maintenant et, si Dieu le veut, aussi a mes écrits futurs.

Meéme en s'appuyant sur le peu que j'ai publié jusqu'a présent, mais surtout sur le
précis d'une nouvelle logique que donne le premier fascicule des Contributions & un
exposé mieux fondé des mathématiques dans sa deuxiéme partie sous le titre : "Sur
la méthode mathématique ", un lecteur attentif pourrait conclure que je cultive cer-
taines idées qui doivent pour conséquence une transformation totale de toutes les
sciences a priori pures, si toutefois on ne les considére pas tout a fait incorrectes.
J'ai déja examiné la partie la plus grande et la plus importante de ces idées durant
une période si longue et avec tant d'impartialité qu'il n'est peut-étre plus trop tét
pour oser en parler maintenant et un peu plus fort. Or, on peut faire connaitre les
opinions qui embrassent la domaine entier d'une ou de plusieurs sciences d'une dou-
ble maniére, en les exposant soit d'un seul coup et dans leur enchainement, soit aussi
par fragments et dans des mémoires particuliers. La premiére maniére fut jusqu'a
présent de loin la plus habituelle, et c'est sans doute aussi le chemin ou doit s'enga-
ger quiconque ne vise qu'a atteindre dans le temps le plus court une grande réputa-
tion aupres de la partie savante de ses contemporains. Cependant, le deuxiéme pro-
cédé est, a mon avis, beaucoup plus avantageux pour le perfectionnement des scien-
ces, et cela pour les raisons suivantes :

Premiérement, parce que de cette fagon, l'auteur de nouvelles conceptions court
beaucoup moins le danger de précipitation, car l'exposé par fragments de ses idées
lui permet de reporter a un temps ultérieur son explication des points a propos des-
quels au début il éprouve lui-méme encore des doutes et aussi de profiter des criti-
ques adressées a ce qu'il a déja exposé et méme de corriger plusieurs choses qu'il n'a
pas expliquées correctement .

Deuxiemement, avec un développement de ses idées qui n'avance ainsi que peu
peu, on peut également s'attendre a un examen beaucoup plus rigoureux de ces der-
nieres de la part de ses lecteurs . Car celui qui apparait devant le public avec une
doctrine déja achevée, offre d'un coup a l'attention de notre esprit un trop grand
nombre de nouvelles affirmations pour qu'on puisse espérer que nous examinions

chacune d'elles avec la méme précision que si on nous les avait présentées sépare-
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ment. Celui qui livre un systéme achevé montre, ou doit montrer au moins, comment
on peut déduire les vérités que reconnait le sens commun avec une certitude indénia-
ble aussi a partir de ses propres prémisses qui différent de celles des autres. Mais
c'est précisément cette circonstance qui nous réconcilie avec ces prémisses-la et qui
Jait que nous accordons & l'auteur ces prémisses avec beaucoup moins d'hésitation
que s'il les avait établies une & une et que s'tl nous avait laissé dans le doute q pro-
pos de savoir si et dans quelle mesure elles sont compatibles avec tout le reste qui est
pour nous verité. Et finalement, on ne peut pas nier que déja le simple aspect d'un li-
vre volumineux qui promet un systéme complet de telle ou telle science nous inspire
une sorte de respect avant que nous l'ayons lu. Si maintenant, en lisant, nous décou-
vrons une certaine connexion dans les affirmations de ce systeme; si l'édifice du sa-
voir humain dont on nous présente 1 esquisse a une forme qui plait; si tout est dispo-
sé selon le mesure, le nombre et la symétrie - notre Jugement sera influencé,; nous-
mémes nous commencons a souhaiter qu'existe enfin ce systéme, le seul a étre juste
el que nous avons cherché depuis si longtemps ! Et la moindre conséquence, c'est
que nous nous imaginons que nous n'avons, a cause de la connexion remarquée, tout
au plus, qu'a choisir entre deux choses : soit accepter le tout, soit rejeter le tout:
alors qu'il ne devrait en réalité se produire ni l'un ni l'autre !

Telles étaient a peu pres les raisons pour lesquelles je me suis décidé, déja en
1804, a ne commencer, dans aucune science, par la publication d'un traité complet;
mais a ne faire connaitre d'abord. dans chacune, mes concepts, différents des
concepts habituels, que dans des mémoires particuliers. Et c'est seulement lorsque,
apres de multiples corrections, ces mémoires auront trouve une approbation auprés
d'une partie du public que nous devrons penser a l'édification de tout un systéme, si
toutefois la mort ne nous oblige pas & laisser ce dernier travail aux autres.

J'ai commencé ma carriére d'auteur avec un mémoire concernant les mathémati-
ques et j'ai exposé, sous le titre : Betrachlungen (ber einige Gegenstinde der Ele-
mentar geometrie ("Considérations sur certains objets de la géométrie élémentaire ")

(Prague, chez C. Barth, 1804), avec plusieurs autres idées, une nouvelle théorie des
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paralléles™. Quelques années plus tard, j'ai pris la décision de publier, par fascicu-
les, l'ensemble de mes idées touchant le domaine des mathématiques sous le titre: "
Contributions a un exposé mieux fondé des mathématiques . " Seulement, déja le
premier de ces fascicules (Prague, chez C. Windtmann, 1810), malgré toute ['impor-
tance de son contenu, a eu la malchance de ne pas étre annoncé du tout dans certai-
nes revues savante et d'étre annoncé et critiqué seulement de maniére trés superfi-
cielle dans d'autres. Ceci m'a obligé a reporter la suite de ces contributions a une
époque ultérieure et a essayer d'abord, en attendant, de voir si je ne parviendrais pas
a me faire un peu mieux connaitre au monde savant par la publication de quelques
mémoires qui seraient d'avantage susceptibles par leur titre d'éveiller I'attention. A
cette fin, a paru en 1816 le "Théoreme du binéme", etc., ci-dessus (Prague, chez En-
ders). Le présent mémoire doit également, comme je le souhaite, servir a ce but, et sa
publication est , de plus, rendue nécessaire par le fait que je me suis appuyé, dans le
mémoire antérieur sur le théoréme démontré dans le mémoire que voici. Plusieurs
autres memoires qui sont pareillement achevés et préts pour l'impression, par exem-
ple un qui doit porter le titre : Die drey Probleme der Rectification, der Complana-
tion und der Cubirung, ohne Belrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahmen
des Archimedes, und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Vorausselzung geldst
("Les trois problémes de la rectification des courbes, du calcul des aires et du calcul
des volumes, résolus sans intervention de l'infiniment petit, de ['hypothese d’
ARCHIMEDE et de toute autre hypothése non rigoureusement démontrée ") attendent
encore chez l'éditeur.

Pour avoir la possibilité de poursuivre plus loin ce chemin qui me parait le plus
avantageux, la seule faveur que je dois solliciter auprés du public consiste en ceci :
de ne pas, a cause de ses petites dimensions, laisser passer ce mémoire particulier,
mais de 'examiner au contraire avec toute la rigueur possible et aussi de ne pas hé-
siter a rendre publics les résultats de cet examen pour qu'on puisse expliquer plus

distinctement ce qui ne l'est peut-étre pas suffisamment, pour qu'on puisse laisser

2 (Cette théorie devrait mériter I'attention pour deux raisons au moins : premiérement, parce qu'elle est Ia seule
dans laquelle on ne pouvait trouver aucune erreur manifeste; ensuite, parce que la plus grand géometre francais
actucllement vivant, LEGENDRI:, est tombé sur exactement la méme idée concernant ce sujet dans la dixiénie

édition de ses Eléments de Géométrie, Paris, 1813, certainement tout a fait indépendamment de mot.
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tomber ce qui est tout a fait incorrect, mais surtout pour que ce qui est vrai et juste

parvienne, le plus (6t sera le mieux, a une acception générale.

Apres avoir étudié quelques comportements de suites et de séries, en particulier les pro-
gressions géométriques et les séries dont le terme général est (en valeur absolue) plus petit que
celur d'une progression géométrique de raison (en valeur absoluc) strictement inférieure a 1,
Bolzano met en évidence la propriété de "Cauchy" : la différence entre le n®™ terme et tout
terme ultérieur reste plus petite que toute grandeur donnée si on a pris n suffisamment grand.
La convergence d'une telle suite est alors établie au §7 (c'est maintenant le critére de Cauchy),
mais il y a un vice de raisonnement : Bolzano assure I'existence d'une grandeur limite invaria-
ble X par le fait que les termes de la suite fournissent des approximations aussi proches que
l'on veut de X qui "peut donc étre déterminée aussi exactement que I'on voudra", mais il sup-
pose déja cette existence. L'unicité est par contre correctement démontrée. Sans une construc-

tion précise des réels il ne pouvait faire mieux !

§ 7 Théoréme - Si dans une série” de grandeurs :
Fi(x), Fy(x), Fi(x), ..., F\(x), ..., F,, (x)
la différence entre son n terme F(x) et tout terme ultérieur F,.(x), aussi éloi-
gné soit-il du n™ , reste plus petite que toute grandeur donnée, si l'on a pris n suffi-

samment grand : alors il existe toujours une certaine grandeur constante, et une

seule, dont s'approchent toujours d'avantage les termes de cette série et dont ils peu-
vent s'approcher d'aussi prés que l'on voudra, lorsqu'on prolonge la série suffisam-

ment loin.

La premiére partie de la démonstration qui va suivre développe Iidée de l'existence d'une
grandeur invariable X qui approche d'aussi pres que l'on veut les termes de la suite F,(x).
Pour une précision d donnée, ce terme F,(x) est déterminable car le rang n ne dépend que de la
précision d imposée et non de X elle -méme. L'existence est d'ailleurs affirmée comme consé-

quence de sa non-impossibilité ! Notons encore I'écriture des encadrements "-g<A<g "sous

la forme "A< g ".

' Au sens actuel de suite.
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Démonstration - Il ressort du §6™ qu'une série telle que la décrit le théoréme est
possible. La supposition cependant qu'il existe une grandeur X dont s'approchent
d'aussi prés que l'on veut les termes de cette série lorsqu'on la prolonge plus loin, ne
comporte certainement aucune impossibilité, si l'on ne suppose pas encore que celte
grandeur soil seulement unique et invariable. Car si celu doit étre une grandeur qui
peut varier, on pourra la prendre assurément toujours telle qu'elle s'approche de trés
pres du terme F,(x) qu'on est en train de lui comparer , et méme telle qu'elle lui soit
tout a fait egale. Mais également I'hypothése d'une grandeur invariable avant cette
propriété d'approcher les termes de notre série ne contient rien d'impossible: cela
vient du fait que cette hypotheése permet de déterminer cette grandeur avec la préci-
sion que l'on voudra. Car en admettant qu'on veuille déterminer X avec une précision
telle que la différence entre la valeur supposée et la vraie valeur de X ne dépasse pas
une valeur donnée d si petite qu'elle soit : il suffit de choisir, dans la série donnée, un
terme F,(x) ayant la propriété que tout F,, (x) en différe moins que de #l. Par hypo-
thése. un tel F,(x) doit exister. Je dis maintenant que la valeur de F,(x) differe au
plus de #d de la vraie valeur de la grandeur X. Car si l'on augmente arbitrairement
r. avec le méme n, alors la différence

X-F

ntr

x) = tw
doit étre aussi petite que I'on veut. Mais la différence :
F.(x)-F,.(x)
reste toujours < #d, aussi grand que l'on prenne r. Par conséquent la différence :
X-Fx) = (X-F, (%) - (F,() - F,,(x))
doit rester toujours :
< Hd+w)
Mais comme cette différence est une grandeur constante pour le méme n et que @
peut étre rendu aussi petit que l'on voudra par l'augmentation de v : alors on doit
avolur ;

X-F (x)=ou< 4.

“ Exemples : Les sommes partielles des séries dont les termes sont nuls a partir d'un certain rang: celles des

progressions géométriques dont la raison est en valeur absolue < 1.
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Car si elle était plus grande et par exemple

= #d+te),
il serait impossible d'avoir le relation :
dte <d+w,
c'est-a-dire :
e<w,

lorsqu’on continue & diminuer de plus en plus w . La vraie valeur de X différe donc
au plus de d de la valeur du terme F,(x), et peut étre déterminée aussi exactement
que l'on voudra, puisqu'on peut prendre d arbitrairement petit. Il existe donc une
grandeur réelle dont s'approchent d'aussi prés que l'on voudra les termes de la série

que nous venons de discuter, si on la prolonge suffisamment loin.

Puis la deuxiéme partic de la démonstration de Bolzano montre I'unicité par un raisonnement
par I'absurde : si deux grandeurs ont des valeurs différentes, alors on ne peut rendre leur diffé-

rence aussi petite que I'on veut.

Or il n'existe qu'une valeur unique de cette sorte. Car si nous supposions qu'il existe,
a cété de X, encore une autre valeur constante Y dont s'approchent d'aussi prés que
l'on veut le termes de la série lorsqu'on la prolonge suffisamment loin, alors les dif-
férences :

X-Fo()=wet Y-F,(x)=a
devraient étre aussi petites que l'on veut, lorsqu'on laisse r devenir suffisamment
grand. La méme chose devrait donc étre valable aussi pour leur propre différence,
c'est-a-dire pour :
X-Y=w-wo,
ce qui est impossible si X et Y doivent étre des grandeurs constantes, @ moins

qu'on ne suppose X =Y.

Enfin au S12 Bolzano démontre le théoréme de la borne supérieure. Remarquons que
I'énoncé ne parle pas "d'ensembles”, ni de "majorants” ni de "minorants” d'une partie car il
faudrait concevoir des "ensembles" infinis "en acte" ce qui n'est pas conforme a I'héritage de
la pensée grecque. Mais ce n'est sans doute pas un hasard si Bolzano s'attaque a la fin de sa
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vie a la construction des réels ainsi qu'a celle d'une théorie des ensembles dans une publica-
tion posthume "Paradoxes de l'infini"-1851- La théorie des ensembles de CANTOR ne date
que de 1874 .

Aussi I'énoncé du théoreme par Bolzano est-il assez lourd: il ne considere pas I'ensem-
hle de tous les x qui vérifient une propriété donnée M, mais s'intéresse a I'existence d'une va-
leur u (la plus grande possible) telle que M soit vérifiée par tous les nombres inféricurs (stric-
tement) a u. I démontre alors que st M n'est pas toujours vérifiée, 11 existe bien une grandeur
U maximum ayant la propriété énoncée pour u. En termes modernes les u considérés ne sont
autres que les minorants de I'ensemble non vide des x qui ne vérifient pas M et U est le plus
grand de ces minorants: ('est bien la borne inférieure de I'ensemble précédent. 11 faut souli-
gner l'importance ici des raisonnements par I'absurde et le remarquable procédé de dichotomie
mis en oeuvre pour faire apparaitre deux séries de Cauchy encadrant leur limite commune qui

sera la borne cherchée.

8§12 Théoréme - Si une propriété M n'appartient pas a toutes les valeurs d'une
grandeur variable x, mais appartient a toutes celles qui sont plus petites qu'un cer-
tain u : alors il existe toujours une grandeur U qui est la plus grande de celles dont

on peut affirmer que toutes les valeurs inférieures x possédent la propriété M.

En termes modernes la démonstration de Bolzano ci-dessous consiste a définir un intervalle

[u,V] de largeur D >0, tel que I'extrémité V ne vérifie pas la propriété (P) relative a M énoncée
) - \ r 1t ] 4 1+ A 11

pour u, puis a le découper en deux, quatre, ..., 2", ...etc., tant que I'extrémité droite de chaque

intervalle ainsi obtenu ne vérifie pas (P). Si ce procédé de dichotomie mis en oeuvre ne s'ar-

réte pas alors u est la plus grande valeur U cherchée, car s'il existe un nombre u+d strictement
. . Co D .
supérieur a u qui vérifie (P), alors pour n suffisamment grand, le nombre u + o sera aussi

pres que P'on voudra de u et vérifiera (P) des qu'il sera inférieur a u+d: le procede s'arrétera en

un nombre fini d'étapes. Si ce procédé s'arréte au rang m, c'est donc que (P) est vérifiée par le

D D e : .
nombre u 4 ——— et non par u + P et on peut alors réitérer le processus des dichotomies en
G

: D D o . - ;
partant de l'intervalle [t + —, u + 5"—7] qui vérifie les mémes conditions que l'intervalle
2! 1

initial [u,V] . Si l'algorithme ainsi mis en oeuvre s'arréte, c'est qu'une extrémité gauche d'un
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des intervalles obtenus a la fin de chaque procédé de dichotomies est en fait la plus grande
valeur U cherchée et sinon, la suite de ces extrémités gauches reléve bien du §9 (clle est de
Cauchy !) et définit donc une grandeur U qui est bien la grandeur maximum cherchée: en
cffet toute valeur inférieure strictement a U sera inférieure strictement aux termes de la suite
considérée a partir d'un certain rang donc, par construction de ces nombres, vérifiera M. Mais
toute valeur supérieure strictement a U sera strictement supérieure a 'extrémité droite d'un des

intervalles obtenus auparavant et donc ne vérifiera pas (P).

Démonstration- ) Puisque la propriété M vaut pour tous les x qui sont plus petits
que u et non toutefois pour tous les x en général : il existe certainement quelque
grandeur V=u+D (ot D représente quelque chose de positif) dont on peut affirmer
que M n'appartient pas a tous les x qui sont <V=u+D. Si je souleve donc la question,

si M appartient bien a tous les x qui sont :

<y +

2/”

en prenant comme valeur de l'exposant m, dans l'ordre, d'abord 0, ensuite 1, en-
suite 2, ensuite 3, etc... : je suis certain qu'on devra répondre a la premiére de mes
questions par la négative. Car la question de savoir si M appartient bien a tous les x

qui sont :

<u -+ D
u 5(—)

est la méme que celle-ci : M appartient-il ¢ tous les x qui sont <u + D ? ce qu'il
Jaut par hypothése nier. Il s'agit seulement de savoir si l'on va me répondre par la
négative aussi a toutes les questions suivantes qui se posent quand on prend m de
plus en plus grand, Si cela doit étre le cas il est évident que u lui méme est la plus
grande valeur pour laquelle est valable | affirmation que tous les x qui sont plus pe-
tits que u possédent la propriété M. Car s'il yoen avait un encore plus grand, par
exemple utd, c'est-a-dire si l'affirmation que rous les x qui sont < u+d ont également

la propriété M était vraie, il est évident que, en prenant m suffisamment grand



deviendrait une fois = ou < u+d, e, en conséquence, on devrait aussi avoir, si M
appartient a tous les x qui sont < u+d, que le méme M appartient aussi a tous les x

qui sont .

il en résulte qu'on devrait me répondre a cette question par l'affirmative et non
par la négative. Il est donc prouvé qu'il existe dans ce cas (lorsqu'on répond par la
négative a toutes les questions ci-dessus) une certaine valeur U (a savoir u lui-
méme), qui est la plus grande de celles dont on peut affirmer avec certitude que tous
les x qui lui sont inférieurs posseédent la propriété M.

2) En revanche, si on me répond a la question ci-dessus une fois par l'affir-
mative , et si m est la valeur déterminée de l'exposant pour laquelle on me répond
pour la premiére fois par ['affirmative (m peut désigner aussi 1; seulement, comme
nous l'avons vu, ne peut pas designer 0) : je sais maintenant que la propriété M ap-

partient a tous les x qui sont :

<yt —,
2HI
mais non plus a tous ceux qui sont :
D
<Ut —
2m~
Mais la différence entre :
U+ — et Ut — est=—
m 1 2"1

Si je procéde avec cette derniére de la méme fagon qu'avec la différence D tout a
l'heure, c'est-a-dire si je souléve la question de savoir si M appartient bien a tous les
X qui sont :

D

,|_

2 m 2 min

<y +

et si je donne a l'exposant n d'abord la valeur 0, ensuite 1, ensuite 2, elc... : je suis
de nouveau certain qu'on devra me répondre au moins a la premiére de ces questions

par la négative. Car demander si M appartient a tous les x qui sont :



D D
<u+ —+ —
2 m ym +0

ne signifie rien d'autre que de demander si M appartient & tous les x qui sont .

<y + ;

Em—l
ce a quoi on a déja répondu non. Si on devait cependant répondre par la négative

aussi a toutes mes questions suivantes, aussi grand que je fasse successivement n:

alors il serait évident, comme tout a l'heure, que :

2/”
serait cette valeur maximale, c'est-a-dire U, dont on peut affirmer avec certitude

que tous les x inférieurs a U possédent la propriété M.
3) 8i, par contre, on me répond a une de ces questions affirmativement et si

cela arrive pour la premiére fois pour une valeur déterminée n - Jje sais maintenant

que M appartient a tous les x qui sont :

D D
<+ — +
2"! 2/!H~N

mais qu'tl n'appartient plus a tous ceux qui sont :
D D
<u+ — + —— .
2’” 2 m+ta-
La différence entre ces deux grandeurs est :

D
2 m+n

’

et je procede avec elle de nouveau de la méme fagon comme auparavant avec S

etc...
4) Si je continue de cette maniére aussi loin que l'on voudra, on voit que le
résultat que j'obtiens en dernier lieu doit étre l'un des deux suivants :
a) Ou bien je trouve une valeur de la forme :

D D D
+

-+ 4o

2771 ) an—n T At

u+

qui se présente @ moi comme la plus grande dont on peut affirmer avec certitude que

tous les x qui lui sont inférieurs possédent la propriété M. Ceci arrive dans le cas ot
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on me répondra par la négative pour toutes les valeurs de s aux questions de savoir

si M appartient a tous les x qui sont :

R L
zm 2m+n T 2»1+n+”,+r+s

b) Ou bien je trouve au moins que M appartient certes a tous les x

qui sont :

D D D
< uyu+ —+ +.. . +t—
m+n mi+n+...+r
2m 2 + 2 it

’

mais n'appartient plus a tous ceux qui sont
D D

+ + tooot Fr+ 1
2"1 2"1 " 2"1' n+.+r-

< u +

Il m'est permis ici d'augmenter toujours le nombre de termes dans ces deux gran-
deurs par de nouvelles questions.
5) Si c'est le premier cas qui a lieu, la vérité de notre théoréme est déja
prouvée. Remarquons dans le deuxieme cas que la grandeur
D D D
o+

e L s oo TR
2”1 2"1+H 2]1!+11'F...1'l'

représente une série dont je peux augmenter arbitrairement le nombre des termes et
qui appartient & la classe de celles décrites dans le § 5%, parce qu'elle décroit’”, sui-
vant que m, n, ...,r sont soit tous = 1, soit en partie encore plus grands, ou bien
exaclement comme une progression geometrique dont la raison est la fraction pro-
prement dite : , ou bien encore plus rapidement. 1l s'ensuit de la qu'elle a la pro-
priété décrite dans le § 97/, c'est-a-dire qu'il existe une certaine grandeur constante
dont elle peut se rapprocher d'aussi prés que l'on voudra, lorsqu'on augmente suffi-
samment ['ensemble de ses termes . Soit U cette grandeur, alors j'affirme que la pro-
priété M vaut pour tous les x qui sont < U. Car si elle ne valait pas pour un certain x

qui est < U, par exemple pour :

** Le §5 montre (par un calcul classique de sommes partielles) que les séries dont les termes décroissent au
moins comme dans une progression géométrique dont la raison est en valeur absolue < 1 sont de Cauchy (au

sens moderne).

** Ce sont les termes ——————— qui décroissent.

(IR S

7 Les séries vérifiant le critére de Cauchy sont convergentes cf §7 .
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x=U-0,
alors la grandeur :
D D D

U+ — + +...+
2"1 2I?I+-N 2Nl+ll+,..fl'

devrait toujours rester éloignée de U de la distance J, parce que la propriété M doit

avoir lieu pour tous les x qui sont plus petits que cette grandeur. Car tout x qui est :

D D D
SHt— .,
2"' 2”" n 2ln+ll+...' r

aussi petit que soit @, posséde la propriété M qui, par contre, ne doit pas appartenir

a:
x=ll=g;
on doit donc avoir :
. D D D

('/_ CS > ut 27 i 2m+n Tt 2m+rH 4 @,

cest-a-dire :
D D
U”[ll ¥ F + 2m+n Foun 2m+n+ e ] = 5_- @.

Par conséquent la différence entre U et la série ne pourrait pas devenir aussi pe-
tite que l'on voudra, parce que 5- & ne peut pas devenir aussi petit que l'on veut (0
ne varie pas, tandis que @ peut étre rendu aussi petit que toute grandeur donnée).
Mais M ne peut étre aussi valable pour tous les x < U + & . Car parce qu'on peut

approcher la valeur de la série -

D D D
I R T
2"1 2’”- n 2”1 Wbk

d'aussi prés qu'on voudra de la valeur de la série -

D £

Ut — b —
2/" 2"16!! 2[”0”1,. +r

’

puisque la différence des deux n'est que :

D

/) Mt
ra

’

parce que, de plus, la valeur de la derniére série peut s'approcher de la grandeur
Ud'aussi prés que l'on voudra : de méme, la valeur de la premiere série et U peuvent

s'‘approcher d'aussi prés l'une de l'autre que l'on voudra . Donc,
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D D D
+ +..+

u -+ . h—
2m 2m+n 2m+n+...+r—l

eut certainement deveniy < U + &. Mais alors M n'est plus, d'aprés l'hypothese,
P p 14 yp

valable pour tous les x qui sont :

D D D
< u+— + to ——
2m 2m+n 2m+n+..+r-—l
et, par conséquent, d'autant moins pour tous les x qui sont < U + &. Donc, U est
la plus grande valeur dont on peut affirmer avec certitude que tous les x qui lui sont

inférieurs possedent la propriété M.

Dans les paragraphes suivants (non retranscrits ici), Bolzano dénonce quelques énoncés
faux proches de son théoréme (§13 et 14), puis il démontre au §15, comme il I'a indiqué dans
sa préface, le théoréme des valeurs intermédiaires et précise au §16 la non unicité de la solu-
tion trouvée. Enfin les § 17 et 18 précise le cas des fonctions polynomiales: elles vérifient la

loi de continuité et s'annulent si elles changent de signes entre deux valeurs de la variable.
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2) Les deux grands types de construction :

A) Les coupures de DEDEKIND (1872)

En 1858, Richard Dedekind (1831-1916) cherche, a propos du théoréme de la "limite
monotone”, a préciser les notions de limites et de continuité des grandeurs. Sans rejeter
l'intérét didactique des "évidences géométriques” il refuse, & l'instar de BOLZANO, de s'en
satisfaire et décide de chercher "un fondement purement arithmétique et parfaitement
rigoureux des principes de l'analyse infinitésimale". Clest, écrira-t-il, le 24 Mars 1858 qu'il y
parvint mais il ne publie pas ses découvertes avant 1872. Recevant en mars 1872 un texte de
E. Heine construisant les réels par les "suites de Cauchy" (cf. §B ) il se décide a publier son
essai intitulé "Continuité et nombres irrationnels" d'autant qu'l trouve sa propre
présentation "plus simple par sa forme" et "soulignant de fagon plus précise" le point central.
Il regoit quasi simultanément la construction de Cantor (Extension d'un théoréme de la théorie
des séries trigonométriques - 1872) dont il souligne qu'il n'a pas dégagé, comme lui, le
"caractére complet” de sa construction: Cantor, aprés avoir construit son systeme des Réels
par les "limites" de suites de Cauchy de rationnels, n'hésite pas a définir des systémes d'ordre
supéricur en réitérant sa construction par les "limites” de suites de Cauchy de nombres réels et
ainsi de suite et ne s'apergoit pas du caractére achevé de sa premiere construction. Dedekind
met bien en évidence que son procédé de passage des rationnels aux réels appliqué aux réels
ne permet pas de construire de nouveaux nombres & cause du caractére continu du systeme
des nombres réels ainsi créés (cf plus loin 5.).

On peut aussi noter que Dedekind n'hésite pas a concevoir et a raisonner globalement
sur des domaines ou systémes numériques infinis ce qui est tout & fait inhabituel pour
I'époque. Les coupures ne sont-clles pas définies comme des "classes" (ensembles) infinies
d'¢léments du domaine infini des rationnels ! La "théorie des ensembles" naitra bien quelques
ann¢es plus tard (Cantor,...)

Voici donc la préface de ce célebre essai suivi de quelques extraits significatifs des
proceédés mis en oeuvre par Dedekind ( traduction de J. Milner revue par H. Sinaceur -

brochure de I'IREM de Toulouse) .
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CONTINUITE ET NOMBRES IRRATIONNELS

Par Richard Dedekind

Dédié a mon pere bien-aime,
conseiller aulique, docteur en
droit, professeur -a Brunswick,
Julius Levin Ullrich Dedekind, a
l'occasion du 50eme anniversaire
de son entrée en fonction, le 26
Avril 1872.

Préface

Les considérations qui font l'objet de ce court essai datent de l'automne 1858. Je
me trouvais alors, en tant que professeur au Polytechnikum fédéral de Zurich, obligé
pour la premiere fois d'exposer les élements du calcul différentiel et je ressentis a
cette occasion, plus vivement encore qu'auparavant, combien l'arithmétique manque
d'un fondement véritablement scientifique. A propos du concept d'une grandeur
variable qui tend vers une valeur limite fixe et notamment pour prouver le théoréme
que toute grandeur qui croit constamment, mais non au-dela de toute limite, doit
nécessairement tendre vers une valeur limite, je cherchai refuge dans les évidences
géométriques. Maintenant encore, admettre ainsi l'intuition géométrique dans le
premier enseignement du calcul différentiel me semble, du point de vue didactique,
extraordinairement utile, indispensable méme, si l'on ne veut pas perdre trop de
temps. Mais, personne ne le niera, cette fagon d'introduire au calcul différentiel, ne
peut aucunement prétendre avoir un caractére scientifique. Mon sentiment
d'insatisfaction était alors si puissant que je pris la ferme décision de réfléchir
jusqu'a ce que j'aie trouvé un fondement purement arithmétique et parfaitement
rigoureux des principes de l'analyse infinitéesimale. On dit fort souvent que le calcul
différentiel s'occupe des grandeurs continues et pourtant nulle part n'est donnée une
explication de cette continuité et méme les présentations les plus rigoureuses du
calcul différentiel ne fondent pas leurs démonstrations sur la continuité, mais font
appel soit - plus ou moins consciemment - a des représentations géométriques , soit a
des représentations permises par la géométrie, ou bien elles s'appuient sur des
théoremes qui eux-mémes ne sont jamais démontrés de fagon purement arithmétique.

Ceux-ci comprennent, par exemple, le théoreme cité plus haut, - et un examen plus
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précis m'a convaincu que celui-ci ou tout théoréme équivalent peut dans une certaine
mesure étre considéré comme un fondement suffisant de l'analyse infinitésimale. Il ne
s‘agissait plus alors que de découvrir son origine effective dans les éléments de
l'arithmétique et d'obtenir ainsi une définition véritable de la nature de la continuité
Jy parvins le 24 Mars 1858 et quelques jours apreés, je communiquai le résultat de
mes réflexions a mon estimé ami Durége, ce qui amena une discussion longue et
animée. Plus tard, j'ai bien exposé a tel ou tel de mes éléves ces idées sur un
Jondement scientifique de l'arithmétique et ici méme, & Brunswick, Jj'ai fait un exposé
sur ce sujet devant le cercle des professeurs scientifiques, mais je ne pouvais me
decider vraiment a les publier effectivement, d'abord parce que ['exposé n'(en) est
pas tres facile et parce que, d'autre part, la chose est si peu féconde. Javais déja
plus ou moins pensé a prendre ce théme pour objet de cet écrit de circonstances,
quand il y a quelques jours, le 14 Mars, j'eus entre les mains, grace a l'amabilite de
son tres estimé auteur, l'étude "Les éléments de la théorie des fonctions", de E. Heine
(Journal de Crelle, tome 74), et je fus confirmé dans mon intention. Pour l'essentiel,
Jje suis absolument d'accord avec le contenu de cet essai, et il ne peut en étre
autrement, mais j'avouerai franchement qu'a mon avis, la présentation que j'en
donne est plus simple par sa forme, et souligne de Jacon plus précise ce qui est
proprement le point central. Et au moment oi je rédige cette préface (20 Mars 1 972),
Je regois l'intéressante étude de G. Cantor : "De l'extension d'une proposition de la
théorie des séries trigonométriques" (Mathematische Annalen de Clebsch et
Neumann, tome 5) dont je remercie vivement le pénétrant auteur. Comme je le
constate aprés une lecture rapide, l'axiome du paragraphe 2, mis & part la forme
extérieure dont il est revétu, concorde pleinement avec ce que je désigne plus bas
dans le paragraphe 3 comme ['essence de la continuité. Mais par ma conception
méme du domaine complet des nombres réels, je ne parviens pas encore a
reconnaitre l'utilité qu'il y a a distinguer, ne fiit ce que de maniére conceptuelle, des

grandeurs numeériques réelles d'une espéce encore supérieure.
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1. Propriété des nombres irrationnels :

Dans ce paragraphe, aprés avoir rappelé les propriétés des nombres entiers, "C. ompter
méme n'est rien d'autre que la création successive de la suite infinie des nombres entiers
positifs", structurés par les quatre opérations fondamentales de l'arithmétique, Dedekind
souligne que l'impossibilité "d'inverser" I'addition ainsi que la multiplication a conduit & la
création des nombres négatifs puis des rationnels. Introduisant ensuite la notion "d'ordre " sur
le systtme des rationnels par des définitions purement arithmétiques, il en dégage les
propriétés de transitivité et d'ordre total ainsi que la non finitude des nombres compris entre
deux rationnels différents donnés.

Puis il souligne les propriétés fondamentales de "corps numérique" et de "domaine
ordonné unidimensionnel et infini dans deux directions opposées” du systeme des nombres

rationnels.

S suffit de considérer  que  précisément  cette  limitation que rencontre le
développement des opérations indirectes est devenue la cause véritable d'un nouvel
acte de création; c'est ainsi que l'esprit humain crée les nombres négatifs et
Jractionnaires, et on gagne dans le systéeme de tous les nombres rationnels un
instrument d'une perfection infiniment supérieure . Ce systéme que je désignerai par
R” a avant toutes choses la propriété d'étre complet et clos, trait que j'ai désigné
ailleurs comme caractéristique d'un corps numérique, et qui consiste en ceci que les
4 opérations fondamentales peuvent toujours étre effectuées avec deux individus
dans R, c'est-a-dire que le résultat en est toujours a nouveau un individu déterminé
de R, si l'on excepte le cas unique de la division par le nombre zéro.

Mais pour notre but immédiat, une autre propriété du systéme R est encore plus
importante; on peut l'exprimer ainsi : le svstéme R constitue un domaine ordonné,
unidimensionnel. infini dans deux directions opposées. Ce que l'on veut dire par la
est indique  suffisamment par le  choix des expressions empruntées a  des
représentations géométriques; il est dautant plus nécessaire de souligner les

particularités purement arithmétiques correspondantes, pour que ne subsiste méme

" La notation actuelle de I'ensemble des nombres rationnels est Q.
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pas l'apparence que l'arithmétique a besoin de ces représentations qui Iui sont
étrangeres.

St l'on veut exprimer que les signes a et b signifient un seul et méme nombre
rationnel, on pose a la fois.a=b et b=a . La différence de deux nombres rationnels a
et b se montre en ceci que la différence a-b a une valeur soit positive, soit négative .

Dans le premier cas, a est dit plus grand que b, b plus petit que a, ce qu'indiquent

aussi les signes a>b, b<a. Comme dans le deuxiéme cas, b-a a une valeur positive,

alors b>a, a<b .

2.Comparaison des nombres rationnels avec les points d'une droite

Ici Dedekind met en évidence un ordre sur les points d'une droite "orientée" ou l'on a
fix¢ une origine ainsi qu'une unité de longueur et I'analogie avec les propriétés des inégalités
entre les nombres rationnels.

Puis il insiste sur la véritable corrélation qui existe entre les deux systémes, R pour les

nombres et L pour les points de la droite.

.../ On sait que cette analogie existant entre les nombres rationnels et les points d'une
droite devient une véritable corrélation quand on choisit sur la droite un certain
point o, origine ou point-zéro, et une certaine unité de longueur pour mesurer les
distances. A l'aide de cette dernicre on peut construire pour tout nombre rationnel a
une longueur correspondante et si l'on reporte celle-ci sur la droite a partir du point
o vers la droite ou vers la gauche, selon que a est positif ou au négatif on obtient une
extrémité p_, qui peut étre désignée comme le point correspondant au nombre a ; au
nombre rationnel zéro correspond le point o. De cette manicre & tout nombre
rationnel g, c'est-a-dire a tout individu dans R correspond un et un seul point p_
c'est-a-dire un individu dans L . Si par exemple aux deux nombres a, b correspondent
les deux points p_, q et si a>b alors p_est a gauche de q . Aux lois I, II, Il du

paragraphe précédent correspondent parfaitement les lois I, II, 11 de celui-ci

3. Continuité de la droite

En se référant aux "Grees de FAntiquité" et a l'existence de longueurs
mcommensurables, Dedekind montre que le domaine des nombres rationnels est lacunaire et
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msuiiisant pour représenter tous les points d'une droite. Mais réfutant le modéle des rapports
de grandeurs pour définir les nombres il réaffirme son rejet de "considérations étrangeres
dans l'Arithmétique elle-méme" et son exigence de "définir complétement les nombres
irrationnels eux aussi par les seuls nombres rationnels" . De cette opposition entre le
caractére lacunaire du systtme des nombres rationnels et celui de continuité de la droite
Dedekind dégage alors sa définition de "l'essence de la continuité ": Si tous les points de la
droite sont répartis en deux classes, telles que tout point de la premiere classe soit situé a
gauche de tout point de la seconde classe, alors il existe un point et un seul qui opere cette

partition de tous les points en deux classes, cette découpe de la droite en deux portions " .

Mais il est un fait de la plus grande importance : c'est qu'il existe sur la droite L
une infinité de points ne correspondant a aucun nombre rationnel. Si en effet le point
p_ correspond au nombre rationnel a , on sait que la longueur op  est
commensurable avec l'unité de longueur invariable utilisée pour la construction,
c'est-a-dire qu'il existe une troisieme longueur, que l'on appelle une mesure
commune et dont ces deux longueurs sont des multiples entiers. Mais les Grecs de
l'Antiquité ont déja su et montré qu'il existe des longueurs incommensurables avec
une unité de longueur donnée, par exemple’ la diagonale du carré dont le coté est
l'unité de longueur. Si l'on reporte une telle longueur sur la droite a partir du point
0, on obtient une extrémité qui ne correspond a aucun nombre rationnel. Comme on
peut en outre facilement démontrer qu'il existe une infinité de longueurs
incommensurables avec l'unité de longueur, on peut affirmer : la droite L est
infiniment plus riche en individus ponctuels que le domaine R des nombres rationnels
n'est riche en individus numériques. /...

.../ En effet le mode d'introduction des nombres irrationnels pratiqué jusqu'a présent se
rattache au concept des grandeurs extensives - concept nulle part rigoureusement
defini - et explique le nombre comme le résultat de la mesure d'une telle grandeur
par une deuxieme de méme nature. Au lieu de cela j'exige que l'arithmétique se

développe a partird'elle-méme.

* Clest équivalent & I'irrationnalité de V2 .
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Que la liaison ainsi établie avee des représentations non arithmétiques ait Journi
l'occasion immédiate a | elargissement du concept de nombre, on peut sans doute le
concéder de facon générale (bien que cela n'ait sirement pas é1é le cas pour
l'introduction des nombres complexes) , mais cela ne Justifie certainement pas que
l'on admette ces considérations étrangeéres dans l'arithmétique elle-méme, dans la
science des nombres. De méme que les nombres négatifs et fractionnaires naissent
d'une libre création et de méme qu'tl est nécessaire et possible de ramener les lois
des calculs effectués avec ces nombres aux lois des calculs effectués avec des
nombres entiers positifs, de méme l'on doit s'efforcer de définir complétement les
nombres irrationnels eux aussi par les seuls nombres rationnels. Mais comment ?
Telle est la question.

La comparaison faite ci-dessus entre le domaine R des nombres rationnels et une
droite a amené a reconnaitre que le premier est lacunaire, incomplet ou discontinu,
tandis que la droite doit étre dite compléte, non lacunaire ou continue. Mais en quoi
consiste en fait cette continuité ? /...

./ Au paragraphe précédent on attire I'attention sur le fait que tout point p de la
droite opére une division de celle-ci en dewx portions telle que tout point d'une
portion est a gauche de tout point de l'autre. Je trouve alors l'essence de la
continuité dans la réciproque, c'est-a-dire dans le principe suivant :

"Si tous les points de la droite sont répartis en deux classes, telles que tout point de
la premieére classe soit situé a gaiche de tout point de la seconde classe, alors il existe
un point et un seul qui opere cette partition de tous les points en deux classes, cetie
découpe de la droite en deux portions " /..

../ Accepter cette propriété de la ligne n'est rien de plus qu'un axiome. par lequel nous
reconnaissons seulement a la ligne sa continuité, par lequel nous pensons la ligne
comme continue. Si l'espace a quelque existence réelle, il n'est pas nécessairement
continu, et une quantité innombrable de ses PFropriéiés resteraient inchangées méme
sl était discontinu. Et si nous savions de fagcn certaine que l'espace est discontinu,
rien ne pourrait nous empécher, si cela nous convenail, de le rendre continu en
remplissant par la pensée les lacunes, mais ce remplissage consisterait a créer de

nouveaux individus ponctuels et devrait ce faire selon le principe énoncé ci-dessus.
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4.Création des nombres irrationnels

Cette définition de la continuité va rendre possible une construction effective des
nombres irrationnels. Dedekind, a I'aide du modele de la droite, mais avec une formulation
purement numérique introduit ici la notion clef de coupure dans le systeme des rationnels.
Il s'agit, comme le texte de Dedekind le montre clairement, d'une partition de I'ensemble des
rationnels en deux classes Al et A2 telles que tout nombre de Al soit plus petit que tout
nombre de A2. On peut alors distinguer les coupures produites par un rationnel r qui
correspondent avec nos notation actuelles a la partition {J-o0; r].]r ; +oo[}, la borne r pouvant
étre aussi d'abord ouverte puis fermée, les deux coupures ainsi produites étant qualifiées de

"non essentiellement différentes".

Les derniers mots indiquent déja suffisamment de quelle fagon le domaine R des
nombres rationnels, non continu, doit étre complété en un domaine continu. Dans le
paragraphe 1. on souligne (I1l) que tout nombre rationnel opére une division du
systeme R en deux classes Al, A2 telle que tout nombre al de la premiere classe Al
est plus petit que tout nombre a2 de la deuxiéme classe A2; le nombre a est soit le
plus grand nombre de la classe A1 soit le plus petit nombre de la classe A2. Soit
donnée maintenant une certaine partition du systéme R en deux classes Al, A2 avant
pour seule propriété caractéristique que tout nombre al dans Al est plus petit que
tout nombre a2 dans A2; nous nommerons par souci de briéveté une telle partition
une "coupure”, que nous désignerons par (A1, A2). Nous pouvons dire alors que tout
nombre rationnel a "opére” une, ou a vrai dire, deux sections que nous ne
considérerons cependant pas comme essentiellement différentes, cette coupure a
d'autre part la propriété suivante : ou bien il existe parmi les nombres de la premiere
classe un nombre qui en est le plus grand, ou bien, il existe parmi les nombres de la
deuxieme classe un nombre qui en est le plus petit. Et réciproquement, si une
coupure a aussi cette propriéte, elle est opérée par ce nombre rationnel qui est le
plus grand ou le plus petit. Mais on se persuade aisément qu'il existe une infinité de
coupures qui ne sont pas operees par des nombres rationnels. L'exemple le plus

immédiat en est celui-ci = /...
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Ici Dedekind étudie de manicre détaillée I'exemple de la coupure {Al, A2} ot A2 est
I'ensemble des rationnels positifs de carré supérieur 2 un nombre entier D (non carré d'entier)
donné et A1 son complémentaire et prouve que cette partition (qui est bien une coupure) ne
peut provenir d'un rationnel (en termes actuels VD est irrationnel, Al (respectivement A2)n'a

pas de borne supérieure (respectivement inférieure) rationnelle).

Dedekind peut alors identifier les rationnels aux coupures qu'ils définissent o donner

le nom de nombre irrationnel aux autres coupures ! Tous ces nombres, rationnels ou

irrationnels, forment le systtme des nombres réels.

/... Dans cette propriété que toutes les coupures ne sont pas opérées par des nombres
rationnels, consiste le caractére incomplet ou non-continu du domaine R de tous les
nombre rationnels.

Chaque fois que nous sommes en présence dune coupure (A1, A2) non produite
par un nombre rationnel nous créons un nombre nouveau, irrationnel x, que nous
considérons comme parfaitement défini par cette coupure (Al A2); nous dirons que
le nombre x correspond i cette coupure ou qu'il opere cette coupure, Donc, ¢ partir
de maintenant, & toute coupure déterminée correspond un et un seul nombre
déterminé, rationnel ou irrationnel, et nous considérons toujours deux nombres
comme différents ou non-égaux si (et seulement si) ils correspondent a deux

coupures essentiellement différentes.

Ensuite Dedekind définit une relation d'ordre dans I'ensemble des coupures qui soit
compatible avec I'identification entre les rationnels et les coupures qu'ils définissent. Pour
comparer deux coupures o = {Al, A2} et = {Bl, B2} il compare les premiéres classes Al et
BT par I'inclusion en discutant les différents cas qui peuvent se présenter : 3 <o si Bl « Al et
st Al comporte aux moins deux rationnels distincts qui ne sont pas dans B1 (si BI=A1 alors B
= o ousi Al comporte un seul rationnel al qui ne soit pas dans B1 alors les deux coupures

proviennent de ce nombre al et donc i nouveau 3 = o). Le cas B > « est traité de meéme et
tous les nombres rationnels ou irrationnels sont comparables par cette inégalité - I'ordre est

bien total. Enfin le § se termine sur un résultal qui renvoie & la théorie des raisons d'Euclide
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(cf. §2 - définition 6 du Livre V) :La coupure {Al, A2} définissant un nombre réel o est telle
que Al est constituée des nombres rationnels inférieurs a o et A2 est constituée des nombres

rationnels supérieurs a o.

Pour trouver maintenant un principe de l'ordonnance de tous les nombres réels,
c'est-a-dire des nombres rationnels et irrationnels, nous devons examitier d'abord les
relations existant entre deux coupures quelconques (A1, A2) et (Bl, B2) opérées par
deux nombres quelconques a et [ Il est évident qu'une coupure (A1, A2) est déja
completement donnée si l'une des deux classes, par exemple la premiére Al est
connue, car la deuxieme A2 consiste en tous les nombres rationnels non contenus
dans Al, et la propriété caractéristique d'une telle premiere classe Al consiste en
ceci que si le nombre al y est contenu, elle contient aussi tous les nombres plus petits
que al. Si maintenant l'on compare entre elles deux premieres classes A1, Bl, il peut
se faire [°) qu'elles soient parfaitement identiques, c'est-a-dire que tout nombre al
contenu dans Al est aussi contenu dans Bl et que tout nombre bl contenu dans Bl
est aussi contenu dans Al. Dans ce cas A2 lui aussi est nécessairement identique a
B2. Les deux coupures sont parfaitement identiques, ce qui s'écrit symboliquement
a=pfou f~cx.

Mais si les deux classes AlI, Bl ne sont pas identiques, il existe dans ['une par
exemple dans Al, un nombre a'l=b'2 qui n'est pas contenu dans l'autre classe Bl et
se trouve par suite dans B2, donc il est certain que tous les nombres bl contenus
dans Bl sont plus petits que ce nombre a'l =b'2 et par conséquent tous les nombres
bl sont aussi contenus dans Al.

Si maintenant 2°) ce nombre a'l est le seul de Al qui ne soit pas contenu dans
Bl, alors tout autre nombre al contenu dans Al est contenu dans Bl et par
conséquent plus petit que a'l, c'est-a-dire que a'l est le plus grand de tous les
nombres al, donc la coupure (Al, A2) est produite par le nombre rationnel o=
a'l=b'2. De l'autre coupure (Bl, B2) nous savons déja que tous les nombres bl dans
B sont aussi contenus dans Al et plus petits que le nombre a'l=b'2 contenu dans
B2 mais tout autre nombre b2 contenu dans B2 doit étre plus grand que b'2 car
sinon il serait aussi plus petit que a'l, donc contenu dans Al et par conséquent aussi
dans Bl. donc b'2 est le plus petit de tous les nombres contenus dans B2, et par
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conséquent la coupure (Bl, B2), elle aussi est opérée par le méme nombre rationnel
P=b2=a'l=a. Ainsi les deux coupures ne différent que de facon inessentielle.

Mais si 3°) il existe dans Al au moins deux nombres difféerents a'l=b"2 et
a"l1=b"2 non contenus dans BI, il en existe aussi une infinité, parce que l'infinité de
nombres situés entre a'l et a"l (par LII) est évidemment contenue dans Al mais non
dans Bl. Dans ce cas nous disons que les deux nombres o et g corresﬁondant a ces
deux coupures (A1, A2) et (B, B2) qui différent de Jfagon essentielle, sont eux aussi
différents et en particulier nous disons que « est plus grand que f que [ est plus
petit que a, ce qui s'exprime symboliquement aussi bien par o> L que par [Fa. On
doit souligner que cette définition est en plein accord avec la précédente, ot les deux
nombres sont rationnels.

Sont encore possibles les cas suivants. S'il existe 4°) dans BI un et un seul nombre
b'l=a'2 non contenu dans Al, les deux coupures (A1, A2) et (B1, B2) ne different que
de fagon inessentielle et elles sont produites par un seul et méme nombre
a=a'2=b'l1=. Mais si 5°) il existe dans Sl au moins deux nombres différents non
contenus dans A1, alors f>a, a<f3. Comme on a ainsi épuisé tous les cas, il résulte
que de deux nombres différents, l'un est nécessairement le plus grand, l'autre le plus
petit, ce qui implique deux possibilités. Un troisiéme cas est impossible. Cette idée
était déja contenue dans le choix du comparatif (plus grand, plus petit) pour désigner
la relation existant entre a et S mais notre choix est justifié seulement maintenant
aprés coup. C'est dans de telles recherches, précisément, que l'on doit mettre le plus
grand soin a ne pas se laisser induire en toute bonne foi, par un choix précipité
d'expressions empruntées a d'autres représentations déja développées, et a effectuer
des transpositions illégitimes d'un domaine dans un autre. Si l'on consideére bien le
cas a>[3, il résulte que le nombre [ qui est le plus petit, appartient certainement
quand il est rationnel a la classe A1, comme il existe en effet dans Al un nombre
a'l=b'2 appartenant a la classe B2, le nombre [, qu'il soit le plus grand dans Bl ou
le plus petit dans B2, est certainement <a'l et par conséquent contenu dans Al. De
méme il résulte de a>f que le plus grand nombre a, quand il est rationnel
appartient certainement a la classe B2, car «a = a'l. Si l'on réunit ces deux

consideérations, on obtient le résultat suivant : si une coupure (A1, A2) est produite
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par le nombre a . un nombre rationnel quelconque appartient & la classe Al ou a la
classe A2 selon qu'il est plus petit ou plus grand que o ; si le nombre a lui-méme est
rationnel, il peut appartenir a l'une ou l'autre classe.

Il en résulte encore ce qui suit : Si a>f3, si donc il existe une infinité de nombres
dans A1 non contenus dans B, il existe aussi une infinité de nombres qui sont i la

Jois différents de a et de £ tout nombre rationnel ¢ qui remplit ces conditions est < «

. car il est contenu dans A, et il est en méme temps > /3, car il est contenu dans B2.

5. Continuité du domaine des nombres réels

Ici Dedekind énonce les propriétés de transitivité de la nouvelle inégalité dans le

systeme P des nombres réels, la non finitude des réels compris entre deux réels distincts,

redéfinit les coupures dans le systéme P et s'assure finalement du caractére complet de sa
construction: toute coupure dans le systéme des nombres réels est produite par un réel unique:
on ne peut donc plus construire de nouveaux nombres par cette méthode et P est un domaine

continu.

Conformément aux différenciations que l'on vient de poser, le systéme P de tous
les nombres réels constitue un domaine ordonné unidimensionnel. on affirme
uniquement par la la validité des lois suivantes :

I-Si a>fet >y, alors aussi a>y. Nous disons que le nombre [fest situé
entre les points «, y

II'- Si a ysont deux nombres différents, il existe toujours une infinité de
nombres différents situés entre a et y.

Il - Si a est un nombre déterminé, tous les nombres du systéeme P se
subdivisent en deux classes Al et A2, dont chacune contient une infinité
d'individus, la premicre classe A1 embrasse tous les nombres al<a , la deuxiéme
classe A2 embrasse tous les nombres a2>a . le nombre a lui-méme peut étre au
choix attribué a la premiére ou & la seconde classe. et il est alors respectivement le
plus grand nombre de la leére ow le plus petir de e 2cme. Dans tous les cas L

70



S6

Classe de mathémat.iques.
- {9 heures avee le dessin géoznétriq\ié.)'
Am'rmxé'rlgus

1. ~—~ Numération décuuale Addition, soustmution, ‘multiplication st
‘division des nombres entiers. Théorémes

fondamentaux. concernant ges
-opérations, Expiication des’ rogles pratiqyes pour eﬂ'ectuor ces opén-
tions, .

Restés de Ia division d’une somme,

pa;‘ un wombre, Application. d Ja divisio
\at 11,

P G. C, D de deux ou plusieurs nombres. ‘Nombres premiers entre
- Propriété du P. G. ¢. D. Conséquences relatives & ia divisibilits,
.P P. C. M, de deux ou plusieurs nombres.
_ Définition et propriétés élémentaires des nombres premxers
Applicatiun aux diviseurs et aux multiples,

d'une différence, d’un prodmt
n par 2. 5, 4 25, .8, 125,

- II. — Rapport de deux grandeura de méme espec
deurs et notions de fraction 5

- Propriétés des fractions, 0
"> Nombres dédclmaux.
. Le rapport de deux grandeurs de méme es
des nombres qui les mesurent,
i Graudeurs directement et iuverseme
a Systéme métrique

Mesu_re du ‘gran-

pérations. Fractions décimales,

nt proportiouneiles

- HIL — Calcul dun quouent 4 une
Réduction d'une fraction ordmai}:e en
’pdssibilité -

2, Garré. d'un nombre entier ou fractionnure. .
Lc carré d'une fraction n’est jamais égai A un nom]nrc entier.
DédnidenT e Bxtractiod Pde ia "Thelie’ carrée’ d'

frnctionnalmi uns approximation décimale ‘don
-Déﬁnmon dc r

apprommation déclmde dewuse.

(i nombte entier “ou
née.-:

erreur ubaolue et de l'erreur relative, Exerciu:s.

_l?roéfam'mq. de. V\a’!‘g.e'mwgk“.'c"%s

A™ Juin 4834 (5.0. 268¢)

péce est égal ay quptipnt'_

fraction décimale Condition de.

. 'ALGEBRE. .

gré ‘& ‘une. moonnue (on ne parlera pas des

.d
gim\ires) Equatiom simples qui sy raménent.

garithmes vulga(res Usnge des tables ‘& cinq décima!es
ntéréta composés et nnnultés

r;Coerdonnées d’un point. Représéhtation d’une droite par une équa~
tion ‘du premler degré

Rappel ‘des variations el représentaiwns graphiquea des fom;fmm
#R‘diéﬂ }zrécédcmmen&‘ .

ﬂd‘péﬁ\(ée‘PSigniﬂcatlon géometrique, dérivée d’une somme, d’un pro—
duity d’'un: qnotient de la racine catrée d'une fonction, d'un-sin z, cos 'z,
tg =, cbty x.

A)piioation a4 l’étude de- la variation de- quclquu fonctions simples,
Notton de foriction ‘primitive, Utilisation pour’ le caleul de certainel
aires (on ‘admettra 1a notlon d’sire)

oo, -

' 'mmouomérmn ®..

: Extension de in notion d’nrc ct dfnngle. Fonctions circulailes (siuus,
eos!nuu, tangente- et. cotangente)

’*"l'lxéox‘ie des rprojectlom Somme géométrique des vecteurs. L
Fom&du d'addition, )’ox‘mules de. muitipllcation par 2. : .
Tontes Tes’ fonction ’ cimu!airerde l'arc a scxpriment ntionnelle—

haent""B ’Ibncuon de tg

u3,

~Tranafonner o produ ia somme on’ Ia dlfférence ﬁe deux fonctions-
girculaires, sinus,- cosinus, : Probléme inverse. Lo

ﬂUuﬂe «des tables 'de” Ianrlthmes & quatre ou cing: déclmales

Eximma sur ia” résolution et la discmslon de quelques équat!onsv
u'iﬁonomurlques simples

'Raht{om 'ntrc e’ com et Ies angles d'un triangle Résoluﬂon des_
trlangiu. _ v :




N° 20686. ' — 621 — 1" juin 131,

ekOMETRIR,

1, — Transformation des figures. Translation, rotation,. symétrie.

Homothétie et similitude.

Pulssanee d'un polnt par rapport & un cercle ou & une sphére.

‘Axes radicaux, Plans radicaux. ‘

‘Polaire d'un point par rapport & deux droites.’

'.f;E'dihire d’un point par rapport & un cercle. Plan polaire d'un point
par rapport a une sphére. o ) ;

Inversion. Projection stéréographique.

11, — Coniques. Ellipse.. Intersection avec une droite. Tangente. Equa-
tion réduite de Uellipse. Ellipse et cercle considérés comumne projeclions
lun de Uautre. . ' ' ‘ o

Hyperbole, Interseclion avec une droite. Tangentes. Asymptotes. Equa-
tion réduite de U'hyperbole.

Parabole. Intersection apec une droite. Tangentes. Equation réduite
de la parabole. .

Déﬁnition' commune des coniques au moyen'd':&m foyer et d’une di-
‘rectrice. ' : : v-

Sections planes d'un cdéne ou d'un cylindre de révolution,

GEOMETRIE DESCRIPTIVE ET GLOMETRIE COTEE.

, Représentation du point, de la droite, du plan.

" Intersection de droites et de plans. Application & 1a repreéseptation

des prismes et des pyramides. '

" Droites et plans iperpendiculaires. - : R )
Changement de plan, rotation, rabattement, Application a..'u;;' ‘dis-

~

tances ct aux angles. ‘
CINEMATIQUE,

 Relativité du mouvement, Trajectoire,

- Mouvement rectiligne. Mouvement uniforme, vitesse numérique. Mou-
vement varié, vitesse numérique moyenne, vitesse numérique & un
instant donné. Accélération numérique, Mouvement uniformément varié,

Mouvement curviiigne, Equation horaire, diagramme du mouvemsnt,
Vecteur vitesse. Vecteur accélération, -
Mouvement circulaire. Mouvement circulaire uniforme. Mouvemaent
sinu-soidal. ) ‘
MQwuements simples d'un corps solide ; translation, rqtatian,‘co_mpo-
‘sition des vilesses. '
sw_@rlcui.

,Point matériel. Force, sa représentation par un vecteur. Masse.
Iﬁdépendance' des effets des forces. Composition des forees,

[oone
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PROCR. ET METH. — MATHEMATIQUES 100-5d-§ 1/B 8 o1,

Arrété du 6 mars 1962

(Organisation et programmes scolaires)

(Vu A. 15-8-1945 mod.)
Objet : Programme de mathématiques dans la classe de mathématiques,

ARTICLE PREMIER, — L'enselgnement des mathémeatiques dans la
classe de mathématiques sera donneé conformément au programme

annexé au présent arréte

ART. 2. — Le directeur genéral de 1'Organisation et des programmes
scolalres est chargé de l'exécution du présent arrété dont les dispositions
entreront en vigueur & la rentrée scolaire 1962.

éour le ministre et par délégation :

Le directeur général de 1'Organisation
et des programmes scolaires,

J. CAPELLE,

Vocabulaire et symboles

(L’introduction des définitions et des symboles mentionnés ci-aprés
peut étre Jaite s0it & l'occasion de létude de telle ou telle question:
du programme, soit dans un bref chapitre initial ne comportant aqucun
développement théorique sur les diverses notions présentées, qui seront
tllustrées par quelques exemples simplesy.

Définitions et symboles relatifs & quelques notions sur les enseme
bles : appartenance ; sous-ensemble : inclusion ; réunion ; inters
section ; ensemble vide : ensembles complémentaires.

Définition d'une relation d’équivalence entre éléments d'un ensem-
ble.
Définition d'une relation d'ordre entre éléments d'un ensemble,
‘Symboles conventionnels indiquant : wune implication logique,
une équivalence logique.

Signification des symboles dits « quantificateurs » : « que! que

soit » ; « 1] existe ».
'Arithmétiuue. algébre et notions d'analyse

I — Les nombres. Extensions successives de la notion de nombre.

Note préliminaire.

1°) Les trois premiers paragraphes de ce chapitre | (entiers naturels,
entiers relatifs, rationnels) sont destinés & résumer, en une sorte de
synthése les notions sur les nmombres acquises dans les classes précé-
dentes, en procédant & une mise au point destinée & jaire apparaitre
les quelques propriétés Jondamentales qui permettent de dépager
l'idée de certaines « structures ». Quels que soient l'ordre et le mode
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. d'exposition choists, il importe de ne pas s'attarder sur ces théories,
dont les résultats sont déjé connus des cléves.

2*) Awcune question d'ordre théorique ne devra éire posée, euzr
épreuves décrites et orales du baccaleuréat, sur les diverses notions
qut font l'objet de ce chapitre 1. Bien entendu, les résultats pénéraux
concernent les nombres, les propridtés des opérations, leurz consé-
quences essentielles, qui sont du reste mis en ccuvre dans les autres
chapitres du progremme, doivent étre parfaitement connus.

. AEEO.

1* Les entiers naturels. Comparsison - Addition (somme)' :
clativité, commuteativité. Le probléme de )a soustraction n'est pss
toujours possible, : :

Multiplication (produit) ; associativité ; commutativité : dis|trl-
butlvité par rapport & I'addition. Le probléme de la division n'est

pas toujours possible. .
Définition de la puissance n™ ; rropriétés résultant de I'associa-

tivité et de = commutativité de la multiplication,
2¢ Les entiers relatifs.

Dé¢finition - Addition: teomsne) ; propriétés Iondamentales.’ﬂombm

opposés, Soustraction (différence). ;

L'ensemble des entiers relatifs & une structure de ¢ groupe 3»°

pour l'addition. ,
. Comparaison ; -entiers positifs et négatifs. Valeur sbsolue.
Multiplication (produit) ; propriétés fondamentales. Le probléme
de la divisiorl n'est pas toujours possible,
L'ensemble des entiers relatifs a, pour ces opérations, une struc-
fure « d'annean ».

3¢ Les nombres rationnels,
Fraction ; fractions égquivalentes : notion de « <~lasses d'équliva-

*

lence » ; nombres rationnels. Egalité.

Addition et soustraction ; propriétés fondamentales. Comparaison.

Multiplication ; propriétés fondamentales : nombres Inverses. Divi-
tion (quotient exact).

L’ensemble des rationnels a, pour ces opérations, une structure de
¢ corps ».

Puilssances entiéres (exposants entlers positifs, négatifs, nuly
propriétés fondamentales.

Valeurs esbsolues ; propriétés relatives aux sommes, aux produits,
&ux gquotients,

4c Notlions sur les nombres réels.

Nécessité d'une extenslon de la notion de nombre, su-deld des
rationnels ; indications sommsires (& partir d’exemples) sur un mode
de constructicn des réels, sur la définitition des opérations élémen-
teires les concernant, sur leur comparaison.

Exposé (sans démonstration) des propriétés fondamentales des
cpérations sur les nombres réels. L'ensemble des nombres réels a une
structure de « corps ».

Correspondance entre les nombres rée's et les polints d'une droite
munie d'une origine et d'un vecteur-unité.

5¢ Les nombres complezes.

Définition. Représentation géométrique. Module, argument - Egalite.
Nombres complexes opposés, nombres complexes conjugués. Nombre
complexe nul,

Addition, soustraction, multiplication, division, Corps des nombres
complexes, .

Pulssance n™ dun nombre complexe donné sous « forme trigo-
pomeétrique » ; formule de Molvre - Raclnes n® d'un nombre complexe
(on se bornera & Ia démonstration d'existence et & la représentation
giométrique des n racines n=j,

C
974 & RM./ F. n® 12 (19-3-62)

/oo



CLASSE TERM NALE C

Notions généryleg

II n'est pas neécessaire de rassembler dans un chapitre introductir
les études PrChocees ci-dessous, elles Pourront occuper dans le cours
les piaces qui  seront Jugées les- meilieures; un ccrtain‘ nom'sze
dentre elles aurcont d'aiileurs esé dégagies au cowrs des années préce
dentes,

Application gun ensemble dans un enscmble; application Injee-
tve, surjective: application bijective, application reciproque; compo-
gition des applications, fonction composee.

_ Transformation Ponctuelle dans Je plan et dans P'espace; compo-
gltion des ronsformations (produit) associativite; transformation
reciprogue ¢'une tz'ansformation, transformation invoiutive; groupe de
transiormations,

Lot de compnsition, loi Interne, loi externe, ,

Etude purticuliére des lois Internes, associativite, commutativité,
élement neutre; structyre de groupe. Distributivité d'une loi interne
Par rapport 2 une autre; structure d’anneau et de COrps commutatit,

Etude d'une loi externe Structure d'espace vectorie! sur le corps
des réels.

Isomorphisine entre deu: ensembles munis de lois Internes, en cor-
respcndance Sljective, definition; isomorphisme entre deux groupes.

Arithmétique, algébre et notions d'analyse
I — Les nombres extensions Successives de la notion de nombre.
Note préliminzgire.

1o Quals que sojent I'ordre et le mode d’expositio_n choisis, 11
fmporte de ne pas Sattarder sur leg théories, dont les résultats sont
de:yja. Connus des éidves: en particulier, on Supposera connues les pro-
brietés fondamentales de l'ensemble N des entiers naturels et on atti-
fera I'atiention des élgves sur l'importance du ralsonnement par reécyr-
rence.

2° Aucune question d'ordre théorique ne devra étre posée aux
€preuves ecrites et orales dp baccalaureat, sur les diverses notions
qui font l'objet de ce chapifre I. Les resultats genéraux concernant les
nombres, les bropriétés des Operations, leurs consequences essentielles,
Bont du reste mis en Guvre dans les autres chapitres du Programme.

lo Les entiers relatifs. Construction de I'ensemble Z des entiers re-
latifs. Pour les lois d'addition et de muitiplication, Z a une structure
d'anneay commutatif ordonneg,

29 Les nombres rationnels. — Construction de l'ensemble @ des nom-
bres rationnels, Pour les lois d'addition et de multiplication, Q a une
structure de COrps commutatif ordonné.

3¢ Notiong sur les nombres reels. — Nécessité d'une extension de @
Exposé sans démonstration des proprigtés des réels, Les reéels formensg
un corps commutatif ordonneé.

Valeurs absolues, propriétés relatives aux Sommes, produits, que-
tlents,

40 Les nombres complexes, Définition; représeutapion géométriquo;
module, argument, Egalite. Nombres complexes OPposes; nombres come
plexes conjugués; nombre compiexe nul.

Addition, soustraction, multiplication, division. Corps C des nome
bres complexes.

Forme trigonométrique d’un nombre complexe, d’'un Produit; fom-
mule de Moivre.

Racines n-lemes dun Hombre complexe (on se borpera a la ds-
monstration d'existence et & la représentation geométrique des n ra-
cines),

Applications de Ia formule de Moivre, dans le cas des exposants 2,
3, 4 aux formules de multiplication des arcs et a la linearisation des
polynémes trigonomeétriques.

Résolution dans ¢C de I'éguation du Second degré a coefficienty
compiexes, a coefficients reels.

/' > o
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B) Les classes préparatoires aux grandes Ecoles

1904 La premiére apparition dans les programmes des classes préparatoires d'un procé-
dé de création des réels remonte 4 1904 : I'arrété du 26 Juillet 19047 fixant le pro-
gramme de la classe de "mathématiques spéciales” prévoit a la rubrique Mathé-
matiques $A Algebre et Analyse :

" Nombres incommensurables. Notion de coupure. "

Ce programme est aussi celui du concours d'entrée a I'école Polytechnique.

On peut d'ailleurs noter que, parallélement, cette méme année 1904, les Edi-
tions Hermann publient la deuxiéme édition de " l'introduction a la théorie des
fonctions d'une variable" de Jules TANNERY alors sous-directeur des études
scientifiques a I'E.N.S., texte qui reprend trés clairement la construction de Dede-
kind par les coupures en insistant sur l'aspect "ensembliste".

En 1905 René¢ BAIRE(1874-1932) alors Maitre de Conférences a 1'Université
de MONTPELLIER publie "la théorie des nombres irrationnels, des limites et de
la continuité" qui sera rééditée jusqu'en 1947 : 1l s'agit toujours de la construction
des réels par les coupures de Dedekind, mais Baire délaisse les opérations algébri-
ques sur les réels au profit des propriétés liées a la relation d'ordre ( la "topologie
de l'ordre") et démontre l'existence d'une borne supérieure pour tout ensemble
majore (c'est la coupure dont la deuxiéme classe est constituée des majorants de
I'ensemble).

Toutefois ces nouvelles notions doivent provoquer quelques réticences car une
circulaire du 30 Décembre 1904 vient limiter la portée du texte du 26 Juillet.
Soulignant "les graves inconvénients pour la formation des débutants présentés
par le developpement prématuré et trop rigoureux des théories qui touchent aux
principes", elle demande aux professeurs de " s'abstenir de toute théorie générale
sur les principes fondamentaux de la théorie des limites, des incommensurables et

des fonctions continues."

* Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées a la fin de ce paragraphe B .
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1906 Les instructions du 25 Adut 1906 pour les professeurs de mathématiques des clas-
ses de mathématiques spéciales recommandent & nouveau de "ne pas abuser des
théories générales et d'éviter de s'étendre sur les nombres incommensurables” .

Les programmes semblent rester en 1'état, avec quelques aménagements pour le
concours d'entrée a I'école Polytechnique pendant la période de Ia guerre 1914-
1918, et avant 1921 les programmes du concours d'entrée 4 I'Ecole Normale Supé-
rieure ne mentionnent pas de construction des nombres réels.

1921 Mais l'arrété du 22 Décembre 1920 modifie le programme pour le concours de
1921 pour "I'admission & I'E.N.S. et l'obtention des bourses de licence" en repre-
nant la formulation de I'arrété de 1904 : " Nombres incommensurables - Notion de
coupure” mais il est précisé "qu'on ne demandera pas de Justifier les définitions" .
Ultérieurement les programmes du concours de I'EN.S. renverront i ceux du
concours d'entrée a I'X qui eux-mémes renvoient au programmes de mathémati-
ques spéciales de 1904.

1925 Création d'une commission interministérielle pour harmoniser les programmes des

classes préparatoires et des concours (Arrété du 4 Avril 1925).

Ces programmes apparaissent ensuite assez fi ¢és et resteront en vigueur jusqu'en 1941 et
p g J

1956.

1941 L'arrété du 21 Septembre 1941 (J.0. du 24/9/ 1941) crée la classe de "Mathémati-
ques Supeérieures" qui prépare les éléves & "entrer dans les classes préparatoires
(mathématiques spéciales) et dans les facultés des sciences”. Mais le programme
afférent ne comporte pas de construction des nombres réels:

1) 1. Nombres rationnels. Valeurs décimales approchées par excés ou par dé-
Jaut. Encadrement par deux valeurs approchées de la somme, du produit, du quo-
tient de deux nombres rationnels. Exemple de définition d'un nombre irrationnel
et de ses valeurs approchées. La théorie compleéte des nombres irrationnels est en
dehors du programme . On admettra que les opérations élémentaires sur ces
nombres peuvent étre, comme pour les nombres rationnels, soumises aux mémes

regles. /o
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Il faut attendre I'année 1956 pour qu'une profonde réforme restructure les classes préparatoi-

res.

1956

1963

L'arrété du 27 Juin 1956 fixe les nouveaux programmes des nouvelles classes
préparatoires restructurées en trois filiéres A (mathématiques prépondérantes) - B
(physique et chimie prépondérantes) - C (biologie et géologie prépondérantes) ,
chaque préparation étant organisée en deux années .On trouve désormais dans les
programmes A et B, pour les classes de premiere année (Math-Sup) comme pour
celles de seconde année (Maths-Spé) un paragraphe intitulé "Nombres Réels"
comportant une définition des nombres réels mais laissant le choix de la construc-
tion par les coupures ou par les suites. Toutefois il est précisé "qu'aucune deé-
monstration ne sera demandée aux concours sur ces points "

1. Nombres réels. Rappel des propriétés des nombres rationnels. Corps des
nombres rationnels. Définition des nombres réels (on pourra les définir soit par
des suites soit par des coupures). On précisera les définitions générales de la
comparaison des nombres réels et des opérations rationnelles, mais il ne serva pas
nécessaire d'en donner une théorie compléte, et on pourra admettre que les pro-
priétes du calcul des nombres raﬁonnels sont encore valables pour les nombres
réels. Approximation d'un nombre & 107 prés. Tout ensemble de nombres réels
qui posséde un nombre majorant( ou minorant) admet une borne supérieure( ou

inférieure). Corps des nombres réels. /..

Aprés presque 60 ans de présence dans les programmes des classes préparatoires,
les procédés de construction des nombres réels en sont exclus par l'arrété du
21/01/1963 qui retire des programmes précédents de 1956 "les démonstrations de
l'existence et des propriétés de R " mais conserve la structure de corps totalement
ordonné et la propriété de la borne supérieure.

11.- Nombres réels. Nombres complexes. a) Propriétés du corps R des nombres
réels: structure d'ordre total; définition d'un intervalle ouvert, d'un intervalle fer-
mé et d'un segment (intevvalle fermeé borné); Tout ensemble majoré( resp. minore)

admet une borne supérieure( resp. inférieure). (Les démonstrations de ['existence
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et des propriétés de R ne sont pas au programme). Approximation d'un nombre

réel a 10™ pres. /o

Rappellons que simultanément le programme de Math-élem de la rentrée 1962 { Arrété du

6 Mars 1962 - cf. §A) prévoit la nécessité d'une construction des nombres réels.

1972 L'arrété du 4 Février 1972 (B.O. N° 7 du 17-2-1972) restructure les classes prépa-
ratoires; les types A et B deviennent respectivement les sections M-M’ et P-P’, les
classes « * » correspondent & une préparation aux concours les plus difficiles (ou
plus prestigieux) comme les E.N.S. et Polytechnique. Cette classification restera
figée jusqu’a la derniere réforme des classes préparatoires de 1995-1996. L'arrété
du 4 Février 1972 nc mentionne plus de méthode de construction des réels et il
est précisé qu'il n'y a pas d'obligation de donner toutes les démonstrations:

* Annexe I (Maths-Sup):

VI) "Eléments de Topologie": 1)Construction de R - Les propriétés suivantes
doivent étre dégagées sans que toutes les démonstrations soient nécessairment
données : R est un corps totalement ordonné dans lequel est immergé le corps ar-
chimédien () et dont toute partie non vide majorée (resp. minorée) admet une
borne supérieure (resp. inférieure) Intervalles. /..

e Annexe Il (Maths-Spé):

VI) "Eléments de Topologie": 1) Rappels, sans démonstration, des propriétes
Sfondamentales de R. Ko

A partir de cette date les programmes des classes préparatoires vont connaitre plusieurs
r¢formes (1984-1985; 1987-1988; 1989; 1995-1996) mais les constructions des ensembles
numériques vont rapidement disparaitre puisque dés 1984 (Arrété du 18/5/1984) " aucune
construction de R n'est exigée " et depuis l'arrété du 17 Juillet 1987 :"la construction des en-

sembles de nombres N, Z,Q,R et C est hors programme".
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ENSEIGNEMENT SECONDAIRE.

—m

: CrneULAIRE ,
relative a Uinterpretation du prapramme de la classe de mothev e spéciales.

— Du 30 décembre. == ( 430 L&-)
LE MINISTRE DE L'INSTRUGTION PUBLIQUE ET DES BEAUX-ARTS,
a Monsieur le Recteur de Pacadémie d

! .

M. de Ministre de b Guerre avant adopte intégralenient, comme
programue des examens d'enirée a PEcole polytechnique, le pro-
gramnie maximom denseignement de la classe de mathématiques
speciales, fixd par mon arrétd du 26 juillet 1904, i1 a paru utile de
donner aux professeurs charges de P'enseignement dans cette: classe
quelques indications complementaives destinées & leur permettre
de limiter netlement les développements quils anront, en vue de
Pexamen, & altvibuer & un certain nombre de questions pour
lesquelles un doute pouvait subsister.” !
Ces indications. que je vous prie de porter & la connaissance .des
mlevessés, sont d'uilfeurs conformes aux désivs exprimes & plusicurs
reprises par es Conseils de Plcole polytechnique el je suis heurenx
de constater que Texcellent accord qui existe entre ces Conseils et
ceux de PUniversile <est manifesté une fois de plus & cette occasion.,
~On rappetle, avant loul, auy professeurs que P'enseignement des
‘mathémaliques ot celul de la physique et de fa chimie doivent étre
dirigés comme il a ¢té marque dans le rapport présenté & la com-
mission interministericde par M. P Appell au nom  de Ja Sous-

Cotnnission o Hl.‘clht'm;siiqm'\ speciales: woy conseils donncs dans

cerapport Con jotndric tes observalions suisantes

Genéralités, — evpdrionee aomonted quels graves inconye.
lml'ntx presente s poue L formation des debutanis, Jo developpement
prematare ebtvop rigoureax des (héories qui louchent aux principes.
[Test dangereus dinsister sur des subdilites que seudes des mtel-
ligenees déja vompues aux abstraclions pedvent nettement pereevoir
ctun tel enseignement. meéme compris. e saurail que rebuter de
Jjeuanes esprils,

Pour facititer, sur eo point . 1o tiche dos professears el ear per-
nvetbee de faive de plus possihle appel aPintortion de leurs ¢léves, on
lear rappelle qucils doivent Cabdenie de foule (héorie aendérale sur
fes prineipesfondamentaus deda théarie dos Tmutes, des iecommoen-
surables e des fonctions continues, On admeltea sans démonstration
Jes propositions velatives aax apdérations arthietigues clémentaires
fadddiion . mudtiplication . division. Cévation aux pulssances enticres
ou fractionnaives) ellectudes sur les nombres inconmmensurables.
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Nucun fll"\(-lumwnwm ne serac donnd sure Tes singularités que
peuavent presenter les fonctions: relativement aux fonctions con-
tinues, on admeftra sans démonsiration quune fonction continue
dans un intervalle imites comprises v est Hmitée supérieurement
et inférieurement; quelle v atleint sa limite mpuwm@ et sa himite
inféricurcs (u (Hcpmxc par toutes fes valeurs intermédiaires. 11 sera
done acquis qu'unc fonction continue, qui prend pour a et b des
valeurs de signes conlvaires. sannule enlre o ot b, On n en\rlsagera
quc des [on ((mns continues adnettant une dériyvee,

Avitlhndétigue, géométrie, algebre ¢lémentairve. —
Larithmdétique, Talgehre ¢lémentaive, Ta géométrie sont en dehors
du programme; toutefols duns Jes apphcatluns on rappellera saux
eleves, sans deémonstration, les faits sur lesquels'ils sappuient. et
dontlls devront manilester a occasion une ¢ CONMATSSANCE. sum%ante.

T "?(9: 1y

Algehre et :.ulaﬁys'e. » Srp s

41(/9/)/0 — Les arrangements, - periu ltations, Combiuaiqons
avee repctition. des puissances d’un polynome autres qu e le.carré ou
le cubesda sommation des pites de boulels, la formule de. Molvre
dans le cas d'un exposant non entier, les racines prumtwes d
equahon bindme sont en dehors du ]»mnxdmnw e

¢ Séries. — Pour Pétude de Ja convergence ou de-fa dl\'eroence
1’mw serie o termes positifs. i suflira de développer -des: 10gle%
mentionnecs expheitement au programme. ouda regle évidente qui
résulte de fa comparaison immediate avec une série i lermes plus
grands ou plus petits. En pactiendier da vocle de Hu]mmei pcut dxv
regardée comme facultative.

H est superfiu de s'oceaper de Pinfluence de Tordre des termies
dans vne serie nan absolumeid convergente. SRRRE

3" Logarithnies. — La deélinition arithmetique par deux progres-
sinm el da construetion des Tables sont en delors du programme.

° Jenctions. — La iaéme observation sapp hqm‘ an nm\.mmm et
au minimua drune fonetion de plusicars variables e

La formule de Tavlor est nettement spécifice avee 1o reste 'dit de
L(zfrmn%' elle ne sera appliquée, en debors des polvnomes enher
qu Tanx seuals dive loppenients de sin 2 et cos . '

©Series enlicres. — Onne & uuupu'a pas des diflicultés qul se pu-
se:ntem' aux Limutes de Dinlervalle de convergence, soit dans la
theorie géndrale . soil sur des e mpi(w par ¢ niu as s ]nofcswulb

poarvont exposer Ja maltiplication des séries néeessilée par h*tudc
de e sous Ta forme qai leur paraitra préférable.
La notion de convergence uniforme et ses applications sont en'
deliors du programme., - o ’
S oo

Circo facre du 30 [42 [ 48 0
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N°173s. —_— U077 — 25 aolt 1906.

INSTRUCTIONS.

Les decons doveant ¢ freites comme devani des e,
Les candidals tramverong o dessuas es instractions minis, vielics donndes
@y prolesaurs o e e Uensetynement des u.*f.'Hue'm.‘////uxsu

CLASSES DI MATHEMATIOUES SPECIALES.

Enseignement. — [gs professeurs resteront maitres de T'ordre
dans lequel ils enseigneront les diverses questions du programme.
IHeur est recommandé de ne pas charger les cours, de fafre grand
usage de livees, de ne pas abuser des (héories géncrales, de nexpo-
ser aucnne théorie sans en faire de nombreuses applications poussées
jusquiaa bout, de commences habituellement par les cas les plus
simples, les plus faciies comprendre, pour sélever cnsuite aux
théoremes géncruux. Parmi les applicalions d’une théorie mathéma-
tique, it conviendra de préfiéver celles qui se prisentent en rhysique,
celles que les jeunes gens rencontreront plus tard dans le cours de
leurs dtudes soit théoriques, soit pratiques: cest ainsi que, dans la
construction des courbes, il conviendra de chotsir comme exemples
des courbes qui se présentent en plysique et en mécanique, comme
les courbes de Van der Waals, la cycloide, la chainelte, ete. que,
dans la thioric des enveloppes, il conviendra de prendre comme
exemples les enveloppes qui se rencontrent dans Ia théorie des en-
grenages cylindriques, et ainsi de suite. Les éloves devront édtre in-
terroges en classe, exercds aux caleuls numeériques, habitués i rai-
sonner directement sur les eas particuliers et non & appliquer des
formules. 1n résumé, on devra développer lewr jugement et leur
initiative, non leur mémoire,

Noas allons maintenant passcr en revoe le programnie pour pré-
ciser cerlains points. .

Algébre et analyse. — Le professenr devea éviter de s’étendre sur
les nombres incommensurables ; il loi sullira d'en donner des exemples
précis en montrant comment on peut définiy un nombre incommen-
surable par la nolion de coupure. Ainsi, pour définiv /2, on divise
Jes nombres commensurables en denx classes, ceux dont le carré est
inféricur & 2, el ceux dont le carré ost supéricur i 2; la coupure entre

ces deax classes définit /2. Quant anx opéralions sur les incommen-
surables, le professeur pourra admetire qucles sont soumises aux
mémes vigles que les opérations ¢lémen ajres de Parithmétique. Le

professenr devea Sabstenie de touje theorie conerale sare la notion de
limite el se contenter de fajre comprendre eotle notion sare oy
exemples mémes que fowsait L programu e,

Dans [a vdsolution des éqnatinas Ao preavier deged, on (lC\'l‘.’l'liikblr
tuerles ¢lives draisonner directement sur does crpuadions nomericuaes,
ales resouwdre et A les disenler sans emplover les déterminants : coux-
e devront servir ensuite & donner i la theoris <a forme da meilleure,

Tour les séries, on se hornera i colles dont 'a convereence on la
divergence peuvent s'établir par Yapplicalion divecte des rogles jl)_lii;-
(uces an programme ;s on oen fera e nomibreases .‘xpph.('nlnm\ N
rignes, et Pon donners X oy Piedce da plus ou moins de vanpsidile
dedas convergence, cu fenr faisand csleador v binate de Uepreny
comnise quand on prend wun nomibre détermine de termes, )

Dans L thénrie dey Jonctions Fune variable 1.1-:"//»‘, on ﬁ‘.lh,\'flld'l)(]l';l
de toute complication pour la notion de conGuuite s on wenvisigera
gue des fonctions continues ayant une ddérivée, On epluieta, par-
tont ot i sera possttie, fes représentations araphtoues  siguification
séomitrigne de la diéivie, dn signe de n décivee seconde, du e
rtme des aceroissenrents finis, dn théoreme de Helle - relations qni
existent entre Tes courhes representatives dlune fonction el de ses Gé.
rivees premiire et secande, Ynfin la ndation de 1a fonetiom primitive
'ane fonetion J i) sera oblenwe on remaraquant que Fidve d'an ser.
ment de L eonrhe Y=L ekt une Tonelion avant pour dévivee 1,
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CLASSES PREP. AUX GR. ECOLES. PROGR. 100 - Sd —-8§3/B 1

FASCICULES DE DOCUMENTATION ADMINISTRATIVE

SectioNn B

PROGRAMMES

Arrété du 27 juin 1956
(Second Degré, 1°r Bureau)
(Vu A. 18-7-1925; A. 20-7-1925; A. 21.9.1941; A. 28-3-1949)

OrJET : Programmes des classes préparatoires aux grandes
écoles scientifiques.

ARTICLE PREMIER. — Les classes préparatoires aux grandes écoles scient,
fiques et aux écoles d’ingénieurs qui seront organisées dans les établissements
d’enseignement du second degré auront des programmes de I'un des types sui-
yants :

— A : mathématiques prépondérantes, physique, chimie;

— B : physique et chimie prépondérantes, mathématiques;

— C : biologie et géologie prépondérantes, chimie, physique, mathéma.
tiques.

ART. 2. — La préparation sera organisée en deux années, les classes de pre-
miére année étant consacrées 2 un enseignement intermédiaire entre celui des
classes terminales de 1’enseignement du second degré, et celui des classes de
seconde année qui préparent directement aux concours.

ART. 3. — Le programme maximum de chacun des types A, B, C est annexé

au présent arrété,
Les classes de premiére année suivront un programme extrait de {'un des

types Al, B1, CI.
Les classes de seconde année suivront un programme extrait de 1'un des

types A2, B2, C2,

ART. 4. — Les dispositions du présent arrété entreront en vigueur & partir
de P'année scolaire 1956-1957, en ce qui concerne les programmes A. Un arrété
ultérieur fixera la date d’entrée en vigueur des programmes B et C.

Pour le Ministre et par délégation :
Le Directeur du Cabinet,

Louis CROS.
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PROGRAMME A,

MATHEMATIQUES

[. Nombres réels ().

Corps des nombres rationnels.

Définition des nombres réels. On précisera les délinitions géné-
rales de la comparaison des nombres réels et des opctralions
rationnelles, mais il ne sera pas nécessaire d’en donner une Lhéorie
compléte, et on pourra admettre que les propriétés du caleul des
. nombres rationnels sont encore valables pour les nombres

R réels.

Approximation d’un nombre & 10~ pres.

Tout ensemble de nombres réels qui posséde un uombre
majoranl (ou minorant) admet une borne supéricure (ou infé-
rieure). \

Corps des nombres réels. Racine n* (positive) d’un nowmbre
positif.

On associera a la définition des nombres réels la mesure des
longueurs. On précisera notamment la correspondance biuni-
voque entre les points d’une droite et les nombres réels (axivmes

d’Archiméde et de Cantor-Dedekind).

(1) Aucune démonstration ne sera demandée aux concours sur les questions
figurant dans ce paragraphe du programme, déja vu au programme Al

PROGRAMME A,

MATHEMATIQUES

I. Nombres réels.

Rappel des proprictés des nombres rationnels. Corps des
nombres rationnels.

Défmition des nombres réels (on pourra les délinir soit par
des suites, soit par des coupures). On préeisera les définitions
générales de la comparaison des nombres réels et des opérations
rationnelles, mais il ne sera pas néeessaire den donner une
théorie compléte, ¢t on pourra
calcul des nombres rationnels

admeltre qgue les propriéiés du
sont encore valables pour les
nombres réels. p

Approximation d’un nombre & 10=" pres.

Tout ensemble de nombres réels qui posséde un nombre
majorant (ou minorant) admel unc borne supérieure (ou infe-
rieure). _,

Corps des nombres réels. Racine n° (positive) d'un nombre
positif.

On associcra a la définition des nombres récls la mesure des
longucurs. On précisera notamment la correspondance hinni-
voque entre les points d’une droite et les nombres réels (axtomes

“d’ Archimede et de Cantor-Dedekind).

Arrele oo 2F16 [ 4956



601

Arrété du 21 janvier 1963
{Enscignement, bureau E3)
(Vu A 27-6-1936 mod.)

Objet : Modification de l'arrété du 27 juin 1956 aui fixe le programme
des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques,

ARTICLE PREMIER. — Le texte de larticle 3 de avrété du 27 juin
1956, modifié par les arrétés du ior avril 1859, 23 decembre 1959, est
abrogé et remplacé par le texlz suivant

« Art. 3. — Le programme maximum de mathématigues du type A
coinporte, en seconde année, deux optiens notées A2 et A-2. En pres
miére ~année, un programme complémentaire d'optique, extérieur au
programme de phyzigque A-1, est prévu pour certaines catégories d'éléves,

Le programme maximum de chacun des iypes B et C est le pro-
gramme annexé a larrété du 27 juin 1956, modifie par les arrétés du
lec aveil 1939, 23 décembre 1959,

Les programmes A-1, A-2. A'-2 et le programme compliémentaire
d'optique (premiere année) sont annexés nu présent arrvéte.

Les classes de premiére année suivront un programme extrait de
f'un des programmes A-1, B-1, C-i.

Les classes de seconde année suivront un programme extrait de
un des programmes A, A', B.C.»

At 20— Les dispositions du presenl arrélé entreront en vigueur
pour les classes de premiére année, a la rentrec scoluire de 1963, et
pour les classes de seconde année, a la rentrée scoluire de 1964.

ART. 3. — Le directewr général de I'Organisation et des programmes
scolaires est chargé de Pexécution du présent arrétd qui sers publié au
Journal Officicl de la Reépublique francaise.

PROGRAMME A1
MATHEMATIQUES

Programme maximum de mathématiaques des classes de premiére annés
de nréparation aux grandes écoles sclentifiques (type A)

(Les subdivisions sont communes 4 ce nrosramme et aux pros
grammes A2 ef A'2.)

L ~— Algebre élémentaire

Vocabulaive de la théorie des ensembles: élément, appartenance ;
sous-ensembles. inclusion, intersection, réunion, complémentaire, ensem-
bles disjoints, partition d'un ensemble ;  produit d'un nombre Lint
d’'enscmbles.

Relations définles dans un ensemisle ¢ relation d'¢quivalence, ensem-
ble-quotient ; relation d'ordre,

Application d'un ensemble dans un ensemble (ou fonctlon) ; appli-
cation injective, surjective, bijective ; application réciprogue (ou in-
verser. Restriction Composition des applications,

Loi de composition internc: loi de composition cxterne ; leurs pre-
Driétés seront mises en évidence sur des excimples,

B.O. n® 11 (14.3.63) 553

Définitlon d'une structure de Rroupce. Notion de sousgroupe d'un
Eroupe. Groupe additif des enticrs relatifs. Exemples tleés e Fétude
des transformations céoméiriques.

Substitilions sur un ceuscemble {inl: groupe svinétrigue d'ordre n;
décomposition d'une substitution cn un produit de transpositions: substi-
tutions paires et fmipalres,

Permutations de n objets distincls ; RIrangements et combinalsong
de n objets distincts p & p (sans répétition).

Définttion d'une structure d'anneaw. Anncau des enticrs

relntifs.
Définitlon d'une structure de corps. Corps des rationnels,

1. — Nombres réels. Nombres camplexes
a) Proprictés du corps @ des nombres réels :

— structure d'ordre Lotat ; définition d'un Intervatic ouvert,
Intervalle fermé et d'un scgment Untervatle fermeé borné) -
— tout enscmble majoré esp. minoré) x une horue suptrienure
(resp. Inférieure).
(Les démonstrations de V'existence ct des propriélés de R ne sont
PAs au programme.)

dun

Approximation d'un nombvre réct & 10" prés.
b) Définitton du corps ¢ des wombres compleres :

Nombres complexes conjugués, module d'un nombre complexe,

Argument d'un nombre complexe. Formuule de Molvre pour  un
exposant entier, posttif ou négatif ; multiplication des ares.

Racines n-lémes d'un nombre complexe {ix théovle des racines bri-
mitlves de P'unité n'est pas au programme).

Représentntion géométrique d'un nombee complexe.

Interprétation géomdtrique des opérations, Etude tes correspondanecy

données par =' = az § b, 22" -+ k.
- /o - @



C) Le C.A.P.E.S. et I'Agrégation de Mathématiques

o Le CAP.E.S. de Mathématiques

Initialement il s'agit du "Certificat d'Aptitude a I'Enseignement des Mathématiques™ et

les programmes correspondants sont trés proches de ceux des classes des lycées et bien éloi-

gnés de toute construction des nombres réels.

1950 Le décret du ler Avril 1950 instituc le "C.A.P.E.S." c'est-a-dire le "Certificat
d'Aptitude au Professorat de 1'Enseignement public du Second degre".

1952 Le décret du 17 Janvier 1952 définit pour la session 1952 le C.A.P.E.S. "nouveau
régime" et l'arrété du 22 Janvier 1952° en fixe les programmes et I'organisation
pratique: une partie théorique qui comporte deux épreuves écrites et une épreuve
orale - une partie pratique comportant deux lecons en présence d'¢leves. Les pro-
grammes se réferent exclusivement aux programmes en vigueur dans les classes
du second degré (et de Maths Sup. pour la géométrie). Les nombres réels et leurs
constructions en sont donc totalement absents.

1971 L'instruction du 19 Octobre 1970 (B.O. N° 41 du 29/10/1970) fixe le programme
du CAPES de Mathématiques pour la session 1971 et sera reconduit en 1972, Les
"propriétés du corps des réels" y sont mentionnées mais non leur construction.

1973 La note du 30 Juin 1972 (B.O. du 29/7/1972) renouvelle les programmes du
CAPES de Mathématiques pour la rentrée 1973 et ajoute au programme des
épreuves théoriques des extraits des programmes des classes de Maths Sup. et de
Maths Spé M définis par ['arrété du 4/2/1972 (cf. §B) ; on trouve ainsi :

V. - Analyse 1. Eléments de Topologie a) Construction de R. Les propriétés
suivantes sont admises : R est un corps totalement ordonné dans lequel est im-
mergé le corps archimédien Q et dont toute partie non vide majorée (resp. mino-

rée) admet une borne supérieure (vesp. inférieure). Intervalles /o

* Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées 4 la fin de ce paragraphe C .
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Ces programmes seront modifiés par la suite et la construction des nombres réels n'y figurera
que durant 12 années; en effet la session de 1985 est la dernicre ou le programme du CAPES

la mentionne encore explicitement (B.O. N° 24 du 14/6/1984).

1986 La note du 27 Septembre 1985 (B.O. N° 34 du 3/10/1985) modifie le programme
complémentaire des épreuves écrites: le chapitre d'Analyse étudie maintenant en
détail "les suites numériques de réels et de complexes, la convergence, les rela-
tions de comparaison, les suites de Cauchy, les suites "récurrentes" et le théoréme
du point fixe, les suites adjacentes, le développement décimal d'un réel. et bien
sir, le théoréme de la borne supérieure... Mais toute construction des nombres
réels a bel et bien disparu du programme et ceci jusqu'a la session 2000 !

1987 Le décret du 14 Mars 1986 (B.O. spécial N°5 du 26/6/ 1986) modifie le décret du
4/7/1972 relatif au statut particulier des professeurs certifiés et crée le CAPES In-
terne de Mathématiques dont la premiére session se tiendra donc en 1987. Le
programme complémentaire pour I'écrit est extrait de celui du concours externe:
on y trouve toujours des suites numériques et le théoreme de la borne supérieure,
mais pas de suites de Cauchy et encore moins de construction des nombres réels.

2000 Le B.O. spécial N°4 du 21 Mai 1999 fixe les programmes des concours externes
et internes du CAPES pour la session 2000 ; il n'y a pas de changement notable
concernant les réels dont toute construction est désormais occultée depuis 1986

dans les programmes des CAPES de Mathématiques.

e ['Agrégation de Mathématiques

L'arrété du 29 Juillet 1885 précise les épreuves et les programmes de 1'Agrégation de
Mathématiques; le concours comporte quatre épreuves écrites: une composition de mathéma-
tiques élémentaires (niveau lycée), une composition de mathématiques spéciales (niveau "pré-
pas"), deux compositions d'Analyse et de Mécanique (niveau certificats de licence), et deux
epreuves orales: les legons de niveau seconde, premiére ou de la classe de mathématiques ou
de mathématiques spéciales. Aucune construction des nombres réels n'y est explicitement
mentionnée.

Des le début du XX¢ siécle apparait une Agrégation "Jeunes Filles" de Mathématiques
dont le programme est trés allégé. Mais les deux Agregations de Mathématiques (hommes -
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femmes), se rapprochent a partir de 1929 , pouvant avoir les mémes programmes et la méme
organisation (sessions de 1957 & 1958 mais pas en 1959). A partir de la session de 1960 les
deux agrégations seront identiques: l'arrété du 9 Juillet 1959 étend les dispositions de I'Agre-
gation masculine a I'Agrégation féminine- "Les deux concours ont donc la méme structure
quant aux épreuves et aux coefficients dont elles sont affectées”- 11 faudra quand méme atten-
dre la fin des années 70 pour que les deux concours fusionnent.

Toutefois fe B.O. du 15 Décembre 1931 qui fixe le programme pour 1932 précise: " la
composition sur les mathématiques spéciales portera sur les matiéres enseignées dans la
classe correspondante des lycées " ; or la construction des nombres réels y figure comme on
I'a vu au §B. Mais il n'y a toujours pas de construction des réels dans les programmes des le-
cons.

A partir de la session de 1957, les nombres réels et leur construction font leur véritable
entrée dans les programmes de ['Agrégation, d'abord seulement & 1'écrit et dans les années

suivantes aussi dans les legons.

1957 La note du 21 septembre 1956 (B.O.E.N. N° 33 du 27/09/56) définit les nou-
veaux programmes des épreuves écrites et pratiques et le programme maximum
des épreuves orales des agrégations masculines et féminines de mathématiques
pour les années 1957 et suivantes. Il se réfere au nouveau programme Al et A2
des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques du 27 Juin 1956 qui,
comme on l'a vu au §B, mentionne explicitement au titre I les constructions des
nombres réels par les suites ou les coupures .
© Programme des épreuves écrites - A.- Composition de "Mathématiques élé-

mentaires " - Programme complémentaire d'arithmétique et d'algebre 4. les
questions constituant le Titre I, Nombres réels, du programme Al.

e Programme des épreuves écrites - B.- Composition de "Mathématiques spé-
ciales": Cette épreuve portera sur les questions figurant , d'une part dans les
programmes Al et A2, d'autre part /...

1958 Le programme précédent ne durera en fait qu'une année et les nombres réels dispa-
raissent de la composition écrite de mathématiques élémentaires et réapparaissent

dans la composition de Calcul différentiel et intégral ainsi qu'a I'oral pour les le-
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1959

¢ons de mathématiques spéciales. (note du 13 septembre 1957 - B.O. N° 34 du

26/9/1957):

* Programme des épreuves écrites - A.- Composition de "Calcul différentiel et
intégral " 1. : Eléments de Topologie; construction de l'ensemble des nombres
réels, ensembles linéaires; point d'accumulation, théoréme de Bolzano-
Weierstrass et de Borel-Lebesgue; limite supérieure ou inférieure; condition de
Cauchy pour la convergence d'une suite. ...

o Programme maximum des épreuves orales - Programme maximum des le-
¢ons de "Mathématiques spéciales” : Il se confond sensiblement avec celui
des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques (A1 et A2) fixé par
larvété du 27/06/56 (cf. §B plus haut). Il est foutefois précisé :

"N.B. Les démonstrations de toutes les questions ou propriétés figurant a
ce programme pourront, sauf indication contraive, étre demandées au
concours d’agrégation.”

Mais une note du 16/09/57, publiée dans le méme B.O. N° 34, supprime du

programme des épreuves orales, pour la session de 1958, le §1 bis concernant

les nombres réels et leurs constructions.

L'arréte du 31 Juillet 1958 réorganise I'agrégation 1959 de mathématiques (hom-

mes): les deux épreuves écrites de mathématiques élémentaires et spéciales fu-

sionnent en une seule composition; la composition de calcul différentiel et mtégral
devient composition d'analyse; la composition de meécanique générale est conser-
veée et les épreuves pratiques de géométrie et ce calcul numérique deviennent une
composition de mathématiques appliquées; les deux legons de mathématiques

¢lémentaires et spéciales sont conservées. La note du 5§ Septembre 1958

(B.O.ENN. N° 32 du 11/09/58) définit les programmes de ces épreuves; les nom-

bres réels et leurs constructions sont a nouveau présents dans le programme

maximum des lecons de mathématiques spéciales ainsi qu'a I'écrit pour les compo-
sitions d'Analyse et aussi cette fois de mathématiques élémentaires et spéciales. La
note du 6 Septembre 1958 reconduit la suppression des nombres réels pour l'oral

de 1959.
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1965

Le B.O.E.N. (N°36) du ler Octobre 1964 fixant le programme pour la session
1965 se réfere & nouveau au programme des classes préparatoires fixé par I’arréte
du 21/01/1963 (cf. §B plus haut). Le programme maximum des legons de Mathe-
matiques spéciales précise:

II-Nombres réels- Nombres complexes.

1°. Définition de l'ensemble des nombres réels. Propriétés: structure de corps;
structure d'ordre total; tout ensemble majoré (resp. minoré) a une borne supé-
rieure(resp. inférieure). Tout ensemble infini borné a un point d'accumulation;
théoréme de convergence de Cauchy. Approximation d'un nombre réel a 10

pres. -

A partir de ces années les programmes des agrégations de mathématiques vont s'étoffer

sensiblement et comporteront les mentions suivantes qui englobent les constructions des réels:

"définition et propriétés des nombres réels” ou a partir de la session 1975 : "définition du

corps R des nombres réels. Caractérisations de R".

1971

1975

B.O.E.N. du 10 Septembre 1970 (note du 13/81970) :
XIT - Notions élémentaires de topologie générale - Fonctions d’une ou plu-
sieurs variables réelles
../ 2° Définition et propriétés du corps R des nombres réels: corps totalement
ordonné archimédien. Corps topologique localement compact. R n'est pas de-
nombrable ( existence de nombres transcendants). Approximation d’un nombre
réel par des rationnels, fractions continues. Valeurs approchées a 10™ pres, par

défaut et par exces, d 'un nombre réel par une suite decimale illimitée. Foa

B.O.E.N. N° 25 du 20 Juin 1974 (note du 28/5/1974):

XII - Notions élémentaires de topologie générale - Fonctions d’une ou plu-
sieurs variables réelles
...2° Définition du corps R des nombres réels. Caracterisations de R.
Le corps R n'est pas denombrable. Nombres transcendants: définition, exis-

tence. Droite numérique achevée. Approximation d’'un nombre réel par des ra-
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1989

2000

1990

2000

tionnels; fractions continues. Valeurs approchées a 10™ prés, par défaut et par

exces, d’un nombre réel par une suite décimale illimitée. /e

Premiere session du concours interne de I'agrégation, dont le programme complé-
mentaire, assez proche de celui du CAPES (cf. ci-dessus) pour les nombres et le
chapitre d'Analyse, ne mentionne aucune construction ni définition des nombres

réels. 11 en sera ainsi jusqu'a la session de I'an 2000 .

B.O.E.N. spécial N° 3 du 29 Avril 1999 (concours interne); "la" construction de R
est désormais explicitement admise :

10. Analyse a une variable réelle

@) Nombres réels et complexes. Corps R et C des réels et complexes. La cons-

truction de R étant admise. Suites convergentes, divergentes .../ /. Toute

partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure. Toute suite crois-
sante majorée est convergente. Suites adjacentes . Droite numérique achevée.
Complétude de R: toute suite de Cauchy de R ou de C converge. Théoréeme de
Bolzano-Weierstrass: de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite
convergente. Développement décimal d'un nombre réel. Cas des nombres ration-

nels. /...

B.O.E.N. N° 23 du 8 JUIN 1989 (note du 30/5/ 1989) (concours externe):
X. Notions élémentaires de topologie générale, fonctions d'une ou de plusieurs
variables réelles.

2. Définition du corps R des nombres réels. Caractérisations de R. Le corps R
n'est pas dénombrable. Nombres transcendants : définition, existence. Droite nu-
méerique achevée: suite a valeurs dans R: limites, limites supérieures, inférieures.
Valeurs approchées a 10™ preés, par défaut et par excés, d'un nombre réel par une
suite décimale illimitée. Représentation des nombres réels en ordinateur. Ap-

proximation d'un nombre réel par des rationnels; fractions continues. /...

B.O.E.N. spéciaux N° 3 du 29 Avril 1999 et N° 4 du 21 Mai 1998 (concours ex-

terne).
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VI -Analyse a une variable réelle.

1. Nombres réels. Définition du corps R des nombres réels. Caractérisations de
R. Topologie de R. Structure des sous-groupes additifs de R. Droite numérique
achevée. Suites de nombres réels: convergence, valeur d'adhérence. Suites de
Cauchy. Complétude de R /o .../ Théoréme de Bolzano-Weierstrass. /..

.../ Développement d'un nombre réel en base a. Nombres algébriques et trans-

cendants. Exemples. /..

Par ailleurs citons quelques sujets récents de lecons d’agrégation:

Le corps des nombres réels: une construction et les propriétés fondamentales. Ap-
proximation des nombres réels.

Définition et propriétés de R .

Topologie de la droite numérique. Droite numeérique achevée

Une construction de R et ses principales propriétés.

Une construction de R étant acquise, donner différentes caractérisations de R

Une définition de R étant choisie, en déduire les principales propriétés

Topologie de la droite numérique R et de la droite numérique achevée.

Une caractérisation de R (par certaines de ses propriétés) étant connue, en déduire
les autres.

Propriétes fondamentales de R.

Ainsi les nombres réels et leurs constructions ont été enseignés aux éleves des classes
préparatoires pendant une soixante d'années(1904 - 1963) et ont fait une bréve apparition dans
les classes de mathématiques élémentaires, préparant au Baccalauréat, pendant 4 ans (1962 -
1967) alors que les programmes actuels en font I'impasse totale. Seuls les futurs enseignants
ayant préparé le CAPES au cours des 12 années 1973 - 1985 et I' agrégation depuis 1957 (ex-
terne seulenient apres 1989) auront pu se confronter aux difficultés de la création des nombres

réels.
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Artété du 22 janvier 1952

{Second Degré, 1°* Bureau)

[
(Vu D. n° 50-386 du 1-4-1950 mod. p. D. 17-1-1952 ; A. 23-5:1850" fiied,

P. A. 6-12-1950.) S |
Yk A

Objet : Certificat d’aptitude au professorat de I'enseignement public du
second degré, ‘
/. * o

TITRE IV

DES EPREUVES

ART. 12. — Le concours ccmprend deux parties :

1° — Une peartie théorique comportant des épreuves écrites et une
épreuve orale ;

2° — Une partle pratiqus dont les épreuves sont subies dans les
classes fréquentées par le candidat auprés de ses conselllers; pédago-
iques. . . 4o
& La nature des épreuves varie suivant la spéelallté, Le clagsement
des candidatg est effectué & Plssue des épreuves de Ia partie théorigue,
"~ Les épreuves pratiques donnent lieu & un rapport et & I'atirtbution
de mentions : trés blen, bien, as=ez bien ou pas:able,

ART. 13. — Les épreuves du concours sont Iixées comme sult dans
les différentes sectiona.

CAPES -~ 4835y,

B.O.EN, n" 5 (31-1-52)

vor/

F. — SECTION MATHEMATIQUES

1. — Partie thécrique
e8) Eprcuves écrites.

1) Premiére composition constituée par un ou plusieurs problémes
(durée : § heures), .

2) Deuxiéme ccmposition, constituée btr un ou plusfeurs exercices
tels qu'lls peuvent étre proposés aux éléves d'une classe du second degrs
Ces lycées et colléges, et devant faire l'objet d'une solution raisonnée
scal'gnant - les méthodes utilisées et suggérant cectaines réflexions
G'rrdre général — telle quelle pourrait atre proposée aux égidves en cor-
rigé oral de devolr puis une rédaction solgnée, figures ..comprises
{durée : 5§ heurss), ’ : i

Les épreuves écrites portent sur le programme en vigueur dang les
clasges du cecond degré. Toutefois, en ce qui concerne la premiére com-
position, la géométrie comprend également les complémenty de géomé-
trie pure f{igurant actueliement en mathématiques supérieures (cf. ar-
rété du 21 septembre 1941, titre VIII) -

b) Epreuves orales. :
1) Expesé (durée : une deml-heure environ, préparation : 3 heutes),
2) Interrogation, sans préparation (durée : une deml-heu-re‘ environy,
L'exposé est reiatlf & une question extraite du programme de ma-

thématiques des classes ds seconde, prerniére, philosophie, sclences egpé.
eimentales et moathématiques,

L'interrogation qul compléte l'exposé, peut porter en tout ou partle,

solt sur des questions Buggérées par 1'exposé précédent et qui leur gont
connexes, soit sur des questions indépendantes relatives 3 d'autres par
ties du programme,

I1I. — Partie pratique

Deux lecons d'une heure, faites dang deux classes différentes, ,1'une
du premler cycle, l'autre du second et sulvies d'un entretien avec le
candidat comportant présentation de documents,

Lune dé€s lecohis. comportera un exposé, l'autre la correction d'un
devoir ou d'une composition, '

/. e o
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CABE.S. (43%3)

Objet : Programme des '{:preuves teriles et orales de 1a pariie
théorique du cerlificat d’aptitude au professorat de
I'enseignement du second degré (mathématiques).

a) Programmes des classes de second cycle des lycées classigues,
modernes et iechniques, cn vigueur durant FPannée scolaire cu se
passe Te concours, dans loutes les scclions de ces ¢lablisserments

Les nlinféas de ces programmes qui sont, éventuellement, écariés
des ¢preuves du bacealauréat font partie du programme du concours.

Les démonstrations que ces programmes dispensent d'enseigner
dans les clas$e$ secondaires davront néanmoins étre connues des
candidats. :

Les programmes des classes de seconde A, C, T, de premiere
et de terminale. A, B, C, D, E ainsi que les conunentaires olficiels
sur ces programmes figurent dans la brochure n» 61 Pg de I'LN.RD.P,
fntitulée « Horaires. Programmes. Instructions/Malhématiques (clagses
du second cycle) ». § .

Les parties des programmes des seclions 7, G, H qui ne fon%
pas partie des programmes des sections A, B, C, D, E ont <cte
détaillées dans les rubriques suivantes.

Seclions T

Pratiquie de la division de deux polyndmes ordonnés suivani
les puissances décroisgantes de la variable, Cas particulier de la

division par X — a. Condition nécessaire et suffisante pour que
a soit racine de I'équation f ) = 0, [ (x) désignant un polyndme
entier. ' i

Notions sur les incertitudes. Incertitude absolue et incertitude
relative, :

Incertitude relative d'un produit, d'un quotient.

Notions sur les abaques cartésiens. Echelles fonctionnetles. Ana~
morphose. Usage du papler logarithmique,

Définition et usage des abagues & points alignés.

txemples simples de construction d'abagues 3 supports parailéles
et a supports concourants.

Cycloide, épl et hypocycloides, développante de cercle, spirale
d'Archimeéde et spirale logarithmigue : définition eb tracés.

Exercices simples de calculs draires, de volumes, de moments
d'inertie. Détermination des centres de gravité, Théoréme de Guldin,

s
Moment d'inerlie de la surface d'un rectangle par rapporl &
un axe de symétrie; moment d'inertie d'un cercle par rapport &
son centre, & un diamsétre, -

Détermination du cenfre de gravité d'un arc de demi-cercle, de
Ia surface d'un demi-cercle. .
Géométrie plane

L)
Relatlons.
a b c
a’=b?  ¢>—2bCccoSA; = = =
. ™ sin A sin B sin C

il
t3
=
-

ZL6} winf g8 np sjoN

8907

(z1-1-07) 67 & 'N'I'0'Q

2369

B.O.EN. n° 29 (20-7-72),

1
= —hecsinA; S=pr
2
dans un triangle donné,

Géométrie dans l'espace

Aire de la projection dun polygone plan. Prismes et pyramides ;
sections par des plans paralléles au plan de base.

Surfaces cylindrigues et surfaces coniques; plan tangent.

Surfaces cylindriques et surfaces coniques de révolution.

Sphére. Symétries. Plan tangent, intersection d'une sphére et
d'une droile, Positions relatives d'une sphére et d'un pisn; s-ctions
planes dune spheére. Positions relatives de deux sphéres. Intersection
de deux spheres, ‘

Géomeétric descriptive
Rabattement. ’
Rotations aufour dun axe verticgl et d'un axe de hout.

Projections d'un cercle,

Cones et cylindres de révolution dont l'axe de révolution est
une frontale, plan tangent, contour apparent; sections planes par
un plan de bout, point courant, tangente.

tLes rubriques précédentes sont extrailes des brochures no 361 Pg .
362 Pg: 363 Pg: 368 Pg: 367 Pg; 366 Pg; 365 Pg de 'IN.RD.P.)

Seciions G et H
Arithmélique

Systemes de numération. Bases de numération. Le systéme bi-
naire. Opérations arithmetigues en systéme binaire,

Familiarisation avec les systémes & base huit, seize..

Représentation des nombtes & l'aide de code & forme binaire,
Opérations a l'aide de nombres décimaux codés en binaire.

Initiation @ la stalistigue

Series statistiques, Présentation des documents statistigues . obser-
vation, cnregistrement et groupement des données. Tableaux ntine-
riques. Diverses représentations graphiques. Polygone et courbe de
fréquence, courbe cumulative,

Eléments caracteristiques dune série  statistique.
moyennes. dominantes, Fvaluaiion de la dispersion :
moyen arithmétique, fluctuation, écart type.

Mécédiane,
guartiles, ecart

Ajustement linéaire, Mcéthode graphique, méthode des moyennes
discontinues, méthodes des moindres carres.

Notions sur la corrélation.” Définition. Droite de régression, cova-
riance, coefficlent de corrélation linéaire



subdivision du systéme Pen deux classes Al et A2 esttelle que tout nombre de la
classe A1 est plus petit que tout nombre de la classe A2 el nous disons que la
division est opérée par le nombre .

Par souci de briéveté et pour ne pas Jatiguer le lecteur, je supprime les
demonstrations de ces propositions qui suivent immédiatement des définitions des
paragraphes précédents.

Mais en dehors de ces propriétés le domaine P possede encore la continuité,
c'est-a-dire qu'est valable la proposition suivante -

1V - Si le systeme P de tous les nombres réels se subdivise en dewx classes
Al et A2 telles que tout nombre ol de la classe Al est plus petit que tout nombre
a2 de la classe A2 , il existe un et un seul nombre o par lequel est operé cette
division.

Démonstration : Par la division ou la coupure de P en Al et A2 est donnée en

méme temps une coupure (A1, 42) du sysiéme R de tous les nombres rationnels,
définie par le fait que Al contient tous les nombres rationnels de la classe Al et 42
tous les nombres rationnels restants, c'est-a-dire tous les nombres rationnels de la
classe A2 . Soit a le nombre complétement déterminé opérant cette coupure (41,
A2). Soit maintenant 3 un nombre quelconque différent de «, il existe toujours une
infinité de nombres rationnels ¢ situés entre « et £85I fLa alors c<a , donc ¢
appartient a la classe Al et donc aussi & la classe Al et comme en méme temps <
¢, B lui aussi appartient a cette méme classe Al, car tout nombre de A2 est plus
grand que tout nombre ¢ de A1 . Mais si f>a alors ¢>a, donc ¢ appartient a la
classe A2 et donc aussi a la classe AZ et comme en méme temps [>_c, [ lui aussi
appartient a la méme classe A2 | car tout nombre de Al est plus petit que tout
nombre ¢ de A2 . Donc tout nombre fdifférent de a appartient a la classe A1 ou a
la classe A2, selon que [<a ou que f>a ; par suite a lui-méme est soit le plus
grand nombre de Al , soit le plus petit nombre de A2, c'est-a-dire que o est un
nombre et évidemment le seul par lequel est opéré la division de Pen deux classes

Al et A2, ce qu'il fallait démontrer.
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6. Calculs sur les nombres réels

I1 s'agit maintenant de structurer le nouveau systéme P en lui adjoignant des opérations et des
propriétés de calculs prolongeant celles du systéme des rationnels. Dedekind traite le cas de
I'addition de deux réels (coupures) et vérifie la compatibilité avec l'addition de deux rationnels

mais il esquive le cas des autres opérations.

Pour ramener un calcul quelconque effectué sur deux nombres réels a et f aux
calculs effectués sur des nombres rationnels, il ne s'agit que de définir a partir de
coupures (A1, A2) et (Bl, B2) opérées par les nombres « et [ dans le systeme P, la
coupure (C1, C2) qui doit correspondre au résultat ydu calcul. Je me contente ici de
développer l'exemple le plus simple, ['addition.

Soit_c un nombre rationnel quelconque, rangeons-le dans la classe Cl quand il
existe un nombre gl dans Al et un nombre bl dans Bl tels que leur somme al+bl 2>
¢ rangeons tous les autres nombres rationnels ¢ dans la classe C2. Cette partition de
fous les rationnels en deux classes Cl, C2 constitue évidemment une coupure car
tout nombre cl dans C1 est plus petit que tout nombre ¢2 dans C2. Si maintenant les
deux nombres «, ffsont rationnels, tout nombre ¢l contenu dans Cl est <o +/3, car
al <« , bl <fdonc aussi al+bl <a +f | s'il y avait d'autre part, contenu dans
C2, un nombre ¢2 < a +f, donc a +f =_c2+p ou p désigne un nombre rationnel
positif, l'on aurait :

2= (a-1/72p) +(F-1/2p)
ce qui contredit la définition du nombre c2 car (a - 1/2p) est un nombre de Al et (-
1/2p) un nombre de Bl par suite tout nombre_c2 contenu dans C2 est > a +f
Donc dans ce cas la coupure (Cl, C2) est produite par la somme « +/3. Pour cette
raison on ne va pas a l'encontre de la définition valant dans l'arithmétique des
nombres rationnels, lorsque l'on entend, dans tous les cas, par la somme a +f de
deux nombres réels quelconques «, ffle nombre y par lequel est opérée la coupure
(C1, C2). Si de plus un seul des deux nombres @, f par exemple « est rationnel, on
se convainc aisément qu'il est sans influence sur la somme y= a +f , de ranger le

nombre o soit dans la classe Al soit dans la classe 42.

72



On peut définir de méme les autres opérations de ce qu'on nomme | ‘arithmétique
élémentaire, a savoir la formation des différences, produits, quotients, puissances,
racines, logarithmes, et l'on parvient par cette méthode a démontrer effectivement
des théorémes (par exemple V2xV3 = V6 ), que l'on a que je sache jamais encore

démontrés. /..

Puis il définit la notion d'intervalle de rationnels, d'intervalle "fini" (en fait "borné" au
sens actuel) dont il montre I'existence d'une borne inférieure (respectivement supérieure) qui
n'est autre que la coupure dont la premiére (respectivement deuxiéme) classe est constituée

des minorants (respectivement majorants) rationnels de l'intervalle initial.

Suit une définition "moderne” de la continuité d'un "calcul” a plusieurs variables a
l'aide d'intervalles et I'idée non développée que la notion de "valeurs-limites" serait plus

efficace pour alléger des démonstrations d'une "effroyable lourdeur” :

/.. Il faut semble-t-il, s'attendre a des longueurs encore plus excessives, quand on se
préoccupe ensuite de transposer & des nombres réels quelconques les innombrables
théorémes de l'arithmétique des nombres rationnels (par exemple le théoréme
(a+b)c=a ¢ + bc). Il n'en est pourtant pas ainsi . on se convainc bientét que tout
revient ici a démontrer que les opérations arithmétiques possédent elles-mémes une
certaine continuité. J'exprimerai ce que je veux dire par 1a sous la forme d'une
proposition générale :

"Si le nombrel est le résultat d'un calcul effectud sur les nombres a, Loy..etsid
est situé a l'intérieur de l'intervalle L, on peut indiquer les intervalles 4, B, C ... &
Uintérieur desquels sont situés les nombres « B ... et tels que le résultat du méme
calcul, ou l'on remplace les nombres o, f3 7 ... par des nombres arbitrairement pris
dans les intervalles A, B, C ... sera toujours un nombre situé dans l'intervalle L ."

Mais l'effroyable lourdeur qui s'est attachée a | ‘expression d'une telle proposition
nous convaine qu'il doit se produire ici quelque chose pour venir en aide au langage;
ce but est en fait parfaitement atteint si l'on introduit les concepts de grandeurs

variables, de fonctions, de valeurs-limites et le plus efficace sera certainement de
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Jonder méme les définitions des opérations arithmétiques les plus simples sur ces

conceplts, ce que l'on ne peut pourtant pas développer d'avantage ici.

7.Analyse infinitésimale

Le dernier § de cet essai permet 4 Dedekind de démontrer le théoréme de la limite
monotone (c'était un des objectifs précisés dans la préface !) . Le raisonnement est moderne et
trés simple puisqu'il suffit de considérer la coupure (de réels) o dont la deuxieme classe est
constituée des majorants de I'ensemble des valeurs prises par la grandeur variable croissante :
ce sera la limite cherchée. 11 n'oublie d'ailleurs pas de metire en évidence l'équivalence de ce

théoréme avec la continuité du systeme des réels.

Puis Dedekind termine cet essai par la démonstration du critere de Cauchy,
démonstration élégante ot toujours a l'aide des coupures (de réels) il définit les notions de
limite-supérieure (respectivement inférieure) de la grandeur variable: La coupure dont la
deuxiéme (respectivement premiére) classe est constituée des majorants (respectivement
minorants) des valeurs prises par la grandeur variable "a partir d'un certain rang" définit sa
limite supérieure (respectivement inférieure). La conclusion tombe ensuite par un
raisonnement par I'absurde: I'hypothése que la limite-inférieure différe de la limite supérieure

contredit la propriété de Cauchy.

C'est ici le lien avec les autres constructions de Heine et Cantor mentionnées par

Dedekind dans sa préface et que nous allons étudier plus loin.

1l faut encore pour finir éclairer la connexion existant entre les considérations
exposées jusque la et certains théorémes fondamentaux de l'analyse infinitésimale.

On dit qu'une grandeur variable x qui parcourt des valeurs déterminées
successives tend vers une valeur-limite fixe a quand au cours du processus, x se
tient définitivement entre deux nombres entre lesquels a lui-méme est situé ou bien,
ce qui est la méme chose, quand la différence prise absolument tombe définitivement

en dessous de toute valeur donnée, différente de zéro.
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L'un des théorémes les plus importants s'énonce ainsi - "Quand une grandeur x
croit constamment, mais non au-deld de toute limite, elle tend vers une valeur
limite."”

Je le démontre ainsi : par hypothése, il existe un et par conséquent une infinité de
nombres a2 tels que l'on ait toujours x < a2, je désigne par A2 le systéme de tous
ces nombres a2, par Al le systéme de tous les autres nombres al, chacun de ces
derniers a pour propriété qu'au cours du processus on obtient definitivement x > al;
donc tout nombre al est plus petit que tout nombre o2 et par conséquent il existe un
nombrea qui est soit le plus grand dans Al soit le plus petit dans A2 (§51V) . La
premiére possibilité ne peut se produire puisque x ne cesse Jamais de croitre, donc «
est le plus petit nombre dans A2. Quelque soit le nombre al que ['on prenne,
finalement on a en définitive al<x <« , c'est-d-dire que x se rapproche de la valeur
limite .

Ce théoréme équivaut au principe de la continuité, c'est-a-dire qu'il perd sa
validité pour peu que l'on tienne pour absent du domaine P ne Sfut-ce qu'un seul
nombre réel ou pour le dire autrement si ce théoréme est vrai, le théoreme IV du
paragraphe est vrai.

Un autre théoréme de l'analyse infinitésimale, également équivalent a celui-ci et
que l'on utilise encore plus fréquemment s'énonce ainsi: " Si dans le processus de
variation d'une grandeur x, on peut toujours indiquer pour toute grandeur positive &
donnée une place correspondante & partir de laquelle x varie d'une quantité
inférieure a O, alors x tend vers une valeur-limite. "

Cette réciproque du théoréme facilement démontrable que ltoute grandeur
variable tendant vers une valeur limite, change Jinalement moins qu'une grandeur
positive donnée quelconque, peut étre déduite aussi bien du théoréme précédent que
directement du principe de la continuité. J'adopte cette derniére voie. Soit une
grandeur positive quelconque (c'est-a-dire & >0), il arrivera par hypothése un
moment d partir duquel x variera d'une quantité inférieure a &, c'est-a-dire que si x

possede a ce moment la valeur a , alors X sera dans la suite toujours > a - & et < g -

? On reconnait le critére de Cauchy .
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0. Je laisse provisoirement I'hypothese initiale de coté et ne retiens que le fait, que
l'on vient de prouver, a savoir que les valeurs ultérieures de la variable x sont situées
entre deux valeurs finies que l'on peut indiquer. Sur ce fait je fonde une double
répartition de tous les nombres réels. Je range dans le systeme A2 un nombre o2
(par exemple a+ o) quand dans le cours du processus on a définitivement x < a2, je
range dans le systeme Al tout nombre non contenu dans A2, si al est un tel nombre,
il arrivera infiniment souvent et si avancé que soit le processus, que x > al. Comme
fout nombre al est plus petit que tout nombre a2, il existe un nombre «
parfaitement défini qui opeére cetie coupure (Al, A2) du systeme P et que je
nommerai la valeur limite supérieure de la variable x qui reste constamment finie.
De méme le comportement de la variable x opére une seconde coupure (Bl, B2) du
systeme P, un nombre [l (par exemple a - &) est rangé dans Bl quand au cours du
processus on a définitivement x 21 , tout autre nombre (2 a ranger dans B2 a la
propriété qu'on n'a jamais définitivement x 242, donc que x est toujours infiniment
souvent <f2 ; le nombre [ par lequel est opéré cette coupure sera dit la valeur
limite inférieure de la variable x . Les deux nombres o, [ se caractérisent
évidemment par la propriété suivante : soit &une grandeur positive, si petite que l'on
veut, alors on aura toujours définitivement x <ote& et x>[f -& mais jamais
définitivement x<a -& ni x>f+e.

Deux cas sont maintenant possibles. Soit « et [ different l'un de l'autre, alors on a
nécessairement o> 3, car &2 est toujours > [, la variable x oscille, et si avancé que
soit le processus, elle subit toujours encore des variations dont la valeur est
supérieure a (o -f-2¢), ou & est un nombre positif, aussi petit que l'on veut . Mais
l'hypothese initiale a laquelle je reviens maintenant est en contradiction avec cette
conséquence; il ne reste par conséquent que le deuxieme cas « = f et comme l'on a
déja démontré que si petite soit la grandeur positive & on a towjours définitivement
x<ate et x>f-&, alors x tend vers la valeur limite «, ce qu'il fallait démontrer.

Ces exemples peuvent suffire a démontrer le rapport existant entre le principe de la

continuité et l'analyse infinitésimale.
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B) Les suites de Cauchy : C. MERAY - G. CANTOR - E. HEINE

Parmi les publications qui traitent de la construction des nombres réels par les suites de
Cauchy, nous avons choisi de présenter des extraits des textes de Charles Méray (1835-1911)
qui fut le premier a publier en 1867 un « développement arithmétique des systémes de
nombres » puis approfondit sa théorie dans diverses publications.

Karl Weierstrass (1815-1897) a publi¢ en 1872 une construction des nombres réels,
imaginée des 1863, qui fait appel a la notion d’agrégat, notion qui ne nous est pas familiére et
rend ses textes difficiles a étudier.

Georg Cantor (1845-1918) 4 I’occasion de I’étude des séries trigonométriques cherche a
préciser la nature des nombres; il publiera en 1883 un mémoire sur la théorie des nombres
irrationnels mais avait, dés avant, inspiré le travail de Heine et la publication de I’article cité
ci-dessous.

Edouard Heine (1821-1881), éléve de Cantor, expose en 1872 dans le journal de Crelle « Die
Elemente der Functionlehre » ce que nous appelons la théoric de Cantor-Heine. Sa
presentation est proche de celle de Méray, les notations sont toutefois trés différentes et les
extraits suivants (traduction de J.P. Friedelmeyer et de M.Guillemot - IREM de Toulouse ) de
son introduction précisent son objectif:

Le progreés de la théorie des fonctions est entravé fondamentalement par le fait
que, méme certaines propositions élémentaires, bien que démontrées par un savant
plein de finesse sont encore awjourd’hui mises en doute, de telle sorte que les
résultats d'une recherche ne sont pas jugés partout comme étant corrects, lorsqu'ils
s'appuient sur ces propositions fondamentales indispensables. J'en trouve
U'explication dans le fait, qu’a la vérité, les principes de Monsieur Weierstrass se
sont propagés tout seuls dans de vastes cercles, directement par ses lecons et autres
communications orales, indirectement par des copies de cahiers écrits d ‘apres ces
legons, mais qui n’ont pas été publiés dans une version authentifiée par lui méme de
sorte qu'il n'existe aucun endroit ou I'on peut trouver les propositions développées
systématiquement. Mais leur vérité repose sur cette définition non totalement fondée
des nombres irrationnels par laquelle des représentations geéométriques, par exemple
la génération d’une ligne par le mouvement, ont semé le trouble et la confusion. /...

../ Jexprime mes remerciements en particulier & Monsieur Canior, de Halle,

pour ses communications orales qui ont eu une influence considérable dans la
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réalisation de mon travail. J'y ai emprunté [’idée que les nombres généraux
s 'introduisent a ['aide de ces suites particulieres convenables que j'appellerai ici
suite-de-nombres /...

.../ Monsieur Cantor trouve la justification de cette fagon de considérer une
grandeur-de-nombres comme introduite par des suites en ceci qu’il est possible
d’établir les concepts d’égal, de plus grand et de plus petit.

Si je ne veux pas m'en tenir aux rationnels positifs je ne réponds pas a la
question:  qu'est-ce qu'un nombre? en définissant un nombre abstrait qui
introduirait les irrationnels en quelque sorte comme limites dont [’existence serait
présupposées. Je me place, pour la définition, sur un plan purement formel en ce
sens que je qualifie de nombres certains symboles explicitement connus, de sorte
que [’existence de ces nombres ne pose pas de probleme. Une importance capitale
est accordée aux régles opératoires et le symbole-numérique doit étre muni d’un
apparat tel qu'il assure un soutien aux définitions des opérations /...

.../ et on élargit la définition des opérations de maniére appropriée, de sorte
qu ‘elles fournissent encore un résultat pour les nouveaux symboles alors que pour

les anciens elles rendent le précédent.

Nous allons suivre Méray dans sa démarche pour clarifier la notion de nombre réel (le

texte en annexe a paru en 1869 dans la revue des sociétés savantes.)

I) Méray énonce deux principes:
« 1.Une quantité variable v, qui prend successivement les valeurs en nombre
indéfini
ViV W,
tend vers une certaine limite, si les termes de cette limite vont toujours soit en
augmentant, soit en diminuant, pourvu qu'ils restent dans le premier cas inférieurs,
dans le second supérieurs a une quantité fixe quelconque.
2.La variable v, définie comme ci-dessus, jouit encore de la méme propriété

si la différence v,,,-v, tend vers 0 quand n augmente indéfiniment, quelque relation

nip
qu 'on puisse établir entre n et p.

Jusqu'a présent on a regardé ces propositions comme deux axiomes »
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On reconnait dans ces deux principes :
1° Les théoremes sur les suites croissantes majorées et décroissantes minorées.
2° L’¢énoncé du critere de Cauchy pour les suites.

" Toutefois en les examinant avec attention, j'ai reconnu qu’on peut ramener la
seconde a la premiére, dont le caractére d’évidence est plus prononcé, et méme
Jinalement qu'il est possible de se passer de ['une et de 'autre. En procédant de cette
maniere, on suit, il est vrai, une voie plus détournée, mais elle est plus siire, et on
echappe a la nécessité d’introduire dans le raisonnement la conception assez
obscure de nombre incommensurable. C’est ce que je me propose d’exposer aussi

briévement que le commande la nature élémentaire et aride d’un pareil sujet. "

IT) 1l montre alors que dés lors que I’on admet le principe 1., le principe 2. est vrai.

Pour ce faire, il suppose que v,,,-v, a pour limite 0 pour tout p puis il montre
Pexistence de deux suites |, et L, ‘adjacentes’ au sens moderne, telles que I, <v, <L, pour tout
n>k.

Ces deux suites ayant une limite commune %, il montre ensuite que limite ( A-v,) =0 .

"Je commence par la démonstration du dernier principe; ce point n ‘est pas sans
intérét, surtout si ['on n'adopte pas les idées que je proposerai tout a [’heure. On
n’oubliera pas que j'admets en ce moment I’exactitude de I’autre proposition.

1° Quel que soit le nombre n il existe deux quantités 1, , L, telles que 'on

a: l, <v, <L, pour toute valeur de n supérieure a k.

En effet, si la limite supérieure L, n’existait pas, v, pourrait étre rendue plus
grande que toute quantitée donnée, et il serait possible de choisir successivement et
indéfiniment les nombres k', k', k'"... de maniére & obtenir :

Ve 2V ta, Ve >y ta, v > v ta,.. on a désigne une quantité positive
quelconque. Or on en conclurait, contrairement a I’hypothése, qu'en attribuant & n
les valeurs successives k, k', k’’, k’”, .., qui croissent a l'infini, et a p les valeurs

correspondantes k’-k, k'-k’, k’-k”’,... la différence v

wep = Va CONServerait une valeur

Supérieure a a.
L ‘existence de [, s 'établit de la méme maniére.
2°Quel que soit k, on peut, sauf a prendre h suffisamment grand,

supposer ala fois (1 ,> |, et L, <1 ) ou (I, 21, et L,<l,)
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sinon en effet, concevons deux quantités I’, L', dont la seconde surpasse la
premiere et qui satisfasse a toutes ces conditions c¢’est a dire telles que ’on ait :

[, < 'L’ <L, quelque valeur de v que [’on considere, il en existera de rangs
plus éloignés qui seront les unes égales ou supérieures a L', les autres égales ou
inférieures a l’; car autrement on pourrait prendre soit I, = 1", soit L, = L’. Ainsi on
peut trouver un nombre h assez grand pour avoir v, = L’, puis un autre h’ > h qui
fasse v, <1, puis un troisieme h'">h’ qui raméne a la premiere inégalité v, =L’ et
ainsi alternativement jusqu’a l'infini.

Il arriverait donc, contrairement a [’hypothese, que la différence v,,, - v,
conserverait une valeur numérique au moins égale a L’-1’ pour les valeurs infiniment
croissantes h, h', h”’,... attribuées a n, et les valeurs correspondantes h’-h, h’"-h’,
h’’-h’', ... imposées a p.

On pourra ainsi assigner successivement a v deux premieres limites 1,,, L,, puis
deux autres 1, \L,, , renfermées (I'une au moins) dans !'intervalle des précédentes,
puis deux nouvelles I,, , L,, , encore plus rapprochées que celles-ci, et cela
indéfiniment.

3°8i les termes de la suite l,,, 1,, , 1, ,..ne finissent pas par conserver une
valeur constante, ils tendent nécessairement vers une certaine limite.

1l en est de méme pour ceuxde L, ,L,,, L,,, ..

car alors les premiers vont toujours soil en augmentant sans pouvoir surpasser
L,, , puisqu’ils sont inférieurs a des valeurs de v, elles méme inférieures a L,, . Les
derniers diminuent sans cesse en restant de méme au dessus de 1, , et on peut
appliquer a ces deux suites ['axiome I.

Nous nommercns I, L les limites de ces suites ou bien les valeurs constantes que
leurs termes finissent par conserver. Cette derniere particularité ne peut pas avoir
lieu pour toutes les deux a la fois. (2°)

4° les quantités l,L sont égales

Car autrement on aurait | < L , et la considération de deux quantités I’, L’,
choisies de maniére a satisfaire aux conditions | <1’ < L’ < L amenerait comme ci
dessus ( 2°), a trouver pour n des valeurs croissant a I'infini et pour p des valeurs
correspondantes qui maintiendraient la valeur numérique de v,.,- v, au moins égale

al’™l".
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5°La variable v converge vers A valeur commune de 1, L.

En effet les quantités A -1,,, A-L,; sont infiniment petites, et par suite aussi leur
différence L,-1,. Or en valeur absolue celle ci surpasse A-v, , donc cette derniére a
pour limite zéero.

Maintenant faisons croitre n indéfiniment d'une maniére quelconque ,on a:

AV, = (v, ) +(v,-v,)
ou on peut supposer n; supérieur a n, et ol par suite, en vertu de I’hypothése admise,
Vi =V, est une quantité infiniment petite. Donc comme on voulait le prouver, v,
converge vers une certaine limite 4 .
Une fois démontrée pour les quantités réelles, cette proposition s'étend d’elle

méme aux quantités imaginaires.

HI) Ce paragraphe, intéressant a lire en entier, pose le probléme de ’existence de la limite
obtenue grace au premier principe.

Revenons au premier principe. Toute méthode propre a constater [’existence
d’une quantité remplissant des conditions déterminées repose essentiellement sur
quelque procédé a ['aide duquel on pourrait calculer d ‘apreés les données la valeur
méme de cette inconnue. Or les notions fournies par notre axiome sur la nature de la
variable ne permettent pas a elles seules de découvrir la valeur de sa limite; donc
elles ne suffisent pas non plus & en établir ['exisience. Et I'axiome lui méme devient
inutile dés qu'il s’agit d’une variable dont les données accessoires de la question
permettent de calculer la limite. Dans ce cas, en effet, on a que faire de savoir que
['existence de la limite tient a ce que la variable se modifie progressivement de telle
ou telle maniére,

Mais, en outre, n'est-ce pas se contredire soi méme que de vouloir rattacher
["existence analytique d’un objet & une hypothése qui ne 'assujettit a correspondre a
aucun nombre, et qui, partant, ne lui confére pas le seul titre auquel il soit permis de
Uintroduire dans les calculs? Je suis porté & le croive et & attribuer précisément a
cette cause la difficulté qu’on éprouve toujours & approfondir la notion de quantité
incommensurable.

Ainsi la théorie dont nous nous occupons repose encore sur une vérité qui sera

toujours précaire et sur une notion qu'il ne parait pas bien facile de préciser. Mais

81



les énoncés actuels dissimulent des propriétés spéciales des nombres proprement
dits; Il suffira de les en extraire pour tourner ce double obstacle. C’est ainsi qu’il a
Jallu procéder pour ressaisir la véritable nature des quantités imaginaires oubliée un

instant dans le développement rapide de cette admirable conception.

IV) Meéray se propose alors de définir les irrationnels : Il appelle nombre un rationnel et
definit les “variables progressives’ qui sont des suites infinies.

Si une telle variable progressive adniet un nombre V pour limite alors (v, - v,) a pour
limite O lorsque n tend vers 1’e et ceci pour tout p de N.

Si la variable n’admet pas de limite mais si toutefois Vyp~Vy, tend encore vers 0 on
dira, par analogie, que cette suite est convergente bien qu’elle n’ait pas de limite
"numériquement assignable".

Il définit alors I’équivalence de deux variables convergentes.

Le nombre réel est alors construit: c’est, avec un vocabulaire actuel, une classe
d’equivalence de la relation définie précédemment sur I’ensemble des suites de Cauchy.

Dans le cas ou les deux suites (de Cauchy) u et v ne sont pas équivalentes, leur
diffeérence est une suite de Cauchy et est donc convergente au sens de Méray.

Je réserverai maintenant la dénomination de nombre ou quantité aux entiers et
Jractions; j'appellerai variable progressive toute quantité v qui regoit successivement
diverses valeurs en nombre illimité.

Soit v, la valeur de rang n de v: si n croissant & [ ‘infini il existe un nombre V tel
que, a partir d’une valeur convenable de n , V - v, reste inférieure a une quantité
quelconque aussi petite qu’on puisse le supposer, on dit que v a pour limite V, et on

voil immédiatement que v,., - v, a pour limite zéro | quelle que soit la loi de

n+p
croissance simultanée imposée a n et p.
Sil n’y a point de semblable nombre , il n'est plus permis , analytiquement

parlant, d’affirmer que v a une limite; mais si dans ce cas la différence v \Z

ntp ~ Vn

converge vers zéro, la nature de v offre une ressemblance extraordinaive avec celle
des variables réellement douées de limites. Il nous Saut un terme spécial pour
exprimer la propriété remarquable de cette différence dont il s ‘agit! je dirai que la
variable progressive v est convergente, quelle ait ou non une limite numeriquement

assignable.
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Lexistence d'une limite pour une variable convergente rend facile [’énonciation
de certaines de ses propriétés qui ne dépendent point de cette particularité, et qu’il
serait souvent beaucoup plus incommode de formuler directement. On congoit donc
qu'il soit avantageux, dans le cas ot il n'y a point de limite, de conserver le langage
abrégé propre & celui ou il en existe une; et pour exprimer la convergence de la
variable, on dira simplement : elle a une limite( fictive)

Voici un premier exemple de ['utilité de cette convention: si m, n augmentant tous
deux a l'infini, la différence u,, -v, de deux variables convergentes tend vers 0 pour
une certaine dépendance mutuelle entre ces indices, on prouve aisément qu ‘elle reste
infiniment petite pour toute autre loi; je dirai alors que les variables u et v sont
équivalentes, et on voit de suite que deux variables équivalentes a une troisieme le
sont entre elles. Quand u,, -v, ne tend pas vers zéro on prouve que cette différence est
convergente et reste équivalente a elle méme, soit que la relation de m & n vienne &
changer soit que [’on remplace u, v par des variables respectivement équivalentes.

Maintenant supposons que u, v aient des limites U, V: si u v sont équivalentes U,
V seront égales, sinon U-V sera la limite de u, -v,, et son signe celui que cette
quantité finira par conserver. Supposons, au contraire, que u, v n’aient de limites
(numériques) : il y aura avantage & dire toujours (au Jiguré) qu’elles ont des limites
égales, si elles sont équivalentes, sinon que la limite {fictive) de u est supérieure ou

inférieure a celle de v, selon que u-v finit par rester positive ou négative .

Pour préciser la structure de R il suffit de lire maintenant le paragraphe intitulé
‘Nombres incommensurables’ du ‘Nouveau Précis d’Analyse Infinitésimale’ du
méme Méray. Méray appelle ici ‘variante’ une suite 3 un ou plusieurs indices et la

lecture du paragraphe sera plus aisée en remplacant Vi, PAr v, .

Nouveau Précis d’analyse infinitésimale
Charles Méray

Nombres incommensurables
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4. Nous nommerons convergente toute variante v, , lelle que la différence

v, SOil, quels que soient p,q,...inférieure a une variante infiniment petite ,

mtpn+g T Y

%
aux indices m,n..;;ou bien, plus brievement , telle que cette différence tende vers 0
pour m,n ..infinis quels que soient p,q,...
Par exemple sont convergentes :
1° les variantes pourvues de limites. Car V., oo Von. = (V-Vun) - (V-
Voo pu-q..) différence de deux quantités infiniment petites.
2° Les variantes finies qui, a partir de certaines valeurs des indices,vont

toujours, soit sans croitre, soit sans décroitre (algébriquement parlant). On le vérifie

sans difficulté.

5. Deux variantes v,,, ., V,.,.,Sont équivalentes quand leur différence v,, -

V' n, COnsidérée comme une variante aux indices m, n..m’ ,n’,..est infiniment
petite. Quand ['une est pourvue d’une limite, [’autre converge nécessairement vers la
méme quantité.
Cela posé, on démontre facilement ce qui suil ;

la somme, le produit (un produit de puissances) d 'un nombre déterminé quelconque
de variantes convergentes et de quantité invariables, est une variante convergente
qui reste équivalente a elle méme quand on substitue aux variantes proposées
d’autres qui leur soient respectivement équivalentes. De méme pour un quotient dont

le diviseur n’est pas infiniment petit.

6 ..../ Toutefois, on peut convenir de dire au figuré qu 'une variante tend vers une
limite fictive incommensurable, quand elle est convergente et n’a point de limite
numériquement assignable; que les limites incommensurables de deux variantes
convergentes sont égales quand celles ci sont équivalentes, que la somme le produit
Jetc.., de variantes convergentes a pour limite (véritable ou fictive selon le cas) lu
somme, le produit, etc, de leurs limites commensurables ou incommensurables. /...

Telle est pour nous la nature des nombres incommensurables; ce sont des fictions
permettant d’énoncer d’'une maniere uniforme et plus pittoresque des propositions

relatives aux variantes convergentes.
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7. Une variante convergente non infiniment petite finit par conserver un signe
déterminé. Car il existe par hypothéses une infinité de combinaisons de valeurs de
mn ... qui rendent v, , supérieure en valeur absolue & un certain nombre fixe &
Donnons a m,n ... de semblables valeurs qui soient en méme temps assez grandes
POUT QUE Y,y 11y = Vi, SOIL RUMEFiqUement inférieure a & quels que soient 2.4,

Comme v,.,,., est égale a Virn Y Vipnig. Vs CElte quantité conservera
nécessairement quels que soient D.4q,.., c'est-a-dire pour tous indices égaux ou
supérieurs a m,n,..le signe de v,,,

D apres cela, si deux variantes convergentes sans limites commensurables

V

nn,.0

V', N Sont pas équivalentes, leur différencev,,, ~v',.,. finit par conserver un
signe déterminé. Selon que ce signe est + ou - , on dit que la limite incommensurable
de la premiére est supérieure ou inférieure a celle de la seconde.

De méme on dira qu'un nombre commensurable a est supérieur ou inférieur & un
nombre incommensurable défini par la variante Vo, S€lOn que a - v, finit par étre
>0ou <0.

S, en valeur absolue, cette différence finit par rester inférieure a & a se nomme la
valeur du nombre incommensurable approchée & & pres , par excés dans le premier
cas, par défaut dans le second,

On peut assigner a tout nombre incommensurable une valeur approchée a moins
d’une quantité donnée quelconque &, si petite qu’on la suppose.

Soit en effet la variante convergente correspondante et prenons m,n,.. assez
grands pour qu’au dela Viripniq.. Vmn,.. ¥eSt€ en valeur absolue inférieure a % &
quels que soient p,p, ..

De I'identité Vorepira. = Voun. TV pniq. ~Vun ), ON tire quels que soient 4. :

(Vpu t 1 5) - Virpnig. >0 €6 < & 7 (V.- % &) - Vipneg < 0 et en valeur
numérique < & donc v,,, + % &, Vi, = 72 OSONt des valeurs approchées & &preés du

nombre incommensurable dont il s agit, |'une par exces, ['autre par défaut.
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3) La Construction des Réels dans les programmes officiels

Nous avons recherché dans les Bulletins Officiels de 1'Instruction Publique de 1900 a

1932 (entre 1932 et 1944 la parution des B.O. est interrompue et il faut se référer aux J .0.),
puis dans les Bulletins Officiels de 'Education Nationale de 1944 3 1999 quelle était la place
de la construction des nombres réels dans les concours de l'enseignement des mathématiques
(Agrégation - Capes), dans les concours d'entrée aux grandes écoles et les programmes des

classes préparatoires ainsi qu'au Baccalauréat (scientifique).

A) Le BACCALAUREAT
Le décret du 8 Aoiit 1890 ( B.O. du 16/8/1890) substitue aux baccalauréats &s lettres, &s

sciences et "es sciences restreint" un baccalauréat unique de l'enseignement secondaire classi-
que dont les épreuves se déroulent en deux parties séparées d'une année; le baccalauréat de
I'enseignement secondaire moderne est créé par un décret du 5 Juin 1891, Apres la réforme de
1902, les programmes de mathématiques de la classe de Mathématiques élémentaires (ou
Mathématiques A) préparant le baccalauréat "deuxiéme série” (Lettres, Mathématiques)
n'évoluent pas beaucoup pendant la premiére moitié du siecle en ce qui concerne I'Analyse et
les nombres réels. Notons que la classe de Mathématiques élémentaires existera jusqu'en 1966
et deviendra Terminale C a la rentrée 1967 puis fusionnera avec la Terminale D pour donner
la Terminale S & la rentrée 1994.

Les chapitres concernant les nombres traitent essentiellement de questions d'arithméti-
que (opérations, divisions d'entiers, P.G.C.D., P.P.C.M., nombres premiers ...), des opérations
¢lémentaires sur les fractions et nombres décimaux, de calculs sur les valeurs approchées (dé-
cimales) et d'extractions de racines carrées. On trouve méme au début du siecle (cf. B.O.du?7
Juin 1902) ' le systéme métrique et la mesure des grandeurs (rapport de deux grandeurs de
meme espéce), la régle de trois, les calculs d'intéréts et de rentes!

Une réforme est prévue en 1938-39 (J.0. du 11/10/1938) mais ne sera jamais appliquée
pour cause de guerre. Les arrétés du 18/8/1944 et du 15/9/45 renvoient aux programmes de

1931 (Arrété du 1/6/1931) et 1925 pour le second cycle.

' Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées a la fin de ce paragraphe A .
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I1 faut attendre, apres la réforme des classes préparatoires de 1956 (cf. §B), 'année 1962

pour que les nombres réels et leur construction soient mentionnés dans les programmes du

Secondaire,

1962

1965-67

1971

La nécessité d'une construction des nombres réels apparait dans 1'arrété du 6 Mars
1962 qui fixe le programme de la classe de mathématiques (rentrée 1962) prépa-
rant au baccalauréat (math-élém) et qui restera en vigueur jusqu'a la rentrée 1967 :

§4. Notions sur les nombres réels . "Nécessité d'une extension de la notion

de nombre, au-dela des rationnels; indications sommaires (a partir d'exemples)
sur un mode de construction des réels, sur la définition des opérations élé-
mentaires les concernant, sur leur comparaison. /../ Structure de
corps/.../Correspondance entre les nombres réels et les points d'une droite mu-
nie d'une origine et d'un vecteur unitée.".
Le décret N° 65-438 du 10/06/1965 réorganise l'enseignement du secondaire et
définit les nouvelles sections de la Seconde (A-C-T a partir de la rentrée 1965), de
la Premiére (2 partir de la rentrée 1966) et de la Terminale (A-B-C-D-T a partir de
la rentrée 1967). La classe de math-élem devient ainsi la classe de Terminale C
et I'Arrété du 8/06/1966 qui fixe son programme de mathématiques supprime toute
construction des nombres réels tout en précisant :

" Nécessite d'une extension de Q. Exposé sans démonstration des propriétés
des réels. Les réels forment un corps commutatif ordonné. Valeurs absolues,
propriétés relatives aux sommes, produits, quotients ".

L'arréte du 14 Mai 1971 allége a nouveau la rubrique "nombres réels" puisqu'il n'y
subsiste plus que : " Inventaire (sans démonstration) des propriétés de R : C'est
un corps commutatif totalement ordonné ; toute partie non vide majorée admet un
plus petit majorant - tout intervalle de R contenant plus d'un poini contient un ra-

tionnel .". Notons que dans ce méme programme le corps C des nombres com-

, ) , a —b
plexes est construit comme l'ensemble des matrices réelles de la forme (b )
a

De plus la circulaire du 26 Juillet 1971 qui commente ce programme précise bien
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que : " Toute construction ou partie de construction de R est hors programme "
tout en fixant l'orientation suivante :

we / "Donner aux futurs bacheliers les bases mathématiques solides et Jécondes
qui leur permettront d'aborder tels ou tels de ces domaines particuliers conduit
a leur dispenser d'abord un enseignement général et de ce fait tourné vers
l'abstraction. Ce serait toutefois, une erreur de penser que, seules, comptent
l'acquisition des concepts, la construction de théories partir d'axiomes au
choix habile ou laborieux : la science mathématique ne peut se passer d'utiliser
des techniques, qui doivent faire, dés lors, l'objet d'un enseignement et d'un

entrainement." /..

1983 A partir de l'arrété du 9 Mars 1982 qui fixe les programmes des classes de 1éres
(rentrée 1982) et de Terminales (rentrée 1983) il n'y a plus de construction d'en-
sembles numériques (4 part une "présentation du corps des nombres complexes...

dont une construction détaillée n'est pas souhaitable" .
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de scicnees, ... " - u - a henres, 2 henres.
Dessin .0 oo T feealtal, o faealtat, gMae g g Ve e
Hygicne {1a confer,. . ] e o i
de 1 hewre ") L " - T B Fl e T
Toranoronos R eBles o "RAT T ot dhatiac. T a8t ke e

Awr. 2. Des modifications pourronl &re apportées dans 1a véparii-
tion- helpdomiulaire des - diversess maticres e Fonseignement: pacides
chelk Rétabdisseenl, apires nvis ded assembliées de professenrs el
avee Faotorisation du reclear. I TE I PR

Awe. 50 De nomveanxcenguignements pourronl dlve crdds par les

recleurs, apres s des assemblies de professeurs cf des conseils
dadministration, dans les Iycdes qai recevronl une subyvention fixe
de ltat pour fa dépense de Pexternal; dans les aulyes, pav e Mi-
mistre, sur la proposilioy, des reclears, apres avis des I.'ISS(‘IHI_)“(‘::‘I",‘S\(I('.
professeurs. > '
MEpgur lesttollizes comvritiinaux, los propositions soumises par'les
Fheldtivs s manicipalitds enovue de Ll‘(-r«"‘;ﬂiou de nouveanx ensei-
guemenls sergul accompagnees de Tavis des "assemblées de”pro-
fesscuars, g e ‘ "

w trelio . ya w g

! 3
S e SRS —— = v

R +1

Lige

v

Toes éloves auront Ia faculte e choisie In distribubon de cos denx classed,
% L dessin d'ornement seva Tagultatil,
® heares pour fe dessity adiimdtrigne, o o o

cours de seienees uﬂmru_li_(‘,ﬂ pour
gnalre sectinns de phifosoplie ol
wiies: FEHes seront fites en déhors

les sections de wathématiques & 1 B el pour lo

#.4na

ll‘li \('1'“(!”; sevond ,‘il.‘l‘fu'("('\.

cnalyeelbys. poue Jes, sections da philagophbije A el B, lopsgue

CLASSE DE MATHEMATIOUES,

SECTIONS A KT B,
e rioues (8 heuvess,

!li//t!:lﬁ!iflmf.
Nanerattan ddcinmlo.

Addition, souslvaction, multiplicalion ot division des nombres culiens,
Theoremes fondamentaux concernant ces opcralions. Explicalion des véolis
pridiques pour effectuer les opéralions.

On ne change pas le veste d'une sonme, d'uneldifference, d'an produil
en angmentant on en diminuant un terme ou un faeteur ('un mulliple du
diviseur. Restes de Ja division d'un nombre entier par o, Bl 2B 8, 1ah,
9, 3. Caractéves de divisibilité par chacun de ces nombres.

Plus geand commn diviseur de deux ou plusicurs aombres. Nombhees
premicrs enbre cuxs On ne.chanue pis le plus grand commun diviseur de
deus nomwbres en onallipliant ow’en divisant Lun d'cas par an nombre
premicr & Paotre. Toul nombre pui divise wn produil de denx facteurs et
qui est prender @ Tun de ces facicars divise Uautre, Le produil de dens
nombres premiers & an froisicine nombre cst premier & ce dernier nombre.
Plus pelil conunnn muldtiple de deux ou plusieurs nombres.

Delinition et proprictds élémentaives des noobres promiers. Décon-
position d'nn nombre endier en un produit de fact urs premiers. Celle
décomposilion ne pent s'elfectuer que d'une seule fagon. Composition du
plus grand commmn diviseur et du plus pelit connuun muliple de deax on
plusieurs nombres decomposés en lacteurs preniicrs.

Fraclions ovdinaives. - Réduction Fane fraction & sa plus sitnple exproes-
sion, —— Reduclion de plnsicurs fractions an méme denominaleur, — Plas
petit dénaminatens conmun. — Opcéralions s fes fraclions ardinaives s
exlension a ces aperalions des propositions fondamentales concernant les
operalions sur les nombres entiors. — Bxtension de I théorie aux fractions
dont les deax teenies sond des fiactions oedinaires. — Nombres décimany.,
~- Opcerations (en considevant les fractions décimales comme eas partica-
lier des fractions ovdinatves ). - Galeal dun quolient. & wne approxina.
hon  dannee.

Reduction d'une fraction ordinaive en fraction decitmale ; condition de
possibililé, — Lorsqie Ia reduction est fimpossible, la fraction ordinaire
peul élre regardee convue fa lmite dune fraction décimale periodique ili-
e,

Carre d'un nombre entier ou fractionnaive composition du cared de la
somme de deax nombres, — Le caree d'une fraction n'est juais dead ioun
1go2, - - N7 1022, i
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nomwbre entier. - Définition et extraction de la vacine ecoarpée dun nombre
enticr on lraclionnaire 3 une spproximation donnee.

Systeme melrique, - - Exercices,

Rapport de dens nombres, - - Rapports ¢aans,

: Parkage en panlies pro-
porfionne|les,

Mesore des geandears,

Détinition dy rapport de denx grandears de
e cspéce,

- Theovime: e rapport de deny grandears de ménie
espece est éoal aw yuotiont s nomhies qui les mesurent.
Grandeurs direclement og mversenent propovtionnelles. -

Problemes.
=- Tegle de trois siniple on colpusée,

Interct sinple. — Rentes francaises, - Fscomple, — Queslions i Jes
mélanges of fes alliages,

Délinition de errear absolue ot de Perrour relative, Deltermination
de fa limile supdricure de. Uevreny COMMISe sur une somme, nne diffe-
rence, e produil, un ifuolient, connaissant les Bimites supericures des
creenrs doal Jes doundes sont cilacheées. — Caleul, & une appronimalion
donace, d'wie somae, dane dilffvence, d'an produit o d'un (quolicnt.

Alyéhre.

introduction des nombres posilifs ¢t negalils s leur utiljte pour fa reped.
sentalion des gramdeurs swieeplibles d'otee comnplees dans denx sens appo-
s¢s. Opéralions sur cos nombres; exfension aux fractions algébriques des
proprietés démonirées en m‘ilhm(’:!ique.

Monomes | polynones 7 addition, soustraction wltiplication et division
des monomes ¢t 'des polynowmes.

Puincipes velalifs A Ia cosobution des équations,

Lquadions du premier degre & une on deux jnconnues i résolution el dis-
casston. bxeniples de syslémes d"équations du premier degré & plusicurs
eonnues.,

li(p.)a(iun du secoud degré i une inconnae. (On ne developpera pas I
l!xr‘m'u: dcsh thaginarres.) Relations eolre les cacllicients ¢t les rocines,
Nalure et siene des racines, l'}f]u;\lmn_ bicarrée.

Changements  de signe el varialions des CApLressions ;
ar- b wnt Soba o g,

Inégalités du premier ol du second degrd,

Problemes du premior of du second deyrd ; miso en tqualions. Discus-
ston dey pésullats,

Progressions arichmétinues of progressions glométriques. Semme des
cavres el des enbes des n premiers nombres enljers.

Logarithmes vulgaires, Usage des tables a cing décimales. Intéréts con-
poses et annuilés,

Coordonnées dhun point. Repeésentalion d'une droite par une équation
e premier dearé, Coefliciont anguliive d'une deoite, Construction d'une
droite dounee par son Cqualion, leprésentalion d'une fonclion par wne
courhe, . ‘

P 940 -g644

7 JHHI 1902.

Variations ¢! represendalion geaphique des fonetions :

av b b
I o b S T

ax

yoart | hae oo, YAt hat e

Notion de In ditvivee., Staniliealion geomelvique (coellicient angzulaive e
T tangente) ol cicmalinoe (vitesse dans Je mouvement reeliligne) o a
devivde ;s Je sens do In varialion Quse fonelon est iwliqué par le sizne de
Bodevivie, Dévives Pune somme, d'un produil, $un quotient, de la racine
ciree dune fonetion, de sin aycos ey de o col @,

Applicalion & Vetude de Ia variation , 4 n recherche des maxinmums oy
des minimuims de quelques fonetions simples, en particnticr des fraclions
de a forme

b | i

onles cocBlicienis ant dos valenrs numerigques, Dévivée de Paire d'vine conrhe
cansiderée comme fonction de f‘ahscisse_(()n adimetlra fa nolion Taire.) Le
professeur kiissera de colé loules les queslions  subliles que souleve une
exposilion rigourense de fa théorie des dérivées ; il aura surtont en vue les
applicalions o ne erainedra pas de faire appel & Piutuilion.

Trigonometrie.

Revision du programime des classes précédentes.

Applications de fa trigonomélrie aux diverses questions relatives an loye
des plang (9, 3

Goomelrie,

Figures planes.

Ligne drvoite el plan. - Angles. - Droiles perpendiculaires.

Trinngles. — Triangle isocéle. -- Cas Fégalite des triangles.
Perpendiculuires et obligues. — Triangles rectangles. - Cas dégalité.
befmition d'un Heg géomélrigue. - Lien geomélrique des points caui-

distants de deax pointson de deuyx droiles.
Droiles pavalleles.
Sovmme des angles d'un tricngele, d'un polygun(-, conyvexce,
Paraliclogrammes. .

Figures symatriques par rapport & un point ou & une droile. - Deus
figures planes symetviques sont dgales.

Teanslation d'une ligare plane de forme invaciable,
Composilion de plusienrs translations,
Usage de Ja régle et de N'équerre.

0 Onone parlera pas de 1 consteuction des tables trig(mumétrir[ucs.
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Cerele. blerseetion d'ane droile of dun cerele.

Tongente mi cercle; les deus definitions e in Limgenle. Ares el covdes,

Positions velatives da deus coreles,

Mesare des angles,

Mouvement de rolation aulouwr d'un point, Toul déplucement d'une
ligure plane de forme invariable dans son plan se rmutne & une volalion
ou a une lrans'ation.

Usage de Ta régle el du compas, - tpporten,

Prabléuies clémentaires ol lieux geomdlriques.

Longaeurs proportionnelles. - Toule pavalléle A Pan des deas colés d'un
viangle  divise les denx aulres coles on parties propoctionnetles. - -
Reciproque.

Prapricteés des bisseclrices dan teinngle. - Lien geomeétriqne des points
dant le vapport des distanees & deus poinds fixes esl constant,

Trinngles semblahles. Cas dle similinude.

Homothelie.
semblibles.

Centres de similitude de deux cercles. Polyszones
Relabions metiigques dans un triancle rectangle el dans un Iriangle qriel-
vongue. —— Thioréme de Slewarl. — Ligues proportivnnelles dans e cercle,
Puissance d'un point par rapport & un cercle. — Axe radical, — Cenlre
vudical. —— Imversion. —  Diviser une droife en parties proportionnelles &
des droites donnees. Oualeitme propoctionnelle; moyeune proportion-
nelle. Division dline droile en moeyenne el evleéme pison.

Polygones reguliers. — Démontrer quil existe des polygones réquliers
d'un nomhee quelcongue de colds, —- Insceiplion du carpe, de | liexagone,
du triaugle dquilateral, du decagone, du penlédecagone. - - Deux polygones
rézulices d'un méme nombre de cotes soul semblablos, - Rapport de fears
perimetres. - Longueus d'un are de cerccle, - Rapport de fa cireonlorence
au dimnelre. — Calenl de 7 0,

Adive des polygones; aive du cerele,

Mesure deFaive du rectangle, du parallétogranime, du triangle, du traplae
dun polygone quelcongue.

Le earrd consteuil sur Phypolénuse d'un triangle rectangle esl ¢quiva-
fend @ fasomme des care)'s construits sur les eotes de I'angle droit.

Rapporl des aives de deux polygones semblabloes.

Vire d'un polygone végulier convexe. — Aire d'un cercele, d'un soclenr el
dan segment de cercfe. Rapport des aires de deas coreles.

Noltinns darpentage. — Usage de la chaine of de Fequerre darpenteur.

Figures duns Fespuce.
Plan et ligue droite.
Bétermination d'un plan. — Droite el plan perpendiculaires.

Propriéiés de la perpendiculaire et des ubliques mendes d'un méme proint
doun plan.

9 On se bornera Ul méthode des perimitres,

P 8k2- F43
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Parallélisme des droites of (es plans.
Angle dicdre, — Dicdre deoil, -
diddre,

Le rmapport de deax angles dicdres est o nicme fue celui de leurs angles
plans.

- Angle plion corcespondant & angle

Plans perpendiculaires entre cay.
Angles triedres. — Chaque face d’un tricdre est moindre que Ja somnie des
deux aulres. — Limites de la somume des faces d'un tritdre.
Disposition des dléments d'un Widdre. '
Tritdres supplémentaires.
Dans toul tritdre chaque diedre nuginenté de deux droits est plus grand
queda somnie des deux autres, .
Limites de B sonnne des diedres d'un angle Wridee. .
Silon protonge es ardles d'un angle Iricdre (releongue aw deid de son
sommel on formse un nouvel angle triedre qui ne peut lai clre SUPCTPOST,
Bien qu'il soil conmosé des mames iments. K
Cas d'égalitd des Irigdres. i

Somuie des fees don angle polycdee convexe.

Polyédres.

Parallélépipede, «— Volame da parallélepipede rectangle. —— Volume da
parallelépipede droit, — Volume <y prisme geoil. -~ Voluine du parailélé-
pipede oblique, Volume o prisine ubliquie. !

Pyriamide. — Volume de Ia pyramide. —— Yolunse du rone de pyramide
bases paralléloes.

Polyedies homothdtiques, - - Polyddres semblables, — Lipport des vo.-
fimes de deux polycdees semhlables, .~ Translaiion Fune ligure de fornie
invariable dans Fespace. Botation autour d'an axe. —.Deplacement o plus
general d'un corps dans Fespace.

Figures symdtriques. — Symdlirie par rapporl i oo poinl. - Symictrie par
riupport & un plan. Ce second inode de sYymeélrie se ramene an pretgier, —
Symdirie par rapport & une dioite. — Deut polytdrees symétiques sond

erptivalents. -
Cylindre droil ¢ base cirenluive. — Surface latérale. — Volume.
Céne drolt & base cirenlaire. — Seclions paralléles & Ia base. — Surface

latérale du cone, du trone de cone & bases paraticies. — Volume du econe
dutrene de cone & bases paraliéles,

Sphére. — Sccliang planes, grands cercles, pelits cercles. — Poles d'un
cerele. — Elanl donnée une sph’;ru, {rouver son rayon par une construc-
tion plane.

Plan fangenl.

Mesure de la surface enzendrée par une ligne brisee régulicre tournant
aulour d'un de ses diamétees, — Aire de la zone, — Aive de Ta sphore, —
Mesure du vohune engendre parun triangle louraant autour d'un axe mene
dans son plan par un de ses sommets, Application aw volumn engendrs
par un seeleur polygonal régulier lournant autour d'un de ses diamdires,
~ Volume d'une sphere, — Volume d’un segment spherigue,
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Conurbes usnetles.

Ellipse. - Définition de Pellipse par la propricté des foyers.  ~ Tined de
la courhe par points et d'un mouvement conting, .o Axes. — Sommiets, —
Gereles direcleurs. — luterseelion d'une droite el dune ellipse. -~ Tan-
gente. — Normde, — Menar a ane ellipse une tangenie: 1° par nn point
donng; 2° parallelenient & une droile donnde. — Ellipse considérde conme
projection d'un cerelo,

Parabole. — Définition de la parabole par la propriéte du foyer ¢l de la
divectrice. — Tracé de In courhe P poinds el d'un moavenienl conling,

Axe. — Somnet, - Itersection d'une droite el d'une parabole, -
Taugente. - Nommale, - Sous normale, — Meney & une pavabole tne fap.
gente: 17 par un poinl doune; o paraliclement & une droite donnde, -
Relation enlee Je carre d'une corde perpendiculaive A axe ol sa dislance ny
sonunel.,

Seetions du cone droit. -~ Méthode de Dandelin, - H_\’purimln.

Helice. - Délinilion. - Propricté de ta tangente,

Cinématiue.

Bevision du cours de cinématique de la classe de premicre (section G, el).
Houlement sans glissement dans un plan dun corele st un anlve oo

bicn sur une ligne deoite, - Cycloide et épicycloiles. - Application aux
engrenages cylindriques. - Crémaillire 07,

Roues intermédiajres. — Bxemples simples de trains d'engrenages. —
Notions sur les systémes articnlds, — Bj ol manivelle. — Panlographes
Not les syste tieud Bielle ¢l manivell Pantograp!
el inversenrs. — Appareil & ligne droile de Peaucellier,

Stalique,

. Forces uppliquées 4 un point matériel, — Leny mesure, — Bésullanfe, —
Lquilibre ('yn poinl matériel libra. —Equilibre d'nn poinl matepiel sur
plan quand on tient comple du lroltement @,

l,"fquilibre d'un poiul pouvant glisser sans frotlement sup ane courhe ou
sur une surface. : oo

Forcss applique'ns d un corps solide, - Somma gtomélrique e moment
résultant des forces pap: rapporl A un point, — Reduption d'un nombpa:
quelconque de forees appliquées a un solide, d'aboed R trois, puis a deyx
forces.

Les denx forees finales onl mdme somme gémn("friquu et midme mo-
uent vésullant que les forees primifives. )

Conditions d'équilibre d'un solide $ibre, —— Application & trois forges,
a des forces paralicles, & des forces stiuces dans un meme plan.

0 Le professcar se hornese 3 faire remarquer qu'a clisque dent de: Pane des
roues il correspond une dent de aulre vone avec laquelle cotte dent reste toujours
en contacl, . N O E

® On fera vemnarguer que les conditions d'équitibre s'expriment peor des inéyalitds,

P Bl - B4 S

7 juin rgon,

Conditions d'équivalence de deng systemes de Torees appliqiecs & un so-
fide dibre, exprimdes comme les condifions d'equilibre, = Applieadions;
conples, composition des couples; les forees appliquees a un solide peavent
lonjours ¢lre réduites 4 une force el & un couple; conditions pour. que les
forees atent une résullante unigue.

Gas particulier de forces situdes dans un plan. :

Forces paralloles. — Genlee des forces paralléles. — Centre de gravite, —-
Sa recherchie dans quelques cas simples : triangle, trapeze,. quadrilatére
prisme, pyranide. ; g0 & :

Liquilibre d'un corps mobile aulour d'wi axe fixe ou bien assujelli a ye-

poser sur un plan fixe. ) ‘
Wdehines simples, — $ovier, .- Charge du- point dappui. — Treuil, —.-
Paafie fixe el poalie mohile, - - Moufles, — Crie, — Plan incling, :
Dynamiyue.

Notions sur i dynamique du point. —- tnerlie. - La force est égale geo-
meétriquement an produit de fa imasse par Pacedlération,

Travail dune torce appliguée i un poinl matiriel. —— Unité de travail, —
Travail d'une foree constanie, d'une force variable. — Travail clementaire,
= Travail tolal. — Evalualion graphique. — 'Travail de la résullante e

plusieurs forces concowrantes. — Theordme dos forces vives pour un point
matériel. — Exemples sinples. g O R .

Machines & Uétat de mouvement. On vérifiera que si une achioe simple
esl mise en mouvement, les conditions d’équilibre etant remplies & chaque
instant, le travail de la puissance esl ¢gal ¢t le signe contraire & celui de
la résistance, . : o .

noncd du principe géndral des forees vives, — Applicalion aux ma-
chines. — Travail molenr of travail resisland,

Résistancos paesives. — Iroliement. — Fnonce des lois du Irotiement,
-~ Travail des résistances passives. — llendement Qune machine,

tudications sur Pemploi des volanis el des froins,

Géomeirie descriptive.

Lievision du cours de Ia classe de premiére. — Méthode des rabatlemnents.
Applieation & la délepmination des distances el des angles,

Distance de deux poinls, -— Distance d’un point i un p_lgm. — Distance
d'un point & une draite.

Angle de deux droites, - Angle de deux plans. — Angle d'un plan avee
les plans de projections. - Angle d'se droite et dan plan,

Repreésentation d'une preamide ef d'un prisie — Segtion plane.

Developpement de Ta misthode des projections colges (sulte). — Détormi-
nation de o distance de deay points. - De la distancs Wun point & une’
droite. -~ De la distanee dan point & un plan. '

Angla de deux desiles el wngle de deux plans, :

Représentation d'une sucface par des courhes de niveau. <— Probléues
relatils i ee mode de peprésentalion. e .

Cole d'un point de la surfuce dont lIa projection horizontale est dewric.
Pente d'une ligue {racée sur la surface. — Ligues d'égale pente. — Lignes
de pente. — ("Tracés approximalifs.) — Lignes de plus grande pente.

Application des considérations precédenies pux carles Inpographiques, —.
Plavimélrie ot nivellepnent. . - Lignes ol (eigles convenbionnelles. - 1
ture d'nae carte, el en porliculior de I enrto d'Etal-Major, - Usage de la
eavle sur le terrain, - et
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Gomplenients,
Notivns de géomdéirie projective. -~ Plan da tableaw. — Perspeclive d'un
point, d'une droite, d'une Jigne.
Rapport anharmoniqae de qualre points en ligue droite, -~ Sa conser-

vation par projection. — Rapport harmonigue,

Point de fuite d'une droite. — Perspective de denx droites paralléles. —
Ligne de fuite d’un plan. — Conception de Ja droite & Yinfini d'un plan.

8 l

Correspondance homographique entre dens points sur une méme droiie,
— Doints doubles. - Deux Tpoinls homologues forment avee ces poinls
doubles un rappor! anhiarmonique constant. Gas particnlier de Finvolution.

Faisceaux homographigues autour d'un miéine point. -— Rayons doubles.
(On évitera de parter des éléments géomdiriques imaginaives. )

Faisceaux homographigues aatone de deux points différents; le liew de
Uintersection de denx rayons homologues ost une droite ou une conique,
cest-a-dire la perspective d'un cerele, convenabloment Taite, dan point
de vue appropric. '

Cosmographie.
i

La Tenie. — Mesure des degres du méridien en France, en Laponie, an

i Pérou; leur allongement & mesure que Fon sapproche des pdles. — Apla-
¢ tissement de Ia lerre. — Longueéur du mélre, - Mélre légal, ‘
k3 \ - . . . . oo .

. Carles géographigues. - - Projections ovthographique et stéréographique

i (6viter tes developpements trop exclnsivement géomdtrigques). - - Mappe-

P omonde. — Systéme de developpesent en nsage dans la construction de la
¢ earte de France, — Indication sur Ia carte de Merealor, e

"SoLRIL. — Diamiclre apparent da Soleil. <~ 11 estvariable avee le lemps,

— Conclusion relative a la distance du Soleil & la Perve, — Le Soleil piarail

décrive une ellipse autour de la Terve en subvant la loi des aives.’

Tenips solaire vrai el moyen; heure Iégale; fuseaux Lioraires.

Année tropique. — Calendrier. - — Réforme julicnne. — Reforme grégo-
ricnne, ' K

Du jour et de a nuil en un Tiew détevming de la Tevrve. - = Lewrs durces
vaviahles. — Crépuscule. o

Saisons, — Incgalitd de leurs duirdes.

Mouvement de la Terre aufour du Soleil. i

Luse, — Orbile de la Lane el de fa Teree. — Rotation de Ia Toune sur
elle-méme. i

Eclipses de Lune,

ljlc‘.lipscs particlles et tolales. — Ombre ¢l pénombre. — Influence de
Patmosphére lerrestre, ‘ '
Yelipses du soleil. -— Eclipses partielles. -— Annulaires. —- Tolales.

Systeme solwive. — Lois de Kepler. : i
Gravitation universelie,

Notions sommmaires sor les maréoes,
‘Nolions somumaires sar les planéles el sur Jos comdles.
Apercu sur Phistoive do Tastronomie,

Fin du Programme. e Mawa}g%- CRoe O\L.Mo,ma)ll?umﬁ'B
.4 83%09 _
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b)Y Questions de gcomélrie affine ef métrique dans le plan

{ancien programme de la classe T.M, arrété du 24 mal 1963,
B.O. 1‘1" 25 du 20 juin 1963y

Ces questions sont résumées dans les rubriques suivantes :
Ensemble des points M d'un plan tels que, A et B étant deux

.

oLoz

> -
points de ce plan, Tangle orienté de vecteurs (MA, MB) ou Yangle /

orienté de droites (MA, MB) soit égal & un angle donné,

Différence des pulssances d'un point par rapport & deux cercles,
Cercles orthogonaux, Tralsceaux lnénires de cercles, frisceaux ortho-
gonaux,

Points conjugués, polaire d'up point par rapport & un cercle ;
pble d'une droite, droites conjuguées. Définition dune transformation
par polaires réciproques par rapport & un cercle; transforinée d'une
division harmonique de qualre points alignés.

Affinité (géométrie plane). Produit de deux affinités ayant méme
axe et méme directlon. Transformée d'une droite ; transformée de
la tangente en un point d'unc courbe. Affinité orthogonsle : inter-
prétation & I'aide d'une rotation et d'une projection orlhogonale,

Inversion (géométrie plane), Conservatinn du contact, conserva-
tion des angles Transformée d'unc droite, d'un cercle, Inversions
pouvant échanger une droite et un cercle, deux cercles. Transformés
par inversion des cercles dun Taisceau linéaire.

Définitions et propriétés caractéristiques,  ponctuelles et tangen-
tielles de leilipse, de hyperbole, de la parabole (les sections planes
d'un cone de révolution, dun cylindre de révolution ne sont pas au
programme). Equalions de I'ellipse et de I'hyperbole rapportées & leurs
axes de symétrie, de la parabole rapportée & son axe et A sa tangente
all sommet. BEtude de la courbe représentie en coordonnées rectangu-
lnires par I'équation ¥* = ax® | bx 4 ¢ i

Asymptoles de I'hyperbole ; ¢quation d'une hyperbole rapportée a
8es asvinptotes.

Alfinités orthodonales, faisant correspondre une ellipse et son

cercle principal; ellipse considérée comme projection orthogonale d'un
cercle

€ Exirails des programmes du premier cycle M.P. des faculics
- premiére année et deuxiéme année (arrété du 39 juin 1966)

Les développements demandss sont précisés dans les rubriques
suivantes, extraites des brogrammes des classes de mathématiques
supérieures et de mathématigues spéciales M fixés par larrété du
4 février 1972.

I. — STRUCTURES FONDAMENTALES
1 ENSEMBLES'

Vocabulaire des ensembles, applications, relations, lols de compo-
sition,

Compatibilité d'une appHcation avec un couple de relations définies,
T'une dans I'ensemble de départ, l'autre dans Iensemble d-arrivée,

Morphismes (ou homomorphismes), endomorphismes, isomorphis-
mes, automorphisines,

Compatibilité d'une 1oi de composition avec une relation d'équi-
valence, loi-quolient, - =
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2) GROUPE

. v, o
Gr_oupc. Snusgrqupe. Sous-groupe engendré par yne pattie. Groups
mdnogéne, groupe cyclique,

hlorpllisnxe'_dp ErOupes. Sous-groupe distingue, groupe-guotient
?ennutatkms (oW substitulions) sur un ensemble fini Groupe
symetrique. Signature d'une permutation,
3) ANNEAU

Annean, Sous-annecau. Anteau commutatif formule dn Bindmey,

Anneau unitaire, Diviseurs de zéro, anneau intégre, Caractsrist gque
d'un anneay unitaire,

Morphisme d'anneaux. Ideal (bilatérey, anneau-quotient, Ideal

engendré par une partie, idéal principal,
Exemples dasneaux : Z. Z/nz.

. 4) CORPS
Corps, Sous-ootps. Caractéristigne d'un oOIpSs.
Exemples de corps : z/pz p premien), Q, R,

5 NOMBRES C()MPLEXES‘
Slructure de CoTps, structure dalgébre ge dimension 2 sy R,
IHustrations géométriques, o
Puissance n-itme et racines n-itmes dun nombre complexe.
Applications trigonomeétriques ot efométrigues

H. — FOLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES
1) POLYNOMES CONSTRUITS SUR
UN ANNEAU COMMUTATIF UNITAIRE A

Anneau des polyndties & une indétenninée. Notation A X Demie

et valuation dwun mimdme. Fonction polrndme. Composition des
polyndmes,

Anneau des polynémes deux, on plusieurs, indéterminees,
Polyndmes Qérivés successifs dun polynbme 3 une indéterminée.
Formule de Tarlar

2) POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES A UNE INDE-
TERMINEE CONSTRUITS SUR UN CORPS COMMUTATIF K

Structure dalgébre de K 1K),
Division suivang les puissances croissantes dans K IX).
Division euclidienne dans K (X]. rdéaux.

Divisibilité. dans K IX{. Diviseurs communs A p pelimdmes et
PG.C.D.

Multiples communs 3 ¥ polymémes et P PO Polydmes premiers
entre eux globalement pu deux A deux. Egalité de Bezout pour detiy
polyndmes. :

Polynémes irréductibies, Factorisation d'un polynéme,
Corps des Iracliong rationnelles. Fonclions ralionnelles,

3 EQUATIONS ALGEBRIQUES

Rgrines fou zéros). dans un Sous-corps on dauns un SUr-COrps come
mutalif du corps commutalif K, d'un polyndme de K {xX1].
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Egalilé numeérique et égalilé formelle (correspondance entre poly-
nomes et fonctions pol;’nofne%). Ordre de mu}tlplicité d'une racine.

Polyndmes et équntlons sur le corps C ; theméme de d’Alembert
(adinis) .. polynémes irréductibles de C [X} for me, de la factorisation
d'un po!ynOme dans . C {X). Relations entxe coefiicients et racines.

Polynonies conjuguﬁs.
R {X].

Polynomes irréductibles de R [X}, forine de la factorisation d'un
pol)llome dnm R [(X].

Racines complexes d'un polyndéme de

4) APPLICATIONS

a) Existence.et unicité de Ia décomposition en éléments simples
d'une fraction rationnelle .Forimes particuliéres des décompositions
lorsque le corps de base est C ou R

b) Defmltmn d'un polynome symétrique 1'1 plusieurs indétermil-
nees; valeur prise par un tel polynéme pour les racines d'un polyndme
de C [X] . exemples de calcul dans des cas stinples,

c) Elimination de I'indéterminée entre deux polyndomes de K [X|,
de linconnue entre deux équations. Cas de C [X] : exemples de
recherche et d'utilisation du résultant. -

d) Transformation d'une équation algébrique sur Ie coTps C
Exemples de transformations simiples. Equations réciproques.

IIl. — ALGEBRE LINEAIRE ET MULTILINEAIRE

1) ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

a) Espace vectoriel sur un corps commutatif. Application linéairve
d'un espace vectoriel dans un espace vectoriel; application linéaire
composée. Espace vectorlel £ (B, F) des applications linéaires d'un
espace vectoriel E dans un autre F. Algébre des endomorphismes d'un
espace vectoriel. Groupe linéalre GIL (E).

b) Sous-espaces vectoriels ; combinalsons linéaires.

Inlersection de sous-espaces vectorlels ;

sous-espace ehgendré par
une partie d'un espace vectoriel ;

somme de sous-espaces.,
Noyau et image d'une application linéaire,

Produit d'un nombre fini d’espaces vectoriels, Espace vectoriel,
quotient d'un espace vectoriel par un sous-espoce,

c) Somme directe de deux sous-espaces vecloriels. Sous-espaces
vectoriels supplémentaires.

d) Familles libres, familles génératrices.

2) ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

a) Espace vectoriel engendré par unc partie finje dimension
et bases. Existence de supplémentaires pour un sous-espace,

b Relalion entre les dimenslons de deux sous-espaces vectorlels,
de leur mt,exsechon et de leur somme.

c) Base de 5; (E, F) associte 3 une base de E el une base de F,
Dimension de £~ (1, F). .
d) Rang d'une application linéaire.

~

TLox

“~
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3) MATRICES

a) Matrice . d'une application linéalre
dimension finle dans un espace vectortel”
base ayant été choisie’ ddns chacun d'eux.

Opérations s'm_f: ies:"ﬁ)atrlces; transposition. Espace vectotflel des
matrices & n lighed ét'yf colonnes & coefficients dans le corps commu-
tatif K. Algéhre des matrices carrées d'ordre n.

Groupe des matrices inversibles d'ordre n.
b) Rang d'unc matrice. Rang de la matrice transposée. -

¢) Matrice de changement de base. Malrices équivalentes.
Matrices carrées semblables,

d'un , espace vectoriel de
¢ dimension finle, une

4) DETERMINANTS

g) Définition d'une application multilinéaire. Application multi-
linéaire antisymétrique (le corps de base n'est pas de caractéristique 2),

1) Droite vectorielle des formes n-linéaires antisymétriques sur
un espace véctoriel E de dimension n.  Déterminant, relatif A une
bhase de B, d'un n-uplef de vecteurs, .

¢) Déterminant d'un endomorphisme ; déterminant d'un endo-
morphisme composé. Déterminant d’'une matrice carrée,

d) Calcul des déterminants : cofacteurs et mineurs.

e) Application des détexmmants 4 Ian détermination du rang
d'une matrice.

f) Application des déterminants & l'orientation d’'un espace vec-
foriel réel de dimenslon finie.

5) SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES
a) Cas de Cramer. Cas général,
b) Application au calcul d'une malrice inverse,

6) ENDOMORPHISMES D'UN ESPACE VECTORIEL
DE DIMENSION FINIE SUR C

Valeurs propres d'un endomorphisme ; vecteurs propres associés |
polyndme caractéristique ; diagonalisation dans le cas oft Ie polyndme
caractéristique n'a que des racines simples,

IV, — LESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS ET HERMITIENS
DE DIMENSION FINIE

1) FORMES QUADRATIQUES

Forme bilinéaire symétrique et forme quadratique associées (le
corps de base n'est pas de caracléristique 2), Vecleurs orthogonaux
(ou conjugués) par rapporl & ces fores; noyau formes non dégé-
nérées,

Matrice. relative & une base de l'espace vectoriel E, d'une forme
bilinésire symétrique et d'une forme quadratique; changement de
base ; discriminant, rang, existence d'une base formée de vecteurs
deux & deux orthogonaux. \

2) ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

a) Forme bilinéaire symétrique et forme quadratiqgue sur unm
espace vectoriel réel; forme positive, inégalité de Cauchy-Schwarz,
inégalité triangulaire, théoreme d'inertle, -



IZ1

b) Produit scalaire ; espace vectorie] eucfidie}n + Broupe orthogonal,

c} Existence de bases orthonormées. Groy
v 1
4

gonales d'ordre n, i

3) ESPACES VECTORIELS BERMITIENS

a) Forihe ‘Sesquilinéalre hermitierme suir 1p ‘es
spice vectoriel com-
plexe. Vecteurs orthogonaux ; noyau ; forme non dégénérde, "

b} Matrice, relative #, une base de E, d'une forine sesqullinéaire
hermitienne syr un espace vecloriel B de dimension finie,

c) Forme hermfﬂenne; forme positive, inégalitd d -
Schwarz, Inégalité triangulaire, # i

d.) Produit scalalre hermitien : espace vectorlel bermitien ; groupe
xmig.an-e. Ex{stence de bases orthonormées dun espace vectoriel hep-
mitien de «._ixmension finle, Groupe deg matrices unitaires dordre n,

€) Valeurs bropres d'une matrice herinitfenne- cas d'un i
7 S m
syniétrique réelle. . , ® matrice

V. — ANALYSE

1) ELEMENTS DE TOPOLOGIE

A} Construction de R, Les propriétés sulvantes seront admises ¢
R est un corps totalement ordonng dans lequel est immergé e corp';
archimédien Q et dont toute partie non vide majorée (resp. mmorée‘)
admet une borne supérieure (resp. Inférieure). Intervalies, )

b} Topologie de; espaces méiriques, Structure d’espace métrique :
distance, boules ouvertes Tonologle associée : parties ouvertes, parties

fermées : voisinage d'un point ; point adhérent 4 un ie : i
igiedl . I 11e partl_e. votion

]
E:Eemple fondamental - distance associse & la norme dun espace
vectoriel normé, L'é¢quivalence de deux Normes est, une condition suf-
fisante pour qu'elles définissent ja méme topologie,
Recouvrement,. Définition d'une bartie compacte.

c)' Propriétés de R et de R" considérés comme espaces vectoriels
normes (sans démonstrations) : les parties compactes de R et de m»
sont les partles fermées et bornées,

Suites notion de suite convergente, de sulte de Cauchy, on
adimettra que les espaces mélriques R et Rn sont complets.

f\pp_»ﬁcation de R (ou dune partie de Rr), cans Ro - limite,
cgntmu:té, continuité uniforme. On admettra 1a continuité uniforme
d'une application continue définie Sur une partie fermee hornde,

2) FONUTIONS NUMERIQUES D'UNE VARIABLE REELLE

8) Limites, Opérntions sur les limites, Infiniment pelits of infi-
niment grands,

Divers quaiificalifs

fonciion periodique, paire, Impaire, bornée,
monolone,

] Bultes réelles. Convergence ef, divergenhce. Suites monctones bor-
nées. :

. Couplé de suites adjacenles. Suites définles par une relation ae
récurrence, |

b} Propriétés (admises) d'une lonction continue sur un intervalle
(l'ensemb]e-lmage est un intervalle), sur un fermé borné (rensenibie-
Image est fermé borng, et Ia fonchion est uniformément continge).

0
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Fonclion réciproque, d'une fonction continue ot strictement mono-
fone sur un intervalle.

Dérivabilitéd en un po:int, sur un intervalle, Calcul des dérivées
(fonction composée, fonction réciproque).

Théorémes de Rolle, des accroissements finis, de Taylor-Lagrange,
Sens de variation d'une fonction dérivable sur un intervalle, Primi-
tives, " .

Etude locale dune fonction. Développements limites,
Formule de Taylor-Young. .
¢) Intégrale d'une fonction numérique d'une variable réelle,

Fonction intégrable au sens de Riemann, sur un segment : les
fonctions continues, les fonctions monotones sont intégrables.

La valeur absolue d'une fonction intégrable, le produit de deuy
fonctions intégrables, sont intégrables (ces résultals sont admis),

b
Lapplication [ |_._y [ rydt (a<h
a

esb une forme linéaire croissante.
Incégalité de Schwarz, Premigre formule de la moyenne,
Valeur moyenne dune fonclion,
Intégrale sur ia réunion de deux segments adjacents,
Changement de variable. Inlégration par parties.
Intégrale considéréo .comine fonction de sq borne supérieure.

Délinition de Tintégrale d'une fonction sur un intervalte non
botné, sur un intervalle borng ouvert,.

Convergence des Intégrales de fonctions positives.

Définition de la convergence absolue.

&) TFonclions usuelles et applications,

Fonctions circulaires et circulaires réciproques. Fonctions loga-
rithmiques et exponentieiles Fonclions puissances (exposants réels).
Fonctions hyperboliques et hyperbollques réciproques.

Développements limités classiques.

Fonctions construites & partir des fonctions usuelles. Exemple
fonctions ur, :

Construction de couthes représentatives de fonctions.

Caiculs de primitives - changement de variable, intégration par
parties. Primitives des fonctions usuclles et des fonctions rationnelies.
Calculs simples de primitives, en particulier de fonctions sexprimant

rationnellement

ax b / T
en sin x et cos x, en x ot \ e X ct\ Ao bste

cx - d

3 FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VARIABLE REELLE
(DIMENSION FINIE)

Limite. Continuité. Deérivation, Intégraie sur un segment.

4) CALCUL DIFFERENTIEL
a) Applications d'un ouvert de Rn dans R,

Applications partielles en un point. Continuité partielle (condle
tion nécessaire de continuiteé). Dérivées partictles,



44!

b) Développements en sérle entiére des fonctions
1

1—x

, Arctgx, Log (1 4 x), ev, shx, chx (1 4 %),

¢) définition de e'..ich z, sh 2z, cos 7, sin z.

) ‘N.B.'_—— Suivan’, le point de vue adopté, les développements en
série enliere de ¢bs X et sin x (xCR) seront, soit donnds comme une
définition, soil obtenus comme un résultat,

Vil. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

a) A variables séparables ;

y
b) homogénes : f (—-, y ) =03

X
yi4ax)y=bx);

@) Systéme d'éguallons différentieiles linéalres du premier ordre
8. coelficients constants avec ou sans second membre,

On sc limitera
coefficients.

c) linéalres :

aux'cas ol on snit diagonaliser la matrice des

2) EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU SECOND ORDRE

& coellicients constants avec ou sans second membre (on se hornera
au cas ou le sccond mombre est produit de fonctions poiynoime,
exponentielle, sinus, cositius)

VI, — GEOMETRIE ANALYTIQUE
1) ESPACES AFFINES DE DIMENSION 2 ET DE DIMENSION 3

Reperes alfines. Changement de repére. Orlentation. Barvcentres ;
proprigtés. Equations cartésiennes et représenfations paramétrigues
dune droite affine. dun plan affine

Intersections de droites et de plans. Faisceaus linéaires de droites
dans le plan, de plans dans l'espace de dimension trois.

2} GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE
Espace alfine cuclidien. Repéres orthonormés.

problémes métriques dans le plan ou dans l'espace de dimensicn
trois : dislauce d'un point & une droite, ou & un plan ; perpendiculaire
cominnne a deuxr droites; mesure dangles.

Equations cartésicnnes et représentatlons paramélriques dun
cercle en géométric plane, faisceaux linéaires de cercles, cercles ortho-
gonaux.,

Délinition des coordonnées polaires en géométrie plane. Repré-
sentations polaires d'une droite, d'un cercle passant par le pole, d'une
conique admettant le pdle pour foyer.

Délinition des coordonnées eylindriques et des coordonnées sphide
riques.

Surfaces du sccond ordre (on les supposera rapportéés & lewrg
éléments de symétrie).

9L0Z
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Dérivées partielles dordre supérieur. Théoréme sur Vinterversion
de l'ordre des dérivations tadmis).

13) Applicationsg différentiables,
Application finéalre tangente (ou différentlelle) en un point.
Matrice jacobienﬁe.

Une application différentiable en un point est continue en ce
point, et admet en ce point des dérivées partielles.

Une application admettant des dérivées partielles continues en un
point est différentiable en ce point.

Composition drapplications différentiables.
) Cas partlculier d'une fonction numérique (p = 1).
Formule des accroissements finis; formule de Taylor-Lagrange.

Extremum ; position de la surface z = { (x, y) par rapport au
pian tangent en un point en leguel 1t —s* # 0.

5) COMPLEMENTS DE CALCUL INTEGRAL

a) Inlégrales de fonctions de deux ou trois variables.

Sans démonstrations, méthodes pratiques de calcul et changement
de variables (es extensions & des foncltions non bornées ou a des
domaines non hornés sout hors programme),

by Applications géométriques du calcul intégral.

Calcul de longuewrs d'arcs, d'aires de domaines plans, de volumes
de domaines tridimensionnels,

Masse. moment d'inertie. centre d'inertie d'une lighe, d'une plaque
plane, d'un solide tridimensionnel.

(Aucune difficulté ne sera soulevée concernant la deéfinition des
queslions précédentes.)

c) Intégrales curvilignes; intégrales de surfaces.

d)  Champ de vectewrs gvadient, circulation, divergence, rotla-
tionnel, flux, potentiel scalaire et potentiel vecteur.

Vi, — SERIES

1) SERIES NUMERIQUES A TERMES REELS OU COMPLEXE3

a) Counvergence, divergence- Condition necessaire et suffisante
de convergence, liée & I'étude des suites de Cauchy.

Seéries géomeétriques.

h) Séries & termes réels positifs. Théorémes de comparaison,
Roézles diles de Cauchy et de d'Alembert (la comparaison de ces
deux régles est hiors du programme)

Comparaison avec une intégrale. Série de terme général n-a.
c) Convergence absolue et semi-convergence.
Comparaison avec une intégrale. Série de terme général.

2y SERIES ENTIERES D'UNE VARIABLE COMPLEXE

a) Disque ouverl de convergence, continuite, convergence uniforme
sur up sous-disque fermé, intégration et dérivation dens R sur l'inter-
valle ouvert de convergence

Produit de deux. séries entieres.
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3) VTI‘ORSEU.RS DANS UN ESPACE AFFINE EUCLIDIEN
DE DIMENSION § - .

Définition. Application antisymétrique ‘associge,

Invariant scalairé d'un - torseur, Torseurs élémentaires coiple,
Rlisseur,, Axe d'un glisseur non nul, L

Espace vectoriel des torseurs. Décomposition d'un torseur en ia
somme d'un couple ef d'un glisseur non nul dong I'axe passe par un
point donné ou du torseur nul.

Comoment de deux torseurs. Moment d'un torseur par rapport
& un axye,.

Coordonnées d'un torseur

4) CONSTRUCTION DE COURBES PLANES

€l coordonnées cartéslennes (définies par une équation y = 1 (X},
par une représentation paramétrique) et en coordonnées polaires
[défintes par une équation p =1 @) : tangente, concavité, branches
infinies (les Jonctions qui interviendront jei seront supposées dérivables
autant de fois gqu'on le jugera’ bon pour ia simplicité de I'exposé,
sans chercher 4 expliciter. dans chaque cas, les hypothéses minimales)

5 GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

{espace affine, ou affine euclidien, de dimension 2 ou de dimension 3)

Courbure des courbes planes Rayon de courbure. Centre de
courbure. Cercle osculateur. Développée. —_

Tangente et plan osculateur & une courbe gauche. Triédre de
Frenet. courbure,

6) CINEMATIQUE
Systéme de référence v Mouvement d'un point ; trajectoire, vecteur-
vitesse, vecteur-accélération i décompositions suivant différents repéres,
Mouvements & accélération centrale (es [ormules de Binet ne
sont pas au programme),
Cinématique du « solide » champ des vitesses et mouvement
uniforme tangent a un instant donné ; vecteur-rotation.

Changement du systéme de référence ; composition des vitesses,
composition des accélérations.

IX. — CALCUL NUMERIQUE

La formation du futur professeur — comme celle du futur cher-
cheur — doit le préparer & savoir appliquer pratiquement toute
guestion donnant lieu a présentation théorique,

Les candidatls au C.APES. doivent, en parliculier, savoiy

— user de toule espéce de lables munériques, ils n'ont pas A y
fajre d'autre interpolation que Vinterpolation lindaire, ni g savoir )a
formule qui permet de majorer Verreur commise ainsi ;

— traduire, par une représentation graphique, les résullats de
I'ttude d'une fonction nuwmeérigue d'une variable 1éelle ; .

— conslruire des courbes donnéeg paramétriquement, ou, en coor
données polaires, par une relation de la forme v = f ) ;

AN
— résbudre une équalion a une inconnue par Jes méthodes dites
de Descartes et de Newton ou par la méthede des approxima_tiom
Buccessives ;

— calculer une intégrale définie par la méthode des trapézes:

~— calculer la somine d'une série.
Pour cesg derniers problémes, aucune « formule d'erreur » n'est
detmandée. ’

.
‘e

Les deux épreuves écrites peuvent porter sur tout ou partie du
programme précédent ®), b), ¢,

Les deux épreuves orales (exposé et interrogation) porteront uni-
quement sur les parties a) et b) de ce prograinme.

L'exposé n'est pas une lecon professant un sujet dans un souci
d’adaptation pédagogique au niveay d'une classe 'secondaire déter-
minée ; il invite ie candidat a mettre en ccuvre l'ensemble de ses
connaissances, dans une présentation ordonnée et correcte, A la fin
de l'exposé, des questions peuvent Etre posées & son sujet par le
jury an candidat,
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Le programme des épreuves théoriques du CAPES de
mathématiques est défini en annexe |. Celui des épreu-
ves écrites porte sur les titres A et B de cetle annexe;
celui des épreuves orales porte sur le titre A, augmenté
du paragraphe 1.1-4 du titre B intitulé « nombres entiers,
nombres rationnels ».

ANNEXE — PROGRAMMES

A. Programme de ['enseignement
secondaire

Ce programme comporte tous les programmes des cias-
ses de la quatriéme 2 la terminale incluses, dans tou-
tes les sections, tels qu'ils figurent dans les brochures
du CNDP, n® 6093 et n® 6012.

Les théorémes cités dans les programmes et admis sans
démonstration font intégralement partie du programme
du CAPES, démonstrations comprises.

En outre, les candidats doivent se munir d’une calcula-
trice scientifique programmable, alphanumérique ou non.
lls doivent savoir utiliser leur caiculatrice dans les situa-
tions numériques et algorithmiques liées au programme ;
dans ce cadre, ils doivent savoir programmer les valeurs
numériques d’une fonction d'une ou deux variables, des
termes d'une suite définie par une reiation de récurrence
et des termes d'une suite définie par additions ou mul-
tiplications répétées.

B. Programme complémentaire

| — Nombres et structures

1. Ensembles

Vocabulaire élémentaire relatif aux ensembles, aux apphi-
cations, aux lois de composition, aux relations d'équi-
valence et aux relations d'ordre.

2. Groupes

a) Groupes, morphismes de groupes. Seus-groupes,

sous-groupe engendré par une parlie. Groupes cycli-
ques. Ordre d’un éiément ; théoréme de Lagrange.

Image et noyau d’un morphisme de groupes. Sous- .

groupes distingués, groupe guotient.

Groupe opérant sur un ensembie, orbites. Eléments
CONjUQUES.

b) Permutations d’un ensemble fini, groupe symétrique.
Cycles ; transpositions. Décomposition d’une permuta-
tion en produit de cycles disjoints, en prodult de trans-
positions. Signature d’une permutation, groupe alterné.

3. Anneaux et corps

Anneaux (unitaires}, morphismes d'anneaux. Sous-
anneaux.

Anneaux commutatifs, anneaux intégres ; idéaux, idéaux
principaux ; anneaux quotients. Corps (commutatifs),
sous-corps ; caractéristique d'un corps.
4. Nombres entiers, nombres rationnels

a) Ensemble !N des nombres entiers naturels, raison-
nement par récurrence. Ensembles finis.

b) Anneau Z des nombres entiers relatifs (ou sation-
nels). L'anneau Z est intégre ; divisibilité dans Z. Divi
sion euclidienne ; sous-groupes additifs de Z .

Les idsaux de Z sont principaux ; égalité de Bezout
Nombres premiers ; décompositian en facteurs premiers

P.G.C.D., P.P.C.M. ; algorithme d’Euclide.
Corps des nombres rationnels.

Congruences ; anneaux Z /n Z, caractérisation des élé
ments inversibles.

J oo o

I -~ Suites et fonctions

1. Suites de nombres réeis st ds nombres complaxes

a) Suites convergentes, divergenies ; suites extraites,
vateurs ¢’adhérence. Opérations aigébriques sur les limi-
tes. Relations de comparaison : domination (u est domi-
née par v), prépondérance (u est négligeable devant v}
et équivalence (u est équivalente a v). Notations
f=0{g).f=og)ouf«g eting.

b) Toute partie majorée non vide de R admet une borne
supérieure, toute suite croissante majorée de nombres
réels converge. Suites adjacéntes. Développement déci-
mal d'un nombre réel. Droite numérique achevéelR .

Toute suite de Cauchy de nombres réels ou complexes
converge. De toute suite bornée de nombres réels ou
complexes, on peut exiraire une suite convergente.

Théoréme du point fixe pour une application contrac-
tante ¢'un intervalle fermé de (R dans lui-méme. Elude
du comportement asymptotique de suites. Approxima-
tion d'un nombre réef ou complexe au moyen de sui-
tes : rapidité de convergence et performance d'un algo-
rithme. Accélération de convergence : méthode de
Richardson-Romberg.

¢} Exemples d'étude de suiles de nombres réels défi-
nies par une relalion de récurrence Us.1 = f(un) &t par
une condition initiale.

Approximation d'une solution d’'une égualion numéri-
que. Méthode de dichotomie. Méthode des approxima-
tions successives ; méthodes de Newlon, d'interpola-
tion lindaire et d'ajustement linéaire.

2. Espaces vecloriels normés réels ou complexss

Les applications étudiées dans ce paragraphe sont défi-
nies sur une partie d’un espace vecloriel normé¢ et 4
valeurs dans un espace vectorie/ normé.

a} Normes sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Norme, distance associée, boules. Parties bornées, dia-
métre d’une partie. Distance d'un point & une partie.
Applications lipschitziennes. Produit d’une famille finie
d'espaces normes.

Exemples de normes usuelles sur les espaces de sui-
tes et de fonctions.

b} Voisinages d'un peint d’'un espace vectoriel normeé,
ouverts, fermés ; adhérence, intérieur et frontiére d'une
partie, parties denses, points isolés, points
d'accumulation.

Distance induite sur upe partie ; voisinages d'un point,
ouverts et fermés d’une partie.

¢) Limite d’une application suivant une partie, continuité
en un point. Applications continues, caractérisation par
image réciproque des ouverts ou des fermés. Continuité
d'une application composée ; homéomorphismes. Appli-
cations uniformément continues.

d) Suites convergentes, divergentes. Caractérisation des
points adhérents et des applications continues & |'aide
de suites. .

e) Caractérisation des applications linéaires continues,
norme d'une application linéaire continue. Normes
équivalentes.

Exemples de normes matricielles.

f) Relations de comparaison en un point : dominalion
(f est dominée par g), prépondérance (f est négligeable

Seo
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

COMPOSITIONS ECRITES.

Programme général d’Analyse st de Mécanique.

Les programmes des certificats d’études supéricures variant d'une
Université & Pautre, le jury indique, dans le programme ci-dessous, le
minimum des connaissances générales qui sont supposées acquises par
les candidats en calcul différentiel, caleul intégral et mécanique.

Les sujets des compositions sur le calcul différentiel, le calcul inté-
gral et la mécanique seront choisis dans les numéros de ce programme;
ils ne dépasscront pas le niveau des sujets de problémes proposés aux
certificats de licence correspondants,

CALCUL DIFFERENTIEL BT CALCUL INTEGRAL,

1* Opérations fondamentales du calcul différentiel et du calcul intégral.

Dérivées et différentielles : intégrales simples, intégrales curvilignes,
intégrales de différentielles totales; intégrales doubles et triples.

Formule de Green, — Formule de Stokes. .

2o Applications du calcul différentiel.

Etudes des fonctions de variables réelles (formule de Taylor, maxima
et minima, déterminants fonct_ionnels, fonclions implicites). Calcul des
dérivés et différentielles; changement de variables.

3¢ Applications du calcul intégral,

‘Procédés d’intégration, Longueur d’un arc de courbe, aires planes et
geuches, volumes. Différentiation et changement de variables sous le

b 2 i
sigoe f Etude de 1’intégra1ef f{x) dz quand upe limite ou la fome-

[

tion devient indéfinie. - i
Etude des fonctions représentées par des séries.
Propriétés des séries entidres.

- 702 Mt 15 Jécembrd"kgf;x;;

4° Eléments de géométrie infinitdsimale.

Y. Propriétés 'infinitésimales des courbes planes’ ou ganches: (courbes
.enveloppes, courbure, torsion). Propridtés infinitésiinales des surfaces:
;surfaces enveloppes, notions sommaires sur les transformations de
;contact; surfaces dévcloppables, surfaces réglées; congruences rectili-
. gnes, surfaces focales; théoréma de Meusnier; sections priccipales; cour-
.bure géodésique; torsion géodésique.

’* Réseaux conjuguds, lignes .de. courbure, lignes asymptotiques, lignes
h‘gﬁg@gt}iu%, en coordonnées curvilignes quelco’nques.

5° Eléments de géométrie réglie. .

Cb@rdonnées 'plii\ck'érk;,npe_s; complexe linéaire; complexe tétraédral,
. ; [ . . z T, by i

[TEI SN
SR iy, . @ s ° ! . . s
. 6° Fonctions élémentaires, d’une. variable complexe.

;Eopgt;i'gls'ﬁs: 'éigéb:iqugas siniples; fonctions, cireulaires at ldgérﬁﬁn‘ib
qaes. G T i oo ! ‘.

s B - TN

7° Théorie des fonétlons anali;tx‘qn_eg. '

Propriétés de 1'intégrale f J(z) dz. Séries de Taylor et ds Eaurent

Péles, points singullers essenticls, résidus.

e L4

¥ §

8° Equations d‘ifférentielles du premier ordre.-

- Intégrale -général'ei,‘ intégrales par_ticuliéres, in.tégralés “ sln_gulié,res,.‘{ .
Types. simples d’4quations intégrables. Facteur intégrant.

9° Equations dz’f]érm*l'ielles et systémes d'équation d’ordre gquelcongue.

:'Ixit.é'g'i*gle' générale, intégfales_ particuliéres, intégrales premiérgs'.
. Types simples d’équations intégrables. Equations lindaires.

+10° Intégration de U'équation aux dérivdes partielles
= +  du premler ordre linéaire.

11* Iitdgration de Véquation auz différentielles totalés du ‘premier
“ordre, Intégration de P'dquation aqux dérivées partlelles du. premier
- ondre et de T'équation de Monge associde.

LY

12¢ Eléments du calcul des variations, :

~ (On se bornera & la formation de Péquation d’E\lil"ei-""t;t: & lla"_ﬂéﬁftjii-
tion des extrémales) - R vy ety



9C1

AGRE GATION A232%

7l\l 2899, — 703 —

15 décembre 1931

MEcANIQUE,
13° Statique.

Composition des forces appliquées & un méme point.
Attraction &’

une couche sphérigque homogéne sur un point extéricur
ou intériecur. P

ropri¢tés ¢lémentaires du potentiel.
Réduction des forces appliquées & un corps solide,

Condlitions d'¢quilibre d°
aux machines simples.

Théoréme du travail virtuel.
Polygone funiculaire, Ponts suspendus.
Equilibre des fils, Chainette.

un corps solide et des systémes, Application

14° Cinématique,

Vitesse. Accélération.

Mouvement d’une figure plane dans son plan. Représentation du mou-
vement par le roulement d’une courbe inobilé sur une courbe fixe.

Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. Représentation
du mouvement par le roulement d’un cdne mobile sur un cdne fixe,

Mouvement d’un corps solide dans Pespace. Mouvement hélicoidal.
Composition des mouvements.

16° Dynamique du point,
Travail.
_ Théorémes généraux, A
Intégrales premiéres des équations du mouvement,
Application au mouvement des planétes.

Mouvement d'un point sur une courbe ou sur une surface. Mouve-

ment dans un milleu résistant. Pendule, pendule sphérique. Lignes géo-
désiques.

16° Géométrie des masses.

Centres de gravité. Moments d’inertic.

17° Dynamique des systémes,

Théorémes généraux. Intégrales premiéres.
Energie, Stabilité de Péquflibre.

Mouvement d'un corps solide autour d’un axe fixe. Pressions sup-
portées par 'axe. Pendule composé.

Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe,
Mouvement général d’un corps solide.

15 ddcembre 1§31
Loisdu frottement \Qe glissement.

e Mouvement d’un systénie de solides soumis & des liaisons. Systimes
olonomes et mon holonomes. .

18¢ Peramsi‘ov et chocs.

'Appilcatiou -des
de choes.

‘,,Q'}{I‘héorémés généraux pour le point et le Eorps solide,
£quations de Lagrange aux problémes de percussions: et

5t

S » : \19’ Equat‘ions canoniques. -
Théoreme de.Jacobl, o -
. ' 20° Hydrostatigue.

,,Equilibre d’une masse ﬂ'ui%d}é_.“s‘Surface de niveau. Pression ‘sur une
.p?.rr.\f}:;lar—xil?.’-;}‘rincljpe‘::?’A{chiméd‘e._Tqulibre des co‘n':‘s_ﬂott_ants. s

it e

i"“'rogx"ammés ééﬁéraixx de mathématiques éléméutaiieé o
: et de mathématiques spéciales,

. Ces programmes sont ceux de Penseignement des mathématiques
dans les Iycées et colleges, ) c
. La composition sur les mathématiques élémentaires sera une’ appli-
cation des connaissances qu'un bon éléve peut acquérir dans les classes
de l’enseignemeug secondaire jusqu'a la clase de mathématiques. La so-
lution n'exigera pas I'emplof de théorics dont la véritable place est en
mathématiques " spéciales, comme I'homographife envisagée du point de
vie général; cé serait méconnaitre le caractére de Pépreuve que de faire
appel & ces thdories.

La compoistion sur les mathématiques spéciales porters sur les ma-
titres enseignées dans ia classe correspondante des lycdes. Toutefols,
les candidats sont avertis que la connaissance des éléments de la théo-
rie des formes quadratiques, celle des propriétés Ies plus simples des

coordonnées tangentielles, des complexes lindaires ou du second ordre,
des foyers et des focales ‘pourront leur étre utiles.

P P
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LEGONS. : T T

BRY

PANTIES DES PROGRAMMES D’Oll SERONT TIRES LES SUJETS DES LEGONS,

I, — Legons de mathématiques spéoiales,

" Division des polynomes entiers. Plus grand commun diviseur de deux
polynomes. ’ ;

5
i Détermirants, — Echange des lignes et des colonues; ¢changes de
deux lignes ou de deux colonnes; combinalson des lignes ou des co-
lounes. Développement suivant les éléments d'une iigne ou d'une co-
lonne. Produit de deux déterminants, :

B Equations lindaires, — Résolution au moyen des déterminants,
Formes linduires. — Conditions d'indépendance,

" Nombres complexes. — Opérations. Formule de Moivre. Application '&
is multiplication et & la division des angles. Résolution trigonométrique
des équations bindmes.

Séries, — Progression géométrique. Séries & termes positifs. Sérlo

n4a

—l~. Csaractéres de convergence ﬁrés de P'étude de \/ll’.. et de —T

w
Séries absolument convergentes. Séries alternées dont le terme général
décrolt constamment en valeur absolue et tend vers zéro.

' Caleul approché de la somme d'une série convergente; limite s'upéj
rieure de Yerreur commise.

Définition du nombre e; ce nombre est incommensurable.

Séries & termes complexes. , =
Multiplication de deux séries absolument convergentes. SR

g

' Fonctions d'une variable réelle. — Fonctions usuelles : a*, log x; fonc.
tions circulalires et hyperboliques, directes et inverses. Emplol ‘de Ia
dérivée pour Pétude et la variation d’une fonctfon d'une variable;
maxima et minima.

Séries entidres, & coeflicients réels, d'une variable réelle. — Intervalle
de convergence. A Yintérieur de I'Intervalle de convergnce, on obtient Ia
dérivée ou une prlmitive de 1a fonction définie par la sérle, en dérivant
ou intégrant terme A terme.’

"'Proprlétés générales des éqﬁaﬂons algébrigues. — Relations entre les

coefllcients et les racines. Calcul d'ume fooction entidre et symétrique

des racines, en fonctlon des coefficlents de "équation. Elimination d’une
vk : 4k

V06
dnconnlie ‘entreVdeax: &quations au m
ilfrnns!omatl‘ovn d’une & .,
sur-une '_u_eu!e ‘raclne.
. grales. — L'aire d'yn segment de courbe est 1 limite de 1
‘des’. aires des rectanglés inscrits. Inté lene mogonme
}f’u?ﬁ'-wncmn ‘ddhs ‘un intervaile; " ‘grﬁl% "dgﬂni’s‘ Vaiene R
‘:f'{'lnérivé'é d’une Intégrale définie considé
mite supérieure, Intégrale indéfinie.

15 décemble Vg3

yen des fonctions Symétriques::
qua‘tlou '1-)53"}'1‘1_':;: substitution rationnelle portant

rée comme fonction de sa -
g‘r Dtt;comgosi.ggr‘ﬂes fractions” fationnelles en" éléments simples, “Inté.
‘gration.des différenticlles rationnelles. ot de celles qui devi Sra-
Jt_;énhenes"pg{ un’thangement de varlable simple. e BHO?D;E-.‘::
", Application ‘du calcnl des intégrales sim o, Atre
n, dy ) ples & 1n mesure des alres
"Riap”-""*"l évglgauon.‘des volumes, &:1a‘rectification des “cburbds) &
'4valuation de’ V'alro,dune. zons de révolution; A 'Indétermination ‘ddy
Spntyop: de, gravité; au, caleul. des:moments dinertie. o el
By o . eI [ I LT [APRE AN NG &
.- Equations diﬂérantiellfs. — Intégration des équations différenticlies
du’ premien,ardra 3,19 dany e cas ol los ‘vatlables se séparent: Immédia-

.}emgnt; 2¢ dgp: 1e cas qii‘jflzgquatlo_n est homogéne ou lindalre.
+-:Intégration de Péquatton “dltérentlelle Undaire du' second orded 4
l:q:fﬂ;{egﬁ; constants sans second membre; cas ou le second membre
st Ui Polyfioma ¢u: une ‘somime’ d'ex 1 ¢ 1a for: il
onpi T S8, e efume desponenticles dé T forme A
i ,' i e PRI T S .1’:"
- : ) Lieuz géoméiriques.

\

et - sEileang vt 4 Vo R e R
Courbes dont I'équation est résolue par rapport & I’

ndes, ' Tangents et pormale en un point,.

mals, Concavits, convexité, points d

4, dex, constructiony do courbea,

P S v
une des coordon-
.Sous-tangents et sous-or
Yinflexion. Asymptotes. Appiication
; FUERL S v 4
S LN PRV b0 L gl e g @ o ecrdiy
_,,’(_,‘,au{‘lgq"{géﬂufcg_.pa{‘i expression des coardonndes du point comppant
R fonctlon’ d’un paramstre, — Exemples do coustruction. Les. courbey
«du second ordre et celles du troisitme ordre & yn point double, gont
unfenrsales, 17 ce s, DT TR S B POIRG €OURK

= Courbes. définiss:par. une éguation non résokwe. — iTangento, ot fior-
.male en un poln't. Tangentes & T'origine pour les courbes algébriques
‘dout ¢e polnt est nn polnt simple ou-maltiple. Recherche :des -asymptotes
s0r: deg txemples -numériques simples, tols que: des’eourbes du socond
0“~d“l-“‘0h“ﬂ\ﬂ ondrs, T e R = oy SR Y
; +Intersection d'une. courbe algébrique donnée par une équatfon’ ¢h
coordonnées homogénes avec une drolte arbitrairement menéde pa
point donnd sur 1a courbe; tangente en ce point supposé simple.
gqtb e?nslflérée. commis tangeute en Jun point & Plafinl. -

RTAL NSOt

IR

ar un
symp-

.

:": Courbes du second ordre, — Condition pour que detx polnts solent
copjugués par rapport A une conique; polaire d’un point. Conditjon
-{I’?P?‘ qqfh'c.’ieﬂk‘ @{‘q}?ﬁs s_q_le_pt conjugudés; péle d'une drolte. o

oo Horograpiile st involdtlon sur une conique, '

‘
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»Deux conlques ont, en général, guatre points communs, réels ou
’Xmaginalres, & distance finie ou & Pinfini. Notions succinctes sur les

n!ques appartenant & un faiscoau lindaire; ces coniques déiermineut
sur une droite quelconque, une involution,

15 décenbre 1331

Coordannécs polajres, — Leur transformation en coordonnées rectan-
gulalrcs Equations de !a droite, du cercle, d’'une conique dont le pble
¢st un foyer. Tangentes, asymptotes; application & la construction de
courbes dont I"dquation est résolue par rapport au rayon vecteur.

Enveloppes. — Définition d'une courbe par V’équation générale de sa
tangente.

. Développée d’une courbe plane. Courbure,

Courbes gauches. — Tangente, plan osculatcur. Courbure. Application
4 Phélice - circulnhe

§ur/acex‘ — Plan tangeni, normale. Exemples de surfaces définies

par un mode de génération simple (cylindres, cOnes, surfaces de. révo-
Iutlon).

Surfaces du second ordre. — Etude de ces surfaces sur les équations
réduites ; sections planes, condition de contact d’un plap, probldmes
simples reiatifs aux plans tangents; normale; sections circulaires; gé-
nératrices rectilignes.

GEOMETRIE DESCRIPTIVE :

Hyperbole de révolution.
Paraboloide hyperbolique.

Intersections de surfaces. — Deux cdnes ou cylindres; deux surfaces
de révolution dont les axes sont dans un méms plan.

CINBMATIQUE !

' Cinématique du pointf. — Mouvement curviligne. Vecteur vitesse, bodo-
graphe. Vecteur nccélération; aceciération tangenticlle et: acediération
normaie.

Cinémaiique d'wn systéme invariable. — Translation. Rotation au‘lour
d'un axe fixe. Mouvement hélicoidal,

_ Changement du syst¢me de comparaison. — Composition des vitesses,
Composition des aceélérations dans le cas ol le mouvement du systéme
de compnraison est un mouvement de translation.

. STATIQUR ¢ !

_Statistigus du poini, — Equilibre d’un point matériel libre, d'un poiat
matériel assujetti & rester sur une courbe flxe ou sur une sur!aco Axe
‘avec ou sans frottement. .

44
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K 5 Stalial(qus deu sysiéme® — Démontrer qu'il exists six conditions né
- cessalres d’dquilibre Indépendantes des forces intérieures. Ces six .con
"ditions sont sufisantes pour les systémes Invariables. Cas pnrticnlierl
-.. Equlvalence de deux systémes de forces appliquées A un corps solide
: Application A 1a réduction d'un systdme de forces. Composition de:
;couples Centre des forces paralltles; centre de gravits.

Equlllbre d'un sollde' iuveriable qul n'est pas llbre. Cas d’up polnt
.llxe. dun’ axe fixe avec ou sans glissement le long do cot axe, d'un
-deux ou trols poluts do contact avec un plan fixe. Réactions.

N . i 3 !

Dfmmquz DU POINT :

Tbéoréme de la {orce vlve. Energle cinétique et énergie potentlelle
d'un polnt placé dans un champ de forces.

Point l!bn. —_ Mouvement d'un point sous ’action d’une force: von-’
stantg: en graudeur et en direction, ou sous I'action d’une force attrac-
Aive ilssus’ d'un' centre fixe : 1° proportionnelle & la dlstance~ 3% en
nlnon inveue du csrré da 2 dlslauca S o WSS

\ ‘Pot‘nt non hbn. — Mouvemeﬁ‘t d’un point pesant sur un plan incliné,
.aveg ‘ou.-sans frottement, 1a vitesse initinle 4tant dirigée- sulvant une.

‘Hgne'de ‘plus grnnde pente Petites osc{llatlom d'un pendule slmp]e" M
) 1 b L Epe . ]

mr do Mnthémuthuel. N

. 3 . PRSI S
s {

: ,m‘m. e KR “SECONDE. o By edu g .g"x.\_':x,':"'
Amtnnx' P L St e ol ur

Résolutlon et dlscusslon d’une équation du prem!er degré 4 uns
inconnne. Inégnmé du premier degrs.

Coordonnées —. Etude et répré.sentahon grnphlque de 1a fonctlon

N Réxolutlon et dlscussion d’un systéme de deux équnuons du premler
dcgré,q. deux. Inconnues.

N Problému t m!ae en équation; discussion des résultats, . " o

it :Géomh'ms (ﬁgurcs planes) : ' )
Flgures :ymélriques par rapport. A un polnt ou & une droite, Danx
ﬂgureu planes symétriques sont égales.

*'Polygones régullers convexes, Inscription dans le cercle du carré, ds
l‘hcxagone, du triangle équiiatéral, du décagone et du pentagons régu-
liers.:Deux polygones réguliers d’un méme mombre de cté sont sem-
biables, Rapport de leurs périmétres, Lcngueur d’un arc de cercle. Rnp—
port de-iz circonférence su diamétre. .
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-Alres. — Mesure des aires du rectangle, du paraliélogramme, du
iangle, du traptze, d'un polygone quelconque. ’

Y.Rapport des nires de deux polygones semblables,

{';Mre d'un polygone régulier convexe. Aire d'un cercle, d'un secteur,
d'un segment de cercle, Rapport des alres de deux cercles
. ]

a
1
i

PREMIERE.
ALGEDRE :

: Equation du second degré 4 une imconnue.
i.- Existence des racines {on ne parlera pas des imaginaires).
/ Relations entre Ies coeflicients et Ies racines, Sigue des racines.

" Etude du trinbme du second degré. Inégalité du second degré, Pre-
blémes du second degré,

. Variation du trindme du second degré : représentation graphique,
i ’ ar 4 b

.:Varialiou de ia fonction

; représentation graphique,
. az 4 ) :
“-Progressions arithmétiques et progressions géométriques,
"”Xnté_réls composés.

b

: GEomBTRIE (figures dans Pespace) :

. Symétrie p‘ar rapport & une droite, Symétrie par rapport & un point,

Symétrie par rapport & un plan,

Angles polyédres, — Chaque face d’un triédre est mojndre que ia
tomme des deux autres, Limite de Ia somme des faces d’un triddre ou
Tun angle polyddre convexe.

: Tritdres supplémentaires. Tritdres symétriques. _ "
Cas d’éghlité ou de symétrie des triddres. “ o

. Polyédres. — Prlsme, Pyramide.
* Volume des parallélipipides et des prismes. Volume de Ia pyramide.

Volume du tronc de la Pyramide & bases paralitles, Volume du tronc
Is .prisme triangulaire.

Sphére. — Scction plane, pOleﬁ, plan tangent. Cone et cylindre cir-
onscrits, Aire et volume. ‘

£ MATHEMATIQUES. i A
:.c. ARITHMETIQUE :

‘ Division des nombres cntlex\b.‘ C 4
Définition et propriétés’ élémentaires des nombres premiers,

 Propriétés des fractions. Opérations. Cas des fractions décimales.
Nombres décimaux,

o — 710 — Y décembre 1931
;,x,,Cglq_}ﬂ. d’up quotient & une approximation déclm.ale donnée. — Rédye.
tion’ d’une fraction ordlnaire en fractlion déelmale. Condltion de ' possi.’
bilité, Fractions décimalaspér{odiql_xes. S
£ ;Cgrré,_d'un Rombre entler ou fractionnaire,
1a somme de deu:;:'_ nombres. Le carréd d’
4 ‘un nombre entler. Définition et extra
nombrq‘engler ou fractlonnaire A une n

1

Composition: du carré de
une_fraction. n’est Jamais &gal
ction de la racine carrée d'un
Pproximation décimale donnée,

", ALehang :

" Nombres positifs et nombres nédgatifs, Opérations,
" Equations du second degré 2 une inconnue (on
imaglnalr‘es).' Equations simples quj #y raménent,

Inggalités du’ premier ot du second degré,
.- Coordonnées d’un point, ‘Représentation ¢
tion‘fiu; premier degréd, .
. Varfations ‘st représentations graphiques des fonctions,

ne parlera pas des

une droite par uns'éqm'i-

R T SR
v ax+b.m‘?a:’+bx‘-f-c,ax‘+bx'+c.

i g e T A .

- :Dérivée. — " Signification géométrique. — Dérivée &
produit, d’un quotient, de Ia raclne cnrrée d’
cos-z, tg =, cotg . - .

r 'Appllcatlon_ & Vétude de 1a varlation de
qunrticuiler des fonctions de 1a forme :

ngr"_(“l f: '-: w . lw"{-bx-‘-c .'_r’
a aT+b'gtc)

'une somme, d’ny
une fonction, de sin’'z,

quelques fonctions simples,
az’+ba'+exd-d,

Aovan g b

L Ry N (A “ oo = -~

TricoNoMATRIE :

Teer g b %
.:_'b Formules d’addition pour le sinus, le costnuy et'ia tang‘en'i‘e. ” g
" Exercices sur la résolution et Ia diseusston ‘de’ quelques Céquatiods.
trlgono_métrlques simples,. : - ) g o
& Rg}ationa"antx;g les cOtés et Ies angles d’un’ triangle, Résolution’ des.
itdiglRagac e U ity T TR T SARE Reaglutton, dy
b iy

T
"GhomATRIR

; i v:{‘l' S '_': S s o e
3',&.--“ 'ran’kfarmalion des figures, — Déplacemen;a. & Transla}tion‘,'m
Rotation (géométris plane). o

!'I .,Synrétri'ea.‘ o o o

¥ Homothdtle ‘et slinilitude,”  #"" " - i :
‘Pufssance d’un polnt par rapport & un cercle ou 4'une sphérs, Axes
Tadieaux, Plans radicaux. ..

it/ Polairé d'un polnt par rapport & deux droftes, ... ... - ... 1,
9¢ Polaire: d’un point ‘par rapport & “un.cercle, Plah polalre d’un point
:pu,_},rappq;t &:.une sphérs. .. . . T Sl i e Y]
{& Inversion, — Projection stérdographique, o Rt
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1L, -— Coniques, — Ellipse, Intersection avec une droite. Tangentes.

,quation réduite de ’ellipse. Ellipse et cercle considérés comme pro-°

ections 'un de P’autre, :

L

Hyperbo‘le Intersection avec une droite. Tangentes. Asymptotes Equa-“

jon réduite de I'hyperbole,

Parabole. — Intersection avee unc droite, Tangentes, Equanon réduite
e 1a parabole.

Définition commune des coniques au moyen d’un foyer et d’une direc-
rice,

Sectlons planes d’un cdne ou d'un eylindre de révolulion.

 Géométrie descriptive et géométrie cotée. — Changement de plan, .

rotation, rabattement. Applications.

STATIQUE : '

Moment d’une force par rapport & un point ou par rapport & une
iroite. Théoréme de Varignon.

COSMOGRAPHIE :
Soleil. — Mouvement propre apparent sur la sphére céleste. Eclip-
tique. — Inégalité des jours et des nuits aux diverses latitudes, Salsons

Annés tropique et année sidérale.

Lune. — Mouvement propre apparent sur la sphdre céleste, — Phases.
Rotation. — Variations du diamétre apparent. :

Eclipses de.lune et de soleil,

AGre GATION 443y
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Note du 21 septembre ».'1”956- .. R
(Second Degré, 1% Buredu)

Objet : Programme des agregahom (mas:ulme et femmme) de mafhé-
matiques en 1957, ’

NOTE PRELIMINAIRE — Le nouvee.u [ Proaramme des Ctaases pré-

paratoires aux Grandes Ecoles Scientifigies »; annexs a I'Arrété du’ Minis-

tére de I'Education Netionale .Becond Degré — 1ot Bureau) en:date ‘du

27 jwin 1956, est mls et applicution A partit du ler octobre 1958 ‘dans -

les Cilaases de Mathématiques Supérieures (Programme A)) et de Mathé-
matbigued ‘Spéciales (Programme A,).

JLe. programme des agrégations. masculine et féminine de mathéma-
tiques pour 1957 comporie, en conséquence, des références au texte
de ces Programmes A, et A, tel qu'il figure dans la brochure, publige
par ie Centré Natlonal de Doturhentation pédagogique, Bous le n* 65
Pg/Bd - AoQt 1956 (Fasc. de Doc. Admu; chap. 100-3d-§ 3/4).

PROGCRAMME DES EPREUVES ECRITES
A} Composition de « Mathématiques élémentaires ».

Cette &preuve portera sur les questions figurant :

— d'une part, dans les programmes de mathématiques (actuelle-
ment en vigueur) des classes du second. cycle de .I'Enseignement du
8econd Degré (classes de SBeconde, de Premlére, de Mathématiques et de
Sciences expérimentales) ;

~— d'autre pact, dans les deux programmes, complémentaires d'arith-
métique, d'algébre et de géométrle détatllés cl-aprés,

(Dans la solution des problémes de géométrie qui seraient proposés
pour ‘cette épreuve, {l ne devra pds étre fait appel & des notions de géo-
métrie anaglytique d-’passant le cadre des premiers éléments figurant ait
programme de la classe de Mathématiques et au programme complémen-
taire de géométrie précisé ct-apree)

Programme- complémentaire d arithmdtique et d‘alaébre (appllcatlons
et prolongements de juestions étudiées dans la classe de Matm'gmathues).

1.° notlons élémentalres sur les congruences modulo n (n entier posi~
tif)

2¢ recherche des solutions entiéres de l'dquation ax + by == ¢ (a,
b, ¢ entiers positifs) et de !'équation x3 4 y¥ = 23 5

3¢ converslon d'une fraction ordinatre en fraction décimale ; Irac~
tions décimalea (nonibres déclmaux) pérlodiques ;

4° les questions constituant le Titre 7.

gramme A, Nombvres réels, du. Pro-

S oo e

B.O.EN. o° 33 (z7i9‘55)
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B) Composition ds = Mathématiques spéciales » = .

. .Cette épreuve’ portera sur les questions figurant, d'une part, dana
les programmes ‘A, et A, d‘autre part, dans le programme ,complémen-
taire cl-aprés i e, e !

1¢ Résultant de deux polynomes.

2+ Transformation d‘une équation rlgébrique entidre bkr' une substi-
tution rationnelle portant sur une seule racine, ' E §

‘3¢ ‘Recherche des raclues mtiormglles d'une 'equamonfulgébrlqua &

coetticienta entiers, )
4 Coordonnées plliickériennes d'une drofte: - - e :
6° Erveloppe d'une famille de plans, ou. d’une mmme-cii: spheres;
& un ou deux-parametres. .. .- . .+ s R R R e
6° Sections circulaties de§ surfates du secoad ordrs.

e

. 7° Propriétés homographiques des généatrices rectilignes des qua-
drigues,

8* Notlons sur Jes faisceaux linéatres de Quadriguwes,

Nota. Les aéfinitions et Jes propriéiés €élémentaires d'un certain
nombre de courbes ou €¢ surfaces remarquables, won mentionnées expli-
citement dans les programmes — telles que les cubiques circulaires uni-
cursales, }es concholdes de droites ou de cercles, les ovales de Descartes
et de Cassini, les cycioides, épil- et hypocycloides, lec hélices, le tore, ie

conoide de PHicker — sont Daturellement suppeosées connues des candi-
dats, '

Drautre part, pour Ja composition de « Mathématiques Spéciales »,
11 pourra étre fait appel, incidemment, 3 quelques~unes deg notions de
géométrie infinitésimale du brogramme de 1'épreuve écrile de Caleul
différentiel et intégral. T

C) Gomposition de « Caloul ditférentiel et intégral x,

Méme programme que pour le concours de 1858 {1).

D) Composition de « Mécanique ».

Méme programme gue pour Je concovry de 19566 (1),

PROGRAMME DES EPREUVES PRATIQUES

A) Epreuve pratiaue de géométrie.

. Cette épreuve, comprenant Texécurion d'une épure, pourra natu-
rellement faire intervenir touts Jee notions géométriques lgurant dans
les programmes des différentes épreuves écrites du concours, et porters
BUr le programme suivant de Geométric descriptive

Sew e

Le sujet de cette épreuve sers tiré des programmes des différemtes’
épreuves écrites du concours. , ’

b../

B) Eoreuve ds caloul numériaue.

AGRE GAT ION
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PROCRAMME DES EPREUVES ORALES

Lea sufels des dewr lecoms. pourront dtre soit dés questions figuwrant
erplicitement dans les programmes précisés cl-aprés, soit des applicafions
de ces questions, pouvent du reste comporter des repprochements emive
diverses partiez des programmes.

A) Pregramme des lecona da o« Mathématiques' élémentaires », .
Ce programme comprend : o ] g et
i* Toutes les questions figurant, dans les programmes en  vigueur
pendant l'anhée scolaire en couts dans les classes de Seconde ¢ et Mo-

derne, de Premiére O et Moderne, de Sciences Expérimentates et de
Mathématiques sous les rubriques : Arithmétique, Algébre, Trigcoomé-

Atrie, Géowdtrae descetpblve et Géomeétrie cotée, Cindmatique, — alnslt

que lea questions du programme de Coantographie de la Classe de Mathd-
matiques, & 'exclusion des paragraphes ; II. La terre...; VI, Coustitution
phystque du soleil..:’ VIL[, Les étoiles..; VIIT La galaxte. =~ - -

2" Les questions complétmientaires sulvantes

8) Arithmétique : -couversion d'une fraction ordinalre en frac-
tlon déclmale; fractions décimales (nombresg déclmaux) périodiques;’

b) Géométrte : polygones régliliers convexes et étollés;

¢) Toutes les questions du Programme complémentaire de géométrie
défint ci-dedsus pour:'la composition écrite de a Mathémstiques élémen-
taires », comprises sotis les rubriques : II. Transformations ptmétueuea.
V. Etude géométrigue das cercles réels dans le plar; VI. Ftude géortétri-
que des sphéres et des cercles dans Uespace; VIT. Complément ‘swur les
coniques, o .
. T woan R
Nors. — Les legons portent sur ces Qquestlous complémentaires
seront supposées feites dans une classe analague A la classe ds « Mathé-
matiques Supérieures '», suivant immeédiatement Ia classe de « Mathé-
matiques », "~"‘§' 7 T
‘ B) Progtamme des !s'éons de ¢« Mathdmatiaues spéciafes "
Oe programme cowmprend : ’ A
1* Les questions suivantes. extraltes des programmes A, et A, 1.
Prog. A,, Titre II. Vecteurs, en entier (notlons métriques _ et systémes
de vecteurs), c SEsre

Prog. A, et A, Titre III. Nombres completes, en entter..  ~
Prog. A, et:A,. Titre V. Algébre_ lindaire, en entier. _
Prog. A, et A, Titre VI. Polynomes et fractions rationnelles, Uniqre-

/

ment les questions suivantes :

Divislon des polynomes d'une variable, ocdonnés suivant les pa
sances déceoissantes, ou bien suivant lea puissances crotsrantes, .

Plus. grand commun diviseur de deux polynomes, Identité de ‘Benout.

Décomposition d’une fractlon ratlonuelle en éléments simples, = -

Prog. A, et A,  Titre Vi1, Fonctions d'une - variabie réeie. Uniquemeny-
- lex guestions swiveanter ' g . Co i

Contlnulté d'une fonction eq un point Gu sut un segment. Proprié-
tés fondamentdles. des fonctious continues sur un. segment ; contimutts
Gniferme (Les démonstrations de ces propelétés pourroat Stre deman-

dées),
/0 ®»

.
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Note du 13 septembre 1957

(Second Degré, 1+ Burcau) ' cia,

Objet : Agrégations masculine et féminine' de mathématiques. -— P‘ro-’
grammes des épreuves écrites et pratiques et programmae ,'"’fi?}
mum des épreuves orzles, pour les snnées 1958 et suivanton:

o

Note prélimnaire, e : %

1° Les programmes ci-aprés, gqui annulent tous les programmes ant'é-‘
rieurs;: sont communs aux deux agrégations, masculine et féminine; de
mathématigues. - : . - -

. T

. 2* Afin d'en faciliter ig lecture, ces textes ne comporteht de rens
vol qu'sux programmes des classes du second -cycle de I'Enseignement
du second degré; toutes les autres rubrlques sont explicitement détalllées,

F

3+ Cesg Drogrammes sont congus comme devant s'appliguer durant

plusieurs années, A partir de 1958 tinclusiveraent). En ce qul. eoncerne’

les épreuves orales seulement, le programme ci-aprés est un progroinme

mazimum, d'ol sera extraft, chaque année, le programme de Yoral des
deux concours (masculin et féminin). £

e

PROGRAMME DES FPREUVES ECRITES ;
A — Composition de « MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES ». =
Cette épreuve portera sur les guestions figurant : < RET

a) Dans les programmes de mathématiques des classes du second
cycle de l'enseignement du .second degré en vigueur au, 1% pctobre de
I'snnée scolaire du concours (classes de seconde, premiére, mathémae
tiques et sclences expérimentaleg).

b} Dans les titres V, VI, VII, VIIl et IX du programme maximum des

Jecons orales de « mathématiques élémentaires » détaillé ‘plus loin,

et ce méme si certains de ces titres mont éventuellement exclus pour.

une année déterminée du programme des lecons d'on_u. i B 8
c) Dans le programme corplémentaire suivant :

1* Notions él¢émentaires sur les congruences module n {n entier posi-

Sy

$r).

I8
..

X

Qe Reche'rches des solutions entldres des éguations 3

X2+ ¥y =27 et BX + by =c [abc, enliers positifs). - 5 of
8* Conversion dYune fraction - ordipalre - en fraction décimale;:
‘aéveloppement décimal périodigue d'upe fraction donnée; s

4* Les questions comstituant je titre 11 (Vecteurs), parsgraphes '}
et 2, du programme des lecons orales de mathématiques apech)eé,. p.

K

I'exclusion des changements de coordonnées et du tableau des neuf
cosinus, .

§° Formule fondamentale de la trigonomeétrie spheérique.*

B.O.EN. a®* 34 (26-9-57)
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6° Compléments de.géométrie

Polygones régullers convexes et 'étollés,

Relation (d'Euler) entre ies nombres des arétes, des faces et des
sommets d'un polyédre convexe.

Existence de cing polyédres réguliers convexes,
NOTA. — Un certain nombre de résultats, non mentionnés explicite-

- ment dans les programimes, mais qui sont des applications directes des

théories classiques — tels que les theorémes de Ménélails (plan et espace)
et de Jean de Céva, ies propriétés élémentalres des drottes de Simson et
du cercle d’Euler d'un trlangle, 1e théoréme de Leibniz (barycentrej, la
formule de Stewart < sont naturellement supposés connus des candidats.

B. — Composition de « MATHEMATIQUES SPECIALES ».

Cette épreuve portera sur les questions figurant :

a) Dans la totalité du brogramme maxlmum des lecons orales des
¢ mathématiques spéciales » detaillé plus loin, et ce, méme sl certains
titres sont -éventuellement exclus pour une année déterminée du pro-
gramme des lecons d'oral.

b} Dans le tltre 13 (géométrie infinitésimale) du programme de la
composition de calcul différentiel et intégral deétailla plus loin,

¢) Dans e brogramme complémentalre suivant
~ t 1o Coordonnées pliickériennes d'une drotte :

2° Notfons sur les faisceaux lineéatres de quadriques :

3° Nosions sur les transformations homographiques dans le plan
et dans l'espace :

~. 4* Usage des coordonnées trilinéaires et tétraédrales.

- NOTA. — Les définitions et les propriétés elémentalres d'un certain
nombre de courbes ou de .suriaces remarquables non mentionnées expii-
citement dans les programmes — teiles que les cubiques circulaires
unicursales, les conchoides de droites et ce cercles, les ovales ue Des-
cartes et de Cassinl, les cycloides, épi- et hypocycloides, les hélices, le tore,

. Ie conoide de Plilcker — sont natureilement supposées connues des can-

dldats

C. — Compositldn de « CALCUL DIFFERENTIEL et INTEGRAL ».

Les notions élémientaires et le vocabulaire de la théorie des ensem-
bles et de l'algébre énumérés cl-aprés sont gupposés connus des
candidats : intersection, réunion, complémentaire, produit; notion de
Dbulssance, ensemble dénombrable ou continu; relation d'ordre, relation
d’équlvalence ; groupe, anneau, corps, domaine d'intégriteé,

1. — Eléments de topologie : copstruction de l'ensemble- des nombres
. réels; ensembles linéaires ; point d'accumulation, théoréme de
Bolzano-Welerstrass et de Borel-Lebesgue ; limite supérieure ou
inférieure ; condition de Cauchy pour is convergence d'une sulte.
‘Topologle de R : ouverts, fermeés, volsinages.
Topclogle associée & une distance.

2. — Fonctions scalsires d'une variable réelle; fonctions monotones, &
variation bornée, continues, convexes : continuité uniforme.

3.~ Fonctions scalaires ou vectorielles d'une variable reelle, scalaire
ou vectorielle; continuité: continuité uniforme.

4. — Fonctions caifférentiables, différentielle totale ; formule c?e Taylor.
5 — Néterminants fonctlonnels, fonctions implicites,

Se e
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PROGRAMME MAXTMUM DES EPREUVES ORALES

"Le programme @es épreuves orales sera publié chaque année an débug
de-l'année scolnire, il sera extrait du Programme mAaXimuig précisd ci- .

apres. .
/s

.

_ Programme mazimum des lecons de « Mathématiques spéciales »

Il se confond sensiblement

avec celul des classes préparatoires auﬁt'
grandes écoles scientifiques (pr

ogrammes Al et A2) anpexé & Varrété du
2 nale ¢second degré —— e bureau) en date
du 27 juln 1956 et publié par le Centre national de Documentation
Pédagogique s0us le n* 55 Pg/Sd-Aeut 1856.

Ce programme est détaillé en préclsant les classes Al (Mathémati-
ques supérleures) oit A2 (Mathématiques spéciales) au niveau desquelles
sont supposées faltes les lecons, ses paragraphes sont numérotés comme

- ceux de l'arrété visé cl-dessus, cecl & I'exception des deux premilers I et

I bis.

N.B. . Les démonstrations de toutes les guestions ou propriétés figu-
rant & ce programme pourront, saufl indication contraire, étre demandées
au concours d’agrégatton,

I'— (Al et A2) Eléments d'algébre,

Notions de groupe, d’anneau et de corps. L'étude générale n'eést pas
demandée, on se bornera A dégager ces notlons de l'étude et de la com~
paraison des divers ensembles qui figurent au programme (supposé déja

connu) de Ja classe, et qul engendrent un groupe, un anneau ou un
corps, .

I bis. — (Al et A2) Nombres réels,

Corps des nombres rationnels,

Définition des nombres Téels, {On pourrd les définfr soit par des
sultes, solt par des coupures). Comparaison dés nombres réels; opérations
rationnelles sur ces nombres; propriétés.

Approximation d'un nombre a 1072 prés. ) ’

Tout ensemble de nombres réels qui posséde un nombre majorant
( ou minorant) admet une borne supérieure (ou Inférleurej, :

Corps des nombres réels.

Racine niéme (positive} d’'un nombre positif.

On associera & la définltion des nombres réels la mesure des.jion-
gueurs. On précisera notamment la correspondance blunlivoque entre les
points d’'une droite et les nombres réels (axiomes d’'Archimeéde et de
Cantor-Dedeking).

J oo

B.O.E.N. n° 34 (26-9-57)

AGRE GATION - 495¢g

Note du 16 septembre 1957

{Second Degré, 1* Burcau)

Objet : Agrégations mascue’ne et féminine de mathématiques : Pro-
gramme des épreuves pour la session de 1958,

On est prié d'abord de se reporter & la Note du 13 septembre 1957

(Second Degré, ler Bureau), publiée au Bulletin officiel no 34 en date du
28 septembre 1957

€preuves écrites et pratiques et le programme maximum des épreuves

orales, pour les deux agrégations masculine et {éminine de mathéma~
tiques. & partir de I'année 1958,

PROGRAMMES DES EPREUVES ECRITES
ET DES EPREUVES PRATIQUES.

Ces programmes sont fixés par Ja note du 13 septembre 1957, citée
cl-dessus. :

PROGRAMME DES EPREUVES ORALES

Le programme des épreuves orales, pour la session de 1958, est obtenu
en supprimant du programme maximum, {ixé par la Note du 13 septem-,

bre 1857 déji citée. les rubrigues ou portions de rubrigques indigquées
ci-aprés, )

Lecons de « Mathématiques élémentaires ».

Dans ]a partie 4 (programme deg classes du Second Degré)

1. — Tout le programme d'algébre des ciasses de seconde € et Mo-
derne).
III. — Tout le programme de la classe de Sclences expérimentales,
Dans la partie B (programme complémentaire)
V. -— Transformations ponctuelles (plan et espace).
VI. — Notions de géomeétrie affine et de géométrie projective,
Vil. — Etude géométrique des cercles réels dans le plan.

Lecons de « Mathématiques spéciales .

I bis. — Nombres réels,
II, — Vecteurs,
II1. — Nombres complexes,

IV. — Analyse combinatoire,

V1. — Polygones et fractions rationnelles.

IX. — Calcul des intégrales,

XV. — Introduction & 1a géométrie projective,
XVI. — Courbes algébriques planes.
XIX. — Principes de la mécanigue.

XXI. — Uniquement les paragraphes 3 (Tore) et 5 {(Paraboloide
hyperbolique) de cette rubrique (géométrie descriptive),

(113-8d-§ 2/A2, p. 5), fixant les programmes des:

B.0O.E.N, n® 34 (26-9-57)
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Arrété du 31 juillet 1958

(Extraits)
(Va A. 29-7-1885 mod. p. A. 22-11-1895 et 16-1-i897; A. 18-6-1904
et A 31-7-1958.)
'

Objet : Coeflicients des épreuves de Vagrégation de mathématiques.

ARTICLE PREMIER. — Les ceefficients des épreuves de I'agrémation de
mathématiques... définies par I'(es) arrété(s) du 31 juillet 1958 susvisé(s)
sont fixés comine st

1° Agrégation de mathématiques.
a) Epreouves préparatoires,
Compeosition de mathématiques clémentaires et spéciales
Composition d'analyse coefficient 3.
Composition de mécanique géncrale - coefficient 2.
Composition de mathematiques appliqueées : coefficient 2.

o coelficient 3.

b) Epreuves définitives.

Lecon de mathématigues Alémentaires - coefficient .
Legon de mathématlques spécialeg coefriclent 5.

o e e S d (ee e omen v e A 5w s e

ART. 2. — Ces ecoefflicients seront appligués pour la premiére fols
AUX concours de la session de 1959,

B L S R ve ae
(J.O. du 14 aout 1958)

Note du 5 septembre 1958

(Sceond  degré, 1% Burcau)

Objet : Agrégation de mathématiqgues (hommes), Py.ogrammc des
épreuves écrites et programme maximum des epreuves orales
pour les années 1959 et suivantes,

Note préliminaire,

10 Les programmes col-aprés annuient tous les programmes m_nérm.nrs,
Afin d'en faciliter la lecture, ces lextes ne cr.rm_;,)ox'tent de renvois gquaux
prograpunes des clagses du second eyele (ic' ?Ensmgnw‘nept'(l\l sccond
degré ; toutes les auires rubriques sont explicitement détaillées,

ACREG. MASCULINE DE MATH, 4853

B.O.E.N. n° 32 (11-9-58)

20 Ces programmes sont concus comme devant s'‘appligguer durant
Plusicurs annécs, a partiv de 19539 (inclusivement). En ce Gui concerne
les épreuves definitives settlement, le programme ct-aprés est un pro-
Blamme maximum  d'oll sera extrait chaque annce, Je programme de
I'oral du concours

EPREUVES PREPARATOIRES
(Compositions écrites)

1. — Composition de mathématiques €lémentaires et spécigies duree
@ heures).

Cette épreuve portera sur les Qquestions f{igurant :

a) Dans les programmes de mathématiques des classes du sccond
cycle de l'enseignement du second degié en vigueur au }Pr octohn‘: de
I'année scolalre du concours (classes de Seconde, Premiére, Mathéma~
tiques et Sciences expérimentales).

b) Dans les titres V., VI. VIL VIII‘et, IX du programme maxiimum
des lecons orales do ¢ mathématiques ¢lémentaires » détaibé plus loin et
ce, méme si certains de ces titres sont éventueliement exclus pour une
an\née déterminée du programme des lecons d’oral.

¢) Dans la totalité du programme maximum des lecons orales .da
€« mathématiques spéciales » détalllé plus loin, et ce, meme sl certains
titres sont é€ventuelivment exclus pour une année déterminée du preo-

gramme des lecons d'oral /° P /

Programme mazximum des lecons de « mathématiques Spéciaies »,

Il se confond sensiblement avee celut des classes préparatotres aux
Brandes écoles scientifiques (programme A, et A,) annexé 3 l'arrété du
ministére de I'Education nationale (second degré . ler bureau) en date
du 27 juln 1956 ot pubiié par le Centre national de Documentation Péda-
goglque sous le n* 55 Pg/8d-aclt 1956,

Ce programme est détailis en précisant les classes A, (mathé¢martiques
supérieures) au A (mathématiques spéciales) au niveau desquettes sont
supposées faltes leg lecons. ses paragraphes sont numérotés comme ceux
de l'arrété vise ci-dessus, cecl a l'exception des deux premiers 1 et I his.

N.-B, — Les démonstrations de toutes les questions ou Propriétés
tigurant A ce programme pourront, sauf Indlcation contraire, érre deman-
dées au concours d'agrégation

I — (A et A,) Eléments drajgebre

Notions de groupe, d'anneau et de corps. L'stude génerale n'est pas
demandée, on se bornera 4 dégager ces notions de I'étude et de la com-
paralson des divers ensembles qui figurent au programme (supposé déja
connu} de la classe, et qui coastituent un BIoupe, un anneau ou un
corps. 2

I bis — (A, et Az) Nombres réels.

Corps des nombres ratlonnels.
.. Définltlon des nombres réels. (On pourra les aéfinlr solt par des sul-
tes, soit par des coupures). Comparaison des nombres réels ; opérations
{Bt{pnnelles sur ces nombres ; propriétés,

Approximation d'un nombre g 100 prés.

.. Tout ensemble de nombres réels, qui posséde un nombre majorang
(ou mivorant) admet lne borne supérieure (ou lunférieure;

Corps des nombres réels

Racine niéme (positive) d'un nombre positif,

On associera a [a définition des nombres réeis 1a mesure des lon-
gueurs. On précisera netamment la correspondance biunivoque entre les
points dune droite et les naombres réels (axiomes d’Archimeéde et de
Cantor-Dedeking). ® o e
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Note du 6 septembre 1958
{Sccond degré, 17 Burcau)

Objet : Agrégation de Mathématiques {femmes). — Programme des
épreuves pour le Concours de 1959,

I. — La structure du concours de I'agrégation de Mathématiques
(FEMMES) pour la .session de 1950 sera la méme gue pour la session de
1968, il ¥y oura donc deux séries c'éprenves - épreuves préparatoires, #&
fa suite desquelles est établie une liste dadmisstbilité, et épreuves défi-
nitives, imposées A toutes ies candidales admissibies.

Les  gpreaves  préparatoires consisteront  en quatre compasitiong
écrites : f mathématicques &lémentaices », « mathématiques spéciales »,
a caleul différentiel el intégral », « meeanique rationnetle » (durée de
chague composition : six heures).

Les épreuves définitives comprendeont deux épreuves pratigues, 'une
de geéomeétrie (durée @ quatre heures), l'autra de 1 calcut numérique »
(cdurée : trois heures), et deux épreuves ocales - une lecon de z mathé-
matiges élémentaites » et une lecon de « mathématiques spéciales ».

Les coclficients affectés & chacune des épreitves édoriteg, pratiques, et
orales. seront les mémes que pour la scssion de 1958,

1. — La naote du 13 septembre 1957 (Second degré — 1°t Bureau),
parue auw BO.EN. n" 34 du 26 seplembre 1957 p. 2839 (113-Sd-§ 2/A2,
P. 5), & fixé « les programmes des épremves doriteg ef pratiques, et le
programime marimum des épreuves orales, pour les annéey 1358 ef sui-
vantes des Agrégabions masculioe et féminine de mathiématigques ».
Celte note veste valable pour le concours de 1969 de l'Agréwation de
Mathématiqiies (FEMMES) ; il convient toutefois d'y remplacer les trois
alinéas (1= 27 3"), constituant 1 ¢« Note prétiminagire » (page 2839 du
BOLEN n® 34 du 29-3-1957). pac le texte suiveni :

Note préliminaire

1° Les programmes ci-aprés, gl annulent les vrogrammes antérieurs,
ne comparient de tenval gu'aux programmes du Second cycle de 'Ensel-
gnement du 3econd degré  tontes leos aubies rubrigues sont explicitement
détnrlices ; . .

20 En oo qui concerne /es éprenpes orales senlement, le texte cl-aprés
défiuit, un programme mewimum, (ol 3era extrat le progromme, fixd
chaque annce, de P'oral dis concours,

Aucuue nodilication n'est apportée auk autres parties de 1a Note
du 13 septembre 1957, qut définissent, :

—- e proyramme des épreunes éerites (p. 2839 — 2842 du BOE.N. du
26-9-1737}) .

" 2= le programme des épremves nretiques (p. 2842, de) -
— le programme maxtmum des ¢preunes orales (D. 2842 — 2852, d°).

2° Programme des épreutres orales. )

Le programme des épreuves orales, pour le concours de 1959, est
obtenu en SUPPRIMANT du programme maoezimun, {ixé par Ja Note du
13 septembre 1957 deéja citée (pages 2843 & 2852 dq B.O.E.N. ne 34 du
26-9-1957), les rubrigues ou parties de rubriques Indiquées ci-apres :

Soes

Lecons de « Mathématiques élémentaires, »

B.O.EN. n® 32 (11-9-58)

eee /

Lecons de ¢ Mathématiques Spéciales ».

1 bis. — Nombres réels.

IV. — Analyse combinatoire.

VI. — Polynomes et fractions rationnelles.

IX. — Uniquement le paragraphe 2+ (Définition des intégrales dou-

bles et iriples.. Applications... Champs de vecteurs, Intégrale curviligne).,
XIII. -~ Géométrle analytigue.
XV. — Introduction 3 lIa géométrie projective,

XVI. — Courbes algébriques planes,
XVII. — Uniquement le naragraphe 2°¢ (Coniques).
XIX. — Principes de la meécanigue,

XXI1. — Géomeétrie descriptlve.
MNote du 6 septembre 1958

(Sccond  degré, 1o Bureau)

Objet : Agrégation de Mathématiques (hommes), —_ Programme des
épreuves pour la session de 1959,

On est prié d'abord de se reporter & la note du 5 septembre 1958
(second degre, 1er bureau}, publide ci-dessus awu présent bulletin otficiel,
fixant les programmes des €preuves écrites et le programme maximum
des épreuves orales pour l'agrésation masculine de mathématiques, &
partir de l'année 1959.

Programmes des épreuves écrites,
Ces programmes sont fixés par la note du 5 septembre 1958 citée
cl-dessus.
Programme des épreuves orales.

Le programme des épreuves oral:s, pour Ja sesslon de 1959, est
obtenu en supprimant du programme maximum [ixé par la note du
5 septembre 1958 deja citée, les rubriques ou portions de rubriques

Indiqueées ci-apreés,
Lecons de « mathématigues élémentaires », / e o /

Lecons de « mathématiques spéciales .

I bis. — Nombres réels,

IV. — Analyse combinatolre,

VI. — Polynomes et {ractions rationnelies.

IX — Uniquement le paragraphe 2 Intégrales doubles at triplems

t applications : champ de vecteurs : intégrale curviligne,
XL — Géométrie analytique.

XV. - Introduction A la géométrie projective.
XVI. —— Courbes slgébriques planes.

XVII. — Uniquement Je paragraphe 2° Conlques.
XIX. — Principes de la meécanique,

XXI. — Géométrie descriptive.



780, JROGRAMMES
T avri | DE LAGREGATION
1999 INTERNE
SPECIAL
Mathématiques 3. Algebre générale

Un professeur de mathématiques devrait avoir
élaboré et intériorisé une vue globale, person-
nelle et cohérente de ses connaissances dans sa
discipline & travers son histoire et ses liens avec
les autres disciplines. La préparation a I'agré-
gation interne peut étre "occasion d’une fruc-
tucuse réflexion. C'est dans cetespritqu’il a été
procédé a cette mise a jour du programime com-
plémentaire, la connaissance de ceux de toutes
les sections de I'enseignement secondaire étant
d’ autre-part demandée aux candidats. Ce texte
décrit un ensemble de connaissances souhai-
table pour un professeur agrégé. Il sera périodi-
quement remis a jour. Il ne doit pas étre inter-
prété de fagon rigide et formaliste. Son but est
surtout d'aider les candidats dans leur réflexion

et dans le nécessaire effort d'unification de leurs
connaissances.

§'il est commode de présenter un programme
en rubriques, ce découpage ne doit pas dégéné-
rer en cloisonnement. C'est ainsi qu'il est pro-
posé certains rapprochements qui peuvent étre
complétés par d’autres, Ce texte comporte aus-
si des répétitions guand urie méme notion inter-
vient & plusieurs endroits. Ainsi, une méme no-
tion peut étre d"abord approchée dans un cadre
particulier, puis sous un aspect plus général.

A - PROGRAMME DE L'ENSEIGNEMENT
SECONDAIRE

Ce programme comporte tous les programmes
desclasses de la seconde A la terminale incluses,
dans toutes les sections.

B - PROGRAMME COMPLEMENTAIRE

1. Ensembles

Vocabulaire de la théorie des ensembles. Pro-
duit d’un nombre fini d’ensembles. Applica-
tion. Relation d'ordre.

Ensemble IN des entiers naturels. Ensemble dé-
nombrable. Non dénombrabilité de R.
Relation d’équivalence et ensemble quotient.
2. Algorithmique et informatique
Exemples d’algorithmes liés au programme.
Notion de variable, d’adresse. Instruction d'af-
fectation, instructions conditionnelles, pro-
grammation itérative el récursive.

Fonctions et sous-programmes ; passage de pa-
ramétre. Rédaction en frangais ou en Pascal de
programmes ne comportant gu’un petit hnombre
d’instructions pouvant utiliser des sous-pro-
grammes.

Aucun développement théorigue n’est au pro-
gramme.
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a) Extensions successives de lanotion de
nombre

Anneau Z des entiers relatifs. Division eucli-
dienne, Sous-groupes additifs de Z. Nombres
premiers. Décomposition en facteurs premiers.
Plus grand commun diviseur (PGCD) et plus
petit commun muttiple (PPCM). Théoréme de
Bézout. Algorithme d'Euclide. Congruences.

Applications arithmétiques des anneaux quo-
tients Z/nZ. Théoréme chinois. Groupe des
éléments inversibles de Z/nZ. Applications 2
des problémes de calendriers. Exemples de mé-
thodes de codage et de cryptage. Equations dio-
phantiennes ax+by=c.

Corps Q des nombres rationnels, IR des
nombres réels, € des nombres complexes.

/aoa

6 o /
g /

10, Analyse & une variable réelle

a) Nombres réels ou complexes

Corps R et € des réels et complexes. La
construction de R étant admise. Suites conver-
gentes, divergentes, sous-suites, valeurs d’ad-
hérence. Opérations sur les limites. Toute par-
tie non vide majorée de R posséde une borne
supérieure. Toute suite croissante majorée est
convergente. Suites adjacentes. Droite numé-
rique achevée.

Complétude de R : toute suite de Cauchy de R
ou Cconverge. Théoréme de Bolzano-Weiers-
trass : de toute suite bornée de R ou € on peut
extraire une sous-suite convergente.
Développement décimal d’un nombre réel. Cas
des nombres rationnels.

Comportement asymptotique d'une suite, Re-
lations de comparaison : domination, prépon-
dérance (u est négligeable devant v), équiva-
lence. Notations u=0O(v) et u =o(v).

Suites de nombres réels définies par une rela-
tion de récurrence Up 41 = f(up). Récurrences
linéaires et homographiques.

b) Séries de nombres réels ou complexes
Séries & termes positifs. La série converge si et
seulement si la suite des sommes partielles est
bornée. Etude de la convergence par les rela-

[o oo



4) Constructions modernes des nombres Réels (dans les manuels)

Au début des années soixante, avec les réformes des programmes des classes préparatoi-
res (1956) puis du secondaire (1962), s’est posé le probléme de I’introduction de la construc-
tion des nombres réels dans I’enseignement.

Les mathématiciens de 1’époque ont alors défendu 1’une ou I’autre des présentations
classiques et ont aussi quelquefois innové avec des motivations pédagogiques. Cette réflexion
s’est traduite par un grand nombre de publications d’ouvrages scolaires ou destinés au corps
enseignant. Par exemple le cours de Valiron et celui de Chazel utilisent la méthode des cou-
pures tandis que le cours de Lelong -Ferrand et Arnaudiés présente une construction utilisant
les suites de Cauchy, ainsi que le cours de Chambadal et Ovaert que nous survolerons plus
loin. (Tous ces ouvrages se trouvent encore dans les documentations de lycées possédant des
classes préparatoires ainsi que dans les bibliotheques des LR.E.M.)

Ainsi Doneddu, en 1963 dans « Les bases de Panalyse mathématique modeme » pro-
pose une construction des nombres réels positifs & 1’aide des nombres b-naires et J acqueline
Lelong-Ferrand défend en 1964, dans un ouvrage intitulé « Les notions de mathématiques de
base dans ’enseignement secondaire », la construction des nombres réels par leurs représen-
tations décimales (ou en base b) .Voici la justification qu’elle donne de cette présentation dans
sa conclusion:

« Nous venons de voir qu'il est possible de définir les nombres réels de bien des
maniéres: développements décimaux illimités, suites croissantes, doubles suites en-
cadrantes, suites de Cauchy, coupures, sections commengantes; touies ces méthodes
sont intéressantes et rigoureuses, et elles conduisent & des exposés de longueur sen-
siblement égales. Les nouveaux programmes de Mathématiques élémentaires, qui
proposent de donner des notions sommaires sur la définition des nombres réels, pla-
cent donc le professeur devant une situation embarrassante; car quelle que soit la
méthode adoptée, il n’est pas possible d’en donner un exposé rigoureux sans lui
consacrer plusieurs le¢ons, au détriment du reste du cours. Les méthodes fondées sur

la théorie des limites présentent, de plus, I'inconvénient de retarder la définition des
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nombres réels jusqu’a ce qu’on ait exposé les premiéres notions de « théorie des
fonctions », ce qui améne a exposer le cours dans un ordre peu naturel a ce niveau.

Le souci de rigueur ne doit pas, non plus, nous faire oublier le point de vue prati-
que: la plupart de nos éléves deviendront plutét des utilisateurs des mathématiques
que des mathématiciens professionnels,; et nous ne devons pas mépriser le point de
vue du calculateur obligé (souvent pour notre propre sécurité) de faire des calculs
corrects sur les nombres réels.....

1l nous semble donc que ['on gagnerait un temps précieux en définissant les nom-
bres réels au moyen de leurs représentations decimales; car on traiterait en méme
temps le probleme important des valeurs approchées, et celui de la caractérisation
axiomatique de la « droite géométrique », si négligée en général...... »

Nous allons rapidement exposer la méthode employée par madame Lelong Ferrand, le lecteur
intéressé trouvera les démonstrations complétes dans son manuel.

Dans un premier temps elle définit les nombres décimaux comme les rationnels pouvant
A . . . v s a N . . .
étre représentés par une fraction décimale T oll a est un entier non divisible par 10 ce qui

assure 1’unicité de la représentation et tout nombre décimal admet une écriture de la forme
a,a,....a, (a,est un entier relatif et a; o 1 2 1 est un entier positif de {0,1...9}.
La valeur décimale approchée a 10" pres, par défaut, d’un nombre rationnel x est x, tel que
X, <x<x,+ 10"

Un paragraphe est ensuite consacré a la définition des D.D.1, développements décimaux
1llimités:

A est un D.D.1 ssi A est une suite infinie de nombres entiers a,a,...a,... ou a, est
un entier relatif et a; est un entier positif pour tout i = 1. On note A I'ensemble des
D.D.I et A, 1'ensemble des D.D.1. qui se terminent par une infinité de zéros.

11 existe alors de fagon évidente une bijection entre 'ensemble D des décimaux et A,.

On appelle A, = a,,a, a,= ilo'iai _valeur approchée, d’ordre n, par défaut de A et A est

i=0
noté A=a,,a,...a,...
Madame Lelong-Ferrand définit alors une relation d’ordre sur A :

A 5B si pour toute valeur den, on a A, <B, .
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Cette relation présente les deux propriétés suivantes:

-1 'on identifie A, et D cette relation n’est autre que la relation d’ordre classique dans
D pour les éléments de A,.

-C'est une relation d’ordre total dans A (se reporter au texte pour la démonstration non
évidente ).

Cette relation permet alors de définir les D.D.I positifs ou nuls et les D.D.L. négatifs. Par
ailleurs A est le plus petit de tous les D.D.I. qui vérifient A > A pour tout n, A est donc la
borne supérieure des A,

L’auteur définit alors les suite monotones de A:

Soit A%=a,%a,%..a,” .(a =1,2,...p) une suite infinie de D.D.I.. cette suite est dite
croissante [respectivement décroissante [si, quel que soit &, on a A% > A% [respecti-
vement A <A et elle est dite majorée [resp.minorée]s il existe un développement
décimal illimité B tel que I'on ait A* <B [A“>B] quel que soit a
Il ne reste plus qu’a montrer que, dans A, toute suite croissante majorée admet une borne

supérieure et que toute suite décroissante minorée admet une borne inférieure: en effet si
B=b,b, _b,...est le majorant de A, on peut montrer que chacune des suites infinies a” (suites
indicées par o) est stationnaire car a® est une suite croissante d’entiers compris entre 0 et 9 si
121 et pour i =0 les a,” prennent un nombre fini de valeurs comprises entre a,' et by,

Les D.D.I. ne possédant qu’un nombre fini de décimales distinctes de 9 constituent
I"ensemble A, et 1’auteur exhibe une bijection de A, sur Ny

Dans un paragraphe suivant les nombres réels sont alors définis comme les D.D I qui
possedent une infinité de décimales différentes de 9.

Alnsi ’on obtient dewx sortes de nombres réels :
1° les nombres décimaux ordinaires, qui admettent chacun deux représentations
par des D.D.I; ['une qui sera dite réguliére, par un élément de A, Uautre qui sera
dite irréguliere, par un élément de A, ;
2° les nombres décimaux illimités qui sont représentés par un seul D.D.I.
n'appartenant ni a Ay ni a A, .
Sans Iintroduction de A, il était impossible de définir dans I"ensemble des D.D.I une

addition possédant les propriétés de ’addition dans D.
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Dans I’ensemble des réels ainsi défini on peut aisément définir une addition et une mul-
tiplication (c’est ’objet des paragraphes suivants) donnant a cet ensemble une structure de
corps commutatif totalement ordonné. Aprés avoir défini la limite de maniére classique on
montre que dans R toute suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée) ad-
met une limite.

Le choix des nombres décimaux peut paraitre arbitraire et I’on peut montrer qu’en choi-
sissant un systéme de numération de base k on obtient, en réalisant la méme construction, un
ensemble isomorphe a celui construit a I’aide des nombres décimaux.

Le chapitre se poursuit par I’étude d’une caractérisation axiomatique des nombres réels

et de la droite géométrique que nous ne développerons pas ici.

Voyons maintenant rapidement le mode de présentation utilisé dans le cours de Mathé-

matiques de Chambadal et Ovaert publié¢ en 1966 chez Gauthiers-Villard:

On se place dans un corps commutatif totalement ordonné et apres avoir déﬁni des sui-
tes d’éléments de ce corps ainsi que la convergence de telles suites, on suppose qu‘é dé"iplus le
corps est « de type dénombrable » /
gentes non stationnaires. L ’ensemble des rationnels, Q, est un exemple d’un tel corps.

Apres I’étude des propriétes des suites de Cauchy d’un tel corps et la mise en €évidence
dans Q de suites de Cauchy non convergentes, les auteurs énoncent et démontrent le théoréme
suivant:

Soit K un corps commutatif totalement ordonné de type dénombrable.

1. Il existe un corps commutatif totalement ordonné de type dénombrable K’ conte-

nant K, et possédant les propriétés suivantes:

a)Les lois et I'ordre de K’ induisent les lois et [’ordre de K.
b)Dans K’ toute suite de Cauchy converge .
¢)Le corps K est dense dans le corps K’

2. Soit L un autre corps commutatif satisfaisant aux mémes conditions que K’ ; il

existe alors un isomorphisme et un seul de L sur K’ qui laisse fixe K.

3. 8i le corps K est archimédien, le corps K’ 'est aussi.

Ces resultats s appliquent en particulier au corps Q des nombres rationnels

L’ensemble Q’ s’appelle ’ensemble des nombres réels ; on le note R.
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Cet exposé, qui ne s’adresse évidemment qu’aux étudiants de I’enseignement supérieur
présente la construction des réels comme un cas particulier du théoréme ci-dessus et, bien que
I’idée de départ soit la méme on est loin de Pexposé de Méray.

Qu’en est-il des manuels actuels? Dans I’enseignement secondaire la construction des
nombres réels a totalement disparu des programmes et des manuels. Dans les classes prépa-
ratoires les constructions ne figurent plus au programme, on trouve toutefois dans certains
cours trés complets un exposé; en particulier le premier chapitre du cours de Mathématiques
d’Amaudiés et Fraysse (Dunod 1991) est entiérement consacré aux nombres réels, a leur

construction et a leurs propriétés.
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5) Conclusions

On a pu voir dans les paragraphes précédents comment s'est imposée, a partir de Bolza-
no et Cauchy, la nécessité d'une construction rigoureuse de l'ensemble des nombres réels.
Pour asseoir les notions de limite et de continuité sur un édifice solide, cette construction est
indispensable.

Les premiers travaux sur les réels sont élaborés par des chercheurs professionnels et sont
enseignés par leurs auteurs a ['université (Weierstrass & l'université de Berlin) ou publiés dans
des mémoires destinés a un cercle de spécialistes (Heine, Cantor...); ils donnent lieu a des
échanges de courrier {correspondance entre Cantor et Dedekind...) et des débats d'idces. Ces
recherches déboucheront avec Dedekind et Cantor sur la théorie des ensembles.

On voit en 1904 apparaitre dans les programmes de "Prépas”, la construction des nom-
bres réels dont les premiéres ébauches datent de moins d'un demi-siécle. On peut donc penser
qu'a I'époque une clarification du statut des nombres réels semblait nécessaire. Pendant long-
temps aucune des méthodes présentées ne s'est imposée et on peut voir dans le texte suivant
de Tannery que le débat est encore ouvert en 1908 et que, suivant les pays, I'une ou l'autre
avait la préférence des universitaires.

Voici quelques extraits d’une comparaison entre trois méthodes, rédigée en 1908, dans
le bulletin des sciences mathématiques par Jules Tannery:

/... Je remarque tout d’abord que les trois définitions, quand il s agit d 'un nom-
bre irrationnel, définissent plutdt, si ['on me permet de m’exprimer ainsi, une déter-
mination du nombre que ce nombre lui-méme; cet inconvénient, que je ne saurais
d'ailleurs mieux préciser est dans la nature des choses, ou de notre esprit, et il
n’'enléve rien a la rigueur des développements. 1l me semble que la définition qu’on
doit a M. Dedekind offre plusieurs avantages sur les deux autres, d’abord, elle dé-
termine immédiatement le nombre irraiionnel de fagon univoque. Dans cette défini-
tion la question de l’égalité ne se pose pas: deux nombres irrationnels égaux sont le
méme nombre; ils résultent d une méme coupure. M. Méray et Weierstrass sont obli-
gés de définir ce que sont deux nombres irrationnels égaux....

/... Dans cette conception aussi, la comparaison de deux nombres, la notion de
plus grand et de plus petit sont immédiates. Enfin la distinction entre le nombre irra-

tionnel et le nombre rationnel apparait encore immeédiatement, puisque les deux
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classes de nombres rationnels que sépare la coupure n’'ont pas le méme caractere
suivant qu’'on a a faire & un nombre rationnel ou & un nombre irrationnel .../

/... 1l semble que en France au moins, la définition de M. Méray ait séduit davan-
tage la plupart des professeurs, et cela tient peut-étre a ce qu ‘elle plagait au début
une idée qui leur était familicre, celle de suite; les raisonnements et les calculs
qu ‘elle implique pour se développer sont de la nature de ceux auxquels on était ha-
bitué, pour se l'assimiler, il n’y qu’un effort a faire: accepter comme définition d’une
suite ayant une limite la régle donnée par Cauchy pour reconnaitre si une série est
convergente, ou Si une suite @ une limite. La définition de M. Dedekind, celle de
Weierstrass, surtout, sont liées a la notion d’ensemble, qui, il y a vingt ans, était fa-
miliere a peu de personnes. Peut-étre cette notion est-elle moins difficile qu’on se le
figure a comprendre pour des débutants, pour ceux dont la pensée n'est pas cristalli-
sée par 'habitude, et il se peut que des maitres, d’ailleurs excellents, se soient ef-
Jrayés plus qu’il ne convenait de cette notion, qu’ils n’étaient pas accoutumés a in-
troduire dans leur enseignement. Les développements considérables qu’a pris rapi-
dement la théorie des ensembles, les conséquences inattendues et parfois paradoxa-
les qu’on en tirait, le caractére trés abstrait de ces développements ont peut-étre
ajouté a cette frayeur. Assurément, il n’a jamais été question de faire pénétrer ces
développements dans ['enseignement élémentaire; mais la notion d’ensemble, qui
suffit parfaitement & la définition des nombres irrationnels, est, en elle-méme, trés

simple; elle apparait comme telle a tous ceux qui s y sont accoutumés. "

Dans ce texte J. Tannery donne sa préférence a la construction des réels par les coupures
et suggere que seul le poids des pesanteurs empéche cette méthode d’&tre  1’honneur dans les
programmes.

Encore dans les années 60 nombre d'étudiants de "Preépas"” ont abordé la notion de nom-
bre réel par les suites de Cauchy, d'autres par les coupures, d'autres encore par les développe-
ments décimaux. On peut se demander pour quelles raisons ces notions disparaissent des pro-
grammes (1963) alors que, particulierement pour les coupures, l'exposé est relativement sim-
ple. Parallélement 2 cette disparition en "Prépas", les procédés de construction des réels sont

traités en Math.-Elem. entre les années 1963 et 1967. Les proprietés fondamentales des réels
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(borne supérieure...) restent au programme de "Prépas” alors qu'elles n'apparaissent pas en
Terminale avant 1971.

Dans ces années-1a (cf. extrait de Chambadal-Ovaert plus haut, Bourbaki...) apparaissent
des exposés plus modernes mais aussi plus ardus de ces notions. Depuis maintenant un bon
nombre d'années, seuls les étudiants se spécialisant au niveau de I'agrégation dans l'enseigne-
ment ou la recherche mathématique sont amenés, dans leur cursus, a rencontrer la construction
des nombres réels.

L'apparition des calculatrices dans toute la scolarité, si elle permet de mieux appréhen-
der les approximations et calculs numériques, ne laisse subsister que l'aspect opératoire des
nombres au détriment de leur statut de Nombre. Il n'est donc pas étonnant, comme le signale
Madame E. Cousquer, que des étudiants préparant le C.A.P.E.S. de mathématiques ne sachent
plus différencier un nombre décimal, un nombre rationnel, un nombre réel, puisqu'ils sont tous
confondus dans une méme écriture (2 la précision de la calculatrice). Si ces confusions sont
sans importance pour un non spécialiste, il n'en est pas de méme pour de futurs enseignants
qui peuvent difficilement enseigner clairement ce qu'ils congoivent mal.

Nous espérons que cette brochure, malgré toutes ses insuffisances, saura répondre a

l'interrogation de certains étudiants particuliérement curieux.
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