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INTRODUCTION

Nous avons décidé pour cette brochure, de privilégier deux sujets, les logarithmes ct les

nombres réels, et de rendre compte de leur invention pour les uns ct de leurs diverses cons-

tructions pour les autres, en rappelant les conditions historiques de leurs apparitions. Les lo-

garithmes et les nombres réels sont en effet des notions mathématiques, largement utilisées

par les élèves du secondaire et les étudiants des classes préparatoires et du premier cycle uni-

versitaire, sur lesquelles on les éclaire très peu.

La fonction logarithme est actuellement introduite comme primitive sur P • de la fonc-

tion homographique x H ~ , et le fait qu'elle réalise un isomorphisme du groupe multiplicatif
.r

P: sur le groupe additif P n'apparaît plus que comme une propriété périphérique, alors qu'elle

en est en fait le fondement au début du XVII" siècle.

Quand aux nombres réels, que l'on manipule dans l'enseignement avec parfois les diffi-

cultes que l'on sait, comme si cela allait de soi, comme si de toute éternité ils faisaient partie

du bagage mathématique, peut-être est-il bon de rappeler que leur construction ne date que de

la lin du XIX" siècle. Il s'agissait alors de se défaire du support de la géométrie euclidienne

comme de celui du temps et de la cinématique qui prévalaient jusqu'alors dans les raisonne-

ments de l'Analyse; en effet certaines démonstrations (par exemple celles du "théorème des

valeurs intermédiaires" au début du XIX" siècle) n'étaient essentiellement validées que par des

raisonnements géométriques. Il est d'ailleurs intéressant, à ce sujet, de remarquer le rôle joué

dans la création des logarithmes par le mouvement d'un mobile sur une droite, inventé de

toutes pièces pour les besoins de la cause, "virtuel" dirait-on maintenant. Notons encore, avec

l'émergence des logarithmes, celle de la notion de continuité, dont seule une construction

précise et rigoureuse des nombres réels permettra de tirer la "suhstantifique moelle".

Cette brochure a été réalisée (en partie) grâce au soutien de la DESCO (ex. DLC), dans

le cadre dune convention pour les années 1995-1996 et 1996-1997.

F. JABOF:UF

F. LALANDF:

D. RAVF:L



MULTIPLIER OU ADDITIONNER? INVENTION DES LOGARITHMES

Certes, il est plus facile de multiplier 674 par 15 que de l'additionner avec lui-même

quatorze rois de suite, mais, sur l'île déserte, privés de notre calculatrice, laquelle des deux

opéraI ions ci-dessous préférerions-nous effectuer

5 \) 7 3
>i 4 g 7

4 s 1 0 u
4 7 7 8 4

2 J 8 <) 2~---------~---~----
2 <) 0 8 8 5

la mulri plicat ion ou l' addit ion?

5 <) 7 3
+ 4 8 7

6 4 6 0

Comme dit la chanson « Sauf les masos, ça va de soi» Et cela va encore de soi, si flOUS

avons à choisir entre les deux calculs suivants:

2 4 7, 2
x 9 5 0,------

2 4 7 2 J, 0 <) ') <) 3 6 () 26 2 3 6 () + ') <) 7 7 7 o <) J 1 8~,
2 2 4 8 + ') 5 4 8 0 ') 0 6 <) 5~,
8 4 <) 6 4, 7 2 8, 6 2 7 2 () 1 5x 3 5 3, ')

2 J 6 <) <) 2 <) 4 4
3 5 5 4 8 <) 4 1 6

5 <) 2 4 8 2 3 6 0
J ') ') 4 8 9 4 1 6
4 1 8 5 ') C) 5 ,

9, 0 4L- -)

ou encore ent re ceux-ci

l(l8) ou ') x 2,565847819

Dans les deux derniers exemples, le lecteur averti aura pressenti avec raison que les nombres de

droite sont les logarithmes décimaux à neuf décimales des facteurs qui interviennent à gauche

Ce qui est sûr, c'est que nous sommes déjà en passe d'oublier complètement que du XVII"

siècle jusqu'à très récemment ( la grande généralisation des calculatrices de poche a lieu vers

1970 ), le seul moyen de mener un calcul numérique lin tant soit peu compliqué était l'usage

d'une table de logarithmes, ou en première approximation d'une « règle à calculs», graduée

suivant une échelle logarithmique Tout T P de physique se faisait règle à calculs en main



Or, si la science correspond à une certaine intelligibilite de la vie, elle n'est pas independante

des instruments de mesure existants, ni des techniques de calcul, qui font partie de notre

outillage mental De quelle utilité seraient des mesures extrêmement précises, si les moyens de

calculer ne suivaient pas, et réciproquement quels besoins aurait-on de calculer avec des

techniques sophistiquées, sil n'y avait que des nombres très modestes à manier ') Songeons

seulement que l'usage des chiffres dits arabes n'est pas encore généralisé à la Renaissance dans

le monde occidental, mais qu'il est également bien difficile de mesurer l'écoulement du temps de

façon précise On n'a longtemps connu que les sabliers et les clepsydres. Si on place au XW

siècle l'apparition des horloges .. il faut attendre la fin du XVW siècle pour qu'apparaissent des

montres fiables, c'est à dire qui n'aient qu'une variation très faible malgré les mouvements et les

déplacements ( Huygens inventa le régulateur à ressort spiral en 1674 ) et le XVIII" siècle pour

les montres marines précises, garde-temps permettant de conserver l'heure du point d'origine et

de déterminer la longitude d'un navire

LJn premi~r grandprogrès en calcullaJ1lJl1}ér(lliQIL(l~cjrn~le deposÏ1ign,_avec zéro.

Il nous suffit d'évoquer le système de numération des Romains, et leurs chiffres, pour nous

convaincre que leurs outils manquaient de souplesse et ne devaient pas favoriser les activités

numériques: essayez donc de diviser MDCXXII par V r , La notation grecque n'était déjà pas

bien commode, mais c'est malheureusement l'utilisation de la numération romaine qui reste pour

longtemps celle de l'Occident, bien après la fin de l'empire du même nom.

Pendant la période médiévale, au moins jusqu'à la tin du Xc siècle, il faut recourir à des

abaques, tablettes sur lesquelles on manipule des cailloux et des lettres conventionnelles, ou à

des échiquiers (dont a tiré son nom l'administration financière de Grande -Bretagne l ) sur les

cases desquelles on effectue les comptes au moyen de jetons. Quant à l'abaque sine-japonais, le

boulier-compteur, introduit en Russie par les Mongols, remarquons au passage qu'il n'arrive en

France qu'en 1812 ( à mettre donc à l'actif de la campagne de Russie napoléonienne' )

C'est essentiellement à partir de la fin du X~ siècle, que parviennent en Occident les

connaissances des Arabes, l'essor de leur pensée et de leur science culminant au XIe siècle Sans

entrer dans les détails de ce qu'ils doivent aux Grecs et aux lndiens et de ce qui est leur apport

personnel, ni dans la description des voies détournées ou directes qu'a emprunté la transmission

des savoirs. sachons que le monde occidental leur est redevable de la bonne numération décimale

cie position munie du zero. qui va chasser les nombres romains 1.' abaque evolue et se simplifie
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donc il devient un tableau il colonnes parallèles, la première a droite étant reservee 8U'( IIi "l' LI

suivante aux dizaines. etc . les signes inscrits prenant donc une valeur de position l'our

désigner un nombre, on n "inscrit dans chaque colonne qu 'un seul signe tout au plus, l'un des

neuf nouveaux caractères ( les chiffres arabes) designant les neuf premiers nombres Puis C'CS!

la suppression des colonnes par l'emploi du zéro, qui fait passer de l'abaque proprement dit a

l'algorithme. c'est à dire, dans l'acception primitive du mol, au véritable svstème de position

(Le mot algorithme a pris maintenant une signification plus large Primitivement, c'est la

déformation latinisée du nom dAl-Khwârizmî, savant du VIII" siècle. )

Les besoins et les progrès ducalculnllll1ériqlle au X\'L$iècle

Certes la numération arabe avait rendu la pratique du calcul bien plus facile, mais dès que

les difficultés d'une époque sont réduites, il en apparaît d'autres réclamant des procédés plus

expéditifs. Le processus technique et scientifique fait apparaître de nouveaux besoins.

On peut commencer par citer les recherches internes aux mathématiques elles -rnêmes. Il est

alors important de rappeler que c'est en 1450 qu'est fondé l'atelier d'imprimerie de Gütemberg

à Mayence C'est le début d'une ère de plus grande circulation des travaux scientifiques et de

diffusion des traductions en latin des textes grecs originaux (qui peuvent eux même contribuer à

relancer les sciences) Une avancée importante concerne les équations algébriques c'est en

1535 que, lors d'un tournoi mathématique, Tartaglia trouve une solution à l'équation du

troisième degré x' +px = q. et c est en 1"45 que Cardan publie son « Ars __m~gna» sur

l'équation du troisième degré

« La Disme ». le célèbre ouvrage de Simon Stevin, parait en 1585. Stevin y introduit une

écriture décimale qui lui permet de se libérer de la manipulation des fractions Au lieu d'écrire

43 21 ou encor e 43
100

2 1 (ce que nous notons 43,21 ou 43.21 de nos jours ), Stevin récrit
1() Hl

j 1)) t 1 J 1 21

désormais 43(0)2( 1)1(2) ou encore 4 3 2 1 On peut alors disposer et effectuer les

multiplications, comme nOLIs le faisons « à la main » encore aujourd'hui, si d'aventure notre

calculatrice nous fait défaut Voici comment sur un exemple
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(0) (Ii () 1

.1 2 5
x 7 2

6 5 0 2
2 2 7 5 7
J 2 5 1
5 5 9 7 2

IO! Il) 12) l') (-Ii

Signalons encore que c'est au mathématicien Viète en 1:')91 que nous devons l'introduction

de l'usage des lettres pour représenter les valeurs numériques. pour les inconnues comme pour

les données

Le XVI" siècle est également un siècle de progrès en astronomie. C'est en 1543 que

Copernic publie « [)e RevolutiQnibus erbium c.~I~~tLlJrn» En 1574 Tycho Brahé s'installe à

l'observatoire dUranienbourg 1\ y reste une vingtaine d'années et y fait un nombre considérable

d'observations astronomiques qui serviront à Prague à son aide, puis successeur, Kepler.

La navigation, les voyages lointains, sont indirectement un moteur important de la recherche

dans la simplification des calculs. En 1492 Christophe Colomb avait atteint l'Amérique avec à

son bord la table de sinus de minute en minute établie par Regiomontamus en 1472 Les tlottes

commerciales constituent des sources d'enrichissement. Gouvernants et armateurs encouragent

la science nautique: il faut limiter les pertes et donc naviguer en contrôlant les positions

Mercator publie en 1569, dans la projection qui porte son nom, la première grande carte du

monde à l'usage des navigateurs Les progrès de la navigation sont évidemment inséparables de

ceux de l'astronomie, en tout cas de l' astronomie nautique, grande utilisatrice de trigonométrie,

et donc de tables de trigonométrie, dont les auteurs ne viennent à bout qu'avec beaucoup de mal

et de temps. Les calculs « astronomiques» sont fastidieux et demandent des armées de

calculateurs. L'astronome allemand Rheticus, disciple et ami de Copernic, aidé de nombreux

calculateurs se consacre de 1542 à 1576 au calcul de la table des sinus, de 10" en 10", avec dix,

puis quinze décimales, publiée en 15<,16. Magini. professeur d'astronomie à l'Université de

Bologne, suggère très prosaïquement le gain non méprisable que l'on pourrait réaliser en

réduisant les calculs, et avec eux les frais d'entretien des calculateurs

C'est dans cet esprit qu'il publie en 1592 des tables qui donnent les carrés des nombres

entiers de 1 à 11000. qui permettent donc par simple lecture l extraction des racines canees Par

exemple, de la donnée 4:: q94 ::49 - (6~';7j2, on tire J43 6,';';7, résultat plus exact. se flatte



Magini, que celui cl()11T](.~ par h règle J..:..;' 1 (l
a

'\ !

J4j. JlGi7 .. 61} 6,583 ( Au lecteur de vérifier à la calculatrice _)
12

Kepler, grand consommateur de calculs, est le créateur de la multiplication reduite . il taut

maintenir la correspondance entre nombres calculés et nombres provenant des mesures

effectives /1 est donc inutile d'obtenir à l'arrivée plus de décimales que l'on en avait au départ

Soit donc à calculer, par exemple, le produit de deux sinus 0,4062051 par 0,1 /63818 Kepler

dispose ainsi le calcul'

4 0 6 2 0
x 1 1 6 3 8

4 0 6 2 0
4 0 6 2
2 4 3 7

1 2 1
3 2

'i
1 8
5 (4 0 6 2 0 '\ 1)
0 5 (4 0 6 2 0 5 x 0,1)
2 3 (4 0 6 2 0 5 " 0,06)
8 6
'\ 0 etc
4 0
3 2
8 74 7 2 7 4

D'où le résultat 0,4727487

Parmi les très nombreuses tentatives de méthodes rendant compte de l'ampleur des efforts

déployés pour réduire les calculs, citons les « bâtons ou réglettes de Neper» ce sont les

éléments mobiles d'une table de multiplication, combinables entre eux et transformant une

multiplication en additions Voici par exemple, une réglette de Neper portant les multiples de 7 :

(7x2) 14

Soit donc à calculer 768,52 On juxtapose les reglettes portant les multiples de 7, les multiples
de 6 et les multiples de 8

9



ligne des multiples de )

ligne des multiples de 2

Reste a sommer les produits partiels

) -'6
3 840
39936

d'où le résultat 768x)2 = 39936

Il existe aussi des tables de multiplication donnant tous les produits d'entiers n >< rn (1 <n

~999, 1sm~.;999 ) destinées aux astronomes et permettant de remplacer une multiplication par

une addition de produits partiels.

Tycho Brahé connaît et utilise une règle qui, elle aussi, permet de remplacer un produit par

une somme' c'est la prostaphérèse qui correspond à notre formule de trigonométrie'

sina x cosb = I;î r sint a+b )+sin( a-b) l

1\ n'est pas possible de citer toutes les recettes de calcul et toutes les tentatives pour les

alléger qui fleurissent dans la seconde moitié du XVI" siècle et au tout début du Xv ll" siècle

Mais, pour tous ceux qui ont besoin de calculee quel soulagement ce serait de pouvoir

remplacer toute multiplication, quelle qu'elle soit, par une addition, sans mène parler des

divisions et des extractions de racines carrées dont les dispositifs ne sont pas des plus simples

Les logarithmes:

Les logarithmes sont inventés pendant la mêrne période par Neper et Burgi Ils les

construisent de façon suffisamment différente pour que l'on puisse affirmer qu'ils ont t ravaille

independamment r un de l autre \1 est probable que Burzi a calculé ses tables a Prague entre

16()~ et 1h 11 011 sait de source sure que les travaux de 1 Ecossais Neper etaient commences des

10



Dans les deux cas les logarithmes transforment la multiplication en addition et la division en

soustraction' log xy c- log x' log y, x
log = log x

y
logy

L'établissement des tables de logarithmes est laborieux, mais les lourds calculs qu ïl nécessite

sont faits une fois pour toutes et les tables sont mises à la disposition des calculateurs

Soit à calculer le produit xy On cherche dans la table le nombre a qui est le logarithme de

x, le nombre r3 qui est le logarithme de y On calcule le nombre a+r3 Puis par lecture réciproque

de la table on cherche le nombre z = xy dont le logarithme est égal ci y = a+r3

Nombres Logarithmes
x -) a

y -) ~
z=~_. (--. y=a+~'---.

pe quoidisposaientles inventt!ur~ de logélritbJl1~.s

La propriété fondamentale qui pouvait inspirer les inventeurs résultait seulement de la

juxtaposition d'une progression géométrique et d'une progression arithmétique

Cette juxtaposition avait déjà attiré l'attention d'Archimède (-287,-212). En donnant dans

son traité de «1 'Ar~nélir~» un procédé commode pour représenter les très grands nombres, il a

corrélé la suite arithmétique des entiers avec la suite géométrique des puissances de 10 (exprimé

par 1On X 10111 = IOn' nt dans nos notations actuelles)

Nicolas Chuquet, médecin lyonnais, est un précurseur A la fin du XVC siècle, en 1484, il a

écrit le «Iriparry e!lla~ciyl1(;eçles 110ITl~r~!'L>~,ouvrage d'arithmétique où il introduit, entre

autres, des exposants négatifs ou nuls, et ce que l'on peut transcrire en x" x XIII = x" 'Ill Chuquet

entrevoit, sans lui trouver de forme utilisable, que cette relation pourrait permettre une solution

correcte au problème dit du « tonneau » •

« Un tonneau se vide chaque jour du dixième de son contenu; au bout de combien de temps

sera-t-il à moitié vide ') »

au bout de () jours, il reste (0,9)6 = OS~ 1441 du volume initial

au haut de 7 jours, il reste (0,9)7 -r-; O,47R297 du volume initial

"



La solution qUI consiste à trouver (1 JOUIS 1
0."31441

0,531441

0A 7'XC)7
" , Il·l 1 (l

SOit (,I\'UIS
"31 clll

interpolation linéaire, ne le satisfait pas Mais pour résoudre le problème, il lUI aurait fallu Inaugurer

le calcul logarithmique (et le calcul infinitésimal )

Sion ne connait pas linfluence réelle de Chuquet on Salt que Neper et Bùrgi connaissaient J'lIJl

et l'autre l'oeuvre de l' Allemand Michael Stiefel (Bürgi reproduit des passages de Stiefel dans ses

tables) Stiefel a publié en 1544 son « /~.!:!!hDletlÇgtjnt~rél », où il est le premier à etendre aux

exposants négatifs la correspondance entre suite arithmétique et géométrique, en considérant les

progressions particulières sui vantes

,-

1----,.~--+ -5 -4 -3 -2 -1
1/32 1/16 1/8 1/4 1/2--

--+----'--+--_-+--_-+---_0 -+-------~=r-+--=-~ f--+E~-----
c'est à dire, qu'à (-1) j (-2), correspond

2 4 R

Jost Bürgi (1552-1632) est un Suisse Allemand qui doit sa reputation à ses travaux d'horlogerie,

à ses horloges astronomiques et à ses sphères célestes dont quelques unes fonctionnent encore de nos

jours Après avoir reçu la charge d'horloger impérial à Prague, il travailla à l'observatoire avec Tycho

Brahé, lui atISSI accueilli à Prague, pUIS après la mort de celui-CI en 160 l , avec son aide et élève

Johann Kepler qui lui succéda comme astronome de l' empereur

Les tables de logarithmes de Bürgi sont publiées en 1620 sous le titre « ;\r:i.tbm_~lü;~h~_l!ll.d

g~ometr~~çb~_Prog~~~5T<!.I;>.!L'-~n » Dans ses tables, Bürgi juxtapose une progression arithmétique de

« nombres rouges» avec une progression géométrique de « nombres noirs », de raison (1 f 1o'.
disposés en colonnes .

Pour n vallant de 1 à non, ses nombres norrs couvrent alors lmtervalle IIO~, Hi" 1 BCtrgl donne le

mode dernploi de ses tables, mais ne donne pas d'indication sur leur confection

12



Publiés après ceux de Neper, sans précision sur leur construction, sans théorisarion et d'une portée

plus restreinte, les logarithmes de Bürgi ne sont pas ceux qui passent à la postérité.

L_eslogariJh111~~(je_Neper

John Napier (155 J - J 6 J 7), dont le nom a été latinisé en Neperus et francisé en Neper, est

Ecossais, sieur de Merchiston, près dEdimbourg Après des études à l'Université écossaise de Saint-

Andrews, puis des voyages sur le continent, il consacre aux mathématiques les loisirs que lui laisse la

gestion des terres de son fief

En 16 J 4, il publie le « Miri.fiçUog(iritbm9rtll11c(lj1()nisdescripti()., », dont la préface est on ne

peut plus explicite'

(( Très illustre amateur de mathematiques, comme rien n'est aussi pénible que la pratique des

mathématiques, parce que la logistique est d'alitant plu» freinée. retardée. que les

multiplications. les divisions et les extractions de racines carrées 011 cubiques portent sur de grands

nombres, qu 'elle est soumise à l'ennui des longues opérations el beaucoup plus encore à

l'incertitude des erreurs, j'ai entrepris de rechercher par quel procédé sûr ct rapide UII pourrait

éloigner CCI' obstacles. nans cc but. j'en ai examiné soigneusement une grande quantité, les uns

après les autres, et enfin j'en ai trouvé plus d 'lin, clair ct d 'lin emploi facile. dont je traiterai

probablement ailleurs, A la vérité, aucun, parmi les autres, n 'est plus utile que l'un d'el/x, par son

moyen. on rejette les nombres utilisés dans les multiplications, les divisions el les ex/raclions de

racines lorsqu'elles sont difficiles cl prolixes, cl on les remplace par d'autres nombres, que j 'ai

pris soin de leur adjoindre. et / 'on achève le calcul par des addi fions, des sonstractions, des

divisions par deux 011 par trois seulement. l/st-il un mystère, qui, ail milieu de tant d'autres, lui soit

supérie ur '! Il m'a plu de communiquer son usage au monde des mathématiciens ... »

Pour obtenir ses logarithmes, Neper construit ses progressions d'une façon bien différente de la

nôtre, et ses logarithmes se trouvent ètre décroissants. Remarquons également que pour éviter la

manipulation des parties décimales, Neper fait varier le sinus non pas de () il J, mais de () il J () 7

Pour définir ses logarithmes, Neper met en correspondance deux mouvements rectilignes : « Le

logarithme de tout sinus est 1111 nombre qui exprime m'ec une grande approximation la ligne qui

augmente également dans des temps égaux pendant que la ligne du sinus lofai dccroit

proportionnellement dans ce sim/s. les deux mouvements avant lieu dans le même temps cl, au

commencement. aI'CC la même vitesse »

13



Soit donc une demi-droite dorigine No ef un segment Sn .0 dl' InlIF.lIèUI Il' SlIlli< loi;!!;: \C'!

sin90'" 10 7

No N+-.---- .-----~.--- ·--·--·-·----··-t ..·..--- . --.----,,--....--.- --..-._. ,,----.--- ,,_.." --- -_.)-

.... ,..Q

Deux mobiles N el S partent respectivement de No et Sil il 1'111<;13111 1Ilillili 10 0 ;1\.('(!:J !l1',;IlI:.' \I!c,>';"

initiale Vo 107

1.a vitesse de N est constante et égale ù \0 1() 1

1~3 vitesse de S est décroissante el telle que son rapport a la distance qUI reste a P:lIT()11I11 pour

atteindre n est constant, c'est à dire, qu'à l' instant t, on a
\ \

l , soit encore " sn
s"n

Au bout du temps i\t I07IclllobileSestl'I1SI,telqllc SOSI \11\1 I()', lU?

S repart de SI avec la vitesse VI sin 1(/ - l , que 1'011 peul auss: écrire vII ()'( 1_1()7)

Aulemps2i\tSsetrO\l\eCnS,lelqllt' S,S.' \1.'\1 I07(1 ..1()7)·IO' I_I()I

Donc s,n " '1
(IO·IHI-I() )

7,. -7 )

1011-1 () )

FI ainsi dt' sune au temps 11.\1. S se trouve en S, tel que SilO lo7( 1-1(7
)" et repart de S, avec la

it S' {\ 1 (ll( 1_1(.)")"VI esse v" ' Il'''!'

Le mouvement de N étant uniforme, aux instants At, 2At,L\! ,le mobile N se trouve

Par la suite, nous noterons Nï x) le logarithme défini par Neper, pour ne pas le confondre avec notre

« ln » ou notre « log» Nous transcnvons donc la définition du logarithme de Neper par

N(x)NIIN

Cela donne, à une 1 estncnon près

Fn réalité. 1l()1I~ \ ('ITOIlS pourquoi un peu plus 10111 la prO!~IT:,')H'1l aruhmcuque dl' Neper l'st donnée

en fonction de N riO I( 1 1o li . 1N( 1() 1). ce qu: peul se traduire pour nous. par

Il



On se rend alors compte que tels quels les nombres « Nix) » ne sont pas des loganthmes au sens

où nous l'entendons En effet.

7 ·7 i 7XI = 10 (1-10 ) 1 (---> N(xd =YI N(IO -1)

X,, = 1()7(1_IO·7f~ 0 N(x,» :~Y2 N(107_1)

d'où' N(xl) + N(x,): (YI +Y» N(I07_1) = NrI07(1-10·7)'1+'2 J = N( XI X2/ 107)

On n'obtient donc pas la formule N(x,xÛ =. N(xd + N(X2), mais N (x 1 ~~ î N(xJ)i N(X2) (ce
\ 10 )

qui nous gêne certainement beaucoup plus que les lecteurs contemporains de Neper) De fait,

Neper ne démontre pas explicitement N(ab) = N(a)N(b) Ce qu'il démontre c'est.
a c-.- <=> N(a) N(h) cc: N(c) N(d)
b d

Après donc avoir exposé la définition de ses logarithmes et les avoir appliqués aux proportions,

Neper en explique l'usage en trigonométrie plane et sphérique, puis termine le traité de 1614 par les

tables proprement dites, Dans le mode d'emploi qu'il en donne, il revient aux règles annoncées dans

sa préface, et non plus seulement aux proportions, à savoir,

N(ab) = Nia) + Ntb); N(al1
) = rua);

1
N(Va ) = - Nta]:

n
N(~) ~ N(a) - Nib) J

A li facteur « 10 7 » près qu'il faut contrôler, Neper a donc rempli son contrat

C'est en 1619, que parait, à titre posthume, le deuxième traité de Neper, publie par son fils'

« Minfici logarithlllorulllç@onis cOtlstructiQ " », où sont exposées les méthodes effectives du calcul

des tables, que nous n'allons pas reprendre ici Nous allons seulement indiquer les interpolations

pratiquées par Neper et revenir sur la valeur attribuée ~ N (1 07( 1_1(l.7» N (1 (l'-I )

Le recours à la cinématique permet en quelque sorte de lever les difficultes liées aux notions

de limite et de continuité, bien loin d'être dégagées au dehut du XVW siècle Neper imagine le

mouvement du point N servant cl horloge, le point N parcourant la demi droite d'origine Nil

comme l'échelle horaire d'une clepsvdre (où l'on peut repenser à Chuquet et à son tonneau 1 t

Neper emploie lui même la notion de flux 111.1'(1011 ecoulement « ducenda \1/ 1/11('0 /111\11

alterius punct, ),(( qu '/(IIC /fJ;IW\IJlllii{(C(' par /'el oulrmcn: d'"" dell\/('/!/(' !IOI/I/ ,,\



Si Neper avait eu une conception discontinue de la vitesse du point S, dans les termes 0,1 Ile

l'avons envisagée au début, il aurait attribué à N( 107
( 1-10-7

)) la valeur 1.. et il se serait contenté de

vitesse décroissant par bonds successifs' ses tables y auraient perdu en exactitude.

Neper met au point une interpolation pour le calcul de ses logarithmes. « la vitesse d '1111 point S

s'approchant géométriquement d'lin point fixe D est proportionnelle à la distance à celui-ci ». La

vitesse de S est même très exactement avec les hypothèses choisies, égale à la distance de S à n
~o N Nt!-.

Lorsque le mobile S, parti de Sn, arrive en Sa tel que SnSa = a, la vitesse de S a donc été décroissante

d 7 , 107 La duré . donc été . o: ae 10 a . - o: .a uree necessaire a one ete compnse entre---, et ---i------·
10 10-('j

Le mobile N, parti de No à vitesse constante égale à 107
, a donc parcouru une distance comprise entre

107 _f!_ 107 o.
7 et . 7

10 10 (J

Donc, lorsque le mobile S passe en Su tel que SoSu = ci, Je mobile N a une position Nil telle que •

107---a..-- soit : «< NoNa< - ----a...---c-
10' a' 1-alO'

Or, par définition, NnN, = N( 107 -œ}, d'où'

7 ct.a<N( 10 -œ) <------
1_ o.l O 7

Si a =- 1, on obtient. 1< N(107-1) < - ..
1 107

1
. Comme ------:, est très proche de 1, Neper

1 - 10
1 1

2[1 -\-11O-d = 1,00000005choisit d'attribuer à N(107-.H la valeur moyenne

N(107( 1_10-7» = N(107
_\) = N(9 999 999) = 1,00000005

Voyons comment Neper utilise encore son interpolation. En posant o. = 10\, on obtient

f. < N(I-c)
8

1 -- E

a
Soit a et b très proches l'un de l'autre, tel que a < b Posons -- - 1 f. (et n'oublions pas que

h
N(a»N(b) )

a b-a E b- a b b-a ,d'où.
b - a a b-a

E - 1 -- < N( ) <
b b ~~ b a a b b a

Puisque
b- a boa sont proches, on prend.et

h a

II)



a 1 b--a boa
N( ) = [ 1 ]

b 2 b a-
1 1 1

(b a)( 1 )
') a b

a b
2 a b a, d'où N() --
c b ç

b a
N(b) t Sans que l'on trouve explicitement

c

Soit c tel que a~cC é, b. On prend

Dans ses calculs, Neper utilise Nta)

i\N(b) t1h .
, c'est il dire i\logx

b
b

i'\x

;\ log a
t1log b a

Reprenons en langage moderne, les deux mouvements rectilignes de Neper On les traduit par
dx dy 7,. x

- x et-=-- 10 . [) ou 1n
dt kdt t et y 107 t , soit x k -1e cl y

Or pour to'c 0, on a Xo =c- 107, on a donc x = 107e-1 et y=" 107t

On peut donc écrire y =-10~1t1(~1 0.7)

De la définition de Neper : x= 10\ 1-1 ().7)' <"--> N(x)" yN( 107_1 ),
1

. 111(10 . x),
on flle N ( X) '=------.---; . N ( 10

In( 1 10 )

N(x) ,- -I0
7
In(lcr\) [I- 1(r7/2-fo (lO-7)]N(IO'-I). avec N(107

.. I)" 1.0000000<; 1+lcr7/2
On a donc

Les sept chiffres de N(x) sont donc les mêmes que CCliX que donnerait le calcul de _1()71n(1(r\:)

Indépendamment donc de la résolution très satisfaisante du problème arithmétique posé par les

calculateurs, sans oublier les pac; en avant qu'il fait faire au caJcul approché, retenons dans la

conception de Neper l'approche cinématique. appantion de la notion de vitesse instantanée, de la

notion de « fluxions» qui présideront chez Newton à l'élaboration du calcul infinitésimal, et

résolution très correcte, avec les moyens dont il dispose d'une équation différentielle.

Mais, à propos, d'ou vient le motIogarithrne ?

C'est une création de Neper lui même. Il a accouplé les deux racines grecques ÀJ.Yyo(J

(logos' raison) et œpt (}uoo (arithrnos nombre), le mot logarithme peut donc se comprendre

littéralement par « nombre de raisons » (au sens. nombre cardinal des raisons de différence, la raison

étant celle constante de la progression arithmétique ) Pour nous, plus souvent ignorants du grec, le

1110tlogarithme a perdu de son pouvoir de suggestion, d'autant plus, qu'après le calcul infinitésimal,

les logarithmes ne se réduisent plus a leur proprietes fondatrices, à savoir qu'ils sont les nombres

17



dune progression

terme lu!

eu un succès certain. qu'li au

parvenu indemne.

même de Neper, à sa barbe' s'il crée .ie ~·not

imaginés comme C:E:S

Mais le choix de 1 « nombre artificiel» !l jJ<1S très

Il ::;61 1(30) il' abord

en 6 J~ 9 1 une des deux premières chaires savi

(1 ('IJtrio étant une chaire de géographie) Son enseignement ;3 trait Ct

et la recherche des en rne~

comprend immédiatement l'importance des travaux (31)0;1

Briggs rend visite à Neper il Edirnbourg, ou il sejourne toul un mens

serait plus commode que le logarithme à 0, d

re to u rnf;~l suivant {~(i j 6

calculs, Neper étant mOI t en !6 ï 7 et n'

reconstruire: ses

de

est je suivant:



- d'abord calculer les logarithmes des nombres premiers compris entre 1 et 100.

- calculer ensuite les logarithmes des nombres composés

- terminer par interpolation à partir des logarithmes déjà calculés par la méthode dite des

différences, dont on peut dire qu'il est l'inventeur.

Montrons, par exemple, comment Briggs obtient log2 à partir de l'extrait ci-joint(page 20)

Chaque ligne du tableau est numérotée n , n variant de a à 54, une 55i~lll" ligne étant adjointe en-

dessous

Dans la première colonne du tableau, on lit les termes de la suite (xn) définie par Xo la et

Dans la deuxième colonne, on lit les termes de la suite (Yn) définie par Yn = log x"

v ,,= logx --log (~-' cc ~logx Yn
-' 1111 ni l "V' Il 2 n 2

On a donc v, 2
Yn Il

En appliquant la règle ll~t--a - _f!: dès que ex est très petit, on obtient, à partir de la ligne 16
2

XI1'1

x 1 x 1 Ynd'où n 2 et n---~._.. -- , ----_. -

X"'I
.- 1 x

J
1 y", J"

Pour obtenir log2 , Briggs commence par calculer le nombre'! 'J'2- en extrayant 47 racines carrées

J:'- 1/:- V",,', 4') 8successives 2, ...., 2, etc , ce qui évidemment Il'est pas rien'

Le résultat x qu'il trouve est situé entre la 53ièlllc et la 54icIllc ligne

SOItY cc log x

On a donc 1ogC' 'Ji)-, y soit log2 2u y ,

Reste donc à calculer y y
d'où x

X 1

y x V
. ';·1

V.,1

19



Système logarithmiquo de Bl'igg~
(Extrait)

:\Tombres I,ngal'it.hrnes

1(), 0000 (1)

2
3, lCi22.77GiiO.lt)J87. 03310. D8893.5'.
i, 7782 7D'dO 03802 28011 ~)7301; 13
l, 3335 214:32 16322 1;0256 G5389 :lOS
1. 15',7 8198'; G89/1Cl 817<)(J(JIDIS 213

0,5
0,2:'>

3 0,125
O,On25

1(;
17
18

1, ()()()(J .'35135 277/16 IWll)iJ 08581 37077
1, 0000 17:)1;7 '.84'.2 2G738 :nWd3 782711
1,0000 087S3 703fU 1,1;121 i/()~)7(; 07ldl

O,O()()OI52587 Wl()(;2 5

0,00000 7ti2U:3 !li/53 1 25

0,00000 3811;1; ~)721;51;25

1,7 l, (JOOO 00000 0000 1 G.'3G0851112 96427 28:3
.~g l, 0000 00000 00000 8180'1 25556 48210 2%
~ 1) 1, 0000 OOOO!) O()I)OO ItI)!)02 12778 21;! 0'. 311

l, 0000 00000 00000 05112 76597 28102 91;7

l, 0000 00000 00000 0255G 38208 G4006 1;70
l, 0000 00000 00000 01278 1<)1'.9 32003 235

0,00000.00000.00002.2204.46050.25031
0,00000.00000.00001 .1102 .23024.62515
0,00000.00000.00000.05561.115 t 2.31257

l, 0000 00000 00000 0 1 0,00000 00000 ()OOOO.Ot.3t.2. 91;1;31. 9032~). 1804

t){r~t pCIJ\M-
t,S~~~ lA k

~ \1 H-Lsh~ &

C. N o...u.x- ~ t~ clQ)\.A

10



Dans tous ses calculs, Briggs utilise toutes sortes d'astuces, par exemple, celle-ci il ajoute il son

tableau une 55,èrnc ligne, ce qui donne y x·
._- x y
-- 1 ."x..

Or X55 -1 =c, 1 x: 10
16

et Y55= 0,434294481903251804x 1O-If> d'où y ,= (x-l) ><0,434294481903251804

La règle de trois précédente se transforme donc en une simple rnuluphcation. où il n'est pas sallS

intérêt pour nous de remarquer que 0,434294481903251804 est le nombre traditlOIlI1cllement noté M

qui nous permet de passer de nos logarithmes népériens aux logarithmes décimaux (ceux de

Briggs)En effet: y = logx = M lnx : M In( I+x-I )=, M (x-I), pour x-I très petit Mais Briggs nen

était pas encore là .

Montrons maintenant sur un exemple, schématiquement et sans garder toutes les décimales,
comment opère le calcul des différences.

Supposons connus les logarithmes de 550= 2 X 52>( 11 et de 555 c= 3 \(5 xJ 7

On a log 555 - log 550 ..c:= 393)( 10-5 == 5><.78,6x 10-5

Sachant que l'augmentation des logarithmes est décroissante, Briggs écrit:

log 55 J = log 550 + 79><10-5

log 552 == log 551 + 79x.1 0-5

log 553= log 552 + 79x 1 0-5

log 554 = log 553 1- 79x 10-'

log 555= log 5<;4 1- 77x ur'

La méthode donne des résultats corrects, car, ne l'oublions pas, Briggs fait ses calculs avec deux fois
plus de décimales qu'il n'en conserve à la fin.

Soit par manque de temps ou d'énergie, soit par manque de calculateurs ou d'argent pour les

paver, Briggs n'achève pas ses tables Le relais est pris par l'imprimeur-éditeur belge Adrien Vlacq

qui édite en 1629 une ({A!.ith!!l_~tigu~.L'9.g<!.ritlm!ig..u.y)~donnant une table complète des logarithmes

de f à 100000, avec un nombre de décimales réduit il dIX

f~taQr~s?

A son apparition la théorie des logarithmes a beaucoup de détracteurs chez les mathématiciens

« purs » de l'époque ( des « géomètres »), parce que le fondement de la théorie fait appel à un

mouvement Certes, Kepler, qUI tient aux tables de logarithmes, tentera bien de les refonder avec LIlle
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théorie « naturelle» sans cinématique, mais pour que les logarithmes acquièrent droit de cité, il

faudra attendre que Grégoire de Saint-Vincent fasse la relation entre les logarithmes et la quadrature

de l'hyperbole, découverte datée de 1630, mais qui n'est publiée qu'en 1647.

_ Mais alors les tables de logarithmes se sont déjà largement répandues avec succès dans toute

l'Europe, avec de multiples éditions, rééditions, corrections et améliorations. A peu de choses près,

ces tables ont été utilisées dans l'enseignement jusqu'à l'introduction des calculatrices

Certains des lecteurs se souviennent sans doute de « Bouvard et Ratinet »
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1
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1

1
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vnuquue XIe s. XIIIe s. 14:-14 1550 1600 1614-1619 1624 1630

\R('1II\.IEDE Arabes
(publié en 1647)

Arabes CHUQUET STIFEL Astronome Italien è'JEPER IBURGI) PlfltçGS ST-VINCE~T
1 1---+---- -~--

1

1 = - Log

Log.; X

x E (O ..... Il)')

Relation Log d
, -; \ \,' Numération x" "r = x'.x p XC' P = x' xP sma cosb =

rn.p re Z2 (Il.PlE Q2 1(sinla+bl+sin\a-bl:
l

1 - Ph"_________________ > rostap erexe

Déf. du log - 1ère table

np : '-:= '\; . de position Log in
hyperbole

Ih.lh II1I1:,-lhI1X 111<)4 1697 1702-1712 176Y 1979
1IIll'di! de son lé!11pS J
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.,
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LES NOMBRES REELS' CONSTRUCTIONS ET REALITE

1) Des raisons d'Euclide aux constructions modernes des Réels

Al Des proportions d'Euclide à l'Analyse d'avant le XVII/ème siècle

Les nombres réels nous semblent familiers, mais que sont-ils exactement? No-

tre appréhension du nombre, autre qu'entier, n'est-elle pas dans le rapport des grandeurs (sur-

faces, volumes, poids, vitesses ... ) et surtout des longueurs. Dans les civilisations antiques

d'avant l'ère pythagoricienne les nombres étaient essentiellement entiers (issus des dénom-

brements ) ou fractionnaires (issus de la comparaison de mesures commensurables c'est-à-dire

multiples d'une même grandeur commune) et écrits dans différents systèmes (base 60 pour la

civilisation babylonienne; utilisation de fractions inverses d'entier pour la civilisation égyp-

tienne ... ) Au Vème siècle avant le. le théorème de Pythagore permet de mettre en évidence

l'incommensurabilité de la diagonale d'un carré avec son coté: les rapports fractionnaires ne

suffisent donc plus! C'est Euclide qui, au Ivème siècle avant notre ère, codifie dans le livre V

des Elements la théorie des "raisons" ou rapports de grandeurs, théorie attribuée à Eudoxe de

Cnide. Voici quelques unes des définitions qu'il pose et qui peuvent nous surprendre aussi

bien par l'obscurité de leur rédaction que par l'ingéniosité des propriétés énoncées:

• Définition 3: Une raison est certaine manière de d'être de deux grandeurs ho-

mogènes entr'elles, suivant la qualité.

• Définition 4 : Une proportion est une identité de raisons.

• Définition 5: Des grandeurs sont dites avoir une raison entr'elles lorsque ces

grandeurs, etant multipliées, peuvent se surpasser mutuellement.

• Définition 6. Des grandeurs sont dites être en même raison. la première à la

seconde. el 10 troisième à la quatrième. lorsque des equimultiples quelconques

de la prctnière et de la troisième. et d'autres equimultiples quelconques de la

seconde ct de la qnatriem> sont tels. que les premiers equimultiples surpassen;

clJ([CUII cl chacun .. les seconds equimultiples, ou leur sont égaux cl la fois. 011

plus pet ils cl lafois .
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• Définition 7: Les grandeurs qui ont la même raison sont dites proportionnelles

• Définition 8: Lorsque, parmi ces equimultiples, un multiple de la prcniiere sur-

passe un multiple de la seconde, et qu'un multiple de la troisième Ile surpasse

pas /Ill multiple de la quatrième, 011 dit alors que la première a avec la seconde

une plus grande raison que la troisième avec la quatrième.

Les définitions 3 et 5 précisent le statut des grandeurs (A, B) qui peuvent 'former' une

raison: elles doivent être homogènes (A et B de même type: lignes ou surfaces ou volumes)

ct satisfaire à ce qu'on appelle aujourd'hui l'axiome d'Archimède: Il existe deux entiers n ct

p tels que nA>B ct pB>A. La définition 6 est plus subtile et fondamentale car elle précise,

indépendamment de notion de nombre, l'égalité de deux rapports de grandeurs: Deux couples

de grandeurs (A,B) et (C,D) définissent la même raison si et seulement si pour tous entiers p

et q les implications suivantes sont toujours vraies:

I.Si pA>qB alors pC>qD

2.Si pA=qB alors pC=qD

3.Si pA<qB alors pC<qD

Il est implicite que l'on peut toujours comparer des multiples quelconques de deux gran-

deurs homogènes et on a ainsi, en termes modernes une relation d'équivalence dont les clas-

ses d'équivalence ne sont autres que les 'raisons'. La définition 8 définit l'ordre (total) entre

les raisons: {(A,B) > (C,D) si et seulement si il existe deux entiers p et q tels que pA>qB ct

pC<qD}. On peut facilement vérifier la compatibilité de cette relation avec la définition 6.

Pour Euclide ces raisons n'ont rien de numérique et il traite le cas des fractions (d'entiers) sé-

parément dans les livres VlT-VIII-IX., mais on peut dire grâce à la définition 6 que deux gran-

deurs A et B sont commensurables s'il existe une grandeur (quelconque) C et deux entiers p et

q tels que (A,B) et (pC,qC) aient même raison, raison que l'on pourra identifier à la fraction

p/q (cf. proposition 5 du livre X). Le lecteur se convaincra alors aisément que la définition 6

revient à caractériser la raison "A/B" par sa position par rapport à toutes les fractions ration-

nelles. Ainsi une "relecture moderne" de ces définitions nous conduit à dire qu'une "raison"

d'Euclide est définie par une séparation des rationnels en deux catégories: ceux qui lui sont

inférieurs ct ceux qui lui sont supérieurs. XXI] siècles plus tard, ce seront les coupures de De-

dekind d'où naîtront les nombres REELS. Toutefois il faut noter que les opérations (addi

(ions, multiplications) sur les raisons sont à peu près absentes chez Euclide qui mentionne
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principalement les raisons "doubles" ou "triples" (définitions 10 et Il, correspondant au carré,

cube) et des raisons inverses (définition 14).

Des bases performantes sont ainsi jetées sur lesquelles s'appuyèrent pendant plusieurs

siècles les mathématiciens pour apprivoiser la géométrie et la numériser, jusqu'à l'obtention à

la fin du XIXè siècle d'une construction purement "arithmétique" des nombres réels.

VIETE à la fin du XVlème siècle et DESCARTES (1637 - Géométriei au début du

XVIIè siècle, développent un nouveau calcul: l'Algèbre; il s'agit d'une "Arithmétique" sym-

bolique et littérale qui va permettre de résoudre de nouveaux problèmes géométriques en les

"mettant en équation" où "l'inconnue" peut représenter aussi bien une proportion qu'un nom-

bre. De plus DESCARTES rompt avec l'homogénéité des grandeurs: tous les rapports géomé-

triques peuvent être représentés par des longueurs, et les opérations sont validées par des

constructions géométriques. Le statut numérique des rapports va progressivement s'imposer

depuis Stevin( 1548-1620) qui dans le "Traité des incommensurables grandeurs" (1585) af-

firme "la communauté et la similitude entre grandeurs et nombres est si universelle qu'elles

semblent quasi identité" et " Que nombre n'est point quantité discontinue", puis au XVIIIè

siècle avec Newton(1707-Arithmétique universelle) , Legendre(1794-Elémens de géométrie),

et D'Alembert(l759-Essais sur les Eléments de la Philosophie naturelle) où il écrit: "Si les

rapports incornmensurables sont regardés comme des nombres, c'est par la raison que s'ils

ne sont pas des nombres proprement dits, il ne s'en faut de rien, pour ainsi dire, qu'ils n'en

soient réellement. puisque la différence d'un rapport incommensurable à un nombre propre-

ment dit. peut être aussi petite qu'on voudra." .

Bl L'Analyse des XVllè et XVlllè siècle

A partir du XVIIème siècle la théorie des "Indivisibles" avec Cavalieri (1635 - Géo-

métrie des continus indivisibles) et Roberval (1634 - Traité des indivisibles) marque les dé-

buts du calcul intégral et conduit à quelques succès (ex: calcul de l'aire de l'arche d'une cy-

cloïde) mais aussi à des paradoxes. Ses fondements ne sont pas toujours acceptés, notamment

par NEWTON (1642 - 1727) (Principes mathématiques de philosophie naturelle, I, 1687 _La

Méthode desfluxions et des suites infinies, 1671) qui en s'appuyant sur le concept mécanique

de "vitesse instantanée", jette les bases du calcul infinitésimal et intégral avec les notions de

quantités "évanouissantes" et de "fluxions". Puis les "différentielles" de Leibniz (1645 - 1716)

(Histoire et origine du calcul différentiel, 1713) , par la simplicité et l'universalité du calcul
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symbolique mis en oeuvre, viennent renforcer la construction de ce nouvel édifice de l'Ana-

lyse. Les mécanismes de ce calcul différentiel sont d'ailleurs repris par le marquis de L'HOS-

PITAL (1661 - 1704) dans son traité de 1696 : Analyse des infiniment petits pour l'intelli-

gence des lignes et des courbes.

La notion de fonction apparue dès le XIVème siècle chez N. ORESME(1320 - 1382)

s'est développée aux XVIè et XVIIè siècles avec par exemple l'introduction des logarithmes

par 1. Napier(1550 - 1617) à partir encore de considérations cinématiques. Mais ce n'est qu'à

partir du milieu du XVIIIè siècle, avec L. EULER(1707 - 1783) (Introduction à l'analyse infi-

nitésimale - 1748) que le concept de fonction devient la base de l'Analyse. De nombreux ré-

sultats sont alors obtenus dans le cadre de l'Analyse infinitésimale (développement des fonc-

tions en séries entières, séries trigonométriques, cordes vibrantes, intégrales elliptiques, équa-

tions différentielles ...) mais le calcul différentiel non rattaché à la logique euclidienne n'est pas

reconnu par tous. La manipulation de séries infinies (LEIBNIZ, EULER ...) sans notion de

limite ni de convergence, s'effectue avec un formalisme polynomial mais conduit à des para-

doxes sur des séries "divergentes" comme :_1_ = L(-1)" x" donne pour x= 1 : 1/2=1 - 1+ 1
1+x

- 1 + 1 - 1 + 1 - 1+ ...

Au début du XIX ème siècle, en rapport avec les enseignements que doivent dispenser

les mathématiciens, apparaît la nécessité d'une nouvelle rigueur en particulier pour les défini-

tions et notions de base de l'Analyse. Les justifications géométriques ou mécaniques ne suffi-

sent plus! Dans son Cours d'Analyse à l'Ecole Royale Polytechnique (1821) CAUCHY, par-

tant des raisons euclidiennes, définit le concept de limite, puis celui de continuité d'une fonc-

tion et jette les bases de toute notre analyse moderne même si certaines ambiguïtés ne sont pas

encore levées:

/1 Lorsque les valeurs successivement attribuées à une même variable

s'approchent indéfiniment d'une valeur fixe, de manière à finir par en différer aussi

peu que l'on voudra, cette dernière est appelée la limite de toute les autres. Ainsi

par exemple, un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four-

nissent des valeurs de plus en plus approchées. "

"Cela posé. la fonction [ïx ) sera. entre les deux limites assignées il la vuriablcx,

fonction cOlllinue de cette variable. si. pour chaque 1aleut de .v intermédiaire entre

ces limites, la valeur numérique de la différence
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f(x + a) -j(x)

décroit indéfiniment avec celle de a . En d'autres termes, la fonction f(x) restera

continue par rapport à x, entre les limites données, si, entre ces limites, un accrois-

sement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment
petit de la fonction elle-même.

On dit encore que la fonction fïx) est, dans le voisinage d'une valeur particulière

attribuée à la variable x, fonction continue de cette variable, toutes les fois qu'elle est

continue entre deux limites de x, mêmes très rapprochées, qui renferment le valeur
dont il s'agit.

Après avoir étudié la somme de la série géométrique Cauchy affirme:

Il D'après les principes ci-dessus établis, pour que la série U
O
'u/,u

2
, ... .u., U"f/ .:': SOit

convergente il est nécessaire et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent

converger indéfiniment la somme S" = UO+u,+u2+' +u,,/ vers une limite fixe s; en

d'autres termes, il est nécessaire et il suffit que pour des valeurs infiniment grandes

du nombre n, les sommes Sil' S"4/' S; f2' ... diffèrent de la limite s, et par conséquent

entre elles, de quantités infiniment petites. D'ailleurs les différences successives en-

tre la première somme Sil et chacune des suivantes sont déterminées par:

SII+'-S" = ull

Sn+2-SI1 = u; + ull+/

S"H-SII = U" + U"f' + u".]

-----------------------------

Donc pour que la série soit convergente, il est d'abord nécessaire que le terme

général U" décroisse indéfiniment tandis que n augmente; mais cette condition ne

suffit pas, et il faut encore que, pour des valeurs croissantes de 11, les différentes
sommes

u" + UII,/

1111 + UIII, + Ullf!

C'est à dire les sommes des quantités
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Prises, à partir de la première, en tel nombre que l'on voudra, finissent par obte-

nir constamment des valeurs numériques inférieures cl toute limite assignable;

Réciproquement, lorsque ces diverses conditions sont remplies, la convergence de

la suite est assurée. »

On aura reconnu l'énoncé du 'critère de Cauchy' pour les séries. Si les-développements

ci-dessus sont tout à fait corrects pour la détermination de conditions nécessaires à la conver-

gence d'une série la réciproque n'est pas démontrée et est admise comme une vérité évidente.

Cl Rupture du X/~me siècle: Rigueur et rejet du support géométrique

( BOLZANO(1781 - 1848) et le théorème des valeurs intermédiaires)

Le théorème des valeurs intermédiaires et le théorème fondamental de l'algèbre sont ré-

vélateurs des difficultés à s'écarter du modèle géométrique grec: Une simple visualisation

géométrique de l'intersection de deux courbes permet à CAUCHY comme à GAUSS de justifier

leur raisonnement ! Dès 1817 BOLZANO (1781 - 1848) dans son mémoire: "Démonstration

purement analytique du théorème: Entre deux valeurs quelconques qui donnent deux résultats

de signes opposés se trouve au moins une racine réelle de l'équation", rejette les précédentes

démonstrations s'appuyant sur la géométrie ou sur la cinématique et propose une démonstra-

tion nouvelle mettant en oeuvre un procédé de dichotomie. La racine cherchée est alors dé-

terminée comme borne supérieure d'une partie dont l'existence est acquise grâce au critère de

convergence des suites réelles, dit de CAUCHY, énoncé ici par BOLZANO quelques années

avant CAUCHY. Bien entendu la convergence vers la borne supérieure cherchée ne peut être

établie sans une construction rigoureuse des réels, construction qui ne tardera plus très long-

temps!

Ce texte de BOLZANO, écrit à Prague en 1817, est tout à fait remarquable:

• Sa structure qui montre un souci d'efficacité pédagogique avec une longue préface intro-

ductive argumentant et réfutant les démonstrations précédentes, dénonçant "la faute intolé-

rable contre la bonne méthode" et précisant sa conception de la rigueur: "les démonstra-

tions ne doivent nullement être de simples procédés de fabrication d'évidences .mais doi-

vent être bien plutôt des fondements" . Suit alors un résumé de la démarche qu'il va suivre

en insistant sur la propriété centrale de sa démonstration: le théorème de la borne supé-
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rieure (c'est maintenant le théorème de Bolzano- Weïerstrass) et la préface se termine sur

des considérations d'édition où BOLZANO qui vient de dénoncer les fausses démonstrations

d'éminents savants comme GAUSS, LAGRANGE ou LAPLACE a sans doute "réglé quelques

comptes" à une communauté scientifique accusée de désintérêt pour son oeuvre qui "a eu

la malchance de ne pas être annoncée du tout dans certaines revues savantes et d'être an-

noncé et critiquée seulement de manière superficielle dans d'autres" ! La 'suite du texte est

un cours très clair avec définitions, théorèmes, démonstrations, exemples et contre-

exemples.

• La démonstration de ce théorème des valeurs intermédiaires, outre qu'elle nécessite une

définition de la continuité d'une fonction numérique, définition donc antérieure à celle

donnée par Cauchy dans son cours à l'école polytechnique de 1821, repose sur deux résul-

tats clés:

J) La définition des suites de Cauchy et le critère de convergence de Cauchy.

2) Le théorème de la borne supérieure.

Or à chacun de ces résultats correspondra, une cinquantaine d'années plus tard, un type de

construction des nombres réels: Construction de Meray et Cantor par les suites de Cau-

chy et celle de Dedekind par les coupures (cf. plus loin §2)).

Nous sommes donc avec ce texte de BOLZANO au coeur de la problématique du statut et

de la construction des nombres réels:
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Démonstration purement analytique du mëorëme' :
entre deux valeurs quelconques qui donnent deux résultats de signes opposés

se trouve au moins une racine réelle de l'équation

par BERNARD BOLZANO

Prêtre séculier, Docteur de Philosophie, Professeur Royal et Impérial de la

Science de la Religion

et Membre titulaire de la Société Royale des Sciences à Prague

[I8J7}

PREFACE

Dans la théorie des équations, il y a deux théorèmes dont on pouvait dire

récemment encore que la démonstration entièrement correcte est inconnue. L'un est

le suivant: il faut qu'il y ait toujours, entre deux valeurs quelconques de la grandeur

inconnue qui donnent deux résultats de signes opposés, au moins une racine réelle

de l'équation. Voici l'autre: toute fonction algébrique rationnelle entière' d'une

grandeur variable peut être décomposée en facteurs réels du premier ou du second

degré. Après plusieurs tentatives infructueuses dues à D'ALEMBERT, EULER, DE

FONCENEX, LAGRANGE, LAPLACE, KLOGEL et d'autres, l'année dernière, M. GAUSS

nous a enfin fourni quelques démonstrations du second théorème qui ne laissent

guère à désirer quelque chose de plus. Déjà en J 799, ce savant éminent nous a offert

pour ce théorème une démonstration3 qui cependant, comme il l'a reconnu lui-même,

contenait une lacune en fondant une vérité purement analytique sur une considéra-

tion géométrique. Mais cette erreur est absente de ses deux démonstrations les plus

récentes4, parce que les fonctions trigonométriques qui figurent dans la deuxième

peuvent et doivent être conçues dans un sens purement analytique.

1 Traduction française par J. SEBESTIK parue dans la revue d'Histoire des Sciences 17 (1964) p. 129-163 .

, C'est-à-dire toute fonction polynomiale .
.\ Demonstratio nova Theoremalis. ornnern functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in fac-

tores rea/es primi vel secundi gradus reso/vi posse Helmstadi In-4°. 1799.

4 Demonstratio nova altera etc. et Demonstratio nova tertia; les deux de 1816
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Le premier théorème que nous avons mentionné ci-dessus ne fait pas précisément

partie des théorèmes qui se sont trouvés jusqu'à présent au premier plan des ré-

flexions des savants. Nous trouvons cependant de temps en temps que des mathéma-

ticiens d'une grande réputation se sont penchés sur ce théorème et ont essayé déjà

des méthodes différentes pour le démontrer. Celui qui veut se convaincre de cela n'a

qu'à comparer les exposés divers qu'en ont donnés par exemple K1STNER5, CLAf-

RAUL7
1i

, LACRotx', METTERNfCH~,KUiGEL9
, LAGRANGE/o,R(jSLfNGIl et plusieurs autres.

Lorsqu'on examine de plus près leurs méthodes de démonstration, il apparait très

vite qu'aucune ne peut être considérée comme suffisante.

Dans le premier paragraphe, Bolzano dénonce les démonstrations s'appuyant sur des "éviden-

ces géométriques" car elles ne sont pas des "fondements". Il faut faire la distinction entre les

"principes ou vérités primitives" (nous dirions aujourd'hui les axiomes) et leurs conséquences.

Le fait qu'une ligne coupe l'axe des abscisses, dans les conditions indiquées, est une consé-

quence du théorème à démontrer et non le fondement de celui-ci.

J) Dans la méthode de démonstration la plus courante, on s'appuie sur une vérité

empruntée à la géométrie: à savoir que toute ligne continue à courbure simple dont

les ordonnées sont d'abord positives, puis négatives (ou inversement), doit nécessai-

rement couper quelque part l'axe des abscisses en un point situé entre ces ordonnées.

Il n'y a absolument rien à objecter ni contre la justesse ni contre l'évidence de ce

théorème géométrique. Mais il est tout aussi manifeste qu'il J'a là une faute intoléra-

ble contre la bonne méthode qui consiste à vouloir déduire les vérités des mathéma-

tiques pures (ou générales) (c'est-à-dire de l'arithmétique, de l'algèbre ou de l'ana-

lyse) de considérations qui appartiennent à une partie appliquée (ou spéciale) seule,

, Anfangsgründe der Analysis endlicher Grôssen [" Eléments de l'Analyse des grandeurs finies ''], Y ed., ~ 316.

(. Eléments d'algèbre, 5° éd., Suppléments, chap. J, n" 16.

7 Éléments d'algèbre, JO éd.

R Dans sa traduction de l'oeuvre précédente de Lacroix, Mainz, 1811, ~ 211.

') Dans son Mathematisches Wôrterbuch, t. If, p. 447 sq.

10 Traité de la résolution des équations numériques de tous la degrés, Paris, 1808

Il Grundlehren von den Formen, Differenzen, differentialien und Integralien der FunkIionen [" Eléments de la

théorie des formes, des différences, des différentielles et des intégrales des fonctions "[v l ère Partie, ~ 49.
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a savoir cl la géométrie. N'a-t-on pas, depuis longtemps, senti et n)COIIII/{ l'ill-

congruité d'une pareille jlclajJam( cu'; aÂÂo rsuoc'? Ne 1'0-1-011pas déjà (h'itc

dans cent autres cas, où l'on connaissait le moyen de le faire, et n 'a-t-oll pas considé-

ré cette élimination comme un mérite" ? Si l'on insiste pour être conséquent ailleurs,

ne doit-on pas s'efforcer de l'être ici aussi? En effet, dans la science, les démolis! /"(1-

tions ne doivent nullement être de simples procédés de 1/ fabrication (l'évidellces Il

(Gevvissmachungen) mais doivent être bien plutôt des fondements (BegrlÏl/dzfIlgcn) :

il faut exposer le fondement objectif que possède la vérité cl démontrer : celui qui se

rend compte de lui-même de cela saura qu'une démonstration véritablement scient!

fique, c'est-cl-dire le fondement objectif d'une vérité valable pour toutes les gran-

deurs, qu'elles soient ou non dans l'espace, ne peut pas se trouver dans une vérité

valable seulement pour les grandeurs qui appartiennent cl l'espace. Conformément il

cette opinion, une telle démonstration géométrique est un vrai cercle vicieux dans la

plupart des cas et en particulier dans le cas présent, comme on le comprendfacile-

ment. Même si la vérité géométrique à laquelle on se réfère ici est (comme I/OIIS

l'avons déjà dit) évidente au plus haut point et n'a donc point besoin de démonstra-

tion en tant que Il fahrication d'évidence /l, elle n'a pourtant pas moins besoin d'lin

fondement. Les concepts dont elle est composée sont visiblement si complexes qu 'Ol1

ne peut hésiter un instant à dire qu'elle n'appartient nullement à ces vérités simples

dites principes ou vérités primitives, parce que, précisément, ces vérités ne sont que

les fondements (Grund) des autres et ne sont pas elles-mêmes des conséquences " il

s'agit plutôt ici d'un théorème ou d'une vérité déduite c'est-à-dire d'une vérité qui a

son fondement dans certaines autres et qui doit donc être démontrée aussi dans la

science par une déduction à partir des principes". Réfléchisse qui veut sur le fonde-

ment objectif du fait que, dans les conditions mentionnées ci-dessus, une ligne coupe

l'axe des abscisses. Comme tout le monde le saura certainement bientôt, ce fonde-

ment se trouve dans cette vérité générale suivant laquelle tou.tefonction continue de

x qui est positive pour une valeur de x, négative pour une autre, doit être nulle pour

12 Un exemple est donné dans les mémoires de M. le Pl'. GAUSS mentionnés ci-dessus.

1.\ Que l'on compare, concernant tout cela, mes Beitrâge zu einer begriindeleren Darstellung der Marhcmatik

["Contributions à un exposé mieux fondé des mathématiques "l,1er fascicule, Prague, 1810, section 4 L ~~2, 10.

20, 21, où on trouve le développement des concepts logiques que je suppose ici connus.
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une certaine valeur intermédiaire de x. Et ceci est précisément la vérité qui doit être

prouvée ici. Ce serait donc une grande erreur que d'oser déduire cette vérité de la

précédente (comme cela se produit dans la méthode de démonstration que nous

sommes en train d'examiner): inversement ilfaut dériver la première de la seconde,

si l'on veut exposer les vérités contenues dans la science de la manière même dont

elles sont liées les unes aux autres selon leur connexion objective.

Bolzano va réfuter maintenant les démonstrations utilisant les concepts de temps et de ciné-

matique, qui bien qu'utiles comme exemples et éclaircissements ne peuvent en aucun cas tenir

lieux de fondements; là encore il ne faut pas confondre le théorème et une de ses conséquen-

ces: deux corps qui se doublent se croisent ! Ensuite il définit de façon très moderne le

concept de fonction continue (à comparer avec la définition de Cauchy vue plus haut). Le fait

qu'une fonction continue prenne toutes les valeurs intermédiaires entre deux de ses valeurs,

qui apparaît comme évident lorsque la variable est le temps, n'est qu'un cas particulier du

théorème à démontrer et non la définition de cette continuité.

JI faut signaler ici que les inégalités "f (a) < rp(a) et f( fl) > rp(fl)" doivent être comprises en

valeurs absolues, ce qui explique la difficulté signalée au b) car on ne peut considérer direc-

tement la fonction f - rp.

II) Il faut rejeter de même la démonstration que certains ont établie à partir du

concept de continuité d'une fonction en y faisant intervenir les concepts du temps et

du mouvement" Si deux fonctions f (x) et rp(x), disent- ils, varient suivant la loi de

continuité, et si pour x =a , f (a) < rp(a), mais pour x = jJ, f(fl) > rp(fl) : alors il

doit y avoir une valeur intermédiaire u entre a et jJpour laquelle f (u) =çxu). Car si

l'on imagine que la grandeur variable x dans ces deux fonctions prend successive-

ment toutes les valeurs intermédiaires entre a et jJ et prend au même instant toujours

la même valeur à gauche et à droite: alors au début de cette variation continue de la

valeur de x, on a f (x) < rp (x) et à la fin! (x) > rp(x).Mais comme les deux fonctions

doivent d'abord, grâce à leur continuité. parcourir toutes les valeurs intermédiaires

avant de pouvoir atteindre une valeur supérieure x, de même, il faut qu'il y ail un

certain instant intermédiaire pour lequel les deux valeurs sont égales. "On rend sen-

sihle ceci encore par l'exemple du mouvement de deux corps dont l'un était au début
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derrière l'autre, l'a devancé à lafin, et doit donc nécessairement avoir unefois passé

à côté de lui.

Les concepts de temps et de mouvement (et celui-ci encore plus) sont tout aussi

étrangers aux mathématiques générales que le concept d'espace, cela ne peut être

mis en doute par personne. Toutefois, nous 11 'cuirions rien à objecter si ces deux

concepts 11 \' étaient introduits qu'en tant qu'éclaircissement. Car 1101lS 'ne sommes en

aucune façon partisan d 'un purisme tel qu'il exige, pour maintenir la science pure de

tout élément étranger, de refuser dans l'exposé de la science toute expression em-

pruntée à 1In domaine étranger, ne serait-ce qu'avec une signification figurée et

dans l'intention de désigner ainsi une chose d'unefaçon plus brève et plus claire que

ce n'est possible par une description conçue uniquement dans des termes particu-

liers, ne serait-ce même que pour éviter la cacophonie de la répétition continuelle

des mêmes mots ou pour rappeler un exemple qui peut servir à confirmer la thèse

simplement par un nom donné à la chose. Comme on peut le voir en même temps,

nous sommes loin de tenir les exemples et les applications pour des choses qui nui-

raient à la perfection d'un exposé scientifique. Nous n'exigeons fermement que ceci:

011 ne proposera jamais des exemples en place des démonstrations .. on ne fondera

jamais l'essentiel de la déduction sur des expressions du langage employées impro-

prement et sur les représentations secondaires qu'elles portent avec elles, la déduc-

tion ne serait pas valide dès qu'on change l'expression.

Selon cette opinion, on pourrait donc à la rigueur excuser l'intervention du

concept de temps dans la démonstration ci-dessus, parce que sur les expressions qui

en sont dérivées 011 nefonde aucune déduction qui ne serait pas valable, même sans

ce concept de temps. Mais la représentation sensible par le mouvement d'un corps

donné dans le dernier exemple ne peut être considérée aucunement comme quelque

chose de plus qu'un simple exemple qui ne démontre pas le théorème lui-même, mais

qui plutôt ne doit être démontré que par celui-ci.

a) Tenons-nous donc, en omettant cet exemple, seulement au reste du raisonnement.

Remarquons d'abord qu'il a pour hase un concept incorrect de la continuité. Car

dans une explication correcte, 011 entend par l'expression: une fonction f (x) varie

suivant la loi de continuité pour toutes les valeurs de x situées à l'intérieur ou à
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l'extérieur de certaines bornes", rien d'autre que ceci: si x est une telle valeur quel-

conque, la différence f(x+(1))- f(x) peut être rendue plus petite que toute grandeur

donnée, si l'on peut toujours prendre (1) aussi petit que l'on voudra, c'est-à-dire lors-

qu'on a (selon les notations que nous avons introduites dans le §14 du " Théorème du
binôme", etc., Prague, 1816): 15

f(x +00) = f(x) + Q

Or, c'est certainement une affirmation tout à fait vraie qu'une fonction continue n'at-

teint jamais une valeur supérieure avant d'avoir d'abord parcouru toutes les valeurs

inférieures, comme on l'admet dans cette démonstration, c'est-à-dire que .f(x+nLlx)

peut prendre toute valeur entre fïx) et f(x + L1 x) lorsqu'on prend 11 arbitrairement

entre 0 et 1..mais on ne peut pas considérer cette affirmation comme l'explication du

concept de continuité,' c'est plutôt un théorème sur la continuité et un théorème qui

ne peut se démontrer qu'après avoir supposé le théorème même qui doit servir à sa

propre démonstration. Car si M désigne une grandeur située quelque part entre fïx)

et f('C+ Lh:), l'affirmation : il y a une valeur intermédiaire de 11 entre 0 et +1pour la-
quelle:

f(x + n LLx) =M

n'est qu'un cas particulier de la vérité générale selon laquelle, lorsque:

f (x) < rp (x) et f (x+ Llx) > ~x+ Llx),

ilfaut qu'il y ait une certaine valeur intermédiaire x + nLlxpour laquelle .'

f (x + n Llx) = rp (x + n LLx)

Car l'affirmation précédente s'ensuit de cette vérité générale dans le cas particulier

où la fonction rp (x) devient une grandeur constante M.

14 Il Y a des fonctions qui varient de façon continue pour toutes les valeurs de leurs racines. par exemple: ax t-fi
Mais il y en a aussi d'autres qui ne sont continues qu'à l'intérieur ou à l'extérieur de certaines valeurs limites de

leurs racines. Ainsi. x 1 ~(1- x)(2 - x) n'est continue que pour toutes les valeurs de x qui sont <. + 1 ou >1

2. mais non pour les valeurs situées entre + 1 et + 2.

1.' Bolzano définit la continuité d'une fonction réelle. Il faut préciser cette définition en y faisant intervenir la

valeur absolue de la différence. If(x +m)-f(x)1 . Bolzano le fera dans sa Functionenlehrn (cf. éd. de Prague.

1930. p. 14). Comparer avec la définition de Cauchy de 1821. cf § II.B(NDR)
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b) Mais la démonstration que nous examinons contiendrait encore une autre er-

reur, même en supposant qu'on pourrait démontrer cette proposition par une autre

voie. Car des inégalités:

f (a) < rp(a) et f (/J) > rp(/J)

il s'ensuivrait seulement que lorsque u est une certaine valeur intermédiaire entre a

et ft pour laquelle rp(u)> rp(a), mais < rp(/J),f(x) deviendrait de même égal à rp(u)

avant de passer de fta) en f(/J) pour un certain x situé entre a et ft. Mais il ne s'en-

suit pas toujours qu'il en est ainsi pour la même valeur de x qui est = u, c'est-à-dire

(parce que u peut désigner n'importe quelle valeur entre a et ft qui rend çxu) rp(a)

et < rp(/J)) qu'il existe une valeur intermédiaire de x entre a et ft pour laquelle les

deux fonctions deviennent égales.

c) L'élément trompeur de toute la démonstration ne repose entièrement que sur

l'intervention du concept de temps. Car du moment qu'on l'omet, il apparaît que la

démonstration n'est rien d'autre qu'une répétition en d'autres termes de théorème à

démontrer. En effet, dire que la fonction j(x) doit d'abord passer par l'état de l'éga-

lité avec rp(x),avant de passer de son état d'être plus petite à celui d'être plus grande,

cela revient à dire, en omettant le concept de temps, que, parmi les valeurs prises par

j(x) lorsqu'on choisit pour x n'importe qu'elle valeur entre a et jJ, il Y a aussi une

valeur qui rend fïx) = rp(x), ce qui est le théorème à démontrer lui-même. 1 ..

III) .../

L'erreur dénoncée maintenant est l'affirmation de l'existence d'une plus grande ou d'une plus

petite valeur d'une variable rendant positive ou négative une fonction continue de cette varia-

ble.

IV) On lit dans certains ouvrages la conclusion suivante: "Parce que f(x) est po-

sitive pour x=a; négative pour x=jJ, il faut qu'il y ait, entre a et j3, deux grandeurs a

et b pour lesquelles se fait le passage des valeurs positives de f(x) aux valeurs né-

gatives; de cette sorte, il n'existe plus aucune valeur de x entre a et b pour laquelle

f(x) serait encore positive ou déjà négative", etc. Une affirmation aussi incorrecte

nécessite à peine une réfutation, et elle ne serait même pas mentionnée ici, si elle ne

nous servait à montrer à quel point les concepts de plusieurs mathématiciens, même
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réputés. concernant ce sujet sont encore indistincts. Il est pourtant bien connu qu'il

existe une infinité de valeurs intermédiaires entre deux valeurs d'une grandeur conti-

nûment variable indépendante aussi rapprochées que l'on veut - et la racine x d'une

fonction est une telle grandeur - et. aussi. qu'une fonction continue n'a aucun dernier

x qui la rende positive et aucun premier x qui la rende négative. et par conséquent

aucun a et b tels qu'on les a décrits ici !

Au début de ce paragraphe V), Bolzano dénonce l'idée de démontrer le premier théorème

comme conséquence du second (les fonctions polynomiales se décomposent en facteurs du

premier ou du second degré) alors que c'est ce demier qui est certainement déductible du pre-

mier. II passe ensuite en revue les démonstrations d'éminents mathématiciens contemporains

dont aucune n'est valable et revient sur la troisième démonstrations de Gauss qui se fonde sur

un théorème démontré par LAGRANGE (la positivité de l'intégrale) mais comportant une la-
cune.

V) L'échec des tentatives de démonstration immédiate du théorème dont nous

traitons a mené à l'idée de le dériver d'un deuxième théorème que nous avons men-

tionné au début: il s'agit du théorème de la décomposition de toute fonction en cer-

tains facteurs. Il n y a pas non plus de doute que si ce deuxième théorème est accor-

dé. le premier puisse en être déduit. Mais dans ces circonstances, on ne peut pas dé-

signer une telle déduction du théorème comme un fondement vraiment scientifique,

parce que le deuxième théorème énonce manifestement une vérité bien plus com-

plexe que notre théorème: cette vérité peut par conséquent être basée sur celui-ci.

mais réciproquement. le premier ne peut pas être basé sur l'autre. Et, en réalité. per-

sonne n'a encore réussi à démontrer le second sans supposer le premier. Quand aux

démonstrations dont M. GAUSSa montré l'inadmissibilité déjà dans son Mémoire de

J 799. il n'est pas nécessaire d'examiner si elles peuvent ou non se fonder sur notre

théorème pour la raison même qu'elles sont déjà prouvées inadmissibles. La dé-

monstration de M. LAf'LACE/6 contient également des erreurs que nous 11 'avons ce-

pendant pas besoin de discuter ici pour la raison même qu'elle est basée explicite-
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ment sur le théorème que nous sommes en train d'examiner. Et de même, nous

n 'avons pas cl tenir compte non plus de la première démonstration qu 'a donné M

GAUSS', parce qu 'elle s 'appuie sur de considérations géométriques. En attendant, il

serait facile de prouver que même sa démonstration suppose tacitement notre théo-

rème, puisque les considérations géométriques que l'on y met en jeu sont tout cl fait

semblables cl celles que nous avons mentionnées au n" 1. - Tout revient donc cl la

Demonstratio nova altera et tertia de M. GAUSS. La première fait expressément appel

cl notre théorème en supposant cl la page 30: aequationem ordinis imparis certo so-

lubilem esse; affirmation qui n 'est, comme on sait, rien d'autre qu fun corollaire fa-

cile de notre théorème. Or, il est moins évident que la Demonstratio nova tertia dé-

pend de notre théorème. Elle se fonde, entre autres, sur le théorème suivant: Si une

fonction reste positive pour toutes les valeurs de la grandeur x qui sont situées en-

tre a et fi, alors son intégrale prise de telle sorte qu'elle s'annule pour x=a a éga-

Iement une valeur positive lorsqu'on pose ensuite x=fi. Il est vrai que dans la dé-

monstration que nous donne M. LAGRANGE 17 pour ce théorème, on ne trouve aucune

référence expresse au nôtre. Seulement, cette démonstration de LAGRANGE a égale-

ment une lacune. Car elle demande de prendre la grandeur i si petite que:

f(x + i) - f(x) _ ('(x)
i .

devient:

< j'ex) + j'ex + i) + f'(x + 2i)+ ...+ j'ex + (n -l)i)
n

expression dans laquelle le produit i.n doit rester égal cl une grandeur donnée et où

la désignation connue f'(x) représente la première fonction dérivée de j(x). Ici se pose

maintenant la question de savoir s'il est possible de satisfaire cl cette demande. Plus

petit on prend i pour diminuer la différence :

f(x + i) - f(x) _ ('(x)
i .

", Dans le Journal de l'Ecole Normale, ou aussi dans le Traité du calcul différentiel et intégral de Lacroix, t. l ,

n" 16~. 16<

Lcconss ur le c alcul d.:. 1111/( tt on-; IWU, e lle edinon. Paris. 1S(I(,. Leçon C!.~' .SC!
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plus grand on doit prendre n qui est le diviseur dans l'expression à droite de l'inéga-

lité, si i.n doit toujours rester égal à une grandeur donnée. Il est vrai que l'ensemble

des termes dans le numérateur augmente également; mais il reste encore à prouver

que cette augmentation fait croître le numérateur dans la même proportion dans la-

quelle augmente le dénominateur. Il reste donc à voir si, par suite de la diminution

de i, la valeur de toute la fraction ne diminue pas de la même façon ou encore plus
rapidement que l'expression .'

f(x + i) - f(x) _ l'(x).
i

Pour remplir cette lacune dans la démonstration, il faudra sans doute faire appel

à notre théorème présent, parce que nous étions obligés de nous y référer déjà à

propos de la démonstration d'un théorème apparenté au théorème ci-dessus de

LAGRANGE'8, quoique beaucoup plus simple.

Bolzano peut maintenant présenter un résumé de sa démonstration "fondement objectif de la

vérité à démontrer ". II se ramène à un énoncé plus général, à savoir que si deux fonctions

continues f et <pvérifient / f(ex)/< /<p(ex)/et /f(P)/ > /<p(P)/, alors il existe une valeur intermé-

diaire x entre exet P qui rende l'égalité / f(x)/ = /<p(x)/vraie. II faut noter que les valeurs abso-

lues ne sont pas explicitées dans le texte (cf. note 20). En fait Bolzano va considérer les va-

leurs de la variable i telles qu'elles rendent les inégalités: / f(ex+j)/< /(p( ex+j)/vraies pour toutes

les valeurs de j inférieures (strictement) à i et, mais c'est implicite, positives. L'existence de

telles valeurs de i est assurée par la continuité supposée pour f et nous pourrions dire aujour-

d'hui qu'elles forment clairement un intervalle d'origine 0, non vide et majoré par p-ex .

Bolzano peut alors sortir sa carte maîtresse: son théorème de la borne supérieure

(en fait ici de la borne inférieure cf. plus loin 12.) qui lui permet d'affirmer l'existence d'un

plus grand élément u pour les valeurs de i précédemment indiquées. Il ne lui reste plus qu'à

conclure pour l'égalité cherchée / f(ex+u)/=/<p(ex+u)/, en montrant par un double raisonnement

par l'absurde que l'on ne peut avoir l'inégalité stricte ni dans un sens, ni dans l'autre, sans

contredire la définition de u ou la continuité de f.

IR A savoir le théorème du ~ 29 dans le Mémoire Der binontische Lehrsalz, etc. [" Théorème du binôme "J.
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De telles lacunes se retrouvent donc dans toutes les démonstrations du théorème,

qui est énoncé dans le titre de ce mémoire, connues jusqu'ici. Or, la démonstration

que je présente ici au jugement des savants contient, comme je m'en flatte, non seu-

lement une simple affirmation d'évidence (Gewissmachung), mais un fondement ob-

jectif de la vérité à démontrer; elle est donc véritablement scientifique"

Voici un bref aperçu de la démarche de la démonstration.

La vérité à démontrer: il y a toujours au moins une racine réelle entre deux valeurs

a et jJ qui correspondent à des résultats de signes opposés, repose manifestement sur

une autre, plus générale, : si deux fonctions continues de x, .f(x) et (jJ{x)ont la pro-

priété que pour x=a, on ait.f( a) < (jJ{a), mais pour x=jJ..f(jJ) > (jJ{jJ),20alors il doit

toujours exister une certaine valeur intermédiaire entre a et jJ pour laquelle

f(x) =(jJ{x).Seulement, si f( a) < (jJ{a), en vertu de la loi de continuité on a également:

.f(a + i) < (jJ{a +i},

lorsqu'on prend i suffisamment petit. La propriété d'être plus petite appartient donc à

la fonction de i représentée par l'expression ft a +- i) pour toutes les valeurs de i qui

sont plus petites qu'une certaine valeur. Toutefois, cette propriété ne lui appartient

pas pour toutes les valeurs de i sans restriction; en particulier elle ne lui appartient

pas pour un i qui serait = jJ-a, parce que f(jJ) est déjà> (jJ{jJ). Or, on a le théorème

suivant: aussi souvent qu'une certaine propriété M appartient à toutes les valeurs

d'une grandeur variable i qui sont plus petites qu'une valeur donnée, sans appartenir

pour autant à toutes les valeurs en général, il existe toujours une certaine valeur

19 Qu'on ne s'attende pas à ce que je suive déjà ici toutes les règles que j'ai moi-même établies pour la construc-

tion d'un exposé véritablement scientifique dans les Beitrâge Z1I einer begrûndeleren Darstellung der Mathema-

tik [" Contributions à un exposé mieux fondé des mathématiques "] (IIè Partie) . Je suis toujours entièrement

persuadé de la justesse de ces règles; cependant, il n'est possible de les suivre exactement que dans le cas où l'on

commence l'exposé d'une science à partir de ses premières propositions et concepts, mais non là où l'on ne traite

que quelques théories d'une science isolées du contexte de l'ensemble, comme c'est le cas ici. Il va de soi qu'il

faut également rapporter cette remarque au mémoire sur le théorème du binôme.

20 Note de Bolzano dans sa démonstration (théorème 15) : Nous devons rappeler qu'il faut comparer les valeurs

des fonctions f(x) et <p(x)dans ce théorème seulement d'après leur grandeur absolue, c'est-à-dire sans égard au

signe, ou bien comme si elles n'étaient point des grandeurs capables d'avoir des signes opposés. Mais il est très

important de connaître les signes de a et de ~ .
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maximale u pour laquelle on peut affirmer que tous les i qui sont < u ont la propriété

M. On ne peut pas avoir pour cette valeur même de u :

fta + u) < ço(a +u],

car autrement, suivant la loi de continuité, on aurait également:

f( a + u + (0) < ço(a + u + (0),

en prenant (0 suffisamment petit. Et il ne serait pas vrai, par conséquent, que u soit la

plus grande des valeurs pour lesquelles on a le droit d'affirmer que toutes les valeurs
de i inférieures à u rendent:

f(a+ i) < ço(a+i);

au contraire u + (0 serait une valeur encore plus grande pour laquelle la même

chose est valable. Mais on peut encore moins avoir:

f( a +u) > ço(a +u);

sinon, on devrait avoir également:

f( a + u - (0) > ço(a + u - (0)

en prenant (0 suffisamment petit; et il ne serait pas vrai par conséquent que 1'011 ait :

f( a + 1) < ço(a +i)

pour toutes les valeurs de i qui sont < u. Ilfaut donc aussi que:

f( a + u) soit = ço(a +u),

c'est-à-dire qu'il existe une valeur intermédiaire de x entre a et jJ, à savoir a + u,

pour laquelle les fonctions f(x) et ço(x)sont égales l'une à l'autre. Il ne s'agit mainte-

nant que de démontrer le théorème que nous venons de mentionner. Nous le prouve-

rons" en montrant que les valeurs de i dont on peut affirmer que toutes les valeurs

inférieures possèdent la propriété M, et celles dont on ne peut plus l'affirmer, peu-

vent se rapprocher les unes des autres d'aussi près que l'on veut : d'où il s'ensuit

pour quiconque a une idée correcte de la grandeur que la notion d'un; qui est le plus

grand de ceux dont on peut dire que toutes les valeurs inférieures possèdent la pro-

priété M, est la notion d'une grandeur réelle. c'est-à-dire existante (wirklich).

21 cf ~ 12 plus bas.
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Qu'il me soit permis, avant de clore cette préface, defaire une confession et d'ex-

primer une demande ne se rapportant pas seulement à mon écrit présent, mais à tout

ce que j'ai écrit jusqu 'à maintenant et, si Dieu le veut, aussi à mes écrits futurs.

Même en s'appuyant sur le peu que j'ai publié jusqu'à présent, mais surtout sur le

précis d'une nouvelle logique que donne le premier fascicule des Contributions à un

exposé mieux fondé des mathématiques dans sa deuxième partie sous 'le titre .' "Sur

la méthode mathématique ", un lecteur attentif pourrait conclure que je cultive cer-

taines idées qui doivent pour conséquence une transformation totale de toutes les

sciences à priori pures, si toutefois on ne les considère pas tout à fait incorrectes.

J'ai déjà examiné la partie la plus grande et la plus importante de ces idées durant

une période si longue et avec tant d'impartialité qu'il n'est peut-être plus trop tôt

pour oser en parler maintenant et un peu plus fort. Or, on peut faire connaître les

opinions qui embrassent la domaine entier d'une ou de plusieurs sciences d'une dou-

ble manière, en les exposant soit d'un seul coup et dans leur enchaînement, soit aussi

par fragments et dans des mémoires particuliers. La première manière fut jusqu'à

présent de loin la plus habituelle, et c'est sans doute aussi le chemin où doit s'enga-

ger quiconque ne vise qu'à atteindre dans le temps le plus court une grande réputa-

tion auprès de la partie savante de ses contemporains. Cependant, le deuxième pro-

cédé est, à mon avis, beaucoup plus avantageux pour le perfectionnement des scien-

ces, et cela pour les raisons suivantes .'

Premièrement, parce que de cette façon, l'auteur de nouvelles conceptions court

beaucoup moins le danger de précipitation, car l'exposé par fragments de ses idées

lui permet de reporter à un temps ultérieur son explication des points à propos des-

quels au début il éprouve lui-même encore des doutes et aussi de profiter des criti-

ques adressées à ce qu'il a déjà exposé et même de corriger plusieurs choses qu'il n'a

pas expliquées correctement.

Deuxièmement, avec un développement de ses idées qui 11 'avance ainsi que peu à

peu, on peut également s'attendre à un examen beaucoup plus rigoureux de ces der-

nières de la part de ses lecteurs. Car celui qui apparaît devant le public avec une

doctrine déjà achevée. offre d'un coup à l'attention de notre esprit 1111 trop grand

nombre de nouvelles affirmations pour qu'on puisse espérer que nous examinions

chacune d'elles avec la même précision que si on nous les avait présentées séparé-
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ment. Celui qui livre un système achevé montre, ou doit montrer au moins, comment

on peut déduire les vérités que reconnaît le sens commun avec une certitude indénia-

ble aussi à partir de ses propres prémisses qui diffèrent de celles des autres. Mais

c'est précisément cette circonstance qui nous réconcilie avec ces prémisses-là et qui

fait que nous accordons à l'auteur ces prémisses avec beaucoup moins d'hésitation

que s'il les avait établies une à une et que s'il nous avait laissé dans Ie doute à pro-

pos de savoir si et dans quelle mesure elfes sont compatibles avec tout le reste qui est

pour nous vérité. Et finalement, on ne peut pas nier que déjà le simple aspect d'un li-

vre volumineux qui promet un système complet de telle ou telle science nous inspire

une sorte de respect avant que nous l'ayons lu. Si maintenant, en lisant, nous décou-

vrons une certaine connexion dans les affirmations de ce système; si l'édifice du sa-

voir humain dont on nous présente l'esquisse a uneforme qui plaît; si tout est dispo-

sé selon le mesure, le nombre et la symétrie : notre jugement sera influencé; nous-

mêmes nous commençons à souhaiter qu'existe enfin ce système, le seul à être juste

et que nous avons cherché depuis si longtemps !Et la moindre conséquence, c'est

que nous nous imaginons que nous n'avons, à cause de la connexion remarquée, tout

au plus, qu'à choisir entre deux choses : soit accepter le tout, soit rejeter le tout;

alors qu'il ne devrait en réalité se produire ni l'un ni l'autre!

Telles étaient à peu près les raisons pour lesquelles je me suis décidé, déjà en

1804, à ne commencer, dans aucune science, par la publication d'un traité complet;

mais à ne faire connaître d'abord, dans chacune, mes concepts, différents des

concepts habituels, que dans des mémoires particuliers. Et c'est seulement lorsque,

après de multiples corrections, ces mémoires auront trouvé une approbation auprès

d'une partie du public que nous devrons penser à l'édification de tout un système, si

toutefois la mort ne nous oblige pas à laisser ce dernier travail aux autres.

J'ai commencé ma carrière d'auteur avec un mémoire concernant les mathémati-

ques et j'ai exposé, SOIIS le titre: Betrachlungen über einige Gegenstande der Ele-

mentar geometrie ("Considérations sur certains objets de la géométrie élémentaire")

(Prague, chez C. Barth, 1804), avec plusieurs autres idées, une nouvelle théorie des
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perettètes". Quelques années plus tard, j'ai pris la décision de publier, par fascicu-

les, l'ensemble de mes idées touchant le domaine des mathématiques sous le titre: "

Contributions à un exposé mieux fondé des mathématiques . Il Seulement, déjà le

premier de ces fascicules (Prague, chez C. Windtmann, 1810), malgré toute l'impor-

tance de son contenu, a eu la malchance de ne pas être annoncé du tout dans certai-

nes revues savante et d'être annoncé et critiqué seulement de manière très superfi-

cielle dans d'autres. Ceci m'a obligé à reporter la suite de ces contributions à une

époque ultérieure et à essayer d'abord, en attendant, de voir sije ne parviendrais pas

à me faire un peu mieux connaùre au monde savant par la publication de quelques

mémoires qui seraient d'avantage susceptibles par leur titre d'éveiller l'attention. A

cette fin, a paru en 1816 le "Théorème du binôme ", etc., ci-dessus (Prague, chez En-

ders). Le présent mémoire doit également, comme je le souhaite, servir à ce but, et sa

publication est, de plus, rendue nécessaire par le fait que je me suis appuyé, dans le

mémoire antérieur sur le théorème démontré dans le mémoire que voici. Plusieurs

autres mémoires qui sont pareillement achevés et prêts pour l'impression, par exem-

ple un qui doit porter le titre: Die drey Probleme der Rectification, der Complana-

tion und der Cubirung, ohne Belrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahmen

des Archimedes, und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Vorausselzung gelôst

("Les trois problèmes de la rectification des courbes, du calcul des aires et du calcul

des volumes, résolus sans intervention de l'infiniment petit, de l'hypothèse d'

ARCH/MEDE et de toute autre hypothèse non rigoureusement démontrée '') attendent

encore chez l'éditeur.

Pour avoir la possibilité de poursuivre plus loin ce chemin qui me parait le plus

avantageux, la seule faveur que je dois solliciter auprès du public consiste en ceci :

de ne pas, à cause de ses petites dimensions, laisser passer ce mémoire particulier,

mais de l'examiner au contraire avec toute la rigueur possible et aussi de ne pas hé-

siter à rendre publics les résultats de cet examen pour qu'on puisse expliquer plus

distinctement ce qui ne l'est peut-être pas suffisamment, pour qu'on puisse laisser

22 Cette théorie devrait mériter l'attention pour deux raisons au moins: premièrement, parce qu'elle est la seule

dans laquelle on ne pouvait trouver aucune erreur manifeste; ensuite, parce que la plus grand géomètre français

actuellement vivant, LUiFNDRL, est tombé sur exactement la même idée concernant ce sujet dans la dixième

édition de ses Elements de Géométrie, Paris, 1813, certainement tout à fait indépendamment de moi.
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tomber ce qui est tout à fait incorrect, mais surtout pour que ce qui est vrai et juste

parvienne, le plus tôt sera le mieux, à une acception générale.

Après avoir étudié quelques comportements de suites et de séries, en particulier les pro-

gressions géométriques et les séries dont le terme général est (en valeur absolue) plus petit que

celui d'une progression géométrique de raison (en valeur absolue) strictemént inférieure à 1,

Bolzano met en évidence la propriété de "Cauchy" : la différence entre le némc terme et tout

terme ultérieur reste plus petite que toute grandeur donnée si on a pris n suffisamment grand.

La convergence d'une telle suite est alors établie au §7 (c'est maintenant le critère de Cauchy),

mais il y a un vice de raisonnement: Bolzano assure l'existence d'une grandeur limite invaria-

ble X par le fait que les termes de la suite fournissent des approximations aussi proches que

l'on veut de X qui "peut donc être déterminée aussi exactement que l'on voudra", mais il sup-

pose déjà cette existence. L'unicité est par contre correctement démontrée. Sans une construc-

tion précise des réels il ne pouvait faire mieux!

§ 7 Théorème - Si dans une série" de grandeurs:

Fix), Fix), Fix), ... , F,,(x), ... , F,,+,{r:)

la différence entre son né",eterme F,,(x) et tout terme ultérieur F,,+lx), aussi éloi-

gné soit-il du n"me, reste plus petite que toute grandeur donnée, si l'on a pris n suffi-

samment grand : alors il existe toujours une certaine grandeur constante, et une

seule, dont s'approchent toujours d'avantage les termes de cette série et dont ils peu-

vent s'approcher d'aussi près que l'on voudra, lorsqu'on prolonge la série suffisam-

ment loin.

La première partie de la démonstration qui va suivre développe l'idée de l'existence d'une

grandeur invariable X qui approche d'aussi près que l'on veut les termes de la suite F,,(x).

Pour une précision d donnée, ce terme F,,(x) est déterminable car le rang n ne dépend que de la

précision d imposée et non de X elle -même. L'existence est d'ailleurs affirmée comme consé-

quence de sa non-impossibilité! Notons encore l'écriture des encadrements "-E<A<E "sous

la forme "A< ±E ".

~1 Au sens actuel de suite.
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Démonstration - Il ressort du ,9'624 qu'une série telle que la décrit le théorème es!

possible. La supposition cependant qu'il existe une grandeur X dont s'approchent

d'aussi près que l'on veut les termes de cette série lorsqu'on la prolonge plus loin, Ile

comporte certainement aucune impossibilité, si l'on ne suppose pas encore que celte

grandeur soit seulement unique et invariable. Car si cela doit être une grandeur qui

peut varier, on pourra la prendre assurément toujours telle qu'elle s'approche de très

près du terme F,lr) qu'on est en train de lui comparer, et même telle qu'elle lui soit

tout à fait égale. Mais également l'hypothèse d'une grandeur invariable ayant cette

propriété d'approcher les termes de notre série Ile contient rien d'impossible: cela

vient du fait que cette hypothèse permet de déterminer cette grandeur avec la préci-

sion que l'on voudra. Car en admettant qu'on veuille déterminer X avec une précision

telle que la différence entre la valeur supposée et la vraie valeur de X ne dépasse pas

une valeur donnée d si petite qu'elle soit: il suffit de choisir, dans la série donnée, un

terme F,lr) ayant la propriété que tout FI/I,.{x) en diffère moins que de .id. Par hypo-

thèse, un tel F,,(r) doit exister. Je dis maintenant que la valeur de FI/(x) diffère au

plus desd de la vraie valeur de la grandeur X Car si l'on augmente arbitrairement

r, avec le même Il, alors la différence :

X - FIl+,.{x)= xca
doit être aussi petite que l'on veut. Mais la différence :

FJx) - FI/+,.{x)

reste toujours < Id, aussi grand que l'on prenne r. Par conséquent la différence :

X - Fix) = (X - F"Jr)) - (F,,(r) - FI/Jr))

doit rester toujours:

< gd+{ù)

Mais comme cette différence est une grandeur constante pour le même Il et que OJ

peul étre rendu aussi petit que ['011 voudra par l'augmentation de r : alors 01/ doit

avoir :

x -F,,(r) C~ ail < xd .

.'1 Exemples: Les sommes partielles des séries dont les termes sont nuls à partir d'un certain rang: celles des

progressions géométriques dont la raison est en valeur absolue < 1.
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Car si elle était plus grande et par exemple :

I(d+e),

il serait impossible d'avoir le relation:

d+e < d+or,

c'est-à-dire:

e <ar,

lorsqu'on continue à diminuer de plus en plus m. La vraie valeur de X diffère donc

au plus de d de la valeur du terme Fix), et peut être déterminée aussi exactement

que l'on voudra, puisqu'on peut prendre d arbitrairement petit. Il existe donc une

grandeur réelle dont s'approchent d'aussi près que l'on voudra les termes de la série

que nous venons de discuter, si on la prolonge suffisamment loin.

Puis la deuxième partie de la démonstration de Bolzano montre l'unicité par un raisonnement

par l'absurde: si deux grandeurs ont des valeurs différentes, alors on ne peut rendre leur diffé-

rence aussi petite que l'on veut.

Or Un 'existe qu'une valeur unique de cette sorte. Car si nous supposions qu'il existe,

à côté de x: encore une autre valeur constante Y dont s'approchent d'aussi près que

l'on veut le termes de la série lorsqu'on la prolonge suffisamment loin, alors les dif-

férences:

X - Fn+,(x)= m et Y - Fn+,(x)= ml

devraient être aussi petites que l'on veut, lorsqu'on laisse r devenir suffisamment

grand. La même chose devrait donc être valable aussi pour leur propre différence,

c'est-à-dire pour:

x - y = ())- ())I

ce qui est impossible si X et Y doivent être des grandeurs constantes, a moins

qu'on ne suppose X = Y.

Enfin au S 12 Bolzano démontre le théorème de la borne supérieure. Remarquons que

l'énoncé ne parle pas "d'ensembles", ni de "majorants" ni de "minorants" d'une partie car il

faudrait concevoir des "ensembles" infinis "en acte" ce qui n'est pas conforme à l'héritage de

la pensée grecque. Mais ce n'est sans doute pas un hasard si Bolzano s'attaque à la fin de sa
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vie à la construction des réels ainsi qu'à celle d'une théorie des ensembles dans une publica-

tion posthume" Paradoxes de l'infini "-/851- La théorie des ensembles de CANTOR ne date

que de 1874.

Aussi l'énoncé du théorème par Bolzano est-il assez lourd: il ne considère pas l'el1sell/-

hie de tous les x qui vérifient une propriété donnée M, mais s'intéresse à l'existence d'une va-

leur u (la plus grande possible) telle que M soit vérifiée par tous les nombres inférieurs (stric-

tement) à u. Il démontre alors que si M n'est pas toujours vérifiée, il existe bien une grandeur

U maximum ayant la propriété énoncée pour u. En termes modernes les u considérés ne sont

autres que les minorants de l'ensemble non vide des x qui ne vérifient pas M et U est le plus

grand de ces minorants: C'est bien la borne inférieure de l'ensemble précédent. Il faut souli-

gner l'importance ici des raisonnements par l'absurde et le remarquable procédé de dichotomie

mis en oeuvre pour faire apparaître deux séries de Cauchy encadrant leur limite commune qui

sera la borne cherchée.

,~'!2 Théorème - Si une propriété M n'appartient pas à toutes les valeurs d'une

grandeur variable x. mais appartient à toutes celles qui sont plus petites qu'un cer-

tain 11 : alors il existe toujours une grandeur U qui est la plus grande de celles dont

on peut affirmer que toutes les valeurs inférieures x possèdent la propriété M.

En termes modernes la démonstration de Bolzano ci-dessous consiste à définir un intervalle

[u, VI de largeur 0 >0, tel que l'extrémité V ne vérifie pas la propriété (P) relative à M énoncée

pour li, puis à le découper en deux, quatre, ... , 2", ...etc., tant que l'extrémité droite de chaque

intervalle ainsi obtenu ne vérifie pas (P). Si ce procédé de dichotomie mis en oeuvre ne s'ar-

rête pas alors u est la plus grande valeur U cherchée, car s'il existe un nombre u+d strictement

supérieur à li qui vérifie (P), alors pour n suffisamment grand, le nombre u + !2. sera aussi
2"

près quc l'on voudra de u et véri fiera (P) dès qu'il sera inférieur à u+d: le procédé s'arrêtera en

un nombre fini d'étapes. Si ce procédé s'arrête au rang m, c'est donc que (P) est vérifiée par le

ID]) l ,., 1 d d' 1 .nom »re u -t -- et non par u + -- et on peut a ors réitérer e processus es IC rotormcs Cil
211/·1 211/

partant de l'intervalle [u + ~. Il + ~] qui vérifie les mêmes conditions que l'intervalle211/ 211/ 1

initial [u,V] . Si l'algorithme ainsi mis en oeuvre s'arrête, c'est qu'une extrémité gauche d'un
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des intervalles obtenus à la fin de chaque procédé de dichotomies est en fait la plus grande

valeur U cherchée et sinon, la suite de ces extrémités gauches relève bien du §9 (elle est de

Cauchy I) et définit donc une grandeur U qui est bien la grandeur maximum cherchée: en

effet toute valeur inférieure strictement à U sera inférieure strictement aux termes de la suite

considérée à partir d'un certain rang donc, par construction de ces nombres, vérifiera M. Mais

toute valeur supérieure strictement à U sera strictement supérieure à l'extrémité droite d'un des

intervalles obtenus auparavant et donc ne vérifiera pas (P).

Démonstration- l)Puisque la propriété M vaut pour tous les x qui sont plus petits

que Il et non toutefois pour tous les x en général : il existe certainement quelque

grandeur V=u+D (où D représente quelque chose de positif) dont on peut affirmer

que M fi 'appartient pas à tous les x qui sont < V=u+D. Sije soulève donc la question,

si M appartient hien cl tous les x qui sont:

</1+ D
211/

en prenant comme valeur de l'exposant m, dans l'ordre, d'abord 0, ensuite 1, en-

suite 2. ensuite 3, etc ... : je suis certain qu'on devra répondre cl la première de mes

questions par la négative. Car la question de savoir si M appartient bien cl tous les x
quisont:

est la même que celle-ci: M appartient-il à tous les x qui sont < u + D ? ce qu'il

faut par hypothèse nier. fi s'agit seulement de savoir si l'on va me répondre par la

négative aussi à toutes les questions suivantes qui se posent quand on prend m de

plus en plus grand. Si cela doit être le cas il est évident que li lui même est la plus

grande valeur pour laquelle est valable l'affirmation que tous les x qui sont plus pe-

tits que Il possèdent la propriété M. Car s'il v en avait 1111 encore plus grand, par

exemple u+d, c'est-tl-dire si l'affirmation que tOIiS lesx qui sont < II+-d 0111 également

la propriété M était vraie, il est évident que, en prenant ni suffisamment grand,

11+ D
2/11
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deviendrait unefois = ou < u+d, et, en conséquence, on devrait aussi avoir, si M

appartient à tous les x qui sont < u+d, que le même M appartient aussi à tous les x

quisol1t:

<11+ D
2/11

il en résulte qu'on devrait me répondre à cette question par l'affirmative el 11011

par la négative. !l est donc prouvé qu'i! existe dans ce cas (lorsqu'on répond par la

négative à toutes les questions ci-dessus) une certaine valeur U (à savoir Il llli-

même), qui est la plus grande de celles dont on peut affirmer avec certitude que tous

les x qui lui sont inférieurs possèdent la propriété M.

2) En revanche, si on me répond à la question ci-dessus une fois par l'affir-

mative , et si m est la valeur déterminée de l'exposant pour laquelle on me répond

pour la première fois par l'affirmative (m peut désigner aussi J; seulement, comme

nous l'avons vu, ne peut pas désigner O) : je sais maintenant que la propriété M ap-

partient à tous les x qui sont:

D
<u+ 21/1

mais non plus à tous ceux qui sont:

<u+
2111-1

D

Mais la différence entre:

u+
D D D

et u + -- est =
2/11-1 2/112'"

Sije procède avec cette dernière de la mêmefaçon qu'avec la différence D tout à

l'heure, c'est-à-dire sije soulève la question de savoir si M appartient hien à tOIlS les

x qui sont:

D D
< li + +

2m 2n1
-f
1l

el sije donne cl l'exposant 11 d'abord la valeur 0, ensuite J, ensuite 2, etc ... :je suis

de nouveau certain qu'on devra me répondre au moins à la première de ces questions

par la négative. Car demander si M appartient à tous les x qui sont:
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<u+ D D+
2111 211110

ne signifie rien d'autre que de demander si M appartient cl t01lSles x qui sont:

D<u+-_·2111-1 '

ce à quoi 011 a déjà répondu non. Si 011 devait cependant répondre par la negative

aussi li toutes mes questions suivantes, aussi grand que je' fasse successivement n:

alors il serait évident, comme' tout à l'heure, que:

D
Il +-

2111

serait cette valeur maximale, c'est-à-dire U, dont on peut affirmer avec certitude

que lous les x inférieurs cl Upossèdent la propriété M.

3) Si, par contre, on me répond à une de ces questions affirmativement et si

cela arrive' pour la première fois pour une' valeur déterminée n : je sais maintenant

que M appartient à tous les x qui sont:

< 11 + +D D
21n 2111+11

mais qu'il 11 'appartient plus à tous ceux qui sont:

D D<11+-+---2m 2111+11---1

La d~[{érence entre ces deux grandeurs est:

D
2/1l+11

et je procède avec elle de nouveau de la même façon comme auparavant avec !2..,. - 211/

etc...

4) Si je continue de cette manière aussi loin que l'on voudra, on voit que le

résultat quej'obtiens en dernier lieu doit être l'un des deux suivants:

a) Ou bien je trouve une valeur de laforme :

J) J) D
If + _. + -- + + --------2 ni 21//+1/ . .. 2 "'1-11+ .. ,+'

qui sc présente cl moi comme la plus grande dont on peut affirmer avec certitude que

tous les x qui lu; sont inférieurs possèdent la propriété M. Ceci arrive dans le cas oû
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on me répondra par la négative pour toutes les valeurs de s aux questions de savoir

si M appartient à tous les x qui sont:

D D<u+-+--+2m 2111+11

D+----2 m+n+ ...+r+s

b) Ou bien je trouve au moins que M appartient certes à tous les x

quisont:

D D D+...+----2 m+ll+ ..+r '
< u + +

2'" 2111+11

mais n'appartient plus à tous ceux qui sont

D D<u+-+--+
2'" 2m+1I

+----2 m+"+ ...+1 --·1 •

D

Il m'est permis ici d'augmenter toujours le nombre de termes dans ces deux gran-

deurs par de nouvelles questions.

5) Si c'est le premier cas qui a lieu, la vérité de notre théorème est déjà

prouvée. Remarquons dans le deuxième cas que la grandeur

D D Du+-+--+ ...+----2111 2 m+11 2 ",+11+ .. +r

représente une série dont je peux augmenter arbitrairement le nombre des termes et

qui appartient à la classe de celles décrites dans le § S", parce qu'elle décroit", sui-

vant que ln. n..... r sont soit tous = 1, soit en partie encore plus grands, ou bien

exactement comme une progression géométrique dont la raison est la fraction pro-

prement dite 12 . ou bien encore plus rapidement. Il s'ensui! de là qu'elle a la pro-

priété décrite dans le § 927
• c'est-à-dire qu'il existe une certaine grandeur constante

dont elle peut se rapprocher d'aussi près que l'on voudra. lorsqu'on augmente suffi-

samment l'ensemble de ses termes. Soit U cette grandeur; alors j'affirme que la pro-

priété M vaut pour fa Il.'1 les x qui sont < U. Car si elle ne valait pas pour un certain x

qui est < U. par exemple pour:

25 Le ~5 montre (par un calcul classique de sommes partielles) que les séries dont les termes décroissent au

moins comme dans une progression géométrique dont la raison est en valeur absolue < 1 sont de Cauchy (au

sens moderne).

, D
-,.Ce sont les termes ---- qui décroissent.2111+11+, .. H

27 Les séries vérifiant le critère de Cauchy sont convergentes cf ~7 .

56



x = U - 5,
a/ors la grandeur:

u+ + + ... + _D D D
21/1 2111+11 2",+11+ ..+1'

devrait toujours rester éloignée de U de la distance 5, parce que la propriété M doit

avoir lieu pour tous les x qui sont plus petits que cette grandeur. Car tout x qui est:

= 11 + + +D D D+ - û);2111+11-1- ... 1-1'2m 2111+11

aussi petit que soit ai, possède la propriété M qui, par contre, ne doit pas appartenir
à:

x=U-5:
on doit donc avoir:

D DU-cS'> u+ + +
2m 2111+11

D+ - ('()
2m+n-l-. +r '

c'est-ô-dire :

D DU-[u+-+
2m 2",-1-11

D+ ... + 1>5-lù.2 m+n+ ...+r -

Par conséquent la d~fJérence entre U et la série ne pourrait pas devenir aussi pe-

tite que l'on voudra, parce que 5- co ne peut pas devenir aussi petit que l'on veut (5

ne varie pas, tandis que copeut être rendu aussi petit que toute grandeur donnée).

Mais M ne peut être aussi valable pour tous les x < U + li . Car parce qu'on peut

approcher la valeur de la série:

D Du+ - + +
2m 2111-1-11

+----
2111+11+ .. -1-1"-1

D

d'aussi près qu'on voudra de la valeur de la série:

D Du+-+--+.
2111 2111+'"

+
D

2",1//.' "

puisque la différence des deux n'est que:

D
2Jnf"H- __.-I-1

parce que, de plus, la valeur de la dernière série peut s'approcher de la grandeur

U d'aussi près que l'ail voudra: de même, la valeur de la première série et Upeuvent

s'approcher d'aussi près l'LIllede l'autre que 1'01l voudra. Donc,
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D Du+-+--+2m 2",+11
+-----,--2 m+n+ ...+r-l

D

peut certainement devenir < U + e . Mais alors Mn 'est plus, d'après l'hypothèse,

valable pour tous les x qui sont:

D D
< u+-+--+2111 2111+11

+ ------,-2 m+ll+ ... +,.-J

D

et, par conséquent, d'autant moins pour tous les x qui sont < U + s . Donc, U est

la plus grande valeur dont on peut affirmer avec certitude que tous les x qui lui sont

inférieurs possèdent la propriété M.

Dans les paragraphes suivants (non retranscrits ici), Bolzano dénonce quelques énoncés

faux proches de son théorème (§13 et 14), puis il démontre au §IS, comme il l'a indiqué dans

sa préface, le théorème des valeurs intermédiaires et précise au §16 la non unicité de la solu-

tion trouvée. Enfin les § 17 et 18 précise le cas des fonctions polynomiales: elles vérifient la

loi de continuité et s'annulent si elles changent de signes entre deux valeurs de la variable.
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2) Les deux grands types de construction:

Al les coupures de DEDEKIND (1872)

En 1858, Richard Dedekind (1831-1916) cherche, à propos du théorème de la "limite

monotone", à préciser les notions de limites et de continuité des grandeurs. Sans rejeter

l'intérêt didactique des "évidences géométriques" il refuse, à l'instar de BOLZANO, de s'en

satisfaire et décide de chercher "un fondement purement arithmétique et parfaitement

rigoureux des principes de l'analyse infinitésimale". C'est, écrira-t-il, le 24 Mars 1858 qu'il y

parvint mais il ne publie pas ses découvertes avant 1872. Recevant en mars 1872 un texte de

E. Heine construisant les réels par les "suites de Cauchy" (cf. §B ) il se décide à publier son

essai intitulé "Continuité et nombres irrationnels" d'autant qu'il trouve sa propre

présentation "plus simple par sa forme" et "soulignant de façon plus précise" le point central.

Il reçoit quasi simultanément la construction de Cantor (Extension d'un théorème de la théorie

des séries trigonométriques - 1872) dont il souligne qu'il n'a pas dégagé, comme lui, le

"caractère complet" de sa construction: Cantor, après avoir construit son système des Réels

par les "limites" de suites de Cauchy de rationnels, n'hésite pas à définir des systèmes d'ordre

supérieur en réitérant sa construction par les "limites" de suites de Cauchy de nombres réels et

ainsi de suite et ne s'aperçoit pas du caractère achevé de sa première construction. Dedekind

met bien en évidence que son procédé de passage des rationnels aux réels appliqué aux réels

ne permet pas de construire de nouveaux nombres à cause du caractère continu du système

des nombres réels ainsi créés (cfplus loin 5.).

On peut aussi noter que Dedekind n'hésite pas à concevoir et à raisonner globalement

sur des domaines ou systèmes numériques infinis ce qui est tout à fait inhabituel pour

l'époque. Les coupures ne sont-elles pas définies comme des "classes" (ensembles) infinies

d'éléments du domaine infini des rationnels! La "théorie des ensembles" naîtra bien quelques

années plus tard (Cantor, ...)

Voici donc la préface de ce célèbre essai suivi de quelques extraits significatifs des

procédés mis en oeuvre par Dedekind ( traduction de J. Milner revue par H. Sinaceur _

brochure de l'IREM de Toulouse) .
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CONTINUITE ET NOMBRES IRRATIONNELS

Par Richard Dedekind

Dédié a mon père bien-aimé,
conseiller aulique, docteur en
droit, professeur -à Brunswick,
Julius Levin Ullrich Dedekind, à
l'occasion du 50ème anniversaire
de son entrée en fonction, le 26
Avril 1872.

Préface

Les considérations qui font l'objet de ce court essai datent de l'automne 1858. Je

me trouvais alors, en tant que professeur au Polytechnikum fédéral de Zurich, obligé

pour la première fois d'exposer les éléments du calcul différentiel et je ressentis à

cette occasion, plus vivement encore qu'auparavant, combien l'arithmétique manque

d'un fondement véritablement scientifique. A propos du concept d'une grandeur

variable qui tend vers une valeur limite fixe et notamment pour prouver le théorème

que toute grandeur qui croit constamment, mais non au-delà de toute limite. doit

nécessairement tendre vers une valeur limite. je cherchai refuge dans les évidences

géométriques. Maintenant encore, admettre ainsi l'intuition géométrique dans le

premier enseignement du calcul différentiel me semble, du point de vue didactique,

extraordinairement utile, indispensable même, si l'on ne veut pas perdre trop de

temps. Mais, personne ne le niera, cette façon d'introduire au calcul différentiel, ne

peut aucunement prétendre avoir un caractère scientifique. Mon sentiment

d'insatisfaction était alors si puissant que je pris la ferme décision de réfléchir

jusqu'à ce que j'aie trouvé un fondement purement arithmétique et parfaitement

rigoureux des principes de l'analyse infinitésimale. On dit fort souvent que le calcul

différentiel s'occupe des grandeurs continues et pourtant nulle part n'est donnée une

explication de cette continuité et même les présentations les plus rigoureuses du

calcul différentiel ne fondent pas leurs démonstrations sur la continuité. mais font

appel soit - plus ou 1II0insconsciemment - à des représentations géométriques. soit à

des représentations permises par la géométrie. Olt bien elles s'appuient sur des

théorèmes qui eux-mêmes ne son/jamais démontrés de façon purement arithmétique.

Ceux-ci comprennent. par exemple. le théorème cité plus haut. - et un examen plus
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précis m'a convaincu que celui-ci ou tout théorème équivalent peut dans une certaine

mesure être considéré comme un fondement suffisant de l'analyse infinitésimale. Il ne

s'agissait plus alors que de découvrir son origine effective dans les éléments de

l'arithmétique et d'obtenir ainsi une définition véritable de la nature de la continuité.

J)! parvins le 24 Mars 1858 et quelques jours après, je communiquai le résultat de

mes réflexions à mon estimé ami Durège, ce qui amena une discussion longue et

animée. Plus tard, j'ai bien exposé à tel ou tel de mes élèves ces idées sur un

fondement scientifique de l'arithmétique et ici même, à Brunswick, j'ai fait un exposé

sur ce sujet devant le cercle des professeurs scientifiques, mais je ne pouvais me

décider vraiment à les publier effectivement, d'abord parce que l'exposé n '(en) est

pas très facile et parce que, d'autre part, la chose est si peu féconde. J'avais déjà

plus ou moins pensé à prendre ce thème pour objet de cet écrit de circonstances,

quand il y a quelques jours, le 14 Mars, j'eus entre les mains, grâce à l'amabilité de

son très estimé auteur, l'étude "Les éléments de la théorie des fonctions", de E. Heine

(Journal de Crelle, tome 74), et je fus confirmé dans mon intention. Pour l'essentiel,

je suis absolument d'accord avec le contenu de cet essai, et il ne peut en être

autrement, mais j'avouerai franchement qu'à mon avis, la présentation que j'en

donne est plus simple par sa forme, et souligne de façon plus précise ce qui est

proprement le point central. Et au moment où je rédige cette préface (20 Mars 1972),

je reçois l'intéressante étude de G. Cantor: "De l'extension d'une proposition de la

théorie des séries trigonométriques" (Mathematische Annalen de Clebsch et

Neumann, tome 5) dont je remercie vivement le pénétrant auteur. Comme je le

constate après une lecture rapide, l'axiome du paragraphe 2, mis à part la forme

extérieure dont il est revêtu, concorde pleinement avec ce que je désigne plus bas

dans le paragraphe 3 comme l'essence de la continuité. Mais par ma conception

même du domaine complet des nombres réels, je ne parviens pas encore à

reconnaître l'utilité qu'il y a à distinguer, ne fût ce que de manière conceptuelle, des

grandeurs numériques réelles d'une espèce encore supérieure.
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1. Propriété des nombres irrationnels :

Dans ce paragraphe, après avoir rappelé les propriétés des nombres entiers, "Compter

même Il 'est rien d'autre que la création successive de la suite infinie des nombres entiers

positifs", structurés par les quatre opérations fondamentales de l'arithmétique, Dedekind

souligne que l'impossibilité "d'inverser" l'addition ainsi que la multiplication a conduit à la

création des nombres négati fs puis des rationnels. Introduisant ensuite la notion "d'ordre" sur

le système des rationnels par des définitions purement arithmétiques, il en dégage les

propriétés de transitivité et d'ordre total ainsi que la non finitude des nombres compris entre

deux rationnels différents donnés.

Puis il souligne les propriétés fondamentales de "corps numérique" et de "domaine

ordonné unidimensionnel et infini dans deux directions opposées" du système des nombres

rationnels .

.../ Il suffit de considérer que précisément cette limitation que rencontre le

développement des opérations indirectes est devenue la cause véritable d'un nou.vel

acte de création: c'est ainsi que l'esprit humain crée les nombres négatifs et

Factionnaires, et on gagne dans le système de tous les nombres rationnels un

instrument d'une perfection infiniment supérieure. Ce système que je désignerai par

RL a avant toutes choses la propriété d'être complet et clos, trait que j'ai désigné

ailleurs comme caractéristique d'un corps numérique, et qui consiste en ceci que les

4 opérations fondamentales peuvent toujours être effectuées avec deux individus

dans !l.. c'est-à-dire que le résultat en est toujours à nouveau un individu déterminé

de R.., si 1'01/ excepte le cas unique de la division par le nombre zéro.

Mais pour notre but immédiat, une autre propriété du système E est encore plus

importante: 011 peut l'exprimer ainsi: le système E constitue un domaine ordonné,

unidimensionnel, infini dans deux directions opposées. Ce que l'on veut dire P'!! 1(1

est indiqué S Il!/ÎS il III III Cil { {Jill' le chou des expressions empruntee: il des

représenta/ions géométriques: il est d'autant plus nécessaire de souligner les

particularités purement arithmétiques correspondantes, pour que ne subsiste même

J La notation actuelle de l'ensemble des nombres rationnels est 0 .
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pas l'apparence que l'arithmétique a besoin de ces représentations qui lui sont
étrangères.

Si l'on veut exprimer que les signes g et 12signifient un seul et même nombre

rationnel, on pose à la fois...f1=12et li-e . La différence de deux nombres rationnels g

et 12se montre en ceci que la différence g-12a une valeur soit positive, soit négative.

Dans le premier cas, g est dit plus grand que 12 12plus petit que g, ce qu'indiquent

aussi les signes g>l2, tr-a. Comme dans le deuxième cas, b-« a une valeur positive,
alors ù>« g<12.

2.Comparaison des nombres rationnels avec les points d'une droite

Ici Dedekind met en évidence un ordre sur les points d'une droite "orientée" où l'on a

fixé une origine ainsi qu'une unité de longueur et l'analogie avec les propriétés des inégalités

entre les nombres rationnels.

Puis il insiste sur la véritable corrélation qui existe entre les deux systèmes, R pour les

nombres et 1, pour les points de la droite .

.../ On sait que cette analogie existant entre les nombres rationnels et les points d'une

droite devient une véritable corrélation quand on choisit sur la droite un certain

point 0, origine ou point-zéro, et une certaine unité de longueur pour mesurer les

distances. A l'aide de cette dernière on peut construire pour tout nombre rationnel g

une longueur correspondante et si l'on reporte celle-ci sur la droite à partir du point

o vers la droite ou vers la gauche, selon que g est positif ou au négatif on obtient une

extrémité p_ ' qui peut être désignée comme le point correspondant au nombre g ,.au

nombre rationnel zéro correspond le point o. De cette manière cl tout nombre

rationnel g, c'est-cl-dire à tout individu dans fi correspond un et un seul point P': '

c'est-cl-dire un individu dans L. . Si par exemple aux deux nombres g, 12correspondent

les deux points 17__' CL et si g>12alors p _ est à gauche de q_ . Aux lois I, II, fI! du

paragraphe précédent correspondent parfaitement les lois I, II, 111de celui-ci.

3. Continuité de la droite

En se référant aux "Grecs de l'Antiquité" et à l'existence de longueurs

incommensurables, Dedekind montre que le domaine des nombres rationnels est lacunaire el
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insuffisant pour représenter tous les points d'une droite. Mais réfutant le modèle des rapports

de grandeurs pour définir les nombres il réaffirme son rejet de "considérations étrangères

dans l'Arithmétique elle-même" et son exigence de "définir complètement les nombres

irrationnels eux aussi par les seuls nombres rationnels" . De cette opposition entre le

caractère lacunaire du système des nombres rationnels et celui de continuité de la droite

Dedekind dégage alors sa définition de "l'essence de la continuité ": Si tous les points de la

droite sont répartis en deux classes, telles que tout point de la première classe soit situé à

gauche de tout point de la seconde classe, alors il existe un point et lm seul qui opère cette

partition de tous les points en deux classes, cette découpe de la droite en deux portions" .

Mais il est unfait de la plus grande importance: c'est qu'il existe sur la droite L.
une infinité de points ne correspondant à aucun nombre rationnel. Si en f'ffet le point

p_ correspond ail nombre rationnel Q , on sait que la longueur 01'_ est

commensurahle avec l'unité de longueur invariable utilisée pour la construction,

c'est-à-dire qu'il existe une troisième longueur. que l'on appelle une mesure

commune et dont ces deux longueurs sont des multiples entiers. Mais les Grecs de

l'Antiquité ont déjà su et montré qu'il existe des longueurs incommensurables avec

une unité de longueur donnée, par exemple' la diagonale du carré dont le côté est

l'unité de longueur. Si l'on reporte une telle longueur sur la droite à partir du point

0, on obtient une extrémité qui ne correspond à aucun nombre rationnel. Comme on

peut en outre facilement démontrer qu'il existe une infinité de longueurs

incommensurables avec l'unité de longueur. on peut affirmer : la droite L. est

infiniment plus riche en individus ponctuels que le domaine B. des nombres rationnels

11 'est riche en individus numériques. /. ..

.../ En effet le mode d'introduction des nombres irrationnels pratiqué jusqu'à présent se

rattache au concept des grandeurs extensives - concept nulle part rigoureusement

défini - et explique le nombre comme le résultat de la mesure d'une telle grandeur

par une deuxième de même nature. Au lieu de cela j'exige que l'arithmétique se

développe à partird'elle-méme.

~ C'est équivalent à l'irrationnalité de ~2
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Que la liaison ainsi établie avec des représentations non arithmétiques ait fourni

l'occasion immédiate à l'élargissement du concept de nombre. on peut sans doute le

concéder de façon générale (bien que cela n'ait sûrement pas été le cas pour

l'introduction des nombres complexes) . mais cela ne justifie certainement pas que

l'on admette ces considérations étrangères dans l'arithmétique elfe-même. dans la

science des nombres. De même que les nombres négatifs et fraction ndires naissent

d'une lihre création et de même qu'il est nécessaire et possible de ramener les lois

des calculs effectués avec ces nombres aux lois des calculs effectués avec des

nombres entiers positifs. de même l'on doit s'efforcer de définir complètement les

nombres irrationnels eux aussi par les seuls nombres rationnels. Mais comment ?
Telle est la question.

La comparaison faite ci-dessus entre le domaine R des nombres rationnels et une

droite a amené à reconnaître que le premier est lacunaire. incomplet ou discontinu.

tandis que fa droite doit être dite complète. non lacunaire ou continue. Mais en quoi

consiste enfait cette continuité? 1 ..

./ Au paragraphe précédent 011 attire l'attention sur le fait que tout point p_ de la

droite opère une division de celle-ci en deux portions telle que tout point d'une

portion est à gauche de tout point de l'autre. Je trouve alors l'essence de la

continuité dans la réciproque. c'est-à-dire dans le principe suivant:

"Si tous les points de la droite sont répartis en deux classes. telles que tout point de

la première classe soit situé à gauche de tout point de la seconde classe. alors il existe

un point et un seul qui opère cette partition de tous les points en deux classes, cette

découpe de la droite en deux portions." 1 ..

.../ Accepter cette propriété de la ligne n'est rien de plus qu'un axiome. par lequel nous

reconnaissons seulement à la ligne sa continuité. par lequel nous pensons la ligne

comme continue. Si l'espace a quelque existence réelle. if Il 'est pas nécessairement

continu. et une quantité innombrable de ses propriétés resteraient inchangées même

s'il était discontinu. Et si nous savions de façcn certaine que l'espace est discontinu.

rien ne pourrait nous empêcher. si ce/a nous convenait. de le rendre contin li en

remplissant par la pensée les lacunes. II/ais ce remplissage consisterait à créer de

nouveaux individus ponctuels el devrait ce faire selon le principe énoncé ci-dessus.
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4.Création des nombres irrationnels

Cette définition de la continuité va rendre possible une construction effective des

nombres irrationnels. Dedekind, à l'aide du modèle de la droite, mais avec une formulation

purement numérique introduit ici la notion clef de coupure dans le système des rationnels.

Il s'agit, comme le texte de Dedekind le montre clairement, d'une partition de l'ensemble des

rationnels en deux classes Al et A2 telles que tout nombre de AI soit plus petit que tout

nombre de A2. On peut alors distinguer les coupures produites par un rationnel r qui

correspondent avec nos notation actuelles à la partition {J-CYJ; r ],]r ; +CYJ[}, la borne r pouvant

être aussi d'abord ouverte puis fermée, les deux coupures ainsi produites étant qualifiées de

"non essentiellement différentes".

Les derniers mols indiquent déjà suffisamment de quelle façon le domaine B. des

nombres rationnels, n017 continu, doit être complété en un domaine continu. Dans le

paragraphe 1. on souligne (lfI) que tout nombre rationnel opère une division du

système B. en deux classes 111,42 telle que tout nombre at de la première classe 41
est plus petit que tout nombre (12de la deuxième classe 42,' le nombre Q est soit le

plus grand nombre de la classe 41 soit le plus petit nombre de la classe 42. Soit

donnée maintenant une certaine partition du système B. en deux classes 41, 42 ayant

pour seule propriété caractéristique que tout nombre QI dans 41 est plus petit que

tout nombre Q2 dans 42,' nous nommerons par souci de brièveté une telle partition

une "col/pure", que nous désignerons par (41,42). Nous pouvons dire alors que tout

nombre rationnel (1 "opère" une, ou à vrai dire, deux sections que nous ne

considérerons cependant pas comme essentiellement différentes, cette coupure cl

d'autre par/la propriété suivante: ou bien il existe parmi les nombres de la première

classe 1111 nombre qui en est le plus grand, ou hien, il existe parmi les nombres de la

deuxième c!asse 111/ nombre qui en est le plus petit. Et réciproquement, si une

coupure a aussi cette propriété, elle est opérée par ce nombre rationnel qui est le

plus grand ou le plus petit. Mais on se persuade aisément qu 'il existe une infinité de

coupures qui ne sont pas opérées par des nombres rationnels. L'exemple le plus

immédiat en est celui-ci: 1..
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Ici Dedekind étudie de manière détaillée l'exemple de la coupure {A 1, A2} où A2 est

l'ensemble des rationnels positifs de carré supérieur à un nombre entier 0 (non carré d'entier)

donné et A 1 son complémentaire et prouve que cette partition (qui est bien une coupure) ne

peut provenir d'un rationnel (en termes actuels -VDest irrationnel, AI (respectivement A2) n'a

pas de horne supérieure (respectivement inférieure) rationnelle).

Dedekind peut alors identifier les rationnels aux coupures qu'ils définissent et donner

le nom de nombre irrationnel aux autres coupures ! Tous ces nombres, rationnels ou

irrationnels, forment le système des nombres réels.

1 .. Dans cette propriété que toutes les coupures ne sont pas opérées par des nombres

rationnels, consiste le caractère incomplet ou non-continu du domaine Il de tous les
nombre rationnels.

Chaque fois que nous SOl/unes en présence d'une coupure (dl, d2) non produite

par un nombre rationnel nous créons un nombre nouveau, irrationnel J:, que nous

considérons comme pmfaitement défini par cette coupure (dl, d2); nous dirons que

le nombre J: correspond à cette coupure ou qu'il opère cette coupure. Donc, à partir

de maintenant, à toute coupure déterminée correspond un et un seul nombre

déterminé, rationnel ou irrationnel, et nous considérons toujours deux nombres

comme différents ou non-égaux si (et seulement si) ils correspondent à deux
coupures essentiellement différentes.

Ensuite Dedekind définit une relation d'ordre dans l'ensemble des coupures qui soit

compatihle avec l'identification entre les rationnels et les coupures qu'ils définissent. Pour

comparer deux coupures a = {A l, A2} et 0 = {B 1, B2} il compare les premières classes A 1 et

BI par l'i nclusion en discutant les di fférents cas qui peuvent se présenter: 0 < a si Ble A 1 et

si A 1 comporte aux moins deux rationnels distincts qui ne sont pas dans BI (si BI =A 1 alors f~
= IX ou si A 1 comporte un seul rationnel a 1 qui ne soit pas dans BI alors les deux coupures

proviennent de ce nombre al et donc à nouveau 0 = a). Le cas f"l > (X est traité de même et

tous les nombres rationnels ou irrationnels sont comparables par cette inégalité: l'ordre est

hien total. Enfin le ~ se termine sur lin résultat qui renvoie à la théorie des raisons d'Euclide
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(cf. §2 - définition 6 du Livre V) :La coupure {Al, A2} définissant un nombre réel a est telle

que A 1 est constituée des nombres rationnels inférieurs à a et A2 est constituée des nombres

rationnels supérieurs à a.

Pour trouver maintenant un principe de l'ordonnance de tOIlS les nombres réels.

c'est-à-dire des nombres rationnels et irrationnels. nous devons examiner d'abord les

relations existant entre deux coupures quelconques (!lI. !l2) et (B], fl2) opérées par

deux nombres quelconques a et fJ. Il est évident qu'une coupure (!lI. !l2) est déjà

complètement donnée si l'une des deux classes. par exemple la première !lI est

connue, car la deuxième !l2 consiste en tous les nombres rationnels non contenus

dans !lI. et la propriété caractéristique d'une telle première classe !lI consiste en

ceci que si le nombre g) y est contenu. elle contient aussi tous les nombres plus petits

que ql . Si maintenant l'on compare entre elles deux premières classes !lI. fli. il peut

se faire 1°) qu'el/es soient parfaitement identiques. c'est-à-dire que tout nombre at
contenu dans !l1 est aussi contenu dans fli et que tout nombre f2I contenu dans fli

est aussi contenu dans !l1. Dans ce cas !l2 lui aussi est nécessairement identique à

fl2. Les deux coupures sont parfaitement identiques. ce qui s'écrit symboliquement

a=jJ ou jJ=a.

Alais si les deux classes !lI. fli ne sont pas identiques. il existe dans l'une par

exemple dans !l1. un nombre Q'1=f2'2 qui n'est pas contenu dans l'autre classe fll et

se trouve par suite dans fl2; donc il est certain que tous les nombres f2I contenus

dans fli sont plus petits que ce nombre Q'l =12'2 et par conséquent tous les nombres

121sont aussi contenus dans !l1.

Si maintenant 2°) ce nombre Q'! est le seul de !lI qui ne soit pas contenu dans

fl!. alors tout autre nombre at contenu dans !lI est contenu dans fll et par

conséquent plus petit que Q'I. c'est-à-dire que Q'! est le plus grand de tous les

nombres at, donc la coupure (!lI. !l2) est produite par le nombre rationnel a--=

Q'l=12.'2. De l'autre coupure (B], fl2) 1101lS savons déjà que tous les nombres 121dans

fll sont aussi contenus dans !lI et plus petits que le nombre Q'I =12.'2contenu dans

fl2: mais tout autre nombre 122 contenu dans fl2 doit être plus grand que 12'2 car

sinon il serait aussi plus petit qlle a'I, donc contenu dans !lI et par conséquent aussi

dans fll. donc Q'2 est le p111s petit de tous les nombres contenus dans fl2. et par
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conséquent la coupure (f]), !l.2), elle aussi est opérée par le même nombre rationnel

jJ=f2'2=q'l =a. Ainsi les deux coupures ne diffèrent que defaçon inessentielle.

Mais si 3°) il existe dans :1.1 au moins deux nombres différents a'! =12'2et

e''t=ti": non contenus dans !l.I, il en existe aussi une infinité, parce que l'infinité de

nombres situés entre q'l et q"l (par III) est évidemment contenue dans dl. mais non

dans !l.l. Dans ce cas nous disons que les deux nombres a et jJ correspondant à ces

deux coupures (41, 42) et (!l.l, !l.2) qui diffèrent de jàçon essentielle, sont eux aussi

différents et en particulier nous disons que a est plus grand que ft. que jJ est plus

petit que a; ce qui s'exprime symboliquement aussi hien par a>jJque par jJ<a. On

doit souligner que cette définition est en plein accord avec la précédente, où les deux

nombres sont rationnels.

Sont encore possibles les cas suivants. S'il existe 4°) dans !l.l un et un seul nombre

f2'l=q'2 non contenu dans 41. les deux coupures (41, 42) et (B], !l.2) ne diffèrent que

de [açon inessentielle et elles sont produites par un seul et même nombre

a=q'2=f2'l=jJ. Mais si 5°) il existe dans jJl au moins deux nomhres différents non

contenus dans 41. alors jJ> a, a<jJ. Comme on a ainsi épuisé tous les cas, il résulte

que de deux nombres différents, l'un est nécessairement le plus grand, l'autre le plus

petit, ce qui implique deux possibilités. Un troisième cas est impossible. Cette idée

était déjà contenue dans le choix du comparatif (plus grand, plus petit) pour désigner

la relation existant entre a et ft. mais notre choix est justifié seulement maintenant

après coup. C'est dans de telles recherches. précisément, que l'on doit mettre le plus

grand soin à ne pas se laisser induire en toute bonne foi, par un choix précipité

d'expressions empruntées à d'autres représentations déjà développées. et à effectuer

des transpositions illégitimes d'un domaine dans un autre. Si l'on considère hien le

cas a>jJ. il résulte que le nombre ft. qui est le plus petit. appartient certainement

quand il est rationnel à la classe 41. comme il existe en effet dans 41 un nombre

g'1=Q'2 appartenant cl la classe !l.2. le nombre jJ. qu'il soit le plus grand dons B! 011

le plus petit dans !l.2. est certainement .sa'] et par conséquent contenu dans dl. De

même il résulte de a>jJ que le plus grand nombre a; quand il est rationnel,

appartient certainement à la classe !l.2. car a > a't. Si l'on réunit ces deux

considérations, Of! obtient le résultat suivant: si une coupure (41. 42) est produite
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par le nombre a. U1/ nombre rationnel quelconque appartient à la classe !lI ou à la

classe !l2 selon qu'il est plus petit ou plus grand que a: si le nombre a lui-même est

rationnel. il peut appartenir à l'une ou l'autre classe.

II en résulte encore ce qui suit: Si a>ft, si donc il existe une infinité de nombres

dans !lI lion contenus dans !.J), il existe aussi une infinité de nombres qui sont à la

(ois dif(érents de a et de fi tout nombre rationnel ç qui remplit ces conditions est < a

. car il est contenu dans !lI. et il est en même temps> ft. car il est contenu dans Il.2.

5. Continuité du domaine des nombres réels

[ci Dedekind énonce les propriétés de transitivité de la nouvelle inégalité dans le

système R des nombres réels, la non finitude des réels compris entre deux réels distincts,

redéfinit les coupures dans le système R et s'assure finalement du caractère complet de sa

construction: toute coupure dans le système des nombres réels est produite par Ull réel unique:

on ne peut donc plus construire cie nouveaux nombres par cette méthode et R est un domaine

continu.

Conformément aux différenciations que l'on vient de poser, le système P de tous

les nombres réels constitue un domaine ordonné unidimensionnel, on affirme

uniquement par là la validité des lois suivantes:

J - Si a>ft et P-> y. alors aussi a> r Nous disons que le nombre ft est situé

entre les points a. r

Il - Si a. y sont deux nombres différents, il existe toujours une infinité de

nombres différents situés entre a et y.

IIJ - Si a est un nombre déterminé, tous les nombres du svstème P se

subdivisent en del/X classes Al et A2 r dont chacune contient une infinité

d'individus: la première classe !il embrasse tous les nombres al <a. [a deuxième

classe A? embrasse fous les nombres a2> a. le nombre a lui-même peut être au

choix attribu« 1/ 1(1première 011 tl/a seconde classe. Cf il est alors respectivement le

plus grand notnbre de lu ;ère l'II le /'/115 pct u de ici _\'/lle !\IIl\ mils le: c.ts 1,1
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Classe de mathématiques.

AIIlTHMéTIQUE.

!~", '-c'." r",' ':. '"LO'jlJ\l:.
f.2[·'~.:i~',~.:-~;~ _ ' ..; ', .
~~~~~f~t~~8~.~H~;·.~t.i,~~~~re~)~~aatifs.Opér«riulJ •.,
~~~~~~~.~~~i ~plyn6:l11e~!pp6ratioll:lJ." "
i.frinclpCl'r.elatif,a)a, ,rês(lluUon. des équations.g!cJfi~:tlops,~~p~~1~r.4~gré:'·.·;":' ,
fJ!~~tion~,:d,u' UCQiiét dèg'ré l!. cuneo Inconnue (on .DeparIera pas des
~~"D~.fr~~).· Equatlon~ ~81mples .~ui ~8'Y ~amènent.
~}~êg~li!ê~dU.:'l'~emte~!lt._du 1I8eond 'd,egré;. ,
&Projresslons' a,rtthniéUques 'el' progressions géométriques.
~:~', ".- ,'.'< ...~;' .. ' ',:' '" .',' ,"",' ". . .' "
~~:,LOBaritbmes vUlgal..es;:,U.age des tables à cinq décimales.f'<"'·',·, "".' ,.' ..
\:;~n,tl!~l .. ~omposé~i ,~t;an~uitéll., "
i';i',[Coordonnées d'un point. ;Repré~~tatlon d'une droite par uné équa-
~iori' dù .premler \iegré:', .

tRcIPPt' 'à~lXll'iationi et repré,entàtion, graphiqüu dn [onetiotu
ItUl#il. ... ;prb;H!l{mnent" ,
;):h~flÏ(ië.'·;Sjg.DUiOllt[o~.giométriq~e, .',Mrivée· d'une' somme, d'un pro-
dù!~'d'uD'qllOtieDt,'?ela,:raCllnecarrée d'une fODcti~n, d'uustn e; eose,
~ ,a:,' c6.tga:.;. . ,"".' . ,

4)p!~dtition à l'étude de la val'Îatioit de quelqll'U 'OlfCfion., 'j.mpln
~otièl1t.·de lonette,l 'prtmitio« •. VUlisaUon pour' le' caleùl de cerlalnn
alrell(OIi admettra la notlond'ah'e); . . , "
.:..., . ,- -' ..

(8 heures avee le dessin géométriqu~.)

'.0
VI

I. - Numération décimale. Addition, 8oustruCJtlon, lDUltlpUcatloif.: et
'dlvisiou des Dombres entiers, Tlléorèmes iondull1811taUlt conce~DlItt cel
:opérlltiQnll. Explication des' règles 'PrlltiqGcs pour elTGetuor, ces .Q.\I~:r..,
tions. { " t.

Reste. de la division d'une ,somme, d'une di./Tél·e\lce, d'un.pl.'1/4uit
f~run nombra, ,A'ppllcatlon à la divisÎonpar 2, 5, 4, .25, ,8,.12~"lI,:.,et Il. ,

' P. G. C. D. de deux ou plusieurs nombres. Nombres premiers entre
eux. Propriété du P. G. C. D. Conséquences relatives à. fa divisibilité.

P. P. C. M. de deux ou plusieurs nombres.
Définition et propriétés élémentaires des nombres 'premiers.
'Applicatlon !lUX diviseurs et aux multlples,

II. - Rapport rie deux grandeurs de même cspèes, Mesur~ àe'''.Il-
deurset notions de fraction. ' .

Propriétés des frActions. Opérations. Fracticns décimale •.
',: Nombres d4chnllux.

Le rapport de deux grandeurs de même espèce est lil,lal IlU .qW)ti~l.l~,des nombres qui les mesurent, .

.' Grandeurs directement et inversement proportionnelles,
h' ·SYstèrnemétrique.. .

III. ,- Calcul d'un quotient il une Ilpprodmatioll d60il1\Ùt. ..tl.Q6e~
1\,6cJuction d'une fractlo~, ordinaye en fraction ~é~hnale.• COlldlUG.

i

1.
possibillté. ; .

-, Carré d'un nombre entier ou fractionnaire,:.fi. "', ":.' .. ' _, ._ . .. ." _ " '. ~
; L. carré. d'une 'fractio~ n'est Jamais éf~l à ua .'''ft e.Uer.

,t?ü'iittron"'JFêxtracUo!i'l'de:';'ia 'rlléiiie! tia#é~~d'ün' inôinb're i'èn iltlt"oulr.actioDDalr":"·.lIDt approXimation dc!chilaJedoDn6e;" .'

;.ru.ft~iilbri':Ù·i·er'teuf 'ablolu~et: de l'erre~r relatIve. E~erclccs~

-iv.. JVi () -d.~ 3-i ( 'b.O. -<G3(,)

l""~ .

>'j~~ten81oride'la ndtio~' d'arc ct dlnnglc. Fonctions èlrculah'es (~inus,
éçalnu8; tangente et, cotangente). . ,

~'111.é~ri!dè8, 'vfoJectlc)~: 'Somme g~ométriqu~ des vècteurs,:
:F()nuiule,d'adàition, !omules de 111lUllipftcaHon par 2;
,T~ute~' le~ ~fOhCU~~s~irc~l~ ires- de l'arc ~ a s'exPrimen t ratlonneUe~"""'.' . '" , "o" , :'" ". . .

biin'ë'e~'fonctJôn';di ti""{J :'-' .',. " " ' "2,'

, ;Traii~~ormetèn'pr~~~l.è'ia;~Ol~;ih.cou' l~ 'dÎff6rencè élé deux" fonêt.i<inf
9Iictdürei":'8jnus;:collhiu,.~roblème inv!!r~e. " ". , .
.1i\JI.je':dès,tabiell.,.~e]~~rlUUl'l!!8,A quatreoD' cinq 'déclinal!!s.

,.:~ifè~' sur. la ré8!>lûtic:i~''et']~':~i·icu.l.ion de quelques équ~tlQn's
\.rt~oilomitrlq\le8 simples. .' .' .

. ;'~'~~Q,~i~,ë~t.~~;~ea;!~tlt",.~t'te~:~ngle!i,~'~,n'triang~e.: R.soÎutlon des
t-rfangt ... :.". ',,'. ',' . ' .

'-l'i,

'T1UO()NOMÉTRIE (1).,

.r ra 0 f Cl rn-n C2. ole.. fil CL te.e'''\M ~ t~9,1..<.(2 s
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I. ~Tl'nllSfol'matioll des figures. Tl'flllslatioll, rotation, S-ynlétrie.

Homothétie et similitude.
Pu lssance d'un pclut V:l1' )'lIpPU1't 1\ u n cercle ou it uuevsphère.

Axes radicaux. Plans radicaux .
.Polaire d'un point par rapport à deux qroitcs .
.'p.oi8.ire d'un point par r.apport à un cercle. Plan polaire d'un point

,par rapport à une sphère.
Inversion. Pro] ection stéréographique.
.Il, -:- Coniques. El lipse., Intersection avec une droite. Tangente. Equa-

tion réduite de I'elli pse, Ellipse et cercle considérés comme projections
l':l!-n de l'autre. '

Hyperbole. Intersectio1l au~c une droite. Tangentes. Asymptotes. Eq-ua-
tian réduite de l' /1Uperbole,

Parabole. Intersection anec une droite. Tangentes. Equation réduite

de la parabole.
Définition commllnedes coniques aIl moyen d'lm foyer et d'une· di-

-reetrice, '
.SectiolilS planes d'un c6ne 011 d'lin clllindl'e de rëoolutton.

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE ET GÉOMÉTRIE corsa.

Représentation du point, de la droite, ÙU plan.
Intersection de droites et deplam. Application à la représeutation

des prismes et des pyramides .
. . Droites. et plans Iperpendiculaires.
~ Changement de plan, rotation, l'Abattement. Application aux dis-
tances ct aux angles.

CINÉMATIQUE.

Relativité du mouvement. Trajectoire.
Mouvement rectiligne. M'ouvemcnt uniforme. vltesse numérique. Mou-

vement varié, vitesse numérique moyenne, vitesse nu'm4rlque ~ un
'.instant donné. Accélération numérique. Mouvement uniformé~ent varié.

Mouvement curviligne. Equation horaire, diagramme du nUHl'l.Iem4ult.

VectelU.l" uitesse. Vecteur accélération.
MoUvement circulaire. Mouvement circulaire uniforme. MO.wJenunt

ainu-sol'dal.
MOlwements simples d'un corps solide,' translation, rotation" compo-

~ition des oitessee.

,Point matériel. Force, sa représentation pal' un vecteur. Masse.
Iodé'pend'ance des effet. des forc~s. Composi,tion des forces.

/ ...
96



PROCR. ET METH. - MA THEMATIQUES lOO-Sd-§ liB 8

Arrêté du 6 mars 1962

(Organisation et prog rauunes scolaires]

(Vu A. 15-9-1945 mod.)

Objet Progroamme de mathématiques dans 1.1 classe de mathématiques.

ARTICLE PRDCICR. - L'enseignement des mathématiques dans la
crasse de mathématiques sera donné conrormément au programme
annexé nu présent arrêté

ART. 2. - Le directeur eenéral de J'Orgamsatfon et des pro"rammes
scolaires est cha.rgé de l'exécution du présent arrêté dont les dlsposlt10~
entreront en vigueur à 1& rentrée scolaire 1962.

Pour le ministre et pa.r délée-a.tlon :
Le directeur général de l'Organisation

et des programmes scolaires.

J. CAPELLE.

Vocabulaire et symboles

(L'introduction de3 dé/initions et âe« symbole, m.entionnés ci-aprè:J
peut ëtre laite soit il l'occasion de l'étude de telle ou telle Question
du programme, soit da~ un brel ch.Qpitre initial ne comportant aucun
développement théorique sur les diver3es notion.$ pré3entée..s, Qui serons
illustrées par quelque, exemplu simples).

Dé11nlt1ons et symboles .relatifs, !Quelques noUons sur les ensem-
bles : appartenance ; SOUS-ensemble ; Incluslon : réunion ; inter-
sectrcn ; ensemble vIde .: ensembles complémentaires.

DéfInition d'une relation cl'équivalence entre éléments d'un ensem-
ble.

Définition d'une relation d'orclre entre éléments d'un ensemble.
Symboles conventionnels indiQuant une implication logique.

une èqutvaïence logique.
Slgn1!1cat1on des srmbotes clits C QuanU!1cateurs » : C Quel Que

soit » ; c 11 existe lt.

Arithmétique. aldbr. et notions d'anab$'

1. - Les nombres. ExtensIons successiues de la' notion de nombre.

Note prtliminatr.e.

1") Les trois premiers paragraphes de ce chapitre J (entiers naturels,
entiers relatif'. rationneuJ sont destine, à résumer, en une sorte de
suntnès«, le, notions sur les nombre, acquIses dans les cla.sse, précé-
dentes. en procedant d une mise au point destinée il laire apparaitre
les Q1Ielques propriétés fondamentales qut permettent de déDcDer
l'idée de certazne! c atructures ». Quels qUe soient l'ordre et le mo<ù
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· d'c'xpo$ition ctioisu, tl importe de ne p4$ a'attarder aur ees t~mea.
dont tes résultats .ant dé!", connu.! dC3 éltvea.

2-) Aucune quution d'ordre théorique ne devrCl Ure fX»ée. f1U%
tpreuve.s écrttu et oralu du bClCCalClureat, Bur leI! dfl'eT8e! notiOn!
qui tont "o'bJet de ce c1uz.pttre 1. Bten entendu, lu rësuitat» géntrauz
concernant lu ftombru. lu propriétés du optratton.!, leur. comt-
Q'u.eJlca euenUelleB. qui sont du reste mü en œuere dan! lu autre»
ch4pltru du "rogrc.mme. doivent ëtr« parlaitement COft7UU.

1· LC$ entLera n.aturela, ComparaIson • Addition (somme) ; a.sae-
c1.. t1"1~ commuta.tIT1té, Le probl!me de la soustraction n'est pu
touJoura possible.

Multiplication (produit) ; a.ssoclatlTl~ : comm~tatlvlté : d1strl-
but1T1U: par n.ppart t. l'addition. Le problème de la d1Tlslon n'est
;pu touJou..n J)OSS1ble.

D6finltlon de la pUl8sance n" : ,.roprtét6s risultant de r&S8OCla-
tinté f't de 1& commuta.t1T1U de la multiplication,

2- ~ entfer. reuatt«.
~fin1t1on - Addition taomme) propriétés .fondamentales: Nombres

c>P~. SolUtract1on .(d1Uérence ).
L'ensemble des entiers relaWs .. une strueeure :de' c gT'Oupe .'

l,)()llr l'.addl t1Dn..
OomparaJ.son ; -entters I>OS1tl!set nêg1tt1fll. Valeur absolue.

Multlpllca.t1on (prodU1t) : proprtétés fondamentales. Le problème
de la dlTlslol1 n'est pas toufours possible.

L'ensemble des ent1en relatlfs a, pour ces opérations, une strue-
j;ure c d'a.nneau •.

s- Les nombres ratfonnel.l.

Fraction ; fractions éQuIyalentes ; notion de e "'.lasses d'éQulYB.-
Jence 1 ; nombres rationnels. EgaUté.

Addition ~t soustraction : propriétés fondamentales. Comparaison.
MultlPUcation ; propriétés fondamentales : nombres inverses. D!Tl-

lJOD «ruetrene exact).
L'ensemble des ratlonne18 ... pour ces opérations. une structure de

c corps •.
Pu1.ssances entières (exPOSants entters postttts, négatifs. nuï)

!>ropr1été:s fondamentales.
Valeurs absolues : propriétés relatives aux sommes, aux prOduIts,

Ii:OX quotlen ts.

4e NotiOn! sur lea nombru réels.

Nécessité d'une extension de la notion de nombre, au-delà des
rationnels : lndlcations sommaires Cà partir d'exemples) sur un mode
(le construction des réels, BUr la dê!1nltitlon des opérations élémen-
taires le!; concernant, sur leur comparaison.

Exposé (sans démonstration. des propriétés fondamentales des
cnérauons sur les nombres réels. L'ensemble des nombres réels a Une
structure de « corps ,.

Correspondance entre les nombres rée-s et les points d'une droite
znunre d'une orIgine et d'un vecteur-untté.

S- Les nombres complexes.
Définition. Représentation géométrique. Module, argument - EgaHtê .

.Nombres complexes opposés, nombres complexes conjugués. Nombre
complexe nul.

Addition. soustraction, multiplication, dlvlslon. Corps des nombres
complexes.

Puissance n- d'Un nombre complexe donné sous c forme trlgo-
nométrtque » : formule de Moivre - Racines n ....• d'un nombre complexe
(on se bornera .. la démonstration d'existence et à la représentation
géométrique des n racrnes n-'). / .... .,
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~'oLions gènè:a.les
TI n'est p~s néçessaire de rassembler dans un ch:1pitre introductif

les études Pl'CDD'e~s ci'dessous, elles PO,l!TOnt occ:JPer dans le cours
les pLie':3 qûl serent Fl::;éèS les' mc;il2urcs; un certain l)ümbre
d'entre ellt:s Z,ClTO!!t èaiiieurs été dego.gées au COlU'S des années prée&-dentes.

A7Jp!:catzon d'un er.su::o!e danJ Un enscmble; ::,;::plication Injec-
the, SllrJec:tl','e: appLcation bjjective, ~DPLc:;.t:ol1 rècip:'oC;èle; cornpo-&1tion des appjic3.ëlO:1S, fO:"lction composée,

Tra::.sfc:·r:-;ation ponctuelle dans Je pl::n et dans l'espace: cornpo-
8itiOll des tr~~ïl:;form~tions (produit) : as.sociatJ\'itè: t~ansformat;on
réc;proque cu.ic transfœmation, transform::ttlOn invü:uti\'e; groupe detransi Grln~tl0~J.S.

Loi de compr:.:,ition; loi interne, loi externe.
1Etude p::.rticuJ:ère des lois Inter-nas, associativité, commutativ1té.

élément neutre: structure de groupe, Distnbutivitè d'une loi interne
par rapport à Une autre; structure d'armeau et de corps commutatif.

Ett.:de d'une loi externe : structure d'espace vectoriel sur le corpsdes reels,

Isomo,"pl;::~me entre deux ensembles munis de lois hternes, en cor-
respcr,dance bi]€ct:ve, ddinition; isomo;:-pl1:sme entre deux groupes.

Arithméti:;rve, algèbre et notions d'analyse

l, - Les nomb,'cs : extensions sUccessives de la not.ion de nombre.

1
0

Qè:els que soient J'ordre et le mode d'exposition choisis, 11
importe de ne ):'2.S s·att8.rder Sur les théories, dont les resu1tats sont
déjà CO:1!iUS d,;s e!eves: en particulier, on supposera Connues les pro-
Priétés :tonè2.p.1C:lt21es de l'ensc:11ble N des ent:ers naturels et on atti-
rera l'atLenticn cies élèves sur l'importar;ce du raisonnement par recur-renes,

2
0

AUcune question d'ordre théorique ne devra être posée aux
épreuves écrites et orales du baccalauréat, sur les diverses notions
Qui font l'objet de ce chapitre 1. Les résultats généraux concernant les
nombres, les propriétés des op~rations, leurs conséquences essentielles,
SOnt du reste mis en œuvre dans les autres chapitres du programme.

10 Les eritler s relatifs, Construct!on de j'ensemble Z des entJers re-
lat ifs. Pour les lois d'addition et de m uHiplication, Z a une structured'anneau commutatif ordonne.

2
0

Les nombres rationnels. - Construction de l'ensemble Q des nom--
bres rationnels, Pour les lois d'addition et de multiplication, Q a unestructure de corps commutatif ordonné,

3
e

Notions sur les nombres réels, _ Nécessité d'une extension de ~
Exposé sans démonstration des propriétes des réels. Les réels formenjun corps commutatif ordonné,

Valeurs absolues, propriétés relatives aux sommes, produits, quo-tients,

4
0

Les nombres complexes. - Définition; représelltation géométriq~
module, argument. Egalite, Nombres complexes opposés; nombres com--plexes conjugués; nombre complexe nul.

Addition, soustractjon, multiplication, dJvision, Corps C des nom-bres complexes,

Forme trigonométrique d'un nombre complexe, d'un produit; fc;rr.mule de Moivre,

Racines n-lemes d'un nombre complexe (on se bornera à la dé-
monSCration d'existence et à la représentanor, géométrique des n r~cines).

Applications de la formule de Moivre, dans le cas des exposants :z.
3, 4 aux formules de multiplication des arcs et à la llnearisation d~polynômes trigonométriques,

Résolution dans C de l'équation du second degré à coefficlentllcomplexes, li. coeffiCients réels.
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B) Les classes préparatoires aux grandes Ecoles

1904 La première apparition dans les programmes des classes préparatoires d'un procé-

dé de création des réels remonte à 1904 : l'arrêté du 26 Juillet 19042 fixant le pro-

gramme de la classe de "mathématiques spéciales" prévoit à la rubrique Mathé-

matiques §A Algèbre et Analyse:

" Nombres incommensurables. Notion de coupure. "

Ce programme est aussi celui du concours d'entrée à l'école Polytechnique.

On peut d'ailleurs noter que, parallèlement, cette même année 1904, les Edi-

tions Hermann publient la deuxième édition de " l'introduction à la théorie des

fonctions d'une variable" de Jules TANNERY alors sous-directeur des études

scientifiques à l'E.N.S., texte qui reprend très clairement la construction de Dede-

kind par les coupures en insistant sur l'aspect "ensembliste".

En 1905 René BAlRE(1874-1932) alors Maître de Conférences à l'Université

de MONTPELLIER publie "la théorie des nombres irrationnels, des limites et de

la continuité" qui sera rééditée jusqu'en 1947 : il s'agit toujours de la construction

des réels par les coupures de Dedekind, mais Baire délaisse les opérations algébri-

ques sur les réels au profit des propriétés liées à la relation d'ordre ( la "topologie

de l'ordre") et démontre l'existence d'une borne supérieure pour tout ensemble

majoré (c'est la coupure dont la deuxième classe est constituée des majorants de

l'ensemble).

Toutefois ces nouvelles notions doivent provoquer quelques réticences car une

circulaire du 30 Décembre 1904 vient limiter la portée du texte du 26 Juillet.

Soulignant "les graves inconvénients pour la formation des débutants présentés

par le développement prématuré et trop rigoureux des théories qui touchent aux

principes", elle demande aux professeurs de " s'abstenir de toute théorie générale

sur les principes fondamentaux de la théorie des limites, des incommensurables et

des fonctions continues."

2 Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées à la fin de ce paragraphe B .
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1906 Les instructions du 25 Aôut 1906 pour les professeurs de mathématiques des clas-

ses de mathématiques spéciales recommandent à nouveau de "ne pas abuser des

théories générales et d'éviter de s'étendre sur les nombres incommensurables" .

Les programmes semblent rester en l'état, avec quelques aménagements pour le

concours d'entrée à l'école Polytechnique pendant la période de la guerre 1914-

1918, et avant 1921 les programmes du concours d'entrée à l'Ecole Normale Supé-

rieure ne mentionnent pas de construction des nombres réels.

1921 Mais l'arrêté du 22 Décembre 1920 modifie le programme pour le concours de

1921 pour "l'admission à l'E.N.S. et l'obtention des bourses de licence" en repre-

nant la formulation de l'arrêté de 1904 : " Nombres incommensurables - Notion de

coupure" mais il est précisé "qu'on ne demandera pas dejustifter les définitions" .

Ultérieurement les programmes du concours de I~E.N.S. renverront à ceux du

concours d'entrée à l'X qui eux-mêmes renvoient au programmes de mathémati-

ques spéciales de 1904.

1925 Création d'une commission interministérielle pour harmoniser les programmes des

classes préparatoires et des concours (Arrêté du 4 Avril 1925).

Ces programmes apparaissent ensuite assez figés et resteront en vigueur jusqu'en 1941 et
1956.

1941 L'arrêté du 21 Septembre 1941 (J.O. du 24/9/1941) crée la classe de "Mathémati-

ques Supérieures" qui prépare les élèves à "entrer dans les classes préparatoires

(rnathématiques spéciales) et dans les facultés des sciences ". Mais le programme

afférent ne comporte pas de construction des nombres réels:

Il) J. Nombres rationnels. Valeurs décimales approchées par excès ou par dé-

faut. Encadrement par deux valeurs approchées de la somme, du produit, du quo-

tient de deux nombres rationnels. Exemple de définition d'un nombre irrationnel

et de ses valeurs approchées. La théorie complète des nombres irrationnels est en

dehors du programme . On admettra que les opérations élémentaires sur ces

nombres peuvent être, comme pour les nombres rationnels, soumises aux mêmes

règles. 1 ..
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Il faut attendre l'année 1956 pour qu'une profonde réforme restructure les classes préparatoi-

res.

1956 L'arrêté du 27 Juin 1956 fixe les nouveaux programmes des nouvelles classes

préparatoires restructurées en trois filières A (mathématiques prépondérantes) - B

(physique et chimie prépondérantes) - C (biologie et géologie prépondérantes) ,

chaque préparation étant organisée en deux années .On trouve désormais dans les

programmes A et B, pour les classes de première année (Math-Sup) comme pour

celles de seconde année (Maths-Spé) un paragraphe intitulé "Nombres Réels"

comportant une définition des nombres réels mais laissant le choix de la construc-

tion par les coupures ou par les suites. Toutefois il est précisé "qu'aucune dé-

monstration ne sera demandée aux concours sur ces points":

1 Nombres réels. Rappel des propriétés des nombres rationnels. Corps des

nombres rationnels. Définition des nombres réels (on pourra les définir soit par

des suites soit par des coupures). On précisera les définitions générales de la

comparaison des nombres réels et des opérations rationnelles, mais il ne sera pas

nécessaire d'en donner une théorie complète, et on pourra admettre que les pro-

priétés du calcul des nombres rationnels sont encore valables pour les nombres

réels. Approximation d'un nombre à 1O(~II)près. Tout ensemble de nombres réels

qui possède un nombre majorant( ou minorant) admet une borne supérieure( ou

inférieure). Corps des nombres réels. 1..

1963 Après presque 60 ans de présence dans les programmes des classes préparatoires,

les procédés de construction des nombres réels en sont exclus par l'arrêté du

21/01/1963 qui retire des programmes précédents de 1956 "les démonstrations de

l'existence et des propriétés de R " mais conserve la structure de corps totalement

ordonné et la propriété de la bome supérieure.

II.- Nombres réels. Nombres complexes. a) Propriétés du corps R des nombres

réels: structure d'ordre total; définition d'un intervalle ouvert, d'un intervalle fer-

mé et d'un segment (intervalle fermé borné); Tout ensemble majoré/ resp. minoré)

admet une borne supérieuret resp. inférieure). (Les démonstrations de l'existence
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et des propriétés de R ne sont pas au programme). Approximation d'un nombre
réel à 1o(-n) près. 1..

Rappellons que simultanément le programme de Math-élem de la rentrée 1962 ( Arrêté du

6 Mars 1962 - cf. §A) prévoit la nécessité d'une construction des nombres réels.

1972 L'arrêté du 4 Février 1972 (B.O. N° 7 du 17-2-1972) restructure les classes prépa-

ratoires; les types A et B deviennent respectivement les sections M-M' et P-P', les

classes « ' » correspondent à une préparation aux concours les plus difficiles (ou

plus prestigieux) comme les E.N.S. et Polytechnique. Cette classification restera

figée jusqu'à la dernière réforme des classes préparatoires de 1995-1996. L'arrêté

du 4 Février 1972 ne mentionne plus de méthode de construction des réels et il

est précisé qu'il n'y a pas d'obligation de donner toutes les démonstrations:

• Annexe 1 (Maths-Sup):

VI) "Elements de Topologie": 1)Construction de R : Les propriétés suivantes

doivent être dégagées sans que toutes les démonstrations soient nécessairment

données: R est un corps totalement ordonné dans lequel est immergé le COlpS ar-

chimédien Q et dont toute partie non vide majorée (resp. minorée) admet une

borne supérieure (resp. inférieurel.Intervalles.

• Annexe II (Maths-Spé):

VI) "Eléments de Topologie": 1) Rappels, sans démonstration, des propriétés

fondamentales de R. 1..

1..

A partir de cette date les programmes des classes préparatoires vont connaître plusieurs

réformes (1984-1985; 1987-1988; 1989; 1995-1996) mais les constructions des ensembles

numériques vont rapidement disparaître puisque dès 1984 (Arrêté du 18/5/1984) " aucune

construction de R n'est exigée" et depuis l'arrêté du 17 Juillet 1987 :"la construction des en-

sembles de nombres N, Z,Q,R et C est hors programme ".
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ENSEIGNEMENT SECONDAIRE,

t ;{ /ICI Lfilll;

rclat icc 1II'Inlcl'!n!'tllli()1! 1/11 /1(1/1/"11111111('. d'! la classe de 17/01/'/'" <'jli(': ;'/~éci(lles.

- Du 30 decembre. -

LE \h:\JSTHE DE L'h~TJ11 CTJO~ PL'BLIQ'UE ET DES lh:,H's,A ..HTs,

il vlonsieur Je Iiectcur de l'rlcadt",mie d

,
\1. ie l\linisLrc 1,11,1;1 ClIi'I'J'" ;IY;1111 ;Id,npk inl"graklllcl1l, comme

pl'ugl'llJJllllC des 1~.\<lm",)I." d'('l1l('(~'e à l'Ecole polytecluiiquc , le pro-
gramme m ax im um (l't'J1seign"Ulcnt de la classe de mathématiques
spt"ciales, Il);t\ pdr m on ;1)')'('1/' du 2G juillet 19°4, il a paru utile de
donner aux professeurs l'barge:..., de l'enseignement dans cette classe
quelquesjlldi('.(1tinlls coruplcmentnires destinées à Ir-ur permettre
de limiter nel!ellWllt l('s d,',,'C'loppClllents qu'ils a n ronf., en vue de
l'exumcn , ~L attrihuer à 1..111 certain nombre de (1ur-stio ns pour
lesquelles un doute pnU\;lit subsister. -

Ces indications . que je vnu s prie Ile porter ~t la couuaissancerles
int~l'essé.s, sont d'iliJh'uJ's cUllforml'b ,lUX d(~sir,<; cxprin}(~'s à plusieurs
reprises par les Co 11<;('ils il (' J'Ecu] (' polytechu iq He e l j l' suis heureux
de constater qtlt:' l'1'\..('I·lI"Iü accord (Lui existe entre ces Conseils et
ceux de l'Uni, '-'J'Sile: s't'st )Iltllliresl(~ une fois de plus à cette occasion.

On l"appelle, <I\;III[ lrru l , au x professeurs que l'enseignement des
'm,dllt;l1ltl!iqrw<; ('f cdui dc lit physique et de la chimie doivent. étre
dirigés comme il a ,~l(~ marq u.' dans le rapport pn:'';if'nt(~ à la C0111-

mission infc'J'll1ini<;11:l'i"lh' pOl' ~1. P. Appcll LIU nom (/e la Sous-

C'illllll!""i'JII dl'" )II,I//I!'III.liiljll"" ~11i'('j(lII''': .!i)\ Ill)I,.\'il" dllllll("" dafJ,>
CI' l'djll'lll'!, Ilii ,Î()illdl'd l,·" I)lh"I'\dlj(III'~lli\,llrtl" :

,~';{·n.(·I·aHQi~ .... - 1:1'\))i'ï'il'II('I' d ll1illi/)'I' ,/111,1" ~I'~I\(''''; illCnll\"

) 1 !( •Ill" 1Il'( '." l ' )Il,, , jllll)!' ]; 1 fi il '1 JI:" j 1III dl'" :lI' t lli 1; 1 1 1 1", J (' d,', \( ,1Cl P P c 111 CI JI
JIl'I"JIIJlun' "1111'1' )'jg(ltlJ'('(/,\ di'" Il),~()ri,·~ qui 1(lucIH'Il! dUX principes.
l~ est tl;IIl~:'I'I'U,( dïlJ.',i,<'li'J' \W' d,·.sslJldilil(~" (llH' ,'.('ldc,'; de,'; intel-
]J~(,ll(,(''' dl'.li :'U"l!'l\i'~ ;IU\ ;lll.'oI)'I('li'lll." )1"lill'lll JI,'III'IIIt'fltpcrceroit,

('11111 kl ('II<""I~n'·lll"III. n)(~lli(' (,!JII'tII'j,. Ill' ";111I';lil (lue rvliutcr (k
jeulles ('\JI/'ils,

rOllr f;l('iljln. xu r CI' p'liril, !;I 1;'1(')1(' d(,s 1'1'1,["'''',('111','; c! kur ]11'1'_
1111'(1)'1' cil' 1';(;"1' l,· l'lu" !Jo'),,,il>l,' il/ll)1'l il !ïl!lnÎli(111 d(' lc u rx ("li'Ycs, 011

jl'[1l' J'i'pjlf·lJt. (111'i!s dn!Y('rlt <;IIJ'.I"llir dl' 111111,' 1l1/nf'i/~ !!l''nrra]e sur
k" prillcir'"'''' J'nlHhmwrtt;l1l\, d,· Lllhl"nril' dC'~iirn it.-s , cJe~ incormnt-n-
qU'illd,·" ('1 il,,\ !'oJldiIlJl<; ('oll!iIIW'I.,. (ln ;ldm,'III,1 Sil Il,'; dt'onlOnstratiou
les pl'npo,j[j'i)l-. l'I'];di\(,,, ;111\ {)1'1'[';llilllh ;II'i!fllill"liqul.'s dl"lHent{lil't.~
(a(h!j['(J~', Illlll1ill,lic'lliuli. di\i"j(I!I. 1"!t"\;lliIJII .iu x pUiSSJIIC'('S cntiè'l'('"
(1\1 11';1('/11"11111;111'(''') dJ'I'('[Ul'('" "li!' Ic', noru l.r.« j)J('UJllD1I'/J<;uraldrs,
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,\li('Il 1l " 1 ~ \ 1 ·1() P II!' 1111.1; r III . 1.,(.1';1 cl ( III 1),'. .'"1t l' 1(' S s i Hg III ari l (~S (1tl! •

peuvent PI'/··I.,CIlL~I' ]c-; [()lIct;uIlS: r0hti\·'.·!l1<·llt (lUX fonctions con-
tinues, UII 0.lhl1Cftl'Cl xaus d(~mn])<.,!x.ttiiln Cju'unl' fonction continue
dans un inter-valle {limites comprises, y ext limilt':e supérieurement
et inférieurcment; <j'n'l'He ~. atteint:;n limite ;.;u[lt;l'jeul'~ d. sa limite
inf("ricul'e; !jll'ellcpu"se P,II' !nuk" l(~s \akut'E-iIILvJ'lllédiainis. 11 seri!
donc acquis qu'une foncti..u continue . qui pren<l pour a et bdc,.;
valeurs de signes conLraires. san nul« (·nll'I.' a pt b, On n'envisagera
ql1(~ des Ionction ... continlH:" arlml'l!ant 1I1W d':I'i\r:(· .

..:i.l"ithnll(~ti(llle~ ~'éonllé"'·h·~ algèhr{" élénu~ntail'e ..,'-'-'
L'arithnu-Iiquc , ']'algr'l>rc (:](:mcntail'e, ]a ~!,('·ull1d.ri(~sont en dehors
du [Jl'ogramnle; toutefois clans les applica.tiolls on rappellera ;~ux
élèves , sans dt:1Honstl'rttiou, les faits sm' lcsqucls ' ils s'appuient. et
dont ils dC\J'I HI t rnaui Cesff~r à i'or-casiun une enn naissance .suffisante.',.". '" , .. -

,! _ t ',; t , j r l' ~...

..:ilgè"~·f· t"~ a .. =::d,'~e. . \
10 Alqèbre. - Les alTilul:!l'll1el1ls,'pel'JJluldtiol1s, corubinaisons

avec n:fJditiml. les puissances d'un pulynôme autres que le .carré ou
le cuho . la suu uuntiuu des pile.<;de houk-t-, , la formule (le. Moivre
dans le cas <1\111 exposant non entier, les racines primitives d'une
tquiltion Ilill!\IIlC sont rn rldJOJ's ÙU pl'O~r(;Jl,llll<:. ; .

~!'.Séri.», - Pour 1't;lu<!(' dl' la ('qn\('I'g('fI(~(~ nu de la divergence
d'une s("ri(~ il 1c'J'lIl('S positif'). il suffira (k dé\'·dopper·jesl'('gles
mentj()f1n~;('s explicitement au pl·ogramlllf'. 1\111an"gl("' évidente qui
rpsu]/e cl,· 1a t'UlllJlétl'flisnn iŒn11:diate avec 1111(' série il termes plu 0,;

grands ou plus petits. En pfll'licllli('f'. irl l'I'gl,' I!(~ nllJlamcl peut ê1n~
regard/'c, ('OrllJ1W f"t!('lllLdi ve. .:

"H ('<;1 s11J)(,1'{111 rit- s'occuper dl' J'i!dhH'II('(' dl' ",welr(' d(~s't('rnl"'\
dan.'- 1l11('S("I'il' 111111 ;III<;()~t1JJH'lll ('nrl\"(·li.~(,111I,'.

3" Ll)grll·il/I/IiIS. -" La d~·liiljti(lJ) «ritlmu-uqu« jUil' deux progrès-
siUIJS ('1 la (,()Jlstl'\!C!j(1l1 tll·e; Tahlc-s S/llJt eu (/eJwl's du programmé.

/1° Fonctions. - La 111(illll, (1!1<';('I'\,:tfion s';Ippliqllf';111 iuaximum et
:111millillllllli d'\lI/(' j'{JIl('lillli d(' plusj('urs vnri ablcs. : ,'!

La [(lllIIUk dl' T",dol' ('<.;! nr-ttcmcnt sr)(~cifi(~(' avr-e Je. reste 'ditd(~
Lagrange: eik 11(' st'ra iJIJplî<{lJ("e, en dehors des polynômes entiers,
q u'a nx S(·u!<.; (!<"\{']n/lpr'III('llh <le s in z: et cos .1',

:'.1" 5(:/'[('8 cnticrv«. _ ... On JI(' soccupcra pas tlC's cliiJjcLlltésql~l ser;réL
sentent aux jimitl's (je lï!lll'!'\,dh' d('· C011H'l't:C!J('(', soit dans la
tlj(:Ol'il' g':Il(·'j';II,·. "(IiI SUI' dl·1., ('\('Illldes p<ll'li('uli,·/'s. 1.1.'" professeur»
jJUUITUlll ('\]lIl"I'I' lit JIIIJ!fi/llj(';lliull dt·s ,',(''fil'.'- lI(:(·(· ...,,,il('·c pal' l\:tude
dc c:T sous Lt f(il'llll' qui Inll' para itr« préférable.

La notion de: con \ (,1·~I.·nCI· uniforme et s("'s <l]>plic(liioJ1s sont en
c1ellors du prugr.rnun«.

/ ...
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:;'i' 1738,

I\STHUCTrONS.

1.1., I('!'i)f/~ drTl"lJ/l1 c{I·/~./;I!·k,' ('II/IU/U' rlCt'(11/1 litS '-'/1'1.'(''''

l.er ('(lIulÎ,llIf.: 'l"fIOIT/rlfil ;'l'/(',ÜlJlI\ 1(" instrui.tia«, /IIirll,~/, l'')/I.'S dnJ/IlC;OS

au., i!l"~:;" 'J'/I r., l'" \l"f)e ,II: /'('I/.\"(:Iy/1nl/('II{ cil, ....· ,w:f/.,é7N11II/H('.\'.

Enseignement. - Les professeurs resteront maitres de, l'ordre
daus lequel ils enseigneront les diverses questions du programme,
Il leur est l'ecommandé de ne pas charger les cours, de [aire grand
usage de livres , de Ile pilS abuser des lhéol'ic$ gélll?I';]les, de n'expo-
ser JUCIIJlC théorie sans <,'II faire de IlombreLises applications poussées
jllSqU'dl1 hrm!, d(~ COlllllll,"CCI' hallitllcllclllcnt pal' [cs cas les plus
simples, les pills r,lcilc~ il conrprcndro , pour s'élever ensuite aux
Ihéol't'LDCS g,"IlI':r'"I\, 1',ll'llli les applications d'une théorie mathéma-
tique, il COllvlclldr'1 de pré['I:"('1' celles qui sc pr,;scnLeliL en physique,
celles que les jelilles geus rcucontrcront plus tard dans le cours cIe
leurs études soit théoriques, soit pratiques: c'est ainsi que, dans la
constructinn de, cou rbes , il COll viendra de choisir comme exemples
des cauri les ((ili se pl'{:SClllent en physique ct Cil ml~c;llliqlle, comme
les courbes de \';1Il der Waals, la cycloïde, la chaÎneltc, etc., que,
dans ];1 théorie dcs enveloppes, il conviendra de prendre comme
exemples les ell\'eloppes qui sc rencontrent dans la théorie des en
grendgrs c,)'lilldl'iques, ct ainsi de suite, Les élèves devront être in-
terrogés Cil classe, exercés aux calculs Il:Jlllériques, habitués à rai-
sonnet: direct"ment sur les cas particuliers ct non Ü appliquer des
formules. l':I! 1'I;,lllnl.(, on dCITa d,:\'cloppP.I' leur jugement et leur
jllili,llile, uon Icur mcmoir«.

Nous ;tliolls JIl<tinlenalll passel' en revue Je f1l'ogTal1l111C pour ,pré-
ciscr certains points.

Algèbre et analyse, - Le professeur devra éviter de s'etendre sur
les IIUIII/II'cs r'IlCO/lIIII"lIslll{l/'/e~, il lui su Ili ra d'l'II dOllner des exemples
précis en montrant couuncnt 011 peul ddillil' un nOlllbre incommen-

surablc pal' LI notion de CIHlpUl'I:, Ainsi, pour ddlnil' V2, on divise
les nornbn., Cllllllllt:ItSllr:d)lcs Cil rieux cldsse" CCliX dont le carré est
inféric ur à ~!,el CCII\ dont le cal')'t~ 1~5tsupérieur il 2; la coupure entre

ces deux classes définit \0, ()lIalit "IlX opérai ions sur lesincommeu-
surablcs , Ir. professeur pourra ;It/Illetlre qll'clles sont soumises aux
mêmes l'i'g!rs 'Ille les opérations él':lllcniaircs de l'arilhmélique, Le

pl'Or(·..,~rtlr' devl'(! sl:d)sV'nir d(~ 11l11lI' jiH't)l'JI_~ ~1'Illr';ilf' xur I..t IltdlfJ(1 dp
limito cl SI' C.fJllt(~llt(;i' de Jairc' ('(lI!tIJl'l~HIIII' ("l'I!I' rH)lil)!! \111' !r~
rxcmpl,'s IlIr~I1lCS que rf/IIHl~t, le Vl'0!,-'r,;UWlr"

0;\1),1" \'{;snlutioll di'.' (.'1"((1/1"1',' "'rI' ('rcnlfl'i "r','flc un dC\,I';',llab1'

111t:r: les ,'lr"I'CS ill'a;'Olincl' dil'f'l~ft'Hf,"flt'lIl' ri", r"IIr:lllnllS llllrllcrlfJlICs,
;1 les r,";sourlre <'t hies d iscutr-r ';11)<; "lIlplol'cr ks dcl('r/llillrlll!.,: C"U\'
ci deI rou! sen'il' ensuite il (I()fllliT i! LI i"r;r;rjr~ q forme 'la Ill,'illclll'L',

Pour les s(:n'n, (1) se 'hol'Ilera h cclii'.s dOllt '1,1 cIJ[<\'rl'[."C'rrrt 'on la
dil'CI'[."cllcr peuvent s'cln hlir P,ll' l';'1'1,lic;llioll dil'r'ctr~ il,;s ri'gks iOI:i,
qlll',('o..; <Ill J"'/';":T;llnrne: 01] i:H ['<'!';\ d(~ rlrllldq'PIl\(''' d['r,hc,l!i()I1S Jlrlln~_,

J'i{lr)(~\, (,t l'otl drllllll"';1 ,111\ !"J,.· .. I~~ Ililk, .JII rll!l.'" (lU 1I1(,il!S d(~ l'iJ!'idik
ri" Iii ""IIJ\,f'fg"[fC'C" 1'"jl'lIl' j~I;,a'JI.l n'it.;tdr'J' \'1[/' ,l.ill'),lile cl" l'r'J'i'r'lI1'

<:011l1l115C (1"~lId (J11 rn'ne! lin )\l)lltlJl'(, ;1';1"1'111;1\" dl' tr:1'I1)(~S,
Dilils I;t ll/(;~,,'ir' clcs j'ollcf/'ons ,,'1':1111' /'(11'/(1/'/1' /(,/,/11', (III s'"h_"fll'ildril

de IOllL(~('{)luplical.i()n 'pOlll' la IHdifll1 dj~ Cf'lltiliuitr'; ()Jt It\:.tl\"JStlgt:!'\i

([ne I],~S flltlcttans continues '(\'.1TI't un e tl':l'i'\'ec, ()n "/lIpIIlWfll, Pii!"
tont où i'J' sr-ra F(jssll',~c, Irl;' 1'I:1ll'r"scnl';llior,sg'1'œr1hiTr[m'S: '~ig-lIiilclltj(Jn
~(:'(lmr:h·i·rfnc rll! b d'Ti",:(', <'Ill ,igne ri •., 1:1 (!r;I'il'f'e "I.'cun/h:, li II '1:1',:0'
r'(\me des a('(Tnissrl1lchls flnis , dn th"[)l'r\1lI1' dl; nr/II,,: reLlfiolls ''lui
existent ('Ilt!'" 'les crrurhes repré,tnl;d'ivcs d'une fo Il t"tioll el dl: ses ,i!t.
riv,;cs FI'(,llli'\l'e et'se:nmfr, 1;:lIfin la nolion rll' '1:1 t,nlcli'r)'l'1 l','irnitj,,~
rI'Oll!' 'f(llll'!irm.f>J scr~ O!JU'1111C"II r"rJl:rI''lII,'rl! (III" )';rirr d'ml ~('~'_
111/,lll d" 1:1 COIII'I", ,.l'oc'I',r' l'si 1l1lcfllllrlif!JI ".Id,iI pOlir dl'Til'r'",j":I", j ....
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CLASSES r-rusr. AUX GH. l~COLES. PHOGH. iOO-Sd-S3/B 1

FASCICULES DE DOCUMENTATION ADMINISTRATIVE

SECTION B

PROGRAMlVIES

Arrêté du 27 juin 1956

(Second Degré, 1er Bureau)
(Vu A. ]8-7-1925; A. 20-7-1925; A. 21-9-1941; A. 28-3-1949)

OBJET : Programmes des classes préparatoires aux grandes
écoles scientifiques.

ARTICLE PRE~IIER. -- Les classes préparatoires aux grandes écoles scient ...
fiques et aux écoles d'ingénieurs qui seront organisées dans les établissements
d'enseignement du second degré auront des programmes de l'un des types sui-
vants :

- A : mathématiques prépondérantes, physique, chimie;
- B : physique et chimie prépondérantes, mathématiques;
- C : biologie et géologie prépondérantes, chimie, physique, rnathéma-

tiques.

ART. 2. - La préparation sera organisée en deux années, les classes de pre-
mière année étant consacrées à un enseignement intermédiaire entre celui des
classes terminales de l'enseignement du second degré, et celui des classes de
seconde année qui préparent directement aux concours.

ART. 3. - Le programme maximum de chacun des types A, B, C est annexé
au présent arrêté.

Les classes de première année suivront un programme extrait de l'un des
types Al, BI, Cl.

Les classes de seconde année suivront un programme extrait de l'un des
types A2, B2, C2.

ART. 4. - Les dispositions du présent arrêté entreront en vigueur à partir
de l'année scolaire 1956.1957, en ce qui concerne les programmes A. Un arrêté
ultérieur fixera la date d'entrée en vigueur des programmes B et C. .

Pour le Ministre et par délégation
Le Directeur du Cabinet,

Louis CROS.
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PROGRAMME A2

IHATIIËIHATIQUES

I. Nomhres réels (1).

Corps des nombres rationnels.
Dèfinition des nombres réels. On précisera les définitiollS géllé-

raies de la comparaison des nombres réels et des opérations
rationnelles, mais il ne sera pas nécessaire d'en donner une lhl~()rie
complète, et on pourra admettre que les propriétés du calcul des

......nombres rationnels sont encore valables pour les nombres
~ réels.

Approximation d'ull nornlrre ù 10-" près.
Tont ensemble de nombres réels qui possèclo 1111 uuu rlne

majorant (ou minorant) admet une borne supérieure (ou infé-
rieure).

Corps des nombres réels. Racine n' (positive) d'un nombre
positif.

On associera à la définition des nombres réels la mesure des
longueurs. On précisera notamment la correspondance biuni-
voque entre les points d'une droite et les nombres réels (axiomes
d'Archimède et de Cantor-Dedekind).

(1) Aucune démonstration ne sera demandée aux concours sur les questions
figurant dans ce paragraphe du programme, déjà VII au programme Al'

""

PROGRAMME AI

I\IATHf~l\IATIQUES

J. Nombres réels.

Iluppcl des prupri{:ll:S lÎcS nombres rationnels. Corps cles
uoruhrcs rationucls.

Dt'·.Illliliull des nombres réels (on pourra les d('~rll1ir soit par
des suites, soit par des coupures}, On précisera les d6rllliliolls
gl~I)(~raks dc la co mp.uuisou des nombres réels cl clcs op<':rat io ns
mt iOlllH·lll:S, muis il III: sera pas J1('ccsslIirc (i't:n dOllncr 11111'

tbéorie complète, cl 011 potlrra admet trc qu!' les propriét{·s du
ca 1<:Il 1 des Jl(JIl1JJr(~s rut iunucls sont encore valables pOlir les
noru hrr-s r{:c\s.

ApproximatioIl rl'uu nombre à 10-11 près.
'l'out ensemble de nombres réels qui possède un nornlnv

majorant (ou minorant) admel une borne supérieure (ou if/Je:-
rieurei.

Corps rles nombres réels. Racin-e Tf" (positive] d'un numbrc
positif.

011 associera à la dHlllitiull des nombres réels la mesure des
longueurs. On précisera notamment la correspoudancc Iiiuni-
vn'Iuc entre les points cl'une droite et les nombres réels (axiumes
d'Archimède el de Caf/tor-Dedekind).

,.
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Arrêté du :n ja nvicr 1%:1

(Enseignement, bureau E 3)

(Vu 1'. 27-6-19:.6 moc!.)

.......
o
\C

Objet Modification cie l'arrête du 27 juin 19.56 Qui fixe le programma
des classes nr é nar a to ir as aux grandes écoles sc ien t u in u es,

.'\IlTlCLF. l'RDIIER. -- Le texte de l'artlcle 3 dl' l'arrêté clu 27 Julu
1!);ï6, morl if iè par Ir.> arrct.és (lu 1'" uvril 1\l:>D, :.'3 rtcccmbre 1U59. est
nbrog é et rcm plucc par le tCXl2 SUivant

« Art. 3. - Le prog r.unmo maxirnu m de nl:ltllenl:1tiQues «u type A
comporte, en seconde année, cieux options notées 1\-2 et A'-'2. En pre.
m lère nnnee, un prog ra mmr- complélnentaire d'optique, extérieur au
programme cIe p hy s iq ue A-l, est prévu pour certrunes c.t t.èg ori es d'élèves,

Le programme mnxrmurn de chacun des types B et C est le pro-
g rn mme annexe il l'arrêté du 27 Juin 1956. modifié par les arrëtes du
l(~r avril 1959. 23 d èceru brn ]959,

Les pr.og rnm ms ç A-l, A-2. A'-2 et le progr:llnlne COll1p!én1entalre
<l'optique tpre m ière année) so n t annexés n u iu èscnt n rrèt.e

Les classes de uremièrc année suivront un progrannne extrait de
l'un des progra mrncs A-I. Bvl , C-I

Les cla"e3 cie seconde année suivront un proçrr.rnme extrait d e
l'lIll 'les progr:\Il11l1b A" A' ..' B,. C

J\ltT 2, -- Les dhjJû'-.ilions du pr(:.'ii.:nL aIT,~I(~ entreront en vigueur
pour les c+asscs de pi enuére annee, à la rcnU'l!l' ,,;cobire de 19üJ. ct
POUl' les classes de seconds a nn èe, il la rentrée scoluue de 1964.

ART. 3. -- Le clu-ecte ur général de l'Organhation et des programmes
scolaires est c11argé ùe l'exécution du présent nrrëte qui sera. pu bl lè au
JUlIr1lul DI/ldel cie la Réplli)!Jqlle [l"all~aise.

PROGRAMME A1

MATHEMATIQUES

PrOGramme maximum de ma th ém ati nus s des classes de première annéo
de nr é n a r a t io n aux l'rand es ecoles scientilinucs ({YI)e A)

(Les subrn vlsi o n s sont communes à ce nr osr amm e et aux ure-
grammes A2 el A'2.)

1. - Ai!;èbre élémentaire
Vocabulaire de la théorie des ensembles: élément, appartenance;

lious-en",ernbles. inclusion, intersection, réunion, complémentaire, ensem-
bics uisjornt«, pa rlt tlon d'un ensemble produit d'un nombre fini
ü'e nscm bles,

Relations définies danes un ensem bte relation. d'équivalence, ensern-
ble-quotren t , reta uon d'ordre.

Application d'un ensemble dans un ensemble (ou fonction); appl l,
cation injective, »utIect tve, bijective; application réCiproque (ou in-
versc i . Rcst.rlct io n Com nostt.lon de, applications.

Loi de composi lion interne: loi de COIn position externe; icurs prer-
priétés seront mises en évidence sur des exemptes,

B,O, n" 11 (1'1-3-63) 553

Dé t ltj lt.lo n d'une fltructute de groupe Notion de 'otl"-Itro\lp~ (l'un
ItrOllpe. Groupe IlddHlf d('~ l'ntlcr." rr-ln t.lf s. F:~~lI1ple" tlr"_ de l't't.llde
dc(; trntl"fOI matlolUl &éomél.1QU<'R.

Sub.",Ul\tUOIl., SUI" lUt CHF;("tnhl(' fllIl; R"I"IHIPC sYlnétrlqtl(' tI'onlrc tt;
décolnJ)o~ttlon d'une r;,ubl1-ttLuUon en un l'l'l'duit <le tr:.\n~po!jltlons; subsl.l-
tutlons l'nI te" ct Impj\lre s.

Permutntlon" de Il oujcts rllstlncls; R.rrRI'I:;CtnCnts et comhlnnlsollg
d~ 11 objct~ distincts 11 fi. l' (,SI\I1S rénë tttron i.

Dè î tnt t.Iori d'une Rtr\lcture (l'nnn('1\\1 Au nca u ries cntl"rs rclnlirs.
Définition d'une Rtl'tlctllrc de corps, Corps tics 1"1\1101""'1<.

IL - NOlltbrfts té.ls, Nombres con1J)lcxes
a ) l'rolJ'riéfr!,ç dll COl"1I,o; n rlc.<: PJOlHr,~·(".~ réel s

structure d'ordre totnt , d(·ftnll.lon (j'un IlIlf'rvnllr O\H'CII. d'un
IlIlcr\',,'lc [('11116 et d'lin .s{'«lIIcnl, \lnl."I-vnllr (" r mi) hornfl
t o u t, ensclnhlc 111(\10(ë ~rt.'~p. nllnorc) a tille horne ::;,uJH'rklirc
Il'l'sp. Inrérl(,u\'cl,

(Les (/émon~trnt.lon" d~ I'cxtstcnce ct des lJloprlélé" de H ne Soli t
pl\.!; nu plogramme.)

Appro)(lmntlon <l'url nomlln' réel" 10·n pré s.

b I Dé Ii uit ton. nu corus C dr.' IIOIIl/Jr('" com ntc res ,
Norn brr-« complexes conjugués, mod utc dun uon ib re com nlcxo
Argulllf'nt d'un nomhr e coolplcxc. Forrnulc de Mot v re pou!' un

exuosa nt en t.tr-r-, !>05H.1[ ou négnUf; mult.lpllcntlon des nces
Raclncs n-Ièmes d'un nomhre complexe JI" th6011(' des rnct ncs 1111-

1Il11l\"(~s de l'unité n'est PM au (ll"Ogrammcl.
Re pré se n tn t Ion géomHrlrtllc (j'un nUIl,I"" cornnlr-xr-.
InlerDrt'-tA.tlon Ré'ontÔLrIQ\l1" d("'~ Ollérn.tlol\!\, F.ttl(fe (I("R (·orrrsp'HHI:\H!'{'f.i

données pn r z' "" al' ,. b, ,~z' O' k.

/.. •



C) Le C.A.P.E.S. et "Agrégation de Mathématiques

• Le C.A.P.E.S. de .Mathématiques

Initialement il s'agit du "Certificat d'Aptitude à l'Enseignement des Mathématiques" et

les programmes correspondants sont très proches de ceux des classes des lycées et bien éloi-

gnés de toute construction des nombres réels.

1950 Le décret du 1er Avril 1950 institue le "C.A.P.E.S." c'est-à-dire le "Certificat

d'Aptitude au Professorat de l'Enseignement public du Second degré".

1952 Le décret du 17 Janvier 1952 définit pour la session 1952 le C.A.P.E.S. "nouveau

régime" et l'arrêté du 22 Janvier 19523 en fixe les programmes et l'organisation

pratique: une partie théorique qui comporte deux épreuves écrites et une épreuve

orale - une partie pratique comportant deux leçons en présence d'élèves. Les pro-

grammes se réfèrent exclusivement aux programmes en vigueur dans les classes

du second degré (et de Maths Sup. pour la géométrie). Les nombres réels et leurs

constructions en sont donc totalement absents.

1971 L'instruction du 19 Octobre 1970 (B.û. N° 41 du 29110/1970) fixe le programme

du CAPES de Mathématiques pour la session 1971 et sera reconduit en 1972. Les

"propriétés du corps des réels" y sont mentionnées mais non leur construction.

1973 La note du 30 Juin 1972 (B.û. du 29/7/1972) renouvelle les programmes du

CAPES de Mathématiques pour la rentrée 1973 et ajoute au programme des

épreuves théoriques des extraits des programmes des classes de Maths Sup. et de

Maths Spé M définis par l'arrêté du 4/2/1972 (cf. §B) ; on trouve ainsi:

V. - Analyse 1. Eléments de Topologie a) Construction de R. Les propriétés

suivantes sont admises : R est un corps totalement ordonné dans lequel est im-

mergé le corps archimédien Q et dont toute partie non vide majorée (resp. mino-

rée) admet une borne supérieure (resp. inférieure). Intervalles !..

3 Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées à la fin de ce paragraphe C .
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Ces programmes seront modifiés par la suite et la construction des nombres réels n'y figurera

que durant 12 années; en effet la session de 1985 est la dernière où le programme du CAPES

la mentionne encore explicitement (B.O. N° 24 du 14/6/1984).

1986 La note du 27 Septembre 1985 (B.O. N° 34 du 3/10/1985) modifie le programme

complémentaire des épreuves écrites: le chapitre d'Analyse étudie maintenant en

détail "les suites numériques de réels et de complexes, la convergence, les rela-

tions de comparaison, les suites de Cauchy, les suites "récurrentes" et le théorème

du point fixe, les suites adjacentes, le développement décimal d'un réel. et bien

sûr, le théorème de la borne supérieure ... Mais toute construction des nombres

réels a bel et bien disparu du programme et ceci jusqu'à la session 2000 !

1987 Le décret du 14 Mars 1986 (B.O. spécial N°5 du 26/6/1986) modifie le décret du

4/7/1972 relatif au statut particulier des professeurs certifiés et crée le CAPES In-

terne de Mathématiques dont la première session se tiendra donc en 1987. Le

programme complémentaire pour l'écrit est extrait de celui du concours externe:

on y trouve toujours des suites numériques et le théorème de la borne supérieure,

mais pas de suites de Cauchy et encore moins de construction des nombres réels.

2000 Le B.O. spécial N°4 du 21 Mai 1999 fixe les programmes des concours externes

et internes du CAPES pour la session 2000 ; il n'y a pas de changement notable

concernant les réels dont toute construction est désormais occultée depuis 1986

dans les programmes des CAPES de Mathématiques.

• L'Agrégation de Mathématiques

L'arrêté du 29 Juillet 1885 précise les épreuves et les programmes de l'Agrégation de

Mathématiques; le concours comporte quatre épreuves écrites: une composition de mathéma-

tiques élémentaires (niveau lycée), une composition de mathématiques spéciales (niveau "pré-

pas"), deux compositions d'Analyse et de Mécanique (niveau certificats de licence), et deux

épreuves orales: les leçons de niveau seconde, première ou de la classe de mathématiques ou

de mathématiques spéciales. Aucune construction des nombres réels n'y est explicitement
mentionnée.

Dès le début du XXè siècle apparaît une Agrégation "Jeunes Filles" de Mathématiques

dont le programme est très allégé. Mais les deux Agrégations de Mathématiques (hommes _
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femmes), se rapprochent à partir de 1929 , pouvant avoir les mêmes programmes et la même

organisation (sessions de 1957 & 1958 mais pas en 1959). A partir de la session de 1960 les

deux agrégations seront identiques: l'arrêté du 9 Juillet 1959 étend les dispositions de l'Agré-

gation masculine à l'Agrégation féminine- "Les deux concours ont donc la même structure

quant aux épreuves et aux coefficients dont elles sont affectées"- Il faudra quand même atten-

dre la fin des années 70 pour que les deux concours fusionnent.

Toutefois le B.O. du 15 Décembre 1931 qui fixe le programme pour 1932 précise: Il la

composition sur les mathématiques spéciales portera sur les matières enseignées dans la

classe correspondante des lycées 1/ ; or la construction des nombres réels y figure comme on

l'a vu au §B. Mais il n'y a toujours pas de construction des réels dans les programmes des le-

çons.

A partir de la session de 1957, les nombres réels et leur construction font leur véritable

entrée dans les programmes de l'Agrégation, d'abord seulement à l'écrit et dans les années

suivantes aussi dans les leçons.

1957 La note du 21 septembre 1956 (B.O.E.N. N° 33 du 27/09/56) définit les nou-

veaux programmes des épreuves écrites et pratiques et le programme maximum

des épreuves orales des agrégations masculines et féminines de mathématiques

pour les années 1957 et suivantes. Il se réfère au nouveau programme Al et A2

des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques du 27 Juin 1956 qui,

comme on l'a vu au §B, mentionne explicitement au titre 1 les constructions des

nombres réels par les suites ou les coupures.

• Programme des épreuves écrites - A.- Composition de "Mathématiques élé-

mentaires Il - Programme complémentaire d'arithmétique et d'algèbre 4.: les

questions constituant le Titre 1, Nombres réels, du programme Al.

• Programme des épreuves écrites - B.- Composition de "Mathématiques spé-

ciales": Cette épreuve portera sur les questions figurant, d'une part dans les

programmes Al et A2, d'autre part /. ..

1958 Le programme précédent ne durera en fait qu'une année et les nombres réels dispa-

raissent de la composition écrite de mathématiques élémentaires et réapparaissent

dans la composition de Calcul différentiel et intégral ainsi qu'à l'oral pour les le-
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çons de mathématiques spéciales. (note du 13 septembre 1957 - B.O. N° 34 du

26/9/1957):

• Programme des épreuves écrites - A.- Composition de "Calcul différentiel et

intégral 1/ 1. : Eléments de Topologie; construction de l'ensemble des nombres

réels,' ensembles linéaires; point d'accumulation, théorème de Bolzano-

Weierstrass et de Borel-Lebesgue; limite supérieure ou inférieure; condition de

Cauchy pour la convergence d'une suite. ...

• Programme maximum des épreuves orales - Programme maximum des le-

çons de "Mathématiques spéciales" : Il se confond sensiblement avec celui

des classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques (Al et A2) fixé par

l'arrêté du 27/06/56 (cf §B plus haut). Il est toutefois précisé:

"NB. Les démonstrations de toutes les questions ou propriétés figurant à

ce programme pourront, sauf indication contraire, être demandées au
concours d'agrégation. Il

Mais une note du 16/09/57, publiée dans le même B.O. N° 34, supprime du

programme des épreuves orales, pour la session de 1958, le §I bis concernant

les nombres réels et leurs constructions.

1959 L'arrêté du 31 Juillet 1958 réorganise l'agrégation 1959 de mathématiques (hom-

mes): les deux épreuves écrites de mathématiques élémentaires et spéciales fu-

sionnent en une seule composition; la composition de calcul différentiel et intégral

devient composition d'analyse; la composition de mécanique générale est conser-

vée et les épreuves pratiques de géométrie et ce calcul numérique deviennent une

composition de mathématiques appliquées; les deux leçons de mathématiques

élémentaires et spéciales sont conservées. La note du 5 Septembre 1958

(B.O.E.N. N° 32 du 11/09/58) définit les programmes de ces épreuves; les nom-

bres réels et leurs constructions sont à nouveau présents dans le programme

maximum des leçons de mathématiques spéciales ainsi qu'à l'écrit pour les compo-

sitions d'Analyse et aussi cette fois de mathématiques élémentaires et spéciales. La

note du 6 Septembre 1958 reconduit la suppression des nombres réels pour l'oral
de 1959.
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1965 Le B.O.E.N. (N°36) du 1er Octobre 1964 fixant le programme pour la session

1965 se réfère à nouveau au programme des classes préparatoires fixé par l'arrêté

du 21/01/1963 (cf. §B plus haut). Le programme maximum des leçons de Mathé-

matiques spéciales précise:

II-Nombres réels- Nombres complexes.

1°. Définition de l'ensemble des nombres réels. Propriétés: structure de corps;

structure d'ordre total; tout ensemble majoré (resp. minoré) a une borne supé-

rieureïresp. inférieure). Tout ensemble infini borné a un point d'accumulation;

théorème de convergence de Cauchy. Approximation d'un nombre réel à 10(-n)

près. 1..

A partir de ces années les programmes des agrégations de mathématiques vont s'étoffer

sensiblement et comporteront les mentions suivantes qui englobent les constructions des réels:

"définition et propriétés des nombres réels" ou à partir de la session 1975 : "définition du

corps R des nombres réels. Caractérisations de R".

1971 B.O.E.N. du 10 Septembre 1970 (note du 13/81970) :

XII - Notions élémentaires de topologie générale - Fonctions d'une ou plu-

sieurs variables réelles

.. ./ JO Définition et propriétés du corps R des nombres réels: corps totalement

ordonné archimédien. Corps topologique localement compact. R n'est pas dé-

nombrable ( existence de nombres transcendants). Approximation d'un nombre

réel par des rationnels; fractions continues. Valeurs approchées à 10-11 près, par

défaut et par excès, d'un nombre réel par une suite décimale illimitée. /. ..

1975 B.O.E.N. N° 25 du 20 Juin 1974 (note du 28/5/1974):

XII - Notions élémentaires de topologie générale - Fonctions d'une ou plu-

sieurs variables réelles

... JO Définition du corps R des nombres réels. Caractérisations de R.

Le corps R n'est pas dénombrable. Nombres transcendants: définition, exis-

tence. Droite numérique achevée. Approximation d'un nombre réel par des ra-
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tionnels; fractions continues. Valeurs approchées à 10-1l près, par défaut et par

excès, d'un nombre réel par une suite décimale illimitée. 1..

1989 Première session du concours interne de l'agrégation, dont le programme complé-

mentaire, assez proche de celui du CAPES (cf. ci-dessus) pour les nombres et le

chapitre d'Analyse, ne mentionne aucune construction ni définition des nombres

réels. Il en sera ainsi jusqu'à la session de l'an 2000 .

2000 B.O.E.N. spécial N° 3 du 29 Avril 1999 (concours interne); "la" construction de R

est désormais explicitement admise:

10. Analyse à une variable réelle

a) Nombres réels et complexes. Corps R et C des réels et complexes. La cons-

truction de R étant admise. Suites convergentes, divergentes .../ 1
1 ... Toute

partie non vide majorée de R possède une borne supérieure. Toute suite crois-

sante majorée est convergente. Suites adjacentes . Droite numérique achevée.

Complétude de R: toute suite de Cauchy de R ou de C converge. Théorème de

Bolzano-Weierstrass: de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite

convergente. Développement décimal d'un nombre réel. Cas des nombres ration-

nels.l ..

1990 B.O.E.N. N° 23 du 8 JUIN 1989 (note du 30/5/1989) (concours exteme):

X Notions élémentaires de topologie générale, fonctions d'une ou de plusieurs

variables réelles.

2. Définition du COlpS R des nombres réels. Caractérisations de R. Le corps R

n'est pas dénombrable. Nombres transcendants: définition, existence. Droite nu-

mérique achevée: suite à valeurs dans R: limites, limites supérieures, inférieures.

Valeurs approchées à l 0-" près, par défaut et par excès, d'un nombre réel par une

suite décimale illimitée. Représentation des nombres réels en ordinateur. Ap-

proximation d'un nombre réel par des rationnels; fractions continues. 1 ..

2000 B.O.E.N. spéciaux N° 3 du 29 Avril 1999 et N° 4 du 2] Mai 1998 (concours ex-

terne).
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VI -Analyse à une variable réelle.

1. Nombres réels. Définition du corps R des nombres réels. Caractérisations de

R. Topologie de R. Structure des sous-groupes additifs de R. Droite numérique

achevée. Suites de nombres réels: convergence, valeur d'adhérence. Suites de

Cauchy. Complétude de R /... .../ Théorème de Bolzano-Weierstrass. !..

.../ Développement d'un nombre réel en base a. Nombres algébriques et trans-

cendants. Exemples. 1 ..

Par ailleurs citons quelques sujets récents de leçons d'agrégation:

Le corps des nombres réels: une construction et les propriétés fondamentales. Ap-

proximation des nombres réels.

Définition et propriétés de R .

Topologie de la droite numérique. Droite numérique achevée

Une construction de R et ses principales propriétés.

Une construction de R étant acquise, donner différentes caractérisations de R

Une définition de R étant choisie, en déduire les principales propriétés

Topologie de la droite numérique R et de la droite numérique achevée.

Une caractérisation de R (par certaines de ses propriétés) étant connue, en déduire

les autres.

Propriétés fondamentales de R.

Ainsi les nombres réels et leurs constructions ont été enseignés aux élèves des classes

préparatoires pendant une soixante d'années(1904 - 1963) et ont fait une brève apparition dans

les classes de mathématiques élémentaires, préparant au Baccalauréat, pendant 4 ans (1962 -

1967) alors que les programmes actuels en font l'impasse totale. Seuls les futurs enseignants

ayant préparé le CAPES au cours des 12 années 1973 - 1985 et l'agrégation depuis 1957 (ex-

terne seulement après 1989) auront pu se confronter aux difficultés de la création des nombres

réels.
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Arrêté du 22 janvier 1952

(Second Degré, l'r Bureau) o •• /
if

(Vu D. no 60-386 du 1-4-1950 modo p. D. 17-1-1952
p. A. 6-12-1950.) . A. 22-6~195Ô;moC1.

1

Objet Certific:at d'aptitu'de av professorat de l'enseignemen-t public du
second de,ré.

. '.""\'
a) Epreuves écrites.

F. - SECTION MATHEMATIQUES

1. - PartIe tltécrlque
. i\. ~1

/ ...
Il PremIère compOSition constttuëe par un ou plusieurs prOblèmes

(dUrée: 6 heures).
2) Deuxième comnos'tron, ecnstttuëe pc.r un ou plUSIeurs exercices

tels qu'tts peuvent ètre p:oposés aux élèves d'une classe du second degré
aes lYCées et collègeêl, et devant faire l'objet d'une solution ralllOnnèe
sC·.lI!gnllnt les mtthodes utilIsées et mggérant ceetatnes tétlexlons
Çrrdre général - telle Qu'elle POurrait être proposée aux élêvesen cor-
rigé oral de devoir - puis une rédact!on soignée, flgu.res ,comprises
(durée : li heures). .

Les épreuves écrites portent sUr le programme en vigueur dans les
classes du second degré. Toutefois, en ce QUI concerne la prrmtêre com-
position, la géométrie comprend également les compléments de géomé-
trie pure figurant actuellement en mathématiques supérleural (cr, ar.
rêté du 21 septembre 1941, titre VIII) •

b) EpreuvC8 orales .

11 Exposé (durée : une demI-heure environ, prépara,tian : S heutes).
2) Interrogation. sans préparation (durée: une deml-heu're' enViron',
L'exposé est rel MI! à une Question extraIte du programme .ne ma.

thématiques des el.a.ses de seconde, prem!ére, philOsophie, sciences ewê.
Itlmtntl\les et mllthématiQues.

L'Interrogation QUI complète l'exposé, peut porter en tOut ou partie,

..............
--..J

... /

TITRE IV

DES EPREUVES

ART. 1-'2.- Le concours ccmnrcnu deux par ttes
1° - Une partie théorIque comportnnu des épreuves écrites et une

épreuve orale ;

2° - Une part!e pratique dont les épreuves sont subtes dans 188
classes fréquentées par le candidat auprès de ses conseLlIerao.Jlédago.
glques. ,', , .'

La nature des épreuves varie suivant la spéc1allté. Leel~sement
des candidats est effectué r. j'Issue des épreuves de la partie théorique.

Les èpreuves pratiques donnent lieu à un rapport et à l'attrIbution
de mentIons : très bien, bien, a81!ez ble!'l ou pa5!8ble-.

ART, 13. - L~ épreuves du concours sont !Ixées comma suit dans
les différentes secnone. '

eolt sur des questions suggérée!! par l'expOsé précédent et ,QUI leur sont
connexes, soit sur des questions Indépendantes relattves à d'autres par.
tres du programme.

II. - Pllrtie pratique

Deux leçons d'une heure, faites dans deux classes différentes, ,l'une
du premier cycle, l'autre du second et suivies d'Un entretien avec le
candtdat comportant présentation de documents.

L'une dt" Ieçone comportera un eXPOSé, l'autre la correctton d'un
devoir ou d'une composition,

/ ...
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C.A.P. E.~. l",,~:r3)
Objet: Progrnmme rles épreuves écrites d or alr-s de la partie

théortnue du certificat fl'aptitmle au proressorat do
renseignement dn second degré (mathêmattques) .

a} Programmes des classes de second CHIc (lcs lycées classiques,
modernes et iec9J1iqucs. en vigueur durant l'année scolaire eù se
passe re concours, dans toutes les sections de ces êtablisserncnts

L-E'5 [\lInéa~ de ces programmes Qui sont, éventuellement, écartés
des epreuves du baccalauréat font pnrtte du programme du concours.

Les démonstrations que ces programmes rllspensent d'ense iguer
dans les cIRsses secondaires devront néanmoins être connues des
candida ts,

Les programmes des classes de seconde A, C, T, de première
et de terminale A, B, C, D, E ainsi que les oorutnentalres officiels
sur ces programmea figurent dans la brochure n- 61 Pg de n.N.RD.P.
tntttuléc « Horatres. Programmes. Instruct iona/Mnlhémat lques ïclasses
du second cycle) )J.

Les parües des programmes des sr-etrons P, G. II qui ne fon~
pas part.ie des programmes des sectiuns J\. B, C, D, E ont de
ddnilh~!'s dans les rubriques suivnntes.

--00

Serliolls F"
Prntique de la division de deux polynômes ordonnés suivant

11'5 puissances décrolssnntes de la variable. Cas parblculter de la
division par x-a. Condition nécessaire et surüsante pour que
fi soit racine de l'équation f (x) := 0, f (xl désignant un polynôme
entier.

Notions sur les incertitudes. Incertitude absolue et Incertitude
relat ive.

Incertitude relative d'un produit, d'un quotient.
Notions sur les abaques cnrtéstens. Echelles fonctionnelles. Ana-

morphose. Usage du papier logar\~hllliqtle.
Définition et l1S11ge des abaques ;\ points allgnéo.
Exemples slmples de construction d'abaques 11supports par allèlca

et. il supports concourants.
Cycloïde, épi et hypocycloïdes, développante de cercle, spirale

d'Archimède et spirnle Iogarühmlque : définition et tracés.
Exercices simples de calculs d'li ires. de volumes, de momenta

d'Inertie. DéterminaUon des centres de gruvité. Théorème de Guldin.
Moment d'inertie de la surface d'un' ~'ectangle par rapport :\

un axe de symétrie; moment d'inertie d'un cercle paf rapport à
ton centre, à un diamètre.

Détermination du centre de gravi lé d'lm arc de dernl-ccrcle, de
ln surface d'lm demi-cercle.

Géom~trle plane

Relations.
a b c

[1' = b' 1·C'-2bccosA; --- = --- = --- =
. - sin A sin B sin C

=2R;

z
o
r0-
c.
e
(..)
o

::.
:J
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No
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CIO

N!CIl
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-.J

ci,
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1
S = -hc sin A; S = pr

2
dan.~ un Iri:mgle donné.

Géométrie dans l'espace

Aire de la projection d'un polygone plan. Prismes et pvrnmldes :
sections par des plans parallèles au plan de base.

Surfaces cyltndrtques et surfaces coniques; plan tnngent.
Surfaces cylindriques et surfaces eontqnes de révolution.
Sphère. s.ymétrles. Plan tangent, Intersection d'une sphère ct

d'une droite. Posltlons relatives d'une sphère et d'un plnn : s-ettons
planes d'une sphère. Positions relatives de deux sphères. Intersection
de deux sphères.

Géométrie descriptive

Rnbatternent,

ç.
le
<")~

Rotation.'; autour dun axe verttcal et d'un axe de bout.

Prnjections d'un cercle.

Cônes et cylindres de révolution dont l'axe de révolution ,,~l
une frontale, plan tangent,contour apparent: sections planes par
un plan de bout, point COUTant. tangente.

'Les rubriques précédentes sont ext.raites des brochures n- 3r,1 Pg:
362 Pg; 363 Pg : 368 Pg: 367 Pg; 366 Pg; 365 Pg de n.N.RD.P .•

Sedion~ G ~t Il

A ritllméUq1Lc

Systèmes de numération. Bases de numération. Le système bi-
naire. Opérations artthruètiques en système binaire.

Famlltarlsation arec les systèmes à base huit, se!7.e...

Représentation des nombres à l'aide de code à forme hina ire.
Opérations à raide d~ nombres décimaux codés en binaire.

initiation à t« statistique

Séries stati!ltiquf's. Présentation d~ll documents statistiques: obscr-
vnt.inn, enregistrement et groupement des données. Tableaux n \1; 11(;-

riques. Diverse" représeuf.attons graphlques. Polygone et cour ne de
Irèqucncc, courbe cumulative.

Elt'menls Cllraet,;rist:q\le~ d'une sér ir statistique. Ml'di:1llf'.
moyennes. donrinantes. Evalual.ion cie la dispersion : quartiles. èrnrt
moyen arithmétique, rluctuatlou. écart type.

Ajllstcme/lt linéaire. Methode graphique, méthode des moyennes
dlscontlnues, méthodes des moindres carrés.

Notions SUT la corrélation.' DéflllÎt!on. Droite de règresston, CO\'lI-

l'lance, coefficient de corrélatlon linéaire



subdivision du système Pen deux classes ë : et !}.2 est telle que tout nombre de la

classe A] est plus petit que tout nombre de la classe A? et nous disons que la

division est opérée par le nombre a.

Par souci de brièveté et pour ne pas fatiguer le lecteur, je supprime les

démonstrations de ces propositions qui suivent immédiatement des définitions des

paragraphes précédents.

Mais en dehors de ces propriétés le domaine P possède encore la continuité,

c'est-à-dire qu'est valable la proposition suivante:

IV - Si le système P de tous les nombres réels se subdivise en deux classes

A 1 et!J:2 telles que tout nombre al de la classe !il est plus petit que tout nombre

a2 de la classe A2 , il existe un et un seul nombre a par lequel est opéré cette

division.

Démonstration: Par la division ou la coupure de P en !il et A2 est donnée en

même temps une coupure (41, 42) du système B. de tous les nombres rationnels,

définie par lefait que 41 contient tous les nombres rationnels de la classe !il et 42

tous les nombres rationnels restants, c'est-à-dire tous les nombres rationnels de la

classe ~2 . Soit a le nombre complètement déterminé opérant cette coupure (41,

,12). Soit maintenant p un nombre quelconque différent de a, il existe toujours une

infinité de nombres rationnels f situés entre a et p. Si jJ<a alors ç«:a , donc f

appartient à la classe 41 et donc aussi à la classe Bl et comme en même temps jJ<

f, ft lui aussi appartient à cette même classe Bl , car tout nombre de!i2 est plus

grand que tout nombre f de !il . Mais si jJ> a alors f> a, donc f appartient à la

classe ,12 et donc aussi à la classe :~2 et comme en même temps jJ> ...f , ft lui aussi

appartient à la même classe B2 , car tout nombre de !il est plus petit que tout

nombre f de !i2 . Donc tout nombre ft différent de a appartient à la classe !i~Zou à

la classe !i2 , selon que jJ<a ou que jJ> a ; par suite a lui-même est soit le plus

grand nombre de !il , soit le plus petit nombre de !i2 , c'est-à-dire que a est un

nombre et évidemment le seul par lequel est opéré la division de P en deux classes

Al et!i2, ce qu'il fallait démontrer,
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6. Calculs sur les nombres réels

Il s'agit maintenant de structurer le nouveau système R en lui adjoignant des opérations et des

propriétés de calculs prolongeant celles du système des rationnels. Dedekind traite le cas de

l'addition de deux réels (coupures) et vérifie la compatibilité avec l'addition de deux rationnels

mais il esquive le cas des autres opérations.

Pour ramener un calcul quelconque effectué sur deux nombres réels a et fi aux

calculs effectués sur des nombres rationnels, il ne s'agit que de définir à partir de

coupures (dl, d2) et (!l..1,!l2) opérées par les nombres a et fi dans le système P, la

coupure (Cl, C2) qui doit correspondre au résultat rdu calcul. Je me contente ici de

développer l'exemple le plus simple, l'addition.

Soits.. un nombre rationnel quelconque, rangeons-le dans la classe Cl quand il

existe un nombre e! dans 41 et un nombre 12Idans !ll tels que leur somme g) +12I:?

f:. rangeons tous les autres nombres rationnels ( dans la classe C2. Cette partition de

tous les rationnels en deux classes Cl, C2 constitue évidemment une coupure car

tout nombre (1 dans Cl est plus petit que tout nombre (2 dans C2. Si maintenant les

deux nombres a, fi sont rationnels, tout nombre (i contenu dans Cl est s: a +fi, car

a! :;;a , 121s: fi donc aussi at +121:;;a +fi: s'il y avait d'autre part, contenu dans

C2, un nombre ç.2 < a +fi. donc a +fi =..Jd.2+poù P désigne un nombre rationnel

positif, l'on aurait :

..(2 = (a- 1/2p) + (fi - 1I2p)

ce qui contredit la définition du nombre ..(2 car (a - 1/2p) est un nombre de 41 et (fi-

1I2p) un nombre de !li: par suite tout nombre çê contenu dans C2 est :? a +jJ.

Donc dans ce cas la coupure (Cl, ç.2) est produite par la somme a +fi. Pour cette

raison on ne va pas à l'encontre de la définition valant dans l'arithmétique des

nombres rationnels, lorsque l'on entend, dans tous les cas, par la somme a +fi de

deux nombres réels quelconques a, fi le nombre y par lequel est opérée la coupure

(Cl, C2). Si de plus un seul des deux nombres a, fi par exemple a est rationnel, on

se convainc aisément qu'il est sans influence sur la somme y = a +fi ' de ranger le

nombre a soit dans la classe dl soit dans la classe d2.

72



On peut définir de même les autres opérations de ce qu'on nomme l'arithmétique

élémentaire, à savoir la formation des différences, produits, quotients, puissances,

racines, logarithmes, et l'on parvient par cette méthode à démontrer effectivement

des théorèmes (par exemple V2xV3 = (6), que l'on a que je sache jamais encore

démontrés. /. ..

Puis il définit la notion d'intervalle de rationnels, d'intervalle "fini" (en fait "borné" au

sens actuel) dont il montre l'existence d'une borne inférieure (respectivement supérieure) qui

n'est autre que la coupure dont la première (respectivement deuxième) classe est constituée

des minorants (respectivement majorants) rationnels de l'intervalle initial.

Suit une définition "moderne" de la continuité d'un "calcul" à plusieurs variables à

l'aide d'intervalles et l'idée non développée que la notion de "valeurs-limites" serait plus

efficace pour alléger des démonstrations d'une "effroyable lourdeur" :

/. .. Ilfaut semble-t-il, s'attendre à des longueurs encore plus excessives, quand on se

préoccupe ensuite de transposer à des nombres réels quelconques les innombrables

théorèmes de l'arithmétique des nombres rationnels (par exemple le théorème

(a+lûs=a r;. + f2 fl .Il n'en est pourtant pas ainsi: on se convainc bientôt que tout

revient ici à démontrer que les opérations arithmétiques possèdent elles-mêmes une

certaine continuité. J'exprimerai ce que je veux dire par là sous la forme d'une

proposition générale:

"Si le nombre.i est le résultat d'un calcul effectué sur les nombres a, ft, y ... et si Â

est situé à l'intérieur de l'intervalle L on peut indiquer les intervalles 4, IL C ... à

l'intérieur desquels sont situés les nombres a, ft, r ...et tels que le résultat du même

calcul, où l'on remplace les nombres a, ft, y ... par des nombres arbitrairement pris

dans les intervalles 4, fl., C ... sera toujours un nombre situé dans l'intervalle L."
Mais l'effroyable lourdeur qui s'est attachée à l'expression d'une telle proposition

nous convainc qu'il doit se produire ici quelque chose pour venir en aide au langage,'

ce but est en fait parfaitement atteint si l'on introduit les concepts de grandeurs

variables, de fonctions, de valeurs-limites et le plus efficace sera certainement de
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fonder même les définitions des opérations arithmétiques les plus simples sur ces

concepts, ce que l'on ne peut pourtant pas développer d'avantage ici.

7.Analyse infinitésimale

Le dernier § de cet essai permet à Dedekind de démontrer le théorème de la limite

monotone (c'était un des objectifs précisés dans la préface !) . Le raisonnement est moderne et

très simple puisqu'il suffit de considérer la coupure (de réels) a dont la deuxième classe est

constituée des majorants de l'ensemble des valeurs prises par la grandeur variable croissante:

ce sera la limite cherchée. Il n'oublie d'ailleurs pas de mettre en évidence l'équivalence de ce

théorème avec la continuité du système des réels.

Puis Dedekind termine cet essai par la démonstration du critère de Cauchy,

démonstration élégante où toujours à l'aide des coupures (de réels) il définit les notions de

limite-supérieure (respectivement inférieure) de la grandeur variable: La coupure dont la

deuxième (respectivement première) classe est constituée des majorants (respectivement

minorants) des valeurs prises par la grandeur variable "à partir d'un certain rang" définit sa

limite supérieure (respectivement inférieure). La conclusion tombe ensuite par un

raisonnement par l'absurde: l'hypothèse que la limite-inférieure diffère de la limite supérieure

contredit la propriété de Cauchy.

C'est ici le lien avec les autres constructions de Heine et Cantor mentionnées par

Dedekind dans sa préface et que nous allons étudier plus loin.

Il faut encore pour finir éclairer la connexion existant entre les considérations

exposées jusque là et certains théorèmes fondamentaux de l'analyse infinitésimale.

On dit qu'une grandeur variable :! qui parcourt des valeurs déterminées

successives tend vers une valeur-limite fixe a quand au cours du processus, :! se

tient définitivement entre deux nombres entre lesquels a lui-même est situé ou bien,

ce qui est la même chose, quand la différence prise absolument tombe définitivement

en dessous de toute valeur donnée, différente de zéro.
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L'un des théorèmes les plus importants s'énonce ainsi: "Quand une grandeur -!

croit constamment, mais non au-delà de toute limite, elle tend vers une valeur

limite. "

Je le démontre ainsi: par hypothèse, il existe un et par conséquent une infinité de

nombres a2 tels que l'on ait toujours ,L < a2,je désigne par 42 le système de tous

ces nombres a2, par 41 le système de tous les autres nombres al, chacun de ces

derniers a pour propriété qu'au cours du processus on obtient définitivement ,L.:? al;

donc tout nombre al est plus petit que tout nombre a2 et par conséquent il existe un

nombrea qui est soit le plus grand dans 41 soit le plus petit dans 42 (§5.IV) . La

première possibilité ne peut se produire puisque :if ne cesse jamais de croître, donc a

est le plus petit nombre dans .42. Quelque soit le nombre al que l'on prenne,

finalement on a en définitive al <;L < a, c'est-à-dire que -! se rapproche de la valeur

limite a.

Ce théorème équivaut au principe de la continuité, c'est-à-dire qu'il perd sa

validité pour peu que l'on tienne pour absent du domaine P ne fut-ce qu'un seul

nombre réel ou pour le dire autrement si ce théorème est vrai, le théorème IV du

paragraphe est vrai.

Un autre théorème de l'analyse infinitésimale, également équivalent à celui-ci et

que l'on utilise encore plus fréquemment s'énonce ainsi: Il Si dans le processus de

variation d'une grandeur x, on peut toujours indiquer pour toute grandeur positive S

donnée une place correspondante à partir de laquelle -! varie d'une quantité

inférieure à S, alors -! tend vers une valeur-limite. ,,3

Cette réciproque du théorème facilement démontrable que toute grandeur

variable tendant vers une valeur limite, change finalement moins qu'une grandeur

positive donnée quelconque, peut être déduite aussi bien du théorème précédent que

directement du principe de la continuité. J'adopte cette dernière voie. Soit une

grandeur positive quelconque (c'est-à-dire S >0), il arrivera par hypothèse un

moment à partir duquel :if variera d'une quantité inférieure à /1', c'est-à-dire que si J:

possède à ce moment la valeur Q, alors -! sera dans la suite toujours> !L- 5 et < Q _

3 On reconnait le critère de Cauchy.
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5. Je laisse provisoirement l'hypothèse initiale de coté et ne retiens que le fait, que

l'on vient de prouver, cl savoir que les valeurs ultérieures de la variable x sont situées

entre deux valeurs finies que l'on peut indiquer. Sur ce fait je fonde une double

répartition de tous les nombres réels. Je range dans le système 42 un nombre a2

(par exemple Q+5) quand dans le cours du processus on a définitivement x ::;a2 ,je

range dans le système A.1 tout nombre non contenu dans t1.2,·si al est un tel nombre,

il arrivera infiniment souvent et si avancé que soit le processus, que a.> al. Comme

tout nombre al est plus petit que tout nombre a2, il existe un nombre a

parfaitement défini qui opère cette coupure (A.1, t1.2) du système P et que je

nommerai la valeur limite supérieure de la variable x qui reste constamment finie.

De même le comportement de la variable x opère une seconde coupure (l1.1, 1l.2)du

système P, un nombre JJI (par exemple Q - & est rangé dans ll.l quand au cours du

processus on a définitivement :! ~jJI , tout autre nombre jJ2 à ranger dans 1l.2à la

propriété qu'on n'a jamais définitivement :! ~jJ2, donc que:! est toujours infiniment

souvent <jJ2 ; le nombre jJ par lequel est opéré cette coupure sera dit la valeur

limite inférieure de la variable :! . Les deux nombres a; jJ se caractérisent

évidemment par la propriété suivante: soit e une grandeur positive, si petite que l'on

veut, alors on aura toujours définitivement :! <a+ s et a>jJ -(;; mais jamais

définitivement !<a -B ni a>jJ+B.

Deux cas sont maintenant possibles. Soit a et jJ diffèrent l'un de l'autre, alors on a

nécessairement a>jJ, car a2 est toujours> ft; la variable! oscille, et si avancé que

soit le processus, elle subit toujours encore des variations dont la valeur est

supérieure Li (a -jJ -2 B), où B est un nombre positif, aussi petit que l'on veut. Mais

l'hypothèse initiale à laquelle je reviens maintenant est en contradiction avec cette

conséquence; il ne reste par conséquent que le deuxième cas a = ft et comme l'on a

déjà démontré que si petite soit la grandeur positive B, on a toujours définitivement

:!<a+ B et a>ft -B, alors x tend vers la valeur limite a, ce qu'il fit/lait démontrer.

Ces exemples peuvent suffire à démontrer le rapport existant entre le principe de la

continuité et l'analyse infinitésimale.
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Bl Les suites de Cauchy: C. MERAY • G. CANTOR - E. HEINE

Parmi les publications qui traitent de la construction des nombres réels par les suites de

Cauchy, nous avons choisi de présenter des extraits des textes de Charles Méray (1835-1911)

qui fut le premier à publier en 1867 un « développement arithmétique des systèmes de

nombres» puis approfondit sa théorie dans diverses publications.

Karl Weierstrass (1815-1897) a publié en 1872 une construction des nombres réels,

imaginée dès 1863, qui fait appel à la notion d'agrégat, notion qui ne nous est pas familière et

rend ses textes difficiles à étudier.

Georg Cantor (1845-1918) à l'occasion de l'étude des séries trigonométriques cherche à

préciser la nature des nombres; il publiera en 1883 un mémoire sur la théorie des nombres

irrationnels mais avait, dès avant, inspiré le travail de Heine et la publication de l'article cité

ci-dessous.

Edouard Heine (1821-1881), élève de Cantor, expose en 1872 dans le journal de Crelle « Die

Elemente der Functionlehre » ce que nous appelons la théorie de Cantor-Heine. Sa

présentation est proche de celle de Méray, les notations sont toutefois très différentes et les

extraits suivants (traduction de J.P. Friedelmeyer et de M.Guillemot - lREM de Toulouse) de

son introduction précisent son objectif:

Le progrès de la théorie des fonctions est entravé fondamentalement par le fait

que, même certaines propositions élémentaires, bien que démontrées par un savant

plein de finesse sont encore aujourd'hui mises en doute, de telle sorte que les

résultats d'une recherche ne sont pas jugés partout comme étant corrects, lorsqu'ils

s'appuient sur ces propositions fondamentales indispensables. J'en trouve

l'explication dans le fait, qu'à la vérité, les principes de Monsieur Weierstrass se

sont propagés tout seuls dans de vastes cercles, directement par ses leçons et autres

communications orales, indirectement par des copies de cahiers écrits d'après ces

leçons, mais qui n'ont pas été publiés dans une version authentifiée par lui même de

sorte qu'il 11 'existe aucun endroit où l'on peut trouver les propositions développées

systématiquement. Mais leur vérité repose sur cette définition non totalementfondée

des nombres irrationnels par laquelle des représentations géométriques, par exemple

la génération d'une ligne par le mouvement, ont semé le trouble et la confusion. 1 ..

.../ J'exprime mes remerciements en particulier à Monsieur Cantor, de Halle,

pour ses communications orales qui ont eu une influence considérable dans la
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réalisation de mon travail. J)I ai emprunté l'idée que les nombres généraux

s'introduisent à l'aide de ces suites particulières convenables que j'appellerai ici

suite-de-nombres /. ..

..../ Monsieur Cantor trouve la justification de cette façon de considérer une

grandeur-de-nombres comme introduite par des suites en ceci qu'il est possible

d'établir les concepts d'égal, de plus grand et de plus petit.

Si je ne veux pas m'en tenir aux rationnels positifs je ne réponds pas à la

question: qu'est-ce qu'un nombre? en définissant un nombre abstrait qui

introduirait les irrationnels en quelque sorte comme limites dont l'existence serait

présupposées. Je me place, pour la définition, sur un plan purement formel en ce

sens que je qualifie de nombres certains symboles explicitement connus, de sorte

que l'existence de ces nombres ne pose pas de problème. Une importance capitale

est accordée aux règles opératoires et le symbole-numérique doit être muni d'un

apparat tel qu'il assure un soutien aux définitions des opérations !...

..../ et on élargit la définition des opérations de manière appropriée, de sorte

qu'elles fournissent encore un résultat pour les nouveaux symboles alors que pour

les anciens elles rendent le précédent.

Nous allons suivre Méray dans sa démarche pour clarifier la notion de nombre réel (le

texte en annexe a paru en 1869 dans la revue des sociétés savantes.)

1) Méray énonce deux principes:

« 1.Une quantité variable v, qui prend successivement les valeurs en nombre

indéfini

tend vers une certaine limite, si les termes de cette limite vont toujours soit en

augmentant, soit en diminuant, pourvu qu'ils restent dans le premier cas inférieurs,

dans le second supérieurs à une quantité fixe quelconque.

2.La variable v, définie comme ci-dessus, jouit encore de la même propriété

si la différence vl1+p-vn tend vers 0 quand 11 augmente indéfiniment, quelque relation

qu'on puisse établir entre n et p.

Jusqu'à présent on a regardé ces propositions comme deux axiomes»
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On reconnaît dans ces deux principes:

10 Les théorèmes sur les suites croissantes majorées et décroissantes minorées.

2° L'énoncé du critère de Cauchy pour les suites.

n Toutefois en les examinant avec attention, j'ai reconnu qu'on peut ramener la

seconde à la première, dont le caractère d'évidence est plus prononcé, et même

finalement qu'il est possible de se passer de l'une et de l'autre. En procédant de cette

manière, on suit, il est vrai, une voie plus détournée, mais elle est plus sûre, et on

échappe à la nécessité d'introduire dans le raisonnement la conception assez

obscure de nombre incommensurable. C'est ce que je me propose d'exposer aussi

brièvement que le commande la nature élémentaire et aride d'un pareil sujet. "

II) Il montre alors que dès lors que l'on admet le principe 1., le principe 2. est vrai.

Pour ce faire, il suppose que vlI+p-vn a pour limite 0 pour tout p puis il montre

l'existence de deux suites l, et L, 'adjacentes' au sens moderne, telles que lk <v, <L, pour tout

n>k.

Ces deux suites ayant une limite commune À, il montre ensuite que limite ( À- Vil) = 0 .

"Je commence par la démonstration du dernier principe; ce point n'est pas sans

intérêt, surtout si l'on n'adopte pas les idées que je proposerai tout à l 'heure. On

n'oubliera pas que j'admets en ce moment l'exactitude de l'autre proposition.

10 Quel que soit le nombre n il existe deux quantités lk , L, telles que l'on

a: lk < VII < L, pour toute valeur de n supérieure à k.

En effet, si la limite supérieure L, n'existait pas, v" pourrait être rendue plus

grande que toute quantitée donnée, et il serait possible de choisir successivement et

indéfiniment les nombres k', k:", k' '... de manière à obtenir:

vk' > Vk +a, vk" >vk' +a, Vk'" > vk" +a,... où a désigne une quantité positive

quelconque. Or on en conclurait, contrairement à l'hypothèse, qu'en attribuant à n

les valeurs successives k, k:', k ", k:' ". .. , qui croissent à l'infini, et à p les valeurs

correspondantes k'-k, k'<k', k'<'<k:", ... la différence vn+p - VII conserverait une valeur

supérieure à a.

L'existence de lk s'établit de la même manière.

2°Quel que soit k, on peut, sauf à prendre Il suffisamment grand,

supposer à la fois (1 Il> t. et t., s lk) ou a,et, et L" < lk)
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sinon en effet, concevons deux quantités l', L', dont la seconde surpasse la

première et qui satisfasse à toutes ces conditions c'est à dire telles que l'on ait :

lk < l '<L' <L, quelque valeur de v que l'on considère, il en existera de rangs

plus éloignés qui seront les unes égales ou supérieures à L', les autres égales ou

inférieures à l'; car autrement on pourrait prendre soit Ih = l' , soit L, = L '. Ainsi on

peut trouver un nombre h assez grand pour avoir v" è: L " puis un autre h ' > h qui

fasse v". S'l', puis un troisième h "> h ' qui ramène à la première inégalité v",. è: L'et

ainsi alternativement jusqu'à l'infini.

Il arriverait donc, contrairement à l'hypothèse, que la différence vn+p - v,

conserverait une valeur numérique au moins égale à L '-l' pour les valeurs infiniment

croissantes h, h ', h ", ... attribuées à n, et les valeurs correspondantes h '<h, h "<h',

h "'-h ", ... imposées à p.

On pourra ainsi assigner successivement à v deux premières limites IhO' LhOpuis

deux autres 1"1,Lh1' renfermées (l'une au moins) dans l'intervalle des précédentes,

puis deux nouvelles 1"2 , Lh2 ' encore plus rapprochées que celles-ci, et cela

indéfiniment.

3°Si les termes de la suite lho, 1"1 , lh2 , •• ne finissent pas par conserver une

valeur constante, ils tendent nécessairement vers une certaine limite.

Il en est de même pour ceux de LhO,Lill' Lh2' ....

car alors les premiers vont toujours soit en augmentant sans pouvoir surpasser

L"o , puisqu'ils sont inférieurs à des valeurs de v, elles même inférieures à L"o . Les

derniers diminuent sans cesse en restant de même au dessus de IhO , et on peut

appliquer à ces deux suites l'axiome 1.

Nous nommerons l, L les limites de ces suites ou hien les valeurs constantes que

leurs termes finissent par conserver. Cette dernière particularité ne peut pas avoir

lieu pour toutes les deux à la fois. (2°)

40 les quantités I,L sont égales

Car autrement on aurait 1 < L , et la considération de deux quantités l', L',

choisies de manière à satisfaire aux conditions 1 < l' < L' < L amènerait comme ci

dessus ( Z"), à trouver pour n des valeurs croissant à l'infini et pour p des valeurs

correspondantes qui maintiendraient la valeur numérique de vn+p - VII au moins égale

à L '-['.
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5°La variable v converge vers A valeur commune de l, L.

En effet les quantités A -l"i ' A-Ln; sont infiniment petites, et par suite aussi leur

différence L,ti-Ill;' Or en valeur absolue celle ci surpasse À-v" ' donc cette dernière a

pour limite zéro.

Maintenant faisons croître n indéfiniment d'une manière quelconque, on a:

/I,-vlI = (/I,-vn) +(v
lli

- v,J

où on peut supposer n; supérieur à n, et où par suite, en vertu de l 'hypothèse admise,

VIIi - v, est une quantité infiniment petite. Donc comme on voulait le prouver, VII

converge vers une certaine limite /1, .

Une fois démontrée pour les quantités réelles, cette proposition s'étend d'elle

même aux quantités imaginaires.

III) Ce paragraphe, intéressant à lire en entier, pose le problème de l'existence de la limite

obtenue grâce au premier principe.

Revenons au premier principe. Toute méthode propre à constater l'existence

d'une quantité remplissant des conditions déterminées repose essentiellement sur

quelque procédé à l'aide duquel on pourrait calculer d'après les données la valeur

même de cette inconnue. Or les notions fournies par notre axiome sur la nature de la

variable ne permettent pas à elles seules de découvrir la valeur de sa limite; donc

elles ne suffisent pas non plus à en établir l'existence. Et l'axiome lui même devient

inutile dès qu'il s'agit d'une variable dont les données accessoires de la question

permettent de calculer la limite. Dans ce cas, en effet, on a que faire de savoir que

l'existence de la limite tient à ce que la variable se modifie progressivement de telle

ou telle manière.

Mais, en outre, n'est-ce pas se contredire soi même que de vouloir rattacher

l'existence analytique d'un objet à une hypothèse qui ne l'assujettit à correspondre à

aucun nombre, et qui, partant, ne lui confère pas le seul titre auquel il soit permis de

l'introduire dans les calculs? Je suis porté à le croire et à attribuer précisément à

cette cause la difficulté qu'on éprouve toujours à approfondir la notion de quantité

incommensurable.

Ainsi la théorie dont nous nous occupons repose encore sur une vérité qui sera

toujours précaire et sur une notion qu'il ne parait pas bien facile de préciser. Mais
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les énoncés actuels dissimulent des propriétés spéciales des nombres proprement

dits; Il suffira de les en extraire pour tourner ce double obstacle. C'est ainsi qu'il a

fallu procéder pour ressaisir la véritable nature des quantités imaginaires oubliée un

instant dans le développement rapide de cette admirable conception.

IV) Méray se propose alors de définir les irrationnels : Il appelle nombre un rationnel et

définit les 'variables progressives' qui sont des suites infinies.

Si une telle variable progressive admet un nombre V pour limite alors (vni-P-vn) a pour

limite 0 lorsque n tend vers l'a) et ceci pour tout p de N.

Si la variable n'admet pas de limite mais si toutefois vll+p-vntend encore vers 0 on

dira, par analogie, que cette suite est convergente bien qu'elle n'ait pas de limite

"numériquement assignable".

Il définit alors l'équivalence de deux variables convergentes.

Le nombre réel est alors construit: c'est, avec un vocabulaire actuel, une classe

d'équivalence de la relation définie précédemment sur l'ensemble des suites de Cauchy.

Dans le cas ou les deux suites (de Cauchy) u et v ne sont pas équivalentes, leur

différence est une suite de Cauchy et est donc convergente au sens de Méray.

Je réserverai maintenant la dénomination de nombre ou quantité aux entiers et

fractions; j'appellerai variable progressive toute quantité v qui reçoit successivement

diverses valeurs en nombre illimité.

Soit VII la valeur de rang n de v: si n croissant à l'infini il existe un nombre V tel

que, à partir d'une valeur convenable de Il, V - VII reste inférieure à une quantité

quelconque aussi petite qu'on puisse le supposer, 011 dit que v a pour limite V, et on

voit immédiatement que vlI+P - VII a pour limite zéro , quelle que soit la loi de

croissance simultanée imposée à n et p.

S'il n y a point de semblable nombre, il n'est plus permis, analytiquement

parlant, d'affirmer que v a une limite; mais si dans ce cas la différence Vlli-p - V
n

converge vers zéro, la nature de v offre une ressemblance extraordinaire avec celle

des variables réellement douées de limites. Il nous faut un terme spécial pour

exprimer la propriété remarquable de cette différence dont il s'agit: je dirai que la

variable progressive v est convergente, quelle ait ou non une limite numériquement
assignable.
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L'existence d'une limite pour une variable convergente rend facile l'énonciation

de certaines de ses propriétés qui ne dépendent point de cette particularité, et qu'il

serait souvent beaucoup plus incommode de formuler directement. On conçoit donc

qu'il soit avantageux, dans le cas où il n y a point de limite, de conserver le langage

abrégé propre à celui où il en existe une,' et pour exprimer la convergence de la

variable, on dira simplement: elle a une limiter fictive)

Voici un premier exemple de l'utilité de cette convention: si m, n augmentant tous

deux à l'infini, la différence u; -Vn de deux variables convergentes tend vers 0 pour

une certaine dépendance mutuelle entre ces indices, on prouve aisément qu'elle reste

infiniment petite pour toute autre loi; je dirai alors que les variables u et v sont

équivalentes, et on voit de suite que deux variables équivalentes à une troisième le

sont entre elles. Quand u'" -v, ne tend pas vers zéro on prouve que cette différence est

convergente et reste équivalente cl elle même, soit que la relation de m à n vienne à

changer soit que l'on remplace u, v par des variables respectivement équivalentes.

Maintenant supposons que u, v aient des limites U, V: si u .v sont équivalentes U,

V seront égales, sinon U-V sera la limite de Um -vn, et son signe celui que cette

quantité finira par conserver. Supposons, au contraire, que u, v n'aient de limites

(numériques) .' il Y aura avantage à dire toujours (au figuré) qu'elles ont des limites

égales, si elles sont équivalentes, sinon que la limite (fictive) de u est supérieure ou

inférieure cl celle de v, selon que li-V finit par rester positive ou négative.

Pour préciser la structure de R il suffit de lire maintenant le paragraphe intitulé

'Nombres incommensurables' du 'Nouveau Précis d'Analyse Infinitésimale' du

même Méray. Méray appelle ici 'variante' une suite à un ou plusieurs indices et la

lecture du paragraphe sera plus aisée en remplaçant vm,n,..par v
m

•

Nouveau Précis d'analyse infinitésimale

Charles Méray

Nombres incommensurables
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4. Nous nommerons convergente toute variante vm•n. telle que la différence

vm+pfl+q ...- v"'.1/soit, quels que soient p,q, ...inférieure à une variante infiniment petite,

aux indices m.n ..:;ou bien, plus brièvement, telle que cette différence tende vers 0

pour m.n ..infinis quels que soient p,q, ...

Par exemple sont convergentes:

10 les variantes pourvues de limites. Car vm+p.ll+q.-vm,lI.

v"'+PI1+q.Jdifférence de deux quantités infiniment petites.

JO Les variantes finies qui, à partir de certaines valeurs des indices, vont

toujours, soit sans croître, soit sans décroître (algébriquement parlant). On le vérifie

sans difficulté,

(V-vm•ll.J - (v-

5. Deux variantes vm,fI... ' v'm',II...sont équivalentes quand leur différence Vlll,tl. -

V 'm',n', considérée comme une variante aux indices rn, n...m' .n', ...est infiniment

petite. Quand l'une est pourvue d'une limite, l'autre converge nécessairement vers la

même quantité.

Cela posé, on démontre facilement ce qui suit:

la somme, le produit (un produit de puissances) d'un nombre déterminé quelconque

de variantes convergentes et de quantité invariables, est une variante convergente

qui reste équivalente à elle même quand on substitue aux variantes proposées

d'autres qui leur soient respectivement équivalentes. De même pour un quotient dont

le diviseur n'est pas infiniment petit,

6 ..../ Toutefois, on peut convenir de dire au figuré qu'une variante tend vers une

limite fictive incommensurable, quand elle est convergente et n'a point de limite

numériquement assignable; que les limites incommensurables de deux variantes

convergentes sont égales quand celles ci sont équivalentes; que la somme le produit

.etc .., de variantes convergentes a pour limite (véritable ou fictive selon le cas) la

somme, le produit, etc, de leurs limites commensurables ou incommensurables. 1..

Telle est pour nous la nature des nombres incommensurables; ce sont des fictions

permettant d'énoncer d'une manière uniforme et plus pittoresque des propositions

relatives aux variantes convergentes.
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7. Une variante convergente non infiniment petite finit par conserver un signe

déterminé. Car il existe par hypothèses une infinité de combinaisons de valeurs de

m,n ... qui rendent v""lIsupérieure en valeur absolue à un certain nombre fixe 5.

Donnons à m,n ... de semblables valeurs qui soient en même temps assez grandes

pour que v"'+PII+q.-V",.II,.soit numériquement inférieure à àquels que soient p,q, ..

Comme vm+p,n+qest égale à v/ll,n..+(vm+fJ.n+q..-vm.II); cette quantité conservera

nécessairement quels que soient p,q, .., c'est-cl-dire pour tous indices égaux ou

supérieurs à m,n, ..le signe de V"'.n,

D'après cela, si deux variantes convergentes sans limites commensurables

v"',/I,.>V'm',/1 ',. ne sont pas équivalentes, leur différence vm.n.i;" V 'm ',/1 ', ..finit par conserver un

signe déterminé. Selon que ce signe est + ou - , on dit que la limite incommensurable

de la première est supérieure ou inférieure à celle de la seconde.

De méme on dira qu'un nombre commensurable a est supérieur ou inférieur à un

nombre incommensurable défini par la variante VIII,/1,selon que a - vm.
ll
jinit par être

> 0 ou < O.

Si, en valeur absolue, cette différence finit par rester inférieure à s; a se nomme la

valeur du nombre incommensurable approchée à li près , par excès dans le premier

cas, par défaut dans le second.

On peut assigner à tout nombre incommensurable une valeur approchée à moins

d'une quantité donnée quelconque è/, si petite qu'on la suppose.

Soit en effet la variante convergente correspondante et prenons m,n.: assez

grands pour qu'au delà vm+p,n'q,..-vm,II,.reste en valeur absolue inférieure à ~ S.
quels que soient p,p, ..

De l'identité vwP.tI+q.~ V""n,.+(Vm+p,lIlq,..-Vm,n), on tire quels que soient p,q, .. :

(1'",,11,.+ ~ 5) - vm+p,lI+q,.>Oet < 5 " (V"'.II,.-125) - vm+p,n'q,.< 0 et en valeur

numérique < b' donc V""II.+~ 5, Vm",- 12 àsont des valeurs approchées à 5près du

nombre incommensurable dont il s'agit. l'une par excès, l'autre par défaut.
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3) La Construction des Réels dans les programmes officiels

Nous avons recherché dans les Bulletins Officiels de l'Instruction Publique de 1900 à

1932 (entre 1932 et 1944 la parution des B.a. est interrompue et il faut se référer aux J.O.),

puis dans les Bulletins Officiels de l'Education Nationale de 1944 à 1999 quelle était la place

de la construction des nombres réels dans les concours de l'enseignement des mathématiques

(Agrégation - Capes), dans les concours d'entrée aux grandes écoles et les programmes des

classes préparatoires ainsi qu'au Baccalauréat (scientifique).

A) Le BACCALAUREAT
Le décret du 8 Août 1890 ( B.O. du 16/8/1890) substitue aux baccalauréats ès lettres, ès

sciences et "ès sciences restreint" un baccalauréat unique de l'enseignement secondaire classi-

que dont les épreuves se déroulent en deux parties séparées d'une année; le baccalauréat de

l'enseignement secondaire moderne est créé par lm décret du 5 Juin 1891. Après la réforme de

1902, les programmes de mathématiques de la classe de Mathématiques élémentaires (ou

Mathématiques A) préparant le baccalauréat "deuxième série" (Lettres, Mathématiques)

n'évoluent pas beaucoup pendant la première moitié du siècle en ce qui concerne l'Analyse et

les nombres réels. Notons que la classe de Mathématiques élémentaires existera jusqu'en 1966

et deviendra Terminale C à la rentrée 1967 puis fusionnera avec la Terminale D pour donner

la Terminale S à la rentrée 1994.

Les chapitres concernant les nombres traitent essentiellement de questions d'arithméti-

que (opérations, divisions d'entiers, P.G.C.D., P.P.C.M., nombres premiers ...), des opérations

élémentaires sur les fractions et nombres décimaux, de calculs sur les valeurs approchées (dé-

cimales) et d'extractions de racines carrées. On trouve même au début du siècle (cf. B.a. du 7

Juin 1902) 1 le système métrique et la mesure des grandeurs (rapport de deux grandeurs de

même espèce), la règle de trois, les calculs d'intérêts et de rentes!

Une réforme est prévue en 1938~39 (J.O. du 11/10/1938) mais ne sera jamais appliquée

pour cause de guerre. Les arrêtés du 18/8/1944 et du 15/9/45 renvoient aux programmes de

1931 (Arrêté du 1/6/1931) et 1925 pour le second cycle.

1 Les photocopies d'extraits des textes principaux sont regroupées à la fin de ce paragraphe A .

87



Il faut attendre, après la réforme des classes préparatoires de 1956 (cf §B), l'année 1962

pour que les nombres réels et leur construction soient mentionnés dans les programmes du

Secondaire.

1962 La nécessité d'une construction des nombres réels apparaît dans l'arrêté du 6 Mars

1962 qui fixe le programme de la classe de mathématiques (rentrée 1962) prépa-

rant au baccalauréat (math-élém) et qui restera en vigueur jusqu'à la rentrée 1967 :

§4. Notions sur les nombres réels : "Nécessité d'une extension de la notion

de nombre. au-delà des rationnels; indications sommaires (à partir d'exemples)

sur un mode de construction des réels, sur la définition des opérations élé-

mentaires les concernant, sur leur comparaison. 1. . ./ Structure de

corps/ .../Correspondance entre les nombres réels et les points d'une droite mu-

nie d'une origine et d'un vecteur unité.".

1965-67 Le décret N° 65-438 du 10/06/1965 réorganise l'enseignement du secondaire et

définit les nouvelles sections de la Seconde (A-C- T à partir de la rentrée 1965), de

la Première (à partir de la rentrée 1966) et de la Terminale (A-B-C-D-T à partir de

la rentrée 1967). La classe de math-élem devient ainsi la classe de Terminale C

et l'Arrêté du 8/06/1966 qui fixe son programme de mathématiques supprime toute

construction des nombres réels tout en précisant:

" Nécessité d'une extension de Q. Exposé sans démonstration des propriétés

des réels. Les réels forment un corps commutatif ordonné. Valeurs absolues,

propriétés relatives aux sommes, produits, quotients".

1971 L'arrêté du 14 Mai 1971 allège à nouveau la rubrique "nombres réels" puisqu'il n'y

subsiste plus que: " Inventaire (sans démonstration) des propriétés de R .' C'est

un corps commutatif totalement ordonné,' toute partie non vide majorée admet un

plus petit majorant - tout intervalle de R contenant plus d'un point contient un ra-

tionnel .". Notons que dans ce même programme le corps C des nombres com-

(a -bJplexes est construit comme l'ensemble des matrices réelles de la forme b a .

De plus la circulaire du 26 Juillet 1971 qui commente ce programme précise bien
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que: " Toute construction ou partie de construction de R est hors programme"

tout en fixant l'orientation suivante:

... / "Donner aux futurs bacheliers les bases mathématiques solides et fécondes

qui leur permettront d'aborder tels ou tels de ces domaines particuliers conduit

à leur dispenser d'abord un enseignement général et de ce fait tourné vers

l'abstraction. Ce serait toutefois, une erreur de penser que, seules, comptent

l'acquisition des concepts, la construction de théories à partir d'axiomes au

choix habile ou laborieux.' la science mathématique ne peut se passer d'utiliser

des techniques, qui doivent faire, dès lors, l'objet d'un enseignement et d'un

entraînement. Il 1...

1983 A partir de l'arrêté du 9 Mars 1982 qui fixe les programmes des classes de 1ères

(rentrée 1982) et de Terminales (rentrée 1983) il n'y a plus de construction d'en-

sembles numériques (à part une "présentation du corps des nombres complexes _

dont une construction détaillée n'est pas souhaitable" !).
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Aur. 'i, 1k~ IIIIHI i(j(';d iOlls pOlllTonl NI'(' ;1ppol'l,"I's da I\S la "':p" \1i-
!ionîIH'I,d(llll;lIbi r n (],,~ di\,l,rHr" malii,lf's dn l'lIn~pig-nl'lItent: packs
olu'l';;;d',"lal,)jsS\'III';nl, ,;lfi ...·,~ lI\i~ dd :lssf'ltlbl,:/'s d(' "prnfr'"~"-llrf;, ..1
<lITC ]';,tlln!'is;liioll "" 1'1,,'1"111', 'i ;

AI\T,:i. 1)P IlCiIII 1';IIH, ç'q1",jgllC;Hl/~lllh ; pourront (\11'1' (T, T5 pa l' 1<-3
recleurs , ;Ifi!"'.' :1\ is tic, assemblées d" professeurs el. des \'01l51'i15

d'adJilillisll':llioll, ,hlIS ks lyc,'lI's 'lui 1'I'('CVI'OIlI, um: sul» cutiou li xr:
de l'El'Il pour la dl:p\'IISe dc l'cxturnul.; dans les aulres , par. h< ~li,
uislre , S li!' h jlmposil.i1.lIl, rtl's l'I:cleu rs, ;,l\l!,l,.~1 il\i~ ÙI,,~ ,il 551'11t1~\\'TS\ de
prof"ss('lll'S, • ,
:':"P(~lll'kf,\ollt'g"" ,('(l'I1~rirlll\a\lX, Il's propl~5ii,ioliS ROUllli~d rJlll' 'l,':'
J'~cicllrs :III \ 11111111"11/:1111,18 l'II \ ,Pl dl: 1;1 ('1'1';111011 d,! 11011\";\\1:\' !lI,l,SI',I'

, . 1 1

gIlCIII':lils S('I'OIlI ill'COIIII":IfIIt",f'S dl~ !'<lI'is (1i'~"';lssclltl)]{'('S (jp"pl'O-
fC3S!' li l'S, '1 '

" ",1·
- -,----·-'"!·--- .....T- +-----....---.-..,. ~.-.........,~----~...."..--

lH"{li l,c~ j'·l;·\·(,:-,;Huron'! 1.; 1':1('1111/· ~!.;dlfli:itt' ln d~strillllLinn d("! n'" (kll,( da5~j:~,
(":} 1 s1~ dp.o;;si Il d'l) f'lIr:llII'nt s('nt 'r(l~1Jltld if.
(:1) 11I'!lrp~ pnur Il~ dc~_"iti gl\ù"l(:{ri~rrw.

,d,,\'" Cc, Sl)llr~ ..e(l\"" ".(jrclllll;\J,!I~,ri,~(j5 d""~ k çl\UP dl' 5,;iflW".~ IInllll'lI,!i",' ,l'<l''''
lt~5 .~erli~HIS ch- '1l"llu~.l1In,i~flwS A ",'1 1; ,cl pOlir Ips ({nuire ~:wdifl!l'" d,~ 1'1Iitos()i'I,i(~ ,,1

·'i!ch;"lhi',rilrili'f<lil;, l''''''I''~ l'il~',,'d;llll~'~I"'onl nj,,'nic': Uh'j ;/"'0111 rllil," "" /1"1"",,
"\!Jj,,f"'11'1 (h,ëri""t',;~"tlaJIJI:,'!I,,,'i'I'Il\\l' ,k""ydiol\' d,: !,J.i'~~~"l'hi,' ,\ Pi 1:,.10/"'1""
It,~ "'dinn:; o.;fl"OIl! ~('Tari~(,-.;, . ,

<:1,\'-;'-;1: Ill': ~L\TIII';~L\TI!!IJJ-,,'-i.

SECTIO'lS \ ET B,

\1 \rllr:\I\TII)I'FS (K "\'II!'ISj,

! 1 i'l, ",,:, ;'l'il''
~ III 'H']';.1 il III (1 ("!' i Il 1;lll~.

0'\
NI
Ç>Q
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A"dilioll, 5,,,,,II';lI'lil)ll Illuliil'Iic;dil)ll d di\isioll di',,> 11111111>1"" \'lIli"I,',
']'I"',,,,-,"II"'S f"lId'II11Cltl,\U.\ "(Jllccnl""II'(,~ opcrnliuns. EXl'lil';ili!l1l dt;s n',~j,.s
1"';di'I"I:S 1'''111' ,,11",1111'1' lr-s "1'<'c:lliol1,',

('II '!!'. ('hlln~,' P'" l,' rr-st r- d'llIlI: sonune , d'III1C:dilh'l'CII"O" d'ull jlroduil,
Cil ,mgnll:III'\lll "" "II rl iminunn t 1111 J\'rlll(, "u lin r"('\~lIr rl'un lIutllil'lc dll
diviseur. !lesles .le 1" d ivis io n d'lIl1 Illlllibre enlier p"I' 'l, ;'. 'l, 2G, 1->, 1:1;1,

~1,:1. Cal'act<'l'cs dc l'ivisillililé 1"'" chacun d" l'CS nomhrr-«.

l'ills gr~lld ('01111'''111 di,iseut' (Jt, dcux IIU plusieurs uumbrus. NIlluhtl,s

Il'''llIi,'I'' "111", ,'11\ ()11 lle.c1,,",~() l'''' l,: plus grand ("1I111l1l11l diviseur d,:
d<'llX lJIIIIIJ,n's l'II 1I11r1lil'liaul ou ',en divis'IllL I'uu d\'I1\ par 1111IlOtH!Jn'
l'n'l11il'l'' 1',,,>11"', '1'11111 IIl)lIdll'c 'l''; di, isl' uu pruduit .1" ,j"I1,\ l',l('lcul's el
I[lli ,,,1 1"Tlld"r " 1'1111 tic cr-s f;]"II'll1'S di,ise l'autre. Le pl'oduil d,,' dell\
Ilolnlll"t'c; pt'l'Ini!'r~ Ù \11111'(lisi\'~ill!' noorhn' {-st p!'Clltj!,l' il ce dCf'lIif1l' rH)III'~r(',

PlllS 1',,1;1 couuuuu Il,,''tipi!: de <I<lll" 011 plusieurs nornhro« .

Ildilliti(lT\ el liI"I,,'idl;s ,':IélJII,"laire, des 110,1,1'1'1'5 1'1', Illiers, ])"'-'""-
I,,'silion dun 1111111111'(' enlier en un l'r'"I,-,il de [01.-1., \II', l"l,,"iel',~, Cclle
dl'composition Ill' petll scffccluer 'lue d'une sen le ra 1;0 Il , COIIIIl()~ililln du
1'11I~ gralld (111111111111 divisrur d du plus pelil couuuuu 1I1't!'il,(" de deux 'Hl
plusieur« 11I)II,I'I'I;S deC(llllpO;l'S CIl fadeurs premiers.

1"I';trfiOIlS;lll'din"ir,'<, 1\,',.lII.-[ill" .I'ruu: l'r;tdiu/I il sa 1'1"" sillll'k "'1""5
si,,", ,- J\"d"dj,," dl: l'11I;iclIl'-' fradiUlls ait ltIèlll\' d('IlIlIlIÎIl,dc\ll'. -- l'llls
[1l'lil d"IIOIIdn:llelir ""1111111111. ,-- 0p"l'IIliulls SIIF h's f'l'aciÎOIl; ol'dinail'I's ;
exll'nsioll il C"S "1,,"ralil)/l5 des l'mpositiolls fundnlllclIl<lles V'I!I'CI'II<lnl. Jes
01";l'alioIl5 SHI' ",' I!otllbres l'Illiers. -1~xk.llsiull tIc la !!Jéllri,' '111\ l'rad iOIl S
dllnl lf's dl'llX 1."11111'5 '" Il 1 dpô rn.-li"lls "rdillilirl's, - NOIIII,!'t's d"cillHI\I\,
--- ()pl'T:diuilS (C'II [·ollsidt.'l'ald Ic's rri\clions df'('iI11;dc''i ("t'II11Ht' ('(\S p:ll'licll-

li,,!, de, fl'al'li"uq lIl'diltail'''s), Calcul "'1111 '1uI>lil'1I1. :'1 11111: "1'1'1'<)"illl:I'
lillii <1111111(;",
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f4

=
1-

III'dlll,lillll d'une 1'1"1I:lilll1 ordinairl: cil l'raclioll dédlllaie : c()Itt!itioll de
[",,-,ihilif<", - ],ors'I'II' ln l'cduclioll ,'si. illlJlllssihlc, la l'radil'll ol'din"i,'"
['('ull,tre re;;ardcl' C(lIIl'UC la lillli!e ,j'III1C ftadi'llI décimal" [ltlriudi'j\\('. il!i·
ltlik,e,

Carré" d'IIII 11I}llllorc "lllj,,1' (III fl'aclÎIJllIl'lin, : (:')llIposition du l'''IT'~ lI.- Lo
S(IIl III 1<' ",~ rlo'llX "'"11fJl'I'S. - 1.0' ""1'1'1' d'IIIII: l'radioll Il'est. j'lIliais ~l:'"l " 1111

1\)"2, ' - N" I:d:l, ';lï



11011l"n'ellti\'I"'-_" llel'nilioll .. 1 c\lrar:!i'JII d" la l',,,'ine ""l'n'" .j'IIII 110111"1'''
('nlitl\, ou rr;H:liHIlIl;tirp:\ une :tppïoxilllalioli dOIlIH;t'.

SySII~llIl' flH·!rillt1I'. - E\('!'ric('s.

1\"1'1'''1'1 d" .1"'1\ Iltll"III"';. -- 1\:'I'I'''l'l' "'/.:'''1\,
I' IIf i, 'Ill'" Il"'.

:\ksrm' d,'s !.;'r"lId,'rlrs, Ilt'lillili"l1 cl" ""1'1'''1'1 tI" d"", ,~r","1,',"s dl'
IIIt'lIIC ('~jJl'r'('. - 11"'0", Ir",,: Il' ""1'1'''1'1 01.. d('rJ\ ;;rand"rlr" .j", rlll'IIi(~
r',p"'cl' ,'q ,;!.:,d "II !1l!lJfil'lIt. d"s Il''I1JI,I'(,,~ '111i les 1II"SIII"'I11,

Cral1t!l'ur's diJ'(!cl"/ll"1I1 "li ill\!'"sl'lIlI'nl 1)1'''1'''' lioI1l11'11('". _ l'r "ul\""I's.

P;'I"L,.~,. ('II palli(·"! pro-

-. 1:";.;1" d" Ir"is sifl'ple Ofl t'lH"I" ,,':'e,

1111"1""1 sirli pl", - 1;"111(', li·allc"i,l's ... I-:""'rlll''''. __ {,l,[('sli"", ,'''1 1",
lIH;':ll'~t'" ~., 1(,,, ;dlj;'gt' .s.

Ilc'IÎ"Jlinfl dl' l't'l'l'eu l' ",,,,,1\11' d de 1'"rr"lIl' ro'I:.lill', I1l'II'l'fllill:di'"1
dl' 1:. liuri!« <;lIpèri"UlT 01" 1"'1'1'('111' c(JlIlln;se sur 1111<' S""II'H', ,,"e: dit]',-
1"'lIC(', ,rI1 pnHlllil, lin 'luolierIr, (,OIlIl"is,al1l. les limiles SIII"" i"11"(', "",~

\"'['(!II" d"111 ks d"'l11"'I" S01l1 l'lil;,clo,'es,- __ Calelll, ,; ,111(, :'l'I,,,,\irll:>I;,",
d"",,,:,,, "'1111" ''''"1111', ,1'1111" dilli:r\'IICI', d'lItI 1'1',,<1 Il i 1 '"I ,,'r1ll '1""li"III.

,11.'Ia".c,

\,0......

illl,,,du,li'JlI des 1H)lld1lCS posilif, et 1I{'gillib; leur uldit<; 1'0"1' h l'''IJI'é.
>1'111:11;"11 d('s~r:l"d('Ur5 SII'Cppl;ld", d'ôlre ClIIllpt('es d.urs <1"11\ SCI1S 0l'po-
si", UI',:,.,dioJ1s '\\11' "'lS n()lIIj,re~; extension RUX fr;tcli(Jn~ algéuri'Jllc, d,'s
pl'l>[>ri .. ";s délllOllfl'i'es ell urilhlll\'lhrue.

Mo 1III !Iles , jlol,YIJ'J1I1l'S; addilioll, sIIlI<;lradioll, 11lldliplicalion ,,1. division
des IJl011'lIlI(',; el des l'O!yll\lIIlCS,

1', ill';pes Idat;fs nia r""olnlioll de, èll'Hllioll$,

(:'1U
:tlioIIS du prcmif'I' r!cgn; il une 011 dCIIl( inconnucs; J'(~sollllion el dis-

vussiuu. L\l:lI1ples de sysl'\IIll's (l'équations du premier degré il plusieursi11COllllues.

I::'l',aiiun du sl'colld dcgni Ù 1I11e inc!Jonuc. (On IIC dell'l0l'pera pas la
1I."')rie des illlagillnires.) H,'lations l'llln, k5 l:<.ll'Jliciellls cl les r')t.'ill('5.
\:IIIII'!' el ,<i.C:Ilt',j", rarill'~s, 1;;'lualion bic"l'ree.

(:b:'II;';'''"''lIls dt, signe 1'1 v;JI'ialiOlis dl', 0IJl'"",ioll':

iI,.< 1 li, ru;' + b.J; -1- C.

Itll);.;"lil<:, ,(rI pn:l"icr el du su'out! <1"1-:-1'<;,

l'r,,l,fi'mcs dll rH"III;"I' 1'1 dn wCllnd dl?gr·,,: I!liso "11 ':qll;lIioIlS. l)i",'I1~_,ioll d"1 1','SlIllah,

1'10,:,1""\;0115 ",;:lIlIII;Ii'll1rs pl l)I"ogr"5sion~ géoll,;r,.i'I"t'," S')f1I1IIt' de,
(,<1IT,'S cl dcs "III>C<; des Il prelllil'I's nombres cnlicrs.

I,ognrilhllws \'lIl:jail'e~. IIsn!;" d(',~ lnhle~ à cill'1 '!.:cilllales, JlIll'l'(}ts COIII-
P0'-('s pr nnnuilps.

C","nlcHlIlt'l',1 ,J'IIII poilll. nel'r6sel\lnliOIJ d'lIn,~ droite par Ulle équatioll
d .. l'rl'(lIil'l' .1";';1":. Co"lIici""1 all,,,(d,,j\,,~ d'wl\' dr"il,', Consiructiull d'tille
dr"ill' dOllnée 1':\1' 5011 l"[llaliOIl, Hepréselll:llion d'ullc 1\)IlcliOll Jl"r Will
COIlI'''e,

V;ll'i:dirIiIS C! J'I'pl""Wld;\linll gl";1phi'(lw d(~~f'H1CIÎqIlS

Il.'' i I" 'I.l' ,1 "r .r --",- - _.-

"',1: , 1/

,r CI." 1 lu' 1 c, X (1,1;' 1 I"v' 'i" r,

:\',di"!l dv h dl'l"iVt1c. Si~nilif';lIi"ll g"~f)lllf'~I,l'ir[llt~((',-,(~{licit~nl. ull~t1lnin~ de
1" /;"1,-:",,1,') t'l";III:lli;rli'I"t! (,'il""c <1",,<; Je tllOuvnlllcnl rl'cliligrlt') de 1"
.1,',,;, ,'",; 1" "'riS <1" la ,;(,i"I;,I" (l'lInl, rOlldj,," C,_{ ill.Ji,!lI'~ 1'''1' le S;;':-I Il , d"
I:! dITir,:,.. 1)(~I'i\(··1',l'une ~(lInllW, d'tlll pl'orluil, dlIlIlII'Hlfj(~lIr, d(~ 1(1 rac:ille
I"arr(',/! ,l'HII(' f"oll('linu, de sin ;1:, ('fJS .r, tg .t: , eo1..'(:.

/\l'I''icrlitlll i, 1·<'Lull,· tI" h ,nri:d;OIl, ,', ln rcchcrclu- des ma x inuuns Oli
d", l!(;"il"I/II" d" 'prcl'I""" rOIle/illllS Si'llpl,'s, "" l);lI'lic,,!iu' des l rn"lioIlS
",~ la 101'111"

1/,1 11.1: 1""
/,',/' .1" f lU' l '1"',1 '

(JIIII's ,',,(,nif'i('fI~s r ur l dp~ \;11('1'1":-; 1""II(~ritfll('f\.IJ(··l"i\"(;el'(' l'niJ'(~ d'Hnp rOHrhp
,"",i<l",(',,. <:'I[III/(<':'ùllcli'JlI de l'nb,'cisse. (011 adllldlra la notion ,j'nire:.) Le
I"'"r",,'cn r l:<i'sc(,;1 d" d,lé ["ules les 'llIl'sliollg subtiles que gouli'vc 11Il'~
'''I,,'silill1l rig-olll"'IIS(' ,je, la Il'':'(ll'ie d('" dérivées; il nurn snrl<JlII. 1'11 vue Ie s
;tppli,al;of!s ('1 iu- tT:li'Jdm l'as de raire IIpflel il l'illlllili')II,

'l'I';!lIII/Ul/lét,.ir .

Hcvisi(lll .lu prog-r:IIlltne des <;1:1"sC5 prl~cédenles.
i\pplj";lIioll<; dl' ln Irir;on"IfI[~lrie 1111' diverses questions rclnlivcs Illl lev~

dl" [>"""5(1), ,
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(;t;O"u:I,'ie.

Fiy!!/'cs tnanes.

[,i.'I'Ii' ,I/(Iile rI,J!IIII, ,Ingles, -- /ll'"ilc5 perpendiculaires.
Tri'\ilglcs, - Tri;\I1g-le isoCl\lc, - - Cas d")glllil.é dcs triangJes,
l'l'Ipcnclicuhi ..cs cl obli'J1H!s, Tl'iangiPg r~ctangles, _ Cas <i'l'galilé .
1lc'lllliliUII d'Ull Ji,:u g'''olllél.riqlll', -.-. Lien gé'!méll'ique dcs poinls é'l"i-

tlistlll1ls J" deux !lDinls ou d(' deux '[miles,
l/toiles parallèles.

Souline '[,.s allgkg d'lIll l,.i;lIl~:I", "'1111 f'ul.YW)III~ "01l\'cxe,
l'" ,.;,1 k'J, ';':"" l11!1'es.

Fi;,;ul'es 5.yllll',lril[IICs 1'''1' l'''pport i. lin poi1lt ou :i une droil".
ligl1l1's plall!'s sYIIl,\lrjrlti"s stllll ,"g-nJcs,

TI':\1isl:llillll d'ilile ligure plalle de l'Ol'lllC inr:li·jüble:,
COll rposi tion de pillsicnrs ll'nnslations.
()~n"e rit' J(I l'l'gl!' cl, rie [,éCJu('rre.

0'

C>

- Dell \

(1) (J" Ile parlera l';" tic la nl",lrucliull ""~ lahlc. Irigf>numétrir(lICs.



Cercl«. ["lei ,edit"} d'\lll" "roile el 01'1111CCI <:le,
']"'111,-:""'" "II c('r.-!c; 1", t"'l1~ ddillitiollS d(~h 1:.11;';"111,', ,'\Il'S\'IVDrdes.
J1(J·.;.iliOll .... 1 C:Llli\('s d(~ dl'II\ C('l'(:k~.

1\1<-'111'1' .1(" :\ll:;lcs,

"jolll ('llle,,1 .le 10[;IIiulI :1101"111' d'uli !,,,illt. 'J'''III d(;I.!"C('IIII~111 d'lIl1e
li:-;lIll! l'bile d" l'un1le ;111'<11';,,1.1,,' d.urs SOI! pluil se l'Hlli'lIe il IIlll! l ,,1:IIill11
ou ;'1 !lUC lra1l5',\lioll,

Us"gc Je la ri"le el du cornpas. f\al'Jl"rlCIII".
l'rohlèuu-s èléwelll:rires '" Iieux geol!\('1 ri'lllcs,

I,III/y"elf,." 1" "I>I)J'liolllll'ilr", 'J'ollk l'''rallèlc :', 1'1I1! dl" deu\ c('''rs d"1I1
l'i"n:.:1e diviso ks deux allll""5 coles ','II l'''l'li", l'r''l'urliollnell,,s,

I;,'cip\'olltle,

\0
N

l'I""['l"i,'I,', des I,isscl'lr;cl's d'ilii Il"i:III;;I,'_ Lieu g,"Olllèll"ill'l('
d01l1 1" l "PI,,"'I d,',s disl'lIl1"l" i. <1"11\ l',,illls Ii"", l'si "'\llsl:l"I,

î"I'i"",SIt:, s('l\lld:tloIc's, C,IS dc silllililllde,

IIIIIII ..II,('li", (:"I1II"(,s d(' Silllililll.le de deu\ cne/l'S,
selldd:doles,

I",Lrliolls IIII'lliqllI'S d:"" un ll'i:ln!.;k 1"<'1"1:011:;1<- cl d,,"s 1111ll'i,\lIgl,~ '1",,1.
O:OIl'l'W, -~ Thcl""l!IIlC de :;le\\:1I1. --J.ig""s pro(lorliulluelles d:l"s 1., 1"(,l'cle,

l'uissa,,,-c d'IIII point l'al' 1':'1'I'0rl il !lI1 cercle. - Axe r~dic"L- Ccnll'e
,adi,:r 1. -.- 111\l'l'siun, -- Di viser III te droi le l'II parties jll'opnrl ionllelles il
dco; "ruiles d'"l1l';,':;, (.lu,IIl'ii'IIIC 1'1't)1'll'li'l\lll('l!c; IIIU)'('III}(' p'!lI'0l'lion-
11l~1I(', lJi,isillll d'une dlOile l'II lIwyellllt: cl <,\'-rème raison.

l'olni'ullcs n;guliCl'. --- lJCIIIl 1\ 1l 1'('l' qu'il ('xislc des l'UI}g<>llCS I"l~"ulie!'s
d'uu IlOn",,'c quc!cun([IIC de ('01';5, --, Ins cripl ion dll ,'nIT", tle l'lte~ng''lw,
du tl'i'lllgl,~ "quihtt;ral, du d"''':lc;one, dUI"~II"\,I,'cag,,"e, lkux polygunes
l'.. ~uli"l's d'lin 11l(01l1l~lIolllhre D" c,',les sont se,"ld"ld"s, ·1\"1'1',,1'1 tle!l'lll'S
l'I'rilllèlres, - .. Lllllglltur d'ul! :11'0: Je ccrcle, - Ihpl'ori de la cirl'llllr,;rt.:l\c(~
;tU Ji<1II1i~lre, ~ Cnk,tl de 7'1 l't,

de, l',,illh

1'{)h"Olll~S,.h

,I;'c d,',< po/rflo/II"'; <lire Uli 'TI'.-[",

'le5l1re de l'aire du rechllglc, dll p;lralk'IIl;;Tl\'llllle,du Iriallgl,\ dll lmpèw
"'lIll pl.d'y!OCJlle 'illelcoll(jlll',

Le car["(:~ cOlIsll'llil sur l'hYl'o!<:lIl1se d'un lri'llIgle l'cclallgle l'si t'~rllli\';I'
1()1I1" la SOllllll,' des carr:'s cunslruifs slIr les cùlt'S de l'angle droi/.

l\apporl des "ires de drux [lIlIY;';OIlCS semblables,

lire ,j'uu p(llygllll'~ l'I'gllli"I' ('Il Il 1 ,'xc, --- :\il'(~ '{"1111 l'cr.-l(' , d"'11 soclellr el
;l'(11l seglllPlll ole ("('.]"f'I,~, 1\"p!,llrl ries "in's d" t!('IlX '"\']"('I(,s,

;'\olilllls d'al'I'elilage, --- Us"g-,~ rIr la ('hail)(~ el ",~ ]";'1"('1'1'(' ,j';!I'I";III"lIL

1'/'1"/"('-' dllllS /'r.<pace.
1''''11 elligllc drnil.e,

JJélcnnillaliull ,l'UII plall, -- JJroite el plan perpendiculaires,

Prupriétés ùe la pl~r(lcIHliculail'e el des ubli'!IWS m"HeCS d'lIlllIlêlll(' !'(Ii,ll
",UII plnll,

(1) Olt se j,,,n"T" i, la Il,,',[ll\)d,, d"s l'l;rill'''I!'cs,

IV)

..::r
~

l'''I',dl\,liSlIle d,'s droil"s el d,'s l'In n s.

Al1gl(· dic"dn', _..- I)i"rflï' dr"il. ~ Ang-fl' plall c(Jl'('csI'0ndallf II 1111 ;\tlg11'
di,\dlt"

LC,l'''ppud de deux nllgles ùi,':tlr',',s est le u.èrne 'Ille ccl ni de lems "ligies
plans,

Plaus pl!rl'cndiclliaires cutu- eux,

Angles trièdres, ~ Chaquc race d'un trièdre est moindre que la somme des
deux a ulros. - Limites de la S(Jml\l(' des r,ll:cs d'tlll trièdre.

Disposition des éléments d'un lril~d;e,
Trièdres sUPP!ÙllICIi [aires.

Do ns toul I.rii~dre chaque dièdre 'Iugmculé de d')IIX droits est plus ;;1':111<1
'1111' ln SOIlIIllC des d(~l1x nu 1.("(5 ,

Litnilt~s dl' la sn(]I1I)(~ df~"i dii~dres d'IIII 1III!.{fe ll'ièdn!.

Si 1'011 l'l'olong!' I,~s al"l\I,~s rl'un allgle l rièdr« 'I"CleOIl'lUI' 'Hl d,'h de SOIl

501l1ll",111I1 1(.lI'llIt' UII IlI""cl ;111;;1" Il'i,\dre qui Ile )wnl. lui ètrc ~1l1"'li""",
hirn 'l'l'il soil (,OlllpOS'; dr-s nll\lIll~S t'-I,"III1'lIl5,

c"S ,l',:g:dilt', d('s 'I"ièdres,

~"'''IIJl' d", h,'cs d'tlll Clllg'le l'"l'yo'-dt'e COII\'('\e,

t'olvcdrcs,

l';\l'alld';pil'(;d,,, '-- YOI'IIIIC dn pamll"'k'pip,;dc rCC'/:tIlg-I", __ Volt III '1' ,'"
i'~I""lldr"'i'il'(,d!' dto i]. ,.. Volum« du prisme ~lr"iL -,- VOIIlIlIl' du p:ll'all,;lé-
pipède nloli'lIlC, Volunu- d,l pl'Îs;IlC ()bliqllc,

Pyr:lIllid(" -- \ oluruo ole ln pyr.unir!«. - VOIIIIII" dll ll'I1l1r dl' pyl':lIl1iole il
bn sr-s plll'~ llvles.

Poly"dn's hllllJlll "",j(i11<'1, .. - P"lyètln~,\ scm lilnhlr-«, -~ 1\:tpPl)rl rI,,< 1n,'
l'IIlles ole deu x 1',,1)',,</l'l's s(~m"J:,b!es, ,- Tl'auslai.iOIl d'lIlll' liglll'C tI" l'OI'l\I(~
il!I'ariable d~lIs l'espace, !\';(nlillll [('I[!lUI' d'Ill! "Xl', --·IJ~plaCCIlICIII k l'llls
gCIIPral (rUII corps dans r'Sp:I'-I',

Fiyf({"(Js .\)'l1IeU'i'/"e.\, --- Sylllt'lri(: l'al' l'apport :', "Il 1 oint. --, Sy"",Il"Ïl' li"l'
l'apport il IIll pla". Ce s"Cl),"1 1110<1<:dl' -''y,"lollil.' SI' l'[l1ll('''H' :1'1 pr(,lIIi,'I', _~
SYIl)(llrie pal' rapl'o,.t il Il'''~ droite, '~-])Cl!X pulyült'l's sSllIl'lri'I'I('s sOlll
t"jlli\alcnls,

Cylilirl"r dmil Il I)(J\(' ciICIII";,.,,, -' ~1Il'i;I('C !:.i:-';rall', - Volllllie,

CÔlle dl'uit Il bll'e cir'clI!"irr, -- Sl.',liorls p"!1I!lèl(!s;, III i>a~c,_ SlIl'fncc
1:llérnle du cêlll(', du Irollc d" côrw il bases jlor<1I1(:I(',. _ \'"llIlIle du Cline
<Iull,"e de ("'''Il' i, lm",s l':>rall,\les,

l
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Cl-

o .)flhèl'C, ~ Src[iolls phnes, gral,ds
c-. CI'I'c1\', -- 1::1:\11101<11111(;(' 11111' 51''' 'TC ,

liUII l'Jalle,

cercles, p[~1ils cerclcs, - l'<)les rI'un
1!'<H1ver SOli l'Hyon pal' HIll' cOl1slrue-

,~ Plan lallgell!..

Mesllre de la s(ll'race e";;"IJ(lrcI~ par ulle ligne lll'j,éc rr;;;uli<\f(" 1011l'lIH Il 1
flul"Ut' d'\lll de ses dia'lI('Il'c" -_. ,\il'e de 1ft ZOI)(', ~ Airc d(~ 1:1 ,plli,,'c, ~
M!:slIre dll VIIJ,II1Wcll;.::cntlri' par IlIl frj~lIg1c 1001I'onnt nul(l\lI' d'ull "XC n1l'II';
tlalls SOlI phll JI:lr 'Ill d" ses snnlllle!;, --- J\pplicnlioll (lU' VOlllll1'~ CIl,!Zl'I IIIn',
l'al' 1I11 5l'clClIl' 1'01,)'gol1:11 J't"gulil'!' Ioml"lI:lnt :luloul' d'ull de st's diflllll"lrt's,
~ Vnltllll(, ']'l1Ill' sl'ltl~re, - Vnill'Ile rI'lIn SC;;IlIl'1l1 sphél'iqll!"



t:'"I1}WS r/.wdle.\.

l'.ïli/, ,,'. 1)l'~linilioll (l<- l'dlil'~[' l'al' la 1'1'()l'ri,'I,; d", 1",\"<'1'5. ln n- ,. ""
la courl,u par poinl, ct ri'II Il IlH)\l\'CllIelll COI)IIl,n.- ,,\x<.'s. SOlllfll"I., .. _
Ccrcli-s di"l!['lcllr~ .. - Inlo'",cclio1\ d'",w droile ('1 tl'n,,,' (dlips/' .. _ 1':111-

{{('Ille. -- ,'iot"llJ:de. - ]\["11<11" il HIll' ellipse IIIlC lallgelllr: r " par 1111 poilli.
dUJlIJ(j; z" l,al"allèl(,lJl~~nl il uue droite JOIIl1\',I'. -- Ellipse ""nsidt,,..:,, l"!IlJl/lIC
projecl ion d'uil cercle,

l'(/I·(I/'O/{'. -- D,"finil iun de la parabole pDI' la propriritù d" ["'yl'I' el dl' la
direl'll"Îc('. - 'l'rat"[i de la courl». 1'''1" [l0illis cl d'un IlIlHIH~llIelll. cuntinn
_.- Axe. - Som Hl'.!. --- InkrseelioJ\ ""IIIt' droite ct d'llne 1'(11':11>,,1('. _.
1'''11;':('111('. - N(ll"lnal,'. .'ioIiS uoriunl ... -- Mf'IIl'r Il Illl(' ""n,h"I,. 1111<' 1"11'

;.;,',,1<': i" 1"'1' 1111 l'0inL ,)'"11";; '(' paralli-le'Ilf!1I1 il IIIH' "roil,' <101/11(;". _

l\elaliol\ l'Illre ft- C<lrI"C ,l'nll(, ("<lrel.. 1)('I'P('IHliclI\"il'e;i l'H~" cl. ~" dislAllce ail
SOIl1II1CI.

S('clions du cline droit. _.- i\INllOùe dl' ])alldelill .. _ 11.\'1J(~rllOl[~.
//{:/ia. I)èli"ililill. - l'ropri,~[(, dt' 1" lall;':l'Ille.

CiJlélllillir/IIC.

\0
W

BevisiOIl du cours tle ciuématiqun de la rlasse Je pl'eluière [section C.oI Di.
1\oulelllt'nl sans g-liS-t'IlI"nt <1(1115un 1;1ut1 d'un ('cl'(·I,' sur \III ;l11lre 011

bicn sur ulle lif(llc droilc. --- Cy,·JoÙJe el cJlicycloïdc~. ,__ Apl'Iknlioll (111\
engrenages c.ylilld,'iques.-- Crpll\aiW~re PI.

I\OU"5 illtel"lnédiail·Cs. - l';xelllpics simpJ(,s tic Iruius d'ellgrcnages. _
:\olio05 sur les svstourcs nl'lindé5. -~ Biellc et mani,oellf> _ l'alllu;;rnplll's
ri in\"cl":ielll·s. - Apprtl'cil il li;.{lIc droiLe de l'coucellier.

SllllùlllC.

o f'orce$ IIPfliqllées ci lm Jluir/l 1/1f4Id,.iel,~ L~mrmesurf!, - nésqll!llllC, _
ECJuilibre il lm poin) IJHtériellibrq. -I~q!ljlihre d'/111poill! IIlnlCl'jcl ~llr Ill)
p[nll qUflIH\ on tient compte du frollemen( ('l.

(:'luilibre d'un poinL !,o\1v(lllf glisser 5(1115 rroLfemcnl SUI' Ulle cllurhr IIU
SUI' Ulle surface.

For'ctJs appli9'lén. Il un cor/If solide.
l'ésull'IIIt des forces paf' rnpport il 1111
qUdCOll'iliC d .. rll[,C('s "ppli'jl/t:[,~ " 1111
" wC!'S.

Le1\ d[,lt:>; rllrc[~, fill"I,'s olll 1/!I'II,e 'OIlI1I1!' g-éllllll"!rÎfJlle et lll<'lne mo-
lIlen! ['(sultanl qlle les fore".> l'rimili\'e~. .

C"udilillns dï''luilwrt: d'ull soli"" libl"". - '\l'plic:llioll Ù I.rois lorr"s,
:\ des [orcI's l'nndlélcs, iI,lc~ [01'''''5 si!lIr[~Sdans 1111mellle plall.

SOlllll1l! g"llflH;h'i'/liCl al IlItlmellt
point, -- Htidl1r:lioll "'111) Ilomh!'w
s,jJilJ,!, d'abord ft 1rois • puis il tl'!ll,~

{Il Le profess['1I1' ~il hor'n('~ ... i, r..ire reIlHII'f[tJCI' (lU'. chaque cl"nl <l, •. 1'1l1I1"! dcs
roues il l'O'I"l!S[tnllllllllr. rl",,1 ,J" l'alil''e l'Olle ~\~~ laqu,'IJI! "dIe rl"'ll """1.' IOUjiHlI"
~n cilillarl,

(1) 00 ferll'I'euHlrqllt'r qllllle~ ('on.litiond d'équilibte 8'elprimenl l'Br ,le! int'lalil.'\~1

ClIlldilillll' ,l',''([lIi\nl''IIf'(> d" d,,"x syslI"IIIC" de 1i)("(·(~S rlppli'llll"'s i, 1111 so-
lid" li"r", 1"llIilllf"1'5 1:()1l1l11(~lus ,'ol1l1il;OII.' "'[;,!"ili"n~ .. _ AI'J>li,""li{)lIs~
Çt)llples, t"Jll1I'o,iliOII {les f:lllljJI,'s; les Jorces "1'l'li'II11',(,S i, lIlI slJJjde pcuvcu!
toujours ôtn' I"(\dllil,~s ... 11111'. force cl Ù lin couple; cOIHlitiolls !,onL !Jue les
forces (lieu! 1I11f.~ résull(llllC' !lniquc.

C:1S l';ll"liruli"r de Iurrr-s silué,.:, clans un plan.
l''orees parall,·'lcs. -- CCII[re des forces parallèles. - Centre dl' r;nn'iU •. _

Sn recherche dans quelques cas simples: triaogle, Lrapèz"" qt13dl"ilnlpn"
priStlI(', l'YI·''lIIi.-l('.

l~'llJilil.>I'e d'un corps llIobile auLuur cl'uu axe Ihc ou bien assuje!l.i il \,c-
!l0SPl' sur UII plau 'Ixe.

HI/I'MI/('.' .<im"II'.<. -- 1."';"1".
l'lItlli,~ lho pl f'illlli" nli)I,il,', .

.- C:ha'-R'~ du point ,]'''p\llli. -- Trellil. _.~
1\1(l1lt1(,~. - Cric, -- I'lun illclillc.

ln
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lIYII(lIIIÙ/IiC.

No!iolls sur t" dy"nllliq'lI' du poiut, -- lnertie .. _ La ,,)J":(~ est <'g:l!l, gl'o-
1Il,:tl'iqllplI1r'lIl (III l'''odllil <In 1" 'Il[lS'1) par 1'1I1"f",;I,:mtioll.

Trnvai] d'Ilile t'un'" :ll'p1irl'l('" il 1111poiul IIwl\"Ti,,1. --- Ulli!li de t/":I\" il. _
'lro vuil ,J'lIIH' ["l'ce """51;\111(~, d'ulle Iorc« I"ilrial,le. _ Travail "1':'tI"II/,,irr'.
_... Travail ("Inl. - ]::l'all1:\lillu graphique. - Travail de ln 1"(;51111allle de

plusieurs forces cOlicourallles. - Theorèm« de~ forces vives po ur 1111 l'oint
mnlericl. -- r.x!'mple~ silllpl(~s.

Machines ù l'pLat de 111011 verneu 1. On vérifiera '1111'si U'1e lIIl\chilW simple
l'si ruis« \\1\ 1I111l1"CJlI('ul, les cunclitiol's d'équilihr« ctuul rcmpfius Ù dl(l(l'Ie
iustaut , I{~travail !lI) la pllissallce est l'gal cl h! signc cnntrairu tJ celui tI"
III résislnuœ, ,

1::lltlncl! du principe général dl's Iorr-es rives, _ Applicaliull au\" run-
chines .. _- Tl'a\"ailll\oll'1l1' et {l'a,ail 1·,;,i,(al1l.

Jlt;sistnlll"l:~ l'nfsivcs. --- Vroll!'rn(,lIt. '- I::llullcc d,,~ lois du Iroll."1I1"1I1.
_.- THlnlil des rcsi,lunces pnssivcs. '- lIellllemcnt d'une 'lHlchioe .

Illdications RUJ' l'emploi Jes volanls el. des freins.

...j"
-:S'
00

cL

(.iéoméiriç ~escriplive .
lIel"Ïsion du cours de la classe de première. - Mdhorle (les r;"lhaUelllr.nl~.

1\!l/lIj<;ljtiGJl ft la dé~C"lflinalion de~ dj~tilnres (!L qe$. ilng!l)s,
lJislnnce de dllux l'oinls. --- Dislance d\m puint Ù .!m p!ilP. - Djsl;"lnre

d'ul] ]loin( il llne oIl'Oil".
AIIg-II~ rie dcux dmilp5. - Angl(' ri" "PliX plntl~. --- Allgll: d'un l'Inn 'li ""

II~.~plalls d" 1',·oj"f"I;"l\s. - Anglr! (l'IInl' r/i'oilP, p.I. d'tlf11'Inn,
Jlt'm·é~elllltl.i(111 (1'\1111' pyralllidc et d'lUl l't'iSIlIe-- Serliu'l p[qll('.
\)('\",,101'1'('1111'111 tll' 1:. 1I11;!lrnrl" (\('5 projeclions ,'"Il~ns (suite). -_. ]),''1I'l'IlIi-

lIalilJlI 01 .. la di51<1111'(, 01.. ''''IIX l'0illis. -- 1)[,. la di'(all('" :rI\1II p"ill! il lItH"
dmil,'. - 1)(. la dislalll'" d'IIH p"illl :'t 1111plan.

AIII-{lll dp. dmn droilcB 1'1. ul1g-lp. dl! dmlX l'lal1~,
)\ppl"';senlatiol\ d'III\" surf'H:C IHlI' des ('ourh", dc Iliveau. c.- l'mhh"lnes

re!nlirs il fe !Ilode de rcpl'\~~eplaLion,
Cole d'un point d" [a surface dont 1ft projecLion horizontale est demi.,. ,_

Penle J'une [igue tracée SUl' 10 surface, - Lignes ùlégrtlc pente. _ Lignl's
de l'l'Ille. - (Tl'Hcés RpproxinmUfs.) - Lignes ùe "lits grrtnde penlo.

'Al'plkatiol1dC5 cOIl5i,lI;rnliolls I"'';l'Prlellres ilUX eul'lps lopogrnphiqtlns, _.
l'l:mi,,u;'''i,, d ni,·,'II"jlu'lIl. - Lir;lIl$ d rdll'''" c'm'·'~lIlilJlllldlcs....- 1,["'_
lure d'uue ('nrl~, pt ('II pori iClIli~r d" ,'\ Clll"io d'(;I!lI.~lnjn," _._~ 1J~;lg"(' tl" ln
,·!trle 1\U\' le terr:\irt, .
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N° 1::>22,

(;OIlI',{(:/I/('III," .

Notions de g-éolll(;lrie projccl.ive .. - Plan du tabh'HIl. - l'erspùeli\!' d'un
point , d'nue droi!o , d'une liglle,

HnppOl'l anhanuoniquc de qllal!'". points t'Il ligue droite, ._. Su couser-
ration par projection. - Happorl. hnruioniqur-. .

Point de fuite d'une droite, -- Perspective de deux droites parallèles, -
Ligue de fuite d'un phil, - Conception de la droite il l'infini d'un plan,

Corrcspundanco 1lOlllOgl'nphiq\w entredeux points sur une nlt'me droite,
- l'oints <1,,111>11'5. Ih'lI\ r"oinls 1\<lIIIIIlogllt'S f"l'IlIcnl nvoc C('.5 l'0illis
doubles \Ill rapporl ,udlal'lIl<llli(1'1I' coustnut. Cns purt.iculicr dt; l'iuvolulion.

Faisceaux IlOlllllgl':ll'lliljncs nulour d'\l1l IlIt'llie point. -- n~y(ll1:'; dO\lhlns.
(011cvilcrn ,k pnrkr d!'s ,;It;lIlt'"h t;';'l!I,,;lri'IIIl·.<; illlilgin;,ir,·s.)

Faisceaux !tOllIO;;Till'hiq'II'.S alll'Hlr dI'. deux I,,,illis dilr,;rclllo; 1,\ liuu d ..
l'iutersection Je deux rayons hOIlIUI";.;'IIl's ('si nue droik 1111 une coniquo ,
c'cstù-dirc la pel'sl'ncliYl~ .l'un ccrclo , COll l'l'Il" hlomeu 1 I;,il", dun POiIlI
dl' ,'LW ~l'l'rojll';I;. .

ClwJtoY/'flp',ie.,
LA TEIIIŒ. -- Mesure des degrés du Illcl'idien eu lrance, en Lupnnie , nu

Perou : leu!' a1l01l1;('III('I11 fi 1I1('5111'Cque 1'01) s'approche rlr-s pôlrs, -- Apla-
lissernenl de h 181'1"'. - LIIlIgullllr du mètre. .- Mi~l:r(J lcgal.

Cades g';OiiÇ<ll'hiqllcs. - "l'I'ojeclions orthournphiqn« el .s11;1·I;ogl'al'ld'Jllc
(Ih ill'I' Ip5 del't'lo/'lwllII'lIls 1J'Op nxclllsil'elllt'III gp'l)mi·1 ri,i'H's). .. Milpl'P-
monde. - S:VSÜ\II)[~ d" d('\'I'I"l'l'clIll'lIl en Ils(lge dans la <;1)1\511'<1<'Iiolld,\ ln
t:arle d(~ Fl'an<'I'. - IlIdi<'nlioll sur la carle Ik Morcalor.

. SOLEil .. - Hialllloln~ appa,'('nt du S"kil. .-- Il ('si larialll,' ,11'('('. le \.(·IIIj>S,
- Courlusio» rr-lal ivc il la disla\I"(' 0111So"'il il la TCI'!'e, .- Le SIlI.!i11'Iimil
dccri,'" 1I11L)cllipsu nul our de la Terre l'II su ivan! ln loi des "il'es.·

Temps solaire \'l'ni el Il Il \j'Cil ; heure leg<l]e; 1'11,,('.:111\ horaires,
,\lIllee tropique. - Calendrier. . - Réforme jldit>IlIlC. - n"fol',ue gr(:gll-

rienne.
Du jour cl .le ln nuit Cil lIIl Iieu 11t"lel'lIlillt: 01" la Terre. - I."IH'S dlll't;I~S

vnriahlcs. - Crppll5cule.
Saisons. - lll,;:;alilc de leurs d.II'l!I!S.
Mouvement dl' la Terre antour cl" Soleil.

LU"E. -- Orbite de ln L'HI\l I!t de ln Terre. -- I\oiali')ll de la LIlIlC SIII'
elle-meme.

(:c1ips,!s de 1,11'11\,

l~clipses parlielles el totales. - Ombre cl pénombre. - Influence dt,
I'ntmosphèrc terrestre.

]::clipses du soleil. -;- l~clipses pnrtiellc« .. - Annulnircs. _. '['01[11..5.

Systèllu: solaire. - Lois de Kepler.
(;ra"itntioll uni\'('r~ellc.
Nol ion« souunnircs xur Ics IlIal'h's,
Notious 501111l\;lil'es SHI' les l'ln qi,",s I!I sur je" t'.()III("(~S.
Apcl'cll sur l'histllire dn l'nstrunumie.

ch,
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b) Questions (le gi-omélrie nrrine cl mHrlque t1an~ le plan
[ancien programme de la dassc T.M., lurêt" du 2i mal 1963,

B.O, Il" 25 du 20 juIn 1911::)•
Ces questions sont I~ésllmées duns les rubrIques suivantes :
Ensemble des points M d'un plan tels qllC, A et B étant deux

-7 -7
points de ce plan, J'angle orienté de vecteurs (MA, MB) ou l'angle
orienté de droites (MA, MB) soit égal p. 1111 nngle donné,

Différence des pulssanccs d'tm point par rapport fi deux cercles.
Cercles orthogonaux. Faisceaux llnénlres de cercles, Inisccaux ortho-gonaux.

Points conjugués, polaire d'un point par rapport P. un cercle;
pôle d'une drolte, droites conjuguées. Définition d'une tnmsformation
par polaires réciproques par rapport il un cercle; transformée d'une
dlvlslon harmonique de quatre points alignés.

Affinité (géométrie pinne). Produit de deux affinités ayant même
axe et même ctirectlon. Trnnsformée d'une droite; transformée de
ln tangente en un point d'une combe. Affinité. orthogonale; inter-
pretatlon il l'aide d'une rotattnn et d'une projection orthogonale.

Inversion (géométrie pinne). Conservatlnndu contact, conserva-
tion des angles Transformée d'une droite, d'un cercle. Inversions
pouvant échanger une droiL~ et un cercle, deux cercles. Transformés
par Inversion des cercles d'un faisceau linéaire.

Définitions et propriétés caractéristiques, ponctuelles et tangen-
t ielles de l'ellipse, de l'hyperbole, de la parabole (les sections planes
d'un cône de révolution, d'un cylindre de révolution ne sont pas au

,...... programme). Equations de l'ellipse et de l'hyperbole rapportées t\. leurs
\0 aXESde symétrie. de la parabole n~PJ!ortée à son axe et à sa tangente

au sommet. Etude de la courbe représentée en coordonnées rectangu.
ln ires par l'équation y' = I1X' + bx + c.

Asymptotes de l'hyperbole; équation d'une hyperbole rnpportée à
Ses asymptotes.

Affinités ortnoéonnles, Ia isant correspondre tine ellipse et son
n'rcle principal; ellipse considérée comme projecf.lon orthogonale d'un
cercle

c) Extraits des programmes du premier ("j'CIe M.P. des facultés
- première allll~è ct deuxième allure (O!rrété du 30 juin 1966)

Les développements demandé..q sont précisés dans les tubriques
survantes, extraites des programmes des classes tle mathématiques
supérieures et de lIlathémflliques spéciales M fixés par l'arrêté du
4 février 1972.

I, - STltUCTURES FONDAMENTALES

J) ENSElI:TBLES

Vocebutalre des ensembles. Rpplicntiolls, rrlaUolls, lois de compo-sition.

Compatibilité d'une nppllcnt.ion avec un couple de relations définIes,
l'une dans l'ensemble de départ, l'autre dans l'ensemble d'arrtvée,

Morphismes (ou homomorphismes), endomorphismes, lsomorptns-
mes, autolnorphlsmes.

Compalibllilé d'une loi dç composition avec une relation d'équt ,
nlellce, lol-quoti:!qt. ' ...•
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2) GROUPIt

Groupe.' Sou;gro'I~. Sous-groupe ~~ndré par une plttt~. G1QUpemonogène, groupe cYt:!ique .

Morphisme. ~ gttYupcs. SOll.<;.groupe dl.'5tingll", ~'ll~-q"wHrn(
PennlltaUons' (01( SUbsUtutlU:1l'l sur lm ensemble fll1i Gl~)HI"("!

symétrique. Signature d'une permutat.loll_

3) ANNEAU
Annet\u. SmlS-1\11l1C1lU. Anll~a" oUlnmut.1\tif iftlrmule dn ':tinôll1c).

Anneau 1I1Jltaire. Diviseurs de zéro, anneau intègre. ~llct7r~Eiq\led'un anneau unitaire.

Morphisme d·anneaux. Idéal rbi.laœ!l!}, anneau-quotient. hlf;-tl
engendré par une partie, idéal principnl.

Exemples d'lUJ1leaux : Z. Z/nZ.

,..
0:>~

4) CORPS

Corps. Sou..'KloqJS. Ctu'act1'lil"tiq I~ d 'un oorps.
Exemples cle éOl1Js : Z/pZ fp premlerl, Q. R.

.!il NOMBRES COMPLEX.ES

Stmc1.ut"e de corps; :;trllct.ure d-algèbl~ ~ dimension :1 1'l1.11' R.
IlItL<;tr{lt!oIlSgéométriques.

P1.1b;sance n-ième. rt f1'Idl1l'S n-iêmes d'un n{7mb~ (;u!l1plc~e.
Applications trigunomHTiqu\"s et g1'ométtiqm~s

"1,...,,...,
o
N

n. - rOLYNOM.F..8 ET FR..\CTIONS R.J\nONNEU.ES

Il l'OLYNOMES CONSTRUITS SUR
UN ANNEAU COMJ-IUTATJF UNITAIRE A

Anr~u lWs p{)lYmJlrl1e5 ~. une iIltJétentlin~. ~~tI<m " f JI: 1. ~rtl-
et valllwQn tl'un \mlynôme. Fmxtion pol:m~ CQmp[)~\thm ~polynômes.

Anneau des polynômes it deux. ou plUSieurs, indHennlnëes.
Polynômes dèrivés Successifs d'un Po1YDf)Jneà une in(\ét-enninét'.

Pol"tnll~ de Tllrlor

2) PODYNOMES ET FRACTiONS RATIONNêLLES A UNE INDE-
TERMINEE CONSTRU1TS SUR UN CORPS COMMUTAT1"F K

structure d'algêlJn:: de K lX},

Division suivant. les puissances croissantes dans K lXl.
Division euclidienne dans K 1X 1. Idéaux.

Divisibilité.dans K IKI. DI\'i~1lJ's oomRlUUS 1\ Il Pol~'T1611l('SetP.O.C.D

Multiples communs B.!J P01'"llÔIll~ et P.P.C.M. Polynôme!' PrI'lllier.'
entre eux global€!lleut 0\1 deux à deux. Ega!lté de Bezout Pour deuxpolynômes.

Polynômes irréductibles. Factorisatiou tl'un polynôme.
Corps des fractions rationnelles:. Foncttons ra.UouneHes.
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3) EQUATrO-""SAWE;OR1QUtS

RArines 1011 "éros). dnns un mus·cnll:1S ou daus un 5111'-1:01"115 corn-
mulnUf du corps ClJIlHllutatif K. d'un polyninue de K lXl.



Egaüté numérique et égalité formelle rcorrespondanco entre poly-
nômes et fonctions pOlJ'hÔ!nes).' Ordre de IlluHlpllcltê' d'une racine.. ;"'" ,"

Polynômes et équattons sur le corps C : théorème de d'Alembert
(admlsj , polynômes J~réductlbleg de C [Xl, forme de la factorisation

."., - . ':., ;:':):1:

d'un polynôme 'dansc [XL Relations entre coeftlclents et racines.

Polynômes conjugués. Racines complexes d'un polynôme de
RIX].

Polynômes Irréductibles de R [Xl, forme de la factorisation d'un
polynôme dans R [X].

4J APPLICATIONS

a) Exlstenceiet untclté de la décomposition en éléments simples
d'une Iractton rationnelle .Formes particulières des décompositions
lorsque Je cor pô de base est C ou R.

'. - -
b) Déf inlf.ien d'un polynôme symétrique il. plusieurs Indétermi-

nées: valeur prise par un tel polynôme pour les racines d'un polynôme
de C [X] : exemples de calcul dans des cas slmptqs,

c) Elimination de l'indéterminée entre deux polynômes de K IX l,
de lInconnue entre deux équatlons. Cas de C [X] : exemples de
recherche et dut.lllsntton du résultant.

dl Transformation d'une équntion algébrique sur le corps C.
Exemples de transformations simples. Equations réciproques.

>--'-
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HI. - ALGEBRE LINEAIRE ET IHULTILINEAIltE

1) ESPACES VECTORIELS ET APPLlCA.TIONS LINEAIRES
a) Espace vectorlel sur un corps commutatif. Application llnéa.Ire

d'un espace vectoriel dans lin espace vectoriel; application linéaire
composée. Espace vectoriel ,s::: (E, F) des applications llnéalres d'un
espace vectoriel E dans un autre F. Algèbre des endomorphismes d'un
espace vectoriel. Groupe llnéaire GL (E).

b) Sous-espaces vectoriels : comblualsous linéaires.
Itrtersecf.lon de sous-espaces vectortels : sous-espace engendré par

une partie d'un espace vectoricl; somme de sous-espaces.
Noyau et image d'une application linéaire.
Produit d'un nombre fini d'espaces vectoriels, Espace vectoriel,

quotient d'un espace vectoriel par un sous-espace.
c) Somme directe de deux sous-espaces vectoriels. Sons-espaces

vectortels supplémentaires.
d) Familles libres. familles générnlrtcea.

2) ESPACES VECTORIéLS DE DIMENSION FINIE

al EspaCe vectoriel engendré par une partie finie : dimension
et bases. Existence de supplémentaires pour Ull sous-espace.

b) Relatiop entre les dimensions de deux sous-espaces vectoriels,
Ile leur lntersectlon et de leur somme.

c) Base de oC Œ, FI associée à une base de E el une base de F.
Dimension ae' .c-. (t;. F).
d) Rang d'une appllcatlcn linéaire.
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3) MATRICES

a) Matrice. d'une appllcatlon linéaire >:r'un :.espace vectoriel de
dimension finie dans un espace vectoriel de dimension [ln le, une
base avant. été cholsle' dà.ns chacun d'eux .

Opérations sur. ies matrices; transposltlon, ÊSpace vectoriel des
matrlces à n !igl1i<ifet :!'I cotonnes à coefficients dans le corps commu-
tatif K. Algèbre des matrices carrées d'ordre n.

Groupe des matrices Inversibles d'ordre n.
bl Rang d'une matrice. Rang de la matrice transposée ..
c) Matrice de changement de base. Matrices équivalentes.
Matrices carrées semblables.

4) DETERMINANTS
a) Définition d'une application multtllnêalre. Application multl;

Iinénlre antisymétrique (le corps de base n'est. pas de caractérlsttque 21.
bl Droite vectorielle des formes n-linéalres antisymétriques sur

1111 espace vectoriel E de dimension n.· Déterminant, .relatlt i\ une
base de E. d'un n-uplet de vecteurs.

cl Détermlnant d'un endomorphisme; déterrnlnant d'un endo-
morphisme composé. Déterminant d'une matrice carrée,

d) Calcul des déterminants : cofacteurs et mineurs.
el Application des déterminants à 11\ détermination du rang

d'une matrice .
fl Application des déterminants il. l'orientation d'un espace vec-

toriel réel de dimension finie.

5) SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES
a) Cas de Cramer. Cas général.
b) Application au calcul d'une matrice Inverse.

6) ENDOMORPHISMES D'UN ESPACE VECTORIEL
DE DIMENSION FINIE SUR C

Valeurs propres d'un endomorphisme: vecteurs propres associés:
polynôme caractérlsttque ; dlagnnalïsaüon dans le cas où le polynôme
caractéristique n'a que des racines simples.

I\'. - ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS ET IIERJ\fITlENS
nE nIMENSION FINIE -

1) FORMES QUADRATIQUES

N
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Forme hlllnéatre symétrique et forme qnadrattquc Ils..~oci~cs üo
corps de base n'est pas de caractértsblquo 2l. Vecteurs orthogonaux
(011 conjugués) par rapport i\ ces formes; noyau; formes non dégé-
nérées.

Matrice. relative il. une base de l'espace vectoriel E. d'une forme
bilinéaire symétrtque et d'une forme quadratlque ; changement de
base; discriminant, rang, existence d'une base formée de vecteurs
deux à deux orthogonaux.
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2) ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS
Il) Forme bilinéaire symétrique et forme quadratique sur UII

espace vectoriel réel; forme positive, Inégalité de Cauchy-Schwarz,
inégalité trlangulll.ll'e,_ théorème dlnerUe,-

o
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b) ProduIt scalaIre; espace vectoriel euc!ldi(:lJ ; groupe orthogonal.
c) ExIstence de bases orthollol"lllées. Oroup~ des matrices ortho-gonales d'ordre Il. . . Ai, •. ,

3) ESP~CES VECTORIELS llERMITIENS

a) F'ormese..sQUlllnénlre hermltlel1ne sur tin 'ellpnc(' vectoriel COI11-
plexe. Vecteurs orthogonaux; noyau; forme non dégénérée.

b) lI1Rtrlc(', relative ft une base de E, d'une fonne SesquHinéaire
hermlt.lenne sur un espace vectoriel E de dimension fin!e,

c) Forme hermItienne; forme posItive, Inrgallté de Cauchy,Schwan>;. Inégalité tl'Iangnlalre,

d) ProdUit scalaire hermiLlen; espace vectorIel hermitlen; gronpe
unitaire. Existence de bases orthonormées d'un espnce vectorlet her-
mitien de dimenSion finIe. Groupe des matrices unitaires d'ordre n

e) Valellrs propres d'une mntrice herÎnltlenne; cas (l'une l11atricellymétrlQue réelle.

V. - ANALYSE

Il
1) ELEMENTS DE TOPOLOGIE

a) Construction de R. Les pl'oprlétés SUivantes seront admiœll :
R est un corps totalement ordonné dans lequel est Immergé le corps
2.1'Chlmédleri Q et dont tQute partie lion vide majOl'ée (J~sp. minorée)
admet une borne supérIeure (rcsp Inférieure). Intervalles,

b) Topologie de1 espaces métriques, structure d'e~p:lce métrique :
distance, boules ouvertes Topologie a!'Soclée : part:es ouvcrte.'l, parties
fermées; voisinage d'un point; point adhérent ft une partie: notionde liml~.

1

Exemple fondamental : distance associée :'1 la nonne d'un espace
vectoriel 1101'l11é.Uéqulvnlence de deux normes est une condition Suf-
fisante pour Qu'clles définissent la même t.Opologle.

Recouvrement. Définition d'une partie compacte.
c) Propriétés de R et de Rn considérés comme espaces vectoriels

normés rsans démonstrallonsl : les Parties compactes de R et de R"
sont les parUes fermées et bornées.

Suites ; notion de suIte convergente, de will' de Cauchy. On
admettra que les espaces métriques R et RI! sont complets.

Application de R~ (ou d:une partie de Rn), LallS Rp : limite,
continuité, continuIté unlfonne On admettl'R la continuité uniforme
(l'une application continue définie sur, une partIe fermée bornre.

2) FONCTIONS NUMF:RIQUES D'UNE VA.RIABLE REELLE

a) Limites. Opérnt!Olls Sur les limites. Inflniment petits ct Infi-niment grands,

Divers qualificatifs : fonction périodique. paire, Impaire, bOl'l1ée,mOllotone.

SuItes réelles, Convergence et divergence. Suites monotones bor-nées.

Couple de suites adjacentes. Suites définIes par une relation derécurrence ,

b) Propriétés (admises) d'une fonction continue sur lm intervalle
(l'ensemble·lmage est tin intervalle), sur un fermé borné (l'cnsel1lble_
Image est fermé borné, et la fonction est uniformément continuel,
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Fonction réciproque, d'une fonction contlnna ct strictement mono-
tone sur un Intervalle .

Dérivabilité en' un point, sur lin Intervalle. Calcul des dérivées
(follctlon composée, fonction réciproque).

Théorèmes de Rolle, des accrol8semenl~ finIs, de Taylor-I,agrrmge.
Sens de variation d'une fonction dérivable sur un intervalle. Primi-tives. . '1

Etude locale d'une fonction. Développements limités,
Formule de Taylor-Young.

c)' Intégrale d'une fonction numérique d'une variable réelle.
Fonction intégrable au sens de Riemann, Sur un segment ; les

fonctions continues, les fonctions monotones sont Intégrables.
La valeur absolue d'une Jonction Intégrable, le produit de deu~

fonctions Intégrables, sont intégrables (ces résultaIs sont admis>.r b
L'appücntton r 1--,. fi f ft) dt (a < IJ)

est UBC forme linéaire croissante.
Infgallt.é de Sch\'lÏlr~. Première forlllule de ln moyenne.
Valeur moyenne d'une fonction.
Intégra!e sur la réunion de deux segments adjacents,
Changement de variable. Inlégratfon par pnrt.ie,~.
Intégrale cOllsidél'\,Q .cornme fonction de sn borne supérieure.
Définition de lïntégrale d'une function sur un interVRl1e non

borné. sur un intervalle borné ouvert.
Convergence des Intégrales de fonctions postttves.
Définition de la convergenco absolue.
d) Ponctions usuelles et applications,
Pondions clrcula trcn ct circulaires réCiproques. Fonctions loga-

ril.hmiques et exponenuenes Fonctions puissnuoes (exposants réels).
Fouettons hyperboliques et hyperboliques réciproques.

Développements limités classiques.
Ponctions construites à partir des fonctions USuelles. Exemple

fonctions \1".

Coustructton de courbes représentatives de fonctions.
Calculs de primitivc~ : changement de vnrtable, intégralhn par

parties. Primitives des renouons usuelles et des fonctions rntillnnrll~."
Calculs simples de primitives, Cil particulier de Ionctlons s'cxprill1:1llt

rat!ont1rllelllcnt / i~-:fG / ---- ---
('(1 stn x ct cos X, Cil X ct \ ---, en x cl\ i ax'l bx ! c

ex 1- d V
3\ FONCTIONS VECTORIELLES D'UNE VARiABLE REELLE

(DIMENSION FINlf:)

Limite. ContinuIté. Derivation. Intégrale sur un segment.

4) CAl,CUL DIFFERENTIEL
a) Applications d'un ouvert de R" dans RI'.
/\pplications partielle!' en un point. Continuité parllelle (condl-

tion nécessaire de continuité,. Dérivées partielles.
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b) Développements en série entière des Ioncttons
1

---, Arc tg x, Log (1 + x), e', sh x, ch x (1 + x)".
l-x

c) définition de c', ch z, sli z, cos 7., sin z,

N.B. - Stlivan', le point de vue adopté, les développements en
sérle entière de côs x et sin x (xER) seront, soit donnés comme une
déf lnil lon, solt obtenus comme un résultat.

VII. - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) F.QUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

a) r\ variables séparables;

b) homogènes : f ( ~, y' ) = 0 ;

c) Ilnéalres : y' -1 n (x) y = b (x) ;

dl S.,·sV,mc d'équations différentielles Hnéalres du premier ordre
è corfficicnts constants avec ou sans second III !'11lI.Jfe.

On sc Iimltcrn nux: cas où on sait diagonallser la matrice des
corffiçjp.nls.

,......
N
N

2) f:QUATlON DIFFEREN1'lEtLE UNEAIRE DU SECOND ORDRE
n cccfficiPI1l.s constants avec ou sans second momtno (on se bornera
au cas où le second membre est produit de fonctions polynôme,

exponentielle, sinus, cosinus)

YJH. - GEOi'.lETHIE AN.'\LYTIQUE

1) ES!',1CES AFFINES DE DIMENSION 2 ET De DIMENSION li

R('père.s alf Ines. Changement de repère. ortentatton. Bnryce ntrcs ;
plopdéLés, Eqllp\.irms cart.éstennes et représentations parilll1r<t,riqllcs
duno droite affine, d'un plan affine,

IllL~rscction" de droites ct de plans. Frl1scc[\\t'\ Iiné:tlrcs de droites
d ans le plan, de plans dans l'espace de dimension trois.

2) GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNK

Espace affine euclidien, Repères orthonormés.

Problèmes métrlques dons le plan 0\1 dans l'espace de dlmcnslrn
trois: llislnnce d'HU point fi une droite, ou à un plan; perpendiculaire
couuuuue il deux droites ; mesure d'angles.

Equations cart<'slenncs et représentations paramétriques d'un
cercle en géométrie pinne, faisceaux linéaires de cercles, cercles ortho-
gonaux.

Déf lultion des coordonnées polaires en géométrie plane. Repré-
scntutions polaires d'une droite, d'un cercle passant par le pôle, d'une
corüque ndrncttnnt le pôle pour foyer,

Définition des coordonnées eyllndrlques et des coordonnées l'l'hé.
rtques,

Surfaces du second ordre (on les supposera rapportées à leur.
éléments de symétrie),

N
o...,
'"

erl ~0 ri-i>I
Z ô1
::I~ '\ ........N

0'" ,
N

N
0,
-.l,
-.J

cJ)t;

W
D-

CC
'-.)

Dérivées parttelles d'ordre supérieur. Théorème sur l'Interversion
de l'ordre des dériVAtions t ntlruls l.

hl Applications différentiables.
Application. linéaire tangente (OU différentielle) en un point.
MatrIce jacobielllle.
Une application différentiable en un point est continue en ce

point, et admet en ce point des dérivées partielles.

Une application admettant des dérivées partielles continues en un
point est différentiable en ce point.

Composition d'applications différentiables.
el Cas particulier d'une fonction numérique (1' = 1),

Formule des accroissements Ilnla ; formule de Taylor-Lagrange.

Extremum; position de la surface z = f (x, y) pal' rapport au
plan tangent en UI1 point en lequel rt - s' 'cf. O.

5) COMPLEMENTS DE CALCUL INTEGRAL,

a) Int.égrales de [onctions de deux ou trois variables.
Snns démonstrations, méthodes pratiques de calcul et chal1gellu'l1~

de variables tics extensions à des fondions non bornèrs ou R des
domaines non bornés sont hors progranuner.

b ) Applications géométriques du calcul intégral.

Calcul de longueurs d'arcs, d'aires de domaines plans. de volumes
de domaines trtdtmeustonnels,

Masse. moment d'inertie, centre d'inertie d'une ligne. d'une plaque
plane, d'un sollde tridimensionnel.

(Aucune difficulté ne sera soulevée concernant la définition des
questions précédentes.)

c) Intégrales curvlügnes ; intégrales de surfaces.
d) . Champ de vecteurs : gradient, circulation, divergence, rota-

tionne!. flux, potentiel scalaire et potentiel vecteur.
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YI. -- SERtES

Il SERIES NUMERIQUF:S A TERMES REEtS OU COMPLEXf.J
a 1 Convergence, dlvergence-. Condition nécessaire et surnsante

de convergence, liée il. l'étude des suites de Cauchy.
Séries géométriques.

1) Série'l à termes réels positifs. Théorèmes de comuarruson.
RÏ'6lcs dites de Cauchy et de d'Alembert fla comparaison de ces
dcux règles est hors du pro~ra1l1Illc)

Comparaison avec une intégrale. Série de terme généra! 11--.

cl Convcrgcnœ absolue et sr-ml-convergence.
Comparaison avec une Intègrale. Série de terme général.
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21 SERIES ENTIERES D'UNE VARIABtE COftfPtEXE
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Il) Disqpe ouvert de convergence, contlnu.té, convergence uniforme
sur lIR sous-disque {('l'ml" intégration et dérivation dans R sur l'inler-
l'Rlle ouvert de converzcnce

Produit de deux. séries entihes.



3) "TORSEURS DANS UN ESPACE AFFINE EUCLIDIEN
DE DIIIIENS/ON s

Définition, Applicauon ontis)'l1Jélrique '[lSSocié'e,

Invl\riant scalail'~ d'un torseur, Torseurs élémeutmres : couple,
glisseur" Ax.e. d'un glisseur non nul.

:'- .....
Espace vectoriel des torseurs. DécOlllpo.sitioll d'un torseur en la

somma d'un couple et rtun glisseur non nul dont j'axe passe par un
point donné ou du torseur nul.

Comornent de deux torseurs, Moment d'un torseur par ra,pport
il un axe"

COOrdonnées d'un torseur

4) CONSTRUCTION DE COURBES PLANES

en coordonnées cartésiennes (définies pal' une équauon y = l (x),
par une représentl\tioll paramétrique) et en coordonnées polaires
(définies par une équation fJ = f ((1) J : tAngente, concavité, branches
inflnles (les fonctions qui interviendront ici seront supposées dérivables
autant de fois qu'on le Jugera' bon pour la simplicité de l'exposé,
sans chercher à expliciter, dans chaque cas, les hypothèses minimales)

5) GéOMéTRIE DlFFERENTIEtLE

(espAce affine, ou affine euclidien, de dimension 2 ou de dimension 3)

Courbure des courbes pl:lnE'S Rayon de courbure, Cent.re de
courbure, Cercle osculateur. Développée.

Tangente et plan osculateur 1\ une courbe gauche, Trièdre deFrenel. courbure,

6) CINEMATIQUE
Système de référence; mouvement d'un point; tl'H,iectoire, vecteur,

'fite:sse, vecteur-accélération; décompositions suivant différents l'l'peres,
Mouvements à AccélérAtion centrale (les Ior'rnules de Billet ne

sont pas IlU programme)

Cinématique du « solide » : CIHIlllp des vitesses et mouvement
uniforme tangent à un InstalJt donné; vect.eur-rotation,

Chl\llgement du système de référence; composition des vi!es,o;e!',
composiLion des accélérattons,

IX. - CALCUL NtJI'IŒnrqOE

La formation du futur professeur _ comme celle du futur cher-
cheur -- doit le préparer ft savoir appliquer pratiquement tOlite
Ql,Iestion donnant lieu il présent.ation t.héorique,

Les CAndidats au C.A,P,E,S, doivent, l'II lmrliculiel', sa l'oh'
- user de toute espèce de tables numériques, Ils n'ont pas à y

faire d'Autre interpolation que l'mtcrpolatton linéatre. ni à savoir la
formule qul permet cie majorer l'erreur commise ainsi;

- traduire, pal' une représent.ation graphique. les résultats de
l'étude d'une fonction numérique d'une variable réelle;

- Construire des courbes données paramétriquement, ou, en coor-
données polaires, par une relation de la forme l' = f (0) ;

- résbudre' une équation ft une inconnue par les méthodes dites
de Descartes et de Newton ou pal' la méthode des approximation.auccessives ;

c

"
i
lU

ci
r:ri

- calculer tlne Intégrale définie par la méthode des tl'!\pèzell:
-- calculer la sormne d'une série,
Pour ces derniers problèmes, aucune « formule d'erreur » n'est

d.emandée, ...
Les deux épreuves écrites peuvent portel' Sur tout ou partie du

programm« précédent a), b), Cl,

Les deux épreuves orales (exposé et Interrogation) porteront unl-
quernent SUI' les parties al et i» de ce programme,

L'exposé n'est pas une leçon professant un sujet dans un souet
d'adaptation pédagogique au niveau d'une classe' secondaire déter-
minée; li tnvlte le candidat il mettre en œuvre l'ensemble de ses
connaissances, dans une présentation ordonnée et correcte, A la fin
de l'exposé, des questions peuvent être posées il son sujet par le
[urv ait candidat,

1 1
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Le programme des épreuves théoriques du CAPES de
mathématiques est défini en annexe L Celui des épreu-
ves écrites porte sur les titres A et B de cette annexe;
celui des épreuves orales porte sur le titre A, augmenté
du paragraphe 1.1-4 du tHre B intitulé. nombres entiers,
nombres rationnels •.

ANNEXE - PROGRAMMES

A. Programme de l'enseignement
secondaire

Ce programme comporte tous les programmes des clas-
ses de la quatrième à la terminale incluses, dans tou-
tes les sections, tels qu'ils figurent dans les brochures
du CNDP, n° 6093 et nO 5012.

N~
Les théorèmes cnés dans les programmes et admis sans
démonstration font intégralement partie du programme
du CAPES, démonstrations comprises.

En outre, les candidats doivent se munir d'une calcula-
trice scientifique progrd11lmabJe, alphanumérique ou non.
Ils doivent Savoir utiliser leur calculatrice dans les situa-
tions numériques el algorithmiques liées au programme ,
dans ce cadre, ils doivent savoir programmer les valeurs
numériques d'une fonction d'une ou deux variables, des
termes d'une suite définie par une relation de récurrence
et des termes d'une suite définie par additions ou mul-
tiplications répétées.

B. Programme complémentaire

j~:~Aïijj'mfjf::~:

1- Nombres et structures

1. Ensembles

Vocabulaire élémentaire relatif aux ensembles, aux appli-
cations, aux lois de composition, aux relations d'équi-
valence et aux relations d'ordre.

2. Groupes

al Groupes, morphismes de groupes. Sous-groupes.

sous-croupe engendré par une partie. Groupes cycli
ques, Ordre d'un élément: théorème de Lagrange.
Image et noyau d'un morphisme de groupes. Sous-
groupes distingués, groupe quotient.

Toute suite de Cauchy de nombres réels ou complexes
converge. De toute suite bornée de nombres réels ou
complexes, on peut extraire une suite convergente

Groupe opérant sur un ensemble, orbites. Eléments
conjugués.

b) Permutations d'un ensemble fini, groupe symétrique.
Cycles; transpositions, Décomposition d'une permuta-
!ion en produit de cycles disjoints, en produit de trans-
positions. Signature d'une permutation, groupe alterné.

3. Anneaux et corps
Anneaux (unitaires), morphismes d'anneaux. Sous-
anneaux.

Théorème du point fixe pour une application connac-
tante d'un intervalle fermé de ffi dans lut-rnéme. Elude
du comportement asymptotique de suites. Approxima·
tion d'un nombre réel ou complexe au moyen de sul-
tes. rapidité de convergence et periormance d'un alqo-
rithrne. Accélération de convergence: méthode de
Richardson·Romberg.

c) Exemples d'étude de suites de nombres réels déti-
nies par une relation de récurrence Un + 1 = f(un) et par
une condition initiale.

Anneaux commulalifs, anneaux intègres : idéaux, idéaux
principaux; anneaux quotients. Corps [commutatirs).
sous-corps: caractéristique d'un corps.

Approximation d'une solution d'une équation numérl-
que. Méthode de dichotomie. Méthode des approxima-
tians successives; méthodes de Newton, c'Interpola-
tien linéaire et d'ajustement linéaire.

4, Hombres entiers, nombres ratio nnels

a) Ensemble IN des nombres entiers naturels, raison-
nement par récurrence. Ensembles finis.

2, Espaces vectoriels normés réels ou complexes

Les applications étudiées dans ce paragraphe sont défi-
nies sur une partie d'un espace vectoriel normé el à
valeurs dans un espace vectoriel normé.

b) Anneau 7l des nombres entiers relatifs (ou ration
nels) L'anneau ~ est intègre : divisibifité dans P:. Divi
sion euclidienne : sous-groupes additifs de Z .

Les idéaux de Z sont principaux : égalité de Bezout
Nombres premiers ; décomposition en facteurs premiers

a) Normes sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Norme, distance associée, boules. Parties bornées, dia·
mètre d'une partie. Distance d'un point à une partie.
Applications lipschitziennes. Produit d'une famille finie
d'espaces normés.

P.G.C.D., P.P.C.M. : algorithme d'Euclide.

Corps des nombres rationnels.

Congruences : anneaux II /n7l caractérisation des éle
ments inversibles.

Exemples de normes usuelles sur les espaces de sui-
tes et de fonctions.

/ ..
b) Voisinages d'un point d'un espace vectoriel normé,
ouverts, fermés; adhérence, intérieur et frontière d'une
partie, parties denses, points isolés, points
ct' accumulation.... / Distance induite sur une partie: voisinages d'un point,
ouverts et fermés d'üne partie.

c) Limite d'une application suivant une partie, continuité
en un point. Applications continues, caractérisation par
image réciproque des ouverts ou des fermés. Continuité
d'une application composée: homéomorphismes. Appli-
cations uniformément continues.

iz~tit:::~:d~jW

1- Suites et fonctions

1, Suites da nombres réels et de nombres complexes

a) Suites convergentes, divergentes; suites extraites,
valeurs d'adhérence. Opérations algébriques sur les Iimi·
tes. Relations de comparaison : domination (u est domi·
née par v), prépondérance (u est négligeable devant v)
et équivalence (u est équivalente à v). Notations
f = O(g). f = o(g) ou 1.(<. g, et f '" 9·

b) Toute partie majorée non vide de If< admet une borne
supérieure, toute suite croissante majorée de nombres
réels converge. Suites adjacentes. Développement d1ci·
mal d'un nombre réel. Droite numérique achevée IR .

d) Suites convergentes, divergentes. Caractérisation des
points adhérents et des applications continues à l'aide
de suites.

e) Caractérisation des applications linéaires continues,
norme d'une application linéaire continue. Normes
équivalentes.

Exemples de normes matricielles.

!) Relations de comparaison en un point : domination
(f est dominée par g), prépondérance (f est négligeable /.. ...
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES.

COMPOSITIONS ECTUTES.

Programme général d'Analyse et de Méoanique.

Les programmes des certificats d'études supérieures variant d'une
Université à l'autre, le jury indique, dans le programme ci-dessous, le
ml ni mu m des connaissances générnlcs qu l sont supposées acquises par
les candidats en calcul différeutlcl, calcul intégral el mécanique.

Les sujets des compositions SUI' le calcul différentiel, le calcul inté-
gral et la mécanique seront choisis dans les numéros de ce programme;
ils ne dépasseront pas le niveau des sujets de iprohlèrnes proposés aux
certificats de licence correspondants.

,......
N
VI CALCUL DIFFÉllENTIEL ET CALCUl. I~TÉGnAL.

io Opérations fondamentales du calcul différentiel et du calcul intégral.

Dérivées et différentielles: intégrales simples, intégrales curvilignes,
intégrales de différentielles totales; intégrales doubles et triples.

Formule de Green. - Formule de Stokes. .

2° Applications du calcul différentiel.

Etudes des fonctions de variables réelles (formule de Taylor. maxima
et minima, déterminants fonctionnels, fonctions implicites). Calcul des
dérivés et différentielles; changement de variables.

3° Applications du calcul intégral.

.Procédés d'Intégration. Longueur d'un arc de courbe, aires planes et
g1!uches, volumes. Différentiation ct changement de variables sous le

signe f. Etude de l'intégrale J.'J (x) dx quand UD.1l limite

. !

ou la fonc-

tion devient Indéfinie.
Etude des fonctions représentées pal' des séries.
Propri'th des sériea entières.

~rt.l;~2I1à~\.. ,! :'1
~~,t H~ r. .. :.It}.,\~·,:~"H,'.

~$':'
;:t. 102 ! 5 décembre"1931j

4· Elémen~ de géométrie inflniiésimaie,

" ProprIétés·; lnfinltéahnalea des courbes planes' ou gailéhes' (courbee
.:.enveloppes, courbure, torsion). Propriétés lnflnHéshnales des surfaces;
;..lur(ace8 enveloppes, notions sommaires sur les transformations de
,contacti surfaces développables, surfaces réglées; congruences rectlli-
'gnes, eurfaces focales; théorème de Meusnler ; sectlons prluclpales ; cour-
. hure géodèslque r torslon géodésique.
i:, Réseaux con~~gu4s, lignes ·de. courbure, lignes asymptotiques, lignes
:Qp.44sqiues, en coordonnées curvjllgnes quelconques.

" .
6· Elémenis de géométrie rég14e.

,".Coordonnées 'plückér~nell; complexe linéaire; complexe tétraédral./:,,;t,\.,'.' .'. . ". . ,
.. " 6° Fonctio,1I8élémentair~~, cl'une variablecompleu.

. . '--':.

,gonc;t,ions algébrlques slnl~es; ÎonctioQ~,' circulaires et Iogarlthml-
qlies:. :. .,' ':'

-, .• :;.: I,.• :,' (\" . ,': . n : " ~.....""

..;.!i', .JJ
7° Théorie des [onction» anallitiq/1..e~. -:

Propriétés de l'intégrale lf(z) dz; Séries de

PÔles, points sIngulier" essentiels, résidus.

Taylor ~t. 4~ ~aurent.

, ~ .' '.\'1 •.

8° Eq,uatio1l8 différentielles du premier ordre.

Intégrale gênérale, intégrales particulières, intégrales singulières.
Typea simples d'équatlôns intégrables. Facteur intégrant.

9° Equations di/TérenÙelles et sUBtèmell d'équation' d'ordre quelconque.

"~ntégrale générale, Intégrales particulières, intégrales premières.
Types simples d'équations intégrables. Equations Ilnéalrea,

10' Intégration de "équation aux dériv!.es partielles
du premier ordre linéaire .

1'1" IilUgratioll d6' l'dquation, aux différentielles' totales du 'premier
. ·ofdie. Intégtailon'(Ù l'équation aux ddrivéesparitellu dll premier'

ordreet de l'équatiol! de Mongs assDciée -.
',:. '.'.

12° Elém,sntB du calcul des ooriations.

(On .se bornera à la'forrilaHon de l'équation d'~ulet'~t à la "aMdl-
tlon du extrémalK.) " . '. '.,:.,~
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~ltCAN1(JlJE.

1S· Statique.

Composition des forces appliquées' à un même point.
Attraction d'une couche sphérique homogène su r un point extérieur

ou Intérieur. Propr-iétés élémentaJres du potentiel.
Réduction des -forces appliquées à un corps solide.
Conditions d'équilibre d'un corps solide et des systèmes. Application

aux machines simples.
Théorème du travail virtuel.
Polygone funiculaire. Ponts suspendus,
EqulIibre des fils. Chainette.

14° Cinématique.

Vitesse. Accélération.

Mouvement d'une figure plane dans son plan. Représentation du mou-
vement 'Par le roulement d'une courbe mobile sur une courbe fixe.

Mouvement d'un COI'pS solide autour d'un point fixe. Représentation
du mouvement par le roulement d'un cône mobile sur un cône flxe,

Mouvement d'un corps solide dans l'espace. Mouvement hélfccîdal.
Composition des mouvements.

16° DynQmique du point.
Travail.
Tbéorèmes généraux.
Intégrales premlères des équations du mouvement.
Appllèatlon au mouvement des planètes.
Mouvement d'un point sur une courbe ou sur une .surface. Mouve-

ment dans un milieu résistant. Pendule, pendule sphérique. Lignes géo-
désiques. .

16° Géométrie des masses.

Centres de gravité. Moments d'inertie.

17° Dynamique des systèmes.

Théorèmes généraux. Intégrales premières.
Energie. Stabilité de i'éql1lIibre.
Mouvement d'un corps solide autour d'un axe âxe, Pressions sup-

portées par l'axe. Pendule composé.
Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe.
Mouvement général d'un corps solide.

~~· ..~-;t~:-:~\:,:t~~~.:'·-t::".·,t:~.!'.~':i.:/."!~,. ',.~'. _~.I _ " .,:

IN·},t~~(l",~~ùi:;;SVtr:"·:'· . - 701f.;.... 15 décembre"lg31:'~lÂ;.z,,,:,,,,,;o1~'·, ',' .' ,- \ .
c;;;'" Lois' du frottement de glissement.
itiifMouvement d'un système de solides soumis 11. des Uaisons. Systèmes
::liolonomes et non holonomes.

'~?Equatlons de Lagrange. Méthode, des multiplicateurs. Petits mouve.(îtiènts>
':1·"': "
(~{;Mo~vements reIIlU(s.
~~t>'~J~!~h.\!7·1) ~l~~
i·,t,.: z .;

<i: "". 18° PerCll'8sio'tj et chocs.
'.','.-, .
\:;'i:rhéo~mes géné~aux pour le point et le corps solide. Application des
'_équations de Lagl'4nge aux problèmes de percussions et de chocs,

l ~

19° Equations callOnique,., \ .
de--Iacohl,

20· HydrostCltique.
",,'

i,;"Equilibre d'une masse fl'ui~"i'Surtace de niveau.' Pression 'sur ~~e
paroi' plane. Principe . d'Archimède ••Equ libre iles corps flottants. .,,'

.' . 'JY. Î~ .' ,"" ,': _.. .

·':'~1.,UiHrj·, 1 \',

. ; .. 1

'Programmes g.énéraux. de mathématiques élémentaires
et de mathématiques spéciales.

Ces programmes sont ceux de l'enseignement des mathématiques
dans .les lycées. et collèges. .

La composition sur les mathématiques élémentaires sera une' appU-
cation des connaissances qu'un bon élève peut acquérir dans les cluHes
de l'enselgnemell~ secondaire jusqu'à la clase de mathématiques. La so-
lution .n'exlgera pas l'emploi de théories dont la v6rltahleplace est en
mathématique's spéciales, comme l'homographie envisagée du point de
vriegénérti.l; cê serait méconnattre le caractère de l'épreuve que de Calré
appel à ces théorles.

La eompolstion sur les mathémntiqucs spéciales portera sur les ma-
tières enseignées dans la classe correspondante des lycées. Toutefola,
les' candidats sont avertis que la connaissance de! éléments de la théo-
rIe des formes quadratiques, celle des propriétés les plus simple, des
coordonnées f'angentielles,des complexes linéaires ou du second ordre,
des foyera ct des C<lcalespourront leur être utiles.

,.'

";:ff,~ -Ô. ~ s , >.
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PAnTlES DI!S pnoonAmms D'OÙ SlmONT :TIHÉS l,ES SUJETS DES LEÇONS,

1. - Le90ns dl! mathématiques spécfalea.

Division des polynomes entiers. Plu. grand commun diviseur de deux
polynornes, . "

, Détumu.anls. - Echange des lignes et des colonnes; échanges de
deux lignes ou de deux colonnes; combina lson des llgne~ ou des co-
lonnes. Développement su ivant les éléments d'une ligne on d'une co-
lonne. Produit de deux détermlnnnts.

Equation. linéaires. - Résolullon au moyen des déterminants,

Formes linéaire •. - Conditions d'Indépeudance.

Nombres complexes, - Opérations. Formule de Moivre. Application II.
la rnultlpllcatlon et II. la division des angles. Hésolul lon trigonométrique
des équations blnOmes.

Sdrie e, - Progression géométrique. Séries Il termes 'Poslllfs. Série

l, ._
E;;i' Caractères de convergence tirés de l'étude de Vu.. et de ~n+ ,1u::- .
SérIes absolument convergentes. Séries alternées dont le terme général
décrolt constamment en valeur absolue et tend vers zéro.
; Calcul approché de la somme d'une série convergente; Umlte supé-
rieure de l'erreur commise.

DéfinItion du nombre e ; ce nombre est Incommensurable.
S&ries li termes complexes.
Multiplication de deux séries absolument convergentes.

. -,1-
",1',

Fonction. d'une variable r~elle. - Fonctions usuelles: a', log x ; fonc·
Uona cireulatres et hyperhollques, directes et Inverses. EmploI ·da h,
dérivée ,pour l'étude et la variation d'une foncHon d'une variable;
maxima et minima.

S~riea tnt{~re~. à coefllclents réels, d'une variable réelle. - Intervalle
de convergence. A l'Intérieur de l'Intervalle de convergucc, on obtient la
dérivée ou une prImitive <le III foncllon dénoie par la série, en dérivant
ou In~égrant terme II. terme. 1

, .ProprUUs f1~n~rales des iquat{ons algébriques. - Relations entre les
eoemclenh el les racInes. Calcul d'une fonction entière et- symétrique
des racines, eu fonction des coefficients de l'équation. Ellmlnatfdn d'una

~ Il 4h

J"'''J'::;'~'.' "":- ~':'''''p'~': '.:: r . . ; . "n!:~~~~.g~J?!;>,}I:<~,i.>~". --'706""- , 15 d~cell1bl-e'i'931.

rî~?~rin\ie,ientrê'1jdB~X' #qualloD! nu moyen des fonctions !ymétrlquel;
,TranSformation d'une équatIon par UDe subltllutlon rationnelle portant
~.ur une Ben!e 'racine. , . " ' e L.',:, . .
.\.~F<;,;.:· .:' .. _ .

;!! :l~Ugral,,: ..:..:L'~lre d4ln segment de courbe est ln limite de la' semme
'des. aires .des rectangles inscrits. Intégrale définie. Valeut mo;r.fnDe
;d·lIb .. ,f(j.dctl~DJdlibi 'un' Intervalle;' , ,', - " ,', , " "
,~.- i.. 1. .'

,{> D~rlvée d'une Intégrale définie èonsldérée comme fonction de sa li-
mIte supérieure. IutégraI~ Indéfinie. '

,', PécomposHlclri.Ides rractlo~g i-~tlo'nrielie~ én"éiéments simples. loté.
:gtllUOn des 'dtaérentlcUes rationnelles ~t de celles qul devlennQut,.ra.
t~6nhelle"JpIITtJn:!eh4t1geJn.nt de 'v'arlable",lmple~, ',:!"'I
)'. AppUcaUon' du calcul des Intégrales shnples Il ln mesure des aIres
"l1lap.e,.; ,".l'6valuIIUQn. des volum~8, /t.ln ',teotlflcatlon de8'cllutbditi Il
.l'~v~,lüaij(ln .de.J'alto ,d'une sene .derévolutlon, 'l'In 'détermlnal/ou 'd"
.ÇllDtro.:!le', g'rIlY}t.fi IIU, calcul des: mcments d~IDertle; . . "ur

.' 1 ~. 1. '1 " .. J ' • •. • '.', • '.! • l : ., ~ .

'Eqiialion.différentielles. - Intégr,nllon des équ"tlon~ différentielles
du prelllll!~'.o.ffire ~ 1'. dàÎ\l! ,.Ie cu où le, 'vaNabies Be séparent Irnmfdla-
temllnt; 2· dana le, CRS oiié'l',équatlon est homogène ou lInéaire.

/. Înttlgrallon" de l'équatldl1'{dja~l'~tlelIe lIhéalre du sectmd orift~'.
coe1llcienh constants nns second membre ; cas où le second mell,lbre
'.8t;·Ù'f1~OI1tJ~Jtt~o~uneso,m.me d'~icpon~~t'~I1~~ ,d(ln ror.~e U-:· !'.ot'IJ!O:f '''nfH'\_~~I:' !"', i:l .. -, .: '.' ~. ..; IJ .. r

ll/
•c.

'. ' .... i ': ' ,I~

Lieux géométriques.
:-;,i'~-'(::l:l~'_"i ':'.:; '·t .: ,\,\_:.~I

Conr.lIu dont l'~quation ell résolue par rapport li l'une des ooordQn-
{I~t", ,~ l'an"ente et Dorm,le' en un polnt.,~ou8~t"ngento et a,QU"II0r-
mA!,. Co~cavlté. c6nvedt~,' point. d'lnneJO:ioD. A.ymptotes. Application
A, '~~-Jf°.\\~~C~!>E\.duouthl'$, , , " . .; >:.%

: .o !:i'. f ï 1· :II·.~\· :.: ('."!':lllt

.: ,f1pru;~t.'I!C~tw~~.. 1XU: ,f'e:t'pre"jon de~ çoardonnÜ$ du poillt ,c0!U:!l1tf'
t1I 'Ïondt(OIÎ d'un patamètr«, - ElCemples de CQusl!:Uctioll. Lei: cQllr~,p

:du second o~~!e~?,~lIes <lu troisième ordre li 'ln.polnt ~oub,I:~. :~ntunlcnr.sa1e,.',l"", '< , ......

-, ~!.' , ~ . 1 •

,Courbe.d~flni .. "par.. u'ne équation non ,r~.oll1'f!• ....:.'Tang.nto.ot, nor-
.male en un point. Tangentes A l'origine pour les courbes algébriques
'40ot ~ I1l!lnt .~t.uDipolnt .Ihnpla ou multiple. Re<\herche :des 'asymptot~,
'IJr,.dé, .ex.mpill-num~rlqu ... Imples, tell iJn !ies'courbas du' sooond
OU,QO,troh161l\1I ordre. '1 ,':, ' ' • "', ",;,;:.:,

',' Intersection, d'une courbe algébrique donnée par 'une équatloil' eh
c90rdollD.ées hqmogènes avec un\, droite arbltr~lrement menée Pitt' pll
i'~f~t'd(lJin~ lurl.courbe:tangente en ée poInt supposé simple. Aaylllit
t~t. ~nsldé:r6. comme tangente en ,un pOhll à l'fnflni. ' .
'!ù ..,",;:~;;..~ ' ... ,. . J' • ~

,", Cour.bu da ucond ordre. - Condltlon pour qtle deux poInts soleb!
c:opJ~p'êl plU' J:apPQrt ... une conique; polaire d'un 'PoInt. Conditionti1ur qd deulè dl'Qltei loljjnt eonJugu~I!S;pÔle d'ude droIte.
;~i1q~;~phl."~~\';oît\tiQll lurun.conique.
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t.,.peux. coniques ont, en général, quatre point. communs, r~els·· ou
ibriaglnairel. Il, distance flnle ou Il l'infinI. Notions aucclnctes sur les
'{olllques appartenant Il un faisceau linéaIre; ces coniques déterrnlnent,
.',ur. une droite .quelconquc, une Involulloo.

, 'Coordcl1inée$ polaires, - Leur transformatIon en coordonnées rectan-
gulaires. Equatluns de hl droite, du cercle, d'une conlque dont le pôle
ut un royer. Tangentes, Asymptotes; application à la construction de
courbes dont I'équutlon est résolue par rapport au rayon vecteur.'

Enneloppe s, - Déllnitlon d'u ne courbe par l'équation générale de SR

tangente.

Développée d'une courbe plane. Courbure.

Courbes gauches. - Tangente, plan osculateur. Courbure. Applicntioa
à I'bèllca-cireulnlre.

, .'
'. j5urfacu. ~ Plan tangent, normale. Exemples de surfaces défl nlea
par lin mode de génël'Rlioll simple {cylindres, cônes, surfaces de .révo-
lutlon).

.§urlac~ du second orr/re. - Etude de ces surfaces sur les équations
rédu\lea: scctlons planes, condition de contact d'un piao, problèmes
simples relatifs nux plnns tangents; normalc : sections circulaires; gé-
nératrices rectilignes .

GtOAltTIlIS P/:SCj"\IP"II\"E:

Hyperhole de révolntlon.
Paraboloide hypcrboltquc.

lnterseclions de surfaces. - Deux cônes ou cylindres; deux surfaces
de révolution dont les axes sont dam un même plan.

C';<I~"ATlQtiE:

. Cin~m"t/qlle du ]JolnJl. - Mouvement cut-vil lg nc. Vecteur vite sse , hodo-
graphe, Vecteur accé lérntlon ; nccdérntion tangentielle ct aeoétératton
normale.

Cinématique d'lm sy .•tème invariable. - Tranalation. Rotation autour
{j'un axe flxe. Mouvemont hélicoïdal.

Changement drr système de comparaison .. - ComposlUon des vitesses.
Composition des accélérations dan. le cas où le mouvement du système
do COJT1pllfllhou est. un 'JT10uvcmenl de traualut ion.

STATlQUB:

Statiltlque du poinl, - Equilibre d'un point matériel libre, d'un poln'
matériel anuJetU A rester sur une courbe fixe ou lur une surfa CI ·Dlte
:avec ou eàns frottement.

44.
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:,';.Statl~tigue der 8l1dtme" - Démontrer qu'll existo six conditions n~
: eesaalres d'~qu11lbre Indépendantes des forces IntérIeures. Ces sIx ·con

dlt1on~ sout suffisantes pour les systèmes Invariables. Cas partteulters
EquIvalence de deux systèmes de forces appliquées Aun corps solidE

Appllcatlon à la réduction ~'un aystàme de (orees. Compoeftton de~
couples. Centre .dea forces parallèles; centre de gravité. ..
>EquIltbre ' d'un .sollde' Invartable qui n'est pas libre, Ca~. d'un point
fixei'd'un axe fixe avcc ou aaua glissement le long de cet axe, d'un,
deux ou trols points do eontnct avec un plan fixe. Réaethms.

DVNUIIQUB DU POINT :

" Théorème do' la (oree vive. Energie cinétique el énergie potentlells
. d'un point placé dans un champ de forces.
):~~Ii':';/,'>U,·· . " " . _, ."
. <Point lIbu, - .Monvement d'un point eou! l'action d'une force~on"
~~tant~en IJrllxrdeur et. en direction, ou sous l'action d'une force attrae-
~lvldb8ue"' d'un' centre flxe: 1" proportionnelle Il la 'distance; :l0"en
!~~.~a?n.Invers~ du =: de ,\d.lstllnce.· ,':, ',:

\': Point non libi~. '- Mouve~tit ~'un point pesant sur un plan Inchné,
nveo'ou'sans frottement, la vitesse Initiale étant dirigée' sulvant-ruue
:Jlgne'de .plus grande pente. Petites oscillations d'un pendule .slmpie ...'; r;f\~~,:\~l::ii '. "F.· ., .',':~

n-,..:..LI!90nBBUr Un Buletdu proirll.~me de Seoonde ou Prenll~re
"" ,;. eu ,de Mathêmlltlquell." .r:

',1 •

1' .. #

::~~~'):~-;I1'~
;: ~,. ,'ALoAllns :

;1: i

'SEcoNDE. 'L , \ '. _....'~ ,., .
.,j'

. ,; Résolution' et· discussion d'une équation du premier degré Il une
Inconnue, Inégalllé du premier degré. .
r .•• çoor4onnécl. - Etude et rèprésentatton grnphlque de la fonction
U ::::J~~+ .D... . ':
\ ..R6solutlon eldlscuaslon d'un système de deux équations du premier
d,egr~.,~ deuxInconnues.
~;,Pr.oblème,.: mite en .équatlon; dlseusslon dei résultab.
"_.~": ' -'.: " "

(': ~ 'Ii,' ,;;"'" ~, ,.:
.; i;' :'1;O~OIdTI\IB . (flgarea planes) : .'1..·t.1J~~f. . l'_'.' •. "' '."'.

:'o/Fig~res Iymétrl<jùe".' par rapport A un point où It une droite. Deu~
fll!uret planes Gym6trlquee sont égales.
J':,Polygones rtlgullen convexes, InscrIption dan. le cercle du carré, de
IlJ1exagon8, du tr.langle équilatéral, du décagone et du pentagonllréga-
ller.;lDeux polygones réguliers d'un même nombrc.de cOt6 sont lem-
blablea.:Rapport de ,leurs pértrnètres, Longueur d'un arc de cerde.Rap-
p.o,rt de la cl~onrérence a:u diamètre. ,.',
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Aires. - Mesure des aires du rectangle, du parallélogramme, du
angle, du trapèze, d'un polygone quelconque.

~. Rapport des aires de deux polygones semblables.
\" Aire d'un polygone régulier convexe. Alrc d'un cercle, d'un sec leur,
d'un segment de cercle. Rapporl des aires de deux cercles.,
;~:
i

!'
Pl\EMmllE.

Awtnn& :

~
ro
01
\'

Equation du second degré Ù une Inconnuc.
~;Existence des, raclues (on IlC parlera pas des imaginaires).
! Relations entre les coefficients et les racines. Signe des rncines.

Etude du trlnOme du second degré. Inégalité du second degré. Pr ••
blêmes du second degré.

Variation du trInôme du second degré: représentation graphique.
ax + b

Varlallon de la fonction ---; représenlallon graphique.
a'x+ b'

"Progresslons arithmétiques ct progressions géométriques.
','Intérêts composés.
~'

"<.
o r GtOJU!TRIE (figures dans l'espace) :

" Symétrie par rapport à une droite. Symétrie par rapport à un polnl.
Symétrie par rapport à un plan.

Angle.polyëdres. - Chaque .face d'un trièdre est moindre que la
somme de. deux autres. Limite de la somme des faces d'un trièdre ou
l'un angle polyèdre convexe.

Trièdres supplémenlalres. Trièdres symétriques.
,Cas d'éllè.llté ou 'de symétrie des trièdres,

Polyèdru. - PrIsme. Pyramide.

Volume des parallWplpèdes et des prismes. Volume de la pyramide.
Volumo du lr~nc de la pyramide Il. bases parallèles, Volume du tronc

le .prlsme tria ngulalre.

Sphère, - Section plo ne, pôles, l'Inn tnngent, CÔne et cylindre clr-
:onscrlts. Aire et volume.

1-
4:'
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MATHEMA TIQUES. .•..i
:, ARITHMt1'JQUE :

:, Division des nombres cntleJt,.

;';Définltlon el propriétés é1é~c~lalres des nombres pre mien.
:' Propriétés des Iractlcns. Opérations. Cas des frnctious décimales.
~ombre! décimaux.

t,{., 2~gg:.ii;;'.,.i!": _ 710 - 15 d~cembrè /9
3
,':'

«Cal~ul. d'up quotient à une approximation d6clm~le donnée. -l\édllc-
tlon d'une fraction ordinaire en fraction Mclmaie. COndition de .poul.'
blllté. Fractions décImales périodIques., ..

' ;Carré, d'un nombre enlier ou tractionnaire. Composition' du carré de
la' somme de deul\:; nombres. Le carroi d'une, frllctlon. n'ost Jilmail olga!
l'un nombre entier. Définition et el\:trnct/on de la racIne carrée d'un
nombre ,entier ou fracllonnalre à une npproxlll1ntlon ,Mclroale donnée.

AwiBnB:

NOmbres posltlf8 et nombres négaUh. Opérations.
Equations du second degré /1 une Inconnue (on ne 'Parlera pu des

Imaglnal~es): Equallona simples qui s'y ramënent,
In.~galltés du' premier ct du second degré.

, èoordol1n~8 d'un polnl.;Rep'résentation d'une droite par une équa-
tion du, pre~Ier degré.

V'a'~t'atIo'D3 'et repré.entnllons graphiques des fonctions.

,IH :,,:1(\

~ 04,. ,...b'~+C"~,~ ax'+bx'+cx+d,
..\",,',

r "":7"
p. ,.(; :,.

., ~:.') :J-' ,i'I' fi (l' 1 .; 0'
' TRIGONoH!\TRŒ :

1,,;"_,1,.,
:j" ''','l')

...•,1 :-11".

.:,:Formules 9'additlon pour lé sinus, le coslnu. et la tangeril~ f" ! i ,
. Exercices sur la résolutfon et la dlSeuaslonde' queJquesCéqlloUort,
trigonométriques sImples. " '. r :

fRelations mtre les côtés et les angles' d'un trJÏlngfe. RésoluUo~~ d~!trlanglëa.;;l ,..'1; .U "", , , "',

~·,.!j.:~-",t:~( ".:!!,,;.:/ :-;.: ~>!'
',' '" GjoanhRIB:·/J..j>t-·

';~t<'::'T~~~.fo~h,~it~~dès flgr.rt!O.
Botatton (géométrie plane).
';: ~ynrétrles; ,

,-. . - " \(',
;,. Homothétie 'et Ilinllitude. . , ;;

fL'P~ll8anc~ d;un polut par' rapport li Un cercle ou à' nne sphère. Axea
~ad1cn'ux. Plans radicaux.
hJP~lalréd'un point ~ar rapport 11d.~ux, droites. "
~r'Polal!'f·d'un poJnt pal' rapport l un eerele, Plan polaire d'un point
;p'U'.).fAPPort l:.UJlCl .• pUI'I!. '. ' .... """1

01

(~}nVel'llon. -:- Projection .to!réogMphlquc.

.,';.

:.~'i'
,)

1· . -1."" . "',' "

Déplacements. r-: T~anJla~iO~'::ë

"\'; "

~q

. '.:'!l:.,·
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H, '-;-:"COlliques, - Elfipse, Intersection avec une droite. Tangentes.
~cjua't!on réduite de l'ellipse. Ellipse et cercle considérés comme pro-
eçtions l'uu de l'autre,
îtyperbole, Intersection avec une droite. 'I'angentes, Asymptotes, Equa-

Ion réduite de l'hyperbole,
Parabole. - Intersection avec une droite, Tangentes, Equation réduite

le la parabole, '
Dé.flnitlon commune des coniques au moyeu d'un foyer et d;une direc-

.rlce.
Scctlons planes d'un cône ou d'un cyllndre de révolui.lon.

Géomtltrie descriptive et géométrie cotée.
rotation, rabattement. Applications.

Changement de plan,

~
VJ
<:) STATIQUE:

Moment d'une force par rapport il. un point ou par rapport il une
droite. Théorème de Varignon.

COSMOGRAPHIE:

Soleil. - Mouvement propre apparent sur la sphère céleste. Eclip-
tique. - Inégaltté des jours et des nuits aux diverses latitudes. Saisons.
Année tropique et année sidérale.

Lune. - Mouvement propre apparent sur la sphère céleste. - Phases.
Rotation, ~ Variations du tllnmètre apparent.

Ej:~ipses de . lune et de soleil.

A&R€ GA TICN -1 ~3~

AGREG, MASCULINE DE .MAT.H. :1t3-Sd~§ 21 Ai,

Note du 21 septembre 1956·

(Second Degré, 1er B~reàu)

Objet Programme des agrégations (m,Jsculiné et féminine) de inat~~-
ma tiques en 1957. '

NOTE PRELIMINAIRE, - Le nouveau « Programme' des Classes 'lIT~-
rmratatres /I,UX Grandes Ecoles Scientifiques ". annexé t. l'Arrêté dU' 'Mlnls-
t~re de l'Education Nattan!'.le .second Degré '- 1.' Bureau ï en date 'i:Iu
27 juin 1956, eat mts Cil apptu:atlon .. \,artlr 'du 10' octobre 1956 dans
les Clansea de. Mathéma.tlqUes ::lupérleures (Programme A ) et de Mathé-
mattquea 'Spéciales (Programme A.l. •

"Le"progra.mme des agrégatlons.1tIMcuHne et fémlnlne de mathéma-
tlqUelJ pour 1957 comporte, en conséquence. de!! références au text.e
de ces Prograrnrnea A, Pt A,. tel qu'tt figure dans la brochure, pubttée
par le Centre Natltjnal' de DOturrtentatlon pédagogique, 'BOus le n. 55
Pg/&l - Aout 1956 (Fl1Rc, de Doc. Adm,; chap. lO0-8d-t S!A).

PROCRAMME DES EPREUVES ECRITES

AI Composition de « Math6niatiQue$ 616mentilires »,

Cette épreuve portera SUr les questions figurant :
- d'une part, dans les programmes de mathématiques (actuelle-

ment en vigueur) des c\BBRea du second. cycle de, l'Enselgnement <lu.
Second Degré (claseea de 8econde. de Ptemlére, de Mathématiques et de
8clence .. exnértmentatesj ; ,

- d'autre pact. dana lee deux programmes, complémentaires d'arith-
métique. d'algèbre et, de géométrie détaillés ct-après.

(Dans la solutton des problèmes de uéométrte Qui seraient proposés
pour 'cette épr8U'Je, tl ne devra pa; être lait ainJi~1 à des notioru de géo-
métrie ana1llttQue dApassant le cadre des premiers éléments figurant ai,
progrC1,mm,e de la classe de Math.ématiques et au programme complémen.-
taire de géom.étrie précisé ci-apre,~.)

Program.me· complémentaire d'arithmétique et d'algèbre (applications
et prolongements de auesetons étudiées dans la classe de MatMmatlQùell),

i· nottona élémentaires RUt les congruences modulo n (n entier pool.
tif!

2· recherche des soiunons entléres de l'équation ax + by = c la,
b, c entiers posltlfa) et de I'équatton x' + y' "" z' :

3" converslon d'une fraction ordinaire en fraction décimale; frac-
tlon.q déchnales (nuruhres déctrnaux} përtodtques :

4· les .questtone conetrtuane le Titre 1, Nombre! réels, du. Pro-gramme A" '.
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B) Coml)losltlan dl Il Math'mltlqUII IP6claies 5-

.. Cette épreuve' portera sur les Questions .flgurant, cl'une ~ft, dans
les programmes -A, et A•. d'autre part, dans le programme ,complémen-
taire ci-après :

1· Résultant de' deux polynotnes.
2· "rransformatlon d'une éQ.uatlon aljlébriQue entlér& par' une aubetl-

tut Ion rationnelle portant sur une Beule racine,
. 3" Recherche etes ractnes rationnelles d'une êquatlonalgébrlque ...
coetttctents enetees. . . . '" ,

4· Coordonnées plüclcérlenne8d'Une' droite:
o· Er.veloppe d'une tamUle de plans, ou d'Une famHle ~ Bphé~

• un ou deux' paramétreR. . . • ',_, .'
a' secuons ctrculatrea des 8Urfaces du secoiJ.i:l ordre.

7' Propriétés homograpblquee des glmérlltJ'ices rectl1l1lnes des uua-
<lrlquee.

8" Notions sur les 11Usœaul{ IlDéatres de Qulldr~lteS.

Nota. Les déflnltlons et les proprlé!€s élémentAIres d'UD certain
nombre de courbes ou df: surr ..ces remarquables, non meDt~onn~E exnn-
crternent dans les programmes - telles que les cubiques 'circulnlres unt-
cur~lffi, Jes concboïd€l! de drolt.es ou de cercles, les OVMes de ~SCFI,rtes
et de CassInI, les CYCl<lïdes, ëm- et hypocycloldes. le!; hélices, le tore, le
conoïde tH! PlUcher - sont naturellement supIJQStes connues nes C8D<l1-
dats.

D'aut!"e part, P01U la composition de • Mnthématlquer, !3pecinJ"s ",
11panna être fait appel, lncj(Jemmcnt, Il QllelQueg-unes de~ notaon» de
géométrie infinitésimale du pIogramme de l'épreUve ~rite de Calcul
dIfférentiel et Ir.téllral.

Cl Compositôon de ~ Calcul différentiel et int~f:'al »,

Même programme que pour le concour-, de 1956 0).

D) Composil.lon de « Mécanique JI.

Méme programms. Que pour le concours, ùe J956 (1).

PROCRAMME DES [PRE,VV[S PRATIQUES

Al [preuve D"Uique de g~om~trie.

Cette (,preuve, oomprenltnt J'exécution d'une épure, pourra natu-
rellement taire inf,ervenir 1,ou1;"Je€ n01.iom; géométriques l1gurant dans
les programmes des dJHérentes épreuves écrites du CODCQUlO, et portera
Bur Je programme .nlvant de Geometrie descriptive .-

.../ / .. •
BI EDre""e de' calcul nUnMnQue,

i. .••.

Le sujet de cette épreuve Bera tiré tre8 prOt:r&tnme8 des dl1!m-teI.
épreuves écrlteB du concours. -
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JOttOCRAMME DEI EPftEUVn ORALn

Ua S'/l.1eta des ~ lecO"-3 J'l}flrmtol ~e S04t rSk q1Iesttom ~'
eJ:V'lkitemeftt dam lu ~am_ pr~ c.....,.e., soU' ~ ~~
lM ces questions, poU!llHtt d. reate comporter des r.ItPf"OCMJftStlta eaM
diverses partteJ de. pm(1rammes.

A) t're&nmme 11ft Ie~:l de œ MattMmatlaues' "'mentelres ...
Ce programme comprend :
1° TouteR. IE!3que.c~ tlgUra.at. dan& tes programmes en rigue\ ....

pendant 1':1nnt':e scolatre en cours daM les cl_ de Seconde C et Mo--
dern.Il, de Première 0 et Moderne, de Sciences Expéi-lmentaCes et de
M(jt~UJttq"es sou", les rubriques: Arltb.m6tlque. A~re, ~é-
.trte, Gé<lIl,c;t.I',<l d<lHCrll.tlvc r.t Oéomét.rle cotée, CI~l&tlQue. _ aiMa
que 1eR queRtions dU p('ogramme de CosmographIe- de la 01_ de M.th.<!-
m.at/ques, a l'exclusion deR paragraphes : n. La terre ...; VI. Constttution
phYHlque du soteu ...: VIr, Les étoiles ...: ~II La pluie ...

2" r.- queRt.lons coennlémentatre .. sulvant.es
al ArithmétIque : -conversion d'une fraction ordInaire en trac-

tion déctmate; frscttons déclmalea (nombres décimaux) périOdiques:
bl Géométrie : IJQlygonee régllllers convexes et étolléa;
Cl Toutes ,les questions du' Programme complémentaire de géométrie

ClMlnl ct-de.~9U3 pour'ia composition écrite <te « Mathématiques éléinen-
ta.lr~ _, comprt.ses AOU.8 II!!! rubriques ': II. TrnnsJonnlltknts ~!e$:.
V. Ktuth f1éomèt~ tfJ!s oeréte« rëet« Mm le plll'IC; VI. Ettia~ géo?OièttF
que des sr>ltères ...t des cerc~ dan" l'e$pGCe; .VU. complément '~,. ~
coniQue,~.

'\ ..: ,~

NOTA. - Les. leçons portant sur ces questlons complémentaires
seront supposées 'Caltes. dlloD5une classe· WIQII:ue à la claase de II. HaUlé-:
mattques Supérieures .; 8ulvBnt Immédiatement Ia classe de « Mathê-
m.atlquea,· -'", .. . ". ~,:' ,-,

B) Programme des lecOns de Il Mathématiques sp'ciafU ;;

Ce prOt:ramme comprend :

l' Les Cl,UCSUoM ilwvantes; ez:traltea des programmes A. et. A. ~',
!'Tog. A.,. Tttre Il. Vec~,s, en entter (notion.. métriQues et.·-a~es

de vecteurflL 'Po'
Prog. A, et A•. Titre Ill, .Nombre,1l complexes,en ,entier ..

/Prog, A, et .A,. Ttt1'e V. Algèb,.e. linéairf1, en. entier.

Pr~, A, et A,. Tftre VI. PoI,"O"'e.l et !rac~s
ment le.t q_tMJIU staM .. tes .- .

OlvlAlon ClCI' pel:vnometl d'unevarlable.dlr'donnéA aulvant tee pU'"
sanceJI dècrol88antetl, ou blen Rul.,ant. 1118pUl8l!ance& CrobRabtes. .

PluA. !frsnll commun dh'!Heur de dewc POI)'nomes, ldentlt6 Ile 'BefxMlL
Décomp03ltlon d'une tract,lon rationnelle en él!mentR simples.

Prog. A, et A" - TUre VII. Fonctfon" <t"Un.etxl1ifJble rtelle. lInfquemenC>'
. fa. Q1Jtetti~ "" ..... lttes· .- ,. , .' . '.
• Continuité d'une fon~ et\ Ull )IOtftt '00 51lf lin lIl!Rmeat. ~16-

tés tGR!1amentales. des fonctlor.aa. conihwes Bill" UIl' 8elPDeDt: conUowlt6<
ilo.lfonne (Les <Ié01oMt .... UOIY.de ces propcl~~ D()urroot .!tre ~~.4~). -._.

,..tblutef'~. y~_

/ ...



Note du 13 septembre 1957

(Second Degré, 1'" Bureau)

Objet Agrégation, masculine et féminine de nl3thém~tiques, _ ~.:
grammes des épreuves écrites et pra";qiles et prOlCtamft\41~l(;';~
mum des épreuves orales, pou, les allnées 1958 et lu;nÏltft-.'

Note vrélimmaire,

1" Les programmes cl-après, qul annulent toue le!! prOttrammetl anté-
rieurs, sont communs aux deux agrégatloll15, ma.scullne et, féminine;' dtt
mathématiques, '

"2' Min d',er~ 11<C1Iiter IQ lecture, cee telltfll! ne oomport;ent de ~
vol QU'aux programmes des classes du second cycle de l'EnBelgnemen'
du second degré; toutes les autres rubriques sont expllClternent détaUlêe8:

3- Ces )Jrogrammes sont ConÇU!! comme deya.nt 8'appl1quer durant"
plusieurs années, à., partlr de 1958 (Inclusivement). En ce .qui concerne
tes épreuves orales seulemellt, le programme cl-après est un progrMnme
maximum, d'ou sera el'trnlt, chR(jue année, le progra.mme de l'or1t.) dM
deux concours (masculin et féminin).

-w
N

PROGRAMME DES EPREUVES ECRITES

A. - Compooltlon de « MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES ~,

Cette épreuve portera sur les Questions flgu':Bnt :
a) Dana les 'programmes de mathématiques d!!l\ cl~ du ~ond'

cycle de l'enseignement du .second degré en vlgueul' au, 1er octobre de
l'année scolaire du concours (classes de seconde, première, mathéJna,.
tIques et sciences expérfrnerrtateaj , ','

b) Dans les titres V, VI, VII, Vil! et IX du programme maximum des
leçons orales de le mathématiques élémentaires • détaillé 'plU8 loin.
et ce même l'II certains de ces titres sont éventuellement exclu~ JlOUl',
une année déterminée ,du programme des leçons d'oral, ,.

c) Dans le programme complémentaire IlU1vant :
1- NotlolUl élémentaires sur Ies eongruenees modulo n 4n enUer ~

'If), .')
:<J. Recherche8 df!!! eolutlone entl-'res des ~uatlone

Xi + y' =:B' et' u + by = e la.,b,c, en\lel'll J)08lt\1ll).
3' Converston d'une fraction or(l!nalre en ~tlon déclmale:

'développement décimal ~rlodlque d'une fractlon donnée:
4' Le8 questione ~lWt le i.ltre ,n CVeet.unr) , JlU1lKra.phes,~

et 2, du programme des leçons orak:fj de matl'lémaUquetl I!J)éclale!i.,"

l'exclUSion des changements de coordonnées et du tableau des neUf
cosinus,

5' Formule fondamentale de la trigonométrie Sphérique.'

I:O,LN;il4 34 (26-9.:.51)

"i;),

·:t

6' Compléments de géométrie :
Polygones réguliers convexes et' étoilés,
Relation (d'Euler) entre les nombres des arêtes. des faces et dNI

sommets d'un polyèdre convexe.
Existence de cinq pOlyèdres régutters convexes.
NOTA. - Un certain nombre de résultats, non mentionnés expltclte-

ment dans les programmes, mais qui sont des appucat.icns directe, des
théories classiques - tels que les théorèmes de Mènélaüs (plan et espace)
et de Jean de Céva, les propriétés élémentaires des drortes de Simson et
du cercle d'Euler d'un triangle, le théorème de LeIbniz (barycentre), la
formule de Stewart .c: sont naturellement supposés connus des candidats.

B. - Composltlon de « MATHEMATIQUES SPECIALEb ».

[Xl

\11
6il
\'

Cette épreuve portera sur les Questions figurant
aJ Dans la totalité du programme maximum des leçons orales des

• mathématiques spéciales,. detaillé plu, lom, et ce. même si certains
titres sont éventuellement exclus pour Une année deterrnlnée du pro-
gramme des leçons d'oral.

b) Dans le titre 13 (géométrie InfinitéSimale) du programme de la
compostuon de calcul différentiel et Int.èg rat détaillé plus loin,

c) Dans le programme complémentaire suivant :
10 Coordonnées p!ückérlennes ct'une droite ;
2' Notions sur 11'8 Iatsceaux linéaires de quadrtques :

3' NotIOns SUr lcstransformatlàns homographIqueS dans le plan
et dans l'espace:

rÔ, 4' Usage des coordonnées trilinéaires et tétraédrales.
. NOTA. - Les définitions et les proprIétés elementaIres d'un certain

nombre de courbes ou de .surraces remarquable, non mentlunnées expli-
cttement dans les prograrnmss, - telles Que les CUbiques cirCUlaires
unlcursales, les conchoïdes de droites el ce cercles, les ovales tif; Des-
Caftes et de Oasstnt les cvclomes. 61'1- et hypocycloides, les hètices, le tore,
le cunoïda de Plücker - sont naturellement supposées connues dés CQn-dldats

:(
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O. - CompositIon de « CALCUL DIFFERENTIEL et INTEGRAL .,

Les notions élémentaires et le vocabutatro de la théorie des ensem-
bles et' de l'algèbre énumérés ct-après sont supposés connus des
candidats : InterAection. réunion, com;JlèmentaLre, prOduit; notion de
PUIssance, ensemble dénombrable ou continu; relatton d'ordre, relation
d'équivalence; groupe, anneau, corps, domaine d'Intégrité.

1. - Eléments de topologie; copstructlon de l'ensemble des nombres
réels; ensembles linéaires; point d'QcCUmulatlon. théoréme de
BolzQno-Welerstmss et de Borel-Lebesgue; limIte Supérieure ou
InférIeure; condition de Cauchy pour la convergence d'une suite.
TOPOlogIede Rn ; ouverts. fermés, voisinages,
Topologte associée à une distance.

2. - Fonctions sCQlalres d'une vartabte réelle: fonctions monotones, il.
variation borriée, continues, convexes: continuIté untrorme.

3, - Fonctions scalaires ou vectortenes d 'une vQr;able réelle, sCQlalre
ou vectorielle; continuité; continuité uniforme.

4, - Fonctions différentiables, dlfférentielte totale; formule c!\ Taylor.
Ô, -.-: Déterminants fonctionnels. fonctions Implicites,

/ ...



PROGRÀMM'!: MAJUMUM OES EPREUVEs ORALES
. Le· ~mme dftI êprel1\'e!! ora1es eer. publllJ clnIque annfe IlÙ début

de·Tannfll seolalre, U sera extrait du programme IIlJUllmum })Tk!1Ié cl--
aprèl!. ;

/ ...... /
Programme maximum de~ leçon5 de « Mathémat'iques spéc/4rej li

n re confond sensiblement avec celut des cl8.S1!e!! préparatoll'el! aux'
lfTande.; écoles ec.Ientlflques Iprogl'&mmes Al et. A2) annexé à l'arrêté du

"mlttl8t;lre de l'Education natIOnale (second degré - i...bureau) en date
,du 27 juin 1956 et publié par le Centre national' 'de Documentation
Pédagogique sous le n' 55 Pi'/Sd-Août 1956.

.......
W
W

Ce programme est déta!1lé en précisant les classes Al (Mathémati-
ques supérieures) ou A2 (MathématIques spéciales) au niveau desquelles
sont supposées faites les leçons, ses paragraphes sont numérotés comme
ceux de I'arrètè vise cl-dessus, ceci à l'exception des deux premiers l et
Ibis.

N.8 ... Lesdémonstratlons de toutes les Questions ou propriétés figu-
rant il. ce programme pourront, sauf Indication contraire, être demandées
au concours d'agrégation.

l' - (Al et A2) Eléments d'algèbre.

Notions de groupe. d'anneau et de corps. L'étude générale n'est pa.s
demandée, on se bornera à dégazer ces notions de l'étude et de la com-
paraison des divers ensembles qUI ilgurent au programme (supposé déjà
connu) de la classe, et qui engendrent un groupe, un anneau ou un
corps.

Ibis. - (Al et A2) Nombres réels

Corps des nombres rationnels.
Définition des nombres -réets, (On pourra les définIr soit par des

suites. soit par des coupures). Comparaison des nombres réels; opérations
rationnelles sur ces nombres; propriétés.

Approximation d'un nombre à.l0-n près.
Tout ensemble de nombres réels qui possède un nombre maforant

ou minorant) admet une borne supérieure (ou Inférleurel.
Corps des nombres réels.
Racine nième (posltfve] d'un nombre positif.
On associera à la définition des nombres réels la mesure des lon-

gueurs. On précisera notamment la correspondance biunivoque entre les
points d'Une droite et' les nombres réels (axiomes d'Archlmède et de
Cantor-Dedeklng) .

1 • · •

B.O.E.N. nO 34 (26-9-51)

Note du 16 septel'ilbre 1957

(Second Degré, l " Bureau)

Objet Agrégations mascu~:ne et féminine de mathématiques
gramme des épreuves pour .13 session de 1958 •

Pro-

On est prié d'abord de se reporter à la Note du 13 septembre 1957
(Second Degré, '[er Bureau). pUbliée au Bulletin ot iiciel no 34 en date du
26 septembre 1957 013·Sd·§ 2/A2, p. 5). fixant les programmes des.
épreuves écrites et pratiques et le programme maximum des èpreuves
orales. pour les deux agrégations masculine et féminine de mathéma.-
tiques. à partlr de l'année 1958.

00
lfJ
«:
T

PROGRAMMES DES EPREUVES ECRITES
ET DES EPREUVES PRATIQUES.

Ces programmes sont fixés par la note du 13 septembre 1957. citée
cl-dessus.
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PROGRAMME DES EPREUVES ORALES

Le programme des épreuves orales. pOUl' la session de 1958, est obtenu
en supprimant du programme maximum, fixé par la Note du 13 septem-.
bre 1957 déjà citée. les rubr loues 011 portions de rubriques Indiquées
cl-après

Leçons de « Mathématiques élémentaires n,

Dans la partie A (programme des classes du Second Degré)
1. - Tout le programme d'algèbre des classes de seconde r et Mo-

derne) .

III. - Tout le programme de la classe de Sciences expérimentales.
Dans la partie B (programme complémentaire)

V. - Transformations ponctuelles (plan et espace).
VI. - Notions de géométrie affine et de géométrie projective.

VII. - Etude géométrique des cercles réels dans le plan.

Leçons de « Mathématiques speCiales ll'.

Ibis. - Nombres réels.
II, - Vecteurs.

III. - Nornbr'es complexes.
IV. - Analyse combinatoire,
VI. - Polygones et fractions rationnelles.
lX. - calcul des Intégrales.
XV. - Introduction à la géométrie projective,

XVI. - Courbesalgèbrlques planes.
XIX. - Prtncrpes de la mécanique.
XXI. - Uniquement les paragraphes 3 (Tore) et 5 (Paraboloïde

hyperbolique) de cette rubrique (géométrie descriptive).
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Arrêté du 3' juillet 1958

(Extr:1its)

(Vu A 2!J-7-1885 modo P. A. 22-11-1895 ct 16-1-1897; A. 18-6-1904et A. 31-7-l!l:08!

Objet Coefficients des épreuves de l'agrégation de mathématiques.

ARTICLE PREM1LR. - Les corffiejents des C::!))"f'UV[-Sde J"r1tncr;i1t,ion de
mathématiques. ";,fmies par rIes) arrëtéls) du 31 juillet ]ll58 SllsvlS8(S)sont fixés comme SUit:

1° Agregation de nUIthc1natique.s.

a) Eprcl.!\"es préparatoires.

Corn po:....it.Ion de rnaU1élnatiQllC's t.kmentRires et ~pêcj;)les : cOf'1ficicnt 3.
CornposiUon d·:l.flalysc : coefficient 3.

COtnpo6il.ion Lie mécanique gén~ral€ : coefficient 2.
CompositIon Lie l'lathcrllntlques ~pjJJifj\iées coefficient 2.

b) Eprem·es définitives.

w
~

Leçon de mathématiques r,!émentatres : coefficient 5.
Leçon de mathématiques :;j.lcciaies : coef(lcient 5.

•••••••••••• ",-.- " (ci'

ART 2. - Ces coefficient< se ro n t appllqués pour la premierc fols
aux concours de la ses-Ion de 1959... .... .... .~.... ..................

(J.O, du 14 ao ùt 1!?58.)

Note du 5 septembre 1958

(Second degre, I'" Bur('au)

Objet Agrégation de
épreuves écrites
pou, les J nnees

mathématiques (homme,). Programme de!
ct programme maximum des épreuves orales
1959 ct suivantes.

NOIe nré l irn in ai rë,

1" Les p roc rnmruos ct-o près aunu lun t tous lc-s prosrnmnw~ flIl1érif'ilrg.
Afin d'cn faciilter la It'(tur~, crs lt'xtes ne ccrrnponent ue r(,ll\"oj~ uunux
p r og rarm nes des ("1;1::':'.;(':-;;(lu second cycle de l'En~rjgI1l'ment du ~CCO!}Ù
df2gré, toutes ~('S aULt"CS rubriq ucs so n L pxplicitcrnent (}êtaillét.!-,;,

0)
\f)
<$\

~ 2" Ces P10f~!":1:n!;l('."i <on t concus COlome devant s'npplifj\ll.'J' d1tJant
V)u:3îeur:s a n nccs il p:lrtit" de 1959 finc!usivenwnt) En ce qUi cour-r-rne
les érn cu vcs definJ!.i'.,:es 0C'U!E.'lllcnt, le prog rnrnrno Cl~A.prè's e~t. u n .pro-
gramme rnaxl rr.u m d'où sera e x t ra t t chaque nrmèe, le prognllnrllC de
l'oral du concours:i

f-«:
~
~

EPREUVES PREPARATOIRES
(Compositions écrites)

1. - Com pcsit van (le 1uathé17latiQHes él enien inir es et SPf.5cialc$ (ource
Il heures).

Cette épreuve portera sur les qUEstions figurant :

a) Dans les prog: a m mes de mathematlques des classes du second
cvcle de lerise ig nerue n t du second deg'é en vigueur au Ipc octonrc de
l'Îmnee sCOI,1I1 e du concoui s (classes de Seconde, Premlere, Mathema-
tiques et Sciences expérimentales).

b) Dans les t i t res V. VI. VII. VIII. ct. IX du programme maxtm urn
des leçons orales de « me tnèmattques elementaires" détalflé plus loin ~t
ce. même si certains de ces titres sont évent\1.eJ1rJncnt exclus DOur une
année déternlinée du prog ram me des leçons doraI.

Cl Dan" Id totallt.é o u prog ra mrne maximum des I<;:cons oraJf't; d"
« ma t.hèrnnt.Iques spéciales» dè t n lll é pl us Jorn, et ce, meme .<1 cpr! ...",,,
titre::; sont éven~uf'll,::m('nt exclus pour Une année délennlnee du pr~
gramme des leçons doral /. •• /

Programme ml!Itmum âes leçons de « mathématiques spéciales o.

n se conf<;>nd sensIblement avec cel ut des classes préparatOires aux
grandes écoles scientifiques (programme A, et A,) annexé à l'arrêté du
mInistère de l'Education nationale rseconn degré _ Ier bureau, en da te
du 27 JUin 1956 et pubtté par le Centre nati0nal de Documentation Péda-
gogique sous le n' 55 Pg/Sd-aoùt 1956.

Ce proglllmme est détaillé en prectsant les classes A, (mathéma.tlques
SUllériellreS) au A (mathématiques spéciales) au nIveau de.'Quelies sont. !
supposées faites les Iecons ses [Jaragraphes sont numérotés comme ceux
de l'arrêté vL,é ci-dessus, cecr à l'exception des deux premiers l et Ibis.

N.-B. - Les démonstrations de toutes les Questions ou propriétés
!lgurant <\ ce programme pourront, sauf Indication contraire. èt.re dernan.,
dëes au concours d'a~régatlou

1. - (A, et A,I Eléments d'algebre

Notions d~ groupe, d'anneau et de corps. L'étude genérale n'est. pas
demandée, on se bornera à dégager ces notIons de l'étude et de la com-
paraison des divers ensembles qUI figurent au programme (sUPposé déJà
connu) de la classe, et qUI constituent un groupe, un anneau ou uncorps. •

l ltfs - (A, et A,) Nombres réel~.

CorpS des nombres rationnels .
DéfinItion des nombres réels. (On nourr a les dénnle soit par des suI-

tes, soit par des coupures i, COnl;lalRison des nombres réets . O[Jératiollg
{at!.onnelles sur ces nombres ; propriétés,

ApprOXimation d'un nombre !\ 10·n pres.
Tout ensemble de nombres réels. qui lDssède un nomhrc majorant

(ou mlnorantl admet uno horne superieure (OU Inférieure;
. Corps des nombres réets

Rac!ne nleme (Positive) d'un nomhre positif.
On associera à la déflnit!on des nombres réels la mesure des lon-

gueurs. On préctsera notamment la correspondance biUnivoque entre les
pointS d·une droite et les nombres réels (SKiomes cI'ArchlmècJc et de
Cantor-Dedekingl. / • • •
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Note du Ei septembre 1958

(Second ocgrl:, 1"' llufeau)

Objet : Agrégation de MatHématiques (femmes'. - Programme des
épreuves pour le C'lncQUrs de 1959.

1. - Let stnlct,urc du con cou l'" de l'Agrég"tion de Mat.hématiques
(FEMMES 1 po ur la sessron lie l%!t :;('ra la même que pour h "es", ..".. de
1!}'5{J; il Y Dura donc deux ....érip..c:; (V(~}.H"('uve·'i e(lreUVes prep::\ratoires. à
la suit,e desqt!e[\e~ est ét,ablie une list,,, rj'ad nt iS.'ibl lité, et épreuves défi-
m tt ves, trnuosees àtout..es ies candldat.es a.drnis.'i-lhle~.

LC'B ':-'preu"'ps l~rêl'J!.trat(}ircs. conshteront en Quatre comnosrttons
écrit.es: ~ ma.thémat;krue1i ététnent.atreA ». « mathénlatique.5 spéciales »,
« calcul rliffr:rPHt.iel et, Înt,ég:ra.l », « rnè<,::tnique rationnelle» (durëe de
CI13.QtH" cornposition six: heures).

Les è nreuves dèft n itt vex Con:11H-endront, deux épreuvo., pratiQue.r.;. rune
d~ géométrie (durée qUE\tre ne ure-n , laut r> de " calcul numérique t
(durée troi.~ heures). et deux> êl~euve::: or ates : une leçon de ~ ffif\thê-
rnnt.iqrres élénH:,n.t,a.ir€s JI> et une leçon d·e « rnat.héole.tiQues spéciales ,..

Le" cocf[icients ~ff!l€tés ft. chacune des émeuves éerHt'9, pr3tiques, et
orales .. seront les mêmes Que pour la scs.si()n de 1958.

>-'
W
Vl

Il. -" La not<ê du I~ sentemtH'e 11157 (f)eroncl degré _ 1er Bureau}.
parue au B,O.E.N. n " 3'1 ck1 :!J6 sevr.<:mbre 1957, P. 21:\39 (ll:J..Sd-~ 2/"'2,
p, .)). Cl. fixé « tes nroçram.mes cks C'[ff'P1we.. écrrte« et '[ff'"liqll~.<. et le
nrooro m.m« 1?1.(lxim,U.ttLdes L7~renl~.~ oroies, l"1OV.T le« année,'f t::J58 et sui-
va.n.t(~s· d~l{ A~rég:a.t,.1onHmascuttne et fr.rninine· de [nat,hém~t.iqtJcs ~.
Cet.te note r"st,p v:,Ir>ble pour le concours de 1959 cie l'Agrégation de
Mathémaj;iqlles (FEMMES) ; il convicn t t,ollt,efois rI'y remplacer I,,~ trois
at incas 0". 2". 3"), CCH1stit.llilnt. 1;, « Note ]J1'èlrmma;r~ ~ (page 2839 du
B.O.EN n» :.J.t du 2J}.....q:-1Btj7,. pur le texte suivant;

Note wCiimi.naire

1" t.e.. prügr.anlnle:;; ci-après. qul a.nn utou+ le." urog rarnmes an tèrreurs,
ne !:onlpqrt.ent (.le ff:'nV(){ C{U':i.tlx IJro~..r.vmrnus du 8~cond cycle de lEuset-
!,;oenH'nt, rl u Second HtH;rê: tO,",tl.'S les aut.r c., ;uhr[qJ.u~:-; :,ont explicitement
dehllll'"'' ,

:~.. En (',~ q!1Î co nccr ne [(;oséllTf~uvr-,:s O,.".fe ....,·senlernent, le texte ct-après
défluit, un nrog ra mrne m.ccr.im.n.m, rf"(lÜ ::'pra. cx!;r;lll; le progLI.tIlIne. fi.x:6
chaque année. d~ lornt du concours.

Al1Cl(tu~ TuodlUcatlon n'p:-;t apDortl~e aux autres parties cie la Note
d u 1~~scptcrubr e 1957, qut definissent, :

k /J"rOtlra.nunr! de» C/lrCH.1'r:S écrit!'s (p. 28J~) -- 2842 du B.OE.N. du
26-9-1%71 :

le 1JrQrllu.m m'J des e7lrew)p" 1,n.UC!'II.,-,s (p. 2842, ct") :
le fJro()'rarnm~ n!arirnum à·cs {~re1l.1lPS oroff?.} (p. 284? __ 2852. d").

2° PTO{JTQJ1Une d,es (~pTCllt'eS orale.t:.

Le programme des h,reuvcd orales, polir le conCours ùe 1959. est
obtenu en SUPPRIMANT du pmgramme maxim1l7n. flxé par la Note dl>
13 sept.embre 1957 déjà citée !pages 2843 il. 2852 du RO.E.N, n' 34 du
26-9-19571. les rubriques Olt parties cie ru1Jriques Indiquées cl-après:

Leçons de « Malhél/wtiQues élémentaires, » / ...

.../
Leçon" de • Mathematlques Spécralcs ».

1 bis. -- Nombres réels,

IV. - Analyse combinatoire.

VI. - Polynomes et rractrons ratlonnell('S,

IX. - Uniquement le paraqrQpltc 2' ID,'ofinitlon <les f n t.èg rales dou-
bles et triples ... Applications .. Champs de vecteurs. Intégrale curviligne}.

XIII, - Géométrie analytique,

XV. - Introduction il. la géométrie projective.
XVI. -- Courhes algébriques planes

xvrr. - Uniqllemutt le parauraplrc 2' (COniques).

XIX. Principes de la OlPcnnique,

x"'CI. - Géométrie descriptlve,

Note du 6 septembre 1958

(Second dq,:r0, I" Bureau)

Objet : Agrégation de Mal'hématiqucs (hommes), _ Programme des
épreuves pour la session de 1959,

On est prié d'abord de se reporter il la note du 5 septemhre 195fj
(second degré, l"· hu rea uï , publiée ci-cle·"1I3 au present bulletin orrrcrct,
fixant les progranlmes des épreuves écri t es et le prograrnnle m axr mu m
des épreuves orales pour l'agr63ation masclii ine de mathématiques. Q
partir de l'année 1959.

Programmes des épreuves écrites.
Ces programme" sont (lx"" pa r 19. 1I0te du 5 septem bre 1958 citée

ct-dessus.

Programme des épreuves orales.
L" programme (les épreuves orales, pour la session de 19';9, est

obtenu en supprimant du programme maximum .fllté par la note du
5 septemhre 1958 de là crtèe, les rubriqUes ou portions de rubriques
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.-JROGRAMMES
DE L'AGRÉGATION
INTERNE

Mathématiques

Un professeur de mathématiques devrait avoir
élaboré et intériorisé une vue globale, person-
nelle et cohérente de ses connaissances dans sa
discipline à travers son histoire et ses liens avec
les autres disciplines. La préparation à l'agré-
gation interne peut être l'occasion d'une fruc-
tueuse réflexion. C'est dans cet esprit qu'il a été
procédé à cette mise àjour du programme com-
plémentaire, la connaissance de ceux de toutes
les sections de l'enseignement secondaire étant
d'autre-part demandée aux candidats. Ce texte
décrit un ensemble de connaissances souhai-
table pour un professeur agrégé. Il sera périodi-
quement remis à jour. \1 ne doit pas être inter-
prété de façon rigide et formaliste. Son but est
surtout d' aider les candidats dans leur réflexion
et dans le nécessaire effort d'unification de leurs
connaissances.
S'il est commode de présenter un programme
en rubriques, ce découpage ne doit pas dégéné-
rer en cloisonnement C'est ainsi qu' ilest pro-
posé certains rapprochements qui peuvent être
complétés par d'autres. Ce texte comporte aus-
si des répétitions quand une même notion inter-
vient à plusieurs endroits. Ainsi, une même no-
tion peut être d'abord approchée dans un cadre
particulier, puis sous un aspect plus général.

A - PROGRAMME DE L'ENSEIGNEMENT
SECONDAIRE
Ce programme comporte tous les programmes
des classes de la seconde à la terminale incluses,
dans toutes les sections.

B - PROGRAMME COMPLÉMENTAIRE
1.Ensembles
Vocabulaire de la théorie des ensembles. Pm-
duit d'un nombre fini d'ensembles. Applica-
tion. Relation d'ordre.
Ensemble Ndes entiers naturels. Ensemble dé-
nombrable. Non dénombrabilité de R.
Relation d'équivalence et ensemble quotient.
2. AJgoritlumUqueet rnfonnatique
Exemples d'algorithmes liés au programme.
Notion de variable, d'adresse. Instruction d' af-
fectation, instructions conditionnelles, pro-
grammation itérative et récursive,
Fonctions et sous-programmes; passage de pa-
ramètre. Rédaction en français ou en Pascal de
programmes ne comportantqu 'un petit nombre
d'instructions pouvant utiliser des sous-pro-
grammes.
Aucun développement théorique n'est au pro-
gramme.

3.Algèbre générale
a) Extensions successives de la notion de
nombre
Anneau Z des entiers relatifs. Division eucli-
dienne. Sous-groupes additifs de Z. Nombres
premiers. Décomposition en facteurs premiers.
Plus grand commun diviseur (POCO) et plus
petit commun multiple (PPCM). Théorème de
Bézout, Algorithme d'Euclide. Congruences.
Applications arithmétiques des anneaux quo-
tients 7LJn7L. Théorème chinois. Groupe des
éléments inversibles de Zln7L. Applications à
des problèmes de calendriers. Exemples de mé-
thodes de codage et de cryptage. Équations dio-
phantiennes ax-byec.
Corps Q des nombres rationnels, IR des
nombres réels, 0:: des nombres complexes.

1· ·

10,Analyse à une variable réelle
a) Nombres réels ou complexes
Corps IR et 0:: des réels et complexes. La
construction de Rétant admise. Suites conver-
gentes, divergentes, sous-suites, valeurs d'ad-
hérence. Opérations sur les limites. Toute par-
tie non vide majorée de R possède une borne
supérieure. Toute suite croissante majorée est
convergente. Suites adjacentes. Droite numé-
rique achevée.
Complétude de R :toute suite de Cauchy de R
ou Ccon verge. Théorème de Bolzano- Weiers-
trass : de toute suite bornée de R ou C on peut
extraire une sous-suite convergente,
Développement décimal d'un nombre réel. Cas
des nombres rationnels.
Comportement asymptotique d'une suite. Re-
lations de comparaison: domination, prépon-
dérance (u est négligeable devant v), équiva-
lence. Notations u = O(v) et u =o(v).
Suites de nombres réels définies par une rela-
tion de récurrence un+ 1 = f(un)· Récurrences
linéaires et homographiques.
b) Séries de nombres réels ou complexes
Séries à termes positifs. La série converge si et
seulement si la suite des sommes partielles est
bornée. Élude de la convergence par les rcla-

/ .. "
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4} Constructions modernes des nombres Réels (dans les manuels)

Au début des années soixante, avec les réformes des programmes des classes préparatoi-

res (1956) puis du secondaire (1962), s'est posé le problème de l'introduction de la construc-

tion des nombres réels dans l'enseignement.

Les mathématiciens de l'époque ont alors défendu l'une ou l'autre des présentations

classiques et ont aussi quelquefois innové avec des motivations pédagogiques. Cette réflexion

s'est traduite par un grand nombre de publications d'ouvrages scolaires ou destinés au corps

enseignant. Par exemple le cours de Valiron et celui de Chazel utilisent la méthode des cou-

pures tandis que le cours de Lelong -Ferrand et Arnaudiès présente une construction utilisant

les suites de Cauchy, ainsi que le cours de Chambadal et Ovaert que nous survolerons plus

loin. (Tous ces ouvrages se trouvent encore dans les documentations de lycées possédant des

classes préparatoires ainsi que dans les bibliothèques des I.R.E.M.)

Ainsi Doneddu, en 1963 dans « Les bases de l'analyse mathématique modeme » pro-

pose une construction des nombres réels positifs à l'aide des nombres b-naires et Jacqueline

Lelong-Ferrand défend en 1964, dans un ouvrage intitulé « Les notions de mathématiques de

base dans l'enseignement secondaire », la construction des nombres réels par leurs représen-

tations décimales (ou en base b) .Voici la justification qu'elle donne de cette présentation dans

sa conclusion:

« Nous venons de voir qu'il est possible de définir les nombres réels de bien des

manières: développements décimaux illimités, suites croissantes, doubles suites en-

cadrantes, suites de Cauchy, coupures, sections commençantes; toutes ces méthodes

sont intéressantes et rigoureuses; et elles conduisent à des exposés de longueur sen-

siblement égales. Les nouveaux programmes de Mathématiques élémentaires, qui

proposent de donner des notions sommaires sur la définition des nombres réels, pla-

cent donc le professeur devant une situation embarrassante; car quelle que soit la

méthode adoptée, il n'est pas possible d'en donner un exposé rigoureux sans lui

consacrer plusieurs leçons, au détriment du reste du cours. Les méthodes fondées sur

la théorie des limites présentent, de plus, l'inconvénient de retarder la définition des
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nombres réels jusqu'à ce qu'on ait exposé les premières notions de « théorie des

fonctions », ce qui amène à exposer le cours dans un ordre peu naturel à ce niveau.

Le souci de rigueur ne doit pas, non plus, nous faire oublier le point de vue prati-

que: la plupart de nos élèves deviendront plutôt des utilisateurs des mathématiques

que des mathématiciens professionnels; et nous ne devons pas mépriser le point de

vue du calculateur obligé (souvent pour notre propre sécurité) de faire des calculs

corrects sur les nombres réels .....

Il nous semble donc que l'on gagnerait un temps précieux en définissant les nom-

bres réels au moyen de leurs représentations décimales; car on traiterait en même

temps le problème important des valeurs approchées, et celui de la caractérisation

axiomatique de la «droite géométrique », si négligée en général... ... »

Nous allons rapidement exposer la méthode employée par madame Lelong Ferrand, le lecteur

intéressé trouvera les démonstrations complètes dans son manuel.

Dans un premier temps elle définit les nombres décimaux comme les rationnels pouvant

être représentés par une fraction décimale ~ où a est un entier non divisible par 10 ce qui
IOn

assure l'unicité de la représentation et tout nombre décimal admet une écriture de la forme

aO.al....~l (a, est un entier relatif et ai où i ;:::1 est un entier positif de {O, 1...9}.

La valeur décimale approchée à 1O,n près, par défaut, d'un nombre rationnel x est x, tel que

Un paragraphe est ensuite consacré à la définition des D.D.I, développements décimaux

illimités:

A est un D.D.I ssi A est une suite infinie de nombres entiers ao,a,...an ... où ao est

un entier relatif et a, est un entier positif pour tout i ~ 1. On note A L'ensemble des

D.D.I et Llo l'ensemble des D.D.l qui se terminent par une infinité de zéros.

Il existe alors de façon évidente une bijection entre l'ensemble D des décimaux et Ôo'

11

On appelle ~ = aO,al.an = ~)O-;ai' valeur approchée, d'ordre n, par défaut de A et A est
;=0

Madame Lelong-Ferrand définit alors une relation d'ordre sur Ô:

A SB si pour toute valeur de n, on a Ali SB; .
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Cette relation présente les deux propriétés suivantes:

-Si l'on identifie L10 et D cette relation n'est autre que la relation d'ordre classique dans

D pour les éléments de L10.

-C'est une relation d'ordre total dans Ô (se reporter au texte pour la démonstration non

évidente ).

Cette relation permet alors de définir les D.D.I positifs ou nuls et les D.D.!. négatifs. Par

ailleurs A est le plus petit de tous les D.D.!. qui vérifient A?: A" pour tout n, A est donc la

borne supérieure des An.

L'auteur définit alors les suite monotones de Ô:

Soit Aa=aoa.a/ ...a/x ... ( a = l,2, ...p) une suite infinie de D.D.!. cette suite est dite

croissante [respectivement décroissante [si, quel que soit a, on a AMI:? AŒ [respecti-

vement Ami :S'A;; et elle est dite majorée [resp.minorée]s 'il existe un développement

décimal illimité B tel que l'on ait A Œ :5'B [A ">BJ quel que soit a.

Il ne reste plus qu'à montrer que, dans Ô, toute suite croissante majorée admet une borne

supérieure et que toute suite décroissante minorée admet une borne inférieure: en effet si

B=bo,bjbn···est le majorant de A, on peut montrer que chacune des suites infinies at (suites

indicées par a) est stationnaire car aj
a est une suite croissante d'entiers compris entre 0 et 9 si

i?:1 et pour i = 0 les aoa prennent un nombre fini de valeurs comprises entre 301 et b.,

Les D.D.!. ne possédant qu'un nombre fini de décimales distinctes de 9 constituent

l'ensemble L19 et l'auteur exhibe une bijection de L19 sur L10.

Dans un paragraphe suivant les nombres réels sont alors définis comme les D.D.!. qui

possèdent une infinité de décimales différentes de 9.

Ainsi l'on obtient deux sortes de nombres réels:

10 les nombres décimaux ordinaires, qui admettent chacun deux représentations

par des D.D.I; l'une qui sera dite régulière, par un élément de L10 l'autre qui sera

dite irrégulière, par un élément de L19 ;

JO les nombres décimaux illimités qui sont représentés par un seul D.D.1

11 'appartenant ni à L10 ni à L19 .

Sans l'introduction de L19 il était impossible de définir dans l'ensemble des D.D.!. une

addition possédant les propriétés de l'addition dans D.
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Dans l'ensemble des réels ainsi défini on peut aisément définir une addition et une mul-

tiplication (c'est l'objet des paragraphes suivants) donnant à cet ensemble une structure de

corps commutatif totalement ordonné. Après avoir défini la limite de manière classique on

montre que dans R toute suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée) ad-

met une limite.

Le choix des nombres décimaux peut paraître arbitraire et l'on peut montrer qu'en choi-

sissant un système de numération de base k on obtient, en réalisant la même construction, un

ensemble isomorphe à celui construit à l'aide des nombres décimaux.

Le chapitre se poursuit par l'étude d'une caractérisation axiomatique des nombres réels

et de la droite géométrique que nous ne développerons pas ici.

Voyons maintenant rapidement le mode de présentation utilisé dans le cours de Mathé-

matiques de Chambadal et Ovaert publié en 1966 chez Gauthiers-Villard:

On se place dans un corps commutatif totalement ordonné et après avoir défini des sui-

tes d'éléments de ce corps ainsi que la convergence de telles suites, on suppose que de'plus le

corps est « de type dénombrable »,c'est à dire qu'il existe, dans ce corps, des suites conver-

gentes non stationnaires. L'ensemble des rationnels, Q, est un exemple d'un tel corps.

Après l'étude des propriétés des suites de Cauchy d'un tel corps et la mise en évidence

dans Q de suites de Cauchy non convergentes, les auteurs énoncent et démontrent le théorème

suivant:

Soit K un corps commutatif totalement ordonné de type dénombrable.

1. Il existe un corps commutatif totalement ordonné de type dénombrable K J conte-

nant K, et possédant les propriétés suivantes:

a)Les lois et l'ordre de K' induisent les lois et l'ordre de K.

b)Dans K' toute suite de Cauchy converge.

c)Le corps K est dense dans le corps K'

2. Soit L un autre corps commutatif satisfaisant aux mêmes conditions que K' ; il

existe alors un isomorphisme et un seul de L sur K' qui laisse fixe K.

3. Si le corps K est archimédien, le COlpS K' l'est aussi.

Ces résultats s'appliquent en particulier au corps Q des nombres rationnels

L'ensemble Q' s'appelle l'ensemble des nombres réels; Oille Ilote R.
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Cet exposé, qui ne s'adresse évidemment qu'aux étudiants de l'enseignement supérieur

présente la construction des réels comme un cas particulier du théorème ci-dessus et, bien que

l'idée de départ soit la même on est loin de l'exposé de Méray.

Qu'en est-il des manuels actuels? Dans J'enseignement secondaire la construction des

nombres réels a totalement disparu des programmes et des manuels. Dans les classes prépa-

ratoires les constructions ne figurent plus au programme, on trouve toutefois dans certains

cours très complets un exposé; en particulier le premier chapitre du cours de Mathématiques

d'Amaudiès et Fraysse (Dunod 1991) est entièrement consacré aux nombres réels, à leur

construction et à leurs propriétés.
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5) Conclusions

On a pu voir dans les paragraphes précédents comment s'est imposée, à partir de Bolza-

no et Cauchy, la nécessité d'une construction rigoureuse de l'ensemble des nombres réels.

Pour asseoir les notions de limite et de continuité sur un édifice solide, cette construction est

indispensable.

Les premiers travaux sur les réels sont élaborés par des chercheurs professionnels et sont

enseignés par leurs auteurs à l'université (Weierstrass à l'université de Berlin) ou publiés dans

des mémoires destinés à un cercle de spécialistes (Heine, Cantor ...); ils donnent lieu à des

échanges de courrier (correspondance entre Cantor et Dedekind ...) et des débats d'idées. Ces

recherches déboucheront avec Dedekind et Cantor sur la théorie des ensembles.

On voit en 1904 apparaître dans les programmes de "Prépas", la construction des nom-

bres réels dont les premières ébauches datent de moins d'un demi-siècle. On peut donc penser

qu'à l'époque une clarification du statut des nombres réels semblait nécessaire. Pendant long-

temps aucune des méthodes présentées ne s'est imposée et on peut voir dans le texte suivant

de Tannery que le débat est encore ouvert en 1908 et que, suivant les pays, l'une ou l'autre

avait la préférence des universitaires.

Voici quelques extraits d'une comparaison entre trois méthodes, rédigée en 1908, dans

le bulletin des sciences mathématiques par Jules Tannery:

"1.. Je remarque tout d'abord que les trois définitions, quand il s'agit d'un nom-

bre irrationnel, définissent plutôt, si l'on me permet de m'exprimer ainsi, une déter-

mination du nombre que ce nombre lui-même; cet inconvénient, que je ne saurais

d'ailleurs mieux préciser est dans la nature des choses, ou de notre esprit, et il

n'enlève rien à la rigueur des développements. Il me semble que la définition qu'on

doit à M Dedekind offre plusieurs avantages sur les deux autres; d'abord, elle dé-

termine immédiatement le nombre irrationnel de façon univoque. Dans cette défini-

tion la question de l'égalité ne se pose pas: deux nombres irrationnels égaux sont le

même nombre; ils résultent d'une même coupure. M Méray et Weierstrass sont obli-

gés de définir ce que sont deux nombres irrationnels égaux ....

1.. Dans cette conception aussi, la comparaison de deux nombres, la notion de

plus grand et de plus petit sont immédiates. Enfin la distinction entre le nombre irra-

tionnel et le nombre rationnel apparaît encore immédiatement, puisque les deux
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classes de nombres rationnels que sépare la coupure n'ont pas le même caractère

suivant qu'on a à faire à un nombre rationnel ou à un nombre irrationnel .../

/. .. Il semble que en France au moins, la définition de M Méray ait séduit davan-

tage la plupart des professeurs, et cela tient peut-être à ce qu'elle plaçait au début

une idée qui leur était familière, celle de suite; les raisonnements et les calculs

qu'elle implique pour se développer sont de la nature de ceux auxquels on était ha-

bitué; pour se l'assimiler, il n y qu'un effort à faire: accepter comme définition d'une

suite ayant une limite la règle donnée par Cauchy pour reconnaître si une série est

convergente, ou si une suite à une limite. La définition de M Dedekind, celle de

Weierstrass, surtout, sont liées à la notion d'ensemble, qui, il y a vingt ans, était fa-

milière à peu de personnes. Peut-être cette notion est-elle moins difficile qu'on se le

figure à comprendre pour des débutants, pour ceux dont la pensée n'est pas cristalli-

sée par l 'habitude, et il se peut que des maîtres, d'ailleurs excellents, se soient ef-

frayés plus qu'il ne convenait de cette notion, qu'ils n'étaient pas accoutumés à in-

troduire dans leur enseignement. Les développements considérables qu'a pris rapi-

dement la théorie des ensembles, les conséquences inattendues et parfois paradoxa-

les qu'on en tirait, le caractère très abstrait de ces développements ont peut-être

ajouté à cette frayeur. Assurément, il n 'a jamais été question de faire pénétrer ces

développements dans l'enseignement élémentaire; mais la notion d'ensemble, qui

suffit parfaitement à la définition des nombres irrationnels, est, en elle-même, très

simple; elle apparaît comme telle cl tous ceux qui s y sont accoutumés. 1/

Dans ce texte 1. Tannery donne sa préférence à la construction des réels par les coupures

et suggère que seul le poids des pesanteurs empêche cette méthode d'être à l'honneur dans les
programmes.

Encore dans les années 60 nombre d'étudiants de "Prépas" ont abordé la notion de nom-

bre réel par les suites de Cauchy, d'autres par les coupures, d'autres encore par les développe-

ments décimaux. On peut se demander pour quelles raisons ces notions disparaissent des pro-

grammes (1963) alors que, particulièrement pour les coupures, l'exposé est relativement sim-

ple. Parallèlement à cette disparition en "Prépas", les procédés de construction des réels sont

traités en Math.-Elem. entre les années 1963 et 1967. Les propriétés fondamentales des réels
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(borne supérieure ...) restent au programme de "Prépas" alors qu'elles n'apparaissent pas en

Terminale avant 1971.

Dans ces années-là (cf. extrait de Chambadal-Ovaert plus haut, Bourbaki ...) apparaissent

des exposés plus modernes mais aussi plus ardus de ces notions. Depuis maintenant un bon

nombre d'années, seuls les étudiants se spécialisant au niveau de l'agrégation dans l'enseigne-

ment ou la recherche mathématique sont amenés, dans leur cursus, à rencontrer la construction

des nombres réels.

L'apparition des calculatrices dans toute la scolarité, si elle permet de mieux appréhen-

der les approximations et calculs numériques, ne laisse subsister que l'aspect opératoire des

nombres au détriment de leur statut de Nombre. Il n'est donc pas étonnant, comme le signale

Madame E. Cousquer, que des étudiants préparant le C.A.P.E.S. de mathématiques ne sachent

plus différencier un nombre décimal, un nombre rationnel, un nombre réel, puisqu'ils sont tous

confondus dans une même écriture (à la précision de la calculatrice). Si ces confusions sont

sans importance pour un non spécialiste, il n'en est pas de même pour de futurs enseignants

qui peuvent difficilement enseigner clairement ce qu'ils conçoivent mal.

Nous espérons que cette brochure, malgré toutes ses insuffisances, saura répondre à

l'interrogation de certains étudiants particulièrement curieux.
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