INSTITUT DE RECHERCHE SUR L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES

Université Montpellier 11

M.

E‘ e
= Place Eugéne Bataillon cc 040 A. '
= 34095 MONTPELLIER Cedex 05 L, ﬂ \

%ﬂ. Tél 0467043383 - 0467.014.3384 | ey
* =~ Fax : 04.67.14.39.09 NG

> Mantpallise
-~ comail @ irem@math.univ-monip2.fr e

René Bernard - Christian Faure - Maryse Nogués
Yvon Nouazé - Lue Trouche

1998


mailto:irem@math.univ-montp2.fr




Preface

En 1993, notre équipe publiait une brochure : « pour une prise en compte des
calculatrices graphiques au lycée » | la similitude avec le tire de celle-ci n'est pas fortuite.
En cffet, nous avons continué depuis & nous interroger sur la fagon domt pouvaient &me
intégrées de fagon raisonnée les calculatrices dans 1'enseignement des mathématiques.
L apparition, il y a trois ans, des calculatrices symbaoliques, en particulier des TI-92, nous a
conduit & repenser cette intégration en prenant en compte les possibilités de calcul formel gui
sont donnees par cet outil.,

Chest dans le cadre de 'lrem de Montpellier que nous avons pu mener a bien notre
travail et ¢'est celui-ci qui en permet aujourd’hui sa publication, Ce ravail a &€ également
soutenu par la Direction des Lycées et Colléges et par la DISTNB. Nous tenons & les
remercier pour Faide gu'ils nous ont ainsi apponée.

Nous avons dans la premiére partic de cette brochure tenu & souligner l'importance
des interactions entre outils de caleul er mathématiques. Ces outils de calcul permettent de
renforcer la dimension expénimentale des mathématiques, en accord avec 'esprit des
programmes. Mais un travail en environnement « calculatrices symboliques » ne peut éme
replisé sans tenir compte des effets générés par ce type de matériel. On trouvers donc dans
cetie brochure des pistes pour repenser P'organisation de la classe, aussi bien en termes

spatianx ou temporels gu'en ermes de contenus.

De fagon plus pragmatique, nos propositions thématiques reprennent les grands
themes de |'enseignement de 1"analyse au lycde ; limites, calcul différentiel, calcul intégral,
suites et fonctions. Pour chacun de ces thémes, nous proposons des activitds ou des
exercices qui peuvent permettre de renouveler leur enseignement en relation avec les

potentialités er les contrainies imposées par cet outil,

Nous invilons bien sir tous nos lecteurs & nous faire part de leurs remarques et

suggestions et sollicitons leur indulgence pour d°&ventuelles erreurs.

L'Equipe analyse de I'IREM de Montpellier
René Bernard - Christian Faure - Maryse Nogues
Yvon Nouaxé¢ - Luc Trouche

NB : Au moment oi nous publions cette brochure, deux nouvelles collégues, viennent de
rejoindre mofre équipe ; Joélle Fontana et Nathalie Briant. Nous les remercions pour la part
guelles ont pnses aux derméres mises en forme de l'ouvrage.
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I.1. L’enseignement de I'analyse

I.1.a. L'émergence chaotique des grands concepts
de I'analyse.

Ce sont les probiémes soulevés par le calcul infinitésimal, la construction des
nomibres réels, la représentation des fonctions par dex séries entidres qui permettent
en méme temps, d la fin du XIX™ sidcle, lémergence du concept actusl de foncrion
(correspondance univogue entre wne variable inddpendante © et une veriable
dépendante y) et de celui de suite numérigue (application de 18, ou wne partie de T,
dans B ). Cette émergence est le résultar d'un long cheminement depuis lantiquiré, la
juxiaposition des cadres de recherche, les influences Pphilosophiques pouvans selon
les périndes éwre des freins ou des Sléments de progrés. Enfin aprés bien des
bouleversements apparalt la nécessité davoir une théorie rigourense des nombres qui
permet de fonder Uanalyse!,.. mais les recherches continuent encore actuellement
Fanalyse non standard par exemple qui développe une théorie des infinirésimanx,

Quatre cadres vont essentiellement intervenir dans Ia construetion du concept |
*  péoméirique ;
* cinématigue ;
= algébrigue ;
* numérique,

Aux différentes époques. tel ou tel cadre sera privilégié et il ne s'ogit pas la d'un
choix gratuit, il correspond & une « philosophie « plus générale e une conception du
monde & une €pogue donnée, Si l'utilisation d'un cadre se révélera producteur bien des fois,
il pourra aussi se constituer en obstacle e ¢'est senlement & partir de la fusion des divers
cadres et de la mise en oeuvre de leur complémentarité qu'a pu se constituer le concept de
fonction,

Dans l'antiquité, des comespondances sont éablics essentiellement sur e plan
numérique, dans un but pratique (tables), Avee Pythagore et son école, se développe une
arithmétique géomémique (« toutes les choses connues ont un nombre «b qui limile son
€tude aux nombres entiers. Mais 'importance du cadre géoméirigue appariit comme un
obstacle au dégagement de la notion de nombre.

La découvenie des irrationnels qui détruit ln comespondance entre nombres et
lengueurs introduit une crise ; deux conceptions saffrontent alors, une conception
continuiste qui pense « le nombre, 'espace et la matidre comme divisible & 1infini » s une
conception atomiste qui préconise « l'existence d'éléments premiers indivisibles ». Les
paradoxes de Zénon tentent d'établir que dans les deux cas on aboutit 3 wne impasse.

! [Dahan -Dalmedico ef Peiffer, 1985,
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Le paradoxe « d’ Achille et la tortue » s'oppose 4 la divisibilité infinie de l'espace :
si l'espace est divisible 4 Iinfini, Achille ne rattrapera jamais la wonue.

Le paradoxe de la « fléche » suppose que l'espace et le temps sont composés de
parties indivisthles @ 51 & chaque instant de son vol, la [éche occupe un instant et un

point, elle ne peut alors étre en mouvement car au repos en chague instant.

Ave: Budoxe et Archiméde la mathématique grecque admet 'intrusion des nombres

incommensurables. Le cadre resie séomémigue, il ne s'agit pas de mesurer mais surtout de
déterminer le rapport de deux grandeurs géométngues: longueurs, aires. Des problemes de
quadrature d'une surface (construction d'un carré ou d'un triangle ayant méme aire qu'une
surface donnée) sont traités par Archiméde, qui évite toute considération sur l'infini, et
développe [a méthode d'exhaustion,
La méthode d'exhaustion permet de comparer aire d'une surface A (segment de
parabole par exemple) 4 l'aire d'une surface 5 connue (mmangle par exemple) en
construisant deux surfaces U et ¥V qui encadrent i la fois A et S, la différence V-1
étant aussi petite que I'on veur. On démontre ensuite par I'absurde que A = 8. 1
sagit alors de calcoler la somme d'vme série © Archiméde évile de calculer In
somme de la série infinie, mais caleule celle des premiers termes.

Au XIV™ gidcle, les écoles dOxford et de Paris, avec Nicole Oresme en particulier,
permettent de réaliser de grands progrés théoriques. L'étude des mouvements, qui associe
au cadre géométrique le cadre cindmatiqee (reposant sur l'idée intuitive de quantité variable
avee le temps) améne i considérer « chagque chose mesurable, & l'exception des nombres ...
comime une guantité continue ». Pour rendre compie de la variation continue dans la relation

temps-vitesse, 1l utilise alors une représentation graphigue (une des premiéres de histoire).

51 an XVII™ siecle, 1'étude des mouvements, trajectoires of l'optique entrainent ke
développement des recherches sur la vitesse instantanée, les tangentes, les extremums..., la
sométrie reste 8 la base des problémes mais x-¢1 sont trainds dans un cadre gui dgvien
de plus en plus algébrique. Descartes, Fermat, Wallis sont les artisans de cette éclosion du
calcol infinitésimal. Les méthodes analytiques utilisées renforcent Futilisation de wechniques

de plus en plus opératoires et l'emploi de formules algébriques que les travaux de Vigte sur

le calcal httéral ont rendues possibles,
La premiére définition d'une fonction apparait avec Bemouilli,

« on appelle fonction d'une grandeur varable une quantité composée de quelque

mianiére que ce soit de cette grandeur et de constanies »,
pendant que Newton ef Leibniz essayent de rassembler et d'ordonner les résuliats des
miéthodes infinitésimales indépendamment de la gdoméirie, méme si la manipulation des
infiniments petits reste un sujet de controverse. Par exemple, Berkeley, qui reproche au
raisonnement de Guillaume de 'Hospital de ne pouvorr énoncer une régle rigoureuse,

précisant -
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51 dx est un infiniment petit pour quelles valeur de n, n dx est encore un infiniment

petit.

Les travaux dEuler et Lagrange au XVII™ sidcle affranchissent le cabeul
infinitésimal de la géométrie et de considérations métaphysiques sur linfini, Celui-ci devient
alors seulement une algébre formelle qui ne se préoccupe pas des problémes de
convergence : c'est une extension de I'algébre & laquelle sont adjointes deux opérations,
différentiation el intégration.

Mais le concept de fonction, rop 1ié i I'étude analytique des courbes, améne Euler &
considerer, dans un premier temps, comme « vraies fonctions » celles qui sont détermindes
par une expression analytique unique. 8'il introduit ensuite des fonctions qui nécessitent
différentes expressions analytiques, il conservera lidée de l'unicité de 1'expression
analytique pour définir la continuité. Enfin les problémes soulevés par le logarithme d'un
nombre complexe aménent Euler i distinguer et introduire les notions de fonctions
multiformees (plusieurs images) et uniformes ou univoques (une image), qui seules seront
retenues par la soite.

Toutefois, la production d'énoncés nouveaux a reporté an sitcle suivant Peffort de
rigueur et la recherche de fondements qui vont apparaitre au XIX™ sitcle, imposés en
particulier par un souci d'enseignement et la volonté de sortir des impasses et des

contradictions auxquelles conduisaient les travaux aniérieurs.

Cauchy s'oppose au point de vue formel d'Euler et de Lagrange, 11 veut donner aux
methodes « toute la rigueur qu'on exige en géométrie » sans recourir « aux raisons tirdes
de la généralité de I'alggbre ». Ainsi que Bolzano, il propose une définition de la continuité
el des critéres de convergence.

Cauchy : « La fonction fix) restera continue par rappoert 3 x entre des limites
données si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable
produit toujours un aceroissement infiniment petit de la fonction elle méme. »
Bolzano @ « La différence fix-w)-fix) pewt étre rendoe aussi petite que toute
grandeur donnée si l'on peut toujours prendre w aussi petit que 'on voudra, »

Mais il manque & ces définitions une riguewr « quantifiable » que Weicrstrass va
essayer dapporter par ses travaux. [l préconise et introduit un formalisme arithmétique
précis pour lanalyse, mais il a besoin pour cela d'un cadre punsrigue comportant une
théorie rigoureuse des nombres, Sa construction des nombres réels ne reste pas isolée, les
travaux de Cantor et Dedekind ont aussi pour but de permetire d'exposer les principes de
I'analyse infinitdsimale de fagon rigoureuss,
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.1.b. L’analyse au lycée : une situation assuree,
des approches fluctuantes.

Certes, dans le demi-sidcle qui 5" achéve, Uenseignement des mathémarigues en
géndral et de I"analyse en particulier a évolué. Certes, on a vu cerigines notions
disparaire et o autres apparalive dans les programmes, Certes, la période des
« maths modernes » a modifié en profondear la conception de lenseignement des
mtthémartiques en valorisant, dans la pratigue de Venseignant, Porganisation logique
du cours, la lindarité de Uexposé, Les conséguences en ont &6 in recul considérable
des démarches expérimentales d'essais-errewrs, des phases de travail inductif, a
profit de la déduction considéréde comme [ axe du travail mathématique.

Pourtant, au-deld des contenuy particdiers et des ruptures diverses, les rextes
d'accompagnement des programmes, qui expriment les oblectifs fondamentaux, ont
conservé le méme état desprit © c'est Uactivité des éléves, la mise en ceuvre de lewr
capacité d'observation, dexpérimentation, dans la résolution des problémes qui
constituent le motewr de lacquisition des savoirs. Posé voic cinguante ans, ce
preincipe retrouve awfowrd hul toute sa valeir ¢ prend d'autant plus de force que ke
développement des nouvelles technologies permet d'explorer davantage de
protlémes et daller plus profondément dans cex explovations. Le tdtonnemeny,
lerveur, la recherche de conjectures prennent une place accrue dans lo démarche
mathématique et favorisent lapprentissage des éléves. C'est un des points de vue
que nows défendons dans cet ouvrage.

Faire des mathématiques

Les instructions générales du 197 octobre 1946 définissent 'objet, esprit et les
méthodes de 'enscignement des mathématiques dans le second degré. La vision tris
générale, allant dans e sens de ce qu'on appelle aujourd'hui « 1o formation de 'homme et
du citoyen », permet, dés le premier paragraphe, de donner aux mathématiques enseignées
un stalul prenant en compte la part de 'expérimentation dans |'apprentissage.

Et il suffin, sans doute, dénumérer quelques-unes des tiches essentielles qui
incombent 4 'enseignerment du  second depré pour saisir avec évidence
l'importance de la discipling mathématique dans la formation intégrale de l'enfant :
apprendre & « déméler le vrai du faux, i travers les contradictions des hommes » ;
i« examiner outes choses en les rapportant & leor principe » et & « raisonner sur
elles en ne fmizant étar que des faits bien ef diiment constatés » ; & « observer,
mesurer, critijuer ses propres observations, en procfdant & des vérfications
rigourcuses, 4 des dénombrements complets, i des expériences décisives » : i
« embrasser une question complexe dans son ensemble et A 'analysér dans ses
dédils, en mettant chaque chose & sa place et sur son plan» ; & « exposer
clairement, méthodiquement, objectivement une affaire » ; & « lire un document et

4 le fire entre les lignes, en en saisissant exactement la signification, la portée, la
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valeur » | & « exprimer, par la parole et par la plume, toot ce que 1'on a & dire,
sans rester en dega et sans aller au-deld de sa pensée »,

Cette idée est développée un peu plus loin ; 'auteur du texte, en exposant 'esprit de

I'enseignement des mathématiques, oppose la « méthode d'autorité » jugée « absolument
étrangére & 'esprit de 'enseignement du sccond degré » 4 la méthode « libérale » qu'il
définit ainsi ;
Et l'on doit retrouver, & chague instant, dans une classe bien conduite, la
manifestation de ce « libéralisme » : une question éant & résoudre, on accepters,
dans les tironnements de la recherche. toute idée raisonnable ; on comparera les
démarches possibles ; on montrera comment l'on fixe son choix ; on fera
comprendre la nécessité d'une mise au point ; on guiders peu & peu vers une
solution harmonieuse et satisfaisante, dont on fera apprécier la valewr,

La meéthode préconisée met en évidence deux idées-forces © partr de 'expérience de
I"éleve et faire une trés large part & la résolution de problémes,
La participation constante des €léves i I'élaboration du « cours =, cest-d-dire 3
Vexposé et & lapplication des questions nouvelles, sera facile 4 obtenir si le
professcur sait partir de Fexpérience sccessible & Uenfant, enchainer les faits dans
une progression paturelle, élargir peu & peu le champ des acquisitions, construire
logiguement un édifice solide et harmonicusx,
[Yailleurs, une bonne part de Factivité des éléves doit e consacrée & 1'étude et &
la recherche de [a solution de « problémes », depuis le simple exercice
d'application proposé pour illustrer un théoréme, pour rendre vivanie une formule,
Jusqu'au « devoir », exigeant un effort plus personnel, rédigé hors de la classe et
donnant lieu ensuite & un compie rendu précis o déillé
Par I sera éprouvée et pourra éue efficacement suivie laptitude de chacun 2
« metire en ocuvre le savoir acquis », aptiwde dont le développement doit e
I'un des objets essenticls d'un enseignement de culture.

En janvier 1957, soit 10 ans plus tard, des « instructions complémentaires relatives
d l'enseignement des mathématigues » développent Uidée déji fortement  exprimée
précédemument | I'observation et I'expérimentation constituent les bases de 1'enseignement.
Cette explicitation semble suffisamment « moderne » pour que nous gyons ranscrit une
page entiere de ce @exte.
Observation et expérimentation : s'agit-il veaiment d'albigner les mathématiques sur
les autres disciplines scientifigques *
Il n'est pas douteux gu'an départ, dans Uélaboration de wutes les sciences, les
démarches intellectuelles sont du méme ordre ; une discrimination intervient aprés,

lorsque le mathématicien, ayant créd des éres de raison, va s'efforcer d'en édier

les propniéeés. Mais son travail n'a de valear profonde gue 51 sa construction, toute
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abstraite gu'elle soit, prend solidement appui sur le réel, si elle est capable de le
rejoindre et de s'y adapter dans une large mesure.

N'est-il pas indispensable de faire bien saisic & 'enfant, puis & l'adolescent, les
liens étroits qui unissent les mathématiques au monde sensible ? N'est-ce pas [ un
moyen - I'un des meilleurs sans doute - pour metire en confiance le débutant, pour
éviter qu'il ne se sente wes vite rebuté par une étude of il pourrait ne voir, si elle
reste privée de toute vraie lumidre, qu'une sorte de jongleric, souvent purement
verbale, et sans signification apparenie 7

Lors des premiéres étapes de linidation et de lapprentissage, c'est par
l'observation e1 l'expérimentation que cette limison peut ére réalisée et rendue
évidente. Leur rble apparait clairement dans la création des &res mathématigues,
munis de leur définition compléte. Il n'est pas moindre lorsqu’il s"agit de découvrir
certgines de leurs propriéés ct, d celie occasion, daccéder aux voies du
raisonnement.

L observation des faits, des individus, de leur comportement, que les éléments en
cause soient concrets ou abstraits, est ls premiére opération, sensorielle et mentale,
intervenant dans toute recherche. Mais Texpérimentation, c'est-d-dire une
observation de phénoménes volontairement provogués dans des conditions
détermindes d’avance, et non pas imposées de |'exiérieur, se présente naturellement
A Uesprit actif ct curicux comme une espéce de nécessité. Bien entendu, elle ne
porte pas obligaoirement sur les objets matériels ; elle peut £tre, ou devenir, une
sorle d'expérimentation figurée, comportant une série de gesies imaginés mais qui
seraient effectivement réalisables.

La phase essenticlle dune telle recherche est, bien entendu, celle de l'interprétation
des résultats, qui permettra de dégager des conclusions ¢ elle nécessite une analyse
qui doit ftre conduite avec un soin extiéme et, en mathématiques, la nature des
Etres mis en jeu oblige b prendre des précautions particulidéres qu'il importe de faire
comprendre aux débutanis. Car une expérience, quelle qu'elle soit, ne met en jen
que des objets particuliers, en nombre limitg @ des lors, méme si elle est répétce
plusieurs fois en maodifiant quelque donnée, elle ne révéle, en toute rigueur, gu'un
résultat valable dans telle ou telle condition ; c'est 1 le premier point qui doit ére
expliqué et acquis. Vient alors la critique @ « les opérations que jai réalisées, ou
que jai imaginées sont-elles conditonnées inévitablement par les situations et par
les Eléments particuliers sur lesquels fai ravailld 7 » Si oui, les conséquences
obtenues n'ont de valeur que pour ces situations et pour ces éléments ; si non, une
nouvelle question se pose, ou plutdt une suite de questions, o 'abstraction
devient peu i pen domunante |« Les opérations restent-elles possibles et les
résultats restent-ils valables si je modifie cenaines données 7 Ces madifications
sont-clles, & leur tour, assujetties & quelgue restriction 7 Les résultats restent-ils

valables guelles que soient ces modifications 7 » Ainsi s'organise une réflexion.
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lente et progressive, qui doit accrocher et retenir Iattention, e donner accés aux
formes, abstraites et générales, propres A la pensée mathématigue.

[ est éonnant de noter, avant méme d'entrer dans 'évolution des PrOgramimes
d'analyse, que Uesprit d'un enseignement des mathématiques  faisant  place @
Pexpérimentation, au titonnement, participe d’une longue tradition posée en exigence dis la
fin de la guerre.

Des contenus en évolution

On ne rouve pas de commentaires ou d'instructions concernant les programmes
d'avant 1970, Peut-fme parce que les auteurs des programmes estimaient qu'ils se
suffisaient i eux-mémes ou que les professeurs dtaient parfaitement formés aux contenus i
enscigner. Par contre, les commentaires sont denses au moment de introduction des
mathématiques modernes.

Limites et calcul différentiel

En 1970, en ce qui conceme le caleul différentiel, les programmes demandent
d’introduire en Premiére : dabord le développement limité d'ordre 1, puts "application
lincaire tangente d’oi on déduit la définition du nombre dérvé. Les raisons de ce choix sont
précisées :

N.B. - Cette nouvelle présentation de la dénvée simplifie les caleuls, se rapproche
de Pusage des physiciens el se préte aisément i des pénémlisations ultérieures.

En Terminale, limites et continuité que 1'on peut présenter dans n'importe quel ordre
sont definies & panir des définitions de Cauchy, c'est i dire par £ et @ (les commentaires
nsistent sur ces écritures). La limite en xq se fait en considérant Dy m V*{xg) (intersection
de Tensemble de définition et d'un voisinage « pointé » de xp). Les limites infinies, A
linfini, sont des « extensions » de la notion. La confinuité en xg se fait en considérant Dy
™ Vixp) (intersection de l'ensemble de définition contenant x0 el voisinage de xp). De
nombreuses propriéiés (unicité de la limie par exemple) dofvent &re démontrées alors
qu'on les admettait jusqu'ici. La notion de différenticlle avait fait une courte apparition entre
1965 et 1971. A cette méme date, 'enseignement du théortme de Rolle disparait. Les
competences attendues sont © le raisonnement « a fortiori » et le waitement algébrique des

lirnites.

De 1981 a 1985, les instructions suggrent une approchent plus quantitative et
expérimentale de la notion de limite. La notion de Himite en xp =10 est presentée deés la classe
de premiére par encadrement de la fonction & étudier 4 pantir des fonctions de référence {ce
terme sera utilisé dans des instructions ultéricures). on insiste sur une vision graphique (la
courbe peut &tre enfermée dans ). Clest I'époque de la « Hmite 0 ea O », des fonctions de
references et des fonctions associées, Les limites infinies 4 Ninfini, sont des « extensions »
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de la notion. Les compétences atiendues sont @ savoir encadrer localement une fonction
donnée, savoir traiter algébriquement les limites (en terminale). La continuité est le cas
particulier oii la limite finie en xp est égale & [{xp).

A partir de 1985, la notion de continuité devient centrale et est admise pour foule une
classe de fonctions, leur limiie en xp est alors évidente : fixg). La limie pour une fonction
non définic en xg s'obticnt par les théoréme sur les limites (limite d'une somme...) ou en
considérant le prolongement contine de f en xp. Lintroduction des limites en premigre est
souvent pergue comme un pensum puisque en terminale les problémes de limites se
raméneront & un traitement algébrique de Nexpression de f{x). Les limites & linfini  sont des
« extensions » de la notion. Les compétences attendues sont : manipulation des restrictions

{ prolongements, traitement algébrique des limies,

Depuis 1990, les limites sont abordées en premigre par les limites & linfini, & wavers
des exemples. Les représentations graphiques illustrent la notion ; d'ailleurs on ne parle plus
depuis la réforme de 1985 de définition ni de notion mais de « langage des limites ». Senl
le probléme de Ja limite de la fonction In en +e= nécessiterait un retour & LA définition de L
limite infinie en +== Pour une fonction définie en xg . la limite, 51 elle existe, ne peut ére
que f{xp). La continuité n'apparait qu'en terminale et est une « commodité » d'énonciation

avant de disparaitre en 1998,
Les suites : une entrée discréte derriére le calcul différentiel

Malgré "aspect trés théorigue du cours sur le caleul différentiel, oute cette période s
caractérise par une absence d étude des phénomines discrets, En 1962 le terme de « suite »
n'est pas utilisé. Les « progressions arithmétiques et géoméiriques » constituent e
paragraphe 7 du titre « Arithmétigue ».

7° Progressions arithmétiques, progeessions géomdrigues, Définition ; caleul de la

sommme d'un nombre fing de wermes,

En 1965, les suites sont placées dans Je chapitre sur 'éude de quelques fonctions
numériques. Pas de statut particulier pour les suites © ce sont des fonctions parmi d’autres.
On n’envisage gue le cas particulicr des suites arithmétiques el géomeémiques.

V. Emde de quelques fonctions numérieues

1® Suites. Suite arithmétigue |, définie par la relation de récumrence ug=ug.) + 1 ]
expression de up en fonction de n ; caleul de la somme des n premiers ermes.
Suite péométrigue délinic par li relation de récurmence u, = ity | expression de u,
en fonction de n ; calcul de 1a somme des n premiers termes, ctude de cette somme

guand n tend vers l'infini.

Eten 1971, une simple ligne, intercalée entre les fonctions puissances et circulaires.

3. Suites arithmétigues et géométrigues. Somme des n premiers enmes.




(1] Equipe Analyse - IREM de Monipellicr - 1995

Il faudra attendre le programme de 1982 pour voir en classe de Premiére une
veritable introduction des suites aver, par exemple, 'wilisation de majorations pour
démontrer une convergence, Ce chapitre i pant entigre est placé, ce n'est pas par hasard, en
téte des programmes.

En 1982, le théortme de Rolle, disparu dix ans plus tht, revient, mais e but est
d'introduire les indgalités des accroissements finis rendues nécessaires par 'éude de la
convergence des suites récurrentes,

) Accroissements finis :
Enoncé sans démonstration idu Théoréme de Rolle : interprétation EEométrique.
Pour une fonction f continue sur [a : b], dérivable sur Ja : b :

si Ia fonction dérivée I” 4 ses valeurs comprises entre les récls m et M,
fib) - f(a
- a4

ﬂumﬂnamﬂ—E—JEM;

si Ia fonction dérivée I admet au point a une limite £ alors on a également
ki fix) - f(a)

Im —_———
Nk |

= L Extension g une limite finie.

Cependant, le commentaire précise que |'introduction aux accroissements finis peut
se faire de deux maniéres, dont 'une est le théoréme de Rolle. Ce gui prépare "abandon de

ce dernier dans les versions suivantes,

A cetie méme tpoque, dés la classe de Premidre, I'étude des suites prend de
Fampleur et 'idée de majoration et d’encadrement devient dominante. Le commentaire du
programme utilise le mot « curiosité » qu'il associe déja i I"usage de calculatrices (gui ne
SONL pas encore graphigues mais déji programmabies).

I. &) Le programme propose de s'intéresser, dans ['étude d'une suire, aux
différences entre termes consécutifs ou aux rapports cotres ces termes. Clest en
premier licu pour faire apparaitre assez naturellement les suites arithmétiques ot
geométriques. Mais on ne se privert pas d'avoir les mémes curiosités dans des
situations d'accés facile avec une calculairice, par exemple dans les
ératons u . =cos u, (u,=0); u,,, =42 +u_ ou U,y = V6 - 1. On enrichira ces
experiences de quelques cas de divergence.

Dans tous les cas éwdiés Uexpérimentation doit &tre conjuguée aver |'obtention
théorigue de majorations et d'encadrements, yui permettront de confinmer ou
d'infirmer les conjectures issues de I"expérimentation, de controler les algorithmes
utilisés, de comparer leurs performances ¢t d"apprécier la pertinence des movens de
calculs. On entrainera les éleves, devant un probléme & résoudre. & construire un

algorithme et i exprimer clairement.

Au méme moment, les commentaires de Terminale insistent sur le double aspect des
problémes tant sur les suites que sur les fonctions : Iaspect qualitatif e1 I'aspect quantitatif,
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Le calcul intégral ne manque pas d'aires

L apparition du calcul intégral dans I"enseignement secondaire a précédé de pen celle
des suites : en 1962, le demier paragraphe d'un tire V intitlé « Généralités sor les
fonctions d'une variable réelle » introduit ls notion de primitives d'une fonction continue,
en admettant son existence. Aucun éiément de caleul intégral n'apparait, sauf la lecture
inverse d'un tableau de dérivées. Le mot « intégrale » ne figure pas dans le programme, le
symbole « o ntest pas utilisé.

& Fonctions primitives. Définition d’une fonction primitive d'une fonction (on
admettra I'existence d'au moins une primitive pour wute fonction continue).
Relation entre deux primitives d’une fonction sur un méme intervalle : existenee
d’une primitive unique prenant, en un point donné de Pintervalle de définition, une
valeur fixée.

Exemples de primitives déduites de la connaissance des dérivées de quelques

fonctions usuelles ; en particulier : primitive d'un polyndme, de 7= (n entier

supéricur & 1}, de sin (ax + b), de cos (ax + h).

9 Application des primitives an colowd o aires er de velune, (Aucune difficulté ne
sera soulevée au sujet des notions d'aire e de volume, On admettra existence et
les propriéiés des aires et des volumes dont le caleul est demandé ici).

Atre d’un domaine plan limité par un arc de Ia courbe représentative, relative & un
repére canésien orthonormeé, d’une fonction [(x) continue {on pourra se bomer au
cas d'une fonction monotone), positive ou nulle, par 'axe des abscisses, of par
deux « ordonnées »_ "'une fixe, ['autre variable (abscisse x) ; cette aire représente
une primitive de la fonction donnde. Convention de signes pour la définition de
Vaire lorsque le fonction donnde n'est pas loujours positive ou nulle, Application a

des calculs d'aires planes,

En 1967, on introduit les notations aujourd hui useelles, on démontre le lien entre
aire et primitive pour une fonction positive,
77 Fonctions primitives. Définition d'une fonction primitive d'une fonction (on
admettra Pexistence d’aw moins une primitive pouer toute fonction continue).
Relation entre deux primitives d'une fonction sur un méme intervalle : existence
d"une primitive unique prenant, en un point donné de 'intervalle de définition, une
valeur fixée,
Exemples de primitives déduites de la connaissance des dérivées de quelques

. . . i : . 1 s
fonctioms wsuelles | en panticulier @ primitive d'un polyndme, de ru (n entier

supérieur & 1), de sin (ax + b), de cos {ax + b},
Nﬂmljl.‘.rl'lj fix) dx.
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8® Application des primitives au colow o aires er de volume. (Aucune difficulté ne
sera soulevée au sujet des notions d'aire et de volume. On admertra Pexistence et
les propriétés des aires et des volumes dont le caloul est demandé ici).

Aire d'un domaine plan défini dans un repére orthonormeé par les relations a < x <X,
0 <y < fix), f étant une fonction continue positive ; cette aire est la valeur FOX) de
l fonction primitive de f qui s’annule pour X = a (on pourra se borner pour la
démonstration au cas oi f est monotone) : extension 8 X < a et & une fonction £
négative. Application & des caleuls d'aires planes.

Notation Jh fity dt.

A partir de 1971, le point de vue est profondément modifié : les sommes de Riemann

permettent de définir 'intégrale dont on démontre 'existence au moing pour des fonctions
monotones. Le calcul imégral précéde application avx aires et volumes, il devient un

chapitre & part entiére,

IV, CALCUL INTEGRAL
1. Définitions des sommes de Riemann d'une fonction numérique d'une variable
réclle sur un intervalle fermé, borné, Existence de I'intégrale pour une fonction

Is
monotone ; notation | f{(1) di ; premidres propriéiés. On admeltra que ces
i

propriéiés s'étendent & des fonctions continues, ou MoNotones par MOTCesux.
Movenne d'une telle fonction sur wn intervalle fermé, borné, Lien avec le

dérivation en des points ou la fonction est continue.

b
Primitives ; ensemble des primitives ; égalité | () di = F(b) - Fa), { éant

continue sur |a ; bl et admettant F pour primitive. Calcul de primitives intégration
par parties.

2. On énoncery, sans démonstration, les propriétés des aires dont Uexistence est
admise ici (additivieé, unie d"aire...)

Application du caleul intégral i I"évaluation de 'aire de la partie de B x B définie
par:as=x=h t=y=f{x); fétanl une fonction positive onolone par morceaux,
puis une fonction positive continue.

Extensions & b < a et & une fonction négative,

3. * Applications géoménriques, mécaniques, physiques erc. (caleul de volume,
misses, moments d'inertic [ vitesse et distance parcourue | intensité e guantité
délectricite ; puissance el énergie, et ).

Valeur efficace d’un phénoméne périodigue,

(Le paragraphe IV.3 ne fait pas partie - voir Préambule, a - du programme des

épreuves de mathématiques du baccalaunéar).

Ce demnier paragraphe fera I'objer en 1975 d’un « allégement ».
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Le programme de [982 sur le calcul intégral perd quelques unes de ses constructions
théoriques (exit les sommes de Riemann) mais est enrichi par des techniques @ des
problémes jusgu'ici ignorés.

En d'autres termes, x — f (1) dt est done Punique primitive de £ sur [ gui prend 1a
a

valeur [} au point a.

On traitera les questions suivantes :

Relation de Chasles (additivité par rapport aux intervalles) :
Linéarité par rapport aux fonctions :

he
Positivité ‘sia<betf20,alors | fidiz0;

Changement de vanable affine ;
Intégration par parties.
A
Exemples d'études d'une fonclion de la forme x — [ finydt, oh fn'a pas de
a
primitive explicitée,
by Obtention d'une valewr approchée d'une intégrale @ on exposera seulement e
méthidde des rectangles, avec une majoration du reste ; on en déduira une
interpréation de la valeur moyenne d'une fonclion comme limite d une suite.

Les textes récents

Avec les programmes suivants, les commentaires présentés en regard des contenus
ainsi que be « chapean introductif » de chaque chapitre permettent une lecture plus précise
des exigences et des restrictions.

Ainsi, en ce qui conceme les programmes de Premiére of Terminale, un « exposé
des motifs », en préambule, précise 'esprit général de "enseignement. La comparaison
avec les anciens textes de 1946 et 1957 peat €tre intéressamte, Par deld leor formulation plus
« scientifique » sous forme d'objectils i atteindre, qui $'oppose aux textes lyrigques du
milieu du siécle, on y retrouve e méme état d'esprit ; la place prépondérante de activité
scientifique par [a découverte et la résolution de problémes {30 juin 1994),

2, Ohjectifs et fonctions des différents types d'activité

) Organisation du travail de la classe

Deux objectifs essentiels sont i poursuivre

Entrainer les éleves & Pactivité  scientifigue el promouvolr

I'acquisition de méthodes : |a classe de mathématiques ¢st d'abord un lien de
découverte, d'exploilation de situations, de réflexion et de débat sur les
démarchey suivies cf les résuliats oblenus, de synthése dégageant clairement
guelgues idées et méthodes essentielles et mettant ¢n valeur leur poriée,

- Développer les capacités de communication : qualité d'écoute e

d'expression orale, de lecture et d'expression écrite {prise de notes, mise au point

e b1 rédaction d'un énoncé ou d'un raisonnenent... b
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Dians cette perspective, ln résolution de problémes et 'élude de
situations occupent une part imporiante du emps de ravail. En particulier, il
convient darticuler la mise en place de contcnus nouveaux avec I'dude de
situations assez riches, qui peuvent, selon fes questions étudiées, servir de
mativition, fournir des secteurs d'intervention, ou constituer le support méme pour
cette mise ¢n place. La synthése, qui constitue le cours proprement dit, est
indispensable mais doit éue bréve ; elle porte non seulement sur les guelques
nodions, résultats et outils de base que les éléves doivent connaitre et savoir utiliser,
mais aussi sur les méthodes de résolution de problémes qui les mettent en jeu.

Bien entendu, le choix d'une stratégie pour la mise en place de notions, de
résultats et d'outils nouvesux ne saurait étre uniforme ; 'analyse des concepts &
étudier et de leor articulation avec le champ des problémes & résoudre, les acquis
antérieurs des éléves, la simplicitd, I'efficacité... sont autant de facteurs & prendre

£n complc,

Les objectifs propres a chague partie du programme sont indiqués avec assez de
précision pour définir I"état d'esprit dans lequel son enseignement doit étre envisagé, 11 est &
noter qu'aucune modification n'est intervenue entre les versions de 1994 et de 1998
concemnant 'exposé des motifs, "organisation du ravail, la présentation du programme, les
objectifs et capacités & I'exception de Uinroduction des caleularices graphiques en
Terminale.

4 - Emploi des caleolatrices programmables ou ordinateurs de poche
L'emploi  des caleufatrices  programmables ou  ordinateurs de  poche en
mathématiques a pour objectif, non seulement d'effectuer des calculs, mais aussi
de contrdler des résultats, d'alimenter le wavail de recherche ¢f de favoriser une
bonne approche de informatique. Les éléves doivent savoir utiliser leor matériel
personnel dans les situations lides au progrmime de la classe, Cet emploi combine
les capacilés suivantes, gui constituent un savoir-faire de base et sont seules
exigibles :

- savoir effectuer les opérations anthmétiques sur les nombres e savoir comparer
des nombres ;

- savoir utiliser les commandes des fonctions gui figurem gu programme de la
classe considérée et savoir faire eflectuer le caleul des valeurs d'une Fonction dune
varighle permis par ces commundes ;

- savolr afficher & 'éeran la courbe représentative d'wne foncion |

- SAVOIr recourir i une instruction séquentielle ou conditionnelle e, én clisse de
termunale, & une instruction ilérative, comportant éventuellement un test d amet,

Il est conseillé de disposer d'un modéle dont les caractérisiigues, notanmment
graphigues, répondent aux spécifications et aux objectifs précédents et comportant

en vue de lemploi dans les avtres disciplines et dans les éudes supéricures, les

fonchons statistiques (3 une o deux variables).
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Voici la partie essentielle du texte concernant les objectifs et capacités repris en 1998,

IV. OBJECTIFS ET CAPACITES VALABLES
POUR L'ENSEMBLE DU PROGRAMME
{Mote de service n® 94-192 du 30 juin 1994)

I. Représentation graphigues

Les représentations graphiques tienment une place importante : en effet, outre
leur intérét propre, elles permentent de donner un contenu intuitil ¢ concret
aux objets mathématiques étudiés dans les  différentes  parties  du
programme ;. leur mise en wuvre développe aussi les qualitds de soin et de
précision el met laccent sur des réalisations combinant une compétence manuelle et
une réflexion théorique. Plus largement, on développera une vision géomérique
des problémes, notamment en analyse, car la géométrie met au service de Iintuition
et de limagination son langage et ses procédés de représentation,

2. Problémes numérigues

Les problémes et méthodes numériques sont largement exploités, car
lls jouent un rile essentiel dans la compréhension de nombrewses notions
ratheématiques et dans les différents secteurs d'intervemtion des mathématiques ; ils
permettent aussi d'entrainer les ééves i combiner 'expérimentation et le
raisonnement en mathématigques et concourent au développement des qualités de
soin ¢t de rigueur.

3. Problémes algorithmigues

Dans I'ensemble du programme, il convient de metre en valeur les aspects
algorithmiques des problémes énudiés (approximation d'un nombre 4 aide de
suites, recherche de solutions approchées d'une équation numérique, cakeul de
valeurs approchées d'wne intégrale, représentation praphique d'objets définis
geomériquenent  ou  analytiquement,  résolution  de  systémes  linéaires,
dénombrements associés i des siuations combinatoires...), On explicitera ce type
de démarche sur quelques exemples simples | construction et mise en forme
d'algorithmes, compargison de leurs performances pour le traitement d'un méme
prabléme ; mals aucune connaissance spécifigue sur ces guestions n’est
exigible des éléves.

4. Emploi des calculatrices

L'emploi des calcularices en mathématiques a pour objectif, non seulement
d'effectuer des caleuls, mais sussi de controler des résultats, d*alimenter le

travail de recherche et de favoriser une bonne approche de

Vinformatique,
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7. Fermation scieniifigue

Les capacités d'expérimentation et de raisonnement,
d'imagination et d'analyse critique, loin dére incompatibles, doivent e
développées de pair : formuler un probléme, conjecturer un résultar, expérimenter
sur des exemples, bitir une démonstration, mettre en oeuvre des outils théoriques,
mettre en forme une solution, contrdler les résultats obtenus, évaluer leur
pertinence en fonction du probléme posé, ne sont que des moments différents
d'une méme activité mathématique, Dans ce contexte, la cland et b précision des
raisonnements, la qualité de l'expression écrite et omle constituent des objectifs
importants. Cependant ln muitrise du raisonnement et du langage mathématique doit
éme placée dans une perspective de progression. On se pardera donc de toule
formalisation excessive, aussi bien pour les fnoncés que pour les
démonstrations. En particulier, le vocabulaire et les notations ne sont pas
imposés a priori ; ils s'introduisent en cours d'éude selon un critére d'utilid,

Par deld les ruptures diverses de contenus depuis gquarante ans el le
recul temporaire de I'observation et de 'expérimentation lié & ’exigence
d’abstraction de la période des « maths modernes =, activité des éléves,
les démarches expérimentales dans 'enseignement des mathématigues
apparaissent comme un principe (au moins dans les fextes !) gue nous
souhaitons, par cel ouvrage, contribuer & mettre en actes.
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I.1.c. Mathématiques et outils de calcul : une
influence réciproque.

L'apparition de nowveawr putils de caloul modifie profondément U'enseignement
dey mathématiques’, Mals lex mathématiques elles-mémes évoluent yous Veffer des
ovdinateurs et de informatique. Cette interaction constante peut ée sowrce
denrichissement aussi bien pour les mathématiques elles-mémes que pour lewr
ENSEIpHEmEnt,

En ce qui concerne ['enseignement, une des conséquences essentielles de cete
interaction constante est la possibilitd qui ext ainsi donnde de faire des mathématigues
pius expérimentales, de multiplier les exemples, de pouvoir faire des co RjecIures.

Des mathématiques qui évoluent

Qu'il s'agisse d'ordinateurs ou de calculatrices, et en particolier de celles dotés d'un
logiciel de calcul symbolique, on peut recenser les principales influences de ces outils sur les
miathématigues.

= 1. Au niveau du calcul,

La possibilité de caleuler plus vite modifie complétement les approches numériques
que 'on pouvail avoir, Toutefois, les ensembles de nombres sur lesquels « ravaillent » les
calculateurs n'ont vraiment plus grand chose i voir avec les ensembles classiques (cf, Chap.
1.2.a). Mais en raison d'erreurs d'arrondis, méme un puissant ordinateur peut donner des
resultats « faux », De nombreuses recherches essayent de metre au point des systémes de
representation des nombres mieux adapiés?.

Quant aux possibilités de caleul formel qui se développent, si certaines opérations
« simples » sont maitrisées jusqu' un certain point, elles ouvrent un champ de recherche
important en ce qui concerne |'étude et fa mise au point d'algorithmes complexes portant sur
des symbaoles.

¢ 2. Au miveau des graphiques.

La visualisation de phénoménes selon un mode discret indissociable des écrans
graphiques permet de trouver de nouveaux résultats et d'interroger les liens entre l'image
écran obtenue et lobjet représenté. Si déjii les visualisations de fonctions usuelles peuvent
tlustrer les propriéeés de ces fonctions, des systtmes performants pour [ visualisation des
surfaces ont également permis des découvertes et la visunlisation d'itérées de fonctions
complexes a aussi permis de relancer Uintérét pour les courbes fractales. Ceci & entraing un
développement des théories « discrétes » que l'on cherche ensuite & généraliser 4 des
phénomines continus.

! I arag, 1992],
2 fMuller, 1995],



18 Equipe Analyse - IREM de Montpellier - 1995

* 3. Au niveau de la preuve.

Les ordinateurs peuvent aussi &tre dans certains cas des outils pour la démonstration,
C'est dans le cadre de la recherche en « Intelligence Artificielle » que sont testées ces
possibilités. Les ordinatears peuvent initier des raisonnements « simples », mais avssi
réaliser certaines parties de démonstration, des calceuls par exemple portant, soit sur de més
grands nombres, soit sur un nombre important de cas particuliers!, Le concept de preuve a
ainsi évolué ; il a fallu renoncer & l'idée que tout devait obligatoirement &re fait « 4 la
main », ou contrélé de bout en bout par une méme PEFSONE.

* 4. Au niveau des algorithmes.

Mais, par ailleurs, afin de développer de telles preuves, il est devenu nécessaire de
trouver des algorithmes performants qui fom gagner du temps aux processus de caleul et
lirmitent fe temps machine lorsgue beaucoup d'opérations sont en jeu. La recherche de tels
algorithmes a enmainé le développement des études sur les algorithmes eux-mémes qui
deviennent ainsi & leur tour « objets » mathématiques. C'est « l'algorithmique » qui a

trouve sa place dans la recherche mathématique.

* 5. Au niveau de lexpérimentation.

Sous linfluence de ces outils, les nuthématiques peuvent devenir une activité plus
expérimentale : le mathématicien a parfois la possibilie de tester sur des exemples un
phénomene, il peut établir des conjectures, faire des hypothises et essayer de valider ensuite

celles-ci,

Si dans un premier temps, Pordinateur est apparu comme un outil gue
les mathématiciens pouvait utiliser, linformatique demande maintenant aux
mathématiciens de résoudre certains problémes.

Un enseignement qui se cherche

Dans les classes, et particulitrement au lycée pour ce qui nous concerne, les élives
sont plus fréquemment confrontés & lemploi de calcularrices graphiques et symboligues
qud Vutilisation d'un ordinateur, En terme de codt, dencombrement, de disponibilit
permanente et individuelle, c'est un outil « assez facilement accessible » qui se généralise

e plus en plus,

Mais des questions se posent.
* Quest-ce quapprendre les mathématiques avee de tels instruments © doit-on enseigner
des outils, des méthodes, des résultats, une fagon de raisonner, des tec hnigues 7

' L'exemple le plus célébre est celt du théoréme des 4 coulewrs og 1482 cay différents devaient éire fraités,
La comgnunuuié maathdmeatiue a acceptd i démonstrasion faite & Uaide d'wn ordingienr aprés de nmgs olébars.
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» Comment gérer efficacement ces outils : quelles connaissances sont nécessaires (caril n'y
n qu'une comespondance illesoire entre leur interface e les concepts mathématiques en
jeu) pour en faire des instruments d'apprentissage pour l'éléve et des moyens
d'enseignement pour le maitre ?

+ Comment ces connaissances interagisseni-clles sur les connaissances proprement
mathématiques ot quels effets ont-elles sur les représentations des éléves ¥

Nous pensons qu'essentiellement leur mile est de promouvoir (et permenre de faire)
des mathématiques avec un autre état d'espril, plus expérimental, comune ce serait le cas
avec un ordinateur plus complexe. D ailleurs les programmes officiels se font I'écho de plus
en plus de cette intégration nécessaire et de cet &t d'esprit (voir le chap. 1.1.b),

Toutefois [4 grande diversité de produits informatiques :

- logiciels (calcul et ealeul symbaolique, tableurs, praphiques, géométrigues..) ;

- didacticiels (exercices interactifs...) ;

- langages de programmation ;
el les différentes utilisations qui peuvent en &tre faites en classe

- illustration d'un cours |

- aide & la résolution d'exercices ;

- recherthe de problémes ;
méme si elles sont sourte d'enrichissement et peuvent faciliter le travail individuel, Mactivité
propre des éléves et contribuer zinsi 4 la construction de leurs connaissances, posent des
probiemes de gestion de In classe. du temps... Dans l'activitd des éléves, différentes
situations devront se combiner : ordingtenr / ableaw noir, ordinateur / recherche individuelle,

ordinateur / ressource,

Ainsi utiliser et exploiter en classe ces oulils suppose une prise en
comple par les enseignanis des possibilités qui sont données mais aussi des
problemes spécifiques qui lear sont liégs afin de cerner au mieux les
difficultés des différents apprentissages.

&3
=N
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1.2. Travailler en environnement
« calculatrices symboliques »

I.2.a. Le matériel.

L'intégration des calculatrices praphigues et symboligues dans le cowrs ne doir
puas ¥'entendre comme la simple auwtorisatlon d'wiilisaton, maiy pludt comme wne
possibilité supplémentaire de construction des savairs' | Powr notre conception de
lintégration, la calculatrice est une référence dans le disconrs du professeur, dans les
débais dans la classe, dans le questionnement des éféves.

Cet environnement dapprentissage des mathématiques peut conduire 0 des
démarches expérimentales dont se prévalent dautres maridres, les textes des
programmes soulignent lintérér de welles démarches.

La présence d'un support informaigue d la science mathématique nécessite une
transpasition”. Lors de cette transposition des mathématiques vers Uinformatigue
surviennent dinéluctables perturbations, Cex perturbations vont fagonner chez les
éléves et avec une auerité qui semble lide aux performances de la calowlarice, des
savoirs gui vent, d terme ol instantanément, entrer en conflit avec les savoirs

enseignés par le professeur.
Une prise de conscience et une connaissance de cex problémes de transposition

nous semble done nécessaire en vae d'une intégpration malirisée par le professenr e
contralée par les &ldves.

La représentation des nombres

Les probleémes soulevés par la représentation des nombres sont sirement parmi les
plus anciens sinon les plus notoires. Pour notre point de vue, celui de la pédagogie des
mathématiques, nous distinguerons deux cas : lo « représentation par troncature » et la
« représentation symbolique ».

Sans  préendre ére  exhaustif, nous  démillerons  « une  représentation  par
troncature » lelle qu'elle est faite dans la TI-81 (calcularice graphigue de Texas
Instrument). Les représentations en « virgule flottante » uiilisées dans la génération des
calculatrices non formelles ot les langages classiques (PASCAL...) relévent du méme

concept.

La « représentation symboligue » que l'on mouve sur la TI-92 81 (calculatrice
symbolique et graphique de Texas Instrument) & travers le mode exacl, coexisie avec une
« représentation par troncature », c'est ke mode approx (que I'on obtient par exemple 3
I'side des commandes 9 ). Cette cohabitation pénére quelques situations paradoxales

que nous essayerons d'snalyser.

! [ Trouche, 1994].
2 [Balachef, 19
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La représentation par troncature
Princi

Certaines représentations des nombres réels dans un ordinateur s'appuient sur un
codage binaire, 1 existe plusicurs formats, on peut citer la norme IEEE wilisée par ke
langage PASCAL ou un réel x est représenté sur quatee octets selon le schéma

I ] 1
i | |
n |
A A

| signe | exposani T manliss:

x = {-1)9gne , Hesposant -127) ¢l +mantisse)
Exemple © +1,00117875 est représenté par: 1 01110111 OO00000OO00000 10000001 1

signe exposant mantisse

D'autres formaes existent, utilisant 8 ou 16 octets (ou plus), permettant une plus
grande précizion, Certains programmes produisent des représentations de réels avec une
précision adaptable par Vutilisateor (Derive L),

En fait, les processeurs des ordinateurs acteels optimisent ces transformations

d'écriture,

Dans les caleulatrices, le codage interne des réels se fain selon un codage DCB
(Décimal Codé Binaire) aprés une mise sous forme « scientifique » (signe | maniisse
{{1:10] | exposant de 10) oi chague chiffre est codé sur quatre bits,

1 5 signes I i 4 2 0 1
[ooon oo (RN T C L Toonn een T oro yeoio a0, o001 ]
N T T e —»

Ceci nous donpe 13 chiffres significatifs el une plage d'exposants allant de -99 4 99,

Celte représeniation n'est ceres pas optimale au sens des théories de linformation
mais le codage! est nettement plus immédiat que celui exposé plus haut et vraisemblablement

micux adapté aux processeurs des caleulatrices

Drautre part, il convient de ne pas confondre la représentation d'un nombre & I'éeran
el sa représentation en mémoire, en particulier 'afMichage d'un nombree contenu en mémoire

dépend du format d'affichage qui est souvent adapuable par utilisateur.

! Cext Je srovail de s Pinterpréteur o, programee gui saisit les symboles affichés ef remplit une 2one
moire avec le nonilre dans un forms donng.
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— frappe clavier - représentation en mémoire
i-.\ i 234.5-5?391‘_}I1345ﬁ?j

"_—'E e >| 1,234567890123 m‘ ]

Dans le cas d'une représentation par troncature décimale fixe {type IEEE ou DCRB), le
nombre d'octets dédiés 3 'exposant et i la mantisse va définir le champ des décimaux
representables. Cet ensemble de décimaus représentables est bien siir fini of ne saurait ére
un intervalle (méme borné) de I (vu le cardingl d'un tel intervalle).

On peut d'ailleurs majorer le cardinal de I'ensemble des nombres représentables sur
[a TI-81. On dispose de 15 demi octeis soit une « quinze-liste » dont les éléments sont pris
dans (0000 ; ... ; 1001 J{c'est 4 dire {{% .. :9]). On a ainsi 105 éléments. Or il v a deux
signes différents pour l'exposant et la mantisse @ il ¥ 4 au plus 410 nombres
représentables par la TI-81. Ce nombre est-il atteint ? Cest ce que nous allons voir.,.,

Les nombres représentables constituent une suite finie, Dans le cas de la TIR1 L
suile des positils se présente comme une « progression arithmétique par morceaux » :
g 1)
up  L10r92 [Tout nombre positif inférieur est interprété comme (1)
wp 1,000 D00 000 001.10-%9 { 13 chiffres significatifs}
i puis par pas de {1,000 000 00 007 10 jusqu'a -
ui  9.999 999 990 99y _1(-99
tis] 1. 1OFE
puis par pas de 0000 000 000 001, 1098 jusgu'a

uj 9,999 999 999 904 ()94
Wjeq 1 1OFYT [ puis pas de 0,000 000 000 001.10-97)

g 9,999 940 000 944 |()-1
ksl 1 [ puis pas de CLOO0 OO0 000 001 = 10-12)

iy 9999 999 999 999 |11
ujey 11012 [ pris un pas de 0,000 000 000 001, 1012 = 1)
g 1,234 567 8O0 123.10 52 -I]L‘.' siivant s'ohient en incréEmenizng de 1,14 53'2]

up 9,999 999 099 90010 9 [le plus grand nombre représentable |
La suite obtenue avec les nombres négatifs est symétrique. La tomlisation {caleu]

laissé au lecteur...) donne 3 S82 (00 000 000 001 nombres représentables par la TI-81. On
mateint pas le nombre maximum d'éiéments, évalué ci-dessus & 4.1015, En effet. cefte
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évaluation avait conduit 4 compier plusienrs fois des nombres égaux (par exemple 0,9, 103
et 9.10°4),

Conséquences

Quelle que soit la représentation (DCB, virgule fixe, flodlante ou  précision

« infinie »} ou le logiciel utilisant ce type de représentation, celle-ci produit :
& un ensemble qui est une soite finie de décimaux el limite ainsi le concept de nombre réel

aux éléments de cet ensemble ;
e une pente des propriéiés usuelles de D : en paniculier associativité, dismriburivité et

régularité font défaot . En effet ;
9,999 999 900 904 et = 1 g2, En ajoutant 0,1 4 chacun de ces nombres, on obtient une
égalité : 1 EE™ = | EE'? (pour le mettre en évidence, il faut faire attention aux calculatrices
gui, cachant quelques chiffres significatifs, se permettent d'arrondir laffichage) :

{1,000 000 000 001 +9 ) - 10 donne () ;

alors gque 1,000 OO0 OO0 001 + (9 - 10 donne | EE'2,
Dans une mac.hine utilisant des l,mm:_alm*ff-: pour i_ _R_énjh
la représentation des réels, le traitememt de )
l'égalité de deux réels suit le schéma ci-contre ! "—n—m,l
R d?mufm!héﬂm:que -]
Ainsi, la réponse : qu—|—;—
tran Licm ironc#ane, calculs,..

tree (= 1) : indigque que les représentations sont v
identiques ; devmiing informatige I':__E_ b )

false (= () : indique que les représentations
different. v EE-:;E
Nousnotonsque: A=Bf>a=bh informatiques

n=h=l,-i:-=.ﬁ.=E

Dans cet exemple (11-82), les représentations de *J3 : l'lﬁ ctde \& -1
différent d'on la réponse O (« faux =) au test d'égalité alors gue celles
de '\Jj + E\rtz_el de ﬁ + 1 coincident comme exprime la réponse 1
{o vrai »).
Lors de I'évaluation de W3 + 242, on a -
314 chiffres significatifs] - 1'!."1_’ {=2.8... 14 chiffres sigmilcanls] =
3 - 242 |=171...13 chiffres significatifs] puis algorithme de calcul de la racine :

CI+2T23=02+]

(44142 10 wvee 14 chillres spmilcaulz)
Lors de I"évaluation de ﬁ +1.ona:
algorithme de calcul de 1,.-‘1_' [1.414...14 chiffres significatifs] - |
[1.404. 14 chifTres zignificalifz] = [44142. MY mves 13 chiffres sionilicatits].
: i s (3=-202)=(I2-1)
Pour les mémes raisons de troncature, une modification des pnonites =2c -1

de caleul entrainera les deux résultats différents ci-contre.
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En fait 'ordre des opérations peut donner un résultat intermédiaire qui se trouve dans
une autre « tranche » de la progression évoquée précédemment &t faire ainsi perdre des
chiffres significatifs.

Bemargue

Fouwr les logiciels qui autorisent une représentation des nombres Sur une quantié
d'octets fixée par Vutilisatewr (Foption : « précision infinie »), les limites seront imposées
par la taille mémaoire de la machine et les méme lacunes vont apparaitre.

Certains calenlatewrs permetient le calowl fractionnaire, la structure de la suite sera
alors netement plus élaboréde mais on retrouve inexorablement les mémes limitations vu que
le calcul fractionnaire se raméne & un algorithme wtilisant des opérations entre entiers,

La représentation formelle

Depuis quelques années, des logiciels traitant formellement les nombres et les
symboles (MATHEMATICA, DERIVE...) sont largement diffusés, Texas Instruments,
Hewlet-Packard puis Casio ont implanté des logiciels de c¢ type sur des calculamrices
« grand public »,

La représentation en mémoire d'un réel correspondra au codage d'un ensemble de
symboles issus d'une analyse syntaxique de ce qui a @¢ frappé au clavier (analyse qui
vérifie de plus la validité symaxique de ce qui est frappé), une réécriture sous une forme

« privilégiée » est ensuile renvoyée sur ["éoran.

i 3 | =R représentation en mémoire
frane:J_a vier 1'| : pl o '.I
A \5-212 Analyse syntaxigue ', vodage des symboles y
g Réecriture _—_— g

Le traitement de I'égalité de deux réels en mode v
kA 14 |
exact suil le schéma ci-contre e

les réels A et B seromi reconnus comme égaux si ) -
dlomidtae mathdmaiigie (—..ﬂu = B
- "

et sculement si un enchainement de procédures E &

de réécriture @ pu réduire A en B (ou B en A) lmﬂp#“mn peoc; “algiaigues’
{ou AetBenC) doming infarmatique :':"'C_‘- _;'
En labsence d'une représentation canonigue, cet

enchainement peut se modéliser en la recherche mpma[am}:'-

d'un chemin dans un graphe, recherche qui informatiques

€chappe a tout contrdle de Tuiilisateur.
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Dans la TI-92, les deux modes coexistent. Clest le mode approx (ou via la
combinaison :|, gui permet d'obtenir une représentation par troncatures, le mode

exact permet lui d'obtenir une représentation symbolique des réels entrés au clavier. Ces

deux modes sont confrontés dans les quelques situations gui suivent.

17"} Fiw Faw Fyw 73
Situation 1 - lgebralCalcjither rgnID lear a—z..
mode axact > «3-212-12-1 *"""'J
JJ-Z'IEEE'I fals
0 [enter] > r
EAD EXAL

* En mode exact, les programimes de waitement algébrique ont trouvé un chemin
de Y3 - lﬁﬁ Jusqu'i 'Ji - 1, d'ol la réponse « true » ;

* En mode approché (0 }, les représentations de \-‘3 - Eﬁ ut"ﬁ- | sont

différentes, il v a en des troncatures farales d'oi In réponse « false =,

] R A A 13
Sityation 2 = f—loebralCaleOtherPraml0|Clear a~z..

truil

'—'_ d
mode exact > ["ie -2 5= B+l

4
':?‘ a4 LIE_E]E:E*I LT |
IE-—E-J(E)Q:;:!?(J(EHi} .

* En mode exact, les programmes de traitement algébngue ont trouvé un chemin
e W 6- lﬂ,ﬁh \ﬁ { via \Fr -1 7y d'od la réponse « true » ;
+
¢ En mode approche (0 j. les représentations de\-lﬁ- lwﬁﬁﬁsunt
+

identiques, il y a eu des roncatures bénignes

17" Frw Faw Fyw FE ]
Situation 3 Iv E-wiFI]g&br‘aFalmEtherFrqmlDitlea‘ a—z. i

mode exac — TE-;-l- JS =5 = [TB+[5+2 [2-6 false

¢ [enter] 2 gt oaloeBezE-6  ralse

mode exacl ————> lwxﬂand[-Fi i E%--E-]ﬂ'ﬁ +ﬁ+2-ﬁ;£
e

expand{{HZ}.. 1}.—*(4’{5 }-2 B2 0T

EAD ERECT
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* En mode exact : les procédures algébriques ne parviennent pas 3 trouver un

V21 2
+ jusqu'a 10 + 5 + 24/7 -6 d'oil cette réponse surprenante :
e 22 ponse surp
« false »
* En mode approché : troncatures fatales d'ob la réponse : « false » ;

chemin de

* De nouveas en mode exact, la commande de développement :

'\-‘ 2-1 2
|expand] de iz ? . permet d'aiguiller les procédures algébriques et
L

d'obtenir la bonne réponse : « true »,

Fi'-q}T Viv T TIe T Fav T F5§ E Fii
Eilllﬂ.tj.ﬂ'.u = f=—|AlacbralCalc|0ther |PronI0CLlear a=z..
mode exact ——— = = cns[%] -@

| :us{ J HE_'? Lrug

mode exasf —
0 [sniet] " |'m=(%]-jz—*3~ ratsd

[:ps CnsB)=TCJ(22+2 }.-'2!
Rl LXpcT
Vi2e2
2 "

* Lavaleur exacte de cos 1/ est définie comme le réel

: L o ; ;
* En mode exact, le chemin de cos /% & @cst immiédiat, d'oil la réponse

4 rue »
* En mode approché, la valeur approchée de cos 7/8 donnée par un algorithme

V242

et celle de —=— e coincident pas exactement d'ol la réponse : « false »,

i Fiw Flw
-E F’llﬂbl"-'l]’l:alf- I:Jl.he-r ram [0 lear a-z..
" cos| g <os{7¢

Situation 5

mode exact —— > WS[&] +1
’Eﬂﬁ[ﬁ‘] = _g_..._ falsef
mode exagl ———— = —er—
(- [lE :
‘:“ L wto 1] 16 — 3
2 l..u.;(n..-".'lﬁ} J{(cna{na‘ﬂ}**l}fﬂ} 1
i LUHC 2405

= En mode exacl, cos 1/16 n'est associé & aucune expression algébrique ;

= En mode exact, il est donc impossible & Ia machine de trouver un chemin de
cos 16 jusqua lexpression algébrique que nous donne la iigonoméiric.
Réponse : « false ».

* En mode approché, les valeurs approchees de cos nfl6 et de ms:rz—-}l

coincident (hasard des algorithmes). d'oi la réponse @ « true »,
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La représentation graphique

D¢ 1966 d nos jours, les références aux représentations praphigues son! devenues
omniprésentes en analyse, Ainsi les courbes représentatives des fonctions sont
devenues des « passages obligés » de la plupart des problémes & analyse au lveée
fer c'est méme parfois leur théme exsentiel). Le stang de la représentation graphique
par rapport aix obfers mathématiques mis en few demande encore & ére précisé
(élément de vérification, de confecture, argument de preuve...). La diffusion des
calculatrices graphiques a de plus inroduit une scission entre imagelpapier et

imagelécran’ .

L'écran graphigue
D'un point de vue conceptuel, un écran rectangulaire (3 balayvage ou & cristaux
liquides) est une matrice. Les éléments de cette matrice (Jes « pixels ») sont associfs

biunivoquement & une zone mémoire. Selon 'état de ces mémoires sur lesquelles agissent

les programmes, le pixel associé est margqué ou non.

& 0
5

L |l|‘

= | | *'"PH{KIHAMMES
[ 3 J '

[ ‘u‘

MEMOIRE

ECRAN

I reléve du systéme d'exploitation de préciser cette association © de toute fagon, elle
est transparente {elle n"apparait pas) pour 'utilisateur.,

La représentation graphique sur un écran est, elle aussi, touchée par la discrétisation
et la finitude, Un éléve de TS pewt, sans difficuliés, dénombrer toutes les simations
graphigues représentables sur un éoran donné, dénombrer toutes les courbes issucs de
fonctions (facile en mode DOT, plus délicat en mode CONNESTED).

RO e, DE.‘FEFE!'I.‘-’EIH:’HTI?-I‘]."

P} é arromndis h :'r -Ecr-nn :- o ‘

e r [ Martrice

Plan euclidien | L !
___.;!.: '

T e -

s

de pixels P

.

f thermard & Al 1993]
2 On pewt alors faire un consiat qui ferait plaisie @ Gadel | module Cassocintion MEMOIRE - ECRAN, line it e
feran v ext » wn nomidire entier {dépendant du gesitonnaire d'éeran),
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Etude d'un cas

Considérons la représentation d'une fonction sur un écran de T1.92.
La matrice utilisée est de 239 « 103 pixels. L'utilisateur définit une fendtre @ Xpaax, Xagin of

X - XM . irreriay .
YMax: YMin ;%ﬁﬁ—uﬂdmnt un pas de tracé point par point si la résolution est de 1.

Lalgorithme de tragage en muode DOT est le suivant ;
{une fenétre et une fonction F sont donnés )

POUR i ;= 0 JUSQU'A 238 FAIRE [ Pour chaque colonne de b matrice,
X = Xpgin + i *ﬂ'%é——%; {Calcuber b valewr de X comespondante
Y =F(X}: L ( Calculer Fimape de X par F
. Y - YMmin [Cabcul de 1a ligne correspondang 3 Y
jr=102"  ARRONDIR (j) 5 : : , _
YMax - YMin | Action sor [ mémoire Scran et indervention do
ALLUMER-PIXEL{ij) ; gestionsaire d'écran
On peut faire apparaitre des situations surprenantes :
A - Xpi L !
* 1. Pour un pas de calcul HMH?M'”- = 2m, la fonction sinus est représentée par une

droite y =k . lei on a : Xptin = 70/2 ; XMax = 12 + 20 *N {pour la TI-92 : N = 238},

X Pueelssollicités par 1'algorthme

X - X S
* 2. Pour un pas de calcul ﬁﬂﬁM = 2m, la foncuion sinus est représentde par une

psendo-sinusoide :

X Pixelasollicises par 1'slzoxithme
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¢ 3. Une question ouvente pour notre lecteur attentif... Pour guel(s) pas aura-t-on deux,

X
trois « pénodes » 7 Une indication : on pourma explorer les p:-lr—-—-l.-;-kﬂ

La transposition de compétences fondamentales

Nous entendons par ld les compéiences classigues attendues d'un éldve de lycée
sur les réels et les fonctions de la varighle réelle : résolution d'égquations e
d'inéguations, calcals de Uexpression de la fonction dérivée, calcul de [imites,
recherche d'extrema. ., Ces transpositions vers Uinformatique seront détaillées dans
les chapitres consacrés & ces thémes. Ioi nous waborderons gue guelgues
compétences  omniprésentes | réselutions  d'¥quations’,  factorisations,

développement.
La résolution d'équations

Cente fonctionnalité est en particulier aneinte par les commandes solve et zeros
proposées par le logiciel installé sur la T1-92.

lci, tout se passe au mieux, la
fomctionnalité zeros renvoie une lisie

el AB- 1P

de réels alors que solve retoume une “2x-2, K]
proposition équivalente, *solvelx? =2-x+2,x)
Mais la gestion du proble YAt e xalye
Mais la gestion du probléme avec un

i : P 5 Insolve(x?=2 x+a,x
parameétre s¢ fait avec un  certain x=-[Jati-1) or x=Ja+1+
optimisme  quant aux  valeurs du e soluelxf=2 x+a, =) la< -1 EJ

paramétre. On & une réponse
satisfaisante en précisant a < -1,

For= Tiw . o= I 03 T L
L ':?‘.'_-]Ef K :-i:::"l-?:l-' Pranml O Lidd* &l

Avec cefte autre équation, on obfient
des réponses correctes ou totalement 8 solue(x? =S5 x+a,x)|a< -18

erondes 5 la gestion du  paramétre Fh'a +225*'5 T 'Ua'a;ﬂ-ﬂ
devient « chaotique ».
b "5D1UE[32=5-:+3,:{3|3=-IEI falzg
T . 7T T T

Il n'y a pas d'algorithme de résolution général des équations du troisieme degré,
muis les méthodes de recherche des solutions entiéres sont programmées, Ceci, combing
aux changements classiques d'inconnues, donne une efficaciné qui crédite la machine d'une

AUt certaing.

! [Trouche, 1997,
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Il reste routefois @&  interpréter
correctement la premiére réponse gui
invite & l'erreur classique chez les

Bleves 1 x = 3(x? - 3))

La situation est nettement moins
favorable guand on considére des
éguations non algébriques. Les grands
« classigues » sont maitrisés, Mais
d'autres problémes peuvent donner
résultats  décevants,

aberrants.

dies VOITE

La fonctionnalité zeros, en mode
exacl, retoumne une liste contenant les
solutions. Mais la sémantique de | |
(la liste vide) peut e tout aussi bien
« il n'y a pas de solution » gue « je ne

trowve pas de solation =,

En mode approx, la siuation devient
chaotique : le logiciel peut ;

- trouver [a solution inaccessible
par calcul formel |

- trouver une solution quand il n'y
en a pas |

- ignorer certaines solutions.
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1 o= Piw Y. iue

- — _:i':'il-fl"'-&T"-: I!-‘.I_f_'ui“:l-i‘
Isnlue[x3-3 w3 IEI,:H:_]'
wgoluelx? - 10.x2+ 27 x-10=0, %)
x=m2+5 e x:J“_?'E:I

—i o xom 5

Ilr.n]un-[:u:s- 10-x% +27- %2 - lD:ﬂ.x}

A« _-l2(i7-5)  P{T7+s5]

AT T T

I5-1)

I's#lue{r“—e_“+l=ﬂ.:3 :{=ln[ 5

wsoluel inle® + 1) = -, w)

ln[e:" + 1] +m =
=sotvelinle*+ 1) =0, x) é
Isnlueﬂnte“:ﬂhﬂ,:
: FAL EieCT 1

Fuw FE F&
therPramIQClear a-z..

: > T Fav
=~ #—|AlgebraiCalc

zeros(xZ +1,x) EJH
zerosiinle® + 1) 4 x, ) 3
» zerasle® - 20 ) {3

erosie™x—x"20, x)
AE} ERACT 3

i - - LLd
= f— Flagebral|Calc |0bher [Proml0iClear a-z_

wzeroslInfe® + 1)+ x, x) C-.4812123
w zoros(Inle® + 1) - x, x) 59,8672}
zeros(e® - x%9, «]  ¢-.953446 1.05412)
Eros et w—x"

i TS TaT]

La fonctionnalité solve a donc a son crédit une efficacité parfois remarquable, & son

débit une syntaxe {certes pas rédhibitoire} et guelques comportements aléaioires.
La résolution d'inéquations n'est opératoire que pour les problémes do premier

depré.

Les fonctionnalités solve el zeros se complétent aussi des méthodes graphiques

sur lesquelles pésent tous les effets du caleul approche par moncature el de In diserétisation

de I'"tcran.
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La factorisation

Cest la commande factor qui peut permettre d'obtenir une expression sous forme
d"un produit de facteurs. Toutefois deux syntaxes coexistent.

- factor(f{x)) permet d'obtenir seulement une factorisation & racines rationnelles
ce qui pour les expressions | g la1gebralCale|othe
polynomiales, entraine une efficacid 2

. ; T factor(x? -5 % +6)
fqui ne semble pas directement comrélée 2
i celle d g L] i‘a:.tur[:u: - 5]

celle des commandes de résolutions | factor(nd = 3-%2 — 5.2+ 15)
presentées plus haut. Elle peut méme
générer une attitude de doute sur furacror(ix- 82— 5
I'efficacité de la commande, H

- Mais la comminde factor{f{x),x} permet de récupérer les racines irrationnelles,
1) Fa= - o F5 Fi
~ f—|AlgebralCalc|0ther |Pronl0Clear a-z.

et des résultats plus cohérents avec ce
qui est fait de fagon usuelle dans de I- factor{xZ -5, x) (5 + I5) [ - [B]
cours de mathématique, m factor(x¥ -3 x2-5.5%415,%)
(%= 3) [+ [5) (% - I5]
= Fa:tw‘[[n = g]z.. . 18 :-:]

(x+]5-8)(x-5-8
CC—BI*2-5 _x)

La commande factor peut &mc
utilisée sur des expressions qui ne
sont pas des polynémes oo des

1 F2w Faw L d FE
= f—|AloebralCalc|0ther Proni0Clear a—z.

nombres, Ainst Fermat aurait  é (%ot " x)
) f L -L = s [l E
intéressé par un tel outil ! Ci-contre In | HE e 2[; - 2)(x=1)-e

factorisation du 5% nombre de Permat

ractar[115+ |] E41 £70041

dont lui-méme avait pensé, pendant un

vertain temps, qu'il éait premier,
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I.2.b. Organisation de la classe.

Préambule

L'organisation d'une classe dépend bien siir de Penvironnement dans lequel se
déroulent l'enseignement, pour le professeur, et lapprentissage, pour les éléves, Imaginons
un instant que les &léves ne disposent ni de manuels, ni de cahiers et que le professeur ne
dispose que d'un tableau et de craies : il devrait alors probablement organiser trés clairement
Fespace de son tableau, regrouper les éléments essenticls dans un coin non efface, contriler
que ce qui est écrit est bien lu e interprété convenablement, faire appel régulidrement 4 la
mémoire des €léves... toutes choses qui somt peut-étre de mise dans un envIronnement
traditionnel, mais qui prendraient dans ce contexte une importance particuliére,

Est-il  exagéré dimaginer, 3 propos  des  environnements de  caleulatrices
symboligues, un tel écart avec la réalité actuelle des classes 7 Nous le pensons, En effet :

- le fait que chaque éitve dispose d'un owtil qui, sur le plan numérique, graphique et
symbolique, fournisse la plupart des résultats étahlis auparavant 4 la main maodifie
nécessairernent le réde de l'enseignant ;

- le fait que, dans le mouvement mEme de représentation des objets mathématiques, il v
ait déformation de ceux-ci (ef. 1.2.a) entraine une responsabilité  particuliére de
Fenseignant, de raduction et d'interprétation :

- le fait que ce type d'environnement induise un travail individucl de I'éléve (li¢ & la
petitesse de I'écran et du clavier) et un travail clavien/écran plutdt que papierfcravon, entraine
une responsabiliteé particuliére de lenseignant, de socialisation et d'explicitation du travail,

I est clair que l'organisation de la classe n'est pas la méme, suivant le nombre de
calculatrices possédées par les éléves, suivant la diversité des modiles,. Nous nous
placerons ici dans un cas de figure « idéal » : tous les élbves possédent fe méme modile de
calculatrice graphique et symbolique, Nous faisons ce choix POUT trois rsons

- nous pensons que, dici deux ou trois ans, les calculatrices symboliques seront
généralisées dans les classes scientifiques de lyeée (comme le sont avjourdhui les
cilculatrices graphiques) ;

- hous pensons que ke méme processus de normalisation des commandes constaté pour
les calculmrices graphiques s'appliquera aussi aux caleulatrices symboliques @ méme si les
mexdeles différent, des adaptations mineures permettrom de passer de 'un & l'avire ;

- OUS pourrons nous appuyer ki sur les expérimentations en cours dans une vingtaine de
classes en France, toutes équipées du méme modéle de calculatrice symbolique (TT-92). Les
premiers bilans (cf. bibliographic) permettent de savoir ce que l'on peut faire... et ce que
l'on ne doit pas faire,

Nous somines done bien conscients que le type denvironnement que nous allons
decrire ne peut pas s'appliquer tel quel 3 toutes les classes ! Cependant le « modéle » qui
sen dégage donne un cadre qui peut utilement #re discuté, contests, ajusté en fonction des
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environnements des classes et des objectifs de l'enseignant. On pourra constater d'ailleurs
gue l'organisation décrite peut tout i fait s'appliquer a des classes oil tous les éléves sont
pourvus d'une calculatmce simplement graphique (ce qui correspond & T plupart des classes
scientifiques de lycée aujourd'hui),

L'organisation dans |'espace

La combinatson du « wravail ecalculatrice » et du  tavail dorit nécessite  une
organisation particuliére sur la wble de chaque éléve, le cahier au centre, la caloularice &

Fanr

CoHe.

Le dispositif de cours dans un environnement calculatrice :
la combinaison du travail papiericravon ef du travail caleulatrice, le rile
pivat de ['éléve sherpal!

Frﬂrﬂﬁﬂ“r LI T 5 |
\ Tableau S “E““-'J.
@ Tablette de =

rétroprojection | [
Cabhier T1-92 / 2

—

TIE Sy
%

IR

HES
il

.I::_E_
ik

Eléve
sherpa
Cela suppose que le maitre organise son ravall sur le méme modéle : ke tablean au
centre de la classe (ce qui correspond i la situation ordinaire des classes), 1'écran sor le coté,
Sur cel éoran est projeré (via un dispositit spécifigue) 1'écran d'une calculatrice témoin
qui fera référence pour toute la classe ; il reste i rendre habitwel la combinaison des deux
types de travail, ce qui suppose que
- la présence du dispositif de réroprojection soit sysiématique (ce qui ne veul pas dire
quil est sollicite en permanence) ; cela manifeste qu'il s'agit d'un environnement habituel et
gue l'en aura le choix d'wtiliser, ou non, la calculatrice ;
- le maitre organise des aller-retour réguliers entre les résultats obtenus par la calculatrice
témoin ef ceux obtenus i la main ;

' Les schémas de ce cRapEire sedl dxfeis des Actes (o pargitre) di collovee |« Calealarrices svmboligues el
péenmdtrtaues deny Uenseipnement des mathématiqnes » qui 5 ext fenn i mots e mai T998 d la Gronde
Halte
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- en plus de ces aller-retour, il met en évidence la spécificité des deux suppons : le mbleau
{comme le cahier) permet de sauvegarder les résultats fondamentaux, les amiculations
logiques... alors que la calculatrice permet, via la mémorisation des lignes de caleul, de
conserver quelques calculs intermédiaires de fagon linéaire,

L'organisation de la classe suppose aussi que 'enseignant ne soit pas un homme
orchestrg, mais assure une fonction de chel d'orchestre : le professcur ne peut pas 4 la
fois et en méme temps faire le cours, suivre la progression des éléves, manipuler une
calculatrice, répondre aux sollicitations des éleves...

Cette fonction de chel d'orchestre est possible quand la charge de la calculatrice
wemoin est dévolue & un éléve que nous appellerons éléve sherpa ! Ce dispositif présente
plusicurs avantages !

- il permet au professeur, en donnant 4 wur de rile cette responsabilité 4 Pensemble des
éleves de la classe, de s'assurer des capacités de chacun & utiliser cet outil

- 1l permet au professeur de se guider sur le rythme d'un éléve et non sur son rythme
progre |

- il favorise le débar dans la classe {on eritique plus facilement ce que fait un éiéve que ce
gue fait le professear) ;

- il décharge ke professeur qui, dés lors, est davantage disponible pour réguler I'activitg
de la classe, combiner les résultats qui apparaissent sur I'éeran et les résultats qu'il écrit au

tablean.
L'organisation dans le temps

Cette organisation dans l'espace n'a de sens que si différents moments, du point de
vue de l'utilisation des outils de calcul, sont distingués dans I'activieé de 1a classe

- des moments de non-utilisation : le rétroprojecteur est éteint, les calculatrices des éléves
sont fermees, Cest le cas lors de la démonstration de certaing théorémes, plus généralement
lorsque ce qui se passe dans la classe recquiert Uatention de tous ;

- des moments d'utilisation guidée : le rétroprojecteur est allumé, le professeur donne des
consignes précises o utiliser telle application ; el menu ; telle commande.... Cela suppose
alors que tous les éléves obtiennent sur leur éeran de calculatrice ce qui apparait sur I'écran
de référence rétroprojeté. Bien entendu, la discussion est toujours possible : un éléve peut
demander « pourguoi ne pas choisir telle commande plutdt que telle autre 7 » ; mais alors la
suggestion est prise en compte par Pensemble de la classe. L'éléve sherpa la suit, les
résultats sont compares. Cette organisation permel de répondre aux difficultés momentanées
de certmns €léves, de débloguer des situations @ « je n'arrive pas i obtenir le méme résultat,
pourtant je suis dans la méme application, et jai exécuté la méme commande.
Pourquoi 7 ». Cela permet d'en revenir aux réglages de la calculatrice : quel mode de

L mot est choist en riférence d la fous d {‘homme gui porte lex charpes fors des expéditions kimalavennes

£ any dipdowaret gui servent oe mddigtenry lors der confdrences inderraiivaales,
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calcul 7 Quel format d'affichage des nombres ? Quel type d'éeriture des nombres complexes
? ete.). Cette organisation est donc de mise dans les plages de cenaines parties de cours
assistées par caleulatrice ou lors de Fapprentissage de nouvelles commandes ;

- dies moments courts d'utilisation libre © le rétroprojecteur reste allomé, mais Putilisation
de linstrument est libre. Cest le cas lors de la résolution de certains exercices @ pendant une
dizaine de minutes, 1'éléve sherpa utilise la calculamice de référence, mais les autres éléves
peuvent, ou non, suivre cetle référence. A la fin de cene plage de travail, le bilan est fait des
différentes stratégies ;

- des moments longs d'utilisation libre ; le rétroprojecteur est éleint. I n'y a plus, mi de
calculatrice témoin, ni d'éléve sherpa. A chaque éléve revient la responsabilité d'utiliser, ou
non, sa calculatrice, et, 8'il I'utilise, de choisir welle ou telle application.

Cette organisation particuliére de lespace et du temps nécessite. on le comprend

bien, des activités {c'est-d-dire des énoncés et des contrats de travail) particuliéres.
De nouveaux énonceés

Quelgues principes peuvent guider Nélaboration de nowvesnx énoncés.

& Utiliser les potentialités des caleulatrices pour multiplier les points de vue.
Mows partons de Vidée gue le changement de point de voe sur un objet mathématique

donné est essentiel pour lapprentissage : c'est une activité complexe (passer de la formule

donnant une fonction i sa représentation graphigque. ou de sa représentation graphique & une
formule, ne mequient pas oot & fait les mémes compétences) mais indispensable pour la
compréhension  des  phénoménes. Les calculatrices  symboliques  permettent  ces
changements, en mettant & disposition de 'utilisateur wne application graphigque, des
tableaux de valeurs. une émde formelle, des calculs exacts ou approchés, Stmuoler ces

changements de points de vue nécessite des énoncés adapiés.

+ Choisir des activitds qui demandent la combinaison de linstrument g1 de la théore.

Le choix d'un probléme mathématique dépend des connaissances disponibles chez

les éléves et des connaissances visées. Il dépend awssi des outils de calenl. Ains
l'algorithme dextraction d'une racine carrée n'a plus grand imérer dés lors quune
calculatmce en donne une valeur approchée avec une précision suffisante, Les apprentissages
techniques, toujours nécessaires, se déplacent alors : quelles sont les propriéiés des mcines
carrées, quels sont les ordres de grandeur des résultats attendus 7 1 s'agie alors de menre en
peuvre des mécanismes de contrdle des résultats obtenus « automatiquement », On peut
penser aussi gue les technigques de caleul de dénvée, de recherche de primitives, Ia
meémorisation des développements limités usuels, pour ne donner que quelques exemples,
vonl perdre de Fimportance au profit de I'éude des propriéiés et des mécanismes de
controles de ces différents résultats. Le champ des apprentissages élémentaires se
déplace, le champ des probléimes aussi,
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Il st possible de construire des problémes nécessitam 'utilisation judicieuse de la
calculatrice et l'utilisation des résultats du cours de mathématique (ainsi, au lieu de demander
la dérivée d'une fonction, que la calcularice donne immédiaternent, on peut demander ka
dérivée n®™, qui exige une réflexion particulitre),

+ En revenir aux sources de Uactivité scientifique.

Dans cette mise en oeuvre, on retrouve différentes faceties de 'activité scientifique,
dans laquelle l'aspect « expérimental » prend peut-ére une importance plus grande que
dans le cadre mathématique traditionnel. Quand c'est le maiire qui définit les problémes, les
guestions et les réponses (« montrer que... =), linitative de I'éléve est souvent assez
mince. Dans un « environnement calculatrice », la possession par les éléves d'outils de
calculs pulssants incite & modifier fortement le contenu des guestions et les réponses ne
seront pas forcément induites par le professeur. On trouvera souvent des questions du type
« que penser de telle situation ? », La place est alors libre pour un travail de conjectures, de
preuves partielles, de réfutations...

Un processus de recherche mulliforme

Une situation... - &1 un déclencheur
le
prof...

—t

I:I m

le cours  autre. =/ un
éleve

s B
I _ E
I une guestion | - &
I / =
I \

toute la classe un E’:'}UPE

d'éléves

T ©

Le déroulement de « la » résolution est moins lindaire, il est alors possible de
discuter de lintérét plus ou moins grand de telle ou telle approche, de telle ou telle méthode.
Cela ne veut pas dire nécessamement gquil s'agit d'une approche nouvelle se substituant aux
approches traditionnelles : les séances de cours, de démonstrations guidées par le maitre
sont toujours aussi indispensables. Mais 1l sagit d'un nouvel équilibre 4 créer, dans lequel
les initiatives des €léves, le débat scientifigue dans la classe, prennent une importance plus

prande
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De nouveaux contrats de travail

Une telle orientation suppose que les éléves aient le temps d'observer, d'échanger,
de réfléchir vraiment. Comme dans les sciences expérimentales, des séances de TP sont

indispensables.

Un TP, comme dispositif spécifigue et comme processus

@ — Enoncé du TP

-'1?'_—211 tIi de TP

E*:.J @ E =~ Brouillon

A = Cahier de TP
J I . |-|III ..... Eﬂum
@‘ Correction
'] @ X Remise en chantier
& ] P éventuoelle

Les €léves, par groupes de deux (fa petitesse des écrans de calculatrice rend difficile
les echanges dans des groupes plus grands) s'approprient une sitwation, atilisent leur
calculatrice (dans ses différentes applications) pour avoir différents poinis de vue sur la
situation proposée, émettent des hypothéses, testent leur pertinence, recherchent des outils
théoriques adapiés aux preuves ou réfutations. Pendant fa séance, les groupes écrivent un
rapport de recherche faisamt le point sur les impasses ef les découveries. Ce moment
d'explicitation des démarches est cssentiel pour permettre le recul critique sur les différentes
approches, la mémorisation des acquis, préparer les retours ultérieurs sur les différents TP,
Ce n'est que dans un deuxiéme temps, lors d'une avtre séance, que le maitre fait le bilan des
différents travaux, compare les méthodes mises en oeuvre, met en valeur les apporis de
chaque groupe, De tels dispositifs ont éé mis en oeuvee avec profit dans des classes
expérimentales (cf. bibliographic). Le bilan de celles-ci semble indiquer que, loin détre du

temps perdu, ces moments permettent d'approfondir les points essentiels du programme,

+ Le probléme de l'évaluation

Il est bien sir loin d'étre réglé. 1 est d'mlleurs lié aux questions des programmes ef

des examens. Distinguons done ce qui est possible et ce qui est souhartable...
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Ce qui est possible avjourdhui. Dans le cadre de la relative autonomie qui est la

sienne, le professcur peut organiser différents types d'évaluation. 1l existe des notes de
« devoir maison », des notes de devoir surveillé, déventuelles notes d'oral, 11 pewt exister
aussi des notes hiées au wavail de recherche réalisé en TP. Dans le cadre des devoirs
surveillés, 1l peut exister aussi des questions qui nécessitent une utilisation pentinente de la
calcolatrice. Mais il ne peut pas y avoir de mélange des genres :

- soit il s'agit d'un travail oi seront évaluées les capacités diinitiative, l'aptitude &
tormuler des conjectures, & articuler les différentes applications de la calculatrice et les
références théoriques. 11 s'agit alors d'un travail de type TP ob ke professeur accepte de
laisser du temps, de laisser s'organiser des échanges 4 lintérieur de petits groupes de
recherche. L'énoncé peut alors éure trés bref, laissant aux éléves la charge de construire
différents itinéraires d'accés (exemple d'énoncé : par combien de zéros de termine ['écriture
décimale den! 7);

- soit il s'agit d'un wavail ol seront évaludes les connaissances acquises, la
compréhension des théorémes, lappropriation des commundes de la calculatrice présentées
en cours. Les questions seront alors davantage détillées, organisées autour des points
centraux du programme. Le sujet sera choisi de telle fagon que la calculatrice ne donne pas
directement la réponse,

Exemple d'un tel sujet, donné dans une classe expérimentale ;

Soit n un entier naturel non nul, on définit :

. akxk X x2 X0
-Iafmmtlm\fnsur[{],lipurx—rf'”f,-.;‘]=c ]Eﬂ ET=€ [I+ﬁ+§!—+...+m-),

- la suite u par ug = E EF —I+l ~2-Ia- +HL1_
k=) '

T
1. Montrer que [, est dérivable sar [0 1] et que f"' (x)=-g% :'T .

2. En déduire que, pour tout x de [05 1], on a ff ' (x| 5-51!—_

3. En appliquant I'inégalitd des accroissements finis & f enre 0 et 1, prouver
.. . 1
linégalité - |— 1<

4. En déduire Finégalité lug - el < r13_| puis la convergence de la suite u vers ¢

5. A partir de quel rang n est-on siic gue P'écart entre uy et e est inférieur 3 100207

6. En utilisant une calcularice T1-92, en déduire une valeur approchée de e, sous
forme de fraction qE {avec p et q entiers)i 10-20 prés,

7. Peut-on en déduire, en utilisant de fagon adapiée la calculatrice, les 20 premidres
décimales de e ?

Notons que les calealatrices symboliques ne peuvent pas traiter les premidres
questions. Elles peuvent donner une indication des simplifications qui s'opérent dans la
dérnvation pour des valeurs panticuliéres de n (de la méme fagon qu'une calculatrice
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graphique peut donner une indication sur les variations d'une fonction). La démonstration
générale, pour n quelconque, reste i la charge de I'éléve,

Mais dans ces classes expérimentales, les choses sont relativement simples, puisque
l'apprentissage de la calculatrice fait partie intégrante de 1'apprentissage des mathématiques
et que le modéle de calculatrice est le méme pour tous les éléves. Le sujet peot donc ére
choisi en conséquence.

Ce qui g3t souhaitable. Cest sans doute une évolution des programmes et de la
réglementation des examens. Du point de vue des programmes, il serait souhaitable que soit
réintroduit A tous les niveaux l'arithmétique qui permet une compréhension des nombres,
qui permet de situer les rapports entre discret et continu, entre caleul exact et approché... Si
cette réintroduction a bien eu licu dans les programmes de 1998, il est woutefois paradoxal
que cette ctude d'intérél général pour tous les Eléves, soit néservée aux sculs éléves des
classes de terminale scientifique, spécialité mathématique, Du point de vue des examens, il
nest guére possible d'en rester & une réglementation qui ne fixe pour les calculatrices que
ides contraintes de dimension et qui n'annonce méme pas i Favance si elles seront autorisées
ou non.. Clarifier Ia situation supposerait dindiquer guelles sont les connaissances
exigibles relativement aux calculatrices, d'organiser un apprentissage réel de ces
connaissances et d'évaluer celui-ci griice i des sujets adaptés. Nous en sommes encore loin,
puisque cetie tiche élémenmire n'a pas encore € réalisée 3 propos des modéles &
disposition de tous les éléves et qui seront bientdt dépassés - les calculatrices graphigues,
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Partie Il
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II.1. Limites

ll.1.a. Conceptions.

La construction du concept de limite d'une fonction « par la définition » est hors
programme au lycée aujourd "huoi, Cette définition intervient surtout dans les démonstrations
des théorémes sur les limites el opérations, limites et ordre... qui sont sdmises dans le
secondaire .

Les pratiques pédagogigues qui consistent & faire un « pattern matching »! sur une
définition donnée a prior se sont souvent révélées inadéquates pour la construction des
savoirs des éléves du secondaire.

La construction du concept de limite se fait donc « par 'exemple », Cette pratique
esi en cohérence avec une philosophie qui traverse beaucoup de notions mathémabques des
programmes du secondaire ofl, sans néccssairement suivre pas & pas un historique de la
construction du concept, on évite la « descente » de la définition vers des situations

particuliéres.

1l est bien d'autres concepts qui apparaissent dans les programmes do secondaire et
gui sont compléés dans ke supéricur, Celui de limite est notirement difficile & négocier,
d'autant gue les éudiants Iabordent avec la conviction d'wne compétence en la matiére et de
nombreuses images mentales fausses. 11 semble difficile d'argeer que ce probleme ne
concerne que la minorité d'éwdiants qui fera des émdes de mathématiques ou de
I'abandonner « aux bons soins » des enseignants du supéricur @ pourgquol  négliger cette
occasion formartrice, toutes finalids d'études confondues, qui traite d'une situation o, un

objectif étant fixé, il faut en chercher des conditions suffisantes pour sa réalisation 7

La construction d'un concept par Fexemple fait apparaitre des obstacles inhérents & la
méthode.

[e L'q_:unr_'::q!:l de LIMIT

La définition délimite e concept « idéal »
de limite (le concept savant).

elodobn b bebobode To o g

2OV IPODDE
4

! Langage dinformaticien © = faire coller une silwation doande sur un modéle formel donné . Cela 1e
pratigue en mathématigues grand, par exemple, funt donnde fa déinition de sows-espare vectoricl, on vérifie

st fel erwewmble @40, cde i ORET PN, LA SOWT ESINICE,
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Le concept de LIMITE .
g cpalln Srpropetlent Les exemples donnés par le professeur
g sssssse : G

4 ﬁgggggg amorcent une approche du concept pour
#sooose l'éleve. Trés peu de contre-exemples en
Beg
O o e BB néral | i il est difficil
o dec g gt Yailleurs, il est difficile de les

HEFE A présenter en l'absence de définition et en
Eﬁggﬂw proscrivant les pseudo-définitions du genre

@ :exemples magistraux | « la courbe s'approche ...... »).

Le concept de LIMITE

Aprés exemples, exercices...
I'éléve construit son propre

e _ concept de limite,
A @ : exemples magistraux

@ :ex issus dexer. dirigés feorrigds
O :ex. induits par I'éléve

Le concept de LIMITE pour I'éléve

Il ¥ a bien siir des lacunes qui se trouvent dans ke domaine défini par « concept de
lirnite » privé de « concept de limite pour I"éléve », recouvrant les situations que 1'éléve ne
connait pas, ou qu'il n'identifie pas comme lides au concept de limite,

Exemples: o x = x + [0 5inx a une limite en +==7
. a X = sinx , nombre de solutions 7 ...

I y a aussi des « débordements » qui appartiennent au domaine « concept de limite
pour I'éléve » mais ne fomt pas partic du domaine « concept de limite », ¢'est le domaine
des propositions errondes.

Exemples: = & — X sinx tend vers des en 4o}
. f tend vers +eo car f est croissante . _.
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Il.1.b. Transposition didactique et informatique.

La transposition didactique

En l'absence de toute espéce de définition, il est ffquemment fait usage d'une
terminologie dynamique : « f{x) peut devenir trés grand... » ou pire, avee une inversion
des contraintes : « quand x grandit, ., la courbe s'approche de... ». En vue du baccalauréar,
les problémes de limites reguigrent essentiellement une compélence « algébrique »! et une
bonne intuition en termes d'ordre de grandeur, intuition gui permet la mémorisation des
théoreémes « limites et opérations sur les fonctions »,

Quant aux problémes d'existence, les énoncés les alfimment impliciiement et 1 est
courant de voir un enchainement d'égalités entre des limites®. Quelques situations od
simpose le « théoréme des gendarmes » permettent de redonner un peu de sens & cene

notion,

Des évolutions technologigues interf®rent maintenant avec cetle construction de
concept.
¢ Les images-fcran des caleularices dans applicanon graphique, ou les mbleaux de
valeurs, viennent renforcer la perception dynamique de Ia limite, créant ou consolidant des
liens aver dautres concepts (la varation en particulier, la continuité, ) et ceci hors de tout

controle du professeur.

= - - . . 1 - -
¢ Les wdérives»  algébriques I-l i—-aiﬁlgleihriiﬂalilcguwh ;FiFr]aImIﬂiElear'lIa—r_..I

L3

évogquées par les "3 + = = 4" 0
risquent d'ire conlond ar o i3
50 ces par des Lo e 0
écrans comme ci-contre (produit par 2]
un logiciel de calcul formel), ‘_
. L3 [ | i~ - m
Quel sens en donnermit un éléeve non |, sin(®) + ®

averti 7

AAD ENACT 1] 14§ ] N

La transposition informatique

En analyse, les manipulations algéhriques sont fortlement présentes mais l'idée
d'approximation en fait sa spéeificité. En jouant avec les mots, on pourrait espérer une
heurense conjonction avec les calcularices dont I plupan des logiciels manipulent des

valeurs approchées.

! Elle semble relativement bien aleinte, parfoic méme irop bien aevi de fous lex “see + T = dod o autres
veerdantes i Mleurissent dins fex copies,
-"'.l:im_,l'-n-_____-.n'r'm % 4w g

- +mr
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La réalité est toute autre : d'un oié un ensemble non dénombrable, complet... de
Fautre une suoite tinie de nombres ; quant & la représentation graphique des fonctions @ d'un
coté un plan euclidien, de Fautre un cran juxtaposition de pixels.

Chutre tous les problémes d'un passage du continu au discret, la transposition du
concept d'infini semble receler de nombreux obstacles,

Depuis l'apparition des logicicls de calcul symbolique, il y a deux transpositions &
considérer, deux transpositions qui peuvent coexister sur un méme support’,
¢ Pour la représentation approchde, la ransposition de R donne une suite finie de
nombres oll on ne retrouve pas la structure habituelle. Le concept d'infini est spontanément
transformé en @ « un grand nombre, & la limite de la capacité de la machine », (dailleurs on
a: 3+ 109 = 10%9 sur toutes les machines pour lesquelles 1099 est le plus grand nombre
représentiable).
¢ Pour la représentation symboligue  woule €criture conforme d une « grammaire » est un
nombre, la reconnaissance de 'égalité de deux nombres dépend de [efficacité des
algonithmes de mansformation d’écnture. L'infini est un symbole : oo, d'ailleurs -=o n'est
rien d'autre que o= = {-1). A ce symbole, sont attachées des régles qui, pour diverses

ritisons?, ne coincident pas avec les savoirs enseignés.

Dans I'application Graph

Dans celle-ci, la représentation des nombres est la représentation classique que 1'on
rerrouve dans la plupant des calculatrices : twus les calculs somt donc faits avec des
approximations décimales comportant un nombre fixe de chiffres significatifs,

Les menus ne contiennent pas explicitement 1a fonctonnalitd Limite, mais les
ditves déument cenmaines foncoonnalités pour obenir un résuliat <ans justficabon o,

dans le meitleur des cas : une conjecture, unc vénfication.

¢ Ltilisapion de Window

Recherche de la limite en +oo pour min:?ﬁﬂaa
x = vk = In{ln{x)) ::ﬁ:h ;

im==1,
Ko }'E[.‘L.IE'\I‘H- -yx+2 +2 a:az:fh

yscl=]1.

X — yMx) = q,,‘.,ﬁ ures=],

L‘m T T T
L'éléve prend a priori un XMax® arbitrairement grand, le YMax est ensuite ajusté ; la
pente appirente de la courbe sera déerminante quant a la réponse.
Erreur engendrée | « x — Infln x) tend vers e car elle continue de croftre o,

! Vair le chapitre 2.0

¢ Certaines somt consfquentes des procddwres de calew! formel, dawres relévent dun choix délibérd des
enaceieirs die logiciel,

I Tréx souvent XmiR ext conservé épal a6 0, méme pour éinde de = voisinage de + o2 », Désir de ne par
prerdre de (ex) repéredch ¥ Refur d'un colo! dovdee de grandenr des imges 7
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Par ailleurs, 'apparence des courbes est fortement dépendante de la fenéire choisie,
ci-dessous, on a respectivement [-5 ; 5] et [-5.8 ; 5.8] pour [XMin ; Xmax],
Le non raccordement de la courbe avec 1'axe des abscisses et Iapparition de « pseudo »
asymptotes qui dépendent des valeurs de la fonction effectivement caleulées (volr chap
1.2.a) disparaissent dans Ja deuxitme fenétre car -2, 1 et 2 sont alors des valeurs de caleul
pour la calculatrice,
v gt |Z 00 IE;'“ ReGrapH - = [Zoon|Trace RebraphHathiDraule ¢

- <FLOTE
Flat 1!

oyls—1

}/—F fugﬁ
=] 9

"l\, o
=
Y=
I.J L]
=
— -
1] KAD EXACT Hil kAD EERCT Fosr

+ Udlisaion du Zoom

Les facteurs de Zoom ne sont en général pas contrdlés, le « centre » de I
ransformation est souvent laissé au hasard, I'éléve espére voir se dégager une direction
dans le cas de branches infinies,

L'utilisation de Trace va servir de support aux locutions de type dynamique

« quand x tend vers... fix) tend vers .., ».

La manipulation de Trace montre une I:EEE?:mi rp: a! ,;E.igeﬁl-: aF.thF;fh ff;u!.i 4 ,;1”}'
1

croissance et des images de plus en I:;,‘;"L’l,...:h.,._r,:;.;,
proches de la valeur « exacie » ; 2, "32_“]" —1-Ix+2+2
I reste  difficile de  distinguer | Y52

N . ; b=

lexistence de la non existence d'une de=

H 4

droite asymptote horizontale, wI=

x::EEg.
.ytll. 297158

T T8 4 T4 T

+ Llsaton de Table

Un éléve un peu averti réglera (via Thiset) les parumétres qui définissent une mble
de valeurs de fx) sur laguelle pourra éme vérifiée (/ conjecturée [ induite) la limite de la
fonction. 11 faut noter que, encore ici, la recherche de la limite est faite en conditionnant x,

puis en observant les valeurs de l'image f(x) données par In machine {comporement qui a

cté appelé « inversion des contraintes ).

iy i‘;i'-l:‘ i ¥ L '.LI:'-:'-" L’-E 3': ¥ -.::.--FI "l':r'.:'-‘:- I_i

I:"-flill 1 " 1 g ‘ ______

,,:2: e T{_x]‘-::", o —l—ggg : thlstart: BN |
9i= o0, 1. : atbl: [[BE, |
= [TV =§:§' T Graph ¢- Table: OFF+

I vi= 500, ﬁ . || irdependent: puTODS
ugs L0k, [1. 4811, (Enter=SAUE) (ESC=CAn
= & Fr— I |
x= K=
AND CRICT L &ulrf'! BER LARL] AT
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Dans l'application Home

On est en présence d'un
fonctionnement  de  type  « boite
noire »  d'une excellente  efficacine

devant les exercices classigues qui
sonl posés aux éléves de terminale ;
logarithmes,

fonctions avec

exponentielles, sin, cos et mdme

famille de fonctions. .

On repére sur le clavier la présence
remarquable du symbole « infini »
e, présent, hien silr, pour une
utilisation dans la syniaxe de Ia
commande limit.

Mais toute utilisation avec + est rejeide

comme faute de syntaxe !

Les concepteurs du programme sonl
d'un pragmatisme qui repose sur une
sémantique s  particulidre,  ainsi,
undel {indéfinic 7) apparait dans la
plupart des cas comme la réponse

signifiant « la limite n'existe pas » .

- 15 47

177, Few Fiw
* f—|AlgebralCale

= Il

frul=x -sin[%]
W=
42

1 iw Fiw Fyw FE Fid
= f—jAlgebrajCalcjOther PronlD|Clear a-z.

'l EREDE

SwnLax

ESC=CAMC

limit{JCxd, x, el

]
& L.

lacbralCale|otherProniolciear

x lnlx) B lim simfx) urde
el x>w
s X W ogq{=)
i ® = In{x) =
| ERILE)
I"’53=H'51n{"; " y2(e) unde
syd=x + 1A% gl Lnde
Y= w4l
m"mf T T 7T S—

Et Tutilisateur & tout loisir de découvrr guelques nouvelles régles de forme trés
algebrique qui, dans le meilleur des cas évoquent des « opfmtions sur les limites » alors

gue les théorémes portent sur les « limites de fonction A1) ir

Le dernier résultar (07 est plus
inquiétant. . ., il est certes accompagné
d'un

« Warning : 00 replaced by 1 =

MICTOSCOpIque et évancscent

SIS =,

1 Fiw Fiw Tyw FE ra
- a AlgebrafCalcdiber PramlDClear a-=.

=4 T 5.
Wl

]

(-1 et
1

L B0 rm“ |

D’autres cas peuvent susciter quelques interrogations et ils n'échapperont pas &

guelques éléves « bricoleurs ». Par exemple : limite en -== de % :
%

Heureusement, = n'est pas associ€ & une « valeur approchée », on peut essayer :

- E] réponsed.........o= (ouf 1),
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Mais la cohabitation d'un mode exact et d'un mode approx apporte son lot de
SUrprises,
17 ir Fi= Fy= FB&
= f—|[AlgebralCalc{OtherPranl0Clear a-z..

: in ) — 142 3
en mode exact iy * lim [—5] s '{;‘
x-t-g- S
en mode approx  —> ST T [ il sl T 0. 0Ee00REE
m !l{__:F

E'JE

I'El'l‘:{;in Cx)=1/20/Cx—n6)

Ce conflit entre les résultats peut devenir délicat & gérer car plus rien n'indique, sur
I"écran, que Fun a € obtenu en mode exact ¢ lautre en mode approx, Un utilisateur
ayant quelgue habide du logiciel induira un indicateur de calcul approx implicite : ¢lest
I'écriture des résultats sous un format décimal !

Ceci conforte encore une crovance construite tout au long de la scolarité :

présence de virgule <==> résultal approché.

Sur I'exemple qui suit, on peut encore souligner les insuffisances des algorithmes

utilisés par la fonctionnalité limit.
- I i 1 Fiw Fi= 9 Fur FE Fi B
La réponse undef est ici wés Jo 0y gebrafCalc Dther‘iF‘rgﬁIDklear a=Z..

inguictante, car on peut la comprendre PR [J; + cas{[x) 1
comme associée & « n'cxiste pas », sve LI + sin(Tx)
Dailleurs, l'interrogation sous forme e Lin[ﬂﬁ-ﬂ-—] uridad]
. : wam L+ sind=)
logique donne une  réponse  rés .
hnT B |im M =@ Fal=o
explicite : false ! xaw L%+ sin(x)
~SinCx) ) AT O d+sindx))  x, n)=n
TIRATTA: 7T T E———

5i I'on s'intéresse i des fonctions définies i partir de prolongements, on obtient

quelques situations qui justifient un contrdle critique de cette « bolte noire »

yl .x_],{ i l Lk :E Fll-;é-i;ra CF-&}I‘LEBNIP‘;;F Pr':;‘nID Clearfﬁa—z...
:r.:-;m[;} ar xei " 1im gl Lim n,u-ln
; =30 xld 5in[—]-:.elsa
Réponse par... la question, ce qui "
sinterpréte sans équivoque. i lj:;' W20} xljg' [L'f::’: i
| S et * e ,tls;
: ® lip 2= -1
iz _'-—"“"'""xz_.:.h 2w xal
xe-1 limit w2 (x>, x 12
Bl LAACT [IRL 3730

En xp =1}, la réponse est sans équivoque mais cet échec de Nalporithme est surprenant!,
En xp = 1, la réponse est inexacte, du moing dans le second cycle des lycées @ si une limite
cxiste en un point de 'ensemble de définition de la fonction, elle doit &tre égale A la valeur de

la fonction en ce point.

P Voir « Liaison Lycte-Lialversiié s, [Fanre, 1997].
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ll.1.c. Limites en 1ére S,

Objectifs

Dans cette partie, nous proposons une introduction pour la 17 5 de la limite +oo en
+eo puis celle de limite finic en 4e=.

Il ne 8'agit pas d'un cours exhaustif sur ce sujet, mais d'un extrait de cours qui, dans
I'esprit de cet ouvrage, illustre nos intentions :
- respecter les compétences exigibles d'un éléve de sénie scientifique ;
- préparer la construction du concept,

Les compétences et images mentales fondamentales seromt fortement relides entre
clles ;
* compétences « algébriques » pour les caleuls de limites (voir chap. 11.1.b) ;
* approche en terme d'ordre de grandeur (« .. f(x) = ¢ pour tous les x assez grands »)
indispensable & la mémonsation des théorémes sur les limites ;
e vision graphique (« ... la courbe est enfermée dans une bande daxe vy = £.. =}

indissociable du concept de limite,

Il reste hors de propos de restaurer une introdection des limiles par une définition
formelle. Dans cette phase sensible de construction, on cherchera & anticiper et contenir les
éventuelles contaminations par d'autres concepts {monotonie, convexité ... ) et on évitera les
images qui poarmaient obérer les défininons ulédnewres (images dyvnamiques. .. ). Une des
difficultés de la lecon sera de ne pas confondre une suscepnbilité wnllonne guant a b

terminologie et la rectification des images mentales déviantes.

La problématique de cette lecon peut étre introduite via une (bréve} discussion sur la
signification relative de la locution © wn grand nombre ; puis, quand ce sera le propos, sur
celle de : un nombre prés de. Cet extrait de cours ne nécessite pas de pré-requis
exceptionnel, mais une assez bonne compréhension de la notion de fonction majorée,

minorée, bornée sur un intervalle ainst que la sigmification de f < g.
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Limite infinie en + =

Activite 1

[ =p.

K

Aprs quelgues thitennements on arrive
4 une fenéire  convenable, o
lutilisation  de  trace  suggére un
imtervalle

[O()5,1 ; +e=o| par exemple,

o, plus stmple ; 606 ; 4o,

Pour Finterprétation graphique de cette
minoration, on wace une denmi-droite
« horizontiale », représentation
eruphigque d'une  fonction  constante
définie sur | 606 ; oo |

L probléme peut donc se reformuler
en e rouver un intervalle de la forme
|t ¢ #e=] sur lequel, g @ x = 20, esi

welle que : = g .

Powr Ia minomation de f par 1 000, une
premiére tentative, dans la fenémre
[0 2 1 500 000] = [0 ; 1 2040 avec la
fonetion g éditde en y2.

Afin de voir plus précisément ce gui se
pisse dans le coin supéricur droit, on

vir wtiliser la fonctionnalité zoom

vodie interville i 4o convient,

Fi= FX

1 Y FE= | Fii= TF7
TE Zoom|Trace ReGraphMathiDreaw)- ﬁ?

20 7 Exprimer votre réponse en utilisant le terme « minoné ».
» Toujours avee la fonction 12 x — yx + 8 sin (%), 1 s'agit de rrouver maintenant un

F

O considére la fonction £ x —Hﬁ + & sin (yx) définie sur JO ;5 we=],
* Pouvez-vous donner une valeur de x qui ait une image supérieure ou égale 4 20 7

« En sappuyant sur des représentations graphiques de f, proposer (sans
démonstration) un intervalle [a ; +e=f ol loutes les inxges par f sont supérieures &

mtervalle de la forme [a ; +==| ob la fonction g délinie par : x —» T 000 est welle que

= Toujours avee cette fonction f, il s'agit de voir s on peut « placer la barre plus
haut » , par exemple 10 000 ou plos & votre choix ; il faudra aussi prouver gue

®xLibbia. b

GCt el.olroig

EAD ERACT

Ii =
i
4=

v"=|1=-l;l+ El-sir::I:IE]' 2
800, x > 109806
JHE:{mﬂEF. elae b

Lun
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h &
=main=0

Effectivernent, il semblerait que cette
fonction g ne convienne pas.

On modifie done 1a définition de g en
g:x— 1000 pour x = 1 010 000,

Remargues.

= Les zoom dventuels donnent des images pew explicites, ce gqui rvenforce la
demande d'une démonstration, la classe peut étre afpuillée vers Uindgalité  fix) 24fx -
&. On peut hien silr acceprer une sodution di npe

a=v" haureur de la barre” + 100
exprimant une condition suffisante sur a ; ce type de réponse est d'ailleurs assez
Sfréguent.

» La notation « f = g » est en général assez bien comprise et elle gappule sur une
interprdtation praphigie bien assimilée, ceci plaide en favewr de Vwilisation de cette
Al .

= On pourrglt aussi conduire vers I notion de limite en utilisant une fonction g
constante (définie sur R ), des comportements de [ et g sur [-o0 ;a] risquent de
parasiter I concept de limite en cours de construction [ d'oill notre choix d'une
Sfonction g définie sur [a ; +of gui souligne laspect local de la notion de limite.

« Le choix de la foncrion fest critigue quant @ limage du concept en construction,
cette activitd apperie une image qui, compléiée par d'awtres pluy tradittonnelles,
dissocieront limitelmonotonie, limitelconvexitd, .. On penl Qusst opler powr une
forction plus manioble wlle © x = x + 8 sin x gui dissocie d'emblée

monotanielinmites mais elle apporte moins de contre exemples et une invdriance pr
rranslation gui peut Etre encombrante.

=/l semble délicar d'évoquer la notion de drolte asymptote d ce niveau hautement
sensible de la construction du concept * il y awrall grands risques de confamination
entre limite et convexité.

Activite 2

On considére maintenant fa fonction 12 x — x4 + 4,

= Montrer qu'on peut minorer £ par 100, [ 000, ... sur des intervalles de type
la ; +oo] que l'on précisers. Continuer avec des nombres aussi grands que vous

voulez.

Remargue.
I fenr bien sir iustrer Ia notion swr des simations plus banales que celle de

Factivied 1, par exemple du type de celle gui est citée,
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Soit une fonction [ vérifiant la propriété suivante @ f(x) est aussi rrand
que I'on veut pourvu que x soil assez grand., On dit alors que « la
limite de F en +00 e85t 4= et on note :

lim [ = 4= (ow : Jim fix) = +=).

s

que Fon veut, I

RS« (uant de plan e

SR dame bequel e
; . trowve In courbe de
L pourx 2

Chn o« miet la barre = m aussi haut

sur un [a ; 4==| approprié, toutes | /
les images par [ seront plus
grandes que cet m.

Certaines citlculamices peuvent & L s,

controler si cette propriété est vrale ou

wyl=lx +.E s inl{x)

':'2"{ 1008, = » IS
undef,else

non, Ains ;
- pour la fonction 2 x —3fx + 8 siniyfx

I* limulix)=a tpy

la propriété notée fim = oo est [7332X7*9
. 95: fJip yIxi=m
vraie Ug= i
-pour la fonction F:x —= x2+ 4, o [limit T T
L [USL 17 ¢

propriété notée M f = +eo est vraie.
lim f = 4eo g5t une propriéeé de certaines fonctions : cette option fondée sur les
remadrgues prélimingives reste toutefois discitable. Le svmbole fim sera ensuite
progressivement wilisé de facon opératoire en faisant remarguer ses  gualités

o algébriques ». Il faw penser a faire vemarguer que, quand b fonction se nomme
g, on derip [ lim g = 400

Exercices
I. Diaprés fa caleulatrice, la propriéid lim [ = e est fausse pour les fonctions
delinies respectivement par :

x—=xi{ 1 +sinx)el

— Ifm-@

* Observer des représentations graphigues de ces fonctions e expliquer les
résultats donnés par la calculatrice.

Fiw Fiw T e TE
~ f—JAlgebralCalc[0ther Pronld|Clear a—z..

I* lim{x (1 +sinix))]== fals
w b

{= Iim[IDD—L:Em]=" fals
.

i lim [% +30: :.-:ts[l—:a]] == tru
x3m -

limitCxs5+50cos{x/10) x o)=u

s A0 EHACT EENC 234
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2, Soit F dont un extrait du tablegn de varation serait celui-ci

B 100 e
ﬁiﬁa’%&,v W= i

« Peut-elle avoir la propriéeé Bm f = +ee 7

1. La calculatrice donne & la fonction [ x —4%-! 50 r:u:-:f-ﬁ-'-} la propriceé
!!IE‘I f = 4o,

= Préciser ume fenére o) la courbe obtenue plaide en faveur de ceme
propriéie.

* On admet que le résultat donné par la calculaimice est exact ef on considére
Véquation : f{x) = 20, Cette équation a-t-¢lle un nombre fini ou un nombre infini de

solutions positives 7

Limite infinie en 4=, en -

Remarguie,

Pour définir les propriétés im f = .o ; .I'n"'i"il [ = +e= gt h_'_.f_ﬂ [ = -e= on peut se
contenter o évoquer {e caractére « syméirique » de ces trols siteations, I sera
tonitefois soubaitable de ne pas laisser sans commeniaire la notation «=== uiilisée par
le logiciel de la TI-92 gui se substitue d la notation «+e=» afin que le sens de certaines
natations abusives (mais wsitées) telle o3 cos ne soit pas dégradsé,

N serit judicient  de  faire  formuler  ces  propriéefs  oen termes  de
AT O I ROranion ol en fermes de comparaison gvee des fonctions constantes
definies sur des fa ; +ef ou J-==af.

Exercices

L. Soit f une fonction définie sur . On suppose que T est majorée sur B par 1,
Peut-elle vérifier M f = 4o P M f= o0 ? 1M [ = 4oo 7 N = 00 7

2. Soit g la fonction définie sur B par : gix) = x sinx . Observer des

représentations graphiques de cetie fonction .
Peut-elle vérifier lim g = 4o 7 ; lim g = o0 7; lim g = 422 7 i g = o0 7

Thégri i
Les fonctions x —-'1.-"; s x 3 x? 2 xd ;L x™ vérifient la propri¢ié :
Hm [ = 4= (on peut aussi écrire : M f{x) = +e),

Selon leur parité, les fonctions x — x ; x2 ; x3 ;... x" vérifient la
propriété : 1im f = o gu lim [ = -

fon peut awssi écrire : M fix) = o0 ¢t Lim fix) = -oo),

—
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Limite finie en +=, en -=

Activité 3

On considere la fonction £ définie sur | 0 ; +eof par : fix) =

20 sin{yx)

x4 10 cos v
* Donner, par caleul mental, un ordre de grandeur de 7110 000), fi1 000 0009 © on

pourra comparer aux résultats donnés par la calculatrice.

* D'aprés Pécran ci-dessous ([0 ; 200] = [-1: 1]), il semble que l'onait:-g=f=<g
sur [B1; 1001 ob g est définie sur [81 ; +=of par : g(x) = 1/9.

Démontrez que cet encadrement est comrect,

Est-il encore valable sur [B] : 4e<] ?

wFLOTE
sin([=x)-cos{x)

.3

-..-'Hla—

--‘1=lz
"".Ii' “WZ{u}
lg =

o=
W=

* Déterminer graphiquement (sans démonstration) un intervalle [a - +ea| Ol on
definirait g et -g avec gix) = 0,01 gui encadreraient {.

Méme question avec, au choix, g(x) = 00001 ou gix) = 0,00001 ... (records &
battre 1),

Activite 4
Les courbes (8], (H) et (D) représentent respectivement les fonctions :

K —F&inx

b
W—m—

Vx

x —rax + baveca =- 0001 mh— 1.5

1 Fiwr F} Fii= r
E Zoom|Trace Eﬁraph HaLh an |- f’

o, I FATE 5.9 0.9 5 o A v
UUU_}JUUUUUU
AAL EXALT

On s'intéresse aux-intersections de (S) et (D) et aux intersection de (S} et {H).
Chonsir des coefficients a et b pour gque les intersection de (§) et (D) soient moins

nombreuses que celles de (3) et (H).
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On a pu encadrer, les fonctions précédentes aussi « finement » que l'on voulait en

prenant un [a ; +eo| approprié (de fagon plus imagée : étant donné une « bande » (un

« tube ») axée sur la droite y = k, aussi étroite que l'on veut, on peut y enfermer la courbe

de f sur un [a ; +e=<| approprié).

Pour la fonction x —

aurait  les mémes  possibilités
d encadrements autour de la valewr 3

ila
dece

+ 3, on +

x2+]

i

a« bande » serait axde sur la : : >

ite y = 3)

Soil une fonction, dont toutes les images peuvent éire enfermées dans
une bande (axée sur une droite d'équation y = k) aussi étroite que I'on
veut en prenant un intervalle [a ; +=| approprié, on dit que «la limite
de Ten +e est k» el on note : lim =k {ou : Jim f(x}) = k).

Remargue.
o Pour définir lex proprictés lim f = k, on peur évoquer le caractére
« symdtrigue » de cetle situation.

e . . : - :
o On peut aussi solliciter une Nusiration du type de celle faite pour lim 20t +3

Tt 12

= 3 er une formulation en termey dencadrement par des forcrions.

o}l faw, 4 ce wiveau de o legon, parler de droite asympiote shorizontales. Celle-
ot doit ére pe:gue le pius simplement posstble comme laxe de ces bandes et éire
asseciée de fagon critique & une configurarion typigue de la branche infinie.

I .:E!HE!!E z

e ) Fiv - e T T8 T '
Ces poopr.étés  des  fonciions  de Iﬁlwi—lﬂi;;br*aiﬂalciﬂtherﬁrﬂnlﬂ]’ﬂlﬂar a-z.
afie E% SONL PrOSrAmnnEes.
references Sont prog i 5 | . TR [%] - —
On peut meme interroger la calculatrice | sxa» L3%
. |
autrement " lim _i] =0 Lrue
. K, SRl B
«caleule la limite de —~ -+ 2 en -oe n Bl
x4+ = lim |[—5—+2 2
: wep cm | owE ]
La réponse 51 « 2 »,
[Z0 AR ENACT _FUNE 3738

. 1 1 1 | 1
Les fonclions . r i
X" x2

VX g TN
virifient la propriété lim = 0 (ou lim f{x) = 0).
1 1 1 1

Les fonctions K = = — e
"‘ T lxllx-‘ . I“

virifient la propriété lim § =0 (ou Lim fix) = 0L

Bemaregue. On introduit ici | aspect opératoire du symbede lim,
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Limite en a, a réel.

lim |f(x) | = +=

La legon sur les limites se poursuit avec les cas de limites infinies en xp qui ne peut
pas se construire A partir de comparaisons avec des fonctions constantes. Reste & multiplier
les exemples en gardant quelques reperes utilisés précédemment ;

- on évite les expressions & connotation dynamigue ;

--on peut garder 'image de la « bande » { avec axe vertical) ;

- on peut évoquer Pordre de grandeur pour une image.

Cette notion d'ordre de grandewr d'une image est d'ailleurs critique pour s mémorisation
des théorémes portant sur « limites et opérations » qui aménent & la partic « algébrigque »
de la notion de limite.

La notion d'ordre de grandeur pourra encore étre utilisée quand un résultat relévera

de la notion de continuite,

lim fix) = ! (reel}
Sans l'occulter complétement, il n'y a pas lieu de s'étendre longuement sur ce cas au

niveau de la 18 S, On peut par cxemple le présenter ainsi :
« & = 10t ne signifie pas grand chose si on ne parle pas d'approximation... lig fix) = 3

signifie que fix) = 3, quelle que soit lapproximarion voulue, & condition de prendre x assez

pres de 2. »
Pour les fonctions polynomes, on aura : BmP(x) = P{a), par exemple ...

Limites et opérations

Les « ordres de grandeurs » attachés au symboles lim f = ... asideront & la
mémonsation de ces théoremes. Dans le cas des produits et quotients de fonctions, on
pourra procéder conmume lors de apprentissage de la multiplication des nombres relatifs : en
dissociant le calcul sur la valeur absolue de celum sur le signe, Cete approche n'a bien siir
pas la valeur d'une loi de psychologie cognitive | elle peut se révéler efficace pour les
débutant ; la compétence dans Futilisation de ces théorémes csiompera cene distinction en

valeur absolue et signe. Elle a au moins lavantage d'économiser la notion obsoléte de

o himite en ... égale a1+ ».
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Théoremes

(__ fapourlimite
1 - - - |
gl fa une | mite éen a qgui est (cf. | gne n*0) . | |
S1 g a une himite en a qui est (cf. ¢l 00

ALORS mi bm | +o
I+ g aune limie en a qui est (cl. t bleau). W | S| _
U

+ oo h\? 5,
i NS

—
|
-

=

Remaryues |
1. Noter la symétme du tableau due & la

g 4 pour limiie

c mmu v € de | add ton. d
2 Le cas signale par 7 se dit : «cas indéterminé o1 € | -o°
‘oo - oo, i m !
Limite du produit de deux fonct’ons _ =il
S1 fl a une himute enm a  wm est (ef. ignen®n) I:-— L] apour limite /
ET oo
51 |zl & une limite en a qui est (L. c 1 o™ _ 0 0 1
ALORS ‘ - .
If x #| @ une hmule en a gu est (cf. 1Ml {m 4
tableau}. E =l | S
Pour fxg, utihser en plus a rége des ) \\\
S1Enes, 20 . il
Remarques : e &m
an
. Noter la symetric du tableau due a Ik - 5 \% 2
commutativité de la multiplication. ) = §|
2. Lecas sgn épar ! sedi .o« ind’terminé e AN
"aa x 1"n
S1Ifl @ une limite en a gui est icf. lignen“0) . LElaponslimie: )
ET
S1 Jgl & une limite en a qui est (cf. col. n*0} el 0 i
) R’ f
L + oo
F/gla welmlee q est ek 2 ™ 0
tal eau) = _:_:-ﬂ ~
Pour flg, utiliser en pus la regle des = :j;h\'\“\
signe §_ 0| 400 N22J 400
o2 \' : oy |
Remetrgue * e o E\H“%N
l. Le cas signalé par 2 se dit © «cas indéterming voa| 0 {1 ﬁ? ::
o o, i I\

2 lecassgn épa .2 se dit - «cas indeterming
0%,
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Exercices

L. Powr chacune des fonctions qui sulvent, faire des recoupements entre ;
- l'image d'un grand nombre {au choix) obtenue par caleul mental ;
- la valeur de la limite en 4= donnée par la calculatrice |
- une représentation graphique dans une fendtre pertinente ;
- vore avis quant 3 une éventuclle propriéié de limite en +oe.

P : Ix-1
Exemple - : - :
AEHPIE Bt Hx) =
Réponse :
LMWy Fiw | F3 ] FE= 1 Fiw FI7
) . . - Zoomn|Trace |RebraphMath e aw|-
« ({10 = 3 {application graphique, -
irace ..
= Jim {ix) = 3 {application hame') 5
* I coorbe semble  avoir une
; Jew=1
asympisde horizoniake, = lim -"-"-"-"“] 3
wam s XF 2

On abien i fix) =3 car ..,

XL -
yot 2, 9925333

- Reprendre la méme démarche pour :

x2-1 ) 2x + sin X

. X !
fix)= m gix) e Sme—— hix) = cos f]:ﬁ-] x §in x.

; ; : (XX L iy . ;
2. On considére 'dguation ; [ jflt = ainsi que l'inéquation : l”.'-a = m ol m est
X

1M

un réel positif donné, On appelle 1 la fonction x —— T
K+

& (Observer ce que Ia caloulatrice donne comme solution avec m = 1), avec
m o= 1ML avec m = 0.1, Démonirez que ces réponses sont valides. Interpréter
graphiquement ces réponses.

e En déduire les solutions des trois infquations oblenues pour ¢es trois

vialewrs de m.
o Pouvez-vous, sans calcul, donner ¢ justifier le nombre de solutions de

I'éguation avec m = (000 (3107 ?

3. Revoir les théorémes

sur la limite de £ + g et

commenter gy resaltats

donné par la calculatrice, " 1im sindx) undef]
W e
Pouvez-vous IiEel .
wvez-vous  imaginer § .0 = ol
deux fonctions [ et g | **°
\ _— B limide +sind=
nayant pas de himite en l| b (I (x)) 2

400 alors que f + g a une limitU{xHEin{x},xﬁ

J
kR Aok £ani] 173

limite en +==7
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Commentaires el remarques sur les exercices précédents

1. I s'agit essenticllement de verbaliser les diverses facettes du concept de limite et d'en
soulligner la cohérence.

- Dans le champ numérique « la limite de f en 4e= est 1/2 » donnera 'appréciation
subjective de « 'image d'un grand nombre est un nombre prés de 1/2 »; on peut profiter de
la confrontation du mode exact et du mode approché pour débattre du sens de « prés de ».

I rl-i-—- E 1 ﬂ;ﬂ‘.‘lF. :I::. Etfl::r Egmlﬂ |E‘. 1 lmfi a-Z.. 1

2
" Define fix) =J"E—21 EllnnEI
RNl O |

en mode exact : = il 1014) Eﬁﬁggﬁﬁl g 3

en mode approx = fl1et9) 3

- Lim f{x 1-
calcul formel de la limite —> x4 @ Lty

T

Dans le champ géométrique (i.e. : graphigque) : l'allure de la courbe, pour un

cadrage pertinent, est révélarice de l'existence et de la valeur d'une limite & relier 4 ka
présence d'une droite asymptote 4 la courbe,

La fonction g sera l'occasion de montrer que la valeur de la himite peut &tre atteinte

pour certaines valeurs de x et conjointement, que courbes el asympiotes peuvent se couper.
La fonction h sera l'occasion de rappeler Pexemple fondamental d'une fonction

nayant pas de limite en +== ¢t de revenir sur l'image de la « bande contenant [a courbe ».
Avec le méme objectif, ce type dexercice peut aussi se construire pour la limite

mifime en =g el permetra utilement d'en @élimiter le concept toul en évitant de le réduire a

une simple manipulation algébnigue.

2. Sanf sollicitation, il n'est pas utile ici d'entrer dans le champ des équations du second
degré avec parameétre mais plutdt de renforcer les images de limite 0 en 4== en les reliant au
champ des représentaiion graphiques des équations et inégquations. La calculamce foumnit
sans probleme lensemble des solutions (vide pour m = 1M il ne s'agit ensuite que
d'interpréter ces réponses et de les valider par une résolution algébrique.

3. Sans s'y étendre, cet exercice soulignera les conditions suffisantes qu'expriment les
théoremes dits « limites et opérations » et donnera sens 3 Vexistence des cas indérermineés
Attention toutefois de maitriser la discussion qui risque de conduire a la recherche de deux
fonctions n'ayant pas de limite (en....) alors que f+g a unc limite infinie ! [fix) = x sin?x e

-
gix)= xcos<x ... |
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ll.1.d. Limites en TS.

Objectifs

En 15, Jes sitations types sont apportées par des fonctions rationnelles qui, par
leurs propriéiés créent, sinon confortent, des images mentiles eronées quant au concept de
limite, citons :

- la croissance de f est une condition nécessaire, voire suffisante, i I'existence
d 'une limite infinie ;

- unc courbe ne coupe pas sa droite asymptote (quand elle existe) :

- 51 f n'est pas définie en xg, alors il y a une asymptote verticale .

Sans perdre de vue l'objectif dune compétence algébrique quant aux limites, il s'agi
de rafraichir le concept de limite qui, A travers les situations types de 197, 4 quelque peu

perdu sens,

En terminale, le concept de limite en + == se compléte par les théorémes dits « des
CTOISSANCES comparées » ¢ 'expression méme comporte une confusion entre comportement
local et comportement global des fonctions.

Activités et exercices

Activité 1
On veut étudier les intersections des courbes (L) et (P) d'équations respectives -
y=Inxet:y=x"

2 ; | i A
* Dans une premiére partie, r est de la forme ~avecne N* Etudier le nombre de

solutions ; localiser les abscisses des éventuelles solutions. Démontrez toufes vos

affirmations.
* Dans une deuxiéme partie, on cherchera 4 généraliser cette éude ire R

Les représentations graphiques de

y=lox sy=x:y=vxiy= ¥x

permeeiienl d'émeitre quelques

" soluel lntxy = x 7€ B
I::.'Ir'd::-c:l-]l2 -N=
solvel In(xy = w179 p
(Intx))” — x =

wsolvel 1rcsy m 275 0
] x= 332105, 108236

2105 .10823641 ?'r x=3.-6541.,

conjectures.

L'atilisation de solve en mode exact
napporte pas de réponse, par contre,
en mixic approx, solve donne des

valeurs  approchées des  deux

solutions.
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Une démarche [ondamentale en
. WF‘A Fw C ‘::p
terminale : Iéchec de I'algébre conduit |- #=IZoon|Trace ReGraphjHathjDraw]~

a utiliser l'analyse. On introduit les

fonctions
f:x—lnx-xf, (r=1/n)

(Lir} o

La determination de M et de la limite en +e sont essenticlles pour conclure par
application du théoréme de la bijection. Graphiquement, la limite en +== n'est pis évidente
des que n prend des valeurs non triviales et ici s'illusiremt bien les théorémes sur ces
« croissances comparées » On a, quand n > 2, deux solutions, I'une ag sur [a® ; 4o (que
solve ne peut pas détecter pour n = 200, l'autre by sur e ; n"]. Pour I'enseignement de la
spécialité mathématique, lactivité peut se prolonger par la recherche des limites des suites
{an) et (by).

On obtient, a aide du théoréme des gendarmes, limi{ag) = +oo0.

Le théontme de la convergence monotong permet d"affirmer la convergence de (by)

- " Fl - n
vers une limite réclle ¢ or Lim 'urf = [n{f) donc é=e.

Pour 7 = 0, la fonction [ est .IE rlph 'r.f;.-;. E#Efi::ph athiDraw :;“-7
strictement croissante de [(i+=] vers rI--
r=2

1

Four r > | on utilise 12 méme éode I
que pour r = 1/n.
— < [

ﬁ, RAE LRALT T4
Activite 2

S0it {C) la courbe représentative de g définie par : g{x) = e ™,
soil [ une fonction définie el dérivable sur R qui vérifie les conditions suivantes

- i f{x) = gix), alors £ (x} >0 ;

- 51 f{x) < pix), alors £ (w) <0

- 81 [(x) = g(x), afors ' (x) =10
Représenter () et « & main levée », représenter des courbes susceptibles de
représenter |,
Peut-on avoir des solulions affines croissantes | décroissantes
Peut-on avoir une solution de type : ax™ ; de type : ax™ + b 7 (ol n entier non nul).
Trouver une (des) solution(s) monotone(s) croissantels) ; décroissante(s) sur B

Trouver {des) solution{s) non monotone(s) sur B,
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Il sera utile de faire une petite mise au point de logique : on ne donne pas des
equivalences et les réciprogues s'établissent par des considération de « tiers exclu ». Cette
difficulté peut étre ludée en modifiant I'énoncé en « [{x) > g(x) <=> M{x) >0 ».

= Les deux premiéres questions peuvent &tre trailées
dans un autre ordre, Ci-contre, on a représenté (C)
et les courbes de x — x + 1 et x — x2, il s'agit

d'entrer au mieux dans la problématique :

- i l'intersection des courbes, la condition £(x) = 0
n'est pas respectée ;
= a4 o l'extérieur » de (C), la condition f{x) < 0
n'est pas respectée |

- & « intérieur » de (), la condition Fi{x) > 0 /
e ERETHRZY I

semble respectée. ..

* Les fonctions aflines décroissantes fournissent
toute une classe de solutions, 1l peut étre 3 propos

de formaliser ce résultat en cherchant l'expression [Fr=wgr rew 7. F2 ) TS
- j—u—u Zeon|Trace |RebraphHath|D

des fonctions affines solutions,
La fonction représentée par une tangenie A {C) n'est

pas solution.

* En considérant la pambole représentant une %_!_
solution, la propriéié « le sommet est sur (C) » \ \ \\:\
BEp LEALT

pourra slimenter un débat sur condition nécessaire [ Gk

TN

concditeon suffisante,

= Pour ces parzboles dont le sommet & & choisi | g -
= f=—|Zoom|Trace|ReGraphMath

sur () grice & un wtile retour sur 'expression des
fonctions assocides & « carré », il semblermt que
nous ayons 14 quelgues solutions non monotones. .,
L'activite peut e explorée selon l'axe : « quelles
sont les fonctions x - (x+a)+ed qui vonr étre

solution ». Cette recherche peut saborder wvia

I'étude d'une famille de forctions expnnmuant o EEE RAD LRET THAC

position de (C) par rapport aux paraboles,

* Proposer la recherche de solutions non monotones (autres gque les innbmes ci-dessus) sous
torme de défi. On pouwrrs suggérer des maccordements. La dérivabilité au point de

raccordement pourra Etre prétexte & un retour sur la définition de dérivabilité en un point.
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Exercices
| I[} gim X
1. Etudier le nombre de solutions sur 1} ; +=<| de I'équation : ‘ﬁﬁ ==

2. Erndier le nombre de solutions sur (0} : +ea| de I'équation : WJ‘IF. = 10 sin x
3. Existence de solutions sur [(; e de |'dquation :"'.“H': = ln(x+2).

4, Une fonction continue sur B peut-elle avoir les deux propriéids :
a) « lim f{x) = +e=» et « fest majorée sur | ».

b} « lim fix) =4 » et « f n'est pas majorée sur B ».

5. Dans une copie d'éleve, on reléve : « .. Fest définiesur B - [1} ... et vérifie
Jm fix) = +e= . Finéguation sur K © f(x) > 5 a pour solution | 07 1] ».

Chercher La ou les incohérences,

in Fo5in X

X+ cos x°
Dans la fenéire ; [0 ; ] = [-005 ; (0L5], on a la courbe de £

Cuelles h '

. Dans le registre ¥2, on a la fonction f; x —

1hi:r.cl= c'ut on fa'[n: T Justifier.

il LB BTl S undef
Wk E
R sindx) + [x
_ = 20w Sy
=rad farTTe s
2i, 034728
BAL [h8°] TN
X + 5in X

T, Dans le registre y1, on a la fonction { § X —p ———————
'qr; + 0% X

Drvms Ja Fendere o [0 SOEN] = [0 200, onoa l: lL[_'I-III'I'H_ e 1.

En remurguant que, sur |15 oo ona fix) ‘Ev,_ , quelles hypothéses peut-
4]

om faire T Justifier,

Fiw
oom|Trace ReGraphifMath al.».rr' I:-"::’;l

sirdx}+ = §
g cos{x) + [x
LB TR ES undef

i

L], I
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“
K=+ 51n K

&. Dans le registre y3, on a la fonction £ x — :
X+ 05 X

Dans la fenétre : [0 400] = [0 ; 408, on a la courbe (T de f.
Est-ce que (C) admet la dmm: ¥ = % comme droite asymptote 7

L RER G IO
" im gl
e
imit{y3ix), x, =)
TTHEIT TV

9. On sintéresse aux intersections de la courbe(C) représentant @ x — In(x) et de la

droite (Ag) : }=% n entier .

On porte ce probléme dans le champ des équations et on utilise solve{ ou zeros(

avec diverses valeursden:n=0:1:3:20: 100.
Fyw [ 1
Nous sommes en mode exact, ]*{—iﬂlgehl"aiﬂalﬁiﬂhhtriF'rsunIDFlear‘ a=z_
la réponse de la calculatrice [ So1ve] In(x) "'Iau ' ) ={1
peat sinterpreter | lsulue[intxl=%.:~: 10 1n{x) = x=0
# HE e pas résodre s 18 !
: ®reros 10 1nix) = x, &) L
& FIE If']l":'[ﬂ If::'-l'.!.&' J"f:'.t'e'i‘”dﬂ'{’:l » "
: 'Eﬂ]UE[lh{x’} -—-3-1 s 1003 - Inlx) — % = (A
w s e solutions 19 )
o N pent pas résoudres R :
P Gir P fmw F§ oy hi
Mais en mode approx, on vi-- iahars pig - Pran IO biigs g
o
aura aucune, une, deux ou " solvel ln(x) = L H] x=J36. or x=1.1
miEme irois solutions. i 5
. _ 1' soluvel lA{x) = g’ :]
II s'agit de déterminer oo 18
gquil en est réellement du ; ¥ |
= ; I" 2ol ue 1n[xj=w,xi ®= 1,
noanbre  dintersections  des 10

TR 7S
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Commentaires et remarques sur les exercices précédents

L. Made exact ou mode approx la calculatrice ne peut donner de solution.

On pourra discuter utifersent la réponse « x (sin(x))2 = 10000 » donnée, en mode
exact, par la machine.

Cette reéeriture du probléme pourra alimenter des approches varides par lanalyse : la
représentation de courbes nécessitern une réflexion sur les ordres de grandeur afin de définir

une fenétre pertinente.
Enfin, un retour au sens de « limite » donnera une solution efficace au probl2me.

2. En revenant ae sens de limite 4o en +ee de la fonction x — ﬁ on 4 une réponse
qualitative : il existe un nombre fini de solutions.
Le mode exact n'apporte pas de solution mais une reéeriture en |
o 10000 (sin{x)* - x=0» .
Le mode approx donne guatre solutions !
La représentation graphique laisse entrevoir un grand nombre de solutions, mais il

faudea compter avee la résolution de I'écran qui ne permettra pas de représenter y = 10 sin x

sur de grands intervalles.
On pourra solliciter une évaluation du nombre exact de solutions : cela demandera

beaucoup de lucidité et la calculatrice sera s utile pour compter les réels de la forme /2 +
2kt inférieurs & 10000, .

3. Une approche par « croissunces comparées » donnera quelques intuitions qu'une éude
compléte de fonctions viendra confirmer, Sinon, en mode approx, la calculatrice donne
une {la) solution approchde,

On pourra aussi exploiter la notation xf avec rrationnel. Beaucoup de variations sont

possibles en considérant \Jlﬁ =Infx + k)...

4et 5. Dans Vesprit « questions rapides » ou « vrai / faux » ; ces exercices seront utiles
quand, chez lui, Féléve reviendra sur la legon, puis, en cours, pour créer un débat autour du
concept de limite infinie. Les contre-exemples proposés par les éléves seront aussi
l'oceasion d'un retour sur la notion de majorant et sur 'aspect « local » de la limite (sans

s'y attarder).

6. 7 et & Un entrainerment i la technique dencadrement (théoréme « des gendarmes ») qui

doit aussi reveiller une attivude critigue chez les Eleves.

Y. On cherche & développer une attiude expérimentale et critique, On sollicite aussi les
éléves dans leurs compétences algebrigues, leur cullure en analyse et leur imagination lors
des déplacements entre contexte d'équation (et ses interprétations graphiques) ef contexte
d'analyse. Les déplacements & Uintéricur de chaque contexte (réécriture de I'équation en

équation équivalente, choix des Fonctions considérées...) seront l'occasion de débats

critigues sur les méthodes
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I.2. Suites

Il.2.a. Enseignement et calculatrices.

Enseignement

Lenseignement des suites au lycée commence seulement en premiére, on le retrouve
dans toutes les sections mais avee des objectifs différents,

Dans les sections non sclentifiques

En rigle générale, dans les sections non scientifiques, sont privilégides les notions
portant sar les stansuques, probabilités, caleuls financiers.., Ainsi, il paraft assez naturel
que soient essentiellement développées les seules notions de suites arithmétiques et
peomémrigues, On met Laccent sur la modélisation de systémes, le caleul de certaing termes
ou de leur somme. Les problémes de convergence sont a priori absents ainsi que les
problémes d'approximations de réels. Des introductions 3§ camctine geométrique  sont

toutefois possibles,

En section sclentifigue

Une place assez imponante est donnée ici encore, en premibre, aux suites
arithmeétigques et péométriques mais l'objectil sera d'avoir des « suites de référence »
pouvant permettre des comparaisons lors des érudes de suites, orientfes autour de deux
poles ;

- comportement global imonotonie, bomes, périodicité) :

- componement asympeotique qui comprend lui méme deux aspects :

- qualitatil (convergence ou non) ;
- uantitatif {évaluation de I rapidité de convergence).

De plus, le programme recommande utilisation des suites autour de deux exemples :

- approximation d'un réel ;

- résolution d'une éguation (par exemple par kb méthde du « point fixe »),

Dans ce chapie, nous nows plagens dans le cadre d'un enseignement en série
seientifigue de lyeée, Un des principaux problémes sera alors 1 notion de convergence. Luc
Trouche!, & propos des limites de fonctions, reléve l'existence de tois points de vue
possibles :

- cinématigue (la variable re L fonction) |
- approximation (le degré dapproximation gue I'on veut tire la variable) :

! Lue Trowche. « Enude des rapports edlre procesier de concepiuiisation ef processus o instrumentation s,
Thése. 1996, Universite de Montpeliier 1.
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- operitoire (régles formelles de calcul).

En te qui concemne les suites au lycée, la notion intuitive de limite sappuie
complétement sur celles des fonctions, Ainsi, de la méme fagon que pour les fonctions, le
point de vue opéramire dans la recherche de limites est dominant, l'ohservation de
graphiques et de tables numériques privilégie toutefois un point de vue cinématique. Mais, le
point de vue approximation qui reste fondamentalement et historiquement 1ié au concept de

suite est recommandé par les programmes,

La définition suivante de la convergence d’une suite :
{u ) converge vers £si el sealement st, quelle que soit "approximation de ¢ choisie
tquel gue soit Uintervalle centré sur €, wus les termes de la suite sont dans cet
mtervalle, sauf un nombre fini d’entre enx,

nous semble devoir permettre de renforcer ce point de vue approximation.

Calculatrices

Dans l'application Home

Une des principales innovations d'une calculatrice symbolique est la possibilité
d'obtenir pne représentation symbolique des tenmes d'une sufte. Avec la T1 92, ceci est
possible par exemple dans Papplication Home.

Denx possibilités pour cela
* soit utiliser Minstruction Define (menu F4. 1, ou écrire Define) ;

* soit utiliser ka touche STO (qui se matérialise sur Iécran par —).

La syntaxe de Vinstruction Define est peut &me plus en accord avee une écriture

papier/crayon, puisque 'on éorit Define win) =, alors que la touche STO qui renvoie a

une affectation est un processus plus obscur pour les éléves.

Dans les exemples ci-dessous. on a défini une suite du type u_ = fin), et unc suite
I=n
definie par une somime w = ¥ f{i), en utilisant conjointement l'instruction Y. Notons que

1=l
dans ous les cas n désigne une variable qui n'est pas forcément entiére, ainsi la calculatrice
ne refuse pas de calculer uin) par exemple. Notons aussi que si uln) est définie par une
sormme el quiune expression simplifiée de w(n) en fonction de n est comnue par la

caleulatrice, win) n'apparait plus sous forme de somme.

[ Fiw aw CLl (13 Fi L Fi= Faw Faw L
» F=[AlackbrsfCalc |Other Pranli|Clesr a-z = f=—|ril gebraCale |0ther [ProamIDClear 3=z,
i
" _E [13]*utn] Dared
1 Deline wlin)= nzi 1 Dar i=d
2] Wil L
® uiny e+l s 2249
sy 2 Wy trik 1-}_2

 uim x4 LE¥ ¥
M_M_ m Al Lalil T
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On peut également définir une suite récurrente u_ = flu_), en utilisant V'instruction
When (notons que li définition papier, donnée le plus souvent sous Ia forme u,,, = fiu ),
demande alors a étre interprétée e rederite au rang n-1).

Fiw Fiw []
lgehra Cale I:Ithen- Frgun]'l:l Clear a-z.
g, “wlﬂ + Ui Don

'z‘:m-*‘l“

Tout ceci, peut permettre de faire des hypothisses sur l'expression d'un terme genéral
ou sur des expressions de sommes,

On peut aussi utiliser cene possibilité pour des suites complexes, mais un travail
diinterprétation reste alors peot-étre 4 faire,

ol & P J RS 3 + uing Dang

Llu{z‘} Er*i [J—r—l

|= wcr 27N (- 1)T
P k. e 1 Ea &

I{ImE} n*e 5 n*n w’E} g(n}

Dans l'application Graph

Un répertoire « swite », peul aussi 8tre utilisé, comme sur les calculamices
graphiques plus anciennes. Pour y accéder, il faut alors régler la calculatrice en mode
sequence. Ce répertoire permel d'obtenir des ables de valeurs et des représentiations de
Suife.

o Tableay de vale

—
-[5-:-' 1' :"'."-]:."!:rl-"‘:‘#
1 N il

- TR [FTS— o,

e T T T} R
S Z.  |.6667
uils 2 Nk

\i= " WO 1
u1l= s P BAIS
yd= 6. |.B571

s
LEL TTETT i
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Mais il permet seulement d'obtenir les valeurs de u, en représentation tronguée, anssi
hien dans les tables que dans application Home, indépendamment du fait que celle-ci soit
réglée en mode exacl. Toutefois, ces tables et valeurs peuvent permettre de faire des

hypothéses sur le componement global et asympotique de la suite.

Fiw LEA

1 Fiyw e Fii
- E AlgebralCalec Dther];rghIﬂTC] gar a=z..

oylfl) =
= ul{2) . GEAGEELEELET]
" yl3) =
| yl(d) -5
myl1m . 909030903091

myldmd
Errort Argurent must be a decimal nuslk

ETIH #1144 ZEQ 5730

Remargue : notons ich la différence de traitement entre les suites et les fonctions, puisque
pour une fonction défnie dans le réperoire fonction {y1), on peul retrouver dans

application Home des valeurs de f(x) en représentation symboligue.

- ;
'l’qj. .95
o

EAD faeiT PRl

1".:| Fi~ Fi rs s ¥ j".] Fiw
o et [ ) Tr‘acelﬂeﬁraph Mat bl sul - w | P E-OM
riR 1in=il rRin=9, 1
rinax=100. rimax= 00,
ptnl:hrlvl. plotstris]l,
plotstep=1. pletstep=1.
e xm1n=g,
A= 100, Hnau=L,
weclal, i wecled,
urin="1, wmim= -1
yman=g, yman=3,
yacl=0, gae =0, nc:]gﬁ 15897
WL, i
YeE . g?g
| [T AT ALl | [ETTTTT T iy
Soit en mode time (de Lx forme u, en Soit en mode web (o, est Pordonnée
fonction de n). d'un point du graphe de la fonction
a Supporl »).

On peut aussi utiliser le répertoire suite de la caleulatrice pour des suites complexes et
oblenir une représentation des points correspondants en utilisant le mode custom (ulin)
définit I"abscisse du point ¢ u2(n) son ordonnée). Ainsi, pour la suite complexe que nous

avions déji définie dans Uapplication Home, on aura en style line (les points sont reliés) :
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e uE%IKE]"-;ir{E'.’:i

uizs= 2
Tt

uilg= 2Ll
L= " b
(n2=C1-2) " n¥kcos(2%nan 5
ik RAE FRECT i

Remargue : notons ici encore la différence de traitement entre la représentation d'une suite,
méme en mode time, et celle d'une fonction en observant la représentation d'une suite de
type uin}=1f(n} et la fonction correspondante. Par exemple si l'on compare  les
representations de uwin) = sin n e fix) = sin x, Les différentes « géométries » des
représentations  observées peuvent surprendre... ou e l'objet dune tentative
dexplicitation.

La suite sin n pour nde 0 4 1000. I [ 20 2bon|Trace Retraph etk Dem

taut régler la fenétre avec XMin = 0 &t ks M e B Y T R B T TR i
XMax = 10000 Les 1000 vaieurs I et e e

correspondantes de u, sont affichées s

en style dot, mais 4 ce moment [ I AL

plusieurs pixels sont  « allumés »

dans une méme colonne, e e AN

; - : - L7y Fiw Fi = F&w TF7
La fonction sinx sur lintervalle §7 &8 ztom(Trace ReGraphlMath(Draule ¢

[0 1000]. ‘ |

Seules les valeurs comespondant & :

1000 it .
% = k a g sont caleulées et les

pixels correspondants « allumés » et

religs en stvle line... I

" N e T 4 Sw T FEv [F7
OQu non reliés, en siyle dot, ce qui = f—|Zoon|Trace ReGrach|Math|Drau|«

permel peut etre de migux comprendre
le phénoméne des pseudo-sinusoides

yui apparaissent,

| (ST AR Lan(T TS
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Mais, si l'emploi de calculatrices gruphigues et symboliques peut permettre de
conjecturer le sens de variation, lexistence ou non d'une limite par une observation

graphique des termes de la suite ou par celle d'une table de valeurs, les processus de calcul
« approche » des calculatrices peuvent aussi entrainer des comportements « aberranis »

w'il faut savoir identifier.

[E i
i 1I',=-:-. T;':-:-‘. Faviimd
1
- 14-ulén - 1) H
wil=1+3% 1. =
iy - i
= I
uTEt 51 =3
Tq= 51 | -,
v P P
Wil 5=
g

: = l : ; . i ;
La suite u définie par u, = 5- 14 o, u, = 5 est stationnaire puisque 7 €5t un point

fixe de fix) = 5 - 14 x, Le réperoire suite des calculatrices, ne rend pas compie de cemte

propriéié, En effet, dis le caleul du premier terme, o, il y a une différence. T apparient a

lintervalle [0 1 1] ; son écriture en représentation tronguée comporte 14 chiffres 3 (12

1 . i :
« apparents » ef deux cachés). 3 et < appartiennent & Vintervalle [1 5 10] ; leur deriture

comporte seulement 13 chiffres aprés la virgule (dont dewx cachés) ainsi que lewr

i, _ e
différence... Pour 1a calcnlarrice, on a done déji Tdiffl:‘ﬂ'-nl de 5 - "L{-" .

rh"-mT Tir Tiw | i4T i3 ¥
= f—|Al gebr:TCalr_ EILhEHTFrgMIUE] gar a=z,

=13 . 333333333333
33333733333333
. 14s3 4. 65666665667
JELEEEEEAREEEET
St L L "150982000080000)]
_ J3FIFIIIIISI
"3 - 4, 6666666660657 10000eR0N0G00T
5—4.6666666666667
FRRY ST __hhD FeRcT AT TST

En wilisant Iapplication Home, les caleuls pourront e faits en représentation
formelle. Ainsi pour la méme suite u, on pourra observer le phénomeéne sationnaire.., Mais

seulement jusdqud un certan point...

3 - Fy= L a= Fiw
I- {—lﬁlégb-ﬁa-k.r;l :.TDL;'-nriPrlJm[I}iE |.l|'*.~a|Ii a—Z.. -ll— Al l':nbr aiCalc DLI‘:-E'F‘ r‘;‘l I0IClear a=x_

r CEROR .
]5'-_3;: -HE'IH -1}, 8lse # L ) Dione ] {‘-‘:I_?""_3 Ml marg Do
L] '|.II: !:' 1+ ] U{ ’:l - - - 1
» w10} v by yoph SEOLersoOT0) (ESC=CANCEL ) %
T 0 -3 5 w25 1.3
TLy~3. T =
H JAL THRL] P ILTA L] @ TR TN
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La  programmation d'une  spite  récurrente  dans  ['application Home  (par
Fintermédiaire de l'instruction When) entraine pour le caleul des termes l'emploi d'un
algorithme récursif. Ceci mobilise beaucoup de mémoire car toutes les valeurs antéricures
doivent €me conservées pour effectuer fe caleul du terme demandé, et I'on arrive assez
rapidement 4 avoir un affichage indiquant que les capacités de la mémoire sont insuffisantes.
Le procédé algorithmique du répertoire swite éviee cc probléme.. mais fait perdre
Fexactitude du résulrat,

Dans I'application Program

On a bien sur toujours la possibilité d'écrire un programme pour une suite. Pour la

suite pricédente, il peut s'écrire ainsi.

L L I-;.'[Er;h Inj; Lass dive..

1
Tuilels PR
tPremet u.n (93 143)
1o (94 1433
At €95 133
Hisp Ciox0 £96 133
1 EncF ol €97 1-33
: €98 13}
kEreRron {99 133
c1ag  1-3I)
TR T T AT Al T TIT

L'intérét de la programmition par itération, réside dans le fait que I'on pourra obtenir
rapidement des valeurs exactes et échapper au phénoméne de récursivité qui empéchait

dobrenir seulement le 307" terme en utilisant la commande When,
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[1.2.b. Premiére activite.

- 1908 73

Les suites permettent de modéliser de fagon discrédte certaing phénoménes er cefte
madélisation a, d'un point de vue historigue, permis U'émergence e la formulation de
certainy concepis de lanalyse, La modélisation discréte d'un probléme péoméirique -
comme c'est le cas ici- on d'un phénoméne cindmarique, dont e réslunt par ailleurs
peut Etre connu des éléves, peur lewr permettre de retrouver cette filiation,

Le théme proposé est classique, il peur permetive en terminale d'utiles rappels sur
la netion de suite, fonction de W dans R définie 4 partir d'un certain rang ef sur &

dérmonsiration par récurrence.

2. Quel st le volume du (k+1

3. En déduire que l'on a :

R'
'1_'1"" m

4, Conclure sur la valeur de V.

':IH-CI

L'objectif est de déterminer le volume V d'une sphere de rayon R. Pour cela, on
construit des cylindres extéricurs et intérieurs de hauteur R/n dans la demi-sphere

de rayon R comme indigqué sur le schéma.

On appellera u, le volume twtal des
cylindres intérieurs et v, le volume otal
des cylindres exténeurs.
Onaansiu, = V/IZ2 <y,

. R
1. Montrer gue le volume du k™ cylindre intérieur est TR (n’ -k

cylindre extérieur 7

a
[0 (1) - (174 2 4k (1)) S 3 vt [02 - (17 + 2 4k (-1

La partic géomémque de l'exervice ne va pas de soi pour les éléves.. Lorsque

. oo & P s L 2, it ol 2
l'encadrement est établi, il reste alors 4 calculer la somme 1°+ 2° + ¥ 44+ (n-1)",

vlj— Hl_;ara Calcfother Pramtolcisar a-z

n-1 e 2 A
- 2 (17 R T
l. L nn+ 11(2 0+ 1]

1%[1 ) &
Iﬂi;i.l;ﬂﬁ

Lol LiEil e e

La calculatrice fournit Mexpression de cete
somme en fonction de n, il reste i "établir

par récurrence et terminer les calculs...

g:?-mcin"a In- 1:5%5%:“41% +3n-1)

V est obtenu par passage & la limite et application du théoréme des gendarmes,
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Il.2.c. Comportement asymptotique.

u, = f(n)

L ohiectif est de précizer la notion de limire et la définition de la comvergence.

1. Programmer les termes de la suite u définde par un::\.‘n'-’- +n - N pour tout o,

2, Observer ks table des valewrs et [a représentation graphique de Ly suite.

3. e peut-on supposer pour 1o suite u en ce qui concerne ses variations ef sa
convergence 7

4, Peut-on déterminer i partir de quel rang N I'écart entre 1y, et 1_]: est inférieur

a1, 107

Pour observer le comporiement de cetle suite, deux possibilités sont données par ka
caleulatrice ;
= application Home, en programmant "an +n -n— STO win), ce qui permet d'obtenir
des valeurs formelles ;
» le répertoire suite de "application Graph oir les termes seront calculés en représentation
tronguée méme dans lapplication Home.

On pourra ainsi faire la conjecture d"une swite croissante qui converge vers 5 .

Pour utiliser "application Graph, 1l
faur d'abord régler 1a calculairice en

i : X  Jerians
mode  séquenticl, la fenétre qui . .IJ{ - Ve
permet de fixer la valeur initiale de ol =
B x uigd=
n, ct ThiSet qui détermine le pas de ‘f =
[¥] .- |
calcul dans 1 whle. u'-j:"—
On peut se déplacer dans In table "-*e—_ Y
ni=0.
pour observer les termes de rang - TG
supéricur, ou modifier ThlSet,
i Fiw Fi Faw=
I Wi:iz'ﬂnni: I‘at.E';EEF'th Nath Oraw|=
) ¥]: 2 i nain=g,
En réglamt  la  fenfre de ARaX=S0,
représenmtion, il est  possible F}Etitzp_
’ : ¥minm
d'observer le compontement des 50 |xmax=50.
i : ®scl=18.
premiers ermes de la suite en mode 3::“:3-
Dot (Fé& style) et Time (F7 Axes) Ysc ""L
|z TTHF T

Les résultats devront &tre énahlis « & 0 miain ».
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* Variations.
-4 0 2 2 2 ; R e
sinm=#0.Yns+n >ncarns + n>p* et que la fonclion est croissante, li suite est
done & termes positifs sin =0 ;
- ainsi la sulte (Up)pe B est minorée par 0. Pour vérifier qu'elle est majorée par %, on

: B ; ST : 3 | R I D BT
résoud linéquation Up <5 . Ce qui équivaut ayn? +n < T +n Inégalité vérifice pour

ot entier n ;
- enfin, pour étudier les variations de (updpe 17, on peut icl avoir recours d 1'élude des

variations de fix) =\l|x1 +x -

» Converpence.

MNous avons pu observer qu'd partir d'un cerain rang, tous les termes de la suite o

sont « tréy proches » de = ..
- A partir de quel rang N « I'écart » enre ug E'l% est-il inférieur 3 1F3 7

Il s'agit donc de déerminer N el gue < 104, si n > N, ce qui équivaut ici puisgue

|
Un - %
1 . 1 - .
Up<z & 5 - g = 1003 oy tnmrc-i- -1+ pn<yn?+n . Onobtient N = 125.

- Avee la méme question pour 1079, on obtient N = 125000,

- Et pour 10K, on obtient N = (1,125 x 10k, car alors

h':-ﬁ- 10k - [%- - ln"k}tl% - 10k < 1.

Il est possible de vérifier en calculant |2 i) gepralcale|other Praniolclear a-z

les termes de la suite wl.  Mais

attention, ce procédé ne peut fwe

répétd indéfiniment ; déja pour 1005, |, ulf 1253 . 49900398011
1l v ades problemes d'arrondis de I |® w10124) - 4989959798
i * ul(1250) . 4999000
calculatrice, " ul{ 1749} . 49989599
8 Lxnel AL BRTAT I 114 —

Aves la suite u programumée dans ['application Home, la comparaison des termes de
Lt sunte avec 0,5 est plus satisfaisante quiavec les valeurs approchées puisque pour :
(.5 - uf 12500 < 105 la réponse est « True », mais on obdient aussi les réponse suivantes

avee 1009 qui indiquent que la comparaison n'est pas gérée par la calculamice.

TR =R uin
5= w(12500){ 1l.e-5 Lrue
Soul12499) 4 1.3 false

.5 - ul125000) 750 [37770 + 220001 25"-_"3'31
BLS = 1250000 = 1.6 falj
5

LS -ul1250000 ¢ 1.6 fal
LS =w 1250000 1.6 fal

5 u{125000>>1.E76
EAZ EEACT AT TS
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Définiti
Soit £ un nombre réel, on dit gue la suite {ug) a pour limite ¢ quand n
tend vers +oo {“iql_ ugy = € si pour toul intervalle T centré en £, de la

forme [f-e;é+ejoues R, il existe N tel que pour tout n = N,

alors up & 1,

Siona lim u,=¢€, on dil que la suile est convergente
Il —+ oo

La différence enlre uy ¢l £ est aussi petite que I'on veut, pourva que n
soil assex grand.

Pour tout intervalle centré en £ il n'existe qu'un nombre fini de
termes de la suite en dehors de intervalle,

Un simple exercice de langage permettra d'établir I'"équivalence de ces deux demiéres

formulanons,

- &l u, = f(n), alors f et u_ont le méme comportement n +o= |

- les théordmes sur la limite d'une somme, d'un produit, d'un guotient de fonctions

restent vrais pour les suites ainsi que ceux relatifs aux comparzisons et encadrements.

Remarque.

Le comportement & l'infini d'une suite arithmétique, péométrique sert souvent de

référence lorsqu'on procéde par compargison,

u, = f{u,.,)
La programmanion de celle-ci dans Uapplication Home permetira de faire

apparaiire w, en fonction deé n,
) . s l
l. Programmer les termes de ln soite u définie par upy) = el up =1L
-Un

2. Observer la table des valeurs et la représentation graphique de la suite.

3; Que peut-on supposer pour la suite U cn ¢ qui Concemne ses vanations et sa

convergence 7

T FL T F ? T i g
w f—SEtupilel Lk !l-'.-E-:T!.- T,-
aFLOTE i ul mnﬂ
< u Tt
2 —ulin—[) EESE] otatrt=1,
o 2’ - platep=1.
ua%;ﬂ 2 . 35238 “mln=l,
i i 3 FEF 74 AN,
- L] w5 l=10.
i i 0 rha
bl & - Qscl=l,
L
n=1
. TWATH 3 Bl T T
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Représentation de la suite en mode
Web.

Les tracés correspondent & v = fix) a1
¥ = x. En utihsant Trace, les termes
de la suite apparaissent.

* Bomes. Ici, un raisonnement par iécurrence permer d’émblir en méme tem ps que la suite
es1 bien définie et gu'elle est minorée par 0 et majorée par 1.

* Vanations. La suile est croissante
Ups ] = Un =5 : - Wy unz’:- 2y ¥ 1 ={u,, : ”2
T d-ug 2 = 1p
* Convergence. La suite semble converger vers 1 (le théordme : les suites croissantes
majorées convergent, est seulement au programme des TS option Math), En fait, il es
assez facile & établir que si (u,) converge vers ¢ alors £= | puisque ;

= (L

: l . |
m upe) =¢= lim 5——s0it £ = —ct I'unique soluti ation e
- el Jm st ?'_*_:tluniqu: solution de cette équation est 1.

v Fligﬂ':vr‘: alc|otherProntolciear a-z.
Les premiers termes de la soite dans la f= {ﬂ, R "“15 3 wim) Dona
table semblent sugérer que up = 8] S—uln- Iy else
l ety a
{s0it encore uy = | - =), dans ["uCl0} 210
s " ul 20) 192
l'application Home. les valeurs pour [* 423 24-2
e = u{30) Error: Memer
uin) somt plus révélatrices encore. henn=1.0,1/¢Z-uln-133)>3uln)
BAC ENRCT AT

La vérification par récurrence esl immédiate, et la limite est bien 1, Mais attention, ici
le procédé de programmation est « récursif » : on dépasse rapidement les possibilivés de

meEmoire de la calculatrice.

Des comportements asymptotiques
différents : suites de Feigenbaum

Parmi les suites nom convergenies, on a des exemples de suites divergenies en +o
ot -= et aussi des exemples de suites gui n'ont pag de lmites (avec on sany poinis
aedérents). Les swites sinfn), (-1)" sont des exemples classigues de suites non
CORVErgentes.

Sans émdier fe comportement asymptotigue de towes les suites citées de fagon
exhausiive, if s'agit surtour ici de repérer les différences er de familiariser ainsi les
éléves aver le falt gu'une swite pewt converger (ot alers, 5 elle est ddfimie par
récurrence, C'est nécessairement vers un point five de la fonction « support +) mais
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st ére plus « particuliére . En fair,

d'une certaine facon, la notion, méme

intitive, de point adhérent va apparaltre dans cet exercice’

On prendra différentes valeurs pour a

de valeurs)

Ce sont des suites du type, up,p =aug (1 - ug), ug = k.

avee ug = 1,1,

Soit:a=016;a=25:a=3:4=32:a=35'a=316.
Observer le comportement de ces différentes suites {mode Web etou Time., tabie

Les représcntations suivantes correspondent successivement aux valeurs 1,6 ;3,5 ;

3.6 de a. Il faut penser & ajuster correctement la fenétre pour obtenir des éorans convenables,

T ] Fiw T b=
= f=—17oom|Tracs REEr*aph aLhDrau|» iﬁ’f

vi— n-an Tl-an:,e Reﬁraph}lath F" f’

FcE .
®ed . 37198

== ycs | i?l??ﬂ

o ETTNRTTS iic

few= Fiw Th¥
- I— 200n|Trace |Retraph{Mathir s« &

v bzoan|TraceRebrsphiathioravle 1 |

(1
i B2694]
E-lﬂ RAD FUALT

= FE* T Faw
-:l'--—- ?uﬂ-h[rra-.':e eGr-aphMath|r o]« &

-..'.'.IIIII'IIIII'.‘I.I‘
bt bl R E R E @ E moEoEE oW E

...-lllllllillillrllll
"

=
""d g m s wEmw FE s R R EE RN oEE W

17" _Fir F¥ - 7
w = |Zoon|Trace #Er*anh Mal.h T ﬁ?

L] ng " . L . " 5 ~ ] Ll L]
L " 2l Il‘. 2 "‘-.. SR A .!-q = ."'!1
-
neidl,
E:ﬁ:: . B6E554 yc!. 432002 ll - — —
Res LUR-T LA =TT Kbl ERECT ﬁ

" 5 " . magm " .'.. .-' w hlI'.. LY L)
- L L™ L - - w ¥y =

"t Powr coux qui voudrait abarder de fagon plus explicite fe comporiement de elfes mures, on trosvera dans b
trnisidine pariie di cette brochure wne Sude exhausive de lenr comportement.
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Autres exemples : up = f(un-1;n), suites définies par une
somme, suites peériodiques

1. Uun = Kup-1;n)

g
Up =t

5 ¥ e i U||
Etudier la sutte (ug) définie par gy = ﬁ Jup=1.

" [} (54 r
» f—{Zoom|Trace [ReGraph[Math|Drau) - ﬁ’

La suite semble décroissanie, i ermes
positifs, bomdée par 0 e | et

convergente, de limite 0,

= Positivité. La vérification est immédiate par récurvence car |
un = 1 ¢t 51 Uy > 0 alors ugey = (0

" - y " LLFTR S| |
s Décroissance. En étudiant le quoticnt = ———
I 1,||un3+11

< |, l'or 1 suite décroit,

Comme pour tout n, \“u,.z-rll = 1, om a hien

» Convergence. Pour la limite, une fagon de procéder est d'encadrer la suite.

Uy

i 1
Puisgue (1 < upy = Tpour ool n, on o 002 uge EF et upden =4n
-
Up=+n

v [ N -
d'oil ) = upey £ == . Par encadrement on a bien limite de ugg (ou ug) qui est 0.

Vo

2. up est défini par une somme

Etndier la suite (uy,) délinie par uy =

Pour entrer 1o suite o faul ailiser e

symbole de sommation £,

La soite semble crossmie, & fennes

positifs, d'oil minorée par [}, majorée,

of ConmveTEenie

: =S 1744, nt1,2%n)

{11 RAp FARET fEQ

Lit calculinrice ne seru pas d'un grand secours.. méme 4 Faide de l'application

Home'

" Lo neevelle T1-92 plies ou e V189 aecepie Udritare o+ T} - uin) mais ne perewet pay de trangformer cette
feriture 1ilermen,
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Fhw

'i--ﬁl:gebra aln:I:IthinrgnICr lnar— a-r..
2N I-.

" i [—

imm 4]

Z2'n 1

= lim u(n) lim 3 {T
Fyh® e janpt L
®iln o 1) - wind rl
Error: Circular definitio

TTRAET4R TS LT

* Bornes A termes positifs est immédiat, de plus majorde par 1 puisque uy est la somme

1
de n termes plus petits que — T B

d'oll u,.ﬂn—rﬂ- ;u"i:l'nbl s = L.

* Vanations. Suite croissante puisque l
1 i i |
] = Un=F5dT Y ITE Tnel S Inel ned

* Convergence. En ce qui concerne fa convergence, si elle semble « assez évidente » pour
les éléves surtout 5'ils connaissent le théoréme sur les suites croissantes majorées, ils ont
d'une pan quelgues difficultés, malgré Vobservation du tableau de valeurs 3 iIMAZIner sa
limite, et dautre part ils sont certainement encare trop peu habiteés aux intégrales et aires
POUF VOir SoUS celte somme une aire...

Il va done falloir les aiguiller sur la fonction [{x) = — . Deux voies sont possibles ;

| =

’ g st . 2n+l 2n
- &0l pil.r des considérations d'aires, écrire que f fix) dx < uy *_ff ﬂx} dx et

obtenir ainsi I|1|{ l] Sup = In {2 L La conclusion est obtenue par encadrement, ce que

confirmera hE:Iutuup plus facilement ka calculatrice

F:E

it T Al (L0
! z +1
R A
. Iinjz.n+l[%]&x IR 2
nee 4N
.IE'H [ijix In =i
n-1|x In—:IIJ

Ilimitfflil.-"x w.n=1.2n).n.=>
Em T T
& Sr.ﬁtuliii'ibr Finégalité des accroissement finis sur lintervalle [k ; k+1] puisgue I'on

a, ki < fix) < E On va obgenir une indgalid du méme tvpe que la précédente par

sommation d'inégalités,
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3. Suites périodiques

.,
1. Etudier la suite {ug) définie par uy = cos f‘jﬂi‘,l

i Uy + |
2. Programmer la suite définie par upyg g 2,
=

Que peut-on observer pour les termes de cete suite ? Comment le prouver

'ilh'l

3. Programmer la suite définie par vpeg = g S I 2.

Cue peut-on observer pour les termes de cette suite 7 Comment le prouver 7

I. La suite est pénodique de période ul
35 Upes = up (on e vérifie facilement)

mais elle a aussi d'autres propriétés, : - EEE
Wik+2 = USE+3 01 05k+d = USk+1. -

| T AEE CaaT g

I i‘- :' -
= f—|AlgebralCalc0thar Prom[D|Clear a=2.

ol + 5= uln) nns[igi- -i:.-aﬂ-[-LE"-’-I-‘

S k+2y= UG- k+ 35 ]
-r.m[z-l; ﬂf—zfﬁ]lln '¢¢s[2-k-n+%‘

ES-k+4)=uwS-k+ 1)

-:.1.r{2 k :t#—lr-l-ET]ucns.[E km +E!£!

RAG EARCT LTS

En progrommant  la smite  dans
I'application Home, on peut tester la
validié des égalités, il restera alors &
faire wun waval d'mierpréation de

celles-o,

2. La suite u prend seulement deux

.- 1 fi+ s y FE FB
valeurs, 2 et 3. v f=|FAlgebra caacmherﬁ;rgmm!&ur a-z

En unlisant la fonction support, on %.1__
vérifie facilement que fof est Videntité. 3.
: , P
A partir de nimporte quelle valeur 3.
ug= a (1), la suite prendm il_ X+ 1 | sy Do
— %=1
seulement deux wvaleers a el fia), 2 PO
puisque  le tenme  swivant  sera @ i r—a

AOWVEAU 4.
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Frw Fi= T Fav 6
- |‘,'— Blgebrailalc|0ther F‘r*gHII:I Clear a=z.

3. La suite v est, elle, périndique de v — 1

Al O |

périnde 4. tau0  Don

i i ® gl gla(a(x)))
Un procédé analogue de composition
. ® glo{x))
de la fonction suppont permet de
prouver le résultat. ® g{g{a(=))
BAD CIRLT 0wy

Ohir alors, on peut simplement composer deux fois g... et chercher quelle relation existe entre
les termes de 1a suite u du 27 et coux de la suite v,
Ona v =y =2

l 1
COmme gf:ﬁ}=m ;¥ = o

I i
comme glgix)) = "y v2=- %5.' el |

comme g{glE(x)]) = ;ﬁl- = - fix) =- KX}, v3=-u3=-3

enfin glp(p(e(x)))) =%, va =y

Autour de e

Les trois exercices gui swivent sont frés classiques, ils sont présents dans
différents manuels de terminale, ils permettent de privilégier Uapproximation de e,
nombre « mythigue = de la classe de wrminale,

1. Etudlier la suite définic par u, = (1 +'rlf )" pour n# 0.

2. Etudier lu suite définie puar I = Lrj (In 13 " dt, pourn 20

: e l i I
3. Etudier la suite définie par iy = 1 FT t3r e Ty s pourn#0.

s : : T I o
I. Les €leves sont facilement tenids de dire que la limite est 1, = a pour limite () e2 1% a pour

limite 1. Application du théoréme sur les limites de produit,..

Fi= ¥E" T FR® [IF
v{— 0o Trace RE'EF‘-EIPI“I Hath|Oraw|- |‘F§P

Le probléme est ici qu'il ne s'agit pas
d'un produit ayant un nombre fini de

termes, e les observalions ci-contre

les dissuadent rapadement.

R R THACT ilg
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La démonstration est classique via le recours i la suite :

1 In {I+;l-.-]-
v =In{ugd=niIn(l o e

- | g :
on reconnait puisque = tend vers ) quand n tend vers +es, une limite du cours qui est 1.

S5i lim wy, = et !iﬂl fx)= ¢ alors I_irni_ flug) = &

W3 o i

permet de conclure puisque up = e ona lim u, =e.
fi—=ma

F

2. Les valeurs obtenpes dans la table .1ﬁ setuplet tbinisee [l Pofrmt o

en utilisant le réperioire suite semblent = u(l) 1
* =2

suggérer une convergence vers 0. Les = u(2)

valeurs oblenues en progranumant la " Ty i.i_l

suite  dans  l'application Home i I-e-8f
. LA el

suggérent une certaine « régularité » o E 1

; es.
pour les term e

Deux voies sont possibles :
- essayer d'exprimer Inyy en fonction de Ip, On peut ainsi obtenir par récurrence

Texpression de I en fonction de n, et peut-&ire reconnaitre une suite qui donne le résultat.
- essayer de prouver la convergence par encadrement avec des suites de référence ou

plus faciles i éudier,

o 1. Expression de I en fonction de n,
Syl

En intégrant par parties, on obtient [ ='};1+]T‘} e + Iy (la calculatrice ne sera pas ici d'un

grand secours) el par récurmence
1 1 ] P L jn

hesehgperobgr= ety el
Petit probléme..., on ne connait pes la limite do facteur Y . ! " 1 . i 117
F' naag = pl- 0 K L} “! T‘!" 'E!' T n
* 2 Encadroment de Iy,

En fait ce n'est pas tres compliqué, on a rapidement sur [1,e], 0 < I‘: (lnt)"dt<e-1. Ce

qui donne |Tn| =-ﬁl—! f[' {In 1} ™ it ‘E%ii .

1 I -1 I+l
YR T nt: " pouE

1
ou bm Ip =0 par encadrement et aussi Sy = -

Fl—k+20

=R |
He=.
lim -
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3. 5i les valeurs olenues dans la table

semblent suggérer une convergence,
la valeur de [a limite n'est pas

immédiate pour les éléves,
. i=_|l 1

51 la spite ug = F Tconverge
=

effectivermant vers &, alors en

utilisant  la  suilte de  Pexercice
= -

précédent Sy = ¥ o
=t

la spite produit vy = uy Sy doit

converger vers 1. Ce qui semble vral

mais ne nous avance guére on cnme

p3d =
de démonstration. .. u_2 =1, 00000 [IDDI]Di 1
RAD EARET

Un procédé de démrmr.tm:j-.t-n classique demande le recours 3 la fonction dét‘m:c par

n
fix)=pgx [1 + =+ f- + ot x—lj. It suffit ensuite de montrer guee sur [0 1], on & :

If"f.'{}ll r el ]::1:&ng|1:: des accrpissements finis permet d'obtenir [u —r.l = 1- don k
résultat!,

=n I |ll1 !
Remarque ; cect donne par la méme oceaston les limites de ¥ -,T-::: de 3 FITS NI

=0 1=k}

! On peut se reporter au chapitre § 2.5, de cet owvrage, powr voir in dnoncé de sujet relaif d ceite sute.
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il.2.d. Activités

Une petite différence qui a de grandes
consequences!

Le directeur de la Sociéié Chaotique de Bangque propose & M. Loganthme son
nowvesu plan d'épargne en ces lermes ¢« votre apport initial est de e-1 francs, La
premiére année, vous étes perdant, on multiplie votre capital par 1, et on préléve 1
franc pour frais de gestion. La deuxiéme année, c'est beaucoup micux, on muluplie
votre capital par 2 et l'on préléve wujours | frane pour frais de gestion. La
troisitme année, on multiplie vorre capital par 3 et 'on préléve 1 franc, et ainsi de
suite ¢ la neitme année on multipliec votre capital par n et 'on préléve 1 franc. Au
bout de 25 ans vous pouvez retirer votre argent. Intéressant n'est-ce pas 7 »

Prudent M. Loganthme décide de réserver sa réponse. Pouvons nous laider a

prendre sa décision 7

Dans un premier temps, il faur déji éerire la suite permettant de maodéliser la
situation. On obtient upey = (n+luy -l etug=e- 1.

* Quelques observations

En utilisant deux des possibilités de la TI1-92, observons la suite u et son terme u5:
- utilisation du réperioire suite ;
- utilisation des possibiliiés de calcul en représentation formelle & lade de la commande

FE Fiw | Enw 3 Fi ]
AlgebralCalc DtherTF‘rgnIﬂICla:r o
m i (23 -Fo1655174805.

When dans Uapplication Home.

On a programmé la suite u en utilisant

ul du répenoire swite el dans

l'application Home la suite u 15511210043330985984000000 - ¢ - 4216384()
ui25) -fB1655174805.

= 155112100433 30965984000000 - 2, T1828 — 43

- Le résuliat formel ne renseigne pas "2.8361612019
® 15511 210043330985984000000 2. F1829 = 40

yraiment sur = la wvaleur = du terme
Ligs.

1. 2675048820
- 9-42163840398198058854693626
it LAD i

B TR
- La wvaleur approchée, soit par linermédiaire de wl{25) soit par lintermédiaire de

# ENTER u(25), est assez surprenant {700 milliands environ 1) el ne semble vranment pas

encouTdgeant pour un invesissement !

[Yautant plus, gue si lon essaye d'évaluer u(25), en remplagant successivement ¢
dans l'expression de u(25) par 2,71828 (valeur approchée par défaut & 10-3 prés) puis par
2, 71829 (valeur approchée par excés i 1003 prés), les résuliars sont déroutants.., : de lordre
de -2.8. 1019 g1 1,3.10°Y respectivement.

La nécessité dune éude théorique semble s'imposer...”

! Enoncé prare dans la Recherche, "speécial nomfbre”, n 278, fuilfer-aoit 1995, [Muller. 1995,
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® Upn=2n€- Dy. —ll'— H].EIF;EP‘. L’i’a 1:.;r~ r-rq!nltl Claar 35—z
: 7

Observons les premiers termes en |, w1 ’ -
mode exact. ., = u(2) 22~

] = 1 " 3 E = e 1
Avec un peu d'attention, on identifie _:qu 24.: -
le cocflicient de ¢ dans u, comme WS 120-¢ - 32
T = u(6) 720 ¢ - 195
R w7y 5040-¢ - 1370

¥ 1 Frw A= Fyw FE F&
Le second terme de u, est plus * f=IAlgebralCalc|0ther|[PromI0Clear a-7.
difficile 4 identifier, mais si nous nous [® Y412
; B LS 5/
souvenons de la suite de Fexercice |o oy

précédent @ il semble que ce soir " ud)

B

Bos2

¥ 35
e

h||=]-|! "!'“ﬂll\.J‘r'n=i l—l_
i=ik B )
o ) I 1i:=|| 1
Ainsi on aurait by =nle - n! .Eﬂ T - R
i

La formule se démontre par récurrence (on peut aussi établir la formule par une
« récurrence descendante » & partir de up = nuy.g -1.

L4, petit probléme, la tentation est grande de conclure assez rapidement, si I'on fait
1=n i=n
référence aux exercices précédents (puisque ¥ 7 convergeverselquee- ¥ 5 converge
=0 =0
I=n l
TR Y . - - 1 -
vers Dd'ollug=nl (e- ¥ ) converge vers () mais on a une forme indéterminée...
i=0

* Pour conclure,  Considérons la suite définie par I = ff':l (1-)metdr.

Il semble bien que I, et vy soit Ia @m'&‘m renl0 Cle e
méme suite... B [ A LR e
On éablit la refation de récummence 18 ::
vénfiée par Iy en intégrant par panies 20—
et on oblent bien Iy = n Ty -1 & 2(3-e-8
; 24 ¢ = B
comme lp=e - 1, les deux suites sont 2(60 ¢ - 163
bien égales. < ; T 5
Ce qui permet de prouver la convergence de I ef par 1a de up vers 0, car par
encadrement, on ﬂn-lTl g 5# ;

* Comment procéde I calculatrice 7 Elle travaille aver une suite définie rir
Wnp=nwp|-letwyp=a+#e.

¢ (in pelt ausst drudier les suites u et v definies par W, = (- "u'r.':r Lyl =lelv asv  +v, =10

v={1- \E‘]_-".-E pour ohserver les problépees Uids aux approximations. Cet exemple ext traité dans la brochure
« Lnseigner ¢n lerminale seientifique avee dex calodarices graphigues »,
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Or, pour une telle suite, on peut montrer par récurrence que wy =g + n! fa + 1 - )t
Ainsi, sachant que up converge vers (), wy converge vers +o dis que & > ¢ -1 {ou
inversement -==si a < e -1), Comme 25! est de 'ordre de 1,55.1025, méme si 'écart entre a
et € est de lordre de 10-13, il reste pour le 258me terme une valeur de l'ordre de 1012 en
plus ou en moins,

s« Lin gible : rieux « » el
51 on ne la connaissait pas déja, I'étude précédente permet de déterminer la limite de
I—HI
Vp= L -
=il
; = 1
On avait ; uu::n!{:-E,-Irr}; etunzlnzfﬁil-ti“:ldl.
=0
don - lim U0 _ Jim lim =0 it des limites!
. m g = = (par produil des limites),
N—%4=a oo e [t
i= 1 1-n1
Ainsi - lim —r = lim je. E-‘T] =), soit lim E
Ao 1 L ] i=0 n—+= i i

Mais permet surtout permet d'encadrer e - vy,

| k= 1
Lencadrement —= = Iy = ni] permet d'obtenir puisque, e 1, }lT "

| pl i _ | i=n | 3
— =B ‘ . < A e
1) —°© ot B Ou, en majorant e par 3: oy <e E]u! =TT

i=%
On programme la suile s, = f_ﬂ_r‘ et sy < 10-3, ainsi on est sir que ¥ ;—,- est une
i=0 "

valeur approchée de ¢ & 10-9 prés. Avec une remargue, cela ne nous assure pas que la
cinquigme décimale soit exacte. 5i l'on veut &re sir de la cinquiéme décimale, on prendra
done n tel que s, < 105, soiticin=9.

Comme, s3 < 10719, cela nous garantit, pour les mémes raisons, d'obrenir avec vop,
les 18 premitres décimales de e.

Mais, si vzp nous assure de pouvoir les obtenir, encore faut-il il pouvoir les
récupérer et les lire... Dans lapplication Home, on a :

. _'E"l B6133 133 192480800601 N
20 T ATIOIO0R T endNn

i=(l
{en mode approché 2. TIR2H182846.., rien de plus... que Uapproximation de la calculatrice)
Le processus est alors classique 4 l'aide de Ta commande « Ipar » (partie entigre) :
Ipart(N . 1078 ) = 2718281828459045235, soit la partic entitre de ¢ et les 18 décimales

cxactes...

! En fait d'autres troncatires peavent encore intervenir dans le calewl des termes de la suite, ceite Justiffcation

ext seulement « approckis =
2 [Troucke, 1997)
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Derangements

Pour n éléments donnés, on appelle dérangement une permutation sans point fixe.
On note dy le nombre de dérangement & n €léments. On veut exprimer dy, en

fonction de n.

vginm]; 1 — 1 : poant fixe ; dy =10,
=sin=2; 1,2 —=1,2 : point fixe ;
. | : pas de point fixe; dy = 1.

ssin=3; 1,2,3->1.2,3 :pointfixe;
A A : point fixe ;
213 : point fixe ;
231 : pas de point fixe;
1721 ; point fixe;
31,2 : pas de point fixe;  d3 = 2,

Supposons connus les nombres dp jusqu'd n-1. On suppose ainsi que l'on sait
déranger des éléments jusqu'a n-1 éléments, Si on & n éléments, il faut placer le n™ sans

point fixe. On peut considérer avoir les deux schémas suivanis :

= ajnetun élément k pris parmi les n-1 restant permutent, 11 faut done placer n-2 éléments
sans point fixe. il v a dg.2 fagons,

] | 2 k n-1 | n

Lom k
En tout : {n-1)dp.2 dérangements possibles.

* bjn prend Ja k*™ place (n-1 choix) mais ne permute pas avec k.
1 ]2 _ k n-l | n
n

Clest comme si P'on avait rangés les éléments dans l'ordre ci-dessous & k ne peut
pas aller dans la case qu'il occupe, i1y o done dy. fagons de procéder.

n-1) k

En tout : {n-1)dy.| dérangements possibles.

Dol dp = (n-1) (dy.1 + dp-2) pourn 2 2avecdy =0 ; da = 1,



W&Et] L giIFSLHhTHHi...I
SFLATE
“ ulsln=1)-(ulin = 13+ ulin - 21
uilsg] @ 2
ook =13 (ultn = 13+ ul{n - 23)
il ]
! ]
uj 2= ]
- Ll: I'I.: E‘
n=11-{ul{n=1}+ulin= 23] 7
ull Ha
1 . I'.I‘-j.-
B ERALT ild |mTu: TIEHTTA i
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Il s'agit maintenant d'exprimer dy en J wil=<1 8>

fomction de n.

MATEE (n—-1)>%Cul (n—1>+ul<n-2>)
an 7] g

Pour essayer de trouver une relation aver n cela semble un pew compromis a priori,
mais comme le nombre d'arrangements est n!, et que le facteur (n-1) aménemit par une
« récurrence descendante » & un facteur de cet ordre, nous pouvons essayer de comparer d,,

; Th n!
ernletsle r:tppnri dl n'est pas vraiment explicite, nous pouvons tenter i
L]

Il est normal d'obtenir « undef » pour les premiers termes des deux suites. Mais par

. . . |
ailleurs, si dy = n! g , il semble que (ug) converge VErs =,

Plusicurs suites convergent vers e Le choix pewt éwe problématique, woutefois si

A Sl
"on utilise la suite Sy = ¥ [—-|-~ de 'exercice précédent (autour de ¢), on observe gqu'il v a
i=0
ik el ;
colncidence entre dy (dans ul) et ey = n! ¥ b | R (dans ul), tout au moins pour les
e=1 :

(dans

premiers termes, ce qui n'est pas le cas par exemple avec la suite définie par n! :

=)

uld) alors que -

arLaTs 1
* uls(n - 1]' fl'

wil={]
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Il reste & vérifier si la suite (o) est bien telle que :
tn=(n-1) {Cp.1 + Cp-2d avec ¢ =0 et ez = 1, ce qui prouvera I'égalité de (dp) et (cp). Seule

une démonstration peut le confirmer,

Ona: {n-1) {ep.1 + cp-2) = (n-1) [{n- l]’ E. L|L+(ﬂ 3]' Itn -l I
f=n-2 1
={n-13(n-2)! [ (n-1} % ¢ ” —— (1- i}%ﬂr?- i —']1}—J

i=0

1=n-2 | i n-l -1ym-1
:I;I i _11n-1 _1yn-1
=1t [0 3 G {[nl-}H.’ '“{ L’!

=l
||11 i fi-1 _iyn i=n o1yl
=(n-11n| E = :I} {mj_‘lll}, +[ﬂl'] ]=01.T { f,} =Ty

! ! e !

LR Y 10 (-1l 132
=”E“.] +{1.] | =0ctey=2! [ﬁ{]ll +[“}l L= :']—I

De plus ¢y

On a bien dyy = ¢,
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Coloriages

|. On dispose de p couleurs, combien il y a t il de fagons de colorer une bande de

n cases sans gue deux cases adjacentes n'aient la méme couleur ?

RN Ll

2. O dispose de p couleurs, x’"ﬁf\" ﬁ/ s
’ att &
o = y
°

combien il v a t il de fagons de /
¥ i e
r,l' .

4

colorer une couronne de nm
'
] - | ll'l

que deux  cases / ]
e ' |I \ |
|I g

ciases  sans
adjacentes  npaient  la

coneur 7 | !
h II\\ /"I /.I

1. Avec la bande,
On a p couleurs possibles pour la premiére case, (p-1) pour chacune des suivantes,
ainsi on établit sans probléme qu'il y a @ p.(p-1*1 fagons de colorer unie bande de n cases.

2. Avec la couronne,
Pour un nombre p = 1 de couleurs, on notera vy, le nombre de possibilités de colorer

une courcnng i n cases. On remarquera que vy = 1 el gue vz = pip-1)
Lorsque n est supérieur & 2, les possibilités de colorer la case n dépendent de la

couleur de la case n-1, qui dépendent de la couleur de la case n-2.
Ces quelques titonnements mettent en évidence l'inérér de la formalisation par une

suite sous forme réourrente.

= U prermere igntabve uiiisant Ic principe addif en deux cas disjoints.

En considerant la - ase (n-1), celle-c1 peut étre
{a) dune cowieur différente de lacase | — p2 possibilités de colorer la case n;
(b} de la méme couleur giie Ia case 1 — p-1 possibilités de colorer la case n.

! Powr les couronnres @ une case, un el predléme se poxe en ol
- poser vy = (1 sppose que Uon o comprix ia eéple comme | on me dod fomais lerminer f¢ coloriage comme

ot el poRTineRoe |
- S0 gn oomprends G rcple v i Coscs coRl ERes disiincies ae daivert pax £ire de la méme couleur

O eblenl v, w .
C'eat la premuidre comventian i 5t advplee i
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Dans kes cas (a), cette (n-1)™ case de couleur différente de la case | permet de faire
une couronne qui convient de n-1 cases, soit donc vy couronnes e1 par suite le cas (a)

conduit & (p-2) vy fagons de faire une telle couronne de n cases.

Dans les cas (b), la case (n-2) est nécessairerment d'une couleur différente de la case
|, puisque la case 1 et la case n-1 ont la méme couleur. Cette disposition permet alors de
faire une couronne de n-2 cases, il ¥ en a done v et le cas (b) conduit & (p-1) vy.2 fagons

de Faire une 1elle couronne de n cases.

Ces cas étam disjoints, le nombre de fagons de colorer une couronne de n cases avec

p coulcurs st vy avec :

vi=10 , wvi3=p(p-1)
| ¥n =(p-2) vpq + (p-1) vy.2

Etude de Ia suite (v,

L'expression récurrente lindaire d'ordre 2 qui permet de défnir (vy) peut Ste

explicitée, mais par des moyens gui ne sont pas & ponée des éléves de terminale.

v v b Fi
’v[—ElgehraiﬂalciﬂtheriPrgﬁIHEIEF a-z.
C'est le moment de procéder &

quelques  expériences ; on ufilise

I"instruction Define avec des When

iR T, : | =/ E:n=l
imbrigués afin de définir la suite (vg) " Reringe v (p-11'pan=2 b
(p=1)win=-2)+(p—-2)w(
= Done)
IDEFinE u{n}=when{n=1.ﬂ,uhen{n...|
Rl LERC L
On obtient facilement les premiers
fermes de cette suite, en s gardant de |- eola1cibralCoic 0t Fer Prea ok 1ear: -z |

rop solliciter la récursivité qui conduit pAp=- |:|-[|::r52 =Jp+3
a des temps de calcul rédhibitoires. plp—-2)-(p- 1)-[;-2 -2p+2

En combinant avee I communds

p(p- I]-[p';—ﬁ-ps +18-p2-10p +5

» - #_5 3 G- z_ B-p+3 8 ]
on obtient 732 qui est le nombre de Pe(p=1) {P S L 18-p Jl?‘:

fagons de coloter avec 4 couleurs une [ e e S R L7 5d i St L0530 B e | |

| p=... . parexemple : v(5) |p = 4,

Aill 1 5

couronne i 5 cases .

Lin retour sur la sémantque du facteur (p-1) et celle du facteur (p-2)] pour les ermes
de rang impair] est assez intéressante : pas de solution avec une seule couleur ; pas de

solution avec deux couleurs quand on a un nombre impair de cases,
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Avec un peu de cunosité, on découvre

les  expressions  développées  des i 1E]Tqﬁéémicgf < Eﬂh ;r o Iﬂiﬂlear a-z. I
premiers termes. axpand( V{4 p¥—4 p*+6p -3¢
= ’ o expand( {3
Cette  expression  nest  pas  sans p¥_s.p%s10p3-10-pZ+4-o
rappeler quelque chose ! = exp angtu:ﬁ}lﬁ § - 4
Sans difficulté, on vérifie B B SR e AR =R
|* expand(wi 7

vid) = (p-1)*+ (p-1): pl=-7p8+21-pT-35.p%+35 p5-21-p%)
V)= -8~ () Sxpand(u (7)) E—

vi6) = (p-1)% + (p-1)

La conjecture gqui s'impose est vy = (p-1)0 + (-1 (p-1). 11 reste & Ia démontrer par

une récurrence! qui demande wne bonne maitrise de la notation indicielle.

o LIpe deuxiéme solution.

Une autre solution du prebléme consiste 3 rapprocher les deux questions, celle de la

couronne et celle de la hande. On formalise encore par des suiles.

Pour faire une couronne i n cases | vy possibilités], on construit d'abord une bande
4 ncases | p(p-1)™! possibilitds ], muais il faut retirer les bandes qui ne conviennent pas car
leur couleur terminale est la méme que la couleur initiale.
Cependant ces bandes qu'il faue rejeter,
conviendraient pour faire une couronne i

{n-1) cases en enlevant fa dernidre case. m _______________ m —— ﬁ _/JI |

1l y a dong vp.q ¢as qui doivent &tre retirgs. N

vy =0

On obtient v = plp-110-1 < v

Une fois programmée, on obtient les mémes valeurs pour les termes de celte suite
que dans le cas précédent, et de la méme fagon on pourra démontrer par récurrence que ;
vp=(p-1"+(-1)"{p-1}

nip | 2 3 4 5 &
2 2 f 12 20 30
3 i & 24 a0 170
e 3 il
4 2] 18 &4 2610 A3
-l il Tih 240 [ 10| 3130 |
) 2 13 THI | A0 [ 15630

Pt vérifiera prmmcdicrement icl que [opothise vy = 0 ext bien celle gui convient powr gue U expression v 2
v, soul wadide
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I1.3. Calcul difféerentiel

Il.3.a. Le double caractére du calcul différentiel.

Le calcul différentiel est utilisé principalement dans deux types de circonstances :
Papproximation locale de fonctions d’une part, 1'émde globale du sens de variation des
fonctions dautre pan.

La premigre difficulté apparait dans ce double carsctére, Si I'aspect global est irés
vite wiilisé par les éléves via le caleul de dérivées et le théortme (admis) sur le sens de
vanation et le signe de la dérivée, "aspect local est plus difficile 4 metre en place. Pour
preuve la difficulté de nombre d'éléves de Premitre 4 accepter Pidée que le nombre noté
f'{xp) est aussi bien le nombre dérivé (limite du taux de variation) que la valeur de
fonction dérivée en xg. U y a difficulié & passer d'un point de vue global (la fonction
dénvée) & un point de vue local (une limite en un point) et réciproguement. D'autant que le
point de vue global, parce gqu'il est essenticllement porté par des procédures al gorithmigues
sécurise les éldves et, de ce fait, constitue un obstacle au changement de point de vue.

Une deuxiéme difficulié est lige & ln notion d’spproximation affine locale d'une
fonction, ce qui, dans 'esprit des éléves n'est pas nécessairement associé A ls notion de
angente (surtout si le probléme n'apparait pas naturellement dans le champ graphigque), Par

exemple, que répondrit un €léve i la question suivante :

o La fonction Fdéfinie par fix) = 2x + x2g(x) o g est une fonction définie en 0
est-elle dérivable en O et si oui préciser £'(0) 7 »

Il y a fort & parier que ['approximation affine évidente ne serait pas d'emblée
observée et la présence de la fonction « inconnue » g (méme pas dérivable en 0 1)
proveduerail quelgues questionnements. Et pounant, on est 1 aux origines mémes do calcol

différentiel.

Enfin, une troisiéme difficulté, d’suant plus manifeste qu'elle est peu soulevée en
mathématiques jusqu’au baccalsuréar, - malgré son impomance en physigue par exemple -
est celle qui est lide & la muaitrise des approximations, L'idée qu'on puisse conudler une
approximation est loin d'éwe claire dans 'esprit des éléves et 7ils admettent que
l"approximation affine « remplace de maniére approchée la fonction » sur un « petit »
intervalle, le fuit que I"on puisse évaluer |'écart est loin d"8tre maitrisé. Toul se passe comme
si, parlant d"approximation, if n’y avait pas licu d'ére rigoureux. Rigueur et approximation

SErment aninomigques.
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« En fait, |'approximation, hien que constitutive du calcul différentiel, apparait
souvent plutdt comme une invitation § des raisonnements peu rigouréux. La
compatibilité conceptuelle entre approximation et rigueur n'est pas atteinte »L,

Rendre au calcul différentiel son double caractére local et global, en développant les
notions d approximation affine et de maitrise de 1"approximation, est 'objectif généml de ce

chapitre.

P Voir & Introduction d la didaciigee des Scienees ef deas Mathématigues ». |1 ohsua & Dupin. 1993].
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1.3.b. La calculatrice : intérét et contraintes.

Né de la géométrie, ce chapire est indissociable d'une exploitation graphique. La
notion de tangente y est centrale et, préalablement & out apprentissage du caleul différentiel,
tout éléve entrant en premidre associe une mmage forte & la notion de tangente & un cercle,
Cette image donnera naissance 4 une premiére pré-définition : « La tangente 4 une courbe
est une drofie gui coupe la courbe en un seud point », Cest évidemment en s’ appuyant sur
ce « déja-la » et en le mettant en difficulté que le concept définitif de tangente se construin,

Dans l'application Graph
L'application Graph de la TI-92 peut permettre cette mise en place en associant
visuellement une « bonne » tangente & 1'idée non encore formulée, mais déji présente
d’approximation affine. Cependant, il est possible d’obtenir directement, grice aux
potentialitds de la calculatrice, la tangente en un point sans faire référence & une quelcongue
ikée d approximation comme le montre 'exemple suivant :
:"I] [FE 'y ¥ i Ty Faw JFF
an I:I'I.L < |l v{— Zoam race EEr*aph Dr-an| = ﬁ?
UL Yalue

Jero
"':'HHL! H-1 Fimimum
e | M 1M

1:

]

o P S E

yl= St Intersection

us /_\ / ?r:tt:lerwauwsr

(5

W= nflection |

i V% v/ Hyete

| 3= : tHrG

2{'1}_ C:Shade
A Ll Lol LAD EAaL] LMy

F;%i Fr* i ra i F4 i r;vT Fi= 1 F} Fi= | Féw Ji7

v = |Foom[Trace@eGraph|HMathiC | {— oo Tr-ar;e EEr*aph MathDraw=
H:[i L berl. Ju=-l1.x+3.

R FRiEEET TUNg ACT 37T

Cependant |"spplication graphique travaille en valeurs approchées et conduit donc &

des équations de 1angentes clles mémes approximatives :

. Fiw FE= FE*
» = Zoom|(Trace REE_NF-H Math Drea §- {-H Ziem Tr- at:.-:- eﬁraph Hath Drau - F-":D

Tangent at? o
KEl £ BEDE]S el =, 0170 | u=-=2. 251 26x45, 8939
T

TTHATT T T B0 EAACT
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Par ailleurs, |'application reconnait-elle les valeurs de non dérivabilité 7

Fiw F¥ FEw Fa=
vl— com(Trace E-Eraph HaLh Dr*-m-

17

w Em:m Trau F!-I*Er‘iFh nt.h a |-

FEw FEw TF¥

AL

1

Aucune solution

-,

= SC=CAHCEL y
; : . F . 0 . .
THHEEﬂt at?
Wik | o ‘F-' 1.
Lol Ea3il T | T rop LAECT T

E k3 4 il -
* f—=|Zoom|Trace|ReGraph D s » f’

Comme pour la recherche de la

tangente, la demande de %f nombre

dénvé de f en 3 provoque également

I'affichage du message d erreur ;

« Aucune solution w.

b

I’ 1 i Fl Fy
- {— Zoor Trav: E:]:QEG:a - E Zoom|Trace |ReGrap

Fi=

L application Graph est donc capable
de reconnaitre qu'une fonction n'est
pas dérivable en un point. 5i ce point

f!' ' ﬁ/

n'est pas accessihle au curscur dans
"application Graph, il suffit de taper

\

Tangent at?
xet 3. 99203

Ta . et at'-?
OITE2

s valeur au clavier,

Par ailleurs, les effets d'écrasement
dus aux changements de fenémes
peuvent conforter 'idée d'one infinité
de points communs entre §a courhe e

s fangene.

Dans l'application Home

EHA T4

wrmaxald, |
wesl=l.
wyEmin= 2.

Ixnih=l.9

Hnai=¥.l
geeleml,
=res=].

gm =1, x+3,

Les possibilités de caleul symboligue sutomatique vont permettre de multiplier les
exemples, de n'hésiter & entreprendre avcun ealcul. d’explorer toutes les pistes, de chercher

toutes les justifications. Le choix des fonctions proposées pour la construction du concept

n'est pas aussi it par les problémes de temps nécessaire b la réalisation des caleuls @

ainsi le probleme des deux récipients proposé plus loin permet de mettre en évidence un cas

de non-dénvabilité en un point qui ne soit i rop parachuté, ni trop tnvial, Le chemmernent

vers la connaissance peut éviter de se pendre dans les maladresses ou des lourdeurs
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opératoires en gardant plus facilement présent & Uesprit le fil conducteur de cete

construction,

Il w'empéche yue e concepteur de D'application principale Home, en effectuant

cerains choix, provoque lui-méme des lourdeurs désagréables.

1o

1 T3 1
lear a—Z..

. Higi:wa El‘t.[clt;l;r FehIDCTnar a—z.

B hefime Fix) =y Do
=Define flx)=x" tone be 34 [_f'hl.':-r+h':-—+'{}c}]
- 4| h*D
i ax f09) g Errort Définition rdcursive interditep

L re= Fi= T Faw [ ré
'Eﬁt?ﬂ'hf‘ﬂ Calc|Other |Prgnl0iClear a—x.

D‘d'ril-ﬁit-'lﬂ'l'l récursive nierdite
{TA IE?EI; ur autre hon pous volee

s ®Oefine f{z)y 1='.|'2 !'.‘Imnq‘
- tin (£t = 000) 24

Thnay R0

(E*EE F{H}}f_h,.l'l.ﬂg 1:|.I'|'Ilt'-.{l. Cxthd)=ECxddh . h.0)

TS HED CHECT AT

Dans le premier cas, il est Iégitime de demander la dérivée de [ en utilisant la variable
x, mais, dans le deuxiéme cas, on ne peut pas demander la limite do taux de varation cn x...
On notera I'absence de la nomation "(x) pour la fonction dérvée qui impose d'utiliser
dy/dx avec la syntaxe d{f{x),x). La géne principale est lide & la notion de nombre dérivé
dont une valeur approchée est accessible dans 'application Graph sous la dénomination

dy/dx comme nous ["avons vu précédemment.

5 a w : Fiw Faw
Le nombre dérivé de f en a, c.]ﬂm_hﬂa.p-pgnmc],ap ;‘-31

iradinonnellement note Fiad, devea

wz? 0 f(2) Den
lﬁ[ﬁx}]-} F1030) Don
= p1{]Z)

« L (r00) | x = 2

gire cherché  sous lr Fosmwe
d{f{x),x)|x = & On peut bien
entendu contoumer la difficulté en
affectant un nowveiu nom de fonction

i la fonction dérivée,

AT

Déja présente sur les modéles graphiques non symboligues, la fonction nDeriv
(dérvée numérigque) présente une similitede avec In dérivée gui peut poser certains

problémes. D'autant plus que sa dénomination risque de suggérer 'expression « nombre

Dérivé » et entretenir la confusion.
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; - fix+h) - fix-h
Cette fonction, que nous noterons £%, est définie! par : f*{x.h) in} }ih £l

Par défaut h = 0,001 pour une TI B2, 11 est aisé de démontrer que si T est dérvable
en X alors 1!irﬂj f*{x,h} = £'{x), ce qui n'est pas le cas pour une fonction non dérivable ¢n x.

Par exemple, pour la fonction valeur [y, gabs X+2 ]
YzBnDer iviyYs Ko 1Hx\fxfg
absolue, la commmande nDeriv afliche () en E‘:=
{}, comme le montrent les écrans de TI-B2 ¢i- 3:: x
V= |
contre, 1,..':: W= Y

Autrement dit : si fix) = | x | , alors  n’est pas dérivable en 00 mais () =
[nDeriv(f,x,0) = 0]

Dans une calcularice symbolique (T1- 1:a¢ differentiate
%tiﬁ iEtearhlt
92), la commande nDeriv figure Jilinit(
dans "applicaton Home g gére le %, ,!ﬁ ™, roduct.
LF {
calcul symbolique. farc Em*l
D laulor
in

I AED LEALT T T T —

i Fiw Fi= | Faw (3 Fii
I- {-—Eﬁlgebraiﬂa]ciﬂti'ler F’r‘gnl I]TL'ZI-E-ar a-;_‘..__]

B nllerav] fad o x]

On retrouve la méme fonction définie 1
: % : EBB{I‘* ra58] - |* - To6s|
de la méme manitre que sur la TI-82. 1

flx—hl == + i
InDErlu[le.x.H] E: E_hx ]

e |
HE ng-hr-a I'_‘.a.lr; I'_'Ithe-r* rgnIUTClear" a=Z.

Le passage & In hmite lorsgque h tend
vers (0 fait apparaitre  quelgues
Apparentes contradictons :

Jimg, F¥0xh) = sgnix) [ LI boer ko) T

et Jimg, PH(0L0) = O car F((Lh) = 0. N nberiv(|xl . x. h}|x =8 k|

(ﬂDFPlU{ﬂh“fK} . h) h.B | x=0

On notera gue la T1-92 ne différencic
pas les doritures - Mais tous les nsgues e difhculids ne sont pas

limy (nDerivifix),xh)/x=0) . surmontés. Voict un écran étonnant :
et (Jing, nDerivifix)x hx=0.

Ainsi, il peut paraitre raisonnable de

! Pour de plis amples informalions concerngel cette forction. vote lex brochres « Dex  activilds
mathématiaues en Classes scientifiques, I8 ef T8 o, 1994 ¢t « Dog fonctions ot des graphes =, 1995, IREM
de Monipeliier.
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penser que sen(() = (0, mais In
fonction « signe » implantée dans le

]

systéme est définie par : el dont e perine gix) = lim nDeriv(|=l, x, h) Do
h+d

n'est pas définie en 0, = gl x) signd =}
= g0} 5 |
lﬁ{ﬂ |

- Faw -i
) * ![— ngebra Calc|Other r*anEI lear a—z..
Quels résultats donne la comparaison

sﬂ“ﬂ| -0 sien(0

des fonciions * ec f* 7

Pour la fonction « valeur x [I}':I} T hlj; nDeriv(ixl, %, h) =0 trug

absolue », le logiciel {compte tenu de _ : [ #+ k| = Ix
I* lin nDeriv(|=l,x.h}= lim S ey o

ce qui précéde, on pouvait sy | h20 h+0
attendre) déclare égales les fonctlions t (Cabs{x*+h)—ahs<x>> h.h.0>= LFE
— Lol EXACT T TS L AT S

f et lim, f(x , h)

Des alporithmes sans délinition

On peut observer que le logiciel ne [Fi—mor . Feve Fow g Tie ]
: = w gl gebraiCalecj0Lher [Pram10|Clear a-z..

reconnalt pas la définition (par l
limite du taux de vanation) de [

dérivée d’une fonction  guelcongue, =
) ] , ! , L'_ 1-—{1‘(:::]}— lim {ch*hﬁ ﬁﬂj.m

Il est nécessaire de préciser la fonction h+0

utilisée e, dams ce cas, il v a - 1in [ T ”“'-’] +Eirooy=d
s h+0

confusion des notions  voisines 1 imit CCE Cx+h)—£ () ) h, h,B)=0

ACT CEACT 7], L Tk I—

définissant 7 e £,

Pourtant, le logiciel connait les formules de dénvation classique sans que les

fonctions utilisées soient précisées,

1 [Fa Fiw | FuvT FE Fi
- E Algebra|lCalc |ObtherPraql0IC ear a=z..

“Ed;l':u[}f] + %)) %QHEKJH%WIIH

| u.lxiutx:l-u{x}}
%EH{KJJ utx3+ﬁiu-:x})-u{n*

IE!E; BAD EFACT FUHC 2750

If apparait donc que le caleul des dérivées intégré dans le logiciel reste purement

formel @ il n'est pas construit @ partic de la défimtion wsuellement en viguewr dans

Venseignement secondaire et 1l ne lo reconmait pas . son fonctionnement est purement

algorithmuque sur I base des formules concernant les opérations sur les dérivées, sans
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qu'une quelcongue restriction concernant la dérivabilité des fonctions utlisées ne sodt prise
en compte, Congu pour 8tre un outil de caleul formel, le logiciel ne s'embarmasse pas de

AETS.

Par exemple, la fonction f définie par f{x) = x* sin( lJ pour x # 0 et f{0) = 0 est non
X

dérivable en (1} daprés la TI-92, sutant par la demande direcie de la dérivée que par celle de

la limite du taux de variation. Pourtant la limite de Hx) en 0 est immdédiate, mais ke
%

rapprochement de ces deux informations n'est pas prévu par le logiciel, De ce fan, 1l faut

sattendre & ce que 'éude d’une fonction définie par un prolongement en un point présente

quelques imperfections.

Oef ine -;I'.a:}‘:-:? sln[;]

plai,w# 0
B.else

Define Mx}=

F(r00)

U-.'m]
Dﬂl"l F rx} ]
[

HhEn[ai! g0, 2-5in[%}'5‘ - WS‘[_:r]

] T

Dériver, avee une calculawice graphigque symbolique, est une simple opération
presse-bouton, Elle est dans la ligne de 'astiude habituelle de nos éléves. Toutes les
formules classiques de dénvation sont contenues dans la « boite noire » (A 'exception de Ia
formule générale de la dénvée des fonctions composées). Il est donc naturel de ne pas
centrer le chapitre sur lo connaissance de ces formules et sur b3 dexténilé dans leurs
manipulations. 1] reste cependant un centain nombre de difficuliés liées aux formes des
réponses choisics par le logiciel et qui ne som pas wujours les formes attendues, comme ici,

par exemple, le développement non souhaitable du dénominateur.

L fi= = e rs 13
Iv Eiﬁl gEbr*aE-Calciﬂ LhEFFrngDE lear i"I...]

Befine fix)= LH_ET Diorey
d ~1ngx) 1
" -.".Th'[F':'xH - A%+ 1)

(x+1)
“Hc Imlx) + o+ ]
x4 2wt

® combenon [ %( i :-i}:l]

comDenom{d{F {3, x))
o EAD EXALT . TS T]

C’est I'occasion de travailler sur le sens dans le caleul algébrique @ quelle est I

forme visée et pourguoi ?
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I lérive '

La syntaxe de Ia dénvée permer de Fuw
P -[—[I"'I!ﬂabr"a alr; Other rgnll] llar* a-z..

traiter les dérivées successives avec

beaucoup de facilité comme le montre Do
lexemple ci-contre, Le troisitme 60-x
argument, entier positif,  spécifie

120

I'ordre de la dérivée. Un nombre non

entier  est  refusé  (erreur de

UWC 3700

domaine de définition),

Si le troisiéme argument est un entier | v
g s Hl"!thra CaIcTOthe.-r- F'rgnm lear- a=Z..
negatif, le logiciel retourme des
L] e
primitives successives. Celles dont I 'E‘
constante additive est nulle quelle que I_?
- L
soll 5a valeur en (), On observe donc
une symémie absolue entre dérivation ,.:5!
et primitivation.
AT I

Les dangers 1ids & la pluralité des primitives sont totalement passés sous silence, Bt

ce plus, la notation est pour le moins trits inhabituelle.

1 |:giﬁlgrzram;rTPr:nTﬂklear a-z, I

=Define Fix)=x= + 1 Don
0 | + O
"ﬁ-.—lr::lm’x}} R TS R ‘lt—D{ﬂ:x}_] %3+ 1
=

..:.x’_l[_ﬂ L 1l Il“" Lf;:r{nn] MEH
M T TR IS T WETTal TN TEL]

Observons que Ta dérivée « d"ordre 0 » est la fonction elle-méme. ce qui est naturel,

M ¥ a donc identité entre fes commandes dif{x).%x,-1) et ril{x?,x} reConnue

comme telles par le logiciel pour une fonction quelconque, avec cependant dimportantes
différences de syntaxe. En particulier la communde [ ne prévoit aucune possibilité d'itération,

— T
f"— Hléﬁéra],ta]c Other |F‘r q-r-.ID[C[earEEa -
i 1
"m[T} In(=l ]
|3 )ex (1)

o |
Blolxidx - : —latx)) =0 tru
w

L:u TYNATT AT TS —
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Dérlvée & droite. 3 gauch
Revenons sur la fonction y1 définie par y1(x)=|x2-3x|-1. Cette fonction n'est
pas dérivable en 3. Cependani, il existe un nombre dérivé & gauche et un nombre dérivé i

drotte en 3. Comment demander ces nombees i la calculatrice 7

) ¥
glixh+ Fix} s 1im f'{]ih}—r[ﬂ] =
LNy h*.El_ h

d -
'El[f[rj}lh::! : !lc]:*l.'ﬂh' Zal i)

[l'{'! * hj = F{I:I]

2
h"‘lﬂlﬂ'
limit<<F(3+h)—£<3>>/h.h.0.1)M

d
1i g Fiwd
a-ciEH' "-': KJ

Il nexiste pas de méthade directe, il faut alors revenir & un calcul de limite (du taux
de variation de préférence). Rappelons que le demier nombre dans limit{g(x),x,3,1)

n’'est autre que le signe de x,

En conclusion

La calculatrice ne donne pas de sens au calcul différentiel. Les contraintes sont
nombreuses depuis les contraintes graphiques bien connupes (discrétisation de 1'écran, effets
d'écrasement el de changement d'échelle, problémes liés aux arrondis et aux valeurs
approchées), jusqu’aux difficultés nouvelles liges an logiciel de caleul symboligue (absence
d'indications concernant le domaine de définition ou de validité, notations particuliéres,
généralisations imprévues comme pour les primitives, réponses ambigugs du logiciel,
formes inattendues des résultns). Une démarche didactique volontaire du maitre peut seule
permettre @i cet outil de contribuer & donner du sens aux mathématiques en général et au

calcul différentiel en particulier.
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Sont supposées conmues les novons de limite en wéro o une Jonction. La
consiruction de la notion de dérivée est I'objectif de certe activité. Elle § adresse done
a priori d des éléves de Premidre Scientifique mais pewr étre traitée sans inconvénient
en Terminale. Cependant, dans ce cas, on rowvera certaines phases four & fair

superflues.

Vitesse sans précipitation

Un point M se déplace et la distance z parcourue en fonction du temps | (exprimeé

en secondes) est donnée par la formule z =I_]I t3 définie sur Vintervalle [0 3]

On représente la fonction £:1 — 2,

*IE EEH race Relraph Hril’:h F—i:u' Fs'

t:
" ==+ FLLD [ioree

T ATTS IEHL
1. Quelle est Ia vitesse movenne de M entre les instants 1y = 2 et t; = 3 7

Croelle serait lx fonction g @t — 2z si la vitesse moyenne de M avait &€ sa vitesse
constante entre & cf 1y 7 Quelle aurait é¢ sa représentation graphique 7

2. Mémes questions ¢ntre les instants ty=2 ety = 2,1,

3. Memes questions entre les instams ty = 2 et ty = 2,01,

4, Mimes questions entre les instants tp = 2 e t; = 2+h (h éant un réel quelcongue
non ful). Qe se passe-t-il si b tend vers 07 On appeler la limite obtenue (si elle
existe) o la vitesse instantanée de M 4 Uinstant ty = 2 »,

Quelle serait la fonction g @ ta z i la vitesse instantande de M 3 'instant Ly avail &
sit vilesse constante 7 Quelle aurait €€ sa représentation graphigue 7

5. Ecrire 1a formule vilg) =....

I La vitesse moyenne entre deux instants 4 et 1y s’obtient alsément et la représentation

. e ; oy . 19 ;
graphique aurait eté un segment de droire de coefficient directeur a = T passant par ke point

: K . : . 1 I
de coordonnées (2 ; f{2)) ou encore (3 ; f{3)). Son équation est done y = _'L,?"x : -1[1
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En effet, le point de coordonnées
{2 ; f{2)) vérifiant I équation

y = ax + b, on obtient b = f{2) - 2a et

donc une équation du type : . FC3) - F(2) 19
=a(x - 2) + f{2). - 199-: - 183 # Y2{x)
Dorneg
B2R THACT Lun(
Pour définir la fonction f, on a utilisé ici la commande STO : L—J STOf(t), al
place de Define f{1) = 19—1 Sur les calculatrices classiques, cetie commandle affecte une

valeur & une varable, ici, elle affecte la fonction a une « variable » dépendante. Cette
syntaxe, d apparence plus aisée, ne nous semble pas favorable & une bonne construction du

concept de fonction et nous ne utiliserons pas en général avec les éléves.

MSESE BUA C uesllu::unq Zer 3 sont :
FE&

Les ré

o

.+ L) Don
Ejr“ — 103 3 y2(x) Dar
F(2.1) - FED 1261

1 T SO0

F{E.l}l— fL2y Aw =20+ F{2) + uw3ix) Uong

[.-—E(E 33/ 1 0¥ (x—22+FC2) 93 Cx)
A0 EXACT AT TACTAT

1 Faw Fiw= Fy= FE
v i 1 gebralcalefother Prantolclear a-z..

(2. 1) - 7(2) Libd
s P +3 90
b £2 DD (o) p2au30  Done

F02.01) = £ 130601
" 1 +2a 50000

g JL2. EJIEJI—F{E.'I fm = 2]+ F02) 4 gdix) Do

I.E 01>-F<{Z2>>-,C. 01 }f{x—E)i-f{E

1 - = Fy=

-E AlgebralCalcdther F‘rgn]ﬂ Cfﬁar‘ a—Z.. 2

| 5
=N
Les deux droites délinies par y3 et “gﬁt‘ o
y4 semblent presque confondues 12614 287
leurs coelffcients directeurs sont reés 900 150
- 120601 t _ 26867
YiESIns. W i &)

EAD TERCT AT TV
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4. La vitesse entre les instants i = 2 et t; = 2+h est

La witesse mstantande de M & Minstant

tp = 2 est donc :

Vte) = Jimy rum:\‘- r{z;;;_'

cecl conduit & 1"équation :

4 4
y=7i(x-2)+f{2)= TR Iﬁ
dont la représentation ne se distingue
pas graphiquement de celles des

fonctions y3 et y4.

f(2+h) - £(2)
——

1 Fiw Fiw | Py FE F
= f—|Al gebraiCal cfDbther |Pron Qi lear a—z..

b+

4T (m—2) + F(2) + yS(x) Don

YI[x} -2
TN AT P T E—

La vitesse instantande d'un mobile & instant tp est la Imite lorsque b oend vers 1) de

k1 vitesse moyenne entre ty et ty+h.

Par ailleurs, si le mobile avait pardé la vitesse

instantanée 4 1Minstant i comme vitesse constanie sur un inlervalle « antour » de 1y, alors la

trajectoire aurait €t€ une droite « qui suit d assez prés » la trajectoire réelle, du moins « tant

qu’on ne s'¢loigne pas trop » du pomt d abscisse 1.

iy few

w f—|Foon Tr-u:r Rtﬁraph Ta;':h a }F :F’:’T

aFLOTE

“yl=f{(x)
ayzmteX g9
i=

Y=

o=

3=

w8=
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En longeant les racines

Ceite activité ne doit pas étre considérée comme un « cours », Elle " apparente d
une démarche expérimentale d' éléves de Premidre n'ayant de la novtion de wangente
que [idéde géométrigue de tangenie & un cercle et I'idée algébrique de tangente i une
parabole associée d la notion de racine double d un polyndme du second degré. Bien
siir, une introcuction magistrale de la dérivabilied par la (imite du e de varation
entre X, ef x permetrait d deonomiser (@5 essals et approximations successifs qui
suiven! mais ce n' est pay Uobjectifl de cette activité.

1. Soit la fonction £:x a ‘Iﬁ' Déterminer, sous la forme ¥ = ax + b, une éguation
d'une droite passant par le point A de coordonnées {1 ; {{1}} et de coefficienm
directenr a {(néel quelconque). Tracer sur Uéeran de la caleulatrice 'une de ces

droites,
En vous fiant & votre idée intutive de la tangente en A & cete courbe, rechercher ke

cocfficient directeur de la droite qui vous semble tangente en A & la courbe

{d"équation y = 'I,"i
2, Peut-on utiliser une méthode analogue dans le cas de la recherche de la angente

4 la courbe de g telle que gix) = sin x. au point de coordonnées f%; gl %}l]-
A, = Détermmner le cocfficient directeur de la droite “sécante™ gqui coupe 1a courbe de
£ aux points M%: gl %J] el Mr%«v[],l B % + {L10%,
= Déterminer le coefticient directeur de la droite « sécante » gui coupe la courbe
. . r . E .k
de g aux poims Af( 5 E{E}} [ Mfﬁ +h: L{T b
« Que pensez-vous faire pour oblenir le coefficient directeur (et donc I"équation)

de la tangente en A & la courbe de g 7
4, Peut-on utiliser une méthode analogue dans le cas de In recherche de la tangente

i la courbe de 1 telle que fix) = 1,’; au point de coordonnées (1 ; (1))

La droite cherchée, passant par le poimt de e
coordonnées (1 ; f{1)), a une équation de la EEEi;EHu”EHH
forme y = ax + b vérifiée pour x =1 et y =f(1) Ea
d'olb=-a+f{l)etdoncy =aix 1)+ 1)

S1, par exemple, a = 1,5 |'équation de cete

droite est ¥ = 1.5x - (1.5
Cuelgues essais, pour obienir une position inuitve de la tangente, conduisent a

I'estimation & = (1.5, On en déduit une équation possible © v = (0,5x + 0.5, gui semble en
cohérence avec le graphique. v compris en utilisant une fenétre plus « serrée ».
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: T T4 T
Pour vérifier 'exactitude de cetie conjecture, il faut trouver un point d appui ferme
par unc définition (au moins) provisoire de la ngente. La premiére définition venan A

Iesprit :
La tangente d une courbe d équation v = fix}) an point d abscisse xp est une
droite qui coupe la cowrbe seilement en ce point.
apparait trés vite inexacte car toute droite passant par ce point répond A cette définition, 11
faudra peut-ére un temps de maturation, $*appuyant sur les connaissances concernant les
polyndmes el notamment le second degré, pour parvenir i une définition proviscire mais
exploitable (du moins tant que la fonction est un polyndme ou peut &'y ramener par des
procédures algébriques) comme celle qui suit ;
Uine droite d équation ¥ = ax+b est angene d une cowrbe o équation v = fix) en
un print d abscisse xg lorsgue Uéquation fixl=ax+h admet xp pour solution

dishle au meaing

= e x+ 1 . :
Dans ce cas, 'équation $'éerit \I’z === S0l pour tout x =, x- Eﬁ +1 =0qui

admet aprés un changement de variable classique, | pour racine double.
Notons que la déermination du coefficient de la mngente par wilisation de cete

définition n'impose pas une conjecture préalable.

En effet, il suffit de rechercher pour quelles valeurs du paramitre « a »  1'équation
V= a(x -1) +1 possede une racine double. Pour x = (), I'équation posée est équivalente a
aX2- X 41 -a = Davec X =, Le discriminant de cette équation du second degré est A= 1

- da + dal = (1 - 2a)2 qui est nul si et seulement 5 a = %

1 Frw Fiw = FE [
~ f—|[AlgebraiCalcther [Prani0|Clear a-z..

Chu encore @ éguation initiale posséde
o colve(fx=a(x-1)+1,x)

. a-1)¢ ,
deux solutions - & s—et | qui sont iy
;i | XET—=— o X3 1 or a=undef
égales (solution double) poura = 3 3 a
=1
" 551”9[% =1, -'!l] a=1s2
4
: L

Observons que la droite d'équation v =5 (x-1) + | n’est pas. malgré 'apparence graphique,

P : Lo
confondue avec la courbe déquation ¥ = f{x) puisque. pour tout x # 1, f{x) #7 (x-1) +1,
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tangente a une courbe peut
algéhrigue 7

Voyons ce gu'il en est pour la
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directeur o une

s¢  traiter par une procédure purement

]

fonction g. Sachant que 1:[{-'.. = 5 'équanon de la

L s i
tangente est de la forme v = alx - a + 1—. La recherche de son coefficiemt directeur par

tatonnements successils l’.‘:t':lrl-l]uii a:

La droite d'équation y4=100(x - ETI} est une simulation de la droite d'équation x _E,

Aprés avoir effectué quelques « zooms » autour du point d’abscisse E—, on ohtient

les résultats suivants :

e

T-'ingqn’t. at”
®KGE .

[ .499353

¢ 045578

d

. BeGO2T

AAL EXACT

TTHATYaL [T

II parait difficile d’aller beaucoup plus loin, On peut supposer gque la valeur :

1
a = (L8660 est une valeur approchée de ﬁ Dans co cas,

impose [a résolution de 1'équation suivante :

d'abord en mode exsct de

TEponse ),

(pas

- puis en mode approché aveo une
remargue décourageante : precision
non fiable.

Mais ¢’est surtount 'impossibalité de
déterminer i 'une des solutions est

double qui nous arréte |

la validanion de cette conjecture

NE

A
wm:‘n:-a—E (X +5

E lgebraﬂalcﬂtherPrgnIﬂrtleaﬂ A-Z.. |

|= sb]ue[s.in{x:u :% -[:r. = %] + 1.2, x]

12 sinix) -6 [3-x+n [3-6=9

=l

= 5&!UE[5ih{x}=g {x—%]+ 172, k]
= .023099 or x=

=1.86243

{u]“{x} If3312*{1-n355+1*2,t
nbignkise! |




B R4

Perur cela, 1l Faudran factoriser, mais la
ni en mode

exact, ni en mode approché.

calculatrice ne le peut,

la commande tCollect

donne sensiblement le méme résultar

Remarque

Eguipe Adalvie

- |99

. m——
1 - Fier ] Fuw 5 Fi
» f—[Algebra|CalcOther|Pran]0|Clear a-z., |

= ras m——

Ifa;tw[Ein{x}—%-[x —%]-— 1!2,:]
12 sinfx)-6-[3-w+n-J3-86
12

= Factnr[sin(n] - -‘IE- Ex -%] = {s2, :-:]
- [sin(x) - .BEEO2S (x + .053751)

- IREM de Mampellier

tur{aln{x} JCId A28 w—m 001"

= Al iaC] TS

La situation est bloguée ! Il faut renoncer ou irouver une aulre piste.

weee EL ON emprunte

La drome (sécante & la courbe de g en

deux points au moins : M%: gl %}j £
M{g- H0,1 ; g{% +(},1)) a un cocfficient

gt% +0,1) - gt%:
(1] ;

dont une valeur approchée est ),8396.

directeur a égal @

On peut alors macer la courbe de g et la

droite d"équation -

La figure suivante montre la courbe de
g, la droite ci-dessus et les dries

d 'équation y =:-.J-I- ety =-ET-:~ + 0,1,

Ce qui met en évidence les deux points I,..’Eizg;ni-rpacegeépaph]’m hTD”'.,,.‘r .;:f |

COITITILENS,

On pose AM = h, Le coelficient

directeur de la droite est lorsque h

varie donné par ;
alg+h) -

gl
- .

¥afh} =

la pisle de vilesse du probléme précédent.
i Fi= | o g Fia= F& F&
,;E Algebra|Calc|0ther|PramI0|Clear a—-z_
sin[£+.1]-sin[F]
le 3 3

5(2:sin[F+ 1210 -1

o e e
l51n[6+.llil 51”{6] 83960

i Fi= ™ fFE=T  F&=
vEEnmEdlt il Flll StylefFrzs ..
FLOTS

“yl=sinlx)

5-:ir'|[';;;i + ,1] - 5:ir1E'-,E*]
#1 2 T

ug=l

y E-1]

W=

E=

yir=

B
E&lﬂ(x)=

n
(x-2)+ 122

R CEACT

;-/-"’_"J—‘-.—#_

TFRATTAI FIbe

E i mhl:: Ci- dﬂ"-lhﬂllb mumn: [ l.,'- clution du coefficient directenr de cette droite lorsgque b vane,

FI'I"

gebcafcalclothech:

T .
f"' .D_l]—SIH[E]
L1

[
iin[% + x] - 5in[%J

* W3

qnl-ﬂl Clesr a- z.

Fé

Dere

863511

Doney

FURL
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Il reste alors & envisager « le passage & la limite en (0 ». En effer, il parait naturel
d’imaginer que ke rapprochement de M et de A provogue une « position limite » de la droite
passant par ces deux points que nous appelons tangente en A i la courbe de g, On obtient
aisement, avee la caleulamice, son coefficient directeur puis son équation. La représentation

graphique de y3 suit de trés prés celle de y2 -

Fiw Fa*

r!— Zaom Tl‘*ll:# !Er.aph Math|Drat.
51 +:|||: - af ///
n[ : 2, .,

" Jim gRx} ﬂ I

w3+

%-[!—i]* 12+ yd(x) Don
J {3 25 {x— ﬂfﬁ}*lfi-wﬂl{x} e
T T ¥ T FUNC 7778 f =TT EAE EHACT [ATETH

Le retour sur la fonction £ : x — ﬁ,r'; ne présente pas de difficuliés particuliéres @ Ia

méthode mise en place pour g « fonctionne » également pour f. On obtient successivement ;

v’{— Eeriup I::Fi:-EI *!— 1gebra C:a]fn: t?-;r F'r‘*ghil:l Clear a—z.
X
- 48889

.31 -4 ?
pciop] - [_

D001 |1 9999 AT Ex =i + y2(x) I:h:-nj
goooil.5

EB .8 lim u?{x,‘r 1~

£ .5'__ W3

.08 |.5 12 (x=-1)%1 4+ ul(x) Dievrved
= .1

AAE EXACT

Il y a donc coincidence entre les deux défininons utilisées, La définition algébrique
etant tres imitée dans son domaine d”wtilisation, la définition analvtique mise en place dans

cette activité est celle gue nous retiendrons,

On retiendra :

Fiml fune fonction definie sur un inervalle ouvert contenant x,, et (C) sa representation

graphique dans un repére donng,
e Tix) - Fixg) fixg+h) - M{x,)
E
Si thq——“-—mﬂ i {ou ce qui luiest égal h-'nl i

esl un reel notE T, on di que [ est dérivable en x, et le réel f'{x,) es appelé le|

I oexiste et

nombre dérive de fen x,
* Dans cetie sitwation on appelle tangente & la courbe (C) au poini

d'abscisse x, la droite (T) passant par le point de coordonnées (x, ; fix,)) et dont le

coefficienl directeur est Pix,).
Cette tangente (lorsqu’elle existe) a pour équation : ¥ = f(x,) (x - x,) + f{x,) e

n'est pas paralléle i 'axe des ordonnées
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Dréles de récipients
... 00 ga ne marche pas comme on le voudrait !

Ce dessin représente deux récipients creux. Les dimensions indiquées sont les
dimensions intérieures qui peuvent donc émre prises en compte pour les calculs de
surface ¢t de volume,

Chaque volume est constitué de deux troncs de cdne identiques. On éuudie sur
Pintervalle [0; 20] les variations des volumes v; ef vz occupés par une hautcur x

de liquide.

Les étapes de cette érude seront les suivantes :
* Expression de vy et va en fongtion de x.
* Représentation graphique de vy et v
« Etude de la fonction « surface du hguide ».
* Recherche d'une relation entre volume et surface.
« Etude de Ia relation entre volume et surface.

= Fonction dérivée de vy et va
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Exprimer v1 el v2 en fonction de x

On dispose de deux types de tronc de chne @ A (la grande base en haut) et B (la
5
I
%
75
2.5
[
X
3

On entre ces informations dans la calculatrice ; dabord les fonctions Vg et Vg sous

grande base en bas).

* Voici, en coupe, le demi wone de cone de type A,

Ce volume a des bases de rayons 2,5 pour 'une et r = E'-[x + 1
pour 1"autre en utilisant le théoréme de Thalés. Sa hauteur est x.

Son volume s"écrit®

H’A{x}=§-x[¥ " 1%{;: £ 1057 + %{x 4 m}]

Notons que la surface du liquide est :

Salx)= %‘E{x + 1092, ob x est un réel compris entre 0 et 10

"II“I‘""_E_{"II""III”""""E'"""“""I"

» Voici, en coupe, I demi tronc de chng de type B,

Ce volume a des bases de rayons 5 pour 'une et r = % (20 - x} pour

I"awtre en utilisant [e théorme de Thalés, Sa hauteor est 1.
Son volume s &crit

VB{:{J=‘:¥-?’.[35 +m= (20 - %07+ 320 - m]

Notons que la surface du liguide est :

M Al T e

Spix) = r—ﬁ{EU - )4, oi1 x est un réel compris entre 0 et 10,

On en déduit :
. WX ax<10
""""H[‘fﬁim + Valx - 1) six> 10

. Viix) dx< 10
“E-I’—*{vg:m + Vilx - 10} i x > 10

la forme va et vb :

Fooe
. .

1 i : N s F 2 M|
w o DGl p i Ei v Pram I0E: Liass e,

2 :
L — .[EEI‘H (i +1;93 RELCR I@J]_. s

fat et |

+ b x)

2
- (20 = x) 5:(20 - x)

L Cwhixy, x = L0 AT
ElE{:-c{:%EI:fh{x}_,_s]}{x—iﬂ}}-lsgggz

puis vi e v2 en utilisant la syntaxe !

! Le vedime du trone de come de révolition dont lex bases ant powr rayons respectifs R et v e dont la hausear
ext kst dpal d WV =§ RIRT + ¢ + Re) . Cette formule peus éire obieaue par le volime du céne et queliques

manipulations du thiforéme de Thalds . ou par ar caleal d' iniépeale
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when(condition,si cond. réalisée,si cond. non réalisée).
On a aussi entré S et S sous la forme sa ot sb.

- el i s [ 1 e [t Pran IO e .
Wb, % < 10
'{ua:x— 10) + ub(10), else * V10X Dﬂj
wb(x), % 5 10
uh{u-mhuhrm:u else * V200 De
& (x+10)% + sa00 -
g (20 = %)% > skt
n{x<10,sh{x 103352 (x
T

Représenter graphiquement vy et v2

On entre v1 et v2 dans le répertoire fonction :

En supposant une variation réguliére
de x dans le temps, vy asgmente de
MOLNS en moins vite tant que x < 10,
puis sa croissante devient de plus en

plus rapide jusqu’a x = 20.

Le comportement de fa représentation
graphique de v; est identigue 4 v,
pour x < 10. Cependant, la courbe de
va doit  faire apparaie une

augmentation brutale de sa croissance

lorsque x = 10,

Fiwe T FE= 7 FE® [IF
Zanm Tr'-a-ne Reﬁraph Hath |[Dre-mw |- I:ﬂ'r'pl

smin=3, 999

Cet  écran  fait apparaire, plus bt { Ao
précisément  encore, le changement ﬁﬂ:qéﬁ'é
oo ) . max=458.
brutal de direction de la représentation Ias.c.1=1.
xres=1.

de vz au point d'abscisse 10 ce qui

n'est pas le cas de la fonction vy,

b
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Etudier la fonction « surface du liguide »

On observe quune surface du liquide importante induit une augmentation du volume
plus importanie. 1l existe un lien érodt entre la yaleur de cette fonction et les yariations du

worlumme.
O sait que la surface du liguide est dans chacun des types de tronc de chne A ou B

e Fonction de x
Saix) = ;‘—ﬁ (x + 10)2
n

Suix) = TEI!EI.'} - %2

= Une expression de la fonction « surface du liguide » en fonction de x dans le premier cas
peut &g :

) [Spx) gixs 0
SRS I six = 10

Il est i noter que Uindgalité large ne pose ici avcun probléme. Le caleul de sp(x) peut
ge faire avec ['une ou 'autre des deux formules. En effer, Sp(l0) = S400) = li_n: . Dnon

choisi fa premicre,

“yd=udiK)
“i=51(x)
“iyd=g 2 )

On & entré 55 et 52 dans y3 e1 y4

v [ T= 7 Faw ] Fuw [ [
= f—|AloebralCalc|0ther [Proml0|Clear a-z.
+ SI{x) [+]

isaéx: 183, else

sbix), x = 10
'{shu:x— 18), else ¥ S20x} Don

Explicitons les ermes

Salz -1 et Sgiz-10)
Le calcul de Salx -10) n'est pas
Fasable (« définttion circulaire »)

Ces  expressioms s retrouveront

ultérieurement.

On a représenté ci-vontre les fonctions

vy et 5 sur la fenétre
{H = x = 2}
=<y < 1000

La décmoissance de 5 est lide au

rafentissement de by crorssance de vy

tomme on pouvail s’y atlendre par

une simple ohservation de bon sens. i 1
RAR LEAE

b

N SEx) siox < 10
RIS - six > 10
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I reste a délinir s2(10) i ¢’est possible. Intuitivement, il semble difficile de choisir
entre Sg{10) et Spi) et ceci bien que vz(10) = E%-}-E soit, lui, défim, Laissons en suspens

certe question pour 17instant,
Sur la méme fenétre que pour vy el 85,

on a tracé les représentations de vy et
g3, fen mode dol )

Le changement soudain de valeur de
% apparait distinctement.

Cette augmentation est & melier i

I'sccélération  soudaine de In Frunr =)
croissance de vy,

Rechercher une relation entre Vg et Sg

FI"‘]T Tiw ‘f‘ Th 5 Few
= f== |Zoom|Tr EI:-ETRE'éPiPh ath|Draw|-

®¥hin=Qg.
xmax=18.

Ci-contre, les représentations de Vg ot

s 3 atis - #ecl=1.

Si. Nous cherchons & €mblir un lien thn‘g
. gmax=500,
entre ces deux  fonctions o par Juscl= Eg.

: : =res=]1.
cxicnsiom, un |!EI'I EMmme 5 &1 WV plllﬂ

ENLIE §1 @l va.

TTWTTE [UsL
Considérons le volume de liguide enire les hauteurs x er (x + (,0001 ). Ce volume est
egal & [V(x + (0,0001) - Vgix)]. Compte tenu de la faible hauteur, ce volume n’est que peu

diftérent d'un cylindre dont fa hasteur est 00000 et la surface de base ;
i) = Vaix + 0,0001) - Vpix)
K= RN

En mode Approximate on observe le tableaw suivant

1.y FL Fa 3 Fa Tr.r Tri-Tr? ¢
= =Pl ot Setmﬂl’cell eader|Calc|Uti]|5tat

FATA K3 |ub Ot Jdexy  [sbix}

33.183|

1[33.183

AT
dons lequel €2 contient Vgix), €3 contient VE(x + 0.0001), c4 contient d(x) et €5 contient

Spix).

L'excellente comélation entre ed et €5 conforte le raisonnement précédent.
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De plus, dix) est le coefficient directeur de la droite passant par les deux points de a

représentation de Vi dont les abscisses sont respectivernent x et (x + 0,0001). Cene droite

n'est graphiquement pas distincte de la “tangente™ au point dabscisse x de la représentation
de V.

L écran ci-dessous représente les courbes des fonctions :
* Vg:
* Sp:
* la droite ([)y) d'équation y = dia) (x - a) + Vpia) qui est la droite de
coefficient directeur d{a) passant par le point de coordonnées (a, Vaia))
= ¢t la droite d’éguation v =108(x - a), pour simuler la vemicale d'équation x =

a pour a prenant les valeurs 2 et 7.

1 Fi= [ _F3 Fe¥ TF7
TE Zoom|Trace eEraph ath 1 ﬁ?

,,—-/"'—-':::;

NG EEACT FUNT

Etude formelle du lien entre Vg et Sg

- w [
I - l—ElgeEraiﬂal ;iﬂtﬁwiPrmIEﬂ;‘.leaﬁi -z

Considérons |"expression : nlz- 3.3.]2
_Ve(x+h)-Va(x)  ["sbiz-10) —1E |
dix.h} = » - BEZ Trea €2 ?JJI
qu'on développe selon les puissances | e:pand{ i hﬁ =1 h]
décroissantes de h. hZ.n h(z-20)n n(z2 - 40z + 400)|
48 16 16
- - Y Fii
~ f—Algebra|Calc|Other Proml0iClear a-z..
La limite lorsque b tend vers () de cete g LT (z-20)x \ ,,_[I: —AG-3 + -mn]
expression est totalement évidente. 48 e 1e "
£ e o 2 Az = ; ; '
Sa forme factorisée conduit & éonre ;. |a r.ﬁtﬂr[ lin [b-ﬁii ol (z IEEE':' L [I »
g S HUEED) VY, ey i
HTh h = aBhX). n(z - 20)°
15

factor{limit{ans{1>. h.0>.=>
uli I
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La fonction dérivée

Fh= Fa

| Fi= -
Dther P'r-gr:.II:I Clear a-z.

- AlgebralCalc

. | ne.q he{z=20)n n-[zz-
® facto 11n[ + + 2
F{mm 18 L

La lonction nodée I;—i% o T oest définge

par

fix + h) - fix)

Pix) = Jim - n(z-20)?

16
lorsquelle  existe est appelée ba no{z=20)°
. y = f&mtar[f—[uh{z)) z] G o
fonction dérvée de
facturtﬁfuh{ =), 2).z
H:t'l'l[ﬂ?jﬂ . d'l.lt”.!‘l..l":l T (LI FW&

Les fonctions dérivées de vy et vo

La dérivée de vy est épale & 53 comme

le montre Uéevan ci-contre. Elle ext
effectivement définie en 10, n [ 22 -4p-z+ 45‘91 zg1
(vicz) a5
1, R o
T R ET
shix), x5 18

La fonction v; est dérivable en [ =1¢% {sa{:-u 103, els
i) BAD EACT Flhs.l.ir-iﬂ_.-_ll

La dérivée de vy est épale d 52
comme le montre [écran ci-congre,
Elle 0" est effectivement pas définie en
.

La fonction vy n'est pas

{J‘: {12—6-@-1+9E|ﬂ]

undef , el=e

dérivable en 10,

i1 [ EFT 3
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11.3.d. Définition et calcul de dérivées.

Définition

E:r ||'| I — '_ -~ iq

Iﬁ ngebra Ca-ll:a Dh;Erlprngﬂlcltm' a=Z..

Soil [ une lonclion délinie sur

un intervalle ouvert D, (In 'JIE +1+f(z) I:Iarml

suppose que, pour fout x  lim A, h}:- ITﬂ'] =
. ki W]

clément de 1N, la Tonction Toesl g -
dérivable et soit Mix) le e P Wl 4 |

dit alors gque T est dérivable

nombre dérivé de F en x. On W
FAD LEACT 11T AT

sur D el on appelle fonction ,.,l 1E|;,'n]’ A ”}T:;;-:;.',*.=|p,.r;h[gi-;:'l.!.,-,.f:i =

ouvert D, la fonction notée " o 145

gl + h - E{K:']

dérivie de [ sur Pintervalle I

df oo h0 § [xZ-1
il —— defne II:II" d *
| 1= 4
il x r | . Tale(x) o
limit{{g{i+h)—g{1>> h_h. ﬂ}
LM 7T 17T T

i 1 Fiw Flr Fhw B
Soit la Fonction g wlle que : ﬁ AlgebralCal .:|Dt,he-r~iprgnmE1ear a-z_ l
Fi T

he |

gix) = "n,llx1 s -ﬁ( glx)) | x=1 undef]

Le nombre dérivé de g en 2 es:g-%&; il | ﬁ( gtx)) | x=2 243 .EE
estégal & g'(2) : valeur de la fonction | lim 1 (2 + hy — g{ 2}] 2.J3
g’ lorsque x = 2 ; il cst €gal aussi @ | _h+0 i 2

. B(2+h) - #(2) Ilmit{( £2+h)—g{23)/h.h.0}

i, m TRFTTA FUMC ZE2ED

La fonction g définic sur les J+ [_||:|1_.=_r§.f-,.,-a [::F.;Tﬂlfl:;rlprghlﬁlﬂlem* a-z.. ]
intervalles J-ee 2 -1] 01 [1 ;5 4ol n'est ks =1

[, % =

pas dérivable en 1| e -1. On l"ﬁ'-gt' <) ikt
remarguera  par adlleurs que  les b 1in [_e;l:_t_f hﬂ_—_ gtl)] undef
ensembles de définition de g e g ne h+G
coincident pas mais ce n'est pas la dd},; (gixa) %=1 undef

raison de la non-dérivahilité de gen .
= TR FRHC Z97Ee
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Recherche de fonctions dérivées

Dérivee d'une somme et d'un produit de deux fonctions

Notons que si U et U sont dérivables en x, alors U + U ot UL sont dériua bles en x
F¥= Fi=
< = [a1 gebralcale ot her rgnm lear a- z |

La calculatrice donne les résultats oi-
contre (sous réserve de supposer que

d d
, ; =)+ ) (el +§L ol )
les fonctons U et U sont dérivables en i ) o )+ (]

x}).
Rédcrire ces  résultats  avec  les
notations U° et U° dérivées de U et b,

S 0uC0) U0 + e (u0) utx)

[UHL oo

Fiw
]gebra Calc Elt.her‘ F‘r*qt-.]'lj - l-ear- a-r..

Vool deux résulims élémentaires! :
Démontrer ces résulials.
Démontrer  que la  dérivée

d’'une fonction constante est nulle et

déduire de ce qui précéde la dénvée de

la foncrion k.U (dans k cas ol U est

I UL oip

dérivable et k réel).
Dérivée d'un quotient de deux fonctions

Notons que 51 U est dérivable en x et Uix) 20, alors Il_ est dérivable en x

Eimi Fiw T“’Fﬂw% FE T' T ——
» f—[Al gebraCalc[OtherPranl0|Clear -z

Voici d'autres résultats gémontrables
donnés par la calculatice f(dans la

mesure o ifs ont un sens).

2 [ } 'ﬁ[u{}:}}
[ ] = —
dax L
E:Tnlu TR #TTH T WL
- - “
'Lg ln ra Cfa-r]v; Dlher;rgn!ﬂ|ﬂlqm:i a=z_.
'il 1 ] - i
dud ufx) [u{x})i

Traduire ces résultals  avec  les @ [ utx)
] :nhlilenﬁh[-q];{ VLK) ]]

notations U° et U° et les mémaoriser, i
e fut) v - ﬁ('«-’{ X)) u(x)

l.'.'-{:-c:l_]
canenum{d{u{x}fu{x} ®))
= 233 CHACT 7] —

"'f:'ﬂ peul aussi, el ce sera kn bon exercice, metire en fviderceune spnification inhetive on cindmatique &
ces résuliars,
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Derivée de fonctions usuelles

N A _ . frrmgT Few Faw - 53 i
Le résultat ci-conire est donné §2 £ a1 gebralcale lother Pranl0[Clear a-z..

pour n quelcongue. On envisagern

seulement le cas ol nest entier,

Il semble que la dérvabilité en zéro de

= + H o r - n
la fonction x k=3 x" puisse ne pas |, :u[”n] ﬁ:
étre assurée. Qu'en est-il selon les
valeurs de n 7 TN 4 T4 L LT
On pourra utilement retenir les résultats suivants :
= 2 I'ee= re [
sl gk d O Pram IO i sis .
=1
]
=3
P
4 i =
) - [TTTICYE, ——
COS LM, cCos =
e L S — T

=

Fh Ik
TP‘F'QHIEF-] ear a-z
e
i
2 I=
[T T
“sim{w)
—FIHC TS

Dérivée de fonclion composee

La fonction u éant dénivable en x, I-IEingIéE\r*aiE;Irciﬂl.rﬂgr*[:r-rg!nIﬂlil.'.'leai:a a-z.

voic trois formules pouvant suggérer ﬂ'ﬁ(“(ﬂ] (ut=)"

-_fi[{ "'":“J}n] ulx)

une formule générale (programme de

TS - I%I:-:ﬂt.l:ul:x]}} -sinfufx)) ?'“";l:t.-r(x:l]
d

; . £}

(fou)'(x) = Flulx)) = u*ix) P e .&

2% ut) 2-Juta

sous réserve de dérivahilité, T T L]
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Il.3.e. Le point de vue local.

Développement limité en un point

Infroduction
La fonction est définie par
fix) =50 x

L'expression [HdE fz))] z = 1 ]E}:I |1

valeur de la fonction dérivée de I
lorsgque la variable est 1. L'écriture
habituelle est (1) encore appelé
nombre dérivé de fen 1.

L equation y2 est :
y=1(10+ 601 (x - 1),

Il s'agit donc de la tangente & la
courbe de f au point de coordonnées

{1 (1.

On pose x = 1 + h et on compare les
nombres de f{1 + h) et de y3(1 + h)
On note dih) la différence ente ces
deux nombres, Quant & e(h), il s"agi
de 'erreur relative dont la limite est

nulle en ().

Chiac

aw ry Faw Fr

'1E Joom|Edit o Flrﬂ tulelSsad ...
&fLOTE
“gl=fi=¥
w2 o) | z= 1) (x-1)+ FD)
gl
H%=
':-'E:
Gf=
iyt
Inyﬁg.u{x}=
RAE TRRCE TS

LI (5] sirth 4+ [d=-h cos{l)-sinl
_cln;h] sinih+ 1i—h-cos{iy—sinll)
h [
L] dLh] + 2k} Dune1
® lim e{h) (=
R0
2T M X 4T TTa N

fil + h)=wall + h) + h.e{h)

ol & est une fonction ayant une limite nulle en O Soit, finatement :
fill+y=F1)+F{1Lh + helh)

Definitions

ou encore, en posanl xg +

La droite d'équation y

Soit [ une fonction dérivable ¢n xg. On appelle développement limité
d'ordre 1 de [ au voisinage de xp 'écriture de fixg + h) suivante ;

fixpg + h) = Tixg) + h. Pxg) + I, eth) o0 eth) a pour limite 0 en 0

h=x:

fix) = Fixy) + (x - xg). M{xg) + {x - xg). £(x - x9)

Fixg)(x - xp) + f{xg) est la tangente av point
d'abscisse xg & la représentation graphique de f.
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Llusiration

La fonction g est définic par g(x) = \||| 16 - x? | définie sur [-4 ; 4] et dérivable sur |-4 ; 4].

iEEE*?;h]:-HHi': inE'listGL-l--w::'.i'...‘]-_ TI - = [Foam[Tr s e [RetraphHathiDr iy £
=1HE wmin=-5.8 i
“igld=gix) max=5. B

-’I:lii-',‘l;(n[:-e}} ::?J\:'i ]

unax=6, ¥ .

o1 2 TR TR ma=§.

ylit= Wressd.

i3=

31: B
Higfui'ul‘higr*{x—zhglﬂ[E}q_ _ Nei3laca
[ LI == TN TR T

La fonction g* (y11], dérivée de g et tracée en pointillés, est définie sur |-4 ; 4] ; sa
courbe présente deux asymplotes verticales. La fonction dorite en y11 est affine @ sa
représentation est une droite de coefficient directeur g'(2), passant par le point A de
coordonndes (2 ; g(2)). 1l s"agit de la tangente en A i la courbe représentative de g,

Une valeur trés approchéer

Le probléme
On appelle @ le nommbre décimal 099999 dont 1a partie décimale est formée de

1996 chiffres égaox & 9. Quel est le 1997eme chiffre aprés la virgule de ‘\IG‘.“
La stratégie de résolution
Posons, sur [0 1], fix) =41 - x et v IR gebralcale ﬂlrﬂ;r];’r;lmlﬂ]’c;a;ia—z...1
constatons que §{1(-199%6) = ‘\JIIL_:

[) Le développement limité d’ordre | « [T=% 3 f00 Done
=1

cn hde Fs"&erie .
X [ = r00) 210D

fix)=1-=+x.E(x)

% - -v&‘-i-;{rl;x:-ﬂ;-::ﬂ - 13
oid € & une limite nulle en ()
BED EHACT T Ta L]

2) On pose @ix) = e(x)sur 10 ; 1] et @) =0, (Dot fix) =1 --':—+ X px) sur [0 1]

. )
F{x) - (1 - :
(%) - (1 -5 .

On écrit 2(x) - — et on démontre aisément que @ (X) =

Vi-x+(1-%)

¢ est dérivable en ) et @ (x) esi E{ng;éf‘a Calc|other PromIofciear a-z.
strctement négatif sur |0 & I, ¢e qui -
% " —:-:H + bl %) Don
a:::-:umﬂn}{l-i-. ]1—;.:1;.?
3} Du caleul de ¢'(x), on déduit e = d [k 1] o !
_ R Zx Fx-Df2-[x-1-x+2)
développement limité d'ordee 1 de 4
- 1 v—=(h(x)) |« =0 .
en 0. Soit @ {x) = =% + x.y(x). s
“ i
E RAL LEACT 1T 7L —

Fd'apwés Math 175 ¢t E Amalyse - Collection Terracher - Hachetee 1991
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s oy Fh ]

. x x2
4} Ainsi, fix)=1 - e CATIE 3

-

x x2 )
fl{:'t'.l-[l-i--f-} w—(h(x)) [x =0 12
SO WY{x) = = . ) >
Factu—r‘*[(r{xl‘l):—[l '%'%‘] ' ]
ol 'q.l'li:!ll'.,'l= f[ = 1“]{ + 3_} _KE'{H M 1:!IEH i ;J
4

#ﬁl-xwl-’%-"fn

w CECHIINE—{1 =/ 2—x"2/23"2 %)
=T: RaR SACT ERNC 750
prouvant que Wix) est positif sur Mintervalle [0 ; 1] d'oi Pencadrement :

X X X
]-f -T{I[H:I{]-'i

a) En appliquant ce résultat i Ia situation du probléme :

1()-1996  (1()-1996;2 — [ {11996
e 7 = '1 = f10] ] < | -T
-1 994 3992 -19496
=1 < Nl
- 510197 _ 5103993 < *J; < 1- 5101997
0,999...94999. 95 < '\Irc_: < 0,999,..95000...00

Les chiffres soulignés sont les décimales n® 1997 et 3992 (double).

La 1997eme décimale de \!{_: est donc 4.

Notons que les chiffres suivants (i exception de ce 199Teme) sont des 9 jusqu’an 3992&me !
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I.3.f. Le point de vue global.

Dérivée et sens de variation

St une fonction f, dérivable sur un intervalle I, est croissante sur 1, alors pour tout

fixe) -
couple (xg.xq) d'éléments de 1, rels que xp < xy, on a fixg) < f(xq) et dnne-—%%? 0

En posant x1 = xg+h et en prenant la limite du rapport précédent, on obtient
f'ixo) 2 () pour wut xp élément de 1. Par conséquent, si une fonction dérivable sur 1
est croissante sur I, alors sa dérivée est positive sur 1. On peut évidernment
adjoindre & ce théortme un théoréme analogue @ si une fonction dérivable sur T est

décroissante sur I, alors sa dérivée est négative sur |,

Cependant, c’est Ia réciproque des théorémes précédents qui offrirait une utilité
incontestable. On pourrait alors déduire de la connaissance du signe de Ia dérivée, le sens de
vanation de la fonction sur T et disposer d'un formidable outil de travail sur les fonctions,
Ce passage, intuitivement, semble simple,

En effet, sachant que f'{xp) est (s'il existe) le coefficient directeur de la tngente & &
representation de £ au point d'abscisse xgy, on peut conclure que le signe de '(xq) détermine
le sens de variation de la fonction affine @ approchant f au voisinage de xp et il n'y aqu'un

pas a franchir pour passer du sens de variation de la fonction affine @ i la fonction f,

Mais, une démonstration rigourcuse est hors programme. Aussi, nous sommes

invités & admettre le résultat suivant -
Si Fest dérivable sur un intervalle 1, si ' est sa dérivée sur T et si
P20 sur I, alors [ est croissante sur L

Remarque importante : si, sur I, I'(x) est sirictement positil saufl
eventuellement en des valeurs isolées, alors  est siriclement
croissante sur I,

On dispose bien entendu des théormes analogues ¢
Si [ est dérivable sur un intervalle 1, si [* esi sa dérivée sur 1 et si
F=<0 sur I, alors T est décroissante sur .

Remarque importante : si, sur I, ©(x) est strictement positif sauf
éventucllemenl en des valeurs isolées, alors [ oest strictement
croissante sur 1,
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- - 1 FE= T Féw
Ces résultats apparaissent netiement Zan{Tr ace [Redr aphHathor aul -

sur les graphiques ci-contre oin f [=U8%
- EI:I 2 A
iy10) est tracée en gras ; TUIEmINT & 2ex
- SUT J-so : -2[, [ 0 et T décroit ; "‘*—‘11"39"(: W10(x))
g =
- sur J ; -ag|, {2 0 et f croit. 3%4: [
A noter que le sens de variation de 1 | 2122
5t sans rapport avec le sens de
i o B NA% CHACT T

variation de .

Il s’ensuit des définitions et résultats utiles, Par exemple ;

Définiti { théors
Soit [ une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant x0 .On

dil que [ posséde un maximum local en xf), s'il exite un inlervalle
[a,b] contenu dans [ et contenant x0 tel que pour tout x de [a , bl

fix) = HMxih),

Si [ est dérivable sur Uintervalle ]a , b et possede un maximum local
en x0 , alors Fix0) = 0.

Réciproguement, si Pix0) = 0, £ = 0 sur Ja , x0[ et " = 0 sur
10, bl alors f admet un maximom local en x(.

Ainsi gue la définition et le théoréme analogue définissant un minimum local,

. . - - r FE= FE™ r
Ci-contre, bien visible, Malignement :::ﬁ com|Trace|ReGraphiMathDraw| -
sur une « verticale » d'une solution |43 :
de I'équation f'{x) = 0 et des extrema «giﬂ% T
de . Rechercher les extrema d'une 4911.-3‘{_—{(541&.; ) T
fonction  { conduit & résoudre 3%%:

I"équation f'(x) = 0. Cependant, il n'y E‘}%:
o pas éguivalence comme le montre b
Py E= 0T T

gruphigque sutvant.

Si 1'on considere la fonction définie

3
Par:x f{xjuw L.

On peut observer que 2 est ung racine
de ' g ne corespond pas & un
EXIPETTILIT local de F.

Comment peut-on expliquer ce fat en

s appuyant sur la définition ?
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11.3.g. Des exemples de problemes.
Le pavé dans la sphére

O considére la demi-sphére (X)) de centre O et de rayon 10 cm. On trace
deux demi-droites perpendiculaires (D) et (D"} passanmt par O dans le plan de
“Téquateur™ et une demi-droite A passamt par O perpendiculzire su plan de
“I"équateur”, La sphére coupe (D) en A, (D) en B et {(A) en C. Un point N se
déplace sur [OB]. On construit un pavé droit de fagon que O et N soient deux de
ses sommets, que wois de ses faces soient dans les plans formés par les droites
(D, (D37} et {A) et que le sommet § opposé & O soit sur la surface de cette demi-
sphére, On fait également en sorte gue le sommet T soit sur le segment | BC].

Al
C
P T
=t
— -S—'
i N B
M h"’““-»__ﬁ/ (o)

(0
Existe-t-il une (ou des) position(s) de N welle(s) que le volume de ce pavé soi

maximal ?

Observons tout d"abord gue le choix de la variable n'est pas anodin : si les points N
et P pevvent librement parcournir les segments [OB] ou [OC], il n'en est pas de méme de M
dont certaines positions sont impossibles. (M en A par cxemple). Nous prendrons dans la

suite du probléeme ON = &,

La configuration de Thalés construite sur les wriangles OBC et NBT conduit &
OP=TN=10-x.
Par une double application du théordme de Pythagore sur les wiangles motangles
OMR et ORS, on obtent 057 = 1(F = OM? + ON? + OP? et done :
OMZ =100 - x2 - (10 - x2 = 2x {10 - x).
Le pavé a pour volume vix) = x (10 - x) y2x (10 - x)
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graphiquement, le maximum de v apparait pour x = § puisqu'il semble que § soit la
valeur de I'intervalle J0; 10] pour laguelle v'(x)=0.

. T 11t FE= T F3 - =
1 i L lvl'—iEnnn,-_irraﬂeiﬂeﬂraphirﬂ;bhgauiv ﬁ’F
BT 11

“ig i B=wix)
ut 1= fugu)

Il reste & valider (ou infirmer) cetie IL ;_E| ,4____T =:Et.'r:£-|~F|—ngrqIﬂ::I_
conjecture  par  une  wtilisation " x-(10 = x)-[2 % (10 - x) % w(x)

rigoureuse du calcul différentiel. -ﬁ,‘-l’,u{ x1)
L expressi de " 5 ie 7 iox- - 1a8%)- -
xpression vi{x) se présente x-(x - 18)(x~-5) _2(x-5)- [T a»
sous une forme peu maniable © on en I=x(% = 10)
. e a
demande une factorisation, g o t“’“[?ﬂ""':“:']' g "‘]
actor(d(u(x) , x), x)
& A&S EXACT T

- maxi

Les solutions de I'équation v'(x) = 0 |- ”"'Fiﬁl e e Pr Tl Teme sz |
PR . L - 10 =
e T D) k-5 [T

sur [0 ; 10| sont ici visibles : x = §

seulement et on peut observer que J_H'L,x' 18)
v(5) = _.-,:3_,“@ . 1' f‘actnr*[ﬁfutxj}, :u]
3-12 x(x=- 10) (= = 5)
Il reste & s’assurer que v'(x) change “xe(x - 18)
& L} ]
de signe dans un voisinage de 5, # lm
TN AT TV E—

Autrement dit, résolvons les infquations v'{x) > D et v'ix) <0

Soit - M =) éguivalente sur )00 ; 1 & 5 - x =0 {tous les autres facteurs
Jr.(10 - X '

erant positifs).

On obtient donc le tablean de variation de v ;

1) 5 1)
vig] 4+ 0 -
1 2542
v | W
i A 1l

et ka preuve de IMexistence du maxinwim ainsi gue sa valeur,
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- a 5 - *

11 est & noter que la résolution de ce probléme n'impose pas 'utilisation du caleul

différentiel. Une méthode purement algébrique peut parfaitement étre envisagée.

FimGT  Fiw ] Fiw | fhw Fi 73 1
cal.; Dther [PFraslO|Clear a—z..
W TR [= = =k

r

Revenons & Pexpression imtiale de

vix) et aprés avoir ecnvisagé la e e (10 =) Erw (T8 =30 4 vt Don

conjecture que 5 est la valeur de X o s 125-

pour faguelle le  volume est  |® w5 - v

A e %(x=-10) 2 %x-(x- 10) + 125
maximum, et s'ére assuré que  |g oo ety
vi5)= 1252 . il nous suffirait de [z [:-c-[:u:- 18)- - -(x - 10) + 125

fFactor{v{5)—u{x)_ x)
s KAD ERACT

sauf 5, I'expression vi(5) - vix} est strictement positive pour &tre assuré du résultat,

prouver que pour tout x de )0 1Y

En proposant le changement de variable u = ViA1= %), on obtient :
vi5) - vix) =42 . (57 - 0¥ = (5 - u){u? + Su + 25). Or u? + Su + 25 > () pour tout u réel
(discriminant négatif). De plus, puisque u est positif, (5 - u) a le méme signe que 25 - u? =
25 - x(10 - x) = (5 - x)%

Par conséquent, v(3) - v(x) est positif pour tout x de 'intervalle [0 ; 10] et nul
senlement pour x = 5. Ce qui achiéve la démonstration ... et le probléme. En laissant la
réflexion ouverte sur le fait que le caleul différenticl cst un outil de résolution de problémes

parmi d'autres outils .
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Les dérivées successives

Dénmntn::r que, pour out X positif ;

l+5 -3 < mﬂl+f TJ“%

g3 ok w3
X - 3' T SN X %= X - _ﬁ'— m
x2 x4 L x2  xd

-5 +53 - T3 S eos X 51-2— +57

On précisera dans chague cas les valeurs de x pour lesquelles 'amplitade de
I"'encadrement obtenu est inférieure 3 103

A 1'aide des inégalités ci-dessus, éradier -

IRER. o] 1 | T AT | . X = 8in X
J""Iﬁ___. .L'-I ]"u —_———
L 52 ] x3

T Fiw T' il T Trsr ?? T :
v f—|Z caom Tr'a-l:.e ReGraph|Math|Drau|= if'?

lJ1+:-r++'{:} Done
2

"Lty -0

Done

.
= EIER.‘-"""E"*H{MJ

Done

Les signes de f-g" et Ig" ne sont [ fo|nlsebralosiclotherPramiolclear a-z..
pas L!u'ec't-.e‘mem accessibles. 11 est F!air __E;l_‘:-:_”{x}_gtﬂj — 1+ 1 +711__ 1r
que F'-g™'> 0 sur K . On en déduit x
o™ est strd roissante sur [* S F(x) = 90 = +1s
gﬁ - est strictement croissanie sur H dxz': ) 4 (x4 ”3,2
= 3
£ deadh - 3
En observant que (g™ )00} = 0, il est % ..-;FEF{ RET BN 8w+ 1)5*"5
clairque >0 sur B, . W
HEl LEACT . - P

Donc £7-g" est swrictement croissante sur By et comme (F-g"W0) = 0, on obtient f'-g" > 0
sur R4* . La fonction g est done croissante sur B ," avec (f-g) = 0. Donc f-g 2 0 sur
R,.

q
. X X7
Conclusion : 1 1-T-TEH| +xsur R, .

De la mbme manidre, la dénvée E-xz M
i ; - R

quatriéeme de f-h est strictement
négative sur R, donc la dérivée |e T Eir{x:-—h:ﬂ:r

troisiéme de f-h v est smciement ‘1 3-x
i 1 = ; r . 3_.-'2 = E + I"-.
décroissante. Elle est donc négative 4 (x+1)

puisqu’elle est nulle en 0. FFGOhO0, %, 47
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En remontant ainsi  les  dérivées L T - 3;‘ - 1d
4 £ . % - +
successives, on obtient F-h'< {0 sur LAkl

* i 3
K.," donc f-h est décroissante donc 57 -39

B{x+1)
15
16 (x + 11772

a” {F{) — h(x))
i ) —
n:i!:u:3

negative car nulle en (), it
dx®

2«3 (=)= hix))

D«:mc'ql'i+x£ | +§--3§ +-m-.

Bien entendu, mais hors programme du Lycée, le développement de Taylor de f a

lordre 4 en () condui i :
F——

' L o

T iw Fii
Alaebhrs|Cale th;rI’r- MmIOIClear a=z.

w1+ x o+ %) Dan
= :1'2 ]
'1+-E—T'19[:l{:l Dars

taylordf(x), =, 4,8)
"5'5-:4 3 :-1;2

4 x
—i% ‘1% tEt
Cadon,.d.02
AAD EXAT
o "oy 1l est aisé de déduire Mencadrement demandé.
3
X

L'amplitude de 'encadrement est 7= ce qui conduit & poser %3 £ 16,103 done x <

tavliopd{f

FIRE 3733

X X2 -
0,25 Donc | + 3 - g est une vitlenr approchée par défaut au millitme de yf1+x pour wout x

positif inférieur 4 (1,25,
Pour les encadrements qui suivent, on procédera de la méme maniére :

SCOERLE o e = ‘I
| , ’ L
'“_HT"“{’” Sl () = 9(x)) cos(x) +
2
5 L Ll a4
" plx) +% + hi =) [RITY | u‘:rz[ X =9l PLuk® N
d op i (r A s
. Flud = i) coS(x) +=—x— = 1 m— Lk = glx caslx

2 () - i) costr 2+ 22 _ (} o250 - o) -singe - % o x
o = * 24 Z dut R
2 5 a 2
g F\-I: }—l"ﬂ: = \_L ﬂ " _L
- J (i i = | ]
deL ® =] s1mx E ;3-( Ll = R =h) EOS(x) = =5~ +
sindx) — =

"ﬁ_:{””} hix3)
L CF oo —hCd 20, 30

A noter que sinx - x est positif sur R, comme démontre & I'étape préceédente (Mg = ().
. 1

; ; p - X
L amplitud: de encadrement est -;:;s:,;ﬁ-dﬂn:: x = (63, Donc x - Z—est une valeur approchée

par défaut au milligme de sinx pour tout % positil inférewr 4 (0,65 radian.
4

4

o

f .
De méme. %E.‘&[ I"'amplitude de 'encadrement de cosx et done x <094, Done | - 5+

| o)

esl une valeur approchée par excés au milligme de cosx pour tout x positif inféneur & (0,94,
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3 1 5
Les in¢galités x - 1;'— <HNXSX- x_ + 155— permenent, pour x > 0, décrire :
1 x2 _ x-sinx | smx 1
3'@5“—"—1? < el done aji'i'r -z
La parité de Ia fonction faisant le reste, on a ““H x-sinx 1
K=k J{3 f

x xb 2
De la méme fagon, de | - T+ 54- TpScosk £1- +—4r on déduit :

I %2 x% _posx-1_1 x?
TR A STty

donc : h"i] ﬂu éet pour cause de paries ; llmﬂ‘{._:-éz
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Du graphique au calcul

On a représenté ci-dessous une fonction | et sa dénvée P, Indiguer en
Kgende laquelle est, selon vous, la représentation (C) de f et laguelle est la
représentation (C') de I

®xmin=0.

Jucnax=1 .
Kaclm

Cin pourma préciser les indices gui ont permis de faire ke choix.

Méme question avec le schéma suvant.

=min=cl.

wrax=10. 6

wacl=1,

ymin=-1, |

umEE=r . |

H5E1=}-

Hras=
- 1
-.ll.i_lm . . | : 1
Wl=anlny-x ——
-'ui-"—f;[miﬂ] e
y3= o
= i

. ' y3= -]
Réponse du premier exemple @ | wg= I

W=

S
oS FA5I7T4

Les indices pour décider sont beaueoup plus fins dons le deuxigme exemple, en voic

la réponse :
] e fam T0F
'IEEI"?;"- Trace|Febrash HamEr.au - p'f.]_
‘F'!.]I::,sl. o Brrkiteles
- o P
S H ﬁ__l:l.ul:x]_
Flrd
“iadoe - Besl 5% - liﬂl
1z WL
=
uj_E
T TR T4
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I1.4. A la quéte del'intégrale,une
histoire sans fin

A la rubngue « Analyse mathématique » de FEncyclopaedia Universalis, on peut
trouver un abrégé, par Jean Dieudonné, de 'histoire de Fintégrale :

La conception de 'intégrale au XVII® sitécle reposait sur la notion intuitive
« d'aire »; Avec la remise en ordre générale de analyse entreprise par Cauchy,
on revient & une définition rigourcuse n'empruntant rien  linition de l'espace : la
valeur de l'intégrale est par délnition prise comme limite, pour n tendant vers +eo,
des sommes

b-ia b-a
T 3

1
dites souvent « sommes de Riemann » (bien gu'en fait l'idée de considérer ces
« valeurs approchées » de l'intégrale remontent & Eudoxe et Archiméde et ait éé
linspiration des inventeurs du caleul intégral au XVTI® sigcle), La contmibution de
Riemann lui-méme fut de s'apercevolr gue les sommes précédentes onl engore une
limite finie lorsque la fopction £ n'est plus nécessairement continue, mais a un
ensemble de points de discontineitd qui, pour wat £ > (), peut 8ire contena dans

une réanion finie d'intervalles dont la somme des lonpucurs est <€,

Liintérét propre de ce résuliat est assez mince, mais il déclencha, dans le dernier
tiers du XIX® sigcle, toute une série d'éudes en vue de définir, dans des cas aussi
pénéraux gue possible, une notion de « mesure » des sous-ensembles de R, et
« dintégrale » d'une fonction de variable réelle. Elles devaient finalement aboutir,
vers 1906, avee Emile Borel et Henri Lebesgue, & In définition de « lintégrale de
Lebesgue » que Pexpérience a montré ére 1a notion conmmiode et féconde pour de

nombreuses applications.

Nulle trace de cet émergence mmultuense dans les progrommes de emunale, qui
suggérent upe inmoduction de limiégrale assez anificielle. Dautres inroductions  sont
cependant possible. On pourra se reporter avec profit i ce sujet & un numéro spécial de la
revee Repéres-lrem, consaceé b Vintégration (Repéres-Trem n"31, avnl 1998, Topigues

éditions).
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Il.4.a. L'intégrale, une double transposition
problématique.

La transposition didactique

Elle aboutit & définir I'intégrale comme un objet assez cureux : définie par les
programmes actuels en TS comme différence entre les valeurs prises par une primitive de ka
tonction considérde entre a et b, l'intégration est d'emblée définie comme linverse de fa
dérivation. Du coup, tout dans I'écriture symbolique reléve de Parbitraire le plus total :
lintégration apparait déachée des procédures de sommation qui lui ont donné naissance ; les

cleuls d'aire, reposant eux sur des sommes finfes, narfivent gu'en second temps.
La transposition informatique

Pour le méme objel, cette transposition (du moing & partic des  calculamices

symboliques type T1-92) est assez différente. On doit la considérer sous trois aspects :
Dans l'application Graph

L'objet est dircctement lié & une aire - le caleul d'une intégrale (Menu F5 Math) donne
(c'est tongours le cas dans lapphication graphique) une valeur approchée de celle-ci.
sunulanément est  hachurée In surface comespondanie  {of. ci-dessous). Ce  type
dassociation pose deux problémes
il s'agit bien sdr d'une « aire .1a22¢:“ Tiacs Ay Tl g

algébrique = Mais il v a risque de

contusion pour les éléves dans cette
association étroite intégrale-aire

* une aire peut alors Etre négative |

s |intégrale peur perdre sa valeur ?_n_ FE O rx= -, 3333

intrinséque ¢t dépendre des unités L -
TN TR
chosies,

deuxieme probléme, le logiciel u[....EEF;;Hil'p.aa;g;:el.{raphrng:hﬁi;ui- ﬁ:’ T

impose ici que les bornes soient dans  |*"™"°
i z “yl= o LRAE "y
a le bon sens »,. 81 on échange les Y= =

wi=
bormes en demandanm lintégrale de | & 3%:

H‘E

A

Erreur sur les bornes

U, on s'attire la réponse ci-contre.
1]

.ﬁ,':n.n;i] fit)dt n'existe pas...
|

JHak ZHACT T

Un voit bien ainsi les problemes eréés ict par le concepieur du logiciel @ l'illustration

de l'intégrale par une aire entraing des problémes pour la définition méme de T'objet,
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Dans ['application Home

o " g X g

La syntaxe fift, v permet d'obtenir une primitive de f (s le logiciel en connait une).

t
La syntaxe ltftty 1 a, b) permet d'obienir | fiodt . Cette syntaxe fait perdre a I'élément dt

-]
son caraciére différentiel :
P - T i v Fi= = Fis
désormais, il n'indigue plus que la |+ g—lalgebralcalclother Pr'g:nIU‘IEI_E-ar‘ a—zT

variable dans le ProCessus

dintégration, comme on peut ke voir 'I]!'[u-sihtt:l}ﬂ { -cost1)+ 1)
: o

ci-contre, sirlt

1 .
= . .L d
Lintégrale de la fonction x.sint prend .[E{” SRR

ainsi différentes valeurs suivant la Jm(*'ﬁlﬁii}jﬂ“ sin(t)-

spécification de la variable : t, x ou w.

LAL EXACT FUHC 2.0%

La connaissance par le logiciel d'une primitive de f semble éme en général une

condition du calcul de Vintégrale... mais pas toujours comme on peut le voir ci-dessous :

2o 3 i T Fiw Fiw T Faw FE F& 1
le bogiciel ne connait pas une E- Cale[0ther|ProamID|Clear a—z_

lIEx-ain[xm}]d'x J-[x 5iHEH1m]]'ﬂ'J

ljll[x-sln[xm}]n‘u
lj{l[tan{:}-Einfxlﬂ]]ix

J F_l [t.ahl::u;i ﬂﬁfxmﬂdx
=sin{x*10),.x,."1.1>
AL il Laky ol

primitive de xsin(x"" ;
- pependant 1l donne [intégrale ;
|
| x:sin({x10)dx,
1
On peut penser qu'il identific une

fonction  impaire et =« sail »  que

Fitanm{x)
FATTIT.

I'intégrale sur le segment [-1: 1] est

riga] lee.

Ce n'est pas aussi simple, puisgque lintégrale d'une autre fonction 1mpatre,
tanx.sind x 11, sur le méme segment, n'est pas calculée par le logiciel... Les choix du logiciel

ne sont pas toujours évidents, et ne dispensent pas d'une interprétation mathématique...

Il n'est d'ailleurs pas nécessaire d'aller més o pour rencontrer des problemes de
caleul de primitive ou dindgrale, comme on peut lé constater ci-dessous :

i ; e 1] i Iy = "
le bogiciel ne sail pas calculer faf—|3c i b T rgecProgm IO et

I'intégrale de ia valeur absolue de la

[enction sinus entre (0 et @, alors

méme (ue cetle fonction est positive -
sur cet imervalle....

il suffit d'utliser ce fat pour ..J.ﬂﬁlﬁl:t}ﬂt- ¥ |

obtenir l'imégrale cherchée... II{sin{t},t,ﬁ,TﬂJ o
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Le probléeme est ici que le logiciel fonctionne comme une boite noire. 1l fournit, ou
ne fournit pas, la réponse souhaitée sans le contexte qui permet de la comprendre :
- om ne connait pas la technique utilisée si une réponse effective ost proposée ;
- le logiciel n'évoque pas lintervalle de validing de cente réponse (ainsi il propose commie

S | ; . - . :
primitive de = la fonction Inlkl, sans préciser bien siir que la réponse n'est valide que sur

tout miervalle inclus dans [-==; 0] ou |0 4==] ;
- 51 [e logciel renvoie la guestion, on ne sait pas 811 n'existe pas de primitive 3 parctic gos
tonctions usuelles, ou s'il s'agit d'une simple ignorance du logiciel,

Ce travail d'interprétation est a la charge de P'utilisatewr. St celui-ci n'est pas réalise,
Fintégrale d'une fonction n'aura pas plus de sens que le résultat d'une Dansformation
stomatigque obienue par pression sur une touche donnée. A ce sujet, on peul constater que
le conceprenr du clavier @ choisi de placer les wouches de dénvation et dineégration 'une o
colé de l'autre. On peut se poser la question @ pourguoi ne pas avoir choisi d'attrzbuer les
dewx fonctions i ki méme touche (Fone directement, nutre & partic de Potlisation préalable
de la touche 2nd). comme pour la fonction exponentielle et loganithme népérien, pour

manifester clairement leur caractire « réciprogque » F'une de Faoere 7
: 1
En_mode « calcul approché »

Celui-ci permet d'obtenir des valeurs approchées diintégrabes dont on aurail pas pu
obtenir de valeurs exactes par ke biais de calcul de primitives. On retouve ici, poussé encore
plus koin, le principe de la boite noire © en effet. le concepreur du logiciel o chois de ne pas
préciser la méthade utilisée pour ce calcul approché, L'wtilisatenr est donc comfoit @
demander |a valeur approchée de l'intégrale cherchée, indépendamment de toute évecation
de précision souhaitée, de nombre de subdivisions imposé (comme c'éail le cas dans fes
calenlatrices de la génération précédente, fonctonnam souvent & panir de la méthode de

Simpson).

Dans ces comdinons,  Nutilisatewr pewt ére condwie 3 maganer que la derniere
décimale (ou avant derniére...) est convensble. Bicn entendu, il n'y a aucune raison oue

cela soit le cas, comme on peul le vioir ci-dessous :

. o : - - i - i
I'J'::';' ““E#"ﬁlle’ﬁ C1-COMe, loues ‘EB";H'"IH ‘IE 1‘55;!"3 E-EJIL'- D’:FL'EFTFFEINIGTCIWJ.-H s

[en principe) i deux, ne sont donnécs i
gir'en valeur approchée par le logiciel, s !Fl lsinf2 LHdt %4
: . o '

aver des formnes diverses. On le voit, % |
o [ [F1sincs rat 1. 9999959730

la peecision nest pas, comme on o f
L : i : K. i T
autanl pu Pespérer. de Vordre de 10k " L} Isind5- L)l dt 2. 6000031835 _1|
17 comespondant  aux décimales FRCUFSECIURCTOPFRSRIFol

fournies par le logiciel !
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I1.4.b. Les potentialités « intégrales » d'un
logiciel de calcul symbolique.

Nous venons de passer en revue les formes sous lesquelles la T1-92 présente |'objet
« intégrale ». Pour pouveir utiliser cette calculatrice dans un cours sur l'intégrale, il faut
aller au dela : 1] va s'agir ici de présenter 'environnement de l'objet « intégrale » sur une
telle calculamice, c'est-i-dire la contribution possible des différentes commandes de la TI-92

pour donner un contenu a F'enseignement de lintégration,

Dériver, intégrer, deux processus qui
peuvent s'alimenter |'un l'autre

Mous P'avons déjl constaré - sur la TI-92, les touches de dérivation et d'intégration
sont I'une & coté de Vautre. L'utilisation successive de ces deux commandes peut permettre
de comprendre le processus qui aboutit & une primitive, & partir de la reécriture de la fonction
SCRLLS Lmee spniTe 'F{'I-TI"I'I{".

Premier exemple : ke caleul d'une -1{— lc_féEra Calc|Other Pronl0 Clear o=z

. atl . o
primitive: de 5T Puis la dérivation

. . +1 :
de celle-ci aboutit & une nouvelle "i[:+3]ix -2 Inflx+ 3] + o
E it e L =5
hn‘lllr:"l lif -l.“ fomg [iﬁdn |n“||.1:1.': Iéf:'i]r Is ‘a"i-;{ - lﬂ{l]’f + 3'] ¥ :'c] m + 1
nowvelle écriture peut donner 1'idée de L
= Pr‘wfra:[-i{-—z—é— ’ :u:] o 123 +1

la division eoclidienne qui  permet

propFrac{{x+1 ) (x+3>_ x)
ANTTTE iab EisfT FUHE 38

alors Pintégration facile de la fonction,

Deuxieme exemple : ich, les choses
o R i Y e T Fiw 1 Fhw FE F&
sepassent un peo moins bien. La J. g—|algebralCalcOther PranlQClear a-z..

dérivée d'une priminve de la fonction

B h
Ly )= redonne exacrement la fonction

il |l ”{tan{:}jz]dx tan(x) — o
intiale,

d _ . |
Clest 1o considération  séparde  des = fi[tan{ 7% (Lan(x))

d A
dhenx termes tanx et x qui peut donner " g (tan(xd) (tan(x))” + L
Pidee de o redcnmre de 1o fonction
LAD EARCT TS

inele l:teln:-c)2 = {tanx1i+1 -1

Sommes discrétes, sommes continues,
deux processus proches et lointains

Sur le clavier de Ia T1-92, les ouches | et ¥ somt au-dessus 'une de Vautre. Les

syntaxes des deux commandes sont trés proches,
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Cette proximité peut Emre  exploitde
pour redonner au processus intégral
00 caractere de somme.

La proximilé des résultats des deux
commandes  relatives aux  Sommes
discrétes el continues st en effet assez

troublante, pour des sommes fixées..,

. comme pour des sommes variables
- dans les deux cas, on trouve des
resultats asymptotiquement €gaus.

le fair de  pouvoir  multiplier
facilement de tels calculs rend possible
I'érablissement de paralléles

fructueux.

Differentes
cadres d'étude

applications,

139

Fiw

Fiw Fiw F5 F&
= f—|AlaebrasiCalci0ther |Presl0Clear a=-2.

4]
|« Eﬂ[,ﬁ] 338356
_'h;:
'[:éﬂ'ﬂ[xz]dx mﬂgﬂm
x*d . x. 0,100

b i rEw Fyw Fyw Fs F
» f—|FAlaebralCale |[Other Praml0|Clear a—z.

22 Sl s

t=0

k.
w22 .0
]ﬂ[L Jat =
J{t*2.¢.0.%x)
i 1T FUSE /0

differents

X
Alnst, par exemple, pour le caleul de ]‘{l lsin(nt)l dt déji évogqueé :

Le logiciel refuse de donner pne

primitive de ces fonctions, sous une
forme  générale ou particuliére, On
demander  unc  valeur

peut  alors

approchée de l'imiégrale pour  des
valeurs particuliéres de n,..

o sysiematiser  étude en
considérant la suite des intégrales
definie dans le répertoire suttes de
n a ACCER

coleulatrice, alorsy

¢ gutomatiguement = aux  valeurs

approchées de lintégrale pour les
valeurs successives de n

U peut

valenrs

approchées de I'miégrale pour n=2

d'ailleurs  comparer  les
aver la valeur approchée donnée dans

lapplication inttiale (cf. supra)

g+

i 7] fiw N 13
v e [ ] gebraTCalcTDther F'r'i;mIl.;l'E.lear a-z..

Ilfglg,jn{n-t:ﬂd'l; ngsin[n £ et

n - b
--Jﬂrsmu L dt [Elsms-um

ngs:nfs LHdt 1. 9999999710

ASE THACT

I.‘ﬁlﬁ&upﬁ:;; i HE;Z"EFIJ-;-} i

xFLOTSE Fi wul
+ - L 1 E]l Ei
'-_.rt Dlnnfn Lidt T 7
uil= ¥ T
e I,
ul,.::l = 4. &
uig: X 2. 0gepooz
ulili: -\.'-El‘l_ BT 1T J&EEE&EE{
nl€ny=1_99929992730347
kol Lol ALil
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O peut enfin considérer les intégrales Egp“hng
dans Papplication graphique, ce qui '
peut  suggérer  une  découpe de
Pintervalle dintégration et permetire
ainsi d'aboutir au résultat exact.

On voit ci-contre que des phénoménes

de o« compensation » peuvent

explijuer que l'intégrale ne dépende
pas ¢le la valeur atribuée & n {enter! ).

Une chose doit cependant ére claire @ les potenpalités du logiciel que nous venons
d'évequer ne sont que des vinualids. Elles ne seront pas exploitées naturellement par les
cléves @ une felle mise en ceuvre demande des capacités... qui sont justement le but de

Vapprentissage.

Ces virualités ne seront effectives qu'an prix d'une  démarche volontaire du
professeur, dune integration réfléchie de instrument dans le processus denseignement.
Clest ce que nous allons tenter d'illustrer maintenant i partir de quelques éléments de cours,

*Mw
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Il.4.c. Une introduction possible de l'integrale en
Terminale.

On exsaiera icl de faive ressorir le double varactére de Uinidpration © procédé de
o Sommmalion conlinue », processus inverse de la dérivation,

Le probléme : calculer I'aire définie par
un arc de parabole

On veut caleuler Faire A de Lo surface délimitée par la parabole d'éguation y = x2,
Faxe des abscisses et la drotie d'éguation x = 1 {on suppose ici définies les notions
de surface et d'aire).

Premiére stratégie, par découpe en pseudo-irapeézes

Chn choisit une subdivision de [0 ; 1]

e 0 intervalles damplitude  égale X

o

done i =

Le nombre A cherché peut ce

encidré par deux nombres @ S, est ko

sormune des ares des rectangles qui X
[{i+ 1yn)]

bordent la  cowrhe  «par  en
fim} * |

dessous », Ty est la somme des aires

des rectangles qui bordent I courbe

« par en dessus =,

. | 1 1.2 I 1.2 | .n-1.2
On a alors Sy = — i+ e Ee L S e
I 1.2 1.2 n-1,2

_E'HE} +..+ (=) 4 r{—ﬁ-‘,l |
-J—l.|I3|2?+ Fid 4 L+ (=132 )

=

D B micme Fagon, par simple décalage, on obtient :

" ] .
Th == {12+ 22 % .. +i2 ..+ nd).
n?
L'encadrement Sh<A < T, donne alors ¢

-!;.I 12 289 o il 4% (n - E]"—'j-:n-:-l-j (12 +22 4 .. +i% % ... +nh.
k n

n
La caleulamrice peut alors Gire utilisée I:ﬂiméﬁﬁpaic?ﬂ_ iDtFﬁ;riPPFi!HIﬂlﬂlialfﬁ a=Z.. |

pour  oblenir  une  expression

synthétgque  des deux sommumes. La

_ | : w3 _n2 ol
“ |'|.'!r-illl'5H'I L | |I|- I'I'I-Zli'!'ll?'ll.‘ CNITLIe i L 7 &

dovthle 1wl -

n-(n+ 120+ 1)
le  premier, indispensable &

E'i"i|5|'ii'|'l'{‘|' comrectement [ commande,

Einl &70g  gall
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Cette exigence de correction syntaxigque est sans doute formatrice. Ainsi les éléves
verbalisent : je fais la somnme des « | carrés », de 7 égal 121 égal n, Le retour éeran de la
question permet une vérification de L syntaxe de la question posée ;

- deuxieme travail, qui, lur, napparait pas indispensable aux &éves : la vérification de la
cohérence des résultats, Celui-ci doit e suscité par le maitre @ = lg machine gffiche des
résultats assez différents pour les dewx sommes. Ext-ce pormal ? Pourguoi un résuliar est-il
factorisé et pas Pautre 7 Que doit-il se passer st on substitne n & n-1 dans la premidre
Jornuidle © ox
Bref, l'utilisation de la calculatrice powr obienir ces sommes n'est pas un [©mps mort.

e ) s 1 n! n? n I nin+l)i{ 2n+l)
Und:h]‘l:rﬂ.:in'rn:.dun:ulltm-E.:T-T+Ej~ih=‘;n—3- 7 ;

. A g ) o
Les deux suites « encadrantes » ont méme limite, T par utilisation du théoréme sur les
limites des fonctions rationnelles. A est 4 la fois supérieur et inférieur 3 cene limite, dol
I
A= T
O pent aussi veérifier ce résultat avec la caloulitrice

: : PRI | Fi= = 1 Faw TS Fh
Notons que lon a li plusieurs rE lgebra|Calc|0ther |PromI0Clear a—z_

possibilités :

T ] 1
- on peut  utiliser e résuliat ﬁ-n-[rw 1)-(2'n+1)
I= lin z 143

synthétique déji obtenu |
- Oon peut aussi oen  revenir  §

l'expression initiale ; mais dans ce

dernier cas, la syntaxe de la commuande

est plus complexe & meltre en ogovre

Cetie synmxe confromie Féleve I des questions théoriues (rapport entre la limite et la
soimmie)  assez délicates. La relativité du caractere o variable » d'un  objet apparait
clairement : « n » est d'abord fixe, puis variable...

Deuxieme stralégie, par recours aux variations des foncfions
Méme ohjectif que précédemment, le culeul de &
A, On va faire un détour, pour obicnir plus 1|_
que cela @ on délimie une fonction b, qui
associe & tout x positif l'aire de la surface
comprise entre laxe des abscisses, i courbe
et la droite paralléle & laxe des ordonndes 2
ensemble des points d'abscisse x.

Ainsi hil}) = 0, hix) - hixg) est laire de T o

surface hachurde sur le dessin cl-contre el on
recherche A =hi1).
Avee une strtégie comparable G ocelle de lo gueston préceédente. on encadre

hix} - hixp)l On obticn sans peine pour £ > g, lon adaplera pour x < xgh.
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(x - Xp) X2 < h(x) - hixg) < (x - xp) x2
C’e qui peut se meltre sous la forme (avee x > xp) !
hix)- h
xp2 < (x) {:'r.[:.jl{ 2
X - X

Quand x tend vers xq, il est clair que x2 tend vers xg?. Le théordme des gendarmes
hix) - hixg)

e % y.
X - XQ) exlsie e el M=,

sappligue alors : la limite d

Ce qui prouve que h est dérivable et h'(x} = xZ.

3
Ainst, h est une primitive de la fonction « camde » ; h{x) =53_.+ k, comme hil}) = 0,

3
on i k =1, Pour finir hix} =%—ct on retrouve bien h(l) =v!7-

On a méme plus, puisque pour tout % (positif, pour le moment), on a Faire comprise

entre 'axe des abscisses, la parabole et la droite ensemble des points d'abscisse x.

Cette introduction a permis de voir, sur un exemple, le rapport entre
calcul d'aire et recherche de primitive. On va le reprendre dans le cas
général. A Vinverse de la démarche suivie dans les exemples, on va partir

du caleul des primitives, pour en arriver au caleul d'aire un peu plus tard.
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Il.4.d. Eléements de cours.

Definition

endre a el b,
s b

Notation : | fix) dx = [Fix})] = Fib) - Ffa).
A Al

Remargues sur la notation,

Soit I une fonction continue sur [a ; bl. On sait gu'elle admet une
infinité de fonctions primitives, délinies « 3 une constante préss.
Soit F une de ces fonctions primitives, Le réel Fib) - Fia) ne dépend
done pas de Ly primitive choisie. On 'appelle intégrale de la Tonction T

* Sur la forme « somme de fix} dx » : cely ne peut se comprendre gu'en référence au

caleul d'wire. Dans lintroduction de limégrale, on o sommdé des aires de rectangle ayant

une base de AL et une « hawteor » de fD (s on assimile ln fonction, sur un intervalle

o petit » & une fonction constante), On effectue alors Ly somme de f{t).AL

Par passage a la limite, on en arrive 3 L somme de fxidx, De lo méme fagon, dans le

caleul différentiel, on passe de Ax i dx. Cette notation se comprendra mieux & travers les

premiers caleuls.

o L'élémemt différentic] dx indigue quelle est la variable considérée. Son rile est rés

unportant ; sl v a, dans lexpression de ln fonction, plusieurs letires, il faut bien savoir

quelle est la variable, et guelles sont les constantes ( pour le caleul de 'intégrale. )

Premiers calculs
Lex grercives xont fraiies soivant dewn mogalinds

- machines fermées, on calcude puis on vérifie |
- o calvide d'ahord avee la meeline puls on eisaie de retroaver Uorigine

i peésidiar,

Premicre modalitg, Calcuoler, puis vérifier avee Ly machine ;

| N ! T
I oeleh : | evdn : [ et : | ssimtdx
0 i i i

| 1
I sl e o I ssinl ¢l
il ii

Deusieme modialitd. Obseiver un résolinn donmd par I woachine pois retrouver son

« historigque ». c'est-dadie le processus de sa Tabrication. 11 s'agit de « remonter
la chaime de Falwication =,

I x
— ] x.

I, Calcuter : Im:-l T

o
oo l".':!]-'.':llt'rzf L du,
i



Eguiipre Analvse

L'exigence syntnxique de la machine o
un cametére  fonmateur certan.  Les
éleves dotvent distinguer [y fonclion,
la variable, les bornes : on peut Taire
Ihypothése gue loubli dans  les
copies de ['élément différentiel « dit »

ST |'||Hﬁ THRre:.

Dievisidme nwclalité,

1. On voit ci-contre qu'on a ablenu
SUCCERSIVENIENI |
- I'mégrale demandée ;
- une primitive de fa fonction ;
- o diérivée de cette primitive, gui ne
reclonne pas ka fonction de départ sous
la midme fomme
i peut alors mepartr’ duns auvtre
sens, i condition e savanr 'L‘?'i|:|'i.3'i|.l.'|'
convershlemient coy résulions |
2. L'histonque m'ext pas  woujours
ausst factle & retrouver: 1l faur metme
en ocuvre il d'autres mécanismes de
recnmiissnee e fomme oo e g
vatepedle fn o B on
- esl une primitive 1|l‘%‘.

cebn pewt daire Pilee décnire L
sinx
cosy’

fonction tngente sous l forme

stannulant en o,
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i Fiw Fiw | Fuw F5 F
- E lgebralCal c|Other |Pronl0|Clear a—2..

'Jé[fLJdL =1
-Jé[fujdu e=1
ujé[e“].ﬂ_ 4

"Ié[x-zmitﬂdt { "cos{iy+ 1)

&x‘isin(t}:t%ﬂxi} .

-IE Al E:n:-Er'a slc|other F'r'g‘hlﬂ Cl \!‘ar‘r‘i a=I.
I/ =
THERA
1IJiH:1]ﬁx “Tn(lx + 11) + 5
F%{ 1A ) + 11) + ] E-TII*IL
" InCabs{x*1d>+x, x|
=il kil EXRCT TUHE 1730

Faw Fhiw Fia

Fiw 5
CalceOtherPronl0iClear a—z._

laehra

n
ll[_:lT btan(=la x (2
® [ Lantxidx -1n{|cas(x)l]
« L[ -1n{lcosxl)) tan(x)
T T I

{conscquence nmmediate de o définition de Niniegrale).
Soit § continue sur [o 3 b], ¢f ¢ élémemt de [a

hl. Alors la fonction F,

A
définie sur a3 b par Fixy = | 00 dt est Punigue primitive de 1

L

o
Applhication : une poovelle nogaticn de i fongcion logamthoge < ns = '[ll_l“'
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Exercices
Pour terminer certe partie, on propose différenty evercices de mise en pratigue en
rappelant qu'auwpll Iowe « manoeivee s dintégrarion, if feue veifler g ce que ley
ohifers manipulds aient un seny. Powr gue Uintéerale soit calculable. i sieffie que ka
fonction soit continge sur lintervalle iintdpration,

L. Deéterminer I'unique primitive de la fonction gui 3 x associe | x |, nulle en (),

I |
2. Caleuler | — dt.
212 - |

Pour Mexercice |, deux problemes :

L R . Fiw TE
un probleme de symaxe. 1l faut J5 0 lgebra Calc|obher Frgh];l::l lear a—z.

distinguer Iy variable d'intégration et

I bome varable (on a choisi ci-contre

kv lettre p. inhabiteelle, pour bien hJT[%]“ lw{xl

insister sur 1 relativieé du choix) - i
Fa Bt

b
un  probleme  danalvse  du "felpldp 5

résultat. 11 fuut bien distinguer deux | Cabs 0. x>
L5D CaAgY T RFTET

L [RaE comprendre.

Propriétés algébriques de I'intégrale

3 R .
Par application directe de la définition de Uintégrale, on dispose des
propri¢tés ﬁunantea |

f My di =0 : J' fidt = -J fit) di : J' fit) di =I Mty di +J i) di,

El cela quels |:|m: t.::utnt les rm‘:h a, h et 4. Jppd!‘TE!l{ll'll a un mn:n.all-’.'
de continuité de la fonction T,

Remargue @ cela rappelle les propriéiés des vecteurs -
— i b -0 . L. -
AA=0;:AB=-BA;AB+BC=AC

Exercice

1
Caleuler J'“ (2-tl+0 -0t

La caleulatrice donne I valeur de Uintéerale ef 'expression d'une primiative.

1'1]

Mais, pour comprondre ¢ gqui s ng@br-a Call: ﬂ!‘_hep— r‘ghll:l C]_E.a,r'\- a-r.,

palsse, o @ nerel § décomposer le

(12 =t +11 = 41)dt 3

vileal en  unlisant 13 reladon  de ]
Chasles & nide des imervalles o on |

(1z= 4 +11 - ti)dt
C (L=2)-1-t+2 (t=1)1-t+1
villeurs  abs=olyes,  Cesi-b-dire sur 5 i 5

[0 L[ 2] puis |2 ;3] lff'ﬁgahsfz—thahtgﬁ —t), t)

vontrle  le signe de Uintérieur des
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h L] I
[ tafit)y + Bgiy dt = a | Ko de+ B git) o
il a a

Exercices
On pewt proposer comme applications immédiates des exercices portani sur
Cintégrale de polynames ! puix des intéerales de fonctions demandant une certaine

Frermeaformmarion.
oy 4 | L
| s LA | (tanu}2de i | ——dx | dx
0K+ il i g4 et

Les observations des intdgrales ou des

primitives données par la machine ne

renseignent pas immédinement, 11 4
refléchir un peu.., | J [[ tand=)) E]d‘: Lani € —
i ) 4 1 7 . 1 1 L

P Lne promutive  de  (lanx-  est -Jﬂ[ ¥ ]ch: lnf—t = l_]+ il |

fanx - x, cest gue iy dérivée de anx i
- X
xest (flanx)2 + 1 - 1, .J[e“+1]h nle*+ 1)+

I suffit done de remplacer (tanx )2 e IJE ! Ale*xd+l) o I
I [ LT

ftanx)> + 1 - 1. et le [Our &5t joue,

Intégrale et calcul d'aire
i saeil de pendraliser o oo gl a é¢ v dans lintrodietion

Integrale el aire du domaine défini par f continue et positive sur
[a ; b]
Lag notion d'iire est supposée intuitive, basée sur Faire des rectangles. On se situe i

dans un repére orthogonal, pas nécessairement orthonorme.

T

Le domaine délimite par I continue el positive entre a et b est
Pensemble des points M de coordonnées vy} telles que a = x = b el
<y = fix)

Conmne dans Vinteodluction, on défingi hix)
comee Eant laire du domaine délimité par £ gy
entre et L O oblicnt sans peine W{xo )
hix) - hixg)

LK) & = B[ X},
. LTI

: i T ()
o) et M Sl les miminim e s i)

de I sur Fintervalle [C 5 x| (la fonction f &am

contnue, ces objets existent bien),



45 Equipe Analyie - IREM de Monipeiiier . 1908
CQuand x rend vers xp, pour des raisons de continuité aussi, mix ) et Mix) tendent

x) - hix
vers fixg). Par application du théoréme d'encadrement, I limite en xq de hi J : -.r.f[:. i) -
fixn). On a ainsi h'{x) = [{x), Comme hia) =0, h est Funique primitive de [ qui s'annule en

i Par application du théoréme 1, on peut affirmer que : hix) :r finy di. L'aire cherchée ext
a3

h
done hib) = | fto) dr.

L'aire du domaine défini par f continue et positive sur [a ; b],
exprimeée en unité¢ d'aire, est frl'{lj dt.

Altention ; cette aire est exprimée en unité d'aire, I'unité d'aire étant définie comme P'aire du
“ rectangle unité », basé sur les segments unité des deux axes. Alors que Fintégrale est
intrinséque, l'aire est lice au type de repére donné, Ainsi, si l'on veut calculer une aire en
cm?, suivant les unités choisies, il faudr utiliser un coeffivient comecteur pour passer de

Piire en « unité d'aire = 2 'aire « encm? =

Applications ef exercices

k.
1.« Visualisation du logarithme » : .[I :- .

2. Caleul d'aire et asymprote
. . . o . . ]
Soit Adt) et B(1) les aires des domaines limités par les fonctions 3 &l —5entre |
K=

et 1. Calculer Al et Bty et les himites quand 1 end vers e,
On demande d'abord un caleul sans maching, suivi d'one vérification (aucune
difficulte technigue, ou nécessité de conjecture, ne justifie ici Futilisation prélable

dunc calculatrice],

|
- s i i =
3. A partir de considérations d'aires, I:i[]f.'llh:FI_l |-x< dx
!

[. Cest 'oceasion icl de montrer e

calcul dintégrale dans  'application ll. ;.._iaizn; nmiTric.EFtElgr‘aﬂh]’ﬁath|D:"';Hiv| |

graphique, associé au hachurage de

liire correspondante. Attention
-1l sagit de caleul approché |
- be domaine est hachurd, méme si la

fometion n'est pas positive |
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|

E
2. 0ma: A= II % dx = |Ini:4;llI = Int. [¥odi [a limite de AL en 4= 51 +==,

I, B /
By = 1.‘;—1

b5t l e
dx = | -';II g +1, DV'ob la limite de B() en 4= es51 |,
Bemarque @ des phénoménes asvmptotiques apparermment proches ne se mraduisent pas
semblablement par des « fermetures d'aire & l'infini » !

I o i FI® 7 FN® T
Vérification machine. lelothar Framiol
1

Celle-ci pewt  prendre différentes

formes, comime on le voll ci-contre,
Les  syntaxes  pouvent e asser

complexes, posant & noovean e

probleme des rapports entre limite et

SAMTITTINS,

FUME 3730 BALT

3. Le caleul maching de Vintégrale ne [V = lalgebralcal c|other Pranlo lear a-z
pose pis de probleme.

L'imerprétation  est plus  délicare,
surtout s1 Pon regarde I primitive .Jl |1 - w2
)

n

]

sugireree !7
--Imn initx) + 2 {HE . 1]

Il faut bien servee alors fes conseils de 5 5
|'Eqomee CJ{1—x"2) H.:'TI
& TTRATT: B 112 A T T

Puigu'on parle de considérations d'aires, on peut construire la courbe de la fonction

envisagée sur | ; 1. Eventellement sans calcolatrice, puisque 'on sait gque ¢'est une
fonction décrossame (par composition de fonctioms), de dérivée nolle en () (puisque cest

une fonction paire, dénvable en (), sa dérivée ost nécesspirement impaire et nulle en 0), avec

une tangente verticale en 1, pour mison de limite de dénvée en ce point.
-

Vrification  maching, On a it "-

npparaitee L courbe sur [0 1]

a3 gauche dans la fenétre [ 11104 1]
- vdlrte dans un repére orthonormed,

e non contact, dans s deuxigme

Fenetre, emtre lo coarbe ¢ Paxe des

ahscisses peat donner liew a4 d'oriles

BEDEASCT  Ghatz FUNC BAIT

disvussions..

Lintérér du repere orhonorme est qu'il mdigue davantage Nidée du cercle. Clest une
ilée gl peut venir ausst du croisement des résoltats graphigues ¢t du résultan donné par
machine pour Fintégrale {« il v a 7, le cercle n'est pas loin »), En effel, par lévation il
carre, on i bien 'éguation d'un cercle, d'olb intdgrale, égale au quan de aire du cercle,

Ceci ne dome pas d'indication pour le caleul de primvitives, ous cec est une autre histoire |
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Cas ou f est négative et continue sur [a ; b]

O appelle alors domaine délimité par 1, continue et négative sur |a ; bl, "'ensemble
des points M de coordonnges (x,v) telles que as x bt fix) <y =0,

O pose alors g = - £, Ainst g ost positive, et "aire du domaine délimitd par g est
egale. par symétrie onhogonate, i Paire du domaine délimité par £, Le théoréme précédent
sapplique & g- 51 on appelle A V'aire en question, on obtient ;

-

Si T est négative el continue sur [a ; b, "aire du domaine délimité par

h ]
fest: A= pihdt =] -(F(O]dt=-] KO dt( par linarité).
i i i

Eemargues

e |aut-il le répéier, une aire est toujours positive. Attention aux résuluats de I caleularice
qui, dans Papplication  graphique, donne  des résuluts pour  'intégrale qui ne

correspondent pas towjours & l'aire du domaine hachuré.

..........

Jfixidx=-. 1550753
I TlHC pari

& Atention § ce qui se passe s1 la fonction n'a pas un signe constant... Dans ce cas, si on

venl faire des caleals d'aire, il fant décomposer N'intervalle dintégration en intervilles oi

on conirile le signe de la fonction.
Casouf=gsurfa;b]

|a forction g - 1 est alors positve. L'iniégrale de (g-11 entre a4 et b donne Iaire du
domaine delimite par les deux courbes (aire exprimée en uniié d'aire).
Déémonstrition ; on utilise m, minimuom de { sar |z, bl On a alors

1 I£] 1
f (g - D)t =] (it em) i - rif{lh smpdh .
& ] 1]

O conclut i partir de considérations d'aire (les deux fonctions intéerées som bien

powitives, do fant de Vajout de m)
Exercices

| Maontrer que les deox paraboles d'éguation v = - %2 + 3 + by = x= + 3x -
L6y délimntent une « bonele < Péerminer ame de By booele
2. Les fometions puissances <%t x10, pour a > 1, déterminent une boucle entre 0

er [ Determiner o pour que Fare de cette boucke soit égale i k.
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L. Les deux coefficients du terme en x2 étant de signe contraire, les paraboles sont de
« vonvexité opposée », Comme elles se coupent en deux points, elles déterminent bien une
houcle.

La calculatrice joue ici un simple

role d'appoint, aussi bien pour la

viswlisation des courbes que pour le
caleul exact de 'imégrale,

2 My a Ba quelques considérations implicites, que la résolution devra écluirer & si a
mest pas rationnel, les deux fonctions devront 8tre prolongées par continuité en () L quant &
k. il est nécessairement dans Fintervalle |0 ; 1].

Le calcul, i la main, est fait sans
difficulté,.  Clest  la vénfication .IE H]gF:-Epa c,?['t_ thar F‘r‘\-rg!';\lﬂ E]earzia—z...
machine  qui - réserve  une  petite

; Ry 1
SUrprise - ogue vient faire une limite 1
B dgx

oy o

1] ¢

o roison en est claie -Apres

réflexion- : les fonctions « puissances

réclles » ne sont pas nécessairement

définies  ©n #fro,  m MEMme

profomgeable par continuing,

On peur alors fuire ke caleul de Timie, |.j iiig]geh,«.aka]:_ g{ﬁ;plppgnlgfc]ﬁ.;pﬁa =

quio ki one pose pas de problémes

particuliers. .,
Ot reformuler  la question,  en

a—1

a-l-l

inciquant [ précision contenue dans -
wd - du|az |

Vénonceé : In puissance a cst supérieure

(x~C(l/a)-x"a . x, 0. 1%la’1
TR

il
BT TUHC L3e

O retrogve alors le résultal ealeulé
aih L mamn e

k+1

-1
I reste & résoudre U'éguation e K, ce g donne sans peine a ok

La consudération des résultns ci-dessus donne les conditions pour que les objers
wient un sens -k est une aire, done posinf, ainsi a doit #re supérieur 4 1 (ou inférieur 4 -1,
iy afors on aurait un probléme de prolongement par continuité e la limite émdide ci

dessus ne serat pas finke ! ). On trouve de méme gue k doit étre dans 012 1],
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. p— 3 ;
Un petit coup de vérification : avee a = 4 on trouve k = =06

L'aire du domaine déterminé par I

premigre fonction entre 0 et 1 est 00,2
(valeur approchée, puisqu'on est dans
Iapplication graphigue).

Pour raison de symétrie, Paire de ki
nausle ot ] = =0y 6 FEOXYdx=.2

Le compte est bon, Ce gue 'on h_
] 2 BAL CRReT ToL

peal vérifier, en mode exact, dans

Fapplication Home,

Application aux fonctions paires, impaires, périodiques

-4l
Soit F impaire, définie et continue sur [-a ; al. lia) = | [{t) dt = 0.
=k
o
On a sans peine : la) = [ fio) di = Fa) - Fi-a) (en notant F une primitive de ). En
il

dénvant, on obtient 1* (a} = fla) + f(-a} (anention & la dérivation de F{-a) : il s'agit d'une
lonction composée | ) Puis, comme [ est impaire, 1'{a) = fia) - £ {a) = (. Ainsi | est une

fometion constante. DVof, pour tout a, I(a) = K0 = ()

Soit f paire, définie el continue sur [-a ; al.
n b ] i

Ha) = | Ft)dt =] fit) di + Ji{r fit) di = 2 In fit) d.
- o5

Soit [ continue sur R, de période T. On a alors, pour toul a réel :

JJr baT
fit) dt = | ;o di.

At

Exercices

1 )
J]. Fith.'u[-:l'_[ | i wimwe oy,

n
[2.{‘:|Em.rlrri,-.=fl Isin(neil di.
i

i Fiw FIw T FH¥ F F&
*E BlaebralCale |DLher PramlD|Clear a—z..

1. Clest évidemment 0, pulsque b

fonetion & intégrer est impaire,

Notons que la caleulatrice le reconnait & { 3 ]
s

aussi, mais quelle ne connait pas de ['a . sin(x)jdx E |

prirmitive de cetre fonction,, L-er'“z-gin{w}]ﬂx ”51’:1{::}-.? 'xzin‘.n

T e " x*2)%sin{x) x)
| Y RAD ERSCT i
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Fiw -

- [— Zoom Tr‘l-e:-il EEPEF‘I‘I Hal.h I:lr-au - F-""?

Résultmt  confirmé  aussi duns
application graphigque (avec

visualisation & la clé),

Mais attention, il s'agit ici de valeur

approchée !

T Cxd==0,
| =TT EAD Laeil EEHL —EATT

2. Petit probléme : la caloulawrice
refuse de donner une réponse am en l,1{."3inlq;;raic:-.:'r.;intrﬂ;r il-"‘r'gnll.'.liﬂlearfi 3~Z..
mode  exact qu'approché  pour n

1.]11:‘I:.‘1‘.|riquc. .J.I; [sinfd L3 L J.gls;i.mq-tjld't

Pire, méme pour des  valeurs =

o 4 ; = sinfd-tHdt 2.
particuliéres de n, on w'obtient pas de IU' "
valeurs  exactes.  Les  valewrs |= I; Isin{3 Lildt E.GEJEEIGEIEEJEL

E.0_m)
Fil8s

approchées données par I machine EEV TG Ia P Y]
2 TN

sonit 2 { pour n = 4), un peu plus de 2
pourn = 5., ¢te, Que faire

Du désordre apparent, il faut armiver i

extraire une cohérence

“ulmfsing =}

por m= 1, une arche de sinusolde ; yZ=lsini 2 xH

- pour n =2, deux arches de sinusoide ; "33:"‘”‘ =%
= = 5 H5=
pour n =3, ele. g?:
l"‘l L

I suffic peut-ére d'intégrer « pour b=

une seule wrehe » 9 +0
ST T

TR

Et pour cela, on démontre que ln fonction est périodique, de période —. Ce qui est

et < | sminon i:»:«-ﬁ-b I=lin{ nx +mil= b sio0{ nxdl = Isin ¢ nx)l

Lintervalle d'intégration contenant n périodes ;
LT

kT i
i = JJ:.!leIII'Il:Il dt=n| _ sanint) dt=n|- o eos |:11|:Ir =-|cos®-cos(if =2
i L

. . £ Fiw Fiw Fyw ¥

L valeulatrice  veut alors  bien '!I'—|ngeb-*.:|.[ alc|other Pramiolciear a—z.
FErongre
Matis reformuler ki question a exigé un
détour théorique qui n'est fen d'autre % .

; o . " sinin Lidt =
quun  retour aux fonctions de ] n

"cosin-t

référence  « valeur  absolue s, e |*rsinin Lidt +
« Sinug » JCsinin¥t) tJ i

EED Faai] [ TR TYi ]




154 Equipe Analyse - IREM de Monipellier - 1998
Intégrale et relation d'ordre

On retrouve ich, d'une autre fagon, les résultats établis au ¢ si £20,eta < b, alors 1
b
= | fit} dt est une nire, donc I est powsitif,
]
Intégrale d'une fonction positive sur [a ; b]

Soit Feontinue et positive sur [a ; b], et F une primitive de f, On a alors -

3] b
f_ fity dt = [F{1)] = Fib) - Fla). Mais f est la dérivée de F et T est positive. D'ol F est

croissante et, comme a < b, on a F(a) < Fib). D'ai Jh fity di = (1L
]

L'intégrale de a & b {avec a < b) d'une fonction continue el posilive
sur [a ; b] est un réel positir.

Attention aux erreurs psuelles ;
Fhypothése a £ b est essenticlle ;
- le théoreame 3 n'admet pas de réciprogue. Une fonction f peut trés hien avoir une
sitive sur toul cet intervalle,

mtegrale positive sur |a, b|, sans &re clle-méme

Amnst la fonction e* - 1.7 est « plus

longtemps » négative que positive sur
[0, 1}, Et pourtamt son iniégrale est 'L;ia GO dx

positive sur cet intervalle, =271 1
On « voit » bien les compensations, é?”"”“
en terme d'aires, qui donnent ce 018281682845

résultat et que l'on retrouvera quand | C91 QDL %, D 1T:'l .
fio cia; 1T ZT T —

on parlera de valeur moyenne d'une

fonction,

5i une fonction est continue el négative entre a ¢l b, a < b, alors
Pintégrale de [ entre a el b est négative.

Si, entre a et b, a < b, la fonction [ est inférieure a la fonetion g,
alors Uintégrale de [ entre a et b est inférieure 4 Vintégrale de g enlre

a el b

Inégalite de la moyenne

Soit £ continue sur a3 b, avec o < b (inépalité stricte). 1 existe done m et M,

minimum et masimem de £ sur cer intervalle,
Pour toul tde fa ; b, ona done - m £ f{t) £ M. Par iniégration et application du

cornllaire 2 du théoreme 3, on obtient :

I h ] ]
| mdi<] fode< | Mdr, cestadire - m (b-ay= | (1) di= M (b-a),
. | il d

H]
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Ce que l'on pent écrire aussi @ m -::b—r—- I fie) di = M.

kY

b
Soit f continue sur [a ; bl, a < b. Le réel ]_,I—I | Fity dt est compris
i

entre le minimom ef le maximum de [ sur cet intervalle.
Définition © ce reel est appelé valeur movenne de sur [a ; bl

Remargues

* 1. Cetie formule traduit une extension de la définition discréte de « movenne
arithmétigue » au domaine continu {une centaine prudence s'impose, 4 propos de cette
remargue | le rappont entre ¥ et [ n'a rien de trivial...)

e 2 Cene inégalité, résultat fondamental du cours d'Analyse de Terminale, n'est qu'une
autre version de 'Inégalité des Accroissements Finis, autre résultal fondamental, 11 suffit

pour cela d'appliquer 1'TAF i s fonction b ; x —-irfI (1) ch.
]

= 3. Signification graphigue pour une fonction positive : 'aire du ml:'ranglf de base ( b - a)
h

et de hauteur y = ﬁ [ ity de est cgitle dvidemment i I fit) dt. le caleul de la

L)
moyenne réalise ainsi une rectification de la courbe. On « rabote » les sommets pour
combler les « fossés o,

Ci contre la courbe de la fonction [2 £ lZaom|Tr ace|ReGraphlHathiDr sule

ginus sur Finfervalle [0 ; =), La valewr
A
|||||||| || ‘ ‘ HI‘I | H”hl ||| |||| “‘ul m”h" ||||||n!.||

de Farche de sinnsoide. ETT: RAD BATD A TS I

movenne  de la foaction  sur cet

SECuddu=2,

b =
intervalle est = . Liaire du rectangle
r

hachuré, de base m et de havteur b

valeor mowvenne est précisément 'aire

Exercice

Prowver que la valeur moyenne de la fonction exponentictle sur |a; b] est égale 4 k

pente de la corde passant par les points dabscisse 4 et b

Intégrale et valeur abscolue

=i f est positive sur Uintervalle [a, b), on o sans peine :

b
O fd =1 16 de
a B
- si [est négative sur |a. b , on obtient le méme résultat, En effet :
b } b . B,
| lii1:|..:}|=.r ftodr=- T finde=1] fodel

A B i a
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- 5i f n'a pas on signe constant, on décompose l'intervalle [a, b] en intervzlles oi le signe
de [ soit constant, Par exemple si fest négative sur |a, ¢] puis positive sur [¢, bl, on écrit ;

h 1
I fit)de! =rf fie) di +f’ {1} di | par application de la linéarité de l'intégrale.
Puis | fydt +1 fdt < 1 fwdui+ g dl par inégalité wangulaire.
] < A £

Et pour chacune des intégrales, on peut appliguer I'dgalitg précédente. D'ol, pour
fimir ;

h
1] fitydil < J11 Wil d.
] ]
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Limite de la «

Soit Sp=1+5+%

O constale que ce probléme, qui o
posé difficuliés
I'histoire des mathématiques et gui cn
pose pour les éleves en péndral, Liisse

guelques duns

Ia calculatrice « perplexe ».

M1 réduction des sommes particlles, ni
indication de In hirmite, guelle que soit
la syntaxe de L question...

On peut faire alors quelgues sondages
en mode exact ou approchée. Une
valeur approchée de Sy est 5,18,

St on prospects pour de plus grandes
vialeurs de n, ceci devient rapidement
coudteux en rerme de temps !

On constate cependant que le mxxle
exact est beaucoup, beaucoup plus
long que e mode approche.

Par ailleurs, la croissance de L suiie
est extrémement lente. L'observation
permet-clle de trancher entme |imite

anfireee et ogte fee

Lin déwour théorigque s'impose.,

serie harmonique »

| L .
g TG = Quelle esr fa limite de cente suime ?

[FLd Fiw I
| » {— Algebra|Cal cgthEiﬂEr‘ngDIDlear a-z.
T 1 |
f= E au o
1= i i=i¥1l'
5 & .
i 1
[ {u_] %
i=1t" =
i 1 | 2 TR 1-.
" lim [T] lim 3.
| Avrej=1- n+*® =1
RimitC2Clrled l nl n o)
fa= I b
-r{'— nge-]:ra Calc DU::I“]]:FQHIQ Iear a-r_
[ OO
» 2 bl
i=1

14456636279520351 160221518043510413 144 e,
Z7BEE 1500918845908 5B1352357412492142

5. 18737751764

F(1/i,1,1.100)
l_{— ngehra Ca !'l:. lel"!n;r' Pgmlﬂ lear‘ a=7

Lag ]

= E

i=]

SRR 2 ATRIOASS9] ﬂ‘-‘lEEE“:EHE'E’H‘ELQ
FIZEBES 2V ARESO9I0ST 16638415571 42?292(

100
= T ] 7. 48547086055
'fr. 1,-—*1 i.1.10607] B

i3 : i 1
Chn peot penser & mirodume In fonction T on

retrouve ici les rippons complexes entre domaine discret ef domaing comtinu,

Cn « voil » ci-contre que ¢

q
I hl-+—l~;»fl fteh d.

273

Ce que lon peut généraliser sans
dilFiculd.

H"
- EfaTelt

Tr a-:‘-a-g graphgra;’rrhiﬂ:-‘;uiv {5? H?
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v

--r_..
i}
=)
B

Pour tout t de l'intervalle |n ; n+l|, on dispose de n < 1, donc %

T = i+l ] +1 ]
application du corollmre 2 ona ]J —di. 2 ]J1 T:tl.
]!

n

Le calcul des deux intégrales donne #33 In {n+1}) - ln n,

Il est évidemment décisif ici de distinguer variable dinégration, 1, € constante, pour
lintervalle considéré, n. L'utilisation de la caleslatrice, par Fobligation de syniaxe, peut éire

ot @ fait wtile.

rﬁﬁ Vi TFJ*T er 33 T F& ;|
= f—AlaskralCale|Mher|PronI0Clesr a-z_
Le rsultat est obtenn pour  la

premicne intégrale.

o (e :
1 ) n h n
Pour la deuxieme aussi. Cependant, ke ;
LSfntifa In+ 11
résultal pest ée simplifié, en tenant I Jn [T]‘H’ In il -
compte du fait que n est positif | Jelrst, t . n.n+tl)
RAD TRRCT TUNE ZOT  BeTT

F I i
Par somme, on obtient alors | + 54 =+ . + =21In (n+l},
- - £

Dodi, par application, des théordnes de winoration, la limite de 5, égale & 4o, On a
aussl I une idéde de la vitesse de divergence de cette suite & partir de quelle valeur de n
est-on s0r que Sy sera supéricur & 1000 7 11 suffit que In (n+1) soit supérieur & 1000, c'est &
dire que n soit supérieur i e -1 Cela fait évidemment beaucoup et est un indicateur de fa

lenteur de divergence de celte suite.

La caleelatrice veut bien  donner une
- . - - I.|-|
valeur approchée de el - 1 mais TLE Algebra aiIJ: DiherPranlb|Clear a—-z.

refuse de donner ung valeur approchée

de la suite & ce niveaw. w1860 _ Lloee_
Il est veai que cela ferait beaucoup fe 1000 _ 1.97007111402e43
dopérations...  Le temps de calew] | 1.98 1039 1 1.98e34

- i a s 3 _ —
nécessaire, méme avec un  milliard =11 {1] i= [ i

=

i .
dopérations par seconde, dépasserit |E41ls1,31,1,.1.98%10*34
L TTRATI4 Ii'u_u>I.l£’5 BATT

« l'ige de 'univers »...
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Une suite d'intégrales

2nl
2 dx.

Frude de Ta suite d'imégrales définies par I, = f l
0 x24

Observations, conjectures, preuves.

Lilisation de l'application initiale : et ln1gebralcet o |Dthepipr‘gn I g||;1£.a.-fr' a-z..

- le calcul de 1y ne donne rien avec

avec la caleulatrice. |. Jl [ L2n ] jl [ I_IE-n]
' . = g d x ——|dx]

i i ] o Bl 5

o pc:..:t alors observer I'évolution de = e al %2+ 1
la .‘ill-H'l:, en domnant 4 n e o1 y (2
suceessivement les valeurs 0, 1, 2, 3, al x2 +1 o 2
4. TCx™C12/Cx"2+1) . x. 0,1

On peut mtionaliser le procédé en lJ 3 dx|n=¢8 1 2 3 43
by . CJ I T o

defimssant une liste. { Inf(2) (In(2)=1) 2:1n(23=1 (6
Ci-contre, In machine donne  les 2 z 4

E : i Z'n+1
valeurs exactes puis approchées, de I, |a "2— dx|n=¢@ 1 2 3 43
Bl x<+1
== 2 H .
pourn =0, 1,2 3 ct4. CpAES73590274 15342640572 _896573)

On pewt amélivrer la collecte des

résultats en utilisant le répertoire suite | 1, 2n+1 53
et en considérant une wble de valeurs, [ Yi= 5 dxfi, . 19343
L 2 09857
i i 0 . D7O05
On n's bien siir ic des valeurs | Yids £ a2
: i bi b gue des valeors "-‘E: 5 _13:5%_
approchées mais les conjectures sam | “ud= 5 03624
— -
ut €tre plus aisées sous cete forme,  [n=0.
e F B LHALT F{ (- EATT

On a bien Fimpression que la soite est décroissante (et positive, e qui parait bien
naturel). On peat, pour comprendre ce qui se passe, observer la situation graphiquement.

Dans le répenoire fonction, on a
detint, a lwde dune  liste, les |:’f::l:;n Frl-;i.:EH Eranh[ﬂath D:'LJNT";I:’?

fonctions, pour n entier variang de (3 |="07%
petn+ ]

4 ' b [n= <ok
: | KE+ |
Les fonctions  obtenucs  semblent | 942

- . - 4=
croitre de 0§ ), 3 el « $'Ecraser sur 33:
* k . WhE=
Faxe des abscisses », ce qui permel W=
d'imerpréter, en  termme d'aire;  Io

i AP LXec

décrpissance de La suite d'intégrales.
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La suite semble bien décroiire. Une question se pose cependant concernant sa limite.

le tait que ta fonction reste « accrochée » au point (1 ;il,-J peut sembler problématique. La

suite, dans ces conditions, tend-elle vers () 7
Pour aller plus avant, on peut éwdier théoriguement les questions soulevées par
l'observation :
- la suite est-clle vraiment positive ? Il suffit d'appliquer le théoréme 2. On intdgre, entre
et 1, une fonction positive,,,
- ln suite est-elle vraiment décroissante ? l[_'.‘iiwiiqumnc nt, on évalue :

I x2n+."- _,-‘EII.+1
lhet - la=
n+l n f“ 1:3--I 'I.p 1.;
" o Iﬂ”l;x—-n
O utilise la linéarité de Vinégration ; Ly, - Iy = L _-14-_!__ dx. La fonction a
X

intégrer est négative sur lintervalle [0,1]. Application du comllaire 1 ¢ conclusion : la suite

st bien décroissante,

Si on dispose du théoréme sur les suites décroissantes minorées (c'est le cas en TS
spécialité math, ce n'est pas le cas sinon), on peut conclure ici & la convergence de la suite
vers un réel positif, Mais, méme si on dispose de ce résultnt, on peut aller plus loin, en

cherchant « & quelle allure » la suite converge (et vers quoi...).

Que ferait un « expert » 7 11 rechercherait peut ére une relation de récurrence entre
Ine1 et 1y, par exemple en fisant vne intégration par panies. On ne dispose pas encore ici du
théoréme d'intégration par panties. On peut alors aider & la formulation d'une conjecture ;
- en calculant les premiers termes de la suite
- en proposant de s'inspirer du caleul de Ingq - Iy pour rouver une relation simple entre
lnt1 et by L« 5 on remplace - par + on a une simplification intéressante... » ).

& |
1 Few an Faw T B Fi
- E lgebralCale|OLher F'r*-ghIﬂk'lear a=r.

Le caleul de 1y peut tre assisté par la

machine qui donne une primitive de Ta

; 1 : Ini2
fonction [= L:I [:1{2—141]“3 =
o [[—2—ax An(x2+1)
Le lngurithu?e peut faire songer alors & %L+ 1 2
L I'nr'rnn:%. dllnCx"2+12-2, x|
iw Fiw Fi
1 . - i:— A LgJebr*a E‘.ah: ther rqh 10 l.‘._l q-::-lr- .i-._z
Le caleul de Iz peut éwe fait de I .J EE—I'“ —
2 gL+ 1
méme fugon,
e g
. 2
xC+1
On  peut essayer la  commande 2 5
propFrac pour retrouver Uhistorique [|° F'"':'F'F’“E":'[ - ”] o1 *
des calculs. propFrac(x™3/(x™2+12, x|

Il AAE AT I.I.Hi_EH_I'.H.LI_
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i Fy=

'{—F'Ilgebra CaIc. ther{PramlD Clear‘ a-7.
i o i J i
On peut itérer le processus el |, propFrac] ——, h] X 4o
constater une régularité intéressante v X ; 1 xi + 1
i on  ajoute  deux  fonctions |® propFrac ;—1 xi +1 TIPVE
' " + w4
successives,  le  résuliat.  donc " - -
i : S v mieris  |® PROpFrRac " L Rl
lintégrale, est assez simple puisgue H BERITS . “J k1 |
ne reste gquiune  seule  fonction [pPropPFrac{x"?/(x*2+1) x|

| AT Eap aigip FUNC EF1§ BAIT

puissance...

Fiw Faw Fhiw
¥ [—-— Al gebralCal c|0ther rgnlﬂ Elur e A

1-[[32“” , xz-n+3_]dx ({2 M)

Lialisons la calewlatree & le machine ¥ 1 xZ + 1

veut bien simplifier lexpression mais | 12 n+l . g2 n¥d L. Jl[x_xg.ﬂ]ih
[:I KE & 1 HE + i ﬂ

,.Jé[xz-nn]h Ii[” w2 M)

TGO (a0,
77 UW

I wIn+l 'if'l- + B
On calcule alors la somme Iy + Ty = | - dx = I xIn+l dx
1] gt | i}

refuse de calcoler I'intégrale, finne

d'indication sur n.

S
| Aned

I
I+
= 5 [x20+2]

La vénfication sur les premiers ermes est lmnsédiate. On peut alors en déduire un
envadrement de 1y, en wsant & la fois de Finégalité de décroissance (lqy - Iy £0) et de
Fégalité qui vient d'étre érablie.

1
g5 =+l S21y Dot ly 2 3
Le rile particulier joug par 'un peut tre joud par Fautre :

1 | l
s et T Vo : e
o il I||_ | |||.|.| & & ||-'||.| LY iy |||| | = Jn+d T + 19

. — . I
Par ghssement d'indice, on obtient 1, = T

[Yod pour finir
|
4n44

Oin 4 bien, por application du théoréme dencadrement, la limite de 1 égale & (1. On a

4

e

méme mieux, puisgue, par muloplication de L double indgalité ci-dessus par 4n, on sait que

Anly o pour limite 1. On dit que L suite (1) est « éguivalente » b In -

i Fz E
. EEEE‘tUP g

aPLOTS

On peul observer ceile « convergence i
lente » en programmant la suie 1, of |7 Wl J [ ad [P 133”_'2'2'“5_. =

1 _ L E B9657], 127
la suite o= . On peut voir e lent | 207, 5, . B708%|. 68333
mal W u1=‘ﬂ i} 5 +DS4QI lﬂﬁiS

; L i s 5. . B450%]. 05
rapprochement des deux sunes. J:l = = SiEoa D167

111 T=

B
EED AUTH iEd TTi
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Avec une table de valeurs de 10 en 14,

le mouvement saccélere évidemment

taccélération en ce gui concerne le

rapprochement des deux suites, pas en

ce qui conceme e caloul qui est 3

extrémement long : 30mn).

LATT

: . 1 i
La suite (I;,) se comporte comme [a suite :E ). Mais I'encadrement obtenu est encore

plus intéressant, puisqu'il nous donne, pour chague terme de la suite une valeur approchée

et la qualité de Fapproximation,

On sait par exemple que : ﬂﬂ[J[Tﬁ < Dopooon = :HHHJW

Signalons que, si on vouluit directement obtenir une valeur approchée de Dpoonon
avee la caleolatrice, celleci déclarerait forfait immédiatement © avee un bandeay « Ilegal
Instruction » sur le haut de la machine, celle-ci se blogue immédistement

On le comprend, si on imagine le caleul approché auguel la machine procéde : I
2000001

X241
pour x = 0.1. Cest-d-dire qu'il s'agira d’ exprimer 10- 20000 Cely fuit beaucoup pour unie
machine gui ne connait pas d'exposant supérieur 3 1000,

Le détour théorigque nous donne ainsi un peu plus d'informations que le seul recours

machine va devoir calculer « pour des points de Uintervalle [0 ; 1], par exemple

i la machine, .,
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Pour chercher

L. Quielles sont les fonctions continues £ gui vérilient, pour tout couple |4 ; b],

3] ]
Ia fir) dt -_-JJ 2t dt.

2. Etudier la limite de la .~:I|:|i|';:.-5,t=|_|l g s i y b "‘IH
sint

3. Rechercher des sirmégies d'encadrement de | = f

1. Une méthode possible : on fixe a et on rend b variable. fh fit) dt = j! F2 (1) dr. Deux
-] 1]

fonctions égales ont leurs dérivées égales, DVod, pour tout x, fix) = 2 (x). f(x) ne peut

prendre gue les valeurs 0 ou 1, et comme  est continue...

i e 1 i 1 Fzw Fi= b= [ F&
2. La calculamice ne donnc  pas I' EiFtlElE'br‘a}iCilf.!;theriF‘r*mIU[-Clear' A~z

d'expression synthétique de Sp, pas
d'indication pour la limite. On ne peut

avoir que des valeurs exactes, ou

100 1
< D[ 160 + i]

1268583201 7607694983241810831100576354,
28343999061 590442406677 7 9552897826953

approchées, de termes panticuliers de 100 g
la suite. 11 faut avoir recours 4 un | E,H[n o+ I;] - 7005y
encadrement par des intégrales, E{IH{:IBEI*'I ».1.0.100)

m UNT i/ 30 JRTT

3. On constate que la calculatrice ne donme pas de valeur exacte de | mais unc valeur
approchée. On peut vouloir contrdler cetre approximation, en utilisant les théorémes
d'encadrement, la relation de Chasles sur les bornes, cfc. Les encadrements obtenus sont
plus ou moins brutaux -

* on peut encadrer et laisser varier sint (ou e contraire) sur wout intervalle dintégration ;
* on peut sadapter sux fluctuations de la fonction, en la considérant sur [ 2a), [2n; 3a).

: 1 Faw | F) FEw | F&™
Cela des - {:E Zgom Tr‘a.n:.eEeC‘r-aph athiDraw| i"?
dilTérentes des phénoménes.

commespond visions

Ci-contre, on encadre Fentre :

I et - 1/

Le résultat, en werme dintégrale, sera

.-—"_'_'_-H
probablement assez grossier, e’
5 . : 1] Fiw Fx Fiw= FE¥ r
Ici, la fonction est encadrée entre ; - f—{Zoon|Trace) eGraph|ath|Drowle

sinx /@ el sinx / (20) .

Une sutre vision du monde..

Cela les  methodes  plus

systématiques

prépare

de calcul  approché

d'intégrales.

T

}_ﬁ

AAD EICT R
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Il. 5. Fonctions

I.5.a. Gérer la calculatrice.

MNous ne rappellerons pas ici les problemes ligs & la représentation des graphes de

mamene discréte, nous renvoyons pour cela au chapitre 1L.2.a.

Définir une fonction

Diverses possibilitds s’offrent & PVotilisateur, dont certaines sont mieux adaptées

selon les cas,
e [Dans application Home, on peut utiliser comme pour les suites, soit la conmmande

] Fiw= 7 Faw
v{— Ennn Trace eEraph athE I I:;T

Define, soit 1o commande STO

On peut obtenir ke tracé de s fonction
par 'intermédiaire de la commande
Graph f{x).

Clest Uemplot de la commande Zoom
] . ) Done
fit quia o permis d'obtenir le cadrage = Graph (%) nnnpl
ci-contre.,
Sa% LERCT L T

s [ans 'application Graph, (la calculatrice éant alors réglée en mode Funection),
"éditewr de Tonctions permet de stocker plusicurs fonctions ; v, y2, v3, ..

Muis contramrement aux suites, 'éditeur de fonctions de applicaton Graph permet

un travail symboligque sur les fonctions.

i i N i Tr [ PT e [ TE Th ¥
Ci-contre, on  peut  observer  la l.{—IEleglewaﬁattTuthEFIFrgmmlmear a~z_. |

différence de railement pour :

ylix)=sin x et uli{n) =sin n.

?‘;l'rfl.li.'l."i ausst que des fonctions I: :::E ﬁ :’i:g?]
définies en dehors de 'éditeur des | LETREEY

; . i e Error! Argument must bBe a decimal mumbh
tonciomns pe vl ¥ clre Inserecy El'f.' 8 i) Ladi47ooada0H

iiniére simple.

- . [ Fiw Fiw Fyr FE F&
S0 U'on veut, par exemple, goe Ia .E lgebraltalc|0ther PromlD|Clear a-z.

fomection hix) sour ki fomcnon v 126
- * Define fitr=2 sin(t?] Dor
1| suffn ol coerire - 5
_ o _ # 2 sinl %) 4 h(x) Oon
et chml dans éditenr dfegquations © le gy 4 g1 2009 Mo
vidw - hixd; i B anu?},uf..ﬂ -E-Ein[uzj.uil
. : '1 =]
& partir dde applicatien Home | —,else —=, #l5e

(¥}
%1 STO v 2ix Lmen{u‘E E*Eln{u’*ﬂ %f‘u}




Eguipe Aralyie < IREM de Mompellier - 1908 165
Dans 'application Graph, on retrouve toutes les possibilitds d’une calculatrice
graphique ordinaire de tragage d’une courbe (fenétre, trace, zoom...) et de table de valeurs.
e Duans "application Program, & ["aide d une liste d instructions,
Cest exactermnent la « function » de Pinformatique. Cette possibilité est utile dans ke
cas d'une fonction un peu compligudée (cette construction d'une fonction est en particulier
celle qui est sous-jacente quand, dans application Home, on wtilise 'instruction When. En

Fait, dans ce cas 1l s'agit d'une macro commande ).
Manipuler, étudier une fonction

* A partir des fonctions définies comme ci-dessus, on peur en définir d’autres par les
procedes suivants
- somme, diftérence, multiplication par un nombre ;
- multiplication, division (guand cela est possible 1) 5
- Composition ;
- intervention de parimétres,

Adnsl par exemple, I possibilid de définir une Tonction g & partir d"une fonction [,
aussi bien en utthsant application Home qgue Vapplication Graph, permet de représenter
rapidement des fonctions assocides,

Fiv Fiw Py TE
v{— Alasbra|Calc|Dther rngD lear a-z.

%2 4 £Lx) Dor \
!F{:-f— 11+ I-Irm’::h
Graph fi=x} I'_'lr:u
= Graph g(x) Den
= g x] % — 2-% +

BED FRALT FUNL E/3d
Dans Iapplication Graph, il suffirant d'écrire yv1{x)= x* et y2(x) = yl{x-1)+3. Si

I'on demande dans "application Home v2(x ), on obtient I'affichage x* - 2x + 4.

On pourra de la méme fagon obtenir irts rapidement le graphe dune famille de
fonction, par exemple de la forme £ ix) = [{k.x), oi k prend diverses valeurs réelles. Sif est
donnée, il suffit de composer avee i fonction y définie par v{x) = k.x, ol k est une liste {a,
b, ¢,..}. Pour ce faire, il suffit de ranger la liste {a, b, ¢, ... | dans k via l'instruction STO,

Fi= F¥ FE* T FEw k7
-{—-'El::-nh Trace ;»Gr*:.ph .l‘l‘..h auf=

Voici un exemple
f = gin, ¢t k=1, 0.25,; 3). @E%%
On 4 entré y1(x) = sin (k.x)

L-mm EAD Eeicl AT
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De la méme maniére, on peut obienir v f=|Zo6m|Trace [ReGraph MathiDr s«

le graphe des fonctions k.f. Rien
n'empéche d'ailleurs de visualiser
aussi les fonctions x— k.fi{ 1/k.x).

C"est le cas ci-contre, avec !
fix)=2x2-xetk =11, 3).

{Pour la valeur 1, on trouve hien

- RED E4BTT FUmL.
évidemment le graphe de £ 1), (1l peul étre intéreszant d"dodier la relation entre les deux
graphes),

En ce qui concerne la composition, on peat tussi obtenir les expressions de fof, ...

dans I'application Home.

Lr"-'!Tl:?rl:.Tﬂ lf!:";;r"[;rgﬂ I EFTL'.' le Elll'i a=z_. I

O E o R e Do
" FFCRD) ¥+ 4.2+
nECRCFCx))  xB+B x®azexVade x?e
Wl s i)
W1yl Cul{x)) sinfsinsinx})
FINC &7

5i ces opérations sont celles, habiwelles de toutes les calculatrices graphiques, i la
différence que l'on peut obtenir ici des expressions symboliques pour des fonctions
composées, d'autres opérations i caractére formel sont disponibles.

o Dérivation et intégration,

- dérivation, attention toutefois, cette opfration n'est pas possible si la fonction est définie
par un programme {on powra se reporter au chapitee 11.3.b. pour retrouver les différentes
posstbilités que permet la calculatrice pour ke caleul de « dérivée », et la coexistence dans
Vapplication Home des commandes didifferentiate et nDeriv).

- calcul de primitives, ... quand la calculatrice sait le faire (se reporter aux chapitres 11.4.a
et b de In partie calcul intégral de cet ouvrage pour retrouver les différentes possibilités de la
calcularrice).

Quelques problémes qui se posent

[. La variable x est une variable particuliere dans le sens suivant. 5i 'on a déhini, via
Define par exemple, une fonction f dont 'expression fait intervenir 1o variablé t, la
commande Graph f(t} va provoquer I'affichage d'un messapge d'erreur @ Variable non
définie {(ou Undelined wariable),
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Ce probléme est résolu simplement en

spécifiant la variable : la commande
Graph F{t),t

"affichage du graphe de la fonction f,

Vil

provoguer

iy

- 1R 167

i Fiw Fyw L1
lgsbralCale|[OLher PramI0Clear a-7_

" Graph FUL)

® Graph (L), L
B Graph sinde
" Graph sinft)

Error: Undefined variah]

1]
Do

Error: Undefined wvariabl

ﬂaph sint(t}

T YT

2. On considére les deus fonctions In et exp qui sont inverses (ou réciproques) I'une

de "autre, On a dong -

Inoexp=lgetexpoln=| R (ou 1E désigne application identigue de 1"ensemble E).

Ces deux relations caractérisent le fait que les deux fonctions sont inverses "une de 1"autre.

Les graphes de 1 @ et IR} sont done
respectivement la premiére hissectrice
et la premigre bissectrice réduite 4 sa

partie située dans le premier quadrant,

Voici le graphe de Inoexp = 1g.

Voici le graphe deexpoin =1 RS-

aFLETE
Plot 1148 xel
wli=lntx

I yZ=e®

¥ KUY EE el €793
wd =2 iy liu))
ya=

yb=

yi=

=

.- .

Fiw

1 1 [
;"{_-u Zoom|Trace BeGraphathi0

aFLOTE

Plot 1 re
Alors que le graphe devmit exister ::lf‘“j
i
ulement dans e premi adrant, 3= 1(u2(x)
54:_ nt d.m'a_ premer quadrant lﬂ'ad«wi‘tui'{x}}
puisque la fonction In est définie pour 332
x >0, cela n'est pas le cas ! ¥ee

On remarquera aussi que :

en modes Complex Format

RECTANGULAR ou POLAR, on fe o043 I3 _1._{; 3 ...[ ~Lani(2-3) + %} i
obtient les résultats ci-contre, 1 R
Toutefns, en  mode Complex 2-4) o o od( “(n - §}= 2-m}-n i
Format | REAL, In (-1) est présenié 13 Errert Non-resl resull]
commme un nombre non reel, PRI - —

F2
alc

= ————r
*1 Ffh® 7 FE T F& 1
ofher

Tous ces problénws se retrouvent dgalement avee les fonctions sinus et Arc sin. cos

et Arc cos. Ainst, alors gue la fonction Asc sin + Arc cos n'est bien évidemment définie que
pour -1 £x £ 1, et est constante, égale i n/2, la caleulamsice affiche un graphe comme si k

fonction en question ¢t définie pour tout x réel !
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Il. 5. b. Fonctions Logarithme et exponentielle.

Introduction

La comparaison de la suite des entiers et de la suite des puissances correspondantes
dun nombre a ; 1, 2, 3, ., neta a2, al..., a" avail éé défa faite des 1’ Antiquité,
notamment par Archimide. En 1484, Nicolas Chuquet remarque que si l'on  fait
comespondre les termes de méme rang de ces deux suites, la somme de deux tenmes de la
progression anthmétique correspond au produit des deux termes correspondants de la suite
EcomELrigque.

En langage plus moderne, 5i i p on associe 4" et i q on associe a%, alors on associe
4™ & p+q. Ouv encore si 'on note f(n) = ", on a fip+g) = fipi=fig). Idée que 1'on
synthétise aussi en disant que lexponentielle d'une suite arithmétigue est une suite
péométrique (et réciproquement que le logarithme d'une suite geomeétrique est unc suite
arithmeétique, le wut sous les conditions usuelles dexistence).

Cene remarque est étendue par Michael Stifel (1544), aux exposants négatifs et
fractionnaires. Toutefois, la notion de logarithme ne commence 3 se formaliser qu'au
XVIEme sicele, quand 1"Ecossais John Napier (ou Neper) en 1614 et le Suisse Joost Biirgi,
en 1620, om lidée d'introduire entre les éléments aP et aP+! des nombres intercalaires en
« asser grand nombre » et établissent des tables permentant de passer d’une suite & 1"autre.
Les premiéres tables de logarithmes décimaux sont dues Henry Briges (Arithmerica
logarithmica, 1624) qui fait des logarithmes un moyen de caleul numénique pratique.

L aspect « continu » des logarithmes, par opposilion au caractére discret des tables,
se développe au XVIF™ gipele, en méme temps que la fonction exponenticlle. Ces deux
fonctions, exponentielle et logarithme, interviennent dans quasiment tous les domaines de
Pactivité humaine : physique, biologie, sciences humaines, médecine,... Cuand, dans un
phénoméne naturcl, interviennent deux quantits x et v telles que e taux de variation Ay/Ax

de y est proportionnel & v, la quantité v est une fonction exponenticlle de x.

La définiion et Iz présemtation de la fonction logarithme ne Pasent  aucs
probiéme particulier. I en est de méme de bt fonction exponentielle qui n'est aare
que Iapplicarion inverse -ou réciprogue- de la fonction togarithme. C'est & dire gue
la fonction exponentielle, notée exp, exst Vunigue fonction définie sur R g valeurs
s Eﬂ. caractérisée par les dewx relations ln (expit)) = ¢, pour te B et exp (In
ix)) =X, pourx e IE‘.:.-

Signalons toutefois que la fonction logarithme pewt e présentée de dewx
mdnféres, qui ne rouvent pas la méme place dans un cours. La différence JAOFLE Siir
le fait que Uon ait fait, ow non, le fen entre give et primitive. Dany un des cas, 'étude
qui et faite ext fa premicre énide d'une fonction définie par une intéprale. Suivant le
cas, Ceriaines propricies semt pluy faciles @ établie. Ceel éant, ren n'empéche de
meltre en euvre des activités préparatoives, auwant powr a fonction logarithme que
pour la fonction exponentielle | en voici dewx exemples
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Une équation fonctionnelle

On cherche i déterminer, si elles existent, les fonctions dérivables T définies
sur une partie D de R, et vérifiant -
pour tout couple (x.y) de DxD, fixy) = fix) + f{y), (1)
L. Que peut-on dire de [ si  est constante 7 Si la fonction n’est pas constante,
montrer qu'elle n'est pas définie en zéro (de sorte que 0 ¢ D). Quelle est alors la
valeurde fen 1 ?
2. On suppose maintenant que D = | :'_ 51 @ estun nombre réel strictement positif,
soit g definie par gix) = flax).

a) Quelle est la dérivée de g, considérée comme fonction composge 7

b} En utilisant [a relation (1), donner une autre expression de g'(x).

<) En utilisant les résultats de a) et b). et en donnant une valeur particulidre 3

e ot ; . k
%, montrer gu'il existe un réel k. tel que, pour tout a = IE:, om il : f(a) -

Une égquation différentielle
Cette aotivitd suppose éviderment wne introdugtion, gui pewt fire trés rapide, 4 la
nation d équarion différenticlle.

On se propose ' éuudier, si elles existent, les fonctions définies sur B, ou sur une
partie de IR, vérifiant y” = v, (1)

. Donmer un exemple d'une telle foncton. Monter que sio v et vy vénfient la
relation (13, it en est de méme de yi+ yo et de ayy, olt a est un pombre néel
quelconque.

2. Montrer que si y vérifie (10, v est indéfiniment dérivable,

3. Les cowbes suivantes peuvent-elles étre des courbes représentatives  de
fonctions vérifiant v' = y * (La droite horizoniale et Uaxe des x, et chague courbe

est censée couper 1axe en un seal point, méme si cela n’apparall pas clairement

OUF COrLaines ).

[ NV

CQuelle conclusion peut-on tirer pour le graphe d une solution ?

p—y
N
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4. Une solution peut-clle étre nulle sur un intervalle de R 9

Montrer que  les ¥
courbes  suivantes

ne peuvent pas ére /
ke graphe d'unc
solution,

En déduire que si une solution $’annule sur un intervalle, celui-¢ci est
nécessairement de la forme |-== ; a]. On considére alors deux courbes qui

correspondent & cette propri¢té. Montrer qu'en Fair, il suffit d’en considérer une

scule {car si y est solution, il en est de méme de -¥).

Montrer que  cette  situstion
n'est pas possible e en déduire

quiune solution non nulle ne

s'annule jamais el est toujours

du méme signe,
5. Existence éventuclle d'une asymptote horizontale pour une sol wion,

Quite & remplacer v par -v, on peut se restreindre 3 la

situation ci-contre.{la droite horizontale inféricure est /_
"axe des x, la droite horizonmle supérieure  est

"asymptote). Montrer que cela n'est ps possible,

6. 5i une solution existe, en donner un graphe vraisemblable,

7. 81 wne solution v existe, autre que b solution nufle, on & vu que yix) n'est
jamais naul. Soit done une autre solution non nulle 2. Montrer qu'il existe un
nombre réel (non nul) a tel que v = a 7. (considérer Iy dérivée de v/z). (Autrement
dit, toute solution non nulle s écrit sous I forme a.v). Parmi toutes les solutions
(supposées exister), montrer quil w'en existe gu'une scule prenant la valeur 1 en
(.

Ce type dénude qualitative d une équation différentielle du premier ordre est
intéressante, én ce yens que des considérations trés simples permettent d' obenir des
résultats non négligeables et qu'elle permer de bien appréhender le sens de la dérivée.
En owre, dans bien des cas, wne étude qualitative est siffisante, et méme
quelquefois, o' est le sewl mayen d' avoir des renseignements sur les solutions.

Ot trowvera dany © « Des fonctions ot des Lraphes » [Bernard & al. 1995], un
are. exemple d'une telle énude qualitative et aussi guantitative), & savoir b
recherche des fonctions | si elles existent, gui vérifient - fof = ex.
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Il.5.c. Un exercice et deux problémes.

Ecrans Log-Log et Semi-Log

Les papiers dits Semi-Log et Log-Log sont wilisés dans les sciences expérimentales
lors de Péde de cemains phénoménes pour lesquels les fonctions loparithme e
exponenticlle interviennent, De maniére plus précise :
- sur le papier Semi-Log, le point de coordonnées physiques (ab) représente le couple
(8,10, Ainsi, les points (a,1), {(2,2) et (3,3} sur la fewille de papier, points qui sont
équidistants, représentent les couples (o, 100, (a0, 00% et (1,107 Autrement dit, le couple
(x.¥) & pour image sur le papier le point (x,Log v) ;
- sur le papier Log-Log, le point de coordonnées physiques (a.b) de la feuille de papier
représente le couple (100, 10", Autrement dit, le couple (x,v) a pour image sur le papier ke

point (Log (x) , Logiy)).

Il résulte de ceci que si sur le pupier Semi-Log, les points sont alignés, les
coordonnées (x,2) de ces points vérifient une équation du type z = px + g, c'est A dire,
puisque z = Log (y) et ¥ = IF que Vona : y = 10799 = 107 = K. 10" En ce qui conceme
le papier Log-Log, P'alignement des points sur le papier signific que 1'on a, avec des
rodations €videntes Log(y) = p Log(x) + g, ou encore, v = K.x".

En définitive, pour mettre en évidence un phénomeéne du tvpe cxponentiel on utilise
le papier Semi-Log, pour melttre en évidence un phénoméne de type puissance on utilise le
papier Log-Log. 1l va de soi que I'on peut utiliser le papier Semi-Log (respectivement Log-
Log) pour étudier des fonctions exponentielles (resp, puissance), dans chacun des cas, on

obtiendra des droites.

[l faut bien savoir que Dotifisation de tels papiers est wmbé en désuétude,
avantageusement remplacés par les calcularices qui, & partir de données expérimentales,
donnent de Ia manigre fa plus flable possible, les coefficiems K et p ci-dessus, en utilisant
les outils statistiques que sonl les régressions puissance et exponentielle, en panticulier,

Exercice

Déterminer ! le nombre ¢ donner une valeur approchée des meines de 1'équation

cl.: xﬁl_

Woir une approche de cet exervice dans = Enseigner en Terminale § avee des eoleubatrices: graphiques et
formelles » [lrouche. TOH
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La représentation des graphes de ces
deux fonctions monire netlement une
solution que 1'on peut déterminer, de
maniére approchée.

Par contre, la deuxiéme solution n'est
pas évidente, sauf si 'on sait que
« |'exponentielle  dépasse  toute
fonction puissance ».

Mais on ne peut pas faire apparaitre Je
point d'intersection  pour cause de
dépassement de capacité.

Le passage & |'écran Semi-Log (en
fait, i Semi-ln), montre le point
d’intersection manguant et permet de
calculer son abscisse, ce gui nous

donne la seconde solution,

T

W

] [ FE= -
oomn|Trace [RebraphiMath|Draw|= i?
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"
55 2532“_’.,/_"_9:3 2. PTIPEAE |

/

LURNL

& FLOTE
glme ™
y2=x7

493

yh=
yr=

yas

1

=
=Gl Tl
yo=

o

Il faut savoir que la recherche des solutions & Paide la fonctionnalité solve réserve

bien des surprises. En mode exact, il n'y a aucune solution, en ce sens que la calculamice

affiche 1'équation proposce

et - %3 = (), En mode appprox, aucunc solution n'est

proposée ; avec la contrainte x > 100, auvcune splution ; avec la contrainte x > 200, Ia

solution approchée est foumnic !
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Approximation d'un logarithme
Ce probiéme permet de répondre, partiellement, d tine question souvent posée par
lex éléves, et bien légitime, o savoir : « Comment calcule-t-on fe logarithme o un

nowhre, puisgue Uon ne connait pas de primitive de la fonction ' x — s 2

Pour tout entier o positil ou nul, on définit la fonction £y, pour x # -1, par ;
xn _ ]

fpix) = T (de sorte gue fi{ x) =T+ 1,

Pour n € N*_ soit 8, (x) = | -x + {-x)2+ .+ (- 1)0-1gn-1

I. Montrer que Sqix) = fiy(x) - (- 1)%,(x) pour x = -1.

2. Pour Isl < 1 et pour x = 1, éwdier la limite quand n tend vers infini de s,(%).

2 3 n
3. Pour n & N#, soit ay(x) = x - xj- + %— + .t {-J'r"']':T . Delle relation exisic
entre Oyix) et Spix) ?

4. Sans calculer Uintégrale, montrer que la quantité :
b

COglx) + (-1 _I fu(t) dt - In{1+x) est constante.
i

'

a) En déduire que : In{1+x) = au(x) + (-1 0 fﬂ.l{t: dt .
il

tr) Comparer Inf1+x}) et Ggix) sutvant la parité de n.

¢ Donner une majorntion simple de lInf 1+x) - og{x)L

dt Donner une valeur approchée avec une erreur inféfeare & 1A de In [Hi b

Quel est le sens de Uerreur commise ? Comparer avec la valeur donnée par L
calculatrice.

3. 51 % est un nombre réel vénfiant () € x <1, montrer que In (1+x) est la limite
quand n tend vers Uinfini de ogix). En déduire [a limite de 1z suite v définic par :

iy = I-:lr +%+ L r-rﬂl-lrl!—_

I Compte tenu de la définition de 5, (somme des termes d’une suite péométrique), on

: [-{-x0 3 : i Y
obtient Sy(x) = _li-ﬁ;L el le résultit en découle immédiatement.

On remarquers que la TIH92 pe o 3 [{-I]k-x"] 74 [costk my-x¥
reconnait  pas  toujours  dans  une il k=a
. n-1 K “( ..x}“ 1
somme, la somme des n premiers | EE: EE‘!“.I } e vy gy
k=

termes d'une suite géométrigue : il

e A J .'[':'“3'”‘1]

taut [ préparer le vl Voo ce | +'a-:1.¢l‘[ ] T |

qu'elle affiche. factor(” ('x}“nf{x*12+1f§§+! 2D
e EAD EiR] i
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- 1R

2, On déduit de la question précédente que la limite de Syix) quand n tend vers Uinfini est

[ %"

On remarquera ici encore gue la T1-92
npe sait pas calculer la limie de x?
quand n end vers 'infini, Si cela est

compréhensible aucune

guand
condition n'est imposée & x, cela est
beaucoup moins quand on impose & x
Ia condition | x | < |, Par contre, si

t'on donne & x une valeur particuliére,

parexemple i x=03oux =3, iln'y | 1_}“‘{( 'F]'ﬁ} |1 < 1
r-l -

i aucun probléme.

car pour | x 1< 1, Ia limite de x" est nulle. Quand x = 1,il n'y a pas de limite.

limit< (" 2*nsC1¢xr . n.vllabhsix.

F LM
1 = N G L FE q
= f=|[AlgebraCalc |0ther Prmlﬂ]&lear a~Z.
_ c-xj”]
|= lm[ =l < 1 e f]
i 1 +x I
ureef]
Lim (™) |1sd < 1 undef
mew
%]’.t((x}“n,n,w}
REL FHACT i

3, On vénfie immédiatement que gpix) est la primitive de Sp(x) qui s'annule en ().

51 'on veut utiliser la caleulatrice pour
calculer une pnmitive de Sq, il fau
bien siir lui donner la forme gu'elle
reconnait. Le résultat n'est pas rés

Intéressant, ce qul est normal, puisque
{h

qu'elle ne sait pas intégrer BT

Fiw Fli+

1 Fiw FE Fi
* f—|[Algebra|Calc Other Pronl0[Clear a-&j

[WES LM

undef]

o k=8

-J""i’[c-th“]-:n

mn—1

o PR
" a0
Z2CICCe2*k. .0, x>, k. 0.n—1)

pent alors intervertir des signes ¥ ot Lo AL LARL] B KT N
. _ 1 i Fix 7 Fu= m Fi
I et lon peut espérer obtenir un J=f—IAlgebra E{alc therPronl0jClear a-z..
« T |C-n% [gleFlar]
. ; k=0
résultat « raisonnable » @ clest loin Errort Non-real resuly
d'érre le cas ! Un retour & I'éeriture | % {{ _l:lh:_fg[t k]dt]
aver les (-1)% n'est pas plus concluant | k=9 . 4 1 .
i *
P Par contre, dans un cas particulier n KT - KT +—!3— =5t
= 5. il n'y a aucun probléme. 127 kxfCek t, 0, %2,k 0,4
EMI LN ] [T | S
1 a) Compte tenu de la remarque précédente, on veérfie gue la quantitg considérée a une

dérivée nulle et est donc constante, puisgue
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1
o (-1 fl'“ft]l dt a pour dérivée (-1)% f(x)
i
* la dénvée de - Inf14x) est égale ﬁ%-, qui vaut fi(x) ;
* la dérivée de ap(x) est Spix) d aprés le 3 ;
& ot Splx)=fglx) - (-1)"uix) pour x # -1, d'apreés le 1.
X
b) L'égalité In(l4x)=a,(x) + (-1)" _]d fr(ty de résulte immédiatement du a).
0
X
¢} Comme I'intégrale ffnilj drest positive pour x £ 0 ; 1], on a In(]+x) < gp(x)
L}

quand n est impair, et In{ 1+x) > ag(x) quand n est pair. [1l est clair que le cas x = O ne
présente aucune intérét, car 'égaling se résume 4 [ = (). Cest pour cela gue nous

considérons 1'intervalle J00: 1],

d) Comme “tﬂj est majore par 17 sur Ji 5 1], on obtient, pourn > () ;

I+ |

In{ 1+x) - a,(x) I=:_.f thde= T
4]

) Valeur approchée de In [:_tlr'} =In(l+ IH} Compie tenu du résultat d), il suffit de

0
choisir n pour que {unl—:'l— {10y-{n+1d ﬁmil inférieur ou égal i 10-11, 11 suffit done de
prendre n =9,

Dans ce cas, la T1-92 nous donne le

résultat suivant. Comme n est e
. + k

irmipair, on sai eite vl - L”— 25 4018165313

pair, on sait que cette valeur est fa E [ Ix= .1 SALBLERILS

une valeur par excés. On peut en 5 G i

vutre comparer cetie valeur appro- lu 57 [{_1;'—:"] | %= .1 .D?SE]D[??EK’L

k
chée de In (1,1) avec celle donnée | "o s o ioop 340y - Intl. 13

par la calcolatrice § la différence est aieplolalaiaielelalals |

9,166 10-12, ce qui est conforme 4 m? '!1 LEE -125“ [l F TR TR

ce que 'on attendait.

5. Cetle question ne présente aucune difficultd, La limite de ogix) quand n tend vers linfini

est évidemment In{ 1+x), et la suile considérée n'est avtre gue la suite (Sq(1)) qui a donc

pour limite In(2).
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Calcul de e

De la méme manidre que dans le cas précédent, ce probléme va permeitre de
calciler les nombres exp (x), et plus précisément exp(l) = e, du moins de maniére
approchde, et avec une précision aussi grande gue ' on veur,

X

i

% tend vers infind 7

il

i I n
b} Montrer que : e - ¥ I—:r'f_i —el ¥ ETs:cac{E = =g
p-0 pui) © p=il :

. . , |
mizjorant de erreur commise en remplagant e por § =

Pour tout entier naturel non nul n, on considére ta fonction fy définie sur R &

n 4] a
valeurs dans B par ; f(x) = o .clt = ‘_I x.
]'l_ ﬂ. .L-.:I.

I Momtrerque six e [0; 1], ona:0<f(x) = =¥

. (n f . . ;
2. Soit I = I(x) =J’ ET.J:” dt od x est un nombre réel fixe, Par une intégration
par parties, caleuler [y, Par la méme méthode, éablir une relation entre 1, et In-1.
3. En utilisant la relation éablie i la question précédente, montrer gue :
2 i
) X X X e .
p=ec-elx] 14 T H3p + it = |- Quelle est la limite, pour n fixé, de I, guand
4. Dans twute Ia suite e nombre réel x vaut 1, On désigne alors par Jy, I'intégrale

I
Iat 1), & savoir : Iy = [ ;l;r“-ﬂ"‘ d.

a) Démantrer que Iy vénbie 0 =1, = r—|1.|- >

v 1 1 1

n! p!

n
¢) En déduire la limite quand n tend vers linfini de ¥ -||,- et donner un

p=l
m

pail P

1. On remargue que on a f(0) = et (1) = FII' 1 W suffie done de vérifier gue fy est

croissante sur [0 1], Auw coefficient multiplicatf positif -ﬁE,— pres, 'p(x) = e-% xM-I{n-x) qui

est du signe, sur intervalle considéré, de n-x, et done positif ou nul. Le résultat en découle.

O pourrait vouloir effectuer le caleul

n
de bi défvée de -2— 3 IMaide de I

e
calculatrice, mais ke résuliar affiché ne
correspond  puére  aux  notations
habituclles et est ainsi un  peu
déroutant. La remise aux « normes
habituelles » donne le résultat obtenn

précédemment.

I- _&i{.ﬁ._hh} rpD RRITR N In(x) = g
x| o X ®
Y Fal:t-::lr[ n-ef 1:':“} i o1 In(x) - % :::]
‘E” —n]-e“' In(x)—x
®
¥ nCxd—x )= Cn¥ln(x)—
i TTRATTS FEM
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2. Le calcul de Ty par imégration par
parties ne pose pas de probléme. En

N : 5 ;T FE* T Fa™ T f%% T F5 T Pl 1
outre, la  caleulawice  donne [V 5iralcatelotherPrantolciear” a-z.
= n . =

directement le résultar. . %_. + fin, L) Den
D'autre part, en posant : .

(0 1 LI;F{I,t:dt (eX-x-1)emx*
u=cy et v =c!lona: -

I= Expand[[f” - - l}-e L 1}

u' tl'.ll p_— E_-|1 ﬂ——q-*

~ o VS S
ce qui donne Ia relation : %Pé—“dc{ﬁfﬂ_ﬁ_l}*aﬁ{ H*lji

n
I|'|- ln_|= = in"r. E:E-]'.

3. En sommant les égalités obtenues i Ia question précédente, et en remplagant Iy par sa

) ; X n ;
valeur calcalée au 1°, on obtient la relation annoncée - [, = e - c""-l I+ 5+ %—- * ..+ :—r |. §i

k
nest fixe, chacun des n +1 termes de la somme de la forme e l-x X = a r limite 0
"k"" kT ox o

quand x tend vers 'infini, de sorte que Iy a pour limite e quand x tend vers "infini.
4, ) Ceci n'est autre que la relation déji éablie pour 1,

1 1
b) comme Jp=Ipil),ona: Jy=e-ell| 1+ THar+ .+ =l

Li.-24 1
=g-| |+T+E+"'+E.F|'

1]
On en déduit : Dgse-% -]—. LE d’aprés a).

|r=ﬂ

3]
Ceci donne, en ajoutant & chacun des membres de cette double inégalité la quantité ¥ I-}TIa
pelt T

i
relation S dr<e<(E M+
p=i " p=0 " .

La suite de terme général uy = E —Irm Lne suite cronssante qui est majorée (par ¢) ; elle est
= U

|
done convergente de limite s et 'on 2 @ 5 < e, D'autre part, la quantité { E, Fr}l + orest la
p=l

somme de deux termes qui sont pour le premier le terme uy d'une suite convergente de
Iimit: s et autre le terme d'une suite convergente de limite nulle. On en déduit que la limite

|
de ( E -T]I + oy est 5. Comme 5 vérifie aussi e <5, onen déduitque s =e,
p= o'
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¢} Soit n = 10, La calculatrice donne la

valeur exacte ¢t une valeur approchée
1 I

de ¥ E avec 14 chiffres significatifs
pell "

pour cette derniére,

[De¢ ma méme manitére, on obticnt un

= V|
maporant de e par TE,“ pT * o en valeur

exacte ou approchée.

17 rw - W [ Fi
* f—|AlgebralCale|Other Proml0iClear a7

-2 () 50

18 ¢ 4
LB [r] 2. 7182818011
k=gt "

E.H?lﬂzﬂlﬂﬂlliiﬁﬂl

e 1] Few Fiw Fyw FE 11
I- i—-iﬁ: gthait:ltELherFrqnlﬂE} gar a=r.
14
1 1 4
mi g [ Kt ]+ 0] %

e
LA 1
kgﬂ T] - 2. 71828207672

2 FIAZEROVLT 196 - 2.V 1B281801 1464

- DESRE0A2TSSTH
7557327
EAD LARLT B 31177 LT R—

On déduit de tout cela qu'une valewr approchée par défaut de ¢ est 2,718 281 80 avec

une erreur inférieure ou égale 3 2,8, 107,
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Partie Il
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lll.1. Le skieur de Morzine

Lorsque le professewr d'EPS vous enléve vorre classe de Premidre pour wune
seraine de ski en vous demandant de lewr donner du travail {powr la bonne
conscience), on pewt lear proposer un travail collectif de recherche!

Entrer les données suivianies dans la calculadee -

€2 2 5 5 89 9 (1 {1 & 163 e |
{2 T 5 9% 9 9L L 15 18
@ 1 1 I 5 B 5 8 @B 1%+a2
2 1 1 3 % 8 5 8 1
wlAlATridatn dwia Fisk §
Lo O xerbdval Farbdhal Ok TB®e s e sne . Cal Lo+
A Harkiicesanssnnas o

Recsnsassssarans N e
Wenananasn saaseane "i_-__
Rl Dupael, Lijslek [

Use Frea and Catedg

1 FL¥ Fi L1 F§w Faw
- foomiTraceReGraphMathDeau) - .I:-‘-"'EI

B Dis e R |
ol
B R e L g
[T i TS Tal T

Cet écran schématise une piste de slalom formée d'un couloir de départ
paralléle & I'axe des abscisses & partir de O et de 5 portes Py, Pa, Ps3, P4, Ps. Le
skieur est tenu de passer entre les deux « piquets » formant chague porte. Aprés Ia
porte Ps, le skieur doit terminer sa course en s'approchant de la bordure sans pour
autant la toucher,

Autrement dit : [ tmjectoire du skieur a une tangente horizontale en O.
Elle passe entre les points formant les pories et posséde une asymptote d"équation

¥ =) au voisinage de 4 |

A vos calculatrices !

Trouver yne fonction dont la représentation graphique respecte
loutes ces contrainies.

Mais aftention : un skieur ne peut glisser qu'en négociant ses virages, il est donc

impératif que Ia fonction trouvée soit dérivable en out pain.
Quelques pisies :
Piste Rouge : 11 esi toupours possable de moaver une Toncton définie par une formule différente

sur des inlervalles juxtapascs,

Piste Jaune : En définssant I fonction por des morces séparcs, i faut bicn s"assurer de s
dérvabulitg sux points de jonciion

Piste Verte © Si une fonction polyndme a une dérivie qui $annule enire les pores s, cest
& queelle auey ses extrema.

Piste Bleue @ Une fonction rationnelle dont e depnd du numératear est plus petit gue le degré du
déntminatewr o une asymplole d ' Gguation y =10,

ICe travail ext ingpiré du “Frobléme long” proposé par Luc Trouche in “Enseigner les mathdmatigues en T8
avec des calculatrices graphigues of formweiles (IREM de Montpellier, 1996) adapé au mivean Premiére,
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Un exemple de réponse.

1 f2w | F3 &l FE* ¥ FG™ JFF
- E Zoom|Trace |RebraphMath|Draw|=

u-;t-l 13led O xiFbdal vicbiiet P MRS ke o PR e T L LI I
ad 2_ e AR T bl BT H + B s ¢ 5-4 2 a. % § & a.3 1
q H 3% 153!“514 e T T T T T TE L T E T T e —
"Hl 2‘?’1‘# §,oa 3 = LI T T T TR N S R T i i om

*Pour 0 S x = 14, on envisage un polyndme dont la dérivée s'annule en () (couloir
de démarrage), et en 10 pour avoir le maximum entre les portes P3 et P4,

On considére pour cels une fonction b wlle gue h'(x) = k.x.{10-x), ce qui répond 3
cette double contrainte,

3
St h'(x) = k{10x - x2), alors hix) = ki3x2 - ET} =§- x2(15 - x).

11 s*agit alors de déterminer k pour que la courbe soit correctement située
S<hi®)<B;5<hill)<B;0<h2)<1;1<h{(’) <3
Quelgues titonnements font situer k vers des valeurs de 0,03,

4x2(15 - x)
- 35

On choisim k = 1% ee qui conduit 4 hix) = et on vérifie aisément

que les conditions imposées sont respectées. Voicl le graphigque obtenu

= Pour x > 14, on envisage une fonction du type « inverse » qui admet "axe (Ox)
comme asympiote horizontale et une asympiote verticale situde un peu avant 14, de fagon
gu'au point d’abscisse 14, 11y alt une angeme domt la pente semble compatible avec celle de

la fonction précédente.

et cherchons les valewrs de a et b pour gque nous ayons

i
Prenons done gix) = —
simultanément :

* g{14) = h{14), pour obtenir la continuité en 14 ]

e o214} = h'{ 14}, pour obtenir une angente commune aux deux parties,
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a 4x142(15 - 14 -
=]d=(15 ) a a 4

S{:ilm_h: 173 {I:d-h,ﬁ:-]?ﬁ ld={14 - 10,
784
a=p=(14 - b)
Dol le systéme : 2'24 et I'équation %.H%H ﬁ; B2en posant 14 -b = B,
it = m{[d bhyd
B = (hn*&ant pas solution, il reste B = %ﬂf E; ET
S T _784 2744
Donch=14-B v3 eta 1]’5]?_—_'_[25

On a done, pour x > ]-'1

G = 2744
B0 = 1738 * 57775

Il reste & vérifier que 0 < g(16) < | ce
(ui cst aise.
La fonction £ est donc définie par ;

hix) si d =x =14
gix) si x = 14

I':xl-—}g

Les solutions d'éleves.

A. Un essai avec le calcul statistique

Léleve a introduit dans 1'éditeur de tableaux les coordonnées (el ; ¢2) des points par
lestuels il souhaitait faire passer sa courbe, puis il demande de tracer la courbe de régression

du quatriégme degré.

1" Fx Fs %
Inu!:" ot Setup EE”inMEFiEal u: Caleulation Tupe. QuariReg?
ez t;-3 od e wwnmw " E R EEEEEE EI
I. E-L a 1 Yearavsnansnmani - |f_§
¥4 2 72 2] Store RegEQ to... [FEDEED+
3 L§- 3| Use Freq and Categories? Hi«
4 ] & o BB Y M L
3 'r' I"FE = B S T R —
ﬁ- E -r'.".":l' .-t..._---\...a-. E e
rd | =| it dsiesw i [T i
2=1/ o SEnter=SAUED (ESC=CAHCEL > I
ﬁ
ﬁ'g_ BAQ LERCT AT T 2a) Faaly T

Outre que les coefficients sont lourds, il reste de nombreux ajustements A faire,
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i FE» T Fa» [F7
[ m|E¢¢hTTr~ac.el’=iaEr~aph|r1at.hE ami_-

A

ek

i

™
A
aln
_l uta'xﬂi"'b'xjfc-xl-‘-d.x.‘.e s
o O R A
2 [ 1 =, 521008 ~
3 15 _1d ="1,055563 B
4 ge =, 244577 B
3 & | R? =, 957209 -
& B -
e f:EnE er=0k J=
rhc2=179 =
T S— T T FEE

Affaire & suivre ...
Mais, piste abandonnée par la plupart des éléves pour cavse de lourdeur des coetficients.

B. Faire simple avec plus de morceaux

Le groupe de 5 €léves qui ne sonl pas partis au ski ont réfléchi A la question. Ils ont

choisi de faire trois morcesax, deux portions de parabole et une portion d'hyperbole
o o premidre parabole doil avoir une éguation du type v = ax? avec a positif ;

s |a deuxigme parabole doir avoir une équation du type y = -ax® + bx + ¢ avec a positf ;

® guant & I"hyperbole, son équation est de la forme v = =y parce guil faut la décaler,

Ensuite, ¢lest e regne du titonnement pour Gure coincider les 3 parties,

C. Une quasi-solution en un seul morceau

T FE=T i i riw |_F2
ALY e 'E?ﬂ-ﬂ-h Trace FEEEr‘aph Hath DPE-HTF:'I::P
ﬁ I'.'I:rrb-l".ﬂ Firbdtal
b
. +
i ESEH *
3 1 we
—H—Tiﬂﬂ'!
2. 218 5
o ad ? +
y2 el
-2 480 i
EiE TN M L E8p LARLT TUNC

raw

e 1 Tew LT FEw F¥ FY s
]* [—}’Enun Tr- ':-n: eTH{ HH :.ph]:'ﬂa LhT"*r al |~ fF—Reon|Tr at.:E|Rt=Er*aJ=h Math Dr*ah' - l’f

-h-H____‘H

—
— e

| [T EAD EXRCT FLHC (T ! o Lepct FUHE
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Mis i part le fait que I'éléve n'a pas utilisé la possibilitd de simplification de

fonction (notde { par [a suite), il semble que la solution soit satisfaisante. Cependant comme

le montre e zoom sur origine, la tangente en O ne parait pas wout i fait convenable.
Fir Fir b

i T FE
_ +Eﬂlgebr‘a alciOtherPramlOiClear a—z.
Le caleul - qui prend beaucoup de —E(FGa)
L

temps avec la TI-92 - de F(0) révele | o0006000000000-(66:x 15 + 13-x 14 + 6050

que {0} = #. Le calcul manuel [x14- ]mﬂmg,'

entrepris par 'éléve donnait (0 mais "ﬁ[””}}“ﬂ”? Don

COMpOTtail wne erreur. = o 0) 178
50 LAaLl EUML 330

Le degré du numérateur de la foncrion rationnelle féant inférieur (considérablemnent)
au degré du dénominateur, la limite en +eo est évidemment nulle.

Pourtant la TI-92, aprits 10 minutes de fonctionnement en mode exact n'a toujours
pas affiché le résultat. Le calcul en mode approché (¢ ENTER), lui 2 exigé 2 minutes et 10
secondes.

Comment I'éléve en question va--il réagir pour régler 'imperfection de la angente
en( ? ..

D. Une solution définitive inspiréee par la
recherche précédente

Comme pour 'idée précédente, if s'agira d'une fonction rationnelle dont le degré du
numérateur est inférieur & celui du dénominateur aver, en plus la volonté de rester simple
(suite & 'expérience malheureuse utilisant les caleuls statistiques).

De plus, par rapport & la tangente en O, la forme (u'v - v’u) doit laisser x en facteur
ce qui impose au' la forme en x et done & u la forme en x2. Pour le reste, il faut ajuster les
coefficients et les puissances ce gui prend beavcoup de temps et d'essais.,

T i fa= [F] 4 [Ew FE™ JFT
N B E Foom|Trace|ReGraphMathilrawl- F::B

aBATAITVIAE

ADTIEEL- O srbel wrkataz \ gty i ik TR T e et
g ————— L. . -

x?+2.107

S5

L~ o ey I W

u -= ......

3
i G EARLT T sl [Fa0]

Les vérifications sont aistes

La dérivée de cette fonction est nommeée g y1{x} est positf pour wut x positf
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IRS

[ EE
-200009000 x| 7. » ¥ - 4000000000

{x? + 2000000000)

_ 200000008 -x | 7-»? - se0c000000)
T +ogix)

p A 1] i R L )

=

" lim wl(x)

= glny
" gl
'cull:l'l-: 1
WICS) » | ard $1{S <3
"ylf9) + 5 and yl{9I{ B

=gl{ll) 5 and yl{IL)< B

I' JECLED £ ]

el évidermment

Ce qui met un point final an probléme posé.
.. Sauf si on ajoute des contraintes nouvelles (minimiser la courbure de la trajectoire

par exemple} pour relancer le problgme.

E. Un
morceaux

MNous savons que les contrainies  sipnifient

conbnuité et dérvabilitd  en  tous

notamment aux 2 paints de jonction des 3 parties
que nous fixons arbirrairement aux valeurs x = 8

gL X =

forme des courbes voulues, La fonction installée

en y3 prend donc la forme cl-contre -

raisonnement

points

|4 pour des raisons intuitives lifes 4 I

d'expert avec trois
aFLETS 1
e Fludyn € 8
> | -I'HE ¥
aixl x4 14
hix}, else relze
L=
Gé=
u§=
9=
(=

La premigre partie £ (sur [0 &), est de la forme v = ax?. La valeur de a se déduit de

fiB) = 5 posé a prior par commexditd, On obtient f(x) =

5x2
fHd -

|85 14]} est choisie pour avoir son maximum en 10,
Le systeme [f{8) = g(8) ; £'(8) = g"(8)) conduit i fixer les paramétres d et e,

La deuxiéme partie g (sur

md=e(x-18]% 4 glx) Do
2 Fsolve{alB) =5, d) A+
gt iRy - L ¢ - :
= aolvef(8) =15, al 8= 5 ale(x))|x=8 4
1= 564 & 3 LT 0} s oalvald-a = 54, g} o m K
d 50164 e ol
25ifi=) x=8 5 51
|
]
257
[ B e
! 3
I L = 5-x®  om oy
Fa ' o3 1 b miar
a
Dam
Rl x 2
e
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5¢2 4 100x - 400

On obtient g(x) = - T . La forme de Ia fonction h définie sur
|14 +==| est du type « inverse » & une translation « horizontale » prés. 11 suffit de
resoudre le systeme {h(14) = g(14) ; h'(14) = g'(14)} qui conduit 4 h(x) =1Tr5.§'?—p

A
+ i} solug|—————= = =52,
T!_n - -E-EP—I-r!lI 1 .[{'_”32 ’
=scluelh{ 14} = ol 143, n) s . E'EP—H]?

= (bt} | x =14

p = 14 ar pow2FsD
CSelp—14)°2,2="5+{p-14>,4,_ p)l

]
P STy S
(r 1:.1,4 ﬂlw[a l:p‘!HJ ~ 5{: 14) rF‘]

F“H or Fni'-"

?:rr 27}

I me reste quii s assurer du passage de la courbe entre les bornes souhaitées, ce gui
ne présente avcune difficultg,

\
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ll.2. Suites de Feigenbaum

Ce probléme a éé présenté dans le chapitre consacr® aux suites. Une étude plus
compidte des différents cas est abordée dans les pages qui suivens, le souci majewr
et celui de la convergence de ces swites ef, accessoiremens, de leur sens de
variagion.

Liintérdt de ce probléme réside dans [utilisation permanente des résultals
concernant les fonctions et dang fa varided des sitieaions renconirées. [l ne peut éire
raisonnablement envisagé de faire ceme étude qu'en wiilisanr une caloulatrice
symboligue, compte teau de la lourdewr des calvuls, Certaines parties sont simples er
peuvent éire traitdes par tous les éléves de Terminale. DY autres nécessitent des
raisonnements délicass. Le probléme, ici, n'est pas posé de manidre directement
utilisable par les éléves. Le professenr pourra tailler ['ensemble d la mesure qui i
plaira.

Les suites sont définies par [a relation de récurrence : ups | = aupll -up) ol a = 0.
Le premier terme uy, seni, dans Uétude qui suit, fixé & %‘ﬂ.ﬁﬂ déviter 1'introdluction
d'un second parametre.

Etude graphique.

Une premigre exploration des valeurs de a donne les résulats suivants

s = 0.5

a = 1.5 ‘ g = 2
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= % 4

a - 3,8 s

e

T
=

s

Ao vu des premiers termes, il semble qu'il ¥ ait convergence pour a = 3. La

convergence n'est pas évidente pour a = 3,01, En effet, il semble qu'il suffirait d’explorer

plus loin les ermes de 1a suite pour « refermer le rectangle ». On voll peui-&tre appamitre

deux points d'accumulation pour a = 3.4 mais pour a = 3,8 ke comportement de la suite est

indéchiffrable. Pour a =4, il semble qu’il y ait une limite infinie.

Des preuves ou des réfutations.

Si 'on éudie la fonction « support », f{x) = a x (1 - x) de Ia suite u, 'étude de ses

variations permet d'obtenir le tableau suivant :
x |0 A 1

rlll ,n-"""m T}

et f posséde comme points fixes - (1 e
a-~- 1
H

=, aver fix-x=-ax{x-¢)
a=1
El

: 1 i
De plus, siv, =5 0nau="7

’l Oefina win} ={

I Defipe T{xi=a x[1-x)

®reposi Fx) = x, =)

[7e:n=0

aufn = 13-[1 —uin-11),els
Den

Den

a=1

W
a-1

|

Cas1:a <1 — suite décroissante, convergente vers 0

Danscecasc<Detsix e |0;0.5], fix) = |0;0.5] puisque %-: {(1.25 et dong %— < (15,

Siu, =1, u,,, aussi. Par suite, sachant que w, > 1), la suite est & 1ermes positifs, majorde par

(15,

Parailleurs f{x) - x < Qcarx-c >0 d'oli u,,,

u, < 1) et la sutte est décroissante, minorée

par {). Elle converze vers un point fixe de £, done vers O, puisgue ¢ est strictement négatif,
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Cas 2:1<a<2 — suite décroissante convergenie vers c

Danscecas,Osc<05etsixe [c;0,5], fix) e [c; 0.5 x 10

03 1
a/d
-._____-‘ “

; a ; P .
puisque 7 < (1,5, Le misonnement précédent reste valide et {

n\;-n

la suite u est décroissante minorée par c._ |[}

Donc la suite u converge vers un point fixe de f qui ne peut éire que c.

Bemarques ; s1d =1 — la suite est décroissante convergente vers () (= ).
5i a =2 — la suile est constante et u, = (1,5 (= ¢) pour tout n.

Cas 3:2 < a <3 — suite non monotone convergente vers ¢

Dans ce cns,%i C< %, COMTHTIE %-_, %H que | X 0.5 - a4

r |
ff%—} }%. on obtient le tableau de varation ci- ‘ﬂ.qu' P T 'L'I'.Fl 0

contre pour f.

Notons que pour &ablir ﬂ%} > ;l’.r' 5
2< a < 3, on pourra étudier la

fonction de degré trois en a, f{i) pinst  |g 1—[1

RS | . | -a%.(a -
que les racines positives de EL4) =5+ I Sﬂ]UE[ a ::: 4) _ ¥
a=2oua=1+45 (= 3.236), a={[B=-1)or a=[5+1 or a=2

solve(-a"2%(a-4),16=.5_.a)NNGN

Le tableau de variations de f permet de conclure gue si % < ¢ alors fix) > c et 5i x > ¢ alors
fix) <c 1l sensuit que v, est allernativement supérieur & ¢ el inférieur 4 ¢. On posera alors

¥, = Uy, CF W=y,

Dn;t:'-',,_=-l-etw,.,=i—.
Onpose g=fofetdonc v, =glv et w,,, =glw,)

MNotons quel;[,;- el = Ic:'.f:_;;-| l}ll’{%} T R |% X v B
|
par conséguent g I% iel ye s ol

: l ) . I ;
Pui ue v, & [5 . cl, par récurrence, il est clair que v, & |5 5 ¢| et v est bomée.

. " Define g{L)y=r{r{Ly I'.'Inn]
On ¢tud ¢ main.enant gix) - x. i ety S i]-[a-'l.z i 1]
Quelques difficultés de geston des |, - 2.4 [t - 1'j|-|:a-t.2 LI - 1] + 2t} Dond
varables ef une expression factonsée [ Factor(gix) - x, x)

*w{ax=a+l) [E-a--r—Ja+1-|:Ja+I*H.
a

diffici-e 4 lire imposent de chercher les

zéros de gix) - & factor{g{xd—x, x)
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o a2 (t-1)(atZ-a-t+1)s ot} Done

Il y a 4 zéros, dont deux complexes | factorigrs - x, x)

Lnnliugués ].jm{iuta{ 31 _:H:'I:a'x_a"‘ -I:' [2 -i':nc—JEI+ ll:wl'a"' 1 *E.‘
q

Les 2 zéros réels sont, bien entendy, (0 |o Zeros(g(x) = %, %)

e, {EI a=1 Ja-3-Ja+1 a+ | 14-3'
a

| 2:a 3 2
O en déduit que :

glx) - x = - kix)x.(x-c) ol k(x) est un polyndme du second degré 4 racines complexes

positif sur B (on a exactement : kix) =a" x* - afu + Dx +a + ).

P o 1 b
Ainst, sur ['intervalle [? vef rp(x)-x=0.Dod, v . -v >0
La suite v est croissante, majorée, elle converge vers un point fixe de g donc vers ¢

i a it G it g
De figon analogue, g(]c ; T hele glewle Je 4' |, done w est bornée, décroissante et
converge également vers .
: . a-|
On en conclut que la suite u est une suite non monotone CONVETESNIE Vars T
. , 2
Remargue : gia=3 — suile non monotone, COonvergente vers T (=),

Les zéros « supplémensires »  de

pix} - x sont alors réels et égaux 8 o zeras(gtx) - x, x)

{EI a=1 ‘]a—E-Ja+l+a+1 Ia=13
a 2-a 2 ]

& =1
1o

2
C =, Ona gx) - x = -kxfx - )

® zoros(glx)—x,x}|a=3

*®
avec k e ]RF. Le riaisonnement

précédent et conduit au méme résultat,

Cas4:3<a<1++5 — suite non monotone & deux points
d’'accumulation

Les résultats gi FL s [.l vl oer oefje :i [} je; . | restent valables, T mblean de
BLI3 ] sl g 1

variations du cis n°3 éant le méme pour a < | +45. On le ruppelle ici

% |15 C w4
¢

! La colenlatrice frcliue ded solutions en fonciion de @ wng @ soucier de fe validd de ! éerimree, cext
seitbepment 560 oo se souvient que a -3 < 0, que Uon pead inicprdier deux des solaions comme complexes,
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: 3 -Ja_;.;a 2L, E';_'EI + bl
Les résultats different des précédents 3G L “i
sculement par la nature des 4 zéros de — 7 a 5
g qui sont maintenant tous réels, I Ja_—g:ia Ll 2N 3'2'_*; B2
e, glx) - x = -k.x.{x-¢)(x-b,).(x-b,) E-_g,!:Ti . Z;E -
wHI{at1 )/ (2%ad+(a+ld (2=%a)>h2l}

s
avec k e IE?.+

L'¢tude des variations de g, puis la recherche des positions relatives des
réels by, ¢, b, et des extrema de g nous permettront de vérifier le caractére
borné des suites v et w.

FAE] -
a
bl . MR L e =144}
Les trois zéros simples de la dérivée | % ‘l‘
-32 (2:-%= 1)-[2-3-3-:2—2 ax ]

de g donnent les abscisses de ses
. llzer-:-s('ai-l:z x—lJ-[E-a-xz—E-a'H*i]u'
extrema [132 F=2+fa HE-3-13)
2-Ja 2 la '
= (2%x~1 )= (2xaxx"2-2*a®u+l) x)l
 A—=2-5) (F==2-n)
Dans la suite, on nommera d1 et d2 les =.[3 el 2-Ja
L 1 —
zéros différents en pénéral de = L2-2+[E {a -3+ 3]
LEI '-.-2 E-J_a. + o2 Z'E |

Cn observe @ dl -:i— t.:l% <d2 <l
x [0 dl (15 d2 I

a'd w4
" /' \ / \
0 Sl il

Il s'agit de placer maintenant dans ce wbleau les réels by, ¢ et b,

Comparons d'abord d, et b, et pour

" solueld? = b2, a)
la=-3 Ja+1-[a-Ja=Z+1mq

-5 a+i-la-la-Z+1=0l+5-[z-2}
(F-3-Ja+1+ 1]2=a-[a—2:|
L' expand[“ﬁ-.la + 1+ 1_:|2 =a-[a- 2}}

cela cherchons  les  solutions  de

I'égquation d, = b,. La T1-92 ne les
donne pas.

MNous elevons alors les deux membres

au carré apres leur avoir aoué ke
rr|:|11br¢:ﬁ.'|.||ﬂ -4 N R PR R I T P B e S
L'expression est ensuite développie et :
P Pl 1-[[2-.|a—3'mlla2—2-3—2=32—2'i]';
4{a-3)-[a+1)m

A" - 2a- 2. on éléve encore au carmd soluel{d {a-3)-[a+1)=4,a)
a={[5=1) or a=J5+

I gpparatt dewx éventuelles solunons
SF J B solve{ans{1).a)
1 +4/5 et 1-4/5,

apres addition aux deux membres de
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On peut vérifier! que d, = b, lorsgue :

" factor(dl -b2,al|a=1+15
= | +
=14 B _5-1
On observe que poura=3,d, > b,. 2-l[8+1 4
La wvaleur 1 - '\E est une solution |» factor(dz=b2,3)|a=1-[5 Egu
para:’.:tﬂ Introduite par les élévations an | Factortd2 b2, 3| a=3 3-1
CarTe. factor{d2-b2.a)la=3
Pour des raisons de continuité, on en
déduit que dy > by pour 3 <a<1+45
= ¢ > bl : le caleul ¢i-contre prouve S——
[ ] - =
que ¢ - b, >0, Pactortsy =b2idk]a=3 L
- - - ¥ - 5 ‘-3
@ b2 >c:cequiest moins fvident et |"e-bl T S g.;”+a:a
peut se prouver i partir du résultat de |, .5 _ Ja-3Javl a-3
- it Z'a 2
la TI-92 grice & 1"écriture IreR O reE la
o *hl-.5 i # =
hl-c=§(ﬂa+l-u’u-3} m -z £ 2

qui est manifesterment positif.

¢ b-05= L szt d 1) Le numérateur (du second degré) ayant pour racines

_zafl +1.|'::— .H;"ﬂ+ ]J'

I+ 5 et | -+/5 est done positif entre ces deux réels done entre 3 et 1 + 45,

Par conséquent b, = 0.5,

On obtient donc les inégafités suivantes : 0,5 < b, < € < I, < d, qui nous suffisent pour

préciser les variations de g.

Dans Uintervalle |~lf +d2), voici donc x |12 bl (& b2 d2

les variations de g. g P " b2 g(d2)
gl12)

On sait que v, = L done v, < by, Le tableau précédent montre que (L5 < x < b, impligue?

1,5 < gi{x} < b, ce qui prouve que la suite v est majorée par b,
De plus gix) - x = -k.x(x - chix - b)(x - b,). Sacham que k > 0, x -¢c <0, x - b, < 0,
K - by < (), il en résulte que g{x) > x ¢t done, par récurrence, gue la suite v est croissante,

La suite v est donc convergente vers 'un des points fixes de g qui ne peut

élre gue b,

P Llexpression de d2 - b2 donnde par fa 1192 ext bien nulle mais e lopiciel ne reconnait pas Upalité des dew

forrmnes
2 (O se wouvient gue gfi05 ) el) e 0.5 el
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Par ailleurs, w, = %= 1'[%']'- Sachant que b, = 'J!.'ﬂ que fest décroissante sur [x ; 1], alors
|
fiz) > fib,) donc w, > b,.

Egalement g(w,) > b, puisque g est croissanie sur |.lT; d,] et que by est un point fixe. On

prouve ainsi que la suite w est minorée par b,, décroissante et done
convergente vers un point fixe de g gui ne peut étre que b,
Par conséquent, la suite u est non monotone, divergenle, mais posséde deux

points d'accumulation b, et b,

b s a+l-fnza-‘-fn+l o n+l+ﬁf:12“—3'l.’a+l

+
Bemarque: sia=1+ 'i.r'_ F = suite dont les tennes sont allermativerment 5 ﬂ'ﬂi

On & appelé h la fonction f lorsque

a-—.1+'o.’§.

On vérifie que E[%] = lti—"'ﬁ e I" TL+15) % (= - 1] % hix) Dorne
he1-2) 5+
f{%ﬁ]:l 4
5y {E—nt -(J5 - 3)-(I% + 3)]
Ll ! 3 ﬁ-

les swites v of w sont constantes el les

-([5 - 3
termes  de la suite u valemt 'PrnPFPac[ 5 SJBEE+ ]] 143
1 +1.F .0pFrac (" C(J(5)-3)*(J(5)+3)/8)

ﬂ!t:malwcamnlf o ——

Cas 5:1+5<a<4 — suite dont le comportement semble
erratique

Les positions relatives des nombres d, b, ¢, b,, d, ne sont plus les mémes, Les

calculs effectués dans le cas n°4 peuvent étre repris en partie, On s'y reportera.
o d,<b,pour a>1+45

o 1
e b <c<hiciencoreetc >%

(a - 3o+ 1)
e b-05= —.___.u_._._.: 0, le numératewr (du second degré) étant négatif pour
2ail +ya - 340 + 1)

}I-rﬁ
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Les expressions d, - cetc - d, sont
positives, ce qui est visible apris
avoir factorisé yfa - 2. Donc ¢ est
compris entre d, et d..

{d 5 [I‘i—“ I propFracdgidl))
gldy) - 05 = gld;) + D =1%

|=dz2—-c

o e —di

FF—HE
rlﬁ+a 2
4

@
gld,) - 1 =gid,) - 1 =7 1

g(0.5)-0,5 <Ocarx > 1 +4/5.

Le tableau des variations de g est alors :

= factor{gl.3)— .5, a)

{a-2)[(a+[5-1){a-5-1)
15 ]

(0 & @ b 12 g "-']: b, !
a4 : :
05
0 LT \b\.

Les courbes représentatives de g sont les suivantes pour rois cas particuliers

Le réel 1} possede deux antécédents o et B duns |d, ; d,). Ces amécédents pénent

copsidérablement la stabilisg des intervilles @

¢ est-d-dire quil est difficile de trouver un

intervalle Tinclus dans [0 1] sur lequel g soit monotone et fel que g{l) c L

Peut-on faire apparaitre un ordre général dans le désordre apparent de ce

cas 7

situations particuliéres,

En voict une, & titre d'exemple, présentant une singularité.

La tiache est énorme mas on peat cependant rechercher quelques

Envisageons la fonction h = f o [ o f. Elle présente 7 exmrema et coupe la droite d équation

¥ = X 0 un point an moins et 8§ ao plos.
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On peut alors penser qu'il existe une valeur de a telle que la courbe de h soit tangente 3 I
droite d"équation ¥ = x en plusieurs points, Aprés guelques titonnements, on parvient i
a=3,83 (on pew se poser la question d'une éventuelle valeur exacte réalisant ce cas) qui
semble approximativement tangente en trois points. On peut alors s'attendre 3 une suite
presentant trois points d'accumulation ; 'un au voisinage de 0,5, un autre au voisinage de
0,16 et le woisiéme au voisinage de (1,96 comrespondant aux coordonnées des trois points de

« Confact =,

L

nc:3S.
wel 9574166 H;=.15514911

La représentation en mode WEB de la suite u montre effectivement ces trois points més
rapidement approchés. Il n'est d'ailleurs pus sir que ce soient des points daccomulation : il

peut ne s'agir que de points déterminant des intervalles de stabilig !

Comme on peut le voir, les zones d’ombre sont trés nombreuses pour :
aes |1+5; 4. Le probléme est encore largement ouvert !

Bomarmgue ;:  sia =4 — suite nulle & partir du troisiéme terme,
H est clair que u, = 1 puis que u, = 0 et sachunt que fi0) =0, on en déduit que la suite u est

nulle & partir de u,,

Cas 6 : a > 4 — suite décroissante de limite -

il

Sachant que u, = 7= 1 on déduit que v, = flu ) <0,
De plus fix) - x = -a.x.(x - ¢} <{} pour tout x <0,
Donc la suite u est décroissante & partir de u,. Etelle est ainsi 3 termes négatifs & partir de u,,

Posons, pournz 2, z_ = %:I"I {4 - 4}, Cette suite a, une limite infinle pour a > 4,
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Supposons que -?EE o :xr_lrirnnns-Tu“J- = sauLl cu ) = %li{l -u,) > | carc'est le produit
n ‘ntl ik | n

de deux récls supérieurs & 1 pour n 2 2. Done, s'il existe un k pour leguel -u, > z,, on

pourra en déduire que la suite (-u) a pour limite +es,

1
-1 a{a-4) 4 a .
S L ot
Exprimons Z =18 5 T T 1. Par conséquent et par récurrence, on
obtient que pour tout n entier supéricur & 2, -u, >z et done gue -y, & pour limite +==, D'ol
lim u, = -ea.
o=

En conclusion.

Ce probléme est loin d'étre terminé, de nombreuses quesiions peuvent étre
posées. Par exemple :

Quels sont les comportements possibles de la suite pour a € ] 1 +'1,-‘r§ 40 7
Que se passe-t-il si le premier terme de la suite est un autre réel que 0,5 7
Les valeurs séparant les dilférents cas restent-elles les mémes 7

Il reste encore beaucoup & faire pour mettre un point final au probléme !
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lll.3. Recherche de points fixes

On considére la suite d, de IN* dans N, qui vérifie ;

dil)=1;

d(p) = 1 pour tout nombre p premier ;

dip.g) = diphy + pdiy) .

Quels sont les points fixes de cene suite, cest-ii-dire les entiers gui vérifient

din)=n 7

O potera ceriaines ressemblances avee e dérivation des fonctions ©
- ressemblance powr la dévivation d'un produic bies sir |
- ressemblance aussi pour Uimage des abjets élémentaires ;
lat dévivde d'une constante est nulle, peur la suite d c'est Vimage de 1
it est mpldle (Uafout d'une constante de modifie pas les variations d'une fonction, b
mudtiplivation par 1 ne modife pas Fa valeur d'un nombre) ;

- dit dérivée de Vapplication dlémeniaire x —x ext égale & 1, pour la suite
est "image de tows nombre premier qui est égale & T (la fonction identité permet par
addition, multiplication, de retrowver tous les polyndmes, de méme ot naturel
s ‘ahient comme produit de factears premiers),

Observer, analyser, accumuler des informations.

On peut bien siir caleuler les premiers temes de by suite « 8 la main =, On trouve,
pour les premiers termes :

E 19 (1011 12]13]1415)16]17|18]19

L]
i
s
LA
o
=]

n |

dim) JO 11 41§14 |1 |5 )1 (1246 |7 |1 J16)0 |9 §8& |32]1 [21]1

On rouve au passage un point fixe (4). 11 est aussi assez simple d'établir ;

-pour n > |, din) =)

- diny = | implique n premier,

On ne peut pas encore alfirmer lexistence de L suite pour tout n. Nous v reviendrons

plus tard,

On peut aossi cssayer de calculer les dind de fwon automatique & 'aide d'un
programme. Le progrumme pour fa T1-92 qui est présentéd, demande au préalable d'établir

une liste des nombres premiers, On a appelé np la liste des 35 premiers d'enre eux (on

aurait bien siir pu en prendre plus).
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fEE T 1]
5773101,10%,1 7,109,115, 127,151, 13

i ——Tre T

Le programme figure ci-dessous @ pour chaque entier n, on vérifie 8%l existe wn

clement de [a liste np qui est diviseur premier de n. Si n est premier, et done égal 3 1'un des
nplil, d{n} vaut 1. Sinon, si k € np estun diviseur de n, 'écriture de n sous 1a forme k. o/l
permet de determiner din) par application de la formule.

Cene constroction de la suite fait appel i ses propres valeurs qui sont déja calonléss

et stockees dans I histe d, ce qui évite de smurer I mémoire par un procédé plus directement

tecur<f,
hﬂj Fi= Tn']"ruv‘l’ [ E:j'-""‘ T I'anruvT i
w = Control |1 -0 Find, B+« {-—--—-ﬂl'.:I Canbrol [I-0Mar|[Fin
HETTTS| T I"El=ze
“Piam: inrlppli 1y
ineul. i stdnpldimd pr] 134d | nplilediglegsdind
2 hkl e
Lkl B . 5 5]
tFor 1,1, diminpa tendif
fmadin n?[ll}-‘a tEnd] F
:If a=0 Then * tndF o
I n=Enpli] Then tEndPrgm
-Ai _!n] :
E (5] H
*Gto b i

Il est important pour que le programme  foactionne  nommalement de prévoir Iz
dimension (nombre de termes) de la suile d selon Iy liste np qui a éi¢ choisie. Dans le cas
présent, ou np comporte 35 tenmes, I lisie d ne pewt comporter que 150 temmes. Le
programme s améte ainsi avec le caloul de df 1500 car 1500 =2 * 75 et d(75) érant déji dans b
histe d, le caleul de d(150)) est possible: Mais 151 est un nombre premier lul anssi, alors i
programime ne peut caleoler di151), Pmstraction « I a = 00w pour n'imponte lequel des
npi] sera toujours sans réponse et e 1515 élement de la suite d serait par défaut pris &gal A
(1€ est I mémwe mison, valeur par défaut, qui o attrbuer 0 (mials ¢'est heurcusement
bonne valeur) & 0V 1} puisgue en initialisant o 3 2. le premier erme calculé st d(2),

Clel rostretion new:is (npfd' m{np)]+1) v d qui permet de fixer

dimension de I Histe, on a npldiménp) 41 = opi s = 149+ 1 = 150

| - R — = vir- ; !
il
Eé”ilé%‘?'éaiié'[E'?:E&fiéﬁié'%“sg’ |
V.51, 1,60, 14, 19,12 en}1, 51, 16, &8,
{,41,1,38,33, 55 1,112, 14,8 :
1:81. 18,90 2% 38, 1,65 0 50 50 1A% | |
_ o 8.6l 1.72,26,59, 1,158, 1,35,55,80; | |
Om obtien les valeurs ei cone e pour b B 71 1o1rb 1bB A% 1, 158 95785 33! |
; %gﬁié@1?3§2hi95 34 a§52¢ EEial ?EE b
e, 260350 1 fot: 30 90 i 208  Lagr | |
AL NN
« {3394, 589033, Pa 6T 182710 168500 ko

é
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On peut obtenir une représentation graphique des termes de cette suite en utlisant

alors le répertoire suite de la cale ulatrice, ainsi si wl{n) = d[n] et uin) =n, on peut ohserver
la dispersion des termes de 1a suite autour de L droite y = x.

. 1 iv Fl Fa Fiw Fegw i
Il suffit de régler - E Zoor|TraceReGraohMath|Draw|«
CorTeClement [

fenétre,

max= |50, .
plotsirli=], |
rlotstep=],

Les points fixes de d
sonl situés sur fa

droite v = x,

E Fi= Fi ry FE= - 7
dyf ) Zoon|Trace ReGraph[MathOraul« ;F?

| |

' il
negi 27,

— Bl Leng) "é

Ui peut, soit observer la hle de vitleurs, soir utiliser trace (ci-dessus alors que les

points sont reliés) pour déterminer les points fixes de d, on trouve deux points fixes de | 3
130 qui sont 4 et 27. On peut observer que 4 = 2% ¢t 27 = 3, mais cela donne-t-il une

piste,,,

Preuves.

1. Une idée naturelle : décomposer un nombre en facteurs
premiers.

Premier pas ¢ si n est un nombre premier, if ne peut pas ére un point fixe {en effet, on a
Mors n> | et din) = 1.

Deuxitme pas : si nest le produit de deux nombres premiers p et g, on a alors :
din} = dipg) = p+q.
eLaest un pont fixe de d si et seulement si on pg = phy (%) Plusieurs possibilités alors,
- On peut procéder de fagon analytique, en émdiant la fonction X —b f'l_ poLr
x & 1 (puisque plq-1} = q). Elle est strictement decroissante. D'od, pour x > 2, fix) < 2.
Comme on veut avoir simultanément x et Fix) entiers premiers, cela impose x = f(x) = 2.
- O peut procéder de fagon algébrique, en divisant les deux membres de I'égalitg

: i ; , : | R
{#) par px}. On obtient ulllmﬁ e I, Soit les deux frictions sont egales & =, soil I'une,
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par exemple o vest strictement inféricure i . Mais alors q o8t swiciement supérieure il 7,

c'est-i-dire g < 2, ce qui est impossible, Dol p=g =2

- Un pent procéder de fagon arithmétique, en éorivant 'égalité (*) sous |z forme :
plg-1) = q. q premier ¢t premier avec g-1 doit diviser p premier, dob gq=p, et g-1 =1,
cest-d-dire g =p = 2.

Conclusion : le seul point fixe de d produit de deux facteurs premiers est 2.2 = 22,

Troisigme pas : i n est le produit de trois nombres premiers p, q et r, on a alors ;
din) = dipgr) = ] + pr+gr.
nest un point fixe de d s et seulement si on a pgr = pg + pr + gr (#*), L'éude de fonctions
de deux variables érant plus délicate, tentons une généralisation des deux autres méthodes.
- La méthode algébrique. On ordonne p £q =r (clest-d-dire FIT > qlz -:-}. De

I'égalitd (**), on tire F|:|_+ %+ .E = 1. De deux choses P'une : soit les wois quotients sont

. ] - ' ; ;

Cgaux i 7, et le compte est bon ; soit p < 3 (i.e. p=2). On doit avoir alors % + % = % » donc
-l ; .

A>T cest-A-dire g = 2 ou g = 3. Aucon r ne convient alors.

- La méthode arithmétique. On écrit (**) sous la forme piqr-g-r) = gr ; g et r éant
premiers, on en déduit que p = ¢ ou p = r. Prenons par exemple p = q. Une awtre
transformation de (** ) aboutirait d r= p ou r= q. Pour finir, on a nécessairement r = p= .,

Le seul point fixe de d produit de trois frcteurs premiers est done 3.3.3 = 33,

Conclusion : le seul point fixe de d produit de trois facteurs premiers cst 3.3.3 = 35,
Et l'existence des points fixes 22 g1 33 sugpére une premitre généralisation...

2. Une premiére généralisation : tous les pr, p premier,
sont des points fixes.

En fait, on démontre un résultat plus géndral, pir rdcumence, surn ;
pour wut p premier, diph) = o.ptl
(on retrouve une cenaine parcnté avec la dérivation..).
-cestvratpourn =] :dip) = 1.
- supposons la propriété vraie & un ordre n, e dip") = n.pt-l,
On aurn alors d(p™ 1y = dip.p®) = p" + pdip®} = p? + pnp™! = (n+1).p", ce qui exprime
bien la propriéié & Fordre n+ 1.
La proprig € est bien établie pour tout p premier ol tout 0 entier non nul.
A quelle condition p™ est-il un point Axe de d 71 faut et il suffit que p" = np™!, c'est-i-dire

(que p=n,
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On a ainsi prouvé que tous les entiers égaux & pP (p premier) sont des
points fixes de u. Mieux, on a prouvé que les seuls points fixes de d qui

s'écrivent comme puissance d'un seul nombre premier sont les pP,

Remarqgue : la ressemblance avec lu dérivation doit étre précisée ici | bien entendu la dérivée
de xX n'est pas égale & xX... Par contre x" et sa dérivée nx™! poincident bien pour x = n.

3. Une réciproque.

Il reste bien siir & prouver qu'il n'y a pas d'autres points fixes s'écrivant avee deux
ou plus de deux facteurs premiers distincts...
S0it n un point fixe de u, n = p0), p premier, p et Q premiers entre cux.
Om a alors din) = ap® L.Q+ pd.d(Q). Comme n est point fixe, on peul écrire
ap® 1O pd(Q) = piQ, d'ois, apres simplification : aQ) + p.diQ) = pl,
On a ainsi p.|Q-diQ)] = aQ. Comme p est premier avee Q, il divise a 1 a = bp. On a donc
apres simplification Q-d(0Q) = bQ, c’est-ii-dire Q(1-b) = d((Q). Mais d(Q) est positif ! Donc
b =1 {c'est-d-dire a = p), [Yoi d(Q) =0 et 0 = 1. Pour finir;

Les seuls points fixes de d sont les pP on p est premier.

4. Ou l'on finit par ol on aurait du commencer : les
problémes d'existence de la suite d.

Cette existence part naturellement de Punicité de la décomposition d'un natrel en
facteurs premiers :
a; _a e i i G :
n=py I.Pz 2....11] 1. En utilisant les résultats déji oblenus, on peut éerire :

G plnjﬂfﬂgﬂz-----F’ihj]‘ r *'ft’|:”}”:uz _____ ]-‘J“j =
. ok ey

d | .'lz ;L_' )
pyodips T P, yEaLp Py T P,
En reproduisant ce gue I'on vient de faire, on obtient :

:lr-r a3z .'.'IE-[ d€j

i s . g
dm)=app " Py TP Py TPy e T ap Ty ey

Plus simplement éorit -
din} *
——= =+
oo P P

O peut imaginer alors une démonstration par récurrence, portant sur le nombre k de
fucteurs premiers entrant dans s décomposition d'un naturel
pour k= I, T suite exisie (I'image de tout nombre premier est unique, deale 3 1) ;
- supposons que din) existe pour tous les nombres dont la décomposition compone k (ou
moins de k) factewrs premiers. Alors i n posséde k+1 facteurs premiers, la définition

dluv) = wdiv) + vd{u} peret de se ramener & des produits de k facteurs premiers, et la
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formule que nous venons d'établir nous permet d'affirmer que, quelle que soit les k facteurs
premiers choisis dans la décomposition de n, on wouvera toujours la méme valeur pour
din.
Mais cette méme formule nous permet une autre démonstration pour la recherche des
points fixes de d. En effet n est un point fixe si e1 seulement si sa décomposition en facteurs

premiers vérifie :
Ay a,
=— ===
P Pa P

Cela impose d'abord a, < p,. On veut démontrer qu'en fait il n'y a qu'un nombre premier

gui entre dans la décomposition de n. Cela nouws conduit & donner un statut particulier au

« premier » d'entre eux :

il a. a

Lo |- e o - L clest-ddire —- = -L{aprés‘ réduction au méme dénominateur). On
My Py P; Py PaPy-P

peut Ecrire cette derniére égalité sous la forme ! 41 PoPs--p; = Mpy.

Comme p, est premier avec le produit PPyl il divise nécessuirement (lemme de Gauss

oblige} entier a;. Du fait de inégalite a, < p.. on pewt en déduire nécessairement que

o 4, @ i
s I e ] ' i
iy = . Mais alors —= 1 ; I'égalité 1 ==—+ ==+ .. + =L impligue alors que a, = a,= ...
JEEs Py Py P2 P R

a,= 0. Le point fixe n 'écrit nécessairement pjm, ce qui achéve la démonstration.
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