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Diss lapparition des premiers logiciels &ducatifs (années 80), le réseau des IREM
qui regroupe des enseignants du Secondaire et de 'Université a développé des
recherches variées. L'objectif était dans un premicr temps d'analyser ces nouvelles
technologies afin d'identifier leurs potentialités et également les contraintes qu'elles
présentaient pour l'enseignement des mathématiques. De nombreuses expérimentations
ont €1€ ensuite menées & partir de séquences d'enseignement intégrant ces nouveiux
outils. Une mise en commun des résultats de ces recherches étail assurée par la
commission informatigue du résean des IREM, constamment en relation avee les
concepteurs de logiciels éducatifs, pois de tuteurs intelligents et d'environnements
interactifs d'apprentissage, grice notamment i l'organisation de cotlogues.

Dans le cadre de cette interaction, le cahier des charges de ces environnemenis a
pu souvent prendre en comple les remargues des utilisateurs potentiels (4 savoir les
enseignants) et ainsi développer des owils plus adapiés & l'enseignement des
mathématiques. Au cours des quinze derniéres anndes, le réseau des IREM & publié un
grand nombre de brochures sccompagnant d'une part la prise en main des logiciels et
des calculatrices el présentant d'autre part des exemples de séquences d'enseignement
accompagnées de conmentaires pour faciliter 'appropriation et la mise en ocuvre de
celles-¢i par des enseignans,

Durant 'année scolaire 95/96 apparaissent les premitres calculatrices graphiques,
symboligues et gfométriques qui iniggrent deux logiciels (DERIVE er CABRI qui
aviient déji fuit l'objet de nombrenses recherches. Dis lors, la direction des nouvelles
technologies (DISTN B2) du ministére de 'sducation nationale &tablit des contrats de
recherche entre des équipes de recherche en didactique des mathématiques et des IREM
afin de mener des recherches sur les conditions dintégration de ces caleulatrices dans
Venseignement des mathématiques et les modes dappropriation de ces outils par les
éléves. Des classes cntigres sont ainsi équipées. ob chaque éléve dispose dune
calculatrice pour la durée de 'innée scolaire, des enseignants obtiennent des mayens
horaires petmettant des expérimentations dans un nolveau contexle, avec 'appui
également de contrits de recherche locaux (CRDP de Meontpellier),
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L'université d'été de Rennes (Aoiit 96) “Des outils informaiiques dans la classe
aux calculatrices symboligues er glomdirigues @ gquelles perspectives dans
lenseignement des mathdmatiqgues” organisée par la commission informatique des
IREM & permis de faire une premiére synthése des résultats de ces recherches, visant 4
développer une démarche plus expérimentale dans 'enseignement des mathématiques.
Les actes de ce collogue, les rapports des recherches en didactique (DIDIREM a Paris
Vil, ERES 4 Montpeilier 2, LEIBNIZ 4 Grenoble 1), la thése de Luc Trouche
{Montpellier 2), ainsi gue plusicurs publications de I'TREM de Montpellier, nous ont
apporté des résultats importants pour créer les conditions d'une intégration efficace de
ces calculatrices symboligues et géométriques dans 'enseignement. Ces recherches ont
eté présentées dans un colloque européen "Calculatrices symboliques et géoméiriques
dans l'enseignement des mathématiques”, organisé par I'TREM de Montpellier et la
commission informatigue des IREM, gui s'est tenu en mai 98 i la Grande Motre.

L'originalité de la présente brochure est due & la participation importante des
eleves d'une classe expérimentale (malgré 1'échéance trés contraignante du
baccalauréat) non seulement aux activités "obligatoires” organisées au sein de la classe,
mais également aux sujets de recherche proposés par lenseignant ou les éléves, Elle se
manifeste dans la part importante qu'ils ont pris dans la rédaction de cette brochure, gui
révile pour la majorité d'entre eux une véritable adhésion i cette nouvelle organisation
de Penseignement, au deld de Jeurs réponses aux guestionnaires divers (barométres). La
dynamique de recherche créde dans cette classe a non seulement induit une évolution du
réle que joue la caleularice dans leur activité mathématique, mais a surtout £1é

ressentie Comme une guverture sur ce que pouvaient étre les "vraies mathématiques”.

Méme si cette classe peot difficilement &tre considérée comme un classe
terminale standard, chaque enseignant pourrg v puiser des idées de situmions de
recherche quil adaptera 4 sa propre classe. Les diverses expérimentations menées
précédemment l'attestent, il est possible de susciter ceng dynamique A des niveaux rés

variés,

Comme l'écrit U'enseignant dans sa conclusion, "ce que U'on perd (apparemment}
en temps, on le pagne en profordeur de compréhension, ¢'est du temps gagné pouwr la
Sieire” !

Domintque GUIN
directrice de I'IREM de Montpellier
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(e connall que les choses que Uon appriveise, dit le renard,
Lex hommes n'ont plis le temps de rien connaltre.

Hs achirent des choses toutes faites chez les marchands.

Mais comme i n'existe point de marchands d'amis,

les hommes n'ont plus d'amis,

Si i veux un ami, apprivoise-moi !

Antoine de Saint-Exupéry, Le petit Prince

W (o

Aprés les "machines & calculer de bureau", les calculatrices scientifiques, les
cileulatrices programmables, les calculatrices graphiques, une noovelle génération
d'outils de caleuls arrive duns les classes @ des calculatrices dordes de logiciel de caleul
symboligue et de logiciel de géométrie. Cette intrusion peut &tre considérée comme une
concuirence déloyale qui favsserait les rapports entre le professeur de mathématiques et
les éléves, ou au contraire comme une occasion de renouveler l'enseignement et
lapprentissage des mathématigues. Clest le deuxiéme point de vue qui a é1é choisi ici.

En quai ces calculatrices peuvent-elles favoriser un el renouvellement 7

- clles peuven En:ndrc en charge des calculs qui relevaient aupiravant de la
responsabilitd des éleves (dérivées, limites, intégrales...) ;

- elles permettent de multiplier les points de vue sur les objets mathémariques
(représentations graphiques, tableaux de valeurs, expressions symboliques, traitements
statistiques...) et permettent ainsi un jeu de conjectures et de réfotations

- elles peuvent resituer les mathématiques comme une science expérimentale
particuli¢re on l'art de la raison est guidé par 'exigence de la preuve.

Ces potentialités sont cependant théorigues. Elles ne peuvent s'exprimer que si les
outils de caleul ont €i€ apprivoisés : on ne connait gue les choses quie Uagn apprivoise dit
le renard de Saint Exupéry.
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Qu'est-ce que sipnifie apprivoiser ? C'est une chose wop oublide, dit le renard | ca
signifie "erder des lens",

Cet ouvrage repose sur le travail du professeur de mathématiques et des 37 élves
d'une classe de terminale S (spécialité mathématiques) du lveée JToffre de Montpellier

ndant I'année scolaire 1997-1998, Tous les ngs de cette classe ont regu, pour
‘année, une calculatrice TI-92 pourvue d'un logiciel de calcul formel (Derive) et d'un
logicie] de géométrie (Cabri).

[_I r'ﬁ"""" ;

p A= TRt |

Des liens sont éablis :

- entre I'deran des calculatrices des éléves et un écran (émoin, sur lequel est
rétroprojeté une des calculatrices de fa classe :

- entre les éléves eux-mémes : des bindmes associant les éleves deux par deux sont
constitués pour des travaux pratiques. Une heure pir semnine, les éléves traitient ainsi
un sujet de recherche

- entre le travail clavier/écran et le travail papier/crayon : les travaux de recherche
g;liivem déboucher sur des rapports éerits dans lesquels les différentes étapes sont

ailldes -

- entre des phases d'exploration, de conjectures, de preove, de réfutation éventuclle.
Les problémes proposés favorisent une telle démarche de recherche :

- enire le professeur et les éléves : cot ouvrage en porte témoignage. Certaines
ilustrations, certaing textes sont produits par des €léves. Tout le reste repose sur le
trivvaiil de l'année. Mis en forme par le professeur, il a été relu, corrigé, complété par les
éléves eux-mémes.

H faur des rites. Qu'est-ce qu'un rite 7 dit le perit prince,

Une telle démarche, de type expérimental, est délicate 8 mettre en ocuvre dans une
classe de terminale, sanctionnée par un examen tris codifié, Clest pour cela que le
trivail de I'année combine des moments de natures différentes :

- chaque heure de cours repose sur une organisation particulire de la classe, un
tablean, un écran, un rétroprojecteur, un élitve-sherpa' utilisant la calculatrice moin ;

- des moments différents sont distingués pendant U'heure, des moments ofl les
calculatrices sont fermées, des moments o 'utilisation est guidée par la calculatrice
témoin, des moments odl l'ulilisation est libre | 2

- chaque semaine, un devoir-maison, choisi dans les annales du baccalauntat, permet
de se familiariser avec I'épreuve de fin d'année ;

[ Le mol et cholsi en référence & 1a fois & Phomme. qui_porte les charges lors des expéditions
himalnyennes et ame diplomates qui servent de médisteurs Jors des conlErences internatinnales, Ce riile

est lenn & tour de fdle par toos les Edves de b classe,
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- chaque semaine, une séance de TP permet de faire de In classe une petite
communauté de recherche ;

- de temps en temps, est lancé un “défi mathématique”. Tl s'agit d'un travail facultatif,
demandant un certain temps de réflexion. Des éléments de réponses sont communiqués,
par leurs découvreurs, i la classe pour relancer la recherche ;

: [ gt

- des devoirs surveillés permetient, 4 intervalle de temps régulier, d'évaluer, pour e
professeur et les éléves, les acquisitions et les lacunes. Exercices de style complexes, ils
doivent porter & la fois sur des exercices “type hac” et sur des exercices lids 3
Vexpérimentation en cours ;

- enfin des questionnaires permettent de recuoeillir le point de vue des éléves sur le
dispositif pénéral de travail,

Il est impossible de communiquer dans le cadre de cel ouvrage l'ensemble des
documents produits cette annéde :uill faudrait reproduire I'ensemble des cahicrs de TP
contenant les rapports de recherche des différents bindmes, I'ensemble des éléments de
solutions proposés & I'occasion des différents défis., Un choix a &6 fait, forcément
partiel. On trouvera donc ici

- un chapitre proposant les énoncés des 14 premiers T.P, de 'année, accompagnés
d'éléments de réflexion |

- un chapitre contenant le texte des 5 défis proposés cetle année, avec des pistes de
solutions proposées par le professeur ou par des éleves ;

- un chapitre intitulé " pochette surprises”, proposé par des éléves, correspondant &
des découvertes personnelles :

- e texte des 6 premiers devoirs surveillés 2, avec les problémes posés par
Putilisation des instruments comme auxiliaires de résolution ;

- ¢i enfin le point de vue des acteurs, 3 travers le bilan de questionnaires
spécifiques i Vexpérimentation en cours ou plus généraux (questionnaire ministériel sur
les savoirs).

Voici mon secret, Il est trés simple ! on ne voit bien gu'avec le coeur. ['essentiel ext
imvisible pour les veux, L'essentiel est invisible pour les yeux, répéta le petit prince, afin
de se sowvenir,

2 Pourr pouvelr Bre éditd avant le colingue de Monipellier de mad 1998 "Calculatrices symboliques et
geoméiriques dans Venscignement des mathémutiques®, ol ouvmge s linike aux documennis rdalisés
avant [ fin.du mois de mar,
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Dans toute entreprise, on peut distinguer un objectif prioritaire. Celui qui a présidé
au travail de cet année est simple : il faut apprendre 3 voir au delit des apparences, Dans
une civilisation - celle de la télévision- on domine I'illusion que “voir, c'est
comprendre”, on a voulu montrer que P'otilisation raisonnée des outils de caleul
impaosait |

- de ne pas multiplier les investigations au hasard, mais d'organiser un "plan de
campagne" ;

- de ne pas croire que "voir de plus en plus prés” (avec des zooms successifs)
permettait toujours de "voir de mieux en micux", mais de savoir prendre du recul, faire
un pas de cité pour considérer différemment le méme probléme ;

- de ne pas considérer de fagon isolée un résultat numérique, une représentation
graphigue, une expression symbolique, mais d'organiser une confrontation entre ceux-
¢i, d'organiser un aller-retour entre l'observation et les références théoriques déja
CONsruiles ;

- de ne pas considérer comme certain un résultat sur la foi de quelques observations
Euncéﬂrdnnr.ﬁs, mais de tenter de valider chaque affirmation par une preuve solidement

tayée ;

- de ne pas rester enfermé dans un face A face avee la calcelatrice, mais de
communiquer sous une forme compréhensible ses actions et de prendre en compte les
suggestions des autres.

(ue fawr-il faive 7 dit le petic prince, I faut 8tre trids pattent, répondit le renard {...)
Le langage st source de malentendus,

L travail engagé cetie année n'a pas €€ facile : les sources d'inspiration, pour faire
des mathématiques avec des calculatrices symbaliques, ne sont pas nombrenses. Le
resultat est done sans douate wrés imparfait. Mais, ajouté aux autres travaux qui se sont
mends dans cette direction, il contribuera, nous l'espérons, & un rerouvellement positif
de l'enseignement des mathématiques.

On pourra noter en particulier que plusieurs des activités proposées dans cet ouvrage
(i V'occasion des TP ou des "défis”) ont & voir avee larithmétique. Une bonne
compréhension des nombres est en effet nécessaire pour distinguer les nombres eux-
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mémes de leur représentation sur un écran, Or larithmétique revient au programme de
la spécialivé mathématique en terminale scientifique 4 [a rentrée 1998, Les problémes
gue l'on rencontrera dans cet ouvrage pourront ainsi e doublement utiles :

- pour tlustrer le nouveau cours d'arithmétique ;

- pour prendre en compte les nouvelles calculatrices symboliques.

Jal de sérieuses ratsons de croire gue la planéie d'oil venait le petit prince est
lastéralde B612, Cet astéroide n'a été apercu qu'une fois, au télexcope, en 1909, par un
fESTFeteme fure.

Une introduction s'achiéve nécessairement pas des remerciements 4 ceux qui ont
rendu cette expérience possible -

- E. Gaspari, directeur du CRDP de Montpellier, qui a mis  disposition de la classe
4} caleulatrices TI-92 et une caleulatrice rétroprojetable ;

- T. Murgier, IPR de Mathémutiques, qui & mis en relation les différents
protagonistes de cette histoire

- D, Guin, directrice de I'IREM de Montpellier, qui a édité cet ouvrage ;

- A. Hirlimann, de la DISTN B2 qui a attribué les heures permettant le suivi de
Vexpérience ;

- I'équipe Analyse de I''REM (R. Bernard, C. Faure, M. Nogus, Y. Nouazé) quia
pecompagné le travail mené cette année ;

- et enfin les éléves de 1a T5S du lyeée Joffre qui ont accepté un surcroit de travail en
acceptant Nidée que celui-ci serait payé d'un surcroil de connaissance, 11 ont bien vouly
vroire que dans ln caisse, il y avait bien un mouton, et dans le boa un éléphant.., 1

Quatre remarques avant de rendre sa liberté an lecteur ;

- wel ouvrige peut se lire dans l'ordre on le désordre, une combinaison harmonieuse
de ces deux éléments constitutifs de I vie étant nécessaire 3 une bonne compréhension
des choses. Le lecteur pourra se reporter 4 1a table des matidres 2 la fin de cet ouvrage
pour choisir un itinéraire propre ;

3 Om rewouvera duillears lo thitme de I'E1éphant & d'sutres endroits dans cet ouvrage. Un putre animal,
Fline, & e nussi on certin succes, Les Elbves ont on effet appris que, dans les ocuvees mathémntiques de
Borrhaki, les partios considérées comme faciles émient appelées “ing qui trotte”. Lourent Schwariz,
duns som lHyvre “Un math@maticien nux prises avec le sidcle” Eerit b ce propes @ “(ces parties) faillireat
meme fure indiquées par le symbole d'un Ane, mais des scrupules oL Mimprimeur nous retinrent”. N'étant
pas 1ies par fes midmes contrainies, nous n'avons pas hisiid & inedgrer Uanimat dans les illustrions de cet
OUYTages,
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- cel puvrage st desting aux professcurs de mathématiques intéressés par
'enscignement dans les nouveaux environnements de “calculatrices symboliques”. I
pourra Etre lu aussi avec profit par des éldves en fin de classe terminale en guise de
synthése de lour dernitre année de lycée et de préparation aux émdes ultérienres. 11 est
conscillé de suivre les problémes crayon en main et caleulatrice i portée de main
Certaing passages, simples, sont lnissés & la charge duo lecteur curicux. D'autres

passages, plus raides, sont, pour le lecteur intrépide, précédés d'un petit cactus E r

- il n'est gquestion ici que de la calculatrice T1-92 dont disposaient tous les éléves de
in classe. L'objectif de cet ouvrage n'est pas d'en donner un mode d'emploi. Pour
comprendre l'ensemble des problémes posés, il est cependant nécessaire de connaitre un
peu le fonctionnement de ce type de calculatrice. Cet ppprivoisement pourra Etre réalisé
avec profit par le lecteur consciencieux, Le lecteur qui posséderait une calculatrice
symbolique différente devra effectuer les nécessaires adaptations ;

- cel ouvrage est en quelque sorte le prolongement des deux publications de 1996 du
meme auteur (cf. bibliographie). On y retrouvera quelgues sujets de TP identiques, mais
les éléments de réflexion qui les accompagnent différent assez profondément.

Chagque jour [‘apprenals guelgues chose sur la plandte, sur le départ, sur le voyage,
C'o venail tout doucement, au hasard dey réffextons...

Bon voyage !

Lue Trogche
Le 15 Avril 1998

Les catations en ialique et les dessing de cetle introduction sont extraits de
Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince, Gallimard,

Repertoire des sigles

CRDP : Centre Régional de Documentation Pédagogique ;

DISTNE : Direction de l'lnformation Scientifique, des Technologies
Nouvelles ef des Bibliotheques (Ministére de 'Education Nationale) ;

IPR : Inspection Pédagogique Régionale ;

[REM : Institut de Recherche sur PEnscignement des Mathématiques ;
TI-92 i Caleulatrice de Texas Instruments,

-a-s.
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Introductioil
Coté Eleves

Aprés une introduction sérieuse « Cité Professeur », place aux éléves,
ou plutdt aux « béta testeurs » 1!

-~ . T1, T1,... Depuis guelques ternps, un mot nouveau est sur k&
langue de tous les éléves (un nouveau virus 7). Certains en
révaient, d'autres, réealcitrants 4 la technique, en font peut-étre

désormais des cauchemars. Une chose est sfire ; les maths ont un aspect légerement
différent depuis Parrivée de « la chose » dans la classe, Caloul symbolique, deran haut®
dél’, péométric... et de nouveaux messages d'erreurs. Bref. du tout-en-un.

De ’avis des autres...

"En quelle classe tu ey " "En TS 5" "dh out! la elasse des caleulatrices 1

Voiei un échantilon de ce que nous entendons & longueur de journée. Parfois lance
aver compassion, partois avee amertume. Touojowrs avec ironie. Mais si pous sommes
pergus comme “la classe qui posséde In T1-92", clest bien parce quelle nous a hissés au
rang de classe privilégide aux yeux de nos camarades. Leurs regards en sont-ils devenus
plis méfiants 7 Non, plus curdeux sans doute.” Car si Ta TI-92 ne fait pas Funanimité
auprés de nos amis, clle les caplive toujours par son apparente complexité et la

' Avis o lecteur ; cetie appellation n’est nullement péjorative (7] n'est pas derit « testeurs bétas wy, O
désigne, en informatique, par « béia testeur » une peesontie charpée de vérifier si un programme est au
point ol d'en troever dventuellement les faiblessss, avant de le diffuser lergement. Ainsi, gageons que
notre experience (¢l celles mendes ailleurs) correspond & une phase d'adaptation des muthématigques 4 ce
notvel matil qued une oalculatrice symboligue, avent de génimliser le phénomene, id est d'en faire
profiter un plus prond nombre,
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multiplicité de ses fonctions. De sorte que, sans prétendre la maitriser jusqu'an plus
profond de ses eircuits, nous contribuons & lui donner sa part d'humanité,

Et de I'avis de la TS5 !

MNous avons la chance, éléves de Terminale scientifique n®3, de faire partic cette
année dun projet expérimental. grice auquel nous avons bénéheié d'un enseignement
particulier, En effiel, des calculatrices TT-92 ont €1é prétées 4 chague éléve. Si, il est vral,
cerlains considérent ces caleulatrices comme de "min-ordinateurs”. il ne faut pas tirer de
conchssions trop hitives.

Towut dabord, celles-ci doivent étre considérées comme un oulil de travail faisant
partic d'un enseignement original des mathématiques. Notre bul, enlendons nous bien,
n'est pas de dire que cetle caleolatrice est "géniale”, mais dexpliquer en quoi celle-ci
nous a apporté quelque chose, Cette année, Fenseignement des mathématigues était
organisé selon trois moments différents : les applications avee la caleulatrice, le cours, et
les scances de TP,

Au début de l'annde. nous avions tendance & nous servir de la calculatrice #
outrance (applications graphigues ...} ¢t done & lui accorder trop vite notre confiance.
Mais, fes séances de travaux pratiques nous ont montré § nos dépens gue nous avions
tort. Celles-ci nécessite évidemment Musage de la calculatrice la plupart du lemps. mais il
faul surtout accorder une place trés importante 4 la réflexion, sinon nous ne pouvons
arriver a rien hors de ces approfondissements du programme. Clest ainsi que d'échec en
¢chec, de surprise en surpnise, nous avons agréablement appris le vértable usage de cette
calculatrice, En effet, chague éléve de notre classe sait maintenant quelle place accorder
@ son usage, Penser que l'on doit d'abord raisonner, réfléchir, et que la calculatrice est i
pour nows donner des indices, des pistes de recherche face & cerlains problémes, mais
cela ne constitue on avcun cas des preuves. La calculatrice est done un outil précieux si
l'om s'en sert & bon escient, Voyons maintenant ce gu'elle nous a apporté en cours,

Les cours se font en plusicurs temps © l'enseignement éorit et T'utilisation de la TI-
92, On s'en serl pour rendre plus
réelle la question posée, pour avoir

une premiére wdée avant l'approche ' = B
théorique. Celleci nous aide 2 C'ast indigne de mail

micux comprendre le cours, guitte a
avor  une  melleure  vision  des
problémes. & les rendre "palpable’. CESC_CRHCEL >

Pendant le cours, un éléve ting au 2 £
ol

hasard  utilise  ure  caleulatrice 4 E— 3 115 T

assnciee 4 un rétroprojecteur. Grice
4 tout ce dispositif, le cours ¢l vraiment plus vivant | un dialogue est ouvert entre le
professcur et les éléves, mais aussi enire les éléve eux-mémes. Lenseignement devient
mteractif ¢t bien plus intéressant.

Je me Floguel
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—T——rr——]n 7 TR Enfin, n'oublions pas que nous
PronlOfclesr 2.8 cotrons dans l'ere de

informatique ; or dans  ecerlains
L3, Il y & 4z Fabial I}ﬂah:?. les éléves ne I'hénéfi:in:r_n pas
anﬁrnﬂ e dordinateurs et cette ca]c:u!:llm:l.: en

est  une approche  simplifice.

{ESL=UHHCEL Cerlains intéressés auront peut-étre
| méme envie, & la fin de cet

IE.Eﬂlu'F.‘I:TF nif, au#’ﬂt‘-‘l‘l l||.'-'! ] appmnﬂgﬁﬂgeh d'aller E'?Gl"ltﬂ'lTL‘T un
peu plus loin, ce qui ne peul étre

que bénéfique. D'autre part, l'vsage de telles caleulatrices peut aussi &re wtile dans un
enseignement appropri¢ de physique par excmple,

_l;j:- " w
alc|Other

w lastra

il LEkiE My

L’avis du lecteur : expert, chercheur ou
cancre /...

Mous avons en 'occasion, au cours de cette anndée, de nous confronter, a de
multiples reprises, aux limites de la caleulatrice (devoirs. défis, TP). Pour votre part.
quelle idée aver-vous des caleulatrices symboligques 7

|. Fous veus frouvez devani wn nowveaw marériel scientifigue, en ['occurrence une
calewlatrice symboligue.

a. Vous cherchez towt de suite des commandes/fichiers qui vous sont inconnus,
guitte d chercher dans le vide...

b. Vous essayez de trouver quelqu’un qui vous explique le fonctionnement de
basc, que ¢a aille vite !

¢. Vous vous lancez dans le mode d'emploi, cette nouvelle machine ne vous
résisiera pas |

2. Vous étlez xur le sentier de la découverte de ce nowvel instrument, lorsque 5 affiche
un message o ervenr,.,
a. Vous consultez le mode d’emploi qui vous aide 4 cemer votre erreur, mais
c’est fastidieux !
b. Cest la 27 fois, ras le bol, je verrai ¢a un autre jour. .,
c. Emre de multiples tentatives el le mode d'emploi. vous finirez bien par y
arriver. Aprés tout, ¢'est comme un jeu !

3. O vous a demandé de trouver un encadrement & 107 prés de fa 1997 solution de

xl'lu'r.; =100s5mnx :
a. Celle calculatrice vous donnera une vision plus pratiqgue du probléme et
permet un titonnement
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b. ¥ive cette nouvelle calcalatrice ! Vious comptez bien qu'elle vous résolve tout
toute seule !

c. Cette calculatrice vous permettra de bien vérifier vos théories. De loute fagon,
elle e vous aurait jamais donné de résultat précis.

4. Avez-vous déjt essayd de calvuler cosx =100 ?
a. Non, jamais ma calculatrice habituelle ne me donnerait le résuleat |
b. Chui, mais je ne sais pas pourguoi ma caleulatrice est alors tombée en panne |

. Evident ! S=@ [Fimy . Fiz Y Fi= | For .
bl [_{_Hlmr‘n alc|OLher PramiQiClear s-z.

Eezain urgent de pilasil!

Vos résultats *

B Une majorité de ¢ @ Vous serez vite un mordu de la TI-92. Dailleurs vous
aver compris que st clle offrart d'innombrables lonctions, elle avait aussi ses
limites. En plus, elic n'est qu'un support, un outil pour les maths. N'oublicz
pias quelle facilite les titonnement parfiois trés utiles pour démontrer des
probiémes (héoriques |

B Une majorité de a : Vous vous habitucricz vite & votre nouvelle machine, Te
tout étant de Papprivoiser. comme fe renard du Petit Prince. Cela prsse
souvent par une lecture minimale du mode d'emploi. Aprés, elle deviendra un
soutien non négligeable.

B e majorité de b : Vous étes décidément fiché avec la T1-92. Et non, elle ne
fera pas le travail de reflexion & votre place, et pour vous aider, il vous faudra
upprendre & vous en servir, Ca ne doit pas étre dur, Lo preuve : on 'y est tous
altsches, dans I classe, & cette « chosc » |
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Quel avenir pour les calculatrices ?

La pratique des mathématiques est profondément trangformée avee Parrivée de
nouvelles machines, toujours plus puissantes, qui rendent coneréte cette discipline.
Comment se serait comporté un mathématicien, ne seraii-ce qu'au début du sidcle,
confronté 4 un tel outil. On aurait pu présager une véritable révohition !

Parallélement, de véritables portables fleurissent sur le marché (pour fortunés...), et
la puissance de ces monstres devienl paradoxalement plus difficile & contrbler, coté
professeur (cf, interrogations écrites), et plus facile 4 prendre en main, coté éléve, grilce &
une interface de plus en plus conviviale,

Ainsi, le travail de cette année avait pour but de montrer que e
développement de cette puissance n'est pus une contrainte pour I'enselgnemient,
mais au contraire la base de départ de nouveaux approfondissements du cours.

Quelgue soit votre niveay, le contenu de cet ouvrage deveait vous intéresser,
qu'il s"agisse des ralsonnements pour les experts... vu des images pour les simples
curieux !

Bon Voyage bis ! !

Menielle ALMAIRAC
Aurélic EIALES

huabelle FROMENTAL
Clavde EOZONNAT
Onies MOURAILLE
Jeas-Fasngois VINCENT

A La TSS, suite |
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TP, MmoDE D'EMPLOT

Chaupue semaine, pendant une heure (prise sur l'emploi du temps normal des éldves),
a licu une sfance de TP. Les éléves sont regroupés par deux, ils disposent d'un "cahier
de TP" sur lequel ils doivent consigner les différentes étapes de leur recherche.

L'essentiel n'est pas forcément de trouver, c'est de chercher, d'explorer différentes
voies, de savoir reconnaitre que l'on est dans une impasse, d'analyser les raisons de ses
échecs, de savoir exploiter des résultars partiels, pour formuler une conjecture.., Cot
esprit de recherche, que les €léves sont invités A metire en oeuyre dés le début de
I'année, est approfondi lors d'un TP particulier (le TP n®11} & propos d'une
démonstration attribuée & Ealer concernant le rapport entre le nombre de faces, de
sommimicts et d'arétes d'un polyidre.

L'énoncé de chaque TP se compose d'une "question du jour" & aborder pendant la
séance méme ct d'une "question du lendemain®, facultative, dont le traitement est lnissé
i I libre initiative des éléves. Lors du TP n°l, un "mode d'emploi” est distribué aux
€leves (of. page snivante),

Les cahiers de TP sont ramassés pour étre cormigés soil tout de suite aprés la séance,
soit quelques jours aprés pour permettre la poursutte de la réflexion. Une "note” est
attribuée (entre A et !5 evaluant non pas les résultats cux-mémes, mais investissement
dans In recherche,

La question posée lors du TP est réabordée en classe de différentes maniéres ; 50it en
présentant les différentes approches des bindmes, soit en donnant des jalons pour
reaborder la question sous un angle nouvesy, soit en distribuant une correction intitulée
"éléments de réMexion”,

On trouvera dans ce chapitre les énoncés des 14 premiers TP, avee les "éléments de
réflexion” qui ont suivi chacun d'entre eux. Pour la réalisation de cet ouvrage, chague
binfme 4 eu en charge la relecture de la correction correspondant & un de ces TP, Les
noms des correcteurs sont indiqués au débot de chagque TP,

Ces €léments de réflexion ne prétendent pas étre exhaustifs, 11 existe probablement
d'autres fagons d'envisager les problémes présentés ici, Nous faisons confiance aux
lecteurs imaginatifs pour nous communiguer leurs idées (et apporter d'éventuels
rectificatifs, pour des erreurs ayant échappé aux correctenrs pourtant scrupulenx...).
Ceci permetira d'enrichir une nouvelle édition de cet ouvrage !

6., MAiS BOMNE MERE (A <eRT

- QU0 QUE LE PRoF v s,
/



Le mode d'emploi d'un TP

- il s'agit d'aborder la question du jour dans l'esprit d'une recherche
mathématique. L'essentiel est done ici la réalisation d'un rapport de recherche,
dans lequel on notera avec soin les pistes empruntées (méme celles qui
s'avérent Etre des impasses), les méthodes envisagées, les outils choisis (si la
calculatrice est mise & contribution, on décrira les manocuvres exécutées) ;

- 51 on trouve la réponse, wnt mieux. Sinon, la recherche n'aura pas € pour
autant inutile | On apprend autant de ses succés que de ses échecs, Ce qui sera
évalué, c'est donc plus la pertinepce des méthodes mises en ceuvre que le
résultat final ;

- la réduction du rapport de recherche doit porter la trace des recherches. Il
ne doit pas &tre congu comme un devoir dexamen, parfaiterment lisse.

Cependant, ce rupport écrit doit rester lisible |

- le travail dans le binfme nécessite une collaboration, une mise en
commun des idées, un partage éventuel des tiches. Bref, une entreprise
d'équipe. Eviter la spécialisation i outrance (du genre : l'un bricole

calculatrice, I'antre écrit dans le cakier), Envisagez une rotation des tiches |

- 1u "question du lendemain” dépasse en général le cadre du TP. Bien
entendy, si la "question du jour” o &i¢ traitée en 30 mn (ce qui serair asscz
étonnant), la "question du lendemain” peut étre abordée... Sinon, elle servira &
slimenter lu réflexion du week end. Ce travail est faculwnf ; il passe aprés le
travail obligatoire (les legons, le devoir du lundi, ew.), C'est en quelque sorte

un travail pour le plaisir..
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Conventions @

- les menus et commandes de la TI-92 seront indigués dans tous les
documents en italigue ; les wuches de la T1-92 sollicitées seront
indiguées en gouligné ;

- le symbole ® représentery la touche verte communément appelée
“dizmant”,

- le raceourci clavier 2nd W permet d'obtenir la fonction “factorielle” :
ainsi 5! s'obtient en composant 5 2nd W, En cas d'oubli de ce
raceourci bien commode, on peut toujours retrouver "factorielle” dans
le menu math, sous-menu prebability |

- e raccourci ® Enter permet d'obtenir un caloul rpproché en notation
stientifigue,

= La guestion du jour

Quel ext le nombre de #éros qui se trouvent & la fin de Pécriture décimale des
nombres suivants ; 101, 100!, 10001, 19971 7

[ La guestion du lendemain

Soil n un nembre entier, on peut définir (théoriguement) une suite uln) égale
au nombre de zéros qui se trouvent i la fin de 'écriture de nl. Pouvez-vous écrire
pour votre calculatrice une définition de cette suite qui permerte d'obtenir
directement les réponses & ln question du jour et plus généralement qui permetie
de calculer u(n) en fonction den 7

W (;;:_F- CEST BiEW) 1"1



" Le texte qui suit a é18 revy, corrigé, ef complété par Audrey Arnowx et Alex Guez,

Premiére approche

On peut commencer naivement par tenter de traiter les questions posées avec la seule
calculatrice, Pas de probléme pour 10! ; ¢e nombre ce termine par 2 zéros (cf. €cran ci-
dessous), Une remarque immédiate, concernant la notation : dans tout probléme de
mathématique, on a intérét & pommer ce que l'on recherche, c'est-d-dire & choisir une
notation simple pour la (ou les) inconnue(s) (x pour une équation par exemple). Ceite
notation doit contenir en elle-méme les relations de dépendance avec les éléments du
probléme. Voild pourquoi la "question du lendemain” suggére d'appeler uin) le nombre
de zéros qui se trouvent & la fin de 'écriture de nl.

Cette notation permet une économie d'éeriture : u{10) = 2.

Pour u{100), la ;alcu}al.rin:ﬂ - 1628800
donne auvssi la réponse ; c'est un e
peu plus difficile a lire, il faut se { 935651 5443944152681699238856266700490
déplacer avec le curseur et Liany 411
compter. La lecture est facilitée | 93326215443944152681695230856266 700490
si on stocke le nombre 100! dans
une liste {11 par exemple). 11
suffic d'aller alors récupérer le
contenu de 11 dans le répertoire
Var-Link via la commande F8
(Contents, 1.e. contenu). On peut
voir ainsi ci-contre 1001,

Le comptage donne u{ 1001 = 24, .

Attention : I'écriture scientifique de 100!, donnée par la TI-92 si on demande un
valeur approchée via le raccourcis clavier #Enter (ef. ci-dessous), ne donne pas
d'indication sur le nombre de zéros, mais simplement sur l'ordre de grandeur de 100!
c'est-#-dire, comme il s'agit d'un nombre entier, sur Ilf. nombre de chiffres guil
comporte - 100! s'écrit en écriture décimale avec 158 chiffres.

Quant & 1000!, la calculatrice
s¢ contente de retourner la igl:!-:l Sézueo8

jquestion (en mode exact) el I gzaoco)e443944152681695238856266700490
l'azsimile & == en mode calcul

Pt i 1en! 9. 3326215443%e157
approché (ce qui signifie [/, (000!
simplemnent que cela excede ses [ oo0 i

possibilités de caloul)!.

Répondre aux questions posées par l'énoncé du TP suppose donc une réflexion, un
détour théorigue. Plusicurs pistes sont possibles.

1 Petit complément théorique : pent-on avoir une idée de l'ordre de grandeyr de 10000 T Un
Y
mathématicien anglais, Stirling (1750), & démontré gue n! &all "dquivalent” & 1a suite vin)=y 2an { E ).

I
cest-a-dire que _lim_ v’;—l_l} = 1. Pour avodr une idée de l'ordre de grandeur de 10001, on peut calculer le

logarithme décimat de v{1000) : log(v(1000)) = 1 log(2000%) + 1000 <.

Une valeur approchée en est 2567, Adnst 10000 est de Vordre de 102957 ; cela excéde bien los capaciés
de calcul de 1a T1-92, qui sont de Nordre de 10999,
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Pour aller plus vite

On a pu constater, dés le calcul de u{100), que le comptage des zéros finaux était
assez pénible. On peut faciliter la lecture en divisant 100! par les puissances de 10

SUCCESSIvVEes, 108!
1

LW . 1N

—= est entier, —== ne l'est | 1@
1()24 (25 933262154439441526816992 3885626670045
pas (comme en témoigne le trait | 106/

de fraction ci-contre), Donc | g

u{100) = 24, 466631077219720763408496 194281 1535024
Le nombre de zéros cherché est ainsi exactement p, la plus grande puissance de 10
!
telle que % soit entier. On peut éventuelement réaliser un programme qui permette
10
de déterminer uin) = max|pelH tel que LH;I el |
10

On pourra lire ci-dessous un exemple d'un tel programme (réalisé par Alex Guez) :

- on deéfinit une variable locale j (locale signifie gqu'elle n'existe que pour la durée
d'utilisation du programme : elle ne peut donc pas entrer en conflit avec d'autres
variables définies par ailleurs ; il en est de méme d'ailleurs pour n, méme si n n'a pas éué
défini ainsi) :

- la variable est initialisée par (-1) ;

- une boucle est alors exécutde : on divise n par 10, puis le résultat par 10, etc. tant
que le résaltat est entier (c'est-d-dire que fpart(n), égale a la différence entre le nombre
ct sa partie entiere, est nulle) ;

- 4 chaque boucle, on ajoute 1
dans la variable j.

A la fin du programme, le
contenu de la mémoire | est donc
Lrés exactement égal au nombre
de zéros terminant I'écriture
décimale de I'entier n, appelé par
le E}mgmmme zero(n).

n rétrouve ainsi ci-contre
zero(10l) et zero(1(H}!) déja
repérés.

Un probléme pour zerof 10001)
el pour zerolT) - on rouve -1,

La raison en est assez simple

- pour zero{m), avant méme de faire la premiére boucle, le logiciel constale que
fpartiz} # (. Donc le programme s'arréte 13, et la calculatrice affiche le contenu initial
de la variable locale j, c’est-a-dire -1 ;

- pour zerof 10001}, la calculatrice doit évaluer fpary I000!). Comme elle ne connait
pas ce nombre, elle répond qu'il n'est pas égal 4 ), Donc, comme pour =, le programme
s'arréte, et le contenu initial de j est affiché ; -1.

zero{lB|) ﬂ
zerol 1001 2

zerol 10001 -1
=1

.

Il est possible de modifier cle
programme pour bénéficier de
réponses plus cohérentes. Le
programme ci-contre permet
d'évaluer une valeur approchée
de n. 8i celle-¢i est "+=", la
réponse proposée sera alors
“dépassement de capaciié"”,

Zeraginl}
unc
Local i
_1+

J
If approxin)=e Then
- assement de capacite'"sj

se
While fFPartipnl=0
R 104m

+1+
En ila
L
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Nous pouvons ci-contre

contréler l'exécution duo :;::Eﬁi;ﬂ _?
Programme :
: FEAE . nzeraf 100! )
E[H—jjn.?pnnms correctes pour 12 et "depassement de capacite”
! 4
- W n'ést pas entier : on ::::::ggg” -1
SR R o1 00 b sassrs s cald
L] T ’

- 1000! est évalué en valeur approché par la calculatrice comme "==" | la réponse
affichée est donc "dépassement de capacité”™ ;

- un probléme apparait pour 300! : ce nombre est trop grand pour Etre €value
exactement par la calcularrice (elle I'assimile & un nombre non entier, d'oll la réponse
-1}, et le nombre est trop petit pour &tre assimilé i +o= (Cest & partir de 1099 que la
calcularrice fait cette confusion regrettable).

Bilan de cette premidre programmation de 1a suite @ ce programme permet d'aller
plus vite dans les calculs des premigres valeurs de u(n), mais il ne permet pas de
dépasser le blocage du calcul des valeurs de n! pour n "grand”. On peut cependant
l'utiliser pour essayer de mettre en évidence une loi de formation des zéros @ la fin de
n!, ¢'est-a-dire une loi de formation de la suite u,

On uwtilise ci-contre ce fsea(zeroln!),n, 1, 18)
(B

programmme dans 'application e p & I 1 1 1 1 22
initiale (on awrait pu aussi | sealzeroin!l,n, 11,20}

l'utiliser dans l'éditeur de suite, (2 2 L EZEE 3 3 3 3 4
i ; i seglzercin! J, n, ¢ ]

en définissant ul(n} = zeroln!)). Pl g i U P
12y, 31,40

seqi{zero(nl), n, p, q) est une """““"E‘:?” ;H?IIT :'B 4 & 4 B 8

syntaxe qui permet d'afficher les
différentes valeurs de zero(n!), |sea(zeroin!),n,31,40)

ur o variant de o i q. (7 7 7 7 B B B B 8 9
Po Pad sedtzerainl 1, n, 41, 50)

On peut ainsi accumuler un | ©2 = {iqgn W ;:} 18 18 18 12
certain nombre de résultats ot “?,_. 17 1'2' 1'2 1313 13 13 1% b

formuler guelgues conjectures. seafzereln! ), n, 61, 78)
Ci4 14 14 14 15 15 15 15 19 p

11 est toujours utile de relever les résultats dans un tableaw, pour se détacher de la
lecture "de surface” de l'écran

n |

T 14 |85 [6 |7 [8 |9 10 |1l |12 |13 |14
17 17 11T 0T 217 12 1z 1z

a
win} g Jji o

On constate assez vite que, dés que lon franchit un multiple de 5, n! s'enrichit d'un
nouveau 0 et done u(n) angmente de 1. Nous pouvons alors (par une sorte de "zoom")
nous concentrer sur les multiples de 5, ce qui nous permetira d'aller plus loin etr
d'affiner la premiére observation

n T 113 30 |35 140 |45 |50 |55 |60 |63 |70 |
wm|1 |2 |3 |4 |6 |7 |& |9 (|10 [1Z (13 [14 |15 |16

Ceci nous permet en effet de rectifier la premiére observation : il ¥ a bien saut 4
chaque multiple de 5, mais pour certains multiples de 5 (25 et 50) il y & un "double
saut” : u{n) angmente de 2.

Une conjecture est alors possible : pour chague multiple de 5, u(n) croit d'une unité ;
pour chague multiple de 25, ulr) croit de deux unit€s. On aurait alors :
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u{i00) = 20,1 + 4,1 (puisque 100 posséde 20 multiples de 5 et 4 multiples de 25). On
retrouve bien ici u(100) = 24, Voyons si cette conjecture permet aussi d'anticiper d'autrs
résultats : on devrait avoir u{150) = 301 + 6.1 = 36,

Hélas, le calcul indique
clairement que 150! se termine zerol150!)

par 37 zéros... [FaEpzeralntan BeaB 2
La conjecture, dans sa [ LSS R NSy Wl O -

généralité, est ainsi réfutée,

Nous pouvons poursuaivre Fobservation ; ci-dessus on calcule uin) de 0 & 250 en
faisant des sauts de 25 : on remarque que l'on gagne A chague fois 6 zéros, sauf entre
100 et 125 et 225 et 250, o 'on gagne 7 2éros. On peut aussi aborder une analyse, plus
profonde, du phénoméne.

Pour aller plus loin : la recherche d'une loi de formation

Aller plus loin suppose en effet une étude de la loi de formation des 2€ros i la fin de
nl.

Par exemple 10! = 1.2.3456.7.89.10 = 3628800 ; les deux zéros finaux
proviennent du facteur 10 et, par exemple, de l'association 2.5, On dispose d'ailleurs,
pour simplifier les choses, d'un résultat fondamental de larithmétique © tout entier peut
se décomposer, de facen unique, en un produil de facleurs premiers (c'est-a-dire
de nombres qui ne soient divisibles que par 1 et par eux-mémes). Supposons cette
décomposition réalisée : pour "produire” un zéro 3 la fin d'un naturel, il fant pouvoir
associer un fucteur égal & 2 et un factenr égal 4 5. Autrement dit, il ¥ a autant de z&ros A
la fin d'un naturel que de couples (2, 5) dans sa décomposition en facteurs premiers.
Voyons ce que cela donne pour 10! et 100!, en utilisant la commande Factor du menu
Algebra de I'application initiale qui fournit la décomposition en facteurs premiers des
naturels :

- 1! comporte 2 facteurs 5 et
8 facteurs 2, donc 2 paires
possibles, qui donnent bien 2 Ffacter(1861) o _ e
zéros A la fin de ce nombre ; L R Y o L s

- 100! comporte 24 facteurs 5 Factor (100
et 97 facteurs 2, donc 24 paires mil
passibles (2, 5}, done 24 zéros & la fin de ce nombre,

Une mesure d'économie est d'ailleurs possible: dans la décomposition en facteurs
premicrs de nl, il y a nécessairement plus de facteurs 2 que de facteurs 5 (puisque un
facteur sur 2 est multiple de 2 alors qu'un facteur sur 5 est multiple de 5...). Donc, pour
compler les paires possibles (2, 5), il suffit de compter les 5...

Le probléeme se déplace ainsi : le nombre de zéros terminant 1'écriture décimale de n!
est €gal au nombre de facteurs 5 présents dans la décomposition de n! en Facteurs
premiers, Cela ne résout pas entiérement le probléme : il reste  trouver une procédure
de compiage de ces facteurs.

Revenons & 100! = 1.2.3. . 98.99. 100, Parmi ses différents factenrs constitutifs :

- Certains contiennent un facteur 5, ce sont les multples de 5 (il y en a 20) ;

- certains contiennent deux facteurs 5, ce sont les miultiples de 25 (il y en a 4),

- aucun ne contient plus de deux facteurs 5 : le plus petit nombre qui contienne trois
facteurs S est 5.5.5 = 53 = 125,

Pour résumer, tous les multiples de 5 produisent un zéro (cela en fait 209, tous les
multiples de 25 en produisent un de plus (cela en fait 4) ; soit un total de 24,

Passons § 10001 :

tous les multiples de 5 produisent un zéro ; il y en a @ =200,

Factor(100) 7-52. 3%, 78
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- tous les multiples de 52 = 25 produisent deux zéros ; il yena lggm =40,
- tous les multiples de 5* = 125 produisent trois zéros ; il y en a _l_li.'_]ti_'.:! =8;

- tous les multiples de 5% = 625 produisent quatre zéros ; il ven a E(lgrr—f—'cjﬂ} =1 (le
dernier quotient n'est pas entier, cela nous oblige & en prendre la partie entiére, que nous

notons E{%, Bien entendu, nous nous obligeons & écrire une formule pour préparer

une généralisation : nous n'avons pas besoin de diviser 1000 par 625 pour savoir que
100! ne contient dans sa décomposition gucun facteur, & part 625, qui soit un multiple
de 625...

Au total, nous venons de trouver que 10000 se termine par 249 zéros.

Du méme coup, nous pouvons comprendre pourquoi, quand nous avons compté le
nombre de zéros terminant n!, nous avons repéré des sauts de 1 & chagque multiple de 5,
des sauts de 2 i chaque multiple de 25, des sauts de 3 i chaque multiple de 125...

Nous pouvons désormais résoudre le probléme pour 19971, Le produit
1.2.3......1996. 1997 comporte :

1997, i . O divise 1997 par les puissances successives de 5
- Ei 3 ) =390 multiples de 5 ; 515 52a25 53125 59— 625..
1997 : A partir d'un centain moment, le dénominzieur dépasse
< E'[_la; )= TS multiples de 231 1o numérateur ot donc la partie entidre du quotient est
1997 doale 3 (),

- E{E}I = |5 multples de 125 ; On trouve ginsi ous les composants de §997! qui
1007 contiennent un acteur, deux facieurs, mois... facteurs 5,
B ] et ltiples de 625 @ | ¢'est-i-dire qui sont des multples de 5, de 25, de 125..,
{ l%"??) = A MUREERIE Mais attention, les multiples de 25 ant dé &6 compiés
A FA ' dans les multiples de 5, done chacun d'entre cux ne rajoute
X E':Ellll"'n"' = {} moltiples de 3125, qu'un 5 an dénombrement général,

k=5 Fi
Au total 1997 | se termine done par T E{l‘:—kw} = 1994701543 = 496 zéros, Cette
=

formule synthétique permet l'utilisation de la calculatrice, via la commande de somme
et la syntaxe /af pour partic entiére.

On vérifie le résultat pour

1997!. La formule permet de | 5 int[—-rlﬁ?] 406
faire éventuellement d'autres 1 5

caleuls, & condition de ne pas
dépasser 56 - 1= 15624. En effet,
 partir de 15625, on a un facteur

T -
qui contient & facrenrs 5. ; Ha Sk k1,50

[l faudrait alors pousser la somme un rang plus loin...

On peut en fait écrire une formule mathématique générale : le nombre de zéros gqui
k:bﬂ
termine n! est égat a ¥ E “—t}. Cette somme est fanssement infinie, puisque, & partir

=1
: x - 1] .
d'une certaine valeur de k, 5% dépassera n et done E( E,’k':' sera égale & 0. La calculatrice

saura-t-elle interpréter cette formule ?
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Nous pouvons voir ci-contre
que le logiciel se contente de
reformuler la question (floor est
un synonyme de int, partie
entiére).

1l faut donc déterminer l'indice k 4 partir duquel on aura E lh ={. Ce sera vrai dés

que n < 5K, c'est-3-dire k > {% Comme k est un entier, il suffit de choisir k=E{JI-f,{-E}.

Cn réalise ninsi I'objectif de 1MCHD
déterminer une expression , int ﬁﬁj
gencrale de ufn) : l'expression b pefine win = >
n'est pas simple, mais elle kel
permet de calculer désormais
u{n) pour de grande valeurs de
1 en effet l'expression manipule

n
lnt[F] Bon

netnonnl, u( 1660000} 24999
On peut sinzi voir ci-contre le |, ul 18600000) 249999

nombre de zéros gui termine |, w( 100000000) 2499999

Fécriture décimale de 1001, = ¢ 1000005008} 2499599
De quoi formuler quelques uf | 900006E0S) 2439993997]

nouvelles conjectures. .,

NB. Le devoir surveillé n°l réalisé en clusso (cf. chapitre 4} revenait sur les
enseignements de ce TP, 1l s'agissait de déterminer les 3 derniers chiffres de 'écriture
k=1997
décimale de la somme ¥ k1= 11 +21 4 ... + 19971
k=1
Quelqu'un n'syant pas mémorisé les résultats de ce TP (i] ¥ en ewt...) tenterait
d'obtenir le résultat directement avec sa caleulatrice. Peine perdue ! la calculatrice, qui
ne peut pas évaluer 1000!, peut encore moins calculer une telle somme | Résultat -
aprés un long temps de caleul (le logiciel calcule 1ant qu'il le peut les factorielies qu'il
connait), la calculatrice se bloque (avee effacement de tous les fichiers : la mancenyre
est i déconseiller formellement 1),
L'wilisation par contre des résultats du ‘TP permet de noter que, & partir du rang 15,
n! se termine par au moins 3 zéros. Pour connaitre les trois dermidres décimales, il suffit
ainsi de sommer les factorielles uC 15) 1
jusqu'an rang 14 (cf. ci-contre). i
¥ k!
k=1

Ces trois décimales sont dong
313,

Un peu de réflexion épargne
de longs calculs,..

332820831

Fin {provisoire) du TP n®1. Restent quelques conjectures i émudier pour d'éventuels

vilonitaires |
fo va mal lOm we vort plis I

d dir wmEteee adevant red
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I'P N*2

B Aprés le TP n°1 dont la résolution se situait résolument dans un environnement
de caleulatrices, ce TP se situe dans un environnement plus classique. A priori la
caleulatrice n'est pas ici d'un grand secours.

=7 La guestion du jour

Un sintéresse ici au nombre d'itinéraires possibles pour aller d'un point & un

gutrc sur un quadrillage, les seules directions possibles étant Nord ou Est (cf, ci-
EELOTS),

- combien ¥ a-t-il de chemins différents pour aller du départ au chien (situé
exaciement au point de coordonnées (6, 33) ¢

- combien y a-t-il de chernins différents pour aller du départ & arrivée 7

- quelle est la probabilité que, sl I'on emprunte un de ces cheming au hasard, on
rencontre le chien ?

{;‘1 Arrivée

&)
Départ

1 La guestion du lendemain

On peut reprendre la question dans 'espace, avec un réseau de cubes empilés
(2m en largeur, 2n en longueur, 2p en hauteur), On part d'vn coin en bas, au sud
el i l'ouest du parallélépipide, et on se difge vers le coin “opposé” (en haut, au
nord et § Pest). On ne peut aller que vers le haut, vers le nord et vers l'est, en
suivant les arétes des petits cubes.

- Combien d'itinéraires possibles !

- Quelle est 1a probabilit, si 'on emprunte un de ces itinéraires au hasard, que
l'on passe par le centre du parallélépipede 7
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' él ean-Frangois

o e B S T
texte gl suit a é1é revi, corrigé, ef complété par
Vincent.

i L
Mathien

MNous allons faire le tour des différentes itinéraires empruntés par des bindmes pour
sortit du labyrinthe... La diversité des approches illustre une idée simple : devant tout
probléme, il est toujours possible de ne pas rester inerte !

La recherche d'une loi générale, sur le modéle des arbres.

Ce TP survenant au moment du cours sur le dénombrement, il €tait assez naturel de
songer & retrouver une formule générale & partir d'un arbre : & chagque embranchement,
on & deux choix (aller vers le haut ou vers la droite). Mais un double probléeme surgit
assez vite :

- it certaing embranchements (cf. schéma 1 ci-dessous), on n'a plus qu'un choix (sur
la ligne du haut et sur la ligne de droite) ;

- les branchages s'interpénétrent, si bien qu'il est impossible de compter les fenilles
finales par un processus de multiplications successives.

Schéma |

Certains groupes ont réalisé assez vite que cette stratégie débouchait sur une
impasse, d'autres ont conjecturé une formule générale du type 218 - 18, justifiée ainsi :

- tout rajet suppose le passage par 18 noeux sur lesquels on dispose de deux choix
d'oricntation (d'olt 2!8 ilinéraires théoriques possibles) ;

- mais cette formule doit &tre corrigée par le fait gue sur la ligne du haut et sur la
ligne de droite (donc en 18 points) on n'a plus qu'un choix. D'od la formule 218 - 18,

La discussion entre les tenants et les adversaires de la formule est abordée parfois
sous un angle général ("en retranchant 18 chemins, tu ne retranches pas assez!™) ; mais
elle est réglée par sa mise & 'épreuve sur une configuration simple :

Lh J L'application de la formule i cette configuration donnerait 24 - 4
c'est-d-dire 12 chemins pour aller de a & b. Or il n'y a
manifestement que six itinéraires possibles.
La mise en évidence du caractére erroné de la formule permet de
ET revenir sur l'analyse qui a débouché sur cette conjecture,
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La réduction de la complexité, pour obtenir de premiers résultats,

L'¢tude d'une configuration réduite donne aussi 1'idée & certains groupes de partir
d'un modele réduit vers le modéle "en vraie grandeur” cn augmentant peu A peu la
complexité (cf. schéma 2 ci-dessous).

I_Ej

& 07 [T 1

Schéma 2 (on indigue & chaque fois le nombre d'itinéraires
différents qui vont du point de départ au point final),

On enrichit l'information en accomulant les différents résultats sur un méme
graphique :

i

[ BEEE

Schéma 3 : on indigue sur chague noend n le nombre d'itinéraires
différents qui ménent du point de départ & n.

Dans tout comptage, il est naturel de metire en place des procédures d'économie : il
est inutile de recompter plusieurs fois des itinéraires de méme type.

Ainsi on observe gue le nombre d'itinéraires qui
vont du départ d au point ¢ est égal & la somme du
b nombre des chemins qui vont de d A ¢ et du nombre de

chemins qui vont de o i b (puisque, pour arriver ¢, il
faut passer soit par a soit par b),

d [cC

I-"I:f—- On obtient ainsi une structure additive dans ce
tablean © z = x + y. Ce résultat, ajouté a la
X _.EI_I considération des premiers calculs présentés dans le

schéma 3 ci-dessus, fait penser aux combinaisons : on
retrouve bien le "riangle de Pascal" donnant les

premigres valeurs des CP. On peut préciser cette
conjecture ou passer i une démonstration générale.
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Une conjecture et une preuve par récurrence.

On appelle p le rang de la colonne et c!'h: rang de la ligne. Quel semble &tre le
nombre cherché au point intersection (p, q) 7 On reécrit les résultats déji trouvés, cette
fois-ci sous forme de combinaison, dans le tablean ci-dessous (le fait de porter p en
abscisse ou en ordonnée n'a pas d'importance, du fait de la symétrie des résultats).

T Qe e o @
SEm e
—— 3
{:l
i} | 3 4

Construire ce tableau a consisté i reéerire le trigngle de Pascal avec une forme
différente (on retrouve les lignes du triangle de Pascal dans les "diagonales” du tableau
{ont é1é grisées les combinaison correspondant au rang n = 4). La réorganisation des
résultats permet alors de constater que le nombre d'itinéraires pour aller du point de

départ au noeud (p, q) semble étre égal A C P | La preuve par récurrence est immédiate:

- la formule est yraic sur la ligne du bas Eﬁa colonne de gauche ;
- supposons la formule vraie au noeud (p-1, @) et au  --- -
noewd (p, g-1). Le nombre cherché au rang (p, q) scra
wlors égal, gu fait de la formule d'additivité :

.9:1

Cpf-(:.1+c P o= CP':q.cequi traduil bien la propriéed

3
au noeud {p, qTq

P' ].: Pl
Une nouvelle modélisation.

Tout ce qui précéde reléve d'une recherche opiniatre de régularités, d'un effort de
formulation des conjectures... On aurait aussi pu aller beaucoup plus vite avec un effort
d'abstraction, qui consiste 4 reformuler le probleme hui-méme ;

- tout itinéraire a la méme longueur (18 wongons élémentaires) ;

- il s'agit simplement de choisir, parmi ces 18 trongons, les 12 trongons horizontaux
et les 6 trongons verticaux.

Par exemple, le codage ci-dessous représente un itinéraire possible :

TaTToasaa3Ta3TTa—

Encore une simplification possible. Nous avons en fait 18 cases 3 remplir sans
répétition (on ne peut pas mettre plusicurs fleches dans la méme case) et sans ordre
{deux fleches horizontales par exemple sont interchangeables) :

L0000 0000

Il suffit de décider dans quelles cases on affecte les 12 fleches "vers le haot” et, par
défaut, l'affectation des six fleches "vers la droite” sera imposé, Au total, on a, pour la

configuration proposée par I'énonce, C‘:g chemins possibles {et, pour p colonnes et g
lignes, Cqu cheming). Bien évidemment, on aurait pu distinguer les 6 déplacements

vers le haut. On aorait alors obtenu CFS chemins possibles. L'égalité CF = C™F assure
'égalité des denx résultats,
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Le résultat général permet de répondre aux questions gui suivent.

Les probabilités évoquées ne sont que prétexte i dénombrement...

¢ nombre de chemins possibles du départ au chien est égal 4 C,‘g Il est égal au
nombre de chemins qui vont du chien & Farrivée, Le nombre de chemins qui vont dong
du départ & l'arrivée en passant par le chien est égal & ("g Cg

La formule de Laplace (si I'on suppose que tous les chemins sont équiprobables)
permet alors d'écrire que la probabilité de rencontrer le chien sur son chemin est égale

G s
“Tc8 T2

[ La question du lendemain

La généralisation ne pose pas trop de problémes ;

- il s'agit de choisir, parmi les (2m + 2n + 2p) ns élémentaires du déplacement,
les 2m qui iront "vers la droite” et de choisir, parmi les (2n + 2p) restants, les 2p qui
wront “vers le haut", L'itinéraire est alors complétement déterminé, Au total

2m o :
. C2m+2n+2p‘ lE“Zn+2;|n "m'ému_'m' .
La probabilité de passer par le centre du parallélépipéde est alors, en suivant le
meme raisonement gque pour le chien,

_ - Umndp ndp
PeF Im Ip
Clllt+in+2p' lI::I‘IE|1+2r.r

Comme on l'aura remarqué,
la caleulatrice n'a pas beaucoup |, (ntris, & 2
servi dans ce TP. Y NCriis, i

Elle n'a eu gu'une fonction 2
d'auxiliaire de calcul en fin de :l.‘.:ﬁ. &) . 38009049773
course, pour évaluer la m*
probabilité demandée. 2

Elle aura permis aussi une |a (nCr{n+n+p,m nCrin+p,p))" )
(relative) simplification du | "Cr(2 M* 2N+ 2P, 2 M ACHZ NT2 P, 2

résultat final (cf. ci-contre). (Z2-m}! -({n+n+p}l}2-(2-nj! {2-p)!
(n1)2-(2-m+2-n+2 )l (nl)2-

Remargue et prolongement possible. La calculatrice aurait par contre £1& tout & fait
utile s1 on avait prolongé la question du jour ainsi : quelle est la probabilité de passer
par les ditférents points du guadrillage guand on va du point de départ au point
darrivée ? Quels sont les points de probabilité maximale 7 de probabilité minimale ?

Soit le point (n, p) situé sur la colonne n er la ligne p.

12-n

Ilya C"EF chemins qui vont du point de départ & ce point et €,g” s Chemins qui
vont de ce point au point d'arrivée, soit au total qjaj*:fp.ﬂ " chemins qui vont du point

de départ an point d'arrivée en passant par ce point (n, ]}].mp
= 0 Y b 12-n
La probabilité de passer par le point (n, p) cst alors ; —342 —18n-p

Cﬁ
iR
On peut alors définir une suvite dépendant de deux variables (n et p), dans
l'application initiale de Ia calculatrice, pour calculer les différentes probabilités
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La suite de deox variables est
définie. Une vérification permet | pefine uin, py =1ortntp,nd: E‘:"': 18-n-,
de retrouver le résultat pour p=6 ntr(lg, E:Dm
et p=3 (c'est le centre du 4
quadrillage). uté, 3 B

On peut alors calculer les différentes probabilités dans Uapplication initiale {en fixant
p et en faisant varier n par exemple).

La syntaxe seq permet de seqluln, 8, n, 0, 12)

faire varier n de 0 &4 12. On =55 11 1
trouve ainsi (én valeurs exactes {' 2-3 2251 Jag 11768 g 5P

puis approchées, avec 12 |} seafutn,®,n,8,12)
chiffres significatifs, puis avec | €1. .GE6666666667 43137234902 .26

deux chiffres significatifs) les [ seq{u(n,8).n,0,12)
différentes va'eurs de uin, 0). LM,;LL;EE 03 .05 .b

Un contréle de pertinence est toujours utile

- la probabilité de passer par le point (0, () est égale & 1 (évidemment, ¢'est le point
de dépan !) ;

- les probabilités de passer par le point (n, () semblent décroitre quand on se déplace
sur la ligne du bas vers la droite.

Tout ceci semble assez raisonnable. On peut enfin tenter de récapituler les résultats
en utilisant I'éditcur de suite.

En ul on définit un, () ; on :"Ffﬂ';!
obtiendra ainsi, quand n variera [ Y12
de 0 & 12, les probabilités de F ugnutn. 1)
passer par les différents points ,”‘ﬂ i 55
de la ligne du bas, On définit de ui§= ’
méme en u2 uln, 1), etc...

La table de valeurs indigue -
les valeurs approchées des S
différentes probabilités cher- ¥
chées. Attention : aucune
probabilité n'est nulle (il est 01
toujours possible en effet de =82
passer par tel ou tel point de la :
grille). e

On  retrouve bien une 15
svmétrie des résultatz (il suffit 4’;
d'échanger point de départ et 57 ]
d'arrivée pour s'en convaincre), 1.

Cette symétrie apparait aussi =
dans la représentation graphigue
des différentes suites. Le
probléme intéressant 3 traiter
n'est pas en fait 1a recherche des
points de probabilité maximale
o minimale (ils se sitpent aux
extrémités du quadrillage), mais :
plutdt celui de Ia variation des J0Si8: T
probabilités sur chague ligne, . ik "
On distingue ainsi dans le graphique ci-dessus le point de probabilité maximale sur
la troisiéme ligne du goadrillage : c'est le point (6, 3) éudié dans la "question du jour”,
Et sur les autres lignes 7 Tout probléme bien traité débouchant sur de nouvelles
guestions, le contrat de ce TP est ainsi rempli.
On trouvera dans les dewx pages qui suivent d'autres choix de représenations
graphiques de ce phénoméne propoxées par Jean-Frangois Vincent.
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Le recours & plusicurs suites que Ion étudie dans application graphique demande
unc certaine capacité d’abstraction, car toutes les lignes du quadrillage initial (6 dans le
cas Eludié) sont alors situées sur un méme plan en vue d'éudier la probabilité de passer
par les différents noeuds.

La vue que I'on obtient est certes globale, mais oblige un passage par des donndes
numérigues, ne serait-ce gue pour savoir sur quelle higne on se situe.

® Un passage en trois dimensions... et au domaine du continu !

Le recours & un graphique en 3 dimensions permet de palier cet inconvénient, nous
montrant imimediatement effet de symétrie précédemment constate.
ci‘l‘_l' ' f-"tluz::—p

Che

11 suffit de faire varier correctement x et ¥, tels que x e[(12] et y [0:6] pour
obtenir une vue de la grille initiale en relief. Ce dernier est évidemment compris entre 0 et
1 et traduit la probabilité de passer par un point donné du quadrillage. Cependant, nous
fatsons par la méme oceasion un saut dans le domaine du continu, 11 faut done considérer
les noewds du quadrillage. on x et y sont entiers. Ces noeuds sont ensuite reliés entre eux
our donner la surface que nous observons.
bt racajRelr Y ;,. = Ff mﬂlmgwiv ﬁpl |

La fonction & éudier est simple © =z =

[F. i T L] F il BAF CRCT H
Che voit ied fe plen ovant gffeciation des probabilitds, .. Er aprds, Pour cette premiére vue, les riglages

Ci-cowidrg - la vae fmit clairement rexsortiv [effer de
symdtrie, avee mostaie oblied par les dean
exirémites du guodrillage

lei, E=60 ey =707

¥ L] L
- f o | Trace sl sl ﬁ:f En pussant 4 un angle 8=0=9%", on observe la
représentation de ol
En mode fil de fer (Wire Frame), on retrouve
I"obzervation faie avec des suites...
'y a ld aussi coincidence que pour fes points 4
coordonndes  entiéres, Ceux-ci sont en  fait
Fintersection des différentes courbes avee les
¥ FAE CRRET 5 I sepments verticaux (vue de ¢ité e transparence),
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¥ ...pour ¢n revenir & une modélisation sur 2 dimensions.

On pourrait également, en restant dans un plan, recourir & une carte « thermigue »,
souvent utilisée en statistiques (carles des densités. ). Ainsi la symétrie apparaitrait de
fagon claire, sous forme de dégradé des couleurs.

Ce type de représentation impose normalement ke recours a un logicie! spécialise en
statistiques. Cependant, avec un peu de méthode, on peul reproduire le résultat avec une
T1 92 et un ordinateur, Pour cela, un passage dans environnement 3D de la calculatrice
s'impose. La, on peut voir la grille initiale en se plagant a la verticale (B=90 ¢1 @=0"),
On veut ensuite tracer des « lignes de niveau » correspondant & différentes probabilités.
On peut par exemple choisir de faire apparaiire tous les noeuds du plan pour lesquels la
probabilité de passage est supérieure on égake a 0.3, Ceci se fail assez facilement : on

A ] Pt
prend la fonction r= S '-L—T-i}'-—p oi g est fa probabilité dont on veut connaitre
IR
I"étendue sur le quadrillage. 51 'on choisit = E[ﬂ;i] . le probléme est réglé, puisque seuls
les points répondant & la condition seront atfichés.

En procédant ainsi, on obtient plusieurs graphiques indépendants qu'dl s"agit alors
de réunir en un seul. Dans Mapplication graphique hbérée de loute fonction parasite, on
doit ouvrir successivement toules les courbes qui 8 empilent alors les unes sur les autres.

Il suffit ensuite d’appliquer les nuances de gris a I'aide d'un logicie]l de dessin pour
oblemr une mage parlante...

N.B. Les remargues precédemment évognées concernani la conlinuité sont encaore de rigueur

-

e S L T L o A I | T L . X4 .
Ci-contre, lex courbes ~I| i JI !
obieruey pour respectivenent E = t | E
12405 et pAL025 L L 14
! LA I_+T_J- h
_=_1_,.|" J

m— 1 E— I Ll B TR s |

w - Far
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TF N3

Préambule T on utiliséra dans ce TP, entre auires apphicanons
possibiles, lapplication graphigue. On choisira Ia fenéwre [0; 11,9] pour
%, [0; 5,1] pour y. En déplagant un point avec Trace sur 1'écran,
pouvez-vous dire lrimérﬁt du choix de cetle fenéire 7

Duns ceiie application graphique, e ment 7 permel de iracer dis droites, des
cercles, de les effacer... On travaillera i partir de fa figure ci-dessous : il s'ugit des
gcrcies Cl [centre (3; 2), rayon = 1], C2 [centre {6; 1,5), rayon = (1,5], C3 [eentre {9;
3), rayon = 1].

S — ﬂ’;h Tr!;c.e Rebraph alt-.lh ;u - Fﬁ’

| 06 C

Une fois réalisée cette figure, on prendra bien soin de la sauveparder : meny FI,
commande Save copy as (cf. ci-dessous). On enregistrera la figure comme image
(piciure), sous I'étiquette cercles.

SRYEC COFY

Tupe: Pictures

Foldey: 3l lbaba®

Uariahie

(Enter=SAUE)  (ESC=CRMCEL>
— - —

b e, T

On pourra avoir i définir dans ¢e TP des Tonctions "par morceaux”. La syntine est
la suivante (sur un exemple) :Whenx<3, 2x+3, sinx ) définit la fonction gui vant 2x+3
pour x<3, sinx sinon.On peut bien sir réaliser des cmpilements de cette méme
commande. 5i on veut définir une fonction qui vaut 2x+3 pour x<3, sinx pour 3x<5
et Cosx pour x>5, on éerim (When{x<d, 2x+3, Whenfx<3, sinx, cosx)).

[7=7 La question du jour

Déterminer une fonction en tout point dérivable dont la courbe parte du point
((x; 0), passe au-dessus du premier cercle, au-dessous du second, au-dessus du
trotsidme et dont la représentation graphivue, sur lintervalle considéré, reste dans
la fenétre choisie,

[ La guestion du lendemain
On rajoute les contraintes : passer par les points (6; 0,5) et (9; 4,5).
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Préambule. Cest le premier TP qui utilise I'application graphigue. 1l n'est donc pas
inutile de réfléchir un peu au fonctionnement de 'écran, Si l'on choisit la fenétre
suggérée [(1;11,9] pour x, [0; 5,1] pour y, on remarque un phénoméne intéressant.

Tout point de I'écran {déplacé
avee la touche de contrdle du
curseur) est repéré par des
coordonnées décimales simples
(ct. ci-contre), Plus précisément,
les valeurs successives prises par
x et y différent de 0,05.

La raison : I'écran comporte
239 colonnes et 103 lignes de
pixels. On le retrouve si 'on
choisit dans le menu F2 de
l'application graphigue la
commande Zoomint (cf. ci-
contré) © les coordonnées des
points sélectionnés sont alors
entiéres.

La fenétre choisie pour le TP
€rant 20} fois plus petite que celle
de Zoomlnt, il est normal gue
l'on se déplace de 0,05 en 0,05,

Par contre, si on choisit une
fenétre standard (Zoomstd) ,
c'est-a-dire [-10, 10] pour les x et
les y (cf. ci-contre) on obtiendra
des coordonnées plus complexes.
De fagon générale, les points
déplacés auront pour abscisse
Xmax - Xmin

238 :

Revenons i la fenétre choisie
pour le TP, dans laquelle on a
représenté ci-contre la fonction

x—ltanxl. 8i l'on déplace un
point {(commande Trace), on
retrouve des abscisses "simples”;
par contre les ordonnées
correspondent aux images (en
valeur approchée) de ces
abscisses. Vo la fonction en
cause, il n'y a avcune raison pour
obtenir des décimaux avec deux
seuls chiffres aprés la virgule |

Pour finir, observez la
différence entre les deux types
de trace ;

+
yct2. 65
il
4
xcl . 67226891 wetl, 1764706

..
%

N ui:2. 7068139

¢+

. .ql i [
‘ u / i
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- en mode Dot (sélectionné dans le menu F& Sryle de V'éditeur de fonctions), le
logiciel place un point par colonne de pixels {ef. premiére représentation de la fonction

x—tanxl, ci-dessus) ;

- en mode Line (sélectionné dans le méme menu), les points successifs sont reliés
(c'est-d-dire que, si les points éclairés de deux colonnes successives ne sont pas
contigus, les pixels qui les séparent sont aussi éclairés). Ce "prolongement” donne alors
l'illusion d'une certaine continuité du tracé {cf. deuxidme représentation de la fonction

x—tanxl ci-dessus).

Attention cependant, le tracé des fonctions repose toujours sur une discrétisation de
la représentation : il n'y a que 239 calculs réalisés, 239 points placés (un par colonne).
L'opération qui consiste & relier deux points successifs est totalement mécanique : si un
point n'appartient par au domaine de définition de la fonction et s'il ne correspond pas i
un point de calcul du logiciel, le tracé ne fera apparaitre aucune discontinuité en ce
poin,

Revenons ainsi & la fonction x—ltanxl. Appliquons au graphique la commande
Zoomkir du menu F2 de Vapplication graphigue : cette commande permet d'ajuster le
choix de lintervalle des ordonnées en fonction des valeurs prises par la fonction sur
l'intervalle des abscisses sélectionné, Ainsi, pour x élément de [0;11,9], le logiciel
réalise 239 calculs dimages (un par colonne), puis il choisit pour les ordonnées
lintervalle [fmin; fmax] (fmin et fmax étant les valeurs minimale et maximale de la
fonction calculée). On obtient alors la représentation ci-dessous. Etrange tracé qui ne
fait plus ressortir la a-périodicité de 1a fonction...

5i on déplace un point sur Ia
"courbe" avec Trace, on ne
décélera avcune discontinuité (la

fonction n'est pas définie en

T . .
i-l-kﬂ. mais Ces points ne

correspondent pas & des points
de calcul du logiciel).

Conclusion : la prudence la plus grande est requise dés lors que l'on utilise la
repésentation, sur un écran formé de pixels, d'un phénomeéne continu.

Revenons au probléme posé par I'énoncé du TP

Ce probléme est essentiel en mathématiques et dans d'autres disciplines (sciences
physiques, économie, balistique...) : comment trouver une fonction mathé matique
répondant & certains critéres (simple continuité, dérivabilité...) et satisfaisant & un
certain nombre de contraintes (passer par ceraing points, au dessus ou au dessous de
certaines courbes...) 7 L'intérér d'une telle fonction est qu'elle permettra de modéliser le
phénomine étudié c'est-a-dire :

- de faire des calculs, & partir de la fonction, permettant en retour de micux
comprendre le phénoméne considénd ;

- d'émettre des hypothéses sur son évolution ;

- de traiter des phénoménes d'optimisation (trouver le plus court chemin d'un point &
un autre évitant un certain nombre d'obstacles par exemple).

Il n'y & pas en général de solution idéale, mais quelques principes qui peuvent guider
1a résolution de ce probléme. C'est sur ce point que nous voulons insister ici :

- on donnera dans une premiére partie I'ensemble des solutions proposées par les 18
bindmes de la classe, accompagnées des critiques usuelles...

- on tentera ensuite de préciser des éléments de méthode pour traiter e probléme, en
illustrant ces éléments par les différentes solutions des différents bindmes (le lecteur
curieux y trouvera d'ailleurs matiére 4 inspiration nouvelle).
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1. Recueil des solutions des 18 bindmes de la classe

Solution du bindme 1 :
Marguerite-Muriel

Elles constituent une fonction
par morceaux a partir de
fonctions trindmes.

Deux tactigues assez habiles :

- elles procédent par
translation & partir de Ia fonction

x2 pour ajuster les différents
trongons. Cela leur permet en
particulier de s'assurer que
fl6)=0.5 ;

elles affectent chaque trongon
a des fonctions différentes (y1,
y2, y3) et les relient dans un
deuxiégme temps en y4. Cela
allege un peu la lourdeur de la
syntaxe when..

Hélas, trois fois hélas, la
fonction n'est pas dérivable aux
points de raccord @ c'est ce
gu'indiquent les caleuls ci-contre,
réalisés dans l'application initiale
(mais les dérivées 4 gauche et &

PLOTS
‘91--.?-;;%3.?5-:
yix-86)2+.5

yIm-(x=9)2+5
yl(x),x { 4.6

g
y2(x),x € 7.3
Yyl else relse
1'1] Fiw FEw T FGE™

EumTra:eEl raph[MathDraw| -

| (uet0) | x = 4.6

[+ lin Fo(uac)

droite sont assez proches, ce qui | **9+8°
assure la régularité apparente du |- lim lﬁ[yﬂf(x}}
tracé). K+d, 6 i

Solution du bindme 2 : D T

[sabelle- Julie '?m“— + 3 % Erﬁ 47)

-ﬁ.__.l 9

Le choix est fait de constituer _IEEL . Bls2,x%7.5

une fonction par morceaux i 3 »2lse
-

partir de fonctions trindmes. Les
seules contraintes prises en
considération soni les contrainies
de continuité des tracés. Le racé
obtenu est donc bien continu,
mais il apparait des ruptures de
pente #ux points de raccord,
comme en  témoignent les
controles de dérivation (cf. ci-
dessous).

Au point de raccord d'abscisse

7.5, la continuité est assurée, pas [

la dérivabilié.

+16-mw=—67;else

f;[ui{x}”x:?.ﬁ undef
lim  wl(x) 3
e e
Lim  wl(x) ]

w7, 5"




Solution du bindme 3 ;
Emilie-Véronigue

Bonne solution, par raccord de
fonctions élémentaires.

Les coefficients ont é&ié
calculés pour que la fonction soit
bien continue et dérivable pux
points de jonction des différents
morceanx, Cela a imposé de fixer
ces contraintes et de résoundre les
sysitmes d'équations correspon-
dants.

Voili le travail. 1l correspond
bien & ce qui était demandé (sauf
le dernier trongon, qui sort du
cadre un peu trop vite).

Liutilisation de l'application
initiale permet de vérifier (en
calcul exact) =i les différentes
coniraintes sont respectées ;

- la fonction vaut bien 0.5
pour x=6 ;

- elle vaut 5 {au lieu de 4,5...)
pour x=9 :

- elle est bien dérivable aux
points de jonction.

-4y :
— g — t4x,xE1774
228-x2 _ 2624-x

L 15317

245 490 °

i J4932-x  TES5E39 1
2401 12005 'eise |

w < 29-4 M

9396 -x7
12005

wl{el 1+
|:1_.|1{9}
I-E‘%I:ultxjjlx= 174 - 14
682
245]

I- '-aﬂ;(glfx}” % =29-4

Solution du bindme 4 ;
Alice-Sandrine

Elles ont utilisé un logiciel de
mathématiques (Mapple) plus
puissant que le logiciel résidant
sur la TI-92 (Derive).

En utilisant une stratégic
d'interpolation, elles aboutissent
i une seule forme polynomiale :
0,419.10-3x11 .2,70510-4x10
+0,007x*  -0,121x8  41,225¢7-
8070434 028x3
-97.333x4+165,240x3-
152.224x2458,347x,

Deux remarques sur
polyndme de depré élevé :

- dés que l'on sort de la fenéire,
il peut prendre des valeurs trés
grandes en valeur absoluc (cf.
fenétre ci-contre) :

- il ne répond pas wux
contraintes imposées aux points
d'abscisse 6 et ¥ (cf. ci-conire),

ce

xmin=-1@.
smax=10,

®sCl=
yrin=-47067048, 6052
Whax=7. 322785934
ysgl=j.

XFressd,

myl{E)
Byliad
"yl(9)
B yl(9)

5. 2657576
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Solution du bindme 5§

Arnaud-Pierre
Deux fonctions sont
proposées:

- la fonction trigonométrique
ne ¢convient pas tout A fait (elle
sort de la fenBire imposée et elle
ne passe pas par les points
souhaités) ;

- un raccord de fonctions
puissances et de fonctions
exponentielles (0,5%), qui ne
convient pas plus, pour cause de
points anguleux,

“":I'1='5.'?5-5ir1{ TE -2+ 1]
PR EL LA
¢ "
Ja-(.9) +3J.I{? -
{:—5,53 +i4|!':ﬂ+'ﬂ5
selse

4.3, else

Solution du hindme &:
Orion- Sébasticn

[ls fixent & chague fois trois
points et utilisent l'application
DarafMairix pour obtenir les
paraboles passant par ces trois
POinEs.

Ifs obtiennent uneé courbe
apparemment harmonicuse, mais
le controle de dérivabilitg, réalisé
a partir de l'application initiale,
indique une rupture de pente.
Normal, puisque les contraintes
de dérivabilité n'ont pas été
intégrées dans la résolution du
probléme !

Om peut d'ailleurs contaler la
dérivée a gauche et & droite au
point d'abscisse 4,65 (en valeur
approchée) : on est loin du
compte !

Fir T F? TF4 TEE™] F&w -
- e FoomEdit| < JRLL|[Stylefissr ., . .,
<FLOTE

T . ;
sy 5 (3% =5.5x),x < 4,65

.B2304 xZ - 9. 87654 - % + 30. 12963, x M
-, 91827 %2 + 16.52892 - x - 69. BBOL6

O\

ke T FrTa
P(9100) | x = 4,65 undef
y d
F lim —=={gl{=)) 1,5
x4, 85" ¥
lim -E?‘;{yl-:x:rj -2.222268

w+4, 65"
LimitCdCul ), xd x.

65,
k. D




Solution du bindme 7 :
Alex-Audrey

Ils proposent deux fonctions :

- la premigre est une fonction
trigonométrique, obtenue par un
travail sur la périodicité et les
bornes des fonctions assocides i
la fonction sinus. La fonction
obtenue est bien dérivable (pas
de probléme de raccord). Mais
clle ne passe pas par les points
Imposeés. .

- la deuxiéme fonction est
obtenue par titonnements & partir
de l'application Dara/Marrix : on
approche un ensemble de points
par un polynéme du quatriéme
depré (QuariRey).

La fonction obtenue est bien
dérivable, mais il n'est pas tout &
fait siir qu'elle ne traverse pas les
cercles (cf. vérification proposée
pour le trindme 9)...

En tous cas, elle nc passe pas
par les points imposés |

PR

TR lE
iy
u:=z.5-[sin[“;‘ —%}m 1]
“¥g=".017751 x4 ,403379-x% - 2.893631 -
;__'4::

|l£ )
i

Solution du bindme 8§ :
Benoil-Frédéric

Apres des tentatives de raccords |

de fonction polyndmes qui
s'averent infructueuses {pour
cause de non-dérivabilité), ils
optent pour une fonction
comstruite & partir de la fonction
sinus !
- pour assurer la positivité, ils
prennent (sinx)? ;
- ils multiplient par 5 pour
augmenter I'amplitade ;
- ils multiplient la variable x par
un nombre inférieur 4 1 pour
augmenter la période,

DYoi le joli résultat ci-contre,

Seul probléme : 1a fonction ne
passe pas par les points imposés
{cf. ci-contre les valeurs exactes
puis approchées que prend f en
ces points critiques).

E-II
i

S-(sin(60-19))
LOOLIZB67 188
5-(sin(50-19))
4.5570108192
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Solution du "bindéme" 9 :
Cécile-Marianne-Valérie

Elles construisent un tableau
de variations correspondant i une
fonction convenable. Elles en
déduisent qu'un polyndme du
quatridgme degré pourrail
convenir, Elles en déterminent
un grice & l'application
DatafMarrix  (cf., bindme
précédent).

On obtient bien ici une
fonction dérivable, mais elle sort
de la fenétre imposée.On peut
aussi se poser la question : la
courbe ne rencontre-t-elie pas le
cercle au voisinage du point
d'abscisse 6 7

Le conirble est simple : on
peut définir la fonction f(x) égale
a la distance entre un point de Ia
courbe et Ie centre du petit cercle
{cf. ci-contre).

Patatras | Pour x= 6,2, cettc
distance est inférieure & 0,3...

1Tm| FEv FE™ '

- com Jl.t < [AlllStylel#d a9 o0

i
-15689 x4 | 74201-x5 [, 766659 ],I
*—{Gegoon = 200008 18

il
"'22.

1 - Fiw '3 F&
rﬂ AlgebralCalciOther [Prom]0jClear a—z..

'J[x—' IE-}2 +[(gl{x) = 1;5]i+f‘{x.‘.l Den
e, 23 . 49382455360

E(E.E}] G

Solution du bindme 10 :
Laetitia-Solie

Elles utilisent l'application
Data/Matrix pour définir des
bouts de parabole La courbe
obienue est assez jolie...

Hélas, trois fois hélas,
l'utilisation de I'applicanion
initiale (cf. ci-dessous) indigue
bien gue la fonction n'est pas
continue au premier peoint de
jonction, d'abscisse 5,2.

Double confirmation
l'erreur :

- dans l'application initiale, le
calcul des limites & gaunche et &
droite est fatal ;

- dans 'application graphigque,
un zoom autour du point indique
clairernent la "cassure” (en mode
Dot, ce serait encore plus net).

de

f -.4575 %% + 2.5665 % = . 19645, € 5.1
{1.25-:2- 14,875 = + 44,25,x < 6.75 W
-, B44 %2+ 15.206 x - 63.5136,else

Tim  wlfx)
i 1 T

B lim ol
b P
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Solution du bindme 11 ;
Cédric-Davy Louis

Aprés quelques titonnements
pour frouver unc fonction
polynbéme convenable, ils se
rabattent vers une fonction sinus
{comme le bindme 7).

fx) = 2,5 [ sin(3 x - ) + 1]

La fonction convient bien, sauf le passage par
les points imposés.

Solution du bindme 12 :
Genevieve-Olivier

Aprés quelques titonnements
avec Dara/Marrix, ils choisissent
aussi une fonction sinus trés
proche de la fonction précédente,

fix) =25 sin (x-1,5) + 2.5.

Meéme remarque que précédemment.

Solution du hindme 13 :
Jean-Frangois -Mathieu

Aprés la recherche d'un
polyndme du guatrigme degré,
puis la recherche d'une fonction
définie par morceaux de trindmes
du second degré, ils se rabaten
aussi vers une fonction sinus tréss
proche de la fonction précédente.

f(x) = 2,5 sin (1,05x- 5) + 2.5.

Méme remargoe que précédemment.

Solution du bindme 14 :
Aurdlia-Xavier

lls riccordent des polyndmes

du 2itme oy dy Jieme degré. Pour
ces derniers, une siratégie subtile
est choisic : le polyndme est
défini & partir de son centre se
symétrie (le point (4,5 ; 2) pour
le premier), les calculs sont faits
en prenant pour centre du repére
ce point ; le retour au repére
initial est opéré grice aux
fonctions associées (of, éléments
de méthode ci-aprés).,

Hélas, les raccords sont bien
continus, mais non dérivables
comme 'atteste I'écran ci-contre,
Les dérivées & gauche et & droile
des points de raccord sont
cependant trés proches (d'on
laspect régulier du tracé qui ne
fait pas apparaitre les points
anguleux pourtant bien réels),

o H-xz.xﬁl..ﬁ!
H'{H%‘iﬁ} _ BE!;#rS} +2r“5?.5'
3
28 (% =
LSO L
e
(9100} | x = 1.5 undef
lin & (ul(x) 8
w*l.5°
lim —Sh(uiex 1675
xel,5* ax )
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Solution du bindme 15 :
Nicolas-Philippe

Aprés un essai infructueux a
partir de raccords de fonctions
affines (aboutissant nécessaire-
ment & des points anguleux!), ils
raccordent des portions de

araboles : & partir du choix de
3points (dont le point de
raccord), l'applicaton Dara
fmatrix lear fournit les trongons
convenables pour la continuite,
mais pas pour la dérivabilité
(forcément, puisque celle-ci n'a
pas €té intégrée comme
contrainte). Pour le vérifier, on
pourrait otiliser 'application
initiale, ou l'application
graphigue :

- on a calculé dans
I'application initiale la dérivée,
puis on l'a stockée dans v3(x) ;

- on trace (en mode Dot) la
représentation graphique de
vai(x}, en utilisant Zoomfir (menu
F2} pour ajuster la fenétre ;

- la dérivée est une fonction
affine par morceaux, on distingue
bien ses discontinuités aux points
dabscisse 5et 7.

TR ——

- .
r{—n-un

A =t s e =
Edll‘l'.- < |A '!.Etull'"?':-'. i

F‘nt 11

200

yl=-,63IIITIIZIIIIV «2 + 1. 6666666666
yZ=1,9999999999994 - xZ 4 -23.95999999999¢

1'q;| F11" |

LEEEEEED. % + 10. 5666666666

Tr-an:e Re raph a‘r.h

- i— E!:u;m

Tr:u Riﬁ-rg_ph h‘at.h I:Ir.u -

Al MARA

Solution du bindme 16 :
Aurélie-Mélanie

Elles décident de placer des
points et de les approcher par un
polyndme du quatrieme degré.
On obruient la courbe ci-dessous.

Elles écrivent : "on est
corfronté @ deix problémes © on
n'est pas bien sdres que la

courbe passe bien par () er elle |
frile on peut-étre coupe des J

cercles. On a Uimpression que la

courbe passe bien par le point |

{0)."

Que la courbe coupe un des |

cercles n'est pas doutewx.., Cuant
& la valeur de 1a fonction en (), il
suffit de poser la question 3 la
calculatrice... on de regarder e
coefficient constant du
FUE}'nﬁ:m: : 8l est différent de 0,
a courbe ne peut pas passer par
['crriginr: du repére !

— “Flot 2:

“Plot 12l X xielwick

“yl=-, B02940236734

‘29 1{
moa T

§S7677IT2107 - % 12084945
T IS00000o00enD | 10000oooR0oen
) 84 7
{00 oo
-, 01208494550 ]
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t. ino ' - - -
it:::elu&n“;lﬁiﬁ::s:u[e? - com|Trace Rtﬁraph Maki |Dr-au| v i

EE‘HE?] 9
Elles envisagent une fonction -
dont la dérivée s'annulerait en 3, ﬁé;:'mz-“
6 et 9 et choisissent dans cene Jgsel=i.
perspective f(x) = (x-3)(x-6)(x-9) I”‘“" .
D'od ;

f {x}% x“-ﬁx3+% x2.162x+k

avec k=0 pour assurer le . — e

passage par l'origine. Elles [+ g |Zoom|Trace|ReBranh/Math De mule &

déclarent alors : "la calculatrice
ne donne aucune courbe pour [,

Et pour cause : celle-ci sort de
la fenétre imposée (voir ci-
dessus).

Pour abtenir une courbe plus
satisfaisante, il fallait diviser f
par (-60) par exemple {(cf. ci-
contre), Le sens de variation
convient, pas les extremums |

Solution du bindme 18 :
Claude-Mathilde

Plusieurs tentatives

wd -5.5- k)i € 4,65
.BEEIq- x€ - 9, 87654 - X+ 30,1293, % <

- regroupement de courbes 9192? u?+ 16,52892 % = £9. BB016
obtenues griice & l'application | s -;-5 :-m ]..2 5
Dara/matrix et la syntaxe when 31
(cf. ci-dessous).C'est pas mal en
apparence... Mais la fonction
nest pas cunl:muv: anx points de

"jonction” ; la limite de [ est
égale & lm:? a gauche de 4,65 el
'5:"'."14[]'!:"

i Sinnop @ droite. Clest pas trés
différent... mais c'est différem,
- utilisation d'une fonction

sinus, C'est bien dérivable.., mais
cela son de la fendire,
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2. Eléments de méthode

Nous proposerons ici quatre éléments pour une résolution.

22U hématisation d i

La premiére étape dans un probléme consiste & donner une forme mathématique 4 un
énonce. Celui-ci contient déja des éléments mathématiques : il s'agit de trouver une
fonction [ dérivable passant par le point (0,0). D'autres éléments de I'énoncé n'ont pas
encore une forme mathématique précise (la courbe doit passer au dessus du premier
cercle, puis au dessous du second, ete... et ne pas sortir de la fenétre choisie. Comment
les modéliser 7

- une premiére méthode consiste & définir des conditions mathématiques suffisantes
pour qu'une telle fonction vérific les contraintes données.

Pour cela, je définis une
premitre fonction plus simple, T
c'est-d-dire non dérivable, qui [ Y= Do £
satisfassc toutes les contraintes : Pu2=] £ 175

une fonction affine par morceaux -35/15(x-5.5)+ .5, x¢ 5.5
convient tout & fait, Sonil 7 1 el
Puis je peux utiliser des [ 4(x—7)+.5,x<8 ] @128

théorémes puissants (que vous 4.5, else i

verrez dans les classes post-bac) | 8 i
qui stipulent que l'on peut
approcher d'aussi prés que l'on pry ey R T
veut, sur toul intervalle [a,b], |=f—|2oon|[TracelRedraph[MathDrau]- &
toute fonction continue par une
fonction dérivable.

1 suffit alors d'utiliser un de
ces théorémes pour rouver une I
fonction dérivable qui approche
la fonction affine par morceaux
(déja définie) suffisamment prés ;
s1 par exemple elle ne s'en
éloigne pas de plus de 0,1, je suis
siur gque les contraintes de
I'énoncé seront respectées (sauf
au voisinage de l'origine).

Il n'est pas possible en TS de
Jjustifier davantage ce théoréme ;
J'en montre simplement ci-contre
une des applications 4 notre
probléme,

Pour approcher suffisamment
la fonction affine par morceaux,
il a "suffit" de choisir un

polynome de degré 60... TrH#TTa T

L

- une deuxieme méthode consiste 4 commencer la résolution en définissant des
conditions mathématigues non suffisantes. C'est ce que la plupart des hindmes ont faie,
avec trois stratégies possibles :

- on peut se donner des points répartis sur un itinéraire possible et chercher une
fonction qui les tl,(]JpIﬂChE (stratégie utilisée par le bindme 4 par exemple) ; mais rien
n'indique qu'une tonction, si elle vérifie ces contraintes en chacun des points choisis,
n'aura pas un comportement non conforme entre ces points !
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- on peut considérer les variations des solutions supposées (stratégie utilisée par
le bindme 17 par exemple), en indiquant que I'on recherche une fonction croissante sur
(0; 3] de O & 4, puis décroissante, etc... La aussi, méme si une foncton a un sens de
varigtion convenable, elle peut tour & fait traverser un cercle et n'étre donc pas
pertinente !

- on peut enfin rechercher, parmi les fonctions connues, des fonctions qui
réalisent & peu prés les contraintes imposées. Clest ce qu'ont fait par exemple les
bindmes 7 et 8 en recherchant des fonctions convenables & partir de la fonction sinus.

On voit bien les différences entre la méthode 1, systématique, et la méthode 2 qui
procede nécessairement par titonnements, ajustements, rectifications.

On ne peut pas dire que telle méthode est supérieure 3 telle autre : c'est bien souvent
unc combinaison des différentes méthodes qui permetira d'aboutir.

2 b Ls oot o _— it daliai

morceaux

Comme toajours, les deux méthodes ont leurs avantages et leurs inconvénients :

- la premiére méthode a l'avantage de régler d'un coup les problémes de continuité et
de dérivabilité ; il suffit de prendre pour cela une fonction pour laguelle on bénéficiera
de toutes les garanties (fonctions polyndmes, trigonométriques), Le désavantage est que
la méme formule devra satisfaire toutes les contraintes (relatives aux trois cercles et i la
fenétre) :

- la deuxitme méthode présente I'avantage d'avoir i gérer peu de contraintes & la fois.
On peut choisir une premiére expression pour la fonction qui permettra de "passer” le
premier cercle, une deuxigme expression qui permetira de passer le deuxitme cercle:
erc... Le désavantage est qu'il fandra s'assurer & chague extrémité de l'intervalle de
définition de la continuité et de la dérivabilité du raccord. Par exemple, si on définit une
premicre forme y1 sur l'intervalle [(0; 5], il faudra poser comme contrainte pour le
deuxigme “"morceau” y2 sur [5; 7] : y1(5) = v2(5) ex y'1(5) = y'2(5)

Une chose est siire : aucune recherche n'est purement aléatoire - on a toujours une
petite iée de ce que l'on cherche, La recherche est d'antamt plus efficace que les objets
de référence (ici les fonctions) sont bien rangés dans sa tére... Deux éléments sont
particuligrement importants

- le choix d'une forme pertingnte @ si on cherche une fonction croissante puis

décroissanie, une fonction trindme x— axZ+bx+c (avec g<) peut convenir. Si on
cherche une fonction & bosses de chameau (2 bosses | ), un polyndéme du guatriéme
degré peut convenir... ou une fonction sinus ! Plus le choix de la fonction est pertinent,
plus les manoeuvres d'ajustement seront réduites !

- i fi i i tune forme éant trouvée, il est wés fréguent
en effer qu'elle ne satisfasse pas i toutes les contraintes. 1l faudra alors procéder & des
ajustements. 11 est important de se rappeler de ce qui a été vu en classe de seconde : les

fonctions assocides (cf. ci-dessous).

. APLATS 4
On considére ci-contre la 3%‘;51"'{‘}
tonction f : x—» sinx 3;:

yl=
y9=

ﬁizi
wile=
"H - |

¥

IR mam FuarT
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Soit la fonction g telle que gix) Sranss
-2 Wit [
On passe du graphique de f & "'ﬂgis *
celui de g par une translation de ¥ -
vecteur directeur (0 ; 2). i
e
a1%s
Soit la fonction h telle que hix) forers1
= fix+2). :Hi:iin{“}l‘l 3
On passe du graphique de f & ﬁ:“"‘m !
celui de i par une translation de us: _/-"""'“
vecteur directeur (-2 ; 0}, i
ylQ=
\* =
Gt
._F -

Soit alors la fonction i telle [[STHT oo
que i{x) = 2fix). «Egzgf i.[in::Ir}
On passe du graphique de [ a || v¥&=
celui de i par une "dilatation” {on || gg=
appelle cette ransformation une H?i

affinité) verticale de rapport 2. vl

Sqit alors la fonction j telle S o
que jix) = f{2x). , e 7 L S
On passe du graphique de ['2 =

celui de i par une affinié EE:
horizontale de rapport 0,5. gElE
1

Pour les fonctions polyndmes, on dispose d'un théoreme tres puissant : si on se
donne, dans un repére, n points d'abscisses distinctes, il existe un polynome et un
seul, de degré inférieur ou égal & n-1, dont la courbe passe par (ous ces points :

- 5i l'on se donne deux points d'abscisses distinctes, il existe une fonction affine
(polynome de degré inféricur ou égal & 1) et une seule dont la courbe (une droite) passe
par ces deux pomnts ;

- 5i l'on se donne trois points d'abscisses distinctes, il existe un polynome et un seul
de degré inférieur ou égal & deux (une fonction affine ou un trindéme donc) dont la
courbe passe par ces trols points (si les points sont alignés ce sera une droite, sinon une
parabole).

Si on dispose de 11 points, on a le choix entre deux stratégies :

- soit on utilise le théoréme ci-dessus, et U'on détermine 'unique polyndme de depre
inférieur ou égal & 10 qui passe par ces points, C'est ce qu'on appelle une stratégie
d'interpolation. Avantage : on réalise un travail précis, la courbe obienuc passe
exactement par les points voulus. Inconvénients ; cela fait besucoup de caleuls (mais si
l'on dispose d'un logiciel de mathématique, cela n'est pas trés gravel). Autre
inconvénient beaucoup plus génant : plus le polyndme a un degré élevé, plus ses
variations peuvent étre brutales ; ainsi, entre deux points par lesquels i1 passe
effectivement, il peut se produire quelgues accidents ..,
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- soit on détermine un polynéme de degré inféricur, qui ne passera plus
nécessairement par les 11 points donnés, mais qui les approchera "au micux" (il existe
des méthodes d'oprimisation qui permettent de déterminer de tels polyndmes). Clest ce
qu'on appelle une méthode d'approximation. Inconvénient : les points donnés ne sont
plus atieints. Avantage : on travaille avec des polyndmes de degré inférieur, davantage
contrdlables.

L'application Data/matrix de la T1-92 peut réaliser certains de ces calculs
d'approximation (on dit aussi régression). 11 s'agit des commandes du menu F5 : la
commande Linfleg permet d'approcher au mieux? une famille de points par une droite,
la commande QuadReg permet de réaliser cette approche avec un trindme, la
commande CubicReg avec un polynéme du troisiéme degré, la commande QuartReg
avec un polyndme du quatrieéme degré. L'intérét est que, dans certaing cas,
lapproximation devient une interpolation, c'est-a-dire qu'au liew d'approcher
simplement les points, on les atteint exactement, En effet :

- 5i l'on dispose de deux points, la commande LinRer donnera I'équation de la droite
qui approche an mieux deux points ; mais celle-ci (application du théoréme ci-dessus)
passe nécessairement par ces deux points!

- 51 l'on dispose de trois peints, la commande QuadReg donnera l'équation de la
parabole qui approche au mieux ces trois points ; mais celle-ci (application du théoréme
ci-dessus) passe nécessairement par ces trois points!

- 81 l'on dispose de quatre points, la commande CubicReg donnera I'équation de la
cubigue qui approche au mieux ces quatre points ; mais celle-ci (application du
théoreme ci-dessus) passe nécessairement par ces quatre points!

- %1 I'on dispose :fe cing points, la commande QuariReg donnera I'équation de la
courbe du quatrigme degré qui approche au mieux ces cing points ; mais celle-ci
(application du théoréme ci-dessus) passe nécessairement par ces cing points!

Un exemple : j'ai défini 5 Fr— : : . ,
points dans application
Dataimairix. 81 j'utilise la
commande QuartReg du menu
F5, jobtiens bien ['unigque
polynome du quatridéme degré
passant par les 5 points.

St jutilise la commande
CuadRep du menu 35, jobtiens
par contre un polyndme de degré T ee————
deux qui ne passe plus par ces
points, mais s¢ contente de les
approcher aux mieux
(l'optimisation consiste &
déterminer la courbe telle que la
somme des carrés des distances
des 3 points a cette courbe soit Ta
plus petite possible),

—e s — -
e

LR E - —

Cependant, attention : les calculs de régression du menu F5 de I'application
Datalmatriz sont toujours réalisés en mode calcul approché (ce qui donne les
lomgues écritures décimales qu'ont obtenu les binomes qui ont choisi celte
méthode). Si l'on veut des calculs exacts, il faudra procéder antrement !

2 L'expression "au micux” a on sens précis. Supposons par exemple que F'on veuille approchier au micux
enc famille de points (1, y1), (x2, y2)...{xn, yn} par une droite déquation ¥ = ax+h, On calcule alors
pour chague point d'abscisse xi ke carmé de la différence entre son ordonnée et Fordonnde correspondante
de la droite, c'est-d-dire le carré de Ia dilférence (v - axi - b), On Fail ensuite la sxnme de ces camés et on
détermine a et b {on démontre qulils existent of sonl unigues) pour que cetle somme soil minimale. Cest
la méthode des "modndres carrés”, dont la démonstration sort du cadre de cette Slude.
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D'ailleurs, si on dispose de plus de 5 points, 1a TI-92 ne permet plus d'obtenir
directement les polynbmes d'interpolation. On dispose bien siir de méthodes
systématiques théoriques (le bindme 4 a évoqué les stratégies d'interpolation de
Lagrange), mais on peut aussi s'en tirer par des résolutions de systémes d'équation. Par
excmple, si on recherche I'unique polyndme de degré inférieur ou égal & 5 passant par 6
points, il suffit d'écrire que les coordonnées des 6 points en question verifient f(x) =
ax +hxdroxd+dxvex+f On dispose alors d'un systéme de 6 équations 4 6 inconnucs
qu'il suffit de résoudre. On awra alors les résultals en caleul exact (si bien sir la
calculatrice est en " mode exact™ ) !

Pour terminer, une derniére illustration de la réflexion nécessaire dans toute activité
de modélisation mathématique :

On  wveut modéliser un
phénoméne pour lequel on
dispose de 11 mesures.

Premi¢re approche, avec une
méthode d'approximation : du
fait de 'allure du nuage de points,
on peut penser plutdt 4 un
polyndme du guatrieme degré

(profil chameau). a0 o
Le résultat obtenu avec la
commande QuartReg du menu [ Rl LEal] — T
F5 de l'application Dara/matrix
donne un résultat convenable, qui e L 5 Few T Faw

» = |Zoom|Trace |Rebraph|Math [Draw) «

donne an point de coordonnées
(3,5} un statul d'exception (peut-
étre était-ce le résultat d'une
mesure erronée, d'une erreur
d'entrée dans un tableau ou
encore d'wne perturbation
accidentelle du phénoméne).

La modélisation mathématique
permet ainsi d'interroger le
phénoméne observé lui-méme.

Deuxigme approche, avec une

[:|1§]I ggg!; dlﬂm]:ﬂm On W
détermine l'unique polynéme de jrf=iZcen|Trace|ReSraphjiathiDrav)- i

degré 10 passant par les 11 i [L
ROLAES.

On gagne en précision, on
distingue moins les grandes &

tendances duo phénoméne. On
peut observer en particulier les
variations importantes entre deux
points de mesure successifs,
Deux conclesions possibles [gREs Pl
alors

- soit le phénoméne observé est par nature chaotique ; alers la modélisation
mathématique est acceptable ;

- soit ce n'est pas le cas, Ei alors la modé&lisation mathématique n'est pas la bonne,

_-__m

En conclusion : dmpu&r de thmrﬁmw et de ga!g_mialrm
ﬁfﬂhmﬁq uém ne dispin&e pﬂﬂ dre rﬂi&fﬂr,%ﬁ%% nmﬂralre t

i e ni mh:ﬁ-; G e

-'\-a-'.
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TP N°4d

O uiilisera dans ce TP Ta meme fenetre que pour ie 1P 3 :
[ 11.9] pour x, [0 5,1] pour y.

On s'intéresse en effet 3 un problEme proche de celui du TP précédent, Cette fois-ci la
figure st la suivane ;

Les points ont  les
e A R O I N S e ) v
(6, 4) ; ™6, 2) ; E(10, 2) ;
br—g & J F(10, O ; I(10, 3) .
| JO10, 43 K7, 4) ; L(7, 3).
1 $ On créera cette figure sur
Pécran par l'utilisation de la
o commande Line du menu F7
{placer le curseur sur one
; extrémité du segment puis
T T il Enter el recommencer avec

I'antre extrémité ).

UJ:F peut bien sir noter les points avec le menn F7, commande Texr. Mats c'est inutile
ot meme génant (surcharge de I'écran). On sapvegardera cette figure sous ['étiquette
Avian.

=7 La question du jour

On veut déterminer une fonction qui satisfasse des contrvintes qui pourraient
étre celles de la trajectoire d'un avion : il décolle en O, doit passer au dessus
d'un relief qui colmine en B, puis passer ap dessus du plateau [DE], mais sous
la masse nuageuse (ITKL) et enfin atterir sur une piste qui commence en F, On
considérera que le dessin ci-dessus est une modélisation qui "enveloppe” les
reliefs réels : done 'avion peut passer par B, mais pas en dessous !

A la différence du TP 3, on s'intéresse aussi au comportement de la fonction
en dehors de la fenére @ décollage oblige, la dérivée de la fonction devra ére
nulle en (0 et, atterrissage oblige, la limite de la fonction en +eo devra &tre nulle
;,E;%Eﬂ[—h—dir: que l'on considérera que la piste d'atterrissage a une longueur

nfinie).

Déterminer une fonction dont la représentation graphigue satisfasse i loutes
ces contraintes.

1 La question du lendemain |

Il s"agit en fuit d'un vol acrobatique. L'avion peut-il réaliser un looping 7
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e -

2
i

E T T e T it & i

Hi BRI Bt e S b - SEANE
Le texte qui suir a é1é revu, corrnigé, et complété par Emilie Franceschini er
Véronigue Cerlotro,

Nous présentons simplement dans ces éléments les réalisations des bindmes qui ont
eu le temps, dans le cadre de I'heure de TP, de proposer une solution. Certaines sont
partielles, ou fausses, et ont dii éwre remises en chantier ultéricurement. On pourra
constater & la lecture des solutions proposées, que les soggestions du TP précédent ont
été mises en application avec profit. La mise en commun des solutions, ou embryons de
solutions, ci-dessous donne & chacun des idées pour un enrichissement des premiéres
solutions trouvées ou une rectification des erreurs,

Solution du bindme 1
Marguerite-Muriel

Grande avdace théorique @ on
invente ici wun acroplane &
trajectoire rectiligne. On n'a pas
fait mieux depuis le révolver .
coudé (pour tirer dans les coins). —

Evidemment une telle fonction - @M" x<6.4.
n'est pas dérivable {cassure des
pentes) aux points de jonction ! 1
reste & "arrondir les angles”, ce
qui suppose d'avoir recours 2
d'autres fonctions gque des
fonctions affines...

A reprendre donc.

Solution du bindme 2
Isabelle-Julie

Elles ont choisi, dans le
Tv-‘i:f[;':lf:rmin: ddv::a finlnctjuns gt
référence, des polyndmes duo . - ) :
trosiéme degré. I;_.ei points de -..lz-“—f:?u;,"— - -2-@%-:-‘— +~'Eﬂéﬁ —%
raccord sont  choisis  aux | y3=2.5
extremums communs des deux
fonctions successives. Cela assure "
do méme coup la dérvabilité en :
Ces points,

Bonne remarque du bindme
on ne pourrd famais trouver gne
seule fonction gqui “fasse un
looping” car celg voudrait dire
gu'et un méme x on pouwrrait
associer plusicurs v. Ce ne serait
plus wne fonction,
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Solution du bindme 3
Emilie-Véronique

Méme principe que le bindme
précédent. A la place d'one
fonction constante, le bindme a
déterming une autre fonction du
roisieme degré pour le "couloir”,

Malgré son allure parfois
angulense, la courbe est Ia
représentation d'une fonction
parfaitement continue et
dérivable.

Ne pas se fier aux apparences !

i i oL - & -+ L= .
Lot - 5.5 121
40-%°  25p-%2

1540 x _ 18485
ey — . W

Solution du bintme 4
Alice-Sandrine

Encore le méme principe de
résolution. Pour ce bindme
comme pour les deux précédents,
la détermination des coefficients
se  fait par otilisation de
Uapplication Darg/Matrix les
points de raccord, choisiz les
contraintes en découlent (4
contraintes ! deux points de
raccord avee les dérivées nulles en
ces points), Les polynbmes du
troisiéme dégré peuvent alors étre
déterminés,

Solution du bindme 7
Alex-Audrey

Habile : le choix est fait de
déterminer les polynfmes du
troisiéme degré & partir de leurs
dérivées. Ainsi le premier trongon
est déterminé par F{0) = {5.5) =
0. Ceci fournit la dérivée,
nécessairement du deuxigme
degré : fi(x) = ax(x-5,5). f est alors
déterminée par primitivation, les
constantes €tant alors ajustées
pour que la courbe passe par les
points voulus.

Meéme démarche pour Je
deuxiéme trongon,

40-x (4 %2~ 75-x+462) 18485
yd 5,12 T
WaER. 5

50 -x — 250

.
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Solution du binome 8
Benoit-Frédéric

Solution extrémement habile :
ils ont constaté qu'en élevant une
fonction sinus & une puissance
impaire importante, on obtenait un
"applatissement” de la courbe gui
permettait le passage dans un
coulpir donné. Il suffit alors
d'ajuster les coefficients (& partir
du bilan du TP précédent sur les
fonctions associées) pour réaliser
les translations et affinités
nécessaires.

wZ=ll

?
buta2.5 {sin{13= - 3] + 2.5

\/

Solution du " bindme" 9
Cécile-Marianne-Valérie

Rien ne se raccorde... Et cela
dés le départ. Une seule contrainte
gst respectée : la limite en +e=.

Nous disposons ainsi d'un avion
qui ne peut pas décoller, dont le
vol est parsemé d'accidents
catastrophiques.., mais qui atterrit
dans de bonnes conditions,

Est-ce bien raisonnable 7

I
J_+2
= Uif=), w4 7
- 2.3,x 4 10 else
y2ix),else’

Solution du bindme 10
Laetitia-Sofie

Le bindme 10 essaie de réaliser
les contraintes avec deux
fonctions. Cela convient aox deux
extrémités (fonction nulle &
dérivée nulle en 0, limite nulle en
+oa), Hélas, le raccord des deux
trongons n'est ni dérivable ni
continu | Pourtant la vérification
de dérivabilité avait é1é faite aun
point charniére, mais avec une
syniaxe fausse @  divl{645) x)
donne bien shr () (puisgu'il s'agit
alors de la dérivée d'une
constante!),

On peut voir ci-contre 'etfet de
cette erreur de syntaxe (d'abord la
syniaxe fausse, puis la syniaxe
juste) : une petite différence ct
une grande conséguence...

HEultﬁ.#S]J

S (u1(x)) | x = 6.45




Page 53

Solution du bindme 12
Grenevieve-Olivier

Il apparait un petit probléme :
la courbe semble bien percuter le
rectangle.

Mais le probléme le plus
Im]:lurlant n'apparait pas "i 'oeil
nu" : malgré son aspect régulier,
la courbe n'est pas la
représentation graphique d'une
fonction dérivable (ni méme
continue) aux points de raccord,

Ne pas se fier aux apparences
{bis) !

2 —
i 16 x
g
HET'é—ghr+2. 1182
.Hq,_i’ulfx.‘.l.x{ 4.5

SR CES, 0150

Solution du bindme 13
Jean Frangois-Mathien

Ajustement habile de fonctions
sinus ou cosinus. Pour assurer la
dérivabilité, les raccords sont faits
en des points oi la dérivée est
nulle, Le choix des coefficients
des fonctions asin(bx+c)+d est
aussi trés clairement justifié :

- & pour donner de Uamplitude
it la foncrion ;

- & pour faire varier les x plus
ou maoins vite en fonction de la
distance & parcourir ;

- C poiir décaler le sommer |

- d pour relever la foncrion,

Le bintme indique qu'il dispose
ainsi d'une grande souplesse pour
la détermination de la courbe : on
peut réaliser aterrissape aussi
prés que l'on veut du rectangle,

Un petit oubli ; il aurait fallu
]pmtc-nger la fonction & partir de

atlernssage par une fonction
nulle (comme pour le bindme 8).

La cerise sur le giteau : le
bindme propose un petit lmpu:lg i
partir de la définition de cercles
(ow de demi-cercles). Evidem-
ment, on ne dispose plus alors
d'une fonction, mais de plusieurs
fonctions superposées, comme 1'a
remarqué le bindme 2.

-1;::5[—1_'—5 _T'E_] + 1,25
-’954?.1.%‘?.': il

S ap s T

Lo ] rl.'i==
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Solution du bindme 14
Aurélia-Xavier

Comme pour le bindme 7, on rarreTe PR L) Lf AT LLe)
raccorde des pntynﬁmns:mdlu ul [ﬂ_‘% Ly i + 34
troisigme degré aux points a Sk iz =5,
dérivée s‘am?ule, Mais il y a ici Hﬂﬁ—; . 2k iﬁ 2, 3.3
quatre fonctions cubigues : la - 53 _g
dernidre s'arréte pour x = 11,5, | 43 - ”4 +2.35
relayée par le fonction nulle. m

Une stratégie de caleul subtile . .
on se place & chaque fois au centre
de symétrie de la cubique, puis on
fait un changement de repére.
Ceci ermet des calculs
simplifiés.

Malgré I'allure accidentée de la
courbe, celle-ci est la
représentation d'une fonction
dérivable partoul.

Ne pas se fier aux apparences
{rer) !

Solution du bindme 16 P
Aurélie-Melanie yl=

Tout ceci est bien .ﬁ:g;%“ﬂ”* 5

approximatif... Les raccords ne 2

sont satisfaisants ni sur le plan de %= 9,2

W
la dérivabilité, ni sur le plan de la puS Yl(x), = € 3
continuité, ={f'='2':"3*“‘: & e,

rn ]
Pour assurer le respect de ces
contraintes, il auwrait fallu les
inscrire dés le départ dans le
cahier des charges de la résolution
du probléme ! *\

Petit bilan : pour résoudre le probléme posé, les différents bindmes ont dii se
poser les mémes quesiions :

- quelles fonctions choisir dans le répertoire connu ! )

- comment ajuster une quasi-solution pour qu'elle réponde aux contraintes
imposées 7

- quelles sont les méthodes de caleul les plus simples et les plus efficaces 7

- comment vérifier la justesse de la fonction proposée !

L'intérét de certaines solutions est qu'elles sont susceptibles d'ajustements
ultérieurs, pour répondre A de nouvelles contraintes, Nous en reparlerons lors du

TP n®h.


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































