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LE PROBLEME DE L’ESPACE, DE L'ETHER
ET DU CHAMP PHYSIQUE.

La pensée scientifique perfectionne I pensée préscientifique

Puisque dans cette demniére, le concept d'espace a déjd une fonction
fondamentale, établissons et étudions ce concept,

Deux facons d’appréhender les concepts sont I'une &t ["autre essentielles pour en
sa1sir les mécanismes,

La premiére méthede sappelle I"analytique logigue

Elle veut résoudre le probléme - comment les concepts et les jugements
dependent-ils les uns des autres ? Notre réponse nous place d’emblée sur un terrain
relativement assuré ! Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans la

mathématigue,
Mais cette sécurité s’obtient au prix d"un contenant sans confenu.

Albert Einstein
Etudes scientifiques

Le probléme est magnifiquement pOSE.
Asuivre.,,... ..
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Dix géométries.

Un premier polyeopié intitulé « Dix géométries » était le numéro zéro des trois
polycopies composant « L esprit de géoméirie »

I Les mathematiques de 'immobile © Du systéme de mesure babylonien Jusqu’a
"algébre arabe.

[l Les mathématiques du mouvement © Les 17¢ et 18¢ siecles,

NI Les mathématiques modemes © Les 19¢ et 206 siécles

Eerit en 1994, le premier tirage de « Dix géométries » est aujourd hui épuisé. Le
présent polycopie reprend la méme approche épistemologique en déroulant de maniére
chronologique les différentes géométries apparues depuis 5000 ans, ou du moins, les
plus importantes dentre elles

Ce polycopie est éerit pour servir de base & une initiation 4 histoire des
mathématiques lors d’un stage de 'REM de Montpellier en 1997-1998,

Ce stage est organisé en liaison avec la Mission Académique de Formation des
Personnels de I'Education Nationale (MAFPEN).
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Doure géométries

La geometrie. mesure de la Terre. prit nassance probablement autour du golfe
persique, 1l v a environ 3000 ans. (Dans Uétat actuel de nos connaissances
archéologiyues)

Pourtant. a Lascaux_ 1l y a 17000 ou 20000 ans, nos ancétres ont dessing plusieurs
lavreaux de méme taille Ces dessis supposent un systéme de mesure 1| est facile par
exemple de tailler une branche ayam la longueur du dessin et de la reporter plus loin
pour ohtenir un dessin de méme dimension,

La géometrie grecque Tut construite sur les géométries de mesure (pléonasme) des
Egyptiens et des Sumeriens. Elle servit de référence. en particulier 4 partir des
« Eléments » d"Euclide largement diffusés, La géométrie du monde grec ful ensuite 4
I"origime de dizaines de péométnies,

Le polycopieé présente 12 de ces géométries en respectant la chronologie.de leurs
apparitions. Sans développer bien entendu ces géométries mais en s attachant plutdt 3
I"épistemotogie de la construction des mathématigues

Six de ces geometries seraient plus importantes que les autres.

1) La geométric egyptienne (ou babvlonienne, ou sumérienne. ou chaldéenne)
2} La geométrie d’ Euclide

3} La geométrie de Descartes (analytique ou algébrigue)

4) La géometrie différentielle {calculs ditférentiel et intégral)

5) La géométrie vectonelle {en dimension n)

&) La géométrie algebrigue

Les géométries développées an Moyven-Orientl autour de la notion de mesure
(mes- racine d'origine indo-européenne) ont permis aux hellénes de construire le
premier savodr déduchf de humanité {Euchide, -300, Alexandrie). La démonstration
ne sera jamais remise en question, elle fera méme obstacle (épistémologique) 4 la
construction et a la mesure. concepts gui précédent la déduction

Le premier objet de ce polycopié est de réhabiliter les notions de
constrection ¢t de mesure.
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Des tendeurs de ficelles aux mesureurs despaces.

Les mathématiciens portérent le nom de « géométres » jusqu’au 19¢ siécle et
quand Pascal, par exemple., écril « géométrie », il faut lire : mathématigues.

1) La géométrie égyptienne
Les lendeurs de ficelles égyptiens fasaient au sens propre de la géométrie
puisqu’ils mesuraient la terre aprés chaque crue du Nil

2) La géométrie d" Euclide

Les géometres grecs reprirent les connaissances des Egyptiens. s transformérent
la géoméirie en un savorr deductif. Les philosophes-géométres, de Thalés (-550) a
Euchde (-3(0)) construisirent ce premier savorr déductif resté pendant 20 siécles la
référence des scientifigues comme des philosophes. La géométrie doit attendre le 17
siécle de notre ére pour retrouver, en Europe cette fois, des humains capables de lui
donner un nouvel essor

Durant ces 20 sigcles, d autres civibsations, indienne. chinoise, arabe. mettent en
place un savoir fondé sur les nombres, Nouvelle écriture des nombres, nouveaux
nombres (ceux que nous ulilisons 1) venus de chez les Indiens.

Méthodes et regles de manipulation des ¢galités de nombres, les équations
algébriques des Arabes.

3) La géoméirie projective

Faire entrer |"espace dans un rectangle de toile, tel est le probléme des peintres de
la Renaissance, tel est l¢ probléme qui donna naissance 4 la géométrie projective,

Albert DURER. en 1525, dans son traié, « Instruction sur la maniére de
mesurer », écnt |« Le trés savant Euclide a défini les fondements de la géométrie.
Celui qui I'a bien compris n"a pas besoin de ce qui est éerit ci-aprés. . @

4) La géométrie de Descartes

Piaget a trés bien noté le caractére local de la géométrie d Fuclide restreinte 4 la
figure. La géometnie de Descartes repeére tous les points du plan a "aide de 2 mesures,
elle est une géométrie globale de I'espace.

Descartes termime de plus la mise en place de 'écriture algébrigque, les nombres
mnconnus X, ¥y ou z et les nombres connus a. b, ¢ Il réunit dans sa géométrie les
connaissances grecques sur les figures avec les connaissances arabes sur les nombres.

Dheudonné considére la « méthode des coordonnées » de Descartes comme étant
I"acte de naissance de la géomctrie algebrique

S) La géométrie du hasard
[es mathématigues sont le domaine des centitudes Descartes disait - « il n'est de

plus grandes certitudes que celles des géomeétres »  Aussi. nouUs ne rouvons aucune
trace de probahilité avant le 17¢ siécle. Pascal écrit dans une lettre a 1" Académie
pansienne de Science . « Aansi, jotgnant la rigueur des déemonstrations de la science a
I"incertitude du hasard. et conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut,
tirant son nom des deux, s"arroger a bon droit ce titre stupéfiant de Géométrie du
Hasard. »
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6) La géométrie différentielle : Newton et Leibniz

Le 17¢ siecle est un siecle de méthodes. Peu de théorémes. Par contre, les
géometres du 17¢ constrinsent de nouvelles géomeétries. Les calculs différentiel et
mtegral de Newton et Lethmiz lonl ammsi pariie des grandes constructions du siécle,
faisant entrer I'infine et particulierement I"infimment petit dans les caleuls,

7) La geométrie descriptive.
Creation de Monge. elle apparait au debut du 19¢ sieele, le siéele de la révolution
industrielle

8) La géométrie vectorielle, géométrie en dimension n=3,

lLes vecteurs représentent des forces. La péométnie des vecteurs symbolise les
mathématiques « modernes » depuis la réforme. 11 fallut attendre le milieu du 19¢ siécle
pour voir apparaitre les espaces de vecteurs.

La géométrie en dimension n.

Depuis Euchde. depuis toujours en fait, la géométrie se décline en trois
dimensions, celles de notre espace physique. Schwartz, dans les années trente de notre
siecle. signale | « Mais je reste étonne, en me remémorant ce que javais éudié et
compris, que les espaces 4 n dimensions, pour n plus grand que 3, me soit resté
etrangers. . jusqu’a " Ecole normale compnise... excepté le cours de Leray au Collége
de France. .

Dans la construction des mathématiques, la géométric commence a s affranchir
de la contrainte dimensionnelle au milieu du 19¢ siecle,

9) Les glométries non-cuclidiennes.

Postulat d Euvclide = « Par un point extéricur & une droite, il passe une seule
parallele a cetle droie. » Ce postulat semblait pouvoir se démontrer, les tentatives
furent nombreuses, Toujours au 19 siecle, les mathématiciens renoncérent e
translormérent ce postulat eréant de nouvelles géométries. de nouveaux modéles de
|"espace qui nous enours

1) La géométrie des transformations

Les transformations apphquées aux objets simples de la géométrie sert de base &
la géométrie au collége Pourtant les transformations, les changements de tormes sont
encore plus modernes que les vecteurs, Euler a un peu étudié les transformations de
Iespace mais 1l fallut attendre Galois, vers 1830, et les permutations d’un ensemble
fini de nombres pour avorr le premier groupe de transtormations. L application aux
objets de |a geométnie mtervient en 1870 avec Jordan

11) La géométrie algébhrigue

Selon heudonné, la « méthode des coordonnees » de Descartes crée la géométrie
algebrique. Comme la géométrie de Descartes utilise la méthode analytique. ce nom lui
restera. L analyse va longlemps occulter autre aspect de cette géométric. La
geometrie algebrnique reprend le dessus a la fin du 19¢ siécle pour devenir une branche
(") preponderante de la recherche mathematique au 20e siecle.
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12) La géométrie fractale : Mandelbrot, 1970,

MNous terminerons ce petl voyvage dans les espaces mathemabtiques avee une
géométrie trés moderne

La théorne des ensembles a pour ongime les nombres réels. Quand cette théone fut
mise au point, de nouvelles figures firent office de « galerie des monstres »: ensembles
de Cantor, courbe de Von Koch, courbe de Péano remplissant un carré. Ecoutons
Mandelbrot ; « La trajectorre du mouvement browmen est la plus simple des fractales.
La collection de figures geométriques créées a cette époque ( 1873-1925) qualifiées de
« galerie des monstres » peut également élre visitée en tant que « Palais de la
découverte » Ces fgures geomeiriques n'ont jamais eu de chance dans
I"enseignement ne passant que de 'état d’épouvantail moderne qu'a celw d'exemple
trop special pour qu'on s’y arréte, »

o Je montre que la carapace formahste qui les g isolées a empéché leur vral sens
de se révéler, que ces figures ont quelque chose d'extrémement simple, concret el
intwtif. »

CONCLUSION

Les «tendeurs de fhicelles » égyptiens faisaient de la geométne. Les Grees
translormérent ensuite le systéme de mesure égyptien en un savorr déductif, gommant
par la méme occasion les réferences au monde sensible.

Au cours du 19¢ siecle, la géomeétrie s affranchit de la contrammte dimensionnelle
de lespace physique et se développa sur les mémes concepts en dimension n
quelcongue.

Toutefors. les constructions usuelles contmuent de se faire autour de la notion
d’'espace espace vectoriel,

espace de Hilbert,
espace fonctionnel,
espace de probabililé

Abstraire = soler. Derniére la « carapace formalisie ». nous allons essayer de
retrouver |'espace el le sensihle
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Les trois langages.

En conclusion de cette approche. nous pourrions dire que les mathématiques se
sont développées sur 2 langages * celui des figures el celui des nombres, d"abord fixes,
puis inconnus. puis variahles dans algébre ou Panalyse. Ces 2 langages constituent
effectivement les mathématiques. Du bon transfert des informations entre ces 2
langages dépend une bonne compréhension de Pespace environnant. Pourtant un
troisiéme langage reste indispensable. le frangais
Ce gui pourrait donner le schéma suivant

Ciéomeétrie algebrique

Cicometnie o Fochide Maths modernes

i Frangais »

La géométrie d'Euclide privilegiait la o traduction » figure-frangais. Le langage
algébrique n’ existalt pas

Les maths « modernes » privilégiaient 1a « traduction » algébre-frangais au détriment
de la figure et ce. en opposition avec un principe de la géométrie grecque

La géométrie algébrigue privilégie la « traduction » figure-algébre et semble, & mon
avis. étre le domaine du matheux ou au moins ére une approche plus équilibrée des
mathematiques.

La péométrie alzébrique est fondée sur la relation « figure-nombre ». le systeme de
Mesure.

Irem de Montpellier 9 Alain BERNARD



PREMIERE PARTIE

QUELQUES REFLEXIONS DE :

PASCAL
EINSTEIN
PIAGET
CHASLES
DIEUDONNE

SCHWARTZ
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AVANT PROPOS

Avant d'aborder «les» géometries. il me parail utile de lire quelques textes
importants:

| '}« Esprit de finesse et esprit de géométrie » se trouve dans les « Pensées » de
Pascal ( Pensées diverses N™2)

Peut-étre pas toujours facile & comprendre & notre époque, il cherche a distinguer
entre esprit de finesse et esprit de géométrie, un géométre ne pouvant que rarement étre
un esprit {in.

2 )« La géométrie et 'expérience » ¢cnt vers 1920 par Einstein tente de définir
les liens entre géoméine et réalite. Un objet géométrique peut-il étre un objet réel 7

3 ) Ensuite, nous vous proposons une bréve réflexion épistémologique 4 travers le
chapitre 4 du livre de Piaget et Garcia ;« Psychogenése et histoire des sciences », Les
auteurs montrent comment les jeunes construisent leur géométrie personnelle, se
reperent et s¢ structurent a travers la géométrie d'Euclide (les constructions), la
geométrie analytique (les repéres) et la géométrie des transformations (les structures).

4 1« L'Apergu historique sur 'origine et le développement des méthodes en
géométrie » de Michel Chasles (paru en 1837) propose une construction du savoir
geometrique en 5 épogues qui nous meéne jusqu'a la géométrie descriptive de Monge.

5 ) Nous poursuivons ces reéflexions d'éminents personnages par des extraits de
l'intreduction du livee « Algébre linéaire et géométrie élémentaire » écrit en 1964
par Jean Dieudonne a l'attention des enseignants du secondaire « les plus conscients de
fa necessité d'une réforme » tout en précisant quelques lignes plus loin | « je m'excuse
d'avance auprés de mes collégues de l'enseignement supéricur aux mains de qui
tomberait ce livre, et qui m'accuseraient avec raison d'enfoncer pompeusement des
portes ouvertes »

6 ) Et nous terminerons avec des extraits du livre de Laurent Schwartz, « um
mathématicien aux prises avec le siécle ».
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Reprenons le texte d'Einstem et allons un peu plus loin en regardant les raisons de
Ce « contenant sans contenu »

LE PROBLEME DE L'ESPACE, DE L'ETHER
ET DU CHAMP PHYSIQUE

La pensée scientifique perfectionne la pensée présaientifique

Puisque dans cette demiére. le concept d'espace a déja une fonction
fondamentale, établissons et étudions ce concept

Deux fagons d'appréhender les concepts sont l'une et lautre essentielles pour en
salsir les mecanmsmes,

La premiére méthode s'appelle 'analytique logigue.

Elle veut résoudre le probleme | comment les concepts et les jugements
dépendent-ils les uns des autres 7 Notre réponse nous place d'emblée sur un terrain
relativement assuré | Cefte sécurité, nous la trouvons et la respectons dans la
mathematique.

Mais cette sécurité s"obtient au prix d'un contenant sans contenu.

Car les concepts ne correspondent & un contenu que s'ils sont liés, méme le
plus indirectement aux expériences sensibles. Cependant aucune recherche
logique ne pent affirmer cette liaison. Elle ne peut étre que vécue. Et c'est
justement cette liaison qui détermine la valeur épistémologique des systémes de

concepts.
Exemple : un archéologue dune future civilisation découvre un traité de

geomeétrie d'Fuclide, mais sans figure.

Par la lecture des théorémes, il reconstituera bien l'emploi des mots point, droite,
plan, I reconstituera aussi la chaine des théorémes et méme, d'aprés les régles connues,
il pourra en inventer de nouveaux. Mais cette élaboration de théorémes restera pour lui
un vrai jeu avee des mots, tant qu'il ne pourra pas « se figurer quelque chose »
avec les expressions point, droite, plan, ete... Mais sl le peut et seulement sl le
peut. la géométrie deviendra pour lui un réel contenu.

Le méme raisonnement sapplique & la mécanique analytique et en geéneral 4
toules les sciences logico-deductives

Albert Einstein.
Etudes scienhihiques

Alaim BERNARD
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ESPRIT DE FINESSE
ESPRIT DE GEOMETRIE

Pascal,

Princes, principes - choses premieres

Principes -~ « la géomélrie comprend un grand nombre de principes » selon
Pascal. Pourtant, depuis Euclide, la géométrie serait plutdt une science fondée sur un
nombre minimum de principes | des définitions, 5 postulats et quelques notions

COMMmUunes,

]:?rnﬁ'u ﬂ:'i‘n:ll':-.f, i17

L. 33 On peut avoir le (ens droie, &
naller pas egalement i totes chofes 5 car
iy en agquiVayane droie dans un cormia
ordrede cholvs, s'ehloviflenc dans les 2u-
tres. Les uns rirent bien les conlequences
de peu de prineipes. Les auuestirent bien
les confequences descholes o il y 2 beau-
codp de I‘-i‘inEiEFE. Par exemple , les uns
comprenncic bicn les effers de T'eau, en
quot il y a peis d= principes, maisdontles
conleqiences lone fi fines |, cul o'y aqu-
unegrande peherration qui puilic yalier 5
& ccuz-la ne [ecciene peut-Eure pas crans
Geometres , patserse E\ geometric com-
prend un grand wombre de principes ; &
gu'une natore d'elpric pedr éoie relle | qu's
cllie pille bien penenier peu de principes
{ufqu‘m fond , & qu'ellene pulfic penerret
eschofes ot il y :ﬁ:u::umﬂp de pripcpes.

Il ya doncdeux forees d'cfprics, I'un de
penctiet vivement & prolondement les
conlequences des principes; & c'eft-la el
pricde juftefle : lavere de comprandre o
grand nombre de prineipes fans les conlons
ore , & c'eft-la 'elpricde geemertie, L'vn
elt toree & droirure d'elpric, lainre eft
erendue d'elpric. Or 'un peur éere fins
Fauere , I'elpric pouvant e Lare & érvoic,
& pouvant =rreaufl Etendu & foible.

Ily a beaucoup de ditFerence enrre Vel=
Fmﬂu geometrie & Uelpric de finudle. Ed
'un les principes [one palpables, mais &loi-
gnés de 'nlize commun , de-lonte gu'on
3 peine A rourner la efre de ce cdre-la
mangued habitude : mais ponr pen quion
Y tourne , on voit les pr[nc]pﬁ 3 plein

frem de Montpellier
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a1l Penfres de M. Pafial.

& il Frudvoir avoir touc-a-taic Uefpric fanx
out mal raifonner fur des principes (i gros

qu'ileft prefque impafiblegu'ils tehapene.

Mais dans l'elpricde fnetle les principes
fontdans ol comumun , % devancles
yenx de rout lemonde. Ou na que faire de
tourner la téee, nide fe faire violence. I
n'eft queftion que d'ave’r bonne yie: mais
il faue 'avolt bonne  car les principes en
font fi deliés & en fi grand nombre, quil
¢lt prelque im Dfﬁbﬁlqu'il w'en echappe.
Dr?‘nmiiﬁnu 'wn principe mene a ler-
reur ; ainfi il fauc aveic la vie bicn nette,
pour voir tous les principes; & enluite lel-
prit julte , pour ne pas raifonnes Faolle-
ment {ur des principes connus.

Tous les Geomerres feroient donc fins,
2'ils avaient l2 viic bonne; carils ne ratlon-
nenr pas faux fur des principes qu'ils con-
noillene 3 & les clprits fins ferovent Geo-
metres , 8'ils pouvoien plier leus vile veos
les principes inaccoutnmes de geometric.

¢ qui faie done que certains efprics fins
ne [one pas Geomerres, celt ?u ils oe peu-
vent du-tour (e tourner vers les principes
de acometric: mais ce qui faic que des Geo-
meires e lont pas fins , c'elt quils ne
voient pas ce qui eftdevant eux, X que-
tant accoutumés aux principes nets &
grofliers de gm_mmh:, & ane railonnet
qu'aprés aveat bicn i & manie leurs pnt_tll-
cipes , ils lc perdentdans fes choles de fi-
nellc of les prncipes ae (& laillene pas -
fi manicr. On les voita peine ; on les fone
plurde qu'on ne les voit § ona des peins
infinics a les baire [entir & coux quine les

Alain BERNARD



Tenfeer diverfes. 119
fentent pas d'cux-mémes; ce font chofvyy ———
whlement délicares & i nombreales | qu'il X XXI,
fautun lens bien délicar % bien ner pour
bes [encir , & [ans pouveir le plus fouvenr
les demonteer par ovdre comme en geome-
wie , parcequonnen pollede pas ainfi Jes
principes , & que ¢e feroit une chole infi-
nie de 'encreprendre. Il faue roucd'un-
coup voir la chofe d'un feul regard, & non
pac RFGE!EE de. raifcmpr:m:ng . Au-mains
julqu'a un cereain degeé. Ecainfi il eft rare

ue les Geomerres {oienc fins, & que les
Ens {oient Geometres, 2 caule que les Geo-
metres veulent waiter geometriquement les
choles fines , & [c rendent ridicules , vou-
lant commencer parles définitions , & en-
fuite par les peincipes; caquin'elt pasla
manicre d'agir en cerie {oree de mifgnm_
ment. Cen'elt pas que l'efpric ne le fafle,
mais il le fic tacitement, ngoure lemene &
{ans arr; car I'expreflion en pafle tous les
hommes, & lelentiment n'en appartient

qu'a iim.

Et les efprits fins au-contraire ayant ain-
fi accourumé de juzer d'une feule viie, lone
fi eronnés qu:m-_{ on leur prefenze des pro-
politions ou ils ne compreansnt rien, &
ol pout entrer il fauc paller par des defi-
nitions & des principes fteriles , & qu'ils
n'one point accourume de voirainfien de-
@il, gu'ils s'en rebatent & s'en d&gﬂfttcm.
Mais les elprits faux ne {ont jamais ni fins
n Geometres.

Les Geometres qui ne foncque Geome-
ttes, onc donc V'elpricdroic 3 mais pourvi
qu'on leur explique bien l:r:utﬂ:;H:E; choles

1

110 Penfies de M. Pafeal.

——— pardifinitions & par principes; autrement

%X 1, s fonr baux & ialupporzables ; car ilsne
foncdroits que fur les principes bien &elair
cis. e Jes fins qui ne fouc que fins, ne pey-
veor avoir la patience de defesndre jul-
qu'aux premiers principes des choles fpe-
cularives & d'imagination , qu'ils n'ont j2-
mais vics dans le monde & dans Pulage.
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LA GEOMETRIE ET L'EXPERIENCE

Comment se fait-il gue la mathématigue, qu est un produnt de la pensée humaine
el indépendante de toute expérience. sadaple d'une 51 admirable mamiére aux objets de
la réalité 7 La rason humaine serait-elle donc capable, sans avoir recours a
l'expérience, de découvrir par son activité seule les propriétés des objets réels 7

A cette question il Faul, @ mon avis, répondre de la fagon survante © pour autant
que les propositions de la mathématique se rapportent & la réalité, elles ne sont pas
certaines, ¢l pour autant gu'elles sont certaines, elles ne se rapportent pas a la réalite.

La parfaite clarte sur ce sujel n'a pu devenir bien commun que griice a cette
tendance en mathématique. qui est connue sous le nom d axiomatique. Le progrés
réalis¢ par cetle dermiére consiste en ceci que la partie logique et formelle est
soigneusement séparée du contenu objectif ou inturtil”. D aprés "axiomatique, la partie
logigue el formelle constitue seule objet de la mathématique, mais non pas le contenu
intuiti§ ou autre qui lui est associé.

Examinons de ce poini de vue un axiome quelcongue de la géométrie, par
exemple le suivant = par deux points de espace on peut toujours tracer une ligne
droite, et 'on n'en peut tracer gu une seule. Comment cet axiome doit-il éire interprété
dans le sens ancien et comment dans le sens moderne 7

Imterprétation ancienne. - Chacun sail ce qu’est une drofle et ce quest un pont.
Que cetle connaissance provienne de la faculté de Uesprit humain ou de expérience,
de la coopération de loutes les deux ou d ailleurs. le mathématicien n’est pas obligé
d en décider ; il abandonne cette décision au philosophe. Fonde sur cette connatssance,
qui est donnée avant loute mathématique, |'axiome susnommeé (comme tous les autres
axiomes) est évident, c’est-a-dire qu’il est 'expression d'une partie de cette
CONMAISsance E"Pﬂﬂif

Interprétation moderne. - La géométrie traite d objets qui sont designés par les
termes de point, drotte. etc ne connaissance gquelcongue ou intuition de ces objets
n"est pas supposée | la seule chose qu'on suppose est la validité des axiomes, dont celui
mentionné plus haut est un exemple. qui doivent ére également congus comme
purement formels. ¢ est-a-dire dépourvus de tout contenu intuitif ou accessible &
Fexpérience. Ces axiomes sont des créations libres de Vesprit humain, Toutes les
autres propositions géometrigues sont des deéductions logiques des axiomes (qui
doivent ére congus seulement au point de vue nominaliste). Ce sont les axiomes qui
définissent en premier lieu les objets donl traite ka géométrie

Mais il est d auntre part certam que la mathématique en géneral et la géomeétrie en
particulier doivent leur existence @ notre besoin de savorr quelque chose sur le
comportement des objets réels. Le terme de géométrie, qui signifie mesure des terrains,
le prouve déja Car la mesure du terrain trate des positions relatives possibles de
certains corps de la nature, ¢ est-a-dire de parties du corps terrestre. de cordeaux. de

Jalons, ete.
Einstein 1921

( Extrail de - Mathématiques au 1 des dges. page 287)
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EPISTEMOLOGIE

Commengons par la définition de 1'épistémologie extraite du dictionnaire de
semiotique de Courtes - « L'épistémologie est |"analyse des axiomes, des hypothéses et
des procédures, voire des résultats qu specifient une science donnée | elle se donne, en
effet, comme objectif d’examimer ["organisation et le fonctionnement des approches
scientifiques et d’en apprécier la valeur . Toute théorie repose sur un nombre plus ou
moins grand de concepts non définis qui sont 4 verser dans ce qu'on appelle
I"inventaire épistémologique. Elle doit tout de méme viser a réduire au maximum le
nombre de ces concepts »

Avouons que nous sommes au coeur du débat géoméirique, premiére science
redigee de fagon axiomatique, doit-on le rappeler.
Courtés donne aussi une version trés synthétique de cette définition -

EPISTEME : Attitude socioculturelle d un groupe vis-a-vis de ses propres siznes.
Par sa concision et sa précision, cette définition mérite une longue meéditation.

A ) Psychogenése et histoire des sciences - Piaget et Garcia,
La préface , écrite par B. Inhelder, se termine par - « Dans ['histoire de la péométrie,
Grarcia distingue trois étapes - a) la géométrie de la pensée grecque jusquau XVIIIé
siecle . b) la géomeétrie projective de Poncelet et Chasles, et ¢) la conception globale de
la géométrie introduite par Klein. La géométrie descriptive de Descartes et Fermat, et
le calcul différentiel et intégral fournissent des instruments assurant la transition de a) a
b), et la théorie des groupes la transition de b} 4 ¢). Les similitudes entre de tels progrés
constates 4 travers les siécles et les représentations spatiales et géométriques du jeune
enfant, qui vont des intuitions topologigues 4 la construction de systémes de référence
abstraits en passant par I'élaboration des notions projectives, posent des problémes
téconds 4 une épistémologie constructiviste ».
L épistémologie génétique créde par Piaget distingue 4 stades principauy :

I ) Le stade sensori-moteur (0 4 2 ans)

2 ) Le stade préopératoire (2 a 6 ans)

3 } Le stade des opérations concrétes (7 a 10 ans)

4 ) Le stade des opérations formelles (11 4 12 ans)

Dans le chapitre 4 de leur livre, les auteurs montrent par contre que la structuration de
Iespace géomeétrique chez enfant se fait en trois stades successifs. Piaget a enseigné
pendant 10 ans "histoire de la pensée scientifique et pour ce qui nous intéresse, les 3
stades dégagés par Piaget et Gareia - intrafigural, interfigural et transfigural - suivent
chronologiquement 3 ¢tapes importantes de la construction du savoir mathématique.
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CHAPITRE 1V

LA PSYCHOGENESE
DES STRUCTURES GEOMETRIQUES

« Le mode de construction propre & espace présente deux caractéres
specifiques. En premier liew, il existe un espace des objets et une péométrie du
sujet... »

1) LE STADE INTRAFIGURAL (avant 7 ans)

Le jeune pergoit et se représente & I'intérieur de la figure. du dessin, de I"objet
observé. Il dessinera une cheminée penchée, perpendiculairement au toit d une maison,
et non pas verticale, Plaget précise - « A ces relations intrafigurales, nous pouvons
rattacher celles qui résultent d’une comparaison entre les propriétés internes de deux
ou plusieurs ligures, ce qui est bien différent de |'interfigural en tant que position des
figures dans un espace englobant dont la structuration est alors nécessaire »

Remarque importante : La géométnie d'Euclide est une péométrie intrafigurale vy
compris les cas d’égalités des tniangles qui résultent de la comparaison de propriefés
internes de deux figures.

2)LE STADE INTERFIGURAL (7 & 8 ans)

Le jeune se repére par rapport & un espace englobant la figure

Piaget précise: «lls comprennent d'emblée la nécessité de denx mesures
conjointes pour fixer la position du point ». (page 135)
Plaget continue - « A passer aux directions, 1l est clair que le tracé d une horizontale ou
d'une verticale par le sujet exige des références interfigurales, en opposition avec les
perpendiculaires quelcongues dont il a été question plus haut » (cheminée ou liguide
dans un bocal)

Le jeune atteint ici la notion de repeére dégagée par Descartes avee ses deux
directions privilégiées bien différente de la notion d"angle droit tracé au hasard dans le
plan, Selon ses auteurs, ce repérage se fait vers 7 ou 8 ans Dés cet age, un enfant peut
sttuer un objet {un pomnt ) dans le plan par 2 mesures (abscisse et ordonnée),

Piaget et Garera précisent © « Toul changement de forme d une figure est dii & des
déplacements de parties el tout déplacement peut se traduire en relations interfigurales
puisguiil s'agit de comparer des positions initiale et finale avec leurs références
respeclives »

Precision | Une transformation unigue agissant sur un objet reléve du stade interfigural
par mesures des positions initiale et finale de lobjet La géométrie des transformations
des colleges reléve du siade interfigural tant qu'on ne compose pas deux

=5 CITIE

transformations (en 3™ un peu)
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3)LE STADE TRANSFIGURAL (11 4 12 ans)

Mous venons de dire qu’il ne s"agit pas seulement de transformer une figure. Pour
atteindre ce 3™ stade, le jeune doit comprendre la composition des transformations
mats ausst il doit savorr « revenir en arriére » avee la transformation réciproque et
prendre ams) conscience de la notion de groupe de transformations. Bien entendu, ces
travaux datent de I'¢poque du structuralisme. Page 143, Piaget éerit -« Le probléme
que souléve ces premiers [aits et que nous refrouvons 4 propos de tous les autres est de
comprendre pourquoi ces compositions de mouvements sont si tardives »

RESUME

STADE GEOMETRIE EXEMPLE ESPACE
INTRAFIGLRAI Cieométrie Angle droit Espace limité
(a7 ans d'Euchde i la figure
Propriéteés des Cas d’egalites
figures des triangles

INTERFIGURAL Cieomeétrie
748 ans analytigue Repére cartésien Compréhension
Transformation de tout I'espace
unigue Homothétie
TRANSFIGURAL Géométrie des Groupe des Structuration
114a12ans transformations translations de tout I'espace

Dans leur conclusion. Piaget et Garcia notent | « La question historique se pose,
en effet. de la maniére paradoxale suivante. [2'une part, la géométrie greeque demeure,
laute dalgébre, de nature intrafigurale el subordonnée & ses sources exopénes : d’on
I"absence de toute « transformation »  [sauf] cas particuliers sans généralisations
méthodologiques.

la subordination de l'espace 4 lalgébre date de Viéte et elle est restée
entierement locale (transformations en tnigonométrie sphérique). 1D’autre part, malgré
la mise en correspondance systématigue de algébre et de la géométrie qu'inaugurait
I"oeuvre de Descartes. il a fallu attendre cent quatre-vingt-cing ans entre celle-ci et le
Traité de Poncelet © la question est ainsi de trouver explication de la longueur de cette
périnde interligurale, done de prés de deux siécles. quiil a fallu pour en arriver au
deébut des transformations géoméiriques. alors que 'algébre est précisément la science
des transformations et que. dés le XVIIE siecle, elle étant appliquée 4 la geometrie,
Finalement, ¢ est avee Lic ¢t Klein . que le primat des transformations s impose et
subordonne 'ensemble des (el non plus de «lan) géométries 3 des systemes
algébrigues ».
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APERCU HISTORIQUE

SUR L'ORIGIME ET LE DEVELOPPEMENT

DES METHODES EN GEOMETRIE

FARTICULIEREMENT

DE CELLES QUI SE RAPPORTENT A LA GEOMETRIE MODERNE
Par M.CHASLES,

Les pages qui suivent sont extraites de la réédition par I'IREM de Lille de
I'Apercu historique de Michel Chasles. On notera que Ia premiére édition en 1837 fint
retardée de 2 ans par la découverte des ouvrages hindous de Brahmagupta. Par contre
(2¢ €poque) la civilisation arabe n'a pas les faveurs de Chasles et I'invention de l'algébre
est attribuce 4 Viete | La demiére phrase de cette 2¢ époque | « Alliance intime entre
IAlgébre et la Géométrie ». .« clef universelle des mathématiques » a un caractére
visionnaire quand on connait 'importance actuelle de la géométrie al gébrigue

AVERTISSEMENT DE L’AUTEUR

Cel ouvrage a é1é concu 4 loccasion dune quesiion proposée par '\ea-
demie de Droxelles. 1l se réduisait alors aux denx Mémoires i le terini-
nent, adressés & I'\cadiémie en décembre 1829, et précédés d'une simple
introduction trés resireinte. Lorsque PAcadémie eul orlonné l'impression
de ce fravail, je me proposai d'en étendre lintroduction et d'y joindre
méme, sous le titre de Noles, quelijues résultats de reehorches fui ren-
traient dans le sujet, Mais jo différai d'abord de donuer suite i ce projel :
puis les recherches listoriques proprement diles, of se prisentaient cer-
taines questions olscures que jo n'avais pas prévues, relardérent Ienvoi
du manuscril, que I'Académie, et Ninsistance amicale de son illustre of bicy
regretté Secréfaive perpetuel, M. Al Ouetelel, me faisaicnt un deveir do
lerminer. Limpression commenga en 4835, d'abord sans enlraves, el assez
rapidement, mais fol bientdl ralentie, particulicroment par Tétude des
ouvrages indous de Drabhmegupla, dent on n'avail pas encore siznalé la
sujel réel el limportance spéciale pour la partie géométrique. Enfin la

volume parut en 1837,
Parig, 20 mai 1875
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HISTOIRE DE LA GEOMETRIE
CHAPITRE PREMIER

PREMIERE EPOHLIE

% 1 La géométrie prit naissance chez les Chaldéens et les Egyptiens

Thalés qui. né en Phénicie, alla s™instruire en Egypte et vint ensuite
s*établir a Milet, v fonda |"école wonnienne, d ou sont sorties les sectes des
philosophes de la Gréce. et o0 commencérent les premiers progres de la
Géometrie.

Pyihagore. né¢ a Samos, disciple de Thalés. qui, comme Jui, avait
vovagé en Egypte, puis dans les Indes, vint se retirer en lalie, et v fonda son
¢cole, beaucoup plus célébre que celle d'on elle dénvait. Ce fut
principalement a Pythagore, qui incorpora la Géométrie dans sa philosophie,
el a ses disciples que cette science dut ses premieres découvertes. Les
principales furent la théorie de incommensurabilié de certaines lignes,
comme la diagonale du carré comparée au edté | el la théorie des corps
réguliers. Ces premiers pas dans la science de Iétendue n offrirent, du
reste, que quelques propositions élémentaires, relatives a la ligne droite et au
cercle Les plus remarquables sont le théoréme du corré de hypotdénuse
d’un triangle rectangle. dont la découverie coita, dit histoire, ou la tahle,
une hécatombe @ Pythagore . et la propriéte qu'ont le cercle et la sphére
d'éire des maxima parmi les figures de méme penmeétre ou de méme
surface: propositions qui offrent le premier germe de la doctrine des
ISOPErimEires.

% 2. La Géometrie fut ainsi restreinte jusqu'a la fondation de I'école
platonicienne. époque de ses grands progres.

Platon, comme les sages de la Gréce qui Uavaient précédé, alla
s'instruire dans les mathématiques chez les prétres égyptiens . puis en ltalie
auprés des pythagoriciens

Die retour & Athénes, ce chef du Lyeée introduisit dans la Geométrie la
méthode analvtique. les sections conigues et la doctrine des [fiewx
géométrigues. Découvertes mémorables qui firent de la Geometrie, pour
ainsi dire, une science nouvelle. d'un ordre plus éleve que la Géomeétne
¢lémentaire cultivée jusque-la, et que les disciples de Platon appelérent
Géomeétrie transcendante

La doctrine des lieux géométriques fut appliquée. deés ce temps, d'une
maniére trés savante, aux fameux problémes de la duplication du cube, des
dewr movennes proportionnefles et de la trisection de Uangle.
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CHAPITRE 1
DEUXIEME EPOOQUE
£ 9 L'étal de stagnation o0 languirent les lettres, chez les Arabes et les
aulres nations, apres la destruction du Musée d"Alexandrie, dura prés de mille

ans | el ce ne fut que vers le milieu du XVé siécle que la Géométrie, suivant le
mouvement général des sciences, reprit faveur

Ses progrés furent lents d’abord © mais néanmoins les conceptions des
geometres ne tardérent point a prendre un caractére de pénéralité el d absiraction
quielles n’avaient poinl encore eu jusqualors. Chague méthode, en effet, ne
comportait rien de géneral. el se bornail & la question particuliére qui v avait
donné lieu | chaque courbe connue, et le nombre en éail trés restreinl. avait eté
¢tudice isolement. par des moyens qui lui élail toul spéeiaux, sans que ses
propriéiés, et les procédés qui v avaient conduil, servissent & découvrir les
propriéics d'une autre courbe, telles que les conigues et la spirale d”Archiméde.
par des considérations profondes, mais essentiellement différentes entre elles. et
qui ne donnaient aucune ouverture pour la solution du méme probléme appliqué a
d aulres courbes

La méthode d'exhaustion, qui reposail sur une idée mére tout 4 fait
géncrale. n’'6ta point 4 la Géométrie son caractére d éroitesse et de spécialité,
parce que cette conception v manguant de movens généraux d’application,
devenail. dans chaque cas particulier, une question nouvelle, qui ne trouvait de
ressources que dans les proprietés individuelles de la figure 4 laguelle on
"appliquait. Cette méthode néanmeins fait beaucoup d honneur aux géométres de
I"Antiquité, parce qu’elle est le germe d une suite de méthodes de quadratures qui
depuis ont fail, dans lous les temps. l'objet de travaux des plus celébres
mathématiciens. et dont le but final. et pous pouvons dire le triomphe, fus
I"invention du caleul mfimitésimal

Les considérations. gui tendent & faire ressortir la différence du spécial au
pénéral. du coneret 4 'abstrait, qui distingue la Géomélrie jusqu’au XVé siécle,
de la Geométrie postérieure. nous portent & regarder cetle premidre épogue
comme formant les préliminaires de la science,

Le caractere de geénéralité et d’abstraction, que prit ensuite la Géométrie,
s est prononed de plus en plus dans les époques suivantes, et éablit aujourd huw
une différence immense entre la Géoméirie moderne et celle des Anciens.

§ 2 Les principales découvertes de la Géométrie, 4 sa renaissance. sont
dides 4 Viete et 4 Kepler, qui sont, a plusieurs titres, les premiers auteurs de notre
superiorité sur les Anciens,

Viéte, aprés avoir complété la methode analytique de Platon, par |'invention
de I"Algébre. ou lagistigue spéciense, destinée 4 mettre cette méthode en pratique
dans la science des nombres. cut encore la gloire d'introduire cet instrument
admirable dans la science de Pétendue, el d'initier les péométres, par une
construction graphique des équations du second et du troisiéme degré, a art de
représenter géométriquement les résultats de I'Algeébre _premiers pas vers une
alliance plus mtime entre I'Algebre et la Géométrie, qui devait conduire aux
grandes decouverles  de  Descartes, el devenir la  clef  unjverselle des
mathematigques
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CHAPITRE HI
TROISIEME EPOQUE

§ 1. Le plus signalé service rendu & la Géométrie est du 4 Descartes.
Ce philosophe, par som inappréciable conception de UApplication de
"Algébre 4 la théone des courbes. se créa les movens de [ranchir les
obstacles gqui, jusqu’alors, avaient arrélé les plus grands géometres, et
changea vénitablement la face des sciences mathématiques.

Cette doctrine de Descartes, dont avcun germe ne 57est trouve dans les
écrits des géométres anciens, el la seule peut-étre donl on puisse dire,
comme Montesguicu de son Esprii des fors, PROLEM SINE MATRE
CREATAM, cette doctrine, dis-je, eut pour effet de donner a la Géométrie
le caractére d abstraction el d umiversalilé qui la distingue essentiellement
de la Geométrie ancienne. Les methodes créees par Cavalien, Fermat,
Roberval. Grégoire de St-Vincent, portaient aussi, dans leurs principes
métaphysiques, le cachet de cetle généralité | mais ne avaient point dans
leurs applications. La conceplion de Descarles, seule, procurail les moyens
d’appliquer ces méthodes d'une maniére uniforme el générale | elle était
introduction nécessaire aux nouveaux caleuls de Leibniz et de Newton, qui
dés lors n'ont point tardé a surgir de ces belles méthodes

La Géométrie de Descartes, outre ce caractére éminent d universalité,
se distmgue encore de la Geéometrnie ancienne sous son rapport particulier,
qui mérite d étre remarque | ¢’est qu'elle établit, par une seule formule, des
propriéteés genérales de familles entieres de courbes ; de sorte que 'on ne
saurait découvnir par cette voie quelque propriété d'une courbe, qu’elle ne
fasse aussitdt connaitre des propriéiés semblables ou analogues dans une
infinité d’autres lignes Jlusque-1a, on n'avail etudié que des propriétes
particuliéres de quelques courbes, prises une 4 une, et toujours par des
movens différents. qui n’établissagient aucune haison entre différentes
courbes.

Aussi la Géoméiric prit dés lors un essor rapide, el ses progres
s'étendirent sur louies les aulres sciences qui sont de son domaine.
L Algébre elle-méme en regut d utifes secours | ses opérations symboliques
devinrent plus faciles 4 saisir, son importance s’accrut | et ces deux
branches principales de nos connaissances positives marchérent d'un pas
egalement assure,

Quant a 1" Algébre, nous nous bornerons a dire que 1'un des premiers et
des plus grands avantages que la Géométrie o procura, fut Minterprétation
et 'usage des racines négalives, que jusque-la on regardait comme
nsignifiantes, et qui avaient 51 fort embarasse les anciens analystes

La méthode des coetficients indéterminés, que Descarles créa dans sa
Géométrie, et dontal it un i hedreux usage pour la construction des heux
solides, est aussi 'une des découveries fes plus ingemieuses et les plus
fecondes de |" Analyse.
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CHAPITRE 1V
QUATRIEME EPOOQLUE

§ 1. Cinquante ans aprés que Descartes avait mis au jour sa Géomédirie,
une autre grande conception preparée par Fermat el Barrow, le Caleul
mfinitésimal de Leibmz et de Newton. prit nanssance (en 1684 et 1687,

Cette sublime invention, qui remplagait avec un avantage immense les
methodes de Cavalien, de Roberval, de Fermat, de Grégoire de Saint-
Vincent. pour les dimensions des figures et les guestions de maxima ef
minima, s appliqua aussi, avec une facilié s prodigicuse. aux grandes
questions  des  phénoménes de la nature. qu'elle devint presque
exclusivement 'objet des méditations des plus célébres géométres. Dés lors,
la Geéomeétrie ancienne et les belles méthodes de Desargues et de Pascal, de
La Hire et de Le Poivre, pour I'étude des coniques, furent négligées.

I."Analyse de Descartes, seule des grandes productions de notre
deuxiéme et de notre trossiéme Epogue, survécut @ cel abandon général
Cest gu'elle était le véritable fondement des doctrines de Leibniz et de
Newton, qui allarent envahir tout le domame des sciences mathématiques.

Cependant, quelgues geomeétres, dans les premiers temps. et a leur téte
Huygens, quoiquiil sut apprécier toutes les ressources de [dnalyse
mfinitésimale. Mac-Laurm, profond commentateur du Tranté des fTuxions de
Newton, et Newton lui-méme, furent fidéles a la méthode des Anciens, et
surent pénetrer dans les mysteres de la plus prolonde Géométrie, pour
résoudre, avee son seul secours, les plus hautes questions des sciences
physico-mathématigques

Quelques autres geométres ensuite, lels que Stewart, Lambert, dignes
admirateurs de ces grands hommes, marchérent sur leurs traces et
continuérent leurs savantes méthodes. Mais enfin "attrait de la nouveauté et
les puissantes ressources que présentait " Analyse infinitésimale, tournérent
tous les esprits vers dautres idées et d autres spéculations. De sorte que, s1
I'on peut dire parfos que la Géométrie d’Huygens et de Newton, aprés
avolr pose les ventables fondements de nos connaissances positives,
devenait insuffisante pour continuer son oeuvre, 1l est juste de convenir
aussi que ces disciples lui ont manque ; car je ne sache pas que. depuis trois
quart de siécle, on ait fait de nouvelles applications de cette méthode | et
c’est awpourd "hur par tradition et seulement sur parole. que. légérement
peut-étre, on parle de son impuissance et des limites qui en restreignent pour
loujours les usages.

& 2 MNous ne pouvons entreprendre ici d analyser tous les travaux des
grands géometres que nous avons nominés | cette tache n'entre point dans
notre cadre et serant au-dessus de nos torces. Nouws ne devons citer que ceux
de ces travaux qui se rapportent 4 cette partie de la science de I'étendue, que
nous gvons appelé Géométrie des formes ef des situations | g prend son
origine dans [ 'Analyse géométrigue des Anciens | qui, pendant deux mille
ans, s'est exercd sur I'mépuisable théone des sections comiques, et & laquelle
enfin Descartes a soumis, d un trait de plume, Ninnombrable famille des
courhes géometriques.
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CHAPITRE ¥
CINQUIEME EPOOQLUE

& 1. Dans ces derniers temps. aprés un repos de prés d’un siécle, la Géométrie
pure s'enrichit d'une doctrine nouvelle, la (Géométrie descriptive, complément
nécessaire de la Géoméirie analvtigue de Descartes, et qui, comme elle, devait
avoir des résultats immenses. el marquer une ére nouvelle dans histoire de la
Cieometrie,

Ceite science est due au génie créateur de Monge

Elle embrasse deux objets

Le premier est de représenter sur une aire plane tous les corps d'une forme
déterminée, et de transformer ainsi, en constructions planes. les opérations
graphigues gu’il serait impossible d’exécuter dans |"espace.

Le second est de dédwire, de cette représentation des corps, leurs rapports
mathématiques. résultant de leur formes et de leurs positions respectives,

Cette belle création, qui fut d’abord destinée a la Géométrie pratique et aux
arts qui en dépendent. en constitua réellement la théorie génerale, puisqu’elle
réduisit 4 un petit nombre de principes abstraits et invariables, et a des
constructions faciles et toujours certamnes, loutes les opérations géomeétriques qui
peuvent se présenter dans la Coupe des pierres. la Charpente, la Perspective, la
Fortification, la Gnomonique. elc, €L qui auparavant ne s’exécutaient que par des
procédés incohérents entre eux, incertans, et SoUVEnt peu rigoureus,

§ 2. Mais, outre Nimportance due & cette premiére destination, qui donnait un
caractére de rationalité et de précision 4 tous les arts de construction, la Géométrie
descriptive en eul une autre trés grande, due aux services réels qu'elle rendit a la
Géometrie rationnelle, sous plusieurs rapports, et aux sciences mathématiques en
general

La Géométrie descriptive, en effet, qui n’est que la tradition graphique de la
Géométrie générale et rationnelle, servit de flambeau dans les recherches et dans
I'appréciation des résullats de la Géométrie analytique | et. par la nature de ses
opérations, qui ont pour but d’établir une correspondance compléte et sure entre
des figures effectivement tracées sur un plan et des corps fictifs dans 'espace, elle
familiarisa avec les formes de ces corps, les it concevorr idéalement, avec
exactitude et promptitude, et doubla de la sorte nos moyens d’investigation dans la
science de ["étendue.

La Géométrie devint ainsi en élat de répandre plus aisément sa généralité et
son évidence intuitive sur la mécanigue et sur les sciences physico-mathématiques.

Cette influence utile de la Géométrie descriptive s”étendit naturellement aussi
sur notre style et notre langage en mathématiques, qu’elle rendit plus aisés et plus
lucides, en les afTranchissant de cette complication de figures doni 'usage distrant
de 'attention gue I'on doit au fond des idées, et entrave 'imagination et la parole,

La Géométrie descriptive. en un mot, fut propre & fortifier et & developper
notre puissance de conception | 4 donner plus de netteté et de sureté a notre
jugement ; de précision et de clarté a notre langage | et. sous ce premier rappor,
elle fut infiniment utile aux sciences mathematiques en gencral,
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Algébre linéaire

F [ d L] [ " L]
et géométrie élémentaire
Jean Dieudonné, 1964
Extraits de I'introduction ... toujours d’actualité ;

« Ce volume donne un exposé detaillé et complet des notions et théorémes
d’algebre linéaire élémentaire qui devraient constituer le bagage minimum du bachelier
és-sciences au moment ol Il entre dans les classes du 17 cycle de I'Enseignement
supérieur. L orientation générale et la substance en ont été déterminés par le souci de
préparer I'étudiant a assimiler le plus facilement possible 'enseignement actue! donné
dans ces classes, qui devrait lui apparaitre comme le profongement naturel de ce qu'il
a déja appris.

Le fait qu’a I"heure présente il n'y a sans doute pas un bachelier sur mille qui
serait en état de lire ce livre sans aide et sans fournir un travail personnel considérable
en dit long sur I"incohérence de nos programmes denseignement, [l y a déji plusieurs
années que |'on s'est inguiété un peu partout du divorce grandissant entre les méthodes
et I'esprit de I'enseignement des mathématiques, dans les lyvcées d’une part, dans les
universités de "autre

Les mathématiciens des siécles passés et plus encore les philosophes ou
essayistes qui ont voulu parler de mathématiques, n'ont que trop bien réussi &
ancrer dans I'esprit du public « cultivé » I'image d’une science immuable et figée,
trimant sur un empyrée de « vérités absolues » transmises religiensement de
génération en génération comme une révélation divine que I'on ne sanrait se
permettre de changer d'un iofa, et ignorant les titonnements et les incertitudes
des pauvres sciences dites « expérimentales». [l v a plus de cent ans que les
mathematiciens professionnels sont revenus d"une aussi naive arrogance, mais il fandra
sans doute encore bien des années d’efforts pour venir 4 bout de ces « clichés », rien
n’étant plus difficile que de moditier des « idées recues »

. L’Enseignement secondaire, qui par sa nature méme est fort éloigne du niveau o

se font les recherches mathématiques contemporaines, était tranguillement resté, avec
quelques additions superficielles, ce qu'il était avant Grassmann et Cantor, ¢'est-a-dire
essentiellement la géomeétrie d'Euclide, 'algébre de Viéte et Descartes, et. dans les
classes terminales, un peu de Caleul infinitésimal. [l n'est done pas surprenant que le
fossé entre cet enseignement et celui que 1'on donne dés U'entrée a I'Université n’ait
cessé de s'élargir. Qu'on veuille bien, par exemple, considérer sans idées précongues
les sujets survants, qui tiennent encore une place considérable dans [enseignement des
mathématiques au lvcée
I} Les constructions « par la régle et le compas »
II ) Les proprietés des « figures» traditionnelles, telles gue le triangle, les
« quadrilatéres » varies, les cercles et « systémes de cercles ». les coniques, avec tous
les ratfinements accumulés par des générations de « géométres » spécialisés et de
professeurs en quéte de problémes d’examen
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Iy La kyrielle des « formules trigonométrnigues » et de leurs transformations
kal¢idoscopiques permettant de superbes « résolutions » de « problémes » relatifs aux
triangles, et ce par des « caleuls logarithmigues ». s'il vous plait |

Oue 1'on ouvre maintenant au hasard un livre traitant des matiéres enseignées a partir
de 'entrée & université | on constatera aussitdt qu’il n'y est jamais méme fait allusion
i toutes ces belles choses

indispensables & trons professions éminemment respectables -
1%} les astronomes

2% ) les arpenteurs

3% ) les auteurs de manuels de trigonomeétrie

toute une série de connaissances particuliéres, plus ou moins hétéroclites, en vue de
préparer & toutes les professions imaginables | ou bien au contraire, faut-il essayer
avant tout d apprendre aux enftants 4 penser. sur un petit nombre de notions générales
bien

choisies. et laisser les technigues spéciales se ranger plus tard sans effort dans une
w téte bien faite »

connue pour qu’il faille beaucoup msister) est qu'elle permet de regrouper sunvant
leurs affinités profondes des théories d’aspect superficiel souvent fort différent. Or,
plus sans doute que nulle part ailleurs, le cloisonnage des disciplines a atteint dans
I'enseignement traditionnel un degré dont le ndicule peut difficilement étre dépasse.
On enseigne en effet peu ou prou, dans les années terminales des lveées et méme
jusqu’il y a peu de lemps dans les classes préparatoires des grandes Ecoles (amnsi que
dans beaucoup d'Universités étrangéres) toute une impressionnante liste de
« SCiences » :

la « Geéometrie pure »,

la « Géométrie analyltigue »,

la « Trigonométrie »,

la « Géomeétrie projective »,

la « Géométric conforme »,

la « Géométrie non-euchdienne »,

la « Théorie des nombres complexes ».
Non seulement toutes ces disciplines sont-elles en général présentées isolément, mais
encore est-il réquent de voir chacune s’efforcer d'ignorer totalement les autres et se
targuer de son « indépendance » © les grotesques........»

Vous aurez remarqué que ceftes impressionnante liste de sciences » est en fail

une impressionnante liste de .. géométries | 'Y compris la trigonométnie, géométrie du
triangle, et la « Théorie des nombres complexes » dont nous reparlerons plus loin.
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Un mathématicien aux prises avec le siécle.’
Lawrent Schwartz

& Je suis mathématicien, Les mathématiques ont rempli ma vie - une passion pour
la recherche et I'enseignement tour & tour comme professeur 4 |'Université et 4 |"Ecole
polylechnigue. J"ai en méme temps réfléchi au rile des mathématiques, de la recherche
et de Penseignement. dans ma vie et dans celle des autres, aux processus mentaux de la
recherche. et je me suis consacré pendant des décennies aux réformes bien nécessaires
de I"Université et des grandes écoles

Mais )"a1 eu bien d’autres activités, parfois au point de démolir ma recherche. 1 ai
consacre une grande partic de mon temps 4 lutter pour les opprimés, pour les droits de
Phomme et les droits des peuples, d’abord comme trotskiste, puis en dehors de tout
parti. Il ¢tait normal de ma part de vouloir décrire ces activités. comme témoignage
pour 'avenir, »

Laurent Schwartz est le créateur des distributions. généralisation de la notion de
fonction. Elles lui valurent la médaille Fields en 1950 1l raconte sa vie d homme dans
un hivee qu’il vient de publier (février 1997), En voici quelques extraits.

Séduction de la géométrie.

Ventrar donc en mathématiques élémentaires. Pour la premiére fois de ma
scolarité, je rencontrai un professeur de mathématiques enthousiasmant, Julien. 11 était
legerement porté sur la boisson. mais nul n'y trouvail 4 redire. C'est avec joie et
simplicite qu'il nous exphquait les plus merveilleux problémes de la géométrie. Je
deécouvris un umivers mathématique inconnu auparavant. entrevu seulement dans la
geomeétrie de quatrieme. En 'espace de deux ou trois semaines. e décidar de devenir
mathématicien, Je me rends comple a posteriori que cette tendance devait toujours
aveir existé en moi, mais. bridée jusque-la par la médiocrité de mes professcurs, elle
explosait soudain. La valeur d"un professeur pour 1"avenir de ses éléves m’a, pour cetie
raison, toujours paru déterminante

Simplement, les mathématiques étaient belles - d une beauté extraordinaire -, et la
géomeétrie pourvue d'une esthétique inégalable. Je reste partisan de I'enseigner
largement au lycée ol un ¢léve ne peut véritablement faire de trouvailles ni en analyse,
ni méme probablement en arithmétique (encore que ce ne soit pas sir). Le travail en
geometrie, au contraire, constitue une perpétuelle recherche, comparable & celle dun
umversitaire mais menée @ un niveau momns eleve. .. Les livres de géométrie
dont je me nourrissais présentaient une particularité élonnante © la trigonométrie et les
coordonnées cartésiennes. qui pourtant faisaient normalement partie du programme
officiel de la terminale, en étaient bannies. 1l v a généralement deux maniéres extrémes
de traiter un probléme de géométnic - 'une par le caleul algébrique en coordonnées.
I"autre sans v recourir, par la géométrie «pure» Je ne meltais pas mon point
d"honneur 4 n"utiliser que ces deux extrémes, Pourquoi ne pas uliliser tous les outils
dont on dispose 7

' & Un mathematicien sux prises avec be siécle » Laurent Schwartz, Editions Odile Jaeob
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Aujourd’hui on apprend les nombres complexes en terminale (ainsi gque
I"exponenticlle et le loganthme, gu’on ne faisail de mon temps qu’en hypotaupe) ; je ne
les connaissais pas en terminale, mon avance ne concernait que la géométne pure. Je
ne connaissais pas z=x + iy, niz=re "  Hadamard n’étudie qu'a peine, dans ses
hivres. I'équation du deuxiéme degré. avec éventuellement deux solutions imaginaires
conjuguees | le nombre 1 nexiste pas. De toute fagon, la bonne définition du
complexifié de 'espace réel E par E + 1 E™ , o0 E est I'espace affine et E~ son espace
vectonel associé, n'était donnée mi dans Hadamard mi dans Guichard, non plus que
dans Petersen ou Duport, mi finalement dans la taupe de mon temps car les notions
d’espace affine et d'espace vectonel (de dimensions quelcongues) nexistaient pas 4
cette epogue, méme & "umversité. Je sws sorti de |'Ecole normale avec 'agrégation,
sans connaitre ces notions, capable d’aborder /'espace. mais pas um espace de
dimension n quelconque. La vie est érange. En fait, en geométrie, on ne se représente
pas de la méme maniére une droite complexe affine ( par exemple pour le théoréme de
Céva dans un triangle) et le corps des complexes x + 1y Quand )’y songe, les points
imaginaires de la géométrie sont gns, les ponts réels noirs, et |Mintersection de deux
droites imaginaires conjuguées grises est un point reel noir.

L enseignement francais actuel a fait 'impasse sur toute la géométrie,
essentielle pour les ingéneurs et les physiciens, et devenue une des branches
fondamentales des mathématiques modernes, C'est infiniment dommage, pour ne pas
dire scandaleux, Par contre, la géométrie des espaces « projectifs-euchdiens » et la
comique ombilicale. les faisceaux de comques ou de quadriques, les théorémes
d’Apollonios et la géométrie grecque sont peut-étre devenus obsolétes, comme la
géomeétrie du trniangle. Iavoue ne pas savorr. En tout cas, je ne m'en swis plus jamais
servi et les ai un peu relégues dans "oubli, parmi les reliques du passe, au cdté du latin
et du grec. Non sans quelque nostalgie

L année [de terminale] s’acheva avec un deuxiéme accessit de mathématigues au
concours pénéral et une mention trés bien au baccalauréat, ... L7écrit du
baccalauréat fut desastreux. ] avais, erreur monumentale, posé dans le probléme, pour
les cotés et les angles d'un triangle, a* = b* + ¢* - 2 be sin A, au lieu de cos A. Cette
étourderie, liée 4 I"'émotion, me valut un zéro au probléme . j'eus 10 & la question de
COUTS. ..o [4 I"oral] il me nota 39.5 / 40, ce qui me permit de déerocher une
mention trés bien, malgre |"éent raté.

Ma compréhension de la géométrie comporte une caractéristique peu banale. J'a
mentionné « la vacuité de mon hemisphére droit » et mon incapacité 4 me repérer dans
"espace. Je ne vovais donc rien @ la géometrie dans |'espace, ou a peu prés rien. et ne
visualisais pas plus une Dgure formée d un certain nombre de droites et de cercles dans
le plan. 51 je la tragais. je pouvais y comprendre quelque chose mais rien ne subsistait
dans ma mémoire. Je me basais unguement sur les proprietés géométriques qui, d une
maniére ou d'une autre, peuvenl se ramener i des propriétés locales ou simples. Cela
permettait de tramter parfaitement tous les problémes auxquels jai fait allusion ici.
L inversion. Mespace projectif, la comque ombilicale, ne nécessitent aucune vision
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geometngue perfectionnée. Mais ¢était une maniére quelque peu étrange de faire
de la géometrie, et, par la suite, j'ai été de plus en plus perturbé par une absence
presque complete de vision des ligures.

I'avais une enorme meémoire

Je ne depassai jamais les dimensions deux ou trois, et n'était pas sir qu’il fiit
rigoureux de parler de |'espace 4 quatre dimensions. J'interrogeai Julien pour savoir si,
de méme que Pellipse étail une projection orthogonale d’un cercle, un ellipsoide de
révolution autour de son petit axe était projection orthogonale d'une sphére dans un
espace euclidien a quatre dimensions. Cela lui semblait suspect et il me déconseilla
d'utiliser de telles propriétés, ce que I'on me confirma & peu prés dans les mémes
termes en spéciales. je ne persévéral pas, des applications du type x' =ax, y' = by,
2" = ¢z, pouvant donner & partir d'une sphére un ellipsoide quelcongue. sans monter en
dimension. Mais je reste étonné, en me remeémorant ce que j'avais étudié et compris,
que les espaces 4 n dimensions, pour n plus grand que 3, me soient restés étrangers. On
n'en parlait dans aucun des livres que j'avais lus, et je ne les ai pas découverts seul,
Plus tard, jusqu’a I'Ecole normale comprise, on ne m’en parla jamais, excepté dans le
cours de Leray au Collége de France qui mentionnait les espaces de Banach de
dimension infinie, mais on ne rencontrait pas ailleurs d'espace euclidien de dimension
nau moins eégale a 4. C'est bien étrange.

Le contraste entre mon amour pour la géomélrie el mon absence presque
compléte de vision géométrique tient vraiment du mystére.

La deuxiéme partie du livre, « Au soleil de la science » commence par
« I'invention des distributions ».

L'invention des distributions eut lieu 4 Paris, au début de novembre 1944, alors
que | avais encore des papiers d'identité et des cartes d’alimentation au nom illégal de
Séhimartin. La decouverte. subite, se produisit en une seule nuit. Clest & un
phénomeéne assez fréquent que | ai véeu plusieurs fois dans ma vie, et que beaucoup de
mathématiciens connaissent, Poincaré racontait ainsi qu'il avait découvert |'essentiel
de. la théorie des fonctions fuchsiennes en montant sur le marchepied d’un tramway,
Jai trouvé un théoréme que je cherchais depuis plusieurs semaines cing minutes avant
de me coucher, lors de vacances au Pelvoux. Il est bien évident que le processus n’est
pas concevable si I'on nYimagine pas de nombreuses réflexions antérieures restées
infructueuses mais emmagasinées dans le cerveau, Un déclic survenant 4 |"occasion
d'une circonstance particuliére réunit parfois les chemins ébauchés. Il s’agit 1a d'un
phénomene essentiel pour la découverte. Sans prédécesseurs, sans antécédents, ¢'est-a-
dire, i1, des mathématiciens qui ont trouve des résultats partiels. il n’v aurait pas non
plus de découvertes scientifiques. Clest histoire de ces précurseurs et de mes
antécédents personnels que je voudrais briévement retracer ici
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SECONDE PARTIE :

LES GEOMETRIES
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L'EVOLUTION EN GEOMETRIE : PETITE CHRONOLOGIE

Cette bréve chronologie contient aussi quelques références concernant
I'arithmétique et I'algébre, branches maitresses des mathématiques et impossibles &
separer de la géometrie

-3000

Ecoles du Moyen-orient
Comptages . Mombres entiers.
1 ) LES GEOMETRIES EGYPTIENNE ET BABY LONIENNE
Figures planes usuelles, volumes simples
Mesures des surtaces et des solides.

-2000 Papyrus de Rhind. Inverses des nombres entiers.
Ecole grecque
600  Thalés : « naissance » de la pensée scientifique
-500  Pythagore : la géométrie pythagoricienne. GEOMETRIE GRECQUE

Eudoxe : la théorie des proportions ( Théoréme de . Thalés)

2300 Euclide - les 13 livres des Eléments { Alexandrie)
2) LA GEOMETRIE D’EUCLIDE
+400  fin de I"école grecque
Ecoles indienne et arabe
+500  Ecole indienne - systéme de position, nombres négatifs.
+850 Ecole arabe : L*ALGEBRE, ¢quations du 2™ degré.
+1450 fin de I'école arabe
+1500 Ecole des algébristes « italiens » { Del Ferro, Tartaghia, Cardan.....)
Mombres complexes
Ecole européenne
1650 3) LA GEOMETRIE ANALYTIQUE /Descartes
1653 4) LA GEOMETRIE DU HASARD : Les probabilités.
5) LA GEOMETRIE PROJECTIVE : Perspective, projection,
points a |'infini,
1670 6) LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE : Newton, Leibmz.
1770 LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE  Monge
1850 7)) LA GEOMETRIE VECTORIELLE
% ) LES GEOMETRIES NON-EUCLIDIENNES
[ autres postulats des paralléles
%) LA GEOMETRIE EN DIMENSION N : ALGEBRE LINEAIRE
1870 10 ) LA GEOMETRIE DES TRANSFORMATIONS
Etudes des transtormations géométriques
Groupe des 1sométries d une Higure
11) LAGEOMETRIE ALGEBRIQUE
1880 LA THEORIE DES ENSEMBLES
ILES THEORIES DE LA MESURE
1970 123 LA GEOMETRIE FRACTALE
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1) LES GEOMETRIES EGYPTIENNE ET BABYLONIENNE.,

—

Les premiers mathématiciens furent des comptables. 1l v a environ 5000 ans selon
nos connaissances actuelles et prés du golfe persique. Selon la marchandise & compter
ou a mesurer et selon la ville, les calculi différent légérement.

L homme et son nombre, Michéle Roux, Irem de Besancon,

Uruk

Suivant la nature de fa transaction
les formes des calouli différent,

. Dt “Hiadnika:- Kabira™ “Eime Siadt
O € e
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1) LES NOMBRES ENTIERS.

# Les nombres entiers sont un don de Dieu »
Kummer au 19 siecle

# L'historre universelle des chiffres » de Georges [frah montre la grande
diversité des systémes d'écriture des nombres. Chaque civilisation a développé son
systéme. Vivre en sociélé impose de disposer d'une méthode de comptage des objets et
souvent de pouvoir 'écrire méme de fagon primitive, 4 partir de bitons par exemple.

L'éeriture des nombres dans les civilisations de la Méditerranée orientale n'était
pas vraiment meillevre que les autres Effectuer une multiplication ou une division
dans les systémes sumérien, égyptien ou grec n'est guére aise,

Il faudra attendre 1000 (sic) ans pour que les Indiens créent (vers +500) un bon
systéme d'écriture des nombres et 1000 ans de plus pour qu'il simpose sur toute la
planéte. (Seuls quelques villages résistent )

Notons enfin que, si la rédaction axiomatique de la géométrie fut réalisée vers

-300, la rédaction axiomatique de Tarithmétique date du début du 20° siecle
apres la construction des nombres réels | L'usage des axiomes de l'arithmétique reste
confidentiel et l'arithmétique - théorie des nombres entiers - a disparu des programmes
du secondaire comme du supérieur

Difficultés pour écrire les nombres, difficultés pour effectuer des opérations,
difficultés pour raisonner a partir des seuls nombres, peut-étre ces difficultés ont-elles

contribug au développement d'une science plus compléte.
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2 ) LES SYSTEMES DE MESURE.

Au 3 millénaire avant notre ére, _Ics Sumériens et les Babylonens en Asie, les
Egyptiens en Afrigue, créent des « objets » simples . les figures planes - carré, cercle,
triangle, trapeze - et les solides - cylindre, pyramide. lis apprennent 2 mesurer les
surfaces et les solides a I"aide des nombres.

De plus, principe essentiel en construction sur un chantier, les Babyloniens savent
qu’un triangle dont les 3 cotés mesurent 3. 4 et 5 unités a un angle droit. [ls savent
aussi que le rapport de la mesure du cercle a celle de son diametre est un nombre fixe
voisin de 3. Tous ces résultats sont importants dans une societe de constructeurs et sont
vérifiables a partir d’experiences simples réalisées a ["aide de ficelles , de sable et de
boites. (La géometne ¢t 'expérience .}

Les Egyptiens. a partir de ces mesures sur des figures du plan, ont évalue ["are
du disque en approximant par un octogone. Aujourd hui nous dirions que cette

methode donne une valeur approchée de == 3,11

Les figures de la géométrie et leurs mesures remontent environ a 2000 ans avant
notre ére. En particulier, celle tablette babylonienne témoigne sans ambiguiné d'une

étude théorique du carre

Incroyable tablette sur laquelle on trouve. en base 60, la mesure du coté d un
carré, ici 30 soit 0.5 puis la mesure de la diagonale d’un carré de cdté | soit ici
| 2451 10 et enfin la mesure de la diagonale dessinee soit - 042 25 35.

Alain BERMARD
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D’auires tablettes de la mémne ¢pogue complétent nos renseignements sur les
connaissances de nos ancétres chaldéens. dont des tables de multiplication a |'usage

des scribes
Par exemple T T TT 2x1=2
TT 3% 252=4

LR42 EPERE

Table de muliplication par 2.
Callactionhizée & Ar et d'Histoirs de Gengve

Les Egyptiens disposaient d"une bonne évaluation de 7 en mesurant un carre de 9
unités de eolé et un octogone qui visiblement approche fort bien le cercle.

v
X

3

A=T(3)P =81-4.3

9 Uoax81-18

/ ki ol

RESUME

LES GEOMETRIES EGYPTIENNE ET BABYLONIENNE.

Rendons aux civilisations sumérienne puis babylonienne d’Asie et égyptienne
d’ Alrique ce qui leur revient - fa CREATION des figures geometriques et la MESURE
des surfaces et des solides, La notion de triangle rectangle vient aussi des civilisations
d’entre Tigre et Euphrate.

La découverte de la constanie 1t et ses premiéres evaluations furent faites en Asie
et en Afngque

Enfin, ce systéme de mesure ae fut jamais remis en question, nous loi devons
beaucoup et nous " utilisons toujorrs aujourd hui

Irem de Montpellier if Alain BERNARD



LA GEOMETRIE PYTHAGORICIENNE :
L’ECHEC D'UNE GEOMETRIE.

La notion de point, ¢lément sans dimension, n'est pas évidente du tout et
sarement plus délicate 4 concevoir et définir que celle dunité de mesure. L'école de
Pythagore autour de -500 ou -400 est associée aux débuts de la logique appliquée au
systeme de mesure découvert par Pythagore lors de ses voyages en Asie et en Afrique
Le point semble plutdt étre congu comme un grain de sable, un élément de petite
dimension mais de taille non nulle servant ainsi d'unité de mesure. On y revient,

Une ligne ainsi congue est construite par juxtaposition de points.

QODQaREAS0C000 00000 0000050040030 000000 0000

Une surface formée de lignes juxtaposées avait une petite épaisseur. En empilant
des surfaces on obtenait un solide. Toute cette construction (sic) se déroule & peu prés
bien autour des nombres entiers et des rapports de nombres entiers. Surtout toutes ces
lignes étaient mesurables et méme commensurables entre elles jusqud ce que la
diagonale du carré et le théoréme de Pythagore ne viennent mettre leur ... grain de
sable !

On retrouve encore chez Aristote-ou du moins dans les textes que nous lui
attribuons-ces points juxtaposés avant qu'Aristote n'abandonne cette géométrie.

On  attribue  dailleurs &  Aristote la  démonstration par  l'absurde de
lincommensurabilité de la diagonale du carré, cette démonstration ayant probablement
entrainé la fin de la géométrie pythagoricienne.

Le point sans dimension allait pouvoir faire son entrée et régner sans
partage sur la géométrie.

|
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23 LA GEOMETRIE D'EUCLIDE
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Newton se plaignait de « s'étre livré aux ouvrages de Descartes et d’autres
Algébristes avant d’avoir érudié et médité les Eléments d Euclide. »

Lagrange considérait que la géométrie ¢tait une langue morte depuis Euclide.

Les |3 hvres des « Elements d'Euclide » forment ["ouvrage le plus important de
Phistoire des mathématiques. Reédigé par Euclide vers -300 a Alexandrie, cet ouvrage
pédagogique (et non de recherche) est la premiére redaction axiomatique d'une
science: la geometrie

Son contenu est celur des créations et découvertes mathématiques de la brillante
civilisation helléne, les travaux de Thales, Pythagore, Eudoxe, Aristote. Et bien que
nous ne dispesions pas de manuscrits de 'époque d Euclide, loin de 14, il n'y a guére
de discussion sur les 463 propositions des « Eléments ».

Premiére science axiomatisée, la géomeétrie a donné son nom aux mathématiciens
jusqu’au 19¢ siécle. Cependant, peu a peu, les « géomeétres » ne comprendront méme
plus les « Eléments ». Bogce, vers +500, en donnera une édition réduite aux 4 premiers
livres, s arrétant avant le ditficile livre V

Heureusement, de leur coté, les Arabes tradwsirent, utibsérent puis nous
transmmirent les « Eléments » Commengons par voir ce que dit Hoefer, en 1874, sur le
cheminement des « Eléments », cheminement qui est celui de la science mathématique
au cours des 2300 demiéres années.

couyEITATENRS 0'EUCLIDE, — BMIL3IGHAFIIE.

L'histwrg dew owvrages d'Boelida asx, en partia, E'!li:ll-ln_e mdmn
il [a pdnendivie depiis e quatcibme sidele avant 1, G, juage'd Pape-
i de |a Merizsance. Ewcdide eat do nombrmgy ennmigalitae,
fhrraki los plus anciens, on eile Héron, Pappus, Eaces Ulldmpadis)
fhévm |& jrune d'Alesandria et Prochis, Theon doana, anlea mr G-
jwiidatre impocianl, use nowvells ddilon s Elemenis, avos ipil-
jpies additions of de légers changamenis © c'ust lsi=mame ipwi mons
{‘apprend dans don commentgice 5o Ploldnsde, Parini sas alibibions,
if sigmale, dans 18 dernierg papesiilon g W= Biewk, 2o qubl ind mela-
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LES MATHEMATIQUES CHAT LES GRECS. 180

Eif mud geelemrs, Lo commentiice de Proeled fs va pas a deld di
¥ Fivee des Eléments, [| conliont des daiails farb inléretsanss pour
Fhistoire de 1s géomitrie ;| malged s1 proligitd, on regrette qu'll najt
pas éié pomasd plus [oin par som agtenr, !

Bofce, 2 cipquiime sizcls ile notre ks, reproduisit, dens son

lraité slo Genmetsin, lea énnneda of les fguees des quatre premiass Ii-
wres d'Rieslile. En affirmant qu'luclide a'svait fait qu'arranger das
propmiitions découvertes et démontrdes par d'amtens, i contribus
urtoul & faice passer Théon pour ie princigal auteur dey Eléwenrs,
Feil § a méma des maniserits o I'ouvragn entizr est donad comema
fird e confiresces de Théom (le tian Riwrens awsoududv], La livra ia
B fak I seul traitd do péomdirie ennng en Kurope jisgiam men-
visma sitole de netee i s la om indma (P Ewclide ¥ #aiL lmcannu,
A eetin dpogee, ley Midmenrs commzencsiant 4 Atre trodaiis en arzbe
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mort & 74, an danna wne eadwctivn arabe, qud g plus tard corrigée
par Castraneme Thebet-hen-Korral. Olhman ds Damas (dhane dets
inceriaing, mais asldriours au Leeizibme siele} danna dne tmaduction
nrabn Hud complite qua las précédonies, d'aprds un manuserit groe,
'l avait treuvd & Nama of qui cantenail fuArEde irgfiitions de
Plew qua les Mitloos ordinsifes, L'astrosame el genmidra Masir-Ed-
i, fpui vivait vees B30, At eonmeitrs Enclida aux Mersans; son ene-
menlalre fob imprimd an arabe & lome ea (504, Atheland do Raik,
i vivsit vers 2330, fud ls pramiar Earnpdai qui 1jaduwisic Euelida dn
Firalie en lotin. T avait probablement troned an Hapagne la Eradius-
thon srabe qui fui tenalt lien da Voriginal gree, Su traduction lating,
apeds Avoir longlamps ciroil§ sn manuserit, pargt lmprimén sous g
anm de Comparug, célibra eomemanlatens & Euclida.

Juaqu'sn seizitme sigcle, an esnfondait Boelide le glomitra aves
Eniclide foadateur de 1'fesle philossphinan de Mdgare, quolqun eafui-
et weu iin sidola avist s peainice, Gl aanfaiian, nde dan pas-
ange e [lobusgie, avail Al6 ertagdu pac Bedou. U0A a1t oregse
ATHAL énieird = om ernyail mu'Euetide u'avait loaid mue dea ddfinitions,
thus asinmies ot les simplas dnancis des progostibons dans fesr grire
actingl. Los démemiieations, on Jes stiriboait & Tlidan,

Fieliby, rapidement propags, sogeil bienldt une insmenss popila-
THE Ll rosta jospu'aw @ig-sopseme sitcla Vamlenr ddoeaoirs [IaF 23-
eelleuce, Son sutnri g £nit teile, quian il réegandd coigimy uns pro-
fatinn dmel ehangmimont appartd 3 Fanlo glabli e lel. i oo
crekail pas que, e an rélivestand Hetmnitrio, concoee s ra-
calite 1fascal, om pit rauver un orles diférent sle enlai qi'avail
suivi Eaclula,

o Ldition princeps des Eldmears a'Ewclide parut 3 Vanlse, en
I48¢, Inefol., par les soins d'Riband Mathalt : @'est S radwciion la-

L] [HETGIRE DES MATHEMA (RURTHEAES
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lofsm Erclides ! peragueaeioani i AETEw fremdie sscipil i
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ALDVY VUL balendas movambeis, Yamberii ¥ dumna wne Junguo g
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Yedilan en 1608, th-tul., FIT Litcas Machilun, [Bis coming s 1o i
o Lovas db IR, won e jieg - Eucliviiz dfvyirensis, phafraupki
QCMEiErImi, HidThematicsarmm ompium giig PRI dPEE  primey oy
fper, ietle alition ue comprend qua bea Elfwents dabis la trmbng-
bn Batine d'S tiolant. Paciolus ¢iin le cummentaine de Lt panis of y
intriadint ses propros adilftions sous o nom e Castivatsr, B aveg g
¥ livre par be recis d'uns eonierenee u'il avall e sor ew livre dos
ing dglein de Yo, lo 18 aoil P, — Lz clsnpsissie dditiun {kra-
duction libire des Elfwents) fug prepacde [iar acejwes Ll ' Eata-
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Ham iz Scheubel dos six premives Heees; Wle, 1350, in-fol. L'édition,
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LE PREMIER LIVRE
DES ELEMENTS D'’EUCLIDE

Euchde commence son exposé par les défimtions de 35 objets de la géométrie -
point, ligne {segment), surface, angle, ligure, triangle. carré, quadrilatére, paralléles..

I. Le point est ce dont Ia partie est nulle.

2. Une ligne est une longueur sans largeur.

4. La ligne droite est celle qui est également placée entre ses points.

5. Une surface est ce qui a senlement longueur et largeur.

8. Un angle plan est 'inclinaison mutuelle de deux lignes qui se touchent
dans un plan, et gui ne sont point placées dans la méme direction.

13. On appelle limite ce qui est I'extrémité de quelgue chose.

14. Une figure est ce qui est compris par une seale ou plusieurs limites.

Z1. Les figures trilatéres sont terminées par trois droites.

22, Les quadrilatéres, par quatre.

30. Parmi les figures quadrilatéres, le quarré est celle qui est équilatérale et

rectangulaire.
J1. Le rectangle, celle qui est rectangulaire, et non équilatérale.

La présentation cuclidienne consistant & préciser d’entrée les objets que I'on va
etudier, va marquer profondément les « géométres » jusqu’a nos jours. Méme si ces
définitions n’ont pas vraiment la ngueur souhaitée. Comment faire autrement au début

d’un exposé
Euclide poursuit avec les « Demandes » ou « Postulais ». Ce sont les axiomes

propres a la géométnie.

Tout d'abord 3 postulats de construction

I} Tracer une ligne d'un point quelcongue & un autre point,

2} Toute droite finie peut étre prolongée indéfiniment et continliment.

3) Avec tout point comme centre et tout rayon, on peut tracer un cercle,

Euchde poursuit avee | postulat d'égalité entre figures
4) Tous les angles droits sont égaux enfre cux
Enfin vient celui qui deviendra le fameux postulat d”Euclide ;

5) Si une sécante rencontre 2 autres droites en faisant des angles internes et
du méme cité de la sécante ayant une somme inféricure & 2 droits, ces 2 droites
prolongées indéfiniment se rencontrent du cité ob se trouvent les angles dont la
somme est inféricure A 2 angles droits,

Le postulat sera reformulé au 18€ sigele par un point extérienr & une droite, il

passe une seule paralléle & cette droite.

Irem de Montpellie 42 Alain BERNARD



Peyrard donne une 6¢ demande
6) Deux droites ne renferment poinl d espace

Survent |0 axiomes, ou nohons communes, principes de base des mesures et non
specifiques 4 la géométne.

I. Les grandeurs égales 4 une méme grandeur, sont égales entre elles.

2. 51 4 des grandeurs égales. on ajoute des grandeurs égales, les touts seront
EgaLx,

3. 51 de grandeurs égales. on retranche des grandeurs égales. les restes seront
ggaux

4. 51 & des grandeurs meégales. on ajoute des grandeurs égales, les touts seront
MEegaux

5. 51 de grandeurs mnegales, on retranche des grandeurs ¢€gales, les restes seront
INEgaux

6. Les grandeurs, qui sont doubles d une méme grandeur. sont égales entre elles.

7. Les grandeurs, qui sont moitiés J 'une méme grandeur, sont égales entre elles.

8. Les grandeurs, qui s’ adaptent entre elles, sont égales entre elles.

% Le tout est plus grand que la parie

Cet axiome N8 de la géométnie répondant & un principe d'égalité est une
methode, peut-éire LA grande méthode dont Euclide va user voire abuser pour
construire sa géométrie,

De plus, Euclide, s1 friand de définitions ne definit pas la notion de grandeur,
notion fondamentale de son expose |

Le livre deroule alors 48 propositions comprenant |

*) Les constructions usuetles & la régle et au compas

*} Les cas d'egalité des tnangles.

*) Les propriéies des droites paralleles

*147 - Theoreme de Pythagore

*148 | Réaiproque du théoreme de Pythagore.

PROPOSITION PREMIERE

Sun une droite donsis et laie, copsiruire us sriangle Equilaceral,

Exrosimion. Soit A3 une drosie lonzes a1 Gaie.

Digranninarion, |1 Bt construire sar b droite nia an i wiangle équilaleral,

Cosserecrion. [ conore & ot de Fiserratlo 48, diccivons b cieconldrence Ara
(dem. 5} mde ples, do cenwe & st da Vinterwalte 84, dierisans s circoalérence
ATE; et du paiet £, 0 les circonlérences se coupent mutuellement, conduisans
auL pniuu Ay led deaites T, 13 I:1|tr.l¢|- 10

r

a . ] [

Désossraition, Car, puisgne le point & et fe cenre du cercle w2,
draite ar est émale 4 ln droite an {déf 05); de ples, piisque le poim 8 et le
cenise dis cercle are, 1o droice BT est dpale 3 la droie 34 ;) mais oo 3 diiEonLrsa
qoe la droite ra duic égale 5 ls droise a3 ; done chacume des droices Ta, T3 esl
dpnle 3 la droite a8; ar, bes granideurs qui sont dgales 3 une méme grandour
vont égales enire elles {not o) ; done la droite T4 est dgaled la dredee 18 done
I3 trobe broires i, a8, BT sant fziles entee elles,

Camcepsion, Dose Iy misngle aar{def. a4 a0 fqui
war Ja droiee dusnde af Guie a3, Ce qa'il Lillait taire,

labéral, et il &st cosuruit

Irem de Momtpellier 43 Alain BERNARD



PROPOSITION 11

A wn polat dosod, placer ane drodee dgale 3 wne droite dennde.
Sait a4 o point deaod, er 30 |a droit doanée ; i faul au paiot 4 plicer usa
droite fgale & la droite dopgée ar,
E

Mencma du point A an poing 8 b droite a8 (dem. 1) ; sur cette drofte constralsont
le trisagls dquilatéral sa8 | prop. 1); menona les deoites 4n, 97 daos la
direction de as, a8; du centrs 8 et de Pineervalle or, déchrens le cercle THE
{dem. 5]; e de plua, du centre o &1 de Finteevalle ain, décrivons le cercle H54.

Puisque le podut 3 est le centre du cercle e, or est égal & Be {déF 15)
de plas, puisque be poict & e bs camirs du cercle HEA , Ja ddrofie sa est dgele &
Ta ibroite aH | mals aa as fpal b an; dupc bereste an est égal su resce 86 (oot 3 )
Mais on 2 démonerd que B est dgal & a4; doac chacune des droices 44, BF est
gale & 34, Mads les grandeurs qui sent dgales 3 une mime prasdeur, soot dgales
entre elles {od. . }; donc as est dpal b,

Done,; wu poing dooné Ay on s placd une drodte Aa égale 3 la droice dousés a5,
Ce qu'il fallair fabre,

FRhopPosiTION 1IL

Deus droites fndgales dtant donndes, retrancher de b plus grande wne dralie
fpale & la play pavion.

Scient AR, £ les doux drodees inégeles donndea, que AR soit fa plas granda ;
il faut de Ja plus grande 4% retrancher une droite égabe & o plus petite 1.

LE PREMIER LIVRE DES ELEMENTS 'EUCLIDE. 5§

Au point & plagons use droite 4s égale 5 T (prop. 2}, e du centre A et da
Fistervalle aa , décrivoes Iz cercle sE2 [ dem. 5 ).

FPuisque 2 poimt & eit le cenire du cercle B2, AR eat égal & aa; mals T oest
dgsl b aa; done chacans des droives A5, ¢, em egale 4 la droite as; dene b

draies 48 eae egale d |a drodie r.
Done lea dews droites indgales an, ¢, dunt domodes, oa a retranché de e

plos grande an wos deadse Az éguls & la plos pedie £ Ce qu'il fallai; fire,
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PROPOSITION [V.

Si deux trisngles oat deut chids éganz ¥ deuz cleda, chacan i chacun, e
#i les angles compria par les ciités fRaux sond dgaux , ces triangles auront leurs
bases égales , ils seroat dgue, et le3 angles restaoa, acutendus par les ciees
#gaux ; seront ég1ox chacun s chacun,

Soient les deuz trisngles Aor, aff; que ced deux trissgles aient les deus
cdiés AR, AF fganz awx deuz chids :E, a2, chacus b chacun , le cdid A2 d5al
s edeh aB, &1 le cled ur su cdeé 3z, et quiils aient aussi anghe 3ar émal 3
Vaisghe 2a2; je dia que |2 base 37 gst égale & b hase E2, que be tiaugle ABF jera
#zal au wrisngle sz, et que bes sogles resiana, sputendus par les cads e,
sernnt fganx chacan 3 chacun; Naugle aor égal 3 laogle 2&2, a1 lapple anr £gal 3

langle azE.
B F ] F

Car la triangle A3r dant sppliqué sar le wisogle aEX, le poiot A étant poss
gar le paing &, erladroite a8 sor la droile 22, le poine B a'appliquera sur le
[oint B, parce que A8 ei ézal b AE; mais 43 ftant appliqué sur 28, la draite 4r

& LE PRAEMIER LIVRE DES ELEMENTS D'EUCLIDE

Yappliquera sur az, parce que Visgle Bar esi égal b laogha Raz; doec le peiet F
v'appliquera sur le point T, pares que oF est égal b al; maisle pednt 8 Vappligua
sur le point 8; dose la base 8F s'appligners sur Ly base F2; car &l be point B
w'appliquane sur le poiot B, ¢t |2 point T sur o peist 2, la hasa 8r n= s'ap-
pliquaic pas sar la base 52, dewz droites comprendraient um espace, o= gui
ear impossitile {dem. 6); duse L base 6F Sappfiquera sur la base 12, et lui gema
fgale ; domc be wiangle emtler abr appliquera sur le triangle satier #2I, £f
lui sera ézal; &t les angles restaca s'appliquervmt sus lea angles restans, el leur
seront dgiug , angle abr 4 lasgle air, et langie ark Iangle aze,

Dang, si deuz irlemgles oot deut cbods égauz 3 denz coefs, chacomn b chacun,
ot 4i bes angles compris par les cdids fgaus sont fgaux, cod irizngles auroat leurs
bases épales, ils sercar égaux, 1 les angles restans, souiendus par leg cdids
fgauz, seront fgaux chacun 3 chacss. Ce quil Gllait démanerer.

Ei la trés importante inégalité triangulaire qui apparait dés la proposition 20,

PRAOPOSITION X3

Dienx edtés d'um triangle quelcanque , de quelque manidre aqa'ls swidnt pris
sont plus grands que le coeé restant.

Sait ln triangle anr; je dis que deox cdtés du trisagis AT, de quelqus
manikre qu'ils salent pris , soat plus grands que le ciod restant; lea cdids 3a, ar
plus grands quee 8r ; les cAtés an, o7 plus grands que ary et bes cdida 0r, T4 plas
grands que 4B,

L

A
-~

r

[ =

] r

Prolongoens BA vem 4, Tainra ax dpal 1A, &1 poignans af.

Puisque 84 astdzal & ar, T'angle aar est égal & Nangle ara (5); dooc Pangle ars
et plus grand que Pangle aar {now g done , puisque dans le trianghe arm, angle
ara st plus graad que Pangle 82 , et qu'an plus gramd ¢du soutend ua plus graod

LE PREMIEL ~¥NE DES ELEMENTS D'EVCLIDE. 17
anube (15]), 12 couf a0 ex pius praml qua le cdté OF ; mais 4 o6 dgal b arp done
las citfs BA, Ar soat plus grands que ar. Mous démanireraos semblabletent
que Jey ciés aB, 9T sual plas graods que T4,
que an. Donc, ole.

ui les edigs or, ra play graeele
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33 LE PREMIER LIYRE DES ELEMENTS D'EUCLIDE,

FROPOSITION XLYIL

Dana bes trangles recongles, le qeased du odic oppost 3 Panple dioit est
#zal aum quarres ded odies o cemprempong Fangle droic

Soit AT un triangle rectangle, que Bar sait Pungle droic; je dis que le quored
du cdie ar et dgal aus quaicés des chids a4, AT,

Dijesivong avec 67 Le quarré B2EC, &1 avec B4, AT [ea quaress 18, ar; et par
le paint 4 conduisons aa paralléle 3 Tune ou 3 Paowe des deaices 28, te: et
joipmons as, I,

A A E

Puisque chacun des sogles ®ar, san est dealt, ber fdeus droiees ar, am,
non placéss de méme céd, fomc aves la deaite 2a aw point & de cans
deoive, dewx sngles de soite égaux 3 deur droia g done la droils Ta est
daes la direction de we; 1o drdie 58 est dams b direction A8, par la
méme cano. Eo puisgue angle aar e gzl & Pangle z3a, éanc drais Voo
#1 anire, sl nsgs lenr ajosions angle commua aBr, langle entior aBa sers
dgal 3 l'angle eatier zar{moe. 4). Er puisgue as est fgal 3 or, e 20 324, les
deox droites 28, 24 somt dgales sux deun droices 18, B2, chacuos 3 chacune
mais l'sogle sna est egal 3 Langle 20r; dong o base sa eit egmale b b bose
=7, et le triangle ans agal am triongle 2er (4). Mais le panalbdlogramme 34
w5l double ds iHangle spa {41), carils cni la méme base B4 e ils soon culra

LE PREMIER LIVAE DES ELEMENTS D'EUCLIDE. g
lex mdmes paralléles Ba, an} le quarré B0 gsn dosble du triangle 227, car
ils ot la mitme base B% et bl pomi eotre les mdmes paralleles 28, AT et les
grasilenrs qui- gant doubied de Eruu.-llzun #galea , qomt Epabes enir‘elles ) done 12
parallélograme 34 est ézal s quarré HE. Ayani prime AR, 9K, nous démpe-
trevons semblablement que by parsllétogramme ra esn dgal au quarré 8r; deoe
b mpuarré ensles saEr est egal sux deux quarrés HA, . Maig le quarrd Bakr
ext décrit avec v, # los quarrés ME, 8F sont décries avec BX, A7) donc le
quarré du coté 1 es1 dgal aux quarrds des cfivés Ba, al. Dooc dans les chian.

gles , ete.

PROPOSITION XLVIIL

Si le quareé d'on des coeds d'un triangle e dgal aux quartés des deux
chids restamiz de o iriamgle, Pangle eompris par les deus civds reswot e
drait.

Que o quarrd du céié BT du rriangle a®r amii egal aoz quarrex des coees
Ba, ar; = ois que angle §ar ex drair

D poine &, cooduisens la deoice k3 perperdiculsice & &8 (01], Taivoos aa

egal b ¥, e oigmons &7,
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LIVRE 2

Cn v trouve. par exemple, les identités remarquables démontrées avec des figures
geometriques. Quand les identités remarquables étaient du domaine de la séométrie.

DEFINITIONS

1. Toor parollélogramme rectaogle est dit conleou sous dews drodies qud
:I:l'm'uh;ml: Wil amEI-n ik,

3. Que deng wur parsllilogramme, Poe quelcongue des parallélogrammes
décriu autour de L1 diagonale avec les dews compléments soit appelé gnomen.

PROPOSITION 1V,

5i la droie st eoupée & volooig, le quarrd de b deooile eotiéee et dpal
aux quarrés des segmests, e b deux foiy be rectangle coatenu gaus les denx
segmanta.

Qua la droite 48 soit coupée b volomié sn point £ fo iy qua ke guarrd
de a8 ey bzl aux quarrés des sezuicnes AF, T8, er & deus Toly lo regtanglo
£antom wous AT, TH.

[

H

PROPOSITION VIL

Si wine ligne droiie est coupéde d'une mapitrg queleondque  le quaired de la
ilraiie emidre s le qlurré de Tan des sepmenls , pris ensemble, som I::E'uIII 5
den fois le recrangle cumpris sums la droie eotiers et lodit segroent, et au quarré
du segment restant.

Du'ue drodis 48 30t coupde d'ane maniére quelcongue an poiog r; ja dis
que Tes lqlp,'l.rrg"i dey drafies an, wr gang J-g;ul. 5 deur lowu le re||;||1ng'|a q_-nm[uri-'.
w0 w8, W, &l au guarre de ra.
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Toute la géométrie est 1 1 Ainsi que ses limites.

Dans un monde comphigué 4 appréhender
CREER des objets simples : les ligures,
MESURER les éléments de ces figures.
DEDUIRE des propriétés certaines de ces ligures.

Par contre, cet esprit de mesure, cetie méthode, empéche la création des nombres
négatifs et imitera longtemps la géométrie a des mesures d objets,

Si I'on considére les « Eléments » d’Euclide comme la premiére théorie de la
mesure, n'oublions pas que les théories de la mesure suivantes seront mises au point a
la fin du 19* siecle !!

La mesure euclidienne de I'espace physique &4 3 dimensions suffira pendant
22 siécles !
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LIVRE 3

Euclide applique la méthode géométrique, mise en place dans le hivre |, au cercle,
Le livre 3 contient 11 défimitions de figures - cercles égaux, tangente,

cercles tangents. efc

Le livre 3 contient 37 propositions dont

Proposition 20 - dans un cercle, l'angle au centre est double de langle 4 la
circontérence, quand ces angles ont pour base le méme arc.

PROPOSITION XX.

Dans wn cercle, Pangle 1o cenere est doubbe de angle 3 1a circcnférence
qpuand ces mglq: ani purur hase le méme arc.

Sait le cercle apr, que P'angle 88r soil s centre de ce cercle ~ua 1angle
Bar gait i la eneooférence, &L goe ces angles syend pour base le méme arg Br;
jn dlis que Laogle BEr gst double de Iangle war.

—
H a
z F
LIVRE 4

La méthode géométrique est cette fois appliquée aux polygones.

7 définitions dont . une figure rectiligne est dite circonscrite & un cercle, lorsque
chague angle de la figure inscrite touche la circonférence de ce cercle.

Seulement |6 propositions, surtout des constructions

| § Dans un cercle, construire un segment ayant ses extrémités sur le cercle et
egal 2 un segment donne.

2 } Dans un cercle, construire un triangle donné et équiangle avec un triangle
donneé.

FOOQOPORSITION 1L

Dians on cercle dnnnd & micTire an rriunE!ﬂ qlli ETHY Er[\-li:m_qiu IF05 = |l'll1:lgr'ﬂ
thanme.

Soar abf e cercle dioond, et sEz T8 irangle danod il Ge e e corcle
AR inscrirg un eraogle quioseit épaangle avee le wiangle douieg 2E2,
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LIVRES 5

Le livre | est le livre-clé de l'exposé de la méthode contenant les postulats, les cas
d'égalité des triangles et le théoréme de Pythagore.

Le livre 5, accompagné du livre & , est le second livre- clé.

[Is contiennent la théorie des proportions ou égalités de rapports attribuée 4

Eudoxe.
Notre propos n'est pas d'analyser en profondeur les Elements d'Euclide mais

seulement de preciser le probleme

Dans les 4 premiers livres. Euclide raisonne sur des segments, des angles, des
surfaces i.e.des figures

Il n'attache pas 4 chaque élément de ses figures un nombre mais il raisonne par

égalités de figures !

* Egalité dg 2 triangles : égalité des cotés et des angles.

* A+ B+C= 2droits dans le triangle par égalités d'angles.

* Théaréme de Pythagore démoniré par construction de triangles superposables

ou égaux (axiomes [, 2 ou B).

* Tdentités remarquables du livie 2.

Euclide met en place la mesure des grandeurs (continues) sans nombres, par
comparaison des objets géométriques. Il commence par comparer des grandeurs
comparables au sens de la mesure commensurables.

LE CINQUIEME LIVRE
DES ELEMENTS IDEUCLIDE.
DEFINITIONS

1. Une gragdene est partio d'wne grander, la pius pative de la plus grande,
quand [ plus peite mesure fa pls grancde,

2. Une grasdéar plus grande est multiple d'une srandeur phes pesie, quand
la plus grande est mojarée par la ples petite,

5. Une raigon, &0 certaing masiére d'diee de deng grandeors homogiaes
pucr'elles , suivant I3 quaniils,

4. Une propordlon est une idencivé de raisons.

5. Dhes gramdeurs shat dites avalr use raison entr'siles, lorsgoe ces grao-
dears, swane muiliplides , pauvent §2 surpasier muneellement.

f. Dres graodenss sans dives bue oo méme riison, la premitre b [ seconde,

et a ioidibme A la quarieme . Jossqoe des #guimaliiples quelcoagues de la pre=
midre et o I traisieme, et d'aatrey dquimuliiples quelcosques de la secoads et de
la quairigme sont tels, que les premiers équimuleiples surpasiant, chacua b chacur,
Tes seconds dquimnliples, ou feur sont égavz 3 Y Enis, ou plus peiins & la fois.

7. Lt prandenrs qui oot h mims mison jeat dites praporuneneles.
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La traduction de la 15T¢ définition du hvre 5 est celle de Peyrard (1809),
traduction « officielle »

« Une grandeur est une partie d'une grandeur, la plus petite de la plus grande,
quand la plus petite mesure fa plus grande »

A

E -

Autre traduction : « on appelle sous-multiple ou partie aliguote (une part) d'une
grandeur sa partie la plus petite quand celle-ct (prise comme unité) mesure la partie la
plus grande »

Le propos du livre 5 est de casser l'unité de mesure
L'unité A est trop grande === on utilise une umité E gui mesure A
{ce gue nous appelons sous-multiple pour les nombres)

Euclide donne comme exemple les segments mais la méthode s'étend dans son
esprit aux surfaces et aux solides.

[l ne définit pas fa notion de grandeur. Une fois ces sous-multiples de l'unité mis
en place, Euchide peut mesurer des objets plus petits et nous savons quEudoxe et
Pythagore pensaient avoir une précision suftisante pour mesurer TOUS les objets.
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LIVRE 6 : Théoréme de Thalés

La proposition | est un lemme technique (en vue de la proposition 2) -

Les triangles et les parallélogrammes de méme hauteur sont dans le rapport de
leurs bases.

41~
ol

théoréme

Lt

Proposition 2 : Théoreme de Thalés ( avee sa réciprogue )
La paralléle 4 I'un des cdtés d'un triangle détermine sur les autres cdtés des parties
proportionnelles { et réciproquement )
A

BC DE
E théoréme BA - DA
B <

-

PROPOSITION PREMIERE.

Les wiangles et les parslldlogrammes qui ont la méme bantenr seat entreux
<oanme frurs hases,
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LE 3IX1EME LIVRE DES ELEMENTS 'EUCLIDE, 14,
PROPOSITION 1L

Si U'oo mége une drobie perslléle 3 un des edids don trisngle, ceie
droite coupers proportioonellement Jos clids de ce |:ri=||5|tj._ﬂ 21 lew ededs
d'en wrisngle s3nc coupés propartionnellement , la draite qui joindra les sec-
tiong sera parallile au cdd pesisnt du trizngle,

Mencos af parallee & un des cleés ar du tiasgle anr; je dis que #a
€4 % 44 cOmMER ME est 3 Ed.

Joignans 9E , £a.

Le triongle 128 sera égal su triangle Fa® (37.1), parce qu'ils oot s sdme base
4%, et quila sont compris muire les mémes parallales s, or, Mais Aar 5t un auira
iangle; & des grandeurs £gales ont bs méme raison sves ume mbme grandenr
{r. 5); dumo le triangle 5ap est sy iriangle AaE comma le trigegle TaE po
u iriungle aaf, BMais le wiangle 32E g5z au iriangle Asf comme B4 et % an;
car ces diux miangles, qui oot la méme bautsur , savair, I3 perpendiculalrs
mende du poist € sur b droite 4%, sont encr'eiex comme levrs basas (v, 8.
Par ba méme raison le triangie rie est s triangle As2 gomme IE eip & Fag
dume Ba eslh sa comme TE est b 5 [rr. 3}

Plais gae les coeés aB, ar_du triangle ABC soient coupés preportionoelle—
men: aux points 4, E, cest-i-dire que 34 soitd a1 comme TF est 3 Ea, ef
joigrons 2k je dis que an est parallile & Er.

Faigona s méme construction, Paisque Ba sst 3 as comme T8 Bl o EA,
que B ogst 3 a4 comme le wissgle 5sE esi oag iriangle A€ [r. 6, et que rE
et i B4 comme le triangle ram et su trisngle A28, le Iriangle Ba® pat an
triangle 47 comme lo mriaagle raE est ay triangle 4af {1y, 5} Dane chicun
des wriseghes Bak , 7a% 2 la méme raison avec le trianghe 425, Donc l= irisngle
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LIVRE 7

Le nombre, indépendant (1) de son objet géométrique. apparait par une
magnifique défimtion -

Deéfinition | - L unite est ce selon quoi chacune des choses existantes
est dite une (s1 1)
Définition 2 * e nombre est une multitude composée d unités.

La défimtion | est imporiante. Comme les autres définitions, elle est eritiquable
et ne définit pas grand chose en apparence.

Cependant .

[* ) Elle montre bien que les mathématiques usent fondamentalement d’une unité

(vour les fameuses « unités d aires » alors que 1'on voil plus rarement des « unités
de longueurs »).

27 ) Elle donne une des bases du raisonnement mathématique. Tl v aurait une
unigque unité (pléonasme ?) en mathématiques.

Descartes dira 2000 ans plus tard © « il doit v avoir une science générale qui
explique toul ce que Pon pewt chercher concernant ordre et la mesure sans les
appliquer 4 une matiére spéciale » et aussi au début de sa « Géométrie », il évoque -

« Ainsi n'a-t-on autre chose 4 faire en géométrie touchant les lignes qu’on
cherche, pour les préparer 4 élre connues, que leur en ajouter d’autres, ou en dter, ou
bien en ayant une. que pe nommerai I'unité pour la rapporier d autant micux aux
nombres, et qui peat ordinairement étre prise 4 discrétion.. . »,

Trés euchdien

Fuclide a di chercher & unifier complétement son exposé et regretter que |'espace
ait 3 dimensions lui imposant 3 umités de grandeurs - unité de longueur, unité d aire,
unite de volume que ["on retrouve dans les définitions de ce méme livre 7

Définition 17 - Le produit de 2 nombres est un nombre plan dont les facteurs sont
les chtes.

Deéfinition 18 © Le produit de 3 nombres est un nombre solide dont les facteurs
sont les 3 arétes

Fuclide pousse e tres loin identification entre le nombre et "objet géométrique.

Le produit de plus de 3 nombres n'existe pas dans sa méthode

Chassez la physigue, elle revient au galop !
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DEFINITIONs.

v+ L'imité est eo selon guoi chucune des choses existanies est dite ume.

3. Ua nombre est ug assemblage composé d'unités,

% To nombre et noe partie d'un nombee, lp plus petit de plos grasd,
forsque le plus petic mesurs le Mk grand,

4¢ Un nombira ss parties d'un nombre, quand il ng ls mesure pas.

% Un combre et multiply d'un nombee, le plug grand dy plus Petit, quind
il e38 mesurd par ke plus et

6. L# oombre pair st celul TH peut se partager en denx partjes egules,

7- Le oombre impair st eelui qui fe peot Pi* s partager es deus parties
egales, ou bien eela qui différe d'use unitd du nombrs [Akr.

8. Le nombre pairement puir gse eels] Hi £50 messTE par ua nombre pair
mublipli# par um sombre pair.

8- Lo sombrs pairement fmpair est eelui qui oest mesyes 4t un pombre
palr muldphis par w0 aumbre impair,

0. Lt aombre impairement pair est celul quiesc mésurd [9¢ oo pombre—
impair, muliplid par =n nombes pair.
1. Le oombre impairement impadr est celui qui est mesard far wo nomhre
mpair mulkiplié par no combrs impair,

13. Le vombre premier a5 celui qui est emedvard par Ponid seule,

t5. Les aoosbres peamiers enoems sooc c2ax e oot Funiid seuls pour
ChEmones OFEFUrE,

- Le sombre composé est colui qui e4t mesure par quelque mombre.

15, Les noobees CLmpnses entr'eur somr cews qui oot quelque pumbee
POST dommone medare.

LE STPTIEME LIVRE DES ELEMENTS D'EUCLIDE, 18,

16, Un oomhre st dic multipliar un pombre, lorsque Je mubiiplié est ajagla
autant de. Fois quiil y & dunieés dans celal qui le muliiplie, e qu'un nombiee
31 produie,

17. Lorsque deur mombres se muliplions font um pamhre, celui qui st
produit se nomme plang et les nombees qui se muliiplient, se nemment Jes
cdids dde ce produii. .

rB. Lorsgee rols nombees o musltipliant entr'eox Gne an momhbee, celui
qui et prodiit est appeld solide; et log oombres qui se multiplien:, se
nomment les chids du produic

'9- Lo nombre quarrd ese celui qui st galemunt fgal, s celul qui et
conieny gons deus nombeos dgauz,

ac. Le pumbre cube est celui qui et dgalememt égal Emilement, ou bien
€elui qui en coutens soun trois sombees fganx.

i, Des uombres sunt propertionnsls, lorsque 1o premier es le mime
@muliiple du secoml que le. wrodsieme Pust du quatridme, ou lotagoe lg pre=
mier =3t ha méme partie ou les mémes parcies di second que le woisitme |ext
du quatrifine.

22, Les uambres plans et solides semblables sont cous qui oot leurs coefs
Proposimmals.

33, Le oombre parfait est colui qud est égal 5 aes partien

: 33 Alain BERNARD
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Livre VIII

Deuxieme livre sur les nombres. Propriétés des nombres proportionnels, carrés ou
cubes
Proposition XIV
51 un nombre carré mesure un nombre carré, le cité mesurera le coté: et si le coté
mesure le chie, le carré mesurera le carré

Livre IX

Troisiéme et dernier livre consacré aux nombres contenant 36 propriétés sur les

nombres plans, solides, pairs ou impairs.
Proposition XX

Les nombres premiers sont en plus grande quantité que toule quantité proposée
des nombres premiers.

Theéoréme trés mmportant de la théorie des nombres. La démonstration est
weureuse » dans sa redaction.

«Soit A, B, C les nombres premiers que 'on aura proposés, je dis que les
nombres premiers sont en plus grande quantité que les nombres A B, C »

Et Buclide démontre que AxBxC + | (lunité) est premier Or Fuchide multiplie
A. B, el C Multiplier plus de 3 nombres aurait-il du sens pour lui

Livre X
Ce gros livee contient 117 propositions (465 au total) sur les grandeurs
commensurables ou incommensurables
Défimitions
I. On appelle grandeurs commensurables celles qui sont mesurées par la méme

MCSLTe

Z. Les hgnes droites sont commensurables en puissance, lorsque leurs quarrés
sont mesures par la méme surface.

Towours ce souct de ne pas mélanger les dimensions. L homogénéité,

Proposition CXVII

Qu'il nous soit propose de démontrer que dans les figures quarrées, la diagonale
esl incommensurable en longueur avec le cote

Deémonstration par I'absurde classique. .. depuis Fuclide sur le pair et |'impair,

i : L ;
Sila diagonale a pour mesure d = EuTa:iuctlhl-E
Supposons a parr ==> situalion impossible.
Supposons a impair ==> situalion impossible

Livre X1

[xans | espace avee 40 propositions

Défimtion 1 U solide est ce qui a longueur, largeur el profondeur
Definitions des plans paralléles, sphére. cone. cvlindre. et des cing solides
régubiers de Platon
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Livre X11

D'aprés Archimeéde, 'origine de ce livre serait & attribuer & I'école d’Eudoxe.

(Collette, page 78)
Proposition 2
Les cercles sont entre-eux comme les quarrés de leurs diamétres
Autrement dit. le nombre « n-plan » est une constante;
(Les Indiens ont longtemps utilisé 2 constantes différentes pour le

nombre « w-linéaire » de la circonférence et le nombre « n-plan » du disque. )

Livre X1
Analyse et synthése.

@ Ce que ¢'est que "analyse et ce que ¢ est gue la synthése

Dans Manalyse, on prend comme accordé ce qui est demandé, parce qu’on arrive
de la & quelque vérité qui est accordée.

Dans la synthése, on prend ce qui est accordé, parce qu'on arrive de la 4 la
conclusion, ou a ["intelligence de ce qui est demandé, »

L analyse n’est pas une branche des mathématiques mais une méthode de
recherche allant de "inconnu demandé vers le connu accordé.

Proposition |2
S1 Pon décrit dans un cercle un triangle équilatéral, le carré du cdté du triangle
sera triple du carré du ravon

Proposition donnant sin 60°

Les Eléments d"Euclide se poursuivent dans certaines éditions par un Livre X1V
écrit probablement au 6¢ siécle et un Livre XV attribué a |'Alexandrin Hypsiclés (2&
siecle avant). { Collette page 78)
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UNE CONCLUSION
sur la théorie de la mesure d"Euvclide.

13 livres et 465 propositions

O peut critiquer cet ouvrage - aucun livre n'est parfait - mais il donne un exposé
clair et défimuf de la géométrie

1) CREATION de figures simples
Euclide définit les figures, ce premier langage de la géométrie dés le
début de son exposé et compléte ensuite ses définitions a chaque livre,

2 ) MESURES des éléments de ces figures
Euclide effectue ses mesures directement sur les éléments considérés

comme des objets. [ applique a des objets abstraits les régles
habituelles des objets concrets

J )y DEDUCTION LOGIQUE des propriétés de ces figures
a ) par égalités de figures (livres |1 4 4)
|.es célébres cas d'égalites des tnangles
b ) par division du segment unité (livre 5)

Les nombres interviennent ensuite comme un caractére des objets
géométriques puis sont étudiés a partir du livee 7 en tant que nombres.

La théorie cuclidienne de la mesure des grandeurs crée Ie nombre & partir
de la figure.

Et cela est tout i fait logique. On ne peot pas graduer une régle avant  de
'avoir créée ! De méme, Euclide ne peut créer un nombre avant d’avoir la
grandeur gue ce nombre mesure,

(L expose axiomatique des Naturels ne sera fait que vers 1900 répétons-le [)

En introduisant la logique dans le systéme de mesure des Egyptiens et des
Chaldéens, les Grees construisent leur savoir scientifique sur la figure dont le nombre

est un corollaire.

L
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OQUE RETENIR DE CETTE PREMIERE THEORIE DE LA MESURE ?

Dans un exposé, chacun retient ce quiil veut,

De Pexposé d'Euchde nous retenons souvent aujourd'hun la structure « définitions,
axiomes, théorémes » reprise par tous les livres de mathématiques Jusqu'd nos jours.

L'objet nen éait-il pas plutél de TOUT déduire des objets géométriques dont la
simplicité seule permettail ces deductions logiques si chéres aux géométres grecs.

Mous allons voir combien dans les géométries déduites de la géométrie d'Euclide,
l'objet géometnigue est premier et combien le systeme de mesure logigue mis en place
par Luclide a margué la construction des mathematiques.

Ce systéme de mesure logique fut mis au point avec des connaissances
¢laborées sur 3 continents Asie, Afrique et Evrope. Il reste unigoe dans Phistoire
de 'Humsnité,

Aunjourd'huei ia géométrie est universelie.

Remarque sur la géomeétrie et lexpérience
La géomeétrie d'Fuclide comporte -
ur tiers de figure
un tiers de nombre
un tiers de logique
etuntiersde ...

MNon, on sarréte la Tout est en place.

LIn premier resuliat - cefte geometrie reprend pour ses 2 premiers tiers les travaux
el methodes des « tendeurs de ficelles » égyvpliens ou babylomens.

Aussi, a priori, le propos d'Einstemn sur la géomeétrie et l'expérience surprend. La
géometrie d' Fuchide est fondée sur l'expénience, sur ces fameuses mesures de terrains
effectuces apres les crues du Nil ou pour positionner les temples. 51 ses objets sont bien
des créations de Pesprit, 1l est moins surprenant qu'ils sadaptent aux objets de la réalité
puisgue ces objets ef cetle méthode Turent mventés pour mesurer des élendues,

Motons 'homogeneite, ce prohleme de dimensions physiques dont Euclide ne
parvieni pas a se débarrosser

{a suivre).
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NON - CONTRADICTION ET ARITHMETIQUE

La seule contrainte du mathématicien serait la non-contradiction.

Celle-ci a posé probleme particuliérement avec les paradoxes générés par la
theéorie des ensembles mais aussi des I'Antiquité grecque. Voir les paradoxes de Zénon
d'Elée, paradoxe de la fleche d'Achille, ete ...

L'exposé d'Euclide ne comporte pas d'axiomatique des entiers naturels

Kiimmer, au 19 siécle, disait ; « les nombres entiers sont un don de Dieu »

Dedekind et Cantor, vers 1880, ont construit axiomatiquement les corps Q et R a
partir de 'ensemble N considéré comme intuitivement connu

Remarque 1. Est-il raisonnable. sans risque de contradiction, d'effectuer une
construction axiomatique du savoir géométrigue ET une construction axiomatigue des
nombres entiers utilisés en géométrie 7

Euclide semble avoir répondu par la négative a cette question,

L'objet géometrique, par sa mesure. suffisait pour construire le nombre.

Euclide a-t-1l pergu le danger d'une contradiction entre un systéme d'axiomes pour
la géométrie et simultanément des axiomes pour les nombres 7

Remarque 2: Le choix est fait d'utiliser les objets géométnigues comme objets
premiers.

Des lors, si l'on rapproche .
1 ) le postulat 2 © Prolonger indéfiniment, selon sa direction. une droite finie

2 ) les définitions du livre 7 ¢
a } l'unité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une.
b ) le nombre est une multitude composée d'unités.
On ne doit pas étre bien loin d' avoir une construction axiomatique de N
{ou du moins de N*),

led ——
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J. LA GEOMETRIE PROJECTIVE

La mesure de Ia terre, de 'eau et des étoiles est devenue intelligible
grice A la peinture, et Ia représentation par la peinture fera encore

beaucoup apprendre,
Diirer, 1512

Ses onigines remontent au moms & la Renassance italienne et probablement plus
loin. Les peintres du Quattrocento recherchent une représentation scientifique du
monde sur leurs tableaux., leurs peintures. [ls recherchent une méthode pour faire entrer
I"espace dans un rectangle de toile,

L usage d’une « boite noire » el de divers systémes de visée, grilles ou ficelles
permettent aux pemtres une meilleure projection de espace sur leurs toiles.

Citons dans I'école Aorentine du Quattrocento:

Brunelleschi ( 1377-1446)

Cihiberti (1378-1455)
Donatello {1386-1466)
Alberts {1404-1472)
Licello {1397-1475)

La pemnture d"Ucello est particuliérement caractéristique de cette recherche d’une
perspective dans le but de mieux décrire |'espace.

Della Francesca (14 10-1492)
l.eonard de Vinci (1452-1519)
Et les traités de perspective de Della Francesca en 1470,
d’ Alberti en 1511,
mais aussi d"Albert Diirer en 1525.

I.’¢tape suivanie est marquée par le lvonnms Gérard Desargues (1593-1661) -
architecte-gl son « Browillon Project »

Il étudie, en partant des traités d” Apollonius, le passage du « relief » au « plan » et
les « événements des rencontres d'un cone avec un plan »

Toutes ces études se situent dans le domaine des constructions géométriques
par projections. Ensuite le dessin technique prend le pas sur 'art avec la géométrie
descriptive de Monge vers 800

Il faudra attendre le 19¥ siécle pour parvemir 4 mieux umifier ces méthodes et
principes de représentation de espace sur une feuille autour du groupe projectit et de
la geometrie projective moderne dont les ¢tudes se situent cetle fois dans un tout autre
domaine . les transformations géométriques structurées par les groupes
algéhrigues,

On mesurera (sic) I'évelution de la géométrie projective passant des
constructions géométrigues du 15¢ siécle aux groupes de transformations du 19¢
si¢cle.
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Cette évolution mérite de plus amples développements. Mous nous contenterons
11 de donner quelques précisions sur les debuts de la géométrie projective.

Le trés savant Euclide a défini les fondements de la géométrie.

Celui gui I'a bien compris n'a pas besoin de ce gui est écrit ci-aprés

car ceci n'est desting gu’aux jeunes gens et & ceux qui n"ont personne

pour leur dispenser un enseignement conforme i ces fondements.
Dviirer, 1525

Présentation

1637 : La « Géométrie » de Descartes,
1639 : Le « Brouvillon project » de Desargues.
-3 : La géométrie d'Euclide.

Les deux ouvrages de Descartes el Desargues mettent en place deux
prolongements trés différents de la géometrie d 'Euchde

Dans sa « Géométrie », Descartes crée la « méthode des coordonndes »
creant la geometne analytique et en méme temps la géométrie algebrique,

Dans son « Browllon project », Desargues théonse pour la premiére fois
la geometrie projective _
En cette premigre moitié du 17° siécle. ces 2 nouvelles géométries sont
fondées sur ancélre commun = les « Eléments d’Euclide » dont deux
caractérisliques importantes sont
| ) La géométrie d Euchide { =300 ) est une géomdétrie locale. L espace éudié
{le plan avant tout) n"est pas repéré dans sa globalité et le raisonnement se fait
a Vintérieur d une figure
2 ) La bigure « platomicienne » est 1'objet déal et premier
Mais de part ses origines préhellenes, la géométrie d Euclide est d’abord une
géométric de mesure des grandeurs (continues ? Livre V)
F:n France ou en « ltalie ». il ne s"agit pas d 'une « Renaissance » scientifique |
Pour la premiére fois en ce début de 17% siécle, les savants commencent a
comprendre les livres d "Fuchde !
PPrés de 2000 ans aprés Buclide, en 3 ans. les géométres créent 2 extensions de
la géométrie cuchdienne
Important - if semble exclu de recreer une mathématique. le seul espoir était
bien de comprendre ce gue les Anciens avaient mventé, Comme 'a dit
Finslein, « ce qui est elonnant. ¢’est qu’elle ail éle inventée une fois | »

Lmaematigque coclhidienne n'est pas remise en cause. la géométrie
algebrigque ¢l [a geomelne projective vonl coexisler en parallele (sie!) avant
unilication au X1Xe siécle
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La géométrie algébrique permet de repérer chaque point du plan par 2
mesures Elle est une géometrie globale du plan ou de I'espace contrairement 4
la géométrie d'Euclide. De plus, elle intégre |'algébre, ses équations et ses
regles de calcul. Bien plus, elle crée « un transtert d'intuition »{ Dieudonné),
les objets géométriques sont traduits selon « un dictionnaire » dans le langage
des nombres et de 'algebre. Les problémes de 'espace sont mis en équations.

La géométrie projective commence par éire une géométrie
visuelle, A scs débuts, elle ne fant pas imtervenir les nombres. Elle construit
des figures en cherchant a fare entrer scientifiguement 'espace dans un
 carré raccourci » Le probleme n'est pas sinple! Pourtant la géométrie
projective est par la plus conforme 4 la géométne d"Euclide en faisant passer la
construction de figures en premier, la higure redevenant 'objet premier et
ideal.

) Les peintres
perspectiva = voir au travers

L'énonceé du probleme est simple © projeter sur un rectangle de toile
|"'espace vu par "oeil
Mous avons conserve plusieurs traités de perspectives dont |
« De Prospectiva Pigendi » de Piero Della Francesca { 1475 ) o0 il énonce;
« La perspective est fondée sur cing choses © la premiere est 'oeil qui percot
les objets, la deuxieme est 'ohjet pergu, la troisiéme est la distance qui les
separe, la quatrieme est que tout est percu au moyen de lignes visuelles droites,
la cinguieme est la section entre ce qui est vu et |'ohjet. »

i Le due regole della prospettiva pratica » de Vignola
On v trouve des représentations de dallages avec les grandes nouveautés que
sont les points de foite et les points de distance

L
L

« Trattato della Pittura » d Albert) donne enl435 « la construction légitime »
par une double projection orthogonale sur un plan horizontal et un plan

viertieal.
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I } Albert DURER : Instruction sur la maniére de mesurer ... #
intention de tous les amateurs d’art.

Darer commence par © « Le trés savant Euclide a défini les fondements de la
géométrie. Celui qui I’'a bien compris n'a pas besoin de ce qui est écrit ci-
aprés.... »

Un peu plus loin, Direr parle de grandeur extensive | « Maintenant, si ce
point est étiré de son commencement jusqu’a un autre hieu, alors nous appelons
cela une ligne .. » Cette notien de grandeur extensive sera reprise par Kant
« I"imtuition est une grandeur extensive » et par Grassmann dans sa « Théorie
des grandeurs extensives » ancétre des espaces vectoriels,
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Comparons les méthodes de Piero della Francesca et Durer pour faire entrer
une figure dans un « carré raccourcl ¥,

Nous noterons une « inversion » dans la méthode de Piero della Francesca
probablement due & une précédente methode de Brunelleschi qui utilisait un
miroir.

Notons aussi 1"utilisation d’un triangle pour exposer la méthode. Le triangle est
hien siir le plus simple des objets.

Motons enfin que nous ne sommes pas loin d’une géométrie qui naitra presque
1 sideles plus tard : la géométrie descriptive.
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11 ) Ubaldo del monte : Les 6 livres de perspective, 1600,
Stevin ¢ Le dessin des ambres, 1605,
Peu & peu. le probléme des constructions légitimes se précise mais dans le pur
respect d"Euclide, les propositions doivent étre démontrées.
La géométrie projective introduit 2 grandes nouveautés ;
12) les points 4 'infini : point de fuite, points de distance.

27) les transformations : les projections.
La géométrie est d'abord une géométrie de la mesure des grandeurs et la

theorie de la géometnie projective s est faite par des considérations de mesure
Les premiéres « constructions légiimes» se font par des constructions
d"echelles conformes 4 la théone des proportions. Plus tard, les demonstrations
et redactions se font dans "esprit des livres d"Euclide, la référence.

Par exemple. Ubaldo énonce ce theoréme, qu’il démontre bien siir, d’existence
du point de fuite

« 51 "oeil voit des lignes paralléles, qui. prolongées, rencontrent la section, (le
tableau) les hgnes apparentes dans la section se rencontrent en un point
unique, aussi haut gque l'oeil au-dessus d'un plan parallele aux lignes

parailéles. »

H ¢ L
X
= : K
F E \%
2%
g A

LIbaldo SAF  plan support rabattu
FXHCL : plan du tableau
FK  ligne de terre
S : projection de "oeil
SF - parallele a EH. BC_ KL
FX  hauteur de I'oeil
N point de fuite
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IV ) kepler: point i I'infini et monde fini.

Les problemes philosophiques liés a 1'infini ressurgissent avec les « points &
Pinfini » dans un monde anstotéheien done fing !

Kepler exclut qu'une étoile. objet limité en taille, puisse se situer & une
distance infinie: « Non, car ce qui est vu est vu par ses extrémités. Ainsi une
étolle visible a un pourtour qui la limite .. le diamétre d une étoile située a
distance finie sera lui-méme fini, tandis que celui d”un corps dont on rendrait
I"éloignement infini grandirait indéfiniment. »

[De méme espace n'a pas lieu (1) d'étre infini: « 81 Mespace existe du fait de
corps qui ¥ ont leurs leux .. avcun corps susceptible de localisation ne
comporte d infinté en acte: et que les corps de dimension finie ne peuvent
extster en nombre nfine. 1l n'est done nullement nécessaire gue "espace soit
infint du fant des corps qui doivent s’y trouver, »

Les conmiques qui sont en tram de devemir les courbes du second degré en
géométrie algebrique, sont les seules courbes connues ¢t éudides. Kepler
imagine une transformation permettant de passer des ellipses a la parabole puis
aux hyperboles. 1l fixe un foyer F et déplace 'autre fover F' le long d’une
dromte

| Iy;rn:-rhnm/)
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V ) Desarzoes : Le Browillon project d une atteinte aux événements des
rencontres du cone avec le plan.

En 1639, peu aprés Kepler, Desargues change totalement la conception de
infini -~ « Iey, toute ligne droite est entendue alongée au besoin 4 Uinfiny
d’ume part et d'autre. » ce gui n'est guere conforme & la vision grecque du
maonde !

Le livre de Desargues est le premier traité complet de géométrie projective
allant du peint & U'infim jusqu’a I"étude des cercles et coniques étudises
comme des cercles vus en perspective en passant par la recherche des
invariants 1:11_5 pr-':.n_]f_ ctions uttlisees.
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4 LA GEOMETRIE « ANALYTIOQUE ».
René Descartes 153%6-1650

La multiplicité des régles provient souvent de |"ighorance
du maitre, et ce qu’on peut ramener 4 un seul précepte général est
moins clair guand on le divise en un grand nombre de préceptes

particuliers.

Commentaire de la Reégle XVIII des
« Regles pour la direction de ['espnit. »
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Le seul lvre de mathématiques publié par Descartes est sa « Géométrie »
application du « Discours de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher la
verite dans les sciences. » Le tout publié en 1637

[)ix ans auparavant, en 1628, Descarles avail rédige les « Regles pour la direction
de Pesprit ». Il avait 32 ans et avail vécu une vie plus aventureuse que studieuse.
Mlavant pas a assurer sa subsistance, || pouvait. a son gré, accompagné de ses
domestigues qu'il traiait fort bien. étudier ou vovager. Ses « Régles » ne furent pas
publi¢es. Descartes accompagne chacune de ses régles d’un long explicatif. Le début
du commentaire de la Reégle XVIII (ci-dessus) donne probablement la raison pour
laguelle Descartes ne publiaspas ses « Régles ». Il préféra laisser mirir ses réflexions.
Son o Discours de la Méthode », dix ans plus tard, ne comportail plus que quatre
regles: elles connurent un grand succés comme nous le savons.

Vous trouveres ci-dessous |

17y Les 21 Régles (sans leurs longs commentaires )

27) Le passage on Descartes met en place sa méthode « cartésienne » d’« analyse-
syntheése » dans le [hiscours de la Méthode

37y Les premiéres pages de sa « Géométrie ».

Le Livre T (il y en a trois) comporte 20 pages d’une exceptionnelle nouveauté.
Comme ses contemporains, Descartes ful formé par la géométne d’Fuchide Comme
s¢s conlemporains, il n’a pas repris la forme de 'exposé d'Euclide

Le XVIIE siécle est un siécle d'idées et de méthodes.

Point de définitions, ni d’axiomes, ni de théorémes,

En quelgues pages. quiil s'excuse d'étre encore trop longues. Descartes expose
une toute nouvelle géométne Uette géometrie devient algébrique et peut ansi devenir
analytique, Descartes réuni les figures euchdiennes et les équations arabes en
nommant chague ligne par une lettre.

L’aspect_analvtigue de sa géométne provienl alors de ce gu'il suppose son

en equations puis résolu
Mescartes va de M'inconnue x vers le connu : la méthode est analytique. Pourtant,

la géométrie est bien algébrique. la résolwion du probléme provenant de sa mise en
equalions
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Régles pour la direction de I'esprit.
Régle |

Le but des études doit étre de diriger 'esprit pour quil porte des jugements
solides et vrais sur tout ce qui e présente,

Reégle 11

[l ne faut s'occuper que des objets dont notre esprit parait capable d’acquérir une
connaissance certaine et indubitable.

Régle 111

Sur les objets proposés 4 notre étude, il faut chercher, non ce que d’autres ont
pensé ou ce que nous-mémes nous conjecturons, mais ce dont nous pouvons avoir
I"intuition claire et évidente ou ce que nous pouvons déduire avec certitude © car ce
n’est pas autrement que la science s’acquiert.

Et Descartes précise dans le commentaire | « Mous allons énumérer ici tous les
actes de notre entendement, par lesquels nous pouvons parvenir 4 la connaissance
des choses sans aucune crainte d’erreur ; il n’y en a que devx : Pintuition et la
déduction. »

Régle IV
La méthode est nécessaire pour la recherche de la vérite,
Reégle V

Toute la méthode consiste dans 1'ordre et la disposition des choses vers lesquelles
il faut tourner le regard de 'esprit, pour découvrir quelque veérité, Or nous la suivons
exactement, si nous ramenons graduellement les propositions compliquées et obscures
aux plus simples, et si ensuite, partant de I'intuition des plus simples, nous essayons de
nous élever par les mémes degrés & la connaissance de toutes les autres

Reégle VI
Reégle VII

Pour achever la science, il faut parcourir par un mouvement continu et
ininterrompu de la pensée toutes les choses qui se rapportent & notre but et chacunes
d'elles en particulier. ainsi que les embrasser dans une énumeration suffisante et
ordonnée.

‘Et les trés importantes régles VI et IX,

Régle VI

Si dans la série des choses a rechercher il s'en présente quelqu’une, dont notre
entendement ne puisse avoir suffisamment bien |"intuition, il faut s"arréter [ il ne faut
pas examiner ce qui suit, mais §'abstenir d'un travail su perflu.

Réole IX

Il faut tourner toutes les forces de son esprit vers les choses de moindre
importance et les plus faciles, et s’y arréter longtemps, Jusgu'a ce qu'on Ssoit
accoutumé 4 avoir I'intuition distincte et claire de la venite

Et les choses se précisent en direction de la géométrie avec |

Régle X1V

I.a méme guestion doit étre rapportée a 'étendue reelle des corps, et représentée
tout entiére 4 |'imagination par des figures nues ' car ainsi elle sera comprise bien plus
distinctement par | entendement.
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Régle XV
il est utile aussi. la plupart du temps. de tracer ces figures et de les montrer aux
w05 externes, alin que, par ce moyen, notre pensée soit plus facilement attentive.

Purs. Descartes se dirige doucement vers ["algébre
Régle XVI

Cuand  aux choses qui n'exigent pas [attention immédiate de esprit,
quoiguelles soit nécessmres pour la conclusion, il vaut mieux les désigner par des
signes trés courts plutdt que par des figures complétes | car ansi la mémoire ne pourra
faillir, et la pensée ne sera cependant pas forcée de se partager pour les retenir, tandis
i ‘elte s"appliquera & en chercher d'autres

Regle XVII

La difficulté proposée doit étre directement parcourue, en faisant abstraction de
ce que quelques-uns de ses termes sont connus et d’autres inconnus, et en ayant
Vintuition, suivant le vrai chemin, de la mutuelle dépendance de chacun d'eux.

@ ........1l faut noter que, dans toute question & résoudre par déduction, il y a une
vote simple et directe..... »

Reégle XVIII

Four cela quatre opérations seulement sont requises, |"addition, la soustraction, la
multiplication et la division, parmi lesquelles les deux derniéres, souvent, ne doivent
as étre faites, tant pour ne rien compliquer inutilement, que parce qu'elles peuvent
étre éxecutées plus facilement ensuite.

Le commentaire commence par - « La multiplicité des régles provient souvent
de Vignorance du maitre, el ce gu'on peut ramener 4 un seul précepte général est
noins clair quand on le divise en un grand nombre de préceptes particuliers, Cest
pourquol nous réduisons icr toutes les opeérations. dont 1] faut se servir pour parcourir
e questions, ¢ est-a-dire pour déduire certaines grandeurs dautres grandeurs, &
juaire types seulement ; on verra par leur explication comment ils suffisent. »

Dlescartes commence son algébrisation de la géométrie d "Euchde.

a b
| 1 | — 11
-nous poignons une a Nautre de cette mamére ab,
a b
| T T | T | et Fon obbent .

o ddans la mulnplication nous concevons aussi les grandeurs données sous la
‘srme de lignes . mais nous imaginons gu’elles forment un rectangle © car si nous
multiphions a par b, nous adaptons ces lignes 'une a 'autre en angle droit de cette

o ere i 4 |

a

el oy 4 ie reciangle 1
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[Xautre part. si nous voulons multiplier ab par ¢,
b
L I I | I
il faut concevoir ab comme une ligne, 3 savoir ab -
ah
I

# s Il e50 done important d'exposer ici comment tout rectangle peut
étre transformé en une ligne ... »

Perte de I'homogénéité enclidienne.

Drescartes termine ici exposé de ses régles commentées. Nous pouvons noter les
précautions prises pour relier ses travaux 4 la géométrie euclidienne fondée sur les
ligures. Nous pouvons aussi apprécier les prémisses de la future révolution cartésienne.
Pourtant, Descartes va peauliner sa méthode pendant dix années.

Descartes donne pour terminer trois régles non commentées sur la mise en
cquations des problémes de la géométrie.

Régle XIX

Clest par cetie méthode de raisonnement qu’il faut chercher autant de grandeurs
exprimees de deux maniéres différentes. que nous supposons connus de termes
inconnus, pour parcourir directement la difficulté - car ainsi nous aurons autant de
comparaisons entre deux choses égales.

Régle XX

Les équations trouvees, il faut achever les opérations que nous avons laissées de
Cole, en ne se servant jamais de la multiplication chaque fois qu'il v aura lien &
division

Régle XXI

STl y a plusieurs équations de cette sorte, il faut les ramener toutes & une seule,
¢ esl-a-dire a celle dont les termes occuperont le moins de degrés dans la série des
grandeurs en proportion continue, selon laquelle ils doivent étre ordonnés,
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LE DISCOURS DE LA METHODE POUR BIEN CONDUIRE SA RAISON
ET CHERCHER LA VERITE DANS LES SCIENCES.

Les 4 régles de la « Méthode » sont bien connues @ doute, analyse, synthése et
completude. Voici le passage du « Discours » o0 Descartes mtroduit ces régles,

« Mais, comme un homme qui marche seul et dans les ténéhres, je me résolus
d’aller si lentement. et d'user de tant de circonspection en toutes choses, que, si je
n'avangais que fort peuw, je me garderais bien. au moins, de tomber. Méme je ne voulus
point commencer 4 rejeter tout 4 fait aucune des opinions qui s étaient pu glisser
autrefois en ma créance sans y avoir été introduite par raison, que je n'eusse
auparavant employ¢ assez de temps 4 faire le projet de I'ouvrage que | entreprenais, et
a chercher [a vraie méthode pour parvenir 4 la connaissance de toutes choses dont mon
esprit serait capable.

Pavais un peu étudié, étant plus jeune, entre les parties de la philosophie, a la
logique. et entre les mathématiques, 4 I'analyse des géométres et 4 I"algébre, trois arts
oU sciences qui semblaient deveir contribuer guelque chose 3 mon dessein, Mais. en
les examinant, je pris garde que, pour la logique, ses syllogismes et la plupart de ses
autres instructions servent plutdt 4 expliquer 4 autrui les choses gu’on sait ou méme,
comme Iart de Lulle, 4 parler, sans jugement, de celles qu'on ignore, qu'a les
apprendre. Et, bien qu’elle contienne, en effet, beaucoup de préceptes trés vrais et trés
bons, 11 y en a toutefois tant d’autres, mélés parmi, qui sont ou nuisibles ou superflus,
qu’il en est presque aussi malaisé de les en séparer, que de tirer une Diane ou une
Minerve hors d’un bloc de marbre qui n'est point encore ébauché. Puis pour I'analyse
des anciens et 'algébre des modernes, outre qu'elles ne s'étendent qu'a des matiéres
fort abstraites. et qui ne semblent d’ancun usage, la premiére est toujours si astreinte
a la considération des figures, qu'elle ne peut exercer |'entendement sans fatiguer
beaucoup I"imagination | et on $'est tellement assujett, en la dermiére, 4 certanes
régles et 4 cermains chiffres. qu'on en a fait un art confus et ohscur, qui embarasse
I"esprit, au lieu d’une science qui le cultive. Ce qui fut cause que je pensai qu'il fallait
chercher quelqu’autre méthode, qui, comprenant les avantages de ces trois, filt exempte
de leurs défauts. Et comme la multitude des lois fournit souvent des excuses. en sorte
quiun Etat est bien mieux réglé lorsque. n'en ayant que fort pew, elles v sont fort
étroitement observées | ainsi au lieu de ce grand nombre de préceptes dont la logique
est composée, je crus que |'aurar assez des quatre suivants, pourvu que je prisse une
ferme ¢t constante résolution de ne manquer pas une seule fois de les observer,

Le premier était de ne recevoir aucune chose pour vraie, que je ne la connusse
evidemment étre telle . cest-a-dire, d'éviter soigneusemnent la précipitation et la
prevention | et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se
presenterait si clairement et si distinctement 4 men esprit, gue je n'eusse aucune
occasion de le mettre en doute

Le second. de diviser chacune des difficultés que jexaminerais, en autant de
parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour mieux les résoudre

Irem de Montpellier 74 Alain BERNARD



Le troisiéme, de conduire par ordre mes pensées, en commencant par les objets
les plus simples et les plus aisés 4 connaitre, pour monter peu a peu, comme par degreés,
Jusques & [a connaissance des plus composés ; et supposant méme de ordre entre ceux
qui ne se précédent point naturellement les uns les autres.

Et le dernter, de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si
geénérales, que je fusse assuré de ne rien omettre,

Ces longues chaines de raisons, toutes simples et faciles, dont les oéométres
ont  cowtume de se servir, pour parvenir A leurs plus  difficiles
démonstrations...... »
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L A

GEOMETR

LIVREE PREMIER.

I E.

Des pruﬁf:’afﬁf: qus'on peut conffraire fans
y emipioyergue des cercler g5 des
(gnes drosses.

Ous les Probleftmes de Geometrie &
by peuvent facilement reduire atels termes,
o5 qu'il n'eft beloin parapres que de connooi-
i-2de ftrelalongeur de quelques lignes droites,
N s B0 pour les canfiruire.

Eccomme toute L Arichmerique n'eflt compolés, que comme-
dequatre ou cing aperations, qui (one ['Addiden, la L‘.;*'“l
Souftraction, [a Multiplication, 12 Dinifion, & IEXCra- ghmesis
¢tion des racines, qu'on peur prendre pour vae efpece 34 E“”E
de Diviffon « Alali n'aten aucrs chalt 3 faire 2o Geo- -HEPape-
metrie touchant [es lignes gu'on cherche, pour les pre- EZ'::I:JE

arera eftre connués, que leur en adioufter d*aurres =L L

enafter, Oubien en ayant vne, que 1e gommeray 'voite 208

Fsa CEoMETRIE.

pourlarapparcerd'ancant micux auy sombres | & qui
peatordinairemenr eftre prife a difcrerian, puis enayane
encore deox 4ULres, £0 trouner voe quatrie(me, quifoit
Al'vne decesdeur,comme Fauere eft al'voicd, ce qui ek
le mefine que laMultiplicarian . oebien en regouer vne
quacrielme, quifoital'vne de cesdenx, comme ['voice

Fp elt

eftalautre, cequi eftle melme goe la Divifion; au enfin
trouder voe,o0 deux ou plufiesrs moyenoes proportion-
nelies eatre I'voird, & quelque autre ligne; ce quicltie
meime que ticer [x pacine quacrde, on cobique, &c. Ecie
ne craindray pas d'incroduire ces cermes d'Arichmeti-
que en la Geometrie , affin de me rendre plus iotel-

ligibile.

Ce hvre est une application du « Discours de fa Méthode. »

JAmbitieux d'entrée - « Tous les problémes de péométrie.. . »,

Les problémes de géométrie se « construisent » selon la tradition euclidienne. Le
besoin est de « connoitre la longueur de quelques lignes droites, pour les construire. »,

I."objet est bien la connaissance des figures.

Mais Descartes fait entrer |'anthmeétique dans la géométrie ce qui reste os¢ méme

aujourd "hui,
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Théoréme de Thalés et multiplication.
Concevoir un nombre-plan comme une ligne.

L3 Muld- Soit par exemple
Lo A Blvoité, &qu'il &il-
B0

[« mulciplier BD par
B C, ien'ay quaioindre
les poios A & C, poisti-
rer DE paralleleaC A,
- EEelt le produicde
cere Mulriplication,

Ls Bin- Qubicnsil faur divifer BE par BD, ayaac iaing [es
figm, pains E & D, ie tice AC parallele a DE, & BCeftle

P2 esrs, Produit d= cets divifion.

Biondels Chu g'il faue sicer la pacine
T 1 qitarreée de GH , ie luy ad-

‘oulte en ligne draite F G,

qui eft I'voicd, & divifinc FH

R i oen deux parcies efzales g

poinc K, du cencr= K e rire

le cercle F L H, puiseflecant du point G voe ligne droica

iufgues i I, 4 angles droits fur FH, c'=ft GI laracine

cherchee. Ienedisrienicydelaracioe cobique, oy des

autres, i caule que i'en parlersy plus commodement cy
aprés.

+ Descartes reprend son idée de représenter la multiplication dont le résultat est un
nombre-plan par une ligne rompant I'homogéneité euclidienne. Il avance wvers le
concept de nombre . _

Puis, il reprend la construction grecque de la racine camee 4 la régle et au
compas. Tout cela est trés euclidien. Mais, Descanes ne peut rompre totalement avec
celui qui reste LA référence.
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Comment on peut user de chiffres en géométrie.
et Mais founenr ann'a pas beloin de tracer ainfi ces li-

uB. peus
goes furlepapier, & (l (ufik de lesdeligner par quelques . 4,
lezcres, chaltune par voe fzule. Comme pour adioufter dhifissz
laligne B D'aG H, te nomme ['vne = & ['aucre b, & efcris i i
a=+b; Eta--b,pour fouliraire d d" &, Eca b, pourles mul-
tiplierl'vae pac l'aurre; Ec >, pour diniler e paré ; Et aa,

]

ou @, pour multipliera par oy meline ; El’ﬂt. pour [=

waltiplier gncore vne fois par &, &zaialt a l'ofai ; Ec

=k x . s
¥ a &, poor titer la racioe quarede d' & 4= & Er

i 5 | i
¥ Coaeebabl, pourtirer[a ricine cubigue d'2 --5
—+ahl, & ainfi desautres

Ot il eft 2 remmarguer que par 2 ou b ou femblables,
iene congoy ordinzirement que des lignes touces im-
ples, encore que pour me {eruir des noms vhtds enl Al-
gebre, ie les nomme des quarres an descubes, &c.

Il eftanily a remarquer que touces les partiesd'vne
meime ligne, /& doiuent ordinairement exprimer parau-
tant de dimenfions|'vos que lautre, lorfque Uvoicd'o'elk

]
poiot dédtermines en la queltion, comme icy « en con-

tientaucant qu' 2 bd ou 4 dan e compole [a ligneque

i1y nommeée ¥'Cu & = b -+ abb: mais gue ce n'eft
pas de mefine lorfque ['voité et determinde, a caulo
qu'elle peur eftes foufenrendus par coutouilya tropou
trop peude dimenfions : comme s'il faot tirer la racine
ciibique de aabé-- b, il faue penler que la quancied
aabdhel divifee vo= fais par |'viice, & que |'aucre goan-
tire § et multiplice deux fais parla melme.

La géomérrie devient algébrique. On « désigne » chaque ligne, objet premier, par
une lettre, puis on construit des opérations sur ces lettres, définissant une addition de
lignes de maniére algébrigue : a + b.

« Et a’, pour le multiplier encore une fois par a, & ainsi a U'infini. » Trés osée
définition purement algébrique, sans support d ‘une figure !

i ... par a’ ou b ou semblables, ie ne congoy ordinairement que des lignes toutes
simples... » Eh oui, cela n'est pas éwvident Pourtant, Descartes ne donne pas de
défimtion, ni de théorémes. La méthode se construit.

Deux lignes plus loin. il se preoccupe soudain des dimensions de ses expressions
qui dotvent étre les mémes pour pouvoir s'additionner | Le nombre abstrait n'est point

encore |a
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Comment il faut venir aux équations qui servent & résoudre les problémes,

00 Ls GroMmETRIE
Au refte afin de ne pas maoquer a & fauvenir des
nomsde ces lignes, il en faur rouliours faire vo regiftre
fepare’ , A melure qu'on les pafeocuquionleschange,
elcrivant par exemple.
AB >, celtadire,ABeflgald .
CH Dz
BD = &, .
Cemmce Ainfi voulane refoudre quelque problelme, on deit da-
e bord e confiderer comme defia fair, & donner desnoms
Equands 3 cautes |os Jlg::u:s, qui]":ra blene necelaices pour le con-
WO Brice, auili bien acelles qoi font inconeuds , qu'any
Coudee b1 gyyeres, Puis fans confiderer aucune difference encre ces
s, lignes connuds, & inconougs , ondair parcounr 2 ditfi-
culed, felon l'ordre qui monltre le plus oacursllement
de-tous enqu'elle foree elles dependent muruellement.
le: voes des antres, iofques a ce qu'on ait trovue moyen
‘d'exprimer vne mefme quanticden deux fagons: ez goi
fe nomme yoe Equarion; car [estermes de Uvoe de ces
deux fagons foor efgaux aceux de laurre.  Er on doig
troouer aurant de eelles Equarions,qu'ona fuppels de li-
gnes, quieftotentisconnuds. Qubiensiloes'en trouue
pas tant, & que nanohftant on n'ometce riende ce qui eft
defiréen la queltion,celace finoigne qu'elle n'elt pasen-
ticrement determinde. Eclors on peur prendre 2 difere.
ton deslignes conougs, pour touces [esinconnuds aufs
qu'elles oe corre(pond aucune Equadion. Aprés celag'il
earelte encore plufieurs |, il fe faue feruir pac ordre de
chalcune des Equations qui reltene aully , foic &n la con-
fiderant toute feuls, foiten la comparanc auec Jes aurres,
pour cxpliguer chafcune de ceslignesinconnués, & fire
ainl;

» La méthode est analytique allant de I'inconnu vers le connu ; « Ainsi voulant
résqudre quelque probléme, on doit d’abord le considérer comme déja fait, & donner
des noms aux lignes, qui semblent nécessaires pour le construire, aussi bien a celles gui
SONt Iconnués, qu’aux autres. »

Mais toujours les « lignes » et « construire »,

Mise en équations : « trouvé moyen d’exprimer une méme quantité en deux
fagons | ce qui se nomme une équation; car les termes de I'une de ces deux fagons sont
egaux a ceux de |'autre. »

Irem de Montpellier 79 Alain BERNARD



'=az -c'z+d
« Mais Je ne m arréte point & expliquer ceci plus en détail, 4 cause
que je vous oterais le plaisir de I'apprendre de vous méme, & I"utilité de
cultiver votre esprit en vous y exerceant, qui est 8 mon avis la principale,
qu’on puisse tirer de cette science. »

LivRE PREMIER. joI
ainfi 2n les demeflanc, qu'il o'endemenre qu'vae feule,
efzale 2 quelqoe autre, quiloicconnug, oubien door le
quarré, oulecobe,oule quarre'de quarré, oule furfoli-
de, oude quarrdde cube, &c. foicefzal a ce, qui fe pro-
duilt par'addirion, ou {oultraction dedeax oo plﬂﬁ:ﬂrs
autres quanrites , donc ["vne foir conoué | & les aurres
foient compole®s de quelques mayennes proportions
nellesenree 'vaice, & ce quarré, oucebe , ou quarrd de
quarré,&cc. muleiplices par d'antres connués. Cequeie-
fcris en cere forre.

23800

{lma.: z =45 oo

: 3
{"JJ +a 3+ bbg—c. oU
i I

D ag u:I{—i- d. &e.

Cleftadire, g, que ie prens pour l2 quantit inconnué,
eltefgaléab, oulequarré de 3 eft efgal an quarre de &
moins ¢ muleiplid par 1. ou le cobe de zeft efgala
multiplid pas le quarre de 7 plus le quarre de & mu[rip!i:'
par 7 moins le cube de s, 8cainfi des aucres.

Et anpeut toufiowrs reduire aiofi tontes les guantitds
inconpues A vne fzale, larfque l= Problefme & peut con-
ftruire par desce rcles Scdesligoes droices , ou aully pac
des [eétions coniques, o8 melme pat quelque avtreligne
quioe [t que d'va ou dews d=grés plus compolde. Mais
ie ne m'arelte paint a expliquer cecy plus en derail, a
caule que ie vous ofterais le plaifir de Iapprendre Je
vous mefme, & Uveilicd de cultiver voltre elpric en vous
y exerceant, qui elt 2 mon auis la principale, qu’on pudle

Pp ;3 tirce

Explication détaillée de |'écriture algébrique, Cette écriture prend ici sa forme
définitive. Malgré |"importance du nouveau langage qui va permettre de résoudre le
probléme (parden. de le construire), les explications ne font pas plus de quelgues
lignes

Apparition des équations de degres supérieurs 2 3 La dimension 3 n’est plus un
obstacle infranchissable comme en géomeétrie.
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Quels sont les problémes plans
Comment ils se résolvent.

¢ ... lorsque la derniére équation aura été entiérement démélée. . »

jaz La GEoMETRIE.
urecde cetefcience. Auflyqueicayremargue rien de
fi difficile, que ceux quiferonc vopeuverfes en la Geo-
metrie commune, & enl'Algebre, & qui prendroag gar-
de acout ce quiell ence traite, ne puillent crouver.
C'eft pourquoy ie me contenaceray icy de vaus awer-

tir, que pourvil gu'en demellaor ces Equaricns on ae
mangue poioc a fefemmir decoutesles divihoos, qui fe-
rone pollibles, on aura infalliblemecor les plus fimples
recmes, aufquels la queltion puille eltre redaire.

t%ng:::s Erque fielle peureltre refolue par la G-:Flu;i:[.ri:qrdl

prablel- maire, c'efta dire, enne {e= [eruant que da= J.lg’ﬁﬂi droites

wet plast o irculaices rracdes fur voe fuperfcie place, lorfgue la
derniere Equationaura eftd enticrement dédmellee,iln’y
reftera caue an plus qu'vn quarrdinconnu, efgal 2 ce qui
fe praduifk d= I'Addition, ou fonltracticn de faracine
multiplics par quelque guantitd connue , & de quelgue
autre quanciz< anily conane

Les problémes de la géométrie ordinaire des lignes et des cercles s'algébrisent
sous forme d’équations du second degré.

On déméle ces équations. « Et lors cette racine, ou ligne inconnue se trouve
aisément. » Il reste en effet & construire la racine 4 la regle et au compas pour que le
probléme soit résolu - pardon, construt
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Comment ils se résolvent.

Cam-
mizac ifs
[ rafil-
usor.

Eclors cere racine, suligne inconnue (e trauue ayfe.
ment. Carlidayparetemple

_ IHag+bf

pt i=fait le erizngle redtan.
gle N L M, doat [e ca-
fte L 3L elt efgal & bra-
cine quarréedefa quan-

t'\-H_ - \ Cicd connue 6§, & [au-
R v treL M et ¢ o, lameoi-

ti¢ de l'aucre quancite

connue, quieftoicmultiplict par 2 que ie fuppafle eftre |2

Lgnsincannue, puisprolongeane 31 N labaze de ce tri-
angle

Levae Pazumizg, jad

angle, ilquesa O, en fore= gV O [oitefgalea N L
lataute OMeltzlaligne cherchde Ef elle s'exp rime
encets farre

{:’Dri.::l:—l— :-'-""-'I.:'ﬁ-—.'— bb.

ey yy 3 - 2y == b6, & qa'y foir b quaneicd
qu'll fauc croveer | = fais [e me (me triangle rectanole
NLM, &defabaze MNioft= N Pelgalea N T, gele
refte D M et v la racine cherchée. De fagon que iay

yO—3a+¢ tas+bh Ectour de mefme fi{a-

[ §
P M leroit . & i‘zcrofs

¥ o f-.'is.— P”'}un*-ﬁﬁ: & ainft des auers:,
Enfig iiay

1

b T Az =i

ie fais NL elgale & L =, & LM
elgale 1 fcdme denie, puds,au lien
P deloindre [es pains M N, ie tire
MQR paralleleal, N, 8 duocen.
tee ¥ par L ayanc delcrir vo eer-
cle qui lacouppe aux poins Q &
R, la ligne cherchée 7 eft M Q)
oubig M R, carencacag elle s'ax-

prime en denx fagons aftauairs = L g = 7 Laa--bd,

e,

I i g

& Wia- ¢ aa. kb

Erfile cerele, quiayant fon cearre an poine N, paffe
parle poinc L, ne couppe oy ae touche [a [igr:i:dmil::.
MQEP, ilo'y 2aucone racine sol'Equation, de fgos
qu'on peut allurer que la confruction du problefms
propof et impaifikie.

Les equations du second degré se résolvent selon différents cas de ligures |
Le temps du discriminant algebrigue n'est pas encore venu, La « construction du
probleme proposé est impossible » quand « le cercle ne coupe pas ka droite, »
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Exemple tiré de Pappus.

Eton le peuc voir aully fore clairement de ce que L'ap-
pusamis au commencement de {on fepriefme liure, ou
apres s'eltre areltd quelque tems 2 denambree toat ce
quianoit efte efcricen Geometric par ceux qui l"avoieac
precede| il parle enfind voe queftion , qu'ildirque ny
Euclide, ny Apollonius, ny awcon aucre n'ancient fteu
eaticrement refoudre. & voyey fes mocs,

Laquelhicodone gui auoic eltéd commencee 3 refoig-
dre par Euclide, & pourlbivie par Apolloeins, fas gygie
elteachewde par perfonne , eftoic celle. Avyant trais on
quatre au plus grand nombre de lignes droires donges,
par pofician; premisrement on demande vo point, du-
quelon puille ticevaurane d'aucres lignes droites voe fip
chaflcune desdannces, qui fagent auec elles des angles
donods, & que [erectangle concenu endeuy de celles,
qui ferone aiuli tirdes d'vn melme poine, aic 1 propar.
tiondonueeauec le guarrd de lacroifielme, sila'yeaa
que trais; oubien avec lereftangle des devx aucres, s'ily
enaquatre;oubien,silyena cing,que Je pa rallelepipede
compaldide crais aitla proportion donnek avec e paral.

lelepipede

Scient AB, A D, ET, GH, &c. pluficurs lignes don-
nees par pofition, & qu'il faille trouuer vo point, comme
C, duquel ayant cire'd'antres lignes droites fur les don-
nées,camme CB,C D, CF, & CH, en forte gue les
anglesCB A, CDA, CFE, CH G, &c, foient donnés.

Qq; &

110

Ly GEomETRIE,

& que ce quielt praduir par la multiplication d'rne par-
tic de ces lignes, foiveigal 2 ce qui el praduic parla mul-
tiphicacion des aucres, oubien qu'ils ayent quelque anere
proportion donnds, car cela ne rend poine la quedtion
plus difficile.

Une. version simplifiée du probléme de Pappus est | trouver les points M tels que le
rectangle (nombre 7) construit sur 2 segments AB et AE soit égal (ou proportionnel) au
rectangle construit sur les 2 autres segments GF et HF. La proportionnalite étant
obtenue par des projections du point M 4 angle donné -Thalés-et non plus orthogonales

comme sur le dessin.

G F
C En langage algébrigue i xy =k{a-x)(b-y)
b Y Descartes savait que les courbes du second
v E H  degré de la géometrie algébrique naissante étaient
: les coniques.

A X B a

Le premier repére cartésien de I'histoire : AB donné définit le demi-axe Ax et AC

définit la direction d un demi-axe des y.
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Le premier repére cartésien de I"histoire.

[l permet de reperer TOUT LE PLAN transformant la géométrie locale d’Euclide,
restreinte & la figure. en une géométrie de tout espace éludié

Commi  [Premicrement ic luppaf® lzchofe comne defiatarce,

ia 2oer
palec ez
termcs

pour we
wic A 1'E
fuactan
&1 66E

cxample

S paur me demellerde [ cdfufion de coutes ces lignes,

I'F conlidere I'vacdes donnses | & 'vne de calles qu'il
fauccrovver, paresemple A B, & C B, comme lesprin-
cipales, & aulguelles ie tafche da rappercer ainli toutes
lesaueces. Quele fegmencdslaligne A B. quiefentre
ics poins & & B, [oicnommeé x. % que BC foit nomme
¥+ & quecourcs les autres lignes doanndes foienc prolon-
gees, iulgues a ce qu'elles couppent ces denx, anlly pra-
longses s'il elt befain, 8 (i elles ne leur fant peiot paral-
[eles. comme vous vayesicy qu'elles couppentla ligne
ABaxpoins A, E, G, & BC autpains R,5,T. Pais a
caufequecauslesanglesducriang!z A R B (bnc doooes,
la preportion, quicltencee lescoltds A B, & B R, 2t zul.
fydounde, &ie lapole commeds 744, defacunqu A B

ki b
eltantr, R Blere 77 & Jatonte C R feray -4 <" peaufe
que lepaintBtombe ancee C &R, cari R comboir an-
) . b S
tre C & B,C R izroit y-- — 8 [ C tomboirenrre B & R,

: by
CRleric «-y 4= Tout de meline les trois angles

durriangle DI C font doanet, & par conlequent aufly
laprapartion quieft enerelescolts C R, &CD, queic

polecomme de 13 ¢ de fagon que C R eftane y <~ “_::-

3re

Live E PreMIen,

CD e :;‘: - ‘;'_;':*: Aprescelapourceqoe les lignes A B,
A D, & E F [onr donaces par policion, ladiftance qui eft
entrelespaios A & E elt anlly donnée, & G oolanom-
me K, onaura E Befgala £ 4-«; maisce feroit§ — =, 1
le point B tombuoit entre E & A8 -- § +x, L E tombaic
entre A & B. Erpourceque |ssanglesdutriangle E5 B
foat tous donnds, la proportionde BE a B S eftauly
donug=, & i= [z pols comme 734, fibieaque BS elt

q'é'-i..a'.:

digd 2 :
3 [a toure C 5 2lb M mais c= feroic

=

Tpeeddo-d= ; ;
’—_ﬁlegum:.’:‘. eamboic entre B & C;8cceferoic

P
— = = ' fi Cromboic earre B & 5. D= plus les

1

trais angles du eriangle F S Clone doanes, & en fuits fa
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Comment on doit poser les termes pour venir 4 I'équation en cet exemple.

[
L LaGeoMmeTRIE.

propartion deCSi‘t CF,quilciccomme de g e, &Mt
cqute li:Fl_r:r::*_’r-l_—i_”-r.i"-f1 En melme fagon A G

queicogmmesfelt Et:_nncfe, HBGelt{ - = & acaule
dutriangle G T laproportion de BG a B T eft auly

Livee Premien. it
cation defquelles elles (erusar, quiont elté ainfi mold-
plices: enforee gu'ellesn'avront iamais plos de deux di-
mealious,ence qui oe feraproduic gue par la malripli-
cation de dgux lignes; oy plus de trofs, ence quinefera
produitque par l2 meltiplication detrais, & ainfi 2 l'in-

fini .
De plus, 2 caule que pour determicer le poine C,i

'y aqu'vas [zule condicion gui feiceequife , fgaucic sy
que c= qui eft produicparla mulriplicationd'va certain f

doonée, quilbit comme de £ 4 {7 &0 Tlem &E"‘_ &

Ly & Fl o fu : . L
C T 20— Puisderechef [a propartionde TCa

CHeltdonne's ,acauledatriangle T CH, & lapofio:

meslk

Comme ':[E {ig. o ara C H s ﬂir_i{ﬁ" 1 ;H:Ijijﬂ.', d: [ [|g,-| cE [—-CI i.:' e:j'gal @4 fﬂEqEF'i. n’fﬂ: dl.‘. rien -:}:Ir:l. [n?ﬂrll'-;
Erainfi vous voyes, queatel nombrede lignes don-  plus malayfe] icla proportion dosacs, d ce 'El'-‘“ﬂfr:”' goluc
neespar politionqu'en puille susir, routes e lignes ti- duit par |3 muleiplication des autres; on peut peendre o pli

diferecion'voe des deax quanricesinconaues xouy, & lignes

rees deffus du poine C aangles donnes {bivaoe 1a ceaeur
delaqueftion , [z penuent touliours exprimer chalcuae
partrois cermes; dons'vo et campafzde la quanricé in-
canoue y, mulciplide , ou divifee par quelque autre
connoe; & lautre de la quantics” inconnue », aoify mal-
tiplies cudinifde par quelque aurre connué, & lecrofiel~
me d'vae quanritd couts connug, Excepré (eulement fi
elles fonrparalleles; oubienalaligne A B | auguelcas le
terme compoldde la quantie » (eraonl ; ocbiznalali-
gne C B, auquel cas celuy qui et compol¥de la quantite
y(eranul; ainfiqu'il et crop manifelte pour que ie mare-
(teal'expliquer. Ecpourlesfignes+ & .., quifc ioi-
goent i cestermes, ils peauent eftre changes en tonres
les fagonsimaginables.

Puis vous voyésaully, que muinplianr plufieurs dea
ceslignesl'vne par laucre, les quaniicds 3y, quife
srouuentdans le produic, n'y peauent auoir que chaftu-
Jeastancdedimenfions, quil yaea deligues, alexpli-

cation

chercher Fauere paccete Equacion. enlaquelle il et eoi-
dent que larfque 2 queltion et point propolde en ples
decing lignes, laquanticd » quine fere poine a lexpref-
fion dela premiece peuc roufiours 0’y aueir que deux di-
meofions. defigonque prenant voe quancicd connoé
poary, loerelleraque xx D+ 08 --ax S on-—bp. &
aioli oo pourra trouner [z guantics x agec la reigle &le
compas, ea lafacon tancolt expliqude. Mefme pregsanc
{ucceficement inAnies dinecfes grandeurs poer laligne
yy ©oentrounera aully infnies pourlaligne »,4 ainfica
auravosinfoicede divers poins , telsque celuy quiclt
marqué C, par le moyen defquels on delcrira lz ligne

caurbe demaad de.
1L{= peuc faice suily, 1 quelbon eltancpropofct enfix,
au plus grand combre de ligaes; silyen a entrelesdon-
nées, quifoiencparalleles 2 B A, ou BC, quel'voe des
deus quancitds  ou y o't que deux dimenfions en
Rre ['Equa-

La mise en éguations est encore un peu rude, Les lettres désignent des segments.
On ne peut soustraire un segment plus grand que le segment de départ, donc il v a

plusteurs cas de . figure 4 envisager |
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En fan 6 de la République (1799), soit plus dun siécle et demi aprés leur
création, voici ce que sont devenus les repéres cartésiens dans le « Traité de caleul
differentiel et de calcul intégral » de Charles Bossut un rédacteur de I'Encyclopédie.

& It
4n
i . SR :':.' LT
i _-ﬁ'.ua
0
[
/ J
F.A 1
"Jlr I [ T I

Vous aurez reconnu l'axe des abscisses AZ vertical et la courbe BMDR. La
direction du second axe est ici implicite, par contre PM ou CD donne correctement la
mesure du pheénoméne étudié ce que nous ne notons plus de nos jours (ce nlest peut-

étre pas un progres),

Dans la méme planche, voici les dessins 37 et 38 ;

L A P ::, ‘.E ¥
Les reperes sont toujours incomplets mais l'axe AZ de la vanable est horizontal.
Ce dessin est plus conforme 4 nos habitudes.
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UNE CONCLUSION CARTESIENNE

Quelques apports de Descartes.

La méthode analytique,

.a méthode synthétique va du connu vers 1'inconnu gue 'on recherche.

La « nouvelle » methode, dite analytique, part de l''nconnue appelee x, met le
probléme en équations pwis le resout allant amsi de linconnue vers la solution, de
l'imconnu vers le connu,

|Les repéres cartésiens : la méthode des coordonnées.

lls permettent de repérer loul point M du plan par 2 mesures notées x et y. Grande
nouveauté ; le repérage ne se hmite plus 4 la seule figure considérée, (Notons quil est
aujourdhui encore plus aisé. plus commode pour Pesprit, de situer le point M dans le
quadran oo x ¢t v sont positils.)

Au miveau du lyeée, la réussite des éléves est assez bonne en « analyse » car la
logique ntervient peu de lagon explicite. A l'exception du theoreme de vanation d'une
fonction, l'essentie] du travail consiste en des caleuls algébriques. Dans le « Journal de
mathématiques élémentaires », au début du 20eme siécle. l'étude des vaniations d'une
fonction s¢ situe en algébre (voire en trigonométrie). Il n'y a pas de rubnque
« analyse »! {1l n'y a pas non plus de calcul integral )

Dans I'étude des vanatons d'une fonction, la figure disparait ou plutdt apparait
automatiquement sur |'écran de la calculatrice. Ainsi I'essentiel du travail se fait au
niveau du caleul algébrigue dans les cas uvsuels | éude de fonction, intersection de
courbes, tangente, asymptote, limite. La résolution du probléme se raméne 4 des calculs

plus ou momns répétitils,
La logique et la figure voient leurs parts rédwites. Ceer [acilite le travail des éléves

mais les difficultés demeurent et sont loin d'étre surmontées par tous. D'aatant que nous
spmmes en pleine géométrie ! Chut ! Ne pas dire !

A ses debuts dans l'enseignement. l'analyse revient au systéme de mesure preé-
helléne. mesures de x et fi x) augmentées de la notion d'infimment petit pour certaines
mesures | pente de tangente. recherche d'asympiote ou étude des vanations. La figure
n'intervient plus dans la construction de la solution des problémes. Le calcul
infinitésimal a rendu cette Ngure secondaire dans la construction du savoir
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5 LAGEOMETRIE DU HASARD
Cardan (1501, 1576)
Fermat (1601, 1665)

Pascal (1623, 1662)

Il n’est de plus grandes certitudes que celles du géométre.
Descartes

Présentation : une lettre de Pascal

Aussi ne s"étonnera-t-on pas de voir les probabilités apparaitre seulement au 16°
siecle. Les jeux de dés dans lesquels le nombre de cas possibles est assez réduil et les
jeux de hasard’ vont fournir aux géométres une occasion de créer une nouvelle
branche de .. .. . la geometne! Cardan, grand joueur, a trouvé au milieu du 16e
siécle, les prermiéres régles, les premiéres lois du hasard. Mais la science est trés
nouvelle et son hvre-De ludo aléas- ne parut qu'en 1663, En France, la tradition fait
remonter la création du caloul des probabilités a la correspondance entre Blaise Pascal
et Pierre de Fermat datée de jmllet 4 octobre 1654, On trouvera cette correspondance
dans : Les cahiers de Fontenay N°32 de septembre 1983,

Voici une lettre de Pascal a I’ Académie Parisienne de Science |

« Et puis voici un traité tout a fait nouveaw, d une matiére absolument inexplorée
Jusquict, savorr | la répartition du hasard dans les jeux gui lui sont soumis, ¢e qu'on
appelle en frangais, faire le parti des jeux

La fortune incertaine v est si bien maitrisée par |'équité du caleul qu'a chacun des
joueurs on assigne toujours exactement ce qui § accorde avec la justice. Et c¢'est la
certes ce qu'il faut d’autant plus rechercher par le raisonnement, qu’il est momns
possible d'étre renseigné par 'expénence. En effet les résultats du sort ambigu sont
Justement attribués a la contingence fortuite plutdt qu’a la nécessité naturelle.

Clest pourguoi la question a erré incertaine jusqu a ce jour ; mais maintenant,
demeurée rebelle a Ilexpenence, elle n"a pu échappe a la raison, Et grice 4 la
geometrie, nous 'avons reduite avec tant de siireté a un art exact, qu’elle participe de
sa certitude et déja progresse audacicusement.

Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations de la science @ 'incertitude du
hasard. el conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut, tirant son nom des
deux, s arroger a hon dront ce titre stupehant de Géométrie du Hasard. »

Amsi les probabilités apparaissent soudamement dans le domaine mathématiques
par la demande de joueurs, Cardan. au 16¢ siecle. ou le chevalier de Mére au |7¢ siecle
gui souhastent ameliorer leur fagon de jouer

“a Hasacd o viend doomot arabe sigmifiant o de = !
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Le probléme de Galilée (1564, 1642).

On lance 3 dés a 6 faces (dés usuels).

La somme des 3 nombres obienus est S§

Les joueurs s étaient apergu que la somme |1 apparassat plus souvent que la
somme [2 alors que ces 2 sommes 5 obtiennent toutes deux de 6 fagons différentes
Les joueurs desiralent savoir pourquo

Plus geéneralement, quelle est la somme 5 la plus probable 7

Cialilée a résolu correclement ce probléme qui faisait partiec du domaine de la
recherche et est aujourd hu un exercice pour débutants. Le progres fait quand méme
rage !

Quelle est cette géométric 7

Comme les autres parties usuelles des mathématiques, les probabilités sont de la
geometrie | La situation est classique

Evénement A Pr{A)=p
=== = avecpe [01]

Univers U QA

Figure Mombre

En probabilité, on mesure la probabilité d un événement A

Rien de bien nouveau - on construit un espace (de probabilité) et dans cet espace,
on mesure les parties qui veulent bien se laisser mesurer. Que vient d ailleurs faire la
denommation d espace 1c1, 51 ce n'est pour faire de la géométrie !

MNous noterons, par exem P]e avec le probleme de Galilée, que nous débutons avec
un Univers fin qui contient & = 216 cas possibles. Cet Univers est fim comme 1" était
celul des Grecs

Nous retrouvons la certitude, w1 'événement certain, avee 'Univers dont la
mesure est |, Rappelons que | n'était pas un nombre chez les Grecs, mais le créateur
des nombres. Histowre, histonre. .
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« Iy ala grande Unité : infini ; et la petite unités ; 1 »

Ce proverbe chinois donne la clé du seul changement par rapport 4 la géométrie
de la certitude. En probabilité, 1'Univers U est mesuré par | (c’est la moindre des
choses!) au lieu d’étre « mesure » par I'infini. Comme en Analyse, on fabrique ensuite
une fonction Pr sur les parties mesurables de U a valeurs dans [0,1]. Une fonction sert
bien a mesurer un phénoméne Les probabilités peuvent permettre de se familiariser
avee le vocabulaire des théories de la mesure de la fin du 198 siécle. Et comme par
hasard (pas sic) les probabilités vont se trouver trés liées aux théories de la mesure a la

fin du 19¢ siecle

Calcul des Probabilités, Henri Poincaré.
Cours de la faculté des sciences de Paris.

INTRODUCTION

. LE HASARD

« Comment oser parler des lois du hasard 7n.. ..
Dans son introduction, Poincaré cherche a définir le hasard : « Le hasard n’est

que la mesure de notre ignorance. »
CHAPITRE L.
DEFINITION DES PROBABILITES

o On ne peut guére donner une définition satisfaisante de la Probabilité. On dit
ordinairement © la probabilité¢ d’un événement est le rapport du nombre de cas
tavorables 4 cet événement au nombre total des cas possibles.

Ainst, si le premier nombre est n et le second N, la probabilité est % i

Aprés avorr donne quelques exemples triviaux de jeux de cartes ou de boules,
Poneare revient sur la difficulté de definir une probabalité.

« La definition complete d'une probabilité est donc une sorte de pétition de
principe © comment reconnaitre gue fous les cas sont également probables 7 Une
définition mathématique ici n'est pas possible ; nous devrons dans chague application,
faire des comventions, dire que nous considérons tel et tel cas comme également
probables, Ces conventions ne sont pas tout a fait arbitraires, mais échappent 4 esprit
du mathématicien qui n’aura pas a les examiner, une fois qu’elles seront admises.

N.B. ' Ce trés mstructif ivre de Poincaré est réedité aux éditions Gabay
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6. LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CALCUL INFINITESIMAL
ARCHIMEDE vers -250
NEWTON et LEIBNIZ vers 1670
CAUCHY 1821
RIEMANN 1860
LEBESGLE 1902

I."idée du calcul différentiel, quoique juste en
elle-méme, n'est pas assez clare pour servir de
principe & une science dont la certitude doit éire
fondée sur |'évidence.

Lagrange
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La quadrature dv cercle. Ce probléme non-resolu et synonyme d impossibilité
résume parfaitement le probiéme du caleul mtégral. Mesurer la surface limitée par un
cercle 4 "aide de petits carrés unilés est impossible .51 on veut le faire a la régle et an
compas. Par contre, si |'on admet que le probléme est résolu quand on arrive a mesurer
la surface avec un nombre, alors espoir resle permis,

A partir de fa fin du 17° siécle, les événements vont se précipiter et nous allons
voir naitre § géométries (pas moins et plutot plush en 3 sitcles

La mesure des surfaces

L'¢noncé du probléme est trés simple. Depns PAntiquité grecque, notre systéme
de mesure est en sommeil. En 1650, on sait mesurer 'aire d un tmangle, d'un polygone,
d'un cercle et assez mal l'aire d'une poriion de purabale, Archiméde a donné dans
I"antiquité deux meéthodes pour « quarrer » une parsbole. Mais nayant pas fondé
d’école, ses méthodes se sont perdues el aucun progres n'a été réaliseé dans le domaine
de la mesure des surtaces depuis 2000 ans |

Laissons |'introduction a Schwartz, pages 223-224 " « un mathématicien aux
prises avec e siécle »

o Newton et Leibniz trouverent, indépendamment 'un de "autre, le calcul
différentiel et le calcul intégral au début du XVIII& siecle. 1l est évidemment impossible
d'imaginer que ces découvertes soient sorties du néant. De nombreux prédécesseurs les
avaient préparées. Les Grees connaissalent |a construction des tangentes a 'ellipse et &
I"hyperbole : la tangente en un point d'une ellipse est la bissectrice extéricure de
'angle défini par les demi-droites qui joignent ce point aux deux fovers, tandis que la
tangente en un pomnt de 'hyperbole est la bissectnice intérieure. Tangente, donc
dérivée. Au XVIIé siécle, Pascal avait construit la tangente i la cycloide, donc encore
une dérivation. En outre, on savait depuis longtemps ce qu’éfait la vitesse d’un
véhicule lorsqu'elle était constante, mais la vilesse instantanée est une dérivée | or
Galilée avait trouvé sa lon F = m vy | la lo1 fondamentale de la dynamique, bien avant
Newton et [eibniz ; la vitesse est une dérivée premiére, et 'accélération une dérivée
seconde. Newton et Leibniz ont unifié, dans une théorie globale qui domine toutes les
mathématiques, beaucoup de données déja connues. Le caleul intégral est initialement
issu du calcul des surfaces et des volumes Quand Archiméde formula I"aire du
seginent de parabole, il procéda par les méthodes mémes qui seront plus tard celles du
calcul intégral, La grande théorie de 'intégration est celle de Lebesgue, trouvée au
début du XXé sidele, maig, au XiXé siégle, Riemann avait trouvé une théorie plus
simple et moins générale, celle de Mntégrale de Riemann, gui a été utilisée pendant des
décennies. avant |"intégrale générale de Lebesgne. »

Le programme est frace.

1) Les précursenrs - Archimédes { 287, 212 Yon Curra {836 - 901) et Cavalién,

2} Les eréstears : Mewton et Leibmz powr Pintrodechon proprement dite de

5

I
"¢ infiniment petit » dins la ecomeme vers [/

3} Les théoviciens | Cauchy en T2 vour fa gremiéee théorie, Riemann vers
1860 pour la scconde et #alln Lehesgue i 1902 pour fa « demiére » théorie (usuelle)
en date.
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Mesure de surfaces et non calcul intégral.

Toutes les approches depuis Archiméde jusqu'a Lebesgue sont fondées sur une
intwition née d'une figure La géométrie différentielle est un probléme de mesure de
surfaces (ou de flux pour Newton)

Il sagit de « bien» lire une figure avec son cerveau droit et d'en tirer une
construction numerique avee son cerveau gauche. Géométrie.

On sait mesurer un rectangle. |l parait raisonnable de remplacer un cété du
rectangle par une courbe DEJA MESUREE, 1.e. [a « hauteur » définie par une fonction
esl connue pour toutes les valeurs de %, puis de « sommer » ces valeurs de fix). Les
geométres ont mis environ 2000 ans pour réussir. D”Archiméde a Newton et Leibniz,

s

9

I} Les précurseurs.
A) Comme Archiméde avee la méthode d*exhaustion.
Ceux qui louent Archiméde sont plus nombreux que ceux
qut le lisent, et ceux qui l'admirent plus nombreux que

ceux qui le comprennent.
R.P. Tacquet 1654,

Effectivement (et nous resterons prudemment du coté des plus nombreux)
Archimede réussit le premier la quadrature de la parabole, en démontrant de 2
maniéres différentes le résultat suivant,

Proprieté @ Soit un « segment » de parabole ABC
le point D milieu de la corde AC
DB paralléle a 'axe de la parabole

T 4 :
Alors === T'aire limitée par la corde AC et la parabole vaut les 3 de Iaire du

triangle ABC, B
C

Pour avoir une situation plus hahituelle,
verifions avec la parabole

représentant [ x — x?

|
- |

ona: |xidx=3 A C
0

laire du triangle ABC est A= |

L3

| I
Lt | o=

Lk | 1
5 il

aire himiée par AC et la parabole vaut
[
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La méthode d'exhaustion employée par Archiméde est trés lourde mais caractéristique
des Grecs. une double réduction par I'absurde exigeant de connaitre au depart le
résultat. Pourtant Archiméde utilise une approche géometrique de la courbe par des
triangles de plus en plus petits dont la somme des mesures donne le résultat. Or ces
mesures forment ... une série numerique.

I|+~1-+L+ =——1——&

47427 e T el/4 7 3
(L'excellent livre - « Mathématigues et mathématiciens » de Dedron et [tard consacre
20 pages i Archiméde et donne les 2 demonstrations, géometrique et mécanique, de ce
résultat).
Malheureusement, Archiméde ne créa pas d'école et ses idées ne furent re prises que
prés de 2000 ans plus tard !

B) Ibn Qurra (836-901) et Al-Kuhi (10& siécle)

Déji 1000 ans depuis Archimede, la civilisation grecque n'a cessé de décliner,
Elle est maintenant remplacée par la civilisation arabe depuis environ un siécle.

Les Arabes ne sont pas célébres pour leurs travaux sur le caleul infinitésimal.
Mais, ayant connatssance des travaux de leurs prédécesseurs, ils continuent dans ce
sens en cherchant 4 mesurer des surfaces et des volumes limités par les courbes du
second degré, les courbes dont la théorie est connue.

Voici, par exemple un manuscrit conservé a la Bibliotheque Mationale du Caire

dont "auteur est Al-Kuhi.

La megsure du parabaleide
Austeur | Abu Sahl al-Crabi (o ; al-Kohi) Manascris - .
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) Cavaliéri (1598-1647) et les indivisibles vers 1635,

Cavalieri part classiquement d’une intuition figurale et essaye de mettre au point
une méthode des « indivisibles » dans laguelle une surface plane est la « somme » des
segments qui la compose Cette méthode visuellement fondée ne donne pas bien
satisfaction du coté des mesures. Comment la réunion de segments d'aire nulle mais en
guantité infinie peut-elle donner une figure plane d'aire non nulle ?

E
Vi T H
0 a
Considérant FE = IH pour chaque ligne, il obtient des sommations du type
i 2
a

f‘.l-: dx = 3
0

(sans repére cartésien, mais 'idée de repérer le plan est dans I'air du temps ....)

Au 172 sigele, la transmission des découvertes scientifiques est rapide et Leibniz
aura connaissance des résultats de Cavaliéri mais aussi des résultats de nombreux
géomeéires qui travaillent sur le sujet © Mercator, Grégory, Barrow, Wallis ou encore

Grégoire Saint-Vincent...
Cependant, cette réunion d'indivisibles qui semble une bonne idée cote figure

n'est pas satisfaisante coté mesure. Leibniz et Newton devront prendre le probléme par
l'autre extrémité et rendre un segment infimment petit ce qui est tout autant une
escroquerie @ priori. Mais ¢a marche. la méthode fonctionne et résout les problémes
posés par les physiciens, La pratique fut longtemps sa seule justification.

Le probléme des tangentes ¢t le probléme inverse des tangentes.

Les Grecs savaient construire les tangentes aux conigues, seules courbes du
domaine de la théorie mathématique. La généralisation de ce probléme a de nouvelles
courbes dont Ia cycloide et |"étude du probléme inverse furent deux des moteurs du 17¢
siécle

La rectification de la cycloide,

Comme son nom |'indigue, il 5’agit de remplacer la cycloide par une ligne droite
de méme longueur Probléme trés euclidien dont nous avons gardé la dénomination
pour la rectification des courbes en général.
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[I) Newton et Leibniz, les eréateurs d’une méthode.

« tangente donc dénvee. »
L Schwartz.

Ce passage du concept figural au nombre-dérive ne s'est pas faite sans difficults,
Indépendamment |'un de |'autre et par deux processus trés ditférents, Newton [e
physicien mesureur de flux et Leibniz le philosophe a la recherche des monades,
particules élémentaires, vont donner la solution 4 quelques années d'intervalle autour

de 1665-1670.

Voici des réflexions de Lagrange, ['un des trés grands mathématiciens du | 8é
si¢ele @ w I'idée du caleul différentiel, quoigque juste en elle-méme, n'est pas assez
claire pour servir de principe 4 une science dont la certitude doit &tre fondée sur

I"évidence. » disair -1l

La suite du texte est trés instructive. Elle montre bien la

correspondance entre figure et nombres, entre droite et infiniment petits supposés

[rem de Montpellier

w Llée du onlowd oifrestfiel, qnaijue jeate en ells-
mizme, it L;gr:_nge. n'nst pas daue clitry june sirviy
de ll::n{:ipn: i ona ssience dont lu cecbitushe dmil dies fon-
dee sur |'évidenca, et sartout pour #tro presenide aux cein-
mangints. D'aillecrs il me sembla qua comme dans le
calenl difarentied, tel qu'on l'emploio, on eansiilin vl s
caleule on elfet Jes jpuantitds infingment paedites vn sap-
posiéos infiniment petites allos-mdmes, fa veriiable oubias
plapaiipue de oo cadiuul consiste an ea qua Pevcenrrisallin
de celte fandaa sopposition st redressie oo conpensee

ar celle qui nall des procédia mémes doocabinl, snivant
Fﬂa‘rprela on ne retient dons la dilléeanoiation e les ipuane
lités infiniment petites du méme ordree. Par csemple, i
regardant une caurbe comme un pelygone d'un weinlie
infini de cotés, chacun inliniment pelit, ot dant e pra-
longement est la langeats de Lo courbe, il est claiz gu'vn
Fait noa suppositich erronde; mais Perrenr se feanve cor-
rigée dana le calenl par Pomission quion ¥ Gt s gpoan-
titds infniment patites, Clest ce quon pent faice viir
aisément dana des exemples, maia dont B seenl pend-ciee
difficile de dopner une démonstcation..., La metgplip-
sique do erfend furionmel parait au premoce alonl dus
clairm, paren iue tout le monde 3 aw eroil aroie wog ke

I
TEMPS MODERNES. | !J;!Ti

" - = & & e i
de la vitesse, Blaig, d'un cold, antradeire o mouvamen:

dans uo caleul qui a'a que dea quantiias n]gél.l:'-:l_lqu e
alijet, c'esl ¥ introduirs uos Glee dcranphee, L r'-;u'i_ {I]gl

a regarder cos quantités comena des lignes porconruis par
un mabile; de 'autre, 1l [aut avouer qu'an a'n pas mime
une idee bien nstte da o ogque gest qoa e ocesse o un
ponn i chgie Grslient, larsgue dotld dulerse eql poriobie, ..
Anssi Muwilon lui-wmdme, dand sen livee des Prisciper
w-t-il preficre comme plus courte la mathade des derniines

rerignng des quantifes évanoissondes; vt il fant avonor que

coat anx prineipes de colts méthols que se phiuisent, oo
fernizen analyse, lea démanstrations relatives & calle dey
Weigivune, iy cotts mithode 2, ecnmme celle des himites,
el ngn est proprement gque fo teadetion algeheigue,
le sramd inconvénient de conaidicer les quantitda dang
I'#1at ois obles cossent, ponr aingi dire, d'étre quantitds ;
car, (roiju’an gongates lojours bien e rapport da done
I[uanlites tunt iju'etled desmedirent finies, ce cippert n'elira
pilies i |'|--u.||r1l nwi plee clure =0 prectaa, anssitdl gue ses
ieigs e deviepmenl Pen ef Paoabrs nals 3 lag fafs"on

iige;
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A) Newton, le physicien (1642-1727)

Pas de défimtions, pas de théorémes au sens ol nous les entendons, 571l reprend
dans la rédaction de ses « Principes de philosophie naturefle » la forme de I'expose
d'Euclide, Newton est physicien, done inductif Sur le fond, 1l ne cherche aucunement
i démontrer ses propositions. 1l cherche a construire une méthode. La premicre théore

de I'intégrale ne viendra que 150 ans plus tard !

CALCUL DES FLUxioNS. — La premidre idée ft“""f""‘.“':
dis |a méthoete des fuzions paralt remonter & annce 1683
ou LG&G, apoque ol Newton a'accupait de Panalys=s da b
lumikrs. Poot-étre est-ce Vexomen do [iscean lnmimeny
Jimineant d'intensitd dana Je rapport du carré de la ilis-
tance qui fit naltrn en Jui 'idée de lagénération e gieai-
titdz, Cutte idéa, telle que ln concovait Nuwton, avast panr
point de départ le mowvement il I'a -l'.1_|Eh::Jr.-| buil-midting
Caoncde souy |a forma do ces deox problimes : 1+l lon-
grienr da 'espace pareours et l.',-|I1Iu||1|'||L-r_IH'ILL clainnc
|o'gat=i-dire b chugue moment, quowis [Erporis anarigalol,
tenuver lavilesse du mouvemantd un femps rJ-_1||.:1-J-[u-.=I|.-u|-
it 20 0n vitesse du mounvement dtanl donnve, [FnutkE ls
langueur de I'espace parcourd. = Ainsi,dans Uiqualion o
= 8 i représente, die Newton, la Janguenr da Ve=spes
partairy ou dicrit & nn temps qualvotjue, L] e e
suTe b raprésents un autrs aspace T, augmentant ARTTIRT
Lesga unifirme ¢, nlors sxexprimera la vitesse u'-'i.-r_]u-tuntln
dana lv mime moment I'eapacn y sera dicrit, ol fres verat.
| 'ast ponrquai j'ai conpidied lea quanties canime I.'rlr;l::.'l.u
drdes pIEr 100k degraissement ganbinieel, & Dx wieliedire dd - ove

Mhisosre, — o lisant, & vingt ot un ans, lelivrasde Wallis
i Arithoreticie fufeitorion, Newton asait nold los passuges
i, Tidne A ubcompidesrm guandilfas lamjuim genilns condinin (-

erempmin, wl spaTiiamm, ol carpus due qurlibed ren ool diaerckil.
Soew b, gte, (pnecsln muthesindios, L L, pe 5%, sl Castsllen),
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PRaEn giee déeTin Wik elfed quelvonqus ea Niowmen® o —
S'eaplicpaant easmile ane ]'1lrr1'|aln,i il mot dempe, Nawton
ajente apuil emtend par 1A nne quantitié par inerément
pvererneio)l s loxion {Jesu) de L\l’{ltﬂ] a la tesupa est
rxprime ot meosuré, « appellerat, dit-il, fasires, cos
uantites mque ja rongidére comme eroissant {crescemla)
groduellement et indélinimant; et jo les réprésentersi
par fes derniores letires de UValphalot w, £, 1 ot 2, afin de
L dixtingner des autros quantités, quidang les dquations
sntt eondidiries comme connues et détarminéns, et que
Fon represente par los premidros lettres de l'alphabet,
i, b, ¢, ctc, CJuant aux vitesses que chacone des Moenies
regnit du mouvement géndratenr (vitosao qua jappells
fhizion], jo les éxprimerai par les deroidres lotires de
['alphialset, surmontden d'wn peint 2 1, 2 § ot £ Aios,
pevr I ritesan ou fluxion de In quantita w, jo mettrai w,
wnr le vitosses de @, v, =, jo meltrai £, 4, 2. » Les va-
|1.-un définitives, déduites de la géndration graduella des
ipnanlités, étaient done ponr Newtan, non pas dos aged-
pratiana de particules homogines, mais dea résuliats de
mouvemenis contirus, Daprés cette mimae conception,,
rpi il reatn n'était pas noovelle, les lipnes sont dierites
per 1o monvement des points, Ies surfocos par la trans-
part des lignes, les solides par le transport dew surlaces,
vt les anggles par le mowsement de lours cotds. Maia il 5'a-
pissait oy rialiser celte thiorie par la ealenl. En eeln, il
lst narvailleusement socamndd par le déweloppament, qo'il
aviil tewivd, slis saites infinios of par co qu'on a depuis
appalit e banasiee o Newton., Llanteur nous afait oi-mime
conoilbie comusent il y Clait parveou,
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B) Leibniz, le philosophe (1646-1716)

« Mes méditations roulent sur deux choses | ['unité et I'infini. » disait Leibniz.
Il puise son insperation dans deux domaines au moins - les nombres entiers et les

figures.

1 ) Le calcul des différences en arithmétique (nombres entiers).

Exemple : Soit la suite des cubes : 1,8 .27 .64 125 216 ..

1 ¢r= différence T, 1 3F 61,91, 0
2emu ditférence - 12182430, ...
Feme 1 Fiérence - 6.6, 6

De ces manipulations de nombres entiers, 1l tire l'dée du caleul des différences.
Encore doit-il passer du cas discret de l'arithmétique au cas continu des droites et des
courbes,

2 ) Une intuition sur le triangle caractéristique de Pascal (figure).

Eh ow, les nombres entiers et le triangle. ...
Utilisé par Barrow en Angleterre, ce triangle caractéristique apparait dans le

« traté des sinus du quart de cercle » publié par Pascal en 1658,
L

.'d'ﬂ

EKE est le triangle caractéristique.

En 1673, a la lecture des publications de Pascal, Leibniz déclare ; « Sur une
démonstration trés facile dans son espéce, quel fut mon étonnement de voir que Pascal

avait eu les yeux fermés comme par un sort »,
Dans ses recherches, Leibniz parvient & montrer, par un calcul « sommatoire »
assez compliqué mais basé sur une figure, gu'une somme de y? donne 1/3 2.

3) Une approximation bien peu rigoureuse

Une application du théoréme de Thalés permet alors de créer le calcul
sommatoire sur les grandeurs continoes.

A cette épogque. une méthode est exposée sur un exemple, disons, bien choisi

Cet exemple est ici un probléme inverse des tangentes 1e. connaissant les
tangentes 4 une courbe, déterminer cette courbe.

Ce probléme a longtemps hanté les manuels scolaires sous la forme - Soit une
propriété différentielle des tangentes. sous-tangentes, normales ou sous-normales 4 une
courbe, déterminer cette courbe.
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Etudions |'exemple de Leibmz
Soit 4 détermimer unc courbe dont la sous-normale AB est mnversement
proportionnelle & 'ordonnée v des points de la courbe.

|.E.:AH=E=W avee k=10,

En un point Dix.v) de la courbe, Leibniz applique le théoréme de Thales au
triangle (caractéristique) « infiniment petit» POH et au triangle DAB qui lui est
semblable.

HO) AB dy  w

I obtient ﬁ=ﬁﬁ SO0t auss| ﬁ;?
Les calculs donnent v dv =w dx

K

v.dy= . dx
vigy =kdx
b s
dx =3 ¥ dy

el comme 1l sait sommer v? en vY/3 1l obtient en sommant

-_] a1
=3k

3
Pour nous cela donne - 3k x=yv' el y = 3kx

od 2 . k
dont on vérifiera que la sous-normale est bien en ¥

Hésumé
Peu rigourcuse application du théoréme de Thalés sur un exemple. le calcul
somimatoire de Leibniz (el le caleul des fMuxions de Newton en physique) va connaitre
un immense sucees dés son premier siécle d'existence grice a la famille Bernoulli
entre autres et malgré quelques réticences quand méme
Mais cette nouvelle méthode était si peu fondée
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Par ailinages successils | il donnera

== b
s==> & =[lx)}x = F(b)}-F(a)

/] | a

0) A dx h X

Autrement dit. guand on remplace un cdte d'un rectangle par la courbe d'une
fonction f et que "on sait par I3 méme mesurer les « indivisibles » de la surface, alors
on sait caleuler aire de celte surface, mesurer cette surface.

Comment le fait-on 7

En découpant Ta surface en rectangles « élémentaires » d aire fix )dx que |'on
somme | Mais qu'est-ce qu un rectangle élémentaire 7

Qu'esl-ce quun « infiniment petit » 7 Le probléme trouva un début de solution au
F7e siécle avee les « évanouissantes » Le passage du segment « fini » de longueur non-
nulle « dx » & sa limite posera longlemps un gros probléme aux scientifiques.,

Cette histoire est longue et au 17¢ siécle, nous sommes encore loin, trés loin de
I"intégrale usuelle. Vorer ce qu'en pensait Newton dans ses « Principes de philosophie
naturelle » les bien nommés.

Dans le livre | du mouvement des corps, Newton donne le commentaire suivant
sur sa « méthode des premiéres et derniéres raisons» a propos des rapporls de
grandeurs finies devenant trés pelites

«On peut objecter quiil w'y a avcune proportion derniére des quantités
Evanouissantes . puisque, avanl qu'elles s"évanouissent, leur proportion n'est pas la
derniere et que. lorsqu’elles sont évanouies, leur proportion n'est plus,

Mais on peut ¢galement soutenir par le méme raisonnement quun corps qui
parvient en un lieu déterminé n’a pas de derniére vilesse. guand son mouvement
s acheve - en effet. avant qu’il atteigne ce liew, il n'a pas de derniére vitesse el quand 1l
I'a atteint, il n"en a plus aucune Mais la réponse est facile  par « derniére vitesse »._ il
laut entendre la vitesse 3 laquelle le corps se meut, non pas avant qu'il attergne son
dernier lieu et que son mouvement cesse N apres mais au moment méme ol 1l atteint
ce dernier lieu et cesse de se mouvoir De méme par « derniére raison » des quantités
évanowssantes, il faul comprendre la raison qu'ont des quantités non pas avant de
s évanouir, m apres mais celle avee laquelle elles s évanouissent »
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Les « Traités de caleul différentiel et intégral » de 'abbé Bossut, 1799,

{an VI de la Republigue)

Le « nouveau caleul » meluant les infiniment petits a tnomphé tout au long du
| ¢ siécle dans la résolution des problémes des physiciens Aucune théone n'est venue
étayer la méthode qui n’est vahdée que par les résultats et ["expenence.

Voici comment elle fonctionne.

TPAITE

DE CALCUL INTEGRAL

NOTTITOoONS GENERALE.S

374 L £ Calcul intégral est Pinverse du Calcul
ditfereniiel , er consista par conséquent 4 trouver
Pexpression d'ait une tormule différenuelle est censée
avoir ¢ tirde par la différenciation, en suppeosant,
comme dans le Traitd précddent , que les dillérences
sout infiniment petites,

Malged les simplifications que cene hypothése de
differences infinimenr peines apporte dans [es calculs,
il s'en faur beaucoup que les géamérres possedent
des mithodes pour indgrer toutes les expressions
diffévencielles ; cependant ils ¢ poreé 'art rés-loin.
Independamment des excellens oauvrages qui ont éid
pulilics a part sur cete maucrs , Lo Mémoires des
academies des sciences de [Paris, de Berlin, de
Pérershuourg . de Bologue , de Turin, de Gor-
tingue , &, ,  contennent une foule de prralondes
IE{:!II.I_'H:!I.L,‘.E SHIT 1'.a|1;||1_|r~\.1: i fioitcsina b Jruret . dhLE SUEE
Ws :||~|1|i:'.:ui':1::s AL |1|u.s imporans prrablenes des

scienees physico-mathéniques. On sent quiil n'est
o=
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TH

NHOTIDNSG CERERLLES.

4t
[ possilile de Luie enwer toutes ces découvertes
duirs un espace sussl bomd gue celui qui m'est pres-
crie pav L mare de cer ouviage §omais | aw mwins
ju mwe propose de Liire conmiitee 8 @ mes lecidurs
'are du Caleul ingégral dans tout ce epun’il renferme
du plus essemiel erde plus unile | et de les meitre en
et e puiser e itemient dians les sources fue
& WIELEE r_F'l':];Jil[ﬂL'T.

Je diviserai ve Traied en trois parties: [a premicre
2urL pon alijet I.illnl-l.:gl.'lf.ll,,ﬁll des formuoles ditléren-
wclles du premier ardie o il n'entre quune seale
varialde. Clest ce quion appelle en géncral & probiéme

Fagehrtares.

L3 seconde taitera de 'hnégration des expressions
diflvrentielles e rows les ordres | quel que soit le

pgrmbare des  wartalides,

.|'.'I:_|

ans L trofsicnie jexposesai les principues de cette
ranche gu'on eppelle aujourd hui fe Ldeal in'h‘gr:rf
au differences Imfrr:'e."."r.-:.

Vajouterai & cer ooveage un pent Foiee de fa
mithgde ey Furiariong, er de ses usages. Elle s'applicue
prrincipalemsnt aux prealdimes qui our pour alyjet la
recherche des courbes gui jouissent de guelques

F.H_:-iuil.-:t:i. W oamao s el i -
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PARTIE.

PREMIERE

Le limtégration der Formuler differenticlles  du
prewier oredre . & wae senle varicabie.

CHAPITRE PREMIER

F.l'.;.u.:'.r;,:r.er EENEraRY : .-‘!I,'rpﬁmrfaru aivertes.

2'}"6 Lo remarque géndrale de anicle 40
sapplique ici, Clen par B manidee dont on descendl
d'usie prandeur Hnie 3 sa diflérentiel e fu'on est
parvenu § trouver récipraguenmcar la médode [rong
remvonter e [a fiffdeemiells 3 12 grandeor fuie |
dans un certam nombre de cas simples , auxeuels
on tiche ensvite o'en assimiler on rappeler dlouties
plus composds, par des tasformations o des ape-
rations amalyricus rueleonques,

Avant d'entrer dans Pexposition de cos régles ,
Javerds qu'on emiploic le sigue (Elacd au-devane d'une
expression diflcrenticlle | pour indiquer J'r'ulr_‘gr;lfu de
cene cxpression. Ainsi oy o S — xx ) veur dire
Limecgrade de la formule differentiolle o x vl — xx),
ouw it fomnmre o toutes les exprestions e cetie erpiee,

I voit gpre le h-E;;IIL‘ A oest ponr fes integrales des
dificrences infiniment petites | ce que le sipne X est
poar les intdgrales des différences finics. Ces sighes

3
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246 CALEUL INTLORAL:
sappellent sigwes d'inrégration, fignes sommateires ¢ ils
sont les signes inverses de d et A,

Dre-14, on diffévencie une inl_r'grn.le fﬂrﬁ.ﬁl‘uff' enatant
le signe f© Ainsi la différendelle de fdv/ faa — xx)

est dyy/ faa — xx, )}
Regler simples &8 fondamentales pour I Tutégration.

2777, Soit x une grandeur ow fonction variable
qu:|cnl:|:[ue. Puisepue sa différenticlle est dx, réci-
prodquement lintdprale de dx est .

De méme, la différentielle de x* étant axdx,

reciproruement [’;int.:fgrnle de 2 xaw est x*; la différen-
1 4 T i i
tizlle de x = drane o2 da, P'itégrale de 2 55 dv est x7 ;

la diffvrantielle e -;. ondex” " #ant —— zx™ "dx,

- - L
Pimdgrale de — 257 'de est 27" on —s,
L

En gdénéral , soit la formule x™, m étant un
expoiant  constane  queleandgue @ o différenilelle
est mua”  Cdw; donc, réciproquement limiégrale
e mx™ " 'y et x™,

Si Pexpresion x™ énit affectée d'un coefiicient
Constant q:lelu-::mque i, ou qu'n:u:: eut ax™, la différen-
iiclle serail max™ ~ "de, et Fimégrale de max™" "dx
reritit @x™, La constante o affecte dgalement Ja diffé-
rentielle et intégrale : on peut donc mesire & ["écart
cette constante pour abréger, saub 3 la rérabiliv quand
Fapiration est achevie,

=8, De-li résulta cette regle péncérale, qui est
vt bge de owe e calenl inégral ;
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CHAPITRE L™ 247
Pour intégrer fa formole x"dx, deey d wy T FENLET
Pexposant w d'vae unité, et diciey le roat puar ce nenvel

. x |
exposant. Alnsi _,l'.‘r'd’.r:-—..,- & ([UE VOUs pouver
W ol

virifier par [a différenciation.

Limtégrale de »"dx se présente done de cene
maniire immediatement sous die forme finie, quel fi
soit l'exposant «, positif ou néganif, entier ou rompu,
sauf le seul eas olin = — 1, dom ie patlerai 1oue
it I'"heure.

Enappliquane cetee rigle i des exemples, an trouvers

bt

E £ i x i i
frufr‘_—%.rr; f: dxr = A aimsi e

weres.

On doit avoir sain dajantes i charprie indgrale une
i +a
" - . i - ;
constante arhitraire; car la difiirenticlle de ——
. T

L]
L]

et celle de

- O, éamt également "4y,
¥
réciproquement Fimégrale de x"dx peur ftre , oo

LN ol

& 0l
[ | T o=f= 1

== C. La constante O

simplement

se détermine par les condidons du probleme qui a

donné lieu i Mintdgration, comme on en g vu des

exemples dans Pintroduction ¢ B Comme Qi en verrg

une multiude dans la suite ; elle peut fue zémo, ou

avoir une valeur finje fuelcongue , positive oo ne-

gative, et quelquefois une valeur infinie. Ak, ponr
(1 4

248 CALCUL INTEGRAL:
aliréger, nous ne I'éerivens Pas toujours; elle daon

A moing Eire toujours sous-ensendue,

Irem de Montpellior

281, Corotlaire 1. Reésumons, et concluons que
. . LR — pAma
Pintégrale (" de pewr sexprimer par 0
A = ]

our tout nombre & aypee que — 1, et par J'-—’—
al

pour la wvaleur particulitre 7 = — ;_§; pour

abréger, on amet [1 constante a ajoutée en intégrant,

L

Vintdgrale est dans le premier cas, et /x dans

==
Ie secand,

282, Corollaive IT, La régle précédente s'applique

a5z CALCUL INTEGRAL:

immdédistement 4 toutes [es différentielles monomes ,
puisque toutes ces différentielles sonr réduciibles &
la forme »"dx, oun kx"dx, k éiant un coifficient
canstant, qui doit affecer I'intégrale comme il affects
la différenticlle. Elle s'appliquera aussi anx différen-
tielles complexes qui pourront éire développies en
termies de la forme précédents : en voici quelques

exemples,
28, Exgmere T Intégrer dxfa -+ bx -+ cx')".

Je dével ppe la puissance 2 de 2+ bx -+ cx )
ce cluir change l'expression proposée en eelle-ci,
' de 2abxdy 4 Fx'de+ 2acx’ de 4 2bore’ de - e xtdy.
Alars chague terme en particulier est de la forme
£ Tniggant donc successivement tous  Jes
fermes , et ajoutant ensemble toutes les intégrales | [a
samme sera [intdgrale demandde, puisqo’un tout

w'est autre chose que ls somme de ges parties, Cegpa
1 B 1

i ' 1 | E L :.;:
intégrale est done, o' v + aby' - =
i 3
ket ¢ iF "
o — e} -+ C; C fant upe consiants
L |
arlitrarre,
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1)y Canchy (1821), Riemann (1860), Lebesgue (1902), les théoriciens.

Newton el Leibniz avaient construit une intégrale

Partis d "une figure. 1ls ¢taent parvenus a faire entrer les infiniment petits dans les
calculs. Leur réussite, au-deld de toute espérance, s'identifia & un nouveau caleul alors
quil  sagit dwune  clel  umverselle.  alliance  intime  entre algébre et
geometrie W Chasles). entre figure et nombre. La nouvelle écriture algébrique, créée
pour les équations vers 1637, trouvait un autre champ dinvestigation dés 1665. Le
nombre x initialement inconnu et fixe devenait un nombre x connu et variable.

L ¢erture algébrique permettail un nouveau calcul sur les quantités variables
supposees connues ¢ méthode analytique Buler fit merveille avec ses collégues du
XVINe sicele, les Bernoulli. L Hospital.

Cauchy, 1821,

Pourtant, & I'aube du XIXé siécle, si moult problémes étaient résolus. aucune
théorie navait vu le jour | Les caleuls différentiel et intégral fonctionnaient
mervellleusement sans justification bien claire

Dans son « Cours d analyse algebrique » de |'Ecole polytechnique. Cauchy allait
denner ka premiére vraie théorie de |'intégrale,

« Analyse algebnique » La dénomination est correcte. | éeriture est algébrique
par ses origmes La méthode est analytique, Mais mon tout est de la géométrie
algebrigue. (Les fonctions resteront du domaine de | algéhre Jusqu awe début du XXeé
siecie )

Riemann, 1560,

Pourtant les questions réapparaissent rapidement La « rigueur » de Cauchy va
s averer (rés insuffisante pour les géométres allemands, Weierstrass précisail © « Ouand
Causs dit qu'il a démontré quelque chose. cela me parait trés probable, quand Cauchy
be dit, 1l y o autant & parier pour que contre, quand Dirichlet le dit. cela est certain. » Et
Riemann le visionnaire va donner une nouvelle théorie de |'intégration, toujours &
partir d une intuition figurale

Lebesgue, 1902,

Fncore une fois. les reponses apportées par Riemann vont surtoul susciter des
- questions. La principale etant © du cité des nombres, les geométres ne savent pas hien
dans quel domaine ils prennent ce nombre x tamt usite, Cetie inlerrogation va mener a
I"ensemble des nombres réels, 4 la théorie des ensembles ( 1880} et enfin & la droite
réelle. magnilique objet de la péométrie algébrique. Dés lors, les théories . de la
mesure se succedent et Lebesgue peut entrer en scene avee une nouvelle intuition
grometnque. « Intégrale. longueur_ aire. » Lintitulé de la these de Lebesgue {1902) esi
d une redoutable simplicité. Cest ¢a le génie |

Il commence par construire les ensembles mesurables et en 90 pages renouvelle
completement la theorie de Pintégration  Méthode du caissier pour compter el
decoupage des « y ». Les théorémes sont alors d une totale nouveanté
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Cauchy : Résumé des lecons données a I'Ecole royale polytechnique sur le
calcul infinitésimal, 1523,
VINGT-UNIEME LECON.

Inidgrales défines.

Suprosons que, la fonction y== f{| étant comtinue par rapport & la
variable v enrre goux limites finies y—r,, r—.%, on désigne par r,,
¥ . oa,., de nouvelles valeurs de x interposées enwre ces fimices, e qui
aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis fa premiére limire
jusqua la seconde. On paurra se servie de ces valeurs, pour diviser la
differance A — o, e elemens
(1) Ny, T —k X —, o X —x,

q seront tows de meéme signe, Cela posé, concevons que l'on multiplie
chaque élément par la valeur de f{x) correspondante & [origive de ce
méme élémene, savoir, ['élément x, —r, par fix,), I'élément r, —x,
par fix), &c., enfin Iélément X —x,_, par f{x,_); et soit

(2]  T={r,—x,) fle 4 (ra—s,) flg.) 40— X =) flxe)
la somme des produits ainsi obtenus. La quantité 5 dépendra évidem-
ment, 1. du nombre w des élémens dans lesquels on aura divisé la
différence ¥ — ., 1.* des valeurs mémes de ces élémens, et par con-
!E'quﬁﬂl: du mode de division a.dnp:f_ O, il ':m!:lt:urt: de rEmarquer que,
si les valewrs numériques des élémens deviennent trés- petites et le
nombre u tres-considérable, le mode de division n'aurz plus sur Ja
valeur de J qu'une influence insensible. Glest effectivement ce que f'on
peut démontrer, comme il suit.

5i T'on supposait tous les élémens de la différence X' —x, réduits a

un seul qui seraic cerm différence elle-méme, on aurait simplement
(1) S=({A—=z)(x.)
Lorsquau contraire on prend les expressions (1) pour élémens de la dif-
frence X'—=x,, la valeur de §, déterminée dans €= cas par Iéquation (1),
est égale A la somme des élémens mulripliée par une moyenne entre les
coefficiens

f{h]q f{-"::h f{:;}r =80 ft"l-il
D'aillevrs, ces coefficiens érant des valeurs particulitres de Pexpression
Fle. =8 X —x.)]

qui correspondent 4 des valeurs de 8 comprises entre 2éro et lunité, on
prouvera, par des raisonnemens semblables & ceux dont nous avens fait
usage dans [a 7.7 legon, que la moyenne dont il sagit est une autre valeur
de la méme expression, correspondante & une valeur de § comprise entre
les mémes limites. On pouira done & Iéquation (1) substitver la suivante
(4) F o= X ) f[ 2= X —x)].

dans laquelle 8 sera un nombre inférieur & Funite.

Pour passer du mude de division que nous vesons de considérer & un
autre dans leguel les valeurs numdiiques des élémens de X —x, soient
encore plus pesites, il suffiva #¢ partager chacune des expressions (1) en
de nouveaux elémens. Alors on devea remplacer, dans le second membre
de Péquation (1}, le produit [x,—x,) f(x,] par une somme de produits
semblables, 4 laquelle on ponrra substituer noe expression de la forme
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(v, —x ) f{=+0 (5, —x]].
8. étant un nombre inféciesr 4 l'unité, attendu quil y aura entre cere
somme et le produic (¢ —=z,) S (x.) une relation pareille & celle qui existe
entre les valeurs de ' fournies par les équations ({) et (7). Par la méme
raison, on devra substituer au produit {x,—=z,) f(*,) une somme de
termes qui puurra dire présentée sous la forme

(¥, — 2 ) f[x,+ 8 (v, —2,)].
8, désignant encore un nombre inférieur 4 lunité. En continuant de la
sorte, on finira par conclurs que, dans le nouveau mode Je division, la
valeur de J sera de la forme

(5) = (x—x) f[z.+~E, (#,—x) )+ (2=, ) f[x, +0, (x,=x )]+ ...
[ X=x, ) _i"[:,_,, w8, (X—x,., }]
5i fon fait dans certe demniére équation
f[.:.+ﬂ.[r,-—-x,‘]]=_f{:‘,}:l:l. 3 I[I. +:H| {x.._.;.}l =I['tl}='|"'*"
----------- T T TR TN R o T | P T

{8} -.Tr.{;.—r_].[__r"[r,]i-!,] fr—x, [ _.I"[r_]iel] -|-..+{.-‘£'—.:’..__J[ﬂ.r,_.]:|:i__,.r
puis, en développant les produits,
(7] S=1lx, —x,) 2+, —x, ) fx, )= ... + f-r.__,jlfﬂ.r.__ J
=+ g, |:_-;-I__f_:|-_'- £, lx, —.T,] . EE,, |:..f-—-.:r._,].
Ajoutons que, si les élémens », —x,, 2, —x, ... X' —x._ . ont des valsurs
numériques trés-petites, chacune des quartités Je,, H=e ||, =g
différera trés-peu de 2éro, et que par suite il en sera de méme de la somme
b (A (e ) B e iy [ ==y,

qui est équivalente au produit de X' —x, par une moyenne entre ces di-
verses quantitds. Cela posé, il résulte des dquations (2] et (7) comparées
entre elles quon n'altérera pas sensiblement la valeur de f calculde pour
un mode de division dans lequel les élémens de la différence Y—x, ant
des valeurs numeriques trés-petites, si l'on passe 4 un second mode dans
fequel chacun de ces élémens se trouve subdivisé en plusieurs autres.

Concevons & présent que on considére a-la-fois deux mades da divi-
sion de la différence X'—x,, dans chacun desquels les élémens de cetee
ditférence aienc de trés- petites valeurs numériques, On pOUTTa com-
parer ces deux modes & un troisiéme tellement choisi, que chaque ¢[é-
ment, soit du premier, soit du second mode, se trouve formé par la
réunion de plusieurs élémens du troisitme. Pour que cette condition
soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x, fntfr‘FDE-l.:fj dans fles
deux premiers modes entee les limites =,, .Y, soient employées dans le
trodsieme, ec on prouvers que Von altére trés-peu la valeur de 5, =n
passant du premier ou du second maode au troisieme, par conséquent,
en passant dy premier au second. Done, lorsque les élémens de la dif-
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férence X'—v, deviennent infiniment petits, le made de division n's plus
sur {a valeur de ' qu'une influence insensible: et, si l'on fair décroitre
indéfiniment les valeurs numériques de ces élémens, en Augmentane leur
nombre, la valeur de 5 finira par dtre sensiblement constante, ou, en
d'autres termes, elle finirz par atteindre une certaine limite qui dépendra
uniquement de la forme de la fonection S (%), et des valeurs extrémes
*., X auribuées & la variable x. Cette limite est ce qu'on appelle une
integrale definie,

Observons maintenant que, si l'on désigne par Ax =4 =dx un ac-
croissement fini aceribué a la variable x, les differens termes donc se
compase [a valeur de 5, rels que les produies (x,—z2,) f(2.), (x,—=)fx.),
dc. .. seront tous compris dans la formule générale

(8 dflx) = fix) dx

de laquelle on les déduira I'un aprés lautre, en posant d'abord r—=x,
et h—=x,—r,, puis x—x, ot f=x,—x , &e... On peut done énon-
cer que la quantitd I est ane somme de produits semblables & l'expres-
sion (8); ce qu'on exprime quelquefais 4 ['zide de la caractéristique ¥
BN £CrIvantc

(9] J=Z4flx)=Zf(x)Ax

Quane & lintégrale défine vers laquelle converge la quanticé 5, tan-
dis que fes élémens de la différence A'—x, deviennent infiniment petits,
on est convenu de la représenter par la natation (4 (x) ou [f[x)dr, dans
laquelle la letere [ substituée & la lertre E indique, non plus une somme
de produits semblables & l'expression (8), mais [a limite d'une somme
de cette espéce. De plus, comme la valeur de lintégrale définie que
F'on considére dépend des valeurs extrdmes »,, .Y attribudes & la variable
¥, on est convenu de placer ces deux valeurs, la premitre au-dessous,
la secande au-dessus de la letere £, ou de les derive & ced de lincégrale,
que Pon désigne en conséquence par une des notations

A iy
(ro)  [7 flx)de, fff:}dx[;]- f_,l"[.r}d'r[l_r :
La premiére de ces notations, imaginde par M. Fourier, est la plus simple.
Dans le cas particulier oit la fonction flx) ese remplacée par une quan-
tité constante 4, on trouve, quel que soit le mode de division de la dif-

férance X'—=,, J=a(X¥—uxr), et l'on en coneluc
(¢ 1) [ ade=a(X—s,),
Si, dans cette d:rnilérc formule on pose a=—1, on en tirera
(12) j:':n'x:.,i"—-.v..
——— et e
1T Alain BERNARD
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B) Riemann: rappel de ses idées par Lebesgue.

[. |4TRORALE DEFINIE DES FONCTIOND D UME ViRILALE.

15. Au powe de wue géométrigue le probléme de 'intégration peut se
wngar ninsi
Flant donnde une courbe C par son équation y = f(z) (f 23t une fonc-
‘ign eontinug potitive, les azes sont rectangulaires) fronver Uarre du domaine
‘imitd par wn are de O, un segent de 0z of deux paralitles & Paze des y
V'aheisses donmdes a ef b, (a < b).
Catte nire s'appelle ['intégrale débnie de [ prise entre les limites a et &,

g )
elle se raprésenie par ' flx)dr
, |

Archiméde en quarrant un segment de parsbole a résolu un cas parti-
culier de ee pmh]emﬂ. La méthode classiqua upp]i-:ahia FLTRRELTT gEﬂ.érai f2e] | I
sisle essenticllement a dvaluer les cteindues intérieure vt extévieste du do-
maine & Pnide d'ope division de plan en rectaogles dont les cdtés sont pa-
ralltles & @5 ot Uy, Pour avoir ces rectangles leagons d'abord des paralléles
A Oy, puis divisons les bandes obtenues par des segmeaunts paralliles & 0z,
Ad'urdonpées variables d'une bande A 'antre. 5i 'un R, des nctangles B ainsi
farmés doit étre considérd pour caleuler l'une des étendues, tous les rectan-
wlas [ situds Jdans ln méme bande et compria entre B, et Dx dotvent aussi
viree considdrés pour le caleul de la méme étendus. Les dleadues sont donc
des limiles de sommes J'aces de rectangies ayant leurs bases suc 0.

Suient 4,, 3,... les [opgueurs de ces basem; my, my, .., M, M, .. les
eibedrs inléricures sk :sul_lvét'ieur'e:] ila f dans feg inlarvalles Eﬂ-frHPﬂﬂdRﬂtﬂa Si
I'an suppose les o donnés, c'est-i-dize les paralieles & Oy tracdes, et si l'on
chois:t les segments paraliéles & 0z de manitee A obtenic les valeurs les plus

npprochées posibles pour les étendues, on obtiendra pour ces valeurs appro-
chées :

g =Ed; m; ==X M.

Aiusi on sait caleuler lea deux étendues du domaine; on démontre qu'elles
sont ¢gales, le prohléme que noug nous sommee poeé s done un sena ef nous
savons la résoudres,

Relativement aux fonctions £ boroées queleonques M." Duimsovx a dé-
moutrd |7) que les dewx semues 5 et 5 tendent vers des litnites parfailament
détermindes; on les appelle intdgrales par défaut et par ercls. Lorsque ces
leux intégrales sont égales, et cela se présente pour d'autres [unections que
lea functions continues, la [onction est dite intdgradle et la limile commune
de 3 at § est appelén depuis Riswaws (**) Vintdprale definie de f prise enlre
i ek B,
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C) Lebesgue : une toute nouvelle technique,

Lebesgue : Intégrale, longueur, aire (1902)

Chapimel - Mesure des ensembles

' AR

Nous nowg By apasons effaddocher & m'a.-r:f'ru grgenille bovnd i rambae go-

silef on nu! que nows appellerons so mesuwrs ef satisfaisant anz condilions
FHCiles

1.0 I exrsle des ensendle: dond la wesuve next pas nulle,

22 Deur gnsembies fganr anl HITHIE  ESH e,

3 La mesure d: fu somns d'uu wondre find au d'wae viffaile dingm-
bl fe d'aus vibles, sar s paints comouns, dene & dour, e3t b somme des mes

gy e ceg oeogombles.

2 Buppnsons possibile |e prabléme de |41 mesure. Tn enzemble form

d'un senl pent i une mesure noile car un ensemble Lnrne contepant e

Bty de pons doit aceic une mecaee B L'eisemble dus points d'un

segment Y a done mene mesuse que M at N Fasent oy non partig du

Pensemble; d'aillenrs M N ne peut arvair une-mesire nulle sans qu'il en snil
de wéme pour toul enzemble borpe

Choisissans un sezmens W ¥ ei ateribuons lui | pour mesure. On 2ait que

s on pread MV pour unicd de lungueur on peut attacher 3 chaque sep-

want P oun nombre, sa longuaur: ce nambre est nussi la mezure de ['an-

sembhle des points de PO, Pour s'en convaingre il sufit de e rappeler que si

i .
b fongueur {de P Q est commensurable st dgale & - il existe un seement B S

: =
eonleny = Fois dans P &) ar 8 fois duans M N et que st { est incommensurable,
A towt nombre ) inféieur 4 | carrespond un sezment contenu dans P Q. et de
langmeur 3 ot & tout nombre 1 suparicur & { un segment contenani ' Q at
de longuaur X,

Faour que la 3" condition du peablame de [n mesure soit remplie, il faut
que o longuenr d'un segment somme d'un mombre fini oo d'une iufinité
Pautres segments, n'smpiétunt pas les uns sur les antrea, soit In samma des
‘anguaurs de ges segments.

Des proprités des langueurs il rdsulte quil en est bien ainsi si les seg-
nauts composants sout en nombre fni; cels est encors veaj s'ils sont an
wimbre infini. (Foir les Lecons sur ln Théurie des fonclions, da M." Bones..)

3. Un ensemble F érant donnd, an peut dwne infinité de manidres en-
ermer ses points dans un nombre G an une infinibs dénambirable d'inter-
ralles. L'apsemble E, des points de ces intecvalles contient £ .done ln me-
nres m (E) de E est qy plus dgnle & cella m () de E,, e'ast & dire aun plu
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ezale & la somme des lsngueurs des intervalles considérds, Lo limile inférieure
da celle somme est yne mits supérieurs de m (E), nops U'appellerons la me-
sure extérieure da E, m,(E),

Supposons que tous les peints de E' appartiennest 3 gn segment A B,
Nous appellerans complémentaire de E par rappert & 4 B, Cig(E), Mensem-
ble 4 B— & Fuisqie la mesurs da Can(E) est au plus Me [Cap (E)] cella
da F est au moins w(d B) —m, [Cu(E}]. Ce nombre pa dépend pas da
eeiui des segments A B contenant E ehoisi; nous I'appellerans la masure
intdrieure de E, wi i E). Deux ensembles fgaux ont dez mesires inlérieures
égales et des mesures extiriegras égales, Daillaurs puizque I'on a;

m,fE} -I— e, [.l'_-'_,l i |: E}f =1 {-" E_r

e mesurs extdricnrs n'est jamais inférizuce & la mesyrs intérieure. i la pro.
bleme do la mesure sst possible, la mesure d'un ansemble B as eomprise
eutre les deux nombres m, (E), mi (E) que nous venons de définie

4. Nous appellerens engembles mesrrables (*) cens dond les mesures s
fertewre ef fubdvivira gant egeles, Ia valsur commune da ces daux noribres
serd I mesure de Penzenible, si e probleme de Ia mesura est passible. Des
propriétés qui suivent il résultern que e nombre ne(E) ainsi déf, satisfait
Lien aux conditions dy prableme de da mesure si Pon sustreins 4 me o
idrer que des enzembles mesurables,

La définition des eosembles mesurables est dquivalante & celfe g - Ui
eusemble E' est dit mesurable s'jl est possible d'enserrer ses poids dans des
intervallas =, et ceux de son complémentaire dans des intervalles g do ma-
nidre gue la samme des lenguenrs des parties communas aux « et aux 3 soit
Jussi patite que |"an veut,

i Alain BERNARD
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Mesure de Borel, mesures de Radon.
A) Les mesures abstraites (on de Borel)

Maintenant gue nous connaissons TOUS les nombres réels (au sens de 'analyse
du 19¢ siécle). il reste & mesurer toutes les parties de la droite réelle. Pour cela, il est
important gue ces mesures géneralisent la mesure usuelle de intervalle [ab] avec
quelques propriétés hiées av bon sens. En particulier que la somme des mesures
d intervalles (puis d"ensembles) disjoints soit la mesure de leur somme

Borel eut la meilleure intuition en limitant ses ambitions 4 la mesure des tribus
d ensembles. On ne sait finalement mesurer que les intervalles, leurs réunions et leurs
intersections, Cette mesure de ["aveyronnais Emile Borel (1871-1956) eut ot a encore
un franc succes car elle géndéralise vramment bien la distance wsuelle aux espaces
metriques defims par Fréchet en 1908, De plus. elle reste trés proche de notre intuition
spatiale.

Trows axiomes suflisent dixy)=0ex=v (séparabilité)

di{x.v) = div.x) (symeétrie)
dix.z) = dixy) + diy.z)
{Inégalite tnangulaire Euclide. livre 1. proposition 20)

Frons concepts dont Nongine est trés hée a 'espace. vous en conviendrez !
Trous concepts spatiaux traduils en nombres,

1) Les mesures de Radon

Laurent Schwartz, dans « un mathématicien aux prises avec le siécle » éerit dans
un paragraphe intitulé « des erreurs de bourbaki » - « dans ["évaluation des probabilités,
Bourbaki a commis de franches errcurs. Antéricurement existaient les mesures
abstraites ou de Borel sur des ensembles munis dune tribu. Bourbaki a introduit, sous
Finlluence d"André Weil et de son livre remarguable [ intégration dans les groupes
fapolagigues ef ses applications, paru en 1940 et que j"ai beaucoup travaillé, les
mesures de Radon sur les espaces localement compacts. 11 y a done deux théories de la
mesure, egalement nobles. tres etrangéres ["une 4 |"autre | mesure abstraite et mesure
de Radon. Le terme d abstrait est ici un peu ndicule, Les « espaces abstraits » de
IFréchet sont tous cews qui sont « guefcongues ». ils généralisent les espaces usuels, la
dronte, le plan, Uespace a troes dimensions o dans lequel nous vivons » . les mesures
abstraites sont des géncralisations de la mesure de |ebesgue sur des « espaces
abstraits ». Bourbak) a totalement privilégié les mesures de Radon et rejeté les autres
Or les probabilités nécessitent les autres. »

Irem de Montpelher 11 Alain BERNARD



Une conclusion geométrigue,
1) La méthode constructive
Aprés la géométrie de mesure des Babyloniens et Egypliens, puis la géométrie

d'Euclide et la géometnie de Descartes, I'éenture algébrique Fait entrer les infiniment
pents dans la géometnie. Le caleul devient prépondérant.

MNambre

Figure Ecriture algébrigue

l.e nombre x. donné et variable, fait merveille dans cette « analyse-algébrique ».

I1) La théorie déductive

Dians un second temps, les theories font encore progresser le ealeul intégral, En
devenant théone de I"intégration, le calcul intégral, science de la mesure, devient 4 son
tour un savorr déductif,

Est-l plus certain muri de la théone de Cauchy 7 La réponse n’est pas évidente.
Pourtant cette recherche a permis & Riemann de s’interroger sur ses déficiences et, la
encore, une interrogation sur le nombre x a permis des progrés

Les théores de la mesure et une dermiére (7) intuition géométrique ont donné
Iintégrale de Lebesgue. Cependant, le probléme étant de mesurer des grandeurs
continues-les surfaces principalement- 'intégrale de Caunchy suffit le plus sonvent
La simplicité de sa construction devrait en faire encore pour quelgues temps la base
de 'exposé de |"intégration.

Les géométres de la Révolution Frangaise (4 |'exception de Condorcet) pensaient
i la mine trop profonde » mais 1ls lassaient une porte ouverte en disant « qu'a moins
quonne trouve de nouveaux filons, il faudrait |'abandonner. »

Qu’en est-il de I"intégrale 7

Les nouveaux nombres de I'analyse non-standard sont-ils ce nouveau filon 7 Ou
bien les progres viendront-ils de la mesure de Radon chére i Bourbak) ?

Figures ou nomhyes ?
D'on viendra la prochaine intuition créatrice ?
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7. LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE
Maonge 1748, 1818.

Apres de remarquables études, Gaspard Monge (1746-1818) se voit confier un
poste d'enseignant de physique dés l'ige de 16 ans. Passionné par le dessin technigue, il
crée une nouvelle technique géométrique dans ses 9 leqons de ['Ecole Normale,

Il énonce : « la géométrie descriptive sert a représenter sur une feuille de
dessin, qui n'a que 2 dimensions, tous les corps de la nature qui en ont trois,
pourvu néanmoins que ces corps puissent étre définis rigoureusement »,

Amsi le principe de la géométnie descriptive est de projeter un « objet
rigoureusement défini » sur 2 plans perpendiculaires, un plan de base horizontal et un
plan frontal vertical, plans se coupant suivant la ligne de terre.

Cette méthode permet d'avoir 2 vues en vraie grandeur de l'objet. Pour ce qui
nous intéresse, nous retiendrons:

1) Monge reprend un principe de projection proche de celw des repéres
cartésiens.

2) La géomeétrie est une méthode de construction.

3) La partie mesure des objets reste implicite. Monge ne mesure pas ses objets
avec des nombres mais bien siir cherche & obtenir des résultats meétriques avec de
vraies grandeurs sur les plans de projection

4) La partie logique de la géométrie reste aussi implicite méme si le raisonnement
esl sous-jacent.

5) La géométrie descriptive est restreinte aux « corps ngoureusement définis » 1e.
les objets de la géométrie (et pas les objets de la nature),

A Faube de la révolution industrielle, la géométrie descriptive, inventée par un
des créateurs de I'ecole Polytechmique, connaitra un franc succes.

Bien que la partie mesure et la partie logique restent implicites, elle donne
incontestablement une bonne vision dans l'espace, une bonne description des objets

étudiés

Page suivante , un probléeme de géométrie descriptive extrait du « Journal de
mathématiques élémentaires » de Juillet 1911,

lrem de Montpellier 13 Alain BERNARD
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ELEMENTS

DE GEOMETRIE

ILEN [}

A. M. LEGENDRE,
AYED ADDITIONS ET MODIFICATIONS,

PAR M. A. BLANCHET,

snoien #lere de TEonle FiATIrTapEu,
dir=gltur des Hinder malbdmadiqoes de Sais = Farer.

TROISTEMFE EBITION,

PARILS,

LIKRAIRIE DE FIEMIN DIDOT ERLIES,
LHPRIMEUNS DE L'INSTITUT DE FRANCE,
LR lyrom, K 46,

1854,

Ezxplication des termer of des signes,

Awtoma ¢st nne proposition dvidents par elle-miie,

Thearerme p4t Une verite r.|'ui. devienr evidente au mmver
Jun raisdnnement appelé démonstration.

FPrafiome o5t une r|1|-_-11[E|:;|-n [an:puﬂ-é-& -lEU:II -E:I'.igl.‘ LITE el
FTertdan.

F o armrmre vat time viribe nmrn|n*_|rr'|- subsidiarement por I
démnnstration d'un théoréme ou lasolution J’un probleme,

L nom commun de propesition savribue inditfercm-
ment aux theoremes, problemes et lemmes.

Carollaire est la consegquence qui Jécoule d'une on de
plusieurs propositions.

Sonire B5b e remnoae sur ine ou plusicur:- propi-
sitinns précedentes, rendun & fates apercevoir leur laisou,
e wtilitd, beur restriction oo lear @xtendoon,

|r_||:l'|I:l|'.i|!."£r:'.|'E =iE une ﬂ;:__:[ln-:.i!inn Farte, snit dans Iépance

J'une proposidon, soit dans le eourant d'ene demons-

tralicm.
L sigme = st lie yizme de Pdoalind; ainsi Lexprssion
A =B siznlie e A |'r:_;.|||; It
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En 1794, la Convention
demande a4 A Legendre d écrire
un hivre de mathématiques
destine a enseignement. Les

« Elements de géométrie » de
Legendre seront un des livres de
référence dans 1 ensetgnement
Jusque vers | 851

L] GEGIETAIR.

Four exprimer que A est plos petit que B, on derit
Ao i

Pour exgrimer que A est plus grand que B, on derit
A DB

Le sizgne - se prononce plao; il indique Paddicion,

Lu .-.igrle - S& pronone moingril 's:lldique la soustraction:
amnsi A+ B représente la somme des gquantin's A ot By
A —DB représente leor différence, ou g2 gl redte én atant
Mde A; de méme A—B+C, on A 4 G —B, signifie que
A e B odeivent dtre ajautes ansemble, &t que T dote dire
retranché du tout

La sigm.- W i:||r|iq1|i: la Tﬂlllt]}\lil:.;ll[n:l‘l.; amsa Ax D rr:p:ré-
sante le produic de A par B. Au liew du signe x on
einploie quelquefois un point; ainsi A . B esr [a méme
chose que Ax B, On indigue awssi le méme produjt sans
ancun signa intermédiaire par AB; mais il ne faut em-
player eette expressinn goe lorsquion n'a pas en mime
temps 4 employer cells de [a higne AB, distance des points
A et B

L'exprossion A x {B+ C— D} represente le proda
par o quaniite B4 C—0D. 59l fallaic multiplier A4 1
pir A—B 4 C, on inl]iqunr.lit le |:lrr.|-|Juil aarmai (A - %
[A — D+ G tout ve qui est rentermid entre parenthises
eqt considird comme une seule quantitd.

['m nombre mis au-devant d'une ligne ou d'une quan-
tite sere de multiplicateur i cotte ligne ou i cette ipian s
ks, pour ':.‘!F'!'!;ITI{"F que la I'rg'm: A0 agr Prhe troas [ols,
on ¢crit JADR; pour deésigner [a moitid de Fangle A, nn
écrit 3 A,

Le carré de la ligne AB se désigne par AB; son cube
par AR On expliguera en son lien ce que signilient pré-
cisement le carré ot le cobe dune ligne,

| T LR i:ndj-:[ur. une racine 3 extraire: ains e
wst I racine earrée de 23 W A w B oestla racine du peo-

it A % 0, oan la Ha T T T 'I'."EI'I'FIleTiﬂF!II'.'”l'! eatre & ot [1
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THEOQORIE DES PARALLELFS.

———

PROPOSITION XXI.

THEOREME.

Deux droftes AC, BD, perpendiculaires

i

p  Surune méme drodte CD, sont paratiiler,

Car,at elles se rencontraient en un poine M,
par t“:i.l'."l'ﬂ:#[rr an p:lurr.‘rit de oo 1'|r|-in|: nhaiszar

=t denx perpendiculaires sur CI,

POLOMISITION XXIL

THOYORENT,

Par un point on Pent geener ute panalléle f e

elratte,

L Du peint A abaissez AR perpendiculaire
sur DU, et an méme point menez ADY pers

Quand e 5 éme postulat
devient un théoréme

T pendiculaire sar AL les deux droites AD et
DE, etant teules dewx perpendicalaives sur AD, secont pa-

ralleles,

On adimerten en secoml liew, comme nne proposition

3 GEOMETRIR,

eridente, U& parun point on ne peut mener quune seule

paralléle 4 une droite,

Cette demonstration faisant
mtervenir la continuité serait
elle aujourd'hui considérée
comme une démonstration ?

Legendre démontre
le 4eme postulat d' Euclide |
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Admis et . évident ( Cuf!)

LIVRE T,

-1

PROPOSITION PRAEMIERE.

THEORENE,

Par i potnt pris sur wne deite on pewt clever e
perpendiculaire sur eotte droite, of on n'en peat élever
YURL TR
M En effat, Supposons l;|'|.1'|-:| ne draite A0

" dabard cowchee sur AL tourme aulour
" dlu puine A : elle Firmera deux angles ad-
u A € jacents, MAC, MAB, dent l'un, MAC,
dabiard trés- Pebin, 1A IO rs en croissant, ot dont I'nutre,
MAB, d'abord plus grand que MAC, ira constamment en
décroissant jusqu's zéra,

Langle MAC, daliond plus petit que MAB, deviendra
done plus grand que cet angle; par eonséquent il y aura
une position AM" de la droite mobile oa ces denx anghes
seront egaux, et il est évident qu'il o'y en sura qu'une seule.

Eﬂm”ﬂ.irc.Tuu_-.Ic.;nlrgiﬂdtﬂi.ts
| JOML EZi0K.

| Soient DG perpendiculaire sur
LR F & € PBARetHG perpendiculaire sur EF:
Je dis qus Pangle DCB est égal & HGF. En effet, si l'on
ports la droite EF sur AR, de maniers que | pl:ﬁ:rll G
toembe en C, GH prendrn la direction CDY; sutrement on
[ourrait, par un point pris sur une droite, élever deux

H r

|H

perpendiculaires sur cette draoite,
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8. LAGEOMETRIE VECTORIELLE,
GEOMETRIE EN DIMENSION « N »

Cavley, 1821-1895
Grassmann, 1809-1877

Irem de Monipelher
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Le vecteur des mathématiques modernes.,

Qu’est-ce qu un vecteur 7

Comment comprendre simplement les malheurs -non encore résolus- du vecteur
dans I'enseignement 7

Les géométries projective el descriptive proposent des méthodes pour représenter
-higurer- I"espace physique a 3 dimensions sur un rectangle de papier 4 2 dimensions.

Vers le milieu du 19¢ siécle, Cayley en 1848 et Grassmann en 1844 et 1862 vont
s'attaquer & un probléeme & priori ardu. Prolonger la géométrie 4 des espaces de
dimensions supérieures 4 trons.

Curieuse idée

Pour resoudre quel probléme spatial 7

Le vecteur : une évolution finalement pen surprenante,
Premiére grille de lecture : les étapes épistémologiques du vecteur
(selon Piaget).
Rappelons cette grille ; | Geométne locale ( Euclide)
2. Geometne globale { Descaries)
3 Geéometrie des transtormations (structures)
Mous retrouvons hien ces 3 élapes dans |"exposé des vecteurs

I. Le vecteur construit 4 partir des cotés paralléles d’un parallélogramme.
Le dessin est prépondérant

2. Le vecteur défini & partir de ses composantes dans un repére,
Eguilibre dessin-nombre

: /

o a

3. Le vecteur devient élément d*un ...espace vectoriel.

Des nombres, plus de dessin 11

Les nombres sont mis dans une structure, mais rappelons gu'un dessin se._
construit |

structurer = ¢lever.

Il est temps d aborder L seconde grille de lecture
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Seconde grille de lecture : les 3 langages.
Rappelons celle seconde grille.

Mombres
Algebre

w [rangans »

e e

1 Le vecleur dans la géométrie du parallélogramme vient de la figure

2. Le vecteur par ses composantes s exprime par des nombres (2 ou 3) dans le
langage numérigue ou algébrique.

3. Le vecteur, élément d une structure algebrique

Mais cette approche des vecteurs en dimension 2 ou 3 fail oublier les dimensions
supérieures. L événement étonnant, la deseription et I'étude d'espaces plus grands que
I"espace physique eut liew au milicu du 19¢ siecle en quelques années

l.a géomélric projective a monteé les difficultés pour représenter 'espace
physigue sur une « toile ». La ligure limite beaucoup |"imagination dans cette methode.
Par contre, dés que le vecteur s'exprime par ses composantes, 2 ou 3 nombres,
pourguo se limiter 4 3 dimensions

La théorie des grandeurs extensives de Grassmann.

Le linguiste Grassmann, spécialiste des langues indo-curopéennes, n'a écril que 2
mémeires mathématigues 4 18 ans dintervalle en 1844 et 1862 . el deux fois le
méme memaoire !

En 1844, Grassmann écrit un premier mémoire commengant par une longue
théorie philosophique des « grandeurs extensives »

Miirer, en 1525, évoque dans son « Introduction & Uart de mesurer » les grandeurs
extensives. On dessine un point (si 1), on tire sur le point et on obtient un segment. En
firant sur le segment, on obtient un rectangle, eic. .La méthode s’arréte vite coté
dessin mais I'imagmation la prolonge trés bien en « frangais ».

Grassmann reprend cette idée sous forme trés hermétique dans son premier
exposé par trop philosophigue. Peu de succes (euphémsme).

En 1862, Grassmann a abandonné son exposé philo au profit des nombres. II
donne en effet les axiomes d espace vectoriel que Péano récuperera en | 8EE

Ainsi Grassmann a écrit 2 fois le méme mémoire dans 2 langages différents ! Pas
étonnant pour un linguiste. Les mathématiciens oni bien sir relenu la seconde version,
écrite en langage algébrigue En trés peu de lemps. le vecteur représentant une force
physique est devenu élément d une structure vectorielle

Un siecle plus tard. les concepteurs de la reforme due des « maths modernes »
considéreront la structure d espace vectorie! comme la base (sic). le fondement de la
geomeétrie. Revenons en 1844, Cayley iravaille sur des n-uplels de nombres el fait amsi
exploser la géométric qui devienl la geomdinie de nouveaux espaces. de dimensions
quelcongues (entiéres). Mais ce sonl inmours des espaces

Irem de Montpether ' | |4 Alain BERNARD



Une remarque au passage sur les difTiculiés Lides 4 ce genre d'espaces méme en
dimension deux

Si I'on veut faire un dessin, ce vecteur, pour 3 points A, B, C non alignés
transforme inégalité triangulaire des longoeurs (le plus court chemin d'un point
# un autre est la higne droite) en une égalité pour la somme des vecteurs,

L B

A £ A B
= e
AB= AC+CB AB=AC+CH

Clairement, la notion de vecteur ne se comprend en mathématique que comme
¢lément d’une structure d'espace vectoriel ce qui va poser probleme lors de son
introduction dans I'enseignement.

Du edté de Nenseignement

Avee beaucoup de retard. les vecteurs vonl entrer  massivement  dans
|"enseignement secondare et -forcément- comme élément d’un espace vectoriel,

Comment Fure autrement

Malheureusement, cetle structure correspond & un siade avance de la construction
de I'espace chez le jeune, auss1 les concepteurs des maths modernes ont cherche un
« brans » d apprentissage.

Ce fut la « geométne du parallélogramme » proche de la géométrie d”Euclide et
I"equipollence {51 !} des bipoints utilisant seulement le stade N®1 de Piaget. (N repére
cartésien, ni structure),

L. apprentissage se poursuivalt par un rude passage aux espaces vectoriels dés la
seconde. Pour comprendre la genése et |"histoire de la réforme dite des « maths
modernes » hire 'excellent article de B.Charlot dans les publications de la commission
inter-lREM Histoire des maths

Aujourd hui le caleul vectoriel reste dans les programmes du secondaire sans la
notion de structure. Nous sommes ainsi revenus a un stade médian -au sens de Piaget-
déduit du reperage du plan, Nous ne sommes plus restreints 4 la « géométne du
parallélogramme » mais nous n'avons plus droit aux structures algebrigues.
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9. LES GEOMETRIES NON-EUCLIDIENNES.?

Riemann { 1826-1866)
Lobatchevski (1793-1856)

Rappelons les 5 postulats de la géometnie selon Euclide

Trois postulats de construction

1) De tout point & tout autre point, on peut tracer une ligne droite,

2 ) Toute droite finse peut étre prolongée indéfiniment et contindment.

3 ) Avee tout point comme centre el toul rayon, on peul tracer une circonférence.
Uin postulat d "égalite de figures

4 ) Tous les angles droits sont égaux entre eux.

Le postulat d'Euclide
3 ) 81 une sécante rencontre 2 autres droites en faisant des angles internes et du

méme cité de la sécante ayant une soimme inférieure 4 2 droits. ces 2 droites
prolongees indéliniment se rencontrent du cote od se trouvent les angles dont la somme
est inférieure a 2 dronts.

NoA I
lﬁ” + I.';:I = .2 'dr':"iﬁ
B;

/

Reformulé au 18€ siécle sous une forme équivalente : Par un point n’appartenant
pas 4 une droite, il passe une seule paralléle a cette droite.

Cette formulation ouvre la voie aux géométries non-euclidiennes.

(Dol I'importance de 1"écriture. )

De nombreuses écoles mathématiques depuis Euclide ont eu ['impression que le
3¢ postulat devait pouvonr se démontrer @ partir des 4 précédents. Aprés de nombreux
¢checs. il restait la possibilité de remplacer cet axiome par un autre,

Lobatchevski choisit © Par un point n"appartenant pas a une droite. il passe une
infimité de paralléles a cette droite

Conséquence | La somme des angles d un triangle est alors inférieure a 180 4

Riemann choisit | Par un point n appartenant pas a une droite. il ne passe pas de
paralléle a cette droite

Conséguence | La somme des angles d un tnangle est alors supérieure 4 180 ¢

s développerent de nouvelles peométries parfaitement logiques mais moins

naturelles.

Lire . = Bur les géométnes non-cuclidiennes » de VTRERMde Foiliers prv Crand, Crurchard, Sicre of Souville
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La grande nouveauté est lide a la nature de lespace qui dépend de la
géométrie mise en place. La géométrie ne se contente plus de mesurer I'espace,

elle « définit » cef espace.

D"ou la notion de courbure de 'espace et les idées sur la relativité developpees a
la suile de 'invention de ces nouvelles géometries

Les géométries dites non-euclidiennes conservent quand méme 4 des 5 axiomes
d Fuclide et restent ainsi euclidiennes 4 80 %,

La description de |'espace attaché a ces géometries semble ne pas correspondre 4
I'espace dans lequel nous vivons. En ce sens. ces géométries seraient non-cuclidiennes.

Mais doit-on se Tier 4 apparence o4 fare confiance aux informations donnees
par les modéles mathematigues 7

Nous laisserons la conclusion 4 Poincaré - « Imaginant un monde spheérigue
conforme 4 la géométrie de Lobatchevski o, Poincare dit -~ « Des étres qui y feraient
leur éducation trouveraient sans doute plus commode de créer cette géométrie,

qui s adapterait mieux & leurs impressions.
Quant # nous, en face de ces mémes impressions, il est certain que nous

trouverions plus commode de ne pas changer nos habitudes ».

Superbe |

s citations de la couverture de « Sur les géométries non-cuclidiennes » donnent
une idée du séisme engendré par les dites géométries dans la premiére moitié du 19¢
siecle.

Causs & Bessel en 1829 « 1ai peur des criaillements des ignorants. »

Et encore & la fin du siccle.

Henri Poincaré * « Les axiomes géométriques ne sont done m des jugements
synithétiques a priori n des fails expénmentaux. Ce sont des conventions. »

Ft au 206 sitcle

Gaston Bachelard  « On retrouvera la géométrie euclidienne. a sa place, dans

un ensemble. comme un cas particulier. »

Aurait-il voulu parler des Douze geometries 7
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10, LA GEOMETRIE DES TRANSFORMATIONS,
OU GEOMETRIE DE SITUATION.

Camille Jordan {1838-1922)
Félix Klein (1849-1925)
En janvier 1980, Griess a explicité le 26% et demier groupe sporadique
(groupe fini simple)-le monstre de Fisher-comme étant un groupe de transformations
géométriques dans un espace de dimension 196 883, Ce groupe a environ 8.10%
éléments-environ c'est-a-dire a 5. [0 pres..

Il existe entre les diverses parties de toule figure géomeétrique 2 sortes de

rapports. les rapports de grandeur et les rapports de position.
Lazare Carnot

L'objet de la géométrie considérée d'une maniére générale est d'étudier les
propriétés des corps sous le rapport de leur étendue ou de leur configuration..... Malgre
la distinction que nous venons d'étabhr entre ces 2 sortes de propriétés. on sent
toutefois qu'elles ont entre elles la dépendance la plus intime et que souvent celles
d'une espéce pourront condwire immediatement & celles de l'autre. On a constamment
réumi dans les recherches purement géométnques ces deux genres de propriétés parce
que, en effet, 1l n'est aucun moyen de les isoler d'une maniére absolument parfaite

Poncelet, 1818

Les géométries descriptive et projective ont ouvert des voies dans l'étude et la
description de l'espace. Le dessin technique est nettement lié 4 la géométrie descriptive.
Le dessin d'art et larchitecture sont hés a la géometrie projective.

En ce débul de 19 siécle. la géométrie améliore ses méthodes pour décrire
l'espace et le ramener au plan de la feuille de papier. que ce soit celle de I'ingénieur ou
celle de l'artiste.

La notion de transformation dont font partie les deplacements de points, ne va
apparaitre qu'au 19 siécle

Le théoréme de Thalés aurait pu amener a fa notion d'homothétie, la mesure des
angles aurait pu mener a la notion de rotation. Tel ne fut pas le cas. La science
commence par rechercher des connaissances stables et immuables. Lazare Carnot,
ingénieur et militaire, éléve de Monge, et Poncelet, ingénieur el aussi éléve de Monge
furent des précurseurs dans la géométrie de position. Celle-ci doit beaucoup i Monge
et & la technique.

Les travaux du célébre Evariste Guleis, mort en duel a 20 ans et 7 mois, apreés
avoir trouvé la solution du probléme de la « Résolubilité des équations par radicaux »
datent de 1830, Ces travaux furent « cnlerrés » par 'Académie et il fallut attendre 1870
pour que Jordan les exhume. Galois avait eu lidée des groupes finis (permutations des
racines d'une équation)
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A la fin du 18¢ siécle. les mathématiciens pensaient devoir abandonner « Ja mine
devenue trop profonde ». Soixante-dix ans plus tard, devant la prolifération des
nouvelles géomélries, Klen imagine son programme d'Erlangen proposant une
classification des géométries 4 partir des groupes de transformations

Les transformations  péométriques  sont  enlin étudiées dans e COTpus
mathématique. Trés curieusement, ceite élude est une application des . groupes
algéhrigues . aux invariants d'une figure géométrique !

Incorrigibles scientifiques qui éudient les transformations 4 partir de leurs
invariants.

..............

Groupe des isomélries Groupe des isométries
du tnangle équilatéral du carré.

UNE CONCLUSION

Les équations algébriques trouvent un aboutissement dans les équations de
Maxwell en 1860

Les structures algebrigues trouvent trés vite un {premier} aboutissement dans la
théorie de la relativité (groupe de Lorentz) et tous les usages des groupes en physique
Lire a ce sujet le chapitre « les groupes prennent le pouvoir » du hvre de Lochak
intitule | « la géométrisation de la physique »

Les structures algébrigues vont aussi permettre au groupe Bourbaki (toujours les
structures.... ) de s'exprimer brillamment 4 partir de 1930,

Pendant ce temps, l'enseignement secondaire prend beaucoup, beaucoup de retard
et ronronne sur la géoméirie d'Fuclide réduite depuis le 19¢ siécle 4 la « géométrie
pure .

Le révell sera brutal
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VERS LES GEOMETRIES ABSTRAITES.

Revenons & Einstein qui disait : « Comment se fait-il que la mathématique qui est
un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience sadapte d'une si
admirable maniére aux objets de la réalité 7 ».

Cette question nous surprend si 'on considére les travaux des arpenteurs de
I'Antiquité créateurs du systéme de mesure sur lequel furent bities les mathématiques.

Mais guelle est la situation a la fin du 19 siecle, Juste avant l'apparition de la théorie
des ensembles 7 Les mathématiques sont en train de perdre leur. unité et en particulier
le nombre des géométries, pourtant sensées décrire un unique monde, croit
dangereusement

Retour a I'unite © Klemn, Lie et quelgues autres réunifient les géométries autour de
la notion de groupe.

A chaque groupe de transformation. ils attachent une géométrie

I ) Géométrie métrique (pléonasme)

Les translations, les rolations et les symétries forment le groupe des isomeétries
laissant « invariantes » les figures au sens de ce groupe (loi interng). Les isométries ou
mouvements forment le groupe principal de la géométrie métrigue

L'espace cartésien est associé a cette géométrie

2 ) Géométrie euclidienne.

Les similitudes (v compris les isométries) forment un groupe laissanl invariantes
les figures au sens de ce groupe.

Le groupe des similitudes est le groupe principal de la géométrie euclidienne,

L'espace euclidien (ou cartésien) est associe & la géometrie euclidienne.

3 ) Géométrie affine.

Le groupe des affinités ou groupe affine est, bien sir, le groupe principal de la
geometrie affine.

L'espace associé est l'espace affine ou arguésien { Desargues).

4 ) Géométrie projective,

Le groupe projectif est le groupe principal de cette géométrie. Ses transformations
laissent invariantes les figures dans ce groupe

L'espace projectif, avee point & 'infini, Jui est associé

En 1872, Klein genéralise cette méthode dans le fameux programme d'Erlangen.

Une géométrie abstraite est définie par :
Définition © Soit une variété V d'éléments appelés points
Soit un groupe G de transformations opérant sur les points de V.
Alors === la geométrie definie sur V par le groupe (principal) G est
formee des propriétés de espace V invariantes par G
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Chague geométrie (V.G) structure un espace associé

La nouveauté est dimportance car la géométrie, 4 travers les transformations
autorisces. AGIT sur l'espace. La géométric ne se contente plus de mesurer des
objets, elle les transforme. Or, le théoréme de Thalés n'a pas donné a son auteur 'idée
d'homothétie. La rotation n'est pas plus étudiée dans 'Antiquité et |a symétric est une
proprielé interne d'une figure, pas une transformation |

Homothétie. rotation. syméirie ne deviennent des transformations quau 19
siecle, pas avant |

Encore celte mélamorphose ne seffectuc-t-elle quiavee moull précautions que
VOus aurez notees - structure. invariance, loi interme. Les garde-fous sont nombreux,
{Sans oublier les 2 proprictés d'un groupe - élément neutre et pouvair revenir en arriére
dvee une transformation réciprogue 1),

Que de précautions pour se décider 4 transformer |

Voila pourquoi Emnstemn évoque « une » géométrie indépendante de toute
experience. L'espace de la relativité est structuré par le groupe de Lorentz. Aucune
experience n'avail eu lieu mais une géométrie abstraite décrivail son espace,

Abstraction, abstraction, nous prenons la direction des maths dites modernes et
de quelques malheurs de l'enseignement,

Peu a peu, les avancees du savoir lont disparaitre la figure au profit des calculs
vectoriel et matriciel ou des groupes. voire des raisonnements.

Jusqu'a ce qu'un Mandelbrot fasse ressurgir la figure comme élément fondateur
d'une « nouvelle » géométrie. Et puis Emstein pouvait-il réellement se passer de la
géométrie d'Fuclide 7

Et jusqu'on une géométrie est-elle abstraite 7
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1.'axiomatigue
David Hilber1(1862-1943)

Le vrai probléme qu'a & affronter enseignement des mathématiques n’est
pas le probléme de la rigueur, mais le probléme de Ia construction du sens, de la

justification ontologique des objets mathématiques. [.....| On n’a pas, je crois, Liré
de I"axiomatigue hilberticnne la vraie lecon gqui s'en dégage ; c'est celle-ci; on

n'accéde i la rigucur absolue qu'en éliminant ls signification ; I'absolue riguear
n’est possible que dans et par insignifiance. Mais s'il fani choisir entre rigueur
et sens, je choisirai sans hésitation le sens.

René Thom

Un livre « Les fondements de lu géométric » et une conférence « Sur les
problemes futurs des mathématiques » ont margué le toumant du siecle dans la
communautc mathematique.

Les espaces hilbertiens sont un des piliers des études mathématigues.

Mous avons vu les profondes transformations subies par la geometrie au 198
siecle. La géométrie reste 2300 ans aprés Fuclide la science par excellence et Hilbert
écril bel et bien « Les fondements de la géomdétrie » et non de "analyse ou de |"algébre!
[l propose d"ailleurs de remplacer les mots « point. droite, plan » par « chaise, table et
chope de biére» mais il ne le fait pas Pourquoi dailleurs ne propose-t-il pas de
remplacer « géométrie » par « taverne » 7

« Sur les problémes futurs des mathématiques » propose, en 1900, un
programme de recherche pour le siécle | Comme le siéele est en voie de se terminer.

L introduction contient quelgues précieux enseiznemenis On peul v lire

« L'histoire enseigne la continuité du développement de la Science: »

'

Uin mathematicien frangais des temps passés a dit * « une théorie mathématigue
ne doit étre regardee comme parfaite que si elle a été rendue tellement claire quon
puisse la faire comprendre au premier individu rencontré dans la rue.

1E]

A de nouvelles idées correspondent nécessairement de nouveaux symboles | nous
devons choisir ces dermiers de mamiére qu’ils nous rappellent les phénoménes qui ont
¢té a origine de nouvelles idées. Ainsi les figures de la geometrie sont des symboles
qui nous rappellent intuition de 'espace, et ¢'est ainsi que fout mathématicien les
emplole

SR | 1]

Comment se passerait-on de la figure du trinngle, du cercle avec son centre,

ou de Ia figure formée par trois axes rectangulaires 7 Bt qui done renoncerait 3 la

représentation des vecteurs...
- .I1I'I

Les signes et symboles de I'Arithmétique sont des fizures écrites, et les

figures géométrigues sont des formules dessinées | aucun mathématicien ne pourrait

se passer de ces formules dessmees. pas plus qu'il ne pourrait, dans les caleuls. se

passer de parentheses ou de crochets ou autres sipnes analvtiques
11

Irem de Monipellicr 127 Alain BERNARD



Par contre, dans la conclusion, on trouve - « Cette conviction de la possibilité de
résoudre fout probléme mathématique est pour nous un précieux encouragement
pendant le travail. Nous entendons touours résonner en nous cet appel - Voila Je
probléme. cherches-en la solution. Tu peux la rowver par le pur raisonpement.
Jamars. en effer. un mathémeaticien ne sera réduit & dive © Ignorabinus »,

Quelgues problémes parmi les 23 problémes de Hilbert

I. Probléeme de M.Cantor relatif & la puissance du continu.
au pomnt de vue de 'équivalence, il n'y awrait done que deux
ensembles de nombres © lensemble dénombrable et le continu,_.

I De la non-contradiction des axiomes de ' Arithmétique.

R démontrer qu’en se basant sur les axiomes |'on ne pourra Jamais
armiver & des résultats contradictoires au moven d’un nombre fini de déductions
logigues. . .

X. De la possibilité de résoudre une équation de Diophante,

Cn donne une équation de Diophante 4 un nombre quelconque d'inconnues et 4
coefficients entiers rationnels | on demande de trouver une méthode par laquelle, au
maven d un nombre fini d opérations, on pourra distinguer si I'équation est résoluble
en nombres entiers rationnels.

{voir le theoreme de Fermat)

Et de conclure

Le caractére d unite de la Mathématique est |'essence méme de cetle Science. En
clfet, les Mathématiques sont les fondements de toutes les connmssances naturelles
exactes. Pour gu elles remplissent complétement ce but élevé, puissent-elles étre dans
le nouveau siecle cultivées par des maitres géniaux et par nombre de jeunes gens
hrifant d un noble zéle !
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LE TEMPS EST RELATIF

(1 Ton voit une application conjointe des 3 stades de l'epistemologie congus par
Piaget
stade | ) Le théoréme de Pythagore {encore )
stade 2 ) Les repéres du plan

stade 3 ) Les déplacements.
Présenté dans un mémoire en 1905, la théorie de la Relativité est probablement la

plus célébre des théories scientifiques du 20€ gigcle. En 1905, Einstemn a 26 ans.

Depuis 1888, les scientifiques savent. par les experiences de Michelson, que la
vitesse de la lumiére est consiante dans toutes les directions et ne sajoute ni ne se
retranche dans 2 mouvement relatifs.

Einstein est physicien et doit obéir a lexpénence

Il imagine, selon sa méthode habituelle, une expérience par la pensée devant tirer
les conséquences des expériences de Michelson. Cette expérience est plus facile a
manter et avouons qu'il n'est pas loin de faire des mathématiques.

En physique. la distance d, la vitesse v et la durée t sont liées par la relation du I
degre:d=v 1.
V't miroir
M
AM=a

Al LB _
8 A
Un rayon lumineux va de A 4 M puis de M a B parcourant la distance 2a pendant
la durée ('

Ona 2a=cil ol cestlavitesse de la lumiére.
Plagons ce repére x’07y" dans un repére fixe xOy el faisons se translater le repere
x'()'y" d’une distance d pendant le trajet du rayon lumineux, (11 faut aller vite)

k&

(% y’ o x" mohile

0N d=wi x fixe

Pendant le déplacement de longueur d. o 'une durée 1. le rayon lumineux parcourt
la distance 2 h ce qui donne 2h = ct selon Michelson

=
-

Appliquons Uinéyvitable theoréme de Pythagore: =" +a
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ct ot

Remplagons : h==~ . d=vt , a=—%

Nous obtenons: ¢ P=viP+c?t? puis t(el-v)=gi(?
i_".'
-3/l

Comme on pouvait s'en douter, cette célébre relation est clairement du 2éme
degré entre le temps t dans le repere xoy et le temps t* dans le repére x'o’y". Elle est
une application du theoreme de Pythagore.

Pour un méme mouvement. un ohservateur situé dans le repére mobile mesurera
un temps t° inférieur au temps t mesure dans fe repére fixe 11 vieillira moins vite que

|"observateur resté immaobile. {d ot |'inteérét de bouger)

=

Pour ce qui nous concerne. 3 tvpes de géoméiries interviennent. toutes 3

indispensahles
| } La geometnie d'Euchde (ou de Pvthagore).

2 ) La geométrie « analytique » (pour se repérer)

3 ) La geometrie des transformations (pour le mouvement de
translation)

Laissons a Einstemn la conclusion sur cetle expérience théorique : « si la théorie
de la relativité se révéle juste. les Allemands diront que je suis allemand, les Suisses
que je suis suisse et les Frangais que je suis un grand homme de science. 8i la théorie
de la relativité se révéle fausse, les Frangais diront que je suis suisse, les Suisses que je
suts allemand et les Allemands que je suis juif'»
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L'APPRENTISSAGE DE L'ESPACE EN FRANCE EN 1994,

L. ensergnement frangais actuel a fant | impasse sur toute la
geometrie, essentielle pour les ingémieurs ct les physiciens, et
devenue une des branches fondamentales des mathématiques
modernes.

L.Schwartz { voir page 29)

La raison premiére de la géométrie est de mieux nous faire appréhender
I'espace, un monde que nous n'avons pas créé. Pour ce laire, les glométres ont
w cree » des objets simphilids quils ont appris & mesurer el @ éludier. Comment un jeune
Frangais apprend-il la notion d'espace durant son cursus scolaire 7

Dwrant les 5 années de 'école primaire, 1l apprend & construire les figures usuelles
de la géométrie élémentaire el a mesurer des segments et des surfaces Ce premier
stade de lepistemologie de Paget est complété en 6= el en 5¢= - constructions,
mesures et proprictes des hgures.

Drant les 7 années de F'enseignement secondaire, l'apprentissage de la géométrie
se cenire sur les translormations du plan (sans la notion de groupe) par action sur des
figures. Les notions de composition et de d'application réciprogue sont abordées dans
la seconde partie des éludes secondaires.

Cet apprentissage de la géométrie est complété par l'étude de [lanalyse
soigneusement séparce de la géometrie. Elle permet de préciser la notion de repérage
dans le plan et dans I'espace toul au long de ces 7 années,

La géométrie analytiqgue devenue Analyse avec le temps. deuxiéme stade de
lepistémologre de Piaget ne participe plus a 'étude de l'espace.

D¢ plus l'apprentissage des stades 2 el 3 (celui-ci ampute de la notion de groupe)
se fart simultanément et pour la majorité des jeunes l'apprentissage mathématique de la
notion d'espace s'arréte la Seule une toute petite mimorité la poursuivra a travers I'étude
des groupes el de l'algébre linéaire completant I'étude du stade 3 de Praget. Cependant,
pour ces dermiers, la nolion méme d'espace el de geomeétne disparait au profit du caleul,
matriciel ou vectoriel, dans l'algebre linéaire { I+ degré - les seuls problemes que l'on
sache vemment résoudre)

Peut-éire serait-1l judicienx de remettre un pen dintuition en algebre hneare
laquelle deviendrait en quelque sorte de la géomeétrie linéaire.

(Juestions :

Dans le Secondaire, ne devrail-on pas avoer en application l'etude des groupes de
transformations  des figures usuelles, triangle équilatéral. carré et cube dont la
visualisation est facile ¢l permet justement un bon apprentissage de la notion de
transformation mais surtout du plan ou de l'espace 7

Dans le Supenieur. ne devrait-on pas réinsérer Falgebre hineaire plus clairement en
geometrie T Dawtant que lalgebre Iineaire utibise. et pour cause, le vocabulare de la

geometrie - point, droite. plan |
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L algébre n'est qu une géométrie écrite,
la géomeétrie n'est qu'une algébre figurée
sophie Germain

Les signes et symboles de " Anthmétique sont des figures
ecrites et les higures geometriques sont des formules
dessinees | avcun mathématicien ne pourrait se passer de
ces formules dessinges, pas plus qu'il ne pourrait, dans les
calculs, se passer de parenthéses ou crochets ou autres
signes analytiques.

David Hilbert, [900.

1L LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Contrairement & une croyance trés répandue, |'idée
d'une géomeétrie « pure », separée de |'algébre, est tout a
Fait récente (début du XIX¢é siécle); elle était complétement
étrangére aux Grecs, qui ne connaissaient pas 'algébre au
sens moderne. En revanche, leur géométrie était vraiment
une « algébre-géomeétrie », un mélange complexe de
ralsonnements purement geometriques, et de caleuls sur des
rapports de segments, »

Jean Dieudonné, | 982

Alain BEEMNARD

Fps
e

Irem de Montpelhier




Présentation

La géometrie est « lart de raisonner juste sur des figures fausses ». Depuis leur
création, les figures sont des obgets déaux. Leur dessin est une représentation
imparfaite mais suffisante pour l'usage humain. Par contre, insistons, les
mathématiciens sont tenus de raisonner juste Ce devrait ére une de leurs rares
qualités Plus la figure se complique, plus elle est imparfaite et ce qui devart armiver,
arriva peu @ peu. Les matheux ont continué de raisonner -plus ou moms juste- (voir la
citation de Dieadonné), sur des figures de plus en plus fausses puis plus de figure du
tout comme en algébre linéaire, dans R, o1 le dessin d'un pavé est bel et bien superflu
{voire difficile pour n =3)

La géoméirie algébrique fail encore mueux Une difficulté de lalgebre est
I'existence ou non des racines d'une équation. Dans le corps des nombres complexes,
C, une équation de depré n a exactement n racines ce gqui permet, en théone, de
ramener loute éguation a une factorisation du [« degré |

{ %-% M= ) (%%, ) =10

Le réve du mathématicien

Tout probléme est découpé en n problémes du = degré Dés lors, au hieu de
considérer les points de R’ i coordonnées réelles, il est plus « logique » (si 1) de
considérer les points de C' 4 coordonnées complexes,

Par exemple, x¥ + v2 = | est I'éguation du cercle de centre (0.0} et de rayon |
passant par le point A (1.0}

x +y! =1 est 'éguation du cercle de centre ((0,0)) et de rayon 1
passant par A ((11)

{ Ne pas Laire de dessin)

La géométrie algebrique réclame une haute wechnicité. Cependant. elle reprend
les méthodes de la bonne viellle geometnie euchdienne au nivean des courbes en v
miegrant les resultats des structures algebrigues

Pour ce qui concerne la rigueur. nous laisserons la parole a Dieudonné, grand
prétre (laique) de la recherche mathématique frangaise du 20¢ siécle et gui regrettait un
jour, lors d'une émission de élévision de n'étre compris ni par ses collégues de
I'Académie des Sciences., ni méme, souvent, par des collégues chercheurs d'autres
branches des mathématiques. « On sait que malgré les efforts de Dedekind, Weber et
Krinecker, le retichement dans fa conception de ce qui constituail une démonstration
correcte. déja sensible dans Pécole allemande de géométrie algébrique des années
[870- 1880 ne devail que saggraver de plus en plus dans les travaux des géométres
rangais e surtoul faliens des deux genérations suivantes . les brillants sucees
oblenus contrastant avec le fait que. jusque vers 1940, les successeurs orthodoxes de
Dedekind s'élaient réveélés meapables de formuler avee assez de souplesse et de
puissance les notions algébriques qui eussent permis de donner de ces reésultats des
démonstrations correctes »
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O ) PREHISTOIRE ET NAISSANCE
DE LA GEFOMETRIE ALGEBRIQULE

La gépméfrie grecgue finl fondeée sur fes lgures idéales de Platon,

Cette géométrie-toujours d actualité-avail pour onigine LE syvstéme de mesure
créé par les Chaldéens ou les Sumériens, il v a environ 5000 ans Ce systéme de
mesure reliait déjd chaque segment & un nombre Premiére science rédigée de fagon
axiomatique 4 partir de définitions. de postulats. d'axiomes et de théorémes (ou
propositions). la géométrnie d Fuclide ne fut jamais remise en cause | la zéométrie
d’Euchde est un systeme de mesure déducuf de Nespace

L algébre arabe fut fondée vers 830 par Al-Khwarizoi qui résolut toutes les
equations du 2¢é degré.

De son coté, 'algébre fut londée sur les systémes de numération-et I"algebre-des
Indiens et des Chinois. L'algébre arabe donna au langage des nombres des régles qui
ne furent jamais remises en cause.

La géométrie algébrigue nait au | 7¢ siécle de la rencontre de ces 2 théories

I) D'une part, Viete et Descartes mettent au point |"écriture algébrique.
2) Dautre part, Descartes imagine de repérer les points du plan par 2 mesures
dans 2 directions fixes. Ce ne sont pas encore les repéres mais |'idée et la méthode sont

la
7 Mix.v)
¥’ /
] 3

(Rappelons une derniére fois. dixit Piaget, le changement de nature de la
geometrie. La géomeétrie grecque est une géométrie locale restreinte 4 la figure édtudiée.
La géométrie de Descarles est un géométrie globale repérant tous les points de
I"espace étudie.)

3) Enfin Fermat relie les courbes de la géométrie grecque aux équations de
I"algeébre arabe. terminant de mettre en place la géométrie algébrique. Les droites et les
coniques, seules courbes étudides d cette époque (avec les courbes mécaniques)

52T

correspondant aux équattons du 17 et du 2°™ dearé

Avant d’evoquer |'histoire de la géomeétrie algébrigue de sa naissance au |7é
siecle jusqu'a ce gqu'elle devienne déraisonnable pour nous, examinons gquelques
grands théoremes dans le but d essaver de comprendre comment fonchionne cette
haison entre algébre et géomeétrie
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1) THEOREME DE FERMAT :
DE L’ARITHMETIQUE A LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE,

Mous connaissons depuis les Babyloniens (<2000 au moins) "existence de triplets
pythagoriciens (!!') - Nombres entiers mesurant les cdtés d'un triangle rectangle et
verifiant I"égalité x* + v' =27 Par exemple 3, 4.t 5 et la fort utile corde 4 13 noeuds.

Cest déjd de la géométrie algébrique ou une « algébre-géométric » comme le
note Dicudonnég

X*+ yi =72

D plus. en divisant par 2%, les solutions sont les points du cercle d"¢equation ;
X3+ ¥ =1 dont les coordonnées { X.Y) sont rationnelles

Toujours de la géométrie algebrique |

Fermat écrivit un jour dans une « Aritmétique » de [nophante (vers le ler siécle) -
« ["autre part, un cube n’est jamars la somme de deux cubes, une puissance quatriéme
n'est jamais la somme de deux autres puissances quatriemes et plus genéralement,
aucune puissance supérieure 4 deux n'est la somme de deux autres PUISSANCces
analogues. 1"ai trouvé une mervetlleuse démonstration de cette PrOpOsIton. mais j¢ ne
pewx I'éerire dans cette marge car elle est trap longue »

Cette conjecture est purement arithmétique. Pas de figure

L.a demanstration manquante fut donnée 330 ans plus tard par Andrew Wiles en
jum 1993 complétée en Septembre 1994 Conclusion d un fong er harassant travail de
tute une communaute sur 3 siecles et demi, cette démonstration ne se situe pas en
arithmetique mais bel et hien en géométrie algéhrique. Seule 1" étude de ceriains lypes
de courbes a pu venir @ hout de la conjecture de Fermat

Transfert de "arithmétique a la géométrie algébrique

Comme pour le degré 2. on divise par 2" et on se raméne a I"équation

: v _
i ; | =3 "= 1. Il reste a étudier le polyndme PIX.Y1=X"+¥"-1  oula

courbe d'equation X" + Y™ = | et & trouver les points & coordonndes rationnelles. La
théorie des nombres, le corps () des rationnels permettent d avancer dans cette étude.
Malheurcusement. nous sommes assez démunis devant des courbes algébriques de
degre n queleongue et il fallut encore « sumplifier » le probleme en se ramenant a des
courbes de degré 2 ou 3 miswy connues.

Ce lurent les courbes d équation v* = xix- X") (x-Y") de dearé 3 qui menerent a
la solution

Muis revenons 2 siceles on armere
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I1) THEOREME FONDAMENTAL DE L'ALGEBRE.

Soit une équation polynémiale Ptx)= 0 de degré n = 1, dans C
Alors = Cette équation a exactement n solutions

L"énonce le plus ancien de cette conjecture purement algébrique est attribué au
Flamand Girard en 1629 peu aprés la création des nombres complexes: « Toutes les
¢quations d algebre regoivent autant de solutions que la dénomination de la plus haute
quantité le démontre. » Enoncé complétement littéral & une époque ot |'écriture
algébrigue est en gestation mais conjecture d algébre.

Les nombres complexes étaient apparus en 1545 chez Cardan pour donner des
solutions-impossibles-a des équations du 3éme degré. Girard écrivait encore : « On
pourrait dire | & quoi servent ces solutions qui sent impossibles, je réponds pour trois
choses, pour la certitude de la régle génerale, et qu'il n'y a point d"autres solutions, et
pour son utilité. » Une premiére démonstration, non-satisfaisante, de la conjecture de
Girard fut proposée par d’Alembert vers 1750  ({ = théoréme de d"Alembert ). On
attribue a Gauss en 1799 la démonstration effective du théoréme,

Cuelle fut fa démarche effective de Gauss ? Ftonnante. vous allez le voir.Au
cours du [8¢éme siécle. Euler avait tellement orienté les maths vers les calculs
algébriques (malgré le cercle d'Euler....) qu'il en avait « oublié » la représentation
« geometrique » des nombres complexes par des points. Euler était passé 4 cdté du plan
complexe ! Funeste oubli. Pourtant, au long du 18éme siecle, les nombres complexes
avaient peu & peu changeé de forme. d'éeriture. Le +/-121 de Cardan était devenu | 131
et les parties réelle et imaginaire se séparaient peu & peu. Mais les nombres imaginaires
etalent-ils tous de la forme a + b\l'?f avec a et b réels ?

Crauss eut ['idée de trater les nombres z = a + bi comme des points M{a,b) du
plan et réciproquement, créant ainsi le plan complexe Ce passage de I'algébre 4 la
géometrie était la solution du probléme.

Le scénario de la démonstration proposée par Gauss est alors le suivant (lire
I'article de Friedelmeyer et Volkert « Quelle réalité pour les imaginaires ?» dans
« Histowres de probléemes » IREM page 342)

[%) Passer en polaires en repérant chagque point M du plan par son module r et son
argument §. z=r {cos ¢+ 1 sind) et 2" =" (cos (nd + 1 510 nd))

2%} On separe partie reelle et partie imaginaire du polvndme P(x) de |'équation
etudice

Tirpr+=1lirgr=0

3V T (ra) =0 donne une courbe Cr et L {rap) = O donne une courbe €

Le probleme est alors de savour si ces 2 courbes ont bien un poinl commun,
correspondant dans le plan a la solution de notre équation
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4%) En divisant T et U par ", on trouve quand r =+ + o les asymptotes des 2
courbes données respectivernent par

k
Cq |1::D:-;n¢i]:1 = d;-—‘?H
Cy Isinnpl=1 = ¢=%+%T

Ce qu donne des asymplotes se succédant alternativement en polaires.

37) Les courbes Cy et Cy) sont des ares de courbes venant de 1'infini prés d'une
asymptote et repartant & ['infini prés d’une autre asymptote. 1l reste a prouver-ce n’est
pas ¢vident-qu'au moins 2 de ces arcs de courbes se coupent. Gauss prouve par
I"absurde I"existence de ce point image d une solution de son équation.

Gauss dit : « Il me semble largement assez prouvé qu’une courbe algébrique ne
peut i1 brusquement s'interrompre quelque part (comme cela se produit par exemple

dans la courbe transcendante dont I"équation est v = I_nL =3 ni se perdre d une certaine

maniere en un point aprés une infinité de détours (comme la spirale logarithmique), et
autant que je sache, personne n'a élevé le moindre doute li-dessus. Cependant, si
quelquun le demande, jentreprendrai 4 une autre occasion de fournir une
démonstration qui ne puisse étre soumise & aucun doute » Friedelmeyer et Volkert
commentent © « Personne apparemment ne le demande, et Gauss ne fournira pas de
démonstration de ce résultat. Ce n'est qu'en 1920 que A, Ostrowsky complétera la
démonstration de Gauss. »

I y aurait beaucoup 4 dire sur cette phrase de Gauss. D'abord sur les types de
courbes évoquées, on est loin des courbes sans tangentes ou des fractales. Ensuite sur
la certitude issue de I'intuition spatiale. Autant 1l est douteux qu'une équation ait des
racines, autant il est clair-sans autre forme de procés-que 2 courbes bien situées se

coupent |

Des dizaines de démonstrations du théoréme fondamental de |'algébre seront
trouvées mais TOUTES ces démonstrations font appel a la géométrie algébrique, a
« alliance intime » comme disait Chasles entre algébre et géométrie, « clef universelle
des mathématiques. »
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i) LES INTEGRALES ABELIENNES :
Abel
Kiemann

Calculer I'intégrale | = J+jax®bx+c dx
L4 encore, la méthode classique utilise la courbe de la conique © v*=ax*+hx+c et

P'essentiel du calcul intégral usuel consiste 4 se ramener par changement de variable 4
une fraction rationnelle puisqu’en théorie, on smit intégrer toutes les fractions
rationnelles.

Ici, on sait paramétrer la courbe sous forme:

x=f{1)
[y =git) ou fet gsontdes fractions rationnelles.

On a gagné puisque I'intégrale devient [ g(t) (1) dt et on aura gagné chaque fois
que le paramétrage de la courbe sera possible sous forme de fractions rationnelles.
Célebres depuis Abel qui a trouvé la méthode, ces courbes sont dites unicursales.

Cette fois, un probleme de pure analyse trouve sa solution en géométrie, par
etude d'une courbe associée au systéme

IV ) LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE : UN PEU D'HISTOIRE.

Bien entendu, dans aucun de ces trois cas, on ne trace la courbe mais seules ces
courbes permettent de débloquer le probléme arithmetique de Fermat, le probléme
algebrique de Gauss et le probléme d’analyse d'Abel. La géométrie algéhrique est une
science compléte mettant en correspondance Mintuition spatiale et le raisonnement
algébrique comme cela s'est réguliérement Fait dans les cas difficiles. Nous avons
évoqué 3 succes de la geométrie algébrique dans 3 branches des mathématiques dont
un succes fort récent. En cette fin de 20éme siécle, la péométrie algébrique fadére a
peu pres toutes les recherches mathematiques v compris sur les nombres entiers,

L.a géométrie d Euclide devint algébrique par 3 grandes créations du 17¢é siécle

1) Les reperes de Descartes
2) L'écriture algébrique - ax® + bx + ¢ = 0 { Viéte, Descartes)
3) La mise en équations des courbes par Fermat

Fermat dit avoir trouve la démonstration de son théoréme. Si cela est fort peu
probable { 107 ), par contre il avait mis en place les éléments pour le démontrer. Aprés
les travaux d'Abel, de Riemann, de Poincaré, de MNoether et des écoles ital lenne,
allemande et frangaise de la fin du XIXé siécle, la géométrie algébrique connut au XXe
siécle un immense développement

Dans les 50 derniéres années les espaces de J.P. Serres, et les schémas de
Grothendieck (tous deux médaille Fields) furent des créations majeures hors de notre
portee mais dont on peut situer le cadre.

Ce développement contemporain de celur de la théone des ensembles et
précedant celul de "axiomatique (et motivant celui-ct) ne fut peut-étre pas un modéle
de rigueur. Répétons = « On sait que malgré les efforts de Dedekind, Weber et
Kronecker, le relichement dans la conception de ce qui constituait une démonstration
correcte. déjd sensible dans 'école allemande de géoméine algébrique des années
1870 - I8RO ne devail que saggraver de plus en  plus . #
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V)i LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE :
LE CADRE MATHEMATIQUE

Dramiel Perrin a pubhié dans la collection « Savoirs actuels » son cours de D.EA &
Orsay. (A lire pour en savour plus.)

Il commence par : « La geométrie algébrique est I'éude des variétés alpébrigues -
toules celles qui sont définies comme ensembles des zéros d'un ou plusieurs
polvndmes. »

Autrement dit, la geométrie algébrnique etudie les ensembles de points définis par
une equation algebrique polynomiale

Perrin utihse fe theoréme de Bezout pour préciser ce cadre.

Théoréme de Berout (fin du 18¢)

Soit 2 courbes polynomiales planes de degrés met p.
Alors =» ces 2 courbes ont au plus mp points d intersection.

Comme pour les équations dans R, ce « au plus »n’est pas satisfaisant,

OQue mangue-t-il pour le remplacer par « exactement » comme dans les equations
dans C 7

Quatre conditions

17y Composanies communes @ Ne pas avoir une infiniteé de pomnts en commun:
Y = X* et sa restriction & R par exemple,

27) Diang RY, un cercle et une droite peuvent ne pas se couper

XEHYE=1 et X =2 mais dans C7, ils ont 2 points imaginaires en commun,

37) Parallélisme - Devx droites paralléles n'ont pas de points communs !

Si 1 Les ponts & Ninfini . géométrie, géométrie Done, on est amené & passer
dans |'espace projectif pour pallier cet inconvénient,

47} Tangentes et muluplicité des points de contacts

Uin cercle -degre 2- et une droite tangente -degré |-ont un point double en
commun. multiphcité dont 1l faudra tenir compte

Conclusion  En geometrie algebnique. on travaille dans les espaces projectifs
construns sur U - ou s1 possible dans des corps algébriguement clos ce qui n'est pas le
cas pour le théoréme de Fermat avec ().

("est bel et bien I'étude des courbes. des variétés affines (des points) qui guide
Fintuition. Méme sil parait ardu de tracer ces courbes dans un espace projectf sur C.

Le théoréme de Bezout devient :

Dans le plan projectif complexe. soit 2 courbes algébriques C et C° de degrés d
eld et sans composante commune

Alors = les courbes C ¢l C7 se coupent exactement en dd” points comptés avec
leurs multiplicités

Daniel Perrin donne Mexemple suivant

Trifohum  { X7+ ¥? P+ 3IXY Y =0 de degre 4

Quadrifolium : { X2+ ¥Y2)' -4 X7¥?= () de degré 6

Nombre de points comnmns - 4xb = 24

Loorigine - 14 fois (7 ) 04 points du plan - 2 peints imaginaites a |'mfini et tniples
5010 2x3 =6 dotal - 14 +4+6=24
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V1) GEOMETRIE ALGEBRIQUE :
DES DROITES AUX VARIETES AFFINES.

la description de l'espace continue avec la construction des ensembles
algébriques affines (EAA).

Le théoréme fondamental de l'algébre et le théoréme de Bezout aménent &
s'intéresser aux ensembles de points qui annulent un. deux. ou plusieurs polynémes,
Ces ensembles de points sont les variétés affines qui genéralisent les notions de point,
droite, courbe ou surface.

Définition ; soit un corps k commutatif { RouCou (). )

5 un ensemble de polyndmes a une ou plusieurs variables.

La variété algébrique affine V(S) est I'ensemble des points x & k" qui annulent
tous les polyndimes de S,

Exemple | Yn=1; la droite réelle R

a) S est le polynome nul = V(5) est la droite

h) S est - POx) = x(x-1x-2) = V(S)contient I pomts x =0, x=1,x=2

Exemple 2 )n=2 :le plan reel R?

a) 8 est le polyndme constant P(x) =1 = V{5) est vide.

by & est le polyndme nul = V{S) est le plan;

c)Sestforméde  Pix)=x"+v-4 et Qx)=x-1 = V(5) est forme des 2
points communs du cercle et de la droite d"équations P(x)=0 et Q{x)=0

Exemple 3 ) n=2 - le plan rationnel £

a} S est le polynéme Pix) = x*+y*- | => V(5)est formeé des couples (x, y) avec

a h - - .
x = et y=_ .(abc)dant les triplets pythagoriciens

b) 5 est le polyndme P(x)=x"+y" -l avecnz3 = V(§) =
théoréme de Fermat 11!

VII ) GEOMETRIE ALGEBRIQUE : TOPOLOGIE DE ZARISKI
Oscar Zariski (1899-1986)

Propriétés des variétés algébrigues affines V(5S)

1%} L espace consideéré est une variété algebrique affine pour P=0

29) L ensemble vide est une vaneté algébrique aftine pour P =1

3%y Une intersection quelcongue de variétés algébriques affines est une variété
algébrigque affine (par intersections de courbes de plus en plus nombreuses)

4%} Une réunion finie de vanétés algébriques affines est une variété algébrique
affine P =10 < P;=1) ou Q=10

Les variétés algebriques affines définissent une topologie (toujours Pespace) dite
de Zariski dont les variétés algébriques allines sonl les lermés.

Les complémentaires des variétés sont les ouverts de la topologie;

Daniel Perrin précise = « Attention. la topologie de Zanski est trés différente des
opologies usuelles et il faut en acquerir une mtuwition ad-hoe. »

Intuition et topologie nous raménent 4 'etude de Uespace construit
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Dans I'espace RY, domame privilégié de la dite intuition. les fermés « sont » les
zéros des polyndmes, ¢'est-d-dire les surfaces ou leurs intersections, courbes et points.
Les fermes sont « petits ». Les ouverts sont les complementaires des fermés et sont
« grands » en comparaison des boules et fermés des métriques ou des topologies
habituelles. Mesure, mesure

La géométrie algébngue se développe en passant des espaces affines réels aux
espaces projectifs complexes. Que devient alors Mintuition 7

VI CONCLUSION

Il est encore moins facile de suivre ce developpement vers les espaces de Serres,
les faisceaux ou les schemas. Le cours de Daniel Perrin se termine par une introduction
simplifiée 4 ces schemas et 1l s'agit d'un cours de DE A ! On comprend mieux les
difficultés rencontrées dans les « maths modemes » lors de la perte d'intuition, au
moment o toute la construction de |'espace se fait par le langage algébngue,

Pourtant, la géomeétrie algebrigue est fondée sur la construction d’espaces. Au-
dela de lintroduction, le livre de Permin ne contient plus de figure mais toute
|*intuition est spatiale - points, courbes, surfaces et hypersurfaces - sans lesquels on ne
peut ni comprendre, ni construire, Quand 1"auteur définit 1a topologie de Zaniski, it met
en place ' inturtion ad-hoce,

Les mathématiques sont a I'ongime un systeme de mesure (segment-nombre). Au
| 7¢ siecle, la création de la péométrie algébrique (pomt-coordonnées ; courbe-
equation) a ouvert un immense domamne,

Mais les mathématiques restent la science de la mesure de |'espace et seul un bon
transfert entre I'intuition spatiale et la logique du langage algébrique a perrms de
deémontrer le théoréme fondamental de ["algebre, de calculer les intégrales abéliennes
et de démontrer le théoréme de Fermat

« Etymologiquement, la géométrie est la science des mesures terrestres; issue des
réflexions des arpenteurs, elle est inséparable de la notion de nombre » Jacqueline
Lelong. L."apport de |'algebre au | 7e siecle est un « premier pas vers une alliance plus
intime entre |"algébre et la géométrie ... clef universelle des mathématiques » (Chasles,
Apercu historique) Nous voyons cette indispensable « alliance umiverselle » dans les
grands théorémes créateurs des mathématiques © Thalés, Pythagore, tangente et
dérivée, courbe et intégrale, espace vectoriel, espaces métnques.. ..

Hitbert dans |'introduction de ses « 23 problemes » en 900, ecrit comme nous
I'avons vu : « Les signes et les symboles de | Anthmetique sont des figures écrites, et
les figures geomeétriques sont des formules dessindes; aucun mathématicien ne pourrait
se passer de ces formules dessinées, pas plus qu’il ne pourrait, dans les calculs, se
passer de parenthéses ou de crochets ou aulres signes analyvigues, »

En 1982, Dieudonné, autre chantre de 'axiomatique, évogquait « la domination
universelle de la géométrie » et écrnivail - « Au conlrape, j* pense qu'en éclatant au-
deld de ses étroites frontieres traditionnelles elle a révélé ses pouvoirs cachés, sa
souplesse et sa faculté d adaptation extracrdinaire, devenant ams) un des outils les plus
universels et les plus utiles dans twus les secteurs des mathématiques. £t si quelqu’un
parle de la « mort de la géométrie ». il prouve simplement qu’il est complétement
ignorant de 9% de ce que font les mathématiciens aujourd hul. »
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Alors d’ ot vient cette domination

D créateur des mathématigues : le cerveau

Mous connassons aujourd "hui (un peu) 'orgamsation du cerveau.

L."hemisphere droit est celui de 'intuition et de 'espace © points, courbes

L'hémisphére gauche est celur du langage et du raisonnement : nombres,
équations, logique.

Le corps calleux est chargé de gérer 'alliance intime entre les 2 hémisphéres,
entre les points et les nombres

Voild une raison pour laquelle la géométrie « pure » du |9 siécle dut trés vite
redevenir une geometrie algeébrique ou une algébre-géométrie, recréant cette alliance
intime entre les figures de Iespace et |'éerture algébrique.

Alliance intime liée au fonctionnement du cerveau, du cerveau de Gauss, du
cerveau 4" Abel, du cerveau de Wiles, de tous les cerveaux.
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LE PARADOXE DE BANACH - TARSKI

En cette lin de 19 siécle, les groupes de transformations et la théorie des
ensembles générent de nouveaux paradoxes Banach et Tarski sont deux brillants sujets
de lécole polonaise de mathématique Tarski s'intéresse particuliérement 4 la logique
mais |a démonstration de son paradoxe -délicale- passe bel el hien par les groupes de
translormatrons,

L "énonce est simple | Vous prenez 2 boules (sphéres pleines). par
exemple une orange et la Terre,

Alrs === 1l existe une lagon de découper la Terre pour la réduire 4 la
taille de l'orange |

Maradoxal. non |

(Pour la demonstration, non triviale comme déja dit, voir e petit livre de Mare
Guinot e paradoxe de Banach-Tarski),

Essayons de préciser [idée qui montre bien le lien entre l'espace qui nous entoure
et le travail des mathématiciens qui cherchent 4 le décrire pour mieus le comprendre.

Cetle 1dée st trés simple. Nous pensons bien connaitre la droite réelle et plus
précisément la MESURE de TOUS les sous-ensembles de cette droite rélle Une
(injcertaine logique voudrait gue la mesure des intervalles de R se prolonge a TOUS
les sous-ensembles de R avee quelques propriétés usuelles

I} La mesure d'un intervalle | = |a.b] est la longueur habituelle b-a.
2 ) La mesure de la réunion d'ensembles disjomts Eu est Ia somme des
mesures des ensembles E,
3 ) La mesure est invariante par translation. (il vaul mieux. ).
4 ) TOUTES les parties de la droite réelle ont une mesure
Matheurcusement cette hypothétique mesure universelle n'existe pas. {voir encore
Ciunot),
seuls les ensembles pas trop éloignés des intervalles sont mesurables avec l'unité
de mesure habituelle
Cecr exphygue
|} la possibilitgé de découper -en théorie- la grosse boule en sous-ensembles
NON-mesurables quiil sera lomsible de faire entrer dans l'orange
2} les inevitables trihus et clans des cours du Supérieur Les intervalles ont
Tesprit de tnbu Quand ils se réumissent entre eux. tout va bien Sortir de la tribu

dépasse fa mesyre |
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12. LA GEOMETRIE FREACTALE

Les idées géométriques du créateur de la géométnie fractale. Benoit Mandelbrot,
sont originales.

Le principe de base de la géoméine grecque est de créer (7) des objets si simples
qu'ils n'ont plus guére de points (sic ') communs avee les objets de la nature,

Conformément 4 ce qu'a dit Galilée, ces objets sont alors des intermédiaires
permettant aux humains de comprendre la nature, l'espace dans lequel nous vivons,
Mandelbrot cherche, en partant des objets géométriques usuels 4 se rapprocher des
objets de la nature, la cite de Bretagne, trés découpée, étant le symbole de ceux-ci.

Mais les origines de la géométrie fractale, selon son créateur, remontent au
mouvement brownien particuliérement étudié par Jean Perrin au deébut du siécle.

Mouvement hrownien (approché) d'une particule,
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Awourdhu, sapprocher de la nature consiste & étudier des phénoménes
complexes = diffusion dans un solide, turbulence, distribution des galaxies ou plus
simplement recherche de modéles du relief terrestre car il semblerait bien, 4 y regarder
de plus prés, que la Terre ne soit pas tout-a-fait une boule

Dhifusion dans un solide.

Les mathématiciens ont, avant lui, exploité 2 méthodes pour « tendre » vers
I'ntin

* Le postulat N°2 de la géométrie d'Euclide permet de tendre vers l'infini par
Juxtaposition de segments (unités) identiques

* La géomeétrie différentielle de Newton et Leibniz permet de tendre vers l'infini
par découpages successifs de ce méme segment-unité === [es infimiment petits.

* La géométne fractale permet de tendre vers l'infim en tout point de l'objet par
repetition des mémes opérations sur tout 'objet de deépart et non plus en un seul point

comme dans les méthodes précedentes
Le modéle pratique évoqué est la cote de Bretagne, découpée 51l en est, sur toute

sa longueur. (la géométrie et l'expérience toujours. ).
Lin modéle simplifié (les mathématiques toujours. ..} est la courbe de Von Koch.

. IR Pl

Cl 2 L3 el jusgqua linfim

Mandelbrot délinit une dimension pour ses courbes car leur « longueur » est
infinie donc elles ne sont pas de dimension |
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1. H:-II}_ | . L {C?}= I?{%=%_ L{Ct}= |H‘-3:-F1

L(C,)=1x1)" etlim L(C,)=+w

[

Ces idees d'une grande simplicité repartent une fois de plus du systéme de mesure
primitif. Developpées depuis les années soixante-dix pour le compte de la société
L.B.M. par Mandelbrot. elles débouchent sur les images de synthese.

La dimension d'homothétie

5

En dimension 2. une homothétie de rapport qldﬂﬂm‘ 51 =25 petits carrés,
I : : .
rel 775 F =25 ==== le plan est de dimension {euclidienne) 2.
Generalisons - une homothétie de mppurt“l en dimension [) donne K petits objets

. |
selon la formule e

| :
Dans la courbe de Von koch, le rapport dhomethétie est 5 et on crée 4 nouveaux

objets ce qui donne

1
{ —”—3- }l:l —- ﬂ
Ind : .
) = In3 = [.2618 e.t la dimension d'homothetie de la courbe fractale de

Von Koch,
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UNE CONCLUSION PARMI TANT IYAUTRES

Un célebre « A bas Buclide | » de Dieudonne avait ponctué la réforme dite
des « maths modernes » el son auteur avait vite regreite ses paroles prises un peu trop a
la lettre. Il ne semble pas envisageable aujourdhui comme hier de se passer de la
geometne d'Euchide et il semblerat méme important de mieux la connaitre pour éviter
de graves déformations, par exemple de croire que la géométrie d'Euclide est une
o geometnie pure »

CONSTRUIRE des figures, MESURER ces figures, DEDUIRE  des
propriétés certaines de ces figures reste 'activité de base du mathématicien : voir
par exemple la géométrie fractale.

Par contre, se hmiter a la géométrie d'Euchde, serait une erreur tout aussi grave.
Se priver des idées développées pendant 25 siéeles. 1l n'en est méme pas question |

Dés le 17¢ siecle. Descartes met en place une géométrie globale de Pespace { ou
au moins du plan). Descartes réunit fes ligures et les équations.

Mewton et Leibmiz avanent appris les mathématigues dans les Eléments d'Euclide
mats aussi dans les livees de leurs contemporams. Le |18 ¢ siécle fut margué par le
developpement fulgurant des caleuls différentiel et intégral. fondés sur les différences
el sommes d infimiment petits.,

lls permirent de résoudre de trés nombreux problémes de physique (cordes
vibrantes, equation de la chaleur ) que la géométrie d'Fuclide n'aurait évidemment
1amas permis de resoudre |

Tant et si bien qui la fin du 18€ siécle Fuler, ['Alembert. Lagrange et d'autres
pensent que lavenir des mathématiques parait limité et quil est prétérable pour les
meilleurs esprits de se tourner vers dawtres sciences-la physique. la chimie-plus
prometteuses ce que fera, par exemple, Ampere

Or au momns 4 géométries irés novatrices vont apparaitre au cours du sicele
suivant ! Ceci donne i réfléchir en matiére de prédiction !

Aujourd hui.  la  meilleure conclusion me semble se trouver dans le
developpement tentaculaire de la géométrie algébrique. seule capable de résoudre de
grands problémes | théoréme de D' Alembert ou de Fermat.

La géométric. science en apparence « indépendante de toule expérience » mais
« qui s'adapte d'une s1 admirable maniére aux objets de la réalité » a-t-elle encore des
ressources msoupeonnées comme 'a montre la géomeétnie fractale

O bien le trés logique systéme de mesure babylo-égypto-gree a-t-il donné tout
ce qu'il pouvail donner 7
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ET POUR QUELQUES GEOMETRIES DE PLUS

Pourquot se limiter & 12 géométries 7

La géométrie affine :
A l'époque ou la géométrie était construite 4 partir des structures vectorielles. il

fallait been. quand méme revenir aux points.

La géométrie de Bolvai ;
Le Hongrows Bolyai (1775-1856) introduit en 1829 une « science absolue de
Fespace » 4 ranger dans les géométries non-euclidiennes, Ce fut un précurseur,

La géométrie birationnelle de Riemann :

Vers 1830, le visionnaire Riemann ouvre les portes de la géométrie algébrique
moderne

La géométrie discréte ;

L'¢eran de l'ordinateur est un ensemble discret de points sur lequel on souhaite
tracer les courbes représentatives de fonctions continues d'ot la nécessité d'étudier cet
espace discret, peut-étre proche de la géométrie. pythagoricienne !

La géométrie élémentaire :

« elémentaire » qualifie en général la géométrie d'Euclide,

La géoméirie imaginaire :

. Lobatchevski (1793-1856) construit en 1826 une premiére géométrie non-
euclidienne.

La géométrie métrigue :

Nous avons déja rencontré ce joli pléonasme qui oriente vers les mesures et les
ISOMELries.

La géométrie pure :

Le plus simple est 11 de¢ citer Dieudonné dans l'introduction de son cours de
geométrie algébrique (PUF 1974) « En premier lieu, el contrairement 3 ce que l'on
croit souvent, la Géométrie des Grees est tout le contraire d'une Géométrie ... « pure »,
c'est-A-dire d'ol les calculs ont été éliminés le plus possible = une telle conception ne
remonte qu'au 19¢ siécle ».

De plus. existerait-il une géométrie impure 7
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La géométrie supérieure :

De méme. existerait-il une géométrie inférieure 7

Mais ce n'est pas fini, loin de 13 ;
La géométrie synthétique de Poncelet elt son heure de gloire au 19¢ siécle.

Les géoméiries subordonnées.
La géométrie réglée.

Les géométries cavievennes,

La géométrie finie.

La pgéoméirie inlinitésimale directe.

La géométrie cotée : une cousine de la géomeétrie deseriptive enseignée au 20¢
siécle

Pour clore cette Liste, non exhaustive, la revue La Recherche de décembre 1994
contient un article sur la géométric symplectique (entrelacée) issue. elle aussi, de
I"étude de I'espace et des groupes de transformations et étudiée en cette fin de 20#

siécle.

L'espéce humaine fait preuve de beaucoup d'imagination quand il s'agit d'étudier
l'espace qui nous entoure Heureusement |
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EN RESUME

Les géometries babylonienne et égyvptienne étarent des géometries de mesure

La géometrnie d'Euclide les complete en un systéme déductif. Construire, mesurer,
deduire . les 3 composantes indissociables.

Construire une fizure

Mesorer avec les nombres

Déduire avec la logique,

Qu'en est-il pour les « autres » géometnes ?

Géométrie | Figure | Nombre | Logique
o __Construction, _ Mesure Déduction
Egyptienne | =z i L3 e
Euclide x L | X
Projective | x x x
Analytique x . A
Hasard B | =
.I_:ﬁl"-f'érenthailu_ | X 1 X ¢ AR L
Descripive | x| . -
Vectarielle . _ X X
Non-euclidienne _ ; X
Transformations| X | X X
Algébrique | . x| x
Fractale | x i X i

Duthicile, en fait, de ne pas mettre une croix partout !

Chaque géométrie utilise de fagon explicite ou implicite ces 3 composantes. Une
géométrie non-euclidienne utilise-t-elle les constructions ?

Non, elle est déductive par essence mais oui quand méme, car..une géométrie
est-elle compléte sans figure 7

La part implicite de la figure, comme en géomeétrie vectorielle, donne a réfléchir.
On ne peut dessiner un vecteur, mais. .. que celur qui n'a jJamais dessiné un vecteur me
jette la premiére pierre

Vieille histoire !
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Nous espérons que ce petit voyage dans I'espace vous aura plu
et nous espérons vous retrouver bientdt sur....nos lignes.
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UN ARTICLE DU JOURNAL LIBERATION (Novembre [994).

FAUT-IL JETER EUCLIDE AUX ORTIES ?

QUESTION A : Georges Lochak, Directeur de recherches
(Mécanique quantigue} au CNRS et directeur de la fondation

Louis-de-Broglie.

Bicn sir que oui et bien sitr que

non ! Non, parce que nous vivons au
milien d'Euclide. Ow | parce que dans
la physique théorigue d'un niveau éleve,
on n'obéit pas 4 Euclide.

Euclide a été le maitre de notre
vision du monde jusqu’au XVIIé siécle,
Sa geomeétrie comespond  aved  une
extraordinaire précision 4 toutes les
MESUres que nous sommes capables de
faire 4 notre échelle, v compns les
mesures astronomigques.

Paur ce qui concerme
I'astronomie, ce n'est évidemment plus
tout a Fait vrai depuis la relatrvité, Mais
'z relativité ne concerne quune toute
peiite partie des mesures © une sonde
connme Voyager 1, qui se promeéne
depuis de longues années 4 travers le
systéme  solaire, fonctionne avec la
mécanique de Newton et la plométne
d'Euclide. Cest done que cete
geométrie ne e trompe vraiment pas
heauenup |

Le régne d'Euchide a duré deux
mitle ans ef connall son apogée avec
Mewion, Ce dernier, bien qu’il an
mventé le calcul différentiel et intégral,
reste un géometre - comme 1l ignore les
procedés algebngues de ce caleul, 1l
additionne des surfaces « euclidiennes »
de plus en plus petites et s’en sert
comme d'un tutewr pour fame fenir ses
ralsonnements.  Les  pnnoipla de
Mewton, qu décrivent pour la premiére
fine avec exactitude les mouvements
des planétes autour du soleil, représente
I"'ultime couronnement de la geométne
euclidienne
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La fin des « figures »

Tout change au XVIHIE siécle
Lagrange écrit un livee de mécanique
celeste, qui rompt radicalement avec la
gecometrie. Lagrange annonce d'entrée ;
wil n'y avra point de figure dans cette
ouvrage. » Pas de figure, donc pas de
geomeine et pas d'Euclide. Ce fut "'une
des grandes ruptures dans la description
mathématique des lois de la nature,
Depuis lors, les mathématiciens ot les
phvsiciens en sont largement revenus et
ne se sonl pas prives de faire des petits
dessins comme du temps de Newton !

En montrant qu'il était impossible
de faire de [a physique sans géométrie,
Lagrange a paradoxalement ouvert fa
voie & de nouvelles géomélries | s
Euclide n’était pas indispensable, il
devenait légitime de chercher d'autres

modéles péométrigues. Les
mathématiciens du  XIXe siecle
s'engouffrérent dans la  bréche et

comprirent que fa géométrie classique
etait une théore physique comme les
autres, érigée en systéme mathématique
axiwomatise, Ils s’aperqurent que les
prncipes  d'Euclide s’appliquatent a
Vespace qui nous entoure et aux
phénomenes que nous cONNLISSONS Mais
qu'ils ne s"imposaient pas, qu’on adopte
un point de vue logique ou physique,
Riemann, vers 1860, réalise la premiére
sviithése de toules ces péometries.
Lexplosion des dimensions
Riemann a donc hibéré la notion
de géométrie de celle qui avait &1é en
viguewr pendant deux mille ans, La
phviique s est ginst mise a withser des
espaces non-euchidiens gqui, en outre,
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ont  un nombre quelcongue  de
dimensions. Le cas le plus simple est
celw de la relativitéd, qui utilise quatre
dimensions de Despace. Dans  les
théories atomiques, on construit des
espaces qui  ont des milliards de
dimensions, Cela ne sigmifie pas que les
atomes s¢ proménent recllement dans
de tels espaces ! Ce sont des espaces de
configurations dans lesquels la théorie
raconte & sa manicre les phénomenes
physiques

La théorie doit ensuile
redescendre dans |'espace ordinaire qus
est le ndire, celu des expérimentateurs,
pour leur sugpérer de nouvelles pistes.
La péométric est ainsi devénue un
instrument abstrait - un espace & n
dimensions n'a aucune signification
concréte, mais dans cet espace, on
interpréte les phénoménes tel quon ne
les raconte pas dans notre espace a
MEnES

Cohsabitation

Dans ce contexte, |'un des
membres du célébre groupe de
mathématiciens francais qui a pns le
nom de Bourbaki avait dit = « A bas
Euclide ! »Il voulait dire : «d bas la
réduction des mathématiques a la
géométrie d'Euclide a 'écolew. [l ne
voulait pas enseigner Riemann deés
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I"école primaire ! Mais il trouvait qu’il
fallait "ouvrir sur des mathématiques
plus actuelles  Dans |'enseignement
primaire et secondaire, au nom des
# maths modemes », on a suppnmé la
geomeétrie, 'intuition et toute la chair
des mathematiques. On est déja revenu
de cet exceés. La géométrie ful d'abord
toute-puissante  en  physique sous sa
torme  euchdienne. Chassée de la
premiere  place  par ['algebre et
I'analyse. son infleence commenga a
décroitre au point gue Lagrange crut
I"abolr, Mais, nous voyons son retour,
au début du Xxe siécle, avec la
relativité et la mécanique quantique. 1l
serait absurde de croire que la nouvelle
géométrie a refuté |'ancienne.  Les
historiens des sciences du début du
siécles imaginatent les théories comme
des poupées russes © la plus vieille
théorie englobée par une plus récente,
etc, Mais la nouvelle théorie n'englobe
rien du tout ! Elle recouvre un tout petit
bout de |"ancienre Elle raconte des
choses que la théorie ancienne ne
décrivail pas mais, inversement, elle ne
sait pas faire certaines choses que la
théorie  ancienne  savait  fawre,  Et
Euchide, s1l ne suffit plus, n'¢st pas
prés d’étre détrone.

Alain BERNARD



TITRE : DOUZE GEOMETRIES.
PETIT PARCOURS DE LA GEOMETRIE D'EUCLIDE
A LA GEOMETRIE FRACTALE.

AUTEUR : Alain BERNARD.
DATE : JUIN 1997
EDITEUR : IREM de Montpellier,

MOTS-CLES : INITIATION, HISTOIRE, GEOMETRIES
EUCLIDIENNE, ANALYTIQUE, DIFFERENTIELLE. PROIJECTIVE,
DESCRIPTIVE, DE TRANSFORMATIONS, FRACTALE, ALGEBRIQUE.
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mathématicien gqui travaille,
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