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LE PROBLEJVIE DE L'ESPACE, DE L'ETHER
ET DU CHAJVIP PHYSIQUE.

La pensée scientifique perfectionne la pensée préscientifique.
Puisque dans cette dernière, le concept d'espace a déjà une fonction

fondamentale, établissons et étudions ce concept.

Deux façons d'appréhender les concepts sont l'une et l'autre essentielles pour en
saisir les mécanismes,

La première méthode s'appelle l'analytique logique.
Elle veut résoudre le problème : comment les concepts et Tesjugements

dépendent-ils les uns des autres? Notre réponse nous place d'emblée sur un terrain
relativement assuré! Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans la
mathématique.

Mais cette sécurité s'obtient au prix d'un contenant sans contenu.

Albert Einstein
Etudes scientifiques

Le problème est magnifiquement posé.
A suivre .

Irem de Montpellier
Alain BERNARD

mailto:irem@rnath.univ-montp2.fr
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Dix géométries.

Un premier polycopié intitulé« Dix géométries» était le numéro zéro des trois
polycopiés composant« L'esprit de géométrie».

1. Les mathématiques de l'immobile: Du système de mesure babylonien jusqu'à
l'algèbre arabe.

Il. Les mathématiques du mouvement: Les 17è et 18è siècles.
III. Les mathématiques modernes: Les 19è et 20è siècles.

Ecrit en 1994, le premier tirage de« Dix géométries» est aujourd'hui épuisé. Le
présent polycopié reprend la même approche épistémologique en déroulant de manière
chronologique les différentes géométries apparues depuis 5000 ans, ou du moins, les
plus importantes d'entre elles.

Ce polycopié est écrit pour servir de base à une initiation à l'histoire des
mathématiques lorsd'un stage de l'IREM de Montpellier en 1997- 1998.

Ce stage est organisé en liaison avecla Mission Académique de Formation des
Personnels de l'Education Nationale (MAFPEN).
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Douze géométries

La géométrie, mesure de la Terre, prit naissance probablement autour du golfe
persique, il Y a environ 5000 ans. (Dans l'état actuel de nos connaissances
archéologiq ues)

Pourtant, à Lascaux, il y a 17000 ou 20000 ans,110S ancêtres ont dessiné plusieurs
taureaux de même taille. Ces dessins supposent un système de mesure. Il est facile par
exemple de tailler une branche ayant la longueur du dessin et de la reporter plus loin
pour obtenir un dessin de même dimension.

La géométrie grecque fut construite sur les géométries de mesure (pléonasme) des
Egyptiens et des Sumériens. Elle servit de référence, en particulier à partir des
« Eléments » d'Euclide largement diffusés. La géométrie du monde grec fut ensuite à
l'origine de dizaines de géométries.

Le polycopié présente 12 de ces géométries en respectant la chronologie. de leurs
apparitions. Sans développer bien entendu ces géométries mais en s'attachant plutôt à
l'épistémologie de la construction desmathématiq ues.

Six de ces géométries seraient plus importantes que les autres.
1) La géométrie égyptienne (ou babylonienne, ou sumérienne, ou chaldéenne)
2) La géométrie d' Euel ide

3) La géométrie de Descartes (analytique ou algébrique)
4) La géométrie différentielle (calculs différentiel et intégral)
5) La géométrie vectorielle (en dimension n)
6) La géométrie algébrique

Les géométries développées au Moyen-Orient autour de la notion de mesure
(mes- racine d'origine indo-européenne) ont permis aux hellènes de construire le
premier savoir déductif de l'humanité (Euclide, -300, Alexandrie). La démonstration
ne sera jamais remise en question, elle fera même obstacle (épistémologique) à la
construction et à la mesure, concepts qui précèdent la déduction.

Le premier objet de ce polycopié est de réhabiliter les notions de
construction et de mesure.
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Des tendeurs de ficelles aux mesureurs d'espaces.

Les mathématiciens portèrent le nom de« géomètres» jusqu'au 19è siècle et
quand Pascal, par exemple, écrit« géométrie », il faut lire: mathématiques.

1) La géométrie égyptienne
Les tendeurs de ficelles égyptiens faisaient au sens propre de la géométrie

puisqu'ils mesuraient la terre après chaque crue du Nil.

2) La géométrie d'Euclide
Les géomètres grecs reprirent les connaissances des Egyptiens. Ils transformèrent

la géométrie en un savoir déductif Les philosophes-géomètres, de Thalès (-550) à
Euclide (-300) construisirent ce premier savoir déductif resté pendant 20 siècles la
référence des scientifiques comme des philosophes. La géométrie doit attendre le 17è
siècle de notre ère pour retrouver, en Europe cette fois, des humains capables de lui
donner un nouvel essor.

Durant ces 20 siècles, d'autres civilisations, indienne, chinoise, arabe, mettent en
place un savoir fondé sur les nombres. Nouvelle écriture des nombres, nouveaux
nombres (ceux que nous utilisons!) venus de chez les Indiens.

Méthodes et règles de manipulation des égalités de nombres, les équations
algébriques des Arabes.

3) La géométrie projective
Faire entrer l'espace dans un rectangle de toile, tel est le problème des peintres de

la Renaissance, tel est le problème qui donna naissanceà la géométrie projective.
Albert DÜRER, en 1525, dans son traité,« Instruction sur la manière de

mesurer», écrit : «Le très savant Euclide a défini les fondements de la géométrie.
Celui qui l'a bien compris n'a pas besoin de ce qui est écrit ci-après ...»

4) La géométrie de Descartes
Piaget a très bien noté le caractère local de la géométrie d'Euclide restreinte à la

figure. La géométrie de Descartes repère tous les points du plan à l'aide de 2 mesures,
elle est une géométrie globale de l'espace.

Descartes termine de plus la mise en place de l'écriture algébrique, les nombres
inconnus x,y ou z et les nombres connus a, b, c.Il réunit dans sa géométrie les
connaissances grecques sur les figures avec les connaissances arabes sur les nombres.

Dieudonné considère la« méthode des coordonnées» de Descartes comme étant
l'acte de naissance de la géométrie algébrique.

5) La géométrie du hasard
Les mathématiques sont le domaine des certitudes. Descartes disait:« il n'est de

plus grandes certitudes que celles des géomètres» Aussi, nous Ile trouvons aucune
trace de probabilité avant le 17è siècle. Pascal écrit dans une lettreà l'Académie
parisienne de Science:« Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations de la science à
l'incertitude du hasard, et conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut,
tirant son nom des deux, s'arroger à bon droit ce titre stupéfiant de Géométrie du
Hasard.»
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6) La géométrie différentielle: Newton et Leibniz
Le 17è siècle est un siècle de méthodes. Peu de théorèmes. Par contre, les

géomètres du 17è construisent de nouvelles géométries. Les calculs différentiel et
intégral de Newton et Leibniz font ainsi partie des grandes constructions du siècle,
faisant entrer l'infini et particul ièrement l'infiniment petit dans les calculs.

7) La géométrie descriptive.
Création de Monge, elle apparaît au début du 19è siècle, le siècle de la révolution

industrielle.

8) La géométrie vectorielle, géométrie en dimension n>3.
Les vecteurs représentent des forces. La géométrie des vecteurs symbolise les

mathématiques « modernes» depuis la réforme. Il fallut attendre le milieu du 19è siècle
pour voir apparaître les espaces de vecteurs.

La géométrie en dimension n.
Depuis Euclide, depuis toujours enfait, la géométrie se décline en trois

dimensions, celles de notre espace physique. Schwartz, dans les années trente de notre
siècle, signale: « Mais je reste étonné, en me remémorant ce que j'avais étudié et
compris, que les espacesà n dimensions, pour n plus grand que 3, me soit resté
étrangers .jusqu'à l'Ecole normale comprise .... excepté le cours de Leray au Collège
de France .

Dans la construction des mathématiques, la géométrie commenceà s'affranchir
de la contrainte dimensionnelle au milieu du 19è siècle.

9) Les géométries non-euclidiennes.
Postulat d'Euclide :« Par un point extérieur à une droite, il passe une seule

parallèle à cette droite. » Ce postulat semblait pouvoir se démontrer, les tentatives
furent nombreuses. Toujours au 19è siècle, les mathématiciens renoncèrent et
transformèrent ce postulat créant de nouvelles géométries, de nouveaux modèles de
l'espace qui nous entoure.

10) La géométrie des transformations
Les transformations appl iquées aux objets simples de la géométrie sert de baseà

la géométrie au collège. Pourtant les transformations, les changements de formes sont
encore plus modernes que les vecteurs. Euler a un peu étudié les transformations de
l'espace mais il fallut attendre Galois, vers 1830, et les permutations d'un ensemble
fini de nombres pour avoir le premier groupe de transformations. L'application aux
objets de la géométrie intervient en 1870 avec Jordan.

Il) La géométrie algébrique
Selon Dieudonné, la« méthode des coordonnées» de Descartes crée la géométrie

algébrique. Comme la géométrie de Descartes utilise la méthode analytique, ce nom lui
restera. L'analyse va longtemps occulter l'autre aspect de cette géométrie. La
géométrie algébrique reprend le dessusà la fin du 19è siècle pour devenir une branche
(") prépondérante de la recherche mathématique au 20è siècle.
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12) La géométrie fractale: Mandelbrot, 1970.
Nous terminerons ce petit voyage dans les espaces mathématiques avec une

géométrie très moderne.
La théorie des ensembles a pour origine les nombres réels. Quand cette théorie fut

mise au point, de nouvelles figures firent office de « galerie des monstres»: ensembles
de Cantor, courbe de Von Koch, courbe dePéano remplissant un carré. Ecoutons
Mandelbrot :« La trajectoire du mouvement brownien est la plus simple des fractales ...
La collection de figures géométriques créées à cette époque (1875-1925) qualifiées de
«galerie des monstres» peut également être visitée en tant que «Palais de la
découverte ».... Ces figures géométriques n'ont jamais eu de chance dans
l'enseignement ne passant que de j'état d'épouvantail moderne qu'à celui d'exemple
trop spécial pour qu'on s'y arrête.»

« Je montre que la carapace formaliste qui les a isolées a empêché leur vrai sens
de se révéler, que ces figures ont quelque chose d'extrêmement simple, concret et
intuitif. »

CONCLUSION

Les «tendeurs de ficelles» égyptiens faisaient de la géométrie. Les Grecs
transformèrent ensuite le système de mesure égyptien en un savoir déductif, gommant
par la même occasion les références au monde sensible.

Au cours du 19è siècle, la géométrie s'affranchit de la contrainte dimensionnelle
de l'espace physique et se développa sur les mêmes concepts en dimension n
quelconque.

Toutefois, les constructions usuelles continuent de se faire autour de la notion
d'espace: espace vectoriel,

espace de Hilbert,
espace fonctionnel,
espace de probabilité.

Abstraire = isoler. Derrière la «carapace formaliste », nous allons essayer de
retrouver l'espace et le sensible.
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Les trois langages.

En conclusion de cette approche, nous pourrions dire que les mathématiques se
sont développées sur 2 langages: celui des figures et celui des nombres, d'abord fixes,
puis inconnus, puis variables dans l'algèbre ou l'analyse. Ces 2 langages constituent
effectivement les mathématiques. Du bon transfert des informations entre ces 2
langages dépend une bonne compréhension de l'espace environnant. Pourtant un

troisième langage reste indispensable, le français
Ce qui pourrait donner le schéma suivant:

Géométrie algébrique

Figures

« Français»

La géométrie d'Euclide privilégiait la « traduction» figure-français. Le langage

algébrique n'existait pas.

Les maths « modernes» privilégiaient la « traduction» algèbre-français au détriment
de la figure et ce, en opposition avec un principe de la géométrie grecque.

La géométrie algébrique privilégie la « traduction» figure-algèbre et semble,à mon
avis, être le domaine du matheux ou au moins être une approche plus équilibrée des

mathématiques.
La géométrie algébrique est fondée sur la relation «figure-nombre », le système de

mesure.
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AVANT PROPOS

Avant d'aborder « les» géométries, il me paraît utile de lire quelques textes
importants:

1 )« Esprit de finesse et esprit de géométrie» se trouve dans les« Pensées» de
Pascal (Pensées diverses N°2).

Peut-être pas toujours facileà comprendre à notre époque, il cherche à distinguer
entre esprit de finesse et esprit de géométrie, un géomètre ne pouvant que rarement être
un esprit fin.

2 ) « La géométrie et l'expérience» écrit vers 1920 par Einstein tente de définir
les liens entre géométrie et réalité. Un objet géométrique peut-il être un objet réel?

3 ) Ensuite, nous vous proposons une brève réflexion épistémologique à travers le
chapitre 4 du livre de Piaget et Garcia.« Psychogenèse et histoire des sciences». Les
auteurs montrent comment les jeunes construisent leur géométrie personnelle, se
repèrent et se structurent à travers la géométrie d'Euclide (les constructions), la
géométrie analytique (les repères) et la géométrie des transformations (les structures).

4 ) « L'Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie» de Michel Chasles (paru en 1837) propose une construction du savoir
géométrique en 5 époques qui nous mène jusqu'à la géométrie descriptive de Monge.

5 ) Nous poursuivons ces réflexions d'éminents personnages par des extraits de
l'introduction du livre « Algèbre linéaire et géométrie élémentaire» écrit en 1964
par Jean Dieudonné à l'attention des enseignants du secondaire« les plus conscients de
la nécessité d'une réforme» tout en précisant quelques lignes plus loin : «je m'excuse
d'avance auprès de mes collègues de l'enseignement supérieur aux mains de qui
tomberait ce livre, et qui m'accuseraient avec raison d'enfoncer pompeusement des
portes ouvertes».

6 ) Et nous terminerons avec des extraits du livre de Laurent Schwartz, «un
mathématicien aux prises avec le siècle».
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Reprenons le texte d'Einstein et allons un peu plus loin en regardant les raisons de
ce « contenant sans contenu».

LE PROBLEME DE L'ESPACE, DE L'ETHER

ET DU CHAMP PHYSIQUE

La pensée scientifique perfectionne la pensée préscientifique.
Puisque dans cette dernière, le concept d'espace a déjà une fonction

fondamentale, établissons et étudions ce concept.
Deux façons d'appréhender les concepts sont l'une et l'autre essentielles pour en

saisir les mécanismes.
La première méthode s'appelle l'analytique logique.
Elle veut résoudre le problème : comment les concepts et les jugements

dépendent-ils les uns des autres? Notre réponse nous place d'emblée sur un terrain
relativement assuré! Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans la
mathématiq ue.

Mais cette sécurité s'obtient au prix d'un contenant sans contenu.
Car les concepts ne correspondentà un contenu que s'ils sont liés, même le

plus indirectement aux expériences sensibles. Cependant aucune recherche
logique ne peut affirmer cette liaison. Elle ne peut être que vécue. Et c'est
justement cette liaison qui détermine la valeur épistémologique des systèmes de
concepts.

Exemple : un archéologue d'une future civilisation découvre un traité de
géométrie d'Euclide, mais sans figure.

Par la lecture des théorèmes, il reconstituera bien l'emploi des mots point, droite,
plan. Il reconstituera aussi la chaîne des théorèmes et même, d'après les règles connues,
il pourra en inventer de nouveaux. Mais cette élaboration de théorèmes restera pour lui
un vrai jeu avec des mots, tant qu'il ne pourra pas« se figurer quelque chose»
avec les expressions point, droite, plan, etc ... Mais s'il le peut et seulement s'il le
peut, la géométrie deviendra pour lui un réel contenu.

Le même raisonnement s'applique à la mécanique analytique et en général à
toutes les sciences logico-déductives.

Albert Einstein.
Etudes scientifiques
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ESPRIT DE FINESSE
ESPRIT DE GEOMETRIE

Pascal,

Princes, principes: choses premières,
Principes : « la géom~trie comprend un grand nombre de principes» selon

Pascal. Pourt,ant, depuis Euclide, la géométrie serait plutôt une science fondée sur un
nombre rrurnmurn de principes : des définitions, 5 postulats et quelques notions
communes,

'PmJùs~ii.'er/eJ, '. iIj
,i. ~ On peut JVOIr le [cns droit: &

n'aller pas étJJ.I . ' . hof )Il ,tJ C1TIema toutes c0 (es ' C:lI'

l ,~endaq1u, ~'ayant: droir dans un CdrtJ;11
or rc e C 1Oh:s,) s'êblouiflcnr dans les au-
tres, Les un.s tlp:m bien les conlcqucnccs
de peu de FIincirC~, Les autresrirent bien
lescon(cql!Cn~CS deschoies où il y J. beau-
coup de rI'J,l1CJ1~~9, PH exemple, les uns
comp~enl1e~1t:,bien les~ffe[s de l'eau , en
quol' d,Y a peu,d:: princ~FC:s) ITIJ.1sdont les
con !;~~ucnce,5Iour fi fines) ,qu'il r;'y a qU',;.;

Une .~~..nge pcherr~tlon etUI Fy:!le )' :tllêr ~
~ ccux-~ane [c~~:.:?t peur-être p~~gb113

~ornetres; pal(.c,_.üc la .gcomcUtc corn-
pr7nd ml gr;:l\1J nombre <leprincipes . &:
qu unc.l;.l,mr,: d'clprit peut étre td:~, qu'.:.
fl~ ~,UlI1~ blcn r<:ri~ner FCU 1e,principes
lU qhuau fûL~d" & qu cllenc ru:fl~ penetrer
csc ores ou il y a ~C1UCOUp de princ.pcs.
. Ilr:l.do~c deux fortes d'crprirs, l'un de
PQmtL~r . vivcrncnt », rtof-ondctnt'Lt les
co~[eq~('nccs~~S principes: & c'cfl-la l'cf:.;
lH'!~dcJuftdle: l'autre de cornurendrc.un
gr~nd nO!11,brc,l..ic,p~;n,6res Ems Îcscculon-
arc '. & c c..t-b 1 ctpric cl;: CTccrnetrlc. L'ua
~ft torce & droimrc d'd6r:t l'autre eft
t,rendue ~'~fp~it. Or l'un' pc~t Gi:re l~ln9
1 autrc.~ 1 c1rnt: pouyam être lorr ëc êrrcir,
& pou vaut erre aufli étendu & roible.

I.1y. a bea uceup de dilE:ren::centre l'c[-"
~m d~ge'?tn~trie & l'efpric de fim ne, Elt
1'1l~11csr~ïl1~q1(~SÏont pJlp:lblc'i, mais l:loi~
gncs.de.: ~ubg;c commun, J.c-[onr. qu'on
~ pCIl.C :t tiJlIl'l1cr b tétc àe cc côré-li
~,anqu~ d'habimde,: ITIaois?O~lr l.·,c~tQI1:VI:
Sy tourne, 011 TOAtles pl'tnCl pcs a likm ~

N·
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~!S Pen{r'~fdt ,M, P;tFal.
& il fludroit avoir tout-a-bit l'c[prit far.x

XXXI, pour mal railouncr fur despr;ncipes fi zros
qu'il dl: prdque ill1rorlil,!c qu'ils éch\lp~11t.

Mais dl~lS !,dpric Je fineHèles principes
font dans l uia~c commun, & dcvJ.nt les
ycnx dt: tout le moudc. On n'a qucSirede
tourner b tête, ni de l~ flire violence, Il
n'dl: qucltion que d'avo.r bonnevûc: mais
il rJUt: l'avoir bonne; CJr les principes en
font (i d~liés~...:enf )?;r:ll1d nombre, qu'il
dl: ?,n:[q,ue irn P.offible, qu'il n'en éc~agl'e.
Or l om:fIiOll d'un pm1cIFe mene a l'er-
reur j lin (i il faut J.voir b. vûc bien Dette,
pO,ur voir tOUS les principes. &: en fuite l'~r-
prit juf\:e, pour ne pas railonncr nullc-
ment {ur des principes connus.

Tous les Geometres Ieroicntdonc fins,
s'ils avojcnt il vûc bonne; CH ils ne railon-
ncnt pasfaux [ur des princip'es qu'ils COl1-
noiilènt; &. lesc[prits fins [croient Geo-
metres ,s'ils pouvoicnt plier leut vûc vers
les principes inaccoUtumésde gcornetrie.

Cc qui fait donc que certains cfl'ritS fins
ne·[om pas Gcomcrrcs ,c'dl:quïls ne ~eu-
vent du-tout [c tourner vers les prinCipes
de zeomcnlc. mais cc qui flit que des Geo-
metres ne [ont pas fins ) c'cf\: qu'ils ne:
voient pJ.scequi dè devant eux, & qu'è-
tJnt: lccoutumés a.ux principes nct~ &
groliiers de CTcomctric ,& J ne raiionncr
qu'après J'.'o;~bien vu & manié leurspril~'
cires, ils (è perdcmdans les c~o[es defi-
nc:1lC où les pr'nc:pe,c; l:C [c, billmt pas;tin.
fi manier. On ksvon: a pCIl1C j on les [cne
plutôt q,u'on ne lesvoil:. ; 0\1 a des pCilllS

infinies J. lei taire kntir à. ceux q,ui ne ks
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. Pen{e'es diwrfej', 1 l')

rentent pas dcux-mêrncs ;Ce:[ont choies
tellement délicltcs & fi nombrculcs , qu'il XXXI.

·flUt: un Lens bien d~liclt s: bien net: pom
les [cmir , & [ans pouvoir le plus Ïouvcnt
les démontrer pu ordre comme en O"e0111<:-
tric , parcequ'on n'en poflèdc pas à~nfi les
principes, & que cc [croit: une chofe infi-
nie de l'entreprendre. IlSm rout-d'un ,
coup voir la cliofc d'un [cul regard, & non
par progr~s de raiionncmcnt , au-moins
ju[qu'à un certain degré. Et:ainli il dl: rare
que les Geometres [olcnt fins, & que les
fins [oient Geometres, ~ caule que les Gco-
rnct~c:s veulent traiter gc:om,er.riquemcnr les
choies fines, & Cerendent ridiculcs , vou-
lant commencer par les définitions, & cn-.
fuite par les principes; cc qui n'dl:pJ.S la
maniere d'J.gir en cette: forte: de raifonne ,
ment. Cc n'dl: pas que l'cfprir ne lefaile>
mais il le faic tacitement, nqrurcllcmcru &
flns an: j car l'exprcfIion en paflc tous les
hommes) & lc Icncimcnt n'en appartient:
qu'à. peu.

Et lesclprits fins au-contraire ayant ain-
fi accouturnê de juger d'une [cule vùe,[ont:
fi étonnés quand on leurprefcnrc des pro-
po{itions où ils ne comprennent rien,&
où pour entrer il faut pafl"er pardcs défi-
nitions & des principes fi~rifes , & qu'ils
n'ont point accoutumé de voir ainG endé-
nil] qu'ils s'en rebutent & s'en dégo~tCDt.
Mais les dpnts [aux ne[am jamaIS nt fins
ni Geometres.

Les Geometres qui ne [ont: que Geome-
tres, Ont donc l'dpritdroit; mais pourVl.l
qu'on leur explique bien toutes ces chofes

. N ij

11.0 Pw.fes de M, 'Pafc,ll.
_-- p'2.rddinitions & par principes; autrement
XXXI 11s[ont laux Sc inLùppor~J.lJles; car ilsne
... . [ont droits qm: [ur les principes bien éclair4

cis. =t les fins qui ne font que fins) ne peu-
vent avoir la patience de ddècndrc ju[-
qu'aux premiers principes des choies ipc-
culativcs & d'im:lgin;l.tion ,qu'ils n'ont [a-
ITIJ.is vues dans le monde & dans l'ub.gc:
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LA GEOMETRIE ET L'EXPERIENCE

Comment se fait-il que la mathématique, qui est un produit de la pensée humaine
et indépendante de toute expérience, s'adapte d'une si admirable manière aux objets de
la réalité ? La raison humaine serait-elle done capable, sans avoir recoursà
l'expérience, de découvrir par son activité seule les propriétés des objets réels?

A cette question ilfaut, à mon avis, répondre de lafaçon suivante: pour autant
que les propositions de la mathématique se rapportent à la réalité, elles ne sont pas
certaines, et pour autant qu'elles sont certaines, elles ne se rapportent pasà la réalité.

La parfaite clarté sur ce sujet n'a pu devenir bien eommun que grâce à cette
tendance en mathématique, qui est connue sous le nom d'axiomatique. Le progrès
réalisé par cette dernière consiste en ceci que la partie logique et formelle est
soigneusement séparée du contenu objectif ou intuitif D'après J'axiomatique, la partie
logique et formelle constitue seule l'objet de la mathématique, mais non pas le contenu
intuitif ou autre qui lui est associé.

Examinons de ce point de vue un axiome quelconque de la géométrie, par
exemple le suivant: par deux points de l'espace on peut toujours tracer une ligne
droite, et l'on n'en peut tracer qu'une seule. Comment cet axiome doit-il être interprété
dans le sens ancien et comment dans le sens moderne?

Interprétation ancienne. -Chacun sait ce qu'est une droite et ce qu'est un point.
Que cette connaissance provienne de la faculté de l'esprit humain ou de l'expérience,
de la coopération de toutes les deux ou d'ailleurs, le mathématicien n'est pas obligé
d'en décider; il abandonne cette décision au philosophe Fondé sur cette connaissance,
qui est donnée avant toute mathématique, l'axiome susnommé (comme tous les autres
axiomes) est évident, c'est-à-dire qu'il est l'expression d'une partie de cette

connaissance a priori.
Interprétation moderne. -La géométrie traite d'objets qui sont désignés par les

termes depoint, droite, etc. Une connaissance quelconque ou intuition de ces objets
n'est pas supposée; la seule chose qu'on suppose est la validité des axiomes, dont celui
mentionné plus haut est un exemple, qui doivent être également conçus comme
purement formels, c'est-à-dire dépourvus de tout contenu intuitif ou accessible à
l'expérience. Ces axiomes sont des créations libres de l'esprit humain. Toutes les
autres propositions géométriques sont des déductions logiques des axiomes (qui
doivent être conçus seulement au point de vue nominaliste). Ce sont les axiomes qui
définissent en premier lieu les objets dont traite la géométrie.

Mais il est d'autre part certain que la mathématique en général et la géométrie en
particulier doivent leur existence à notre besoin de savoir quelque chose sur le
comportement des objets réels. Le terme de géométrie, qui signifie mesure des terrains,
le prouve déjà. Car la mesure du terrain traite des positions relatives possibles de
certains corps de la nature, c'est-à-dire de parties du corps terrestre, de cordeaux., de

jalons, etc.
o •

Einstein 1921
(Extrait de . Mathématiques au fil des âges, page287)
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EPISTEMOLOGIE

Commençons par la définition de l'épistémologie extraite du dictionnaire de
sémiotique de Courtès :« L'épistémologie est l'analyse des axiomes, des hypothèses et
des procédures, voire des résultats qui spécifient une science donnée ~elle se donne, en
effet, comme objectif d'examiner l'organisation et le fonctionnement des approches
scientifiques et d'en apprécier la valeur .... Toute théorie repose sur un nombre plus ou
moins grand de concepts non définis qui sont à verser dans ce qu'on appelle
l'inventaire épistémologique. Elle doit tout de même viserà réduire au maximum Je
nombre de ces concepts».

Avouons que nous sommes au coeur du débat géométrique, première science
rédigée de façon axiomatique, doit-on le rappeler.
Courtès donne aussi une version très synthétique de cette définition:

EPISTENIE: Attitude socioculturelle d'un groupe vis-à-vis de ses propres signes.
Par sa concision et sa précision, cette définition mérite une longue méditation.

A ) Psychogenèse et histoire des sciences - Piaget et Garcia.
La préface, écrite par B. lnhelder, se termine par:« Dans l'histoire de la géométrie,
Garcia distingue trois étapes: a) la géométrie de la pensée grecque jusqu'auXVIIIè
siècle; b) la géométrie projective de Poncelet et Chasles, et c) la conception globale de
la géométrie introduite par Klein. La géométrie descriptive de Descartes et Fermat, et
le calcul différentiel et intégral fournissent des instruments assurant la transition de a) à
b), et la théorie des groupes la transition de b) à c). Les similitudes entre de tels progrès
constatés à travers les siècles et les représentations spatiales et géométriques du jeune
enfant, qui vont des intuitions topologiques à la construction de systèmes de référence
abstraits en passant par l'élaboration des notions projectives, posent des problèmes
féconds à une épistémologie constructiviste».
L'épistémologie génétique créée par Piaget distingue 4 stades principaux:

1 ) Le stade sensori-moteur (0à 2 ans)
. 2) Le stade préopératoire (2 à 6 ans)

3 ) Le stade des opérations concrètes(7 à 10 ans)
4 ) Le stade des opérations formelles ( 11 à 12 ans)

Dans le chapitre 4 de leur livre, les auteurs montrent par contre que la structuration de
l'espace géométrique chez l'enfant se fait en trois stades successifs. Piaget a enseigné
pendant 10 ans l'histoire de la pensée scientifique et pour ce qui nous intéresse, les 3
stades dégagés par Piaget et Garcia - intrafigural, interfigural et transfigurai - suivent
chronologiquement 3 étapes importantes de la construction du savoir mathématique.
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CHAPITRE IV

LA PSYCHOGENESE
DES STRUCTURES GEOMETRIQUES

«Le mode de construction propre à l'espace présente deux caractères
spécifiques. En premier lieu, il existe un espace des objets et une géométrie du
sujet. ...»

1 ) LE STADE INTRAF'IGtJRAL (avant 7 ans)
Le jeune perçoit et se représente à l'intérieur de la figure, du dessin, de l'objet

observé. Il dessinera une cheminée penchée, perpendiculairement au toit d'une maison,
et non pas verticale. Piaget précise:« A ces relations intrafigurales, nous pouvons
rattacher celles qui résultent d'une comparaison entre les propriétés internes de deux
ou plusieurs figures, ce qui est bien différent de l'interfigural en tant que position des
figures dans un espace englobant dont la structuration est alors nécessaire».
Remarque importante: La géométrie d'Euclide est une géométrie intrafiguraley
compris les cas d'égalités des triangles qui résultent de la comparaison de propriétés
internes de deux figures.

2) LE STADE INTERFIGlJRAL (7 à 8 ans)
Le jeune se repère par rapportà un espace englobant la figure.

Piaget précise: «Ils comprennent d'emblée la nécessité de deux mesures
conjointes pour fixer la position du point». (page 135)
Piaget continue: « A passer aux directions, il est clair que le tracé d'une horizontale ou
d'une verticale par le sujet exige des références interfigurales, en opposition avec les
perpendiculaires quelconques dont il a été question plus haut». (cheminée ou liquide
dans un bocal)

Le jeune atteint ici la notion de repère dégagée par Descartes avec ses deux
directions privilégiées bien différente de la notion d'angle droit tracé au hasard dans le
plan. Selon ses auteurs, ce repérage se fait vers 7 ou 8 ans. Dès cet âge, un enfant peut
situer un objet (un point ?) dans le plan par 2 mesures (abscisse et ordonnée).
Piaget et Garcia précisent: «Tout changement de forme d'une figure est dû à des
déplacements de parties et tout déplacement peut se traduire en relations interfigurales
puisqu'il s'agit de comparer des positions initiale et finale avec leurs références
respectives»
Précision: Une transformation unique agissant sur un objet relève du stade interfigural
par mesures des positions initiale et finale de l'objet. La géométrie des transformations
des collèges relève du stade interfigural tant qu'on ne compose pas deux
transformations (en 3èmc un peu).
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3 ) LE STADE TRANSFIGURAL (11 à 12ans)

Nous venons de direqu'il ne s'agit pas seulement de transformer une figure. Pour
atteindre ce 3

èmc
stade, le jeune doit comprendre la composition des transformations

mais aussi il doit savoir « revenir en arrière» avec la transformation réciproque et
prendre ainsi conscience de la notion de groupe detransformations. Bien entendu, ces
travaux datent de l'époque du structuralisme. Page143, Piaget écrit: « Le problème
que soulève ces premiers faits et que nous retrouvonsà propos de tous les autres est de
comprendre pourquoi ces compositions de mouvements sont si tardives».

RESUME

STADE GEOMETRIE EXEMPLE ESPACE

INTRAFlG URAL Géométrie Angle droit Espace limité
o à 7 ans d'Euclide à la figure

Propriétés des Cas d'égalités
figures des triangles

INTERFJGURAL Géométrie
7 à 8 ans analytiq ue Repère cartésien Compréhension

Transformation de tout l'espace
unique Homothétie

TRANSFIGURAL Géométrie des Groupe des Structuration
Il à 12ans transformations translations de tout l'espace

Dans leur conclusion, Piaget et Garcia notent:« La question historique se pose,
en effet, de la manière paradoxale suivante. D'une part, la géométrie grecque demeure,
faute d'algèbre, de natureintrafigurale et subordonnée à ses sources exogènes: d'où
l'absence de toute« transformation» .....[saut] cas particuliers sans généralisations
méthodologiques.

La subord ination de l'espace à l'algèbre date de Viète et elle est restée
entièrement locale (transformations en trigonométrie sphérique). D'autre part, malgré
la mise en correspondance systématique de l'algèbre et de la géométrie qu'inaugurait
l'oeuvre de Descartes, il afallu attendre cent quatre-vingt-cinq ans entre celle-ci et le
Traité de Poncelet: la question est ainsi de trouver l'explication de la longueur de cette
période interfigurale, donc de près de deux siècles, qu'il afallu pour en arriver au
début des transformations géométriques, alors que l'algèbre est précisément la science
des transformations et que, dès le XVlIè siècle, elle était appliquéeà la géométrie.
Finalement, c'est avec Lie et Klein .. que le primat des transformations s'impose et
subordonne l'ensemble des (et 110n plus de« la ») géométries à des systèmes
algébriques»
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APERCU HISTORIQUE

SUR L'ORIGINE ET LE DEVELOPPEMENT

DES METHODES EN GEOMETRIE
PARTICUUEREMENT

DE CELLES QUI SE RAPPORTENT A LA GEOMETRIE MODERNE

PAR M.CHASLES,

Les pages qui suivent sont extraites de la réédition par l'IREM de Lille de
l'Aperçu historique de Michel Chasles. On notera que la première édition en 1837 fut
retardée de 2 ans par la découverte des ouvrages hindous de Brahmagupta. Par contre
(2è époque) la civilisation arabe n'a pas les faveurs de Chasles et l'invention de l'algèbre
est attribuée à Viète! La dernière phrase de cette 2è époque : «Alliance intime entre
l'Algèbre et la Géométrie»...« cIef universelle des mathématiques» a un caractère
visionnaire quand on connait l'importance actuelle de la géométrie algébrique.

AVERTISSElVlENT DE L'AUTEUR

Cet oU'T,lge a été conçuà l'occasion d'une question proposée par l'Aca-

démie de Bruxelles. JI se réduisait alors aux deux Mémoires qui le termi-

nent, adressés à l'Académie en décembre '1829, et précédés d'une simple

introduction très reslreinte. Lorsque J'Académie eut ordonné l'impression

de ce travail, je me proposai d'en étendre l'introduction el d'y joindre

même, sous le litre de Notes, quelques résultats de recherches qui ren-

traient dans le sujet. ~Iais jedifférai d'abord de donner suite il ce projet:

puis les recherches historiques proprement dites, où se présentaient cer-

taines questions obscures que je n'avais pas prévues, retardèrent J'envoi

du manuscrit, que l'Académie, et l'insistance amicale de son illustre et bien

regrellé Secrétaire perpétuel, M. Ad. Qucrelet, me [aisnicu! un devoir de

terminer, L'impression commença en 183;-;, d'abord sans entraves, et assez

rapidement, mais fut bientôt ralentie, particulièrement pal' l'étude des

ouvrages indous de Braluneguptn, dont on n'avaitpJS encore signale le

sujet réel et lïmporlance spéciale pour lapartie géométrique. Enfin le

volume parut en 1837.
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HISTOIRE DE LA GEOMETRIE

CHAPITRE PREMIER

PREMIERE EPOQUE

§ 1. La géométrie prit naissance chez les Chaldéens et les Egyptiens.
Thalès qui, né en Phénicie, alla s'instruire en Egypte et vint ensuite

s'établir à Milet, y fonda l'école ionnienne, d'où sont sorties les sectes des
philosophes de la Grèce, et où commencèrent les premiers progrès de la

Géométrie.
Pythagore, né à Samos, disciple de Thalès, qui, comme lui, avait

voyagé en Egypte, puis dans les Indes, vint se retirer en Italie, et y fonda son
école, beaucoup plus célèbre que celle d'où elle dérivait. Ce fut
principalement à Pythagore, qui incorpora la Géométrie dans sa philosophie,
et à ses disciples que cette science dut ses premières découvertes. Les
principales furent la théorie del'incommensurabilité de certaines lignes,
comme la diagonale du carré comparée au côté; et la théorie descorps
réguliers. Ces premiers pas dans la science de l'étendue n'offrirent, du
reste, que quelques propositions élémentaires, relatives à la ligne droite et au
cercle. Les plus remarquables sont le théorème ducarré de l'hypoténuse
d'un triangle rectangle, dont la découverte coûta, dit l'histoire, ou la fable,
une hécatombe à Pythagore ; et la propriété qu'ont le cercle et la sphère
d'être des maxima parmi les figures de même périmètre ou de même
surface: propositions qui offrent le premier germe de la doctrine des

isopérimè Ires.
§ 2. La Géométrie fut ainsi restreinte jusqu'à la fondation de l'école

platonicienne, époque de ses grands progrès.
Platon, comme les sages de la Grèce qui l'avaient précédé, alla

s'instruire dans les mathématiques chez les prêtres égyptiens; puis en Italie

auprès des pythagoriciens.
De retour à Athènes, ce chef du Lycée introduisit dans la Géométrie la

méthode analytique, les sections coniques et la doctrine des lieux
géométriques. Découvertes mémorables qui firent de la Géométrie, pour
ainsi dire, une science nouvelle, d'un ordre plus élevé que la Géométrie
élémentaire cultivée jusque-là, et que les disciples de Platon appelèrent

Géométrie transcendante.
La doctrine des lieux géométriques fut appliquée, dès ce temps, d'une

manière très savante, aux fameux problèmes de laduplication du cube, des
deux moyennes proportionnelleset de latrisection de l'angle.
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CHAPITRE Il
DElIXIEME EPOQUE

§ 9. L'état de stagnation où languirent les lettres, chez les Arabes et les
autres nations, après la destruction du Musée d'Alexandrie, dura près de mille
ans; et ce ne fut que vers le milieu du XVè siècle que la Géométrie, suivant le
mouvement général des sciences, repritfaveur.

Ses progrès furent lents d'abord : mais néanmoins les conceptions des
géomètres ne tardèrent point à prendre un caractère de généralité et d'abstraction
qu'elles n'avaient point encore eu jusqu'alors. Chaque méthode, en effet, ne
comportait rien de général, et se bornaità la question particulière qui y avait
donné lieu: chaque courbe connue, et le nombre en était très restreint, avait été
étudiée isolément par des moyens qui lui était tout spéciaux, sans que ses
propriétés, et les procédés qui y avaient conduit, servissentà découvrir les
propriétés d'une autre courbe, telles que les coniques et la spirale d'Archimède,
par des considérations profondes, mais essentiellement différentes entre elles, et
qui ne donnaient aucune ouverture pour la solution du même problème appliqué à
d'autres courbes.

La méthode d'exhaustion, qui reposait sur une idée mère tout à fait
générale, n'ôta point à la Géométrie son caractère d'étroitesse et de spécialité,
parce que cette conception y manquant de moyens généraux d'application,
devenait, dans chaque cas particulier, une question nouvelle, qui ne trouvait de
ressources que dans les propriétés individuelles de la figureà laquelle on
l'appliquait. Cette méthode néanmoins fait beaucoup d'honneur aux géomètres de
l'Antiquité, parce qu'elle est le germe d'une suite de méthodes de quadratures qui
depuis ont fait, dans tous les temps, l'objet de travaux des plus célèbres
mathématiciens, et dont le but final, et nous pouvons dire le triomphe, fut
l'invention du calcul infinitésimal.

Ces considérations, qui tendent à faire ressortir la différence du spécial au
général, du concretà l'abstrait, qui distingue la Géométrie jusqu'au XVè siècle,
de la Géométrie postérieure, nous portent à regarder cette première époque
comme formant les préliminaires de la science

Le caractère de généralité et d'abstraction, que prit ensuite la Géométrie,
s'est prononcé de plus en plus dans les époques suivantes, et établit aujourd'hui
une différence immense entre la Géométrie moderne et celle des Anciens.

§ 2. Les principales découvertes de la Géométrie, à sa renaissance, sont
dûes à Viète et à Kepler, qui sont, à plusieurs titres, les premiers auteurs de notre
supériorité sur les Anciens.

Viète, après avoir complété la méthode analytique de Platon, par l'invention
de l' A~bre, oulogistique spécieuse,destinée à mettre cette méthode en pratique
dans la science des nombres, eut encore la gloire d'introduire cet instrument
admirable dans la science de l'étendue, et dinitier les géomètres, par une
construction graphique des équations du second et du troisième degré, à l'art de
représenter géométriquement les résultats de l'Algèbre; premie~as vers une
alliance-1)lu~jntil)le en.tI~J_~~lg§bre et la Géométrie, qui devait conduire aux
gLq'ldSL.i1~_coJIVITJ~~_~tç_--.D~~cartç~,,--_~L_<i~yenLJ'L__clef un iversell e des
matb~!l1atJque..â.c
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ClllAPITHE HR
TROISIEME EPOQUE

§ 1. Le plus signalé service rendu à la Géométrie est du à Descartes.
Ce philosophe, par son inappréciable conception de l'Application de
l'Algèbre à la théorie des courbes, se créa les moyens de franchir les
obstacles qui, jusqu'alors, avaient arrêté les plus grands géomètres, et
changea véritablement laface des sciences mathématiques.

Cette doctrine de Descartes, dont aucun germe ne s'est trouvé dans les
écrits des géomètres anciens, et la seule peut-être dont on puisse dire,
comme Montesquieu de sonEsprit des lois, PROLEM SINE MATRE
CREATAM, cette doctrine, dis-je, eut pour effet de donner à la Géométrie
le caractère d'abstraction et d'universalité qui la distingue essentiellement
de la Géométrie ancienne. Les méthodes créées par Cavalieri, Fermat,
Roberval. Grégoire de St-Vincent, portaient aussi, dans leurs principes
métaphysiques, le cachet de cette généralité; mais ne l'avaient point dans
leurs applications. La conception de Descartes, seule, procurait les moyens
d'appliquer ces méthodes d'une manière uniforme et générale; elle était
l'introduction nécessaire aux nouveaux calculs de Leibniz et de Newton, qui
dès lors n'ont point tardé à surgir de ces belles méthodes.

La Géométrie de Descartes, outre ce caractère éminent d'universalité,
se distingue encore de la Géométrie ancienne sous son rapport particulier,
qui mérite d'être remarqué; c'est qu'elle établit, par une seule formule, des
propriétés générales de familles entières de courbes; de sorte que l'on ne
saurait découvrir par cette voie quelque propriété d'une courbe, qu'elle ne
fasse aussitôt connaître des propriétés semblables ou analogues dans une
infinité d'autres lignes. Jusque-là, on n'avait étudié que des propriétés
particulières de quelques courbes, prises une à une, et toujours par des
moyens différents, qui Il'établissaient aucune liaison entre différentes
courbes.

Aussi la Géométrie prit dès lors un essor rapide, et ses progrès
s'étendirent sur toutes les autres sciences qui sont de son domaine.
L'Algèbre elle-même en reçut d'utiles secours; ses opérations symboliques
devinrent plus faciles à saisir, son importance s'accrut ; et ces deux
branches principales de nos connaissances positives marchèrent d'un pas
également assuré.

Quant à l'Algèbre, nous nous bornerons à dire que l'un des premiers et
des plus grands avantages que la Géométrie lui procura, fut l'interprétation
et l'usage des racines négatives, que jusque-là on regardait comme
insignifiantes, et qui avaientSI fort embarassé les anciens analystes.

La méthode des coefficients indéterminés, que Descartes créa dans sa
Géométrie, et dont il fitun si heureux usage pour la construction des lieux
solides, est aussi l'une des découvertes les plus ingénieuses et les plus
fécondes de l'Analyse.
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CHAPITRE IV
QUATRIEME EPOQUE

§ 1.Cinquante ans après que Descartes avait mis au jour saGéométrie,
une autre grande conception préparée par Fermat et Barrow, leCalcul
infinitésimal de Leibniz et de Newton, prit naissance (en 1684 et 1687).

Cette sublime invention, qui remplaçait avec un avantage immense les
méthodes de Cavalieri, de Roberval, de Fermat, de Grégoire de Saint-
Vincent, pour les dimensions des figures et les questions demaxima et
minima, s'appliqua aussi, avec une facilité si prodigieuse, aux grandes
questions des phénomènes de la nature, qu'elle devint presque
exclusivement l'objet des méditations des plus célèbres géomètres. Dès lors,
la Géométrie ancienne et les belles méthodes de Desargues et de Pascal, de
La Hire et de Le Poivre, pour l'étude des coniques, furent négligées.

L'Analyse de Descartes, seule des grandes productions de notre
deuxième et de notre troisième Epoque, survécut à cet abandon général.
C'est qu'elle était le véritable fondement des doctrines de Leibniz et de
Newton, qui allaient envahir tout le domaine des sciences mathématiques.

Cependant, quelques géomètres, dans les premiers temps, et à leur tête
Huygens, quoiqu'il sut apprécier toutes les ressources del'Analyse
infinitésimale, Mac-Laurin, profond commentateur duTraité des fluxions de
Newton, et Newton lui-même, furent fidèles à la méthode des Anciens, et
surent pénétrer dans les mystères de la plus profonde Géométrie, pour
résoudre, avec son seul secours, les plus hautes questions des sciences
physico-mathématiques.

Quelques autres géomètres ensuite, tels que Stewart, Lambert, dignes
admirateurs de ces grands hommes, marchèrent sur leurs traces et
continuèrent leurs savantes méthodes. Mais enfin l'attrait de la nouveauté et
les puissantes ressources que présentait l'Analyse infinitésimale, tournèrent
tous les esprits vers d'autres idées et d'autres spéculations. De sorte que, si
l'on peut dire parfois que la Géométrie d'Huygens et de Newton, après
avoir posé les véritables fondements de nos connaissances positives,
devenait insuffisante pour continuer son oeuvre, il est juste de convenir
aussi que ces disciples lui ont manqué; car je ne sache pas que, depuis trois
quart de siècle, on ait fait de nouvelles applications de cette méthode ; et
c'est aujourd'hui par tradition et seulement sur parole, que, légèrement
peut-être, on parle de son impuissance et des limites qui en restreignent pour
toujours les usages.

§ 2. Nous ne pouvons entreprendre ici d'analyser tous les travaux des
grands géomètres que nous avons nom inés ; cette tâche n'entre point dans
notre cadre et serait au-dessus de nos forces. Nous ne devons citer que ceux
de ces travaux qui se rapportentà cette partie de la science de l'étendue, que
nous avons appeléGéométrie des formes et des situations;qui prend son
origine dansl 'Analyse géométriquedes Anciens; qui, pendant deux mille
ans, s'est exercé sur l'inépuisable théorie des sections coniques, età laquelle
enfin Descartes a soumis, d'un trait de plume, J'innombrable famille des
courbes géométriques.
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CHAPITRE V
CINQlllEME EPOQUE

§ 1. Dans cesderniers temps, après un repos de près d'un siècle, la Géométrie
pure s'enrichit d'une doctrine nouvelle, laGéométrie descriptive,complément
nécessaire de laGéométrie analytiquede Descartes, et qui, comme elle, devait
avoir des résultats immenses, et marquer une ère nouvelle dans l'histoire de la
Géométrie.

Cette science est due au génie créateur de Monge.
Elle embrasse deux objets:
Le premier est de représenter sur une aire plane tous les corps d'une forme

déterminée, et de transformer ainsi, en constructions planes, les opérations
graphiques qu'il serait impossible d'exécuter dans l'espace.

Le second est de déduire, de cette représentation des corps, leurs rapports
mathématiques, résultant de leur formes et de leurs positions respectives.

Cette belle création, qui fut d'abord destinée à la Géométrie pratique et aux
arts qui en dépendent, en constitua réellement la théorie générale, puisqu'elle
réduisit à un petit nombre de principes abstraits et invariables, età des
constructions faciles et toujours certaines, toutes les opérations géométriques qui
peuvent se présenter dans la Coupe des pierres, la Charpente, la Perspective, la
Fortification, la Gnomonique, etc, et qui auparavant ne s'exécutaient que par des
procédés incohérents entre eux, incertains, et souvent peu rigoureux.

§ 2. Mais, outre l'importance due à cette première destination, qui donnait un
caractère de rationalité et de précision à tous les arts de construction, la Géométrie
descriptive en eut une autre très grande, due aux services réels qu'elle rendit à la
Géométrie rationnelle, sous plusieurs rapports, et aux sciences mathématiques en
général.

La Géométrie descriptive, en effet, qui n'est que la tradition graphique de la
Géométrie générale et rationnelle, servit de flambeau dans les recherches et dans
l'appréciation des résultats de la Géométrie analytique ; et, par la nature de ses
opérations, qui ont pour but d'établir une correspondance complète et sùre entre
des figures effectivement tracées sur un plan et des corps fictifs dans l'espace, elle
familiarisa avec les formes de ces corps, les fit concevoir idéalement, avec
exactitude et promptitude, et doubla de la sorte nos moyens d'investigation dans la
science de l'étendue.

La Géométrie devint ainsi en état de répandre plus aisément sa généralité et
son évidence intuitive sur la mécanique et sur les sciences physico-mathématiques.

Cette influence utile de la Géométrie descriptive s'étendit naturellement aussi
sur notre style et notre langage en mathématiques, qu'elle rendit plus aisés et plus
lucides, en les affranchissant de cette complication de figures dont l'usage distrait
de l'attention que l'on doit au fond des idées, et entrave l'imagination et la parole.

La Géométrie descriptive, en un mot, fut propreà fortifier et à développer
notre puissance de conception ; à donner plus de netteté et de sùreté à notre
jugement; de précision et de clarté à notre langage; et, sous ce premier rapport,
elle fut infiniment utile aux sciences mathématiques en général.
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Algèbre linéaire
et géométrie élémentaire

Jean Dieudonné, 1964
Extraits de l'introduction ... toujours d'actualité:

«Ce volume donne un exposé détaillé et complet des notions et théorèmes
d'algèbre linéaire élémentaire qui devraient constituer le bagage minimum du bachelier
ès-sciences au moment oùil entre dans les classes du 1er cycle de l'Enseignement
supérieur. L'orientation générale et la substance en ont été déterminés par le souci de
préparer l'étudiant à assimiler le plus facilement possible l'enseignementactuel donné
dans ces classes, qui devrait lui apparaître comme leprolongement naturelde ce qu'il
a déjà appris.

Le fait qu'à l'heure présente il n'y a sans doute pas un bachelier sur mille qui
serait en état de lire ce livre sans aide et sans fournir un travail personnel considérable
en dit long sur l'incohérence de nos programmes d'enseignement.Il ya déjà plusieurs
années que l'on s'est inquiété un peu partout du divorce grandissant entre les méthodes
et l'esprit de l'enseignement des mathématiques, dans les lycées d'une part, dans les
universités de l'autre.

Les mathématiciens des siècles passés et plus encore les philosophes ou
essayistes qui ont voulu parler de mathématiques, n'ont que trop bien réussi à
ancrer dans l'esprit du public« cultivé» l'image d'une science immuable et figée,
trônant sur un empyrée de «vérités absolues» transmises religieusement de
génération en génération comme une révélation divine que l'on ne saurait se
permettre de changer d'un iota, et ignorant les tâtonnements et les incertitudes
des pauvres sciences dites« expérimentales». Ily a plus de cent ans que les
mathématiciens professionnels sont revenus d'une aussi naïve arrogance, mais il faudra
sans doute encore bien des années d'efforts pour venir à bout de ces« clichés », rien
n'étant plus difficile que de modifier des« idées reçues».

, L'Enseignement secondaire, qui par sa nature même est fort éloigné du niveau où
se font les recherches mathématiques contemporaines, était tranquillement resté, avec
quelques additions superficielles, ce qu'il était avant Grassmann et Cantor, c'est-à-dire
essentiellement la géométrie d'Euclide, l'algèbre de Viète et Descartes, et, dans les
classes terminales, un peu de Calcul infinitésimal. Il n'est donc pas surprenant que le
fossé entre cet enseignement et celui que l'on donne dès l'entrée à l'Université n'ait
cessé de s'élargir. Qu'on veuille bien, par exemple, considérer sans idées préconçues
les sujets suivants, qui tiennent encore une place considérable dans l'enseignement des
mathématiques au lycée:
1 ) Les constructions « par la règle et le compas».
II ) Les propriétés des « figures » traditionnelles, telles que le triangle, les
« quadrilatères» variés, les cercles et« systèmes de cercles », les coniques, avec tous
les raffinements accumulés par des générations de« géomètres» spécialisés et de
professeurs en quête de problèmes d'examen.

Irem de Montpellier 26 Alain BERNARD



III ) La kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs transformations
kaléidoscopiques permettant de superbes« résolutions» de« problèmes» relatifs aux
triangles, et ce par des« calculs logarithmiques», s'il vous plaît !
Que l'on ouvre maintenant au hasard un livre traitant des matières enseignées à partir
de l'entrée à l'université: on constatera aussitôt qu'il n'y est jamais même fait allusion
à toutes ces belles choses.

On pourra objecter que l'enseignement des universités est très abstrait.. .
.........Il est bien vrai aussi que les formules trigonométriques sont tout à fait
indispensables à trois professions éminemment respectables:
1°) les astronomes
2° ) les arpenteurs
3° ) les auteurs de manuels de trigonométrie.

Et puis, doit-on considérer que l'enseignement secondaire est destiné à accumuler
toute une série de connaissances particulières, plus ou moins hétéroclites, en vue de
préparer à toutes les professions imaginables; ou bien au contraire, faut-il essayer
avant tout d'apprendre aux enfants à penser, sur un petit nombre de notions générales
bien
choisies, et laisser les techniques spéciales se ranger plus tard sans effort dans une
« tête bien faite».

Une autre caractéristique de la méthode mathématique contemporaine (sans doute trop
connue pour qu'il faille beaucoup insister) est qu'elle permet de regrouper suivant
leurs affinités profondes des théories d'aspect superficiel souvent fort différent. Or,
plus sans doute que nulle part ailleurs, le cloisonnage des disciplines a atteint dans
l'enseignement traditionnel un degré dont le ridicule peut difficilement être dépassé.
On enseigne en effet peu ou prou, dans les années terminales des lycées et même
jusqu'il y a peu de temps dans les classes préparatoires des grandes Ecoles (ainsi que
dans beaucoup d'Universités étrangères)toute une impressionnante liste de
« sciences» :

la « Géométrie pure»,
la « Géométrie analytique»,
la « Trigonométrie »,
la « Géométrie projective»,
la « Géométrie conforme»,
la « Géométrie non-euclidienne»,
la « Théorie des nombres complexes».

Non seulement toutes ces disciplines sont-elles en généralprésentées isolément,mais
encore est-il fréquent de voir chacune s'efforcer d'ignorer totalement les autres et se
targuer de son« indépendance» : les grotesques »

Vous aurez remarqué que cette« impressionnante liste de sciences» est en fait
une impressionnante liste de ... géométries! Y compris la trigonométrie, géométrie du
triangle, et la« Théorie des nombres complexes» dont nous reparlerons plus loin.
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Un mathématicien aux prises avec le siècle.'
Laurent Schwartz

« Je suis mathématicien. Les mathématiques ont rempli ma vie: une passion pour
la recherche et l'enseignement tour à tour comme professeur à l'Université et à l'Ecole
polytechnique. J'ai en même temps réfléchi au rôle des mathématiques, de la recherche
et de l'enseignement, dans ma vie et dans celle des autres, aux processus mentaux de la
recherche, et je me suis consacré pendant des décennies aux réformes bien nécessaires
de l'Université et des grandes écoles.

Mais j'ai eu bien d'autres activités, parfois au point de démolir ma recherche. J'ai
consacré une grande partie de mon temps à lutter pour les opprimés, pour les droits de
l'homme et les droits des peuples, d'abord comme trotskiste, puis en dehors de tout
parti. Il était normal de ma part de vouloir décrire ces activités, comme témoignage
pour l'avenir. »

Laurent Schwartz est le créateur des distributions, généralisation de la notion de
fonction. Elles lui valurent la médaille Fields en 1950.fi raconte sa vie d'homme dans
un livre qu'il vient de publier (février 1997). En voici quelques extraits.

Séduction de la géométrie .
...................................................................

J'entrai donc en mathématiques élémentaires. Pour la première fois de ma
scolarité, je rencontrai un professeur de mathématiques enthousiasmant, Julien. Il était
légèrement porté sur la boisson, mais nul n 'y trouvait à redire. C'est avec joie et
simplicité qu'il nous expliquait les plus merveilleux problèmes de la géométrie. Je
découvris un univers mathématique inconnu auparavant, entrevu seulement dans la
géométrie de quatrième. En l'espace de deux ou trois semaines, je décidai de devenir
mathématicien. Je me rends comptea posteriori que cette tendance devait toujours
avoir existé en moi, mais, bridée jusque-là par la médiocrité de mes professeurs, elle
explosait soudain. La valeur d'un professeur pour l'avenir de ses élèves m'a, pour cette
raison, toujours paru déterminante .

.....................................................................

Simplement, les mathématiques étaient belles - d'une beauté extraordinaire -, et la
géométrie pourvue d'une esthétique inégalable. Je reste partisan de l'enseigner
largement au lycée où un élève ne peut véritablement faire de trouvailles ni en analyse,
ni même probablement en arithmétique (encore que ce ne soit pas sûr). Le travail en
géométrie, au contraire, constitue une perpétuelle recherche, comparable à celle d'un
universitaire mais menée à un niveau moins élevé Les livres de géométrie
dont je me nourrissais présentaient une particularité étonnante : la trigonométrie et les
coordonnées cartésiennes, qui pourtant faisaient normalement partie du programme
officiel de la terminale, en étaient bannies. Il y a généralement deux manières extrêmes
de traiter un problème de géométrie: l'une par le calcul algébrique en coordonnées,
l'autre sans y recourir, par la géométrie «pure». Je ne mettais pas mon point
d'honneur à n'utiliser que ces deux extrêmes. Pourquoi ne pas utiliser tous les outils
dont on dispose?

, « Un mathématicien aux prises avec le siècle» Laurent Schwartz, Editions Odile Jacob
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Aujourd 'hui on apprend les nombres complexes en terminale (ainsi que
l'exponentielle et le logarithme, qu'on ne faisait de mon temps qu'en hypotaupe) ; je ne
les connaissais pas en terminale, mon avance ne concernait que la géométrie pure. Je
ne connaissais pas z= x + iy, ni z = r e lO . Hadamard n'étudie qu'à peine, dans ses
livres, l'équation du deuxième degré, avec éventuellement deux solutions imaginaires
conjuguées ; le nombre i n'existe pas. De toute façon, la bonne définition du
complexifié de l'espace réel Epar E+ i E- , où E est l'espace affine et E- son espace
vectoriel associé, n'était donnée ni dans Hadamard ni dans Guichard, non plus que
dans Petersen ou Duport, ni finalement dans la taupe de mon temps car les notions
d'espace affine et d'espace vectoriel (de dimensions quelconques) n'existaient pas à
cette époque, même à l'université. Je suis sorti de l'Ecole normale avec l'agrégation,
sans connaître ces notions, capable d'aborderl'espace, mais pas un espacede
dimension n quelconque. La vie est étrange. En fait, en géométrie, on ne se représente
pas de la même manière une droite complexe affine ( par exemple pour le théorème de
Céva dans un triangle) et le corps des complexes x+ iy. Quand j 'y songe, les points
imaginaires de la géométrie sont gris, les points réels noirs, et l'intersection de deux
droites imaginaires conjuguées grises est un point réel noir.

L'enseignement français actuel a fait l'impasse sur toute la géométrie,
essentielle pour les ingénieurs et les physiciens, et devenue une des branches
fondamentales des mathématiques modernes. C'est infiniment dommage, pour ne pas
dire scandaleux. Par contre, la géométrie des espaces «projectifs-euclidiens» et la
conique ombilicale, les faisceaux de coniques ou de quadriques, les théorèmes
d'Apollonios et la géométrie grecque sont peut-être devenus obsolètes, comme la
géométrie du triangle. J'avoue ne pas savoir. En tout cas, je ne m'en suis plus jamais
servi et les ai un peu relégués dans l'oubli, parmi les reliques du passé, au côté du latin
et du grec. Non sans quelque nostalgie.

L'année [de terminale] s'acheva avec un deuxième accessit de mathématiques au
concours général et une mention très bien au baccalauréat. L'écrit du
baccalauréat fut désastreux. J'avais, erreur monumentale, posé dans le problème, pour
les côtés et les angles d'un triangle, a2 = b2 + c2

- 2 be sin A, au lieu de cos A. Cette
étourderie, liée à l'émotion, me valut un zéro au problème; j'eus10 à la question de
cours [à l'oral] il me nota39,5 /40, ce qui me permit de décrocher une
mention très bien, malgré l'écrit raté.

Ma compréhension de la géométrie comporte une caractéristique peu banale. J'ai
mentionné « la vacuité de mon hémisphère droit» et mon incapacité à me repérer dans
l'espace . Je ne voyais donc rien à la géométrie dans l'espace, ou à peu près rien, et ne
visualisais pas plus une figure formée d'un certain nombre de droites et de cercles dans
le plan. Si je la traçais, je pouvaisy comprendre quelque chose mais rien ne subsistait
dans ma mémoire .Je me basais uniquement sur les propriétés géométriques qui, d'une
manière ou d'une autre, peuvent se ramenerà des propriétés locales ou simples. Cela
permettait de traiter parfaitement tous les problèmes auxquels j'ai fait allusionICI.

L'inversion, l'espace projectif, la coniqueombilicale, ne nécessitent aucune vision
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géométriqueperfectionnée. Mais c'était une manière quelque peu étrange de faire
de la géométrie, et, par la suite, j'ai été de plus en plus perturbé par une absence
presque complète de vision des figures.

J'avais une énormemémoire

Je ne dépassai jamais les dimensions deux ou trois, et n'était pas sûr qu'il fût
rigoureux de parler de l'espace à quatre dimensions. J'interrogeai Julien pour savoir si,
de même que l'ellipse était une projection orthogonale d'un cercle, un ellipsoïde de
révolution autour de son petit axe était projection orthogonale d'une sphère dans un
espace euclidien à quatre dimensions. Cela lui semblait suspect et il me déconseilla
d'utiliser de telles propriétés, ce que l'on me confirma à peu près dans les mêmes
termes en spéciales. je ne persévérai pas, des applications du type x'= ax, y' = by,
z' = cz, pouvant donner à partir d'une sphère un ellipsoïde quelconque, sans monter en
dimension. Mais je reste étonné, en me remémorant ce que j'avais étudié et compris,
que les espaces à n dimensions, pour n plus grand que 3, me soient restés étrangers. On
n'en parlait dans aucun des livres que j'avais lus, et je ne les ai pas découverts seul.
Plus tard, jusqu'à l'Ecole normale comprise, on ne m'en parla jamais, excepté dans le
cours de Leray au Collège de France qui mentionnait les espaces de Banach de
dimension infinie, mais on ne rencontrait pas ailleurs d'espace euclidien de dimension
n au moins égale à 4. C'est bien étrange.

Le contraste entre mon amour pour la géométrie et mon absence presque
complète de vision géométrique tient vraiment du mystère.

La deuxième partie du livre, «Au soleil de la science» commence par
« l'invention des distributions ».

L'invention des distributions eut lieu à Paris, au début de novembre 1944, alors
que j'avais encore des papiers d'identité et des cartes d'alimentation au nom illégal de
Sélimartin. La découverte, subite, se produisit en une seule nuit. C'est là un
phénomène assez fréquent que j'ai vécu plusieurs fois dans ma vie, et que beaucoup de
mathématiciens connaissent. Poincaré racontait ainsi qu'il avait découvert l'essentiel
de. la théorie des fonctions fuchsiennes en montant sur le marchepied d'un tramway.
J'ai trouvé un théorème que je cherchais depuis plusieurs semaines cinq minutes avant
de me coucher, lors de vacances au Pelvoux. Il est bien évident que le processus n'est
pas concevable si l'on n'imagine pas de nombreuses réflexions antérieures restées
infructueuses mais emmagasinées dans le cerveau. Un déclic survenant à l'occasion
d'une circonstance particulière réunit parfois les chemins ébauchés. Il s'agit là d'un
phénomène essentiel pour la découverte. Sans prédécesseurs, sans antécédents, c 'est-à-
dire, ici, des mathématiciens qui ont trouvé des résultats partiels, il n 'y aurait pas non
plus de découvertes scientifiques. C'est l'histoire de ces précurseurs et de mes
antécédents personnels que je voudrais brièvement retracer ici.
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L'EVOLUTION EN GEOlVIETRIE: PETITE CHRONOLOGIE

Cette brève chronologie contient aussi quelques références concernant
l'arithmétique et l'algèbre, branches maîtresses des mathématiques et impossiblesà
séparer de la géométrie.

Ecoles du Moyen-orient
-3000 Comptages: Nombres entiers.

1 ) LES GEOMETRIES EGYPTIENNE ET BABYLONIENNE
Figures planes usuelles, volumes simples.
Mesures des surfaces et des solides.

-2000 Papyrus de Rhind. Inverses des nombres entiers.

Ecole grecque
-600 Thalès: « naissance» de la pensée scientifique.
-500 Pythagore: la géométrie pythagoricienne. GEOMETRIE GRECQUE

Eudoxe: la théorie des proportions (Théorème de ... Thalès)
-300 Euclide: les 13 livres des Eléments (Alexandrie)

2 ) LA GEOMETRIE D'EUCLIDE
+400 fin de l'école grecque

Ecoles indienne et arabe
+500 Ecole indienne: système de position, nombres négatifs.
+850 Ecole arabe: L' ALG EBRE, équations du 2eme degré.
+1450 fin de l'école arabe
+1500 Ecole des algébristes« italiens» (Del Ferro, Tartaglia, Cardan .....)

Nombres complexes
Ecole européenne

1650 3) LA GEOMETRIE ANALYTIQUE !Descartes
1653 4 ) LA GEOMETRIE DU HASARD: Les probabilités.

5) LA GEOrvlETRIE PROJECTIVE: Perspective, projection,
points à l'infini.

1670 6) LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE: Newton, Leibniz.
1770 LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE: Monge
1850 7) LA GEOMETRIE VECTORIELLE

8) LES GEOMETRIES NON-EUCLIDIENNES
D'autres postulats des parallèles.
9) LA GEOMETRIE EN DllVlENSION N: ALGEBRE LINEAIRE

1870 10) LA GEOMETRIE DES TRANSFORlVIATIONS
Etudes des transformations géométriques
Groupe des isométries d'une figure
Il ) LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

1880 LA THEORIE DES ENSEMBLES
LES THEORIES DE LA MESURE

1970 12) LA GEOMETRIE FRACTALE
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1) LES GEOMETRiES EGYPTIENNE ET BABYLONIENNE.

Les premiers mathématiciens furent des comptables, Ily a environ 5000 ans selon
nos connaissances actuelles et près du golfe persique, Selon la marchandiseà compter
ou à mesurer et selon la ville, les calculi diffèrent légèrement.

L 'homme et son nombre, Michèle Roux, Irem de Besançon,

Uruk Habuka- Kabira
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;' :","
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troupeau

etoffes (7) Suivant la nature dela transaction

les formes des ca1culi diffèrent
D'après "Habuka-Kabira" "Erne Stad!
var 5000 Jahren"o [[)comptes
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1 ) LES NOMBRES ENTIERS.

« Lesnombres entiers sont un don de Dieu»

Kummer au 19è siècle

« L'histoire universelle des chiffres» de Georges Ifrah montre la grande
diversité des systèmes d'écriture des nombres. Chaque civilisation a développé son
système. Vivre en société impose de disposer d'une méthode de comptage des objets et
souvent de pouvoir l'écrire même de façon primitive,à partir de bâtons par exemple.

L'écriture des nombres dans les civilisations de la Méditerranée orientale n'était
pas vraiment meilleure que les autres. Effectuer une multiplication ou une division
dans les systèmes sumérien, égyptien ou grec n'est guère aisé.

Il faudra attendre 1000 (sic) ans pour que les Indiens créent (vers+500) un bon
système d'écriture des nombres et 1000 ans de plus pour qu'il s'impose sur toute la
planète. (Seuls quelques villages résistent.. ...)

Notons enfin que, si la rédaction axiomatique de la géométrie fut réalisée vers

-300, la rédaction axiomatique de l'arithmétique date du début du 20è siècle ....
après la construction des nombres réels! L'usage des axiomes de l'arithmétique reste
confidentiel et l'arithmétique - théorie des nombres entiers - a disparu des programmes
du secondaire comme du supérieur.

Difficultés pour écrire les nombres, difficultés pour effectuer des opérations,
difficultés pour raisonner à partir des seuls nombres, peut-être ces difficultés ont-elles
contribué au développement d'une science plus complète.

Irem de Montpellier 34 Alain BERNARD



2) LES SYSTENIES DE MESURE.

Au 3e millénaire avant notre ère, .les Sumériens et les Babyloniens en Asie, les
Egyptiens en Afrique,créent des « objets» simples: les figures planes - carré, cercle,
triangle, trapèze - et les solides - cylindre, pyramide. Ils apprennentà mesurer les
surfaces et les solidesà l'aide des nombres.

De plus, principe essentiel en construction sur un chantier, les Babyloniens savent
qu'un triangle dont les 3 côtés mesurent 3, 4 et 5 unités a un angle droit. Ils savent
aussi que le rapport de la mesure du cercle à celle de son diamètre est un nombre fixe
voisin de 3. Tous ces résultats sont importants dans une société de constructeurs et sont
vérifiables à partir d'expériences simplesréalisées à l'aide de ficelles, de sable et de
boîtes. (La géométrie et l'expérience ....)

Les Egyptiens, à partir de ces mesures sur des figures du plan, ont évalué l'aire
du disque en l'approximant par un octogone. Aujourd'hui nous dirions que cette

méthode donne une valeur approchée den = 3, Il.

Les figures de la géométrie et leurs mesures remontent environ à 2000 ans avant
notre ère. En particulier, cette tablette babylonienne témoigne sans ambiguité d'une
étude théorique du carré.

Incroyable tablette sur laquelle on trouve, en base 60, la mesure du côté d'un
carré, ici 30 soit 0,5 puis la mesure de la diagonale d'un carré de côté 1 soit ici:

1 24 51 10 et enfin la mesure de la diagonale dessinée soit: 04225 35.
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D'autres tablettes de la même époque complètent nos renseignements sur les
connaissances de nos ancêtres chaldéens, dont des tables de multiplicationà l'usage

des scribes.

Par exemple: r r 112 x l = 2

TT ~~ 2x2=4

TT 'V Y?r Tl'~2x3=6

< 10x 2
~Tllx2

.(~ 20«TT 22

Table de multiplication par 2,

Collectionlvîusée d'Anet d'Histoire de Genève

Les Egyptiens disposaient d'une bonne évaluation det: en mesurant un carré de9
unités de côté et un octogone qui visiblement approche fort bien le cercle.

9

3
RESUIHE

9 32

A = TC (2)2 ~ 81 - 4. "2

4 1
1( ~ 63 x. St = 3 + 9

LES GEOl\'IETRJES EGYPTIENNE ET BABYLONIENNE.

Rendons aux civilisations sumérienne puis babylonienne d'Asie et égyptienne
d'Afrique ce qui leur revient: laCREATION des figures géométriques et la MESURE
des surfaces et des solides. La notion de triangle rectangle vient aussi des civilisations

d'entre Tigre et Euphrate.

La découverte de la constanteTC et ses premières évaluations furent faites en Asie

et en Afrique.
Enfin, ce système de mesure ne fut jamais remis en question, nous lui devons

beaucoup et nous l'utilisons toujours aujourd'hui.
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LA GEOMETRIE PYTHAGORICIENNE:
L'ECHEC D'UNE GEOMETRIE.

La notion de point, élément sans dimension, n'est pas évidente du tout et
sûrement plus délicate à concevoir et définir que celle d'unité de mesure. L'école de
Pythagore autour de -500 ou -400 est associée aux débuts de la logique appliquée au
système de mesure découvert par Pythagore lors de ses voyages en Asie et en Afrique.
Le point semble plutôt être conçu comme un grain de sable, un élément de petite
dimension mais de taille non nulle servant ainsi d'unité de mesure. On y revient.

Une ligne ainsi conçue est construite par juxtaposition de points.

00000000000000000000000000000000000000000000000000000

Une surface formée de lignes juxtaposées avait une petite épaisseur. En empilant
des surfaces on obtenait un solide. Toute cette construction (sic) se déroule à peu près
bien autour des nombres entiers et des rapports de nombres entiers. Surtout toutes ces
lignes étaient mesurables et même commensurables entre elles jusqu'à ce que la
diagonale du carré et le théorème de Pythagore ne viennent mettre leur ...... grain de
sable 1

On retrouve encore chez Aristote-ou du moins dans les textes que nous lui
attribuons-ces points juxtaposés avant qu'Aristote n'abandonne cette géométrie.

On attribue d'ailleurs à Aristote la démonstration par l'absurde de
l'incommensurabilité de la diagonale du carré, cette démonstration ayant probablement
entraîné la fin de la géométrie pythagoricienne.

Le point sans dimension allait pouvoir faire son entrée et régner sans
partage sur la géométrie.
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2 ) LA GEO~IETRIE D'EUCLIDE

LES OEUVRES

D'EUCLIDE,
TRADUITES LITTERALEMENT

D'AP!Ù:S U:I M4SCSCIIIT GnI:C TIÙ:s-A:'i"CII::I. ROTÉ I/lCOlll\tr JUSQC'4 IrOS JOtAS.

PAR F. P EYRAR D,

TRADUCTEUR DES ŒUVRES D'ARCHIMÈDE.

o U V R AGE D É D 1É A U R 0 J.

A PARIS,
Chez C. - F. PHRIS. Imprimeur- Libraire, rue de la Colombe. !Ii. 4. ell" la CiL':.

18 J9.
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Newton se plaignait de «s'être livré aux ouvrages de Descartes et d'autres
Algébristes avant d'avoir étudié et médité les Eléments d'Euclide.»

Lagrange considérait que la géométrie était une langue morte depuis Euclide.
Les 13 livres des« Eléments d'Euclide» forment l'ouvrage le plus important de

l'histoire des mathématiques. Rédigé par Euclide vers -300 à Alexandrie, cet ouvrage
pédagogique (et non de recherche) est la première rédaction axiomatique d'une
science: la géométne.

Son contenu est celui des créations et découvertes mathématiques de la brillante
civilisation hellène, les travaux de Thalès, Pythagore, Eudoxe, Aristote. Et bien que
nous ne disposions pas de manuscrits de l'époque d'Euclide, loin de là, il n'y a guère
de discussion sur les 465 propositions des« Eléments ».

Première science axiomatisée, la géométrie a donné son nom aux mathématiciens
jusqu'au 19è siècle. Cependant, peu à peu, les« géomètres» ne comprendront même
plus les « Eléments ». Boëce, vers+500, en donnera une édition réduite aux 4 premiers
livres, s'arrêtant avant le difficile livre V.

Heureusement, de leur côté, les Arabes traduisirent utilisèrent puis nous
transmirent les« Éléments » Commençons par voir ce que dit Hoefer, en1874, sur le
cheminement des« Eléments », cheminement qui est celui de la science mathématique
au cours des 2300 dernières années.

CO\()!E:'lT ATEURS D·EUCLIDE. - OIULlOGRAPIlIE.

L'histoire des ouvrages d'Euclide est, en partie, l'histr-iro mérnc
t].> la b'éometrie depuis le quatrième siècle avantJ. C. jusqu'à 1'"'1'0-

que de la Renaissance. Euclide eut de nombreux conuucntatcucs.

Parmi les l'lus anciens, on cite Héron, Pappus, J':lIéas d'lIler''I")li,,

'I'lréuu le jeune d'Alexandrie et Procills: Theon dO:lIla, uutru un""IIl-
mcutairc i mportant , une nouvelle edltloll des1:/emI")I/S, arc~ quel-

ques addi tions etJe légers changements: C:cSl ~ui.mèlU~ 'lIn nous

I'a pprend dans SOli commenlall'e su~ Ptolemce. 1 arnu sesaddirions
i l sq;Ilale, dans la dernière propositrou du VI" livre, C~ 'lUI esL l'ela-
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LES MATHÉMATIQUES CHEZ LES GRECS.

tiC aux secteurs. Locommentaire de Proclus ne va pas au delà du
1·' livre des l!.'ldrnent.ç. Il contient des détails fort intéressants pour
l'histoire de la géométrie; malgré sa prolixité, on re;;rette qu'il n'ait
pas été poussé plus loin par son auteur.

Boèce, au elnquièrne :!ièclo de notre ère, reproduisit, dans son
traité (le Géométrie, lesénoncés ct les figures des quatre premiers li-
vres d'Euclide. En afl1rmant qu'Euclide n'avait fait qu'arranger des
propositions découvertes et démon trécs par d'autres,il contribua
surtout à faire passer Théon pour le principal auteur desÉléments.

Et il y a même des manuscrits où l'ouvrage enlier est donné c0.mme
tiré des conf,;rmcfs de Théon. (i~ T'o" 0iwvo; truVO\J<rlWV). Le livre de
Uoilce fut le seul traité dogéométrie connu en Europe jusqu'auneu-
vième siècle de notre ère; le nommême d'Euclide y était inconnu.
A cette époque, les/<.'lémenl$ commençaient à être traduits en arabe
sous les khalifes Haroun-al-Rachid et AI-Mansour. Honein-hen-Ishak,
mort Cil 873, en donna une traduction arnlie, 'lui fut plus tard corrigée
par l'astronome Thebet-ben-Korrah. Othman de Damas (d'une date
incertaine, maisantérieure au treizième s:ècle) donna ùne traduction
arabe plus complète que les précédentes , d'après un manuscrlt grec,
qu'il avait trouvé i Rome ct qui contenait quarante propositions de
plus que les éditions ordinaires. L'astronome et géomètreNasir-Ed-
din, qui vivait vers 1260, fit connaitre Euclide aux Persans; son com-
mentaire fut imprimé en arabei HOiDe en 150 •. Athe lard do Bath,
'lui vivait vers 1130, fut le promier Européen qui 'iaduisit Euclido do
l'arabe en latin. Tl avait probablement trouvé enIl ;pagne la traduc-
lion arabe qui lui tenait lieu de l'original grec. Sa traduction latine,
apl'ès avoir longtemps circulé en manuscrit, parut imprimée sous le
nom de Campanlls, célèbre commentateur d'Euclido.

Jusqu'au seizième siècle, on confondait Euclide legéomètre avec
Euclide fondateur de l'école philosophique de Mégare, quoique celui-
f!i eût vécu un siècle nvnnt la premier. r.~tto confusion, née d'lm pas-
SIIg-ü du l'lutarC)ue, avait étcl parta!;éu pal'Iloëcu. Uno autre errOI1I'
avait cours: on croyait qu'Euclide n'avait laissé 'lue desdèûnitions,
des axiomes ct les simplesénoncés des propositions dans leur ordre
actuel. Les dtimon~trations, on les all~iltualt à Théon.

Euclide, rapidement propagé, acquit Itientôt une immen,o popula-
rité : il resta jusflu'au dix·septième sii,clel'au/cllrc!/émen/aire par ex-
cellenc.,. SOli autorité était lelle, 'l'"'on clit regardéCOIllIllO une pro-
fanation lout changement app<ll·!t.l:i. l'ordre étaltli p,'r lui. On no
croyait l'a~ '1Ill!, llIèrne en réin\"cllLont la ~éométl'ie, comme 10 ra-
conte l'a,cal, 011 pùt trouver un ol'dro dilrérent do celui qu'avait
suivi Euclido.

. L'édition princep.ç des Eléments d'Euclide parut à Vonise, en
litS-l, in-fol., 1'.11' les soins d'Erhard Ratholt: c'est la traduction la-
tine d''\thelal'd avec 10 commentaire de Campan us. Ce livre, qui ne
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porte pas rie t il rc, cunlmcnec ~jllsi: l'r('dIJri.\'S,'III1I:i I.ibr J..'h''''''u_
((Jr!l1~' !"~llc/idi~ /.l'('-r~lJi~n.ci:;.'iiml in nrltrtl U('o1Udlï'c: ,'/lcil';( 'llI'"n
{ellClSslme. L'édit eur Iait, dc1l1~l'InlrodllCIÎolI, un aveu curieux à
lI')~cr: il déclJre '1I,Ie • la difficullé d'illlprililel' les li:;l1l'<:savait jus-
(111·110rscIIIJlèchécl IlIlpi-Illler le.; III'I'!!s de béllll1i:ll'l"; IlIilj, 'l'le cc:t
obstade venait d'cltre si hien "urlJlonté 1>al'de ;;1'''".1; artistes, qu'on
peut maintenant donner les ligure~ géolildriques avec Jutant dc faci-
lité que les caractères imprimés .• Ces Ii!)ure~sont mar!)ill"les; il la
première vue, elles paraissent gravées sur Lois; IlIai~un examuu
plus attentif fait reconnaitre qu'e llos sont !)rave:cs su r ruètul, Ccllu

édition omet lB propositions sur les"ij5 '1110 conticlillent les ,!uil'I.t:
livres des Elements, y compris les deux li l'res d'II l'l"idi:s; m;IÎ, cil"
en donne :JO qui ne sont las d'Euclidej la préface (luX1V-line, 'lui
montre 'lue ce III're n'est pas d'Euclide, est égalemellt omise. I.e,
mots helmlfayrn et Itelml/ariplte, désignant lerlunnùe et 10 Irapé:c
font voir que la traduction a été l'ail!! sur l'aral.u. _ La secùIlIle édi~
tion, en caractères romains,publiée à Yiccnce , 14!11,in-Iol., est la re-
production de l'édition priner/,s. - La troislèlllC r:ditiulI, plII,liéo en
latin et en caractères romains, contient, outre les':'(~III~Jl/", It:~ /'1 ..:_
nOUlènes, les deux liT,/iI/lles (S()u~ les noms110 .'\,"'''I/I"ri(l lt de l'rr .
.pecliua), et les }Jo,,,,ùs, avec unu [II-dace de.\1'1' 1!il," ; cl le /1 1"11"
titre: Eucl idis J[cllariell. s is, philomplli Platonici, 1II1I/llflllalif'tlrl/lli
disciplinarulII janitoris, Opera, Zamtu rto rl'/.e/", interprete, ,\1" lin
du volume, on ht : l"'lrreswl/l rmeliis .... in ('d,11l1>)'I/JIIIl is '}',""illi,
M.D.V.VIl! knleruias uorembris, Z~l11ùcrti y <1\11111" une IUII!)IlC l'ré-
face, accompagnée d'uner,c dFuclulc, et déclare avoir fai~sa tra-
duction sur J'ori!;inal g rcc. - La qllalrièlllu ':.1011"" fut 1'"1",lé" ;\
Venise cn J'-,fI!), ill-IIII., par l.lIcas I-llciulu:i, plll:-' curuu ~UIlS le nuru

de Lucas di Uur:;o, SOIl~ le titre : Euclùiis J/"!Ilfrellsis, p/lll n:wpl,i
acutissimi, malllematicorul/I 0l/lnil/1II sille co,I/)'(jrersill I,rilleipii
°PCrII. Celle édifioll Ile comprend 'lue lesI:'1':me/lH tians 1... trauuu-
lion latine d'.\tllelarcl. Paciolus cite le commclltairc Ile C;lCnpa1lus ct y
Intr"du1l ses propres additions sous le110111 Je C'Hf/yu/Clr. Il <ouvre le
V' livre par le récit d'une conférence 'fU'il ;n:,oit f.ll" Slir ~u 1i\rc oIall.'
une é!;Itse Je V~lIisc, le Il aoùt 1;,0I1. - La Cill'I"I;'IIIC édillull (11:0-

duction li!Jre desElélllents) fut pl'éparée jJ~r Jac,/"", I.cferru ,l'/o;,la-
pies, et imprimée par Henri Estienlle; Paris, Jill,j, in· roI, _ '\""",
depuis la découverte de l'impriulCrie, 1111 \'It, ,Ial'_; 1111 i'<1." , aile "",
trellte-cinq an:!, paraitro cin(! éditiolls ill-f"fj" (Ic:; lit.:mo·"', J'(-.II-

c1ide (tl'aduction latine).

I.e texle !!rec des !!'/érnentsd'Euc1idc,arl'C 10 CUIIIII",utai ..., 1-("':0: ,J,:

l'rllell1s, rut publié pour la pl'eluii:l'c rui. l'al' :-;i"1II11(;") "" (I;"'1",f '1\1;
IMle, \.i;I:J, iII-luI. Les édilions !;r"C'iue~ cl latines (lue1';""1""1> l'l

hJun;hanl atlri!,uellt il IJasypudills (Cunr.ld 1111(/(11_») "'''"1'''"1, ,_"

I;1'c:t:, sClllclIH!l1t l'cllullcé des lllturclUcs. MèulC l'CUl~UIJ"C l'uul' l'cd.-
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tion de Scheuhel des six prcmiers li\'re:;; Uàle, 1:'50, in-fol. L'éditioÎJ~'
grecque ct latlllO, nttribuée 3U célèhre mathématicien anglais Uriggs,
ct Impriméu par William Jone~ (Londre:!, Jtj·IO), contient, sur la.-_foi
du titre, les lreize li vrcs desJo.'/t!!IIelits. liais M. de Murgan s'est as-
suré quo tous les exelllplaires connu~ rie celte édition ne rlonnent 'lue
les six premiers livres. - 4'\0115 avons déjà mentionné plus hautl'é-
dition, lrès-t~liméc, de D. Gregory.

En France, nous avon:! lesOEII ..res d'Hile/ide, en grec, en latin el
en {raufllis, J'al"':s un IIIalllUcrit Irès·allei"n '111iti/ail relit! inconnu
jllStlU'à Itl)sjour,·, par F. "eFard (l'aro~, IMI~,il vol. in-~). Cc ma-
nusent très-ancien (l'eyrard II!cruyait de la lin du ncul'ièmo siècle)
avaIt élé tir'; de la InLliothè'lue d .. Vatican àla :llIile rie la ctln-
qu,lte française ct transporté dans la lli!Jliothèqlle nationale de Paris;
en 11l15, il fut restitué à la ùiiJliothè'lUe du Vatican. En t~te do l'ou-
"rJoe, déditi à Louis XVIII, se trouvcnt deux rapport:! favorahles pré-
sente, au nom de l'Instilut; le premil!~ est :Ii!!,nu par Delamhre~t
Prony; le s~cond, par Lal:1range, Legendre et Delamure. Dan, le ma-
nuscrit, dont Perrard put profila jUS''lU'! la lin de 'on éditi?n, le,
Donnée, ,-iennen! immédiatement apM!:I le XIJI' livre et stipareuL
ainSI le~ ltvro~ X1V ct \ V du n,te do l'ou,ra!!,e. l'el'rard le culla-
tlOnna avec yin!l'I·dellx alllres lIlanllscrits. Aussi son cdition est-clle
très-précieuse pour les Ilowureuses variantes qu'elle donne __ En
Allemagne, on estime heaucoup l'édition de ~'. AUl:1ust(texte grec de~
ll'eize hl'res de:!Hlirnl!J1ls, revu sur trente-<:lOq malluscrlt,); llerlin,
IH'!6, ill·H, Cil ,Ieux parties. Ello résume les travaux de Grynil!US, do
Grqiory, dt! l'cyrard, ct contient des addition~ de l'éditeur. L'édition
dOIlIlo',; l'ar t:anll:ror ct (fauber, avec ue hOlllle~ nutc~, dei six pre-
""cr. lInos (Berlin, 11i1!" ill-M, brec et latin), Cit également cSliruê".

i\o ... pa~,,,ns 'I)US silcnce les innomhralJles édition~ du textl! la-
tin des I:'lti/lleJ1l. ,pécialelilCIIL de;ltnée:l aux écoles, ainsi que les tra-
ductions 'lu'on en a faite:; (bns l'resque loute:! les langues modernes'.
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LE PREMIER LIVRE
DES ELEMENTS D'EUCLIDE

Euclide commence son exposé par les définitions de 35 objets de la géométrie:
point, ligne (segment), surface, angle, figure, triangle, carré, quadrilatère, parallèles ...

1. Le point est ce dont la partie est nulle.
2. Une ligne est une longueur sans largeur.
4. La ligne droite est celle qui est également placée entre ses points.
5. Une surface est ce qui a seulement longueur et largeur.
8. Un angle plan est l'inclinaison mutuelle de deux lignes qui se touchent

dans un plan, et qui ne sont point placées dans la même direction.
13. On appelle limite ce qui est l'extrémité de quelque chose.
14. Une figure est ce qui est compris par une seule ou plusieurs limites.
21. Les figures trilatères sont terminées par trois droites.
22. Les quadrilatères, par quatre.
30. Parmi les figures quadrilatères, le quarré est celle qui est équilatérale et

rectangulaire.
31. Le rectangle, celle qui est rectangulaire, et non équilatérale.

La présentation euclidienne consistant à préciser d'entrée les objets que l'on va
étudier, va marquer profondément les« géomètres» jusqu'à nos jours. Même si ces
définitions n'ont pas vraiment la rigueur souhaitée. Commentfaire autrement au début
d'un exposé?

Euclide poursuit avec les «Demandes» ou «Postulats». Cc sont les axiomes
propres à la géométrie.

Tout d'abord 3 postulats de construction:
1) Tracer une ligne d'un point quelconque à un autre point.
2) Toute droite finie peut être prolongée indéfiniment et continûment.
3) Avec tout point comme centre et tout rayon, on peut tracer un cercle.

Euclide poursuit avec 1 postulat d'égalité entre figures:
4) Tous les angles droits sont égaux entre eux

Enfin vient celui qui deviendra le fameux postulat d'Euclide:
5) Si une sécante rencontre 2 autres droites en faisant des angles internes et

du même côté de la sécante ayant une somme inférieure à 2 droits, ces 2 droites
prolongées indéfiniment se rencontrent du côté où se trouvent les angles dont la
somme est inférieure à 2 angles droits.

Le postulat sera reformulé au 18è siècle: par un point extérieur à une droite, il
passe une seule parallèle à cette droite.
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Peyrard donne une 6è demande:
6) Deux droites ne renferment point d'espace.

Suivent 10 axiomes, ou notions communes, principes de base des mesures et non
spécifiques à la géométrie.

1. Les grandeurs égalesà une même grandeur, sont égales entre elles.
2 Si à des grandeurs égales, on ajoute des grandeurs égales, les touts seront

égaux.
3. Si de grandeurs égales, on retranche des grandeurs égales, les restes seront

égaux.
4. Si à des grandeurs inégales, on ajoute des grandeurs égales, les touts seront

inegaux.

5. Si de grandeurs inégales, on retranche des grandeurs égales, les restes seront
inégaux.

6. Les grandeurs, qui sont doubles d'une même grandeur, sont égales entre elles.
7. Les grandeurs, qui sont moitiés d'une même grandeur, sont égales entre elles.
8. Les grandeurs, qui s'adaptent entre elles, sont égales entre elles.
9. Le tout est plus grand que la partie.
Cet axiome N°8 de la géométrie répondant à un principe d'égalité est une

méthode, peut-être LA grande méthode dont Euclide va user voire abuser pour

construire sa géométrie.
De plus, Euclide, si friand de définitions ne définit pas la notion de grandeur,

notion fondamentale de son exposé1

Le livre déroule alors 48 propositions comprenant .
*) Les constructions usuelles à la règle et au compas
*) Les cas d'égalité des triangles.
*) Les propriétés des droites parallèles.
*) 47 : Théorème de Pythagore.
*) 48 : Réciproque du théorème de Pythagore.

PROPOSITION PREMI ERE.

SUIj. une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.

EXPOSITION. Soit AB une droite donnée et Gnie.

Dtrl!a~INATlON. Il f~ut construire sur la droite finie,\B un triangle équilatéral.

CONSTRUCTION. Du centre A et de Iïutervallc '\B, décrivons la circonférence ar ~

(dem. 3); et de plus, du centre a et de l'intervalleBA, décri vous la circonférence

ArE; el du point r , où les circonférences se coupent mutuellement, conduisons

aux points '\, B les droites ra , ra (dem. 1 ).

r

<Jf)
DÉYlON5TII..lTlOfC. Car, puisque le point A est le centre du cercle ara ,la

droite Ar est égale 11la droite AB (déf. 15); de plus, puisque le point a est le

centre du cercle ArE, la droite Br est égale à la droite BA ; mais on adémoutré

que la droite f,\ était égale a la droite AB; donc chacune des droitesrA, ra est

égale a la droite '\B; or, les grandeurs qui sont égalesà une mème grandeur.

sont égales entre elles (not.1); donc la droite rA est égale a la droite Ta; donc

les trois droites rx , xa, Br sont é~ples entre elles.

f ) '·1' J ·1 t construitCOl'lCLUSIOr<. Donc le triangle ,\ar (de. :lLf est eqUl aiera 1 et 1 es

sur la droite dounée et unie.\B. C: qu'i l rall~il faire.
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PROPOS 1TION l J.

A un point donné, placer unedroite égale li une droi te donnée.
Soit A le point donné, et ar la droite donnée;il faut au point A placer une

droite égaleli la droite donnéesr,

l!

,~,

Menons du pointA au point B la droite AB (dem, 1); sur cette droite construisons
le triangle équilatéral AAB (prop. 1); menons les droites Ali, DZ dans la
direction deM, AD; du centre B et de l'intervalle Br, décrivons le cerclema
(dem. 3); et de plus, du centreA et de l'intervalle AH, décrivons le cercleHKlI.

Puisque le pointB est le centre du cerclema, Br est égalli BH (déf. 15);
de plus, puisque le pointc. est le centre du cercleHK..\, la droite Ali est égaleà
la droite AH; maisM est égal li AB; donc le resteAh est égal au resteBH (not. :5).
Mais on a démontré queBr est égalà BH; donc chacune des droitesAJI, Br est
égale li BH. Mais les grandeurs qui sont égalesli une même grandeur, sont égales
entre elles (nol. 1.); donc Ah est égalil sr,

Donc, au point donnéA, on a placé une droiteAJI. égale li la droite donnée Br.

Ce qu'il fallait faire.

P1\OPQSTTTON III.

Deux droites inégales étant données, retrancher de la plus grande une droite
égale à la plus petite.

Soient AB, r les deux droites inégales données, queAB soit la pins grande;
il Iaut de la plus grandeAB retrancher une droite égale à la plus petite r.

LE PREMIER LIVRE, DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE. 5

Au point A plaçons une droiteAA égale à r (prop. :J) 1 et du centreA et de
l'intervalle AA 1 décrirons le cercleAEZ (dem. :5).

Puisque le pointA est le centre du cercleAEZ, AE est égal li AA; mais r est
égal li AC.; doue chacune des droitesAB, r , est égaleli la droite AC.; donc la
droite AB est égale 11la droite r.

Donc les deux droites inégalesAB, r, étant données, on a retranché de la
plus grandeAB une droite Ali égale li la plus petite r, Ce qu'il fallait faire.
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PROPOSITION IV.

Si deux triangles ont deux côtés égaux à deux côtés, chacunil chacun, et

si les angles compris par les côté, égaux sont égaux, ce, triangles auront leurs

bases égales, ils seront égaux, et les angles restans , soutendus par les côtés

égaux, seront égaux chacun à chacun.

Soient les deux triangles ABr, 6EZ; que ces deux triangles aient les deux

côtés AB, Ar égaux aux deux côtés ll, AI, chacun 11chacun, le côtéAB égal

au côté 6.8, et le côté Ar au côté sz , et qu'ils aient aussi l'angle BAr égal il

l'angle ~Z; je dis que la baseBr est égale à la baseEZ, que le triangle ABr sera

égal au triangle 6EZ, et que les angles restans , soutendus par le, côté, égaux,

seront égaux chacunà. chacun i l'augle ABr égal a l'angle 6EZ, et l'angle ABr égal !i

l'angle llE.

B Z B r

Car le triangle Aar étant appliqué sur le triangle 6EZ, le point A étant posé

sur le point 6, et la droite AB sur la droite aa , le point B s'appliquera sur le

point Il, parce que AB est égal à.I.E; mais AB étant appliqué sur.I.E. la droite Ar

6 LE PREMIER LIVR.E DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE.

s'appliquera sur6Z, parce que l'angle BAr est égal à l'angle uz; donc le point r

s'appliquera sur le point z , parce queAr est égal à6Z; mais le point B s'applique

sur le point fi; donc la base Br s'appliquera sur la base EZ; car si le point B

s'appliquant sur lepoint E, et le point r sur le point Z, la base Br ne s'ap-

pliquait pas sur la base EZ, deux droites comprendraient un espace, ce qui

est impossible (dem. 6); donc la baseBr s'appliquera sur la baseEZ, et lui sera

égale; donc le triangle entier ABr s'appliquera sur le triangle entierAEZ, et

lui sera égal; et les aIlBles restans s'appliquerontsur les angles restaas , et leur

seront égàux. l'angle ABr à l'angle llZ, et l'angle ArS à l'angle ezs,
Donc, si deux triangles ont deux côtés égaux à deuxcôtés, chacun 11chacun,

et si les angles compris par les côtés égauxsont.égaux , ces triangles auront leurs

bases égales, Us seront égaux, et les angles restans, soutendus par lescôtés

éf;aux, seront égaux chacun à chacun. Ce qu'il fallait démontrer.

Et la très importante inégalité triangulaire qui apparaît dès la proposition 20.

PR.OPOSITION xx.

Deux côtés d'un triangle quelconque, de quelque manière qu'Hs soient pris,

sont plus grands que le côté restant.

Soit le triangle ABr; je dis que deux côtés du triangleAsr, de qu elque

manière qu'ils soient pris, sont plus grands que le côté r,!stant; les côtésBA, Ar

plus grands queBr; les côtés AB, Br plus grands queAr, et les côtés 8[" , rA plus

grands que AB.

L~l
B r

Prolongeons BA ven A, faisons Ad ég~l à rA, et joignons 6r.

Puisque AA est éfpl a Ar, l'angle AAr est égal 11l'angle Ard (5); donc l'angle BrA

est plus grand que l'angleA6r (not. 9); donc, puisque dans le triangleMS, l'angle

8r6 est plus grand que l'angleMr, et qu'un plus grand côté soutend un plus grJ.nd

LE PREl\IlEIi '1RE DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE. 1]

Jngle (19), le côté ABrI, pius grand que le côtéBr; mais M est égal à Ar; Jonc

les côtés BA, Ar sont pllls grands queBr. NOliS démontrerons semblablement

que les côtés AB, Br ~ODtplus grands que rx , et les côtésBr, rA pins gundl

que AB. Donc, etc.
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PROPOSITION XLVII.

Dans les triangles rectangles, le quarré ducôté opposé il l'angle droit est

égal aux quarrés des côtés 'lui comprennent l'angle dru il.

Soit ABr un triangle rectangle, 'lueBAr soit l'angle drcir , je dis que le quarré

du côté Br est égal aux quarrés descôtés R~, Ar.

Décrivons avec ar le quarré MEf, et avec BA, Ar les quarrr~ HO, Ar j et par

le point A conduisons AlI. parallèle à l'une ou il l'autre des droites M, rs ; et

joignons AA, zr.

K

Puisque chacun des anglesBAr, BAH est droit, les deux 'droites Ar, AH,

non placées du même côté, font avec la droiteBA au point A de celle

droite, deux angles de suite égauxà deux droits; donc la droite fA est

dans la direction de AH; la droite BA est dans la directiou Ae, par la

méme raison. Et puisque l'angleABr est égal à l'angle ZBA, étant droits l'un

et l'autre, si nous leur ajoutons l'angle communABf, l'angle entier ABA sera

égal à l'angle entier ZBr (oot. 4). Et puisque AB est égal à Br, et ZB a BA, les

deux droites AB, AA sont égales aux deux droites ra ,BZ, chacune a cbacune;

mais l'angle ABA est égal 11 l'angle ZBr; donc la base AA est égale à la base

zr, et le triangle AM égal au triangle ZBr (4). Mais le parallélogramme BA

est double du triangle AB':' (;. 1), car ils ont la même baseB<l. et ils sont eurre

LE PREMIER LIVRE DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE. 39

les mêmes parallèles BA, AA; le quarré BH est double du triangle ZBr, car

ils ont la même baseBZ et ils sont entre les mêmes parallèlesZB, Hf; et les

grandeurs qui sont doubles de Grandeurs égales, sont égalesentr'elles ,donc le

parallélograme BA est égal au quarré HB. Ayant joint AE, BK, nous démon-

trerons semblablement que le parallélogramme rA est égal au quarré sr , donc

le quarré entier BAH est éSJ! aux deux quarrés HB, er. Mais le quarré BùEr

est décrit avec Br, et les quarrés HB, er sont décrits avec BX, Ar; doue le

quarré du coré Br est égal aux quarrés des côtésBA, Ar. Donc dans les trian-

gles, etc.

PR.OPOSITION XLVIII.

Si le quarré d'un des côtés d'untriangle est égal aux quarrés des deux

côtés restants de ce triangle, l'angle compris par les deux côtés restants est

droit.

Que le quarré du côtéBr du triangle ABr soit égal aux quarrés des côtés

BA, Ar; je dis que l'angle BH est droit.

DI) point A, conduisons la droite A~ perpendiculaire à Af (1 J), faisons A!I.

égal à BA, et joignons e r.

".

~
B r
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UVRE2

On y trouve, parexemple, les identités remarquables démontrées avec des figures
géométriques. Quand les identités remarquables étaient du domaine de la géométrie.

D É FIN 1 T ION S.

1. TOUT parallélogramme rectangle est dit contenu50US deux droites qui

compr èuent lin angle droit.

:1. Que dans tOUI parallélogramme, I'no quelconque des parallélogrammes

décrits autour de 1.1diagonale avec lesdeus compléments soit appelé gnomon.

PROPOSITION IV.

Si la droite est coupée à volonte, le quarré de la droite entière est égal

aux quarré, des segments, etil deux fois le rectangle contenu sous les deux

segments.

Que 13 droite AB soit coupée à volonté au point r; je dis que lequarré

de AB est égal aux quarrés des segments Ar, ra , et à deu x fois le rectangle

contenu sousAr, J'B.

-EIt
à z I!

PROPOSITION VII.

Si une ligne droite est coupée d'unemanière qnelconque ,le quarré de la

droite entière et le quarré de l'undes segments, pris ensemble, sont égaux il

deu x fois le rectangle ccmpris sousla droite entière et ledit segmeut , et au quarré

du segment restant.

Qu'une droite AB soit coupée d'une manière quelconque au pointr , je dis

que les quarrés des droites AB, Br saut égaux à deux fois le rectangle compris

sous AB, sr, et au quarré de rA.

B r A

'I~Z H . a

Itl ~
EN ....
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Toute la géométrie est là! Ainsi que ses limites.
Dans un monde compliqué à appréhender:

CREER des objets simples: les figures.
MESlJRER les éléments de ces figures.
DEDlJIRE des propriétés certaines de ces figures.

Par contre, cet esprit de mesure, cette méthode, empêche la création des nombres
négatifs et limitera longtemps la géométrie à des mesures d'objets.

Si l'on considère les «Eléments» d'Euclide comme la première théorie de la
mesure, n'oublions pas que les théories de la mesure suivantes seront mises au point à

la fin du 19è siècle I!
La mesure euclidienne de l'espace physiqueà 3 dimensions suffira pendant

22 siècles!
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LIVRE 3
Euclide applique la méthode géométrique, mise en place dans le livre l , au cercle.

Le livre 3 contient 11 définitions de figures: cercles égaux, tangente,

cercles tangents, etc ...
Le livre 3 contient 37 propositions dont:
Proposition 20 : dans un cercle, l'angle au centre est double de l'angleà la

circonférence, quand ces angles ont pour base le même arc.

PROPOSITION XX.

Dans un cercle, l'angle au centre est double de l'angle 11 la circonférence,

quand ces angles ont pour base le même arc.

Soit. I~ cerc~e ARr: que l'angle BEr soit au centre de ce cerclt''";lle l'angle

BAr SOIt a la circonférence ,et que ces angles ayent pour base le même arcBr'

je dis que laugle BEr est double de l'angle BAr. r

LIVRE 4
La méthode géométrique est cette fois appliquée aux polygones.
7 définitions dont: une figure rectiligne est dite circonscriteà un cercle, lorsque

chaque angle de la figure inscrite touche la circonférence de ce cercle.
Seulement 16 propositions, surtout des constructions.
1 ) Dans un cercle, construire un segment ayant ses extrémités sur le cercle et

égal à un segment donné.
2 ) Dans un cercle, construire un triangle donné et équiangle avec un triangle

donné.

PIlOPOSITION II.

Dans lin cercle donné, inscrire un triangle qui soit équiangle avec un triangle

donné.

S'lit vur le cercle .1""",;, et .lEZ le triangle donné; il rJut dans le cercle!

ABr inscrire uu triangle qui suit éCI"ianfjle avec le triangledouné .lu.
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LIVRES 5
Le livre 1 est le livre-clé de l'exposé de la méthode contenant les postulats, les cas

d'égalité des triangles et le théorème de Pythagore.
Le livre 5, accompagné du livre 6 , est le second livre- clé.
Ils contiennent la théorie des proportions ouégalités de rapports attribuée à

Eudoxe.
Notre propos n'est pas d'analyser en profondeur les Eléments d'Euclide mais

seulement de préciser le problème.

Dans les 4 premiers livres, Euclide raisonne sur des segments, des angles, des

surfaces i.e.des figures.
Il n'attache pas à chaque élément de ses figures un nombremais il raisonne par

égalités defigures!
* ~gal~é d,5t2 triangles:égalité des côtés et des angles.
* A + B + C = 2 droits dans le triangle parégalités d'angles.
* Théorème de Pythagore démontré par construction de triangles superposables

ou égaux (axiomes 1,2 ou 8).
* Identités remarquables du livre 2.

Euclide met en place la mesure des grandeurs (continues) sans nombres, par
comparaison des objets géométriques. Il commence par comparer des grandeurs
........comparables au sens de la mesure: commensurables.

LE CINQUIÈME LIVRE

. .
DES ELElVIENTS D'EUCLIDE.

D É FIN l T ION S.

1. Une graudeur est partie d'une grandeur, la plus petite de la plus grandeJ

quand la plus petite mesure la plus grande.

a, Une grandeur plus grande est multiple d'une ;:;randeur plus petiteJ quand

la plus grande est mesurée par la plus petite.

3. Une raison, est certaine manière d'ètre de deux: grandeurs homogène,

enrr'ellcs , suivant la quantité.

4. Une proportion est une identité de raisons.

5. Des grandeurs sont dites avoir une raison entrelles , lorsque ces gran-

deurs, étant multipliées, peuvent se surpasser mutuellement.

6. Des grandeurs sont ditesêtre en même raison, la première ~ la seconde,

et la troisième 11la quatrième, lorsque des équirnuhiples que1conques'dela pre-

mière et de la troisième, et d'autres équirnuhiples quelconques de la seconde et de

la quatrième sont tels, que les premiers équimultiples surpassent. chacun à chacun,

les seconds équimultiples, ou leur sont égaux 11 la fois, ou plu' petits à la fois.

7. Les granùeurs qui ont la rnèrne raison sont dites proportionnelles.
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La traduction de la 1ère définition du livre 5 est celle de Peyrard (1809),

traduction « officielle » :
« Une grandeur est une partie d'une grandeur, la plus petite de la plus grande,

quand la plus petite mesure la plus grande»
A -------------------
E ----
Autre traduction: «on appelle sous-multiple ou partie aliquote (une part) d'une

grandeur sa partie la plus petite quand celle-ci (prise comme unité) mesure la partie la

plus grande»

Le propos du livre 5 est de casser l'unité de mesure
L'unité A est trop grande ==> on utilise une unité E qui mesure A
(ce que nous appelons sous-multiple pour les nombres)

Euclide donne comme exemple les segments mais la méthode s'étend dans son

esprit aux surfaces et aux solides.
Il ne définit pas la notion de grandeur. Une fois ces sous-multiples de l'unité mis

en place, Euclide peut mesurer des objets plus petits et nous savons qu'Eudoxe et
Pythagore pensaient avoir une précision suffisante pour mesurer TOUS les objets.
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LIVRE 6: Théorème de Thalès

La proposition 1estun lemme technique (en vue de la proposition 2) :
Les triangles et les parallélogrammes de même hauteur sont dans le rapport de

leurs bases.

théorème
T AB---
T' -CD

<=>

A B c o

Proposition 2 : Théorème de Thalès ( avec sa réciproque)
La parallèle à l'un des côtés d'un triangle détermine sur les autres côtés des parties

proportionnelles ( et réciproquement ).
A

théorème

<=>

C

PROPOSITION PREMIÈRE.

Les triangles et les parallélogrammes qui ont la même hauteur sont entr'eux
comme leurs bases.
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LE 31XIEME LIVRE DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE. 14r

PROPOSITION If.

Si l'on mène une droite parallèle li un des côtés d'lin triangle, celte

droite coupera proportionnellement les côtés de ce trianglei. et si les côtés

d'un triangle sont coupés proportionnellemen r , la droite qui joindra les sec-

tions sera parallèle au côté restant du triangle.

Menons I1E parallèle li- un des côtés sr du triangle ABf; je dis que Bd

est à aA comme rs est à EA.

Joignons BE > ra.

Le triangle B"E sera égal au triangleraE (57' 1) , parce qu'ils ont la même base

I1S, et qu'ils sont compris eutre les mêmes parallèlesas, sr, Mais Aas est un autre

tria"gle; et des grandeurs égales ont la même raison avec .une même grandeur

(7' 5); donc le triangle ME est au triangle AaE comme le triangle ras est

au triangle A"E. Mais le triangle ME est au triangle AaE comme BI1 est à I1A;

car ces deux triangles, qui ont la même hauteur, savoir, la perpendiculaire

menée du point E sur la droite AB, sont entr'eux comme leurs bases(1. 6).

Par la même raison le triangle ras est au triaugle Aas comme rz est il EA;

donc Bd est 11t.1\ comme ra esta EA (II. '5).

Mais que les côtés AB, Ar. du triangle ABf soient coupés proportionnelle-

ment aux points a, E, c'est-à-dire que M soit à ~ comme rE est à EA, et
joignons I1E; je dis que I1E est parallèle àBr.

Faisons la mème construcùon. PuisqueBI1 est à I1A comme ra est àBA,

que B" est à M comme le triangle Bt.E est au triangle AaE (1. 6), et que rz

est 11EA comme le triangle raE est au triangle AdE, Je triangle Bt.E est au

triangle At.f comme Je triangle rc.E est au triangle AI1E (II. 5). Dalle chacun

des triangles BI1E, fl1E a la même raison avec le triangle AI1E. DODe le triangle
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LIVRE 7

Le nombre, indépendant P!) de son objet géométrique, apparaît par une
magnifique définition:

Définition 1 : L'unité est ce selon quoi chacune des choses existantes
est dite une (si1).

Définition 2 : Le nombre est une multitude composée d'unités.

La définition 1 est importante. Comme les autres définitions, elle est critiquable
et ne définit pas grand chose en apparence.

Cependant:
JO) Elle montre bien que les mathématiques usent fondamentalement d'une unité
(voir les fameuses« unités d'aires» alors que l'on voit plus rarement des« unités

de longueurs»).

2° ) Elle donne une des bases du raisonnement mathématique. Ily aurait une
unique unité (pléonasme ?) en mathématiques.

Descartes dira 2000 ans plus tard : «il doit y avoir une science générale qui
explique tout ce que l'on peut chercher concernant l'ordre et lamesure sans les
appliquer à une matière spéciale» et aussi au début de sa« Géométrie », il évoque:

«Ainsi n'a-t-on autre choseà faire en géométrie touchant les lignes qu'on
cherche, pour les préparerà être connues, que leur en ajouter d'autres, ou en ôter, ou
bien en ayant une, que je nommerai l'unité pour la rapporter d'autant mieux aux
nombres, et qui peut ordinairement être prise à discrétion ....».

Très euclidien.
Euclide a dû chercher à unifier complètement son exposé et regretter que J'espace

ait 3 dimensions lui imposant 3 unités de grandeurs: unité de longueur, unité d'aire,
unité de volume que l'on retrouve dans les définitions de ce même livre 7.

Définition 17 : Le produit de 2 nombres est un nombre plan dont les facteurs sont
les côtés.

Définition 18 : Le produit de 3 nombres est un nombre solide dont les facteurs
sont les 3 arêtes.

Euclide pousse ici très loin l'identification entre le nombre et l'objet géométrique.
Le produit de plus de 3 nombres n'existe pas dans sa méthode.
Chassez la physique, elle revient au galop!
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D É FIN 1 T ION S.

1. L'unité est cc selon quoi chacune des choses existantes estdire une •

.:1. Un nombre est un assemblage composé d'unités.

5. Un nombre est une partie d'un nombre, le plus petit du plus grand,
lorsque le plus petit mesure le plus grand.

4· Un nombre est parties d'un nombre, quand il ne le mesure pas.

5. Un nombre est multiple d'un nombre, le plus grand du plus petit, quand
il est mesuré 'par le plus petit.

6. Le nombre pair est celui qui peut se partager en deux parties egaIes.

7· Le nombre impair est celui qui ne peut pas se partager en deux parties
égales, ou bien celui qui diffère d'une unité du nombre pair.

a. Le nombre pairement pair est celui qui est mesuré par un nombre pair
multiplié par un nombre pair.

g. Le nombre pairement impair est celui qui est mesuré par un nombre
pair multiplié par un nombre impair.

10. Le nombre impairement pair est celui qui est mésuré par un nombre-
impair, multiplié par un nombre pair.

II. Le nombre impairement impair est celui qui est mesuré par un nombre
imp>ir multiplié par un nombre impair.

D. Le "ombre premier est celui qui est mesuré par l'unité seule.

13. Les nombre, premiers entr'eux sont ceux qui ont l'unité seule pour
commune mesure.

14· Le nombre composé est celui qui est mesuré par quelque nombre.

15. Les nombres cc..mposés entr'eux sont ceux qui ont quelque nombre
pour commune mesure.

LE SEPTIÈME LIVRE DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE. IBr

16. Un nombre est dit multiplier un nombre, lorsque le multiplié est ajouté

autant de fois qu'il y a d'unités dans celui qui le multiplie, et qu'un nombre
est produit, ~

17, Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui quiest
produit se nomme plan1 et les nombres qui se multiplient, se nomment les
cotés ùe ce produit.

18. Lorsque trois nombres se multipliant entr'eux font un nombre, celui

qui, est produit est appelé solide; et les nombres qui se multiplient, se
nomment les côtés du produit.

Ig. Le nombre quarré est celui qui est également égal, ou celui qui est
contenu SOIIS deux nombres égaux.

20. Le nombre cube est celui qui est également égal également, ou bien
celui qui est cou tenu sous trois nombres égaux.

a r , Des nomhres sont proportionnels , lorsque le premier est le même

multiple du second que le troisième l'est du quatrième, ou lorsque le pre-

mier est la même partie ou les mêmes parties du second que le troisième I'esr
du quatrième .

.:I:l. Les uombres plans et solides semblables sont ceux qui ont leurs côté,
pro po rtioun els.

:l3. Le nombre parfait est celui qui est égalà ses parties.
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Livre VIII

Deuxième livre sur les nombres. Propriétés des nombres proportionnels, carrés ou
cubes.

Proposition XIV
Si un nombre carré mesure un nombre carré, le côté mesurera le côté; et si le côté

mesure le côté, le carré mesurera le carré.

Livre IX

Troisième et dernier livre consacré aux nombres contenant 36 propriétés sur les
nombres plans, solides, pairs ou impairs.

Proposition XX
Les nombres premiers sont en plus grande quantité que toute quantité proposée

des nombres premiers.

Théorème très important de la théorie des nombres. La démonstration est
« curieuse» dans sa rédaction.

« Soit A, B, C les nombres premiers que l'on aura proposés, je dis que les
nombres premiers sont en plus grande quantité que les nombres A, B, C.»

Et Euclide démontre que AxBxC+- 1 (l'unité) est premier. Or Euclide multiplie
A, B, et C Multiplier plus de 3 nombres aurait-il du sens pour lui?

Livre X
Ce gros livre contient 117 propositions (465 au total) sur les grandeurs

commensurables ou incommensurables.

Définitions
1. On appelle grandeurs commensurables celles qui sont mesurées par la même

mesure.

2. Les lignes droites sont commensurables en puissance, lorsque leurs quarrés
sont mesurés par la même surface.

Toujours ce souci de ne pas mélanger les dimensions. L'homogénéité.
Proposition CXVIJ

Qu'il nous soit proposé de démontrer que dans les figures quarrées, la diagonale
est incommensurable en longueur avec le côté.

Démonstration par l'absurde classique ... depuis Euclide sur le pair et l'impair.

Si la diagonale a pour mesure d= ~ irréductible.

Supposons a pair==> situation impossible.
Supposons a impair==> situation impossible.

Livre XI

Dans l'espace avec 40propositions

Définition 1. Un solide est ce qui a longueur, largeur et profondeur.
Définitions des plans parallèles, sphère, cône, cylindre ... et des cinq solides
réguliers de Platon.
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Livre XII
D'après Archimède, l'origine de ce livre serait à attribuer à l'école d'Eudoxe.

(Collette, page78)
Proposition 2

Les cercles sont entre-eux comme les quarrés de leurs diamètres.

Autrement dit, le nombre« TC-plan» est une constante;

(Les Indiens ont longtemps utilisé 2 constantes différentes pour le

nombre « TC-linéaire» de la circonférence et le nombre« TC-plan» du disque.)

Livre XIII
Analyse et synthèse.

« Ce que c'est que l'analyse et ce que c'est que la synthèse.

Dans l'analyse, on prend comme accordé ce qui est demandé, parce qu'on arrive
de là à quelque vérité qui est accordée.

Dans la synthèse, on prend ce qui est accordé, parce qu'on arrive de là à la
conclusion, ou à l'intelligence de ce qui est demandé.»

L'analyse n'est pas une branche des mathématiques mais une méthode de
recherche allant de l'inconnu demandé vers le connu accordé.

Proposition 12
Si l'on décrit dans un cercle un triangle équilatéral, le carré du côté du triangle

sera triple du carré du rayon.

Proposition donnant sin 60°

Les Eléments d'Euclide se poursuivent dans certaines éditions par un LivreXIV
écrit probablement au 6è siècle et un LivreXV attribué à l'Alexandrin Hypsiclès (2è
siècle avant). (Collette page78)
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UNE CONCLUSION
sur la théorie dela mesure d'Euclide.

13 livres et 465 propositions

On peut critiquer cet ouvrage - aucun livre n'est parfait - mais il donne un exposé
clair et définitif de la géométrie.

1 ) CREATION de figures simples
Euclide définit les figures, ce premier langage de la géométrie dès le
début de son exposé et complète ensuite ses définitionsà chaque livre.

2 ) MESURES des éléments de ces figures
Euclide effectue ses mesures directement sur les éléments considérés
comme des objets. Il applique à des objets abstraits les règles
habituelles des objets concrets.

3 ) DEDUCTION LOGIQUE des propriétés de ces figures
a) par égalités de figures (livres]à 4)
Les célèbres cas d'égalités des triangles
b ) par division du segment unité (livre 5)

Les nombres interviennent ensuite comme un caractère des objets
géométriques puis sont étudiés à partir du livre 7 en tant que nombres.

La théorie euclidienne de la mesure des grandeurs crée Je nombre à partir
de la figu re.

Et cela est tout à fait logique. On ne peut pas graduer une règle avant de
l'avoir créée ! De même, Euclide ne peut créer un nombre avant d'avoir la
grandeur que ce nombre mesure.

(L'exposé axiomatique des Naturels ne sera fait que vers] 900 répétons-le!)
En introduisant la logique dans le système de mesure des Egyptiens et des

Chaldéens, les Grecs construisent leur savoir scientifique sur la figure dont le nombre
est un corollaire.
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QUE RETENIR DE CETTE PREMIERE THEORIE DE LA MESURE?

Dans unexposé, chacun retient ce qu'il veut.
De l'exposé d'Euclide nous retenons souvent aujourd'hui la structure« définitions,

axiomes, théorèmes» reprise par tous les livres de mathématiques jusqu'à nos jours.
L'objet n'en était-il pas plutôt de TOUT déduire des objets géométriques dont la

simplicité seule permettait ces déductions logiques si chères aux géomètres grecs.
Nous allons voir combien dans les géométries déduites de la géométrie d'Euclide,

l'objet géométrique est premier et combien le système de mesure logique mis en place
par Euclide a marqué la construction des mathématiques.

Ce système de mesure logique fut mis au point avec des connaissances
élaborées sur 3 continents Asie, Afrique et Europe. Il reste unique dans l'histoire
de l'Humanité.

Aujourd'hui la géométrie est universelle.

Remarque sur la géométrie et l'expérience:
La géométrie d'Euclide comporte:

un tiers de figure
un tiers de nombre
un tiers de logique
et un tiers de .

Non, on s'arrête là. Tout est en place.
Un premier résultat: cette géométrie reprend pour ses 2 premiers tiers les travaux

et méthodes des« tendeurs de ficelles» égyptiens ou babyloniens.
Aussi, à priori, le propos d'Einstein sur la géométrie et l'expérience surprend. La

géométrie d'Euclide est fondée sur l'expérience, sur ces fameuses mesures de terrains
effectuées après les crues du N il ou pour positionner les temples. Si ses objets sont bien
des créations de l'esprit, il est moins surprenant qu'ils s'adaptent aux objets de la réalité
puisque ces objets et cette méthode furent inventés pour mesurer des étendues.

Notons l'homogénéité, ce problème de dimensions physiques dont Euclide ne
parvient pasà se débarrasser

(à suivre).
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NON - CONTRADICTION ET ARITHMETIQUE

1
La seule contrainte du mathématicien serait la non-contradiction.
Celle-ci a posé problème particulièrement avec les paradoxes générés par la

théorie des ensembles mais aussi dès l'Antiquité grecque. Voir les paradoxes de Zénon
d'Elée, paradoxe de la flèche d'Achille, etc .

L'exposé d'Euclide ne comporte pas d'axiomatique des entiers naturels.

Kiimmer, au 19è siècle, disait: « les nombres entiers sont un don de Dieu».
Dedekind et Cantor, vers 1880, ont construit axiomatiquement les corpsQ et R à

partir de l'ensemble N considéré comme intuitivement connu.

Remarque 1: Est-il raisonnable, sans risque de contradiction, d'effectuer une
construction axiomatique du savoir géométrique ET une construction axiomatique des
nombres entiers utilisés en géométrie?

Euclide semble avoir répondu par la négativeà cette question.
L'objet géométrique, par sa mesure, suffisait pour construire le nombre.
Euclide a-t-il perçu le danger d'une contradiction entre un système d'axiomes pour

la géométrie et simultanément des axiomes pour les nombres?

Remarque 2: Le choix est fait d'utiliser les objets géométriques comme objets
premiers.

Dès lors, si l'on rapproche:

1 ) le postulat 2 : Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finie
2 ) les définitions du livre 7 :

a ) l'unité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une.
b ) le nombre est une multitude composée d'unités.

On ne doit pas être bien loin d'avoir une construction axiomatique de N
(ou du moins de N*).

2 3 4 5 6 7
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3. LA GEOMETRiE PRO.JECTIVE

La mesure dela terre, de l'eau et desétoiles est devenue intelligible
grâce à la peinture, et la représentation par la peinture fera encore
beaucoup apprendre.

Dürer, 1512

Ses origines remontent au moinsà la Renaissance italienne et probablement plus
loin. Les peintres du Quattrocento recherchent une représentation scientifique du
monde sur leurs tableaux, leurs peintures. Ils recherchent une méthode pourfaire entrer
l'espace dans un rectangle de toile.

L'usage dune « boîte noire» et de divers systèmes de visée, grilles ou ficelles
permettent aux peintresune meilleure projection de l'espace sur leurs toiles.

Citons dans l'école florentine du Quattrocento:
Brunelleschi (1377-1446)
Ghiberti (1378-1455)
Donatello (1386-1466)
Alberti (1404-1472)
Ucello (1397-1475)

La peinture d'Ucello est particulièrement caractéristique de cette recherche d'une
perspective dans le but de mieux décrire l'espace.

Della Francesca (1410-1492)
Léonard de Vinci ( 1452-1519)

Et les traités de perspective de Della Francesca en 1470,
d'Alberti en 1511.
mais aussi d'Albert Dürer en 1525.

L'étape suivante est marquée par le lyonnais Gérard Desargues (1593-1661) -
architecte-et son« Brouillon Project ».

li étudie, en partant des traités d'Apollonius, le passage du« relief» au « plan» et
les « événements des rencontres d'un cône avec un plan».

Toutes ces études se situent dans le domaine des constructions géométriques
par projections. Ensuite le dessin technique prend le pas sur l'art avec la géométrie
descriptive de Monge vers 1800.

Il faudra attendre le 19è siècle pour parvenir à mieux unifier ces méthodes et
principes de représentation de l'espace sur une feuille autour du groupe projectif et de
la géométrie projective moderne dont les études se situent cette fois dans un tout autre
domaine : les transformations géométriques structurées par les groupes
algébriques.

On mesurera (sic) l'évolution dt' la géométrie projective passant des

constructions géomèn-iques du ISè siècle aux groupes de transformations du 19è
siècle,
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Cette évolution mérite de plus amples développements. Nous nous contenterons
ici de donner quelques précisions sur les débuts de la géométrie projective.

Le très savant Euclide a défini les fondements de la géométrie.
Celui qui l'a bien compris n'a pas besoin de ce qui est écrit ci-après
car ceci n'est destiné qu'aux jeunes gens età ceux qui n'ont personne
pour leur dispenser un enseignement conformeà ces fondements.

DUrer, 1525

Présentation

1637 : La« Géométrie» de Descartes.
J 639 : Le « Brouillon project » de Desargues.
-300 : La géométrie d'Euclide.

Les deux ouvrages de Descartes et Desargues mettent en place deux
prolongements très différents de la géométrie d'Euclide.

Dans sa« Géométrie », Descartes crée la« méthode des coordonnées»
créant la géométrie analytique et en même temps la géométrie algébrique.

Dans son« Brouillon project », Desargues théorise pour la première fois
la géométrie projective. .
En cette première moitié du 17cI11c siècle, ces 2 nouvelles géométries sont
fondées sur l'ancêtre commun : les« Eléments d'Euclide» dont deux
caractéristiques importantes sont:
1 ) La géométrie d'Euclide ( -300 ) est une géométrie locale. L'espace étudié
(le plan avant tout) n'est pas repéré dans sa globalité et le raisonnement se fait
à l' intérieur d'une figure.
2 ) La figure « platonicienne» est l'objet idéal et premier.
Mais de part ses origines préhellenes, la géométrie d'Euclide est d'abord une
géométrie de mesure des grandeurs (continues? Livre V).
En France ou en« Ital ie », il ne s'agit pas d' une« Renaissance» scientifique!
Pour la première fois en ce début de 1imc siècle, les savants commencentà
comprendre les livres d'Euclide 1

Près de 2000 ans après Euclide, en 3 ans, les géomètres créent 2 extensions de
la géométrie euclidienne.
Important: il semble exclu de recréer une mathématique, le seul espoir était

bien de comprendre ce que les Anciens avaient inventé. Comme l'a dit
Einstein,« ce qui est étonnant c'est qu'elle ait été inventée une fois!»

L'axiomatique euclidienne n'est pas remise en cause: la géométrie
algébrique et la géométrie projective vont coexister en parallèle (sicl) avant
unification auXIXè siècle
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La géométrie algébrique permet de repérer chaquepoint du plan par2
mesures. Elle est unegéométrie globale du plan ou de l'espace contrairementà
la géométrie d'Euclide. De plus, elle intègre l'algèbre, ses équations et ses
règles de calcul. Bien plus, elle crée« un transfert d'intuitio.n »(Dieudonné).
les objets géométriques sont traduits selon« un dictionnaire » dans le langage
des nombres et de l'algèbre. Les problèmes de l'espace sont mis enéquations.

La géométrie projective commence par être une géométrie
visuelle. A ses débuts, elle ne fait pas intervenir lesnombres Elle construit
des figures en cherchant à faire entrer scientifiquement l'espace dans un
«carré raccourci ». Le problème n'est pas simple! Pourtant lagéométrie
projective est par là plusconforme à la géométrie d'Euclide enfaisant passer la
construction de figures en premier, la figure redevenant l 'objet premier et
idéal.

1 ) Les peintres
perspectiva = voir au travers

L'énoncé du problème est simple projeter sur un rectangle de toile
l'espace vu par l'oeil.
Nous avons conservé plusieurs traités de perspecti ves dont :
« De Prospectiva Pigendi »de Piero Della Francesca ( 1475 ) où ilénonce:
« La perspective estfondée sur cinq choses : la première est l' oeil quiperçoit
les objets, la deuxième est l 'objet perçu, la troisième est la distance qui les
sépare, la quatrième est que tout est perçu au moyen de lignes visuelles droites,
la cinquième est la section entre ce qui est vu et l'objet»

« Le due regole della prospettiva pratica» de V ignola.
On y trouve des représentations de dallages avec les grandes nouveautés que
sont les points de fuite et les points de distance .
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« Trattato della Pittura» d'Alberti donne en1435 « la construction légitime»
par une double projection orthogonale sur un plan horizontal et un plan
vertical.
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II ) Albert DÜRER : Instruction sur la manière de mesurer .... à
l'intention de tous les amateurs d'art.
Dürer commence par :« Le très savant Euclide a défini les fondements de la
géométrie, Celui qui l'a bien compris n'a pas besoin de ce qui est écrit ci-
après ....»
Un peu plus loin, Dürer parle de grandeur extensive :« Maintenant, si ce
point est étiré de son commencement jusqu'à un autre lieu, alors nous appelons
cela une ligne ..,» Cette notion de grandeur extensive sera reprise par Kant
« l'intuition est une grandeur extensive» et par Grassmann dans sa« Théorie
des grandeurs extensives» ancêtre des espaces vectoriels.
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Comparons les méthodes de Piero della Francesca et Dürer pour faire entrer
une figure dans un« carré raccourci».

Nous noterons une «inversion» dans la méthode de Piero della Francesca
probablement dueà une précédente méthode de Brunelleschi qui utilisait un

miroir.
Notons aussi l'utilisation d'un triangle pour exposer la méthode. Le triangle est
bien sûr le plus simple des objets.
Notons enfin que nous ne sommes pas loin d'une géométrie qui naîtra presque
3 siècles plus tard: la géométrie descriptive.

J~ ~c

Piero della Francesca
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III ) Ubaldo dei monte: Les 6 livres de perspective, 1600.
Stevin: Le dessin des ombres, 1605.

Peu à peu, le problème des constructions légitimes se précise mais dans le pur
respect d'Euclide, les propositions doivent être démontrées.
La géométrie projective introduit 2 grandes nouveautés:
1°) les points à l'infini: point de fuite, points de distance.
2°) les transformations: les projections.
La géométrie est d'abord une géométrie de la mesure des grandeurs et la
théorie de la géométrie projective s'est faite par des considérations de mesure.
Les premières «constructions légitimes» se font par des constructions
d'échelles conformes à la théorie des proportions. Plus tard, les démonstrations
et rédactions se font dans l'esprit des livres d'Euclide, laréférence.

Par exemple, Ubaldo énonce ce théorème, qu'il démontre bien sûr, d'existence

du point de fuite.
« Si l'oeil voit des lignes parallèles, qui, prolongées, rencontrent la section, (le
tableau) les lignes apparentes dans la section se rencontrent en un point
unique, aussi haut que l'oeil au-dessus d'un plan parallèle aux lignes

parallèles. »

C L

F

s'------

Ubaldo' SAF plan support rabattu
FXHCL : plan du tableau
FK : ligne de terre
S : projection de l'oeil
SF . parallèle à EH,BC KL
FX : hauteur del'oeil
X . point de fuite
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IV) Kepler: point à l'infini et monde fini.
Les problèmes philosophiques liésà l'infini ressurgissent avec les« points à
l'infini» dans un monde aristotélicien donc fini1

Kepler exclut qu'une étoile, objet limité en taille, puisse se situerà une
distance infinie: « Non, car ce qui est vu est vu par ses extrémités. Ainsi une
étoile visible a un pourtour qui la limite Ie diamètre d'une étoile situéeà
distance finie sera lui-même fini, tandis que celui d'un corps dont on rendrait
l'éloignement infini grandirait indéfiniment. »
De même l'espace n'a pas lieu(!) d'être infini: « Si l'espace existe du fait de
corps qui y ont leurs lieux ... aucun corps susceptible de localisation ne
comporte d'infinté en acte; et que les corps de dimension finie ne peuvent
exister en nombre infini. Il n'est donc nullement nécessaire que l'espace soit
infini du fait des corps qui doivent s'y trouver.»

Les coniques qui sont en train de devenir les courbes du second degré en
géométrie algébrique, sont les seules courbes connues et étudiées. Kepler
imagine une transformation permettant de passer des ellipsesà la parabole puis
aux hyperboles. Il fixe un foyer F et déplace l'autre foyer F' le long d'une
droite.
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v ) Desargues: Le Brouillon project d'une atteinte aux événements des
rencontres du cône avec le plan.
En 1639, peu aprèsKepler, Desargues change totalement la conception de
l'infini: « Icy, toute ligne droite est entendue alongée au besoinà l'infiny
d'une part et d'autre.» ce qui n'est guère conforme à la vision grecque du
monde!
Le livre de Desargues est le premier traité complet de géométrie projective
allant du point à l'infini jusqu'à l'étude des cercles et coniques étudiées
comme des cercles vus en perspective en passant par la recherche des
invariants des projections utilisées.

}
l
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4 LA GEOMETRIE « ANALYTIQUE »,
René Descartes 1596-1650

La multiplicité des règles provient souvent de l'ignorance
du maître, et ce qu'on peut ramenerà un seul précepte général est
moins clair quand on le divise en un grand nombre de préceptes
particuliers.

Commentaire de la RègleXVIII des
« Règles pour la direction de l'esprit.»
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Le seul livre de mathématiques publié par Descartes est sa «Géométrie»
application du« Discours de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher la
vérité dans les sciences.» Le tout publié en 1637.

Dix ans auparavant en 1628, Descartes avait rédigé les« Règles pour la direction
de l'esprit». Il avait 32 ans et avait vécu une vie plus aventureuse que studieuse.
N'ayant pas à assurer sa subsistance, il pouvait, à son gré, accompagné de ses
domestiques qu'il traitait tort bien, étudier ou voyager. Ses« Règles» ne furent pas
publiées. Descartes accompagne chacune de ses règles d'un long explicatif Le début
du commentaire de la RègleXVHI (ci-dessus) donne probablement la raison pour
laquelle Descartes ne publia-pas ses« Règles». Il préféra laisser mûrir ses réflexions.
Son « Discours de la Méthode», dix ans plus tard, ne comportait plus que quatre
règles; elles connurent un grand succès comme nous le savons.

Vous trouverez ci-dessous:
1°) Les 21 Règles(sans leurs longs commentaires)
2°) Le passage où Descartes met en place sa méthode« cartésienne» d'« analyse-

synthèse» dans le Discours de la Méthode.
3°) Les premières pages de sa« Géométrie».
Le Livre 1 (il Y en a trois) comporte 20 pages d'une exceptionnelle nouveauté.

Comme ses contemporains, Descartes fut formé par la géométrie d'Euclide. Comme
ses contemporains, il n'a pas repris la forme de l'exposé d'Euclide.

Le XVIIè siècle est un siècle d'idées et de méthodes.
Point de définitions, ni d'axiomes, ni de théorèmes.
En quelques pages, qu'il s'excuse d'être encore trop longues, Descartes expose

une toute nouvelle géométrie. Cette géométrie devient algébrique et peut ainsi devenir
analytique. Descartes réunit les f~gures euclidiennes et les équations arabes en
nommant chaque ligne par une lettre.

L'aspect analytique de sa géométrie provient alors de ce qu'il suppose son
problème résolu dès le départ en nommant x la solution cherchée. Le problème est mis
en é[ualillns puis résolu.

Descartes va de l'inconnue x vers le connu: la méthode est analytique. Pourtant,
la géométrie est bien algébrique, la résolution du problème provenant de sa mise en
équations.
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Règles pour la direction de l'esprit.
Règle 1

Le but des études doit être de diriger l'esprit pour qu'il porte des jugements
solides et vrais sur tout ce qui se présente.

Règle 11
Il ne faut s'occuper que des objets dont notre esprit paraît capable d'acquérir une

connaissance certaine et indubitable.
Règle 111

Sur les objets proposésa notre étude,il faut chercher, non ce que d'autres ont
pensé ou ce que nous-mêmes nous conjecturons, mais ce dont nous pouvons avoir
l'intuition claire et évidente ou ce que nous pouvons déduire avec certitude : car ce
n'est pas autrement que la science s'acquiert.

Et Descartes précise dans le commentaire:« Nous allons énumérer ici tous les
actes de notre entendement, par lesquels nous pouvons parvenira la connaissance
des choses sans aucune crainte d' erreur ~il n'yen a que deux : l'intuition et la
déduction. »

Règle IV
La méthode est nécessaire pour la recherche de la vérité.

Règle V
Toute la méthode consiste dans l'ordre et la disposition des choses vers lesquelles

il faut tourner le regard de l'esprit, pour découvrir quelque vérité. Or nous la suivons
exactement, si nous ramenons graduellement les propositions compliquées et obscures
aux plus simples, et si ensuite, partant de l'intuition des plus simples, nous essayons de
nous élever par les mêmes degrésa la connaissance de toutes les autres.

Règle VI

Règle VIl
Pour achever la science,il faut parcourir par un mouvement continu et

ininterrompu de la pensée toutes les choses qui se rapportent à notre but et chacunes
d'elles en particulier, ainsi que les embrasser dans une énumération suffisante et
ordonnée.

t Et les très importantes règles VIII etIX.
Règle VIII

Si dans la série des choses à rechercher il s'en présente quelqu'une, dont notre
entendement ne puisse avoir suffisamment bien l'intuition, il faut s'arrêter là ; il ne faut
pas examiner ce qui suit, mais s'abstenir d'un travail superflu.

Règle IX
Il faut tourner toutes les forces de son esprit vers les choses de moindre

importance et les plus faciles, et s'y arrêter longtemps, jusqu'à ce qu'on soit
accoutuméà avoir l'intuition distincte et claire de la vérité.

Et les choses se précisent en direction de la géométrie avec:
Règle XIV

La mêmequestion doit être rapportéeà l'étendue réelle des corps, et représentée
tout entière à l'imagination par des figures nues: car ainsi elle sera comprise bien plus
distinctement par l'entendement.
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Règle XV
Il est utile aussi, la plupart du temps, de tracer ces figures et de les montrer aux

sens externes, afin que, par ce moyen, notre pensée soit plus facilement attentive.

Puis, Descartes se dirige doucement vers l'algèbre.

Règle XVI
Quand aux choses qui n'exigent pas l'attention immédiate de l'esprit,

quoiqu'elles soit nécessaires pour la conclusion, il vaut mieux les désigner par des
signes très courts plutôt que par des figures complètes: car ainsi la mémoire ne pourra
faillir, et la pensée ne sera cependant pas forcée de se partager pour les retenir, tandis
qu'elle s'appliquera à en chercher d'autres.

Règle XVII
La difficulté proposée doit être directement parcourue, en faisant abstraction de

ce que quelques-uns de ses termes sont connus et d'autres inconnus, et en ayant
l'intuition, suivant le vrai chemin, de la mutuelle dépendance de chacun d'eux.

« il faut noter que, dans toute question à résoudre par déduction, il y a une
voie simple et directe »

Règle XVIII
Pour cela quatre opérations seulement sont requises, l'addition, la soustraction, la

multiplication et la division, parmi lesquelles les deux dernières, souvent, ne doivent
pas être faites, tant pour ne rien compliquer inutilement, que parce qu'elles peuvent
être éxécutées plus facilement ensuite.

Le commentaire commence par:« La multiplicité des règles provient souvent
'[Re R'igno.-ance du maître, et ce qu'on peut ramener à un seul précepte général est
moins clair quand on le divise en un grand nombre de préceptes particuliers. C'est
pourquoi nous réduisons ici toutes les opérations, dont il faut se servir pour parcourir

questions, c'est-à-dire pour déduire certaines grandeurs d'autres grandeurs, à
quatre types seulement; on verra par leur explication comment ils suffisent.»

Descartes commence son algébrisation de la géométrie d'Euclide.
a b

r-~ 1 1 1 1 1
-nous joignons l'une à l'autre de cette manière ab,

a b
et l'on obtient c.

« dans la multiplication nous concevons aussi les grandeurs données sous la
de lignes; mais nous imaginons qu'elles forment un rectangle: car si nous

multiplions a par b, nous adaptons ces lignes l'une à l'autre en angle droit de cette
rnanière :

s-, r-La

l' __1

!.Î on a le !ectangle
a
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D'autre part, sinous voulons multiplier ab par c,
c
1

il faut concevoir ab comme une ligne, à savoir ab :
ab

1

( 11 est donc important d'exposer ici comment tout rectangle peut
être transformé en une ligne ...»

Perte de l'homogénéité euclidienne.

Descartes termine ici l'exposé de ses règles commentées. Nous pouvons noter les
précautions prises pour relier ses travaux à la géométrie euclidienne fondée sur les
figures. Nous pouvons aussi apprécier les prémisses de la future révolution cartésienne.
Pourtant, Descartes va peaufiner sa méthode pendant dix années.

Descartes donne pour terminer trois règles non commentées sur la mise en
équations des problèmes de la géométrie.

Règle XIX
C'est parcette méthode de raisonnement qu'il faut chercher autant de grandeurs

exprimées de deux manières différentes, que nous supposons connus de termes
inconnus, pour parcourir directement la difficulté: car ainsi nous aurons autant de
comparaisons entre deux choses égales.

Règle XX
Les équations trouvées, il faut achever les opérations que nous avons laissées de

côté, en ne se servant jamais de la multiplication chaque fois qu'ily aura lieu à
division.

Règle XXI
S'il Y a plusieurs équations de cette sorte, il faut les ramener toutes à une seule,

c' est-à-d ire à celle dont les termes occuperont le moi ns de degrés dans la série des
grandeurs en proportion continue, selon laquelle ils doivent être ordonnés.
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LE DISCOURS DE LA METHODE POUR BIEN CONDUIRE SA RAISON
ET CHERCHEI{ LA VERITE DANS LES SCIENCES.

Les 4 règles de la« Méthode» sont bien connues: doute, analyse, synthèse et
complétude. Voici le passage du« Discours» où Descartes introduit ces règles.

« Mais, comme un homme qui marche seul et dans les ténèbres, je me résolus
d'aller si lentement et d'user de tant de circonspection en toutes choses, que, si je
n'avançais que fort peu, je me garderais bien, au moins, de tomber. Même je ne voulus
point commencer à rejeter tout à fait aucune des opinions qui s'étaient pu glisser
autrefois en ma créance sans y avoir été introduite par raison, que je n'eusse
auparavant employé assez de temps à faire le projet de l'ouvrage que j'entreprenais, et
à chercher la vraie méthode pour parvenir à la connaissance de toutes choses dont mon
esprit serait capable.

l'avais un peu étudié, étant plus jeune, entre les parties de la philosophie, à la
logique, et entre les mathématiques, à l'analyse des géomètres et à l'algèbre, trois arts
ou sciences qui semblaient devoir contribuer quelque chose à mon dessein. Mais, en
les examinant, je pris garde que, pour la logique, ses syllogismes et la plupart de ses
autres instructions servent plutôt à expliquer à autrui les choses qu'on sait ou même,
comme l'art de Lulle, à parler, sans jugement, de celles qu'on ignore, qu'à les
apprendre. Et, bien qu'elle contienne, en effet, beaucoup de préceptes très vrais et très
bons, il y en a toutefois tant d'autres, mêlés parmi, qui sont ou nuisibles ou superflus,
qu'il en est presque aussi malaisé de les en séparer, que de tirer une Diane ou une
Minerve hors d'un bloc de marbre qui n'est point encore ébauché. Puis pour l'analyse
des anciens et l'algèbre des modernes, outre qu'elles ne s'étendent qu'à des matières
tort abstraites, et qui ne semblent d'aucun usage, la première est toujours si astreinte
à la considération des figures, qu'elle ne peut exercer l'entendement sans fatiguer
beaucoup l'imagination; et on s'est tellement assujetti, en la dernière, à certaines
règles et à certains chiffres, qu'on en a fait un art confus et obscur, qui embarasse
l'esprit, au lieu d'une science qui le cultive. Ce qui fut cause que je pensai qu'il fallait
chercher quelqu'autre méthode, qui, comprenant les avantages de ces trois, fût exempte
de leurs défauts. Et comme la multitude des lois fournit souvent des excuses, en sorte
qu'un Etat est bien mieux réglé lorsque, n'en ayant que fort peu, elles y sont fort
étroitement observées; ainsi au lieu de ce grand nombre de préceptes dont la logique
est composée, je crus que j'aurai assez des quatre suivants, pourvu que je prisse une
ferme et constante résolution de ne manquer pas une seule fois de les observer.

Le premier était de ne recevoir aucune chose pour vraie, que je ne la connusse
évidemment être telle; c'est-à-dire, d'éviter soigneusement la précipitation et la
prévention; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se
présenterait si clairement et si distinctementà mon esprit, que je n'eusse aucune
occasion de le mettre en doute.

Le second, de diviser chacune des difficultés que j'examinerais, en autant de
parcelles qu'il se pourrait, et qu'il serait requis pour mieux les résoudre.

Irem de Montpellier 74 Alain BERNARD



Le troisième, de conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets
les plus simples et les plusaisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par degrés,
jusques à la connaissance des plus composés; et supposant même de l'ordre entre ceux
qui ne se précèdent point naturellement les uns les autres.

Et le dernier, de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si
générales, que je fusse assuré de ne rien omettre.

Ces longues chaînes de raisons, toutes simples et faciles, dont les géomètres
ont coutume de se servir, pour parvenir à leurs plus difficiles
démonstrations »
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L A

G E 0 MET RIE.
LI V RE PRE MIE R.

'Des proble{mes qu'on peut conjlruire(.1ns
y employcYqtJe des cercles& des

!tgnes drottcs.

~~~~~ 0 u s les Problefmes de Geometrie fè
'.'-"..~ peuuent f:J.cilemenr reduire a rels ~erme~,
o ~-:(:Jqu'il 0' efr befoin par apres que deC00001-

.f .~frre la loogeur de quelques lignes droites,
YI:~::;..::;Iruo_"'=--'w'· pour les conftruire .

. Et comme couee l'Arithmetique n'eft cornpofee, queComméc

. . . r. l'A ddi . 1 le calculde quatre ou cmg cperatrons ,qUI ionr ItlOO, a d'Ari-

Souftraé:tiao, la Multiplication. la Diuifioo, & l'Extra- chrneri-

. cl .. d: fi e que rethoo es racines , gu00 peut: pren re pour vne e pecr:1pporrc

de Diuifioo : Ainf n 'JC'OO autre chofe a faire en Geo-2U.~ ope-

1 1· 'on ch 1 1 rar ions dernetrie touchant es Ignes qu00 c erc ie ,pour es pre- Georne-

parer a eftre connuè s, que leur en adiouL1:erd'autres , outrie.

en ofter, Oubicn enayant vne, que le oammeray I'vmrë. 29& LA GE o xt ET RIE.

pour la rapporrer d'aurnnr mieux aux nombres , & qui eft a l'autre, ce qui eft Ie meline que laDiuifion, ou enfin
peur ordinairernenr eflrepn[e a di[crerioo,pUls en ayant trouuer vne.ou deux .ou plufieursmoyennes proportion-
encore deux autres, en rrouuer vue quarriefrne ,qui {oit nelles cotre l'vniré, & quelque autreligne; ce qui eft Je

à I'vne de cesdeux, c~rn.rne !'aucre eft. a ['voité, ce guiefi: rnefme que tirerla racine quarrée, on ct1biqu,e,~c. Er i.e
le meline que la M~lrlpltcatlOn; oubien en rrouuer vne ne craindray pas d'introduire ces termes dArirhrneri-
quatrieûne ,qUI [Olt a l'vne decesdeux , comme l'vnire' que en la Geometrie, affin de me rendre plus intel-

P p e[t ligibile.

Ce livre est une application du« Discours de la Méthode.»
.Arnbitieux d'entrée: «Tous les problèmes de géométrie ......».
Les problèmes de géométrie se« construisent» selon la tradition euclidien~e. Le

besoin est de« connoitre la longueur de quelques lignes droites, pour les constnure.».
L'objet est bien la connaissance des figures .., ~

Mais Descartesfait entrer l'arithmétique dans la géométne cequi reste ose meme
aujourd 'hui.
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Théorème de Thalès et multiplication.
Concevoir un nombre-plan comme une ligne.

La Mulci.
plicarica.

Soie p:ll' exemple
AB l'vairé, & qu'il (lil·

le multiplier B 0 pJr
B C, ie n'ay qu'a ioindre
les POiD.!A & C, puis ri-
rer DE parallele a CA,

----'-----'-----"'B & B E dl: le prad ui t de
D A cere Mulriplicarion.

Il Di·/l. Oubien s'il faut diuifer BE par B D, ayant: ioinr les
Iion. poins E & D, ie cire A C parallele a DE, & B C eft le

l'Ex~rl. produi cde cere diuilion-

E

é:iooddl. Ou s'il faut: tirer la racine
9uarrée de G H ) ie Iuy ad.
ioufte en ligne droite Fe,
qui eft l'vnicé,& diuifanr F H

H en deux parties enraIes au
poiac K, du centre K. ie rire

~ecercle FI H.puis ei1eu~ocdu point C VDe ligne dr;ite
lufques à I, à angles droirs [ur F H, c' efl G I la racine
cherchée. le ne dis rien icy de la racine cubique, Dy des
autres, à caufe quei'en parleray plus commodement: cy
aprës .

racine
<J.u:méc.

r

G K

. Descartes reprend son idée de représenter la multiplication dont le résultat est un
nombre-plan par une ligne rompant l'homogénéité euclidienne. Il avance vers le

concept de nombre.
Puis, il reprend la construction grecque de la racine carrée à la règle et au

compas. Tout cela est très euclidien. Mais, Descartes ne peut rompre totalement avec

celui qui reste LA référence.
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Comment on peut user de chiffres en géométrie.

Mais Iouuent on n'a pas befoin de tracer:lÎn1i ces li~

goes (ur le papier, & il(uŒf1: de les deligner parquelqnes vrer de

lettres, chafcune par voe[cute. Comme pour adiouûer ehilfres en

la ligne B D J. G H, ie nomme l'vrie a & J'autre b,& efcris ~i~~me.

a -1- V; Gea -- v,pourfouf'trJireb d' aj Et ab, pou ries mui-

ti riier l'vne par l'autre; Et ,;-,pour diuiler apar b , Et cta,

al! a: pOLIr multipliera par [oyrnefrnej Eta;, pour le

mulriplier encore vne fois pJr a, & ainf a I'infini • Et

y'.(;+ b', poor tirer Il racine quarrce d'a.' -1- h~;Et

1
/' 11! ;

C. a -- b -1- a b b, pour tirer la racine cubique d'a --6
-1- a /; V, & Jinfi des autres.

: !

Où il dl: a remJrquer glle pJra al! U ou [cmblables,

ie ne cooçoy ordinairemenr gue des lignes tomes Iim-

pIes, encore que pour meferuir des noms vGcés en l'AL-
ge bre, ie les nomme des quarres ou des cubes,&c.

] 1dl: Ju{fy a remarquer que toutes les partiesd'vne
ruefine ligne,re doiuent ordinairernent exprimer par au-

tant de dimen1ions l'vue que l'autre, Iorfque l'vnite n'eft
!

point determinée eola queftion, comme icy a en con ...
1

tient autant: qu' ct u bau h donc [e compote laligae que-
{'ay nommée r c. d -- & -1- ct b b : mais y'ue ce ri'eft

pas de rriefine lorfque I'vnité eft décerrnioée, a caufe-

qu'elle peut eûre[ou!ènrendue parrout ou ily a crop ou

[,OP peu de dimenfions :comme s'a faut tirer la racine
cubique de ctabb--b, il faut pecfer que la quantité

a ab b dl: diui{ée vne fois pJr l'vaire, &: que l'autre guaa-

tiré u dt multipliée deux fois par la mefme .

.La géométrie devient algébrique. On« désigne» chaque ligne, objet premier, par
une lettre, puis on construit des opérations sur ces lettres, définissant une addition de

lignes de manière algébrique: a+ b.
« Et a3

, pour le multiplier encore une fois par a, & ainsi à l'infini.» Très osée
définition purement algébrique, sans support d'une figure1

« par a2 ou b3 ou semblables, ie ne conçoy ordinairement que des lignes toutes
simples » Eh oui, cela n'est pas évident. Pourtant, Descartes ne donne pas de
définition, ni de théorèmes.La méthode se construit.

Deux lignes plus loin, il se préoccupe soudain des dimensions de ses expressions
qui doivent être les mêmes pour pouvoir s'additionner1 Le nombre abstrait n'est point

encore là.
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Comment il faut venir aux équations qui servent à résoudre lesproblèmes.
300 L AGE 0 xr E TRI E.

Au refl:e affin de ne pas manquer a fe fouuemrdes
noms de ces lignes, il en faue roufiours [aire vn regifl:re

feparé, à rnefure qu'on les pofe ou qu'on les ch;:mge,

efcriuarrr par exern ple ,
AB :0 1) c'efl:adire,ABefgal J. r ,

GH::oa
BD ::0 b , -:.cc.

C"mméc Ainfi voulant refondre quelque problefrne , on doit d'a-
ilr~uc ve- bord le coufiderer comme defia bit,& J,mner des noms
"Ir au z
E9ulCié~ a toutes les lignes, qui Iernblenc neceûaires pour le con-

qui Ccr- ftruire, au{f.y bien a celles qui [ont inconnues , qu'auxue a el re-

foudre les autres, Puis faos confidercr aucunedifference entre ces

~~~$~leC- lignes connues, & inconnuës, on doit parcounr b. diffi-
culcë , [elon l'ordre qui monftre le plus naturellemenr

de-rous en qu'elle force ellesdependent mutuellement,

les vues desautres, iufques a cc qu'on ait trouué moyen

'd'exprimer vne mefme quantité en deux façons: ce qui

fe nomme vue Equation; car les termes de l'vue de ces

deux façons font efgaux: a ceuxde l'autre. Et on doit

trouuer autant de celles Equations.qu'oua Cuppofe' de Ii-

"nes qui eftoienr inconnues. Oubien s'il ne s'en trouue
o '
pas tant, & que nonobïtanr ail n'omette rien de ce qui eft

deGré en la quefl:ion,cela telinoigne qu'elle n'cftpas en-

rieremenr deterrninëe. Er lors on rem prendre a difcre ,

tien des lieues connues pour toutes les inconnues auf-~ ,
qu'elles ne correfpond aucune Equation. Aprés cela s'il

en refl:e encore plufieurs , il fe faut reruir par ordre de

chafcune des Equations qui refleur :lUUy , [oie enla con-

Iideranr toute Ieule.foir en la comparant auec les au cres,

pour expliquer chafcune de ces lignes iuconnuès,& [aire:

aioG

t La méthode est analytique allant de l'inconnu vers le connu : «Ainsi voulant
résoudre quelque problème, on doit d'abord le considérer comme déjà fait,& donner
des noms aux lignes, qui semblent nécessaires pour le construire, aussi bien à celles qui
sont inconnuës, qu'aux autres.»

Mais toujours les« lignes» et« construire ».
Mise en équations :« trouvé moyen d'exprimer une même quantité en deux

façons: ce qui se nomme une équation; car les termes de l'une de ces deux façons sont
égaux à ceux de l'autre.»
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Z4 = a i -c'z + d4

« Maisje nem'arrête pointà expliquer ceci plus en détail,à cause
que je vous oterais le plaisir de l'apprendre de vous même,& l'utilité de
cultiver votre esprit en vousy exerceant, qui est à mon avis la principale,
qu'on puisse tirer de cette science.»

L 1 V R E PRE MI! R. 30r

ainli en les dernellanr , qu'ilD'en demeure qu'vue feule,
efgalea quelque autre, quiIoir connuè , ou bien dont le
quarré, ou le cube, ou le quarré de quarré, ou le[ur[oIi-
de,ouJequarrédecube,&c.foieefgal ace, qui fe pro-
duift par l'addition, oufouflraétion de deux ouplufieurs
autres quantites 1 dont l'vue [oie connue ,& les autres
[oient compotees de quelques moyennes proportion'
celles encrel'vnire, & ce quarré, ou cube) ou quarre de
quarré,&c. multipliées par d'autres connuës. Ce que i'e-

[cris en cete Corre.

t::x:> b. ou
1

:t;:O -- a r. +b b, ou
1 ~ 1

t::X:> +'a r. + b b :( -- c, ou
-+ ,<4-

:(::X:> a:( .- C :( + d. &c.
C'eft a dire, r., que ie prens pour la quantite' inconnuê,
dt efgalé ab, ou le quarré det dl: efgàl au quarré deb
moins a multiplié par:(. ou le cube de r. eft efg~l à IZ

mulciplié par le quarre de r.plns le quarré deb muiriplic
par {moins le cube dec, & ainf des autres.

Et on peut toufiours reduire aiofi routes les quantités
inconnuës à vne Ieule.Iorfque le Problefine r.epeut con-
Itruire par des cercles & des ligues droites, ou auify par
des [eél:ions coniq ues, ou me rme par quelque autre ligne
qui ne [oit que d'vu ou deux degrés plus compofee- Mais
ie ne m'arefte poiot a expliquer cecy plus en detail, a
caure que ie vous ofrerois le plaifir de l'apprendre Je
vous mefme, &l'vrilité de cultiuer voltrc e[pric envous
y exerceanr, qui en: a mon auis la principale.qu' on puifle

Pp 3 tirer

Explication détaillée de l'écriture algébrique. Cette écriture prend ici sa forme
définitive. Malgré l'importance du nouveau langage qui va permettre de résoudre le
problème (pardon, de le construire), les explications ne font pas plus de quelques
lignes.

Apparition des équations de degrés supérieurs à 3. La dimension 3 n'est plus un
obstacle infranchissable comme en géométrie.
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Quels sont les problèmes plans
Comment ils serésolvent.

« ....lorsque ladernière équation aura étéentièrement démêlée ....»

302 LA G.aOMETRIE.

nrer de cere Icience. Au1fyql1e ie nyremarque rien de
fi difficile, que ceux qui[erone vn peu verféseu la Geo-

metrie commune, & en l'Algebre, & qui prendront gar-
de a cout: ce qui ef] en ce traire, ne puiiTenc rrouuer.

Ce ft pourquoy ie me contenreray icy devous auer-
tir, que pourvû qu'en derncflanrces Equations on ne
manque poinr a fe Ieruir de toutes les diuifions , qui re-
rent poûibles, onaura infalliblerncnt les plus Iimples
rerrnes.aufquels la quefl:ion puiffe efrre reduire.

Q:;ds Et que fi elle peut ellre refcluepar la Geouleuie ordi-
(oac los r. r. cl l' d'
problo[- naire, c'eft adire, en ne le ieruant que e 19oesroues
mes puas & circulaires tracées furvne fiiperficie place, lorfque la

derniere Equation aura el1:éentieremeotdëmeflce.il n'y
reftera tout an plus qu'va quarré inconnu, efgal a ce qui
îe produift de l'Addition, ou fouftraétion de fa racine
multipliee par quelque quantite connue,& de quelque
autre quantite' aoiT}rconnue

Les problèmes de la géométrie ordinaire des lignes et des cercles salgébrisent
sous forme d'équations du second degré

On démêle ces équations. «Et lors cette racine, ou ligne inconnue se trouve
aisément.» Il reste en effet à construire la racine à la règle et au compas pour que le
problème soit résolu - pardon, construit.
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Comment ils se résolvent.

Cam·
rncnr ils
fe re(ol.
UC:OC'.

Et [ors cere racine, ou ligne inconnue Ie rrouue ayfe~
ment. Car il i'ay par exern ple

t

z:oa{+bb
ie fris le triangle reébn~
gle N L M, dont le co-

~ !

i 1 freT j\f dt efgal à u ra-
\...p cine quarree de la quan ,

-. . . tiré connue b 0, & l'au-
·····~...i:..L~ --·-"-M trc L N ef] -i: a, la moi-

tié de l'autre quanrirc'
connue, quieftoic mu Itipliee Far 7{ que ie Iirppofe eftre ~a
ligne inconnue. puis prolongeantMN la baze de ce en-

angle,

.....-..-•.......

LrVRE PREMIER, 303
angle, iu[ques a 0, en [oree qu'N 0 foirefgale a N L,
la toute 0 M eO:-z.1a ligne cherchée Et eUe s'exprime
en cere forte

r
{ :D -î a + y ~a a + b b.
~e fi iay JJ:O -. a y + bu, & qu'y {oit la quantité

qu'il faue rrouuer , ie faisle mefme triangle reéb.ngle
N L M, & de (a baze i\1N i'ofte ;;-J P efgale a N L, &le
reile P M eièJ LI racine cherchée, De façon queÏ;ry

y::n - i a + y ~aa +ub, Er tour de mefm e iiïa-
Â :.!.. L

uois ."C :::0 -- a x -+- b , P M feroir x. & i'aurois

N

y -.î a -:- V'± a a -:- b 0: & ainii des autres.
Enfin fi i'ay

-{::O a -{ -- bb.-
ie fais N L efgale à i a, & LM
efg:tle à b come deuâr, puis.au lieu
de ioindre [es poinsM N J ie cire
M Q.R paralIe1e a LN. & du cen;
Cre N par Layant defcrir vn cer-
cIe qui la couppe aux poinsQ &

R, la. Ugne cherchée -{ eft MCl!
oubiê M R, car en ce cas elle s'ex-

ML

prime en deux f:rçons,afçauoir t :::J î a -+- t/ t a a·-b b,

& -{ co î a -- r'~aa-- GO,
Er G le cercle, qui ayant (on cenere au point N, pafle

par le poiac L, ne coul?peDy ne couche la ligne droite
MQ.R, il ny a aucune racine en I'Equatiou ,defagon
qu'on pellt ailurer que la. conièruêtion dL1 probleline
propole dl:impoflible,

Les équations du second degré se résolvent selon différents cas de .... figures1

Le temps du discriminant algébrique n'est pas encore venu. La« construction du
problème proposé est impossible» quand« le cercle ne coupe pas la droite.»
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Exemple tiré de Pappus.

Et on le peut voir all{fy fort clairement de ce gue l'ap-
pus a mis aucommencement: de [on Iepcieûne liure, ou
après s'eûre arei1:é quelque rems a denombrer tour ce
qui auoir efl:é efcrit eu Geometrie par ceux qui l'auoient
precedé, il parle enfincl vne quefl:ioo ) qu'il dit gue ny
Euclide, ny Apollonius, ny aucun autre ri'auoient Iceu
encieremene refondre. & voycy [es mots '.

Soient A B, A D, E P, G H, &c. plufieurs lignes don-
nees par pofition, & qu'il faille rrouuer vn point, comme
C, duquel ayaoc tire d'autres lignes droites [ur les don-
nées, comme C B, CD, CF, & CH, en forte que les
aogles C BA, CD A) CF E} CH G,&c. foienr donnés,

Qq 5 &

La quefrion donc qui auoit ef1:écommencée a rclou-
dre 'par Euclide, & pourfiiiuie par A polIooius, [:lOS auait'
efl:cacheuée par perfonnc , efl:oit telle. Ayanr trois on
quatre ou plus gr:lOdnombre de lignes droitesdonae:es
par pofirion, premiercmcnt 00 demande vn poinr , .du-
guel on puiffe tirer aurant d'autre5 lignes droites, vce[ur

chafcune des données, quit:l~eot auec elles des angles
donnés, & que le reébngle contenu en deux de celles

~ui Ieronr ,aiuG tirées d'vn melme poinc , aitl:l propo:-
Clan, donnee auec le quarré dela rroitiefme , s'il n'y ca a
gue trois; oubie.n auec lereél:a?gle des deux autres, s'i 1y
en a.quatre.oubien.sil yen a cmq,que le parallelepipede
compote' de trois ait laproportion donnée auec le parai,

IeIepipede

D

3 [0 L 1\ G E 0 MET RIE.

& gue ce qui ei1:produit par la. multiplication d'l'ne par-
tic de ces ligncs,roicefgal <1 ce qui e!1:produit par la mul-
riplrcation des autres, ou bien qu'ils aycnr quelque autre
proportion donnée, car cela nc rend point la qucfl:ion

plus difficile.

Une, version simplifiée du problème de Pappus est: trouver les points M tels que le
rectangle (nombre?) construit sur 2 segments AB et AE soit égal (ou proportionnel) au
rectangle construit sur les 2 autres segments GF et HF. La proportionnalité étant
obtenue par des projections du pointM à angle donné -Thalès-et non plus orthogonales
comme sur le dessin.

y

G F
C
b M
E H

En langage algébrique:xy = k ( a - x ) ( b - Y )
Descartes savait que les courbes du second

degré de la géométrie algébrique naissante étaient
les coniques.

A x B a
Le premier repère cartésien de l'histoire: AB donné définit le demi-axe Ax et AC
définit la direction d'un demi-axe desy,
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Le premier repère cartésien de l'histoire.
Il permet de repérer TOUT LE PLAN transformant la géométrie locale d'Euclide,

restreinte à la figure, en une géométrie de tout l'espace étudié.

C0<11m;;C Premieremcnt ielÎ.'ppo{c !J chofe comme defia taite ,
~~t;~s&pour mc dcmellcr de 1.1r::ëifufloIl de coures ces' lignes,
termes ie coofidere I'v.ic des données, & I'vne de celtes qu'Ii
;.~CU~I:'~:faur crouucr, par exemple AB, & C B, comme les prin-
qu aciou cipales ,& au(que/!cs ie tlfchc de rlpporcer liufl rouees

~~lc~~lc. les autres. ~e!c fcgmenc de b ligne A B. qui efl enrre
les poins A & B, foic nommé x, & gue B C lait nomme:
y. & gue coures les autres lignes données laient prolon-
gées, iu(gues a ce qu' elles couppenr ces deux, JUuy pro-
longées s'il dl: beloill, & fi elles ne leur (ontpoint parai-
Ides. comme vous \'oyes icy qu'elles cOllppencIl ligne
AB aux poins A. E, G, & B C aux poins R,S, T. Puis a
caufeque mus les angles du crilng!eA RB [ont doooés,
la proportion.qui dl: entre les caftésAB, & BR, eft ;lU(:

fydoonee, & ie bpole comme de::(:1(;, de façon qu' A B
b » b x

eftanr x, R B [cr t -::' & la toute C R fera y + -,2t cauïe
- .. z.

que le poio t 13tombe encre C & R; car fi R cornboir en-

t~e C & BlC Rtèroic y -- ~;& fi C tornboir enrre B & R,

CR feroir -- J + b~>:. Tout de meûne Les trois lnglcs

du triangle DR C [one: donncs ,& par conïequenr auify
la proportion =luieft encre Les carrés CR, & CD, que ic

Ir>:
pore comme de \.1c: de façon que CR db.nt J -1- -;'

LrVR E PREMIER.

....s

E.

L \\<······H
F ......c..'

D

CD Cera ~+b::. Après celapourceque les lignes AB,

A D,·& E F [one dao nées parpoficion, la diftauce gui eLl:
encre les poins A & E eft auûy donnee ,& fi on Ia norn-
meK, on aura E Befga! a k +·x; mais ce feroit k.-- x, Ci
le paine: Btombait encre E & A;& -- k.+ :c,fi E tombait:
encre A & B. El: pOL1rceque lesaogles du triangle ES B
(one tous donnés, la proportion de BEa D S eft:1u{fy

donuce , & je !J. pOl;:! comme '{id, fibiengue B S eft
,/(..::.J" :!J+.I(.+".~ . r.·
-:-, & b couee CS dl: _ j niais ce ierorc- -
i)'··":··J'::,fi!eraincS tornboir entre B &Cj&ce[eroit:

.' ::'J + d ~ .;. ri." fi C tombait: encre B& S. De plus les
{. , '. r

crois angles ducriangle F SClone donnés, & en tu.re a
pro-
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Comment on doit poser les termes pour venir à l'équation en cet exemple.

LA GE 0 ME 7 RIE,

proportion de CS i C F, qui [oie comme de { àc, &!J.

route CF fera '='J -r_i_t~";' d.~, En melnie façon A G

que ie nomme! e(è donnée, &B G e(è 1 -- x, & a caute

du triangle BGT la proportion de B Ga B T e[.c au!Ty

donnée, qui[oit comme de ::;:J. r & B T fera fl 'f< , &
I.y..;.(l.-I:>: . \.

C T .:0 .>:. ' Puis derechef la proportion de TC a

CH ef] donnée) a caufe du triangleTeH, & Il pofanc

comme de{ag, on aura CH:o +g'>:'J :~gl .•h:>:,

Et ainfi vous voyés, qu'en telnombrede lianes don-

n~csparpolition~u'onpui(feauoir, routes le~lignes ti-
rees deflus du pomc C a angles donnes[uiuanc la teneur
de I~queftion ,[e peuuenc routiours exprimer chafcuoe
par crois termes; dont l'vn eû compofe dela quaarire in-
connue y ..multipliée! , ou diuifee par quelque autre
connue; & l'autre dela quantité inconnuex, auiTy mul-
ripliee ou diuifce par quelque autre connuë1 & le troGef-
me d'v ne quanriré toute connuê, Excepté feulement fi
elles (cne p.araUdes; oubien ala ligne AB, auquel casle
terme compofé de laquanciré x fera nul j oubien a la li-

gne C B, auquel cas celuyqui eft cornpcfe'de Ia quantite'
r fera nul; ainf qu'il eû trop manifefrc pour que ie m'are-
fl:ea l'expliquer. Et pourles figues+, &'-, qui [e ior·
gnent i ces termes, ils peuuent eûre c111ngc'sen routes
les f.,çons ima ginables.

Puis vous voyes auiTy, que mulnplianr pluïieurs de
ces lignes I'vne par l'autreJ les quanrire: x &J, qoi Ce
:rouueat: dans .le produit,n'y peuuent auoir que chafcu-
Je autant de diruenfions , qu'il y a eu de ligues, a I'expli-

canon

L r V R r PRE M T E"R.

cation clefqueHes elles Cement:1 qui ont efré ainf multi-
pliées: en forte qu'elles n'aurontiarnais plus de deux di-
m enfious , en ce qui ne fera produit que par la multipli-
cation dc deux lignes;oy p lus de trois, en ce qui ne fera

produit que par la multiplication de rrois ,& ainf a I'in-

fini,
D Ir cl' l . C·, Conunêc

e p us, acaure que pour ererrmner e pOIDt J Il on crouu~

.1'yagu'vne[cu1econdicionqui foitrequi[e ,à (çauoir que ce

que ce quidl: produit par la multiplication d'vu certain ~~~~[~
nombre de ces lignes [oie efgal, ou (cequi n'eft de rien?b..n,l~rC-

Ir') . 1 . d ,), . il. qu li a dl:plus ma aylc ait a propornon cnneej a ce qlJ1el~ pro·pciae

duit par la multiplication des autres; on peut prendre apropofé
r. L' d d . ,. en plus de

difcretion vue es eux qUâ.ntlCeslDconnues :couy,& r lignes.

chercher l'autre par cere Equation, en laquelle il eft eui-
dent que lorfque la quefrion n'efl:point propofée en plus
de cinq lignes, la quantitéx qui ne fen paine a l'expref-
Gan de la premiere peut roufiours n'y auoir que deux di-
menfions. de uçon que prenant vnequanrirë connue
pOllry, il ne reil:era quex x :JJ+ou·· a x+0l1-- H. &
ainf on pourra trouuer la quantitéx anec la reigle & Le
co rnpas, en la facon tanroft expliquée. Mefme prenant
Iucceûiuemenc infinies diuerfes grlndeurs pour la ligoe
J, on en trounera auiTy infinies pourla ligne x,& ainfi on
aura vne infinité de d iuers poins , tels gue celuy qui eft
marqué C J par le moyen defquels on deïcrira la lignc

courbe demaodée.
Il fe pel1c faire auiTy,la queilion d'bat proporée en Iix,

ou plus grand nombre de ligoesj s'il y en a entre les don-
nées, quiIoienr parallèles aBA, ou Be, que l'vue des
deux quantices x ouJ n'air que deux dirneufions en

R r l'Equa-

La mise en équations est encore un peu rude. Les lettres désignent des segments.
On ne peut soustraire un segment plus grand que le segment de départ, donc ily a

plusieurs cas de ..... figure à envisager!
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En l'an 6 de la République (1799), soit plus d'un siècle et demi après leur
création, voici ce que sont devenus les repères cartésiens dans le« Traité de calcul
différentiel et de calcul intégral» de Charles Bossut un rédacteur de l'Encyclopédie.

rI'
:\ ~9{):'A A :! Î. :\ B

1\ ,
:.lB.

:.! t) . l'l' , .1
p \[ l' lit

Il .M l'
.-

F 11/l' --_... _.... ) 'II
r :

l'
l' nc J) l'

Z Il
Z H

Z H 7. It

Vous aurez reconnu l'axe des abscisses AZ vertical et la courbe BMDR. La
direction du second axe est ici implicite, par contre PM ou CD donne correctement la
mesure du phénomène étudié ce que nous ne notons plus de nos jours (ce n'est peut-
être pas un progrès).

Dans la même planche, voici les dessins 37 et 38 :

T ,\ Q 7.

N
H

_

Tl

q z

Les repères sont toujours incomplets mais l'axe AZ de la variable est horizontal.
Ce dessin est plus conforme à nos habitudes.
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UN E CONCLUSION CARTES) ENNE

Quelques apports deDescartes.

La méthode analytique.

La méthode synthétique va du connu vers l'inconnu que l'on recherche.
La « nouvelle» méthode, dite analytique, part de l'inconnue appelée x, met le

problème en équations puis le résout allant ainsi de "inconnue vers la solution, de
l'inconnu vers le connu.

Les repères cartésiens: la méthode des coordonnées.

Ils permettent de repérer tout pointM du plan par 2 mesures notéesx et y. Grande
nouveauté: le repérage ne se limite plus à la seule figure considérée. (Notons qu'il est
aujourd'hui encore plus aisé, plus commode pour l'esprit, de situer le pointM dans le
quadran oùx et y sont positifs.)

Au niveau du lycée, la réussite des élèves est assez bonne en« analyse» car la
logique intervient peu de façon explicite. A l'exception du théorème de variation d'une
fonction, l'essentiel du travail consiste en des calculs algébriques. Dans le« Journal de
mathématiques élémentaires », au début du 20ème siècle, l'étude des variations d'une
fonction se situe en algèbre (voire en trigonométrie).Il n'y a pas de rubrique
« analyse »! (II n'y a pas non plus de calcul intégral)

Dans l'étude des variations d'une fonction, la figure disparaît ou plutôt apparaît
automatiquement sur l'écran de la calculatrice. Ainsi l'essentiel du travail se fait au
niveau du calcul algébrique dans les cas usuels : étude de fonction, intersection de
courbes, tangente, asymptote, limite. La résolution du problème se ramèneà des calculs
plus ou moins répétitifs.

La logique et la figure voient leurs parts réduites. Ceci facilite le travail des élèves
mais les difficultés demeurent et sont loin d'être surmontées par tous. D'autant que nous
sommes en pleine géométrie1 Chut 1 Ne pas dire 1

A ses débuts dans l'enseignement, l'analyse revient au système de mesure pré-
hellène, mesures de x et f(x) augmentées de la notiond'infiniment petit pour certaines
mesures : pente de tangente, recherche d'asymptote ou étude des variations. La figure
n'intervient plus dans la construction de la solution des problèmes. Le calcul
infinitésimal a rendu cette figure secondaire dans la construction du savoir.
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5. LA GEOMETRIE Dl] HASARD
Cardan (1501, 1576)
Fermat (1601, 1665)
Pascal (1623, 1662)

Il n'est de plus grandes certitudes que cellesdu géomètre.
Descartes

Présentation: une lettre de Pascal

Aussi ne s'étonnera-t-on pas de voir les probabilités apparaître seulement au16è

siècle. Les jeux de dés dans lesquels le nombre de cas possibles est assez réduit et les
jeux de hasard vont fournir aux géomètres une occasion de créer une nouvelle
branche de Ia géométrie! Cardan, grand joueur, a trouvé au milieu du 16è
siècle, les premières règles, les premières lois du hasard. Mais la science est très
nouvelle et son livre-De ludo aléas- ne parut qu'en 1663. En France, la tradition fait
remonter la création du calcul des probabilités à la correspondance entre Blaise Pascal
et Pierre de Fermat datée de juillet à octobre 1654. On trouvera cette correspondance
dans: Les cahiers de FontenayN°32 de septembre1983.

Voici une lettre de Pascal à l'Académie Parisienne de Science:
« Et puis voici un traité tout àfait nouveau, d'une matière absolument inexplorée

jusqu'ici, savoir: la répartition du hasard dans les jeux qui lui sont soumis, ce qu'on
appelle en français, faire le parti des jeux.

La fortune incertaine y est si bien maîtrisée par l'équité du calcul qu'à chacun des
joueurs on assigne toujours exactement ce qui s'accorde avec la justice. Et c'est là
certes ce qu'il faut d'autant plus rechercher par le raisonnement, qu'il est moins
possible d'être renseigné par l'expérience. En effet les résultats du sort ambigu sont
justement attribués à la contingence fortuite plutôt qu'à la nécessité naturelle.

C'est pourquoi la question a erré incertaine jusqu'à ce jour; mais maintenant,
demeurée rebelle à l'expérience, elle n'a pu échappé à la raison. Et grâce à la
géométrie, nous l'avons réduite avec tant de sûreté à un art exact, qu'elle participe de
sa certitude et déjà progresse audacieusement.

Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations de la science à l'incertitude du
hasard, et conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut, tirant son nom des
deux, s'arroger à bon droit ce titre stupéfiant de Géométriedu Hasard. »

Ainsi les probabilités apparaissent soudainement dans le domaine mathématiques
par la demande de joueurs, Cardan, au 16è siècle,ou le chevalier de Méré au 17è siècle
qui souhaitent améliorer leur façon de louer

2 « Hasard» vient du mot arabe signifiant« dé » 1

Irem de Montpellier 88 Alain BERNARD



Le problème de Galilée(J 564, 1642).
On lance 3 dés à 6faces(dés usuels).
La somme des3 nombres obtenus estS.
Les joueurs s'étaient aperçu que la sommeIl apparaissait plus souvent que la

somme 12 alors que ces2 sommes s'obtiennent toutes deux de6 façons différentes.
Les joueurs désiraient savoir pourquoi.

Plus généralement, quelle est la sommeS la plus probable?
Galilée a résolu correctement ce problème qui faisait partie du domaine de la

recherche et est aujourd 'hui un exercice pour débutants. Le progrèsfait quand même
rage!

Quelle est cette géométrie?

Comme les autres parties usuelles des mathématiques, les probabilités sont de la
géométrie! La situation est classique:

Evénement A Pr (A ) = P

<=====> avec pE [0,1]

Figure Nombre

En probabilité, onmesure la probabilité d'un événementA.

Rien de bien nouveau: on construit un espace (de probabilité) et dans cet espace,
on mesure les parties qui veulent bien se laisser mesurer. Que vient d'ailleurs faire la
dénomination d'espace ici, si ce n'est pour faire de la géométrie!

Nous noterons, par exemple avec le problème de Galilée, que nous débutons avec
un Univers fini qui contient 6-= 216 cas possibles. Cet Univers est fini comme l'était
celui des Grecs.

Nous retrouvons la certitude, ici J'événement certain, avec l'Univers dont la
mesure est 1. Rappelons que 1 n'était pas un nombre chez les Grecs, mais le créateur
des nombres. Histoire, histoire ....
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« Il Ya la grande Unité: l'infini; et la petite unité» : 1»

Ce proverbe chinois donne la clé du seul changement par rapportà la géométrie
de la certitude. En probabilité, l'Univers U est mesuré par 1 (c'est la moindre des
choses!) au lieu d'être« mesuré» par l'infini. Comme en Analyse, on fabrique ensuite
une fonction Pr sur les parties mesurables de Uà valeurs dans[0,1]. Une fonction sert
bien à mesurer un phénomène. Les probabilités peuvent permettre de se familiariser
avec le vocabulaire des théories de la mesure de la fin du 19è siècle. Et comme par
hasard (pas sic) les probabilités vont se trouver très liées aux théories de la mesureà la
fin du 19è siècle.

Calcul des Probabilités, Henri Poincaré.
Cours de la faculté des sciences de Paris.

INTRODUCTION

1. LE HASARD

« Comment oser parler des lois du hasard?» .
Dans son introduction, Poincaré chercheà définir le hasard :« Le hasard n'est

que la mesure de notre ignorance.»

CHAPITRE I.

DEFINITION DES PROBABILITES

« On ne peut guère donner une définition satisfaisante de la Probabilité. On dit
ordinairement : la probabilité d'un événement est le rapport du nombre de ca')
favorables à cet événement au nombre total des cas possibles.

Ainsi, si le premier nombre est n et le secondN, la probabilité est ~ . })

Après avoir donné quelques exemples triviaux de jeux de cartes ou de boules,
Poincaré revient sur la difficulté de définir une probabilité.

«La définition complète d'une probabilité est donc une sorte de pétition de
principe : comment reconnaître que tous les cas sont également probables? Une
définition mathématique ici n'est pas possible ~nous devrons dans chaque application,
faire des conventions, dire que nous considérons tel et tel cas comme également
probables. Ces conventions ne sont pas toutà fait arbitraires, mais échappentà l'esprit
du mathématicien qui n'aura pas à les examiner, une fois qu'elles seront admises.

N.B. : Ce très instructiflivre de Poincaré est réédité aux éditions Gabay.
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6. LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CALCUL INFINITESIMAL

ARCHIMEDE vers -250
NEWTON et LEIBNIZ vers 1670
CAUCHY 1821
RIEMANN 1860
LEBESGUE 1902

L'idée du calcul différentiel, quoique juste en
elle-même, n'est pas assez claire pour servir de
pnncipe à une science dont la certitude doit être
fondée sur l'évidence.

Lagrange
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La quadrature ducercle, Ceproblème non-résolu et synonyme d'impossibilité
résume parfaitement le problème du calcul intégral. Mesurer la surface limitée par un
cercle à l'aide de petits carrés unités est impossible ...SI. on veut le faire à la règle et au
compas. Par contre, si l'on admet que le problème est résolu quand on arriveà mesurer
la surface avec lin nombre, alors l'espoir reste permis.

A partir de la fin du 17e siècle, les événements vont se précipiter et nous allons
voir naître 8 géométries (pas moinset plutôt plus) en 3 siècles.

La mesure des surfaces
L'énoncé du problèmeest très simple. Depuis l'Antiquité grecque, notre système

de mesure est en sommeil.En 1650, on sait mesurer l'aire d'un triangle, d'un polygone,
d'un cercle et assez ma!l'aire d'une portion de parabole. Archimède a donné dans
l'antiquité deux méthodes pour« quarrer» une parabole. Mais n'ayant pas fondé
d'école, ses méthodes se sont perdues et aucun progrès n'a été réalisé dans le domaine
de la mesure des surfaces depuis2000 ans!

Laissons l'introduction à Schwartz, pages223-224 d' «un mathématicien aux
prises avec le siècle».

« Newton et Leibniz trouvèrent, indépendamment l'un de l'autre, le calcul
différentiel et le calcul intégral au début duXVlIIè siècle. Ilest évidemment impossible
d'imaginer que ces découvertes soient sorties du néant. De nombreux prédécesseurs les
avaient préparées. Les Grecs connaissaient la construction des tangentesà l'ellipse et à
l'hyperbole : la tangente en un point d'une ellipse est la bissectrice extérieure de
l'angle défini par les demi-droites qui joignentce point aux deux foyers, tandis que la
tangente en un point del'hyperbole est la bissectrice intérieure. Tangente, donc
dérivée. Au XVIIè siècle, Pascal avait construit la tangenteà la cycloïde, donc encore
une dérivation. En outre, on savait depuis longtemps ce qu'était la vitesse d'un
véhicule lorsqu'elle était constante, mais la vitesse instantanée est une dérivée ; or
Galilée avait trouvé sa loiF = m y , la loi fondamentale de la dynamique, bien avant
Newton et Leibniz; la vitesse est une dérivée première, et l'accélération une dérivée
seconde. Newton et Leibniz ont unifié, dans une théorie globale qui domine toutes les
mathématiques, beaucoup de données déjà connues. Le calcul intégral est initialement
issu du calcul des surfaceset des volumes. Quand Archimède formula l'aire du
segtnent de parabole, il procéda par les méthodes mêmes qui seront plus tard celles du
calcul intégral. La grande théorie de l'intégration est celle de Lebesgue, trouvée au
début du XXè siècle, mais. au XIXè siècle, Riemann avait trouvé une théorie plus
simple et moins générale, cellede l'intégrale de Riemann, qui a été utilisée pendant des
décennies, avant l'intégrale générale de Lebesgue.»

Le programme est tracé.
1) Les précurseurs : Archimède (287,
2) Les \1T~3\tem'3 Newton et Leibniz

l' « infiniment petit» dansla géométrie vers ]670
3) Les théociciens :Cauchy en 1 1

1860 pour la seconde etfnf:l i'"' ,on 1
en date.

! 2), Ibn Qurra (836 - 901)et Cavaliéri.
l'introduction proprement dite de

ière théorie, Riemann vers
!;] « dernière » théorie (usuelle)
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Mesure de surfaces et non calcul intégral.

Toutes les approches depuis Archiméde jusqu'à Lebesgue sont fondées sur une
intuition née d'une figure. La géométrie différentielle est un problème demesure de
surfaces (ou de flux pour Newton).

Il s'agit de «bien» lire une figure avec son cerveau droit et d'en tirer une
construction numérique avec son cerveau gauche. Géométrie.

On sait mesurer un rectangle.Il paraît raisonnable de remplacer un côté du
rectangle par une courbe DE.TA MESUREE,i.e. la « hauteur» définie par une fonction
est connue pour toutes les valeurs de x, puis de« sommer» ces valeurs de f(x). Les
géomètres ont mis environ2000 ans pour réussir. D'Archimède à Newton et Leibniz.

y

x

1) Les précurseurs.
A) Comme Archimède avec la méthode d'exhaustion.

Ceux qui louent Archimède sont plus nombreux que ceux
qui le lisent, et ceux qui l'admirent plus nombreux que
ceux qui le comprennent.

RP. Tacquet ]654.

Effectivement. (et nous resterons prudemment du côté des plus nombreux)
Archimède réussit le premier la quadrature de la parabole, en démontrant de 2
manières différentes le résultat suivant.
Propriété: Soit un« segment» de parabole ABC

le point 0 milieu de la corde AC
DB parallèle à l'axe de la parabole

4
Alors ==> l'aire limitée par la corde AC et la parabole vaut les"3 de l'aire du

triangle ABC.

C
Pour avoir une situation plus habituelle,
vérifions avec la parabole

représentant f : x --* x2

A

1 1
on a :f x2 dx = "3

o
l'aire du triangle ABC est A= 1

A C

o
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La méthode d'exhaustion employée par Archiméde est très lourde mais caractéristique
des Grecs, une double réduction par l'absurde exigeant de connaître au départ le
résultat. Pourtant Archimède utilise une approche géométrique de la courbe par des
triangles de plus en plus petits dont la somme des mesures donne le résultat. Or ces

mesures forment ....une série numérique.

1 1 1 4
1 + 4" + 42 + ::::1-114 ::::"3
(L'excellent livre: « Mathématiques et mathématiciens» de Dedron et Itard consacre
20 pages à Archimède et donne les 2 démonstrations, géométrique et mécanique, de ce

résultat).
Malheureusement, Archimède ne créa pas d'école et ses idées ne furent reprises que

près de 2000 ans plus tard1

B) Ibn Qurra (836-901) etAI-Kuhi (10è siècle)
Déjà 1000 ans depuis Archimède, la civilisation grecque n'a cessé de décliner.

Elle est maintenant remplacée par la civilisation arabe depuis environ un siècle.
Les Arabes ne sont pas célèbres pour leurs travaux sur le calcul infinitésimal.

Mais, ayant connaissance des travaux de leurs prédécesseurs, ils continuent dans ce
sens en cherchant à mesurer des surfaces et des volumes limités par les courbes du
second degré, les courbes dont la théorie est connue.

Voici, par exemple un manuscrit conservé à la Bibliothèque Nationale du Caire

dont l'auteur est Al-Kuhi.

La mesure du paraboloïde
Auteur: Abu Sahl al-Quhi (ou:al-Kuhi) Manuscrit:
Le Caire, B.N. Mus Fad Riyada 40
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C) Cavalié ri (1598-1647) et les indivisibles vers 1635.
Cavalieri part classiquement d'une intuition figurale et essaye de mettre au point

une méthode des« indivisibles» dans laquelle une surface plane est la« somme» des
segments qui la compose. Cette méthode visuellement fondée ne donne pas bien
satisfaction du côté des mesures. Comment la réunion de segments d'aire nulle mais en
quantité infinie peut-elle donner une figure plane d'aire non nulle?

Considérant FE = IH pour chaque ligne,il obtient des sommations du type:

a a2
Jxdx="2
o

(sans repère cartésien, mais l'idée de repérer le plan est dansl'air du temps ....)

Au 17è siècle, la transmission des découvertes scientifiques est rapide et Leibniz
aura connaissance des résultats de Cavaliéri mais aussi des résultats de nombreux
géomètres qui travaillent sur le sujet: Mercator, Grégory, Barrow, Wallis ou encore
Grégoire Saint-Vincent. ...

Cependant, cette réunion d'indivisibles qui semble une bonne idée côté figure
n'est pas satisfaisante côté mesure. Leibniz et Newton devront prendre le problème par
l'autre extrémité et rendre un segment infiniment petit ce qui est tout autant une
escroquerie à priori. Mais ça marche. la méthode fonctionne et résout les problèmes
posés par les physiciens. La pratique fut longtemps sa seule justification.

Le problème des tangentes et le problème inverse des tangentes.
Les Grecs savaient construire les tangentes aux coniques, seules courbes du

domaine de la théorie mathématique. La généralisation de ce problème à de nouvelles
courbes dont la cycloïde et l'étude du problème inverse furent deux des moteurs du 17è
siècle.

La rectification de la cycloïde.
Comme son nom l'indique, il s'agit de remplacer la cycloïde par une ligne droite

de même longueur. Problème très euclidien dont nous avons gardé la dénomination
pour la rectification des courbes en général.
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II) Newton etLeibniz, les créateurs d'une méthode.
« tangente doncdéri vée »

L.Schwartz.
Ce passage du concept figurai au nombre-dérivé ne s'est pas faite sansdifficulté.

Indépendamment l'un de l'autre et par deux processus très différents, Newton le
physicien mesureur de flux et Leibniz le philosophe à la recherche des monades,
particules élémentaires, vont donner la solution à quelques années d'intervalle autour
de 1665-1670.

Voici des réflexions de Lagrange, l'un des très grands mathématiciens du 18è
siècle: « l'idée du calcul différentiel, quoique juste en elle-même, n'est pas assez
claire pour servir de principeà une science dont la certitude doit être fondée sur
l'évidence.» disait -il. La suite du texte est très instructive. Elle montre bien la
correspondance entre figure et nombres, entre droite et infiniment petits supposés.

« L'idée du calcul dlfliJrcntù:i, f[l1uil(uC juste cu ,,11,,-
même, dit Lagrange, n'est pas aS::lCZclu iru l'''llr ."il'n·i,·
de principe il. une science dont lacertitu.Io dnit l:lrl: 1·"11-
dée sur l'évidence, et surtout pour être pl"l~~elllél!aux CUIII-
mençants. D'ailleurs il me semble queCf)1l1111" da ns le
calcul dillérentiel, tel qu'on l'emploie, ournuairlcru el 1111

calcule en alrd les ,iuantité~ intiuirueut l'elit'~i (JII S111'-

posees infiniment petites elles-mêmes, la v,!ritalrle 01,)1:1-

physi([llc de cc calcul consiste en ce ([110 !'[!ITCIII" résultnut
de cette fausse supposition est l"l!drcss,:,!nu Cilllll"'I1",:e
par celle qui naît des procédés mèm ea .lu cu lcul , suiv.m t

lesquels on ne retient dans la diflérentiut inn '/II'· k; ,/11<111-

tités infiniment petites du même ordre. Par exemple,l'Il
regardant une courbe comme un polygone d'llllnomlu«
infini de côtés, chacun infiniment petit, et dont lu pl"O-

lonzement est la tangente de la courbe, il estclnir qu'un
o . 1rait une supposition erronée; mats 'erreur se trouve m!":-

rigée dans le calcul par l'omission f[u'rJny rait d"s '1I1:1lï-
tités infiniment petites. C'est ce qu'on peulraire vuir
aisément dans des exemples,mnis dont il scruit 1'''lll·,:I,."
difficile de donner une démonstration .... La 1II,!lal'l,}-
sique du calcul fluaiionne! parait au premier al.or.l pilis
claira, parce que tout le mancie aOlt croit avoir tliIO idl:e

1

TE~lL'S ;'[Ooc:nNES. 1

de la vitesse. Mais, rl'uu ':tÎl~, introduire 10 mouve'~ent
duns un calcul qui n'a 'luc des quantites algéhriques pour
objet, c'est y introduire une idée étrangère, et qui oblige;
à regarder CC:3 quantités comme des lignes parcourues par·
un mobile; de l'autre, il faut avouer qu'on n'a pas même
une idee bien nette de cc que c'est([110 la vilesse cl'un
point il ctuutuc iustunt, lorsquecelle vilesse estimriab!« ....
Aussi Newton lui-uièrnc, dans son livre des Principcs.:
a-t-il pn:féré comme plus courte laméthode des dernières
misllils ries quantités dvanollÏssal1lcsj et il faut avouer qlle.
c'est au x pl'illcipe::! de ccttu m'!lJ.!olle f[llC sc fI'~dlli~erit, en
dernière analyse, les démnasu-ations relativesil celle des
I1I"il1l1s. i.\'Ltii cette méthode :1., comme celle des limites,
cL 'l'Ii Il'CIl est proprement que III trad uction algl:hri(plC,
le orant.!: inconvénient de considérer les quantites dans.
l'étal où elles cessent, pOlir ainsi dire, d'ètre quantités;
car, quoiq u'o n conruive toujours Lien le rapport de (tell:!

qll<lulilés tant qu'elles demeurent finies, cc rapport n'offio
plus :·L l'esprit une i.léc claire et précise, aussitôt (Ineses
d'~l1x lel"llle~ t!cvicnllclIll'lln et l'anlre I1I1LI :1 la foi:; '. »
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A) Newton, le physicien (1642-1727)
Pas dedéfinitions, pas de théorèmes au sens où nous les entendons. S'il reprend

dans la rédaction de ses« Principes de philosoph ie naturelle» la forme de l'exposé
d'Euclide, Newton est physicien, donc inductif Sur le fond, il ne cherche aucunement
à démontrer ses propositions. Il cherche à construire une méthode. La première théorie
de l'intégrale ne viendra que 150 ans plus tard1

CALCUL DES FLUXIONS.- La première idéedu'calcul 011

Je la. méthode des fluxions parait remonter il l'aJllll"e 1665
ou 1666, époque où Newton s'occupait d~l'unu lyse de la
lumière. Peut-être est-ce l'examen du fal~ecaulumineux
diminuant d'intensité dans le rapport du carré de la dis-
tance qui fit naître en lui l'idée delauéneration des qiuui-

lités. Cette idée, telle CJue la concevait Newton,avait pOlir
point de départ le mouvement: il l'a d'uillcurs ItII-môIHO
énoncée sous la l'orme do ces deux problèmes: 1u la 1011-

glluur do l'espace parcouru étunt(;iJlllil1l1ell'~lIwlll dOlllll'·"

(c'est-à-dire il. chaque moment, quonis temporis l:lOlIl e1!tO),
trouver la vitesse du mouvement à. un temps donne '1uckoll'
t~UCj 2° la vitesse du mouvement ét~nt, dOIlJll'~~ trouver la
longueur de l'espace parcouru.« AmBI, dans 1eCJlla~lOnxx
=y, si y représcnte ,dit Newton, la lon!)lIeur du 1espnc.'
parcouru ou décrit il. un temps quelcoo(jlle, tomps ',Ille 11l~-
sure et représente un autre es~acex, au~meIltant ri une VI-

tesse uniforme x, alors xx expnmera.la vitesse aveclaquel!e
dans l~ mème moment l'espacey sera décrit, ell'ice t'CI'SII.

C'est 'Pourquoi j'ai considéré les qiumtiiés C()I'~1IIC ë1l!J;Il-

tlrées par lm accl"oissement COTlti1l1wl,it la nuuiiirc dc 1e,-

llINOME. -Eu lisant, à vingt. ct IlU ans, lelivro dc Walli«
de fl/'i!hlTleCiw ilifiliÏlOriLIII, Newton avait noté les pa~sagl's

1. Hinc fit tH (()I(sidcrem (I,tan/zlates IOIl'l"IlJ!I Oellila., cOllti,lIio iH-

er.:r"enIO, ut spolillm, 'illOd corpus all( 'lu;e1iliel res !l1O11l describit,
\"\\lon, etc. (OpIiSClIllt l/lul/lI:PllaliCIt,l. l , p. 5:" édil. t:aslillollJ,
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nac« 1"(, décrit lm objet quelconque en mouvemllrlt 1; » _

S"l'xpliqll:~nt ensuite sur l'emploi dumot temps, Newton
;!1'H1!e ql! il entend p111' là une quantité par l'incrément
l,il1cr~m~'lIo) on n~lxion Yluxtt) de. In(rne.lle le temps est
exprime et mesure. « J appellerai, dit-il, fluentes ces
quantités Cfue je c?nsi,d.èr? comme ~roissant(cresc;ntes)
graduellement et indétinirnent ; et .10 les représenterai
par l~~ .rlelï1ière~ lettres de l'alphabet u,x, y et s, afin de
les dlstln~l1er riesautres Cfuantités, qui dans les équations
sont considérées comme connues et déterminées, et que
l'on représente par les premières lettres de l'alphabet
Il, b, c, etc. Quant aux vitesses que chacune des fluente~
reçoit du, mouvemen,t gcn,érateur (vitesse que j'appelle
flUXIOn), JO les expnmerai par les dernières lettres de
l'ldphahe~, surmontées. d'lm point: li, Xj il et Z. Ainsi,
pour la YI~esse oufluxion de la quantitè 11, je mettrai ù,
pOlir Ip~ vitesses dex, ?J, z, je mettrai X, if, =, " Les va-
leurs ~léJini~iv?s, déduites de la génération graduelle des
r{llll.ntlt.~!l, eta!e~t donc pour Newton. non pas des agré-
f.Çatloll~ rl,~ pnrticules homogènes, mais des résultats de
m~u\'ements c?~ti?,us. D'après cettemême conception"
'Illt du reste n étmt pas nouvelle, les lignes sont décrites
pur le mouvement des points, les surfaces par le trans-
port ries ligne", les soli. les par le transport del! surfaces,
et lt~Sallbl,~s par le mouvement deleurs côtés. Mais il s'a-
g-issait de réaliser celte tlll!orie par le calcul. En cela,il
fut mervci llenscment sncorulè par le dévnloppemcnt, qu'il
avuit ~rl)lIv,i, .JPS slIite'i iu liu ics ct pur cu (IU'OH a depuis
appel ..le lili/Oille ile ,\'w:/tm. L'auteur nous <trait lui-mùmo
cunnaltre comment il y était parvenu,
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B) Leibniz, le philosophe (1646-1716)

« Mes méditations roulent sur deux choses: l'unité et l ' infini.» disait Leibniz.
Il puise son inspiration dans deux domaines au moins: les nombres entiers et les

figures.

1 ) Le calcul desdifférences en arithmétique (nombresentiers).
Exemple: Soit la suite des cubes: l ,8 ,27,64, 125 ,216, .

1ère d ifférence : 7 , 19 , 37 , 61 , 91 , .

2ème différence: 12 , 18 , 24 , 30 , '"
yrne différence : 6 , 6 , 6 , .

De ces manipulations de nombres entiers, il tire l'idée du calcul des différences.
Encore doit-il passer du cas discret de l'arithmétique au cas continu des droites et des
courbes.

2 ) Une intuition sur le triangle caractéristique de Pascal (figure).
Eh oui, les nombres entiers et le triangle .

Utilisé par Barrow en Angleterre, ce triangle caractéristique apparaît dans le
« traité des sinus du quart de cercle» publié par Pascal en 1658.

EKE est le triangle caractéristique.

B

En 1673, à la lecture des publications de Pascal, Leibniz déclare:« Sur une
démonstration très facile dans son espèce, quel fut mon étonnement de voir que Pascal
avait eu les yeux fermés comme par un sort».

Dans ses recherches, Leibniz parvient à montrer, par un calcul« somrnatoire »
assez compliqué mais basé sur une figure, qu'une somme de y2 donne 1/3 y3.

3) Une approximation bien peu rigoureuse
Une application du théorème de Thalès permet alors de créer le calcul

sommatoire sur les grandeurs continues.
A cette époque, une méthode est exposée sur un exemple, disons, bien choisi.
Cet exemple est ici un problème inverse des tangentes i.e. connaissant les

tangentes à une courbe, déterminer cette courbe.

Ce problème a longtemps hanté les manuels scolaires sous la forme: Soit une
propriété différentielle des tangentes, sous-tangentes, normales ou sous-normales à une
courbe, déterminer cette courbe.
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Etudions l'exemple de Leibniz:
Soit à déterminer une courbe dont la sous-normale AB est inversement

proportionnelle à l'ordonnée y des points de la courbe.

i.e.: AB =~= w
y avec k > O.

y=AD

....~-----~A B
x ..

w

En un point D(x,y) de la courbe, Leibniz applique le théorème de Thalès au
triangle (caractéristique) «infiniment petit»PQH et au triangle DAB qui lui est
semblable.

. BQ AB . .
JI obtient : PH = AD SOIt aussi

Les calculs donnent: \dv = w dx
k
- dx
\

y2 dy =k dx
1

dx = "ky2dy

et comme il sait sommer y2 en y"/3 il obtient en sommant:
1

x = 3k Y'

3
Pour nous cela donne: 3 k x= Y' et y = ~

dont on vérifiera que la sous-normale est bien en ~y

Résumé
Peu rigoureuse application du théorème de Thalès sur un exemple, le calcul

sommatoire de Leibniz (et le calcul des fluxions de Newton en physique) va connaître
un immense succès dès son prem ier siècle d'existence grâceà la famille Bernoulli
entre autres et malgré quelques réticences quand même.

Mais cette nouvelle méthode était si peu t'ondée .
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Par affinages successifs, il donnera:

y f

b
<==> A =Jf(x)dx = F(b)-F(a)

a

o a dx b x

Autrement dit quand on remplace un côté dun rectangle par la courbe d'une
fonction f et que l'on sait par là même mesurer les« indivisibles» de la surface, alors
on sait calculer l'aire de cette surface, mesurer cettesurface

Comment le fait-on?
En découpant la surface en rectangles «élémentaires» d'aire fixjdx que l'on

somme! Mais qu'est-ce qu'un rectangle élémentaire?
Qu'est-ce qu'un« infiniment petit» ? Le problème trouva un début de solution au

17è siècle avec les« évanouissantes ». Le passage du segment« fini» de longueur non-
nulle « dx » à sa limite posera longtemps lin gros problème aux scientifiques.

Cette histoire est longue et au 17è siècle, nous sommes encore loin, très loin de
l'intégrale usuelle. Voici ce qu'en pensait Newton dans ses« Principes de philosophie
naturelle» les bien nommés.

Dans le livre 1 du mouvement des corps, Newton donne le commentaire suivant
sur sa «méthode des premières et dernières raisons» à propos des rapports de
grandeurs finies devenant très petites:

«On peut objecter qu'il n'y a aucune proportion dernière des quantités
évanouissantes ; puisque, avant qu'elles s'évanouissent, leur proportion n'est pas la
dernière et que, lorsqu'elles sont évanouies, leur proportion n'est plus.

Mais on peut également soutenir par le même raisonnement qu'un corps qui
parvient en un lieu déterminé n'a pas de dernière vitesse, quand son mouvement
s'achève: en effet, avant qu'il atteigne ce lieu, il n'a pas de dernière vitesse et quand il
l'a atteint, il n'en a plus aucune. Mais la réponse estfacile : par « dernière vitesse», il
faut entendre la vitesse à laquelle le corps se meut, non pas avant qu'il atteigne son
dernier lieu et que son mouvement cesse ni après mais au moment même où il atteint
ce dernier lieu et cesse de se mouvoir. De même par« dernière raison» des quantités
évanouissantes, il faut comprendre la raison qu'ont des quantités non pas avant de
s'évanouir, ni après mais celle avec laquelle elles s'évanouissent.»
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Les « Traités de calcul différentiel et intégral» de J'abbé Bossut, 1799.
(an VI de la République)
Le « nouveau calcul» incluant les infiniment petits a triomphé tout au long du

18è siècle dans la résolution des problèmes des physiciens Aucune théorie n'est venue

étayer la méthode qui n'est validée que par les résultats et l'expérience.

Voici comment elle fonctionne.

T p~ ÉA l T

DE CALCUL INTÉGRAL.

NOT ION S c É N É R ALE s.

275, LE Calcul intégral est "inverse du Calcul

ditfére11liel, et consiste par conséquent à trouver

l'expression d'Olt une formule différentielle est censée

avoir été tirée par la. différenci:l.tion, en supposant,

conuue dans le Traité précédent, (lue les dill(:rence~

sour infiniment petites.

Malgré les simplifications que cette hypothèse de

différences infiniment petites apporte dans les calculs,

il s'en fauc beaucoup que les géomètres possèdent

des méthodes pour intégrer toutes les expressions

différelHieJ[esj cependant ils ont porté l'art trés-loin.

Indépendamment des excellens ouvrages qui ont été

publiés :\ part sur cettemau ère , les Mémoires des

académies des sciences de Paris, de Berlin, de

Pérershourg, de Bologne, de Turin, deG ot-
t

lingue, &c., contiennent une h)ldede p ro to n dvs

recherches sur l'analyse infiuirés imu!e pure, ou sur

ses applicltiùllS aux plus imporrans p rolo lc nre s des

sciences physico-rnarhémariques. Ousent qu'il u'est
Q ::!
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pas poss il.le de /Jire entrer toutes ces découvertes

d aus un espJCc aussi borné que celui qui m'est pres-

crit par LI nature de cet ouvrage; m ais , au mo ins ,

je: 1I1\: propose de hire couua îue ici il rues lecteurs

l'art du Calcul integral d.uis tout ce qu'il renferme

de plus esseut ie l et dt" plus utile, et de lesmettre en

crat de puiser il1llllédiatell1cnt dans les sources que

Je viens di nd iquer.

.l e di v ise rai ce Traité en trois parties: la première

aura pOUl" objt::t l'intégl":ltioll des tormules ditlcreu-

uel les du premier ordre, Olt il n'urure '1u'une seule

v.ui ab le , C'est ce qu'on appelle en géll<:rall.:pr:Jvitllle

il,'J <!..utlJr{/{urcs.

La seconde traitera de l'intégration des exprcss ious

difl~relltielles de tous les ordres, quel que suit le

n o mlrre des vn r iu hlus ,

Dans !J tro isi è m e j'exposerai les priuc ipes dé Célie

bru ne he qu'on appelle aujourd'hui le L',d,ul il/{'gral

aux diifr:r,·nc.:spartiellrs,

J'ajouterai il cet ouvrage un petit Trait; dt la

7f/(lllOd.: dés Vnriations ,et de ses 115:Jges. Elle s'applique

priuc ip al emeut aux prol>lèllles qui o nt pour ol.jer la

recherche des courbes qui jouissent de quelques

propriété, de 1I/i1.\I//IiJ rt minunis.
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"PREMIERE PAR T 1 E.

De l'il/tégratioll des Formules (Iifférelltie/les du
premier ordreJ à une seule vrlriab!e.

CHAPITRE PREMIER.

Principes l'Jnéraux: Applications diverses,

276. LA relmrque générale de l'article 49

s'appliquc ici. C'est par la "lanièrc dont on descend

d'une grandeur finie :\ sa différentielle, qu'on est

parvenu :, trouver fl:ciproquelllc,H la méthode pour

remonter de la di/férl"ntielle à la grandeur finie,

dans lin c erta in nombre de cas simples, auxquels

on tâche ensuite d'en ass imiler ou r;Jppeler dautres

plus composés, par des tral1slorlll;JtiollS ou des opé-

rations ;Jl1alyli<[ues quelconques.

Avant d'entrer dans J'exposition de cesrègles,

j'avertis qu'on emploie le sigllejplacé a u-cle vaur d'une

expression difli.:rentiellc, pour indiquer l'intégrale de

celte expression. AinsiIdx 1(rta - x x) veut dire

I' iT/{/gra!e de III formuù dijJérfrll ie//,: d x / ( a a - x x),

ou It! somme Ile- t out es lrs expressions de(CI/t: r.rp(c,'.

()II voit que le siglle j est pour les illlL:grales des

différences infiniment petites, ce que le signe.2: est

pour les illtégr;t1es des Jiflèrences finies. Ces signe"

(.'1 ]
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s'appellent signes d'intégrationJ signes som1ltflloiru : ils
sont les signes inverses ded et Ll.

De-là, on différencie une intégrale indi1uù, errôrant

le signe f Ainsi ladifférentieHe defdxy(aa-' xx)

est dxl (aa - x x. }

R ègle.r simples etfondamentales pour l'IntEgration.

277' Soit x une grandeur ou fonction variable

quelconque, Puisque sa différentielle est dx , réci-

proqücment l'intégr;tle dedx est x.

De même, la différentielle dex' étant 2 x dx,

réciproquement l'imégrale de2. xdx est x'j la différen-
'1 rI. 1

rielle de x'- étant + x-; dx J J'intégrale de ~x' dxest x-;,;

la différcntielle de-'- oudex-' étant- 2x-'dx,
x'

l'intégrale de - 2X- l dx est x-a ou~.
X

En général, soif la: formule x" 1 m étant un

exposant constant quelconque: la différentielle

est m x" - . dx; donc, réciproquement J'intégrafe

de mx" - •dx est .v'".

Si l'expression x'" était affectée d'un coèHicient

constant quelconque à , ou qu'on etha x'", la.différen-

riclle serait ma x" - 'dx J etJ'intégrale dema x" -. dx,

serait a x", La constante a affecte également la diffé-

renlielfe et l'intégrale: on peut donc mettreà J'écart

cette constante pour alJréger, saufà larétablir quand

r()pération est achevée .

.278. De- li résulte celte règle générale, qui est

::~ bd)~'\ de [out le calcul jntt~gral :
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CIIAPITfiE 1."

POlir intégrer la formule x" d x, âle{ d x; fl/lgmell[({

l'exposant n d'une unité , et dil'ise{ le tout jJilr cenouvel

'.. il )ln + Il f

exposant.Ainsi ft d:c=-; ce que vous pouvez
/1-1-'

vérifier par la dif1érenciation.

L'intégrale de x' d x se présente donc de cette

manière immé diaremenr sous Une forme finie,quel quo

soit l'exposant Tt J positif ou négatif, enlier ou rompu,

sauf le seul cas oùn = - J, dont je parlerai tout
<'t l'heure,

En appliquant cette règle à des exemples, on trouvera.

1-+

- --; ainsi de,
• 4

autres.

On doit avoir 90;11 d'njouter à chaque intégraleune

x" +.constante arbitraire; carla différentielle de __
" -+- •

ct cene de -"'" .
--~- -i- C, étant également x· dx,
n -+- •

réciproquemenr J'il1tégrale dex" d x peur êlre, ou
. .~ ..+.. x"...f. •

slInpfement ~ , ou --- +- C. La constante C
n+ • ·n-+- 1

se détermine parles conditions du prolJlème quia

donné lieu à l'intégn.lion, comme on ena vu des

exemples dans l'introduction, er comme on en verra

une muhilllde dans lasuite :elle peul 21rt: z éro , ou

avoir une valeur finie quelconque, posirive ou 11~-

galive, el fIuelrluefois 1\11': valeur infinie. Si, puur

n +

:!-î8 CALCUL INTÉGfiAL:

abréger. nous ne l'écrivons pas toujours,elle doit
au moins être toujours sous-entendue.
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281. CorollaireJ. Résumons, et concIuonsque

l,· J l f h x"·' -a" ...•mtegra e X dx peut s'exprimer J;'ar ..... _
n"'+-I

pour tout nombre n autre que - l , et par 1~
fI

pour fa valeur particuJicre n = ._.1. Si 1 pour

alJ/"éger,011 omet la constantea ajoutée en intégrant,
,.\'''+ 1

l'intégrale est dansle premier cas, et / x dans
11+.

Je second.

282. Corol!ilirt II. La règle précédente s'appfique

.252 CALCUL INTÉGRAL:

immédiatement àtoutes les diltérentielles monornes ~

puisque toutes ces différentielles SOnt réductiblesà

ia forme x' dx, ou k x" d x, Il étant un coèfficient

constant, qui doit affecrer l'intégrale commeil affecte

la différentielle. Elle s'appliquera aussi aux différen-

tieHes complexes qui pourront être développées en

termes de la forme précédente: en voici quelques
exemples.

Ex l:\{ P LE 1. II/tégrer dx( a+ bx -1- ex'}',

Je dévd.·ppe la puissance .2 de a -1- b x +- ex' ;

ce quf ch~nge l'expression· proposée _en celle- ci •
a'dx+ 2abxdx+b'x'dx+ x acx'dr-ç- 2bcX1Jx+c'x4dx.

Alors chaque terme en particulier est de la forme
l,O' 1l}j(:g,ant d.inc successivement tous les

termes, et ajoutant ensemble toutes les intégrales,la
somme sera l'inldgrale demandée,· puisqu'un tout

n'est autre chose que la somme de ses parties. Cene

". xJ
::. a c x!intégrale est clone,a' x+- abx' -1- + _

) ,
-1- ---

c.:I x)

-t~ -.-. -- -f- C; C étant une constante
5z

arbitraire.
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III) Cauchy (1821), Riemann (1860), Lebesgue (1902), les théoriciens.
Newton et Leibniz avaient construit une intégrale.
Partis d'une figure, ils étaient parvenus à faire entrer les infiniment petits dans les

calculs. Leur réussite, au-delà de toute espérance, s'identifia à un nouveau calcul alors
qu'il s'agit d'« une clef universelle, alliance mnme entre algèbre et
géométrie »(Chasles), entre figure et nombre. La nouvelle écriture algébrique, créée
pour les équations vers 1637, trouvait un autre champ d'investigation dès1665. Le
nombre x initialement inconnu et fixe devenait un nombre x connu et variable.

L'écriture algébrique permettait un nouveau calcul sur les quantités variables
supposées connues . méthode analytique. Euler fit merveille avec ses collègues du
XVJlJè siècle, les Bernoulli, L'HospitaL ..

Cauchy, 1821.

Pourtant, à l'aube du XIXè siècle, si moult problèmes étaient résolus, aucune
théorie n'avait vu le jour 1 Les calculs différentiel et intégral fonctionnaient
merveilleusement sans justification bien claire.

Dans SOI1 «Cours d'analyse algébrique» de l'Ecole polytechnique, Cauchy allait
donner la première vraie théorie de J'intégrale.

« Analyse algébrique» La dénomination est correcte. L'écriture est algébrique
par ses origines La méthode est analytique. Mais mon tout est de la géométrie
algébrique. (Les fonctions resteront du domaine de l'algèbre jusqu'au début du XXè
siècle. )

Riemann, 1860.

Pourtant les questions réapparaissent rapidement La« rigueur» de Cauchy va
s'avérer trèsinsuffisante pour les géomètres allemands. Weierstrass précisait: «Quand
Gauss dit qu'il a démontré quelque chose, cela me paraît très probable, quand Cauchy
le dit, il ya autant à parier pour que contre, quand Dirichlet le dit, cela est certain.» Et
Riemann le visionnaire va donner une nouvelle théorie de l'intégration, toujoursà
partir d'une intuition figurale

Lebesgue, 1902.

Encore une fois, les réponses apportées par Riemann vont surtout susciter des
questions La principale étant: du côté des nombres, les géomètres ne savent pas bien

dans quel domaine ils prennent ce nombre x tant usité. Cette interrogation va menerà
l'ensemble des nombres réels,à la théorie des ensembles(1880) et enfin à la droite
réelle, magnifique objet de la géométrie algébrique. Dès lors, les théories ..... de la
mesure se succèdent et Lebesgue peut entrer en scène avec une nouvelle intuition
géométrique « Intégrale, longueur, aire.» L'intitulé de la thèse de Lebesgue(1902) est
d'une redoutable simplicité. C'est ça le génie1

Il commence par construire les ensembles mesurables et en90 pages renouvelle
complètement la théorie de l'intégration Méthode du caissier pour compter et
découpage des« y », Les théorèmes sont alors d'une totale nouveauté.
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Cauchy: Résumé des leçons donnéesil J'Ecole royale polytechnique sur le
calcul infinitésimal, 1823.

YINGT-UNLEME LEÇON.

huégralts drjÙ1ÙS.

SUPPoso", que. la (onction J=::'/(x) étant continue par rapport à la

variable x entre Jeux limites finies X-::=Xo, x =:X, on désigne parx"

x, • ' ..\._, de 110U\"e{[es valeurs dex interposées entre cesiimites , et qui

aillent cou;ou~:; en croissant ou en décroissant depuis la premièrelimite

jusqu'a la seconde. On pourra se servir de ces valeurs, pour diviser fa

différence /1:' - x, en élérnens

( r ,l x, - XI)' X J. -.'( l' x J - x,", •.. X - x If-.
qui seront tous de mérne signe. Cela posé, concevons que l'on multiplie

chaque élément par la valeur deJ(x) correspondante à l'ong;,re de ce

même élément. savoir. l'élément X,-Xo par J(x.). l'dément x.-x.
par j(x.). &c ... enfin l'élément X-x._, par f(x._.); et soit

(2) S == (x, --x0) J(xo) +- (x.---x ,)j(x.) -f-- ... +- (X --Xlf-o.) f(x",,}
ta somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem-

ment, 1.0 du nombre 1/ des démens dans lesquels on aura divisé la

différence X-X~. 2.0 des v~feurs h,~mes de ces élérnens ,et par con-

séquent du mode de division adopté.Or. il importe de remarquer que.

si les valeurs numériques desélérnens deviennent très - petites et le

nombre 11 très - considérahle, le mode de division n'aura plus sur la

valeur de S qu'une influence insensible. C'est effectivement ce que l'on

peut démontrer, comme il suit.

Si l'on supposait Cous les élémens de la différenceX-x. réduits à

un seul qui serait cette ditfùence elle-mt!me, on aurait simplement

(3) S == (X - x,,) f(xo).

Lorsqu'au contraire on prend les expressions(1) pour élérnensde la dit:.

férence X-x., 1:1 valeur de S,déterminée dansce caspar l'équation (~),

est égale à la somme des élérnens multipliée par une moyenne entre les

coefficiens

j(x.). I(x.), j(x.), ... [(X_,)

D'ailleurs. ces coefficiens étan t des valeurs particulières de l'expression

J[xa +- 9(X -xo)]

qui correspondent à des valeurs de0 comprises entre zéro et l'unité ,_~m

prouvera, par des raisonnernens semblablesà ceux dont nous avonsfait

usage Jans la7" leçon, que la moyenne dontil s'agit est une autre valeur

de la même expression. correspondanteà une valeur de 9 comprise entre

les mêmes limites. On pouna doncà l'équation (2) substituer la suivante

(4) S=:(X-x.),f[.-..+-9(X----xa)].

dans laquelle e sera un nombre inférieur à l'unité.

Pour passer du mode de division que nous venons de considérerà un

autre dans lequel les valeursnurnériques des élérnens de )(-x. soient

encore plus perites ,il 5uffïra de pa.rtager chacune des expressions(1) en

de nouveaux élérnens. Alors on devra remplacer, dans le second membre

Je l'équation (2). le produit (x,---xo) J(x.) par une somme de produits

semblables. à laquelle on pourra substituer une expression de la forme
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(x, - x 0) / [ X. + 0.. (X, - X.) ] ,

Go étant un nombre inférieur à l'unité, attendu qu'il y aura entre cette

somme et le produit (x.-x.) J(xa) une relation pareilleà celle qui existe

entre les valeurs deS fournies par les équations(4) et (3). Par fa même

raison, on devrasubstituer au produit (x.-x,)J(x.) une somme de

termes qui pourra être présentée sous la forme

(.l'a -x,)f[x, +9, (Xa -x,)],
a, désignant encore un nombre inférieurà l'unité. En continuant de la

sorte, on finira par conclure que, dansle nouveau modeJe division, la
valeur deS sera de la forme

(5) S= (x ,-x.) J[x. -+- B. (x ,-xo)] -+- (x.-x, )f[x. -+-9, (x .-x.)] -+- • 0 •

+ (X-x ....,)I[ x.... +9 .....(X-x_.)]o
Si l'on fait dans cette dernière équation

J[xo-+-9.(x.-x.)] =J(x.) ± f., J[ X, +&. (x.-x.)] = f(x.)±." ...
• • 0 ••••••• 0 •••• ~ •••••• " f[x ...,+9 ....(X-x ...,)] I(x ...,)::. __••
on en tirera.

(6) S =(x .-x.)(j(x .)-+-ea]-+-(x .-x ,)[j(x ,)-+-e,]-+-..+(X-x!l-.)[flx .....)±,,,_.~]
puis, en développant lesprcduirs ,

(7) S = (x, -x. )j(x.) -+-(x,-x ,)j(x,) -+- -+-( X -x,,_, )j(x,,_,)

± -. (x,- .l'a) -+- E, (x, - x,) ± ± ;;,,_,(X-x
ll
_,).

Ajourons que, si lesélérneus x, -xa, X. -- x, X -x,,_, ont des valeurs

numériques très-petites ,chacune desquantités -+-;;Q' -+- e" ... -+- ">7-,

Jjfférera très-peu de zéro, et que par suiteil en sera de même de la somme

== -. (x, - xo) ± E, (x, -x,) -+- ..... ± EIf-' ( ..Y - x,,_,),

qui est équivalente au produit JeX -Xo par une moyenne entre ces di-

verses quantités. Cela posé,il résulte des équations(2) er (7) comparées

entre elles qu'on n'altérera pas sensiblementla valeur de S calculée pour

un mode de division dans lequel les démens de la différenceX-x., ont

des valeurs numériques très-perites , si l'on passe à un second mode dans

lequel chacun de cesélérnens se trouve subdivisé en plusieurs autres.

Concevons à présent que l'on considère à-la-fois deux modes de divi-

sion de la différence X -x., dans chacun desquels lesélérnens de ce rte

différence aient Je très - petites valeurs numériques. On pourra com-

parer ces deux modesà un troisième tellement choisi, que chaque élé-

ment, soit du premier, soit du second mode. se trouve formé par la

réunion de plusieurs démens du troisième. Pour que cette condition

soit remplie. il suffira que toutes les valeurs dex, interposées dans les

deux premiers modes entre les limitesx••.. r, soient employées dans le

troisième, et l'on prouvera que l'on altère très-peu la valeur deS, en

passant du premier ou cl LI second mode au troisième, parconséquenr ,

en passanc du premier au second. Donc. lorsque lesélérnens de la dif-

[rem de Montpellier 106 Alain BERNARD



férence X-x. deviennent infiniment petits, Je mode de division n'aplus
sur la valeur deS qu'une influence insensible; et. si l'on fait décroître

indéfiniment les valeurs numériques de cesélémens, enaugmentant leur

nombre, la valeur de S finira par être sensiblement constante, ou, en

d'autres termes, elle finira par atteindre une certainelimite qui dépendra

uniquement de la forme defa fonction f (x), et des valeurs extrêmes

»«, X attribuées à la variable x. Celte limite esc ce qu'on appelle une
intégrale défillie.

,._Observons maintenant que,si l'on désigne parAx=lz=dx un ac-

croissement fini attribué a la variable x, les differ-ens termes dont se

compose la valeur deS, tels que (esproduits (x,-xa)f(x.,). (x.-x,)f(x,),
&c ... seront cous compris dans la formule générale

(8) hf(x) == f(x) d x

de laquefle on les déduira l'un après l'autre, en posant d'abordx zz:«;

et h ==.x,-x." puis x==x, et h==x, -x" &c... On peut doncénon-

cer que la quantité S esc une somme de produits semblablesà l'expres-

sion (8); ce qu'on exprime quelquefois à l'aide de la caractéristique ~
en écrivanr

S== :!:hf(x) == :Ef(x) 6x .

Quant à l'intégrale définie vers' Iaquèlle converge fa quantitéS, tan-

dis que les éfémens de fa ,différenceX --x., deviennent infiniment petits,

on est convenu de fa représenter par la-notationf Izf(x) ou ff(x)dx, dans

laquelle la lettre f substituée à la lettre :E indique, non plus une somme

de produits semblables à l'expression (8), mais la limite d'une somme

de cette espèce.De plus, comme la valeur de l'intégrale définie que

l'on considère dépend des valeurs extrêmesx." X attribuées à la variable

x, on est convenu de placer ces deux valeurs. la première au-dessous ,

la seconde au-dessus de la lettreJ, ou de les écrireà côcé de j'intégrale,

qlle l'on désigne en conséquence par l'une des notarions

(10) .ixf(x)Jx, II(x)Jx[;]. ff(x)Jx[:;l

La première de ces notations, imq.ginée par M.Fourier', est la plus simple.

Dans le cas particulier où la fonctionf(x) est remplacée ~ar une quan-

tité constante a, on trouve, quel que soit le mod~ de clivisi~

férence X-x.. S == a (X-x ..), et J'on en conclut
x - .

(II) .f aJx==.a(X-xo),

Si, dans cette dernière formule on posea= J, OD en tirera

(I.~) J:..X Jx==X-x
o
•
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B) Riemann: rappel de sesidées par Lebesgue.

1. !MTF.ORA.LE DF:FlllrE DES r()~CTt0NB D'U~E VARIABLE:.

15, Au pOILil de vue géométrique le problème de l'intégration peut se

roser ni nsi :
Élallt dO/l1lée tille courbe C par SOli équatioll y = f(x) (f est une [one-

'/011 continue positive, les axesSOlI t redan 9 alaires) trouver l' aire du domaine
'imité par !ln arc de C, 1/11 seqment de 0 x et deux parallèles II l'oxe des y
I' abcisses données a et b, (a< b),

Cette !lire s'appelle l'intégrale définie der prise entre I~~ limites a et b,
'b

l'Ile se représen te parJ f (x) d x,
, .

Archimède en quarrant un segment de parabole a résolu un casparti-
culier de ce problème. La méthode classiqueapplicable au cas général con-

sisto esscuuellemeut ;'1 évaluer les ~telldues intérieure et extérieure du do-
maine à l'aide d'une division du plan en rectaugles dont les côtés sont pa-

rallèles é\ U.c et U 1), Pour avoir ces rectangles traçons d'avord des parallèles
:'l O !J, puis divisons les bandes obtenues par des segmenta parallèlesà 0 x,
.I'ordounées variables d'une bandeà l'autre. Si l'un R, des rectangles R ainsi
formés doit t!tre considéré pour calculer l'une des étendues, tous lesrectan-
g-le:3 Il situés dall,; la même bande et compris entre R, et 0 x doivent aussi

,"trl~ considérés lJour le calcul de la même étendue. Les étendues sont donc
.les limites .le summes .l'nires de rectangles ayant leursbases sur 0 x.

:::luient a" a, ... les longueurs de ces bases; iii" 111
"
", llf 'l JI" .. les

v.ile urs inférieures et supérieures def dans les intervalles correspondants. Si
\'01\ suppose les ~ donnés c'est-à-dire les parallèlesà 0 Y tracées, et si \'on
choisit les segments parallèles À. 0 x de manière à obtenir les valeurs les plus
approchées possibles pour les étendues, on obtiendra. pour ces valeurs appro-

chées:

S = l Ji Ml.

Ainsi on sait calculer les deux étendues du domainej on démontre qu'elles
sont ~gale8, le problème que nous nous sommes posé a donc un sena et nOU8

savons le résoudre.
Relativement aux fonctions f bornées quelconques M,r D.l.RBOUX. a dé-

montré (~) que les deux sommess et S tendent vers des limites parfaitement
déterminées: on les appelle intégrales par défaut et par excès. Lorsque ces
deux intégrales sont égales, et cela se présente pour d'autres fonctions que
les fonctions continues, la fonction est diteintégrable et la limite commune
Je 3 et S est appelée depuis RIEMANN (U) l'inteqrale dép,niede f prise entre
(t et b.
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C) Lebesgue: une toute nouvelle technique.

Lebesgue Intégrale, longueur, aire(1902)

Chapitre! : Mesure des ensembles
1 ...

NOlis HOUS plOpOSOIlS d'otlacher ù cluiq u« ensemble ~(;rll': /111 nombre po-

siti] 0/1 HII! 1./le IZOUS appeltero.is sa mesure et satisfaisant al/X cOllditio/ls
Sllù'(/Iites:

1.° Il existe des ensen.ble. dont la mesure n'est i-as nulle,
2'j Dt!III ensembles egaux ont ménie mesure.

3,u La mesure J.' la SOl,"II.e dun noni'.re fin! 011 d'ulle r'1I(illilt:' dcnoni-

&/I///t! d'e.is.r-ibles, SUI s poiut s COI//I'!11IlS, deux il d, ur , est lu sali/me des II/e-
s u, ',S de ces e.isemble«,

') Supposons possible le problème de le mesure Un ensemble formé
J'UII seul P',II1t a une mesure nulle c a r un -msernhls borne contenant une
infilldr! de P"II1I:> doit nvoir une Ille lire fini", L'e"selllble des points d'un
seg.neut J[}i ~l donc me.ne mesure 'lue ll[ ,)t l-,' fl:3Sent ou non partie de
l'ell'','mble; d'ailleurs .lI}/ ne peut [Hoir une -mesure nulle sans qu'il en soit
de nièrne pour tout ensern hle borné

Cho:si::sons un se;mellc .1!Net nttribuons lui 1 pour mesure. On sait 'lue
si l'un prelld .1[ N pour unité de long'lIeur 011 peut attacher il chaque seg-

ment P Q un nombre, sa longueur; ce nornbrn est n ussi la mesure de l'eu-
seml.ls des points deP Q, Pour s'en convaincre il suffit de se rappeler que si

la longueur {de P Q est cummen:"urable et égalé ;\ ~- il existe UII seg rnent R S
1-'

contenu :: fuis dans P (2 er {3 fois da ns JI N et que si l est incommensurnbls,
à tout nomhre ). inférieur ft l correspond UII segment contenu daus P Q. et de
longilelll' ), et à tout nombre ). supérieur à t un segment contenant P Q et
de longueur À.

Pour que la 3
d

condition du problème de la mesure soit remplie, il faut
que la longueur d'un segment somme d'un nombre fini ou d'une illfinité
I'uutres segments, n'empiétant pasles uns sur les anrres, soit la somme des

longueurs de ces segments.

Des propriétés des longueurs il résulte qu'il en est bien n insi si les seg-
nents composants sont en nnmbre fini; cela est encore vrai s'ils sont en
rornbre infini. (Voir les Leçons sur la Theorie des[onctions, de 'M.r BOREl .. )

3. Un ensemble E étant donné, on peut d'une infinité de man ières ell-
'errner ses points dans un nombre fini011 une infinité dénombrable d'inter-

.nlles. L'ensemble E, des points de ces intervalles contient E;donc la me-

.nres III (E) de E est au plus ~gllle ?l celle I/t (E,) de E" c'est à dire nu 1'1113
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égale à la somme des longueurs des intervalles considérés. La limite inférieure

de cette somme est une limite supérieure de 111 CE), nous l'appellerons la me-
Sure extérieure de E, m~(E).

Supposons que tous les points deE appartiennent à un segment A B.
Nous appellerons complémentaire deE par rapport à AB, C

A8
(E), l'ensem-

ble A B-E. Puisque la. mesure de C.wfE) est au plus me [C..4a(E)] celle
de E est au moins Il! (A B) - me [C.Ul (E ,J. Ce nombre ne dépend pas de
celui des segments A B contenant E choisi j nous l'appellerons la mesure
intJrieure de E, mi (E). Deux ensembles égaux ont desmesures intérieures
égales et. des mesures extérieures égales. D'ailleurs puisque l'on a:

la m esur., ('xtérièllre n'pst jn mais inférieure à la mesure intérieure. Si le pro-

blème Je la mesure est possible, la mesure d'un ensemble E est comprise
entre les deux nombres 11/" (E), mi (E) que nous venons cie définir.

4. Nous appellerons eusembles mesurablesC*) ceux dont les mesures ex-
icrieure et illh:,.i,'/Ire sont I:!ga/es, la valeur commune de cesrieu x na/libres

sera la mesure de l'en!;ernhle, si le problème de la mesure estpossibls. Des
propriétés qui suivent il résultera flue le nombre III (E) ainsi riéfini satisfait
bien aux conditiOlls du !'roblèrne de la mesure si l'ail s'astreint à ne cousi-
tlàer que des el/sembles mesurables.

La définitiOIl des t'nsèmblcs mesurables est éqllivalente ft celle ci: U"
clisellll)le E est dit mesllrable s'il est possible d'ellserrer sespo ints Jans des

inter valls , ct, et ceux de son complémentaire dans des illten':dl,~s(3 de ma-

nière que la somme des longueurs des parties communes auxct et aux {3 soit
aussi petite qUI! 1'011 veut.

lrern de Montpellier 110 Alain BERNARD



Mesure deBorel, mesures de Radon.

A) Les mesuresabstraites (ou deBorel)

Maintenant que nous connaissons TOUS les nombres réels (au sens de l'analyse
du 19è siècle), il resteà mesurer toutes les parties de la droite réelle. Pour cela, il est
important que ces mesures généralisent la mesure usuelle de l'intervalle[a,b] avec
quelques propriétés liées au bon sens. En particulier que la somme des mesures
d'intervalles (puis d'ensembles) disjoints soit la mesure de leur somme.

Borel eut la meilleure intuition en limitant ses ambitionsà la mesure des tribus
d'ensembles. On ne sait finalement mesurer que les intervalles, leurs réunions et leurs
intersections. Cette mesure de l'aveyronnais Emile Borel (1871-1956) eut et a encore
un franc succès car elle généralise vraiment bien la distance usuelle aux espaces
métriques définis par Fréchet en 1908. De plus, elle reste très proche de notre intuition
spatiale.

Trois axiomes suffisent: d(x,y)= 0 <=> x = y (séparabilité)
d(x,y) = d(y,x) (symétrie)

d(x,z) ~ d(x,y) + dty.z)
(Inégalité triangulaire,Euclide, livre I, proposition 20)

Trois concepts dont l'origine est très liéeà l'espace, vous en conviendrez!
Trois concepts spatiaux traduits en nombres.

Il) Les mesures de Radon

Laurent Schwartz, dans« un mathématicien aux prises avec le siècle» écrit dans
un paragraphe intitulé« des erreurs de bourbaki» : « dans l'évaluation des probabilités,
Bourbaki a commis de franches erreurs. Antérieurement existaient les mesures
abstraites ou de Borel sur des ensembles munis d'une tribu. Bourbaki a introduit, sous
l'influence d'André Weil et de son livre remarquableL'intégration dans les groupes
topologiques et ses applications,paru en 1940 et que j'ai beaucoup travaillé, les
mesures de Radon sur les espaces localement compacts. Ily a donc deux théories de la
mesure, également nobles, très étrangères l'uneà l'autre: mesure abstraite et mesure
de Radon. Le terme d'abstrait est ici un peu ridicule. Les« espaces abstraits»de
Fréchet sont tous ceux qui sont« quelconques». ils généralisent les espaces usuels, la
droite, le plan, l'espaceà trois dimensions « dans lequel nOLIsvivons» : les mesures
abstraites sont des généralisations de la mesure de Lebesgue sur des« espaces
abstraits» Bourbaki a totalement privilégié les mesures de Radon et rejeté les autres.
Or les probabilités nécessitent les autres.»
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Une conclusion géométrique.

1) La méthode constructive

Après la géométrie de mesure des Babyloniens et Egyptiens, puis la géométrie
d'Euclide et la géométrie de Descartes, l'écriture algébriquefait entrer les infiniment
petits dans la géométrie. Le calcul devient prépondérant.

Figure
Nombre

Ecriture algébrique

Le nombre x, donné et variable, fait merveille dans cette« analyse-algébrique ».

Il) La théorie déductive

Dans un second temps, les théories font encore progresser le calcul intégral. En
devenant théorie de l'intégration, le calcul intégral, science de la mesure, devientà son
tour un savoir déductif

Est-il plus certain muni de la théorie de Cauchy? La réponse n'est pas évidente.
Pourtant cette recherche a permis à Riemann de s'interroger sur ses déficiences et, là
encore, une interrogation sur le nombre x a permis des progrès.

Les théories de la mesure et une dernière (") intuition géométrique ont donné
l'intégrale de Lebesgue. Cependant, le problème étant de mesurer des grandeurs
continues-les surfaces principalement-l'intégrale de Cauchy suffit le plus souvent.
La simplicité de sa constructiondevrait en faire encore pour quelques temps la base
de l'exposé de l'intégration.

Les géomètres de la Révolution Française (à l'exception de Condorcet) pensaient
« la mine trop profonde» mais ils laissaient une porte ouverte en disant« qu'à moins
qu'on-ne trouve de nouveaux filons, il faudrait l'abandonner.»

Qu'en est-il de l'intégrale?
Les nouveaux nombres de l'analyse non-standard sont-ils ce nouveau filon? Ou

bien les progrès viendront-ils de la mesure de Radon chère à Bourbaki?

Figures ou nombres'?
D'où viendra la prochaine intuition créatrice?
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7. LA GEOlVIETRIE DESCRIPTIVE
Monge 1748, 1818.

Après de remarquables études, Gaspard Monge (1746-1818) se voit confier un
poste d'enseignant de physique dès l'âge de 16 ans. Passionné par le dessin technique, il
crée une nouvelle technique géométrique dans ses 9 leçons de l'Ecole Normale.

Il énonce :« la géométrie descriptive sert à représenter sur une feuille de
dessin, qui n'a que 2 dimensions, tous les corps de la nature qui en ont trois,
pourvu néanmoins que ces corps puissent être définis rigoureusement»,

Ainsi le principe de la géométrie descriptive est de projeter un« objet
rigoureusement défini» sur 2 plans perpendiculaires, un plan de base horizontal et un
plan frontal vertical, plans se coupant suivant la ligne de terre.

Cette méthodepermet d'avoir 2 vues en vraie grandeur de l'objet. Pour ce qui
nous intéresse, nous retiendrons:

1) Monge reprend un principe de projection proche de celui des repères
cartésiens.

2) La géométrie est une méthode de construction.
3) La partie mesure des objets reste implicite. Monge ne mesure pas ses objets

avec des nombres mais bien sûr chercheà obtenir des résultats métriques avec de
vraies grandeurs sur les plans de projection.

4) La partie logique de la géométrie reste aussi implicite même si le raisonnement
est sous-jacent.

5) La géométrie descriptive est restreinte aux« corps rigoureusement définis» i.e.
les objets de la géométrie (et pas les objets de la nature).

A l'aube de la révolution industrielle, la géométrie descriptive, inventée par un
des créateurs de l'école Polytechnique, connaîtra un franc succès.

Bien que la partie mesure et la partie logique restent implicites, eUe donne
incontestablement une bonne vision dans l'espace, une bonne description des objets
étudiés.

Page suivante , un problème de géométrie descriptive extrait du« Journal de
mathématiques élémentaires» de Juillet1911.
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~ ... "!l''', ut 'cil e cry cSI le peut ax ede la [etuue .

(;ne droite de [ront F a pour lr nr e horit onta!e un I,oinl silué li
t 0' ru en avant de xy el à 10,m à gauche du grand axe t z' de la

feuille .. d .. plus, la projection l'ulicale deF, dirig~e l'ers la droite

el ou-dessus de TY, fait avl'c Iy un angle de JO.,

La droite F est l'a.:u d'un cone de rél'olufion dont le sommet se
proiett« à 1 C'n, à droite de z:', el dont Ir demi-anqle au sommet
l'Oui 30n,

On considp.re le trone de cône obtenuen coupant re cône par deus:

p lons perpendiculaira à Ion axe, menés ri qanclie du sommel, el ri
des distances de ce somme! égalesri j.m ri I;;,m.

Représenla par ses deux projections la partie du volumt de ce

tronc de clil/e située au-dessus du plan ùori zonla! de proiectirin el

au-dessous du plan s,vm,l/ri']ue du plan dela qronde bau du tronc

par rapport au plan hor izontnl 'lui contient le antrede celit basc,

On fera la dislilldion des parties vues e!cachùs en stipposant te
cûne opaque.

Le côn e a un plan langent hor-izontal. On obtient sans diffl-
cuité ses contours apparents enmenant des points s et s' des
tangentes aux contours apparent~ demèrne nom de la sphr re
in-crit e (0, 0'),

r' La projcclion \'('rticalc du solide restant sc compose de
l' ,

hexagone "'~'I'';'O'< ', I.a projection horizon laie se compose.
outre les contours apparents ducône, de l'ellipse projection

horizontale du cercle projeté verticalement en3'W. des arr s
d'ellips~ projection de
0';;', et de deux arcs
de parabole, dont les
projections verticales
so nt les droites 0'"

D,JI~rmt"rlalion d',,"
point quelconque el de

La lang"nle tn <:I! poin t,
- Toutes ces sections
peuvent être considé-
rées comme perspec-
lives de l'une d'elles,
par exemple du cercle

section par le plan de

bout 0'0', Ce cere! .. Sp

r abat sur nn plan ne
rr')l]t autour de la
droite I;r;', Le point a

est r ab attu en "" rrOil

sa projection horizon-
tale a, telle que

ai = a'a'i'

Les intersections rlp la
droite (sa" S',,') Hec
les plans de bout ,/,
et ,2' donnent le,
po in ts (m,m', et (",11)

d,'s -,.... uo n s du (,ln"
par es p l.m s .

L,,, t"n;;P!lt,,~ soh

l'P!lIl"111 d~ rmrn» l,

tallg"II(e en (l', <1.1'"

cerel,' de b3';C rs t r
ha ttn-: ;-;ui V3r1 l '.1,il

l.i ,j rI) il.' (,' '!, ,,,,'

ro~II",,,Jtre les 1,lalls ,l,
h o u t ,)',' f'l 7.',-' cn 1

pl'" d '\JII I.·s t""
~~,~nttl,; olt) mi, ,Il Il')

" q
r'):"(Sr~"'((l l'l'IIl;

l ' jl"'-I1(Ç .\'ttr L,,' ("ont,,1I1

0PT)drl'~lt hrlJ"l ~r)n.{'Ii

1.:1 dlnitr s d lallg"'fll,'

,\ h 5ph;'r~ in-nll,

to ur l: e cette <;1>lII\re ,','
point d, dont I:J. pr »

j('d;nn verticale est d

dlft~ !l' phil 1111r1,T'lfl

,a

a':
l

• -~-- 1- , __

f

t ,
" .

.JOURNAL DE

MATH EMA TIQUES ELEMENTAIRES

OCTOBRE 1911

t.11 Il' du c"ntre, La droite sd, S',I' rencontre les plans des
bases en (:/,g') et (f, (J. qui sont les points cherche!!,

2· la détermination desautres points remarquablés etdes
tangentes en ces points se fait par la methode indiquée plus
haut: amsr les tangentes en(03, Ô') sont G~. a',,:' et A/-', 0'/-,'.

Visibiliti, - On voit facilement que l'ellipse (l~, (l'West vue
en ~roi~ction horizontale, ainsi que l'are de parabolee. L'ellipsp.
projection du cercle de base est vue dans la portion "f; la
por uon (8 est cachee, ainsi que l'arc de parabole de sommet "(.

Il en est de mèrne de ,;ô,. intersection des plans desdeux
sectinns.

,r.A8RIE~/ ROUX, ~ l'lImes"

__'_': -,': s
.. - .• r, :

n~ .. - '

.,. !1'

~L __ .·_L_' __

Remarque, - On
peut opérer bnucoup
plus simplement. On sail
ni elJ'et que Je côoe etle
cylindre proj ..tllnt hert-
zontalement le cercle 0

se coupeut sulnnt deux
ellipses, sllu~es par rai-
son de symétrie dans des
plans de bout {BlUes fÜ
Jfonge ), On pourr:!it
prendre pour base du
cône u ne de cel ellipses.
Les constructions seraient
très simples, car cette
ellipse se projette hori-
zontalement suhant le
cercle 0 et verticalement
suivant une droite.

j'.,
:,1'-' - -, -": y

"
"

',.

,\.
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.r~LltM ENTS

PAil

A. M. LEGENDRE,

AVEC ADDITIONS ET MODIFICATIONS,

PAR .M. A. BLANCHET,
Ancien élève de l'École polytechnique,

dlr ect ëur dea études mathéma tlques de Sainte-Barbe.

TROISIÈMF. ÉDITIO~.

PARIS,

LlBHAliUE DE :FIRl\IIN DIDOT FIIÈHES,
llIPnlMF.UIIS DE L'INSTITUT DE FllANCIt,

RUY. J.\COB, ~o 5(;.

1854.

Explication des termes et des signes.

A,:âol71e est urie proposltlon évidente par elie-même.

Théorème est une vérité qui devient éviJente au moyen

d'un raisonnement appelédernonstration,

Proôième est Une question proposée qui exige uneso-

ùition,

Lemme est une vérité employée subsidiairement pour L

démonstration J'un théorème oula solution J'un problème.

Le nom commun de proposition s'attribue indifférem-

ment aux théorèmes, problèmes et lemmes.

Corollalrc est la conséquence qui découle d'une011 de

plusieurs propositions.

Scolie est un e remarque sur une ou plusieurs propo-

sirions précédentes, ten d.mt;'1 faire apercevoir leur liaison,

leur utilité, leur restriction ou leur extension.

Hvp otliese est u n e supposition faite, soit dans l'énoncé

d'une proposition, soit dans le courant d'une démons-

tration.

L,~ signe = est le si;;ne de l'é;:liit<:; ainsi l'expression

,\ =13 ,;ignilie '{UC ,\ ';g:tl.~ n.
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En 1794, la Convention
demande à A Legendre d'écrire
LIn1ivre de mathématiques
destiné à l'enseignement. Les
« Elements de géométrie» de
Legendre seront un des livres de
ré férence dans l'enseignement
Jusque vers1850,

6 GÉOl\IÉTRIE.

Pour exprimer que A est plus petit que B, on écrit

A<B.

POUf exprimer que A est plus grand que B, on écrit

A> 13,
Le signe + se prononce plus; il indique l'addition.

Le signe - se prononce moins;il indiquela soustraction:

ainsi A+B représente la somme des quantités Aet I3;

A- B représente leur différence, ou ce qui reste enôtant

n de A; Je même A-B+C, ou A +C -B, signifie que

A et B doivent être ajoutés ensemble, et queil doit être

retranché du tout.

Le signe X indique la multiplication; ainsi A X I3 repré-

sente le produit de A par B. Au lieu du signe X on

emploie quelquefois un' point; ainsi A ,il est la même

chose que A X B. On indique aussi le même produit sans

aucun signe intermédiaire parAB; mais il ne faut ern-

Fhyer cette expression que lorsqu'on n'a pas en m0111e

temps il employer celle dela ligne AB, distance des points

A et B.

L'expression AX (B+ C- D) représente lepro.lu.

rar la quantité B+C- D, S'il fallait multiplier A+ B

F:1I' Â-B + C, on indiquerait le produit ainsi (A.+I3) X

(,-\. - D + C); tout ce qui est renfermé entre parenthèses

est considéré comme une seule quantité.

Un nombre mis au-devant d'une ligne ou d'une quan-

tité sert de multiplicateur ;'1 cette ligne ou il cette ([\!,1:1 ",; .

ainsi, pour exprimer que la ligne AB est prise trois fois,

0:1 écrit 3AI3j pour désigner la moitié de l'angle A, on

écrit 1- A.

Le carré de la ligne AB se désigne parAB; son cube

rar AB:On expliquera en son lieu ce que signinent pré-

cisément le carré et le cube d'une ligne.

Le si;ne \/ indique une racine il extraire; ainsi \/2

est la racine carrée de 2;V:<\. X B est la racine du prn-

.!lIit A X n, ou la mO:'l'nne proportionnelle e ntret\ et 13.
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TtII~ORIE DES PARALLÈLES.

PROPOSITION XXI.

TBÉORÈ~IE.

Deux droites AC, BD, perpendiculaires

SUl' une même droiteCD, sont parallèles.

Car,si elles serencontraient en un point1\1,
par exemple, on pourrait de ce point ahaisser

deux perpendiculaires sur CD.

PROPOSITION XXIf.

Tll}:ORÈ~IE.

Pal' un pain: 011 pC1l1 mener une lillml/ae (1 ttnc
dmile.

~ Du point A abaissez ABperpendiculaire

1 sur BC, et au même point menez AD per-
Il C pendiculaire sm AB les deux droites AD et

nc, etant toutes deux perpendiculaires sur AD, seront pa-
rallèles.

On admettra en second lieu , cOlllllle nne proposition

Quand le 5ème postulat

devient un théorème ......

GÉOMÉTRIE.

Admis et .... évident. (Ouf 1)
évidente, que par un point on ne peut mener qu'une seule
parallèle à une droite.

LIVRE J. j

PROPOSITION PREMIÈRE.

THÉonÈME.

Legendre démontre
le 4ème postulat d'Euclide 1

Pal' lin point pris sur une dràite on pelltl/eFa une
perpendiculaire sur cette droite, et onfi' en peull/cI'el'
qu'une.

lM" En effet, supposons qu'une droiteAi\l
M' '1 M d'abord couchée surAC, tourne autour

~!~ du poinr A: elle formera deux angles ad-
ri A c jaccnts , l\IAC, MAG, dont l'un, MAC,

d'abord très-petit, ira toujoursen croissant, et dont l'autre,

MAG, d'abord plus grand que MAC, ira constamment en
décroissant jus qu'à zéro,

L'angle MAC, d'abord plus petit queMAB, deviendra

donc plus grand que cet :lngle; par consequent ily aura
une position A1\1" de la droite mobile où ces deux angles

seront égaux, et il est évident qu'il n'yen aura qu'une seule.

~

Co~ollaire.Tous les angles droits
sont egaux.

Soient OC perpendiculaire sur
r. r. F A C :B AB, et HG perpendiculaire surEF:

je dis que l"angle DCB est égal à HGF. En effet, si l'on

porte la droit!' EF sur AB, de manière que le point G

tOI1l be en C,GR pren dra la direction CD; autrernen t on

pourrait, par un point pris sur une droite, élever deux

perpendiculaires sur cette droite.

Cette démonstration faisant
intervenir la continuité serait
elle aujourd'hui considérée
comme une démonstration?

[rem de Montre Ilier 116 Alain BERNARD



8. LA GEOMETRIE VECTORIELLE,
GEOMETRIE EN DIMENSION «N »

Cayley, 1821-1895
Grassmann, 1809-1877
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Le vecteur desmathématiques modernes.
Qu'est-ce qu'un vecteur?

Comment comprendre simplement les malheurs -non encore résolus- du vecteur
dans l'enseignement?

Les géométries projective et descriptive proposent des méthodes pour représenter
-figurer- l'espace physique à 3 dimensions sur un rectangle de papier à 2 dimensions.

Vers le milieu du 19è siècle, Cayley en 1848 et Grassmann en 1844 et 1862 vont
s'attaquer à un problème à priori ardu. Prolonger la géométrie à des espaces de
dimensions supérieuresà trois.

Curieuse idée.
Pour résoudre quel problème spatial?

Le vecteur: une évolution finalement peu surprenante.
Première grille de lecture: les étapes épistémologiques du vecteur

(selon Piaget).
Rappelons cette grille: 1. Géométrie locale (Euclide)

2. Géométrie globale (Descartes)
3. Géométrie des transformations (structures)

Nous retrouvons bien ces 3 étapes dans l'exposé des vecteurs.

l. Le vecteur construit à partir des côtés parallèles d'un parallélogramme.
Le dessin est prépondérant.

~"""'"

...... ~

2. le lecteur défini à partir de ses composantes dans un repère.
Equilibre dessin-nombre

\r7
b Y :

"' .

o a

3. Le vecteur devient élément d'un ... espace vectoriel.
Des nombres, plus de dessin!l!'
Les nombres sont mis dans une structure, mais rappelons qu'un dessin se ...

construit 1

Structurer = élever.
Il est temps d 'aborder la seconde grille de lecture
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Seconde grille delecture: les 3langages.
Rappelons cette seconde grille.

~~~

AlgèbV

=-=:'>:
trançaiS»)

--------
1. Le vecteur dans la géométrie du parallélogramme vient de la figure
2. Le vecteur par ses composantes s'exprime par des nombres (2 ou 3) dans le

langage numérique ou algébrique.
3. Le vecteur, élément d'une structure algébrique.

Mais cette approche des vecteurs en dimension 2 ou 3 fait oublier les dimensions
supérieures. L'événement étonnant, la description et l'étude d'espaces plus grands que

l'espace physique eut lieu au milieu du 19è siècle en quelques années.
La géométrie projective a montré les difficultés pour représenter l'espace

physique sur une «toile». La figure limite beaucoup l'imagination dans cette méthode.
Par contre, dès que le vecteur s'exprime par ses composantes, 2 ou 3 nombres,

pourquoi se limiter à 3 dimensions?
La théorie des grandeurs extensives de Grassmann.
Le linguiste Grassmann, spécialiste des langues indo-européennes, n'a écrit que 2

mémoires mathématiques à 18 ans d'intervalle en 1844 et 1862 .... et deux fois le

même mémoire!
En 1844, Grassmann écrit un premier mémoire commençant par une longue

théorie philosophique des« grandeurs extensives».
Dürer, en 1525, évoque dans son« Introduction à l'art de mesurer» les grandeurs

extensives. On dessine un point (si !), on tire sur le point et on obtient un segment. En
tirant sur le segment, on obtient un rectangle, etc ..... La méthode s'arrête vite côté

dessin mais l'imagination la prolonge très bien en« français ».
Grassmann reprend cette idée sous forme très hermétique dans son premier

exposé par trop philosophique. Peu de succès (euphémisme).
En 1862, Grassmann a abandonné son exposé philo au profit des nombres. Il

donne en effet les axiomes d'espace vectoriel que Péano récupérera en 1888.
Ainsi Grassmann a écrit 2 fois le même mémoire dans 2 langages différents! Pas

étonnant pour un linguiste. Les mathématiciens ont bien sûr retenu la seconde version,
écrite en langage algébrique En très peu de temps, le vecteur représentant une force

physique est devenu élément d 'une structure vectorielle
Un siècle plus tard. les concepteurs de la réforme dite des« maths modernes»

considèreront la structure d'espace vectoriel comme la base (sic), le fondement de la
géométrie. Revenons en 1844, Cayley travaille sur des n-uplets de nombres et fait ainsi
exploser la géométrie qui devient la géométrie de nouveaux espaces, de dimensions

quelconques (entières). Mais ce sont toujours espaces.
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Une remarque aupassage sur les difficultés liéesà ce genre d'espaces même en
dimension deux.

Si "on veut faire un dessin, ce vecteur, pour 3 points A, H, C non alignés
transforme l'inégalité triangulaire des longueurs (le pius court chemin d'un point
à un autre est la ligne droite) en une égalité pour la somme des vecteurs.

C ~

A L.- -" lJ 1\ ~ B

AB<AC+CB
--1> --1>--1>

AB=AC +CB

Clairement, la notion de vecteur ne se comprend en mathématique que comme
élément d'une structure d'espace vectoriel ce qui va poser problème lors de son
introduction dans l'enseignement.

Du côté de l'enseignement:
Avec beaucoup de retard, les vecteurs vont entrer massivement dans

l'enseignement secondaire et-forcément- comme élément d'un espace vectoriel.
Comment faire autrement'l

Malheureusement, cette structure correspondà un stade avancé de la construction
de l'espace chez le jeune, aussi les concepteurs des maths modernes ont cherché un
« biais» d'apprentissage.

Ce fut la « géométrie du parallélogramme» proche de la géométrie d'Euclide et
l'équipollence (si !) des bipoints utilisant seulement le stade N° 1 de Piaget. (Ni repère
cartésien, ni structure).

L'apprentissage se poursuivait par un rude passage aux espaces vectoriels dès la
seconde. Pour comprendre la genèse et l 'histoire de la réforme dite des «maths
modernes» lire l'excellent article de B.Charlot dans les publications de la commission
inter-IREM Histoire des maths.

Aujourd 'hui le calcul vectoriel reste dans les programmes du secondaire sans la
notion de structure. Nous sommes ainsi revenusà un stade médian -au sens de Piaget-
déduit du repérage du plan. Nous ne sommes plus restreints à la «géométrie du
parallélogramme» mais nous n'avons plus droit aux structures algébriques.
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9. LES GEOMETRIES NON-EUCLIDIENNES.3

Riemann (1826-1866)
Lobatchevski (1793-1856)

Rappelons les 5 postulats de la géométrie selon Euclide.
Trois postulats de construction :
1 ) De tout point à tout autre point, on peut tracer une ligne droite.
2 ) Toute droite finie peut être prolongéeindéfiniment et continûment.
3 ) Avec tout point comme centre et tout rayon, on peut tracer une circonférence.
Un postulat d'égalité de figures:
4 ) Tous les angles droits sont égaux entre eux.
Le postulat d'Euclide:
5 ) Si une sécante rencontre2 autres droites en faisant des angles internes et du

même côté de la sécante ayant une somme inférieure à 2 droits, ces 2 droites
prolongées indéfiniment se rencontrent du côté où se trouvent les angles dont la somme
est inférieure à 2 droits.

" ;'\AI + 82 < 2 droits.

Reformulé au 18è siècle sous une forme équivalente: Par un point n'appartenant
pas à une droite, il passe une seule parallèle à cette droite.

Cette formulation ouvre la voie aux géométries non-euclidiennes.
(D'où l'importance de l'écriture ...)
De nombreuses écoles mathématiques depuis Euclide ont eu l'impression que le

5è postulat devait pouvoir se démontrer à partir des4 précédents. Après de nombreux
échecs, il restait la possibilité de remplacer cet axiome par un autre.

Lobatchevski choisit: Par un point n'appartenant pas à une droite,il passe une
infinité de parallèles à cette droite.

Conséquence: La somme des angles d'un triangle est alors inférieureà 180 d

Riemann choisit: Par un point n'appartenant pasà une droite, il ne passe pas de
parallèle à cette droite.

Conséquence: Lasomme des anglesd' Ull triangle est alors supérieure à180 d

Ils développèrent de nouvellesgéométries parfaitement logiques mais moins
naturelles.

l Lire. « Sur les géométries non-euclidiennes» de !'IRFMde Poitiers par Gaud, Guichard, Sicre et Souville.
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La grande nouveauté est liée à la nature de lespace qui dépend de la
géométrie mise en place. La géométrie ne se contente plus de mesurer l'espace,

elle « définit» cet espace.
D'où la notion de courbure de l'espace et les idées sur la relativité développées à

la suite de l'invention de ces nouvelles géométries.
Les géométries dites non-euclidiennes conservent quand même 4 des 5 axiomes

d'Euclide et restent ainsi euclidiennesà 80 %.
La description de l'espace attachéà ces géométries semble ne pas correspondre à

l'espace dans lequel nous vivons. En ce sens, ces géométries seraient non-euclidiennes.
Mais doit-on se fier à l'apparence où faire confiance aux informations données

par les modèles mathématiques ')
Nous laisserons la conclusion à Poincaré :« Jmaginant un monde sphérique

conforme à la géométrie de Lobatchevski », Poincaré dit:« Des êtres quiy feraient
leur éducation trouveraient sans doute plus commode de créer cette géométrie,

qui s'adapterait mieux à leurs impressions.
Quant à nous, en face de ces mêmes impressions,il est certain que nous

trouverions plus commode de ne pas changer nos habitudes»,

Superbe!

Les citations de la couverture de« Sur les géométries non-euclidiennes» donnent
une idée du séisme engendré par les dites géométries dans la première moitié du 19è

siècle.
Gauss à Bessel en 1829 :« J'ai peur des criaillements des ignorants.»

Et encore à la fin du siècle.
Henri Poincaré: «Les axiomes géométriques ne sont donc ni des jugements

synthétiques a priori ni des faits expérimentaux. Ce sont des conventions.»

Et au 20è siècle.
Gaston Bachelard :« On retrouvera la géométrie euclidienne,à sa place, dans

un ensemble, comme un cas particulier.»

Aurait-il voulu parler des Douze géométries .... ')
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10. LA GEOMETRIE DES TRANSFORMATIONS,
OlJ GEOMETRIE DE SITUATION.

Camille Jordan (1838-1922)
Félix Klein (1849-1925)

En janvier 1980, Griess a explicité le 26è et dernier groupe sporadique
(groupe fini simple )-Ie monstre de Fisher-comme étant un groupe de transformations
géométriques dans un espace de dimension 196 883. Ce groupe a environ 8.1053

éléments-environ c'est-à-dire à 5.1052 près ....

Il existe entre les diverses parties de toute figure géométrique 2 sortes de
rapports: les rapports de grandeur et les rapports de position.

Lazare Carnot.

L'objet de la géométrie considérée d'une manière générale est d'étudier les
propriétés des corps sous le rapport de leur étendue ou de leur configuration ..... Malgré
la distinction que nous venons d'établir entre ces 2 sortes de propriétés, on sent
toutefois qu'elles ont entre elles la dépendance la plus intime et que souvent celles
d'une espèce pourront conduire immédiatement à celles de l'autre. On a constamment
réuni dans les recherches purement géométriques ces deux genres de propriétés parce
que, en effet, il n'est aucun moyen de les isoler d'une manière absolument parfaite.

Poncelet, 1818

Les géométries descriptive et projective ont ouvert des voies dans l'étude et la
description de l'espace. Le dessin technique est nettement lié à la géométrie descriptive.
Le dessin d'art et l'architecture sont liés à la géométrie projective.

En ce début de 196 siècle, la géométrie améliore ses méthodes pour décrire
l'espace et le ramener au plan de la feuille de papier, que ce soit celle de l'ingénieur ou
ceJ1ede l'artiste.

La notion de transformation dont font partie les déplacements de points, ne va
apparaître qu'au 19è siècle.

Le théorème de Thalès aurait pu amener à la notion d'homothétie, la mesure des
angles aurait pu mener à la notion de rotation. Tel ne fut pas le cas. La science
commence par rechercher des connaissances stables et immuables. Lazare Carnot,
ingénieur et militaire, élève de Monge, et Poncelet, ingénieur et aussi élève de Monge
furent des précurseurs dans la géométrie de position. Celle-ci doit beaucoup à Monge
et à la technique.

Les travaux du célèbre Evariste Galois, mort en duelà 20 ans et 7 mois, après
avoir trouvé la solution du problème de la« Résolubilité des équations par radicaux»
datent de 1830. Ces travaux furent« enterrés» par j'Académie et il fallut attendre 1870
pour que Jordan les exhume. Galois avait eu l'idée des groupes finis (permutations des
racines d'une équation).
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A la fin du 18è siècle, les mathématiciens pensaient devoir abandonner« la mine
devenue trop profonde». Soixante-dix ans plus tard, devant la proliferation des
nouvelles géométries, Klein imagine son programme d'Erlangen proposant une
classification des géométries à partir des groupes de transformations.

Les transformations géométriques sont enfin étudiées dans le corpus
mathématique. Très curieusement, cette étude est une application des ...... groupes
algébriques .....aux invariants d'une figure géométrique1

Incorrigibles scientifiques qui étudient les transformationsà partir de leurs
invariants.

"1 "
.... ---._.- _.:({:--_._----_.

Groupe des isométries
du triangle équilatéral

Groupe des isométries
du carré.

UNE CONCLUSION

Les équations algébriques trouvent un aboutissement dans les équations de
Maxwell en 1860.

Les structures algébriques trouvent très vite un (premier) aboutissement dans la
théorie de la relativité (groupe de Lorentz) et tous les usages des groupes en physique
.Lire à ce sujet le chapitre « les groupes prennent le pouvoir» du livre de Lochak
intitulé: « la géométrisation de la physique»

Les structures algébriques vont aussi permettre au groupe Bourbaki (toujours les
structures .... ) de s'exprimer brillammentà partir de 1930.

Pendant ce temps, l'enseignement secondaire prend beaucoup, beaucoup de retard
et ronronne sur la géométrie d'Euclide réduite depuis le 19è siècle à la « géométrie
pure ».

Le réveil sera brutal.
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VERS LES GEOMETRIES ABSTRAITES.

Revenons àEinstein qui disait: « Comment se fait-il que la mathématique qui est
un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience s'adapte d'une si
admirable manière aux objets de la réalité'7 ».

Cette question nous surprend si l'on considere les travaux des arpenteurs de
l'Antiquité créateurs du systeme de mesure sur lequel furent bâties les mathématiques.

Mais quelle est la situation à la fin du 1ge siècle, juste avant l'apparition de la théorie
des ensembles? Les mathématiques sont en train de perdre leur. ...unité et en particulier
le nombre des géométries, pourtant sensées décrire un unique monde, croît
dangereusement.

Retour à l'unité: Klein, Lie et quelques autres réunifient les géométries autour de
la notion de groupe.

A chaque groupe de transformation, ils attachent une géométrie.

1 ) Géométrie métrique (pléonasme)
Les translations, les rotations et les symétries forment le groupe des isométries

laissant « invariantes» les figures au sens de ce groupe (loi interne). Les isométries ou
mouvements formentle groupe principal de la géométrie métrique.

L'espace cartésien est associé à cette géométrie.

2 ) Géométrie euclidienne.
Les similitudes (y compris les isométries) forment un groupe laissant invariantes

les figures au sens de ce groupe.

Le groupe des similitudes estle groupe principal de la géométrie euclidienne.
L'espace euclidien (ou cartésien) est associéà la géométrie euclidienne.

3 ) Géométrie affine.
Le groupe des affinités ou groupe affine est, bien sûr, le groupe principal de la

géométrie affine.

L'espace associé est l'espace affine ou arguésien (Desargues).

4 ) Géométrie projective.
Le groupe projectif est le groupe principal de cette géométrie. Ses transformations

laissent invariantes les figures dans ce groupe.

L'espace projectif: avec pointà l'infini, lui est associé.

En 1872, Klein généralise cette méthode dans le fameux programme d'Erlangen.

Une géométrie abstraite est définie par:
Définition: Soit une variété V d'éléments appelés points.
Soit un groupe G de transformations opérant sur les points de V.

Alors ==> la géométrie définie sur V par le groupe (principal) G est
formée des propriétés de l'espace Vinvariantes par G.
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Chaque géométrie (V,G) structure un espace associé.

La nouveauté est d'importance carla géométrie, a travers les transformations
autorisées, AGIT sur l'espace. La géométrie ne se contente plus de mesurer des
objets, elle lestransforme Or, le théorème de Thalès n'a pas donné a son auteur l'idée
d'homothétie. La rotation n'est pas plus étudiée dans l'Antiquité et la symétrie est une
propriété interne d'une figure, pas une transformation!

Homothétie, rotation, symétrie ne deviennent des transformations qu'au 19'"
siècle, pas avant1

Encore cette métamorphose ne s'effectue-t-elle qu'avec moult précautions que
vous aurez notées: structure, invariance, loi interne. Les garde-fous sont nombreux.
(Sans oublier les 2 propriétés d'un groupe: élément neutre et pouvoir revenir en arrière
avec une transformation réciproquel).

Que de précautions pour se décider a transformer!

Voila pourquoi Einstein évoque « une» géométrie indépendante de toute
expérience. L'espace de la relativité est structuré par le groupe de Lorentz. Aucune
expérience n'avait eu lieu mais une géométrie abstraite décrivait son espace.

Abstraction, abstraction, nous prenons la direction des maths dites modernes et
de quelques malheurs de l'enseignement.. .

Peu a peu, les avancées du savoir font disparaître la figure au profit des calculs
vectoriel et matriciel ou des groupes, voire des raisonnements

Jusqu'a ce qu'un Mandelbrot fasse ressurgir la figure comme élément fondateur
d'une «nouvelle» géométrie. Et puis Einstein pouvait-il réellement se passer de la
géométrie d'Euclide?

Et jusqu'où une géométrie est-elle abstraite?
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L'axiomatique
David Hilbert( 1862-1943)

Le vrai problème qu'a à affronter l'enseignement des mathématiques n'est
pas le problème de la rigueur, mais le problème de la construction du sens, de la
justification ontologique des objets mathématiques. 1..... 1 On n'a pas, je crois, tiré
de l'axiomatique hilbertienne la vraie leçongui s'en dégage; c'est celle-ci: on
n'accède à la rigueur absolue qu'en éliminant la signification; l'absolue rigueur
n'est possible que dans et par l'insignifiance. Mais s'il fautchoisir entre rigueur
et sens, je choisirai sans hésitation le sens.

René Thom
Un livre «Les fondements de la géométrie» et une conférence «Sur les

problèmes futurs des mathématiques» ont marqué le tournant du siècle dans la
communauté mathématique.

Les espaces hilbertiens sont lin des piliers des études mathématiques.
Nous avons vu lesprofondes transformations subies par la géométrie au 19è

siècle. La géométrie reste 2300 ans après Euclide la science par excellence et Hilbert
écrit bel et bien« Les fondements de la géométrie» et non de l'analyse ou de l'algèbre!
Il propose d'ailleurs de remplacer les mots« point, droite, plan» par« chaise, table et
chope de bière» mais il ne le fait pas. Pourquoi d'ailleurs ne propose-t-il pas de
remplacer « géométrie» par« taverne» ?

«Sur les problèmes futurs des mathématiques» propose, en 1900, un
programme de recherche pour le siècle1 Comme le siècle est en voie de se terminer.. ..

L'introduction contient quelques précieux enseignements. On peut y lire:
« L'histoire enseigne la continuité du développement de la Science;»
..................I!

Un mathématicien français des temps passés a dit:« une théorie mathématique
ne doit être regardée commeparfaite que si elle aété rendue tellement claire qu'on
puisse la faire comprendre au premier individu rencontré dans la rue .................. !"

A de nouvelles idées correspondent nécessairement de nouveaux symboles ~nous
devons choisir ces derniers de manière qu'ils nous rappellent les phénomènes qui ont
été à l'origine de nouvelles idées. Ainsi les figures de la géométrie sont des symboles
qui nous rappellent l'intuition de l'espace, et c'est ainsi que tout mathématicien les
emploie .

........ . . .. ... . 111 !

Comment se passerait-on de la figure du triangle, du cercle avec son centre,
ou de la figure formée par trois axes rectangulaires'! Et qui donc renoncerait à la
représentation des vecteurs ...

................... !IIII

Les signes et symboles de l'Arithmétique sont des figures écrites, et les
figures géométriques sont des formules dessinées ~aucun mathématicien ne pourrait
se passer de cesformules dessinées, pas plus qU11 ne pourrait, dans les calculs, se
passer de parenthèses ou de crochets ou autres signes analytiques.

.... . .... . !"Il,
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Par contre, dans laconclusion, on trouve: «Cette conviction de la possibilité de
résoudre tout problème mathématique est pour nous un précieux encouragement
pendant le travail. Nous entendons toujours résonner en nous cet appel :Voilà le
problème. cherches-en la solution. Tu peux la trouver par le pur raisonnement.
Jamais. en effet.un mathématicien ne sera réduit à dire: Ignorabimus».

Quelques problèmes parmi les 23 problèmes de Hilbert.

1. Problème de M.Cantor relatif à la puissance du continu .
..................... au point de vue de l'équivalence, il n'y aurait donc que deux

ensembles de nombres: l'ensemble dénombrable et le continu ..

Il. De la non-contradiction des axiomes de l'Arithmétique .
.................. démontrer qu'en se basant sur les axiomes l'on ne pourra jamais

arriver à des résultats contradictoires au moyen d'un nombre fini de déductions
logiques .

X. De la possibilité de résoudre une équation de Diophante.
On donne une équation de Diophante à un nombre quelconque d'inconnues et à

coefficients entiers rationnels : on demande de trouver une méthode par laquelle, au
moyen d'un nombre fini d'opérations, on pourra distinguer si l'équation est résoluble
en nombres entiers rationnels.

(voir le théorème de Fermat)

Et de conclure

Le caractère d'unité de la Mathématique est J'essence même de cette Science. En
effet, les Mathématiques sont les fondements de toutes les connaissances naturelles
exactes. Pour qu'elles rempl issent complètement ce but élevé, puissent-elles être dans
le nouveau siècle cultivées par des maîtres géniaux et par nombre de jeunes gens
brûlant d'un noble zèle!

lrem de Montpellier 128 Alain BERNARD



LE TEMPS ESTRELATiF

Où l'on voit une application conjointe des 3 stades de l'épistémologie conçus par

Piaget.
stade 1 ) Le théorème de Pythagore (encore1)

stade 2 ) Les repéres du plan.
stade 3 ) Les déplacements.

Présenté dans un mémoire en 1905, la théorie de la Relativité est probablement la

plus célèbre des théories scientifiques du 20è siècle. En 1905, Einstein a 26 ans.
Depuis 1888, les scientifiques savent, par les expériences de Michelson, que la

vitesse de la lumière est constante dans toutes les directions et ne s'ajoute ni ne se

retranche dans 2 mouvement relatifs.
Einstein est physicien et doit obéirà l'expérience.
Il imagine, selon sa méthode habituelle, une expérience par la pensée devant tirer

les conséquences des expériences de Michelson. Cette expérience est plus facileà
monter et avouons qu'il n'est pas loin de faire des mathématiques.

En physique, la distance d, la vitesse v et la durée t sont liées par la relation du 1er

degré: d= V.t.
y'

B

AM=a

0' x'
Un rayon lumineux va de Aà M puis de M à B parcourant la distance 2a pendant

la durée t'.
On a : 2a= c t' où c est la vitesse de la lumière."

Plaçons ce repèrex'O'y' dans un repère fixe xOy et faisons se translater le repère
x'O'y' d'une distance d pendant le trajet du rayon lumineux.(Il faut aller vite)

B

y y'

A

0' x' 0' x' mobile

o d = v t x fixe

Pendant le déplacement de longueurd. d'une durée t. le rayon lumineux parcourt

la distance 2 h ce qui donne 2h= ct selon Michelson.
d2

Appliquons l'inévitable théorème de Pythagore: h2
=4+ a2
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ct
Remplaçons: h=2 : d = vt :

Nous obtenons: c2 t2 = v2 t2 + c2 t'2 pUIS

e= 1 _ v2/ c2

Comme on pouvait s'en douter, cette célèbre relation est clairement du 2ème
degré entre le temps t dans le repère xoy et le tempst' dans le repèrexoy. Elle est
une application du théorème de Pythagore.

Pour un même mouvement un observateur situé dans le repère mobile mesurera
un temps t'inférieur au temps t mesuré dans le repère fixe. Il vieillira moins vite que
l'observateur resté immobi le. (d -où l'intérêt de bouger)

Pour ce qui nous concerne, 3 types de géométries interviennent, toutes 3
indispensables.

1 ) La géométrie d'Euclide (ou de Pythagore).

2 ) La géométrie « analytique» (pour se repérer)

translation ).
3 ) La géométrie des transformations (pour le mouvement de

Laissons à Einstein la conclusion sur cette expérience théorique: «si la théorie
de la relativité se révèle juste, les Allemands diront que je suis allemand, les Suisses
que je suis suisse et les Français que je suis un grand homme de science. Si la théorie
de la relativité se révèle fausse, les Français diront que je suis suisse, les Suisses que je
suis allemand et les Allemands que je suis juif».
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L'APPRENTISSAGE DE L'ESPACE EN FRANCE EN 1994.

L'enseignement français actuel a fait J'impasse sur toute la
géométrie, essentielle pour les ingénieurs et les physiciens, et
devenue une des branches fondamentales des mathématiques
modernes.

L.Schwartz (voir page 29)

La raison première de la géométrie est de mieux nous faire appréhender
l'espace, un monde que nous n'avons pas créé. Pour ce l'aire, les géomètres ont
« créé» des objets simplifiés qu'ils ont appris à mesurer et à étudier. Comment un jeune
Français apprend-il la notion d'espace durant son cursus scolaire?

Durant les 5 années de l'école primaire, il apprend à construire les figures usuelles
de la géométrie élémentaire et à mesurer des segments et des surfaces. Ce premier
stade de l'épistémologie de Piaget est complété en 6ème et en 5ème : constructions,
mesures et propriétés des figures.

Durant les 7 années de l'enseignement secondaire, l'apprentissage de la géométrie
se centre sur les transformations du plan (sans la notion de groupe) par action sur des
figures. Les notions de composition et de d'application réciproque sont abordées dans
la seconde partie des études secondaires.

Cet apprentissage de la géométrie est complété par l'étude de l'analyse
soigneusement séparée de la géométrie. Elle permet de préciser la notion de repérage
dans le plan et dans l'espace tout au long de ces 7 années.

La géométrie analytique devenue Analyse avec le temps, deuxième stade de
l'épistémologie de Piaget ne participe plus à l'étude de l'espace.

De plus l'apprentissage des stades 2 et 3 (celui-ci amputé de la notion de groupe)
se fait simultanément et pour la majorité des jeunes l'apprentissage mathématique de la
notion d'espace s'arrête là. Seule une toute petite minorité la poursuivra à travers l'étude
des groupes et de l'algèbre linéaire complétant l'étude du stade 3 de Piaget. Cependant,
pour ces derniers, la notion même d'espace et de géométrie disparaît au profit du calcul,
matriciel ou vectoriel, dans l'algèbre linéaire.( 1er degré: les seuls problèmes que l'on
sache vraiment résoudre).

Peut-être serait-il judicieux de remettre un peu d'intuition en algèbre linéaire
laquelle deviendrait en quelque sorte de la géométrie linéaire.

Questions:
Dans le Secondaire, ne devrait-on pas avoir en application l'étude des groupes de

transformations des figures usuelles, triangle équilatéral, carré et cube dont la
visual isation est facile et permet justement un bon apprentissage de la notion de
transformation mais surtout du plan ou de l'espace?

Dans le Supérieur, ne devrait-on pas réinsérer l'algèbre linéaire plus clairement en
géométrie? D'autant que l'algèbre linéaire utilise, et pour cause, le vocabulaire de la
géométrie: point, droite, plan1
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L'algèbre n'est qu'une géométrie écrite,
la géométrie n'est qu'une algèbre figurée.

Sophie Germain

Les signes et symboles de l'Arithmétique sont des figures
écrites et les figures géométriques sont des formules
dessinées; aucun mathématicien ne pourrait se passer de
ces formules dessinées, pas plus qu'il ne pourrait, dans les
calculs, se passer de parenthèses ou crochets ou autres
signes analytiques.

David Hilbert, 1900.

11. LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Contrairement à une croyance très répandue, l'idée
d'une géométrie « pure», séparée de l'algèbre, est tout à
fait récente (début duXIXè siècle); elle était complètement
étrangère aux Grecs, qui ne connaissaient pas l'algèbre au
sens moderne. En revanche, leur géométrie était vraiment
une « algèbre-géométrie », un mélange complexe de
raisonnements purement géométriques, et de calculs sur des
rapports de segments.»

Jean Dieudonné,1982
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Présentation

La géométrie est« l'art de raisonner juste sur des figures fausses». Depuis leur
création, les figures sont des objets idéaux. Leur dessin est une représentation
imparfaite mais suffisante pour l'usage humain. Par contre, insistons, les
mathématiciens sont tenus de raisonner juste. Ce devrait être une de leurs rares
qualités. Plus la figure se complique, plus elle est imparfaite et ce qui devait arriver,
arriva peu à peu. Les matheux ont continué de raisonner -plus ou moins juste- (voir la
citation de Dieudonné), sur des figures de plus en plus fausses puis plus de figure du

tout comme en algèbre linéaire, dansR", où le dessin d'un pavé est bel et bien superflu

(voire difficile pour n >3)
La géométrie algébrique fait encore mieux. Une difficulté de l'algèbre est

l'existence ou non des racines d'une équation. Dans le corps des nombres complexes,
C, une équation de degré n a exactement n racines ce qui permet, en théorie, de
ramener toute équation à une factorisation du1er degré:

( x- XI )(x-x) ) ... ( x-x" ) = °
Le rêve du mathématicien.
Tout problème est découpé en n problèmes du1e, degré. Dès lors, au lieu de

considérer les points deRn à coordonnées réelles, il est plus «logique» (si!) de

considérer les points de C
n

à coordonnées complexes.
Par exemple, x2 + y2 = 1 est l'équation du cercle de centre (0,0) et de rayon l

passant par le pointA ( l ,0).
x2 + y2 = -1 est l'équation du cercle de centre (0,0) et de rayoni

passant parA (U.i).
(Ne pas faire de dessin)
La géométrie algébrique réclame une haute technicité. Cependant. elle reprend

les méthodes de la bonne vieille géométrie euclidienne auniveau des courbes en y

intégrant les résultats des structures algébriques.

Pour ce qui concerne la rigueur, nous laisserons la parole à Dieudonné, grand
prêtre (laïque) de la recherche mathématique française du 20è siècle et qui regrettait un
jour, lors d'une émission de télévision de n'être compris ni par ses collègues de
l'Académie des Sciences, ni même, souvent, par des collègues chercheurs d'autres
branches des mathématiques« On sait que malgré les efforts de Dedekind, Weber et
Kronecker, le relâchement dans la conception de ce qui constituait une démonstration
correcte, déjà sensible dans l'école allemande de géométrie algébrique des années
1870- 1880 ne devait que s'aggraver de plus en plus dans les travaux des géomètres
français et surtout italiens des deux générationssuivantes les brillants succès
obtenus contrastant avec le lait que, jusque vers 1940, les successeurs orthodoxes de
Dedekind s'étaient révélés incapables de formuler avec assez de souplesse et de
puissance les notions algébriques qui eussent permis de donner de ces résultats des

démonstrations correctes»
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0) PREHISTOIRE ET NAISSANCE
DE LA GEOrVIETRIE ALGEBRIQUE

La géométrie grecque fut fondée sur les figures idéales de Platon.

Cette géométrie-toujours d'actualité-avait pour origine LE système de mesure
cree par les Chaldéens ou les Sumériens,il y a environ 5000 ans. Ce système de
mesure reliait déjà chaque segment à un nombre Première science rédigée de façon
axiomatique à partir de définitions, de postulats, d'axiomes et de théorèmes (ou
propositions), la géométrie d'Eue! ide ne fut jamais remise en cause : la géométrie
d'Euclide est un système de mesure déductifde l'espace.

L'algèbre arabe fut fondée vers 850 par AI-Khwarizmi qUI résolut toutes les
équations du 2è degré.

De son côté, l'algèbre fut fondée sur les systèmes de numération-et l'algèbre-des
Indiens et des Chinois. L'algèbre arabe donna au langage des nombres des règles qui
ne furent jamais remises en cause.

La géométrie algébrique naît au 17è siècle de la rencontre de ces 2 théories:

1) D'une part, Viète et Descartes mettent au point l'écriture algébrique.
2) D'autre part, Descartes imagine de repérer les points du plan par 2 mesures

dans 2 directions fixes Ce ne sont pas encore les repères mais l'idée et la méthode sont
là.

ly
Mtx.y)

/
o x

(Rappelons une dernière fois, dixit Piaget, le changement de nature de la
géométrie. La géométrie grecque est une géométrielocale restreinte à la figure étudiée.
La géométrie de Descartes est un géométrieglobale repérant tous les points de
l'espace étudié)

3) Enfin Fermat relie les courbes de la géométrie grecque aux équations de
l'algèbre arabe, terminant de mettre en place la géométrie algébrique. Les droites et les
coniques, seules courbes étudiées à cette époque (avec les courbes mécaniques)
correspondant aux équations du 1cr et du ymc degré

Avant d'évoquer l'histoire de la géométrie algébrique de sa naissance au 17è
siècle jusqu'à ce qu'elle devienne déraisonnable pour nous, examinons quelques
grands théorèmes dans le but d'essayer de comprendre comment fonctionne cette
1iaison entre algèbre et géométrie.
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1) THEORE1\;IE DE FER1VIAT :
DE L'ARITHMETIQUE A LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE.

Nous connaissons depuis les Babyloniens(-2000 au moins) l'existence de triplets
pythagoriciens (III) : Nombres entiers mesurant les côtés d'un triangle rectangle et
vérifiant l'égalité x2 + y2 = Z2 . Par exemple 3,4 et 5 et la fort utile corde à 13 noeuds.

C'est déjà de la géométrie algébrique ou une« algèbre-géométrie» comme le
note Dieudonné.

De plus, en divisant parZ2, les solutions sont les points du cercle d'équation:
X2 + Y' = 1 dont les coordonnées (X, Y) sont rationnelles.

Toujours de la géométrie algébrique!
Fermat écrivit un jour dans une« Aritmétique » de Diophante (vers le1 er siècle) :

« D'autre part, un cube n'est jamais la somme de deux cubes, une puissance quatrième
n'est jamais la somme de deux autres puissances quatrièmeset plus généralement,
aucune puissance supérieure à deux n'est la somme de deux autres puissances
analogues. J'ai trouvé une merveilleuse démonstration de cette proposition, mais je ne
peux l'écrire dans cette marge car elle est trop longue»

Cette conjecture est purement arithmétique. Pas de figure
La démonstration manquante fut donnée350 ans plus tard par Andrew Wiles en

IUIll 1993, complétée en Septembre1994 Conclusion dun long et harassant travail de
toute une communauté sur3 siècles et demi, cette démonstration ne se situe pas en
arithmétique mais bel et bien en géométrie algébrique. Seule l'étude de certains types
de courbes a pu venir à bout de la conjecture de Fermat.

Transfert de l'arithmétique à la géométrie algébrique
Comme pour le degré2, on divise parzn et on se ramèneà l'équation:

( ~ ) n + ( Ï. ) n = 1. Il reste à étudier le polynôme P(X,Y) = x'' + yn -1 ou laz z -

courbe d'équation X" + yll = 1 et à trouver les pointsà coordonnées rationnelles. La
théorie des nombres, le corpsQ des rationnels permettent d'avancer dans cette étude.
Malheureusement. nous sommes assez démunis devant des courbes algébriques de
degré Il quelconque et il fallut encore il simplifier » le problème en se ramenantà des,
courbes de degré.2 ou .3 mieux connues.

Ce furent les courbes d'équation y2 = xïx- X") (x- Y") de degré 3 qui menèrent à
la solution

Mais revenons .2 sicclcs en arrière
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Il) THEOREME FONDAM~~TAL ~E L'ALGEBRE.

Soit une équation polynômiale Pt x)= 0 de degré n2 1, dans C
Alors => Cette équation a exactement n solutions.

L'énoncé le plus ancien de cette conjecturepurement algébriqueest attribué au
Flamand Girard en1629 peu après la création des nombres complexes:« Toutes les
équations d'algèbre reçoivent autant de solutions que la dénomination de la plus haute
quantité le démontre.» Enoncé complètement littéral à une époque où l'écriture
algébrique est en gestation mais conjecture d'algèbre.

Les nombres complexes étaient apparus en 1545 chez Cardan pour donner des
solutions-impossibles-à des équations du 3ème degré. Girard écrivait encore :«On
pourrait dire: à quoi servent ces solutions qui sont impossibles, je réponds pour trois
choses, pour la certitude de la règle générale, et qu'il n'y a point d'autres solutions,et
pour son utilité. » Une première démonstration, non-satisfaisante, de la conjecture de

Girard fut proposée par d'Alembert vers1750 (::::> théorème de d'Alembert ).On
attribue à Gauss en1799 la démonstration effective du théorème.

Quelle fut la démarche effective de Gauss? Etonnante, vous allez le voir.Au
cours du 18ème siècle, Euler avait tellement orienté les maths vers les calculs
algébriques (malgré le cercle dEuler.. ..) qu'il en avait« oublié» la représentation
« géométrique» des nombres complexes par des points. Euler était passéà côté du plan
complexe! Funeste oubli. Pourtant, au long du 18ème siècle, les nombres complexes

avaient peuà peu changé de forme, d'écriture. Le~ de Cardan était devenu 11~
et les parties réelle et imaginaire se séparaient peu à peu. Mais les nombres imaginaires

étaient-ils tous de la forme a+ b~ avec a et b réels?

Gauss eut l'idée de traiter les nombres z= a + bi comme des points M(a,b) du
plan et réciproquement, créant ainsi le plan complexe. Ce passage de l'algèbreà la
géométrie était la solution du problème.

Le scénario de la démonstration proposée par Gauss est alors le suivant (lire
l'article de Friedelmeyer et Volkert « Quelle réalité pour les imaginaires ?» dans
« Histoires de problèmes» IREM page 342)

1°) Passer en polaires en repérant chaque point M du plan par son module r et son

argument ~. z= r (cos ~+ i sin~) et zn = r" (cos (n~ + i sin n~»)
2°) On sépare partie réelle et partie imaginaire du polynôme Pt x) de l'équation

étudiée :

T(r.~)+i U(r.~)=O

3°) T (r.è) = 0 donne une courbe Cr etU (r.~) = 0 donne une courbe Cu
Le problème est alors de savoir si ces 2 courbes ont bien un point commun,

correspondant dans le plan à la solution de notre équation
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4°) En divisant T et U par rn, on trouve quand r ~ + CI) les asymptotes des 2
courbes données respecti vement par:

CT 1 cos n4>1 = 1
kn

=> 4>=-n

1
rr "-'TC

Cu 1 sin n4>= 1 => ~ = 2n + ~

Ce qui donne des asymptotes se succédant alternativement en polaires.

50) Les courbes CT et Cu sont des arcs de courbes venant de l'infini près d'une
asymptote et repartant à l'infini près d'une autre asymptote. Il reste à prouver-ce n'est
pas évident-qu'au moins 2 de ces arcs de courbes se coupent. Gauss prouve par
l'absurde l'existence de ce point image d'une solution de son équation.

Gauss dit :« Il me semble largement assez prouvé qu'une courbe algébrique ne
peut ni brusquement s'interrompre quelque part (comme cela se produit par exemple

dans la courbe transcendante dont l'équation est y= LO~ x) ni se perdre d'une certaine

manière en un point après une infinité de détours (comme la spirale logarithmique), et
autant que je sache, personne n'a élevé le moindre doute là-dessus. Cependant, si
quelqu'un le demande, j'entreprendrai à une autre occasion de fournir une
démonstration qui ne puisse être soumise à aucun doute.» Friedelmeyer et Volkert
commentent :« Personne apparemment ne le demande, et Gauss ne fournira pas de
démonstration de ce résultat. Ce n'est qu'en 1920 queA. Ostrowsky complétera la
démonstration de Gauss.»

Il y aurait beaucoup à dire sur cette phrase de Gauss. D'abord sur les types de
courbes évoquées, on est loin des courbes sans tangentes ou des fractales. Ensuite sur
la certitude issue de \' intuition spatiale. Autantil est douteux qu'une équation ait des
racines, autantil est clair-sans autre tonne de procès-que 2 courbes bien situées se
coupent 1

Des dizaines de démonstrations du théorème fondamental de l'algèbre seront
trouvées mais TOUTES ces démonstrations font appel à la géométrie algébrique, à
« l'alliance intime» comme disait Chasles entre algèbre et géométrie,« clef universelle
des mathématiques.»
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HI) LES INTEGRALES ÀBELIENNES,_: _~=_:: ~ _----.1

Abe!
Riemann

Calculer l'intégrale 1= f './ax~bx+c dx

Là encore, la méthode classique utilise la courbe de la conique : y=ax-i-bx+c et
l'essentiel du calcul intégral usuel consiste à se ramener par changement de variableà
une fraction rationnelle puisqu'en théorie, on sait intégrer toutes les fractions
rationnelles.

Ici, on sait paramétrer la courbe sous forme:

{
X=f(t)

y = g(t) où f et g sont des tractions rationnelles.

On a gagné puisque l'intégrale devientf g(t) f'(t) dt et on aura gagné chaque fois
que le paramétrage de la courbe sera possible sous tonne de fractions rationnelIes.
Célèbres depuis Abel qui a trouvé la méthode, ces courbes sont dites unicursales.

Cette fois, un problème de pure analyse trouve sa solution en géométrie, par
J'étude d'une courbe associée au système.

IV) LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE: UN pIïJ'ïYïÏi§jOIRE.

Bien entendu, dans aucun de ces trois cas, on ne trace la courbe mais seules ces
courbes permettent de débloquer le problème arithmétique de Fermat, le problème
algébrique de Gauss et le problème d'analyse d'Abel. La géométrie algébrique est une
science complète mettant en correspondance l'intuition spatiale et le raisonnement
algébrique comme cela s'est régulièrement fait dans les cas difficiles. Nous avons
évoqué 3 succès de la géométrie algébrique dans3 branches des mathématiques dont
un succès fort récent En cette fin de 20ème siècle, la géométrie algébrique fédèreà
peu près toutes les recherches mathématiques y compris sur les nombres entiers.

La géométrie d'Euclide devint algébrique par3 grandes créations du 17è siècle
1) Les repères de Descartes
2) L'écriture algébrique: ax?+ bx + C = 0 (Viète, Descartes)
3) La mise en équations des courbes par Fermat

Fermat dit avoir trouvé la démonstration de son théorème. Si cela est fort peu
probable ( 10-7 ), par contre il avait mis en place les éléments pour le démontrer. Après
les travaux d'Abel, de Riemann, de Poincaré, de Noether et des écoles italienne,
allemande et française de la fin du XIXè siècle, la géométrie algébrique connut au XXè
siècle un immense développement.

Dans les 50 dernières années les espaces deJ.P. Serres, et les schémas de
Grothendieck (tous deux médaille Fields) furent des créations majeures hors de notre
portée mais dont on peut situer le cadre.

Ce développement contemporain de celui de lathéorie des ensembles et
précédant celui de l'axiomatique (et motivant celui-ci) ne fut peut-être pas un modèle
de rigueur. Répétons «On sait que malgré les efforts de Dedekind, Weber et
Kronecker, le relâchement dans la conception de ce qui constituait une démonstration
correcte, déjà sensible dans l'école allemandede géométrie algébrique des années
1870 1880 ne devait que s'aggraver de plus en plus ...... »
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V) LA GEOMETRiE ALGEBRIQUE:
LE CADRE MATHEMATIQUE

Daniel Perrin a publié dans la collection« Savoirs actuels» son cours de D.E.A.à
Orsay (A lire pour en savoir pIus ... )

Il commence par: « La géométrie algébrique est l'étude des variétés algébriques:
toutes celles qui sont définies comme ensembles des zéros d'un ou plusieurs
polynômes. »

Autrement dit, la géométrie algébrique étudie les ensembles de points définis par
une équation algébriquepolynôrniale.

Perrin utilise le théorème de Bezout pour préciser ce cadre.
Théorème de Bezout(fin du J Sè)

Soit 2 courbes polynomiales planes de degrésrn et p.
Alors => ces 2 courbes ont au plus mp points d'intersection.

Comme pour les équations dans R, ce« au plus »n' est pas satisfaisant.
Que manque-t-il pour le remplacer par« exactement» comme dans les équations

dans C?

Quatre conditions:
1°) Composantes communes: Ne pas avoir une infinité de points en commun:

y = X2 et sa restriction a RI par exemple.
2°) Dans R2" un cercle et une droite peuvent ne pas se couper.

X2 + y2 = 1 et X = 2 mais dansC2, ils ont 2 points imaginaires en commun.
3°) parallélisme: Deux droites parallèles n'ont pas de points communs!
Si 1 Les points a l'infini .... géométrie, géométrie. Donc, on est amenéà passer

dans J'espace projectif pour pallier cet inconvénient.
4°) Tangentes et multiplicité des points de contacts.
Un cercle -degré 2- et une droite tangente -degré l-ent Ull point double en

commun. multiplicité dontil faudra tenir compte
Conclusion En géométrie algébrique. on travaille dans les espaces projectifs

construits sur C - ou si possible dans des corps algébriquement clos ce qui n'est pas le
cas pour le théorème de Fermat avecQ

C'est bel et bien l'étude des courbes, des variétés affines (des points) qui guide
l'intuition. Même s'il parait ardu de tracer ces courbes dans un espace projectif sur C.

Le théorème de Bezout devient:
Dans le plan projectif complexe, soit 2 courbes algébriques C et C' de degrés d

et d'et sans composante commune

Alors => les courbes C et C' se coupent exactement en dd ' points comptés avec
leurs multiplicités.

Daniel Perrin donne l'exemple suivant:
Trifolium : ( X2 + Y' )2 + 3X2y _y3 = 0 de degré 4
Quadrifolium : ( X2 -1 y2)' - 4 X2Y2 = 0 de degré 6
Nombre de points communs :4x6 = 24
L'origine' 14 fois ( ') ); 4 points du plan; 2 points imaginairesà l'infini et triples

soit 2x3 = 6 . total' 14 + 4 + 6= 24
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~ -VI) GEOlVlETRIE ALGEBRIQUE:
DES DROdES AUX VARIETES AFF'INES.

La description de l'espace continue avec la construction des ensembles

algébriques affines(EAA).
Le théorème fondamental de l'algèbre et le théorème de Bezout amènentà

s'intéresser aux ensembles de points qui annulent un" deux, ou plusieurs polynômes.
Ces ensembles de points sont les variétés affines qui généralisent les notions de point,

droite, courbe ou surface.
Définition: soit un corps k commutatif ( R ou C ou Q .... )

S un ensemble de polynômesà une ou plusieurs variables.

La variété algébrique affine V(S) est l'ensemble des points xE k" qui annulent

tous les polynômes de S.
Exemple 1 ) n= 1 ; la droite réelle R

a) S est le polynôme nul==> V(S) est la droite

b) S est: P(x)= x(x-l)(x-2) ==> V(S) contient 3 points x= 0, x = 1, x = 2

Exemple 2) n = 2 ; le plan réel R2

a) S est le polynôme constant P(x) = 1 :::>V(S) est vide.

b) S est le polynôme nul:::> V(S) est le plan;

c) S est formé de : P(x)= x2 + y2 - 4 et Q(x) = x - 1 => V(S) est formé des 2
points communs du cercle et de la droite d'équations P(x)=O et Q(x)=O

Exemple 3 ) n = 2 : le plan rationnelQ~

a) S est le polynôme P(x)= x2 + y2 - 1 :::> V(S) est formé des couples (x, y) avec

x = ~ et y = ~ ; (a,b,c) étant les triplets pythagoriciens.

b) S est le polynôme P(x)= x" + y" -1 avec n?: 3 => V(S) = 0
théorème de Fermat!l'

VII ) GEOMETRIE ALGEBRIQUE: TOPOLOGIE DE ZARISKI
Oscar Zariski (1899-1986)

Propriétés des variétés algébriques affines V(S)
1°) L'espace considéré est une variété algébrique affine pour P= 0
2°) L'ensemble vide est une variété algébriqueaffine pour P= 1
3°) Une intersection quelconque de variétés algébriques affines est une variété

algébrique affine (par intersections de courbes de plus en plus nombreuses)
4°) Une réunion finie de variétés algébriques affines est une variété algébrique

affine : PjQj = 0 c> Pl = 0 ou Qj= 0
Les variétés algébriques affines définissent une topologie (toujours l'espace) dite

de Zariski dont les variétés algébriques affines sont lesfermés.
Les complémentaires des variétés sont les ouverts de la topologie;
Daniel Perrin précise: « Attention, la topologie de Zariski est très différente des

topologies usuelles et ilfaut en acquérir une intuition ad-hoc.»
Intuition et topologie nous ramènent à l'étude de l'espace construit.
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Dans l'espace R3, domaine privilégié de la dite intuition, lesfermés « sont » les
zéros des polynômes, c'est-à-dire les surfaces ou leurs intersections, courbes et points.
Les fermés sont« petits ». Les ouverts sont les complémentaires desfermés et sont
« grands» en comparaison des boules et fermés des métriques ou des topologies
habituelles. Mesure, mesure ...

La géométrie algébrique se développe en passant des espaces affines réels aux
espaces projectifs complexes. Que devient alors l'intuition?

Il est encore moins facile de suivre ce développement vers les espaces de Serres,
les faisceaux ou les schémas. Le cours de Daniel Perrin se termine par une introduction
simplifiée à ces schémas et il s'agit d'un cours deD.E.A. 1 On comprend mieux les
difficultés rencontrées dans les« maths modernes» lors de la perte d'intuition, au
moment où toute la construction de l'espace se fait par le langage algébrique.

Pourtant, la géométrie algébrique est fondée sur la construction d'espaces. Au-
delà de l'introduction, le livre de Perrin ne contient plus de figure mais toute
l'intuition est spatiale - points, courbes, surfaces et hypersurfaces - sans lesquels on ne
peut ni comprendre, ni construire. Quand l'auteur définit la topologie de Zariski, il met
en place l'intuition ad-hoc.

Les mathématiques sont à l'origine un système de mesure (segment-nombre). Au
17è siècle, la création de la géométrie algébrique (point-coordonnées ; courbe-
équation) a ouvert un immense domaine.

Mais les mathématiques restent la science de la mesure de l'espace et seul un bon
transfert entre l'intuition spatiale et la logique du langage algébrique a permis de
démontrer le théorème fondamental de l'algèbre, de calculer les intégrales abéliennes
et de démontrer le théorème de Fermat.

« Etymologiquement, la géométrie est la science des mesures terrestres; issue des
réflexions des arpenteurs, elle est inséparable de la notion de nombre» Jacqueline
Lelong. L'apport de l'algèbre au 17è siècle est un« premier pas vers une alliance plus
intime entre l'algèbre et la géométrie .... clef universel le des mathématiques» (Chasles,
Aperçu historique) Nous voyons cette indispensable« alliance universelle» dans les
grands théorèmes créateurs des mathématiques : Thalès, Pythagore, tangente et
dérivée, courbe et intégrale, espace vectoriel, espaces métriques .....

Hilbert dans l'introduction de ses« 23 problèmes» en ]900, écrit comme nous
l'avons vu :« Les signes et les symboles de l'Arithmétique sont des figures écrites, et
les figures géométriques sont des formules dessinées; aucun mathématicien ne pourrait
se passer de ces formules dessinées, pas plus qu'il ne pourrait, dans les calculs, se
passer de parenthèses ou de crochets ou autres signes analytiques.»

En 1982, Dieudonné, autre chantre de l'axiomatique, évoquait« la domination
universelle de la géométrie» et écrivait :«A li contraire, j(~ pense qu'en éclatant au-
delà de ses étroites frontières traditionnelles elle arévélé ses pouvoirs cachés, sa
souplesse et sa faculté d'adaptation extraordinaire, devenant ainsi un des outils les plus
universels et les plus utiles dans tous les secteurs desmathématiques. Et si quelqu'un
parle de la« mort de la géométrie», il prouve simplement qu'il est complètement
ignorant de 90% de ce que font les mathématiciens aujourd 'hui.»
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Alors d'où vient cette domination?
Du créateur des mathématiques: le cerveau.
Nous connaissons aujourd'hui (un peu) l'organisation du cerveau.
L'hémisphère droit est celui de l'intuition et de l'espace: points, courbes.
L'hémisphère gauche est celui du langage et du raisonnement : nombres,

équations, logique.
Le corps calleux est chargé de gérer l'alliance intime entre les 2 hémisphères,

entre les points et les nombres.
Voilà une raison pour laquelle la géométrie« pure» du 19è siècle dut très vite

redevenir une géométrie algébrique ou une algèbre-géométrie, recréant cette alliance
intime entre les figures de l'espace et l'écriture algébrique.

Alliance intime liée au fonctionnement du cerveau, du cerveau de Gauss, du
cerveau d'Abel, du cerveau de Wiles, de tous les cerveaux.
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LE PARADOXE DE BANACH - TARSKI

En cette fin de 19è siècle, les groupes de transformations et la théorie des
ensembles génèrent de nouveaux paradoxes. Banach et Tarski sont deux hrillants sujets
de l'école polonaise de mathématique.Tarski s'intéresse particulièrement à la logique
mais la démonstration de son paradoxe-délicate- passe hel et bien par les groupes de
transformations.

L'énoncé est simple. Vous prenez 2 houles (sphères pleines), par
exemple une orange et la Terre.

Alors===> il existe une façon de découper la Terre pour la réduire à la
taille de l'orange 1

Paradoxal, non1

(Pour la démonstration, non triviale comme déjà dit. voir le petit livre de Marc
Guinot • le paradoxe de Banach-Tarski)

Essayons de préciser "idée qui montre bien le lien entre l'espace qui nous entoure
et le travail des mathématiciens qui cherchent à le décrire pour mieux le comprendre.

Cette idée est très simple.Nous pensons bienconnaître ladroite réelle et plus
précisément la MESURE de TOUS lessous-ensembles de cette droiterêlle. Une
(in)certaine logique voudrait que la mesure des intervalles de R se prolonge à TOUS
les sous-ensembles de R avec quelques propriétés usuelles.

1 ) La mesure d'un intervalle 1=[a.b] est la longueur habituelle b-a.

2 ) La mesure de la réunion d'ensembles disjointsEn est la somme des

mesures des ensemblesEn.

3 ) La mesure est invariante par translation. (il vaut mieux .... ).

4 ) TOUTES les parties de la droite réelle ont une mesure.

Malheureusement cette hypothétique mesure universelle n'existe pas. (voir encore

Guinot).

Seuls les ensembles pas trop éloignés des intervalles sont mesurables avec l'unité

de mesure habituelle

Ceci explique.

1 ) la possibilité de découper -en théorie- la grosse houle en sous-ensembles

NON-mesurables qu'il sera loisible defaire entrer dans l'orange.

2 ) les inévitables tribus et clans des cours du Supérieur Les intervalles ont

l'esprit de tribu Quand Ils se réunissent entre eux. toutV(1 bien Sortir de la tribu

dépasse la mesure1
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12. LA GEOMETRIE FRACTALE

Les idéesgéométriques du créateur de la géométrie fractale, Benoît Mandelbrot,

sont originales.

Le principe de base de la géométrie grecque est de créer (?) des objets si simples

qu'ils n'ont plus guère de points (sic!) communs avec les objets de la nature.

Conformément à ce qu'a dit Galilée, ces objets sont alors des intermédiaires

permettant aux humains de comprendre la nature, l'espace dans lequel nous vivons.

Mandelbrot cherche, en partant des objets géométriques usuels à se rapprocher des

objets de la nature, la côte de Bretagne, très découpée, étant le symbole de ceux-ci.

Mais les origines de la géométrie fractale, selon son créateur, remontent au

mouvement brownien particulièrement étudié par Jean Perrin au début du siècle.

Mouvement brownien (approché) d'une particule.
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Aujourd'hui, s'approcher de la nature consiste à étudier des phénomènes

complexes : diffusion dans un solide, turbulence, distribution des galaxies ou plus

simplement recherche de modèles du relief terrestre car il semblerait bien, ày regarder

de plus près, que la Terre ne soit pas tout-à-fait une boule.

Diffusion dans un solide

Les mathématiciens ont avant lui, exploité 2 méthodes pour« tendre» vers

l'infini:

* Le postulat N°2 de la géométrie d'Euclide permet de tendre vers l'infini par

juxtaposition de segments (unités) identiques.

* La géométrie différentielle de Newton et Leibniz permet de tendre vers l'infini

par découpages successifs de ce même segment-unité=> les infiniment petits.

* La géométrie fractale permet de tendre vers l'infini en tout point de l'objet par

répétition des mêmes opérations sur tout l'objet de départ et non plus en un seul point

comme dans les méthodes précédentes.

, Le modèle pratique évoqué est la côte de Bretagne, découpée s'il en est, sur toute

sa longueur. (la géométrie et l'expérience toujours ...).

Un modèle simplifié (les mathématiques toujours ...) est la courbe de Von Koch.

CI C2 C"'-, et Jusqu'à l'infini

Mandelbrot définit une dimension pour ses courbes car leur «longueur» est

infinie donc elles ne sont pas de dimension 1.
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L (Cn) = ]x( ~ ) n.! et hm L (Cn) = + 00

Il -) 00

Ces idéesd'une grande simplicité repartent une fois de plus du système de mesure

primitif. Développées depuis les années soixante-dix pour le compte de la société

I.B.M. par Mandelbrot, elles débouchent sur les images de synthèse.

La dimension d'homothétie:

En dimension 2, une homothétie de rapport* donne 52= 25 petits carrés.

ie( 1~5.)2 = 25 ===> le plan est de dimension (euclidienne)2.

Généralisons: une homothétie de rapport ~ en dimension0 donne K petits objets

selon laformule 1~n= K

Dans la courbe de Von Koch, le rapport d'homothétie estt et on crée 4 nouveaux

objets ce qui donne:

(_1 »)) = 4
1/3

D == 1
1n4

3~ 1,2618 est la dimension d'homothétie de la courbe fractale deIl .

Von Koch.
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UNE CONCLUSION PARMI TANT D'AUTRES

Un célèbre « A bas Euclide! » de Dieudonné avait ponctué la réforme dite
des « maths modernes» et son auteur avait vite regretté ses paroles prises un peu trop à
la lettre. " ne semble pas envisageable aujourd'hui comme hier de se passer de la
géométrie d'Euclide et il semblerait même important de mieux la connaître pour éviter
de graves déformations, par exemple de croire que la géométrie d'Euclide est une
« géométrie pure».

CONSTRlJIRE des figures, MESlJRER ces figures, DEDUIRE des
propriétés certaines de ces figures reste l'activité de base du mathématicien: voir
par exemple la géométrie fractale.

Par contre, se limiterà la géométrie d'Euclide, serait une erreur tout aussi grave.
Se priver des idées développées pendant 25 siècles, il n'en est même pas question!

Dès le 17è siècle, Descartes met en place une géométrie globale de l'espace ( ou
au moins du pIan). Descartes réunit les figures et les équations.

Newton et Leibniz avaient appris les mathématiques dans les Eléments d'Euclide
mais aussi dans les livres de leurs contemporains. Le 18è siècle fut marqué par le
développement fulgurant des calculs différentiel et intégral, fondés sur les différences
et sommes d'infiniment petits.

Ils permirent de résoudre de très nombreux problèmes de physique (cordes
vibrantes, équation de la chaleur..) que la géométrie d'Euclide n'aurait évidemment
jamais permis de résoudre!

Tant et si bien qu'à la fin du 18è siècle Euler, D'Alembert, Lagrange et d'autres
pensent que l'avenir des mathématiques paraît limité et qu'il estpréférable pour les
meilleurs esprits de se tourner vers d'autres sciences-la physique, la chimie-plus
prometteuses ce que fera, par exemple, Ampère.

Or au moins 4 géométries très novatrices vont apparaître au cours du siècle
suivant 1 Ceci donne à réfléchir en matière de prédiction!

Aujourd'hui, la meilleure conclusion me semble se trouver dans le
développement tentaculaire de la géométrie algébrique, seule capable de résoudre de
grands problèmes: théorème de D'Alembert ou de Fermat.

La géométrie, science en apparence« indépendante de toute expérience» mais
« qui s'adapte d'une si admirable manière aux objets de la réalité» a-t-elle encore des
ressources insoupçonnées comme l'a montré la géométrie fractale?

Ou bien le très logique système de mesure babylo-égypto-grec a-t-il donné tout
ce qu'il pouvait donner?
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ET POUR QUELQUES GEOMETRIES DE PLUS

Pourquoi selimiter à 12 géométries?

La géométrie affine:
A l'époque où la géométrie était construite à partir des structures vectorielles, il

fallait bien, quand même revenir aux points.

La géométrie de Bolyai :
Le Hongrois Bolyaï (1775-1856) introduit en 1829 une «science absolue de

l'espace» à ranger dans les géométries non-euclidiennes. Ce fut un précurseur.

La géométrie birationnelle de Riemann:

Vers 1850, le visionnaire Riemann ouvre les portes de la géométrie algébrique
moderne.

La géométrie discrète:

L'écran de l'ordinateur est un ensemble discret de points sur lequel on souhaite
tracer les courbes représentatives de fonctions continues d'où la nécessité d'étudier cet
espace discret, peut-être proche de la géométrie ...pythagoricienne!

La géométrie élémentaire:

« élémentaire» qualifie en général la géométrie d'Euclide.

La géométrie imaginaire:

t Lobatchevski (1793- 1856) construit en 1826 une première géométrie non-
euclidienne.

La géométrie métrique:

Nous avons déjà rencontré ce joli pléonasme qui oriente vers les mesures et les
isométries.

La e;éométrie pure:
Le plus simple est ici de citer Dieudonné dans l'introduction de son cours de

géométrie algébrique (PUF 1974):« En premier lieu, et contrairement à ce que l'on
croit souvent, la Géométrie des Grecs est tout le contraire d'une Géométrie ......« pure »,
c'est-à-dire d'où les calculs ont été éliminés le plus possible: une telle conception ne
remonte qu'au 19è siècle».

De plus, existerait-il une géométrie impure7
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La géométrie supérieure:

De même, existerait-il une géométrie inférieure?

Mais ce n'est pas fini, loin de là :
La géométrie synthétique de Poncelet eût son heure de gloire au 19è siècle.

Les géométries subordonnées.

La z:;éométrie réglée.

Les géométries cayleyennes.

La géométrie finie.

La géométrie infinitésimale directe.

La géométrie cotée: une cousine de la géométrie descriptive enseignée au 20è

siècle.

Pour clore cette liste, non exhaustive, la revue La Recherche de décembre 1994
contient un article sur la géométrie symplectique (entrelacée) issue, elle aussi, de
l'étude de l'espace et des groupes de transformations et étud iée en cette fin de 20è

siècle.

L'espèce humaine fait preuve de beaucoup d'imagination quand il s'agit d'étudier
l'espace qui nous entoure. Heureusement'
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EN RESUl\'IE

Les géométries babylonienne et égyptienne étaient des géométries de mesure.
La géométrie d'Euclide les complète en un système déductif. Construire, mesurer,

déduire: les 3 composantes indissociables.
Construire une figure
Mesurer avec les nombres
Déduire avec la logique.
Qu'en est-il pour les« autres» géométries?

Difficile, en fait, de ne pas mettre une croix partout1

Chaque géométrie utilise defaçon explicite ou implicite ces 3 composantes. Une
géométrie non-euclidienne utilise-t-elle les constructions?

Non, elle est déductive par essence mais oui quand même, car ...une géométrie
est-elle complète sans figure?

La part implicite de la figure, comme en géométrie vectorielle, donne à réfléchir.
On ne peut dessiner un vecteur, mais .... que celui qui n'a jamais dessiné un vecteur me
jette la première pierre.

Vieille histoire 1
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BIBLIOGRAPHIE 1

A part:
Michel Chasles: « L'Aperçu historique »,

Ce livre de 1837 réédité par l'IREM de Lille fut un livre deréférence

au 1ge siècle.

Emile Fourrey :« Curiosités geométriques».
Livre de 1907 réédité en 1994 par la librairie Vuibert.
Il commence par une« Esquisse de l'histoire de la géométrie
élémentaire»

La première partie contient un chapitre sur le théorème de Pythagore.
La deuxième partie traite la« géométrie de mesure».

.Jean Ohombres : Nombre, mesure et continu (Cédic-Nathan)
Importante étude sur la notion de mesure en mathématiques
commençant par une étude détaillée du livre 5 des Eléments
d'Euclide.

D'un contenu beaucoup moins élémentaire que les autres ouvrages, il
traite aussi de la théorie ....de la mesure, des constructions des

nombres réels et de la naissance de .... la logique au 20è siècle!
Georges Lochak : La géométrisation de la physique (Flammarion).

La grande histoire de l'espace vue par un physicien sous forme de
paragraphes courts et musclés.
1. La géométrisation de la physique a toujours existé.
2. Trois grands moments de la géométrisation de la physiqueà la
Renaissance.

3. L'apogée et le déclin du règne de la géométrie euclidienne en
physique. Etc ....

Oedron Hard: Mathématiques et mathématiciens (Magnard);
Un classique récemment réédité contenant une foule de
renseignements.

Laurent Schwartz: Un mathématicien aux prises avec le siècle
(Odile Jacob).

Une vie au service des mathématiques mais aussi au service des
hommes en général. Un engagement scientifique et humain.

Amy Oahan : Routes et déales
(Poin ts-sciences)

Une petite histoire des mathématiques en sept chapitres .
.Iean OIEtTOONNE : Pour l'honneur de l'esprit humain.

(Pluriel).
Très intéressante étude historique niveau terminale (et un peu plus).
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BELHOSTE : Lessciences au lycée JNRP.
Très intéressante étude sur les maths et la physique dans
l'enseignement secondaire au 20è siècle.
CONDORCET: Esquisse d'un tableau historique des progrès de
l'esprit humain.
COLLETTE: Histoire des mathématiques.
Un classiqueendeux tomes. Très documenté.
Une courte étude sur les connaissances actuelles relatives au cerveau,
intermédiaire incontournable pour« faire» des maths et peut-être pas
toujours utilisé correctement.
DUGAC : Jean Dieudonné Gabay
EINSTEIN: Conceptions scientifiques. Champs Flammarion.
EUCLIDE: Les Eléments Réeédition Blanchard
GUINOT : Le paradoxe de Banach-Tarski
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IFRAH : Histoire universelle des chiffres.

Gabay

JUAN DE MENDOZA: Cerveau gauche, cerveau droit Domino,
Flammarion.
LLOYD: Naissance de la science grecque.
MANDELBROT : Les objets fractals
MEYER et alii : Fondement pour un enseignement de l'analyse en

termes d'ordres de grandeurs. Brochure APMEP
OBENGA: La géométrie égyptienne. L'Harmattan.
PERRIN Jean: Les atomes Champs, Flammarion.
PERRIN Daniel: Géométrie algébrique (introduction) CNRS éditions
PETIT: Le géométricon (B.D.).
PICHOT : La naissance de la science.
POINCARE : Calcul des Probabilités Réédition Gabay.
ROBERT: Comprendre notre cerveau. Points-sciences.
SERRES: Les origines de la géométrie.
SMITH: The geometry of René Descartes.
Peu onéreuse édition en anglais mais contenantunfac-similé de la
première éd ition de 1637, en français.

Irem de Montpellier 153 Alain BERNARD



Bibliographie 3 :Du côté des IREM

Besançon
Lille
Lille
Montpell ier
Montpellier
Montpell ier
Poitiers

Besançon
Lyon
Montpellier
Lille

Mathématiques constructives Lombardi
Histoire du concept de nombre Cousquer
Sur la résolution des équations algébriques Maharnrned
L'esprit de géométrie Bernard
Une approche pédagogique déduite de l'histoire
Les mathématiques: compter, mesurer, résoudre ...
Les géométries non-eue! idiennes Guichard

ACTES

La démonstration mathématique dans l'histoire. 1989
La figure et l'espace. 1991
Histoire et épistémologie dans l'éducation mathématique. 1993
Quatrième université déted'histoire des mathématiques. 1994
Contribution à une approche historique de l'enseignement des
mathématiques. 1995

Basse-Normandie La mémoire des nombres. 1994

Besançon

COLLECTIFS

Mathématiques au fil des âges. Gauthier-villard
Histoires de problèmes .....
Histoire des algorithmes

lrem de Montpellier 154 Alain BERNARD



Nous espérons que cepetit voyage dans l'espace vous aura plu
et nous espérons vous retrouver bientôt sur ....nos lignes.
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UN ARTICLE Dt] JOURNAL LIBERATION (Novembre Y994).

FAUT-IL JETER EUCLIDE AUX ORTIES?

QUESTION A :Georges Lochak, Directeur de recherches
(Mécanique quantique) au CNRS et directeur de la fondation
Louis-de-Broglîe.

Bien sûr que oui et bien sûr que

non 1 Non, parce que nous vivons au
milieu d'Euclide. Oui, parce que dans
la physique théorique d'un niveau élevé,
on n'obéit pasà Euclide.

Euclide a été le maître de notre
vision du monde jusqu'au XVIIè siècle.
Sa géométrie correspond avec une
extraordinaire précision à toutes les
mesures que nous sommes capables de
faire à notre échelle, y compris les
mesures astronomiques.

Pour ce qui concerne
l'astronomie, ce n'est évidemment plus
tout à fait vrai depuis la relativité. Mais
la relativité ne concerne qu'une toute
petite partie des mesures : une sonde
comme Voyager II, qui se promène
depuis de longues annéesà travers le
système solaire, fonctionne avec la
mécanique de Newton et la géométrie
d'Euclide. C'est donc que cette
géométrie ne se trompe vraiment pas
beaucoup 1

Le règne d'Euclide a duré deux
mille ans et connaît son apogée avec
Newton. Ce dernier, bien qu'il ait
inventé le calcul différentiel et intégral,
reste un géomètre: comme il ignore les
procédés algébriques de ce calcul, il
additionne des surfaces« euclidiennes»
de plus en plus petites et s'en sert
comme d'un tuteur pour faire tenir ses
raisonnements. Les principia de
Newton, qui décrivent pour la première

avec exactitude les mouvements
des planètes autour du soleil, représente
l'ultime couronnement de la géométrie
euclidienne.

ITem de Montpellier

La fin des« figures»
Tout change au XVlIIè siècle.

Lagrange écrit un livre de mécanique
céleste, qui rompt radicalement avec la
géométrie. Lagrange annonce d'entrée :
« Il n'y aura point de figure dans cette
ouvrage. » Pas de figure, donc pasde
géométrie et pas d'Euclide. Ce fut l'une
des grandes ruptures dans la description
mathématique des lois de la nature.
Depuis lors, les mathématiciens et les
physiciens en sont largement revenus et
ne se sont pas privés de faire des petits
dessins comme du temps de Newton!

En montrant qu'il était impossible
de faire de la physique sans géométrie,
Lagrange a paradoxalement ouvert la
voie à de nouvelles géométries : si
Euclide n'était pas indispensable, il
devenait légitime de chercher d'autres
modèles géométriques. Les
mathématiciens du XIXè siècle
s'engouffrèrent dans la brèche et
comprirent que la géométrie classique
était une théorie physique comme les
autres, érigée en système mathématique
axiomatisé. Ils s'aperçurent que les
principes d'Euclide s'appliquaient à
l'espace qui nous entoure et aux
phénomènes que nous connaissons mais
qu'ils ne s'imposaient pas, qu'on adopte
un point de vue logique ou physique.
Riemann, vers 1860, réalise la première
synthèse de toutes ces géométries.

L'explosion des dimensions
Riemann a donc libéré la notion

de géométrie decelle qui avait été en
vigueur pendant deux mille ans. La
physique s'est ainsi miseà utiliser des
espaces non-euclidiens qui, en outre,
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ont un nombre quelconque de
dimensions. Le cas le plus simple est
celui de la relativité, qui utilise quatre
dimensions de l'espace. Dans les
théories atomiques, on construit des
espaces qui ont des milliards de
dimensions. Cela ne signifie pas que les
atomes se promènent réellement dans
de tels espaces1 Ce sont des espaces de
configurations dans lesquels la théorie
raconte à sa manière les phénomènes
physiques.

La théorie doit ensuite
redescendre dans l'espace ordinaire qui
est le nôtre, celui des expérimentateurs,
pour leur suggérer de nouvelles pistes.
La géométrie est ainsi devenue un
instrument abstrait : un espace à n
dimensions n'a aucune signification
concrète, mais dans cet espace, on
interprète les phénomènes tel qu'on ne
les raconte pas dans notre espace à
nous.

Cohabitation
Dans ce contexte, l'un des

membres du célèbre groupe de
mathématiciens français qui a pris le
nom de Bourbaki avait dit : «A bas
Euclide ! »I1 voulait dire : «à bas la
réduction des mathématiques à la
géométrie d'Euclide à l'école» Il ne
voulait pas enseigner Riemann dès

Irem de Montpellier

l'école primaire! Mais il trouvait qu'il
fallait l'ouvrir sur des mathématiques
plus actuelles. Dans l'enseignement
primaire et secondaire, au nom des
« maths modernes», on a supprimé la
géométrie, l'intuition et toute la chair
des mathématiques. On est déjà revenu
de cet excès. La géométrie fut d'abord
toute-puissante en physique sous sa
forme euclidienne. Chassée de la
première place par l'algèbre et
l'analyse, son influence commença à
décroitre au point que Lagrange crut
l'abolir. Mais, nous voyons son retour,
au début du Xxè siècle, avec la
relativité et la mécanique quantique. Il
serait absurde de croire que la nouvelle
géométrie a réfuté l'ancienne. Les
historiens des sciences du début du
siècles' imaginaient les théories comme
des poupées russes : la plus vieille
théorie englobée par une plus récente,
etc. Mais la nouvelle théorie n'englobe
rien du tout 1 Elle recouvre un tout petit
bout de l'ancienne. Elle raconte des
choses que la théorie ancienne ne
décrivait pas mais, inversement, elle ne
sait pas faire certaines choses que la
théorie ancienne savait faire. Et
Euclide, s'il ne suffit plus, n'est pas
près d'être détrôné.
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entre un mathématicien qui dort et un
mathématicien qui travaille.

A.Lichnérovicz.
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