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Il est, depuis 1993, une tradition qui s'ancre A 'IREM de Montpellier et dont nous ne
pouvons que nous réjouir, celle d'organiser régulitrement deux journées de réflexion et
d'échanges pour les animateurs IREM autour d'un théme particulier (1993, 1994, 1995). Tour
a tour, chaque groupe se mobilise pour prévoir et organiser ces journées, ainsi apres le groupe

didactique et géométrie c'est au groupe analyse qu'a incombé cette tiche en 1997.

Le théeme que nous avons proposé, "nombres et calculs”, est certainement bien trop
vaste pour que tous les aspects aient pu étre abordés au cours de ces deux jours, mais la
diversité des propositions d'ateliers et d'exposés, nous a bien confirmé combien celui-ci peut

étre fédérateur dans nos différentes démarches de recherche.

Pour les membres de notre groupe, un des soucis en proposant ce théme était de susciter
une réflexion autour des nouvelles technologies (calculatrices, formelles en particulier) qui
modifient le rapport des €léves aux nombres et aux calculs. Si cet aspect est aussi apparu dans
des exposés et des ateliers faisant référence & ces nouvelles technologies, d'autres exposés et
ateliers nous ont aussi permis d'aborder des aspects tout aussi importants concernant les

conceptions des €leves sur les nombres ou encore des démarches d'introduction historique de

certaines techniques de calcul.

Les Actes de ces rencontres concrétisent les informations qui ont été échangés lors de

ces deux jours et nous remercions tous les animateurs d'avoir bien voulu nous en donner un

compte rendu’.

Enfin, comme cela a pu étre dit lors de ces deux jours, il serait utile que les prochaines
Journées soient aussi ouvertes 4 des enseignants de l'académie qui sans éwre formateurs

manifestent, un intérét certain pour nos travaux.

! 11 manque seulement un compte rendu de I'exposé de Mme Anne Michel-Pajus, mais celui-ci a fait 1'objet
d'une publication dans le numéro n°13 de la revue Mnémosyne édité par I''REM dc Paris VII.
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INTRODUCTION

Dominique Guin
Directrice de 'IREM

Afin d'introduire ce colloque intitulé "Nombres et calcul”, voici quelques éléments
historiques marquant les difficultés qui ont accompagné la conceptualisation du nombre. Alors
qu'il est difficile de définir ce qu'est un nombre, ce qui explique que ce concept ait mis des
siecles & se former, le calcul s'est développé beaucoup plus rapidement : la résolution de
certaines équations diophantiennes précéde de quinze sicles la démonstration de la
transcendance du nombre e (Hermite, 1872) !

Le calcul, qui était & l'origine synonyme d'ntilisation d'opérations sur les nombres,
désigne aujourd'hui toute manipulation de regles opératoires ou non (par opposition aux
démonstrations qui s'obtiennent a I'aide de raisonnements purement logiques et abstraits).
Cependant, au cours des siécles, on observe une interaction constante entre les progrés du
calcul numérique et I'approfondissement des concepts mathématiques : ces deux aspects des
mathématiques interviennent de manigre dialectique dans toute démarche expérimentale ; a
toutes les époques, le calcul numérique a permis de formuler des conjectures mathématiques
(répartition des nombres premiers, théoréme des quatre couleurs...).

A i,
I Grece

Le nombre est une collection d'unités, une quantité divisible un nombre fini de fois. A
I'époque de Platon (V™™ av. J.-C.), seuls les entiers naturels non nuls sont reconnus comme
nombres. A cette idée du nombre s'oppose l'idée de grandeur mise en évidence par les rapports
irrationnels (diagonale du carré), de quantité "continue" divisible infiniment .

Il y a une séparation nette entre ces deux domaines des mathématiques : la géométrie
dont l'objet est I'étude des grandeurs et {'arithmétique dont I'objet est I'étude des nombres.
Pour Euclide, les radicaux ne sont pas des nombres ; seules les grandeurs commensurables
appartiennent 2 cette catégorie. Cette impossibilité de concevoir sous forme abstraite la notion
de nombre réel va persister durant des siecles.

IT Stevin (XVI'™)

On assiste de 1500 & 1650 au développement du calcul numérique au travers de
problemes concrets liés au commerce, a la navigation, I'astronomie... Simultanément, Stevin
recherche l'abstraction a partir des opérations, la possibilité d'effectuer des opérations sans se
référer aux quantités, il désire situer Je nombre & un niveau supérieur. 1I contribue dans son
"Traité des incommensurables grandeurs” & I'émergence du concept analytique de nombre en
essayant d'unifier rationnels et radicaux, en proposant un seul traitement pour les deux types de
quantité continues et discrétes.

L'introduction dans I'occident de Ia notation décimale permet grice aux développements
décimaux d'exprimer les fractions et les nombres définis par des radicaux : clest ainsi
qu'émerge l'idée de nombre, indépendamment des quantités, sans U'opposition discret/contina.
L'influence de ces travaux sur Weierstrass et Newton est grande (calcul différentiel, analogie
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avec la théorie des développements décimaux : développement en série enticre). C'est a la fin du
dix-septieme siecle que parait le premier traité de calcul infinitésimal (L'Hopital, 1696).

M Cantor, Dedekind, Weierstrass (XIX*™)

C'est seulement au dix-neuviéme sieécle que l'on assiste a la construction du nombre
réel. Le concept analytique de nombre voit le jour et l'infini acquiert enfin le statut de nombre.
On peut réellement parler d'obstacle épistémologique? , au sens ol la structuration antérieure du
systeme a fait obstacle a la conceptualisation. Georges Glaeser dans son "Etude historique sur
la genése du concept de nombre relatif” (1981) a réalisé une étude épistémologique ou il met en
#vidence les 3 points suivants :

1) inaptitude a manipuler des quantités négatives isolées ;
2) difficulté de donner un sens & des quantités négatives isolées ;
3) difficulté a unifier la droite numérique.

DU_POINT _DE VUE DE L'ENSEIGNEMENT]

Un obstacle épistémologique ne donne pas lieu nécessairement & un obstacle didactique.
Cependant, il nous faut rechercher les conditions d'un équilibre entre la présentation historique
et la présentation directe de ce que I'on sait aujourd'hui. La transposition didactique® qui refléte
I'écart entre le concept, tel qu'il est reconnu par la communauté des mathématiciens, et le
concept tel qu'il est enseigné intervient également dans ce processus.

D'un point de vue didactique, ce sont les problémes posés par l'enseignement des
décimaux et des nombres rationnels a I'école élémentaire qui ont été le plus largement étudiés
par Guy Brousseau?, que ce soit en ce qui concerne les effets épistémologiques de la réforme
des programmes de 1970 sur les conceptions des éleéves et maitres ou la réorganisation des
apprentissages.

C'est avec un exposé portant sur une recherche intégrant simultanément ces deux
aspects épistémologiques et didactique que nous terminerons ce colloque : Alain Bronner nous
présentera essentiellement l'aspect épistémologique de son travail de thése portant sur les
radicaux. Mais pour commencer, Alain Bernard nous propose de suivre les traces des calculs
jusgu'aux nombres.

2 Effet limitatif d'un systéme de concepts pour le développement de fa pensée (Bachelard, "La formation de
l'esprit scientifique”, 1938).

3 Transposition du savoir savant au savoir cnseigné (Chevallard 1985, La pensée sauvage)

4 These de I'Université de Bordcaux ou Revue cn Didactique des Mathématiques, vol 2.3, La pensée sauvage.
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DES CALCULS AUX NOMBRES

Alain Bernard
Groupe histoire

J'ai fait tous les calculs. Ils confirment I' opinion de tous les spécialistes,
notre idée est irréalisable. 1l ne reste plus qu’a la réaliser.
Latécoere, constructeur d’avions a Toulouse,
créateur de I’aéropostale, vers 1920.

Il est évident que nous construisons d’abord des nombres avec lesquels nous effectuons
ensuite des calculs. Et si ¢’était le contraire....Et si les calculs avaient précédé les nombres ? Et
si nos ancétres avaient longtemps calculé avant de dégager le concept de nombre ? Latécoére et
avec lui tous les ingénieurs ont-ils besoin du concept de nombre ?

Cette approche des nombres reprend pour partie la troisiéme journée du stage « une
approche pédagogique déduite de I’histoire ».

QUELQUES REPERES
I': La mathématique de base créée par notre cerveau est la géométrie
algébrique.

L’algébre est une géométrie écrite,
la géométrie est une algébre figurée
Sophie Germain.

Intuition Langage : nombres
Figure hémis. algebre
Espace gauche Logique, raison

La géométrie algébrique "nait" en 1637 quand Descartes et Fermat relient les droites et
les coniques (figures) a leurs équations (nombres) dans un repére (les 2 c6tés du cerveau). En
recherche, au 20 siécle, la géométrie algébrique fédere les nombreuses et diverses branches
des mathématiques.

L’énoncé purement arithmétique de Fermat : x"+ y" = z" est impossible en nombres

entiers pour n 2 3, a ét€ démontré en 1993 par A. Wiles en géométrie algébrique.

IT: LLe systeme de mesure.
Avant de devenir la science déductive, les mathématiques sont un systéme de mesure.

1) Construire des figures simples
2) Mesurer les éléments de ces figures avec des nombres.
3) Déduire des propriétés avec la logique.

IN : Les 3 langages :
Géométrie algébrique

Nombres
Algebre

Euclide Maths modernes



Pour suivre I’épistémologie des nombres, un article de Christian Houzel dans « La
Recherche » de Novembre 95 sert de fil conducteur.

AVATAR DU NOMBRE

Voici d’ aprés Ed. Lucas, quelques-unes des transformations curieuses
et subtiles du nombre : au début, on fit des marques sur les arbres et des stries
sur les os des animaux ; le nombre prit plus tard la forme digitale (Alcuin) ; il
devint ensuite successivement mystique (Pythagore), nuptial (Platon),
magique (Persans), abracadabrant (Zoroastre), premier ou composé, entier ou
fractionnaire, commensurable ou incommensurable, exact ou approché
(Euclide), triangulaire, carré, pentagonal, polygonal, pyramidal (Diophante),
cubo-cubique (Indiens), ortho-triangulaire, congruent (Arabes), sourd,
aveugle (Moyen-dge), plaisant et délectable (Bachet), récréatif (Ozanam),
indivisible (Cavaliéri), différentiel, incrémentiel (Leibniz), fluent (Newton),
exponentiel, logarithmique, rhabdologique (Neper), parfait, amiable,
abondant, déficient, aliquotaire, (Fermat, Frénicle....), congru ou incongru
(Gauss), complexe, idéal, normé (Kiimmer), réel ou imaginaire, équivalent,
anastrophique (Cauchy), équipollent (Bellevitis), quaternion (Hamilton),
enfin hypertrenscendantal (Hermite).

Rebiere, 1926
Mathématiques et mathématiciens.

1. De Sumer a Milet : -3000, -600.

« La Recherche » en novembre 1995. Christian Houzel :

Qu’est-ce qu’un nombre ?
« Il ne faut pas se leurrer, en dernier ressort on ne sait pas trés bien. »

La Recherche : Peut-on repérer dans [ histoire le moment o émerge la
notion abstraite de nombre ?

C. Houzel : Oui, on a cette chance-ld. Dans ' antique Mésopotamie, les
Sumériens avaient des notations différentes suivant qu’il s agissait d objets
qu’ on peut compter un Qun, comme des tétes de bétail, ou bien de mesures de
volume pour le liquide ou encore pour le grain, et ainsi de suite. Et puis, vers
la fin du I1I°™ millénaire, les scribes sumériens ont inventé un systéme savant
destiné A 8" appliquer a tout ce qui se compte. C’est ld qu’ on voit se former ce
concept de nombre abstrait dans la notation écrite. Ils unifient toutes les
notations existantes sur la base soixante.

La Recherche : Pourquoi soixante ?

C. Houzel : Parce que cela vient de I'un des systémes métrologiques
anié ieurs dans lequel les multiplicateurs, pour passer d'une unité au
groupement de ['échelon supérieur, étaient alternativement six et dix. Ils ont
donc regroupé. Les Babyloniens hériteront ensuite de cette notation en base
soixante, dont nous avons nous-mémes hérité dans notre décompte des
heures, des minutes et des secondes.




2. Le nombre géométrique chez Euclide.

Les Grecs utilisaient les lettres de I’alphabet pour écrire les nombres entiers. Ils ont
réussi le tour de force de ne pas créer de systtme d’écriture des nombres mais de créer
"arithmétique, théorie des nombres. Leur approche géométrique des nombres dont il nous reste
les dénominations de carrés ou de cubes d’un nombre, leur a permis d’obtenir des résultats
théoriques exceptionnels sur les nombres entiers et de créer de nouveaux nombres tels les
irrationnels. Nous retrouvons le transfert usuel en mathématiques entre intuition spatiale et
raisonnement théorique, la situation figure-nombre calquée sur la configuration de notre
cerveau.

La Recherche : Donc, il faut attendre la Gréce antique pour voir
apparaitre les rationnels et aussi les irrationnels...

C. Houzel : Pas vraiment non plus, car pour les
mathématiciens grecs les seuls nombres identifiés comme tels
étaient les entiers.

Ils ont inventé, non pas un nouveau type de nombre, mais une_théorie des
proportions en_grandeurs géométriques, complétement indépendante des
nombres.

C’est ce qu'on trouve au livre V des Eléments d Euclide : une théorie qui
permet de manipuler des proportions entre des grandeurs géométriques. Mais
ces grandeurs ne sont pas congues comme des nombres. Qn_ne peut pas dire
que \2 existe dans la mathématique grecque. Ce qui exite, ce sont des
grandeurs géométriques, des rapports entre grandeurs géométriques, qui ne
sont pas forcément rationnels.

La Recherche : £ non plus n’est pas un nombre ?

C. Houzel : Non. Au livre XII des Eléments d’ Euclide, il y a une
proposition qui dit que I’ aire d’ un cercle est proportionnelle au carré du rayon
du cercle. On peut donc concevoir, dans le cadre de la géométrie grecque, le
rapport entre l'aire du cercle et le carré du rayon. C’est ce que nous
appellerions . Mais ce type de rapport n’est pas con¢u comme un objet
mathématique. Il s’ agit de relations entre grandeurs. Bien qu'Archiméde en
calcule une approximation, il 'y a pas de nombre © dans la mathématique
grecque.

Nous retiendrons les définitions d’Euclide au début du Livre VII, quand naquit
I’homogénéité.

1. L’unité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une.

2. Un nombre est un assemblage d’unités.

........................................

16. Un nombre est dit multiplier un nombre, lorsque le multiplié est ajouté autant de fois
qu’il y a d’unités dans celui qui le multiplie, et qu’un nombre est produit.

17. Lorsque deux nombres se multipliant font un nombre, celui qui est produit se
nomme plan, et les nombres qui se multiplient, se nomment les cotés du produit.

18. Lorsque trois nombres se multipliant entre eux font un nombre, celui qui est produit
est appelé solide ; et les nombres qui se multiplient, se nomment les ¢otés du produit.

22. Les nombres plans et solides semblables sont ceux qui ont leurs coOtés
proportionnels.
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3. Brahmagupta (500, Inde) : le systéme de position, nombres négatifs et zéro.

De leur cdté, les Hindous ne développérent pas (ou tres peu ?) de géométric et
accordérent une plus grande importance aux nombres. Notre systeme d’écriture des
nombres apparait vers le cinquieme siécle en Inde. Les nombres négatifs et le
zéro vinrent aussi de la Chine ou de I’Inde, pays ou les reégles de calcul sur des
nombres inconnus étaient connues dés le 7™ siecle.

Nos chiffres ont pour origine des noms sanscrits .
eka dvi tri catur  panca sat sapta esta nava
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Michele Roux
L’homme et son nombre Irem de Besangon.

Par contre, le mot - chiffre - a la méme étymologie que « zéro », a savoir « zifr », le
zéphyr, le vent.

Des le cinquieme siecle de notre 2re, les Indiens disposent d’une écriture symbolique
sophistiquée pour travailler sur les nombres et savent écrire et résoudre des problémes du
second degré.

» Les constantes sont notées avec les 2 premigres lettres de 1'unité monétaire, la roupie, soit : ru
» Les nombres négatifs sont surmontés d’un petit rond : 9°
¢ L’inconnue est aussi notée avec les 2 premieres lettres du mot désignant la chose que 'on
cherche : ya.
» Le carré de I’inconnue est selon le méme principe : yava.
» Les égalités de nombres inconnues sont notées sur 2 lignes.
o L égalité : 2 x> - 6 x =-7 s’écrira ainsi yava2 ya 6;
r

Les Arabes au 9°™ siécle ont récupéré les nombres indiens. Ils ont donné aux équations
leurs régles de travail. La régle de restitution (algebre) permet de ne conserver que des nombres
« positifs » et la regle de simplification (muqgabala) la complete. Mais pas de nouveaux
nombres dans un premier temps.

Vers le 13*™ ou 14°™ siecle, les Arabes, et Al-Kashi en particulier, ont
créé les nombres décimaux et leurs régles opératoires.

4. Stevin : 1a Disme

Entrée en Europe des nombres décimaux fraichement créés par Al-Kashi.

La premitre édition date de 1585. Jusqu'a cette date, les astronomes utilisent
traditionnellement les calculs en base 60 et chaque corporation a son écriture des nombres. Les
fractions sont écrites en juxtaposant le nombre entier écrit en base 10 et la partie fractionnaire
appelée nombre rompu ou plus simplement rompu. Les rompus de base 10 ne sont pas plus
utilisés que les autres. La « Disme » connut un grand succes et la méthode proposée par Stevin

se généralisa en quelques dizaines d’années.

ATTENTION : une fois de plus, il ne s agit pas de proposer une théorie. La « Disme » donne
une méthode pour « facilement expédier par nombres entiers sans rompus, tous comptes se
rencontrans aux affaires des hommes » et uniquement sur les quatre opérations de
Parithmétique et uniquement sur un exemple pour chaque opération.



ARGVMENT
La Disme a deux parties, Définitions, & Opération. En la premigre partic se déclarera
par la premitre Définition, quelle chose soit Disme ; Par la Seconde, troisitme &
quatrieme, que signific Commencement, Prime, Seconde, &c. & nombres de Disme.
En Popération se déclarera par quatre propositions, I’Addition, Soubstraction,
Multiplication, & Division des nombres de Disme, Dequoy l'ordre se peut représcnter
succintement par telle table :

Disme
Definitions, comme Commencement
quelle chose soit Prime, Seconde, &.

Nombre de Disme.
Le Disme a deux parties
I’ Addition
Opération de : Soubstraction
Multiplication.
Division.

A la fin du précédent scra encore appliqué une Appendice, declarant 1'usage de la
Disme par quelques excmples és chosces.

LA PREMIERE PARTIE DE LA DISME DES définitions.
DEFINITION 1.

Disme est une espece d’arithmetique, inventée par la disiesme progression,
consistente es charactercs des ciffres, par lesquels se descrips quelque nombre, és par laquelle
’on depesche par nombres entiers sans rompus, tous comptes se rencontrans aux affaires des
hommes.

PROPOSITION I, DE L’ ADDITION.
Estant donnez nombres de Disme a ajouter : Trouver leur somme :

xphc on du donné. Il y a trois ordres de nombres dg Disme, desquels le premier27 @ 8
@ , le deuxicme 37 @ 6 @ 7 53/

Expllcauon du requis. Il nous faut trouver leur somme,

Construction. @ @ @ @
On mcttra Ics nombres donnez

cn ordre comme ci joignant, les
aioustant sclon la vulgaire manicre

oo -

27
3 7 6 5
8§ 7.5 17 2
d’aiouster nombres entiers, en ceste sorte 9 41 3 0 4
onne somme (par Ic 1 probleme de I'Arithmetique) sont (ce que
demonstrent fes signes dessus les nombres) 94 @ é @ Je di, que les
mesmes sont la somme requisc. dcmonslmlion

o - 8 4
Les 27 @ 8 @4 @ 7 @donncz, sont (par la 3e definition) 27 10 100 °
7 847 . . i @ @ @ @
1000 ° ensemble 27 1000 ° & par mesme raison les 37 6 7 5 valent

675 782 saucs troi
37 1000 * & les 875@ @ @ ®qcronl 875 1000 ° , lesquels trois nombres,

847 675 782
comme 27 750537 1500+ 87 Tooo

304 : : ,
41 Toop Mmais autant vaut aussi la somme 941 @ 3 @ 0@4 @ c’cst donc la vraye

Somme, ce qu’il falloit demontrer. Conclusion. Estant doncques donnez nombres de Disme
A ajouster, nous avons trouvé leur Somme, ce qu’il falloit faire.
NOTA
Si aux nombres donnez defalloit quelque signe de leur natyrel md , on emplira <;()n
licgr le diffaillant. Soyent par exemple les nombres donncez 8 68 & S ()
6

7 wquel dernier defaut le signe de Mordre @ @
© ;
b}

sont ensemble (par le 10c probleme de I’ Arith.)

L'on mettra en son ficu 0 , prennant alors 5

comme pour nombre donné 5@ 0 @ 7 @

focs

5]
N
w

les ajoustant comme ¢y devant en ¢este Soric : 1
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5. Cardan (1545) et Bombelli (1572) : les nombres imaginaires.

Lavie la plus belle, la mieux remplie, la moins sujette aux déceptions,
est encore celle du fou sublime qui cherche @ déterminer I'inconnue d'une
équation a racines imaginaires.

Honoré de Balzac.

Combien Scachés donc qu'en chaque Equation, autant que
il peut y la quantité inconnue a de dimensions, autant peut il y
avoir de avoir de diverses racines, c'est-a-dire de valeurs de cete
racines quantité ....
en chasq
Equation

Quelles ..Mais souvent il arrive, que quelques vnes de ces
sont les racines sont fausses, ou moindres que rien. comme si
fausses ra- on suppose que x designe aussy le defaut d'vne
cines. quantité qui soit 5, on a x + 5 = 0 ...

Que les
racines,
tant vra- ... Au reste tant les vrayes racines que les fausses ne
yes que sont pas toujours reelles ; mais quelquefois seulement
fausses imaginaires ; c'est-a-dire qu'on peut bien toujours en

imaginer

peuuent autant que iay dit en chaque Equation ; mais qu'il n'y
estre reel a quelquefois aucune quantité, qui corresponde a celles
les ou qu'on imagine.
imaginai-
res.

Descartes, la Géométrie, 1637

La Recherche : On peut considérer qu’a partir de ce moment-1a, a la fin
du XVie siecle, le concept de nombre tel que nous le connaissons et le
pratiquons aujourd’ hui est établi ?

C. Houzel : Oui, mais tout de méme avec des nuances, liées au statut
qu’ on attribue aux divers types de nombres.(.....) Les nombres complexes
apparaissent pour la premiére fois dans un livre de Jérome Cardan........ Mais
il nen fait rien. Le premier texte o I'on voit @ I'oeuvre ces nombres
imaginaires est un peu ultérieur. Il est d’ un auwre Italien, Bombelli, en 1572.
11 s’ agit simplement des racines carrées des nombres négatifs. Il 'y a une régle
des signes connue depuis trés longtemps qui dit que si I'on multiplie du plus
par du plus ou du moins par du moins, on obtient toujours du plus. Donc un
carré d'un nombre ordinaire est forcément positif. Bombelli se place
Jjustement dans le cadre du développement arithmétique de la théorie des
irrationnels, qui a son origine dans I algébre arabe. Il lui donne une extension
plus grande. Il dit : j' ai découvert un nouveau type d'irrationnel, il donne des
régles de calcul et montre que ces nombres sont utiles pour étudier I' équation
du troisieme degré. C'est une espéce de calcul formel, qui n’était pas
du tout interprétable géométriquement.......
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6. Descartes (1637) nomme les lignes.

Vers la fin de I’homogénéité.

La régle 18 des « Régles pour la direction de Desprit » de 1628 traite de
ces liens entre nombres et figures. Descartes cherche A s’affranchir de la contrainte
euclidienne sans y parvenir tout a fait. La notion abstraite (isolée) de nombre se fera vers la fin
du 17-™ si¢cle avec Newton et Leibniz. Descartes écrit dans cette régle 18 :

« Il est donc important d’exposer ici comment tout
rectangle peut étre transformé en une ligne, et inversement une ligne
ou méme un rectangle en un autre rectangle dont le coté soit désigné. Cela est
trés facile pour les géomeétres, pourvu qu’ils remarquent que toutes les fois
que nous comparons, comme ici, des lignes a un rectangle, nous les
concevons toujours comme des rectangles, dont un coté est la longueur que
nous avons prise pour unité. Ainsi tout se rameéne en effet Q cette
proposition : étant donné un rectangle, en construire un autre, qui lui soit
égal, sur un cté donné. »

Et voici ce que I’on peut trouver au début de la « Géométrie » de 1637.
« Comment on peut user de chiffres en géométrie. »
Tel est le titre du premier paragraphe de la « Géométrie » que voici :

Naissance  de  la|« Mais souvent on n’a pas besoin de tracer ainsi ces lignes sur le
géométrie algébrique : | papier, & il suffit de les désigner par quelques lettres, chacune
par une seule. »

Perte de la sacro-|« On il est @ remarquer que par a® ou b’ ou semblables, ie ne
sainte  homogénéité | congoy ordinairement que des lignes toutes simples, encore que
euclidienne : pour me servir des noms usités en I’ Algébre, ie les nomme des
quarrés ou des cubes. »

«Soit par exemple AB I'unité, & qu’il faille
multiplier BD par BC, je n’ai qu’d joindre |
les points A & C, puis tirer DE
paralléle a CA, &

BE est le produit de cette
D A B multiplication. »

Ou encore le lien trés
fort entre la
multiplication et le
théoreme de Thales :

7. L’Europe au 17 *™¢ siécle.

LES FRACTIONS

L’histoire des fractions semble commencer avec les inverses des entiers en Egypte
comme en témoignent les problémes du papyrus de Rhind vieux d’environ 40 siécles. Les
Grecs ne maniaient que les nombres entiers mais la notion de proportionnalité leur était trés
familiere et ils connaissaient bien les propriétés des proportions de nombres entiers dont nous

ferons les égalités de fractions.

Dans « Mathématiques et mathématiciens », Dedron et Itard donnent d’autres
renseignements sur les fractions. A savoir :
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« Les Hindous notaient les fractions comme nous, mais sans la barre
horizontale. Les Arabes eurent d’ abord la méme notation qu'eux, puis
introduisirent la barre. Le calcul des fractions ordinaires de ces deux peuples
était dans I’ ensemble analogue au nétre. »

Dedron et Itard signalent un type de fractions oubli€ de nos jours, les fractions en

5 1 4 p 4 1 s, :
degrés : 35— quireprésente s + x septiéme , lu de droite a gauche comme chez les Arabes
et conservé chez le pisan Léonard. Léonard de Pise était allé s’instruire en Afrique du nord. 11

R . . . 9 6 . .
utilisait aussi la notation suivante : 75—y 13 pour écrire 13,69.

« Cependant, ni les Hindous, ni les Arabes, ni les Occidentaux jusqu’a
la fin du XVI¢ siécle ne se sont apergus de I'intérét qu’il y aurait @ développer
le systéme décimal de position dans les deux sens, comme les Babyloniens
avaient développé leur systéme sexagésimal.

Ce retard provient essentiellement de la perfection méme de Ik
numérotation d base 60. Adoptée a partir du I1é siécle avant notre ére par les
astronomes grecs, conservée par les astronomes arabes, puis par les
occidentaux (toutes les tables avaient été calculées dans cette base) elle fut
wtilisée dans les calculs astronomiques jusqu’ au XVII*™ siécle et est encore
employée pour les angles et les temps. »

Viete, en 1579, écrit :

« En Mathématiques, les soixantiémes et les soixantaines doivent étre
d'un usage rare ou nul. Au contraire les Milliemes et les Milles, les centaines
et les centiémes, les diziemes et les dizaines, et les progressions de méme
genre ascendantes ou descendantes, doivent étre d'un usage fréquent ou
constant. »

Viéte utilise une notation particuliere pour les nombres décimaux trés voisine de la
notre : 123,456,142 ou encore 123, 456 | 789
Simon Stevin, dans la « Disme », en 1585 calque ses notations de nombres décimaux
sur les notations utilisées a I’époque en algebre peyr noger]es expesants :
123,45 est écrit par Stevin : 123@ 4 @ 5 @
Burgi note : 123456 pour 123,456
Kepler écrit : 12 ( 34 pour 12,34
En résumé, Stevin, Burgi et quelques autres mathématiciens font entrer dans les
habitudes scientifiques européennes le systéme décimal et les nombres décimaux.

La Recherche : Mais encore au XVII°™ siécle, quand Pascal écrit : « La
géométrie ne peut définir ni les nombres ni le mouvement ni I'espace », il
considere encore qu'il y a d' un cété les nombres, et de I autre ce qui’il appelle
I'espace, ¢’ est-a-dire ce que nous appelons la géométrie ?

C. Houzel : Certainement. La mathématique européenne a vécu
Jusqu’au XVII*™ siécle sur cette théorie des proportions euclidiennes. C’est
d ailleurs seulement Q cette époque qu’ ont été adoptés les nombres décimaux
avec les chiffres apres la virgule, devenus d usage courant pour les calculs
astronomiques. C'est aussi au début du XVII'™ siécle qu’ on a inventé les
logarithmes, ce qui témoignait déja d’ une espéce de conception d’ un continu
numérique, mais ils sont apparus pour des raisons pratiques, avant d étre
acceptés sur le plan théorique par Newton et Leibniz, qui en fondant le calcul
différentiel et le calcul intégral, ont imposé cette conception du continu
numérique analysé par les nombres. Les rapports qu’ Euclide considérait entre
grandeurs géométriques étaient enfin devenus des nombres.




8. « Négatif » dans I’Encyclopédie.

NEGATIF, adj. (Algéb.) quantités négatives, en algébre, sont celles qui
sont affectées du signe - , & qui sont regardées par plusieurs mathématiciens,
comme plus petites que zéro. Cette derniére idée n’est cependant pas juste,
comme on verra dans un moment. Voyez QUANTITES.

Les quantités négatives sont le contraire des positives : on le positif]
finit, le négatif commence. Voyez POSITIF
1 y r i

MMQMW_@M Dzre que la quantzté négauve

est au dessous du rien, ¢’ est avancer une chose qui ne se peux pas concevoir.
Ceux qui prétendent que 1 n’est pas comparable @ -1 & que le rapport entre 1
& -1 est différent du rapport entre -1 & 1 sont dans une double erreur : 1°
parce qu’on divise tous les jours dans les opérations algébriques 1 par -1 ; 2°
I'égalité du produit de -1 par -1, & de +1 par +1, fait voir que 1 est a -1
comme -1 esta I.

Quand on considére [Iexactitude et la simplicité des opérations
algébriques sur les quantités négatives, on est bien tenté de croire que ['idée
précise que I’ on doit attacher aux quantités négatives doit étre une idée simple,
& n’étre point déduite d’'une métaphysique alambiquée. Pour tdcher d’en
découvrir la vraie notion, on doit d’ abord remarquer que les quantités qu’ on
appelle négatives, & qu’ on regarde faussement comme au-dessous de zéro,
sont trés souvent représentées par des quantités réelles, comme dans la
Géométrie, ou les lignes négatives ne différent des positives que par leur
situation a I'égard de quelque ligne ou point commun. Voyez COURBE.

De la, il est assez naturel de conclure que les quantités négatives que
I'on rencontre dans le calcul, sont en effet des quantités réelles;, mais des
quantités réelles auxquelles il faut attacher une idée autre que celle qu’on avoit
supposée. Imaginons, par exemple, qu’on cherche la valeur d’un nombre x,
qui ajouté a 100 fasse 50 ; on aura par les régles de I’ Algébre, x + 100 = 50,
& x = - 50 ; ce qui fait voir que la quantité x est égale @ 50, & qu’au lieu
d’étre ajoutée a 100 elle doit en étre retranchée ; de sorte qu’on auroit di
énoncer le probléme ainsi : trouver une quantité x qui étant retranchée de 100,
il reste 50 ; en énongant le probléme ainsi, on auroit 100 - x = 50, & x =50 ;
& et la forme négative de x ne subsisteroit plus.

Remarquez que nous ne parlons ici que des quantités négatives isolées,
comme -a, ou des quantités a - b, dans lesquelles b est plus grand que a ; car
pour celles on a - b est positif, c’est-a-dire, ou b est plus petit que a, le signe
ne fait aucune dtﬁ‘zculte

L t réell jt¢é négative isolé
- 3 pris arbitrgirement ne présente d ['esprit aucune idée ; mais si je dis qu’un
homme a donné a un autre - 3 écus, cela veut dire en langage intelligible, qu’il
lui a 6té 3 écus.

Voila pourquoi le produit de -a par -b, donne + ab : car a & b étant
précédés du signe - par la supposition, c'est une marque que ces quantités a,
b, se trouvent mélées & combinées avec d autres @ qui on les compare,
puisque si elles étoient considérées comme seules & isolées, les signes - dont

elles sont précédées, ne présenteroient rien de net a I esprit.

15
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........... .....Beaucoup plus tard, en 1902.

COURS
D’ALGEBRE

A L’'USAGE DES ELEVES
DE LA CLASSE DE MATHEMATIQUES SPECIALES

ET DES CANDIDATS
A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE ET A L’ECOLE POLYTECHNIQUE

PAR
B. NIEWENGLOWSKI

Ancien professeur de mathématiques spéciales au lycée Louis-le-grand

CHAPITRE PREMIER
NOMBRE POSITIFS - NOMBRES NEGATIFS

1. La théorie des nombres positifs et des nombres négatifs (qu’on nomme
quelquefois nombres algébriques et aussi nombres qualifiés) est exposée dans
tous les traités d’algebre élémentaire : nous ne ferons que rappeler les points
essentiels.

On appelle nombre positif I'ensemble formé par un nombre et le signe + placé

devant ce nombre ; nombre négatif ’ensemble formé par un nombre et le

signe - placé devant lui. Ainsi +3, +%sont des nombres positifs; -1, - %—, - _1§5__

.... sont des nombres négatifs. Dans ces exemples 3, %, 1, % 1—85— ... sont les

valeurs absolues des nombres qualifiés considérés.

Le signe qui précede la valeur absolue se nomme le signe du nombre qualifié.
On dit que deux nombres qualifiés sont égaux quand ils ont le méme signe et
la méme valeur absolue.

Deux nombres qualifiés ayant la méme valeur absolue et de signes différents
sont dits opposés, ou encore égaux et de signes contraires. Les nombres, tels
qu’on les considere en arithmétique sont dits neutres.

2. Comme il est arrivé plusieurs fois en mathématiques, la théorie des
nombres négatifs a pris naissance dans [I’indication d’une opération
impossible. On a été conduit & poser, par définition,

a-b=-(b-a)
quand b surpasse a, a et b étant deux nombres neutres. Ainsi on convient de
remplacer 3 - 7 par - (7 - 3), ¢’est-a-dire -4.

Ce début de cours de Spéciales de 1902 (Prix 8fr.) renseigne assez précisément sur la
difficulté de justifier les nombres, de leur redonner une valeur ontologique qui semble bien
s"étre perdue dans la nuit des temps.
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9. De Weierstrass a Dedekind : les nombres réels.
Weierstrass 1815-1897
Dedekind 1831-1916
Cantor 1845-1918

La théorie des ensembles ..... embrasse........ les domaines de
I'arithmétique, de la théorie des fonctions et de la géométrie ; elle les réduit
sur la base du concept de puissance en une unité supérieure.

Discontinu et continu se trouvent de la sorte considérés du méme point de vue

¢t mesurés avec une mesure commune.
Cantor, 31 mars 1892.

Quand Gauss dit qu’il a démontré quelque chose, cela me parait
irés probable, quand Cauchy le dit, il y a autant a parier pour
que contre, quand Dirichlet le dit, cela est certain.

Weierstrass

Ces deux citations évoquent d’une part la recherche d’une unité¢ que les mathématiques
vont trouver dans la théorie des ensembles et d’autre part le probleme de la qualité des
démonstrations y compris chez les meilleurs !

L’école allemande avec Weierstrass, Dirichlet, Riemann, Dedekind et Cantor entame au
milieu du XIX®™ siécle une réflexion sur les fondements de 1’analyse, en particulier de la
continuité et de I'intégration. La théorie des ensembles nait de la rencontre en 1872 de Cantor et
Dedekind. La correspondance passionnée entre les 2 mathématiciens tourne autour de la droite
réelle et des bijections entre ensembles « transfinis ». Vers 1870, les nombres réels restent une
donnée intuitive et les travaux de Riemann commencent & montrer un certain « flou
artistique ».

Dedekind, en 1872, donne une construction des rationnels puis place ces
rationnels sur une droite et réalise des « coupures » de cet ensemble ou il place les irrationnels
obtenant un ensemble continu, R, la droite réelle, magnifique objet de la géométrie
algébrique.

Les détracteurs de Dedekind pensent que sa construction reprend celle... d’Euclide.
Pour Dedekind, les « coupures de rationnels » sont le fondement axiomatique de la limite
d’une suite, de la continuité, permettant ainsi de démontrer correctement le théoréme des valeurs
intermédiaires pour une fonction continue.

La théorie des ensembles, en donnant une construction de la droite réelle, a répondu aux
questions posées par ’analyse autour des fonctions, continuité ou intégration. A partir de 13,
allait naitre différentes théories de la.. mesure !!!

Eh oui, tout comme la rédaction axiomatisée d’Euclide avait donné la mesure des
grandeurs, la théorie des ensembles allait donner toute une série de théories de la mesure. La
mesure de Borel sembla donner les meilleurs résultats mais beaucoup d’autres théories mirent a
la disposiuon des physiciens des modeles de I’espace.

(Notons pour finir que le dernier ensemble & recevoir une définition axiomatique fut ’ensemble
des entiers naturels Péano, vers 1900)

La construction (sic) de I'ensemble des nombres réels génére aussitdt des paradoxes
venus... des figures : courbe de Péano, ensemble de Cantor, la « galerie des Monstres » dont
Mandelbrot tirera la géométrie fractale De bien beaux objets de la géométrie algébrique.
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10. Qu’est-ce qu’un nombre au XX** siecle ?

« En définitive, il ne faut pas se leurrer, on ne sait pas trés bien. » disait Houzel.
I histoire est quand méme disponible, depuis peu, pour renseigner sur I’épistémologie des
nombres et leur passé. Pourquoi I’espéce humaine a-t-elle créé les nombres ?
1°) Compter : Parithmétique.
Pour Euclide, les seuls nombres dignes d’une théorie étaient les entiers naturels. Gauss, au
XIX*™™ siecle, a tout de méme étendu le domaine de 1’arithmétique aux entiers relatifs modulo
les congruences.
2°) Mesurer : la géométrie, les géométries.
La théorie des proportions a mis en évidence les nombres rationnels, rapports d’entiers pour
mesurer les segments. Puis les irrationnels sous la contrainte des théorémes.

3°) Résoudre : I’algébre, chapitre I, ouvert par Al-Khwarizm : les équations.
Les équations algébriques étendent le domaine des nombres par la création des nombres
complexes.
4°) Structurer : P’algébre, chapitre II, ouvert par Galois : les structures.
Au cours du XIX*™ siécle, les structures algébriques ont donné naissance a de multiples
théories des nombres. L’encyclopédie Universalis n’évoque d’ailleurs que les théories des
nombres : A ) Théorie analytique des nombres

B ) Théorie des nombres p-adiques

C ) Théorie des nombres algébriques
Dedekind construit des extensions finies de QQ , des corps de nombres algébriques.

5°) La théorie des ensembles.

L’ensemble des nombres réels est A 'origine de cette théorie. La droite réelle doit-elle étre
considérée conmme le but ultime des mathématiciens ?

Probablement pas.

(Les nombres complexes seraient-ils alors des nombres ?)

6°) Déduire : la logique.

L’analyse non-standard, Robinson, 1961.

L’infiniment grand est-il un nombre ? Leibniz : « Le réel @ est infiniment grand s’il est

supérieur A tout entier. » = Le réel ® n’existe pas.
L’analyse non-standard propose de considérer © comme un nombre vérifiant :
Pour tout ne N, 3 > n.
Cette extension du domaine des nombres nécessite cette fois une extension du systeme logique

usuel, dit de Zermelo-Fraenckel (ZF) en un systtme ZFL (Leibniz). Cette extension de R donne
un calcul infinitésimal efficace dans certains problémes, calcul impossible dans R.

En Résumé
On ne sait pas trés bien ot 'on s’arrétera dans I’extension du domaine des nombres.

Mais on sait assez bien d’ol ’on vient.

Nombres | Utilisation | _ Espace
Entiers Compter Discret
Réels Mesurer Droite continue
Complexes Résoudre Plan

Et on ne sait toujours pas trés bien ce qu’est un nombre. Mais, selon
Pascal,

« cette admirable science [la géométrie] ne s’attachant qu’aux
choses les plus simples, cette méme qualité qui les rend dignes
d’éte <es ~bjets, les rend incapables_d’étre définis, »
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DIFFERENTES SORTES DE MNOMBI
LOGICIELS DE CALCUL ¥O

Michel Jauns
Groupe Informat

Pour une bonne utilisation des logiciels de calcul formel il est utile, sinon indispens-
able de connaitre les méthodes de calcul qu’ils emploient. Ces logiciels permettent par
exemple d’obtenir des simulations d’expériences aléatoires, mais pour bien en tirer partie
il faut savoir comment sont engendrés les nombres pseudo-aléatoires qui sont a la base
de ces simulations. De méme, ils utilisent la théorie des bases de Grobner pour résoudre
les systémes d’équations polynomiales. La connaissance de cette théorie permet de mieux
programmer les calculs que [on désire effectuer De plus ces théories ont des applications
permettant de réaliser des taches nouvelles et souvent inattendues, comme, par exemple, la
démonstration de théorémes de géométrie, a I'aide des bases de Grobner. A contrario, la
méconnaissance des procédés employés par le logiciel le transforme en une sorte de boite
noire, dont le fonctionnement n’est pas maitrisé..

I.  Les nombres pseudo-aléatoires.

1.1 Production de nombres pseudo-aléatoires.

Tous les logiciels de calcul, comme les tableurs ou les logiciels de calculs formels, possedent
des générateurs de nombres aléatoires. Par exemple, dans SWP. Maple nous fournit dix
nombres aléatoires, répartis suivant une loi uniforme dans Pintervalle [0,1] :

0.95105, 0.14649, 042939, 052543, 0 02726, 0.21976, 0.067598, 0.84547, 0.67647,
0.45375, 0.64403, 0.92062

(Par Maple, Statistics, Random Numbers, puis dans la boite de dialogue qui s’ouvre
choisir le nombre de nombres désirés, la distribution de probabilité, ici “uniform”, les
bornes de I'intervalle dans lequel doivent se trouver les nombres). Pour obtenir le méme
résultat avec Mathematica on utiliserait Table[Random[Real {0,1}],{10}]. La principale
méthode employée pour engendrer une suite de nombres aléatoires consiste a considérer
un grand nombre premier p puis a construire une suite (2n), d’éléments de Z/pZ définie
par itérations d’une fonction [ : Z/pZ — Z/pZ de le forme flz) = (ax +b),, la suite
{rn)y est définie par -

€Ly - S
{ Tn = [(z, ~ 1)

s s'appelle le germe de la suite (,,),,. Siy, désigne 'unique entier de I'intervalle

[0, p — 1], représentant la classe . dans la congruence modulo p, le réel 2, = %)ﬂ e [0,1].

Exemple | Commencons par un exemple peu réaliste, en prenant p = 7, 5 = 0.0 =
b =2,
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a=3 ; b= 2:(* introduction des valeurs de a et b *)

fIx_]:=axt b (* définition de la fonction [ *) :

glx_, p_Integer] := Mod[f]x].p] (* indique modulo quel entier p il faut calculer *) ;

NestList[g[#,7] &.0.6] (* On fixe I'entier p a la valeur 7, le germe a 0,

et on itére 6 fois *)

{0,2,1.5,3.4,0}

On obtient six valeurs différentes, puis on retrouve le germe s = (),

Comme Z/pZ est fini, la suite (,,),, est nécessairement périodique. Essayons le germe
g == 6,

NestList[g[#,7]&,6,6]

16,6,6,6,6,6.6}

On a obtenu une suite stationnaire. ()7 est un point fixe de [. Il nous faut donc éviter
de prendre comme germe un point fixe. [l est facile de trouver le point fixe de [, puisque
Z/PZ est un corps.

Solve[a x 1 b ==x && Modulus == 7.x]

{{Modulus ->7.x -> 6}

Remarque 1 in Mathematica, les équations se présentent i I aide de la fonction booléenne
Liqual, dont la forme infixe est . On ajoute ici I'équation Modulus -~ 7, pour contrain-
dre Mathematica a calculer dans 7,/77. && est la forme infixe de la fonction booléenne
And. Flle permet ici d'introduire un systéme d équations, que l'on aurait aussi bien pu
présenter comme une liste d 'équations. La fonction Solve résout le systeme d'équations
proposées, sous la forme de régles de substitutions : Ainsi x -> 6, qui indique qu il faut
substituer 6 a x> dans I'expression Iqualfax 1 b x] pour obtenir la valeur "True”. 6 est bien
une solution de 'équation que I'on voulait résoudre,

Prenons un exemple plus réaliste avec p = 97, a = 37.b = HT et s = 77

a=37; b= 57;

listl = NestList[g[#,97]&.77,96]

{77.93,6,85,1,94,43,96,20,21,58,69 88, 15,30,3,71,65,37.68,51 4,

l],76,56,92,66,74,79,70,28,26,49,27,86,38,8,62,23,35,91,29,63,

60.,46,13,53,78,33,17,7,25,12,16.67, 14,90,89,52,41,22 95 ,80,10,

39,45,73,42,59,9,2,34,54,18 44,36,31.40,82.84.61 .83.24,72.5 48,

87,75.19.81,47,50,64,0,57.32,77}

Y-a-t-il des répétitions dans cette liste?

Length[Union[Dropflist1,1]] |

96

Drop[List1.1] retire a la liste précédente son premier élément 77. Union classe ensuite
les eléments de la liste par ordre croissant en supprimant les répétitions. Puis Length donne
le nombre d’éléments de Ia suite ainsi obtenue : il y en a 96. On a obtenu 96 éléments
distincts de 7 /977. Les voici rangés par ordre croissant -



Union[Drop(list1,1]]

{0.1,2,3,4,5,6,78,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18.1 9,20,21,22.23,24,25,26,
27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39.40 41 ,42,43,44 45 46,47 48,49,
50,51,52,53,54,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72.73,
74,75,76,77.78,79,80,81 82,83 84,85,86,87,88.89,90,91,92,93 94,95 96 }

55 n’apparaitapparait pas dans cette liste. Vérifions que 55 est le point fixe de .
Solvela x + b ==x && Modulus == 97 x]
{{Modulus -> 97,x -> 55}}

Drop[List1,1] fournit donc 96 éléments distincts de Z/977, dans un ordre qu’il est
difficile de prévoir quand on ne connait pas le secret de sa fabrication. On en tire une suite
de 96 nombres réels compris entre 0 et 1.

list2 = Drop(list1,1]/97 //N

{0.958763,0.0618557,0.876289,0.0103093,0.969072.0.443299.0.989691,
0.206186,0.216495,0.597938,0.71134,0.907216,0.154639,0.309278,
0.0309278,0.731959,0.670103,0.381443,0.701031,0.525773,0.04123 71,
0.113402,0.783505,0.57732,0.948454,0.680412.0.762887.0.81443 3.
0.721649,0.28866,0.268041,0.505155,0.278351,0.886598,0.391753,
0.0824742,0.639175,0.237113,0.360825,0.938144,0.298969,0.649485.
0.618557,0.474227,0.134021,0.546392,0.804124,0.340206,0.175258,
0.0721649,0.257732,0.123711,0.164948,0.690722,0.14433.0.927835,
0.917526,0.536082,0.42268,0 226804,0.979381,0.824742.0.103093,

0 402062,0 463918,0 752577,0.43299.0.608247,0.0927835,0.0206 186,
0.350515,0.556701,0.185567,0.453608,0.371134,0.319588.0.412371.
0.845361,0.865979,0.628866,0.85507,0.247423,0.742268,0.0515464,
0.494845,0.896907,0.773196,0.195876,0.835052,0.484536.0 515464,
0.659794,0,0.587629,0.329897,0. 793814}

Remarque 2 Pour diviser chacun des termes de Dropflist1,1] par 97, il suffit décrire
Dropllist] 1] 97. On dit gue la division est une opération listable. Nia] fournit une valeur
approchée de a. On utilise ici la fonction N sous sa forme postfive “N. N est également
listable.

Représentons les points (n..r,,) pour | < n < 06

I ListPlot[list2]
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Suivant le choix de « on obtient pas nécessairement p — 1 éléments distincts de Z/pZ.
Prenons, par exemple @ = 64, b = 57 '

a=64; b=57;

list2 = NestList[g[#,97]&,77,96]

Union[Drop(list2, 1]]

Length{Union[Drop(list2,1]] ]

{77,38,64,79,69,11,82,67,77,38,64,79,69,11,82,67,77,38,64,79,69,11,

82,67,77,38,64,79,69,11,82.67,77,38,64,79,69,11,82,67,77,38,64,79,69,

11,82,67,77,38.64,79.69 11 82,67,77,38,64,79,69,11,82,67,77,38,64,79,

69,11,82.67,77,38,64,79,69,11 82,67,77,38,64,79.69,11,82,67,77,38,64,

79,69,11,82,67,77}

{11,38,64.67.69,77,79.82}

8

On a obtenu que huit éléments distincts. On est donc amené a trouver une caractérisation
des éléments (a), de Z/pZ tels que la suite (x,, ), fournisse p — 1 éléments distincts de
7] pZ

Proposition 1 Soit y le point fixe de [. Pour tout n.€ N*, f™(x) = (a™(x —y) +9)p

La relation est vraie pour n. = 1. Par définition
y=ay+b
Par ailleurs
flx)=ax+b
En soustrayant f(x) —wy = a(x — y), et par suite
fle) =a(z —y) +y
Supposons, la relation établie a I'ordre n, alors
[N = S ()
= ala”(x—y)+y)+b
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= "o —y)+ay+b
= a" Nz —y)+y

La relation est encore vraie a 'ordre n + 1.
On a établi la par récurrence la relation annoncée pour tout n € N*.

Corollaire 2 Les périodes de la suite (€0 )n sont les entiers q tels que (a9) p =1

En effet, si (a"), = 1,, f"(#) = x — y +y = . [nversement si q est une période de
la suite (2, ), pourtout n € N, 2, , = x,, et f"7I(s) = f™(s), ol s est le germe de la
suite (), donc (a"*(s ~ y)), = (a"(s — y)),. comme s n’est pas le point fixe de f,
s —yestnonnul, et (a7), = 1,

1.2 Petit théoréme de Fermat.

Rappelons la définition de I’ordre d’un élément dans Z/pZ.
Définition 1 L ordre d'un élément a dans (Z./pZ., x ) est le plus pelit entier n tel que
Y=L,

Corollaire 3 La plus petite période de la suite (,,),, est la période de a -

Nous allons établir que I'ordre d’un élément a dans (Z/pZ, » ) est un diviseur de p—L
Pour cela nous aurons besoin du petit théoréme de Fermat , selon lequel aP~! = 1p quel
que soit a € Z/pZ...

THEOREME 4 (petit théoréme de Fermat). Dans Z/pZ. aP~! = 1

Lemme S  Dans 7./pZ, (a + b)P = al + bP

Comme Z/pZ est un corps commutatif, on peut appliquer la formule du binéme de

Newton
(a +b)? Z(’k feyp—k

k=0
("k =p(p—1)...(p = k+ 1) est divisible par p pour 1 < k& < p— 1. Donc C’ﬂa’fbp k
O, pour I<hk<p—Llet(a+b)! =aP +b"

Lemme 6 Dans 7./pZ, pour n. > 2, (x) + @3 + ..+ 2,)P = 2f +ab + .. 4 2P

D’apres le lemme précédent, la formule est vraie pour n = 2.

Supposons la formule vraie a I'ordre n, alors
(w1 +mo+ o Fw)? = (2 F 20+ ..+ Tn) + Xpay )’
= (ry+zo+.. +2,)0+ #h
grice au lemme précédent. En appliquant I"hypothése de récurrence,
S A

~ L ~ ! ~ ‘,”_ i
fryp+o0+ .. ~ry_y) =.ry — I 1
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On a établi la formule par récurrence pour tout entier n > 2.
Soit @ un entier qui vérifie 1 < a < p—1, enprenantz; = 1, pour 1 < % < a, le lemme
précédent donne en confondant a et a,, la classe de a modulo p
a? =(14+1+ .. +1)?=1P+1P4+ .. +1P=qalP =q
et comme a est inversible dans Z/pZ, a?~* = 1, ce qui démontre le petit théoréme de
Fermat.

Proposition 7 L ordre d'un élément dans 7./ pZ est un diviseur de p — 1.

Soit n I"ordre de a, dans Z/pZ. n < p — 1, car a?~! = 1. Soit g et r le quotient et le
reste de p — 1, dans la division euclidienne de p — 1 par n :
p—l=gn+r, 0<r<n
Alors 1 = aP™! = a9 = (a™)7a” = 17a” = a”. Si r n’était pas nul, on aurait
a” = 1,avec 0 < r < n, ce qui contredirait la définition de n. Par suite r = 0, et
P — 1 =gn, nestundiviseur de p — 1. '
En conséquence, si I’on veut obtenir une suite (,,),, dont le plus petite période soit
égale a p— L, il nous faut rechercher les éléments a de Z/pZ d’ordre p — 1, de tels éléments

s’appellent des racines primitives de p.
Definition 1 Si a est wn élément d'ordre p — 1 de Z/pZ, on dit que a est une racine
primitive de p.

Heureusement, les racines primitives de p ne sont pas rares, grice a un résultat de Legen-

dre.

THEOREME 8  (Legendre) Soit p un nombre premier impair [l existe O(p — 1) racines
primitives de p, ou b désigne la fonction d ' Euler

Rappelons la définition de la fonction ® d’Euler.

1.3  La fonction ® d’Euler

Definition 2 Pour tout entier naturel n. on note ®(n) le nombre d'entiers naturels non
nuls inférieurs a n et premiers avec n.

Exemple2 ®(1) = 1.
®(10) =1
B(p) = p — 1, si p est un nombre premier

On démontre dans tous les traités d’arithmétique le lemme suivant :
Lemme 9  Sin = myma...m, ou les entiers m, et m; sont premiers entre eux pour toute

paire d'entiers {i, j} de {1,2, ..., p}
D(n) = B(m)D(my)...H(m,)



En utilisant ce lemme, Euler a démontré en 1760 le théoréme suivant :

THEOREME 10 (Euler 1760) Soit n un entier naturel et n = p'py®...py* sa décom-
position en produit de facteurs premiers. Alors

®(n) = (p7")2(p5?)... B (p)*)

Par ailleurs, on démontre que si p est un nombre premier

p*) =p " p - 1) =p"(1 - %)
En conséquence, si n = p{"' pg?. pL*,
O(n) = P Hpr = Dps? T (pe = 1)epP(pr — 1)
= n{l - i)(L - —]'—)(] - }—)
D1 P2 Pk

Exemple 3  $(2560) = ®(27.5) = 2560(1 — 3)(1 = 1).

On a alors comme conséquence du lemme, un résultat assez surprenant, dont nous allons
avoir besoin

THEOREME 11 Si n est un entier positif, alors n = % ®(d).(La sommation s ‘effectue
d|n

sur 'ensemble des diviseurs de n).

Nous allons raisonner par récurrence sur n. Il est clair que la propriété est vraiesin = L.
Supposons la propriété vraie pour tout entier n < N — 1, et démontrons la dans le cas ou
n = N_ Soit p un diviseur premier de n. Posons N = p®M ou M et p sont premiers
entre eux. Lorsque d parcourt I’ensemble des diviseurs de M, les diviseurs de n sont les

nombres de la forme d, pd, p>d, ..., p*d. Il s’en suit que
> B(8) =Y [B(d) + B(pd) + .. + D(p™d)]
8N djAl

D’aprés le lemme, pour chaque entier 7, vérifiant | <7 < «v
B(pid) = &(p')®(d)
Il en résulte que

Y B = > @dl+p-1) +pp-1)+ .+ (p=1)]

SIN d| M

= Z O(d)p®

ri] M
= p° Z B(d)
d| AT

Par hypothése de récurrence, Y ®(d) = M. et 3 B(8) =p*M = N
PRy, ST
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Avant d’établir le théoréme de Legendre, il nous faut énoncer et démontrer le théoréme
de Lagrange sur les polyndmes a coefficients dans Z/pZ, qui ressemble au théoréme de
d’Alembert sur les polyndmes a coefficients complexes.

1.4  Théoréme de Lagrange.

THEOREME 12 (Lagrange, 1768) Soit p un nombre premier. et soit f(r) = a,x™ +
- " " ag un polyndme a coefficients dans 7./ pZ, de degré n. Alors la congruence
flr) = 0mod(p), admet au plus n solutions dans 7./ pZ.

Pour établir ce théoréme, nous commencerons par la démonstration de résultats, analogues
a ceux que I’on établit pour les polynémes a coefficients réels ou complexes.

THEOREME 13 Soit () = ay2" +an_1x"" ' + ...+ ag, un polyndme a coefficients
dans Z/pZ et ¢y une solution dans Z/pZ de I'équation f(x) = 0. On peut alors écrire
gue f(x) = (r—ecp) fi{x), on fi1(x) est un polyndme a coefficients dans 7./ pZ et de degré

no— 1.

En effet si ¢ est une solution de [’ equatton f( r) =0, f(x) = [(x)— f(e1) dans ["anneau

Z/pZ[X| Mais [(x) — ; L a,{x* — ¢}), la sommation pouvant débuter a7 = 1.
el
Pour 1 < i < n,
1—1

4t ,i_ 7 7wl—k k
= =(r - [E

k=0
Par suite
n t—1
f(.’l?) _ j'((‘l) — (j.’lf o Cl) Z a; [Z mi—l—lc ] _ ( N /.l( )
| k=0

ou fi(:xx) est un polyndéme a coefticients dans Z/pZ, de degré n — 1, son coefficient de
degré n — | étant égal a a,,.

Corollaire 14 Soif ¢y, oo, ..., ¢, 7 solutions distinctes de f(x) = O dans Z/pZ, o p est
un nombre premier. Alors

J(z) = (x — ) (v —ca)..lw — ) fr()

o f,.(x) est un polyndme a coefficients dans 7./ pZ, de degré n — r.

Draprés le théoréme que ['on vient d’établir f(«x) = (x—cy) f1(x) ou fi(x) estun polyndme
a coefficients dans Z/pZ. Comme o est aussi une solution de I'équation f(z) = 0,
(ey = ep) filea) = 0. Comme ¢ est distinct de ¢y, ¢; — ¢o est non nul et Z/pZ étant un
corps, [1(c2) = 0. En appliquant le théoréme a [}, on conclue al'existence d’un polyndme
f2(x), acoefficients dans Z/pZ, de degré n - 2, tel que [, (ir) = {(x—c2) fo(x). Continuant
ainsi de proche en proche on démontre le corollaire

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de Lagrange.
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Soit f(x) = a,a™ + ap_yz™ L+ . + g, un polyndme & coefficients dans Z/pZ de
degré n. Supposons que Sf(x) ait n + 1 racines distinctes dans Z/pZ : ¢y, e, \Cn, oot
En appliquant le corollaire précédent aux n premiéres racines. on montre qu’il existe un
polyndme de degré 0, f,, (), a coefficients dans Z/pZ tel que
f(x) = (x— )z —c).(r — en) fn(T)
Jnlx) est donc un polynéme constant. Posons fu(z) = b On voit immédiatement que
b =a,. ¢, étant une racine de f(), on ala relation
b(ff,,,;,] -0 )((,ni—l "’ ("2)"-((‘71‘4'1 - Cn) =)
Comme pour tout 7, vérifiant | < i < n, ¢n--1 — ¢; est non nul et que cette relation est

écrite dans le corps 7Z/pZ on en conclue que b = a,, = 0, ce qui contredit le fajt que f(x)
soit un polyndme de degré n. Par suite S} ne saurait avoir plus de » racines distinctes.

Remarque 3 e fait que p soit premier est essentiel. Par exemple |'équation 2 — 2 = ()
admet dewnx solutions dans 7./AZ, a savoir & = (2), et v = ( 3)a, bien que 2x — 2 soit un

polyndme du premier degré.

I nous faut encore établir deux corollaires du théoreme de LLagrange.

Corollaive 15 Soit p un nombre premier; alors dans 7/ p7| X]
Pl = = 1) (= 2,) (i (p - 1))
Fneffet d'apres le petit théoréme de Fermat, 71 = 1, pour tout.r: & 7./pZ. Par suite
al ! Lp= (& = 1)@ = 2,)...(x ~ (p - D) folx)

o fi,(r) est de degré 0. Naturellement Splx) =1,
Nous en arrivons enfin au corollaire du théoréme de Lagrange. dont nous aurons besoin
pour démaontrer le théoréme de Legendre.

Carollaire 16 Soit p un nombre premier et d un divisenr de p— L Le polynome x% — | -
aexactement d racines dans 7,/ p7.

Comme d divise p — 1, il existe un entier ¢ tel quep — 1 = qd. Alors, en posant X = ¢

ona
wP e = X L, = (X = X 2 X X+ 1) = (" = 1g(x)
ou ¢(r) est un polynome de degré p - | — d. Considérons maintenant les équations
R Iy = 0
glx) = 0

dans Z/pZ. La premiére a, d"aprés le théoréme de Lagrange, au plus « solutions et la
seconde aan plus p 1 = d solutions. Comme p est un nombre premier, toute solution u,
dans 7/ pi, de I'équation 271~ | = ), est soit une solution de ¢ — L, = 0, soit une
solution de g{r) = 0. Si I"équation " -- L, = 0 avait moins de d solutions dans Z,/pZ,

Féquation P | = Qaurait moins de d +p — | — = » — 1 solutions. Or on a vu
1 ! /
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que I"équation 2~ ! — 1, = () a exactement p — 1 solutions dans Z/pZ on aboutit & une
contradiction. Par suite I’équation 2 — 1 a exactement ( solutions dans 7/p7.
Nous allons maintenant démontrer le théoréme de Legendre.

1.5 Théoréme de Legendre.

Soit p un nombre premie, alors il existe ®(p — 1) racines primitives de p.

Notons W(e), le nombre de solutions de I'équation t”~! - 1, = (. dans 7./pZ d’ordre e
exactement. Nous nous proposons d'établir que () = ®(e).

Cette égalité est évidente si ¢ = 1, caralors.z = 1, et ¥(e) = 1, donc ¥(e) = O(e) = L.
On a vu que si a est un éiément de Z/pZ d’ordre e, alors e divise p — 1. On peut donc
restreindre son attention aux diviseurs de p — 1. Soit d un tel diviseur supposons que I’on
ait établi I'égalite W(0) = B(d) pour tout diviseur § de p — 1, inférieur a d. D’aprés le
corotlaire du théoréme de Lagrange. on sait que I'équation z — 1, = 0 a exactement
d solutions. Chacune de ces solutions est évidemment une solution, dont ’ordre est un
diviseur de d, de I'équation =/"~! — 1, = (). Réciproquement toute solution de I"équation
alr—h L, = 0, dont 'ordre divise d, est trivialement, par définition méme de I’ordre,

une solution de I"équation 7 - I, = 0. Par conséquent ¢ = > W(8) Par hypothése de
Sl

récurrence, W(8) = ®(8) si d|d et & -~ . On peut donc réécrire la sommation précédente

d =Y "W(o) = Y B(8) ~ B(d) + W(d)
§)d 8]k
Mais on a vu que pour tout entier naturel non nul £ = " ®(7). Par suite d = d — O(d) +

rit

sous la forme

W(d), c’est adire que P(d) = V(d).

Le theoreme de Legendre s’en déduit immédiatement en prenant é = p — 1. On obtient
W(p—1)=DP(p- 1), comme le dit le théoreme.

Exempled Sip =11, alors 1! =219 = 3 : =l 2Tl =gl =06 = P
mod(p). Ainsi 2,6, 7 et & sont les 4 = ®(10) = 10(1 — (1 - %) racines primitives de
1y dans Z/11 7. )

Le théoreme de Legendre nous indique que les racines primitives de 1,, ne sont pas rares,
pour un nombre premier donné p. Par contre il n’existe pas d’algorithme permettant de les
trouver. Gauss disait que “leur distribution était un grand mystére” et Euler ne connaissait
aucune régle pour en trouver une. On peut évidemment procéder par essai successifs pour
des nombres premiers pas trop grand et se faire aider par des ordinateurs.

1.6 Racines primitives de p, lorsque p est premier.

On choisira un trés grand nombre premier p , par exemple supérieur a 10000, de maniére
a obtenir, en prenant pour « une racine primitive de p, une suite (ir,,),, dont la période soit

grande.
Prime[ 10000]
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104729

p = Prime[n] est le n-iéme nombre premier Décomposons p — 1 en produit de facteurs
premiers a I’aide de la fonction FactorInteger

FactorInteger[104729-1]

{{2,3},{13,1},{19,1},{53,1}}

104 728 =27.13.19.53. Calculons ®(104728)

phi = 104728 (1-1/2)(1-1/13)(1-1/19)(1-1/53)

44928

En prenant un entier au hasard entre 1 et 104728 on a donc, grice au théoréme de Legendre
une probabilité égale a 44928/104728, de tomber sur un entier a tel que () 104729 SOIt une
racine primitive de 104729 Essayons 3.

Lordre de 3 estun diviseur de 104728, Les diviseurs de 104728 sont de la forme 2#138197 537,
avec < <3,0<0<1,0<y<1,0<6< lHyenadonc4222w"52 Constru-
isons la liste des diviseurs de 104728.

list3 =
Distribute[{{0,1,2,3},{0,1},{0,1},{0,1}},List List]

{{0,0,0,0},{0,0,0,1}, {0,0,1,04,{0,0,1,1},{0,1,0,0},{0,1,0,1},{0,1,1,0},
{0.1.1,1},{1,0,0,04.{1,0,0,1},{1,0,1,0},{1,0,1,1},{1,1,0,0},{1,1,0,1},
(LLLOL{1,1,1,1},{2,0,0,0},{2,0,0,1},{2,0,1,0}.{£2,0,1,1},{2,1,0,0},
{2.1,0,1},{2,1,1,0},{2,1,1,1},{3,0,0,0},{3,0,0,1},{3,0,1,0},{3,0,1.1}
{3,1,0.0},{3,1,0,1},{3,1,1,0},{3,1,1,1}}
On a construit d’abord I"ensemble produit A = {0,1,2,3}x {0,1} {0,1}x {0,1}. On
construit ensuite ['application q de cet ensemble dans 'ensemble des diviseurs de 104728
quia (z,y, z, ) associe 27.13v.19253". On applique ensuite cette application a chacun des
éléments de A, ce qui donne la liste, notée div, des diviseurs de 104728.
plx_,y ,z , t]=2"13% 19253

qfu LlSt]' Apply[p, u]
div = Map(q, list3]

{1,53,19,1007,13,689,247,13091,2, 106,38,2014,26,1378,494,26182 4,
212,76,4028,52,2756,988,52364,8,424,152,8056,104,5512,1976, 104728}
Elevons (3)104720 4 toutes les puissances (3%),04709 lorsque k parcourt I’ensemble des
diviseurs de 104728.
rla_, b_] :=Mod[a"b, 104729]
Map|r[3, #]&, div]
{3.102446,83754,33964,23388,79730,59571,70765,9,80368,88825.68090,
103706,32058,66605,68090,81,63807,16681,104728,103968,9687,103 14,
104728,6561,98103, 95537,1,55476,785,78661,1}
On constate que 3 n'est pas d’ordre 104728, mais d’ordre 8056. Vérifions.

1[3,8056]
1
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[Faisons d"autres essais.

Map(r[5,#]&, div]
{5,23894,76154,9176,86630,22401,52755,1,25,45457 63341,101589,
86218,48162.21579,1,625,35679,19020,15074,88562.40352,28 107, 1,
76438,10046,26434,68275, 73034,62141,32602,1}

Pas de chance 5 est d'ordre 13091. Vérifions.

r[5.13091]

1

Aprés quelques essais on trouve que 12 est d’ordre 104728
Map[r[12,#]&, div]

{12,81998,96799,3329,6932,70998,45158,33964, 144, 70204 47500,
85696,86742,4505,66605,68090,20736,54876,73153,102207. 24288,
82328,10314,104728,69151,102439, 23696 76744,73216.48162.
786611}

On prendradonc a == 12, et b = 3.
Cherchons alors le point fixe de [

Solve[12 x + 3 ==x && Modulus ==104729 x]
{{Modulus -> 104729,x -> 38083 }}

Verifions que la suite (i), obtenue en prenant f(x) = (12 + 3) 104720 a bien pour plus
petite période 104728.

a=12;b=3;

listd= NestList[g[#,104729]&.0,104728]

Length[Union[Drop[list4,17] ]

104728

Mais les ordinateurs calculent en base 2. Un bon moyen d’accélérer les calculs est donc
de se placer dans I"anneau Z/2'%7Z. Dans ce cas pour un nombre rationnel compris entre
O et 1, la division par 2' consistera simplement & déplacer la virgule de 16 places vers Ja
droite. Malheureusement, il n’y a pas d’entiers a tel que (@)is soit d’ordre 218 — 1.

1.7 Racine primitive de a, entier non premier.

Les ¢léments (a),, de (Z/nZ)", inversibles pour la multiplication sont ceux pour lesquels
a est premier avec n. En effet si o est premier avec n, d’aprés l'identité de Bezout, il existe
des entiers A et yu tels que
Ao+ pn =1

Par suite, (\),(a), = 1, et (a), estinversible dans (Z/nZ)". Inversement, si (a), est
inversibledans (7/nZ)", il existe un entier relatif ;o tel que \a-1 = 11n, soit Aa+(—pyn =
L. ce qui prouve que a et n sont premiers entre eux Par suite le nombre d’éléments du
groupe des eléments inversibles de (Z/nZ)" est ®(n) Soit (@), un élément inversible de
(Z/nZ)", Vordre k du sous-groupe cyclique engendre par {a), est un diviseur de ['ordre



du groupe des éléments inversibles de (Z/nZ)". 1l existe donc un entier m tel que k.m =
®(n), et apt™) = a*™ = (a®)y™ = 1™ = 1,,. On a ainsi démontré un théoréme du & Euler.

n

THEOREME 17  (Euler 1760) Si a et n sont premiers entre eux, alors a®™ = 1 mod(n).

Definition 3 Soif n un entier supérieur ou égal a 2, et a un entier premier avec n. Si
['ordre de a,, est ®(n), on dit que a est une racine primitive de n.

Exemple 5 8 n'a pas de racine primitive. En effet ®(R) = 8(1 — :ﬁ) =detl' =32 =
52 =77 = 1 mod(R)

15 n'apasde )acineprimitive Eneffet ®(15) = 15(1—3)(1 - 1) =Rerl' =2 =42 =
=8'= =13 =14=1 m()d( 5)
27 a une racine primitive, 2 en est une : ®(27) = 27(1 — 1) = 18

Table[Mod[2*, 27], {k, 1, 18}]
(2,4.8,16,5,10.20.13.26.25.23,19,11,22.17.7,14,1}

Tout cela semble trés chaotique. $(21%) = 2'%(2 — 1) = 2!5 = 32768 Par suite le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de Z/2'¢Z est d’ordre 219 et n’a pas d’élément d’or-
dre 2'%. 1l n’a pas non plus d’¢lément d’ordre 2'° : 2! n’a pas de racine primitive.

THEOREME 18 Soit n = 2% Pour k = 1 et 2, n a une racine primitive. Pour k > 3,
n n'a pas de racine primitive.

I est une racine primitive de 2, tandis que 3 est une racine primitive de 4 : ®(4) = 21(2 —
1) = 2, et 3% = 1 mod(4). Si a est une racine primitive de 2*, a est impair. Soit k& > 3,
®(k) = 251(2— 1) = 25~ nous allons prouver que si a estimpair, ¢~ = 1 mod(2¥).
Si k = 3, I'exemple ci-dessus a montrer que 8 = 23 n’avait pas de racine primitive.
Supposons que pour 3 < [, on aita? =1 mod(2'). Il existe alors un entier relatif b tel
que 02" = 1+ b2 En élevant au carré les deux membres de cette expression, on obtient

Do (L4627 =1 + 26.20 4 p20%

-1 <y . ,
eta® = 1mod(2"!) La propriété est démontrée pour n. = [ + 1. La proposition est
établie par récurrence.
Gauss a démontré en 1801 le théoréme suivant :

THEOREME 19  Soit n un entier supérieur a 1, alors n n'admet de racine primitive que
sin = 2,4, p* ou 2p*, oit p est un nombre premier impair

Dans le cas ot n = 2% avec k > 3, tout entier impair a, vérifie a2’ =1 mod(2'),comme
nous "avons vu dans la démonstration du théoréme . Pour @ = 3, on vérifie que 3 est
d ordre 2572 dans le groupe multiplicatif de Z/2*Z. En particulier vérifions a I'aide de
Mathematica que 3 est d’ordre 2'* dans le groupe Z,/2'°7Z.

lists = Table[Mod[3*, 2191, (k. 2'}];

31



w

2[4

Length{Union[list5] 1))

16384

16384

On a fait calculer la liste des puissances 3* de 3 dans Z/2'°Z, pour k compris entre | et
2" puis on supprime les éventuelles répétitions dans cette liste en [ui appliquant la fonction
Union. On remarque qu’il n'y en a pas puisque cette liste a bien 2'* = 16 384 éléments. 3
est bien d’ordre2'* dans Z/2'°7Z.

On peut donc construire la suite (,,), d’éléments de Z/2'°Z en posant zy = s et x,, =

f(xn—1)ou f(x) = az + b en prenant a = 3 et par exemple b = 1. Alors s = () n’est pas
un point fixe. Calculons les 100 premiers termes de cette liste.

a3

b =1, list6 = NestList[g[#, 2'%]&, 0, 99]

10,1,4,13,40,121,364,1093,3280,9841,29524,23037,3576,10729,321388,
31029,27552,17121,51364,23021,3528,10585,31756,29733,23664,5457,
16372,49117,16280,48841,15452,46357,8000,24001,6468,19405,53216,
43577,65196,64517,62480,56369,38036,48573,14648,43945 7642293,
6880,20641,61924,54701,33032,33561,35148,39909,54192,31505,28980,
21405,64216,61577,53660,29909,24192,7041,21124,63373,59048 46073,
7148,21445,64336,61937,54740,33149,33912,36201,43068,63669,59936,
48737,15140,45421,5192,15577,46732,9125,27376,16593 49780,18269,
54808,33353,34524,38037 48576,14657,43972 845}

On en déduit 100 nombres aléatoires compris entre O et 1.

list7 = list6/2'° // N ’
{0,0.0000152588,0.0000610352,0.000198364,0 000610352,0.0018463 1,
0.0055542,0.0166779,0.0500488,0.150162,0.4505,0.351517,0.0545654,
0.163712,0.49115,0.473465,0 420410 261246,0.783752,0.351273,
0.053833,0.161514,0.484558,0.45369,0.361084,0.0832672,0.249817,
0.749466,0.248413,0.745255,0.235779,0.707352,0.12207,0.366226,
0.0986938,0.296097,0.888306,0.664932,0.994812,0.984451,0.953369,
0.860123,0.580383,0.741165,0.223511,0.670547,0.0116577,0.0349884,
0.10498,0.314957,0.944885,0.834671,0 504028,0.5121,0.5363 16,
0.608963,0.826904,0.480728,0.4422.0 326614,0.979858,0.93959,
0.818787,0.456375,0.369141,0.107437,0.322327,0.966995,0.901001,
0.703018,0.10907,0.327225,0.981689,0 945084,0.835266,0.5058 14,
0.517456,0.552383,0.657166,0.971512,0.914551,0.743668,0.231018,
0.693069,0.0792236,0.237686,0.713074,0.139236,0.417725,0.253189,
0.759583,0.278763,0.836304,0.508926,0.526794,0.580399,0.741211,
0.223648,0.670959,0.0128937}

Vérifions que ces nombres sont biens répartis selon une loi uniforme. Pour cela, on les
regroupe en classes d égale amplitude, a savoir 0,1 dans I"intervalle[0,1].Puis on représente
les effectifs de ces classes par un diagramme en batons.
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< < Statistics DataManipulation
list8=BinCounts(list7.{0,1,0.1}]

{16,8,11,910,10,6,10,7,12}

On denombre les effectifs de chacune des classes par la fonction BinCounts, du package”
Statistics' DataManipulation‘, qu’il faut préalablement charger On calcule les centres des

classes précédentes.

centres=Table[0 05+k 0.1, {k.0.9}]

10.05,0.15,0.25.0.35,0.45,0.55.0 65,0.75.0.85,0.95}

On représente enfin par un diagramme en batons les effectifs de la série list7, une fois
classée

< <_Graphics‘Graphics®

BarChart| Transpose[{ list8 centres}]]

1.2+

; : 1 RS RS D i
0.050.150.250.350.450.550.650. 750,850 .95

Remarque 4 Pour construire un diagramme en batons, il nous fant disposer de la fonc-
tion BarChart, qui se trouve dans le “package " Graphics ‘Graphics*, qu il faut donc charger
préalablement. Tianspose vise a constituer une liste de couples dont le premier élément est
leffectif de la classe et le second le centre de cette classe.

La premiére classe a un effectit nettement plus élevé que celui des autres classes, cela

s'explique sans doute par la trop petite valeur donnée a a, & savoir 3. Il faut donc prendre

une valeur de a plus centrale. Essayons a = 25733. Il nous faut d’abord trouver I’ordre de

(25733),14 dans Z/2'°7.

Mod[25733%"", 216

I

Lordre de 25733 est donc un diviseur de 2'*. Les diviseurs de 2'* sont les nombres de la
ok

forme 2% avec 0 < k < 14. Calculons donc (257332 )ars pour 1 < k < 14.

Table[Mod[257332", 215 (k. 1, 14}]

{11545,52337,18913,6081.16257,48897 32257,64513 63489.61441,
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57345,49153,32769.1}

(25733)14 estbien d ordre 2'*dans le groupe multiplicatif de Z/2'Z. Onprenda =(25733)p14,b =

(13849)214, 3 =1{.

a=25733;
b = 13849,
list9 = NestList[g[#, 2'°]&, 0, 99]

{0,13849,5398,49799,572,53061,55538,29651,52920,31665,40206,
18015,57716,42845,32106,50731,63088,65097,54790,48951 2476,
27765,17122,15747,22312,7649,40958.36111,23268,32397,2394,
14811,53472,14969,56054,4071,46364,15781,45266,6963,17304,
46097,26350,42943,63572.2493 6474,16779,36688,60073.9190,
46231,1164,17109,8898,3299,37896,15937.61918,38511,47556,
18669,44346,56635,12736,3801,45270,44359,63484,31749,39090,
4755,18552,48241,16590,22815,40756.15389,50474,3307,47152,
42761,33222,63991,36716,59701,4770,11331,24808,11937,21438,
61391,43172,58189,24858,53403,8864,45881,38582,39591 }

listl0 = list9/21% // N

{0,0.211319,0.0823669,0.759872,0.00872803,0.809647,0.847443,
0.452438,0.807495,0.48317,0.613495,0.274887,0.880676,0.653763,
(1.489899,0.774094,0.962646,0.993301,0.836029,0.746933,
0.0377808,0.42366,0.261261,0.24028,0.340454,0.116714,0.624969,
0.55101,0.355042,0.494339,0.0365295,0.225998,0.815918,0 228409,
0.855316,0.0621185,0.707458,0.240799,0.690704.,0. 106247,
0.264038.0.703384,0.402069,0.655258,0.970032,0.0380402.
0.0987854,0.256027,0.559814,0.916641,0.140228.0.705429,
0.0177612,0.261063,0.135773,0 0503387,0.578247,0.243179,
0.944794,0.587631,0.725647,0.284866,0.676666,0 864182,0.194336,
0.0579987,0.690765,0.676865,0.968689,0.484451,0.596466,
0.0725555,0.283081,0.736099,0.253143,0.348129,0.621887,
0.234818,0.770172,0.0504608,0.719482,0.652481 0 506927,
0.976425,0.560242,0.910965,0.0727844,0.172897,0.37854.0 182144,
0.327118,0.936752,0.658752.0 887894,0.379303,0.814865,0. 135254,
.700089,0.588715,0 604111}

list11 = BinCounts{list10, {0.1,0.1}]
{13.8,15,6,7,8,12,11,10.9}

BarChart[Transpose[{list11,centres}]]
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35

Patt :
250.350.450.550.650.750.850.95

1 0.050.150.
[ échantillon n’est pas assez grand pour juger. Reprenons les calculs avec un échatillon de
taille 10000, sans afficher les résultats intermédiaives
list12 = NestList[g[#, 2'5]&, 0, 9999]
list]3 =list12 /2% // N ;
list14 = BinCounts[list13, {0, 1,0.1}]
BarChart[ Transpose[{list14, centres}|]

00} /EH ) s (TR e
[ I ;
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0.050.150.250.350.450.550.650.750.850.95

Pour cet échantillon la répartition dans les différentes classes semble suivre une loi uni-
forme.

1.8 Calcul d’une valeur approchée de 7.

Maintenant que nous faisons contiance aux génératenrs de nombres aléatoires, utilisons les
pour calculer une valeur approchée de .

On dessine sur le sol un disque de rayon 1, inscrit dans un carré de coté de longueur 2. 11
pteut. En faisant I'hypotheése que les gouttes de phuie se répartissent uniformément sur la
surface du carré, I'aire du cercle étant égalc & . et celle du carré 4 4, la probabilité qu’une
goutte d’eau tombe a I'intérieur du disque esi épale 4 £

Faisons une représentation graphique de cetie exnérience. Chaque goutte de pluie sera




36

représentée par un point rouge, le cercle est dessiné en vert, et les bords du carré en noir.
gl = Graphics[

{RGBColor[1,0,0],AbsolutePointSize[4],

Point /@ Table[{Random[Real,{0,1}],Random[Real,{0,1 113,110017},

{ AspectRatio -> Automatic}]

g2=Graphics[{RGBColor[0,1,0],Circle[{0.5.0.5},0.5] }.{

AspectRatio -> Automatic}]

g3 = Graphics[Line[{{0,0},{1,0},{1,1},{0,1},{0,0}}]]

Show(gl, g2, 23]}

[ ) 'Y ® ..\&\v ®

On génére une liste de couples de nombres aléatoires. Puis on transforme chacun de ces
couples de réels en un point graphique par la primitive graphique Point. On applique point
a chacun des éléments de la liste précédente par la fonction Map, qui apparait ici sous sa
forme infixe /@. La fonction Graphics rassemble alors tous ces objets en un seul graphique
gl. Loption AspectRatio -> Automatic oblige Mathematica & utiliser la méme échelle sur
les deux axes. Les directives graphiques, placées en tete, s'imposent aux objets graphiques
qui suivent. Ce sont ici RGBColor[1,0,0] et AbsolutePointSize[4] qui imposent la couleur
rouge et la taille 4 pour les points. On construit de méme un cercle et une ligne brisée
pour représenter le carré. Enfin la fonction Show permet d’afficher simultanément les trois
graphiques ainsi consultés.

Qu’obtient-on pour vingt mille gouttes d’eau ?

listlS =

Table[{ Random[Real, {0, 1}], Random[Real, {0, 1}]}, {200001}],
Ax_y ] =(x-\ 1/2)? +(y - 1/2)

h2[u List] ;= Apply[hl, u]

h3{u_List] ;= If[h2[u] <= 1/4.1, 0]

list16 = Map[h3, list15]

listl7 = Select([list16, (# == 1)&] ;

4 (Length[list17)/Length[list16]) // N
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Que pensez-vous de ce résultat ?

2. Les bases de Grobner:

2.1 Une équation du troisitme degré i coefficients com plexes.

Pour detecter les méthodes de calcul utilisées par Mathematica, proposons-nous de résoudre
I"équation du troisiéme degré 4 coefficients complexes -

2 (243022 4+ 102 6 — & =0

Solve[z/3 - (2 F3 D22+ 1012 +6-8 [ == 0,7]
Hz = -1#3 gz = L) {7~ 2-10)

Mathematica a réussi Vérifions, en lui faisant développer le polyndme (z + 1 — 34)(z —
L—i){z —241)

Expand[(z+ 1 -3 I)(z- 1 -I)z-2+ D]

(6-8)+101z-(2+31) 7%+ 7"

Cherchons a résoudre notre équation par la méthode traditionnelle, celle de Cardan. On fait
d’abord le changement d’inconnue z = 2 + 5%31 pour faire disparaitre le terme en 22
plx_J= Expand[z°3 - (2+3 Dz°2 + 10 12+ 6-81/ z->x+1/3 (2+3 1]
(—E-2D+E +6D)x+x3

Mathematica sait encore résoudre cette nouvelle équation d'inconnue .

Solve[pfx] == 0, x]

fix = —f4+2 fx =L ix— 121

On pose ensuite & = u + v

Glu_,v_] = Expand[p[x]/ x ->u +v]

(—% -21)+ (% +6Du+u’+ (:;}bl)v F3ut v+ 3uvi 4 ?

Cette derniére expression se rééerit

, 5 16 .
ul b ood ot (B + 3 +60) (1 4 v) — e 2 =10
A L
On exige alors que 3uv 4- 5/3 + 6i = (), ce qui conduit & -
; 5 16 .
wh et = L0y
27
eta .
RN T .
T 5 21)
Posons a = —2 — 2i et faisons calculer a3 par Mathematica.

a=(-5/9-21)"3
1035 166 |

729 27

37
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Sill =udetV =17 U et V vérifient
U+V:%g+2i, UV =a
donc {7 et V sont solutions de I'équation d’inconnue 2
%7 - (; +2i)z+a=0
Pour la résoudre on met en oeuvre la transformation des lycée et colléges, ce qui revient a
prendre comme nouvelle inconnue v, définie pary = x — 3": +1.

qly] = Expand[x"2 «(16/27 +2 ) x +a/ x -> y +8/27 +1]

P 430y y?

On doit résoudre I”équation q[y] = 0, ce qui revient a chercher la racine carrée d’un nombre
complexe. On posey =r +itour et t sont réels.

m{r_t ] = Expand[q[y]/. y ->r+1t]

m(r.t]

(R +0) +r2+21rt-¢2

Pour indiquer que r et t sont des réels, il faut charger le "package™ Algebra‘Relm* et indi-
quer que les parties imaginaires de r et t sont nulles.

On recherche ensuite la partie réelle et la partie imaginaire de m{nt].

<< Algebra‘Relm*
Im[r] =0

Im[t] *=0
Re[m[rt]]
Im[m[rt]]

0

0

“’—)(%9 +18 o P

f—? + 2§

Calculons, d’apres la derniére équation, la valeur que doit prendre r°t?.

(-50/18)"2
]
On en déduit que R = "2 et T = - t*2 sont solution de I"équation d’inconnue x
, 200 625
€ .r
27 31

Demandons a Mathematica la résolution de cette équation,
Solve[x"2 +200/27 x - 625/81 == 0, x]

Par suite r = \/:,5 our = —./52

25

/Byt /B
A ,,\/:1 out = =

Mais comme r t < 0. r et t sont de signes opposés et les racines carrées de -200/27 - 50/9 i
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sont

%[5 %, . [5B
Vor ="V ® TV T3

Par suite U et V s’obtiennent en ajoutant 8/27 + 7 a ces valeurs.

U = Simplify[8/27 + [ + Sqrt[25/27] - I Sqrt[25/3]]
V = Simplify[8/27 + [ - Sqrt[25/27] + I Sqrt[25/3]]
] 251
A
551
S
Ce sont ces nombres dont il faut maintenant trouver les racines cubiques.

[}

31
T

racine cubique = Solve[u"3 == U, u]

Hu— 3 1((-2T+80) + (45 + 15)V3) ),
fu— —L(=DV5 (=27 + 8D + (45 + 15 1)v3)'/°
fu— = 1(=1)5/5 (=27 + 81) + (45 + 15 )/3)

Choisissons la plus simple d’entre elles.

1/3

b
i

1/3
ul =u/. racinecubique[[1]]
LT((~27+81) + (454 15 0)v3) "

Prenons la valeur de v correspondante.
vl =(-5/9 -2 Dul

6-3
((=27+81)+(45+151)/3)

ce qui nous fournit la solution 1 = ul + v1 de ["équation p(x) = 0.

/3

xl =ul +vl _ .
65l 1/3

3 LI (=27 480D+ (45 + 15 DS
((-27+8D+(45+15 )v3)'? +:3l(( BN+ (A5 +15 I)ﬁ)

Demandons & Mathematica de nous fournir une valeur approchée de ce résultat.

N[x1]

1.66667 -2. 1

Mathematica avait trouvé 4/3 - 2 I, quand on lui a dmandé de résoudre | équation p(x) = 0.
f

Les autres solutions sont 2 = ulj+(=5/9—2i)/(ulj) et &3 = ulj® +(~5/9— 2)ul;?
ouj = —-% + @7 Faisons les calculer par Mathematica et demandons lui des valeurs
numeériques approchées.

j=-1/2+1(Sqrt[3]/2)

x2=ul j+(-5/9 -2 1)/(ul )

X3 =ul j*2+(-5/9 -2 D/(ul j*2)

N[x2]
N[x3] B
L1y

51
631 1/3

(— 4 +2)((~2T+R D) +(45+ 15 DIV

+
1=
—
AT
I
3=
+
>
%)

B) (27 +8 1) + (45 + 15 DV3)
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1/3

_sl

9
(—4+4)2((=27+81) + (154 15 1)/3) ud (_% é) (27480 + (454 151)v3)

0.33333333333333 + 4.4408920985006 x 10~ 16 |
1.33333333333333 -2. 1

Mathematica avait trouvé - 5/3 + 2, et 1/3 |

Mais il n’a probablement pas utilisé la méthode de Cardan.

Posons z = & + iy ot x et y sont des réels.

fx_y ] =Expand[z*3 - (2+3Dz°2+1012+6-81/ z->x + I'y]

fxy]

(6-8D+10Ix-2+3D)x2+x3- 0y +(6-4Dxy+3Ix7y+(2+3D)y2-3xy?-1
v

Déclarons que les variables x et y sont bien réelles

Im[x]*=0

[m{y]*=0

Re[r[x.y]]

Im[r[x.y]]

0

0

6-2x*+x - 10y +6xy+2y2-3xy>

BH10x-3x7 -dxy+3xPy+3y2-y3

Représentons les équations obtenues en annulant les parties réelles et imaginaires du pre-
mier membre de ["équation étudiée.

ImplicitPlot[ {Re[r[x,y]] == 0, Im[r[x,y]] == 0}, {x,-5,5}, {y,-5.5},
PlotStyle -> {RGBColor{1,0,0], RGBColor[0,0,1]}]

On voit que les deux courbes se coupent en trois points dont les coordonnées correspondent
aux solutions fournies par Mathematica, pour |’ équation initiale. Pour résoudre le systéme
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d’équation

R{r(z,y)) 0
{Ian)==0
Mathematica a probablement utilisé une base de Grobner de P'idéal de R[X, Y| engendré
par les polyndmes qui constituent les premiers membres des équations que [’on veut ré-
soudre.

basedeGroebner = GroebnerBasis[ {Re[r[x.y]], Im[r{x,y]]1}.{x.y}]

{195-341y +872y? - 1160 y> + 117 y* + 949 y% - 1040 y0 + 536 y7 - 144 y3 + 16 y°,
37984485 + 65667600 x - 148095512 y + 203448096 y? - 22391096 y3 - 175942235 y*
+ 183544568 y° - 86289288 y06 + 19775840 y™ - 1733488 y%)

Mathematica sait résoudre ce systéme d’équations.

Solve[{Re[r[x,y]] == 0, Im[r[x,y]] == 0}.{x,y }]

fx—-Ly=3}{x=-Ly—=2-TL {x—=1y—=2+I} {x =1 -2Ly -1 -3}
(x—ir2ly =1+ tx=Ly=ix=3-Ly—> - {x=3+Ly—{},
(x =2, y—-1}} i ) i i
1l sait calculer les racines du premier polyndéme a la seule indéterminée y de la base de

Grobner. obtenue.

Solve[basedeGroebner[[1]] == 0,y]

(y—~- ly =4 = Sty =1 iy =1 -Fh iy~ 1+ Fh {y —2-13,

{y —2+IL {y—3}}

Cette équation admet trois solutions réelles. Le deuxieéme polyndme de la base de Grobner.
est du premier degré en . Si on porte les valeurs réelles de y que 1’on vient d’obtenir, on
aura les valeurs correspondantes de .

basedeGroebner[[2]]/. y -> -1
~131335200 + 65667600 x
Solve[% == 0,x]

{{x —2})
basedeGroebner[[2]] /. y -> |
Solve[% == 0,x]

-65667600 + 65667600 x

(x —1})

basedeGroebner[[2]]/ v -> 3

Solve[% == 0,x]
65667600 + 65667600 x
{{x = -1}}

On retrouve bien les solutions de 1’équation proposée. Pour expliquer ce qui s’est passé
il nous faut donner quelques indications sur les bases de Grébner. En effet la théorie des
bases de Grobner est ala base de nombreux algorithmes symboliques pour la manipulation
de polyndmes de plusieurs variables et en particulier Mathematica s’en sert dans les fonc-
tions Solve, AlgebraicRules et Eleminate Nous allons montrer sur plusieurs exemples -
les systémes d’équations polynomiales, I"élimination de paramétres, la démonstration d'un
théoréme de géométrie - comment on peut utiliser ces bases de Grobner. Pour la théorie
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algébrique nous renvoyons aux articles et aux manuels cités dans [a bibliographie.
2.2 Systémes d’équations polynomiales.

La résolution des systémes d’équations polyndmiales est une bonne introduction aux bases
de Grobner.. La fonction Solve de Mathematica en tire partie. La technique de résolution
qui est a la base de la fonction Solve peut-étre considérée comme une extension de la méth-
ode de Gauss pour la résolution des systémes d’équations linéaires, méthode consistant a
transformer ces systémes en systémes triangulaires a ’aide de combinaisons linéaires de
leurs équations. Ainsi partant du systéme d’équations linéaires

20+ 3y = 1
{ dr -2y = 10
on obtient le systéme
20+3y = 1
{ 8y =3
en multipliant la premiére équation par 2 et en la retranchant a la deuxiéme. La deuxiéme
équation ne comporte plus que la seule inconnue y, et donne y = —1. En portant cette

valeur de y dans la premiére équation on obtient la valeur de v, a savoir 2 = 2.
Considérons maintenant un systéme d’équations polynomiales
-y +2 = 0
22 -y? =1 = 0
Proposons nous d’éliminer la variable = dans la deuxiéme équation. On commence par
multiplier la premiére équation par et on la retranche a la seconde :
J x -y +2 = 0
| & =2 =3"=1 = 0

. i 5 EAE B 9 5 : Pre_n
ce qui a permis d'éliminer le terme en x* de la seconde équation. Pour éliminer le terme
en xy” on multiplie ma premiére équation par y° et on la retranche 2 la seconde :

z -y + 2 = 0

2w -yt =3yt —-1 = 0
Pour éliminer le terme en & on multiplie la premiére équation par 2 et on I'ajoute a la
seconde :

Ty +2 = 0

{ yt -3y +3 = 0
Nous avons ainsi obtenue une équation qui ne comporte que la seule variable y. Aprés
avoir déterminé ses quatre solutions, et en les injectant dans la premiére équation on obtient
les valeurs correspondantes de :x. Le procédé d’élimination utilisé ressemble a la division
euclidienne des polyndmes. . Par exemple posons la division du polyndme 322 -2x+5



par le polynéme - — 1.
327 ~ 2245 | x—-1
~3z% + 3z 3z +1
Tz +5
-r+1
6
Le procéde utilisé dans cette division consiste a multiplier le diviseur par le mondme ap-
proprié pour éliminer le terme de plus haut degré du dividende et a répéter I’ opération
jusqu’a I'obtention dun polynéme de degré inférieur a celui du diviseur Pour voir que
c’est bien cette méme méthode qui a été appliquée dans le cas de la résolution de notre Sys-
teme d’€quations linéaires et dans le cas de notre systéme de deux équations polynomiales,
il nous faut d"abord définir un ordre dans I’ensemble des termes.

2.3 Ordre des termes.

Pour un polyndome () en la seule indéterminée =, le terme de rang le plus élevé est
le terme de plus haut degré en x. Dans le cas d’un polyndme a plusieurs indéterminées
il nous faut ordonner les termes. Nous utiliserons indifféremment le mot mondme ou le
mot ferme. Pour le mondme —7.r*y*2" le coefficient est le nombre —7 et le produit des
puissances x'y* =% Quel est le terme de rang le plus élevé dans z> — 32 — 12 Nous
utiliserons la régle selon laquelle de deux produits de puissances 2%, le plus grand est
celut pour lequel I'exposant a de x est le plus grand. Si les exposant de = sont les mémes
c'est I'exposant de y qui les distinguera. Pour que la régle s’applique dans tous les cas
on considére des exposants nuls : 3! = 2%* On peut alors définir le terme de rang le
plus élevé d'un polyndme comme étant celui qui contient le produit des puissances le plus
grand. Notons que le polyndme nul n’a pas de termes et par conséquent n’a pas de terme
de rang le plus €levé. Les procédés d’élimination utilisés a la fois dans le cas du systéme
d’équations lin¢aires et dans le cas du systémes d’équations polynomiales vus plus haut
peuvent étre décrits par “multiplier la premiére équation par un mondme et la soustraire de
la seconde équation pour éliminer le terme de rang le plus élevé de la seconde équation”.
Cest bien la méthode utilisée dans les divisions euclidiennes.

Cette méthode pour définir le terme de rang le plus élevé dans un polynéme a plusieurs
indéterminées est un exemple d'ordre dans les produits de puissances. Nous avons ac-
cordé une priorité aux exposants de . On aurait pu inverser | 'ordre des priorités entre les
exposants de . et de y Si on examine d’abord I’exposant de y on obtient un systéme trian-
gulaire en une seule étape, dans I’exemple du systéme d’équations polynomiales considéré
plus haut. En effet en retranchant a la seconde équation la premiére, on obtient le systéme :

f x-y4+2 = 0

l R
Le troisieme argument de la fonction Solve, dans Mathematica, permet de contréler I’ordre
utilise. Lordre lexicographique sur un ensemble 1, x, ..., ,, de variables, est celui pour

lequel on examine d’abord ["exposant de -, puis celui de z2, et ainsi de suite. ’ordre
lexicographique est utilisé pour ta résolution des systémes d’équations polynomiales, mais
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d"autres ordres sont utilisés dans d’autres circonstances. Un autre ordre assez communé-
ment employé est I ordre lexicographique par degré. On ordonne d’abord les produits de
puissances suivant leur degré total(.:*y” 2" est de degré total 2 4 3 + 4 = 9) et les exaequo
sont départagés par |’ ordre lexicographique. ‘

Tous les ordres que "on peut définir sur les produits de puissances ne conviennent pas. 1l
faut impérativement que le terme de rang le plus élevé d’un polyndme produit de deux autres
polyndmes soit le produit des termes de rang le plus élevé de ces deux polyndmes et que
les termes constants soient classés en dernier. La tonction GroebnerBasisGroebnerBasis de
Mathematica propose en option, pour 'ordre des mondmes, soit ' ordre lexicographique
(Lexicographic), soit 1 ardre lexicographique par degré (Degreel.exicographic), soitl ordre
lexicographique inverse par degré (DegreeReversel.exicographic).

2.4  Anneaux et idéaux.

[t estbien clair que I'exemple du systéme d " équations polynomiales dont nous nous sommes
servis est particuliérement simple. En général on travaille dans un anneau Q[x, v, 2, ..., u]
de polynomes en les indéterminées v, y, z, .... u & coefficients dans le corps des rationnels
et on considére des idéaux de cet anneau. Un idéal I est une partie non vide de I’anneau
stable pour I’addition et telle qu'en multipliant un élément de [ par un élément de I’anneau
on obtienne un élément de I. Par exemple I'ensemble .J des polyndmes p(x, y) de |’anneau
@[, y] pour lesquels p(a,b) = 0, si (¢, b) est un point du cercle unité (c’est a dire vérifie
a®+b* = 1) estunidéal de Q[z,y|. Parexemple sip(x,y) estun polyndme quelconque et
q(x,v) un élément de .J, alors pgla,b) = pla,b)q(a,b) = p(a,b) -0 = 0 pour tout couple
(a,b) du cercle unité, ce qui prouve que pq € .J. On démontre de méme que p(z,y) +
qle,y) € J.sip(z,y) € Jetq(x,y) € J. Le polyndme po(x,y) = o2 + y* — L est
évidemment un élément de ./ En fait tout polyndme de .J est un multiple de po(x, y)
Voyons comment on peut démontrer cette assertion par une division euclidienne. Soit
p(x, y) un élément de .J. En utilisant ['ordre lexicographique, avec x comme premiére vari-
able, on peut diviser p(x, y) par po : p(,y) = polx, y)q(v,y)+2f(y) +9(y). (Qr.y] =
Qly][x] et les polyndmes de Q[x, 3] peuvent étre considérés comme des polyndémes a co-
efficients dans Q[y] en ['indéterminée x, d’ou la forme du résultat de la division puisque
po et de degré 2 en ). Si (a,b) est un point du cercle unité, il en est de méme de (—a, b).
Ainsi si a est non nul, on a 4 la fois a.f(b) + g(b) = 0 et —a f(b) + g(b) = 0, et par suite
f(b) = g(b) = (). Comme ces relations sont vérifiés quel que soit le réel b, les polyndmes
[ et g sont nuls, ce qui prouve que p(x,y) = po(z,y)q(r. y).
Les idéaux contiennent évidemment une infinité de polyndmes et pour les nécessités des
calculs on a besoin d'une représentation finie. Heureusement, un théoréme de Hilbert pré-
cise que les idéaux d’un anneau de polynémes admettent un base finie, c’est a dire qu’il
existe une suite finie by, by, ..., b, de polyndmes tels que tout polyndme p de ['idéal peut
s’écrire sous Ja forme

P =p1by 4+ pada + ..+ puby
ou py, pa. ..., pn sont aussi des polynémes... L'utilisation du mot base dans ce contexte
est en contradiction avec son utilisation en algébre linéaire, ou I'on parlerait plutdt d’un
systéme de générateurs.



Ainsi le polynome po(z,y) = % + y* — 1 est une base de I’idéal .J des polynémes qui
s’annulent sur le cercle unité. Toute suite by, by, ..., b,, de polynoémes est la base de 1’idéal
I formé par les polyndmes p de la forme

p=p1b; + poby + ... + prb,

ou les polyndmes p; parcourent I’anneau des polyndmes.. On dit que I est I’idéal engendré
par by, ba, ..., b,

Revenons a notre systéme d’équations polynomiales. Posons by = o — 3% + 2 et b, =
x? — y% — 1 Soit I I'idéal engendré par les polyndmes b, et by dans Q[z,y]. Alors tout
polyndme p(x,y) de I s’annule sur I’ensemble de points sur lesquels les polyndmes b; et
by s’annulent, c’est a dire sur les solutions du systéme. La raison pour laquelle le systéme
triangulaire a exactement les mémes solutions que le systéme initial est que les polyndmes
x —y* — Lety" — 57 + 3 constituent aussi une base de I. Ces polyndmes constituent
une base de Grébner de I, et on les a obtenu en utilisant I’ordre lexicographique; avec
comme premiére variable

Une base de Grobner d’un idéal est, par définition, une base qui posséde la propriété de le
terme de rang le plus élevé de tout polyndme de I’idéal est divisible par le terme de rang le
plus élevé d’un des polynomes de la base. Cette condition équivaut a ce que les polynomes
by, b9, ..., b, dela relation

p= pl])] -+ pgh? PP pn,bn

peuvent étre choisis de telle maniére qu’aucun des termes de rang le plus élevé des polyndmes
pib; n’est plus grand que le terme de rang le plus élevé de p, c’est 4 dire qu’aucun terme
de rang le plus élevé dans la somme ne peut étre supprimé. L'algorithme de Buchberger
calcule la base de Grobner. d’un idéal, quel que soit [’ordre choisi pour les termes. C’est
cet algorithme qui est utilisé par Mathematica, dans sa fonction GroebnerBasis.

Revenons 4 la résolution des systémes d’équations polynomiales. Considérons un systéme
n’ayant qu’un nombre fini de solutions. On exclue le cas ot une courbe entiére est solution.
On considere des polyndmes a coetficients complexes, et on accepte des solutions com-
plexes. On réécrit les équations de maniére a ce que les membres de droite des équations
soit nuls et soit [ I'idéal engendré par les polynémes formant les membres de gauche des
équations. Pour simplifier les notations supposons que I’on opére dans Q(x, y, z]. Comme
il n'y aqu’un nombre fini de solutions I doit contenir un polynéme p(z) en la seule indéter-
minée =, libre par rapport aux indéterminées y et z. De méme I contiendra des polyndmes
q{y) et r(z) en les seules indéterminées y et z. Pour voir ce point, supposons qu’il y ait
deux solutions (1,2, 3) et (4,5,6). Alorsle polyndéme p(r,y, 2) = p(z) = (z — 1)(z — 4)
s’annule en ces deux points. Mais est-ce que p appartient nécessairement a /? La réponse
est non. Mais grace a un résultat de Hilbert, on sait qu’une puissance de p appartient &
I'idéal I, et cette puissance, p(:)"™ est encore un polyndme en le seule indéterminée .
Maintenant que nous savons que [ contient des polyndmes a une seule indéterminée, pour
chacune des indéterminées , y, z, il en résulte qu’une base de Grébner de 7, obtenue en
utilisant I"ordre lexicographique sur les termes, doit aussi contenir au moins un polyndéme
en une seule indéterminée. Supposons que 1’on ait choisi ’ordre lexicographique avec z en
premier, puis y, puis .r, alors un des polyndmes de la base de Grobner. doit comporter un
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polyndme dont le terme de rang le plus élevé doit diviser le terme de rang le plus élevé de
p(x), il est donc de la forme '™ Mais sous |’ ordre lexicographique adopté un polyndme
dont le terme de rang le plus élevé est de la forme x™* est indépendant des indéterminées y
et z. De la méme maniére on peut établir que la base de Grobner. doit contenir un polynome
s(x,y) indépendant de 2, etc..., ce qui permet d’obtenir un systéme triangulaire.

En général, il n’est pas évident de déterminer si un ensemble donné de polyndmes forme
ou non une base de Grobner. D’abord un polyndme isolé constitue une base de Grobner.
de I'idéal qu’il engendre. Ensuite si on peut montrer que les termes de rang les plus élevés
de chaque paire de polyndmes n’ont aucun facteur commun autre que 1, alors ’ensemble
des polyndmes forment une base de Grébner. Le cas des polyndmes a une seule variable
est un cas particulier Etant donné un ensemble fini de polynémes de Q[z| alors une base
de Grobner. de U'idéal [ qu'ils engendrent est le plus grand commun diviseur de cet en-
semble de polyndmes... Ainsi tous les idéaux de Q[] sont formés des multiples d'un seul
polynéme...

Les bases de Grobner. d'un idéal dépendent de |’ordre adopté sur les termes, et il n'y
a pas unicité des bases méme lorsque I’ordre des termes est fixé. Mais si on ajoute la
condition que dans les polynémes de la base aucun terme ne doit étre divisible par un
terme de rang le plus élevé d'un autre polyndme de la base, alors la base est unique, 4 la
multiplication par une constante prés. De telles bases sont appelées des bases inter-réduites.
Pour des systémes d’équations linéaires, les bases de Grobner. correspondent aux systémes
triangulaires équivalents et les bases de Grobner. inter-réduites - a condition que les termes
de rang les plus élevé soient normalisés & 1 - correspondent & la forme de Gauss-~Jordan
des systémes linéaires. Cette forme est unique lorsque ['ordre des variables est fixé.

La fonction GroebnerBasis de Mathematica associe a toute liste de polynémes une base
de Grobner inter-réduite. Le second argument de la fonction permet de préciser dans quel
ordre doivent étre considérées les variables. Des options permettent de choisir entre I ordre
lexicographique, |’ ordre lexicographique par degré et I’ordre lexicographique inverse par
degré. Par défaut c’est I’ordre lexicographique qui est choisi. Par exemple :
GroebnerBasis[{x - y"2 + 2, x"2 - y"2 - 1}, {x,y}]

{3-5y*+y", 2 +x-y%

qui est la forme triangulaire du systéme que nous avons déja obtenue plus haut. Le fait
d’échanger I’ ordre des variables conduit a un systéme triangulaire différent.

GroebnerBasis[{x - y"2 + 2 x"2 -y"2 - 1},{y,x}]
{-1l-5x+ X2, =2 - -i—yz)
2.5 Elimination des parameétres et projections.

Considérons les équations paramétriques :
{ x= 1) = t{t-1{t-2)
p=glt) = (1= 1{t-2)(t-3)
d’une courbe du plan. Représentons ta, a I'aide de Mathematica.
flt J:=t(t-1)(t-2)
glt = t-H(t-2)t-3)



ParametricPlot{ { f[t], g[t]},{t,-2.2 5} AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-1,1},{-1,0.5}}]

-1 -0.78 -0.5 =025 ]\ w0.25 a5 0,75 1

i

Pour obtenir une équation de cette courbe de la forme p(x,y) = 0 il nous faut éliminer
le parametre £. On peut considérer que la courbe plane (x(t),y(¢)) est la projection de la
courbe gauche (x(t),y(t),?) de I’espace xyt sur le plan xy. Lidéal de Q[z,y, t] de base
by = x — f(t), ba = y — g(t) est formée des polynomes qui s’annulent sur la courbe de
I"espace (), y(t),t). Représentons cette courbe et sa projection.

ParametricPlot3D[ { {ft], g[t],t},{f[t].g[t].0}},{t.-2.2.5},
AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-1.1},{~-1,05},{0,2.5}}]
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Considérons maintenant un polynome quelconque p(z,y,t). Choisissons ["ordre
lexicographique en prenant les variables dans ['ordre x,y. L. Divisons p(x,y,#) d’abord
par ¢ - f(t). puis le reste de cette division par y — ¢(£). Le résultat est une relation de la
forme
plasyst) = by, ) = (1) + ha(y, )y = g(t)) + ha(t)

Ainst st 'idéal I contient un polynéme p(xr,y), sans |'indéterminée z, alors, & cause de
I'absence de fa variable £, p(. i) s"annule sur la surface formée des lignes verticales de
Iespace xyt qui coupe la projection de la courbe gauche sur le plan vy Ainsi p(x,y)
considéré comme un polyndéme de @[z, y] doit s"annuler sur la courbe plane.

Pour trouver un polyndme de la forme p(:, i) dans I'idéal engendré par b et by, on choisit
}'ordre lexicographique avec t comme premiére variable et on calcule une base de Grobner.
de cet idéal Sil'idéal I contient des polyndmes de la forme p(x, i) il en est de méme de la
base de Grabner En effet avec | comme premiére variable, tout polynéme contenant ¢ doit
avoir | dans son terme de rang le plus élevé et ainsi ce terme de rang le plus élevé ne peut
diviser que les termes de rang le plus élevé des polyndmes qui contiennent {. Mais pour
chaque polynome ¢ de ['idéal, il doit y avoir un polyndme de la base de Grobner. dont fe
terme de rang le plus élevé divise le terme de rang te plus élevé de ¢.

Voici ce que donne la calcul -

GroebnerBasis{ {x-t(t-1)(t-2).y-(t-D{t-2)(t-3)}, 1 t.x,y }]

{"(5K2+XR~ 15 XY"} X'.By ‘()\/“7 *’3?(,\’2-_\/")'.

6x-x2-6y FOty t2xy-y2,

2Ix FOtx-x*-6y "Zx_v—y"),

G-0t+ 3t xHyl

Ie premier polyndme de cette liste fournit une équation de la courbe plane considérée :
P

o 2 = a2 s 2 £ :
00T o oy - Bty =yt S AryT -y



Nous venons de donner un exemple d'une approche de la théorie de I'élimination par les
bases de Grobner Bien que ["ordre lexicographique fonctionne pour les problémes d’élim-
ination, ce n’est pas toujouss le plus efficace. Tout ce qui est necessaire dans I’exemple
ci-dessus c'est de choisir un ordre des variables avec ¢ en premier. On peut ensuite utiliser
I"ordre lexicographique par degré, qui en général est plus efficace.

2.6 Division et forme normale.

Avant de présenter une autre application des bases de Grobner il faut rappeler certains
résultats concernant la division des polynomes. ..

Un nombre a estla racine d'un polynome p(:r) dans Q] si et seulement si p(:r) est divisible
par . Il existe une proposition analogue pour les polynomes a plusieurs indéterminées.
La proposition pour les polynémes a une variable est une conséquence de la division eucli-
dienne. Divisons p(r) par » - a. soit q(x) le quotient et () le reste. On obtient la relation

pla) =qle)e —a) +r

En remplagant & par  dans cette relation on voit que 7 = p(a) et que par suite pla) =0
si et sculement si r = 0, c’est a dire si et seulement si p(xx) est divisible par z — a. Soit
maintenant p(:x, y) un polyndme de Qfx:, y] et cherchons a quelle condition p(a, b) = (. Par
imitation du cas d'une seule variable divisons le polyndéme p(x, y) par r — a en considérant

y comme une constante. Le résultat est de la forme
ple,y) = qlz y)x —a) + r(y)

Ensutte divisons (i) par y -- b. On obtient un quotient (i) et un reste s, ce qui donne
finalement

plryy) = qlr y)(e —a) + Hy)Hy - b) + =
et en remplagant ix par a et y par b dans cette expression on a p(a.b) = s, ce qui prouve
que p(a,b) = 0 si et seulement si p(, ) appartient a I'idéal engendré par = — a ety — b.
Mais nous aurions pu diviser d"abord par ; — b et ensuite par x — a. Le résultat final aurait
été de la forme

pleyy) = fley)(y —b) +gla)(e —a) + s
Le reste s est le méme, puisque ¢gal & p(a. b), mais les ‘quotients’, c’est a dire les coeffi-
cients de x -~ a et y — b ne sont pas les mémes... La raison qui explique que le reste est le
méme dans les deux cas est que {x ~ a,y — b} est une base de Grobner. de I’idéal, quel
que soit |"ordre choisi sur les variables = et 7 - les termes de rang le plus élevé, a savoir
,y n’ont pas de diviseurs communs.
Dans le cas général, en partant d’un polyndme p, d’un idéal I, d'un ordre sur les termes,
et d’une base de Grobner by, by, ..., b, de I, il existe un algorithme de division qui fournit
des quotients 1. o, ..., q, et un reste r tels que

P=qiby 4+ qubo + g b, 1

etle terme de rang le plus élevé de r est plus petit que tout terme de rang le plus ¢levé d’un
polynome de /. Le reste varic en fonction de I'ordre des termes choisi et les quotients ne

sont pas uniques méme pour un ordre des termes fixé.
La fonction PolynomialReduce[p, {by.ba, ....b,}. {iry. 20, ... ), }] de Mathematica four-
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nit une liste représentant une décomposition de p par rapport aux polyndmes by, by, ..., b,,.
La liste ayant la forme {{q\.q2, ..., 4» }, 7} 0u r est minimal et ou

P by aqebo gy, b

e polynome r a la propriété qu'aucun de ses termes n’est divisible par le terme de rang
le plus élevé d"aucun des polyndmes b;. Si {hy. b, ... D, } est une base de Grobner, alors
rest défini d une maniére unique, pour un ordre de fermes déterminé. On précise I’ordre
des termes a I"aide d options.
Par exemple les polyndmes y - 2 et.r? +y” — I constituent une base de Gribner de I'idéal
qu'ils engendrent, quand on prend les variables dans I"ordre &, y car leurs termes de rang
le plus éleve n'ont pas de diviseurs communs. Décomposons le polyndme 2% 4+ »? dans
cette base.
{q, r} = PolynomialReduce[x” +y* {y -2, x? +y? -1} {x, y}]
f{4-2x+2y-xy+y? x},8-3x)
ce qui signifie que

a2yt = (4= 2w 42y —ay + )/2)(1/ —2)+ .1‘(;1:2 o 1) +8 - 3x
ce que I'on peut vérifier 4 I'aide de Mathematica :
Expand{q.{y - 2, x" +y” - 1} +71]
<yt
Deux entiers « et b sont congruents modulo 'entier nn s'ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par 1. De la méme maniére deux polyndmes p et ¢ sont congrus modulo '1déal
Isip = qestun élément de I'idéal 1. Si I’on fixe une base de Grobner. (¢ de I’idéal [ et si
"on décide d'un ordre des termes, alors p et ¢ sont congruents modulo I s'ils ont le méme
reste dans |'algorithme de division que ["on vient de présenter. Ce reste est appelé la forme
normale du polynéme p dans la base (7. La forme normale d’un polynéme p par rapport
aunidéal [ et a un ordre des termes, a le plus petit des termes de rang le plus élevé parmi
tous les polyndmes congrus a p par rapport a /.
On peut donner une signification géométrique importante a la congruence modulo un idéal
[, dans le cas ou [ est I'idéal des polyndmes s’annulant sur un ensemble de points V. Dans
ce cas deux polynémes sont congruents modulo [ si leurs restrictions a V' définissent la
méme fonction. Par exemple nous avons vu plus haut que |'idéal des polyndmes de Q[z, y]
qui s annulent sur le cercle unité était I'idéal dont une base est constituée par I'unique
polyndome % +4* — 1. Puisqu’il n’y a qu’un seul polynome dans cette base, ce polyndme
constitue une base de Grabner. de I'idéal I quel que soit I’ordre des termes choisi. Ainsi
deux polynomes p(x,y) et q(xz,y) vérifieront p(a.b) = q(a,d) pour tout point (a,d) du
cercle unité si et seulement si ils ont le méme reste dans la division par 2% + > — 1.
L.a forme normale donne un critére pour décider si un polyndme appartient ou non a un
idéal donné. a condition de disposer d’une hase de Grobner de cet idéal. Un polyndme
appartient a |'idéal si et seulement si sa torme normale par rapport a la base de Grobner.
est le polynome nul. On peut noter que cette condition ne dépend pas de I’ordre des termes
que I'on a adopté. Tout ordre fera I’affaire. Ce détail est important car il existe des ordres

qui sont plus efficaces pour le calcul que d autres.
On peut imaginer facilement que le traitement des congruences simultanées sera aussi fa-



Figure 1:

cilité par ['usage des base de Grobner, généralisant ce que I”on sait faire grace au théoréme
chinois des restes pour les congruences entre entiers relatifs. Nous n’aborderons pas cette
question ici. Appliquons ce que I'on vient de voir & la démonstration automatique de
théorémes de géométrie

2.7 Un peu de géométrie.

Voici un exemple géométrique. On considére un cercle de rayon R centré a I"origine, et
deux points, A et I3 sur ['axe des x, symétriques par rapport & I"origine. Etant donné un
point I du cercle, les droites /A et 7B coupent le cercle respectivement aux points (' et
[D La droite (") coupe I"axe des abscisses en un point . Soit () le symétrique de P par
rapport a ["origine, il s'agit de démontrer que la tangente en () au cercle passe par F.

On suppose que [? = 1, ce qui ne restreint pas la généralité du probléme mais élimine un
paramétre. Puis on met le probléme en équations. Les symétries et les positions des points
sur I'axe des = donnent

TpT A, K = NP Yo = Y, Ya =y =Yp =0

Les alignements des points nous donnent

(e —xp)ya —yp) = (x4 — ) (ye — yr)
(xp~xplys —ypr) = (zg —=x,)up ~yp)
(rp =xclyc ~up) = {ve —2p)yr - ye)

Les trois points sur le cercle fournissent les équations
b 2 2 2 2
rpbyp = Ll byl =1L b hyh =1
Il faut encore exprimer que les points (" et I” sont distincts, et que les points D et P sont

distincts. De plus pour que la droite (') coupe |"axe des abscisses il faut qu’elle ne soit
pas parallele a I'axe des abscisses, ¢’est a dire (" et /) n’aient pas la méme ordonnée. Pour
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cela on ajoute un paramétre ! et on considére | équation
L—tlrp —axc)xp —ap)(ue —yp) =0
qui ne peut pas avoir de solutions si les abscisses des points I’ et (" d’une part, ” et I

d’autre part sont égales ainsi que les ordonnées des points (" et 1), On veut prouver que
() I/ est orthogonale au rayon ()(), c¢’est a dire que
rolrg ~re) Fyolyg —ye) =0

Pour cela on réecrit toutes les relations ci-dessus, sauf la derniére, en annulant le sec-
ond membre, et en considérant le premier membre comme un polyndme en les indéter-
MINEES LA, B B, T, 0y X B, YA YB, YO, YD Y P, Y, Yi, L, en considérant ['idéal
I engendré par les polynomes figurant au premier membre. Toute la question revient alors
a savoir si le polyndome

I'=uxplrg —ap) + uolyo — i)

appartient a I'idéat I pour cela on calcule une base de Grobner de {'idéal 7, et on calcule
la forme normale de [ par rapport a cette base de Grabner.

sys = {xb + xa, xq + xp, yp + yq, ya, yb, ye, xp? + yp?2 - 1, xc? +yc? - I,

(xc - xp)ya - yp) - (xa - xp)yc - yp), xd* + yd® — 1, (xd - xp)(yb - yp) - (xb - xp)(yd - yp),
(xe - xc)(yc - yd) - (xc - xd)(ye - yc), } - t(xp - xe)(xp - xd)(yc - yd) }

vars = {ya, yb, ye, xa, xb, xp, yp. xq, yq, xc, y¢, xd, yd, xe, t}

g = GroebnerBasis[sys, vars, MonomialOrder — DegreeReversel exicographic];
PolynomialReduce[xq (xq - xe) +yq(yq - ye), g, vars,

MonomialOrder —DegreeReverselexicographic]\)

{xa +xb, xp +xq, yp +yq, va, yb, ye, -1 +xp® +yp?.-1 +xc? + yc?,

(xc - xp)(ya - yp) - (xa - xp)}(yc - yp), -1 +xd* + yd?,

(xd - xp)({yb - yp) - (xb - xp)(vd - yp),

{-xc +xe)((yc - yd) - (xc - xd)-yc + ye),

1 - t(-xc + xp)(-xd + xp)(yc - yd) }

{va.yb,yexa,xb xp,yp,xq,yq.xc,yc xd,yd xe t}
1{0,0,0,-yq,0.0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0.0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.0,0,0,0,0,0,0.0,0, 0,0,0,0.0.0,0},0}

On voit que la forme normale de P est le polyndme nul. La propriété est établie.
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LES REGLES DU CALCUL ALGEBRIQUE POUR
LES ELEVES ? MYTHE OU REALITE ?

Groupe Didactique

Nos objectifs dans cet atelier sont :

e [. Ewdier les choix que fait un éléve mis en présence d une expression algébrique ou
numérique qu'il doit transformer (simplifier, factoriser, developper) ;

e 2. Mettre en évidence des types d erreurs qu’on retrouve d'un éléve a un autre et se
demander si elles traduisent une cohérence dans la démarche de ces éléves ;

® 3. Présenter et mettre en débar une proposition d’enseignement congue par le groupe
didactique en réponse a ce questionnement.

1 . Etudier les choix que fait un éléve mis en présence d’une expression
algébrique ou numérique qu’il doit transformer.

A partir de photocopies de productions d’éléves (annexe 1) autour de la simplification d’un
quotient, les participants de I’atelier sont invités a réfléchir a la question suivante :

Quelles hypotheses pouvez-vous avancer pour expliquer les productions de ces éleves ?

2 . Bilan : Mefttre en évidence des types d’erreurs qu’on retrouve d’un éléve a
un auire et se demander si elles traduisent une cohérence dans la démarche de

ces éleves.

Il ressort que les €leves peuvent parvenir régulierement & des réponses, exactes ou non, en
utilisant des gestes non référés a une régle mathématique.

On peut, par exemple, repérer les « gestes » d’éléves suivants :
e L’ ¢leve considére I’addition comme une coupure.

exemple : 3+5 3 5

=

7+5 7 5

o L’¢leve supprime des éléments communs sans que ce geste repose sur un Sens
mathématique.

exemple : 4 +a 4+ a 4

6+a 6+a 6
s L’éleve contracte I’écriture.

exemple : 4b + 20c 24bc

16b + 12¢ 28bc



e [’éléve veut absolument conserver la lettre.

exemple : 4b + 5¢

= 0,25b + c

w!»—*

16b + 15¢

3 . Présenter et mettre en débat une proposition d’enseignement congue par le
groupe didactique en réponse a ce questionnement.

a ) Essai d’une problématique :

a ka
o Comment attend-t-on qu’ un éléve utilise la « propriété » : — = —— 7
b kb

- Lorsqu’un nombre s’écrit a/b alors ce nombre peut sécrire aussi ka / kb
- Lorsqu’un nombre s’écrit sous la forme ka / kb alors ce nombre peut s’écrire aussi a/b
1l est donc nécessaire que 1’éleve dispose de deux « régles » qui lui permettent A partir de 1’une

des écritures a/b et ka/kb d’obtenir I’autre écriture :

regle 1 regle 2
a ka ka a

b kb kb b
Cela suppose que I’éléve est capable d’identifier les formes « initiales » a/b et ka/kb .

Dans la pratique, ces regles de transformation :
- restent plus ou moins implicites ( elles deviennent des régles d’actions)
- font partie du commentaire autour de 1’égalité ( elles ne sont pas un véritable savoir).

® Ne pourrait-on pas faire un rapprochement avec la démarche déductive ?

ENONCE
DE PASSAGE

PREMISSES CONCLUSION

FExemple :
Théoreme : Si dans un triangle une droite

passe par les milieux de deux cotés alors
elle est parallele au troisieme cOté.

ABC triangie
et I milieu de |[AB] (I // (BO)

et J milieu de [AC]
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Les analogies :

- méme structure ;
- il y a des prémisses a respecter ( données géométriques ou forme) ;

- on réalise le passage (la transformation) A I’aide d’un énoncé général (régle ou
théoréme).

Les différences :

- en géométrie, les « données » sont fournies de maniere explicite par la figure
(codage) ou par un énoncé ( langage) ;

- en algebre, les prémisses sont a prélever sur des écritures symboliques ( formes) ce
qui peut exiger parfois un traitement de I’écriture symbolique ;

- en algebre, contrairement a la géométrie, on passe du signifiant d’un objet A un autre
signifiant du méme objet ;

- un théoréme, en calcul algébrique, sert A obtenir une autre écriture du méme nombre.

b) Ebauche de proposition_d’enseignement
® Au préalable, il faut avoir construit chez les éléves ces quelques « regles du débat
mathématique » :

- il suffit d’un contre-exemple pour montrer qu’une « phrase algébrique » est fausse ;

- quelques exemples ne suffisent pas pour conclure ;

- seuls les théorémes donnent des moyens pour obtenir une autre écriture d’un méme
nombre,

De plus le statut de 1'égalité est A construire, A savoir qu’une égalité vraie désigne deux écritures
d’un méme nombre et ¢’est ceci qui donne du sens aux écritures algébriques.

> Dans son utilisation, une égalité fonctionne différemment suivant le sens de lecture. 1l nous a
paru nécessaire de I'écrire sous ces deux aspects, en situation d’apprentissage.

Ainsi, une égalité va donner lieu a deux théorémes différents.
Exemple . Ainsi, on peut avoir les deux théorémes suivants

théoréme I : Si un nombre est écrit sous forme d’une somme (ou d’une différence)
et que tous les termes de la somme sont des produits
et que tous les produits ont un facteur commun
alors ce nombre peut s’écrire a I'aide du produit composé du facteur commun
et d’une somme (ou d'une différence).
SiA=(kxa)+(kxbh)alors A=kx(a+b) ou (kxa)+(kxb)=kx(a+b)
SiA=(kxa)-(kxb)alors A=kx(a-b) ou (kxa)-(kxb)=kx(a-b)

théoréme 2 - Si un nombre est écrit sous forme d’un produit de deux facteurs
et qu’un des facteurs est une somme (ou une différence)
alors ce nombre peut ausisi s"écrire a 'aide de la somme (ou de la différence)
obtenue en multipliant chaque terme de la somme (ou de la différence) par le
facteur restant.
StA=kx (a+b)alors A=(kxa)+{kxb) ou kx(a+b)=(kxa)+(kxb)
SiA=kx(aib)alors A=(kxa)+(kxb) ou kx(a+b)=(kxa)+(kxb)
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e Chaque théoreme va étre travaillé avec les éleéves dans I’optique suivante :

- il va falloir dissocier, comme en géométrie, les prémisses de la conclusion ;

- il va falloir repérer toutes les prémisses nécessaires a 1’application de ce théoréme ;
- il va falloir savoir qu’il ne peut pas s’appliquer s’il manque au moins une prémisses ;
- il va falloir le différencier de I’autre théoréme associé a la méme égalité ;

- il va falloir travailler la formulation du théoréme et le décontextualiser, comme pour la
géométrie.

Bien entendu, le travail de formulation par écrit dans le registre de la langue
naturelle et le passage entre ce registre et le registre algébrique sont essentiels
pour la compréhension des écritures algébriques.

e Ainsi, il y a cohérence entre géométrie et algébre : les théorémes et les définitions
sont énoncés de la méme maniere et le travail est identique dans la phase d’apprentissage.

o Il ne faut pas oublier que le temps d’apprentissage est long et qu’il ne faut
pas arriver trop vite au type d’exercices classiques d’expert qui fonctionnent

en évacuant le théoréme.

Remarque : Si on change le type d “exercice avec les éleves, il est bien entendu qu’il faut
changer aussi le type d’ évaluation et, aussi, faire évoluer le discours spontané de I’enseignant.

Ainsi, on a I’exercice suivant qui peut étre proposé aux éleves.

EXERCICE :

Théoréme : Si un nombre est écrit sous forme d’une fraction
et que le numérateur et le dénominateur sont des produits

et que les deux produits ont un facteur commun
alors ce nombre a une autre écriture plus simple

kxa a kxa a
si A= T alors A= ou =
kxb b kxb b

I . Peux-tu utiliser ce théoréme pour les nombres suivants (a, b et y sont des nombres non
fixés) 7

Si oui, explique pourquoi et écris de quoi tu es sur(e) maintenant.

Si non, explique pourquol.

7x9 7+9 17-9 Tx3x2
7x 11 7+ 11 17 - 11 11x3x5
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1 R — oo
15
3x(a+2)

H= I =
3x5
12x 11

I =
7x3

2 . Pour certains nombres, il est possible de modifier leurs écritures pour utiliser le théoréme

3+5
H= ——
T+5
27
K:
18+9xb

pré¢cédent. A toi de trouver lesquels de ces nombres et comment modifier leurs écritures.

Pour conclure, cetie réflexion est encore en cours car elle fait toujours I'objet d'une

recherche dans le groupe tout en s’appuyant sur des expérimentations dans les classes.



Des exercices individuels non notés.
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| Fraction simplifiée, 5 |

N° Calculs éventuels ou explications si aucune
simplification possible. possible.
1 6+2
A
6+ 4 Br 2. o 5
el

2 2ax 4
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ANNEXE 2
Des exercices individuels non notés

N Calculs ventuels ou explications si aucune Fraction simplifiee
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NARRATION DE RECHERCHE ET DENOMBREMENT

F. Bonafé - M. C. Combes - L. Dray - J. P. Rdbert - M. Sauter
Groupe Géométrie

CME

Nous avons proposé a 195 éleves des classes de 6ieme, 5ieme gitme 3i¢me onde gp jere
S, de traiter sous forme de narration de recherche le probléme suivant :

"Etant donnés quelques points placés sur une feuille, combien
peut on tracer de segments différents joignants deux quelconques de ces
points ?"

Compléter le tableau suivant :
Si j'ai.... Je peux tracer au plus ....
1 point 0 segment
2 points 1 segment
3 points 3 segments
4 points 6 segments
5 points
6 points
7 points
12 points
20 points
108 points
n points (n est un entier positif)

Pour ce genre de travail auquel la plus grande partle de nos éleves sont habitués, nous
complétons généralement I'énoncé par les consignes ci-apres :

V. raconterez sur v feuille :

1°) les différentes étapes de votre recherche (vous pouvez minuter le temps, joindre vos

brouillons ...) ;
2°) les observations que vous avez pu faire et qui vous ont fait progresser, ou changer de

méthode (il vaut mieux chercher seul ...) ;
3°) la fagon dont vous expliqueriez votre solution & un (ou une) camarade que vous devez

convaincre.

ATTENTION : L'évaluation ne portera pas sur la nature de la solution (juste, fausse,
incomplete....) mais sur les trois points évoqués ci-dessus.

La répartition des éléves était la suivante :

Classe gieme | g§itme | giéme | 3ieme | onde | (ere§
Effectif 60 25 22 il 29 37
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Nous avions pour objectif de :
- tepérer les procédures de recherche utilisées par les éleéves, observer leur traitement de
'équivalence de formules numériques ainsi que l'introduction du nombre n ;
- favoriser I'apprentissage de Ia démonstration et son enracinement géométrique dans ce cas.

Quelles peuvent étre les directions de recherche des éléves sur ce type de probléme ?

Afin de mieux cerner les difficultés des éleves, leurs directions de recherche, nous
avons proposé aux participants de réfléchir sur un autre probléme de dénombrement, de méme
forme, mais ne présentant pas le méme caraciere d'évidence pour un enseignant (annexe 1).

La mise en commun des résultats nous a montré que, dans une premidre phase de
recherche, les méthodes adoptées par les participants n'étaient guere éloignées des méthodes
adoptées par les éléves dans un contexte comparable.

On releéve trois directions différentes dans les recherches conduites par les éléves :

- comptage effectif des segments avec ou sans figure ;
- recherche d'une relation numérique a partir des premiers résultats du

tableau ;
- transformation d'une formule en une autre lorsque plusieurs formes de

réponses ont €té obtenues.

Les deux premieres concernent la recherche d'une solution au probléme posé. La
derniere est une conséquence des résultats entrevus et d'une tentative de réduction du nombre
de calculs.

Chacune de ces directions fait référence a un certain nombre de procédures énoncées ci-
dessous. Nous n'avons retenu que celles apparaissant au moins dans deux copies différentes.

T ffecti m

Procédure | : "Ajouter point”

L'¢éleve se rend clairement compte que lorsqu'il ajoute un point a la figure déja tracée et
qui en comporte p, il augmente le nombre de segments de p.
Cette procédure conduit & Ny = Ny .1 + (n-1).

2

r r : "Compter et ajouter point”
L'éleve se rend clairement compte que lorsqu'il ajoute un point a la figure déja tracée et
qui en comporte p, il augmente le nombre de segments de p. Il compte les segments

commengant a partir de 1 point.
Cette procédure conduit pour le résultat final AN, =142+ 3 + ... + (n-1).

Procédure 3 : "Compter avec méthode"

L'éleve compte méthodiquement les segments pour n points. Du premier point il

dénombre n - 1 segments, du second n - 2, etc......
Cette procédure conduit pour le résultat final A Ny = (n-1) + (n-2) + (n-3) + ... + 1.

Procédure 4 : "Segments et vecteurs”

L'éieve compte méthodiquement les segments pour n points. Du premier point il
dénombre n - 1 segments, du second n - 1 encore, etc... 11 ajoute qu'en procédant ainsi, chaque
segment est compté deux fois.

N P . ’ N n“l n
Cette procédure conduit pour le résultat final a N = ( 2)
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Procédure 5 "Faire le jour”

L'éleve compte méthodiquement les segments pour n points. 1l commence par en
compter n sui le pourtour de la figure. Ensuite, a partir d'un point quelconque, il en compte n -
3, d'un autre point quelconque, il en compte également n - 3, puis n - 4, puisn - 5...........

Cette procédure conduit pour le résultat final A Ny = n + 2(n-3) + (n-4) + ... + 1.

Procédure ¢ : "Groupes de points”
Pour dénombrer les segments formés A Paide de n points. I'éleve établit deux groupes

de points, un de p points, Tautre de n - p et utilise ces deux résultats.
L ette procédure conduit pour le résultat final A Ny, = Np + Npp + n(n-p).

Erocédure 7 : "Segmoents”

{ette procédure est voisine de la 4 mais son début differe. L'éléve compte tous les
eouples de points, soit n?, il enleve les couples comportant le méme point, soit n, puis ajoute
quen procédant ainsi chague segment est compté deux fois.

2
. . . 2 i n<-n
Cette procédure conduit pour le résultat final 3 Ny, = 5

Recherche d'une relation a partir_des premiers résultats du tableau.

Procédure 8 : "Proportionnalité”
Ein ebservant le tableau de nombres, 'éleve émet Uhypothése que le nombre de points et

le nombre de segments sont proportionnels. 11 vérifie et rejette cette hypothese.

Procédure 9 : "Accroissements proportionnels”

Iin observant le tableau de nombres, 1'éléve émet I'hypothése que l'accroissement du
nombre de points et accroissement du guotient du nombre de segments par le nombre de
points sont proportionnels.

. . , . . (n-n
Cette procédure conduit pour le résultat final 3 Ny, = T

Procédure 10 : "Induction directe”

En eobservant le tableau de nombres, I'éleve émet une hypothese autre que la
proportionnalité qui est confirmée par les résultats qu'il peut controler.

Cette procédure conduit pour le résultat final & un de ceux des procédures 1, 2, 3, 4.

Procédure 11 : "Représentation”
L'éleve qui a obtenu quelques résultats par comptage place dans un repere les points
ayant pour ahscisse le nombre n et pour ordonnée le nombre de segments.

Procédure {2 : "Fonction carrée”
L'éleve a conjecturé par un graphique que Je nombre de segments était une fonction du
second degré de n. 1l cherche a partir de cas particuliers les coefficients du trindme.
]

. . , . - [
Cette procédure conduit pour le résultat final & f(n) =5 N°-5 N

Transformation _d'une formule,

Procédure 1.3 "Simplification par svmétrie”
L'eleve qui a deja un résultat & partiv des procédures 2 ou 3, soit Ny = 14243+ +(n-1),
soit Ny = (n-1) + (n-2) + (n-3) + .. + 1, veut réduire le nombre de calculs. 1l y parvient en

sommant les termes symétriques de la progression arithmétique.

Procédure 14 : "Simplification par regroupement”
L'éleve ani a déja un résultat d partir des procédures 2 ou 3, soit Ny = 14243+ +(n-1),

soit Ny = (n-1) + (0 2) + (n-3) + .. 1 1, veut réduire le nombre de calculs. 11y parvient en
regroupant les termes conséeutifs de 1 a9, puis de 104 19, de 20 4 29 etc., et constate que les
résultats <5 145,245, sont les termes d'une <vite arithmétique.
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Classe| gi¢me | gié¢me | gie¢me | 3i¢me | gnde | fére g
Procédure

1 4 1 8 6 9 2

2 1 1 1 0 3 2

3 12 4 4 3 10 2

4 8 5 1 4 18 9

5 1 2 0 0 0 0

6 2 0 4 0 2 0

7 0 0 1 0 2 0

3 5 3 5 1 2 1

9 3 3 3 7 5 4
10 22 10 12 17 10 8
11 1 0 1 0 2 0
12 0 0 0 0 0 26
13 0 1 0 | 3 2
14 4 0 0 1 0 0
Total 63 30 40 40 68 56

En relativisant par rapport au nombre d'éléves, pour un total de 100 éleves par niveau :

Classe| giéme | gi¢me | gi¢me | 3i¢me | gnde | jere §
Procédure
1 7 4 36 27 31 5
2 2 4 5 0 17 5
3 20 16 18 14 34 3
4 13 20 5 18 62 24
3 2 8 0 0 0 0
6 3 0 18 0 7 0
7 0 0 S 0 7 0
8 8 12 23 3 7 3
9 J 12 14 32 17 11
10 37 40 54 77 35 22
11 2 0 S 0 7 0
12 0 0 0 0 0 70
13 0 4 0 3 10 5
14 7 0 0 5 0 0
Total 106 120 183 183 234 150

Cette répartition invite a quelques remarques.
- Concernant e total du nombre de procédures par niveau, le cas des éleves de

18 S mis A part, une augmentation apparait. On peut émettre comme hypothese que I'aptitude a
changer de méthode dans la recherche d'un probléme croit avec le niveau scolaire. Mais
comment expliquer alors le cas des éleves de 1€ § ? Justement par I'accroissement du niveau
scolaire ! En effet, le travail réalisé sur les fonctions & ce niveau a eu comme conséquence une

I . . . - ; L1 1 i
utilisation massive de la procédure 12 qui conduit & conjecturer f(n) = 5 n? - 5 N Ce résultat
n'étant pas mis en défaut par les vérifications réalisées, il est accepté par les éléves.

- Concernant la répartition des procédures, le seul résultat notable concerne la

procédure | qui semble plus fortement présente a partir de la classe de 41M¢ mais il est trés
difficile de la distinguer de 1a 2.
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- Enfin on peut relever le poids important de la procédure 10 qui consiste a
délaisser A partir d'un certain rang le comptage pour céder la place au travail sur les nombres.
Cette procédure conduit dans presque tous les cas & une conjecture correcte, non rejetée car le
résultat n'est pas mis en défaut par les vérifications réalisées.

1V, LE NOMBRE 0,

Au dela de ces procédures, nous avons centré notre intérét sur l'introduction du nombre
n dans les copies, aussi bien pour les éléves ayant utilisé des procédés de comptage que pour
ceux qui ont travaillé sur les nombres.

Le nombre n apparait dans les copies a travers 5 formules différentes :

] 2.
Nop=1+2+3+..+(n1),Ny=(n-1)+ @2 +@®3)+ ...+ 1, Ny = ("21)“, Np =

Np=n+20-3)+ (n-4) + ... + 1.

On peut tout d'abord relever que les résultats concernant n points n'apparaissent pas

dans toutes les copies, d'ailleurs en 61MC ce n'était pas demandé. D'autre part, l'introduction
d'une généralisation prend des formes diverses, elle peut étre verbale, a l'aide d'une phrase
générale, ou bien symbolique, par I'intermédiaire d'une lettre, x, a, n ou autre.

Fin voici la répartition pour un total de 100 éléves par niveau :

Classe gicme | sitme | gitme | 3itme | 2nde 1¢re §
Eléves ayant généralisé 2 12 45 59 89 89

L'évolution selon le niveau est remarquable. L'aptitude a formuler une régle observée
par l'introduction d'une variable, & donner & un résultat son caractere fonctionnel, croit avec le
niveau scolaire.

V. DEMONTRE QU PAS.

Les éleves ayant utilisé des procédés de comptage peuvent, en toute rigueur, démontrer
leur résultat en généralisant leur raisonnement au cas de n points. Pour les autres, ayant travaillé
sur les nombres, la seule preuve possible est un raisonnement par récurrence avec un retour sur
la géométrie pour dégager la relation de récurrence. Un tel raisonnement ne peut étre fourni a ce
niveau.

Concernant le passage au cas général et la trace ou non d'une démonstration, on constate
trois comportements différents.

1 - L'éleve fait correctement le raisonnement pour quelques points et le refait
ensuite pour n, montrant par la que son traitement des cas particuliers se généralise. Cette
généralisation intervient parfois en fin de copie quand il doit raconter 4 un camarade comment il
procede.

2 - L'éldve ne ressent pas la nécessité de faire correctement le raisonnement pour
quelques points, apres un bref comptage pour les premieres valeurs de n, il le fait directement
pour n quelconque. Ce raisonnement est parfois illustré par l'application simultanée a un cas
particulier.

3 - L'éléve fait correctement le raisonnement pour quelques points et donne la
formule conjecturée pour n. Parfois, il la vérifie sur quelques cas et conclut & sa véracité.
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Observons la répartition de ces comportements. Pour un total de 100 él¢ves par niveau :

Classe 6ieme | sitme | gitme | 3idme | onde 18re §
1 Y 0 0 4 31 16
2 0 0 0 4 27 6
3 2 12 45 51 31 67

Les comportements de type 1 ou 2 sont effectivement des preuves du résultat avancé.
C'est & partir de la classe de 3i¢me que I'on peut les observer dans les copies.

Le comportement de type 3 ne peut &tre considéré a priori comme une preuve, méme
lorsqu'il est accompagné de vérifications. Pourtant...... on peut se demander si l'exemple, ici,
ne peut pas avoir valeur de preuve, car la valeur choisie pour raisonner n'altére en rien la
généralité du raisonnement.

Observons a ce sujet la fagon dont sont abordées quelques questions d'arithmétique
dans deux traités de la fin du siécle dernier.

Dans le "Traité d'arithmétique a I'usage des éleves des Lycées et Colleges et des
candidats aux €coles du Gouvernement" par BURAT E. (1875), on trouve la proposition
suivante avec sa démonstration :

"Proposition I : - Lorsqu’un nombre divise un produit de deux facteurs
et qu'il est premier avec l'un des facteurs, il doit diviser I'autre.
Démonstration : - Soit le nombre 15 qui divise le produit 92x60 | il est,
premier avec 92, je dis qu'il divise 60. En effet, le plus grand diviseur
commun aux nombres 15 et 92 est 1 ; par conséquent celui des nombres
15x60 et 92x60 est 60. Ceci posé, j'observe que 15 divise 92x60 par
hypothése, et 15x60 qui est un muliiple de 15 ; or quand un nombre en
divise deux autres, il divise aussi leur plus grand diviseur commun ]
donc 15 divise 60."

Dans le "Trait¢ darithmétique & l'usage des éléves de mathématiques
€lémentaires, des aspirants aux baccalauréats...... avec des compléments destinés aux candidats
des grandes écoles du Gouvernement" par HUMBERT H. (1893), on trouve la proposition
suivante (la méme bien sur) avec sa démonstration :

"1°  Lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs et qu'il est
premier avec l'un d'eux, il divise l'autre.

Soit ¢ un nombre qui divise le produit ab de deux nombres donnés,
el supposons ¢ premier avec b, cela veut dire que c et b ont pour plus
grand commun diviseur l'unité ; donc les produits ac et ab ont pour plus
grand commun diviseur le nombre a. D'autre part le nombre ¢ divise ac
dont il est facteur, il divise ab par hypothése ; donc il divise le plus
grand commun diviseur de ces deux nombres, c’est d dire a.”

[l semble qu'il y ait Ia, sur la notion de preuve en arithmétique, une singularité au regard
de ce que I'on appelle communément une preuve. Elle tient a la fois du caractére général que
présentent certains cas particuliers a I'égard du contexte et de la non contradiction.

Une autre illustration peut en étre fournie avec le jeu du quitte ou double. La vue des
premiers gains possibles que sont 1, 2, 4, 8, 16 permet de conjecturer 20! pour le gain
possible a la question n. Devant I'évidence qu'il s'agit de la suite des puissances croissantes de
2 et sans que ce résultat puisse étre mis en défaut par des exemples on s'accorde a dire qu'il est
vrat.
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Dans notre probleme, le caractére de généralité se dégage de la figure. Dés qu'a été
observé le procédé de génération des segments et le procédé de comptage qui s'en dégage, son
caractere récurrent ne peut étre mis en défaut. Que doit on attendre des €leves ayant observé ce
procédé de génération ? Autrement dit, une fois que les éléves ont percu le caractére général qui
peut €tre attribué a tout cas particulier, est-il nécessaire pour eux d'en établir la généralité ou
bien leur suffit-il de constater qu'il n'est pas contredit ?

L'étude des comportements de type 3 pour lesquels la preuve semble absente, montre
deux grandes tendances concernant la généralisation du mode de calcul lorsque celui-ci est
effectu€ & partir d'une procédure de comptage et donc enraciné dans la géométrie :

- L'éleve donne comme démonstration la vérification sur des cas pour lesquels il
sait qu'elle fonctionne. C'est la non contradiction comme le montre la copie en annexe 2.

- L'éleve donne sur un cas particulier un raisonnement présentant un caractére
général irréfutable. C'est 'évi 1 comme le montre la copie en annexe 3.

Ces pratiques étant présentes 2 tous les niveaux de I'enseignement secondaire, nous
avons la deux points d'appui concernant I'apprentissage de la démonstration. La phase de mise
en commun et de correction doit montrer I'insuffisance du procédé de non contradiction et la
relative faiblesse du procédé dégageant I'évidence du caractére général de quelques cas

particuliers.

YI. LES TRIANGLES,

En ce qui concerne le travail portant exclusivement sur les nombres, nous avons vu
combien en 187 § Jes éleves étaient influencés par les contenus d'enseignement et en particulier
par la fonction carré. Aprés la séance de correction, et pour en mesurer I'impact, nous avons

proposé en 2nde e 12r¢ S e probléme suivant :

"Etant donnés quelques points placés sur une feuille, combien peut
on tracer de triangles différents dont les sommets sont trois quelconques
de ces points ?"

Compléter | Ie ivant :
Si j'ai .... Je peux tracer au plus ....
I point () triangle
2 points 0 triangle
3 points 1 triangle
4 points 4 triangles
5 points
6 points
7 points
12 points
20 points
108  points
n points (n est un entier positif)

Ce travail s'est déroulé en classe et par groupes en 2nde et sous forme de narrations de

recherche en 1¢r¢ S,
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En classe de 27d¢, deux groupes sont parvenus au résultat correct, ce fut I'échec total
pour les autres. En effet, les méthodes effectives de comptage sont trés rapidement en échec ne
serait ce qu'a cause de difficultés matérielles. A partir de 5 points, l'utilisation de couleurs
différentes par exemple, s'avere tres difficile.

On peut remarquer que dans les groupes ayant réussi se trouvaient des él¢ves ayant traité
le cas des segments avec succes en raisonnant directement sur le nombre n. Pour ce nouveau
probleme, leurs méthodes de comptage ont réinvesti les résultats du comptage des segments.
C'est en définissant un triangle comme I'association d'un segment et d'un point extérieur que
sont nés leurs procédés généraux de comptage.

Pour les éléves de 18r¢ §, on retrouve des procédures en tout point comparables i celles
observées sur le précédent probléemes : ’
- 20 comptages effectifs,
- 23 résultats induits a partir d'un travail sur les nombres (dont 11 fonction cube),
- 2 recherches d'équivalences de formules.

On a donc encore pres d'un tiers des €leéves qui renouvellent le travail sur les fonctions
en sachant que cela ne leur permettra pas de dégager une preuve. L'absence de contradiction
dans les vérifications est encore trés pesante dans leur démarche.

YII. CONCLUSIONS.

Au travers des multiples procédures rencontrées dans ce type de probléme, on peut
penser que pour traiter les questions d'exhaustion, on reléve deux principales directions de
travail :

- du particulier au général avec essai d'explication du général ;
- du particulier au général sans contradiction avérée lors du retour sur le particulier.

L.a premiere conduit a terme a la notion de preuve quand elle n'en est pas déja une. C'est
la nécessité d'une explication du cas général lorsque celle ci est de méme nature que les cas
particuliers traités qu'il faut faire émerger.

Pour la deuxieéme, il nous faut amener les éléves a comprendre que dans ce passage du
particulier au général vérifié par des exemples, l'utilisation d'un langage formel ne peut
masquer I'absence d'une preuve. Nous devons donc dégager des situations pour lesquelles leur
facon de faire sera mise en défaut.

Ce n'est pas pour autant que cela suffira, le travail effectué en 187¢ S le montre bien.
Nous savons tous, pour avoir parfois cherché sans succes... que toutes les conjectures sont
dans un premier temps acceptableS, surtout quand on ne peut les contredire (voir le grand
théoreme de Fermat par exemple). On doit accepter et méme souhaiter que des €éleéves soient mis
dans une situation de recherche et livrent de tels résultats, ni démontrés, ni contredits. C'est en
montrant la multiplicité des approches, en privilégiant le débat, que nous parviendrons a semer
quelques doutes sur I'évidence et la non contradiction et que pourra surgir la nécessité de la
preuve.



69
ANNEXE 1

A partir du triangle ABC ci-contre, on
construit les triangles

AB,C,

puis A,B,C,,

jusqu'a A B.C..

Pour cela, on reporte les longueurs AB sur
la droite (AB), BC sur la droite (BC), CA sur la
droite (CA), toujours dans le méme sens, d'abord 1

Cs

fois, puis 2 fois, 3 fois ........... jusqu'a n fois.

Te probicme consiste a évaluer les aires de A,B,C,, puis A,B,C,, A,B,C,,
jusqu'a A B _C,, en fonction de l'aire du triangle initial ABC.

oooooooooooooooo

1éter 1 ivant;
Si  j'allonge.... Le rapport des aires est....

0 fois 1
1 fois 7
2 fois 19
3 fois 37
4 fois
10 fois
23 fois
n fois
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ANNEXE 2

”3““0‘“:““‘"""" Z=oq ‘“’3"—"- -z “

_Jﬂnfw

_'“ﬂmmn{ah(oﬁen_% mmbm_'de_fg‘&g pcm @a__;
rrsin\ate &&@am\rs..m cna_“_z&. @qu c&m\:ﬂr_(é_sica&tg} A_,‘

obéezw__gocmé e

AD%OQ&%:GQKLO& R L S
Dxd g o A A e
e T S
e

<o s T T w2 T T
e - 3 L) e
f. _6: e e e e T e

" Dow —poor eafulecSen %rosﬁmm&mﬂ{ ;Qm

8 sou it de ceffemithode = o

;;_NXJ¢W;J&>T445 o
- D R
o Re xlg 380 . —
- L A . S S S
(58 n (0% \iE5C - B3+t -




~AE W a(ug 6 EL CS md“ C, D e):‘ bwe,t [Xond

Iy

,&Qmo Srase ka&xﬂw ,gl

:4:)me s 5 M@um-m Wes&a ST
2 At A Ao AuiTa, ,L_,dmytl%u&a Can

AR RA, AC 2 CA __AD - = bA-BHE -~
Rc - cr Bvb ~ 0B RE

= E'E),,,&.ﬁ ~
e ~Zc

~ DbC
bPEez e

D&V\C/ o v]u;\n.ﬁuv \-A..,‘L:» /"M.\}..&M/‘MA, M

S ( NEA)-s w___f;;;;}}%__@ f&%«w‘? E o
s =
e e

71



72

QUELQUES CONSIDERATIONS SUR
LES NOMBRES EN SECONDE

Jacques Delgoulet
Groupe Intégration des Outils Informatiques

OBJECTIFS

L'objectif de cet atelier était de montrer comment le groupe intégration des outils
informatiques de I'TREM de Montpellier a été conduit, en classe de seconde, a s'intéresser aux
notions de valeur exacte et de valeur approchée. Il s'agit d'un travail en cours et les idées qui
sont présentées a travers un certain nombre d'activités seront approfondies dans les années a

Venir.

= ‘E DE ERM 'HE

Depuis deux ans une classe de seconde du lycée de Clermont I'Hérault est dotée d'une
TI-92. Le groupe Intégration des outils informatiques élabore depuis janvier 1996 des activités
destinées a intégrer cette machine dans la classe. Parmi les thémes que le groupe a abordés au
cours de ces deux années, on peut citer :

¢ les formes algébriques ;
¢ les fonctions ;
e les notions de valeurs exactes et de valeurs approchées.

Parallélement a ces themes, le groupe essaye d'inciter les éléves a considérer la machine
comme un outil de contr6le de leurs propres résultats, en particulier grace a des activités qui
nécessitent plusieurs cadres de résolution (algébrique, graphique, géométrique).

Au cours de ces deux années les éleves ont eu I'occasion de remplir des questionnaires,
certains €leves ont été interviewés, dans le but de cerner I'évolution de leur rapport avec la
machine ainsi que d'évaluer les apprentissages effectués, les connaissances mises en ceuvre.
L'expérimentation de la premieére année a donné lieu a un rapport.

POUROUQI LES NOMBRES EN SECONDE ?

Une des caractéristiques de la TI-92 est de faire coexister "valeurs exactes" et "valeurs
approchées” avec une nuance de taille : on ne parle de valeurs exactes que dans 1'application
initiale !

Dans les autres applications, qu'ils s'agissent des applications graphiques ou
géométriques, les nombres affichés sont des approximations décimales comme sur une machine
classique.

Une hypothése tentante est de penser que cette caractéristique de la TI-92 va aider les
éléves a faire la distinction entre un nombre et ses approximations décimales.

La réalité est bien sir plus complexe et se heurte aux conceptions que les éleves ont des
nombres ainsi qu'a la représentation qu'ils s'en font.

Concernant les nombres, le modele dominant est fourni par les machines que, d'une
facon générale, les éleves utilisent aprés un apprentissage réduit ou inexistant (voir
expérimentation 95/96). D'une fagon générale, on considére que c'est 1'éléve qui doit
prendre en charge, en grande partie du moins, l'apprentissage des machines. Ce point de vue
est certainement a nuancer mais, en classe de seconde, il semblerait que les enseignants (que ce
soit en mathématiques ou en dans les autres matiéres utilisant des outils de calculs) considerent
que les éléves savent ou devraient savoir utiliser une machine, comprendre, interpréter et
controler les résultats numériques affichés. 1l en résulte que le modele dominant est le modele
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décimal sans que les caractéristiques propres aux nombres décimaux soient explicitées. En
effet, en seconde du moins, rien dans les programmes ne permet d'aborder ce qui est relatif a la
nature des nombres que les éléves manipulent.

Parmi les conséquences de ces pratiques, on peut noter un certain nombre d'attitudes
chez un éleve de seconde qui ont été relevées au cours de l'expérimentation :

e pas de remise en question des résultats affichés (... puisqu'ils sont fournis par une
machine ...) - voir expérimentation 95/96 questionnaire N°1 ;

e ce que la machine affiche est exact (2 la fois dans le sens de valeur exacte que de
contraire de faux) ;

e ce qui est approché est décimal ;

e ce qui est décimal est approché.

Remarque : une autre caractéristique de la TI-92 est de transformer systématiquement,
en mode exact dans I'application initiale, les nombres décimaux en rationnels ainsi que de faire
coexister différentes formes d'un méme nombre sans étre parfois capable de les identifier (ceci
est particulierement vrai deés lors que le calcul comporte des racines carrées).

A 1 NOMBRE DANS LE PREMI LEETE .

Sans entrer dans les détails, on peut dire que de la sixieéme a la seconde, rien dans les
programmes ne permet d'aborder la nature des nombres manipulés.

En seconde, par exemple, mention est faite des ensembles de nombres sans plus de
détails.

En réalité¢ toutes les activités numériques concernent soit le calcul approché (avec
systématiquement des approximations décimales), soit le calcul algébrique.

Pl

Iy D BRE

Si & aucun moment de la scolarité, entre la sixieéme et la seconde, les caractéristiques ( a
défaut des définitions) des différents types de nombres ne sont aux programmes, par contre les
systemes d'écriture des nombres sont étudiés :

¢ nombres entiers, relatifs ou non ;

o nombres décimaux

¢ nombres rationnels ou fractionnaires ;

e notation scientifique ;

e les "réels" qui seraient tous les précédents plus ceux qui ne peuvent pas s'écrire
dans I'un des systcmes ci-dessus.

En fait ce sont les régles de calculs propres a chaque systeme qui sont abordés (addition
soustraction, multiplication, division, puissances).

Concernant ces regles de calculs, on peut constater que certains systéemes sont cohérents
d'autres pas : la somme de deux nombres écrits sous forme scientifique nécessite, la plupart du
temps, le passage par une écriture intermédiaire afin de pouvoir factoriser une puissance de 10.

En dehors des reégles de calculs évoquées ci-dessus, des exercices portent sur le passage
d'un systéme a un autre ainsi que des calculs sur des nombres écrits dans plusieurs systeémes
{un décimal et un rationnel, etc.) sont abordés.

QUE SIGNIFIENT VALEUR (S) EXACTE (S), VALEUR (S) APPROCHEE_(S) ?

® pour un éiéve de seconde...?
e pour un professeur...” qui doit U'expliquer @ un éléve de seconde ?
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Ce sont ces questions, énoncées ici sous forme de boutade, que le groupe s'est posé.
Les termes de valeur (s) exacte (s) d'un nombre, valeur (s) approchée(e) d'un nombre,
employés ici reviennent constamment dans les programmes, chez les éléves et chez les
enseignants. En fait c'est surtout le mot valeur qui souléve un réel probléme de sens dés lors
qu'on l'associe au mot nombre. En effet, qu'est ce que la valeur d'un nombre ? Un nombre
aurait-il plusieurs valeurs ? La valeur exacte d'un nombre n'est-elle pas le nombre lui-méme qui
peut bien siir avoir plusieurs écritures. De méme la notion de valeur approchée n'a de sens que
si on mentionne la précision !

Ces difficultés a donner un sens a des mots particulierement mal adaptés ont conduit le
groupe a essayer (et ce n'est pas facile ...) de remplacer les termes valeur exacte par nombre et
valeur approchée par approximation (non nécessairement décimale).

o EC’ o

Concernant le théme de valeur exacte/valeur approchée, le groupe a essayé de faire
passer un certain nombre d'idées :

® une approximation n'est pas nécessairement décimale ;

* tout ce qui est décimal n'est pas approché ;

¢ un nombre ("valeur exacte") a plusieurs formes (en particulier, on rencontre cela
sur la TI-92) ;

¢ donner du sens a valeur exacte et valeur approchée en essayant de les remplacer
par nombre et approximation (décimale ou non) ;

o donner des éléments permettant une représentation mentale de certains nombres
ou type de nombres (rationnels positifs représentés par des segments,
dichotomie : le nombre cherché est la solution d'une équation sur un intervalle
donné, fraction continue de \/5 , développement décimal d'un rationnel, etc).

C'est dans cet esprit que les activités présentées ici ont ét€ congues et proposées aux
¢leves avec le souci de les intégrer a la fois dans le déroulement du programme et dans le cadre
de I'expérimentation.

En conclusion c'est plus sur la représentation des nombres que sur leur nature que le
groupe a essayé d'agir. Il dispose maintenant d'un certain nombre d'activités, souvent
classiques, qui permettent de le faire. Il est clair que c'est insuffisant pour modifier radicalement
les pratiques des €léves, cependant les entretiens effectués en avril 97 ainsi que le comportement
devant les résultats affichés par la machine a considérablement évolué. Il reste maintenant 3
€laborer des activités qui vont permettre aux €léves de commencer a faire la distinction entre les
divers types de nombres qu'ils manipulent.
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REPRESENTATION DES NOMBRES

REPRESENTATION DES NOMBRES ENTIERS

Les mathématiciens grecs ne disposaient pas de notre systéme décimal. Pour écrire les
nombres, ils utilisaient des lettres dont le maniement devait étre délicar. Un grand nombre de
propriéiés arithmétiques lewr étaient déja connues, entre autres celles qui concernent les
nombres entiers premiers’>. Pour démontrer ces propriétés ils utilisaient diverses
représentations des nombres et parlaient de nombres linéaires (en ligne), en “triangles”, en

"polygones”.
Les mathématiciens grecs du VI'™ siécle avant Jésus-Christ qui travaillaient avec

Pythagore représentaient les nombres entiers par des points. Ces points pouvaient étre disposés
selon des figures comme le triangle, le rectangle ou le carré.

1) Voici les représentations des quatre premiers - > o
nombres "triangles” . .. ..o
Calculez T, T,, T,, T,, dessinez et calculez les vt tet rres
six nombres suivants. Tml T142 T=14243 To=142+344

2) On peut aussi représenter ces nombres par
des "escaliers".

3) En s'aidant du schéma et des calculs ci-
contre, calculez T;, T,, T,.

Pouvez-vous, en vous aidant des calculs et des
schémas ci-dessus, trouver une fagon de
calculer rapidement la somme des 23 premiers
nombres entiers naturels ? la somme des n
premiers entiers naturels ?

REPRESENTATION DES FRACTIONS

Rappels : historiquement une fraction est le quotient de deux nombres entiers naturels a
et h, avec a inférieur ou égal @ b et b non nul. Dans le cas on aurait et b sont des entiers relatifs,

on devrait parler de nombre rationnel. Dans le cas ou a et b sont des nombres quelconques 2 et
7 ) on devrait parler de quotient.
Ici on s’intéresse aux nombres du type % ol a et b sont des entiers naturels (donc

positifs).

Objectif : on consideére une graduation ot I'unité est choisie arbitrairement, on place le point A
d'abscisse a et le point b d'abscisse b (a et b étant entiers il suffit de reporter correctement). On

se propose de construire sur cette graduation le point d'abscisse .ab. .

O I A B
] ]
I |

a b

S Un nombre enticr naturel différent de 1 cst premicr si il n'est divisible que par 1 ct par lui-méme. Par
excmples 2, 3,5, 7 et 11 sont premicers, 24 ne Pest pas (il est divisible par 1,2, 3,4, 6, 12 ct 24).
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Pour faire cette construction que les Grecs connaissaient déja on va utiliser le théoréme
de Thales.

1) On considere un repére orthonormal (0 ; 1, J). Ona: Ol = OJ = 1 (c'est-a-dire une unité,
arbitrairement choisie).

Placer le point A tel que OA=7 et le point B tel que OB=4.

On se propose de construire le point M de la demi-droite [OI) tel que OM% .
2) La parallele a (BJ) passant par A coupe (OJ) en L. Démontrer que OL= %% = %— .
OA _ 7

3) La paraliele a (IJ) passant par L coupe |OI) en M. Démontrer que OM= OB=7

4) Reprendre cette construction avec OA=5 et OB=8.

5) Application : construire une autre figure avec OA=9 (9 unités) et utiliser la méthode ci-
dessus pour partager le segment [OA] en 7 segments de méme longueur.

On congoit qu'avec cette construction il est possible de représenter tous les nombres du
type % , ou a et b sont des entiers naturels. En fait, cette construction fonctionne également avec
des entiers relatifs ; en particulier si on choisit a et b négatifs la construction permet de voir que
a

l est positif.
b

Conclusion : une unité ayant été choisie, la fraction est ici représentée par le segment [OM].
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APPROXIMATION DE 42 PAR DES NOMBRES RATIONNELS
METHODE PAR FRACTIONS CONTINUES

Premic¢re partie
Expliguez par un calcul numérique les résultats présentés dans la premiere phrase du deuxi¢me

paragraphe du texte historique ci-joint, a savoir :

« Le jour entier contient 86400, et I excés de I'année tropique sur I’année commune,
ot Sh48' 50", en contient 20930 ».
8640

On vous propose dans cette question de retrouver la décomposition de la fraction 5003 <" la

fraction continue :
4+ .

T4 A
1+.. etc

1) Complétez les égalités suivantes en calculant les nombres entiers manquants :

8640 , ... 8640 1
3003 = 3003 2003~ 4t = T
+ —
8640 _, . 1 R
3003 3003 -
T 8640 _, . I

ggg(; 4 | 3003 B 1

N 7 4 e 1 +
8640 o o

=4 +

3003 S

Ecrivez I'étape suivante.

8640

On dit que 1'on réduit ainsi la fraction 5003 " fraction continue.

2) a) Ecrivez sous la forme d'une fraction irréductible les nombres :

1 1 1

;=] r=4+= r=4+ T r,=4 +

! 7+-1- 7 +

L : 4 : e
b) Les nombres r, 1,, I,, I3, ... sont des approximations de la fraction §(6)9(3) qui représente

« le rapport du jour entier a l'excés de l'année tropique sur l'année commune ».

Reconnaissez-vous parmi les nombres précédents celui qu'utilisaient les Perses ?

] . 8640 o ) 8640
c) r, est une approximation de 5003 - Montrer que la distance ¢ entre 3003 et r, est

inférieure a 2x10*7,

6 La distance cntre deux nombres réels x et y est égal a la différence entre le plus grand ct le plus petit, c'est donc
un nombre positif ou nol.

7 On dit que r, est ine approximation de 2(6)32 avee une précision de 2310,

L
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Deuxiéme partie

1) La partie entiére de 4/2 est 1. Trouvez une expression simplifiée de l'inverse de 1 + y2.
En déduire que :

ﬁ=1+—1—puis ucxﬁ=1+ 1
XA ? + 1
1+\/§

Trouvez, ainsi de suite, des expressions de \/5 ou figurent 3, 4, 5 traits de fraction et les
nombres 1, 2 et '\/i

Vérifiez avec la machine que ces expressions sont égales & V2.
Notez, pour la derniére, la séquence tapée sur la ligne de commandes.

2) Une suite de nombres rationnels est définie par :

a,=1 a=1+ 1 a,= 1 +____1_._ a,= 1+_____]___ (3.traits de fraption, 3
2 2+ L 2 4] chiffres 2, 4 chiffres 1)

) ) 1

7

et pour tout entier n non nul :

2 + n traits de fraction,
........................... ety
n+1 chiffres 1.

241 T
2 + =
2
Ecrivez sous la forme d'une fraction irréductible les nombres a,, a,, a,, puis les nombres
[ SRS P
I+ a, I + a,

En déduire une expression de a, en fonction de a,. Que remarquez-vous ?

Ces égalités suggerent une expression de a,,, en fonction de a,. Laquelle ?

En déduire, a I'aide de la TI-92, l'expression de a,, a,, a,, a,, et a, sous forme de fraction
irréductible.

aq est une approximation de V2. Avec quelle précision (voir premiére partie 2)c)) ?

En suivant la démarche précédente trouver un nombre a_qui fournit une approximation de Y2
avec 10 décimales exactes.
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(L

Applications utilisées : I'application graphique et I’ application initiale.

Préparation de la TI92 : s’assurer que EXACT et FUNC figurent sur la ligne d’ état.

A I ) L B
K' ; : ; K . ¢
D :L'; '''' iAM c D Lj
o .
b P )
:..'.J R o ',,‘
A7 . ) .
E )' ___________ DU SR s
g ) ¥ I F
» S c
H H 5

On considere un cube ABCDEFGH d’aréte 8 cm. Sur Paréte [AB] on considére un
point variable I. On pose Al = x. On construit le cube AIJKLMNP; on obtient ainsi la pyramide

a base carrée NEFGH (voir figures ci-dessus).
On se propose de montrer qu’il existe une position du point I sur [AB] telle que le

volume du cube AUJKLMNP soit égal au volume de la pyramide NEFGH.

Préliminaire

# Lorsque I est en A, que devient le cube ? Quel est le volume de la pyramide ?
# Lorsque I est en B, quel est le volume du cube ? Que devient la pyramide ?
# Lorsque I est au milieu de [AB], comparez les volumes du cube et de la pyramide ?

Premicre partie

1) #Exprimez le volume du cube AIJKLMNP en fonction de x ; précisez, en utilisant
les informations de 1’énoncé, I'intervalle auquel x appartient.
# Exprimez le volume de la pyramide NEFGH en fonction de x.

2) On considere les fonctions f et g définies sur [0,8] par f(x) = x° et g(x) = 634—1(8 —-X).

@ Tracez les courbes d’équations y = f(x) et y = g(x). dans une méme fenétre
graphique.

#/%n Choisissez une fenétre qui permette de conjecturer le nombre de solutions au
probléme ; notez cette fenétre sur le cahier et justifiez son choix.

&/ Proposez, par lecture graphique, un encadrement d’amplitude 1 de chaque
solution éventuelle.

3) /@ Validez votre conjecture dans 1'application initiale; précisez les
commandes utilisées.
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L

Deuxiéme partie

1) & Démontrez que résoudre f(x)=g(x) revient A résoudre P(x)=0 avec :

P(x)=3x" + 64x — 512.
2) @ Construisez sur Iintervalle [0,8] la représentation graphique de la fonction P.
& Expliquez pourquoi le graphique précédent suggere I'existence d’une solution 2
I’équation P(x)=0.
On admet désormais que cette équation a une solution unique sur ’intervalle [0,8], on la
note x,.
3) &5/ On se propose de déterminer un encadrement d’amplitude inférieure ou égale 2
10? du nombre x,,
Pour cela on va utiliser la représentation graphique de P sur différents intervalles.
On sait que P(x,)=0, P(4)<0, P(5)>0; les propriétés de la fonction P permettent de dire
4< x, <5.
Le centre de l'intervalle [4 ;5] est 4,5 ; graphiquement on peut dire que P(4)<0 et
P(4,5)>0. On peut en déduire comme précédemment que 4< x, <4,5.
On recommence ainsi de suite ®, en utilisant %, jusqu'a ce que l’encadrement de x, ait
une amplitude inférieure ou égale a 102

Pour présenter les calculs utilisez le tableau de la page 3 od figurent les indications
nécessaires pour construire les différentes courbes.

Retour au probléme

Donner une réponse au probléme initial.

I e procédé utilisé ci-dessus pour trouver un encadrement de x, est la dichotomie du grec Dikhotomia : « division
en deux parties égales ». I1 permet d’obtenir un encadrement de x, dont I"amplitude peut étre aussi petite que 1'on veut.



81

P

Résuitat

Fenétre N°2
On pourra commencer par tracer la courbe dans| xmax: Taper xmax prend lajxscl: taper (xmin+xmax)/2| Le centre de
la fenetre N°1 puis faire ZoomFit pour obtenir xscl puis valeur 4,5 pour calculer le centre et le| [4;4.5] est
le graphique ci-dessus. ENTER faire apparaitre. 4,25
(FO~Y F2v Y_ 73 Y FSv Y F&v YF7
v §—|200om|Trace|Re6raphMath|Drawlv ¢ )| Fov fimT v Y Y Foy 2w 1) v
> oom|Trace{ReGraphiMa ' raw 'a Zoon 'F Zoonl "_ ZQom h Zoom "_ St
Comme xscl=m, une graduation yf’u/ — o — xMir=4 o
el sarire, xnin=4, Xninz4, xmin=4, =4 =4
XMaX=3 @=tp> | |XMaXZXSC h 3x= 4~ XMmax=4,5 xmax=4.5
xs¢l=4,5 xscl=4,3 xs¢] s l=(xmintxmax)/2 @ scl= -
ymin=-2, ynin=-64, ynin=-64, ymin=-64, ynin
XL { Xmax dnax= 9?\3)(:]83: gmax=183. ymax= 1 83' ymax= .
XS(:l:m gscl gscl:ll gscl:li QSC].=1- gSlel-
MATN RAD ALTH FINC Xres=?, xres=2, xres=2, Xres=2, xres=2,

Indications :

graduation permettant de repérer le centre de Dintervalle apparait 2
I"écran. De plus, c’est la machine qui calcule et mémorise sa valeur.

1) Lorsque xscl prend la valeur

Xmin +xmax
2

uné

2) Au lieu de taper en toutes lettres xscl, xmin et xmax on peut taper les
nombres observés avec des risques d’erreurs de frappe lorsqu’il y a
beaucoup de décimales.

3) Afin d’améliorer la lecture on fera ZoomFit (F4 A) apres chaque

graphique.
Centre Signe de | Signede | Signe de Amplitude de
<min xmax m= XIMin +xmax P(xmin) P(m) P(xmax) Encadrement . ’l"encadrem’em .
- 3 inférieure ou égale 2
4 5 4.5 - + + 4< x, <4.5 0,5

4 4,5 4,25 — - + < xp<
< x<
< Xy <
< Xy <
< X<
< X<
< Xy <
< X, <
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DE L'IMPORTANCE DE L'ENVIRONNEMENT POUR
LA RECHERCHE EN MATHEMATIQUES

Luc Trouche
Groupe Analyse

Les journées IREM de Juin 1997, consacrées au "calcul”, ont été aussi l'occasion de réfléchir
a l'influence des nouveaux outils de calcul sur les procédures de recherche en mathématiques.
Latelier dont il est question ici a proposé une recherche dans un environnement TI-92 9. Il
s'agissait de déterminer le nombre de dérangements d'un ensemble ordonné de n éléments.

&

B

BB B
NN
O00 &
O00O =
000 &

L_UNE DEFINITION ET UNE PREMIERE RECHERCHE "ARTISANALE",

Un dérangement est défini comme une permutation sans point fixe. Par exemple, il existe 2
dérangements pour 3 objets & ﬁk} $

- un dérangement & ﬁ

- et 'autre l}kf &

Nous savons qu'il y a n! permutations pour n objets. Parmi ces permutations, combien de
dérangements possibles ? Appelons u(n) ce nombre. Pour n petit, il est facile de compter :

u(l) =0 (c'est assez évident), u(2) = 1, u(3) = 2 (nous I'avons compté ci-dessus). Comment
poursuivre ? Nous avons au moins deux pistes possibles :

- on peut dter de n! le nombre de permutations qui ont exactement un point fixe, le nombre de
permutations qui ont exactement deux points fixes, etc. 10 ; la réalisation d'un tel calcul est assez
délicate. Nous y reviendrons 2 la fin de cet article ;

- on peut essayer de trouver une relation de récurrence en réfléchissant aux mécanismes de
passage d'un rang au rang suivant. Voyons ce qui se passe par exemple pour le calcul de u(4) :

& | | ¥ | A

Le bonhomme peut étre placé a la seconde, troisiéme ou quatriéme place. Ces trois positions
sont équivalentes pour la suite des calculs. Aussi, il nous suffit de compter les dérangements

9 Calculatrice de Texas Instruments, pourvue en particulier d'un logiciel de calcul formel Derive. .
10.0n trouvera I'exploitation de cette piste dans Tissier, 1991, Mathématiques générales, pp. 53-54, Editeur

Bréal.
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avec le bonhomme 2 la seconde place, et nous multiplierons le nombre trouvé par 3 pour obtenir
u(4).

- on peut soit mettre le chien a la premiére place :

i

(il nous reste alors a réaliser un dérangement pour le cactus et le fauteuil , qui sont isolés a la
troisiéme et quatriéme place : u(2) possibilités).

- ou alors on peut mettre le chien a la troisi¢éme ou la quatrieme place :

& =t 4 i

(alors nous avons un dérangement @ réaliser pour 3 objets : pour chacun d'entre eux, il'y a
une place interdite ; ainsi nous avons w(3) possibilités).

Conclusion : u(4) = 3[u(2)+u(3)] = 9. Nous pouvons aisément généraliser :

u(n) = (n-1) [u(n-1) + u(n-2)]

o ) PRE ‘RA

Deux méthodes (au moins...) sont possibles :

- on peut utiliser les séries formelles en posant S(x) = 3, E-%Q xk.
k=0

L'exploitation de la relation de récurrence nous permet alors d'obtenir une équation
différentielle, d'en déduire S(x) et le coefficient de xK, donc u(k), a partir des développements

en série usuels ;
- on peut aussi, dans un environnement TI-92 (ou autre calculatrice), se livrer & des

observations numériques ou graphiques d'un échantillon de valeurs de la suite :

La suite u(n) est entrée dans le fichier gramoy_rz Y.« Y &= Y Y Fe
de suites (elle apparait ci-contre :Pﬁ-r—lSeLupr.e-; -\T:f(.;;-;:;.; I;.; i ';T,. :
incompleétement sur la partie gauche de §v u1=(n - 1)-(ul(n - 2) + ul(rp
I'écran). uil=C1l. 0.2 2.

Une table de wvaleurs permet u?%; 3.
d'observer le comportement des u‘i‘g: g
premiers termes. ug= 6.

On peut alors opérer une | YidZ T
comparaison interne ou externe des f_:"f"
termes de la suite. Bt e TR -
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Une comparaison "interne” consiste a rechercher des régularités dans le déroulement de la
suite : est-elle arithmétique, géométrique ou quasi-géométrique... Ceci peut nous amener a faire

les quotients des termes successifs :

Une telle observation débouche assez
facilement sur le fait que le rapport de
u(n) et de u(n-1) ressemble a n
(attention, dans l'application "suites",
la TI-92 fonctionne toujours en calcul
approché).

Cela peut induire l'idée que u(n) est
du type k.n!

On pourrait alors considérer la suite

n!/u(n).

1 F2w F3v Y Fyv FS F6
- &Tﬂ lgebrajCal C\E)ther-TPrgm I OTC lear a-z.

ul(ll)

= m 10. 9999992509
ul(20)

RATITEL)) 28
ul(49)

ui(48) e

AT SER__3730

On peut aussi procéder 2 une comparaison "externe”, en confrontant u(n) a une suite

'naturellement proche".
permutations n!.

La suite ul représente la suite u(n),
la suite u2 représente la suite n!.

On peut observer a droite quelques
points de coordonnées (u(n), n!).
semble bien que ces points soient
alignés, ce qui traduit la quasi-
proportionnalité des deux suites u(n) et
nl.

Peut-on estimer le coefficient de
"quasi-proportonnalité ?"

S'agissant des dérangements, on peut comparer u(n) a la suite des

v f—TZoom TraceTReGraphF’lath Drawr / T
n ul u2
1. 0. 1.
2. 1. 2
3. 2. 6.
4. 9. 24.
| =B 44, 120.
6. 265. |720.
I?. 1854.]5040.
SIAGET] 6D EXACT SEQ

On peut avoir une information par le recours a une étude statistique : la recherche de la droite
de régression ajustant le nuage de points nous donne le résultat cherché :

Quelques valeurs des suites ul et u2
sont stockées dans deux listes L1et .2 ;
on demande ensuite a la calculatrice
d'opérer une régression linéaire entre
ces deux suites.

lLes résultats  apparaissent  ci-
dessous.

Le coefficient de "quasi-
proportionnalité” ressemble a un

nombre bien connu : e.

Ceci reste bien siir du domaine de la
conjecture.

On peut alors soit en revenir 2 une
étude théorique, soit pousser la
curiosité un peu plus loin, en regardant
si cette méme régularité est confirmée
hors étude statistique.

1 F2v Fiv
- ﬁ AlgebrajCalc|O therﬁ’rgmlOTClear a-z.
mseq(ul(n),n,1,50,5)» 11

(0. 265. 14684570. 7.69706425175el)
i® seq(u2(n),n,1,50,5)> 12

(1. 720. 39916800. 2.0922789888ElY)
sl inReg 11,12 Done}

17w Fov Y F3» Y Fuv Y F5 Y Fé

v Al STAT VARS Ll

y=a x+b
a =2.718282
b =1.6e42

" seq(ul E?rr ;%

0. 4 517Selp
B ceq(u?

(1. 7 888e13p
® LinReg( (Enter=0K > ). _Doneg
showstat
MalN DEG AFPRIK SEQ_373¢
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Cela nous conduit (comme nous auraient conduit aussi les procédures de comparaison interne

de la suite) a considérer la suxte

La conjecture est bien "vahdce par
I'observation numérique qui fait
apparaitre une grande proximité entre la

. n:
suite u(n) ete.

La calculatrice, pour la précision qui
est la sienne, identifie d'ailleurs les
deux valeurs pour n = 100.

Fi F2v F3v
v &Tﬂlgebrﬂa Calc

Figw

OtherTPr gml OTC 1 ear a-Z..

e gics

(2.71828165767 2.71828182846

i N 10, 50, 10]

2.7182)p
2.71828182846

2.71828182846

00D

DEG.BERREY,

SEQ 3420

Formulons précisément cette conjecture :
de n! et d'une suite v(n) dont la limite serait = On dispose pour v(n) de plusieurs candidates (la

la suite u

(n) cherchée semble étre égale au produit

liste n'est évidemment pas exhaustive...), par exemples :

v(n) = (1+ ;1]-)‘"

[.a premiere suite est une bonne candidate car le produit de n! et de v(n) doit étre un nombre

n _1\1k
vin)= 3% CDE ou
k=0
Dk,
entier. A-t-on bien u(n) = n! Z T ?

k=0

Une vérification pour les premiers termes est aisée :

n k
Enu2, la suite n! ¥ (k')
k=0

['observation de la table indique
bien la coincidence des deux suites
pour les premieres valeurs de n.

Le fonctionnement en  calcul
approché du tableau de wvaleurs
n'empéche pas de conclure a I'égalité
des valeurs affichées : en effet, par
construction, les deux suites ne

prennent que des valeurs entieres.

Fi Y F2 b3t i s
- TSetupIﬁ:s-‘;iT:-%:-zr;’:a-: T [

..
v =~
et Y oma TN aae
R L A A

«PLOTS 1 n ul u?2
v ul=(n-1)- (UI(Y\' » 0. 0.
uil=(1. . 2. 1. i.
' (_1) 3. 2. 2.
v u2=n!- Z = 14. 9. 9,
k
_ K=0 ! S. 44, |44.
ua%: 6. 265. |265.
u'i}f 7. 1854.]1854.
n=1.
AN DEG ERBCL T

D'ol la possibilité¢ de conclure a la coincidence des deux suites pour les premieres valeurs.

Pour autant, peut-on en conclure que la suite u(n) est bien égale an! Y

On peut évidemment faire d'autres
tests avec la calculatrice :

- on peut observer ci-contre qu'au
rang 50 on retrouve I'égalité des
valeurs ;

- par contre, la calculatrice annonce
que ul(100) est différent de u2(100)...

n ( l)k 7

k=0

LI RS £ f..
TSetupP:e-i iT:-ét-;ri:a-: T >TZ'~ TR

aPLOTS 1 ful u22

< uls(n-1)-(ul(n - & ) 0.

uil=dt. 0,2 2. 1. 1.

n[-pk) B_J2. {2.

v u2=ntc 305 4, S, 9.

i k=0 ! S 44, 44.
u&%f 6. 265. |265.
Ui};‘: i 1854.]11854.

n=1.
M8 PEGERACT H
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Cela découle des mécanismes de calcul approché et du cumul des erreurs pour le calcul des
termes de u2.

La validation de notre conjecture ne peut venir que d'un raisonnement par récurrence, qui
nécessite un travail “papier/crayon”. ﬂ sufﬁt de vérifier que :

2 (-1k Lenk )k ¢ CLE
si u(n-2) = n! }; et u(n-1) = n! Z ,alorsonau(n)=n! Y K nécessairement. Le
k=0 k=0 k=0

calcul, qui ne présente pas de difficultés théoriques majeures, est laissé 2 la charge du lecteur.
On peut bien conclure maintenant que le nombre de dérangements de n objets est :

§ k
am = nty DS
k=0
Le lecteur curicux pourra constater que cette expression peut aussi se mettre sous la forme :

u(n) =n! - C'll (n-D! + C?‘(n—’Z)! +... +(-DP Cg (n-p)! + ...+ (-)™ Cette expression est tout

simplement le résultat du calcul envisagé dans le premier paragraphe, consistant 2 retrancher du
nombre total de permutations les permutations a points fixes. Cette identification, reposant sur
les résultats fondamentaux du dénombrement !, est laissée aussi au soin du lecteur,

IV. OUELOUES ENSEIGNEMENTS,

Ce qui précede n'est qu'une trame. On peut en tirer plusieurs scénarios pour application dans
une classe de Terminale ou post bac. L'intérét de cette trame est qu'elle fait ressortir
I'importance des changements de points de vues dans la recherche mathématique : observations
graphiques et numériques, conjectures issues du croisement de ces observations et des
références théoriques (pour les suites qui convergent vers e par exemple), validations partielles,
et aboutissement du travail par une démonstration "en bonne et due forme". On peut voir
aussi a travers cette activité I'importance des environnements calculatrices pour
supporter et méme développer de tels comportements de recherche.

La mise en musique des différents scénarios n'est évidemment pas indifférente au succes de
I'entreprise : il faut laisser du temps au temps pour que la recherche propre des €éléves puisse se
développer ; on peut susciter aussi le travail en petits groupes et la mise en commun des
résultats partiels pour que personne ne reste bloqué trop longtemps 2.

Essayer et voir !

Petite bibliographie

Quelques références ol on pourra trouver d'autres idées de recherche avec les éleéves ou des
réflexions plus théoriques sur l'enseignement des mathématiques en "environnement
calculatrice".

Enseigner les mathématiques en TS avec des calculatrices graphiques et formelles (deux
volumes) (1996, IREM de Montpellier)

L'intégration de calculatrices symboliques en lycée, un défi mathématique (1997, CRDP de

Montpellier)
A propos de l'enseignement des limites dans un "environnement calculatrice”, étude des
rapports entre processus d'instrumentation et processus de conceptualisation (1997, IREM de

Montpellier).

" Card(AUB) = CardA + CardB - Card(ANB) bicn siir.
1211 est évident par ezemple quiil est plus facile de "reconnaitre” ¢ que pl St des éleves ont échangé le role des

deux suites dans I'¢tude de Ja régression findaire, ils auront quelques difficultés a formuler une conjecture... Le
croiscment des résultats des différentes recherches est ict décisif !
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DE LA FIGURE A LA REPRESENTATION GRAPHIQUE
AVEC CABRI GEOMETRE.

Robert Brunet, Jacques Naudeillo
Groupe Géométrie

INTRODUCTION

Ce travail s’inscrit dans la continuité de celui que nous avons présenté au Colloque
Inter-IREM de Géométrie de 1994 [1], & savoir une réflexion sur les possibilités d’utilisation de
Iordinateur et du logiciel Cabri-Géometre dans I’enseignement de la géométrie pour faciliter
aux €leves la compréhension de certains concepts ; ici, il s’agit de la variation d’une grandeur en
fonction d’une autre.

Cet exposé décrit de fagon fixe des activités qui ne peuvent étre envisagées que dans le
cadre d’une animation que permet I’ordinateur, et comporte trois parties :

- une legon faite dans une classe de troisi®me et visant 2 introduire les notions de
fonction linéaire et de fonction affine  partir de droites tracées dans un repere ;

- une activité¢ d’application réalisée dans la méme classe de troisiéme visant A faire
fonctionner les notions précédentes, et les prolongements auxquels nous ont conduit les
questions des éléves ;

- des ouvertures possibles a différents niveaux et dans le méme état d’esprit.

Le matériel utilisé en classe était composé d’un ordinateur couplé A une tablette rétro-
projetable et d’un rétroprojecteur assez puissant pour que les images soient correctes sur le
tableau ou sur un mur dans une salle semi-obscure.

II. FONCTIONS LINEAIRE ET AFFINE EN 3° - EQUATION D’UNE
DROITE,

Cette activité a été réalisée dans une classe de 3° dans laquelle les éléves connaissent le
parallélogramme, les transformations, les vecteurs, les coordonnées des points et les
composantes des vecteurs ; ils ont de plus une pratique des énoncés de Thalés.

Il s’agit d’une legon tout 2 fait classique avec, au tableau, agrandie, une figure réalisée
avec Cabri - Géomeétre sur un écran quadrillé & partir d’un repére orthogonal.

Partie I :

On trace la droite passant par ’origine du repére et un point A( 1 ; a ); on considére un
point H sur I’axe des abscisses, et on lui associe M sur la droite (OA) ; on met en évidence Y™
sur I’axe des ordonnées. Les éléves reproduisent la figure.

On déplace H, ce qui revient a faire varier x,, sur un intervalle contenant des positifs et
des négatifs et on lit les valeurs correspondantes de y,,. On écrit les diverses valeurs dans un
tableau que les éléves ont préparé sur leur cahier, ce qui permet de mettre en évidence le
coefficient a et I’application du théoréme de Thalés donne y,, = a x,,
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e 2
e

Application : on consideére la droite passant par O et par M(3;4) ; lire puis calculer a.

On fait ensuite varier a sur I'écran, et la droite (OA) tourne autour du point O.
Ia variation de a change la direction de la droite passant par O.

Partie 11 ;
On construit le point M’ d’abscisse x,, et d’ordonnée y, + b; la construction est

effectuée par translation du point M, en plagant M’ comme quatritme sommet du
parallélogramme OMM B a I’aide du centre I de ce parallélogramme.

wf

9

y axM+b

B [

. ~

7
4 : /
3 |axm ME
2
A
a
1
0 | &
3 1 1 2 3 4 D
] M
e 2

-~

On construit ainsi la droite d’équation y =a x +b.
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On fait alors varier a et b sur I'écran, ce qui permet de mettre en évidence les roles
respectifs du coefficient directeur a et de I’ordonnée a I'origine b.

III, APPLICATION A LA RESOLUTION D’UN PROBLEME,

Pour la séance suivante, on propose aux éléves le probléme suivant:

On considere un rectangle ABCD tel que AB = 7 cm et AD = 3,5 cm, le point F du
segment [AD] tel que DF = 1,5 cm, et le point E du segment [BC] tel que CE = 1,5 cm. Soit
alors M un point du segment [AB], la parallele a la droite (AD) passant par M coupe [FE] en I et
[DC] en P.

On pose AM = x cm.

1°) Exprimer en fonction de x les aires des rectangles AFIM et PIEC.

2°) Représenter dans un méme repére (sur une feuille de papier millimétré) les variations
de chacune des aires.

3°) Calculer la valeur de x pour que ces aires soient égales.

4°) Vérifier sur le graphique.

A la séance suivante, on corrige ce probléme en discussion avec les éléves :
- on écrit les aires en fonction de x, aire(AFIM) = 2 x et aire(PIEC) = 10,5- 1,5 x ;
- les aires sont égales si 2 x = 10,5 - 1,5 x ; les éleves résolvent 1’équation pour trouver x = 3,
On a donc les deux rectangles de méme aire lorsque AM = 3 cm.

Les €leves ont tracé dans un repere les droites d, d’équation y = 2 x et d, d’équation
y = 10,5 - 1,5 x; on se rend compte qu’ils ont des difficultés dans la lecture du graphique et on
essaie de les aider en utilisant I’ordinateur ; pour ce faire, nous avons plusieurs possibilités.

1?) A partir des dimensions des rectangles récupérées sur la figure - écran, on utilise une
macro « produit » qui permet de refabriquer les deux droites dans un repére dessiné, et de
retrouver la solution déja calculée.

Inconvénient : la macro-construction fabrique les produits qu’elle représente par un segment,
le tout restant caché : elle fabrique deux lieux ; les éléves ne voient pas les constructions et

perdent le sens.

27) Faire apparaitre les deux droites a partir de leurs caractéristiques (coefficient directeur
ctordonnée a I'origine). Faire varier x par report de la longueur AM sur I’axe des abscisses, ce
qui permet de lire simultanément les valeurs de x et les deux aires ; on peut ainsi déplacer le
point M pour 'amener a la position pour laquelle les aires sont égales.

Inconvénient : sur un méme écran, une aire est visualisée par la surface associée, et
représentée par un point, extrémité d’un segment. Se posera, pour les éléves, le probléme du
passage de la dimension 2 a la dimension 1 lors de I'animation de la figure.

39) Faciliter le passage de ['aire & la longueur. en utilisant les constructions d’Euclide
[2], reprises par Clairaut [3] et Descartes [4].

Nous cheisissons de montrer aux éléves la 2° possibilité.
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A la fin de I’animation commentée de la figure, une éléve de la classe intervient :
« Je comprends la figure avec ’évolution des rectangles, je comprends le dessin des deux
droites, avec leur intersection, mais comment une aire devient la longueur d’un segment ? »

Elle met ainsi I’accent sur une difficulté réelle, numérique, et surtout graphique.
A deux nombres, le produit, pour le calcul de I'aire, associe un seul
nombre, et graphiquement, & une surface rectangulaire, on associe un
segment dont la longueur est mesurée par le méme nombre que I’aire.

Pour aider cette éléve, nous sommes amenés a chercher dans les mathématiques d’ une
époque ou le formalisme n’existait pas, et d wiiliser la troisiéme possibilité envisagée.

Le probléme consiste a construire un rectangle qui a la méme aire qu’un rectangle donné
et une dimension fixée ; la solution est donnée par Clairaut |3] en wtilisant Thalés :
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On peut alors montrer aux éléves
construction dans le cas particulier ol la ab
dimension donnée est l'unité; on obtient
sans intervention numérique et sans
mesure, un segment dont la longueur
est égale a I'aire d’un rectangle donné,
donc au produit des longueurs de deux
segments donnés. a

Les €leéves ayant compris la construction précédente, nous 1’appliquons aux deux
rectangles ¢tudi€s dans le probléme et nous reportons les diverses longueurs dans le graphique
par des translations. Il est aisé de leur expliquer la construction compléte, dont la complexité
n’est qu’apparente, aprés avoir utilisé la construction de base sur un premier rectangle.

13 /

12
11

(o]

AN

NSfW & o o

Construction de base expliquée pour le rectangle AMIF.
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1V, RETOQUR SUR _UNE __CONSTRUCTION D’EUCLIDE _ET__SES
APPLICATIONS.

A_- Proposition 43 des Fléments d’Euclide:

Nous I"avons dans un premier temps trouvée dans Clairaut [3] puis retrouvée dans les
Liéments d'Euclide |2] sous la forme suivante :

Proposition 4 3.« Dans tout parallélogramme, les compléments des parallélogrammes
sitiés autour de la diagonale sont égaux. »

Une application intéressante de cet - ; @
énoncé apparait dans la troisieme figure /\/ /
ot un rectangle de dimensions 6 cm et r[ N £ 0 PG

2 emest remplace par un rectangle dont
un coté mesure 1 cm, le second coté
mesurant alors 12 ¢m, ce qui permet de
matérialiser par la longueur d'un segment
le nombre mesurant l'aire du rectangle de 120
départ.

A v 8

West & noter que la démonstration de | ! .
ce résultat est un exercice classique
d'application  des  propriétés  de  la - o
symétrie centrale en classe de 5° -

A M

Cette proposition permet dés le début du collége d’utiliser la méthode précédente
puisqu’il n’est plus nécessaire de connaitre 'énoncé classique de Thalés.

B_- Applications.

1°) Longueurs.
Pour des reports de longueurs, on n’a, bien sur, pas besoin de la méthode précédente.

Le lien entre le dessin et la représentation graphique par la visualisation de translations,
rotations et symdtries, voire d’ homothéties (changements d’unité pour mieux gérer I’écran)
permet de donner plus de sens & I'expression « ...en fonction de x... »

Exemple en géométrie plane:

/A

z

Soit M un point de la demi-droite [Az) et O
le milieu du segment [AB]; on place S sur la demi-
droite [By) de telle sorte que MOS soit un triangle
rectangle en O.

Sion pose AM =x ( x réel positif) et BS =
y. il sagit d’étudier les variations de y en fonction
de x.

Ceci peut se faire quel que soit le niveau sl A
par animation de la figure (voir la copie d'écran a |
droite), I'écriture de y en fonction de x pouvant 4 >
intervenir avec la trigonométrie des la 3°.

<
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Exemple en géométrie dans I’espace:

On est amené a positionner les objets pour avoir les dimensions en vraie grandeur, ce
que nous avons développé dans [1], afin d’éviter d’avoir a réaliser des rabattements dont la
complexité serait un obstacle dans la liaison entre la figure et la courbe.

La copie d’écran suivante illustre 1’étude du périmetre de la section d’un cube par un
plan perpendiculaire & une diagonale de ce cube, avec des conjectures intéressantes a 1’arrivée,
notamment lorsque la section est un hexagone.

2) Aires.

Dans 'exemple précédent de la section d’un cube par un plan perpendiculaire a une
diagonale, on peut étudier 'aire de I'hexagone obtenu en fonction de la longueur AM. Pour cela
(voir la figure sur la page suivante), on a besoin de transformer le quadrlatére tiers de
I"hexagone étudié en un rectangle de méme aire, et ceci en le transformant d’abord (méthode
tirde de [5] page 97) en un triangle équivalent, qu’il est ensuite facile de transformer en
rectangle; il reste alors & appliquer la construction du IV -A pour obtenir la courbe formée de
trois morceaux de paraboles.
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On pourra réaliser un exemple plus simple en étudiant I’aire d’un rectangle de périmetre
constant.

N AN
e ’ \
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- AL
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3) Volumes,

On applique deux fois la construction de Euclide - Thalés, ce qui, sur la figure
intermédiaire, permet de transformer un pavé de base quelconque en un pavé de méme volume,
mais dont I"aire de la base est I’ unité.

Exemple : Etude du volume d’un pavé construit dans un « tiers-de-cube ».

On considére une pyramide "tiers de cube" FADHE de sommet F, dont la base est le
carré ADHE de c6té 9 cm, et de hauteur FE. Soit M un point de I'aréte [FE]; on désigne par x la
longueur ME exprimée en cm.

On coupe la pyramide par un plan paralléle a la base et passant par M.

a) Prouver que le quadrilatéere MNPQ est un carré.

b) Les paralleles & (ME) passant par N, P et Q coupent la base respectivement en R, S et T.
Quelle est la nature du solide MNPQERST ?

¢) On vous propose d'étudier le volume de ce solide lorsque le point occupe des positions
diverses sur le segment [EF].Pour cela on exprimera en fonction de x les longueurs MN et MQ
et on écrira le volume V(x) du solide.
Sur la figure-écran Cabri-Géométre fournie, déplacer M sur le segment [EF] et
construire le lieu du point Vol pour conjecturer la valeur de x pour laquelle le volume du pavé

est minimurm.
On construira un tableau de valeurs de V(x) pour x compris entre () et 9 et on en fera une

représentation graphique sur une feuille de papier millimétré en prenant 2 cm pour unité sur
l'axe des x , et sur I'axe des y (volume V) 1 ¢m pour 5 cm3

On développera alors V(x), puis I'expression A = (x - 3)2(x - 12) + 108, ce qui
permettra de vérifier que la valeur de x pour laquelle le volume étudié est maximum est bien 3.

d) On pourra €étudier de la méme fagon , ¢’est-a-dire a partir de la figure Cabri, l'aire latérale
de ce pavé, ce qui revient a étudier l'aire du rectangle MNRE, puis a la quadrupler. Pour quelle
valeur de x semble-t-elle maximum?

Vérifier la conjecture en développant B = 81 - (2x - 9)2.

¢) On pourra également étudier I'aire de la boite sans couvercle associée & ce pavé, et
chercher son maximum en utilisant le développement de l'expression C = 108 - 3(x - 3)2.

F G
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Copie d’écran correspondant a I’étude du volume du pavé
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Remarque : On obtient des courbes qui permettent 1'élaboration de conjectures qui seront
confirmées par les calculs, et éventuellement, un travail sur les problémes d’optimisation.

En guise de conclusion provisoire

St nous essayons d’analyser I'apport de ’ordinateur et du logiciel Cabri-Géometre dans
I'étude d’un probléeme de géométrie, il faut d’abord étre conscient que les figures du document
papier rendent mal compte de la réalité de I'écran. ne serait-ce que parce qu’elles sont fixes.

Un avantage de 'ordinateur réside dans le nombre important de figures que 1'on peut
avoir en réserve et que I'on peut utiliser selon les besoins. Dans la démonstration de la
proposition d’Euclide sur les aires des rectangles, il nous a été possible de montrer aux éleves
plusieurs cas de figure et de présenter une autre forme de la propriété que nous utilisons par la

sutte dans les constructions.

Autre intérét de 'ordinateur dans cette activité, la possibilité de présenter des figures
compliquées. e surtout de les décomposer en parties simples pour faire comprendre aux éleves
Je mécanisme ntilisé pour représenter la résolution du probléeme. Le logiciel Cabri permet ainsi
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une visualisation des divers stades du raisonnement et une synthése animée de la résolution du
probleme. On peut penser que cette visualisation de concepts non triviaux pour les éléves va

les aider dans leur apprentissage du raisonnement.

Enfin, lintérét le plus évident réside dans la possibilité d’animation des figures qui
permet une visualisation de la variation d’une grandeur et donc de la notion de fonction, depuis
I’évolution d’une figure géométrique dans laquelle on introduit une variable, jusqu’a la
représentation graphique. Le tout permet d’établir des conjectures extrémement fiables. La
encore, « voir » la variation doit permettre aux éleéves de concevoir plus facilement la
fonction.

oonoogogon
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LES PARCOURS DIVERSIFIES A PROPOS
DES NOMBRES ET DU CALCUL "

Alain Bronner
IUFM et IREM de Montpellier

INTRODUCTION

Tout projet d’enseignement des nombres et du calcul, au niveau du college et du lycée,
est confronté au probleme didactique du choix de la nature et de la mise en place d’un espace
numérique plus vaste que celui organisé autour des nombres rationnels. Il doit permettre
I"acquisition chez les éleves de techniques permettant de résoudre certains problémes des
cadres géométrique, algébrique et de celui de I’analyse, ainsi que la construction de concepts
fondamentaux a propos des nombres et du calcul.

Je me propose ici de mettre en évidence les choix fondamentaux de quelques projets
d’enseignement du Numérique 2 diverses périodes. Je commencerai par examiner ce que peut
étre un « nombre » dans ces différents projets, notamment un nombre réel, et les
problématiques correspondantes. Je ferai ressortir le rle fondamental de deux objets, a savoir
«la racine carrée » et les « nombres décimaux », dans ces problématiques. Je montrerai
notamment qu’il se constitue actuellement au niveau de I’enseignement secondaire des vides
didactiques institutionnels dans le passage des nombres décimaux aux nombres irrationnels.

L’exposé s’appuie sur mon travail de thése!? et on pourra s’y reporter pour de plus
amples développements.

. E

L’institution d’enseignement, I’Enseignement Mathématique Secondaire - que je noterai
dans la suite EMS-, se distingue par sa régularité A proposer une réforme avec une pseudo-
période d’une dizaine d’année depuis cinquante ans. Je ferai ainsi référence aux périodes
classiquement délimitées par les dates des réformes successives.

- 1947-1958 (période intermédiaire)

- 1958-1968 (la préparation de la réforme)

- 1968-1978 (la réforme dite des mathématiques modernes)

- 1978-1985 (la fermeture de la réforme)

- 1985-1996 (période dite actuelle dans 1'exposé)
Je considére aussi une période antérieure longue d’un siécle :

- 1854-1947 (époque dite classique)

Dans toutes les périodes le Numérique a un habitat principal : & I’époque classique ¢’était
’arithmétique, puis 1’algébre aux périodes suivantes et maintenant il est engendré par les
« travaux numériques ». En fait ces changements ne portent pas seulement sur les étiquettes,
mais il s’agit bien de véritables changements d’adresse correspondant 3 des évolutions
significatives de I’enseignement.

A la période classique (1854-1947) la problématique de la mesure reste sous-jacente A la
construction du Numérique montrant toujours une filiation avec la théorie euclidienne. Cette
problématique fait 1’objet d’une tentative de définition, souvent placé en début des ouvrages de
I’époque :

« Mesurer une grandeur, c'est s'en faire une idée précise en la comparant @ une autre

grandeur de méme espéce, que l'on connait |[...] Le résultat de la comparaison d'une

grandeur a son unité s'exprime par un nombre. » (Guilmin, 1855)

13 Alain Bronner, Etude didactique des nombres réels, idécimalité et racine carrée, These de didactique des
mathématiques, Université J. fourrier, Grenoble, 1997.
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Elle aboutit a trois éventualités :
- soit des nombres entiers « quand une grandeur se compose exactement de I'unité
répétée un certain nombre de fois » ;
- soit des nombres fractionnaires « quand une grandeur se trouve composée d’un
certain nombre d'unités, plus une fraction moindre que l'unité » :
- soit la grandeur ne rentre pas dans 1’'un des deux cas précédents et « on dit alors que
la grandeur est incommensurable avec cette unité : elle ne peut étre mesurée
qu'approximativement avec cette unité ».
Cette derniere éventualité donnera naissance aux nombres incommensurables par I'intermédiaire
d’un autre objet : la racine carrée. A partir des fondations constituées par les nombres
fractionnaires, ’objet « racine carrée » s’impose sous la forme d’un algorithme, dit « méthode
d’extraction », qui disparaitra dans les années soixante. Cet objet conduit A une premiere
extension de I'espace numérique sous les traits des racines carrées incommensurables. Ces
dernicres vont permettre une nouvelle extension du Numérique vers les nombres
incommensurables. Pour cela, une autre signification de la racine d’un nombre A est recherchée

. . . ’ a N N
et est obtenue en terme de limite des racines carrées % approchées a 1/n pres
h

2 "y
@y < A <(&’-~1—) , Oll g, estentier.
n n

Ainsi l'idée de nombre 2 cette époque est celle de « mesure » : « mesure d'une
grandeur », appuyée par une approche analytique pour introduire les nombres
incommensurables.

Dans la période de la préparation de la réforme des mathématiques modernes (1958/68),
P'organisation classique s’effondre. En effet les ensembles structurés de nombres font leur
apparition bien avant la dite réforme. Dans Marvillet et Adam (1961), ouvrage pour la classe de
Troisieme, la premiére page introduit « les trois ensembles fondamentaux de I'algébre : N, 2
, et ©». Les propriétés de ces ensembles munis de ces lois vont étre énumérées selon les
structures de I'algebre moderne (annexe 1). L'ouvrage de Monge et Guinchan de 1966 (annexe
2) présente des caractéristiques analogues et, de plus, les rationnels sont définis comme classe

de fractions équivalentes.
L enseignement s’appuie sur la classification rationnel/irrationnel alors qu'il ne figure

aucune ligne de programme & ce sujet. Ce théme est toujours lié au probléme de I'existence de
racines carrées de nombres non carrés.

" Plus généralement, étant donné un nombre arithmétique A (entier,
fractionnaire ou décimal), il n'existe pas nécessairement un nombre (entier,
fractionnaire ou décimal) dont le carré est égal @ A. Mais de toute fagon, nous
énoncerons la définition suivante :

Définition : On appelle racine carrée arithmétique A, le nombre arithmétique

- 2
représenté par le symbole \[A dont le carré est égal aA. (VA ) = A. Le

symbole V s‘appelle un radical.
REMARQUES IMPORTANTES.

1. Les nombres A er \/—/: sont des nombres arithmétiques.
Il. Dans les calculs on figurent des radicaux, on convient de rtraiter ces
symboles comme des nombres ordinaires et de leur appliquer les régles
usuelles des opérations »

Maillard et Millet (1966)
Nous pouvons ainsi voir que le statut de nombre des racines carrées irrationnelles n'est pas
facile a acquérir, et seuls les rationnels semblent le « mériter ». Dans les ouvrages, les racines
carrées, en raison de la nature irrationnelle de certaines d'entre elles, vont permettre aux auteurs
de faire le saut dans 'ensemble des nombres réels. 1’adaptation se réalise de la fagon suivante
chez Monge et Guinchan.
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« Ensemble W des réels positifs.
Lorsque A n'est pas le carré d'un entier naturel ou le carré d'un rationnel, le

symbole W/ A permet done de définir un nombre irrationnel positif. 1l existe
d'autres nombres positifs non rationnels, qui ne sont égaux ni @ un entier, ni d
un décimal, ni d une fraction arithmétique. Par exemple on démontre qu'il en
est ainsi pour le nombre w par lequel on doit multiplier la longueur du
diaméwre d'un cercle pour obtenir le périmétre de ce cercle. La réunion des
rationnels positifs et des irrationnels positifs forme un ensemble que l'on

appelle ensemble des réels positifs et que l'on désigne par la notation R ».

+ - ’ . '
R™ est construit par réunion de deux classes de nombres, dont I'une garde beaucoup de
mystére. Le prolongement des opérations s'effectue selon un discours classique :

« Nous admettons que toutes les opérations que nous avons définies dans
l'ensemble © des nombres rationnels peuvent aussi étre définies dans
I'ensemble R des nombres réels, et qu'elles possédent dans l'ensemble R
les mémes propriétés que dans l'ensemble Q ».

Apres IN, Z, et @, l'ensemble R est alors déclaré comme le quatrieme ensemble
fondamental de l'algébre, tandis que l'ensemble I est completement oublié dans la
problématique précédente.

Les ensembles de nombres et, notamment I’ensemble R, vont légitimer la présence de
calculs sur les radicaux. Ainsi une dialectique entre les racines carrées et les nombres réels
s'érablit : les racines carrées irrationnelles ont permis d'introduire le corps des nombres réels
qui en setour donne un cadre théorique permettant de justifier des calculs ou des transformations
d'expressions numériques ou algébriques qui étaient effectués « naturellement » dans les
périodes précédentes. Nous voyons apparaitre avec cette période un nouveau rapport au
nombre : le nombre est alors un élément d’une structure algébrique, ou encore il est caractérisé
par des propriétés algébriques indépendamment de toute référence aux grandeurs.

Les programmes pour la classe de Mathématiques Flémentaires'* vont sanctionner une
évolution déja significative en Seconde et confirmer la place des structures dans I'enseignement
secondaire. L' institution EMS exprime le souhait de donner des « indications sommaires » sur
le mode de construction de IR. Ce souhait laisse la porte ouverte & de nombreuses variations sur
le mode de construction de R et le niveau d’approfondissement. On peut repérer :

- une construction par les suites de Cauchy chez Monge et Ruff (1962) ;

- une construction par les sections ouvertes commengantes chez Bréard C. (1963), dans

I"esprit de la construction de Dedekind ;

- une construction bien tortueuse chez Lespinard et Pernet (1962) ou un réel va

apparaitre encore ici comme limite d'une suite de rationnels, mais, aprés un jeu subtil

entre la droite et les nombres, en sollicitant l'axiome de continuité Cantor-Dedekind :

« une suite d'intervalles ouverts emboités dont la longueur tend vers () contient un

unique point ». On pourra noter qu’il s’agit d’une démarche que voulaient absolument

éviter les mathématiciens de la sphére savante de la fin du 19¢me siecle.

En fait institution a conduit les auteurs de manuels devant un probléme didactique
difficile qui va amener des traitements assez ditférents.

1 (Classe de Terminale scientifique de 'épogue.
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J. Lelong-Ferrand®s (1964) pose le probléme de la fagon suivante.

« Les nouveaux programmes de Mathématiques Elémentaires, qui proposent
de donner des indications sommaires sur la définition des nombres réels,
placent donc le professeur devant une situation embarrassante ; car, quelle que
soit la méthode adoptée, il n'est pas possible d'en donner un exposé
rigoureux sans lui consacrer plusieurs le¢ons, au détriment du reste du cours.
Les méthodes fondées sur la théorie des limites présentent, de plus,
l'inconvénient de retarder la définition des nombres réels jusqu'a ce qu'on ait
exposé le cours dans un ordre peu naturel Q ce niveau ».

La période des mathématiques modernes sanctionne une évolution de la constitution du
Numérique dans 'institution EMS en réduisant le plus tot possible et au plus pres la distance
avece le savoir mathématique de référence. L'institution fait alors jouer un role fondamental 3 des
nombres qui restent souvent dans 'ombre : les nombres non décimaux que j’appelle les
nombres idécimaux . De méme, j’appelle idécimalité le caractere d’étre idécimal pour un nombre
de fagon analogue aux classiques définitions sur I’irrationalité. L’institution propose alors une
nouvelle €pistémologie scolaire des nombres réels basée sur I’opposition décimal/idécimal et
introduit les réels sous la forme des suites décimales illimitées. En effet les nouveaux
programmes (arrété du 22 juillet 1971) demandent d'introduire les nombres réels dés la classe
de Quatritme en suivant un plan précis d’enseignement. Avant d’aborder les propriétés
structurelies de 'ensemble des réels (dont la notion de quotient), nous relevons :

- la consolidation de 1'étude de I'anneau ordonné des nombres décimaux ;

- un travail d'approximation, basé sur les encadrements par des décimaux

« successifs » des différents ensembles de décimaux IDp, de sommes, produits,

inverses et racines carrées de décimaux ;
- et lI'introduction des suites décimales illimitées.

Avant la derniére étape, il est suggéré de montrer la nécessité d'introduire des nombres
idécimaux. Cette nécessité est notamment motivée par deux problémes.
- Le premier est celui de la recherche de l'inverse d'un décimal strictement positif dans le
cas ot cet inverse n'est pas décimal. Par exemple, le manuel de la collection Queysanne-
Revuz pose le probleme de la recherche de l'inverse de 12 et de 0,37 et aboutit 2 la
conclusion
« il n'existe pas de décimal x tel que : 12x=1.
La division avec virgule de 1 par 12, poursuivie indéfiniment, fournit une
« écriture décimale illimitée » : 0,083333... ».
Ce probléme permet aux auteurs d'introduire la suite décimale illimitée 0,083333....
- Le second probléme suggéré par le programme est celui de I'existence de la racine
carrée de certains décimaux. Les auteurs précédents propose la recherche des racines
carrées @ 1071 respectivement par défaut et par excés (notions qui ne seront pas
institutionnalisées) du nombre 6. Cette activité conduit A introduire encore, d’une part
une €criture décimale illimitée (dont les auteurs demandent d'admettre qu'elle n'est pas
périodique), et d'autre part une suite d'intervalles emboités qui n'ont en commun aucun

point de ID.

Nous voyons que ces deux problemes sont réunis pour une cause commune,
Fintroduction de nouveaux nombres : les nombres idécimaux. Dans le nouveau projet
d’enseignement du Numérique les nombres idécimaux deviennent un objet d'enseignement.

5 ] Lelong Ferrand, Les notions de mathématiques de base dans I'enseignement du second degré, Armand Colin,
1964,
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La période de fermeture de la réforme des mathématiques modernes (1977/ 1985)
s'inscrit dans un recul de la théorie élémentaire des ensembles et des relations, ainsi que des
structures. Les décimaux restent les fondements du Numérique dans le savoir a enseigner au
début du college (Sixieme et Cinquieme) mais un changement de problématique se dessine sans
que I'on puisse bien en préciser les contours. En Quatriéme, le long paragraphe détaillé des
programmes de 1971 intitulé « Nombres décimaux et approche des réels » est remplacé par
un paragraphe exigu intitulé trés sobrement « Calcul numérique ».

« Exemples introduisant la notion de fraction.

Révision des opérations sur les décimaux.

Pratique des opérations sur les rationnels, sur les réels.

Relation d'ordre ; valeur absolue ; exemple de calculs approchés.

Produits ( a+b)‘2 , (a—b)z, (a+b)(a-b) : leur utilisation.

Exemples numériques d'équations et d'inéquations du premier degré a une
inconnue. »

(Arrété du 16 novembre 1978)

La référence aux réels se résume pratiquement a la lacunaire expression « pratique des
opérations sur les rationnels, sur les réels ». Nous n’avons pas de réponse a la question de ce
que représente l'objet « nombre réel » au college. Je qualifie ce phénomene de vide
didactique institutionnel dans linstitution officielle EMS. La seule voie officielle que 1’on
peut déceler est le recours a la droite. Son étude n'attend plus la mise en place de l'ensemble
R. Les instructions suggerent de mener de front I'étude du calcul et de la géométrie. Les

notions d'ordre sur la droite et sur R pourront « s'éclairer mutuellement ».

Dans la période actuelle des changements importants aparaissent sous l'effet des
nouveaux programmes du college, mis en oeuvre & partir de la Sixieme 2 la rentrée 1986
(Arrété du 14 novembre 1985). Les connaissances relatives aux nombres et au calcul sont
rassemblées dans un ensemble intitulé « Travaux numériques » expédiant la traditionnelle
répartition arithmétique-algebre. Des la Sixiéme, ’institution exige des éleves a propos des
décimaux qu'ils sachent « passer d'une écriture décimale @ une écriture fractionnaire et vice
versa ». Partout on retrouve des expressions du type « nombres en écriture décimale » ou
« nombres en écriture fractionnaire ». Les transformations d'écriture des nombres prennent
une place et un rdle prépondérant dans cette période. Cet enseignement des nombres décimaux
et des nombres fractionnaires - qui n’ont pas vraiment statut de nombres rationnels - s'étale sur
tout le colleége, essentiellement de la Sixieéme a la Quatrieme et consiste 2 étendre ou mettre en
place progressivement les opérations et régles algébriques sur ce domaine numérique. Nous
trouvons ainsi selon les classes :

- en Sixiéme : opérations +, -, x, / sur les décimaux ; multiplication d'un décimal par un

quotient ;

- en Cinquieme : comparaison et addition de deux nombres en écriture fractionnaire de

méme dénominateur, multiplication de nombres en écriture fractionnaire ;

- en Quatrieme : opérations +, -, x, / sur les nombres en écriture fractionnaire.

Les travaux numériques seront complets avec les « calculs élémentaires sur les radicaux
(racines carrées) : produit et quotient de deux radicaux, puissance d ordre 2 ou 4 d'un
radical » (arrété du 14 novembre 1985). L’institution EMS semble conduit, actuellement, a
présenter la racine carrée comme un objet de I'algebre, aprés une « petite touche » de la
calculatrice en Quatriéme : « calculer, en faisant éventuellement usage de la touche vV de la
calculatrice, un c6té d'un triangle rectangle a partir de la donnée des deux autres cétés ». Toute
référence a une quelconque nature des racines carrées s’est aussi volatisée, au niveau des
programmes comme de la plupart des manuels.
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Déja se dessinait un flottement a propos des nombres réels dans la période précédente ou
le statut des réels n'était plus aussi délimité que dans la période des années soixante-dix. Dans
les programmes du college on ne trouve méme plus I’expression « nombres réels ». Les
nombres réels ne sont toujours pas un objet d'enseignement en Seconde. Paradoxalement les
désignations des ensembles de nombres sont introduites : « s'ajoutent en Seconde, ..., les
notations N, Z, Q, R , sur ces différents points, il s'agit d'un simple vocabulaire et aucun
développement n'est au programme ». La désignation ID et I'ensemble des nombres décimaux
sont encore oubli€s des commentaires, alors qu'ils ont joué un role essentiel dans les
« Travaux numériques » au collége. Au lycée, I’ensemble IR apparait comme « un grand
fourre-tout »'7 qui s’élabore sur une notion préconstruite de « nombre », indépendant de sa
nature arithmétique, et ou les régles de calcul vont étre officialisées une fois pour toutes. Une
représentation en est donnée par la droite numérique. Une stratégie de réduction du vide
didactique institutionnel - quasi uniforme - se dégage chez les manuels de Seconde selon deux
étapes que I’on peut repérer chez n'importe quel représentant-auteur de l'institution EMS. Tout
d'abord, on rappelle et on fait utiliser des « régles de calcul » sur les nombres. Ces régles
correspondent pratiquement aux axiomes d'une structure de corps. Un des effets du vide
didactique est, ici encore, I'absence d'indication sur 'ensemble de référence des calculs ou sur
la nature des nombres. Les auteurs de manuels laissent, peut-étre, volontairement flotter un flou
sur cette nature. Ensuite, les auteurs présentent les différents types de nombres, les différents
ensembles de nombres et les notations de ces ensembles avec un consensus montrant un
assujettissement trés serré a linstitution. On obtient ainsi une méme photographie de
« famille » de I'enseignement des nombres et du calcul proposé dans les divers manuels en
début de Seconde (annexe 3).

Sur une idée assez vague de « nombre » et sur les fondations organisées autour des
nombres décimaux, le Numérique va se développer dans une problématique que je qualifie
d’algébrique. L’institution EMS amplifie, dans cette période, le « vide didactique » sur 'objet
« nombre réel ».

L IRRATIONALITE L

Officiellement le théme de I'irrationalité n’est jamais un objet d’enseignement. Mais, 2
certaines périodes, il a été développé de facon importante dans les manuels, puis il a disparu
complétement & d’autres. 'ai montré & plusieurs reprises le role des racines carrées dans la

15 G Bonnefond, D. Daviaud, B. Revranche, Mathématiques Troisiéme, collection Pythagore, Hatier, 1989.
7 Selon I expression des autenrs du manuel Hachette pour la classe de Scconde.
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construction du Numérique. Ainsi, c’est encore 2 travers les racines carrées que le théme de
P'irrationalité apparaitra en Troisiéme. Le tableau suivant permet de comparer l'intensité de la
présence de ce théme et de ses liens avec la racine carrée dans le savoir enseigné selon les
périodes.

Périodes 1854/1947| 47/58 | 58/68 | 68/78 | 78/85 | 85/96
Irrationalité incommen
programmes surables absence

Irrationalité

dans les incommen | moyenne assez absence | moyenne | absence
manuels surables forte
racine carrée et trés forte a forte absence forte absence
irrationalité

dans les

manuels

Nous relevons, a 1a période classique la forte présence du théme, puis I’absence ou une
faible présence actuellement. Dans la période actuelle la nature des nombres n'est plus un enjeu
didactique officiel. Et D'irrationalité n’apparait plus actuellement dans I’enseignement du
Numérique. Une premiére raison est, peut-étre, le manque d’outils, suite a la disparition de
I’arithmétique. On pourra noter, qu’a I’époque classique ou I’arithmétique était un élément
fondamental du cursus, le théme de [Iirrationalité était particulierement développé. Les
conditions d’irrationalité des racines carrées de nombres fractionnaires étaient étudiées dans les
manuels. Un autre raison est a rechercher dans les caractéristiques générales de I’enseignement
actuel des Nombres et du Calcul : la prédominance des savoirs algébriques et algorithmiques.

CONCLUSION

Le texte du savoir a enseigner se présente comme les conditions et contraintes dans
lesquelles se développe I’apprentissage. Dans ce texte des vides, a propos de certaines notions,
sont inévitables. Il ne peut étre explicité completement. Inversement des « blancs »,  sont
méme indispensables et une certaine latitude parait souhaitable dans un systéme
d’enseignement. Mais certains « manques », certains « silences », et surtout ’absence de
définition de certains objets d’enseignement, conduisent a des phénomeénes qui ne sont plus de
I'ordre de la liberté didactique, mais plutot de 'ordre de 1’équivoque et de la « décharge
institutionnelle ». Il semble que des périodes de crise amenent l'institution 4 ce type de
phénomene. Ainsi, apres la période des mathématiques modernes ot le savoir a enseigner était
proposé selon un plan d'enseignement bien précis, et proche du savoir savant, l'institution a
produit un vide didactique a propos des nombres réels.

Je fais I'hypothese que les effets de la réforme des mathématiques modernes ont été tels
que les agents didactiques « auteurs de programme » ont été conduits a produire ce vide
didactique institutionnel relativement a I'objet « nombre réel ». Ce vide est encore effectif,
soit vingt ans aprés la fermeture de cette réforme. Les problémes d'enseignement et
d'apprentissage, engendrés par la réforme des mathématiques modernes sont réglés par ce
vide, laissant aux enseignants la responsabilité complete d'une transposition des réels en classe
et faisant apparaitre une grande ouverture sur les enseignements proposés!8, et notamment sur
les tentatives de réduction de ce vide.

Le retour de I'arithmétique permet d’envisager des reprises possibles d’apprentissages
sur les Nombres et le Calcul. Il faudra nous mettre au travail pour des propositions dans ce
sens, & moins d’avoir anticiper ce retour comme certains groupes de I'IREM...

18 On pourra voir unc ¢tude montrant la variété des approches découlant de ce vide au niveau des enseignants de
Troisiéme ct de Seconde dans Bronner (1997), voir note 1.
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uditaides d'une garnison,
théque, Jdes assicttes J'un scrvice de talle, cle.

Vensainble des tterines d'ua lycee

Bamathématigues, on considére des ensembles de nothbics, de points, de hignes, de surfaces,
de volumes, Exemple

Liznsemble des cntters comprls entie 3 et 11 se compose de 7 ldmenrs, L'ensemble des
numibices saitonneds (entiers Gu fractions) comprs entre 4 ¢¢ § ss compose d'une infinig
déibments. Llenscnble des ponds dlun seginent Al, renferme dpalcuient une lnfinitd
dreliments

flous avons, cn classe de 44, 1atroduit Vensemble des cnliets natucels, cero compris. Mous
appedlerans 1 cet cnsembie. 0, 1, 2, 3, . nosoal des ldmenis de o,

Hous appeilerons Z 'ensanble des catiers positifs, nul ou aégaufs. Tout dément a1 de N

3 pac cxempic) appariient & Z, mais il n'y a pas de réciprocite, ... — i, —2,—1,0,1,
2. 3. sont des dlémncnts de Z.

t;qu: dirons que N est un sous-ensemble de Z. Awnsi, duans un scrvice de table, fes assietres

& dessert furinent ua sous-cascmble de 'ensembie des assicttes du service.,

Hous appclicions Q Vewseible dey rativanels posiils, nuls ou négatifs, ou rationnels
celattfs b (Classe de 4%, Chapitic §)

- Lew opéentious duns N, Z, (

Ui a pu ddfinic dans chacun des 1rois cosembles N, Z, Q, unc addition ct une mudtipli-
Caioa. Autrement Jil, st x el y sont deux iéments de 1'un qucicongue de ces enscinbles
feur sGhiie X iy et leur produnt ay seat définis duns Vensemble choist. Excmples :

Dans N Daus 2 Dans Q
z 1 1
N 1 — — 5 -} = B Y
bl (=9 2 it 7
) 2 3
; ) B d e 1 ~ )y & - —n v e 2Y s
vt : i EER w A ( 4)( S) 10

2. Propriciés des opérutiony précédentes daus N, Z, O, ou luis de com-

<
prusition

4) Cummutanyite, sssuciativige,
Lladditiva, duns 1, 2, Q, est :
cothinulative T & by — y £ x

assgcianve L (£ b y) e = x b (r b o2)

La muluptication, dans N, Z, Q, cst @
cutnimtaliye | xy = ya

assoclative : (xy) z = ¢ (yz)

Les parcnthéses indiquent que les calculs placés & 'intéricur sont supposés cifectuds.

Addition < muliiphcanon possédent 'une ot 1'autre un dlémenl neutie :

W@t a k0 =u un i a x| =a

1o Ou désigne par Roun autie cosemble contenant Q. qutacra 1atodun plus loms (chap. 2. p. 1))

b) Distribution du produii.

La multiplication est disinibutive pas fapport 4 "addition
(@4 b+ ) m=am+ bm+ cm

Luc de droite 4 gauche, cetic dgahind fepréscnie la mise cn facteur commun de i,
Muis 'addition n'est pas disteibutive pac rapport & la muliiphcation

445 X 652(4 + 5) (4 4 6); axbeztla ) (0t o)

Dans toutes ces relations, Ies letires feprésentent des ¢ldments choisis dans un scul des
ensembles, N, Z, Q.

¢) Les différences entre N, Z, Q. L'oppasé, 'inverse. ' ."

1° 1l n'existe pas dans N d'¢iément (autre que 2¢c0) qui, ajoutd A un enticr donné (aitg

que 2¢10), donne zéro. x +4 p = 0 st unpossible uvee des éldinents de N (sa4ul0 - 0 — Of

Cette opération est possible dans Z <t dans Q. Elic a (oujouss une sulution, Ex:mpl:‘s i

. 2 4
TR0t =0 T (=3) -0

Le nombre £, tel gue x + 1 = 0, est l'opposé de x, noid — x.

2° On ne peut définir 1a diffécence a — b de deux cntiers Eléments de 14 que si a est plys,
graod que bt a > b (2 — S5 pga pas de sems). Pac contre, la dillérence de deux dlé.
ments de Z ou de Q existe quels que sutent ces éldments ; .

i 3 11 .
TTIT TR X
£ =y = &+ (— y) quels que soient les éléments « cf yde L ou

Les enscmbles Z ct Q rendent pussible une opdiatian unpossivle dans M.

I8 =35 —2—(—6) = —2 6 =4

3¢ I n'existe pas dans Z d'éléinent (autie ¢
donné de Z (autic que | ou — 1) donae |.
des ¢lments de Z, saul 1 x | — | ¢t {(— 1) x
dans Q pour tout élément autce

tue | ou = 1) qui muhiphe pac un Eldmentr
Auttcment dil, 1.y — | ¢y impossible avea
(— 1) — 1. Muais cetie wpération et possib.e’
que z¢ro el clle & unc solution.

Le nombre rationnel < tel Que T x X x" = (x 34 0) est linverse de X, notd i
£

i a

4% On ne peut définir te quotient I dedeux enticss relatifs éléments de 2 que sia ot mualiiple
— I8 15 ;

de b : % e ] T e pas de sens dans l)- Pac contec, le quoticnt de deux &l

ments x ¢t y de Q {done de N et 2) fegardd comae éldment de Q eaiste pourva que y 3= 0.

X l

— e x X =) e i

y (y) X X iaverse de y.

ExemeLes @
=15

6
ldinents de Q.
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7= 12 st un ¢léincns de 2 done de Q, quoticni de deuz
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Tuctiv ; Stiguce et = sont dgales 31 et
Mous suvons que deun fractions arithwétiques g

sculement s1 leurs termes viéritient ldguhlc HET I

o 4 E < fracti P
La parucuhier, si fon nultiplic les deux termes d'une fraction pPar un
éine enticr nuturel, v obtient vne fraction égale 3 la fruction donnée.
i oW Spal wre elles
! | Tac TH T T g ile =4 feoelles.
i exemple Tey fracniuns - = =, = sont duales entr
' [ S0 15 5

= ) D
: 2 oy P =y . . L EF.
Apphiquoss & un segiment A la fracton g nous obtenons un segment I8

i ¢ ; J ine s des {ractions
Sinous appliquons aw méme segene A Pune queleconque des fractio

! ¢ L . N . M
- ): ~1—u nuts obitenuns dcs :cgmunls Llous L‘Eduk au segment l‘,l .
1015 2§

i i 1 PRI = .
Huus disuns que ces fractions sont équivalentes, ou qulelles apparticnnent
@ une teme clusse de fractions équivalentes.
: . .
Ulune fugon générale, clussons toutes les lru-cumvx: de l:':naemb.lc F .C,:)
tictlant duws vne méme classe toutes les fractions gqui, appliquées a
anoangime scgincnl .'\U) dunnent des scgnicnly Cpgaux  cntre  cux.
Nous dtablissons amsidansi’ensemble F des clusses de fructions équivalentes;
¥ H ¥ 3 . 2 .
chucuue de ces clusses de fructions forme un ensemble que Pon uppelle

un rativuact weithunétique.

iy A ¥ A o » g
: rationned wnthiméuique adet pour représentant Pone queleongue des

tractions de Yo classe yur déhnit le ratonncl.

Gpérutious aur les rativnnoels urithmétiques.

(SRR

Cunsidérons deux fractions de Pensemble 7, pur exemple les fractions

- oo 1 . .
cto= Caleulons feur produait;al est tgul a TS

4

3

Hewplagons chucune des fractions par une fraction de la méme classe;
: o . caleulons | sroduic; il
presous par exemple les fractions 3 et = caleulous leur prod ¢
i vl

4y

12
et dpal - ¥
b 145

"/‘) . .
Les deun fractions I el e sont Epales; clles apparticnnent done i une
b 3D

clusse de fractiong équivalentes.

|e=

Hous disons que le rationnel arithmdtique dont un représentant est

1

w

9
at e produit du rationnel arithmétique dont un représentant cslé par
|

N
¥
¢ tatioanel arithmétique dont un représentant est 3

18.

0.

REVISION DES NOTIONS ACQUISES 17

On démontre et nous admettons que le produit de deux vationnels arithmé-
tiques ne dépend pus des représentunts choisis pour ces deux rationnels.

Nous définirions d’une maniére analogue e guotient, la somme et Ja diflé-
rence de deux ratiounels arithmétigues.

Nous admetions que les opérations sur les rutionnels ont les ménes
propriétés que les opérations définies dans Pensemble 5 des fractions
urilhméliqucs.

Nombres relatifs,
L'intreduction des fructions et des rationnels arithmétiques a permis de

construire des ensembles de nombres duns lesquels tout éément non nul
admet un symétrique pour lu loj de wultiplication.

UIBIA)

L'introduction des nombres relatifs permet de construire des ensembles
dans lesquels 1out &lément 4 un symétrique pour la loi d'addition.

‘onbnew

“UBYDING 13 SFUOJN oY SAIGUIOU 3P SI[qUIASUD S|

Nous rappelons les définitions suivantes ;

DEFINITIONS ; 19 Zéro est un nambre relatif,

20 Tont nombre relatif dilférent de zéro est formé de Pensemnble d’un
signe et d’un nombre srithuétique non nul.

Le nombre urilhméliqnc est appeld valeur ubsolue du noumbre relatif.

¢ dAXY

Les nombres rolatils dont Je sigue cst + wont appelés nombrey positifs;
les nombres celutils dont e signe est — gant uppelés nombrey négatifs,
D, ) : .

Par exemple, les nombrey +7 et 42,5 sont des nowmbres positifs; leurs
valeurs absolues sont tespectivement égales 3 7 cr A 2.5,

Les nombres —3 o — 1,3 sont des nombres négatifs; leurs valeurs
abaolucs sont respectivernent €gales A 3 cp 4 1,3,

(urpeg 2UTRIqI] ‘996 ‘AuRE

La vuleur ubsolue de zéro est Sgule A zéro; mais 2éro n'a pas de signe.

Nous convenons de désigner la valeur absolue d'un nombre relatif g par
la notation |al.

3 -
Par exemple, nous éerivony ;

[+71=17 |—25]=25.

ﬂgulilé de deux nomibres relatifs, On dijg que deux nombres relntify sont

" - 3 :
égaux o'ils out méme valenr ubisolue et méme sigue.

L01
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ANNEXE 3

Les ensembles de nombres, R et la droite dans "Nathan".

(Classe de seconde)

PRELIMINAIRE :
LES DIFFERENTS ENSEMBLES DE NOMBRES

V Note

' Il existe des nombiras
féekcuinssorrtpas
des ratiannels. Par
axemple Y2, & Cn gt
que ce somt des bra-
tonnedz, ~

B2 Ensemble des réels

L’ensemble de tous les nombres que nous udlisons s’appelle Pensemble das
nombres réels. I1 est nocé R.
Onr peut représenter chaque nombre réel par un point d’une droita graduée.

- 3 2 Y ~ .0 -
-? ) —_ \/? Rt T, 4,7

BH Des réels particuliers

° Les nombres naturels : o ; | i2;3;4...
L’ensemble des naturels est noté N . Chaque nature! est un réel. On djr alors que
Pensemble N est inclus dans Uensemble R, ce que 'on note N CR.

* Les nombres entiers relatifs (ou plus simplement les nombres enters) :
...;—3;—2;~1;O;1;2;3;...

L’ensemble des enders esc noté 7

Chaque ender est un ré=l. On écric donc Z CR.

Chaque nature| est un eader. On ecrit done N < Z,

* Les nombres rationnels : ce sont les quodents d’enders, c’est-a-dire les
nombres % avec g enter et b ender non nul.
5 3 -25

EXEMPLES . = ; - 2 - _ 25 car - 25 = &2 |
41 2) b 1

L'ensemble des radonnels est nocé Q.
Chaque ratonnel est un ré=l. On écrir Q cC R
. - . n . . .
Chaque ender n, pouvanc s’écrire g est un ragonnel. On ecrit done 7 Q.

On peut regrouper les diverses 'anlusious técédenres sous la forme suivante :
3 :
NcZc Qc R

P REMARQUE : Les nombres décimaux, c'est-a-dire les riels n'ayant qu'un nombre fini

de chiffres aprés la virgule, scnt des rationneils particuliers. Ainsi, par exemple, 1,54 est un

rationnel car il peut s’'écrire ;TO
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Table ronde : "Arithmétique a 1'école, au college et au lycée :
perspectives, problémes"

Compte rendu Christian Faure
Groupe Analyse

Participants : lors de cette table ronde, sont présents :
Thierry Murgier IPR mathématiques

Yvon Nouazé Universitaire

Alain Bronner Formateur [.U.F.M.

Yves Girmens Formateur 1.U.F.M.

Maryse Nogues Professeur de mathématiques, formateur MAFPEN
Christian Faure Professeur de mathématiques, formateur MAFPEN

Maryse Nogues présente les participants de cette table ronde, dont l'objectif sera
d'essayer d'évaluer la place du concept de nombre dans l'enseignement, du primaire au
supérieur, ainsi que dans la formation des maitres. Un bref historique a travers les anciens
programmes sera présenté par Christian Faure, les perspectives et les futurs programmes seront
évoqués par Thierry Murgier. Yvon Nouazé, Alain Bronner et Yves Girmens seront invités a
présenter la situation dans leurs domaines respectifs.

Christian Faure, en suivant l'intitulé «Arithmétique» dans les programmes de
Terminales scientifiques, montre 1'érosion du concept de nombre et souligne la conjonction
avec l'intervention des calculatrices et ordinateurs dans I'enseignement des mathématiques :

- en 63 : le nombre est objet d'étude, et suit une progression des entiers vers les réels,
les savoir faire sont clairement explicités dans les programmes ;

- 66-70 : peu de changements : quelques déplacements d'intitulés de l'arithmétique vers
I'analyse, apparition de I'approche structurelle et d'une rubrique «calcul numérique» s'appuyant
sur des tables et l1a régle a calculs ;

- 71-83 : l'arithmétique est a la créte de la vague structuraliste : ce n'est plus le nombre
qui est centre d'étude mais les ensembles de nombres, évocation des "machines a calculer de
bureau” en soutient des tables et des régles a calculs ;

- 83 : c'est le reflux de la vague structuraliste et l'arithmétique en fait fortement les frais,
les savoir faire sont distribués dans les programmes des classes précédant la terminale, les
calculatrices sont fortement mentionnées ;

- aujourd'hui : beaucoup de compétences ne sont plus demandées. Celles qui restent ont
des bases complétement empiriques. Simultanément on observe une monté en puissance de
I'analyse (ol le nombre n'est pas centre d'étude) et une trés large utilisation des calculatrices
(par lesquelles I'image du nombre est fortement altérée).

En conclusion : simultanément a une utilisation intensive des calculatrices qui générent
un certain concept de nombre, I'analyse les utilise en "fond flou", sans aucune sémantique.

Thierry Murgier souligne et détaille 'approche structuraliste qui était en vigueur dans les
précédents programmes. Certaines notions d'arithmétiques vont étre enseignées dans la partie
spécialité des terminales S a partir de la rentrée 98 : PGCD, PPCM, décomposition... Une forte
connotation algorithmique apparait dans les programmes annoncés. Il préconise que
l'arithmétique soit un domaine ou puissent s'exercer des démarches de recherche et

d'expérimentation.
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1963

—Les nombres entiers :
¢ Propriétés de N et Z

1966 - 1970

—Les nombres entiers :
Construction et

* Termes de groupe et anneau

—L arithmétique :

. Combi ,
» Les entiers
diviseurs, multiples
pgcd,ppem
nombres premiers entre eux
division, congruences
Nombres premiers
Décomposition, applications
r Les fractions
Simplification, pp commun dénom.
irréductibilité

» Numération

g

"s_tLugere de Z

—L'arithmétique :

U

=z Mmoo =

structure

» Décimaux
V.approchées a 10
Périodicité de I'écriture
» Nombres reels
quotients exacts n
Racines n-iémes , égalité
rogressions arith m

Encadrement, incertitudes,
erreurs...

Vo= A

—Prolongements :

¥” Anneau des polyndmes J %
\ |

’.
d'anneau com.

-Calculs approchés :
Encadrement,
Incertitudes,erreurs...
Approx. décimales

Iusage ides tables
regle a calcul




1971 - 1983

—Les nombres entiers :

1983

» Axiomatique de N
» L'anneau Z

TLes nombres entiers :
Aucune mention

—L'arithmétique

* Notation indicielle ; N «———> X

* nZ et congruences
anneau Z/nZ

» Nombres premiers dans Z ,
corps Z/nZ si n premier)

» Décomposition, existence et unicité
* Pged,ppem, théoréme de Bezout

» Numération
bases 10 et 2

—L'arithmétique :—

mogo ~— <

—Calcul numérique

« Valeurs approchées 4 10 ™"
* Encadrements

* Incertitudes ...
* Représentation d'un réel par une
suite décimale

111

bureau"

1971 I 1982 disparition de la ' 1986
! rubrique |
| - | .
tables | ...utiliser [ emploi
régle & calcul | largement les . systematique
machine "de | calculatrices | des calculatrices
| |
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Intervention de Michel Secco qui exprime ses doutes : faire ou ne pas faire ces
démarches releve plus d'une conception de l'activité mathématique et ceci est propre a chaque
enseignant ; ce n'est pas une "dose" d'arithmétique qui remettra en cause une approche
pédagogique construite depuis des années.

Intervention de Michele Fuchs qui regrette une construction de la compétence en
arithmétique limitée a la seule terminale S spécialité mathématique, d'autant que certains
concepts nécessitent une maturation sur plusieurs années.

Yvon Nouazé explicite certains hiatus entre les compétences des €leéves bacheliers et les
tout premiers exercices (TD) qu'ils vont rencontrer en premiére année de DEUG :par exemple le
concept de relation d'ordre (total ou partiel), introduit en tout débur de cycle , ne peut s'appuyer

que sur 'ordre tres particulier de IR.

Alain Bronner explicite le flou qu'il existe autour du concept de nombre, tant chez les
€leves que chez la plupart des futur professeurs. Rien n'est spécifiquement fait dans le cadre de
I'TUFM afin de préciser ou rectifier les conceptions.

Yves Girmens indique que les nombres servent de support A certaines situations de
recherche présentées comme activités modeles auprés des futurs maitres des écoles, mais
qu'aucune formation spécifique n'est faite sur le concept de nombre.

Q

Au collége : * "adivise b" <=>"b=aq" <=>" b multiple de a"
« critere de divisibilité par 2; 3; 5; 9.

Aulycée N, Z, Q, R : sont de simples notations, du vocabulaire.
y 7 p 7 osh rd &
(aucun développement sur les représentations décimales)

° Le dénombrement et les notations : n! ; Cg et Ag .

Aucun intitulé relatif a I'arithmétique
(pas de congruences, Bezout, Gauss ...)

Mais I'approche est aussi pragmatique que réduite :
e pas de notation " 1" ;
* le concept de fraction irréductible : « on ne peut plus simplifier » ;
* pas de concept de nombres premiers entre eux ;
» les concepts de PGCD , PPCM ne sont pas présentés ;
» le concept de nombre premier est construit de fagon empirique sous la
forme : « nombre qui n'a pas de diviseur propre » (et 1 ?) mais il n'est fait
aucune considération sur I'ensemble des nombres premiers ;
* pas de décomposition en produit de nombres premiers (existence de la
décomposition, unicité, pratique) ;
e aucune notion de "base de numération”.

* dominé : V2= 23 (la décomposition empirique).

> pas unréflexe : In 128 =7 In 2 (pas de décomposition systématique).

o laborieux : les calculs élémentaires sur n! ; C g et A g

> Mais : - pratique de la décomposition en produit de nombres premiers ;

- mention des mots PGCD et PPCM
- on peut lire des énoncés "exprimer cette probabilité sous forme
d'une fraction irréductible” .




