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Un ~

meme titre

deux
pour

volumes
Petite chronologie ...
Année scolaire 94/95. Texas Instrument annonce la sortie de nouvelles

calculatrices, les TI-92, comprenant, entre autres applications, un logiciel de calcul
formel, Derive, et un logiciel de géométrie, Cabri.

La généralisation de tels outils dans les classes ne peut pas être sans effet sur
l'enseignement des mathématiques ...

D'où un intérêt assez vif pour ces calculatrices, en particulier parmi les équipes
des IREM qui ont développé leur recherche autour de l'intégration des outils decalcull.

Un hasard, des nécessités

Intérêt partagé par le directeur du CRDP2 de Montpellier: en Juin 95, J. Gaspari,
propose d'équiper une classe de lycée en calculatrices TI-92,à titre expérimental.

Informé de ce projet par les Inspecteurs Régionaux de Mathématiques, Thierry
Murgier et Daniel Boutet, je propose comme terrain d'expérimentation la classe de TS
dont j'aurai la charge,à la rentrée suivante, au lycée Joffre.

Il reste à constituer une équipe de suivi: c'est possible, grâceà Dominique Guin,
directrice de l'IREM3 de Montpellier, qui obtient des moyens horaires de la Direction
des Lycées et Collèges (Ministère de l'Education Nationale) et du Groupe de Recherche
Didactique (CNRS).

Le cadre était en place, pour un début de l'expérimentation en Septembre 1995.

Une machine, des acteurs

Il s'agissait donc d'évaluer l'effet des nouvelles calculatrices sur les processus
d'apprentissage des mathématiques. Cela a nécessité un investissement important de
tous les élèves d'une classe:il n'est pas évident d'apprendreà utiliser une machine
complexe, d'accepter de se mettre en situation de recherche ...

Les protagonistes essentiels de cette aventure sont donc les 34 élèves de TUS
(option biologie) : Etienne, Elsa, Pierre, Julien, Tristan, Stéphanie, Sébastien,
Alexandre, Caroline,Candice, Alice, Rachel, Patrice, Karen, Thierry, Erwan, Brigitte,
Jérôme et Jérôme, Nikola, Aurélie, Guillaume, Hakim, Cécile, Christelle, Aline,
Guilhem, Vincent, Cyril, Damien, Laurent, Fabienne, Michaël et Nathalie, qui ont tous
accepté de jouer le jeu.

Un auteur, des auteurs

Les résultats de cette année expérimentale ont été réunis dans deux volumes:

1 Entres autres, l'équipe Analyse de l'IREM de Montpellier, dont on trouvera les publications référencées
dans la bibliographie, en fin de volmne. Petite publicité légitime ...
2 CRDP : Centre Régional de Docmnentation Pédagogique.
3 IREM: Institut de Recherche sur l'Enseignement des Mathématiques.
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- le volume 1, pistes pour un renouvellement ("côté cours"), qui reprend le
versant mathématique (éléments de cours, énoncés et correction des TP ... ) de
l'expérimentation ;

- le volume 2, bilan d'une expêrimentatton ("côté jardins"), qui essaie de
cerner l'évolution des élèves, l'appropriation de l'outil, les réussites partielles et les
difficultés ...

Il est clair cependant que les questions mathématiques et didactiques ne peuvent
pas être aussi mécaniquement séparées. D'ailleurs on trouvera les deux aspects, d'une
certaine façon, dans les deux volumes. Mais cette séparation partielle devrait permettre
une lecture mieux organisée, un suivi plus facile du travail réalisé.

Au lecteur (à qui nous ne saurions trop conseiller de se procurer les deux
volumes 1...) d'opérer les allers-retours nécessaires!

Ces deux volumes sont écrits d'une seule plume: parce que j'étais au coeur du
dispositif, comme professeur de la classe, et surtout parce que je bénéficiais de plus de
temps, j'ai pu rédigerCOUlS et TP, et consigner au fur età mesure les observations de
l'équipe.

Mais ce travail n'a été possible que parce qu'une équipe existait, composée de
Maryse NOGUES, professeur de Mathématiques au Lycée Louis Feuillade de Lunel et
Christian FAURE, professeur de Mathématiques au lycée Joffre de Montpellier (tous
deux membres de l'équipe Analyse de l'IREM de Montpellier). A ce noyau initial s'est
joint Gaëtan DREZEN, étudiant en didactique des disciplines scientifiques, dont le
mémoire porte justement sur certains aspects de cette expérimentation. Enfin
Dominique GUIN, directrice de l'IREM, a fait bénéficier l'équipe de ses critiques
avisées, et a pu établir des passerelles avec les autres équipes travaillant sur le même
thème.

Sans leurs critiques, leurs propositions (constructives!), leur relecture attentive
des manuscrits, sans le travail collectif de cette année, ces documents n'auraient pas pu
exister ...

Un mot pour finir sur le titre donnéà ces deux volumes :Enseigner les
mathématiques en TS avec des calculatrices graphiques et formelles.Le début est sans
ambigüitë : je me place du point de vue des professeurs qui enseignent, ou sont
intéressés par l'enseignement des mathématiques dans les sections scientifiques de
lycée.

La suite du titre est plus discutable. J'aurais pu choisirEnseigner les
mathématiques avec un système de mathématique symbolique(ce qui reste d'ailleurs en
haut de page), en donnant à l'expression Système de Mathématique Symbolique le sens
rappelé par J.-F. Canet [Canet, 1994] : "le termesystème de mathématiques
symboliques est utilisé pour définir les calculatrices et les ordinateurs offrant, dans un
même environnement, des possibilités pour traiter des calculs numériques, des
représentations graphiques, et des manipulations symboliques".

L'expression me paraissait cependant trop peu explicite pour la majorité des
enseignants. L'expression "calculatrice graphique et formelle" me semble plus claire,
pour le moment: elle fait référence a un objet connu, les calculatrices graphiques, et
signale l'élément nouveau: le calcul fonneJ.

D'où une solution de compromis : un titre, pour les spécialistes, en petit
caractère en haut de page, et l'autre titre pour tous, en milieu de page. Utile introduction
aux changements de points de vue!

Luc TROUCHE
Equipe ERES (Etudes et Recherches sur l'Enseignement Scientifique)

Université Montpellier II
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Introduction
Nous avons de diverses et curieuses Horloges,

et d'autres qui produisent des Mouvements Alternatifs ...
Et nous avons aussi des Maisons consacrées aux Erreurs des Sens. où nous réalisons avec succès tout

genre de Manipulations, Fausses Apparitions, Impostures et Illusions.
Ce sont là,ô mon fils. les richesses de la Maison de Salomon.

Francis Bacon. cité par Umberto Eco. dans Le Pendule de Foucault.

Enseigner ...

Il n'y a pas qu'une façon d'enseigner les mathématiques. Heureusement!

Certains enseignants sont passionnés par l'histoire de leur discipline, d'autres par le
développement de processus de recherche dans la classe, d'autres encore par
l'approfondissement de la rigueur, etc. On pourrait poursuivre la liste, envisager des
combinaisons d'intérêts divers ...

L'important me semble, quelle que soit la conception que l'on a de notre métier, de
considérer les élèves qui nous sont confiés comme agents actifs de leur propre
apprentissage.

Cette idée n'implique pas "naturellement" d'intégrer les nouvelles calculatrices dans
notre travail. Elle n'est cependant pas étrangère à cette intégration.

Nous vivons dans une société de l'image, et même de l'image virtuelle. Les
calculatrices dont disposent nos élèves ne sont que l'ombre portée, dans nos classes,
d'un phénomène beaucoup plus vaste. La confusion entre une fonction et la
représentation qu'en donne une calculatrice n'est que le prolongement d'une confusion
plus générale entre le monde, et l'image du monde.

N'y a-t-il pas là une responsabilité du professeur de mathématique d'éducation au
regard, à la prise de distance avec l'écran, à la combinaison des différentes sources
d'information?

Philippe Quéau4 écrit dans Télérama du 20 Octobre 1993 : "Il est aussi vital
d'apprendre aujourd'hui à nos enfants - tous nos enfants - à manier les outils virtuels
qu'il l'était, au XIXième siècle, d'apprendre l'arithmétique et la grammaire aux petits
paysans. C'est à l'Education nationale que revient cette lourde tâche. Après, c'est trop
tard".

Intégrer ...

Ce sont ces idées générales qui ont guidé les expériences antérieures d'intégration
de calculatrices graphiques dans les classes, et l'expérience qui s'est déroulée pendant
l'année scolaire 1995/1996.

Que veut dire "intégration" ?

4 Directeur de rechercheà l'Institut National de l'Audiovisuel, auteur deLe Virtuel, vertus et vertiges.
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C'est un mot plus fort qu'il n'y paraît à première vue. Pour comprendre un mot. on
peut essayer de faire un pas de côté, en considérant la classe de situations à laquelle il
s'applique.

On parle par exemple "d'intégration des immigrés". Cela manifeste d'abord une
situation d"'étrangeté" : on intègre ce qui est "en dehors". Cela manifeste aussi une
conception (en principe) de l'action "faire rentrer à l'intérieur". Il n'y a pas qu'une façon
en effet de "faire rentrer" :

- "1'assimilation", dont on parlait au temps des colonies, veut dire que l'étranger se
fond (c'est à dire disparaît en fait) dans la collectivité;

- "l'insertion" signifie qu'on n'est plus étranger à l'extérieur de la collectivité, mais
que l'on est (toujours) étranger à l'intérieur de la collectivité;

-l'intégration signifie au contraire, au moins dans son sens éthymologique, qu'il y a
mélange, que chacune des parties est transformée par l'apport de l'autre.

C'est cette conception qu'on tente de faire prévaloirici. L'intégration d'un outil
dans la classe change les conditions de l'enseignement, mais son intégration change
aussi l'utilisation habituelle par les élèves de ces machines.

L'intégration, cela veut dire d'abord une présence permanente des calculatrices
pour les élèves, et pour le maître, sous la forme d'une calculatrice rétroprojetable. Cela
veut dire la combinaison permanente de l'écrit et de l'écran (cahier/ calculatrice pour
l'élève, tableau/écran pour le maître).

Cela veut dire en fait bien plus. Les calculatrices utilisées, 11-92, possèdent, outre
une application graphique, un logiciel de calcul formel, Derive, et un logiciel de
géométrie, Cabri (le travail réalisé cette année ne s'est appuyé que sur Derive). Cela
veut dire que la calculatrice réalise désormais ce qui était au coeur de nombreuses
séances de Mathématiques (calcul de dérivées, de limites, résolution d'équations ...).

Intégrer cet outil implique donc de redéfinir les équilibres entre apprentissages
élémentaires, recherche, contrôle des résultats. Et même de redéfinir les programmes,
ce qui est une autre histoire ...

Combiner ...

C'est dire que le travail engagé cette année soulève de nombreuses questions, sur
lesquelles on dispose certes de quelques références:

- qu'est ce que prouver veut dire? [Balacheff, 1987]
- quel est le statut des objets informatiques dans l'enseignement des

mathématiques? [Chevallard, 1992]
- comment organiser les allers-retours entre les différentes représentations d'un

même objet. comment organiser le passage de l'outil à l'objet mathématique? [Duval
1988, Douady 1986].

Mais ila fallu aussi improviser, ouvrir un certain nombre de pistes.

L'enseignement a été organisé cette année en trois volets:

- k cours lui même(! ).
La présence dans la classe des TI-92 a imposé un renouvellement dans sa

structure même : au niveau du contenu prévu, mais surtout au niveau des adaptations
nécessaires, à tout moment. Chaque surprise apparue à l'écran (etil y en eut de
nombreuses ... ) imposait un détour théorique, qui constituait en fait un
approfondissement de la notion abordée. On trouvera une illustration de cette démarche
dans le chapitre 2 de ce volume, relatif au cours sur les intégrales;

- les travaux pratiques.
Les élèves de la classe disposaient d'une heure supplémentaire, chaque semaine,

pour un travail de recherche en équipe de deux. Ily eut 18 TP cette année. Les 10
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premiers TP ont été traités avec des calculatrices graphiques, ce qui a permis de roder le
dispositif, avant l'arrivée des TI-92.Le contrat a été négocié, et renégocié avec les
élèves tout au long de l'année: il s'agissait pour eux de se pencher sur une question
problématique, et de rédiger un rapport relatant échecs et succès, impasses et erreurs.
Rien d'évidentàcela! On trouvera le texte des 18 TP, et le retour critique en classe, une
semaine après, en forme de "Vues et changements de points de vues", dans le chapitre 4
de ce volume 5;

- un problème ouvert, dont le traitement nécessite du temps. Il a couru sur 3 mois.
Quel allait être l'effet d'un outil puissant sur les stratégies des élèves? On en parlera
dans le chapitre 5...

Signalons enfin une difficulté particulière: la classe dans laquelle tout ceci s'est
passé est une classe de Terminale. La question de l'examen final ne pouvait être
éludée ... Il a fallu d'abord persuader les élèves que ce qui était fait n'était pas inutile, et
que le travail de recherche débouchait sur une compréhension plus profonde des choses.
Il a fallu aussi distinguer soigneusement ce qui relevait du travail de recherche, avec ce
que cela suppose de désordre, et ce qui relève du travail d'examen, avec ce que cela
exige d'ordre. On trouvera dans le chapitre 3 les indications précises qui ont été données
à ce sujet, autour de la résolution de problèmes "type bac".

D'une introduction à l'autre •••

Ce volume s'ouvre sur un premier chapitre d'introduction de la machine dans la
classe, qui constituera ainsi pour le lecteur une entrée naturelle dans le travail réalisé.

Rappelons qu'il s'agit d'un premier travail, qui demande a être complété, précisé,
critiqué.

Mais s'il donne l'envie au lecteur de "passer à l'acte", ce sera une réussite: pour
tester quelques unes des idées présentées ici,il suffit d'avoir (ou d'emprunter) une TI-92
rétroprojetable, d'apprendreà la découvrir, et de l'apporter en classe, au début de temps
en temps, puis plus régulièrement. C'est la stratégie de l'immersion douce ...

Et, à la différence de ce qui s'est passé pour les calculatrices graphiques, cela nous
pennettrait d'être en avance (un peu) sur nos propres élèves!

Prêts ?
On. Enter ...

rr1~[J r:/;. It rly ~lr.....,JI f'S)~ 1'6..FAlgebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...

ErlflDR

Uariable nal"le is lil"lited to 8
eharaeters

(ESC=CANCEL)

IQue le spectaclel commence'
IMAIN ItA~ [:(ft( SE ~...:t~

Luc TROUCHE
Juin 1996

5 On trouvera en particulierà propos du TP 14 quelques réflexions sur les problèmes de programmation.
Comme c'est le seul endroit où il en sera question, il est bon que le lecteur intéressé sache où aIler le
trouver ...
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1.Introduction
de la machine

rr1:"1l)J F'~... J n ~TI raI J n ...J F'''' r7 ~ 1...F ZOOM Tr-aceReGraphMath Dra", ...
nl'lin=a. 1nl'lax=1eaa.

~~.-. ',' .......... n'o" :""-:"plotstrt=1. .'i,....c_'-".<. .."<. ... '( ••""=',,, ..........:...,.~"...'i.

plotslep=l.
xl'lin=e.

~.::::?~~~~~~~~:;.':.\~;~::~:~~~:~~{{;:~~xl'lax=leee.
xsel=1.
Yl'lin=e. ~ :~ •• ,. «.10"11,(:C •• '·.hll:·~: ..,ç-:"o.i .....
Yl'lax=1. ..'i .... '.';':<.",,<."A 'i".•;\\,''';I~,,;~.~.~.;.::....

ysel=1. ne:97.
xe:97.

_ye:.39545855
l"IftLI'I _11110 EXIIC SEa

On ne trouvera pas ici de"mode d'emploi" d'une TI-92 ..
Mais simplement une description des étapes de son
introduction dans la classe.
On trouvera dans la bibliographie d'utiles références
[Canet 1995, Fortin 1995, Kutzler 1995]
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"Ces merveilleux fous volants,
dans leur drôlede machine. "..

L'introduction de la TI-92 dans la classe s'est faite en deux temps:
-fin Novembre, on dispose de trois calculatrices, dont une rétroprojetable "
-fin Décembre, chaque élève reçoit "sa" calculatrice.

Chronique d'une découverte mouvementée.

Des projets ...
Mardi 28 Novembre, les 3 premières TI92 sont introduites dans la classe sous la forme
suivante:
- je diffuse aux élèves un mode d'emploi allégé [Delgoulet, 1996];
- je mets à la disposition des élèves un dossier avec des articles de présentation de la
machine;
- chaque heure, six élèves disposent, par groupe de deux, d'une TI 92. Deux d'entre eux
sont chargés de la conduite de la rétroprojetable ;

à la (dure) réalité
Bien entendu, les choses se passent rarement comme on imagine qu'elles se passeront.
J'explique le dispositif aux élèves, je donne deux calculatricesà deux binômes, et
j'installe la rétroprojetable. Hélas, le rétroprojecteur du lycée ne marche pas.
Simultanément, un des binômes me signale qu'une des calculatrices ne marche pas non
plus (faux contact).
Je décide de régler d'abord le problème du rétroprojecteur. Un élève va en chercher un
autre : il ne marche pas non plus. Un troisième : pas plus de succès. Le CPE du
bâtiment, appelé à l'aide, m'informe alors que les prises de courant ne fonctionnent pas
dans la classe en question. Donc changement de classe (il est 8h30). Dans la nouvelle
classe, les prises ne fonctionnent pas plus. Conjecture du CPE : aucune prise ne
fonctionne à l'étage. Descente donc de la classe au rez-de-chaussée (il est 8h45). Un
rétroprojecteur est installé:ilne marche pas plus. Nouvelle conjecture: c'est cette fois
ci le rétro qui est en panne. Un autre rétroprojecteur est amené. Miracle,ilmarche.
La tablette TI92 est alors placée, je m'apprête à dire deux mots de présentation. Un petit
bruit sinistre "pop!" : c'est la lampe du rétro qui a rendu l'âme. Il est 9h. Fin de l'heure.
Cela ressemble à un film burlesque, mais cela s'est passé ainsi...
Je décide d'en rester là pour la matinée, et reporte à l'après-midi l'introduction des

machines. Cours sur les fonctions puissances x-7 xa, et dessin du "plumeau" que les
élèves observent sur leur calculatrice graphique ordinaire.

Petit problème, un binôme a, dans la confusion, gardé une TI-92, la manipule, et
commence à poser des questions sur son fonctionnement, ce qui ajoute au désordre
d'ensemble ...
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L'après-midi (encore deux heures de cours), fonctionnement en travail dirigé: tout
marche, la 1192 rétroprojetable aussi. J'indique que, tant que toutes les machines ne
seront pas arrivées, on n'utilisera que l'application "graph", qui fonctionne comme sur
les calculatrices habituelles, et pour le calcul, la touche "solve" et la touche qui dérive
les fonctions, qui semble fasciner les élèves.

Premier exercice: Résolution de l'équation 2X + 3X + 4X = 5x.

Première localisation de ce qui semble être une solution unique, entre 2 et 3, par
observation du graphique. Ici, les TI 92 fonctionnent aussi bien que les autres machines.
Puis mobilisation, pour la TI92, de la touche "solve", qui donne une unique solution
(toutes les TI92 ont été placées en mode "Auto", je n'ai pas encore abordé les questions
de calcul exact, ou approché). Question: est-ce que la réponse de la TI92 permet
d'affirmer qu'il n'y a qu'une solution? Perplexité, que je laisse en l'état. De toute façon,
je suggère une étude théorique.
Tous les élèves étudient la fonction f(x)= 2x + 3x + 4x - 5x• Emerveillement des élèves
qui ont une TI 92: ils obtiennent la dérivée de 2x, In2.2X• Le problème est évidemment
qu'ils n'en font pas grand-chose ensuite ...

Pour débloquer la situation, je suggère d'étudier g(x)= f~~) , pour remplacer la

différence entre deux fonctions croissantes par la différence entre une fonction
monotone et une constante. On étudie alors g(x)= 0,4 x + 0,6 x + 0,8 x - 1.
La somme de fonctions décroissantes est décroissante, on dispose ainsi d'une fonction
strictement décroissante, et continue.
Nouvelle question: comment formuler la demande de limites pour la 11 92 ? Je suis
entraîné plus loin que je ne le souhaitais. Les élèves ont vu la commande "limit'', je
donne la syntaxe, d'04 le résultat. Je fais remarquer que les résultats du cours donnent
aussi le résultat, et que c'est ce résultat qui devra être évoqué le jour du bac ...
Bref, l'exercice se termine par l'évocation du théorème de la bijection, et la certitude
ainsi d'avoir localisé l'unique racine de l'équation.

Deuxième exercice: Quel est le plus petit entier à partir duquel1,01n > n 1995 ?

On voit tout de suite que pour n= 1,l'inégalité est vérifiée, mais que tout de suite après,
cela se gâte, et la fonction puissance semble dépasser de façon irrémédiable la fonction
exponentielle. Les élèves savent qu'à terme, la fonction exponentielle devra reprendre le
dessus. Suggestion : regarder sur la TI 92 où les courbes se recoupent. Hélas, la
mobilisation de l'option "solve" ne donne qu'une solution, juste après 1, c'est-à-dire la
solution que tout le monde avait "vu", et tout de suite ...
Cette observation surprend, je crois, profondément la classe, et apporte une réponse à la
question posée peu avant: "la nouvelle calculatrice donne-t-elle forcément toutes les
solutions ?"
Retour au problème théorique. La suggestion de passer au logarithme vient assez
naturellement, car les précédents TP avaient insisté sur ce changement de point de vue.
A nouveau théorème de la bijection, localisation grossière de la deuxième solution, défi
lancé à la classe : quel est le plus petit entier qui répond à la question ? C'est un
utilisateur d'une Casio graphique (Damien le bricoleur) qui trouve le premier, question
d'habitude ...

L'après-midi s'achève par une synthèse sur les fonctions exponentielles de base a, et une
comparaison des fonctions puissances (qui recrutent parmi elles leur réciproque) et les
fonctions exponentielles, qui recrutent leur réciproque parmi les fonctions logarithmes.
Remarques sur les points cruciaux: (I, 1) pour les puissances, (0, 1) pour les
exponentielles, (1,0) pour les logarithmes.
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Multitude de questions en fin de séance: peut-on relier la calculatrice à un ordinateur1
Deux calculatrices entre elles1Y a-t-il un traitement de texte1Pourra-t-on en disposer
au bac1Pendant l'épreuve de Physique1...

Fin • •prOV1S01re
Le lendemain, leçon sur les dénombrements. Fait remarquable: beaucoup d'élèves
demandent à bénéficier d'une TI-92 pendant l'heure. Le cours aborde le calcul des
arrangements. Recherche dans les différentes machines des procédures de calcul.
Très grande surprise des manipulateurs de TI 92 : la machine fait des calculs sur des
lettres ... Deuxième surprise: la machine n'affiche pas les mêmes résultats que le

professeur. Ainsi, pour ~!+ (n~I)! - (n';I)! ' la TI 92 choisit comme dénominateur

commun n!. Je pose la question: est-ce le même résultat1La réponse n'est pas facile ...

En conclusion de ces deux jours d'introduction, quelques remarques:
a) la machine suscite un réel intérêt, les élèves se disputent quasiment pour en disposer,
et attendent impatiemment les machines dont ils pourront disposer complètement;
b) les performances de la machine, surtout en ce qui concerne le calcul formel,
surprennent beaucouples élèves. Les premières observations que je fais, forcément très
partielles, sont que cela semble créer, ou renforcer deux comportements:

- le résultat théorique donné (pour les limites par exemple ) dispense
d'une justification;

- le résultat affiché ( pour la résolution d'une équation ) donne
nécessairement la totalité de la réponse;
c) les investigations rapides des élèves obligent d'aller plus loin que prévu dans le
"dévoilement" des capacités de la machine;
d) la multiplicité des questions posées, aussi bien techniques que mathématiques
(identification de résultats affichés) font pression pour une dispersion et un éclatement
des réponses.
Tout ceci impose un cadrage très précis des prochaines séances ...
La semaine suivante, un bac blanc est prévu. Cela laisse une quinzaine de jours de
réflexion avant l'arrivée de l'ensemble des calculatrices.

Nouveau rebondissement
Grèves lycéennes, puis grèves enseignantes. Pendant quasiment quinze jours, rupture
du cours normal. Le bac blanc se déroule cependant normalement, entre deux grèves ..
La grève s'arrête ...au moment où les machines arrivent.
Le 19 Décembre, les élèves reçoivent leur machine, avec le mode d'emploi volumineux.
Pour donner une certaine solennité à la prise en charge individuelle, chaque élève
remplit, et me remet le certificat ci-dessous:

Feuille de prise en charge
Montpellier, le... Décembre 1995

Je soussigné, , élève de la classe Tl1S du Lycée

Joffre de Montpellier, demeurant à reconnaît avoir

reçu en prêt ce jour une calculatrice Texas Instrument 92.

Je rendrai cette calculatrice dans le même état à Monsieur Trouche, professeur de

Mathématiques de la classe, à la fin de cette année scolaire, et au plus tard le

lendemain des épreuves du baccalauréat de Juin-Juillet 1996.
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Puis s'installe un joyeux brouhaha. J'ai prévu de laisser les élèves découvrir eux-mêmes
leur machine, avec des consignes assez floues : retrouver les différentes fonctions qui
ont été présentées lors des séances avec la calculatrice rétroprojetable. En fait,
l'exploration part dans tous les sens : les élèves les plus habiles programment des
surfaces en trois dimensions, les plus filous essaient de taper un programme de jeu
(Tétris), les plus rétifs en sont encore à identifier les touches essentielles, et à essayer de
comprendre les messages que la machine leur renvoie.
Les questions sont multiples, partent dans tous les sens. Les élèves finissent l'heure
surexcités... et le professeur épuisé.
Pour le lendemain, je leur demande de lire les feuilles de présentation de la TI-92 qui
leur avaient été distribuées un mois plustôt. Je leur déconseille de s'attaquer, pour le
moment, au mode d'emploi officiel de la TI92, trop volumineux.

Reprise •en ma1n
Le lendemain, Mercredi 20 Décembre, deux constatations:

-les élèves ont tous leur calculatrice (ce qui constitue en soi un exploit: d'habitude, 2/3
de la classe porte sa calculatrice en classe) ;
- ils ont tous lu les feuilles de présentation, et savent retrouver assez facilement les
fonctions essentielles de la machine.

Pour éviter la joyeuse pagaille de la veille, je distingue désormais 4 types
d'utilisation de la machine:

- le type 0 : les machines sont fermées (pendant certaines phases de cours, ou de travaux
de conjectures - ou de calculs- sans calculatrice) ;
- le type 1 : les machines fonctionnent, mais coordonnées avec la rétroprojetable. Les
élèves exécutent donc les mêmes manipulations, et au même moment;
-le type 2: les machines sont en utilisation libre temporairement (exercice en période
de cours);
- le type 3 : les machines sont en utilisation libre tout court (lors des TP, ou à la
maison).
J'explique que ces distinctions sont strictes, et que c'est absolument nécessaire pour
éviter la dispersion, et la perte en chemin des élèves les plus lents, et des élèves
"vagabonds".

Je fixe ensuite le cadre d'utilisation de la machine, en insistant sur deux éléments :

- il n'y a pas d'utilisation de la machine indépendamment d'un travail de réflexion
générale. Il faut donc combiner le travail machine et le travail papier/crayon. Cela
nécessite une organisation spatiale, sur la table de travail, de la machine, et du cahier
(ce qui n'est pas évident du fait du volume de la machine... et de la petitesse des tables).
Je précise que c'est ce que je fais moi-même en combinant les résultats de la machine
sur l'écran, et des écritures sur le tableau;
- la machine aussi permet un travail d'interaction. On travaillera en général avec un
écran partagé (gauche-droite, ce qui permet de bénéficier de deux petits écrans carrés).
On pourra ainsi combiner des représentations différentes d'un même objet (graphique,
tableau de valeur, formule pour une fonction par exemple).

On passe alors en travail type 1,pour une étude de suite. Les suites ont été introduites la
veille en cours. Les élèves ont déjà rencontré les suites définies par leur terme général,
et les suites définies par récurrence. Il ne s'agit pas ici d'avancer le cours, mais de
familiariser les élèves avec l'utilisation de la calculatrice, en explorant des objets qui
seront utiles pour les études théoriques à venir.
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Escargots et •compagn1e

Je propose aux élèves l'étude des suites dites de Feigenbaum6 , de la forme
uo = 0,1
Un+l = aUn ( 1- Un), avec a prenant successivement les valeurs1,6, puis 2, 5, et enfin
3,6.

Je présente d'abord le mode Sequence (c'est-à-dire suite). Une difficulté de notation
sérieuse : le constructeur a choisi de présenter le fichier de suites comme le fichier de
fonction. Ainsi ul ne représente par U1, c'est à dire le premier terme de la suite u, mais
représente la première suite du fichier. La première suite de Feigenbaum envisagée va
donc s'écrire:
ul(n) = 1,6 * ul(n-l)*(l- ultn-Ij).
La sortie écran ne donne plus que ul= 1. 6 . ul(n-l).(l- ultn-Ij), ce qui est assez
difficile à interpréter par les élèves.
Quant au terme de rang 0, c'est pire, puisqu'il s'écrit uil= 0,1.
Les trois suites écrites donnent donc ceci :

rf1~f; F;t'P,f/!' -.I r.. Fr~l·;:j~1- ':. l'P ~ ZOOM~.':::::. . :1;. ~.':.~:!E.j':):;.~, ..
..... LOTS
0./ u1=1.6· u1(n - 1).(1 - u1(n - 1»)
ui1=l/10

0./ u2=2.S·u2(n - 1).(1 - u2(n - 1»
ui2=1/10

0./ u3=3.6· u3(n - 1)'C 1 - u3(n - 1»
ui3=1/10
u4=

ui4=
uS=

u3(n)~B.6*u3(n-1)*(1-u3(n-1»
IMAIN IIA[ EXACT SE

Les élèves ont beaucoup de difficultés à rentrer ces expressions (en particulier la
présence, ou non, du signe * (multiplié par) pose problème. Cependant le temps passé à
éclaircir ces points ne paraît pas perdu :
- cela établit un parallèle tout à fait profitable entre suites et fonctions: Yl(x) a
exactement la même signification que ul(n) ;
- cela établit une distinction tout aussi profitable entre indice et facteur: ul(n) ne
contient pas de multiplication,1,6 ul(n) en contient une.

Je présente ensuite les différentes techniques d'observation du comportement des suites.
On peut observer numériquement le comportement, de deux façons: en calculant, dans
l'application initiale ul(lO) si on veut le lOème terme de la suite ul, ou en demandant
un tableau de valeurs, pour lequel on peut choisir le premier terme, et le pas.
On peut observer graphiquement le comportement de la suite de deux façons: le mode
Time affiche, pour une fenêtre donnée, les points de coordonnées [n, u(n)] . Le mode
Web ("toile d'araignée") permet de visualiser, pour les suites récurrentes seulement (du
type Un+l= f(un», la construction de la suite s'appuyant sur la courbe de la fonction f, et
sur la droite d'équation y= x.
On passe alors à l'observation "type 1" : tout le monde suit et reproduit ce qui est fait
sur le retroprojecteur.
Seule la première suite est sélectionnée, les autres sont mises "en sommeil".

6 Sur ces suites, on pourra se reporter utilementà la brochure du groupeAnalyse de l'IREM de
Montpellier Pour une prise en compte des calculatrices graphiques en lycée, 1993
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xMin=0.
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On voit ci-dessus les différentes images obtenues par les élèves ; on imagine les
interactions, les conjectures possibles, ainsi que les problèmes posés. Le travail
coordonné fonctionne très bien, quelques élèves ont des problèmes de manipulation, et
se font aider par leurs voisins.Le fait que tous les élèves aient la même calculatrice se
révèle être un atout puissant. Il demeure cependant un écart important entre deux types
d'élèves : ceux qui sont à l'aise dans la manipulation, et disposent ainsi de temps pour
faire des conjectures, et les autres, qui se concentrent sur les tâches de manipulation de
la machine.Ensuite, on passe en "travail de type 2". Les élèves sont appelés à reproduire
les mêmes manipulations pour les deux suites restantes de Feigenbaum. Je passe dans
les rangs pour dépanner. Mais tout se passe dans l'ensemble assez bien.

(Tl~l n ,1= 1:: ~': li Ir .1 '.. :1 [Tl~l F~""11 Fl F'I.l rs.... Ffi....If? ~ T...~ Selup '::E·ll :1H.·:;';·' D·!·j ~'.:';'" !r.'; f·'.:::.·: ...F ZOOMTrace ReGraph Malh Dra", ....
... PLDTS n lu2 nMin-0. 2

ul=1.6·ul(n-1)·(. • 1 nMax=13.

Luil=1/10 1. .225 pl ols t.rl= 1.
~ u2=2.5·u2(n-1)·(. 2. .43594

plolslep=l.
xMin=0.

ui2=l/10 3. .61474 xnax=L,

n&Pu3=3. 6· u3(n - 1)·(. 4. .59209 xsel=l.
ui3=l/10 5. .6038 '::IMin=0.

u4= 6. .59806
'::IMax=.7

ui4= '::Isel=1.
••c::- ~~e: • 5920868~

n-O. c:.6038000
MAIN RAD ~ACT <f MAIN UD ~ACT <;[

Tl:"'lC!l; F~"".l Fl r'l ,li rs .... Ffi'" ,IF? ~ 1 'rl~l; n .....l Fl Fit Ji FS'" r,·,f? ~T....F ZOOMTrace ReGraph MalhDraw v ...F ZOOMTrace ReGraph MalhDra", ...
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nMax=t3• • •• li .+..... 0. • 1
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plols rl=l.
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Enfin pour la dernière suite (avec a= 3, 2).

nMin=0.
nMax=13.
pl ot.s t.rt.= 1•
plot.st.ep=l.
xMin=0.
xnax=I ,
xsel=1.
IJMin=0.
IJMax=l.
IJsel=1 •

...m.··············
• a •••

• .... • •• • • • •• • "IIIII~~--+::....;,.=:=-=-=;::1

••••••••••••• a ••..-
• •• -.

• 11.

On peut voir ici, comme les différentes approches, en particulier graphiques, sont
complémentaires ...

Les questions ici sont nombreuses : que devient la suite ? Peut-on parler d'une
double convergence ? La suite des termes pairs (respectivement impairs) va-t-elle
devenir stationnaire à partir d'un certain moment?

Toutes ces questions sont examinées, des réponses provisoires sont données,
préparant un retour théorique plus approfondi à la rentrée.

Le cours s'achève là, avec un dernier rendez-vous pour le lendemain, Jeudi 21
Décembre, où aura lieu le premier TP (TPn?Il) avec calculatrice TI 92, et en même
temps dernier TP de l'année (se reporter au chapitre consacré au bilan des TP).

Comme travail de vacances, je distribue aux élèves une brochure de présentation de
la TI92 assez légère (30 pages), rédigée par Bernard Kutzler (responsable de la diffusion
du logiciel Derive, implanté sur la calculatrice) [Kutzler, 1995]. Les élèves ont pour
mission de lire la brochure, calculatrice en main.

Ainsi prennent fin les formalités de prise en main de la calculatrice. J'en tire quatre
leçons:

- un grand intérêt des élèves pour cette calculatrice ;
- une certaine facilité d'adaptation ; maisil faut rappeler que depuis le début de

l'année, le travail est fait, en cours comme en TP, en intégrant les calculatrices
graphiques ( et plus récemment avec une calculatrice TI-92 rétroprojetable ). Le terrain
avait été bien préparé;

- un immense confort pour le professeur de travailler avec des élèves qui sont tous
dotés du même matériel ; l'uniformisation des consignes rend le cours plus facile ;

- une nécessité de revoir à peu près complètement la conception des cours, si l'on
veut intégrer cette calculatrice avec une grande partie de ses potentialités. Ainsi, pour le
cours sur les suites, si j'avais eu à temps ces machines, j'aurais commencé par un travail
beaucoup plus long de conjectures, d'observations, de confrontation des observations
graphiques et numériques ...

C'est ce que je compte faire, pour le prochain "grand morceau théorique", le cours
sur les intégrales, qui débutera fin Janvier.
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Pour finir, une remarque: la prise en main des machines se fait aussi pour les
professeurs animateurs ... Lors de sa réunion du Jeudi après-midi qui suit, l'équipe de
l'Irem qui suit l'expérience observe d'autres suites de Feigenbaum, et , comme les
élèves, observe et conjecture ..

Ci-dessous, quelques points de vue sur la suite de Feigenbaum avec a= 3, 6.

nMin=G.
nl'lax=4G.
plotstrt=l.
plotstep=l.
xl'lin=O.
xnax= I,
xscl=l.
Yl'lin=G.
Yl'lax=l.
yscl=l.

rn~T: n ...J F) ?TI rit J rs ...JJ r, ...,f7~ l rn~T: Fit...J n ,1 rit III rs ...JJ F'''' ,l~7~ l...FZOOM Trace ReGraph Math Dr-au ... ....FZOOM Trace ReGraph Math Draw ...
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plotstrt=l. • ••• •• plotstrt=l. ."V,._. _'.."'..... " \. "". ,"o. '.,. ,".'i.
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Yl'lax=l. Yl'lax=l.
yscl=l. nc:14. yscl=l. nc:97.
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Le dernier graphique, en mode Time, permet d'observer les valeurs des mille
premiers termes de cette suite.

On peut faire une conjecture sur le regroupement des termes de rang pair (resp. des
termes de rang impair) dans une bande, et une autre sur le fait que tout point de ces
bandes serait valeur d'adhérence de la suite ...

A suivre, pour la validation, ou l'invalidation, de ces conjectures. Mais cela est une
autre histoire, qui sort du cadre du travail de la classe.

Ce qui est assez étonnant, c'est que cette recherche, en fait, utilise des
fonctionnalités de la machine qui existaient déjà sur les calculatrices graphiques
ordinaires.

L'équipe d'enseignants qui découvre la machine, comme les élèves, récupère d'abord
ses points de repère ...

Ce n'est qu'après que les potentialités de calcul exact, de calcul formel, de la
machine seront exploitées.

En particulier, pour les suites, nous n'avions pas noté dans les séances qui précèdent
que la calculatrice fonctionnait en "mode approché". Ce qui peut entrainer des dérives
importantes.

Ce sera justement le thème du TP n014.
Mais pour le réaliser,ilaura fallu prendre du recul, considérer la machine pour elle-

même, avec ses atouts et ses faiblesses.
Cela demande du temps ...



Enseigner en TerminaleSavec des calculatrices
comprenant un systèmede mathématique symbolique.

IREM de Montpellier, page 19

2.Un cours
"particulier "

rr1~r, n.. Il n ..~~ r'l".r, rs Il U..F Algebra Cale Other PrgrlIO Clear a-z ...

- I!(x~ d«x -ln(2) + 1

- J(x ~ 1 )«x -ln(lx + 11)+ >

-lx( -ln(lx + 11)+ x) -1
X+T+l

d(-ln(abs(x+1»+x.x)1
IMAlhI RAhEHACT RA'

Le cours sur les intégrales
s'est déroulé en Février.
A cette époque, les élèves maîtrisaient à peu près
les principales fonctions de la calculatrice.
On lira dans ce chapitre quelques pistes de renouvel-
lement du cours qu'a permis l'intégration de la TI 92,
ainsi que quelques problèmes posés.
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Intégrale d'une fonction continue
sur un segment [a, bl

( En italique, les remarques relativesà l'utilisation de la calculatrice)

Le cours est introduit par trois développements :

1. Sur le rapport entre vitesse, distance, et temps.

La distance parcourue étant exprimée en
fonction du temps par une fonction d(t),
la vitesse moyenne entre les points M et

A est définie par le rapport ~~. C'est

aussi la pente de la corde (M, A).

Comment faire si la vitesse est définie en fonction du temps, et si on veut connaître la
distance parcourue ?

Si la vitesse est constante, ou constante
par intervalles, pas de problème de
calcul. La distance parcourue entre les
temps to et t2 est égale à :
d = VI (tl- to) + v2 (t2 - tl).

Introduction

On peut, si la fonction d est dérivable en
m, définir aussi une vitesse instantanée
en m, c'est d ' (m). C'est aussi la pente de
la tangente à la courbe en M

Que se passe-t-il si la vitesse n'est pas
constante par intervalle;' c'est-à-dire
dans le cas général ?

On pourrait alors subdiviser l'intervalle
[a, bl en n intervalles de même
amplitude. Sur l'intervalle [ti, ti+l], une
valeur approchée de la distance
parcourue est alors égale à :

di = f(ti) (t i+l- ti). On aurait alors une
valeur approchée de la distance
parcourue entre a et b en sommant
toutes les valeurs approchées obtenues
sur chacun des. intervalles élémentaires.

1
1

m

1
1
1
1
1
1
1
1
1al

6t
.... t

v

v2

vl

v=f(t)

f(ti) - -- -

a=tO ti ti+ 1 tn=b t
On peut alors imaginer une situation de même nature que pour la dérivation : que se
passe-t-il si le nombre de subdivisions tend vers+00, c'est à dire si l'amplitude des
intervalles de temps élémentaires tend vers 0 ?
Intuitivement, on peut alors imaginer que la somme considérée, si elle admet une limite,
va tendre vers l'aire de la surface "entre la courbe et l'axe des abscisses", et que ce
nombre définira la distance parcourue entre a et b.
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Premières conclusions, après cette présentation :
- on savait que v= d' (t). L'expression de la distance en fonction de la vitesse nous
ramène aussi au calcul infinitésimal ;
- de la même façon que la dérivation était liée à l'objet géométrique "tangente à une
courbe", l'opération infinitésimale "inverse" semble être liée à l'objet géométrique "aire
d'une surface".

2. Calcul d'une aire par recours au calcul infinitésimal.

La possibilité de calculer une aire de cette façon va être testée ici, par un exercice qui
fera utilement appel aux suites.
On veut calculer l'aireA de la surface délimitée par la parabole d'équationy = x2, l'axe
des abscisses, et la droite d'équation x= 1.

On choisit une subdivision de[0, 1]
en n intervalles d'amplitude égale

1
donc n'
Le nombre A cherché peut être
encadré par deux nombres:
Sn est la somme des aires des
rectangles qui bordent la courbe "par
en dessous", Tn est la somme des
aires des rectangles qui bordent la
courbe "par en dessus".

1

2
[(i+ 1)/n]

0/n)2

o lin 2/n iln (i+l)/n 1 x
1 1 12 1 i 2 1 n-l 2

On a alors Sn= il.0 + n· (n) + ....+ il' (n ) + .....+ n' ( -n- ) =
1 1 2 i 2 n-I 2 1 2 2 . 2 2n . [( n) +... + ( n) + ... + (n) ]= n3 (1 + 2 + ....+ 1 + ... + ( n - 1) ).

De la même façon, par simple décalage, on obtient:

T - 1.. (12 - 22 . 2 2 )n - n3' 1- + ....+ 1 + ...+ n .

D'où l'encadrement Sn< A < Tn , c'est-à-dire:
1 2 2 2 2 1 (12 22 . 2 2 )n
3

.( 1 + 2 + ....+ i + ...+ ( n - 1) ) < A < n3' + + ....+ 1 + ...+ n .

Avant que je ne l'aie suggéré, la majorité des élèves utilise lacalculatrice pour obtenir
une expression synthétique des deux sommes.

La "relation" à la machine
entraîne un double travail :
- le premier, indispensable :
exprimer correctement la
commande. Cette exigence de
correction syntaxique est toutà
fait formatrice. Ainsi tous les
élèves verbalisent : je fais la
somme des" i carrés", de i égal1
à i égal n. Le retour écran de la
question permet une vérification
de la syntaxe de la question posée.
Je constate pour les élèves un net progrès dans les écritures ( moins de confusion entre
la variable, lafonction, les bornes ).

ru:"'l:!~ n· Il( r)·~Tt r..• _TI F5 ,l( Fii•F Algebra Cale. Other PrgMIO Clear a-z ...

n-1 n3 n2 n
• L (i2) 3-2+"6

i=1
n n·(n +1)·(2·n +1)• L (i 2) 6

i=1
I(i "'2~i.1..n)1

IMAIIII RAn J"IIA( FIIIIIC :01'10 lIA
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- deuxième travail, qui, lui, n'apparait pas indispensable aux élèves: la vérificationde
la cohérence des résultats. Celui-ci est déclenché sous l'impulsion du maitre ... :
"la machine affiche des résultats assez différents pour les deux sommes. Est-ce normal?
Pourquoi un résultat est-il factorisé, et pas l'autre? Que doit-il se passer si on
substitue n à n-I dans la première formule?"
Bref, l'utilisation de la calculatrice pour obtenir ces sommes n'est pas un temps mort ...

D, '1 é 1 t .L (n3 n2 !!) A .L n (n+l) (2n+l )
ou e r suta n3' 3 - 2 + 6 < < n3 6

Les deux suites "encadrantes'' ont même limite,j . D'où A est à la fois supérieur et

inférieur à cette limite.
1

En conséquence, A= '3 .
La limite des deux suites est trouvée immédiatement par application du théorème sur
les fonctions rationnelles. Cependant de nombreux élèves vérifient par utilisation de la
calculatrice.
Deux façons de vérifier : ru~J, n· Il n ...~~ ratt,TI F5 I~ Fi•F A1gebra Cale Other PrgPlIO C1ear a-z ...

• L (i 2) 01

i=l.r=1)'(2'n+ 1») ..• 11P1 6n~CIO
n

• li ...L (i2) ..
n~CIOi=1

limit(I(iA2~i~1~n)~n~œ)1
MAIN RAD EXACT rUNC 5/30..

- la première consiste à sommer
directement la série de 1 à+00 ;
- la deuxième consiste à
chercher la limite de la somme
de 1 à n, quand n tend vers+00,
soit en considérant la formule
découverte précédemment, soit
en utilisant directement le signe
somme.
On voit sur la copie d'écran ci-dessus les trois méthodes utilisées,

Il y a là une syntaxe, en particulier sous la dernière forme, particulièrement complexe,
qui confronte l'élève à des questions théoriques ( inversion de la limite et de la somme)
assez délicates. De toute façon la relativité du caractère "variable " d'un objet apparaît
clairement: "n" est d'abord fixe, puis variable ..."
De façon assez nette, il apparaù aussi un changement du vocabulaire des élèves : la
notion de "limite atteinte" est davantage exprimée. On lit plus: "la limitede telle suite
est tel nombre" ( ce qui correspond à la réponse de la machine) que "la suite tend vers
telle limite" ( ce qui correspond à l'observation d'un processus graphique, ou
numérique, sur une calculatrice simplement graphiqueJ.

3. Où l'on retrouve le rapport entre le calcul d'aire,
et "l'inversion de la dérivation"

Même objectif que précédemment, le
calcul de A. On va faire un détour, pour
obtenir plus que cela : on définit une
fonction h, qui associe, à tout x positif,
l'aire de la surface comprise entre l'axe
des abscisses, la courbe, et la droite
parallèle à l'axe des ordonnées ensemble
des points d'abscisse x.

.j
1

Ainsi h(O)= 0, et on recherche A= h(I).
h(x) - h(xO) est l'aire de la surface
hachurée sur le dessin ci-contre.

x ------------
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Avec une stratégie comparable à celle de la question précédente, on encadre h(x) - h(X()
On obtient sans peine (pour x> xn, on adaptera sans peine pour x < XO)

(x - XO)x02 < h(x) - h(xO) < (x - XO)x2
Ce qui peut se mettre sous la forme ( avecx"# xo ) :

2 h(x) - h(xQ) 2
xo < <x

x - xo
Quand x tend versxn, il est clair que x2 tend vers x02. Le théorème des gendarmes

s'applique alors, et la limite de h(x) - h(XO) existe, et est x02.
x - xo

Ce qui prouve que h est dérivable, et h ' (x)= x2.
3

h est ainsi une primitive de la fonction "carrée". h(x)=; + k. Comme h (0)= 0, on doit

avoir k = O. Pour finir h(x) = ;3 .On retrouve bien h(1) =~. On a même plus, puisque

pour tout x ( positif, pour le moment) on a l'aire comprise entre l'axe des abscisses, la
parabole, et la droite ensemble des points d'abscisse x.

Cette introduction a permis de voir, sur un exemple, le rapport entre calcul d'aire, et
recherche de primitive. On va le reprendre dans le cas général. A l'inverse de la
démarche suivie dans les exemples, on va partir du calcul des primitives, pour en
arriver au calcul d'aire un peu plus tard.

l Première définition

a) Définition de l'intégrale d'une fonction continue sur [a; b]

Soit f une fonction continue sur [a; b]. On sait qu'elle admet une infinité de fonctions
primitives, définies "à une constante près". Soit F une de ces fonctions primitives. Le
réel F(b) - F(a) ne dépend donc pas de la primitive choisie. On l'appelle intégrale de la
fonction f entre a et b.

b b
Notation: f f(x) dx = [F(x)] = F(b) - F(a)

a a

Remarques sur la notation:

- sur la forme "somme de f(x)dx" : cela ne peut se comprendre qu'en référence au calcul
d'aire. Dans la deuxième partie de l'introduction, on a sommé des aires de rectangle
ayant une base de ~t, et une "hauteur" de f(t), si on assimile la fonction, sur un
intervalle "petit" à une fonction constante. On effectue alors la somme de f(t).~t.
Par passageà la limite, on en arriveà la somme de f(x)dx. De la même façon, dans le
calcul différentiel, on passe deAx à dx. Cette notation se comprendra mieuxà travers
les premiers calculs.

- l'élément différentiel dx indique quelle est la variable considérée. Son rôle est très
important: s'il y a, dans l'expression de la fonction, plusieurs lettres,il faut bien savoir
quelle est la variable, et quelles sont les constantes ( pour le calcul de l'intégrale.)

b) Premiers calculs

Les exercices sont traités suivant deux modalités :
- machines fermées, on calcule, puis on vérifie;
- on calcule d'abord avec la machine, et on essaie de retrouver l'origine du résultat.
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Première modalité. Calculer, ~ vérifier avec la machine:
1 1 1 1 1

1 et dt 1 eUdu 1 eUdt 1 xsint dx 1 xsint dt
o 0 000

- les élèves travaillent assez vite, et la vérification, par soi-même, sur sa machine
semble avoir un caractère assezformateur. En cas de non concordance, les élèves ontà
leur charge de corriger ce qui doitl'être. Avant de passerà l'exercice suivant, on
s'assure toutefois du consensus général sur les résultats obtenus!

- l'exigence syntaxique de la
machine a aussi un caractère
formateur toutà fait interessant.
Les élèves doivent distinguer la
fonction, la variable, les bornes.
On peut faire l'hypothèse que
l'oubli dans les copies de l'élément
différentiel "dt" sera plus rare....

Deux remarques ..

1
1 xsintdw
o

rf1~Jj F2'" I~ n.;~Fit· -II Fi ,II n....FAigebra Cale Ot.her Prgr'110Clear a-z ...

• J~lf't.J«t. f'-1

- Jl (f'u)«u f'-1a
_Jl(f'U)«t fol.a
-J! (x- sin(t.»)«t. ( -eos(1) + 1)· >

l(x*sin(t>,t,O~1)
IMAIN IIAD EXA f JNC '!(JO

Deuxième modalité: Observer un résultat donné par la. machine, puis retrouver son
"historique", c'est à dire le processus de sa fabrication.n s'agit de "remonter la chaîne
de fabrication".

Il x
Calculer 0 x+ 1 dx

On voit ci-contre qu'on a obtenu
successivement:

- l'intégrale demandée ,.
-puis uneprimitive de lafonction ;
- puis la dérivée de cette primitive,
qui ne redonne pas la fonction de
départ sous la mêmeforme.

rFl~~ n. ~~n...J FIt... :.l! F5 ~ r&•F Aigebra Cale Ot.her Prgl'lIO Clear a-z ...

-f!( x ~ 1)dX -ln(2) + 1

- f( x ~ 1)dX -ln(lx + 11)+ )0

• d«x( -ln(lx + 11)+ x)
-1

x + 1 + 1

d(-ln(ahs(x+1»+xLx~
l"IfIII'IL -.ltIllLEXllC JJIlIK~

utre sens ,à condition de savoir ex'101terOn peut alors repartir dans l'a
convenablement ces résultats! Cette capacité de la
d'informations que le résultat brut impressionne les élèves.

Calculer (4 tanu du
o

L'historique n'est pas toujours
aussi facileà retrouver. Ainsi pour
uneprimitive de tanx...

Il faut mettre en oeuvre d'autres
mécanismes de "reconnaissance de
forme" : "que me rappelle ln lui?"

Mais c'est une primitive de ~' bien
sûr !

p
machine à délivrer plus

rF1~~ n· Il n"';J« Fit· J F5 ,1 F'.,F Algebra Cale Other Prgl'lIO Clear a-z ...

·I: lan(x)dx
In(2)

2

• J' lan(x)dx -ln(leos(x)1

• ««x(-ln(leos(x)l)) tan(x

d(-ln(ahs(cos(x»>~xli
IMAIN IIAD EXAC rUNC)f JO 8ft
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c)Premier théorème.

Soit f continue sur [a, b], et c élément de [a, b]. Alors la fonction F, définie sur [a, b]
x

par F(x) = f f(t) dt est l'unique primitive de f s'annulant en c.
c

Conséquence immédiate de la définition de l'intégrale.
Application : une nouvelle notation de la fonction logarithme.

x 1
ln x = f - dt

1 t

Exercice : déterminer l'unique primitive de la fonction quiàx associe 1x1.

Deux problèmesici :
- un problème de syntaxe. Il faut
distinguer la variable d'inté-
gration, et la borne variable (on a
choisi ci-contre la lettre p,
inhabituelle, pour bien insister sur
la relativité du choix) ;
- un problème d'analyse du
résultat. Il faut bien distinguer
deux cas pour comprendre...

Pour terminer cette partie, différents exercices de mise en pratique de ce qui précède ..

En particulier le calcul der 2
1

1 dt.
2 t -

Et un rappel: avant toute "manoeuvre" d'intégration, veillerà ce que les objets
manipulés aient un sens: pour que l'intégrale soit calculable,il suffit que la fonction
soit continue sur l'intervalle d'intégration.

(U ~~ n. I~ F'). ~~ F". 11 FS ~ U...~ Algebra Cale Ot.her Prgl'lIO Clear a-z ...

.J;(~)dt. In(x

·J~Ipldp
x'lxl

2
J'(abs(p).p.().x)
MAIN !tAn rllAl rlll.ll >1'111 lA,

II Propriétés algébriques de l'intégrale.

a) Propriétés liées aux bornes.

Par application directe de la définition de l'intégrale, on dispose des propriétés suivantes

r f(t) dt = 0 f f(t)dt = -r f(t) dt
a a b

r f(t) dt = r f(t) dt + t f(t) dt ,
b c b

et cela, quels que soient les réels a, b et c appartenant à un intervalle de continuité de la
fonction f.

Remarque: cela rappelle évidemment les propriétés des vecteurs:
~~ ~ ~~ ~ ~

AA = 0; AB = - BA AB + BC = AC . Ce n'est pas un hasard!
3

Exercice : calculer f (1 2 - t 1+ 11- t 1) dt.
o

On a intérêt ici à décomposer le calcul en utilisant la relation de Chasles. On se place
sur des intervalles où on contrôle le signe de l'intérieur des valeurs absolues, c'est à dire
sur [0, 1], [1,2], puis [2, 3].
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La calculatrice donne la valeur de
l'intégrale, et l'expression d'une
primitive.

rr1~~ n. ill n. J r... J rs >le r,
...~ Algebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...

·J;(12 - tl + Il - ll)eU e
• 1(12 - li +Il - ll)cll

(t-2)'I-l+21 (l-l)'I-l+1J
2 + 2

r(ahs(2-t)+ahs(1-t)Lt>
lMIIJ.Itt -.lIlIJLU{fI( -.lllI\I( J.110

Pour comprendre ce qui se passe,
il faut bien se placer sur des
intervalles adéquats...

b) Linéarité de l'intégrale.

On démontre sans peine que:

f (af(t) + ~g(t) )dt = af f(t) dt + ~ Jb g(t) dt
a a a

Awlication : triviale, intégrale de polynômes; puis intégrales de fonctions demandant
une certaine transformation :

,.1 x-l (4
Jo x+3 0 (tanu) 2 du JI eX

--dx
o eX+l

Les observations des intégrales, ou
des primitives, données par la
machine, ne renseignent pas
immédiatement,il faut réfléchir un
peu...
Si uneprimitive de (tanx)2 est tanx
- x, c'est que la dérivée de tanx - x
est ((tanx)2+ 1-1.
Il suffit donc de remplacer (tanx)2
par (tanx)2+ 1 - 1,et le tour est ~~~:'="~~~~~:...&.-_;:rn:r.~~----t
joué !

lan(x) -

ln( f' ~ 1) + 1

III Intégrale et mesure d'aire.

Il s'agit de généraliser ici ce qui a été vu dans l'introduction.

a) Intégrale, et aire du domaine défini parf continue et positive sur [a, b]

Remargu~ : notion d'aire supposée intuitive, basée sur l'aire des rectangles. On se situe
ici dans un repère orthogonal, pas nécessairement orthonormé.

Définition : le domaine délimité par f continue et positive entre a et b est l'ensemble
des points M de coordonnées (x, y) telles que a S x S b et 0 S yS f(x).
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Comme dans l'introduction, on définit
h(x) comme étant l'aire du domaine
délimité par f entre a et x.
On obtient sans peine :

m(x) < h(x~ -_~~XQ)< M(x), m(x) et

M(x) étant les minimum et maximum de
f sur l'intervalle [C, x] (la fonction f
étant continue, ces objets existent bien).

f(x)
m(x)

~x) --------
f(xo) ------

1
1
1
1

1 1

:::F::;::::::::--
1 1

1

a Xo

Quand x tend vers xn, pour des raisons de continuité aussi, m(x ) et M(x) tendent vers

f(xO). Par application du théorème d'encadrement, la limite enxo de h(x) -~XQ) est
x-

f(xO)· On a ainsi h' (x)= f(x). Comme h(a)= 0, h est l'unique primitive de f qui s'annule
en a. Par application du théorème 1, on peut affirmer que:

h(x) = r f(t) dt. L'aire cherchée est donc h(b)= t f(t) dt.
a a

Attention : cette aire est exprimée en unité d'aire, l'unité d'aire étant définie comme
l'aire du "rectangle unité", basé sur les segments unités des deux axes.

Théorème 2.
L'aire du domaine défini par f continue et positive sur [a, b], exprimée en unité d'aire,

b
est f f(t) dt.

a

Attention : l'intégrale est intrinsèque, alors que l'aire est liée au type de repère donné.
Ainsi, si l'on veut calculer une aire en cm2, suivant les unités choisies,il faudra utiliser
un coefficient correcteur pour passer de l'aire en "unité d'aire" à l'aire "en cm2.
Applications et exercices

1. "Visualisation du logarithme" :

f .!dt = ln 2
1 t

C'est l'occasion ici de montrer le
calcul d'intégrale dans
l'application graphique, associé au
hachurage de l'aire
correspondante.Attention,'
- il s'agit de calcul approché!
- le domaine est hachuré, même si
la/onction n'estpas positive!

2. Calcul d'aire et asymptote

Soit A(t) et B(t) les aires des domaines limites par les fonctions.! et 12 entre 1 et t.
x x

Calculer A(t) et Bù), et les limites quandt tend vers+00.

On demande d'abord un calcul sans machine, suivi d'une vérification ( aucune difficulté
technique, ou nécessité de conjecture, ne justifie ici l'utilisation d'une calculatrice).

A(t) = t !dx = [lnlxl] t = lnt. D'où la limite de A(t) en+00 est +00.
1 X 1
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B(t) = t 12dx = [ - -xl]t = - -t
1
+1. D'où la limite de B(t) en+co est 1.

1 X 1

Remarque: des phénomènes asymptotiques apparemment proches ne se traduisent pas
semblablemenrpar des "fermetures d'aire à l'infini"!

Vérification machine.
On le voit ci-contre, les différentes
stratégies de vérification font
manipuler des objets
mathématiques qui ne sont pas
identiques ....
On peut imaginer que les élèves
vont manipuler des intégrales
impropres sans problème!

rFt~~ n.. J rl" J r~.. rs W r&....~ Algebra Cale Ot.herPrgl'lIO Clear a-z ...

• J~(~J~x
...:!. + 1 [ 1 ~
t.

• lil'l Jt.(~JdX 1

~
t.... 1 )(

• J;( x12)~x 1

.r (1/xA2, x"1"CD>1
MAIN RAD [XACT ruNe 3130 lA Il.

1
3. A partir de considérations d'aires, calculerf Vl-x2.

o

Le calcul machine de l'intégrale ne
pose pas de problème.

L'interprétation est plus délicate,
surtout si l'on regarde la primitive
suggérée!

Il faut bien suivre alors les
conseils de l'énoncé.

rf1~r, n.. III rl"J r ...... fI rs,Tc r&...~ A1gebra Cale Other Prgl'lIO Clear a-zoo.

•JI JI - x2cZx ~e 4

.Jjt -x2cZx sin-1(x) . x.J -(x2 - 1)
2 + 2

s(J'(1-xA2 >-LX )1
lI"ItlIN -'lII.Ilil!IlCI _fJ.ll'U~ -"II

Puiqu'on parle de considérations d'aires, on peut construire la courbe de la fonction
envisagée sur [0, 1]. Eventuellement sans calculatrice, puisque l'on sait que c'est une
fonction décroissante ( par composition de fonctions ), de dérivée nulle en° (puisque
c'est une fonction paire, dérivable en 0, sa dérivée est nécessairement impaire et nulle
en 0), avec une tangente verticale en 1, pour raison de limite de dérivée en ce point.

Vérification machine.

On a fait apparaùre la courbe sur
[0, 1], à gauche dans une fenêtre
[0, 1] . [0, 1], à droite dans un
repère orthonormé.

Le non contact entre la courbe et
l'axe des abscisses peut donner
lieu à d'utiles discussions ...

L'intérêt du repère orthonormé est qu'il indique davantage l'idée du cercle. C'est une
idée qui peut venir aussi du croisement des résultats graphiques, et du résultat donné
par la machine pour l'intégrale ( "s'il yan, le cercle n'est pas loin").
En effet, par élévation au carré, on a bien l'équation d'un cercle, d'où l'intégrale, égale
au quart de l'aire du cercle.
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Ceci ne donne pas d'indication immédiate pour le calcul de primitives, mais ceci est une
autre histoire!

b) Cas oùf est négative et continue sur [a, b]

On pose alors g= - f. L'aire du domaine délimité par g est égale, par symétrie
orthogonale, à l'aire du domaine délimité parf. Le théorème précédent s'applique à g.
Si on appelle A l'aire en question, on obtient:

b b b
A = f g(t) dt = f -[f (t) ] dt. = - f f(t) dt (par linéarité).

a a a

Attention:

une aire est toujours positive. Se
méfier des résultats de la machine
qui, dans l'application graphique,
donne des résultats pour
l'intégrale qui ne correspondent
pas toujoursà l'aire du domaine
hachuré.

Remarque 1 : faut-HIe répéter, une aire est toujours positive.

Remarque 2: attention à ce qui se passe si la fonction n'a pas un signe constant. .. Dans
ce cas, si on veut faire des calculs d'aire,ilfaut décomposer l'intervalle d'intégration en
intervalles où on contrôle le signe de la fonction.

c) Cas oùfs g

La fonction g - f est alors positive. L'intégrale de (g-f) entre a et b donne l'aire du
domaine délimité par les deux courbes (aire exprimée en unité d'aire).
Démonstration: on utilise m, minimum de f sur [a, b]. On a alors :

r (g - t)(t) dt = l(g(t)+m) dt - fb (f(t) +m)dt . On conclut à partir de considérations
a a a

d'aire (les deux fonctions intégrées sont bien positives, du fait de l'ajout de m).

Exemple:
Montrer que les deux paraboles d'équation y= - x2 + 3x + 16 et y= x2 + 3x - 16
délimitent une "boucle". Aire de la boucle.
Les deux coefficients du terme en x2 étant de signe contraire, les paraboles sont de
"convexité opposée". Comme elles se coupent en deux points, elles déterminent bien
une boucle.

La calculatrice joue ici un simple
rôle d'appoint, aussi bien pour la
visualisation des courbes que pour
le calcul exact de l'intégrale.



Enseigner en TerminaleSavec des calculatrices
comprenant un système demathématique symbolique.

[REM deMOnlpellier.page 31

Exercice: les fonctions puissances xa et xl/a, pour a> 1, déterminent une boucle entre°
et 1. Déterminer a pour que l'aire de cette boucle soit égale à k.

Il Ya là quelques considérations implicites, que la résolution devra éclairer. Si a n'est
pas rationnel, lesdeux fonctions devront être prolongées par continuité enO. Quant à
k, il est nécessairement dans l'intervalleJO, 1[.

Le calcul, à la main, est fait sans difficulté. C'est la vérification machine qui réserve une
petite surprise :

La classe est surprise,' que vientm,=~~~~"7!:!~~~~.". .....~-.".-~
faire une limite ici ? La raison en a-z...
est claire - après réflexion - " les
fonctions "puissances réelles" ne
sont pas nécessairement définies
en zéro, ni même prolongeable par
continuité.

On peut alors faire le calcul de
limite, qui ici ne pose pas de
problèmes particuliers ...

_ . [-x.xa+a.x.x!]+a-l
111'1 a+l a+l a+x·H)·

Ou reformuler la question, en
indiquant la précision contenue
dans l'énoncé: la puissance a est
supérieureà 1.

a-z...

Et l'on retrouve le résultat trouvé
"à la main".

Il reste à résoudre l'équation :~;= k, ce qui donne sans peine a= ~ ~!.
La considération des résultats ci-dessus donne les conditions pour que les objets aient
un sens : k est une aire, donc positif, ainsi a doit être supérieurà 1 ( ou inférieur à -1,
mais alors on aurait un problème de prolongement par continuité, et la limite étudiée ci-
dessus ne serait pas finie! ). On trouve de même quek doit être dans ]0, 1[.

Un petit coup de vérification, avec a= 4 on trouve k= ~ = 0, 6.

L'aire du domaine déterminé par
la première fonction entre0 et 1
est 0,2 ( valeur approchéeJ.
Pour raison de symétrie, l'aire de
la boucle est1-0,4 = 0, 6.
Le compte est bon. Ce que l'on
peut vérifier, en valeur exacte,
dans l'application initiale.

.. PLDTS
Plot 1:

""yl=x 4

""Y2=x· 25
y3=
y4=
ys=
y6=

7=
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d) Application aux fonctions paires, impaires, périodiques.

- Soit f impaire, définie et continue sur [ - a ; al.

On a sans peine :
a

I(a) = J f(t) dt = F(a) - F(-a) (en notant F une primitive de0
-a

En dérivant, on obtient I ' (a)= f(a) + f( -a)
(attention à la dérivation de F(-a) :il s'agit d'une fonction composée! )
Puis, comme f est impaire, l ' (a)= f(a) - f (a) = o.

Ainsi 1est une fonction constante. D'où, pour tout a, I(a)= 1(0) = 0

- Soit f paire, définie et continue sur [ - a, al.

On démontre de la même façon que:
a 0 a r

1= J f(t) dt = J f(t) dt + J f(t) dt. = 2 f(t) dt.
-a -a 0 0

- Soit f continue sur IR. de période T.

On a alors, pour tout a réel :

f f(t) dt. = Jb+T f(t) dt.
a a+T

Exercice 1

fI 2
Calculer e-X sinxdx

-1

C'est évidemment0, puisque la
fonction à intégrer est impaire.
Notons que la calculatrice le
reconnaù aussi, mais qu'elle ne
connatt pas de primitive de ladite
fonction ...

rf1~~ n.., Il f)·;l Fil· -TI n IT( . Fi.../:-= Algebra Cale Olher PrgrdO Clear a-z ...

• J~a (c!> ·x
2
. Sin(X»)dX €

• J( e ·x2. Sin(X»)clx J(sin(x). e ·X
2

)d>
l(eA(-xA2)*sin(x)~x)
IMAIN RAD [MA( FUNC ZlJO Bftl

Résultat confirmé aussi dans
l'application graphique.

Avec visualisationà la clé.
Mais en valeur approchée!

ff(x)dx=0.
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Petit problème : la calculatrice
refuse de donner une valeur~.t:::.J!:!~~~~~~~:Jr!:~~E~!:...!~=-I
exacte, ou approchée pour n
général.
Pire, même pour des valeurs
particulières de n, on n'obtient pas
de valeurs exactes. Les valeurs
approchées données par la
machine sont2 ( pour n = 4J, un
peu plus de2 pour n = 5., etc .
Alors, quid ?

Le calcul laisse perplexe. C'est peut être le moment de faire jouer l'interaction avec le
graphique ...

Exercice 2

Calculer In=r 1sin(nt) 1dt
o

Du désordre apparent,il faut
arriver à extraire une cohérence:
- pour n = 1, une arche de
sinusoïde;
- pour n = 2, deux arches de
sinusoïde "
-pour n= 3, etc
Il suffit peut-être d'intégrer "pour
une seule arche"?

(on trouvera cet exercice traité lors du TP15J

f~Isin(4·t)lcit

f~Isin(4·t)lcit

f~Isin(4' t)1ci

... PLDTS

"'yl=lsin(x)1
"'y2=lsin(2' x)1
"'y3=lsin(3' x)1
y4=
y5=
y6=
y7=
yQ=

Et pour cela, on démontre que la fonction est périodique, de période :. Ce qui est

immédiat: 1sin n (x~) 1= 1sin ( nx + 1t) 1= 1- sin ( nx) 1= 1sin ( nx) 1

L'intervalle d'intégration contenant n périodes:

r 1t/n 1 1t/n
In = 1sin(nt) 1dt.= n f sin(nt) dt = n [ - - cos (nt)] = - [ cos 1t - cos 0] = 2.o 0 n 0

La calculatrice veut alors bien
répondre.

Mais reformuler la question a
exigé un détour théorique, qui n'est
rien d'autre qu'un retour aux
fonctions de référence " valeur
absolue", et "sinus"..

(Fi ~lE n'" I~ r) ...~~ r..... •TI rs ITI r&...F Algebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...

·I; sln(n·tldt ~
n

-!sin(n·t)cit -cos(n·t)
n

J'(sin(n*t) ..t)
lM/UN IIAD EKAC rUNe ZlJO Bir
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IV Intégrale et relation d'ordre.

On va retrouver ici, d'une autre façon, les résultats établis au III : si f ~ 0, et a ~ b, alors

1= t f(t) dt est une aire, donc 1est positif.
a

a) Intégrale d'une fonction positive sur [a, b]

Soit f continue et positive sm [a, b], et F une primitive de f. On a alors:

f f(t) dt = [F(t)]b = F(b) - F(a). Maisf est la dérivée de F, et f est positive. D'où Fest
a a

b
croissante, et, comme a S;b, on a F(a) S;F(b). D'oùf f(t) dt ~ O.

a

Théorème 3.
L'intégrale de a à b ( avec ~ b) d'une fonction continue et positive est un réel positif.

Attention aux horreurs usuelles:
- l'hypothèse a S;b est essentielle;
- le théorème 3 n'admet pas de réciproque. Une fonction f peut très bien avoir une
intégrale positive sur [a, bl, sans être elle-même positive sur tout cet intervalle.

Ainsi la fonction eX-1,7est ''plus
longtemps " négative que positive
sur [0, 1]. Et pourtant son
intégrale est positive sur cet
intervalle.
On "voit" bien les compensations,
en terme d'aires, qui donnent ce
résultat, et que l'on retrouvera
quand on parlera de valeur
moyenne d'une fonction.

Corollaire 1
Si une fonction est continue et négative entre a et b, aS; b, alors l'intégrale de f entre a et
b est négative.
Corollaire 2
Si, entre a et b, a S;b, la fonctionf est inférieure à la fonction g, alors l'intégrale de f
entre a et b est inférieure à l'intégrale de g entre a et b.

Exercice 1.Limite de la "série harmonique".

Soit Sn= 1 + ~ +~ + ...+* .Quelle est la limite de cette suite?

On constate que ceproblème, qui a
posé quelques difficultés dans
l'histoire des mathématiques, et qui
en pose pour les élèves en général,
laisse la calculatrice "perplexe".

Ni réduction des sommes
partielles, ni indication de la
limite, quelle que soit la syntaxe de
la question...

~1~ r2'" ,1n"';1 r"....p rs 11 uAigebra Cale Ot.her Prgr"110Clear a-z ...

• L: ~J Ll~
i=l 1 1=1 i

œ (1) œ (1
• E ...... E ......

i=l 1 i=1 1

n (1) n (1
• liM L -:- li....L -:-

n~œ i=1 1 n~œ i=1 1

lirnit(I(1/i~i.1-n)_n_œ)1
IMAIN RAD [KA( tUNe 1/'\/\ RA'
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On peut faire alors quelques
sondages, sous forme exacte, ou
approchée.

Une valeur approchée de SlOOest
5,18.

Si on prospecte pour de plus
grandes valeurs de n, ceci devient
rapidement coûteux, en terme de
temps!

On constate cependant que le
calcul exact est beaucoup,
beaucoup plus long que le calcul
approché.

Par ailleurs, la croissance de la
suite est extrêmement lente.
L'observation permet-elle de
trancher entre limite infinie et
limitefinie ?

rrl~J, n. ITt F). J, rit•. JI rs ,Tt Ffi...~ Aigebra Cale Other Prgl'lIOClear a-z ...

lee( )
• L -!-i= 1 1

1446663627952035116e22151ge4310413144.
2788915ee918849ge8658135235741249214~

lee( )• L ~ 5.1973775176"1
i=1 1

I(1/i",i,,1.100)
IMAIN RAD EXile rUNe ZIlO III"

rrl~J, n. ITt F). ~Tt ritt,JI rs ,Tt Ffi...~ Algebra Cale Other Prgl'lIOClear a-z ...

le0l)• L -!-i=1 1

5336291329229479504559104562404299040.
7128865274665e93e5316638415571427292~

100l)• L ~ 7.49547e86e5~
i =1 1

I(1/i" i-,,-1.1000)1
lMAIN UD rXA(T 'l'til ~TT

Un détour théorique s'impose ...
Comment introduire les intégrales ici?

On peut penser à introduire la fonction ~ ( ce qui fait partie de stratégie de glissement

du discret au continu, et réciproquement ).

On "voit" ci-contre que

1 +!+ ~ > ~ f(t) dt

Ce que l'on peut généraliser sans
difficulté.

Pour tout t de l'intervalle [n, n+ 1] : on dispose de n ::;;t, donc ~ ~f ' donc, par

(+1 1 (+1 1
application du corollaire 2 : - dt. ~ -t dt.

n n n
Le calcul des deux intégrales donne:
1ïï ~ ln (n+1) -ln n.

Il est évidemment décisif ici de distinguer variable d'intégration, t, et constante, pour
l'intervalle considéré, n.
L'utilisation de la calculatrice, par l'obligation de syntaxe, peut êtretoutà/ait utile.
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Le bon résultat est obtenu pour la
première intégrale.

Pour la deuxième aussi.
Cependant, le résultat doit être
simplifié, en tenant compte du fait
que n est positif l,

rF1~r, n· ITtf')·;fl rlt·.li rs III r,•F Aigebra Cale Ot.her Prg",IO Clear a-z ...

·J~+ 1( ~)dt. .!
n

• J~+ 1( i)dt.
(In + 11

ln Inl

J(1I't..t",n..n+1)
IMAIN RADFlIAt rUNC 1I10 l''T

Par somme, on obtient alors 1 +! + ~ + ... + ~ ~ ln (n+ 1).

D'où, par application, des théorèmes de minoration, la limite deSn égale à +00.
On a aussi là une idée de la vitesse de divergence de cette suite: à partir de queUe
valeur de n est-on sûr queSn sera supérieur à1oo0?
Il suffit que ln (n+1) soit supérieur à1000,c'est à dire que n soit supérieur àe1000 -1.
Cela fait évidemment beaucoup, et est un indicateur de la lenteur de divergence de cette
suite.

La calculatrice veut bien donner
une valeur approchée de elOOO -1,
mais refuse de donner Une valeur
approchée de la suiteà ce niveau.
Il est vrai que cela ferait beaucoup
d'opérations ... Le temps de calcul
nécessaire, même avec un milliard
d'opérations par seconde,
dépasserait l"'âge de l'univers" ...

Exercice 2

rf1~~ n. I~ f).;~ r... l rs,~ r,•F Aigebra Cale Ot.her PrgMIO Clear a-z ...

1eee 1 .. Ieee - 1·e -
• e 1eee - 1 1. 97ee71114e2 E43~

1.98·1e34
1. 9fE34(1.:..

• L (~)i=1 l i=l. i ,
X(1I'i..i ..1.1.98*10 A34)1
IMAIN RAD[lIAC rUNC 1llO l''T

) x2n+l
Etude de la suite d'intégrales définies par In= 1 -2 1 dx. Observations, conjectures.

o x +
preuves.

Observons, observons ...
Le calcul deln ne donne rien avec
avec la calculatrice.

On peut alors observer l'évolution
de la suite, en donnant à n
successivement les valeurs0, l, 2,
3,4...

ru~r, n. II« f). ~~ r.... l, rs ,II Fli•F Algebra Cale Ot.her PrgMIO Clear a-z ...

• fl[ x
2
'
n

+ 1l- fl( x.x2.n)d>
e x2 + 1 e x2+ 1

fl[ xl]
In(2)

• e x2 + 1 dx 2

J(x A(1)I'(x A2+1) ..x ..O ..1)
IMAIN RAD[lIAn rUNe 1I10 1"
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On peut rationaliser le procédé en
définissant une liste.

Ci-contre, la machine donne les
valeurs exactes, puis approchées,
delnpour n= 0, 1,2,3 puis 4.

On peut améliorer la collecte des
résultats en utilisant le fichier de
suites, en rentrant notre suite, et en
considérant une table de valeurs.

2'ln(2) - 1
4

123

On n'a bien sûr ici que des valeurs
approchées., mais les conjectures
sont plus aisées sous cetteforme.

On a bien l'impression que la suite est décroissante ( et positive, ce qui paraît bien
naturel). On peut, pour comprendre ce qui se passe, observer la situation
graphiquement.

Dans le fichier de fonction, on a
défini, à l'aide d'une liste, les.
fonctions, pour n entier variant de
Oà4.
Les fonctions obtenues semblent
croîtrede 0à 0,5,et "s'écraser sur
l'axe des abscisses", ce qui permet
d'interpréter,en terme d'aire, la
décroissance de la suite
d'intégrales.

... PLOTS

x2·n + 1
~\ll 2 1 n = <0.

x +1
\12=
\13=
\14=
\15=
1J6=
1J7=
1.0-

La suite semble bien décroître. Une question se pose cependant concernant sa limite. le

fait que la fonction reste "accrochée" au point(1,i )peut sembler problématique.La
suite, dans ces conditions, tend-elle vers 0 ?

Il faut essayer maintenant de prouver les éléments apparus dans l'observation.
- la suite est-elle vraiment positive?
Il suffit d'appliquer le théorème 2. On intègre, entre 0 et 1, une fonction positive ...
- la suite est-elle vraiment décroissante?

1 x2n+3 1 x2n+l
Classiquement, on évalueIn+ 1 - In = f ~1 dx. - f ~1 dx.

o x + 0 x +
O '1' 1 l' , ., dl" é . 1 1 fi x2n+l (x2-1) d L fi . àn un Ise a meante e mt granon :n+1 - n = 2 1 x. a onction

o x +
intégrer est négative sur l'intervalle [0, 1] . Application du corollaireI,et conclusion. la
suite est bien décroissante.
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Si on dispose du théorème sur les suites décroissantes minorées ( c'est le cas enTS
option math, ce n'est pas le cas sinon), on peut conclure ici à la convergence de la suite
vers un réel positif. Mais, même si on dispose de ce résultat, on peut aller plus loin, en
cherchant "à quelle allure" la suite converge (et vers quoi.,.).

;-

Que ferait un "expert" ? Il rechercherait peut être une relation de récurrence entre10+1
et ln, par exemple en faisant une intégration par parties.

On ne dispose pas encore ici du théorème d'intégration par parties. On peut alors aider à
la formulation d'une conjecture:

- en faisant calculer les premiers termes de la suite ;

- en proposant de s'inspirer du calcul de In+1 - ln pour trouver une relation simple entre
In+l et ln (si on remplace - par+ on a une simplification intéressante ...) .

On peut essayer la commande •J[ x2x+3Ijdx
propFrac pour retrouver
l'historique des calculs.

Le calcul de/1peut être assisté par
la machine qui donne uneprimitive
de la fonction.

Le logarithme peut faire songer
u'

alorsà uneforme u'

Le calcul de/2 peut être fait de la
mêmefaçon.

Et du coup, on peut itérer le
processus, et constater une
régularité intéressante : si on
ajoute deux fonctions successives,
le résultat, donc l'intégrale, est
assez simple, puisque ne reste
qu'une seulefonction puissance ...

ru~Tt n· lIt n· ~lr..·.l rs,Tt F&...F Aigebra Cale Olher Prgl"lIO Clear a-z ...

• J~( x
2x

+ 1)dX
In(2)

2

• J( x
2X

+ 1)dX
In(x2 + 1)

2

d(ln (x A2+1 )/2. x)T
MAIN RAn AIITn FliNt' )/10 IAH

ru~1 n· Il n· J r..·.l FS,Tt r&....F Aigebr9 Cale O.lher Prgl"lIO Clear a-z ...

• prOPFrac( ;
3

, X) -x
x2 + 1 + >x + 1

• prOPFrac.( ;5 , x) x + x3 _ >
x + 1 x2 + 1

• prOPFrac.( ;
7

• x)
-x

+ x5 - x3 +)1
x + 1 x2 + 1

IppopPrac(x A71'(x A2+1).x)1
IMAIN IIAD AIITn ~IINt' 1:/'l1l RArT
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Un coup de calculatrice:

la machine veut bien simplifier
l'expression, mais refuse de
calculer l'intégrale, faute
d'indication sur n.

ru~~ n.. Il n· ] r.....Ti FS,l r,...F Algebra Cale Other PrgPlIO Clear a-z ...

J[ x2' n+ 1 x2. n+3j
J(x·x 2· n)cb• + dx

x2 + 1 x 2 + 1

Jl[ x2' n+ 1 x 2. n+3] JI (x·x 2· n)cl>• + dxo x2 + 1 x 2 + 1 0

• JI (x 2· n + l)dx JI (x·x 2' n)d>0 0
J'(x*xA(2*n) MX. O.i)1
MAIN RAD il1ltil ruNC lll~ III'

= t x20+1(x2 + 1) dx = t x2n+l dx
o x2+1 0

On calcule alors la somme 10+ 10+1

1 1 1
= 2n+2 [x20+2]O = 2n+2'
La vérification sur les premiers termes est immédiate.

On peut alors en déduire un encadrement de 10. en usant à la fois de l'inégalité de
décroissance ( 41 - Ins0 ) et de l'égalité qui vient d'être établie.

2n~2 = 10+ 10+1s2 10 . D'où 10 ~ 4n~4

Le rôle particulier joué par l'un peut être joué par l'autre:

2nl+2 = In + 10+1 ~ 2 10+1 . D'où 10+1 S 4n~4= 4(n ~ 1)

Par glissement d'indice, on obtient 10S 41n'

D'où pour finir :

_1_ <1 <...L
4n+4 - 0 - 4n'

On a bien, par application du théorème d'encadrement, la limite de 10égale àO.

On a même mieux, puisque, par multiplication de la double inégalité ci-dessus par 4n,
on sait que 4nIo a pour limite 1.

On dit que la suite (10) est "équivalente" à 4~ .

On peut observer cette
"convergence lente" en
programmant la suite In et la suite

ln . On peut voir le lent

rapprochement des deux suites.

rr1~1 F2 .l ':: ~~:': l li' .1 ':':T...FSetup :::E·ll r!(., •.:,!:,.: D·!'Ï ~'.::~.• Xn'! i-'.~:.:
... PLOTS n (Ul u2JI [ 2, .34657 unclef
."u1= ~~ 1. .15343 .25o x 2. .09657 .125ui1= 3. .07009 .083331 4. .05491 .0625."u2~ 'n 5. .04509 .05ui2=

6. .03824 .04167u3=
Il;~=

n=O.
lM AIN IAn AIITII SEQ lA"
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Avec une table de valeurs de 10 en
10, le mouvement s'accélère,
évidemment.
Accélération en ce qui concerne le
rapprochement des deux suites,
pas en ce qui concerne le calcul
qui est là extrêmement long (30mn)

rf1~I~ rot .1= r:: .l r': li Ir :T ':. :T...F Setup :::E·ll H«·:.·:;:;.: D·j·] p.::~.:Ir.·! r·\~:·:

....nOTs n 11,.11 1,.12

Il [ 2· .34657 undef
~ 1,.11= ~. 10. .02376 .025

o x 20. .01219 .0125
ui1= 30. .00819 .008331 40. .00617 .00625~ u2=>-r 'n 5e. .ee495 .ee5ui2= 60. .00413 .004171,.13=
IJ;~=

n=O.
IMAIN RAD AUTO SEa RA'

La suite (In) se comporte comme la suite (4~ ). Mais l'encadrement obtenu est encore

plus intéressant, puisqu'il nous donne, pour chaque terme de la suite une valeur
approchée, et la qualité de l'approximation.

On sait par exemple que: 4006004< 11000000 < 4006000'

Signalons que, si on voulait directement obtenir une valeur approchée de /jooooooavec
la calculatrice, celle-ci déclarerait forfait immédiatement: avec un bandeau"Illegal
Instruction" sur le haut de la machine, celle-ci se bloque immédiatement.
On le comprend, si on imagine le calcul approché auquel la machine procède (voir les
stratégies de calcul approché dans les paragraphes qui suivent) : la machine va devoir

x2000001
calculer x2+l ,pour des points de l'intervalle(O, l], par exemple pour x= 0, 1.

C'est-à-dire qu'il s'agira d'exprimer 10- 2000001.Cela fait beaucoup pour une machine
qui ne connaît pas d'exposant supérieur à 1000 ...
Le détour théorique nous donne ainsi un peu plus d'informations que le seul recours à
la machine ...

b) Inégalité de la moyenne

Soit f continue sur [a, b], avec a< b (inégalité stricte ). Il existe donc m et M, minimum
et maximum de f sur cet intervalle.
Pour tout t de [a, b], on a donc: ms f(t) ~ M.
Par intégration, et application du corollaire 2 du théorème 3, on obtient:

t m dt st f(t) dt s Jb M dt .c'est à dire: m (b-a)st f(t) dt sM ( b-a).
a a a a

Ce que l'on peut écrire aussi: m< -b
1 f f(t) dt < M.-a a

Ihéorème4

Soit f continue sur [a, b], a< b. Le réel-b
1 f f(t) dt est compris entre le minimum
- a a

et le maximum de f sur cet intervalle.
Définition: Ce réel est appelé valeur moyenne def sur [a, b].

Remarque 1. Cette formule traduit une extension de la définition discrète de "moyenne
arithmétique" au domaine continu (une certaine prudence s'impose,à propos de cette
remarque: le rapport entreL et J n'a rien de trivial ...).
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Remarque 2. Cette inégalité, résultat fondamental du cours d'Analyse de Terminale,
n'est qu'une autre version de l'Inégalité des Accroissements Finis, autre résultat

fondamental. Il suffit pour cela d'appliquer l'IAFà la fonction h : x ~ r f(t) dt.
a

Remarque 3. Signification graphique pour une fonction positive: l'aire du rectangle de
1 b b

base (b - a) et de hauteur y = b _afa f(t) dt est égale évidemmentà/a f(t) dt. le

calcul de la moyenne réalise ainsi une rectification de la courbe. On "rabote" les
sommets pour combler les "fossés".

Ct contre la courbe de la fonction
-sinus sur l'intervalle[0, tr}.
La valeur moyenne de la fonction

sur cet intervalle est ~ .L'aire du

rectangle hachuré, de basetr et de
hauteur la valeur moyenne est
précisément l'aire de l'arche de
sinusoïde.

Exercice
Prouver que la valeur moyenne de la fonction exponentielle sur [a, bl est égale à la
pente de la corde passant par les points d'abscisse a et b.

c) Intégrale et valeur absolue.

- Si f est positive sur l'intervalle [a, b], on a sans peine:

1t f(t) dt 1= f If(t)1dt.
a a

- si festnégativesur [a, bl , on obtient le même résultat. En effet:

f b b b
If(t)1dt = f - f(t)dt = - f f(t) dt = 1f f(t) dt 1.

a a a a
- si fn'a pas un signe constant, on décompose l'intervalle [a, b] en intervalles où le signe
de f soit constant. Par exemple si f est négative sur [a, cl, puis positive sur [c, bl, on
écrit:

b c b
1/ f(t) dt 1 =1/ f(t) dt + / f(t) dt 1 par application de la linéarité de l'intégrale.

a a c

r b c b
Puis 1 f(t) dt + / f(t) dt 1s 1f f(t) dt 1+ 1f f(t) dt 1 par inégalité triangulaire.

a cac
Et pour chacune des intégrales, on peut appliquer l'égalité précédente. D'où, pour finir :

1t f(t) dt 1 s f If(t)1dt.
a a

En conclusion de cette partie générale, quelques exercices variés :
Exercice 1.
Quelles sont les fonctions continues f qui vérifient, pour tout couple [a, bl,

f f(t) dt = fb f 2 (t) dt.
a a

Une solution possible: on fixe a et on rend b variable.

r f(t) dt = r f 2 (t) dt.
a a

deux fonctions égales ont leurs dérivées égales. D'où, pour tout x, f(x) = f2 (x).
f(x) ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, et comme f est négative ...
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Exercice 2.

Etudier la limite de la suite :
1 1 1 1

Sn= ïï + n + 1+ n + 2 + Il. + 2n

La calculatrice nt donne pas
d'expression synthétique deSn,
pas d'indication pour la limite.
On ne peut avoir que des valeurs
exactes, ou approchées, de termes
particuliers de la suite.
Il faut avoir recours à un
encadrement par des intégrales
pour trouver la limite, ln2.

Exercice 3

Rechercher des stratégies d'encadrement de 1= (1t si~tdt.

On constate que la calculatrice ne donne pas de valeur exacte de 1 mais une valeur
approchée. On peut vouloir contrôler cette approximation, en utilisant les théorèmes
d'encadrement, la relation de Chasles sur les bornes, etc. Les encadrements obtenus sont
plus ou moins brutaux
- on peut encadrer t et laisser varier sint (ou le contraire) sur tout l'intervalle
d'intégration;
- on peut s'adapter aux fluctuations de la fonction, en la considérant sur [x, 2x], puis
[2x, 3x].

Cela correspondà des VISIOns
différentes des phénomènes.
Ici, on encadref entre llx et - llx.

Le résultat, en terme d'intégrale,
sera probablement assez grossier.

lei, la fonction est encadrée entre
sinx 1 ft et sinx1(21r).
Une autre vision du monde...

Cela prépare les méthodes plus
systématiques de calcul approché
d'intégrales.
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Petit complément au cours d'intégration

Après le cours, ont été étudiées différentes techniques d'intégration (recherche de
primitives, transformation d'écrtitures, intégration par parties, calcul approché par la
méthode des rectanglesJ. Puis a été traité un premier problème d'application du calcul
intégral: l'approximation de1Cpar la méthode deWallis.
A travers ces différentes activités, le calcul intégral est apparu comme un terrain
privilégié pour changer de point de vue, pour considérer une fonction sous des angles
différents .. L'utilisation de la T/92 s'est révélée dans ces occasions assez commode.
On traite ci-dessous une autre application du calcul intégral.

Introduction

On a vu que le calcul intégral, en particulier l'intégration par parties, permettait
d'approcher d'aussi près que l'on voulait certains nombres importants, comme7t •

Nous allons voir ici que le calcul intégral permet aussi d'approcher certaines fonctions
"d'aussi près que l'on veut", par des polynômes. A condition que ces fonctions ne soient
pas trop cahotiques, sinon comment pourrait-on les approcher par des fonctions aussi
régulières que des polynômes? On supposera donc que les fonctions en question sont
dérivables autant de fois qu'on le veut. La méthode que l'on va voir a été développée par
un mathématicien anglais, Taylor ( 1685- 1731).On va l'étudier dans un cas particulier:
la fonction exponentielle.
On va donc prouver que la fonction exponentielle peut-être approchée d'aussi près que
l'on veut par des fonctions polynômes, que l'on va explicitement construire. On se
placera au voisinage deO.

1. La fonction exponentielle, référence parmi les références

Il suffit d'évoquer la fonction exponentielle pour avoir en tête ses principales
caractéristiques, en particulier graphiques :

Une vision possible d'une partie de
la courbe de la fonction
exponentielle, en repère ortho-
normé, avec les tangentes aux
points d'abscisses 0 et 1.

xMin=-4.
xMax=4.
xscl=l.
YMin=0.
YMax=7.38905609893
yscl=3.
xres=l.

On sait en particulier que la droite d'équation y= x+1 est tangente à la courbe de la
fonction exponentielle au point d'abscisse 1. On dispose de deux informations
importantes:
* eX~ x + 1 ( démontré plusieurs fois dans des problèmes cette année) ;
* la fonction affine x+1 est la meilleure approximation affine de la fonction
exponentielle au voisinage de 0 ( cf le cours sur la dérivation ).
Mais c'est donc l'amorce de notre solution! En effet, on veut approcher la fonction
exponentielle, au voisinage de 0, par des polynômes.
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Si on veut un polynôme de degréO. c'est simple : on sait que. si x est proche deO. eX
est proche de 1. Sion-veut un polynôme de degré 1, on sait que, si x est proche de 0, eX
est proche de l+ x.

La fonction exponentielle entre -2
et 2, une première approche
grossière au voisinage de0 ( par
la fonction constante1 ),et une
approche un peu fine par la
t'onction tangente" x+ 1.

~1~Tz6i!;/'lTr;~GeTRe~!a~hTM~lhTD~':wf!"
xl'lin=-2.
xl'lax=2.
xsel=l.
Yl'lin=O.
Y/'lax=4.
ysel=3.
xres=l.

L--/
I~S:tuP l:::;:~:l~. ;;:;i:;': !)'l'j l~~'.::~·,T!r.J"r;.~I'~
lx Iy 12 lu:
-. e3 1. :J'm4 .. 1. <:

-. ez 1. ~802 · 1. ~~...~9 · .<. · · .
1. .. · · .
1. .. · · .
1. .. .. .. . )q , . • 1"

x= ~.
MAIN RAD [HACT l'II"'''

En YI, la fonction exponentielle,
en Y2 la fonction 1,'en Y3 la
fonction x + 1.

Question: peut-on trouver une approximation plus précise. avec un polynôme de degré
2? . 3?. pUIS . etc. . .
Pour aller plus loin,il faut d'abord analyser de plus près les premières approximations
établies.

2. Toujours contrôler les approximations.

Si a est proche deO. quel est l'écart entre ea et 1? Si a est proche de 0, quel est l'écart
entre ea et 1+ a ? ( on prendra dans ce qui suit a> 0 ).
On dispose de deux outils ( dans le cadre du calcul infinitésimal ) : la dérivée, et
l'intégrale.

- avec la dérivée.

Evaluons ea - 1. c'est à dire ea -eO • Cette forme peut faire penserà l'inégalité des
accroissements finis. En effet. sur l'intervalle [0, a], la dérivée de la fonction
exponentielle. c'est à dire la fonction exponentielle, est bornée entre 1 et ea . D'où
l'encadrement: 1(a ) ~ ca • 1s ea (a). (on rappelle que a> 0)
Evaluons maintenant ea - 1 - a. Pour cela, écrivons que la dérivée de la fonction

ea - eO ea - 1
exponentielle, en 0, est égale à 1 : lim 0= 1, c'est à dire lim -- = 1, c'est à

a~O a - a~O a

dire enfin e
a

a- 1= 1+ eïa), où e est une fonction qui tend vers 0 quand a tend versO.

Pour finir vraiment, ohdispose de: ea - 1= a + a eïa), c'est àdire ea • 1· a = a eïa)
Ainsi, l'utilisation de la dérivation ne nous donne qu'un encadrement, ou un
renseignement "à la limite", sur l'écart entre la fonction exponentielle et ses différentes
approximations.
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On dispose en fait d'un autre théorème, à partir de la dérivation, qui nous permettrait
d'aller plus loin, maisiln'est pas au programme de la classe de Terminale.

- avec l'intégrale.

On repart de ea - 1, c'est à dire ea - eO .On reconnaitrd] a , c'est à diret et dt.
o 0

Premier résultat donc, ea - 1 = r et dt , c'està dire ea = 1 + r et dt
o 0

Peut-on à partir de là aller plus loin, et évaluer ea - 1 - a ? On peut songer à utiliser le
premier résultat, en "coupant" l'intégrale en deux parties, à nouveau avec une
intégration par parties.

r et dt = [(t + k).ett - r (t + kj.e! dt.
000

Avec u (t) = et donc u' (t)= et
v' (t) = 1 donc v (t) = t + k

On a gardé une constante k pour ajuster au mieux le crochet ( comme dans l'évaluation
a

de l'erreur dans la méthode des rectangles). Regardons donc le crochet [Ct+ k).eq . On
o

veut faire apparaître a. Il faut donc faire disparaître ea, c'est àdire choisir k = - a.

On a alors r etdt = [(t _a).eqa - r (t - a).etdt = a - r (t - a).etdt.
o 0 0 0

En recollant avec le premier résultat, on obtient:

ea - 1 = a -r (t - a ).et dt , ou, en arrangeant un peu:o

Deuxième résultat ea = 1 + a + r (a - t ).et dt
o

Un coup d'oeil de simple
vérification sur la machine.

rT1~r, n. Iln. ~lr..'" ~ rs Il r&'"~ Algebra Cale Olher PrgMIOClear a-z ...

.• J~( a - l) .el) cll

-(a-l)'ea+G'eG-a-l

• expand(J~(a -l).el)cll) ea - G- 1

expand(/«a-t)*eA(t).t.O.a»1
Mltl!'! RAD.flllt( rUNe U10

Le résultat brut de l'intégrale doit
être amélioré par la commande
Expand pour obtenir l'expression
souhaitée.

3. Du germe à la généralisation

Puisque l'intégration par parties a permis de passer de l'approximation de degré 0 ( la
constante 1) à l'approximation de degré 1 ( l'approximation affine 1+ a), pourquoi ne
pas poursuivre pour obtenir une approximation de degré 2 ?

On reprend ea = 1 + a + r (a - t ).et dt , et on intégre par parties l'intégrale.
or ~ a r ~( a - t ).et dt = [(at - -2 + kj.e'] - (at - -2 + k).et dt.

000
Avec u (t) = et . donc u'ro = et

t2
v' (t) = a - t donc v (t) = at - "2 + k
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Comme précédemment, on va ajuster k pour que la crochet donne une expression

polynômiale, sans exponentielle. Il suffit pour cela que at - ~+ k s'annule quand t

a2
prend la valeur a. On trouve k = - "'2

cil t2 a2 a r t2 a2
D'où JO (a-t).etdt= [(at- 2 -"'2).et]o - 0 (at-2 -"'2) et dt. =

~ r~M+~+~ ~ r~-02
"'2+ 0 2 et dt = "'2+ 0 2 et dt.

En recollant au deuxième résultat, on obtient:

a2 j (a. t)2
Troisième résultat ea = 1 + a + "2 + 0 2 et dt .

Vérification immédiate.
Le résultat brut donné par la
machine n'est guère engageant.
Après l'application de la
commande Expand cela va un peu
mieux...

Peut-on aller plus loin ? On ne fera pas ici la démonstration par récurrence (à la portée
du lecteur courageux) qui aboutira à :

• a2 a3 aD r (a • t)D t
Nième résultat: ea = 1+ a + "2 + 3! +..•+ n! + 0 n! e dt.

On a bien ainsi approché la fonction exponentielle par une fonction polynôme. L'écart
entre les deux est donné par une intégrale, que l'on appelle le "reste intégral".
Cette formule est appellée la formule de Taylor, avec reste intégral, appliquée à la
fonction exponentielle. Ce résultat est d'ailleurs donné (partiellement) par la machine:

Dans l'application initiale, menu
Cale, commande Taylor.

On doit indiquer la fonction, la
variable, le degré du polynôme
d'approximation, et enfin le
voisinage du point où on se situe,
ici O.
On note que la calculatrice ne
donne pas le résultat général :il
nefaut pas rêver!

On peut aussi observer l'approche de la fonction exponentielle par ces polynômes, sur le
plan numérique, et graphique.

ru~r, n. ITI n· ~Tt r ..• -TI rs ITI r,...F Aigebra Cale Other PrgldOClear a-z ...

-taylor(ea, a, 2,e) a'"
2+a+1

-taylor(ea, a, 3,e) a3 a2
6+2+a+1

IiItaylor(ea, a, 4.o) a4 a3 a2
24 +6+2+a+ 1

III laylor(ea, a, n,e) laylor(ea, a, n,e
taylol"(eÂ(a) ..a ..n ..0)1

IMAIN un EKAC rUNC_'t130

Il restera ensuite à vérifier que, quand n tend vers+00, le polynôme "colle" bien à la
fonction, c'est à dire que le "reste intégral" tend bien vers 0 quand n tend vers+00.
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Observation eraDhique: r~l~TZ~l;1'ITrr!l .Tftl~a 'hTM~thTD~;wf:~
.'LfTS '1t' o't. J.:

~yl=eX
~y2=x + 1

x2
~y3=-r + x + 1

x3 x2
~y4'""'T +2 +x + 1

~
..~-

~:tuP T:::~::ll~:l:!': Ti )'1'jli~:'~:~~.:T!r.';':·5''0;)",!
Iy: 1",: 1",·

~,. , . 1. '5 1. ".
1. 1. :1 1.1 1.1

-. 1 ~O· :J ms og(
le o' o. l. o.
1• o, ~I: o. :. )5 o, roe
1. o. ~l o. o. o. ~l
1. o, o, o. 5·lO:; l.

1. • o.' ,"= . . Il .. '91
X=-".,;
MAIN lb rl/A(T rI.Nt'

On a placé là les trois premiers
"polynômesde Taylor".

Il faut observer les tracés les uns
après les autres pour constater le
rapprochement entre la fonction
exponentielle et les polynômes
successifs.

Observation numérique:

Le tableau de valeurs ( entre-0,3
et 0,4, avec un pas de 0,1 ) est
aussi éclairant.

o •

4. Unevérifiéâ'tion partielle ...

Il reste à démontrer donc que le reste intégral tend bien vers 0 quand n tend vers+00. On
va d'abord le faire dans un cas particulier, et important, avec a= 1. Reprenons la
formule générale de Taylor, avec a= 1 :

1 1 1 fi (1 - t)n
e = 1 + 1 + -2+ -3' +...+ ,+ , el dt. n. 0 n.

1 1 1 fi (1- 1)n
Onpose Un= 1 + 1 + -2+-3' +...+ , et In = 1 el dt

. n. 0 n.
On va démontrer que l'intégrale In tend bien vers0 quand n tend vers+00, ce qui
prouvera que la suite Untend vers e.
Cette intégrale est difficilement calculable. On va donc l'encadrer.
t étant compris entre0 et 1 (intervalle d'intégration ),il est clair que la fonction à
intégrer est positive, donc l'intégrale In ( les bornes étant dans le bon sens) aussi.
Voilà pour la minoration. Pour la majoration maintenant:(1 - t ) est inférieur à 1. Donc

fI (l~,t)n etdt s fI nI, etdt s nI, l e'dr ~ nI, [et]1 = nt, [e - 1].
o· o· ·0 .0.

Conclusion:

o s JI (l~,t)n et dt s -\ [ e - 1]
o. n.

Une application immédiate du théorème d'encadrement prouve que l'intégrale In tend
bien vers 0 quand n tend vers+00.

On a même mieux, puisque cette inégalité nous permet de contrôler la convergence de
la suite Unvers e :

e - Un= In s -\[e - 1]s ~ (si on majore e-l par 2 pour simplifier les choses).n. n.
L'intégrale In est positive, donc la suite Unest inférieure à e. Si on veut que Undonne

une valeur approchée de e à 10-5 par défaut ( par exemple), il suffit que ~ soit inférieur

à 10-5. Quelle valeur de n choisir?
On peut utiliser le fichier de suites pour une réponse rapide:
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JIsuffit donc de prendre n= 9

On peut alors obtenir la valeur approchée souhaitée :

Dans l'application initiale on
obtient une valeur exacte, puis
approchée deU9 que l'on peut
comparerà la valeur approchée de
e donnée par la machine.
On constate que l'on a une
précision supérieureà 10..5.( on
savait en effet que le rang9 était
une condition suffisante, et pas
forcément nécessaire pour
l'obtention d'une telleprécision).

L'application initiale nous permet d'approcher e de beaucoup plus près: si on choisit

n = 20, on est assuré d'une précision de 2~!' c'est à dire de 10-18, ce qui est bien

supérieur à la précision obtenue par le calcul approché de e dans l'application initiale.

Le calcul deU20 nous donne une
valeur approchée de e avec une
précision de 10-18, mais sous
forme fractionnaire.

Si on passe en valeur approchée,
on perd cette précision, pour ne
récupérer que les12 décimales
déjà connues.

a-z...

20
L(~)i=0 i,

20
L (....!-)
i=0 11

Mais ne pourrait-on pas récupérer la précision, sous forme décimale?

On va récupérer la puissance de la
calculatrice avec des nombres
entiers. On multiplie la valeur
exacte deU20 par 1018• et on en
prend la partie entière. On obtient
ainsi la partie entière de e ( qui est
2 ), et les18premières décimales,
dont on sait qu'elles sont exactes
( commande partie entière dans le
fichier Math, menu Number)
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Autre technique, pour obtenir les
18 décimales souhaitées pour e :
on applique la commande
PropFrac à la fraction, après
l'avoir multiplié par 1018.

On obtient alors la division "en
nombres enüers"; et donc la partie
entière du quotient ( on retrouve le
même résultat que précedemment).

ru~ 1'2" ~T( f) .. J rlt":li FS IT( "....~ Algebra Cale Olher Prgl'110Clear a-z ...- -
• 6613313319248080001 '19 18

2432902008176640000
40364461177051269537353515625

14849255421
• F (4036446117705126953735351562!.

prop rae 14849255421
5945546699

2718281828459045235 + 14849255421

rn269537353515625/14849255421~
~ RAD~!; rUNC :1/)0

Le contrôle de la précision nous assure que, même si on calcule un terme de la suite
"plus loin", la 18ème décimale ne sera pas affectée: essayons avecU30.

On a calculéU30, puis multiplié ce
nombre par 1018, puis pris la
partie entière du résultat.

On retrouve les mêmes décimales
(heureusement!)

rrl~~ 1'2.. .1 n..J F.... 1 FS,l F'....~ Algebra Cale Olher Prgl'lIOClear a-zoo.

f (1 )
• "7Ti=0 1.

55464992213495654539818183437977
204040661393993122027929600e0000

( 5546490221340565453981818343'
• propFrac. 2040406613939931220279296SSS'.

2718281828459045235+ 35895163S5994461.
996292291 962857a

...39931220279 29.J!0000000*10 A...1B.H
IMAIN IIAD UAC rUNe ZllO

On peut toutefois se poser la question: est-ce que, en appliquant la même technique à la
valeur approchée de e donnée directement par la machine, on ne pourrait pas trouver
ces 18 décimales ? Essayons ...

La réponse est non: on ne gagne
qu'une décimale (59 à la fin au
lieu de 6). Mais les zéros donnés
ensuite... sontfaux.

L'utilisation des intégrales a bien
permis d'obtenir de la machine
plus qu'elle ne donnait
"spontanément".

rrl~J 1'2" ~~f) .. J Fit.. ~ FS)~ F'....~ Algebra Cale Olher Prgl'lIOClear a-zoo.

• el 2. 7182818284E

• iParl(2. 718281828459'10 18) ~
271829192945909090·

iPart(2.718281828459*10 A18)1
IMAIN RAD_EXIICT rUNC 2110

On peut par cette technique obtenir une précision plus grande encore, en allant plus
loin. Ce qui finira par prendre du temps ... Et ce n'est pas forcément indispensable, pour
ce qu'on a à faire, en Terminale, de e.
Cependant, la recherche de l'information la plus grande sur un objet (mathématique, ou
autre ), avec les algorithmes les plus performants, est un ressort important de l'activité
scientifique, et de l'activité tout court!

A· .. idè l' 1 1 1 1 1 1 1 1 .msi, si on consi re a SUItevn = + + -2 + -31 +...+ -, + -nI' e ecteur cuneux. n. n..
pourra constater que la convergence de cette suite vers e est beaucoup plus rapide que la
convergence de la suiteUn vers e. Simple observation, carilresterait àprouver bien sûr
que cette suite converge bien vers e, et que la convergence est effectivement plus
rapide ...
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5. Puis une vérification plus qénérale
( lecture facultative, mais crayon à la main ••.)

Ce que l'on a fait pour a= 1, peut-on le reproduire pour a quelconque1
a2 a3 an r (a - t)n

e8 = 1+a+ -2 +-3' +...+ 1+ , etdt=un+In. n. 0 n.

Peut-on prouver que l'intégrale In tend vers 0 quand n tend vers+co .,
On sait que, sur l'intervalle d'intégration,0 S t S a.
Donc 0 S a - t Sa. Donc0 ~ (a - t )n S an.

an r an a an
Ce qui donne 0 SIn S-, et dt = -, [et] = -, (ea- 1).

n. 0 n. 0 n.
an

C'est àdire 0 S In S -, (ea - 1).n.
an

Si on prouve que n! tend vers 0 quand n tend vers+00, c'est gagné.

C'est évidemment le cas si a est strictement compris entre -1 et 1. On a au numérateur
une suite géométrique qui converge vers 0 (théorème fondamental des suites
géométriques ), et au dénominateur une suite qui tend à l'évidence vers+00. Le quotient
tend (doublement, pourrait-on dire ...) versO.
Si a = 1, le problème a déjà été traité. Si a = -1, le lecteur avisé comprendra qu'il n'y a
pas de problème.

Que se passe-t-il sinon? On va traiter le problème dans le cas où a> 1 ( si a <-1, le
lecteur, toujours aussi avisé, pourra passer à la valeur absolue ...). Coup d'oeil machine:

La machine ne donne pas

directement la limite de a~ quandn.
n tend vers +00. Par contre, si on
précise que a est strictement
supérieur à1, elle donne la limite
O. Et si a est inférieur strictement
inférieur à -1, -a est alors
strictement supérieur à + 1, et on
est ramené au cas précédent.

Essayons maintenant d'établir ce résultat" à la main".
an a.a.a a . . .

On a alors Of = 1.2.3 n . Pourquoi cette fraction devrait-elle tendre vers 0 quand n

tend vers+co ?

Prenons un peu de recul :
- les facteurs du numérateur sont constants, toujours égaux à a ;
- les facteurs du dénominateur deviennent de plus en plus grand.
Mais, c'est bien sÛT! A partir d'un certain moment, les facteurs du dénominateur vont
finir par dépasser, et "écraser" a de leur supériorité!

Mettons ceci en forme.
On appelle A la "partie entière" de a, c'està dire le plus grand entier inférieur ou égala
a (si a =-{2, A = 1 ; si a = 4, 537, A= 4, etc ...). On pose alors, pour être sÛTde dépasser
a,N=A+1.
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Revenons alors à notre quotient, en choisissant n> N ( ce qui arrivera bien, puisque n
tend vers+00.

O la" a.a.a.a a.a.a a.a.a.a 0 fra . d
n aura a ors ïïf~.1.2.3 (N-l).N.(N+l) .....n' n coupe cette etions en eux:
" .

~ = :·~·3· (~·~)a.a.a a.a. Le premier quotient est constant.n. . . : . N(N+ l) n

Intéressons-nous au deuxième :
a.a.a a.a a a a
N(N+l) n = N' N+l ......fi·

O b· " a a a
n a ien sur: N > N+1> .....> fi

D'où: a.a.a a.a< ( ..!)"-N +1
N(N+l) n N

( attention au dénombrement desfacteurs! )
a a n

Or a < N. Donc 0 < N < 1 .Donc ( N) tend vers0 quand n tend vers+00

Pour finir :
0< a.a.a a.a< (..!)" (..! fN +1

N(N+l) n N N
Application du théorème d'encadrement, et fin :

a"
n! tend vers0 quand n tend vers+00, donc 1" tend vers0 quand n tend vers+00.

Conclusion finale, pour tout réel a (vous pouvez le tester pour une ou deux valeurs)
a2 a3 aDea est la limite de la suite 1 + a +'2 + 3! +•••+ n! quand n tend vers+00.

Petit défi

On peut reproduire la méthode de Taylor, appliquée à la fonction sinus. Ce n'est pas très
compliqué. Il suffit d'essayer ...
Et on pourra vérifier le résultat obtenu en consultant le menu Cale, commande Taylor,
de la TI92, ou en vérifiant graphiquement que la famille de polynômes obtenue
approche bien la fonction sinus.

Le "plumeau" des3 premiers
polynômes approchant la fonction
sinus au voisinage de O.
Esthétique, non?

Le polynôme de degré1est, pour
cause de tangente, la fonction qui
àx associe x.
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ru~~ n... IJ( n ...J( FIt....~ FS ITc F&...F Algebra Cale Ot.her PrgtIIIOClear a-z ...
x+- x+- JX .. .Ln\,'-})

12'X( 1 )• y1(x) x In(l) cU

• r1,dx(Yl(X») 2 - 1
In(2' x) ln(x)

12'X( 1 )• 1il'! yl(x) x11~ x . In(l) dtx+-
limit<y1<x)~x~œ)
t1fI.II't RIID EXIIC rUNC 15/JO

3.Problèmes
"type bac"

A plusieurs reprises, une correction détaillée de
problèmes "classiques" est donnée aux élèves, après qu'ils
y aient eux-mêmes réfléchi :

Il est essentiel en effet que les élèvent distinguent
clairement l'activité de recherche, de l'activité de
"contrôle". Dans le premier cas, on relate les phases de
tatonnement, les erreurs rectifiées, dans le deuxième cas,
on attend une rédaction "lisse".

Cette distinction est décisive pour le bac !
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Un premier problème, classique, donné en
contrôle en classe.

Une suite(wg) est défmie par la donnée dewo = 1 et par la relation de récurrence
Wn+l= 4 - e-Wn

1) Décrire le comportement apparent de cette suite, en reproduisant les deux graphiques
habituels et une table des valeurs approchées des premières valeurs.
2) On appelle f la fonction qui à x associe f(x)= 4 - e-X• Montrer que l'équation f(x)= x

admet une seule racine sur lR+, que l'on notera À..
3) Si la suite (wn) converge, quelles peuvent être les limites possibles? Étudier les
variations de f. Que peut-on en conclure pour les variations de la suite(wn) ?
4) Montrer ensuite que la suite est croissante majorée.

5) Montrer que tous les termes de la suite sont dans l'intervalle 1=[1,Â]. Montrer que
pour tout x appartenant à I, f'(x) est compris entre 0 et 0,5. En déduire alors les
inégalités: 0SÀ.- Wn+l S 0,5(À.-wn), puis 0SÂ- WnS0,5n (Â- 1) .
Que peut-on en conclure pour la limite de la suite(wn) ? A partir de quelle valeur de n
est-on sûr d'avoir un écart entre À.etWninférieur à 1O-1OO?

Il s'agit donc d'étudier la suite définie parwo = 1 et wn+l = 4 - e-wn

Prologue

Avant toute manipulation, tout calcul, considérer l'objet mathématique de deux points
de vue :

- quel type de suite est-ce?
C'est une suite définie par récurrence, du typeWn+l= f (wn). On dispose de résultats
importants sur ce type de suite ( à ne pas confondre avec les suites définies par leur
terme général! ):

- si la fonction f est strictement croissante, la suite est strictement monotone;
- si la suite est convergente, alors elle converge vers une des racines de

l'équation x= f(x).
- cet objet est-il toujours défini ?
La fonction f étant définie sur IR, siWn existe, alors Wn+l existe aussi. Et commewo
existe bien, on peut affirmer que la suite est définie pour tout n.

1. On peut alors observer le comportement des premiers termes de la suite.

L'observation est toujours liéeà
des conjectures, au moins
implicites...

Il semble que la suite est
croissante, et convergente.

ru~r n ,l r:: .l r·. li 'r .1 r"IT....F Setup :::E·ll HH.·;i:,·: 1).••j p.::~.:In'I j".::::.1
.PLDTS n lul
~ ul=4 - e -ul(n - 1) 1.

uil=l 1. 3.6321
u2= 2. 3.9735ui2= 3. 3.9812u3=

ui3= 4. 3.9813
u4= 5. 3.9813

ui4= 6. 3.~813u5='-n=O.
IMAIN (liA( _SEQ lAT

Mais vers quoi?
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La table de valeur indique une
quasi-stabilisation un peu au
dessus de3, 98 "
( ce qui ne veut pas dire4 !)

Et d'ailleurs le graphiqueWeb
nous rappelle que, si convergence
il y a, cela ne peut être que vers
une des solutions de l'équation
x = f(x), c'està dire ici x = 4 - e-x,
et 4 peut difficilement être une
solution de cette équation!

rfl~J; n"".l n ,fi rit .f, n .....fl'u"" ,f~1~ l....F2001'1 Trace ReGraph Math Dra.., ....
.. tLDTS 1~ ul=4 - ~ ·u1(n - 1) ..... +..utl=1 •u~=ui =

u3=
ui3=

u4=
ui4=

ne:~.uS=.... Xci •
ye: .9813394

l''lftlft_ ItAD_t:Xllt SE:D -Ill Il

.. tLDTS

~ ul=4 - ~ -ul(n - 1)
uil=1
u2=

ui2=
\A3=

u13=
u4=

ui4=
\A~=

2. Montrer que l'équation x= 4· e-X a une solution et une seule sur lR+

Redisons le avec force. une telle question ne se traite pas "à la machine", mais appelle
une réponse théorique.n s'agit ici d'étudier la fonction g, qui à x associe:
g(x) = x - 4 - e-X • On dispose de g' (x)= 1+ e-X > O.
Par ailleurs g(O)= -3, et lim g= +00 (car lim e-X = 0 ).

-+- -+-

Théorème: la fonction g, continue et strictement croissante, définit une bijection de lR+
sur f (lR+ ) = [-3, +00 [ •

0, élément de l'ensemble d'anivée, a donc un antécédentÂ et un seul dans lR+.

On peut évidemment jeter un coup
d'oeil, aussi bien graphique que
dans l'application initiale, pour se
rassurer. On retrouve une valeur
approchée de Â qui ne nous
étonnera pas (voir l'observation
de la suiteci-dessus.),
On constateraà nouveau que dans
l'application initiale on dispose de
plus de précision que dans
l'application graphique.

3} Si la suite (wn) converge, quelles peuvent être les limites possibles? Étudier les
variations def. Que peut-on en conclure pour les variations de la suite (wo) ?

• solve(x = 4 - ~ -x,).
)(= 3.99133937091

La question contenait un petit piège: nous n'avons pas encore démontré que tous les
termes de la suite sont positifs. Aussi, en toute rigueur, l'application du théorème ne
peut nous dire que la chose suivante : si la suite converge, elle ne peut converger que
vers une des solutions de l'équation x= f(x) sur lR. Or, sur lR, rien ne nous dit que cette
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équation n'a qu'une solution ( en fait, elle en a deux ...). Restons donc prudents - et
rigoureux:
Si la suite converge, elle ne peut converger que vers une des solutions de l'équation
x = f(x) sur 1R.

Par ailleurs on démontre sans peine que f est strictement croissante ( via la dérivée par
exemple). Donc la suite (wn) est strictement monotone. Et comme Wl est strictement
plus grand que wo , on peut en déduite que la suite(wn) est strictement croissante.
Donc tous les termes de la suite sont supérieurs à wo. Donc a fortiori ils sont tous
positifs.
On peut alors améliorer le résultat précédent: si la suite (wn) converge, elle ne peut
converger que vers une des solutions de l'équation x= f(x) sur 1R+.Or on a démontré
qu'il n'y avait qu'une seule solution de cette équation sur cet intervalle!

Donc si la suite (wu) converge, elle ne peut converger que versÂ. (ce qui ne prouve
pas encore qu'elle converge! ).

4) Montrer ensuite que la suite est croissante majorée.

Nous avons déjà montré qu'elle était croissante. On pourrait démontrer qu'elle est
majorée par 4, puisque la fonction f est majorée par 4. On peut aussi faire plus fin : on
va démontrer que la suite est majorée parÂ..
C'estvrai pour wo. Supposons la propriété vraie pour Wn.

On aurait alors Wn< Â.. On peut appliquer f, strictement croissante, aux deux membres

de cette inégalité: f(wn )< f (Â.), c'est à dire Wn< Â.. La propriété est vraie à l'ordre0,
elle est récurrente, donc elle est vraie pour tout terme de la suite.

5) Montrer que tous les termes de la suite sont dans l'intervalle 1=[1, Â.]. Montrer
que pour tout x appartenant à l, f'(x) est compris entre0 et 0,5.En déduire alors.

les inégalités: 0sÂ - Wn+l s 0,5 (Â. - wn), puis 0sÂ.- Wn ~ 0,50 (Â.- 1) •
Que peut-on en conclure pour la limite de la suite(wn) ?A partir de quelle valeur
de n est-on sûr d'avoir un écart entreÂ et Wn inférieur à 10-100?

La suite est croissante, donc tous ses termes sont supérieurs à wn, c'est à dire à1. Vu la
majoration déjà établie, on peut bien affirmer que tous les termes de la suite sont dans
[1, Â.].

f' (x) = 1+ e-x. La dérivée de f est de toutes façons positive. Si, de plus, x est dans

l'intervalle [1, Â.], alors f' (x) sera inférieur à e-1 (x> 1 implique e-x < e- 1).

-1 1 2Or e < 2" (car e > ...).

Pour finir on a bien, quelque soit x dans [1,Â], °< f' (x) ~ 0,5.
On peut donc appliquer l'inégalité des accroissements finis dans cet intervalle.
Rappelons précisément le contenu de ce théorème7 sous sa forme n'' l (pour la forme
n02, avec des valeurs absolues, voir le cours) :

- Soit une fonction f, dérivable sur un intervalle l, et telle que, pour tout x de l,
m sf ' (x) ~M

7 Ce théorème est un des résultats fondamentaux du cours de terminale, Il doit être retenu par coeur, sous
ses deuxformes,Avant de l'appliquer dans un problème,il faut le citer in extenso, et montrer que l'on est
bien dans les conditions nécessairesà son application.
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- soient X et y, élémentsdel, tels que x :5:y,
( ce sont là les conditions d'applications )

on a alors la double inégalité suivante :
m ( y - x ) :5:f(y) - f(x) :5:M (y - x).

Ici, on prendra1= [1, Â.J.On a alors m= 0, etM = 0, 5.
On a démontré que tous les termes de la suite Wn étaient dans l'intervalle1. On peut
alors appliquer l'IAF à Wnet Â.( puisque ils sont tous deux dansl, et que Wn S;Â.).

.On a alors: OS; f(Â.)- f(wn) :5:.0,5 (Â. - wn).

Or f (Â.) = Â.( c'est ainsi que l'on a définiÂ.••••), et f (wn) = Wn+l, par définition.
D'où l'inégalité voulue.

On reécrit ces inégalités pour n= 0, puis 1...
0:5: Â.- wi :5:0, 5 ( Â.-wo )
Os: Â.- W2 :5:0,5 (Â.-wi)

os Â.- Wn-l S 0,5 ( Â.- Wn-2)

OS Â.- Wn :5:0,5 ( Â.- Wn-l)
On multiplie ces n inégalités membre à membre ( tout ici est strictement positif ). On
simplifie, et on obtient:° :5: Â.- Wn :5:0, 5 n ( Â.-wo)
Comme wo = 1, on a bien la double inégalité cherchée.

Os; Â.• Wn :5:0, 5 D ( Â.- 1).

Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème d'encadrement : la suite ( Â.- Wn ) est
comprise entre° et une suite qui tend vers°( en effet la suite 0, 5 n est une suite
géométrique dont la raison - 0, 5 - est comprise strictement entre -1 et 1 : elle converge
donc vers°).
La suite ( Â.- Wn) converge donc vers 0, ce qui équivaut à dire que (wn ) converge vers

Â..
Pour que la différence Â.- Wn soit inférieure à10-100, ilsuffit que 0,5 n (Â. - WO)soit

inférieur à ( Â.- wo).
Problème: on ne connaît pas Â..On va alors utiliser un encadrement de ce nombre :

f (3) > 3,et f (4) < 4. D'où 3 < Â.< 4.
D'où 2 < Â.- wo < 3. Ainsi, pour que 0,5 n ( Â.- wo) soit inférieur à 10-100, il suffit que
3.0,5 n soit inférieur à 10-100.
Un petit coup de logarithme, et c'est bon:
3.0,5 n < 10-100 équivaut à n.ln (0, 5)< -100 ln 10 -ln3. Ce qui équivaut à:

-loolnlO -ln 3
( attention, ln 0, 5) est négatif! ) n> InO,5

Enfin on trouve que le plus petit n (entier! ) vérifiant cette inégalité est n= 334.
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Remarque 1.
,

On ne peut pas vérifier cela avec notre calculatrice. Une précision de cet ordre est
d'ailleurs exorbitante.
On aurait pu se fixer des objectifs plus raisonnables : à partir de quel rang est-on sûr
que l'écart entre woetÀ est inférieur àHtlO?

Une inéquation du même type que tout à l'heure nous conduit à : n>-~~~;O,c'est à
dire n= 34, plus petit entier convenable à coup sûr.

Une observation de la table nous
montre qu'à partir du rang9 on
bénéficie déjà d'une précision de
10-13.
Il est donc important de dissocier
condition nécessaire et condition
suffisante : ce que l'on a prouvé
ci-dessus, c'est que pour avoir une
précision de 10-10 il suffit d'aller
au rang 34 ( il suffit. mais il ne
fam. pas ...)

(Fl~l n ,r. ':: :TI rit -fi ';"IT: ':. :f...~ Set.up:::E·l t Header il·!·] ~\::~.IIn', j.\;):.:

n ul
5. 3.9813
6. 3.9813
7. 3.9813
8.
9.

• solve(x = 4 - e -x,~. 10• 3NI
11. 3.9813x = 3.98133937091

u1(n)=3.98133937B9113
MAIN rlllll(T SE' IRl

Remarque 2.

On peut noter dans la fenêtre ci-dessus que la suite nous donne pourÀ une précision
plus grande que la résolution de l'équation dans l'application initiale. A condition qu'il
n'y ait pas de dérapage dans les calculs approchés que fait la machine... (cf TP 14).

Remarque 3.

On constate dans le tableau de valeurs qu'à partir du rang 91a suite semble stationner. Il
faut être conscient du fait que ce n'est qu'une apparence. En fait la suite continue de
croître, mais cette croissance est imperceptible pour la calculatrice, et donc pour nous.

Remarque 4.

On constatera enfin que dans la rédaction de ce devoir on a plus fait appel aux
théorèmes du cours qu'aux résultats de la calculatrice. Il ne faut pas confondre les
genres:

- enTP, la calculatrice est un outil de recherche, d'observation, de vérification;

- en contrôle (et le jour du bac en particulier) le travail de recherche est assez limité.
Votre travail est guidé par des questions successives, dont les réponses font appel aux
théorèmes, aux exercices déjà traités. La calculatrice a davantage là un rôle de
vérification. Et ce n'est pas rien, grâce au calcul exact. Pour les dérivées, les primitives,
les intégrales, les résultats numériques, cela est bien utile. Mais tout doit être établi,
justifié, "à la main".
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Un deuxième problème, difficile,
traité en classe (Bac C, Bordeaux, 1985)

Il s'agit ici de voir en particulier ce que peut faire la machine, et ce qu'elle ne fait pas,
de tellefaçon qu'un recul nécessaire soit pris ...

L'énoncé

Etude d'une fonction numérique définie par une intégrale qu'on ne cherchera pasà
calculer.

1. Démontrer que, pour tout nombre réel x élément de l'intervalle I= ]0, ~ u]1, +00[,

l'intégrale f~ l!t dt est définie (ln désigne la fonction logarithme népérien).

On considère l'application f définie surI u {O} par :

f2x 1
f(x) = - dt si x *0

x lnt
et f(O) = O.

2. Démontrer que f est dérivable sur I et que, pour tout x élément de I :
x

l~
f' (x) = (ln 2x).(lnx)

Déterminer le sens de variation de f.

x x
3. a) Démontrer que, pour tout x élément de I, ln 2x S f(x) S Inx;

b) Déterminer les limites respectives de f(x) et de f~) lorsque x tend versO.

Etudier la continuité et la dérivabilité de f enO.

c) Déterminer les limites respectives de f(x) et de f~) lorsque x tend vers+00.

4. On considère l'application g définie sur ]0, 1] par g(t)= 2 - 2t + lnt,
De l'étude des variations de g ( sens de variation et limites aux bornes de l'intervale de

définition), déduire l'existence d'un unique nombre a élément de ]0,![ tel que g(a)= 0,

et justifier que pour tout nombre réel t élément de [a, 1], on a : lnt ~ 2t - 2.

Utiliser l'inégalité précédente pour démontrer que, pour tout x élément de [a,!],
f(x) S ! f~ t ~\ . En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers! .

5. Démontrer que, pour tout nombre réelt élément de[1, +00[, Int S t - 1. Déterminer la
limite de f(x) quand x tend vers1.

6. a) Résumer clans un tableau l'étude des variations def ;
b) On note(C) la courbe représentative de f dans un plan rapporté à un repère

orthonormé (0, 1,1\Donner l'allure de la courbe(C) en précisant la tangente en 0 et
les droites asymptotes.
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1~Etudions d'abord les conditions d'existence def.

Ife On peut considérer d'abord le problème théoriquement.

Pour x= O,pas de problème, f(x)= O.Ailleurs, f est définie par f(x)= f; ~t dt.

Considérons d'abord la fonction à intégrer: ~t est définie pour x strictement positif

(logarithme oblige), et x ~ 1 (pour cause de dénominateur, on doit avoir lnt ~ 0).Le

domaine de définition de~t est donc ]0, 1[u ]1, +00[. Cette fonction, continue sur

chacun de ces deux intervalles,y est donc intégrable.

Pour quef; l!t dt existe, il faut que l'intervalle d'intégration [x; 2x], soit compris

dans un des deux intervalles où l!t est continue :

- soit [x; 2x] inclus dans ]0, 1[, c'est à dire 0<x S2x < 1, c'est à dire 0<x <!;
- soit [x; 2x] inclus dans ]1,+00[, c'est à dire 1< x < 2x.

Au total, puisque f(O) existe, le domaine de définition de f est [0, 1[u ]1, +00[.

Ife On peut aussi observer les résultats donnés par la calculatrice.

La fonction f a été rentrée enYI.
Le graphique se trace sans

problème sur l'intervalle ]0,i[
(à peu près ... ), puis le message
Undefined variable apparaît.

Pourquoi?

rf1~J; n·IT n ~TI .. If J n. ,TI f". ,r" ~ l..F ZOOM Trace ReGraph Mat.hDraw ..
.. PLOTS . ( Irf2' v t ..
"Y!= ERRDR

y2=
y3= Undefined variable
y4=
ys=
y6= (Enter=GOTO) (ESC=CANCEL)y7=

J~ly~=

Il

Pour comprendre ce qui se passe, on a toujours intérêtà en revenir à l'origine des

phénomènes constatés, c'est à dire ici à la fonction qui est intégrée, l!t .

On a hachuré iciJ~;5l!t dt, c'est à

dire f(0,25), et ~ l!t dt, c'est à dire

f(2).
On comprend alors que, si x est
entre 0,5 et 1, alors 2x est
supérieur à 1, et l'intervalle [x. 2x]
comprend la valeur interdite 1. La
machine refuse alors de calculer

f!x l!t dt. D'où le message ...

On peut alors contourner la difficulté en étudiant la fonction f sur l'intervalle [0, ~[,

puis sur l'intervalle] 1,+00[.
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Sur la fenêtre de gauche, la
fonction f, tracée sur [0;0,49]
(avec [-3, 3] pour lesy).
Sur la fenêtre de droite, la
fonction f, tracée sur [1,1, 10]
(avec [0, 5] pour lesy).

On a restreint un peu les
intervalles (0,49 au lieu de 0,5)
pour ne pas avoir de problème de
définition aux bornes.

On peut alors faire un graphiqueà la main pour récupérer toute l'information "d'un
seul tenant".
NB : on peut commencer par le travail théorique pur, ou commencer par l'observation
de la machine. L'important est de ne pas perdre de temps le jour de l'examen. Penserà:
- établir des ponts entre les deux types de travail (quand on travaillepapier/crayon, se
demander "comment cela doit se traduire pratiquement?" ..quand on regarde la
machine, se demander "qu'est ce que j'observe indique, comme propriétés possibles des
objets étudiés?") ;
- engranger toutes les informations pour la suite du problème : il est clair par exemple
que les graphiques obtenus ci-dessus donnent des indications pour les variations def,
pour ses limites. Des indications seulement, qui sont nécessairement partielles (qui
peuvent éventuellement induire en erreur ...). C'est l'étude théorique qui permettra de
trancher.
Mais ce travail d'observation, dans un temps raisonnable, n'est jamais inutile:il

permet par exemple ici de bien distinguer la fonction l!t et la fonctionf, ce qui est

essentiel pour la suite du problème ...

2. Etude de la dérivée def sur 1 (c'est à dire sur l'intervalle de définition de f, sauf en
0).

Pour faire l'inverse de la question précédente, commençons par poser la questionà la
machine.

On trouve une première forme de
dérivée, que l'on modifie via la
commande Factor.
On retrouve bien le résultat
demandé. Ce qui ne nous apporte
pas d'information particulière ...

En fait, ce qui est intéressant, c'est
le premier résultat, qui est
probablement une étape dans les
calculs intermédiaires.

rTl~J, n. ,Tcn· ~Tcrlt·.Tt n,Tc r&'" f:..-= Aigebra Cale Olher Prgl'110Clear a-z ...

• d~(Yl(X»)
2 1

In(2' x) - ln(x)

• raelor( In(~'x) - In~X»)
ln( ~)

In(x) ·lnC2· x)
factor(2/(ln(2*x»-1/(ln(x»~
IMAIN IIAD [KACT rUNe ZllO

Passons alors au calcul"à la main".

Soit F une primitive de l!t (qui existe sur chacun des intervalles de I, puisque cette

fonction y est continue). On a alors f(x)= fx lIt dt = [F(x)]2x = F(2x) - F(x). Mais Fest
x n x

une primitive, donc elle est dérivable. Donc la dérivée de f est la différence des dérivées
de F(2x) et de F(x).
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Pour la dérivée de F(x), pas de problème : F est une primitive de l!t donc F ' (x)= t.!x .
Pour la dérivée de F(2x),il faut faire attention :il s'agit d'une fonction composée. La

dérivée est donc égaleà2F ' (2x) = ln22x .

Au total f ' (x) = ln~x - l~x (on retrouve bien le résultat machine, ce qui est assez
rassurant...).
On réduit au même dénominateur :

x2 x
2 ln- In-f' _ 21nx - ln 2x _ In(x ) - ln 2x _ 2x _ 2

(x) - Inx.ln 2x - Inx.ln 2x - Inx.ln 2x - Inx.ln 2x .

On voit qu'on a du appliquer ici les propriétés fondamentales du logarithme: elles sont
indispensables pour établir defaçon rigoureuse les résultatsproposés.

Pour obtenir le sens de variation de f sur l,ilsuffit d'étudier le signe de cette dérivée.Le
sens de variation s'étudie sur un intervalle.n faut donc distinguer deux cas :

- si x appartient à ]0, ~, alors x, 2x et ~ sont dans l'intervalle]0, 1[. Donc les

logarithmes de ces trois nombres sont négatifs, et la dérivée est négative.
(petit coup d'oeil sur le graphique def obtenuprécedemment : c'est bien cohérent).

- si x appartient à]1, +00[, alors x et 2x sont tous deux strictement supérieursà l, et leur

logarithme est strictement positif.n suffit d'étudier alors le signe de ln ~ . C'est positif si

et seulement si ~ est supérieurà 1,c'est à dire si x est supérieur à 2 (nul pour x= 2,
négatif si x inférieur à2).
Petit coup d'oeil aussi sur le graphique de f sur cet intervalle: c'est cohérent. Pour
l'étude du signe de f " il est en général bien plus efficace de faire une étude
papier/crayon (de toutes façons, c'est ce qui sera demandé au bac 1). Cependant, la
machine peut là aussi donner un certain nombre d'informations : .

Si on demande le signe de f " la
calculatrice répond que c'est le
produit des signes de chacun des
facteurs. Ce qui ne nous renseigne
pas beaucoup.

Par contre, si on demande pour
quelle valeur de x la dérivée
s'annule, il y a confirmation que
c'est pour x= 2.

(t1~r, n. ,TIn. ~TI r..·.TI rs I~ F8•F Algebra Cale Ot.her Prgr'110 Clear a-zoo.

[ In(~) 1
• sign In(x) 'ln(2' x)

Sign( In( ~))

signe In(x»' signe In(2' x»

• sOlve( à.~(yl(x» = a, x) x=~

solue(d(y1(x).x)=O.x)
IMAIN RIID ~IIN" 1:/111

3. Etude locale enzéro et en+00

Pour l'étude des encadrements, la calculatrice donne assez peu d'information en général.
Réfléchissons un peu : la fonction f est définie à l'aide d'une intégrale. Et on veut
encadrer f : l'inégalité de la moyenne s'impose!
Pour tout t compris entre x et 2x, la fonction logarithme étant croissante,

lnx S; lnt S; ln 2x, ce qui donne, pour x:/; 1, ln 12xS; l!t S; l~x .
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On peut intégrer sur chacun des intervalles ]0,![ et ] 1,+co[ où f est définie :

J2x 1 f2x 1 J2x 1
x ln 2x dt S x Int dt S x lnx dt

Ce qui donne: ln12x (2x - x) Sf(x) S ~x (2x - x), qui aboutit bien à l'inégalité

souhaitée : lnx2x S f(x) S I:X .
Remarque :il ne doit pas y avoir confusion entre les bornes, et la variable

d'intégration: pour le calcul def: ln12xdt, ln~x joue le rôle d'une constante,

puisque la variable d'intégration est t. En cas de doute, un coup d'oeilà la machine :

ru~T. n... .Tt n...~Tt r......Ti FS ,1 r&...F Algebra Calc Ot.her Prgl"lIOClear a-z ...

J2.X( 1 ) x
• x In(2'x) dt. In(2'x)
1<1/1n(2x).t.x.2x~
IMAIN ItAl) rI/Al rliNt fI'

Au delà de la complexité
apparente due à la multiplicité des
lettres, il s'agit d'une intégration
élémentaire :

tk dt = k.(b - a)
a

k étant une constante 12QllI
l'inté&ration, c'est à dire ne
dépendant pas de la variable
d'intégration.

L'exploitation de cette inégalité va nous permettre de préciser le comportement de la
fonction en 0 et en+co.

D'abord en zéro.

Les fonctions lnx2x et l~x ont même limite, 0, quand x tend vers 0 (aucune'

indétermination là dedans ...). D'où, par application du théorème d'encadrement : la
fonction f admet une limite, quand x tend vers 0, et cette limite est O.

On dispose ainsi de lim f(x)= O. Or, par définition, f(O)= O. Cela traduit que la
x~o

fonction f est continue en O.
Par ailleurs, en divisant par x strictement positif l'inégalité obtenue, on obtient :
\F(I;ln 2x) S \F(f(x);x) S \F(1;lnx) . Une même application du théorème

d'encadrement prouve que f~) tend vers 0 quand x tend vers O. Ce que l'on peut écrire:

lim f(x) - gO) = O. Cela traduit la dérivabilité de f en zéro, et f ' (0)= O. Il existe
x-+o x-

donc une tangente "horizontale", c'est à dire de pente nulle, à la courbe en zéro.
Un coup d'oeil sur le graphique pour contrôler cela.

La fenêtre est [0; 0,49] pour les x,
afin déviter les problèmes de non
définition en 0,5. Pour les y, la
fenêtre est de [-3, 1].

On observe la continuité en 0, et la
tangente "horizontale" à la courbe
en ce point

....PLOTS

J2.X( 1 )
"'-yl= x ln(t.) dt.

y2=
y3=
y4=
ys=
y6=
y7=
y~=
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Notons que la machine ne donne
pas la limite de la fonction en 0, ni

la limite de f~) .

La définition de la fonction n'est
sans doute pas assez explicite pour
la TI-92.
Le détour théorique, par les
inégalités, était inévitable!

1'F1~1 n. I~ n. J rlt..r, n,Tt u...FAlgebra Cale. Olher PrgMIOClear a-z ...

12'X( 1 )• 1iM vroo 1i... ln(l) dtx+e· x+e. x

[f X
[ 1 )~t• liM (y1(X») x~~~ x l;<l)x+0. x

limit<~1<x)/x_x_e_1)
IMAIN IIAD EXAC F' :>/llI

Voyons maintenant le comportement de f en+00.

On repart de l'inégalité 1 x2 sf(x) sIX .
n x nx

On sait, par application d'un théorème fondamental du cours (ne pas dire "à cause du

formulaire" ...), que lim Inx= 0, avec Inx> 0pour x> 1. D'où lim IX = +00, ce qui
X-Hco X x X-Hoonx

ne nous donne aucune information pour la limite de f(x). Utilisons alors l'inégalité de
gauche:

ln;x = i l;~x . Il suffit de remplacer 2x par X pour en déduire que x~ooln~x= +00,

ce qui prouve ici que lim f(x)= +00.
X~+OO

En divisant alors l'inégalité par x strictement positif, on obtient comme précédemment:

ln ~x sf~) s~x . Que se passe-t-il quand x tend vers+00 ? Une nouvelle application

du théorème d'encadrement prouve que f~) tend versO. Cela traduit que la courbe

admet, au voisinage de+00, une "branche parabolique d'axe horizontal" (comme pour la
fonction {X, ou la fonction lnx).
Un coup d'oeil sur le graphique.

Cette branche parabolique n'tait
pas évidente sur le graphique
contruit au départ (x variant entre
1,1 et 10).
Elle apparaît davantage sur le
graphique ci-contre, x variant
entre 1,1 et 20.
Mais on n'aura jamais d'image de
l'infini sur un écran ,

4. Etude de la fonction au voisinage de2"

L'inégalité 1 x2 ~ f(x) ~ IX que l'on a utilisé jusqu'ici est maintenant impuissante:n x nx

1· x l' x 1lm In2x = -00 et lm -1 - = - 2 1 2
X~ 0,5- x~ 0,5- nx n

Le théorème d'encadrement est ici de peu d'utilité: les gendarmes ne "serrent" aucun
voleur ... Il faut trouver autre chose.

(.>.'
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L'énoncé suggère l'utilisation de la fonction g, telle que g(t)= 2 - 2t + lnt, sur
l'intervalle ]0, 1].

'( ) 2 1 -2t + 1.. . 'f l" Il]0 1[ .g t = - + t = t' qUI est stnctement pOS1l1 sur mterva e ,2 ' strictement

négatif sur]!, 1]. Ce qui donne les variations de g.

t 0 a 1/2 1

g'(t) :+ °1
1
1

9
: ,1-ln2

~/0

°-00

La fonction g est-elle strictement croissante et continue sur]O,!]. La restriction de gà

cet intervalle réalise donc une bijection (théorème) de]O,!] sur son image.

Hm g(x) = -00 g(-21)= 1 -ln2 ( strictement positif).
x-e D
La fonction g s'annule donc une fois et une seule, pour une valeur a appartenantà

l'intervalle ]0,![.
Sur l'intervalle ~, 1], la fonction g est strictement décroissante. Comme g(l)= 0, la

fonction g est positive sur cet intervalle.
Le tableau de variation de g indique clairement que, pour tout t appartenant à [a, 1],
g(t) ~ 0, c'est à dire 2 - 2t+ Int ~ O. D'où l'inégalité souhaitée: Int ~ 2t - 2.
On en tire, pourt élément de [a, 1[ (il faut exclure l , pour ne pas diviser par 0...) :

1 1
Int S2t - 2

Si x appartient à l'intervalle [a,i[, alors 2x appartient à l'intervalle [a, 1[

On peut donc"intégrer l'inégalité" obtenue entre x et 2x (les bornes étant dans "le bon
sens").

f
2xl f2x l ,. If2xl
x Inx dt S x 2t _2 dt , c està due f(x) S 2 x t:l" dt.

,
On reconnaît pour l'intégrale de droite une forme ~.

,_l
f
2xl 1 2x 1 11-2x

D ou 2 x t:l" dt = 2 [ln It - 11]x = 2 [ln (2x - 1) -ln (x - 1)] = 21ny:-x

Attention au traitement des
valeurs absolues ...
Même en précisant que x est

inférieur à !, la calculatrice ne

donne pas une simplification
optimale de l'intégrale. Mais, à la
main, un calcul élémentaire
permet de conclure!

rrl~r, n· Il n·:l r ......-TI rs ITt ri...FAlgebra Cale Ot.her Prgl"lIOClear a-z ...

• J2' x (_l_)dt. (12'X-ll
x t.-l ln Ix-li

f2'X( 1 ) (-12'X-ll
• x t=Tdt.lx<.s ln x - 1

J(1/(t-1)~t~x~2*x)lx<.51
MAIN RAD 'KAC FUNCZI:
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On a ainsi une majoration de f sur l'intervalle [a, ~ :

C()< .!l 1-2x
J.' x - 2 n 1 _x

Lorsque x tend versî (par valeurs inférieures), 11-_~x tend vers 0+, et le logarithme

tend vers-00. Par majoration, f(x) tend aussi vers-00.

lim f(x) = -00. D'où l'existence d'une asymptote d'équation x= -21.Ce que l'on vérifiex-+ 0,5-
facilement sur un des graphiques déjà apparus.Attention à la syntaxe des limites!

- avec les valeurs absolues,il est
inutile de préciser "limite à
gauche" (évidemment, à gauche et

à droite deî, il se passe la même

chose);
- sans valeur absolue, il faut

préciser limite à gauche de i
(évidemment, à droite de l, il n'y a
rien).

rrl~l n. Il rl·~l....·.fI F5)~ .. ,...F Algebra Cale Other Prgr'110Clear a-z ...

('2'X -1'] -0• l iM ln 1 11x+.5 x-

• liM ln(2'X-l) undefx+.5 x-l

• liM ln( 2· x - 1) -41

x+.s- x-l

..,it(!n( (2x-1)/(x-1» lI'x"".5l1' -1)
IMAIN RAD [XAC rUNC 1110

5. Etude de la fonction au voisinage de 1.

On dispose de lnt ~ t -1.

L'établissement de cette inégalité est immédiat:il suffit d'étudier par exemple la
fonction lnt - t + 1.On rappelle que c'est une inégalité fondamentale: elle traduit que
la courbe de la fonction logarithme est sous la tangenteà la courbe au point d'abscisse
1 (se reporter au cours, refaire la démonstration en cas du moindre doute sur ce point).

Donc, en particulier, pour t élément de ]1,+00[, Int ~ t - 1 (on exclut 1 pour pouvoir
inverser cette inégalité, ce qui suppose que les deux membres ne s'annulent pas et soient
de même signe. Ce qui est bien le cas ici).

D, , 1 > 1 E é éd .,. fx 1 d ....J2x ~ou lnt - t=!. t, comme pr c emment, par mtegranon :x lnx t ~ x ~t

. Et, pour finir, f(x) ~ In
2x

-11 (on a supprimé les valeurs absolues, en tenant comptex-
du fait que x est strictement supérieur à 1).

Lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures, 2x -11tend vers+00, son logarithme
x-

aussi. Par application du théorème de minoration, lim f(x)= +00. Et existence d'une
x-+ 1+

asymptote d'équation x= 1.
L'étude théorique s'arrête là.
On laisse au lecteur le soin de résumer tous les résultats dans un tableau de variation

(attention, entrei et 1,il n'y a rien) : variations, et limites.

Puis un graphique soigné s'impose: asymptotes et points cruciaux doivent être
placés avec précision. Le point crucial ici est le point d'abscisse 2, et d'ordonnée f(2)
(valeur approchée à 10-2 près par défaut: 1, 92) : c'est un minimum local (ne pas
oublier de tracer en ce point une tangente de pente nulle). Fin du problème.
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Un troisième problème, plus facile,
traité en classe (Bac C, Amérique du N., 1994)

Corrigé par Maryse Noguès

L'énoncé (Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul)

Partie A Soit gn la fonction définie sur]O,+oo[ par gn(x)= x - n +~ ln x.

1. Etudier les variations de gn. Déterminer les limites de gn en 0 et en+00.

2. a) En déduire l'existence d'un réel positif (ln unique tel que gn«ln)= O.
b) Montrer que: 1S; (ln < e2.

2
c) Montrer que : In((ln)= 2 - ÏÏ (ln.

Exprimer gn+1«ln) en fonction de (ln et de n. En déduire que (ln+1> (ln.

3. En utilisant 2c), calculer lim In«ln) et en déduire Hm (ln.

Partie B Soit fla fonction définie sur]O,+oo[ par f(x) = 2x 1x x
2 x

-+ -+
Le plan est rapportéà un repère orthonormal(0, i ,j ) (unité graphique: 2 cm).

On appelle C la représentation graphique de f etCo la représentation graphique de la
fonction x ---+ ...fi.
1. Déterminer les limites de f en 0 et en+00.

2. Calculer f'(x), Vérifier que f(x) = &1~~ .
2x\'x

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Déterminer lim [f(x) - ...fi]. Que peut-on en déduire pour C?
X~+OO

5. Préciser les positions relatives de C etCo.
6. Dessiner C et CO.

Partie C Etude de la suite (Un) définie par Un= 1:!f( 1...!).
k=O" n

f2 f2 2x -ln x
1. Soit J = J f(x) dx = 1 2...fi dx.

a) Calculer 2 l~;.. dx à l'aide d'une intégration par parties.
1 2\, x

b) En déduire J.
2. Soit k un entier naturel tel que 0S; k S; n-1. En utilisant les variations de f sur [1,+00[,

1 k+l+-
1 k J n 1 k+l

montrer que ÏÏ f(l~) S; k f(x) dx S; ÏÏ f(l+-o).

1+"

3. En déduire que Un - f~)sJ S; Un - f~l) , puis: J + f~) S; Un S; J + f~) et Hm Un.
n~+oo
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Partie A. Etude des solutions de l'équation de.1.'équation
gn(x)' = 0

Avant de se lancer, repèrer l'objectif de cette partie:ils'agit de l'étude des solutions de

l'équation gn(x)= 0 (l'énoncé précise qu'il n'yen a qu'une, an pour tout n) et ensuite

déterminer la limite de la suite (an).

1. Il est assez rapide et intéressant d'avoir un aperçu des courbes représentatives de gn
pour différentes valeurs de n.

Pour n= {l, 2, 3, 4, 10, 100,200,
l000} on obtient sur [0,1O]x[-5,5]
les graphes ci-contre.

On a sans problème:

g'n (x) = 1+ ;x qui est strictement

positif pour XE ]O,+oo[ puisque
n > 0, donc pour tout n, gn croît

Pour la limite en 0, pas de problème

non plus, limo gn(x»= -00.
X~

Mais attention la calculatrice
refusera de confirmer votre réponse
si on ne précise pas en 0+ et pour
une valeur particulière de n.

Pour lim gn(x)= +00, pas de
X~+OO

problème non plus et cette fois-ci la
calculatrice confirmera votre
réponse.

• liM (x - n + ~ . In<X»)
x+e

• liM(X - n + ~ . In<X»)
x+e·

• liM (x - n + ~ . In<X») 1 n = 1
x+e·

undef

undef

-oc

.u mi t {x-n+n/2-11:1n (x>, x, 0, 1 >1 n=1.
~

2. a) Pour tout n, gn continue strictement croissante est donc bijective de]O,+oo[ sur IR,

ce qui assure l'existence d'un réel unique an tel que gn(an)= O.

b) Pour établir que 1 ~ an< e2, il suffit donc d'évaluer
gn(l) = -n+ 1s0 si n ~ 1
et gn(e2) = e2 > O.
On applique donc à nouveau le théorème précédent sur l'intervalle[1, e2] et comme

o E [-n+ l,e2], intervalle image (avec 0 qui peut être égal à -n+ 1 si n= 1), on a bien:

1san < e2•

c) gn(an) = 0 se traduisant par an - n + ~ In(an) = 0, iln'est pas difficile d'en conclure

que In(an)= 2 - ~ an. Cette dernière égalité permet ainsi d'écrire:

gn+l (an) = an - (n+1) + n; Iln(an), c'est à dire gn+l (an)= an - (n+1) + n; 1( 2 - ~ an)

n+I 1
ou encore gn+l(an)= an -fi an = - ÏÏ an·
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1
L'encadrement 1 San< e2 assure que an> 0; comme -iï < 0, on a donc gn+l(ao)< O.

Comme gn+l est bijective de [an,e2] sur [gn+l (an),e2] et gn+l (an) < 0 l'antécédent de 0

par gn+1est donc an+ 1 > an·

3. L'inégalité 1 S an< e2 permet d'obtenir

soit 2 - ~ e2 < ln(an) S 2 - ~

Le théorème d'encadrement des limites permet.alors de dire que Hm ln(an}= 2.
n~+oo

2 2 2
2 - - e2 < 2 - - an S 2 - -n n n'

On peut ainsi déduire lim an, puisque par composition :
n~+oo

Hm eln(an} = Hm an = e2.
n~+oo n~+oo

La calculatrice ne vous permettra pas d'établir tous ces résultats, ni d'affirmer que la
suite (an) est croissante. Ici vous pourrez seulement vérifier par exemple que :

n+l 2 1
gn+l(an) = an - (n+ l) +2 (2 - li an> = - li an en entrant par exemple aà la place

de an. I/uülisation de solve dans l'application principale ne vous donnera pas non plus
d'indication sur les valeurs exactes des solutions.

Même pour n= 1, où la solution 1 est assez facileà voir (x-l +~ lnx = 0), elle ne donne

pas la valeur en mode exact, seulement en mode approché.
Par ailleurs la convergence vers e2 est assez lente (voir le premier schéma où l'on a
représenté glOOO).En mode approché, ilfaut demander de résoudresiooax) = 0 pour
obtenir une valeur ''proche'' de e2.
Mais ceci est un énoncé de bac, et en faitil suffit de "suivre" les indications données.

Partie B. Etude de la fonction f définie sur ]O,+~[ par
2x - ln x

f(x) = 2{X

Il s'agit ici d'étudier la fonction f en utilisant la fonction auxiliaire gl de la première
partie. En anticipant un peu sur l'énoncé on a représenté simultanémentf et ...Ji sur
]0,1O]x[O,5].

1. On a Hm f(x)= +00 sans problème,
X~O+

numérateur qui tend vers+00 et
dénominateur vers 0 par valeurs
positives.
(Résultat undef avec la calculatrice si
on ne précise pas 0+).

Pour Hm f(x) ,ilYa par contre une
X~+OO

indétermination mais la calculatrice
donne le résultat,+00.
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Il s'agit donc d'établir celui-ci: on écrit f sous laforme f(x) = {i _ In~) .

En effectuant le changement de variableX = {i on a alors lim ln~) = Hm IniX)
X-Hoo X X-++oo

= 0 (résultat du cours), ce qui permet d'établir lim f(x)= +00.
x-++oo

2. Dérivée de f.
Le résultat est donné dans l'énoncé, la calculatrice donne la forme:

f(x) = ln(x~ :3~X-l) qui correspond bien à~~à condition de diviser par 2

numérateur et dénominateur, et de transformer x3/2 en x{i.
Pour établir ce résultat par le calcul,il suffit maintenant de procéder méthodiquement à

1 2
(2 - -)2Vi - (2x-lnx) Vi

partir de x (2Vi)2 2 x (attention, donner le jour du bac seulement le

résultat donné par la machine, sans justifications ou calculs intermédiaires ne suffira pas
!)

3. Les résultats de la première partie nous donnent le signe de gl (x) (se souvenir que al
= 1), et ainsi les variations de f, décroissante sur ]0,1] croissante sur [1,+oo[ avec une
tangente horizontale au point(1,1).

4. La forme utilisée précédement f(x)= Vi - ln::) permet d'écrire:

1· ( -C l' In(-Vx) .lm [~x) - "V x] = lm - _C = 0 (VOIr 1).
x-++00 X -++00 "V x
Ainsi les courbes C etCo sont asymptotes en+00.

5. L'étude du signe de f(x) -{X = - lnt) permet de dire que C est au dessus deCo sur

]0, 1[ puisque on a alors:

0< {X < l, soit ln({i) < 0 et donc - Int) > 0 ;

La seule difficulté de cette partie est le calcul de la dérivée et aussi peut être d'établir la
limite de f en+00. La calculatrice donne les résultats sans problème, resteà les justifier
un jour de bac ... De toute façon l'énoncé donnant lui même la réponse pour f', on
pourra toujours poursuivre les questions. Quant aux courbeC et CO,el/es sont bien
asymptotes mais se rapprochent lentement l'une de l'autre: on peut vérifier en faisant

résoudre par la calculatrice - ln!jj) = - 10-1 que l'écart entreC et Co sera inférieurà

10-1 si x> 1280 (à l'unité près). Pour un écart inférieurà 10-2 il faut que x> 418967.
Conclusion : ne pas représenter deux courbes qui sur votre feuille se "toucheraient"
presque! Pour x= 5 par exemple, avec une unité de Zcm , l'écart entre les2 courbes
est d'environ 7mm.

Partie C. Suite, intégrale et aire.

Il s'agit de trouver dans cette partie la limite d'une suite (Un) dont le terme général est
une somme définieàpartir de f (dans le cours d'intégration rf;oir la limite de la série

harmonique !).La dernière question donne la réponse:J = J' f(x) dx.
1



Enseigner en TerminaleSavec descalculatrices
comprenant un systèmede mathématique symbolique.

IREM de Montpellier, page 72

Pour bien comprendre celail faut penser ici en terme d'aire et interpréter
nI k

Un = L,,", f(l +0) ,etJ, comme des aires.
k=lr

Les deux schémas suivants permettent de "voir" comment l'aire des rectangles qui
correspond à Un (on a pris n= 5) tend vers l'aire du domaine limité par f et (Ox) sur
[1,2] c'est à direJ.

Le résultat sera établi par encadrement.

1. a) Calcul de J
2

~ ~ dx à l'aide d'une intégration par parties.
1 2" x

La calculatrice donne ..fi (ln x -2) pour primitive de l~~ . Reste donc à établir ce
2"x

résultat.

On pose u(x)= ln x d'où u'(x) = !
x

1
v'(x) = _r= d'où v(x) = ..fi

2"x

J2 l~~ dx= [..fi ln x]2 _J2...[X dx= [..filnx-2..Jit = [{X (lnx-2) ]2
1 2" XII xII

= {ï (ln 2 - 2) + 2

On pourra comparer avec la forme
donnée par la calculatrice.

,J'(f(x) ..x,1,2)
wi.. ,,, l'

• J( In(x) )dX
2'JX

JX '(ln(x) - 2

-JX -(3 'ln(x) - 2 ·(x + 3))
3

-(3 .J2 . 1n( 2) - 2 .(5 .J2 - 4))
3

«s f(x)dx

-1: f(x)dx

2. On a déjà montré que f est croissante sur[1,+00[.
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Donc, sik entier tel que: 0 S; k S; n-l, pour toutx E [1~; 1+k: 1 ] , on aura

l+k+l

! f(I~) S; f n f(x) dx S!f(I+ k+1)
n n k n n

l+ïi

(application de l'inégalité de la moyenne sur un intervalle d'amplitudek)
3. En sommant la dernière égalité pour k de 0à n-I, on a:
n-l 1 k f2 n-I 1 k 1
1: -f(IF) S f(x) dx S 1: -f(l~)

k=On n 1 k=on n

et donc

On notera que le membre de droite s'écrit aussi ~!f( 1~).
k=1 n n

Cette double inégalité peut alors s'écrire: Un - f~) S J S Un _ f~l)

(il manque à Un le terme correspondantàk = n dans le premier membre et celui
correspondant à k= 0 dans le dernier membre de l'inéquation précédente)

Il est assez immédiat d'écrire la dernière inégalité sous la forme:

J+ f(1) SUS J + f(2)
nOn

et d'obtenir par encadrement lim Uo.= J (puisque lim f(1) = lim f(2) = O.
O-Hoo O-Hoo n 0--++00 n

On peut observer les valeurs approchées données par la calculatrice pour U100et J.

rr1~1 n.. Il n ..~lr't".TI rS)l r,...F Aigebrël Cale Other PrgMIOClear a-z ...

100

·k~Jl~0·f(l+ 1~0)) 1.06796812ï

·J~f(x)cix
-( 3·J2 ·lrl(2) - 2·(5·12 -4))

3

·J~f(x)cix 1.06712039E

,J'(f(x),x,1,2)
... L " ' " F INCYlYII

Il n'y a pas de difficultés pour les questions2 et 3 de cette partie,il s'agit "d'un jeu
d'écriture". Les résultats pourJ sont donnés par la calculatrice, leur forme n'est pas
forcément celle que vous leur donneriez.
Cette partie est très "claire" si l'on interprète ce qu'il faut faire en terme d'aire,
l'énoncé ne le suggère pas,il faut doncy penser.
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1, 2,
nombreux

3,
TP.

de
• •
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Il faut co-or-don-ner ....

Un élément essentiel de
l'intégration des outils de calcul

Un cadre particulier

On trouvera ci-après le texte des 18TP qui ont jalonné l'année. Ce sont des travaux
de recherche qui ont été choisis en fonction de plusieurs critères :

- ils préparent, ou permettent d'approfondir des éléments essentiels du cours de TS ;
- chaque TP présente une question problématique, dont la résolution ne peut pas

venir d'une évocation mécanique du cours ;
- tous les élèves, quelque soit leur niveau, peuvent aborder le travail donné;
- chaqueTP peut donner matièreà des prolongements théoriques qui permettent de

poursuivre éventuellement la réflexion;
- la calculatrice, d'abord graphique, puis formelle, donne des indications qui peuvent

influer sur le travail réalisé;
- les TP ne sont pas isolés les uns des autres, mais ils se croisent et s'entrecroisent

tout au long de l'année.

Il s'agit donc de coordonner les résultats issus du calcul papier / crayon, des
observations de la machine, desTP antérieurs ...

On présentera pour chaqueTP l'énoncé, le cadre dans lequelil s'inscrit, et des pistes
de résolution. Celles-ci s'organiseront, à partir de l'arrivée des TI-92, c'est à dire à partir
du TP Il, dans un développement intitulé "Vues et changement de points de vue sur le.
TPno ...".

Une organisation particulière

A la lecture de certains énoncés, on sera peut-être étonné de la difficulté (ou parfois
de la simplicité ...) du travail proposé. On peut se poser la question: des élèves vont-ils
vraiment se mobiliser sur de telles questions ?

Il faut réaliser que tout cela n'a pas été immédiat: l'investissement dans cesTP a été
un processus.

Dès le début de l'année, il a été convenu qu'une heure par semaine serait réservée à
cette activité. Les élèves ont constitué des groupes de 2 (plus de 2 était exclu, du fait de
la petitesse des écrans, qui implique une certaine "intimité" des échanges). Chaque
binôme avait à rédiger un rapport de recherche pendant leTP.

Les professeurs de l'équipe de suivi de l'expérimentation assistaient aux TP, mais ne
répondaient pas directement aux questions posées par les élèves : leur rôle était plutôt
d'aider à reformuler les questions, à faire le point sur l'état de la recherche.

La mise au point de ce contrat n'a pas été chose facile:
-Ie rôle d'un professeur n'est-il pas de répondre aux questions?

- la rédaction d'un devoir de mathématique ne consiste-t-elle pasà justifier les
résultats en gommant les phases de recherche (et encore plus les tatonnements et les
erreurs ...)?

- réussir en mathématiques, n'est-ce pas trouver les réponses aux questions posées?
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Bref, pendant tout un temps,ilest apparu que les mathématiques des TP étaient des
mathématiques à l'envers : des énoncés insensés, des professeurs muets, une rédaction
en forme de torchon.

Et puis, peu à peu, la curiosité s'est éveillée, une certaine cohérence, ou
complémentarité, est apparue entre le cours, les TP, les devoirs à la maison.

Mais on ne peut pas dire que le contrat s'est progressivement installé. Cela a été
l'objet de renégociations permanentes, de redéfinitions partielles.

On trouvera tout cela dans le Volume 2 (bilan d'une expérimentation).
Mais il faut avoir ces éléments en tête quand on lit les différents TP.
Cela veut dire aussi que tel ou tel TP ne peut pas être proposé tel quel à une classe

donnée: à situations différentes, dispositifs différents. Il faut réfléchir à l'état de la
classe, aux traditions établies, au contrat passé en début d'année ...

Et surtout, ilfaut éviter ilme semble de travestir un cours ordinaire en TP ... "Je pose
une question, je laisse réfléchir 5 minutes, et je donne la réponse".

L'art aes?!P, c'est Cartde laisser au temps au temps.

Le mieux, il me semble, est d'instaurer une tradition progressive dans la classe:
15rnn, puis 30 rnn de réflexion, d'installer des habitudes de travail en groupes de deux
(toujours les mêmes si possible), de laisser mijoter le problème une semaine dans la
classe, de montrer l'intérêt de changer de méthode, de point de vue, de signaler que la
découverte d'impasses fait partie aussi de la construction de la "géographie" d'un
problème ...

Bref, ilvaut mieux dire :"je vais tenter l'expérience sur l'année", plutôt que "je vais
tenter l'expérience une fois cette année".

Pour suivre ce qui va suivre ...

On trouvera pour chaque TP un énoncé (heureusement!), puis une description
sommaire du cadre de travail (le thème mathématique, la question problématique, les
objectifs pédagogiques, et les hypothèses de déroulement). Le mot hypothèse n'est pas
idéal : en fait il traduit une partie des observations réalisées effectivement cette année.
Mais iln'est pas dit que la reproduction du TP dans une autre classe entraîne les mêmes
comportements. D'où le mot hypothèses ...

On trouvera dans ces hypothèses des expressions un peu curieuses : élèves de type
bricoleur, théorique, rationnel, scolaire, expérimentateur. Il ne s'agit pas là de pure
invention langagière ... Cela s'inscrit dans une typologie des comportements observés,
que l'on trouvera détaillée dans le Volume 2.

Enfin on trouvera à la fin des premiers TP, réalisés sans TI-92, un paragraphe
intitulé "variantes" : qu'aurait-on pu imaginer comme autre problème, sur le même
thème, avec une TI-92 ? Ou qu'aurait changé la présence d'une TI-92 pour la réalisation
de ce TP?

Libres variations sur thème imposé ...

Bonne lecture, crayon et machine en main.
Il est tout à fait probable que, dans les changements de points de vue évoqués,

certains nous aient échappé. Merci d'avance pour tous les compléments (ou
rectificatifs!).
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~ TP--------- .

•un=-4
XPlax=15
Xsel=l
YPlin=-150000
YPlax=50000
Ysel=0

TP traité avec des calculatrices
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1.Le travail donné aux élèves 8

TP nO}.

Soit P le polynôme qui, à tout x réel associe:
P(x) = - 121011 - 14290,1989 x+ 5601,73023 x2 - 300,56003 x3 + 0,03 x4

1. Déterminer les limites de P en+00 et -00.

2.0n veut résoudre maintenant "expérimentalement" l'équation P (x)= O.

Pour cela, vous utiliserez votre calculatrice graphique, les résultats de la première
question, et vos connaissances générales sur ce type defonctions ...
Vous reproduirez précisément sur feuille les graphiques apparus sur l'écrande votre
machine et qui ont été utilisés dans la résolution (préciserà chaque fois la fenêtre
d'affichage)
- Combien de solutions semble avoir cette équation?
- Quel encadrement dorme votre calculatrice pour chacune d'entre elles ?

3. Utilisez les résultats obtenus à la question 1 et 2 pour donner une estimation de
l'allure générale de la courbe de P.

4. Prouver les résultats observés en revenant sur l'étude théorique de l'équation
P(x) = O.

2.Le cadre de travail
Le thème. Il y a là un thème principal, l'étude des limites, et un thème secondaire, la
résolution des équation.

La question problématique. Il y a contradiction apparente entre la limite annoncée en
+00, et la représentation graphique que donne la machine pour la fonction sur une
fenêtre "raisonnable" :

nrn= -4
Xl'lax=15
Xscl=l
Yl'lin=-150000
Yl'lax=50000
Yscl=0

L'objectif pédagogique. liest en fait double:
- sur le plan théorique, il s'agit de donner un fondement moins approximatif à la
notion lim f(x) = +00. Une fonction qui réalise cela est une fonction qui prendra des

X~+OO

valeurs aussi grandes que l'on veut dès que x sera suffisamment grand. Et donc, ici, une
fonction qui sera positive (et le restera) à partir d'une certaine valeur dex.
- sur le plan de la machine,il s'agit d'organiser les premiers aller-retour entre
apparences (éventuellement trompeuses) et résultats théoriques. Ce qui suppose une
organisation des apparences (le choix d'une fenêtre adéquate n'est pas évident. ..), et une

8 Ilest extrait dela brochure 1995 de l'Equipe Analyse de l'IREM de MontpellierDes/onctions et des
graphes.

o.
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organisation de ses propres connaissances. C'est cet objectif qui explique le choix d'un
énoncé vague :"combien de solutions semble avoir cette équation" ...

Hypothèses de déroulement. Si on laisse le temps au temps (ce qui est absolument
indispensable dans ce type d'activités), et si on laisse la discussion se dérouler librement
entre les élèves, on pourra voir apparaître plusieurs types de comportement:
- certains élèves diront peut-être que, ici, c'est x3 qui dicte sa loi, parce qu'il a un
coefficient beaucoup plus fort que celui de x4. Donc, en fait, la fonction f aurait pour
limite -00quand x tend vers+00 ;
- certains élèves diront peut-être que "la machine fait n'importe quoi" ;
- d'autres annonceront peut-être sans problèmes des résultats contradictoires.
Mais la plupart auront sans doute de grandes difficultésà choisir une fenêtre qui
permette de "voir" quelque chose ...

3.Le retour critique en classe
Quelques pistes à emprunter, en fonction des réponses des élèves, des questions
soulevées pendant le TP ...

- du point de vue théorique: retour sur les limites de polynômes.
P(x) = - 121011 - 14290,1989 x + 5601,73023 x2 - 300,56003 x3 + 0,03 x4 =
O 03 4 (1 300,56003 5601, 730 23 14290, 1989 121 011 ) L" té At ' t

, x - 0,03x + 0,03x2 - 0,03 x3 - 0,03x4 . In re nes pas

seulement ici de redonner la démonstration usuelle (la parenthèse tend vers 1 quand x
tend vers+00), mais de lui donner un fondement numérique. Ainsi on peut utiliser cette
forme pour répondre à la question: "à partir de quelle valeur de x est-on sûr que le
polynôme deviendra - et restera - positif7". Il est clair qu'il suffit de choisir x tel que
l'on ait simultanément:
300,56003 1 14290, 1989 1 121 011 1

o 03x < "3 0, 03x3 < "3 0, 03x4 <"3
Ce qui donne x> 30 056. L'utilisation de la calculatrice permet de vérifier que le
résultat est atteint, mais que celui-ci n'est pas optimal.

- du point de vue technlco-mathématique : retour sur le fenêtrage.
La factorisation ci-dessus permet de donner un sens à l'expression: "un polynôme est
équivalent en +00à son terme de plus haut degré", et est utile pour choisir une fenêtre
adaptéeà la représentation graphique d'un polynôme donné. Si la plage choisie pour x
est [-1000; 1000], on pourra commencer par sélectionner -en première approche- une
plage de [-0,03.10004 ; +0,03.100Q4] pour les y.
On pourra d'ailleurs comparer, dans une telle fenêtre, la courbe du polynôme P et celle
de 0, 03x4. La confusion est assez troublante.
Cette stratégie de cadrage est assez efficace. Cependant, elle a des effets pervers : elle
peut entraîner une confusion avec la notion de courbes asymptotes. Si les polynômes P
et 0, 03x4 "se ressemblent", c'est que leurs courbes sont asymptotes ... Il n'est pas inutile
d'insister sur la différence des deux fonctions qui,à l'évidence, ne tend pas versO.

- du point de vue des rapports entre ce qui se voit, et ce qui est vrai: ce n'est pas
pareil...
Il est décisif de montrer, dès ce permier TP, l'importance de prendre du recul sur les
l'observation. Ce recul est d'autant plus nécessaire qu'il s'agit ici de limites infinies, et
que la calculatrice ne "gère" ni l'infiniment grand, ni l'infiniment petit. Ainsi, si la
"remontée" du polynôme s'était faite trop loin pour les capacités de calcul de la
machine, on n'aurait pas pu l'observer. Cependant, cela n'aurait pas remis en question le
fait que cette remontée existe ... La classe de TS, avec l'introduction des fonctions
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logarithme et exponentielle permettra de "voir" de telles situations. On peut déjà
observer une fonction du type{X - l0000sinx. Cette fonction est supérieure à
fi-10000 et a donc pour limite+00 quand x tend vers +00. Cependant, on ne pourra
même pas la voir "rentrer dans les nombres positifs et y rester" puisque la plupart des
calculatrices graphiques ne calculent pas les sinus au delà de1010..•

- du point de vue du problème lui-même : on pourra enfin étudier en détail, par
dérivations successives les variations de P, pour préparer le TP suivant.

4 .Variantes ...
Fonction des objectifs d'apprentissage

Le travail réalisé ici est lié aux objectifs d'apprentissage du moment: la notion de limite
infinie. A un autre moment de l'année, ce TP pourrait être orienté autrement:
- on pourrait s'attacher au rapport entre le degré du polynôme, et le nombre de ses
racines. En récupérant les résultats acquis en classe de Première, on pourra prouver que
le nombre de racines est inférieur ou égal au degré (orientation "algébrique",liée à la
factorisation d'un polynôme) ;
- on pourrait s'intéresser à la question des zéros multiples : à quelles conditions a-t-on
une racine double, triple? (orientation "analytique", liée à la dérivation) ;
- on pourrait localiser les racines en utilisant les suites géométriques9 . On prouve ainsi
que les racines (si elles existent!) se trouvent nécessairement dans l'intervalle ]-A, Al,

où A = Max(::~I)+1, an étant le coefficient du terme de plus haut degré, et les ai les

autres coefficients. On constatera d'ailleurs que cela donne un résultat beaucoup moins
fin que la méthode indiquée au début ( A= 4 033 700, au lieu de 30 056). Les méthodes
les plus sophistiquées ne sont pas forcément les meilleures ...

Fonction des outils utilisés.

Ce TP est proposé pour un travail à partir de calculatrices simplement graphiques. Si les
élèves avaient possédé à ce moment les TI-92, le travail aurait du être orienté
différemment. ..

Le polynôme P a été rentré dans le
fichier de fonction, en YI.
La machine donne l'ensemble des
zéros du polynôme (en valeurs
exactes), le factorise, donne ses
limites, sa dérivée ...

a-z...

NB : quand une ligne se termine
par une petite flèche, cela signifie
qu'il faut aller récupérer une partie
de l'information avec le curseur "à
droite" de l'écran.

solve(yl(x) = e, x)
x = 1eeee or x= 11ee1 or x = 11 or x=leee
factor(y1(x) = e, x)
(x - leeee) ·(x - 11)'(3' x+ le)·( Ieee· x - 1:~

leeeee

Alors, ne reste-t-il rien à faire? Non, bien sûr. Simplement le problème se déplace.

9 BERNARD, FAURE, NOGUES, NOUAZE, TROUCHE, 1994,Activités mathématiques pour les
sections scientifiquesde lycée, IREM de Montpellier.



Enseigner enT'erminale S avecdes calculatrices
comprenant un systèmedemathimatique symbolique.

IREM deMontpel/ier, page 83

- on peut garder le même polynôme, et travailler sur différentes représentations
graphiques (cfTP 2) ;
- on peut modifier les coefficients du polynôme. La calculatrice ne pourra sans doute
plus déterminer les valeurs exactes des racines (elle a pu les déterminer toutes ici parce
qu'elles étaient rationnelles). Elle travaillera alors en valeur approchée (cfTP 11) ;

En valeur exacte, la calculatrice
renvoie seulement l'équation, en la
transformant (ce qui peut inciter
des élèvesàdécider que -1 est
solution ...).
En valeur approchée, et en mode
réel, une solution.
En valeur approchée, et en mode
complexe, trois solutions.
Il faut réfléchir à la formulation de
la demande ...

solve(x3 + x2 + 1 = e~x) x2·(x + 1) =
solve(x3 + x2 + 1 = e,x)

x = -1.46557123

eSolve(x3 + x2 + 1 = a, x)
x = •233 + • 793·i or x = • 233 - •793 .i or

a-z ...

- on peut travailler sur des équations pour lesquelles la calculatrice, non seulement ne
donne pas de valeurs exactes, mais encore ne donne pas le nombre de racines attendu en
valeurs approchées (cf TP 17).

Ces deux équations ont
théoriquement le même nombre de
solutions.

En valeur approchée, la
calculatrice détecte une solution
pour l'une, et deux solutions pour
l'autre.

a-z ...

Ces exercices sont d'autant plus nécessaires que la disposition d'outils. puissants ne
donne pas naturellement un fondement plus solide aux notions enseignées, ici la notion
de limite.

La machine annonce bien que la
fonction ici définie a comme
limite +00.
Mais les valeurs attribuées aux
images des "grands nombres",
suivant le mode de calcul, sont 0,
"indéfinies", ou "dépassement de
capacité".

rrl~l n. ~~n...J r......] n,l Fi...F Aigebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...
eX

Done• 10ee" f(x)
x

• lil"l f(x) GI

X'HO

• f( 1eee) e.
• f0(00) Error: Overflo ..
• re 100(0) undel
f(10000>1

IMAIN AP~lml rUNe '1:/]0

On voit toutes les confusions
possibles ...

Nouveaux temps, nouvelles moeurs. Nouveaux outils, nouveaux problèmes ...
Mais ces déplacements d'activités ne sont pas nouveaux: qui enseigne aujourd'hui les
algorithmes d'extraction de racine carrée dans les collèges (ou les lycées)?
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.........li TP

TP traité avec des calculatrices es.
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1.Le travail donné aux élèves

TP n0.2

On reprend le polynôme P qui, à tout x réel, associe :
P(x) = - 121011 - 14290,1989 x+ 5601,73023 x2 - 300,56003 x3 + 0,03 x4

On connait désormais les limites et les variations de ce polynôme (décroissant-
croissant-décroissant -croissant).

1. Déterminez des fenêtres pour lesquelles la machine donne successivement chacune
des trois représentations graphiques ci-contre (ou une représentation de même "allure").

2. On veut maintenant déterminer le plus précisément les racines de P.
- donnez, en utilisant votre machine, un encadrement le plus précis possible pour
chacune d'entre elles;
- pouvez-vous alors déterminer la valeur exacte de chacune d'entre elles?
(si oui, expliquer précisément pourquoiil s'agit bien d'une valeur exacte)

2.Le cadre de travail
Il s'agit d'un TP de "reprise" d'activité. Il s'agit de voir d'abord si les apprentissages du
dernier TP concernant l'adaptation de la fenêtre graphique ont été mémorisés. Et
ensuite d'aller plus loin dans la résolution de l'équation.

Le thème.

Distinction valeur exacte, valeur approchée.

La question problématique.

Les différentes commandes de la calculatrice graphique (Trace, Intersection, Zéro)
sont-elles fiables?
Si la machine annonce P(a)= 0, peut-on affirmer que a est racine de P ?

L'objectif pédagogique.

Il s'agit de développer les attitudes de contrôle de la machine:

- sur le plan graphique (ne pas prendre les fenêtres au hasard, choisir ce.que l'on va voir
en fonction des objectifs du problème) ;

- sur le plan numérique: le résultat annoncé est-il exact? Quelle est la qualité de la
valeur approchée ?
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Les hypothèses de déroulement.

- Plusieurs activités ayant été données sur les questions de fenêtrage, en particulier sur
l'ajustement des fenêtres pour les fonctions polynômes (équivalentes au terme de plus
haut degré), et les variations du polynôme P ayant été vues en classe (le tableau de
variation de la fonction reste inscrit... au tableau noir pendant tout le TP), on peut
espérer que les élèves sauront identifier les intervalles adéquats pour obtenir les
graphiques souhaités.
- Aucune indication n'est donnée sur un décollement éventuel des deux racines proches
de 11. On peut penser que seuls les élèves ayant une bonne maîtrise du zoom pourront
effectuer la séparation.

Mln=10.999
XMax= 11. 002
Xsc.l=l
YMin=-.01
YMax=.01
Ysc.l=0

Il s'agit en fait là plus que d'une compétence purement technique:il faut avoir compris
aussi que, pour une étude locale,ilne faut plus déterminer la fenêtre en se réglant sur le
terme de plus haut dégré (ce qui donnerait ici -100 <y< 100...), et ne permettrait pas de
voir grand chose...
Enfin on peut émettre l'hypothèse que les élèves, dans une logique d'étancheïté
formule/graphique, ne reviendront pas au calcul pour justifier l'exactitude supposée des
racines déterminées par encadrements successifs.

3.Retour critique en classe
A nouveau sur le fenêtrage

De nombreuses questions peuvent être abordées, qui seront reprises lors du TP 8 : quels
sont les critères pertinents qui permettent de choisir une fenêtre (points cruciaux,
variations de la fonction, ) ? Il vaut mieux éviter le hasard, et travailler avec le tableau
de variations sous les yeux .
Pour information, les fenêtres qui ont donné les graphiquesproposés aux élèves :

Mln=-4
XMax=15
Xsc.l=1
YMin=-150900
YMax=50000
Ysc.l=0

Mln=0
XMax=12000
Xsc.l=0
YMin= -50000000 ...
YMax=lE14
Ysc.l=0

Mln=-3000
XMax=12000
Xsc.l=0
YMin= -31590000 .
YMax= 100000000 .
Ysc.l=0

y a-t-il unicité de la fenêtre correspondant à une représentation donnée? Y a-t-il une
meilleure représentation?li faut aussi compter avec le fait que les élèves n'ont pas tous
la même calculatrice, que certains modèles disposent de fonction d'ajustement
automatique "des y aux x". Les questions sont nombreuses, aussi bien en TP qu'en
retour en classe. Il faut les sérier, en reprendre au vol, en laisser pour un autre TP...
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Une nouvelle question, décisive: valeur exacte, ou valeur approchée?

Et, question subsidiaire, combien y a-t-il de racines1

L'utilisation de la calculatrice, combinée au tableau de variation de la fonction, permet
une localisation des racines.Il se peut même que certaines fenêtres fassent tomber
"pile" sur les racines10. Mais l'obtention d'un zéro par la calculatricepermet-elle
d'affmner que la racine trouvée est exacte1

y=o

1
Mln=2600

XMax=12000
Xscl=0
YMin=-50000000 ..
YMax=500000000 ..
Yscl=0

.... .. K=10000 y=o

Répondreà cette question suppose que l'on s'intéresse aux capacités de la machine: elle
peut gérer des plages de 12 chiffres. Dans ces conditions, pour contrôler la fiablité du
résultat P(ll) = 0, il faut "mesurer" la longueur des nombres en cause dans les
opérations successives. Pour P (-10/3), on peut contourner la difficulté des nombres
rationnels non décimaux en réduisant au même dénominateur, et en évaluant-avec la
machine- le numérateur, etc.

Avec une pincée d'algèbre ou d'analyse.

Une fois déterminée la valeur exacte d'une racine, on pourra éventuellement suggérer
une factorisation, pour "alléger" le degré du polynôme.A la question: "la courbe est-
elle tangenteà l'axe des abscisses au pointIl 1", on pourra répondre par une allusionà
la dérivation ...

L'essentiel étant de reprendre les pistes ouvertes par les élèves pendant le TP, et de ne
pas se laisserenfermer dans un travail avec la seule calculatrice, mais de faire jouer
toutes les inter-actions possibles entre la théorie et le calcul machine.

4 .Variantes ...
Ilne faudrait pas que s'ancre l'idée chez les élèves que, avec un peu de discernement et
d'astuce, on peut obtenir les valeurs exactes des racines de tout polynôme:
- on localiserait les racines avec la calculatrice;
- on aurait l'idée d'éventuelles valeurs exactes (ce qui s'est passé dans le TP n02 : -3,
3333 ... c'est forcément -10/3! ) ;
- et on vérifierait que ces valeurs sont bien exactes avec un calcul à la main "assisté par
la machine'L.
C'était le cas pour le polynôme du TP,il serait bon de donner d'autres exemples où on
ne peut qu'encadrer les racines,à l'aide par exemple du "théorème de la bijection".

10Pour obtenir ces situations "rares",il faut forcément réfléchir un peu, et faire quelques calculs basés
sur le nombre de pixels de l'écran (cf 1P n06)
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Avec la TI·92.

Les exemples de reflexion sur les rapports calcul exact/calcul approché ne
manquent pas avec un tel outil, qui gère "en son sein" les deux types de calcul...

Un exemple parmi d'autres (découvert par hasard, au cours d'une activité en
classe) :

La machine donne la valeur exactet--=--&;..;.;;;..::,.=....;;.a.;;...;;;.;;..;;...L;;...;.;..;..;;.;....a;....;.~;.;;...;;.,I..;;..;;;.;;...;;;~.;;.....;~

de cos (;). Elle peut aussi en

donner une valeur approchée.

Si on lui demande : "la valeur
exacte et la valeur approchée
coïncident-elles ?", elle répond
"False", c'estàdire "Faux".

• eos( :)

• eos( :)

• eos(T) = .92387953251128

La machine opère donc une distinction salutaire entre calcul exact et calcul
approché.

Par contre, la machine ne connaît

1t
pas cos(16) en valeur exacte.

Elle n'en connaît qu'une valeur
approchée. Le calcul de la valeur

1t
exacte de cos(16) ne présente

cependant pas de difficulté.

1T1~T. n... T n ... l rit... 1 FS.l F'
...FIAI gebra ICa1eJOth erJPr91'1IOICIear a-z ...

• eos( 1~)
• eos( t6)

eos( 1~

•98e78528e4e~

[ .... '.19.1
IMAIN IIAD E.Mu IINe 2110

1t
cos (8) + 1

2
De l'identité cos (2x)= 2cos2x - 1, on peut déduire que cos (~)=

On obtient bien ainsi la valeur

1t
exacte de cos(16)' Cependant,

stupeur, si on demande à la
machine: "est-ce que le nombre

trouvé est bien cos (~6) ?", elle

répond "faux" ... Ce résultat est en
fait naturel (une fois passée la
première surprise).

La calculatrice ne peut se prononcer que sur l'égalité de deux expressions qu'elle
. 1t

peut évaluer. Or, elle ne connaît pas la valeur exacte de cos(16) ...
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Que vont faire alors les élèves pour vérifier la correction de leur calcul ?n vont

7t
comparer les valeurs approchées de cos (16) et du nombre trouvé.

Hélas, trois fois hélas, les valeurs
approchées ne coïncident pas!

Qu'en conclure?

rrl~l n.. Iln"J rz,TI n,It r,..F Algebra Cale Ot.her Prg,'IIO Clear a-z ...

• JJJ2 + 2 + 2 ( n ) 2. E -1~2 -eos 16
J(J(J(2)+2)+2)/2-cos(n/16)
'MAIN RAil rKAI rllN( trul

On est là au coeur du problème. Bien entendu si des valeurs approchées de a et
b sont différentes, on ne peut pas en conclure que a et b sont différents (si on ne connaît
pas la qualité de l'approximation). De la même façon, si des valeurs approchées de a et
b sont égales, on ne peut jamais en conclure que a et b sont égaux.

Première demande, en mode exact
le logiciel, on l'a vu, n'identifie
pas le cosinus.

Deuxième demande. en mode
approché : l'égalité est aussi
refusée par la machine.
La machine n'identifie-t-elle que
les nombres dont elle sait que les
valeurs exactes coïncident ?

Pas tout à fait, comme on le voit
ci-contre: on change la forme du
cosinus.

Première demande. en mode exact
Le logiciel nie l'égalité

Deuxième demande. en mode
approché:
Là, l'égalité est validée ....

On peut en conclure que, pour la machine, les deux nombres ont des valeurs
approchées égales. Maisil est tentant (c'est d'ailleurs ce qui reste affiché!) d'en
conclure que deux objets gui ont les mêmes valeurs approchées sont égaux ...

D'où une extrême vigilance nécessaire dans l'analyse des résultats!

Mais nous ne sommes pas au bout de nos peines, comme on va le voir ci-
dessous.

Résumons nous : suivant les valeurs approchées calculées, la machine affirme,
ou non, qu'il s'agit de nombres égaux (en valeurs approchées!).
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Il est alors tentant de comparer les

expressions différentes de cos (:)

traitées par le logiciel.

C'est ici l'apothéose : la machine
déclare que, en valeur exacte, les
deux nombres sont égaux.
Mais, en valeur approchée, elle
déclare qu'ils sont inégaux !

l"'t~1 n... .J r) ...~l~rit... -fi rs .l~ r,...~ Algebra Calc Other Prgl"'lIOClear a-z ...

J.J2+ 2 + 1
= JJ.J2+ 2 + 2• 2

true2 2

J.J2+ 2 + 1
= JJ./2 + 2 + 2• 2

false~ 2 2
~+2)/2+1)/2)=J(J(J(2)+2)+2)/2
MRIN RR[ UR( SE ZllO

On comprend la racine (sic) de ces errements apparents:
- en valeur exacte, le logiciel procède par identification de forme. Les deux expressions
sont alors identifiées comme deux représentants différents du même nombre;
- en valeur approchée, l'algorithme de calcul appliqué -séparément- aux deux nombres
débouche, pour cause de dérapage, sur deux nombres qui diffèrent par leur dernière
décimale. Le logiciel déclare alors que les valeurs approchées ne sont pas les mêmes ...

Tout ceci est bien cohérent, mais à partir d'un cadre théorique qui suppose que
les notions de valeur exacte et de valeur approchée sont clairement comprises. Ce qui
n'est pas le cas de nos élèves, qui sont là pour l'apprendre!

Organiser un travail de recherche, ou de discussion, avec eux autour du petit
drame ci-dessus n'est pas sans doute pas inutile pour opérer ce partage essentiel
"exact/approché"!

Remarque: le même phénomène se produit simplement avec l'égalité 1= 3 . î.
Vrai pour la machine en calcul exact, faux en calcul approché ...

On pourra trouver d'utiles prolongements à ces réflexions dans [Canet 1995, Fortin
1995].

A l'occasion de cette réflexion sur exact/approché, ouverture exceptionnelle d'un
espace réservé à la culture (et à l'art). Dessin (anonyme), et citation de Henri Michaux:

"Surtout ne pas vouloir grand. Le grand est l'ennemi mortel de l'infini"
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~' TP

TP traité avec des calculatrices es.
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1.Le travail donné aux élèves
TP n03.

Première modalité

On considère l'équation ~ = IOsinx, surJR+.

Quelle est sa plus petite solution ?
Donnez un encadrement à 10-5près de sal()ème solution, de sal()()ème solution, puis de
sa l()()()ème solution.

On précisera la méthode choisie, les fenêtres utilisées pour "cerner" le phénomène, on
n'hésitera pasàfaire des dessins pour illustrer ses réponses.

Cette équation a-t-elle un nombre fini, ou infini, de solutions?
Si c'est un nombre infini, pourquoi?
Si c'est un nombre fini, combien de solutions?
On justifiera avec soin les réponsesà ces questions.

Deuxième modalité

On considère l'équation ~ = IOsinx, surJR+.

Cette équation a-t-elle un nombre fini, ou infini, de solutions?
Si c'est un nombre infini, pourquoi ?
Si c'est un nombre fini, combien de solutions?

On justifiera avec soin les réponsesà ces questions.

Quelle est la plus petite solution de cette équation?
Donnez un encadrement à 10-5près de sa lOèmesolution, de sa 1()()èmesolution, puis de
sa 1000ème solution.

On précisera la méthode choisie, les fenêtres utilisées pour "cerner" le phénomène, on
n'hésitera pasàfaire des dessins pour illustrer ses réponses.

2.Le cadre de travail
On présente ci-dessus deux variantes d'un même problème. Il peut être utile pour le
professeur de tester l'influence de cette "variable didactique" liéeà la forme de
l'énoncé: vaut-il mieux d'abord prendre du recul sur un problème (modalité2), ou
l'aborder "par le petit bout de la lorgnette", en considérant d'abord quelques cas
particuliers, pour s'approprier l'ensemble de la situation (modalité 1)?
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D'ailleurs, pour chaque TP, il peut être utile de réfléchir aux variables sur lesquelles le
professeur peut jouer. Pour ce TP par exemple, on pourrait tester lOOsinx au lieu de

lûsinx, lafonction lnx au lieu de la fonction-f:Fx. etc.
Mais revenonsà ce TP, ainsi rédigé, sous ses deux versions.

Le thème.

Il s'agit encore de l'étude des limites infinies.

La question problématique.

Une fonction à croissance très lente peut-elle "sortir d'une bande" donnée à l'avance?
C'est à dire une fonction à croissance lente peut-elle tendre vers+00 ?

Les objectifs pédagogiques.

Sur le plan théorique, ce TP sera l'occasion de poursuivre le travail de définition engagé
lors du TP 1 : une fonction qui tend vers+00 quand x tend vers+00 est une fonction qui
finira par dépasser définitivement tout réel préfixé.

Sur le plan pratique, ce TP sera l'occasion de revenir sur les stratégies de fenêtrage:
pour voir ce que l'on veut voir, on ne peut compter ni sur le hasard, ni sur le
déplacement laborieux le long de la courbe. On ne peut ni tout voir, ni voir au hasard,il
faut du discernement. Et c'est l'objet d'une réflexion, et d'un calcul prélable.

Sur le plan technologique, ce sera l'occasion de voir de premières "aberrations" de
l'écran. Alors qu'avec les fonctions polynômes, les précédents TP avaient été l'occasion
de voir qu'avec une bonne fenêtre, les variations de la fonction apparaissaient
clairement "dans leur globalité", là, la discrétisation de l'écran pourra faire apparaître
des pseudo-périodes difficilement compréhensibles pour ceux qui n'en auraient pas
encore rencontrées.

Hypothèses de comportement.

On peut faire l'hypothèse que les élèves auront du mal à se détacher des modèles
primitifs sur les limites (une fonction à croissance trop lente ne peut pas tendre vers+00)
et sur les dénombrements (beaucoup de racines, c'est sans doute une infinité de
racines ...)
On peut faire l'hypothèse que les élèves essaieront beaucoup de bricolage avant de se
résoudre à prendre du recul sur la machine, et de réaliser que le détour théorique n'est
pas une perte de temps. Là, comme dans d'autres domaines, c'est souvent ceux qui vont
à contre courant qui arrivent les premiers ...

3.Le retour critique en classe
On pourra envisager plusieurs points, en fonction des réalisations des élèves:

- une équation peut se traiter sous plusieurs formes: on peut traiter le problème sous la

forme...f7x = 10 sinx, ou sous la formeM - 10 sinx= O. Sous la deuxième forme on
gagne des fonctions de référence, ce qui aide au traitement du problème;

- on a toujours intérêt à faire un dessin à la main, même sommaire; un tel tracé permet
souvent de récupérer des informations, de réveiller des références de cours (plus
enfouies quand on se contente de pianoter sur un clavier, et de fixer un écran) ;
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- il est souvent utile de regarder ce qui se passe "aux bornes", c'est à dire aux
frontières du domaine d'étude. La considération des limites permet de se ramener à un
intervalle borné, ce qui est une simplification considérable du problème, même si
l'intervalle en question est vaste [0, 10 000].

Une fois vu tout cela, le problème est désossé.

On peut alors fixer une nouvelle fois le cadre théorique concernant les limites
infinies, et traiter le problème dans les détails :

- il faut trouver un système de numérotation des solutions. Se déplacer sur le
graphique pour compter celles-ci relève du délire maniaque pour rechercher la lOOème
solution. Quant à la millième ... Il suffit de "voir" (puis de prouver!) qu'il y a deux

solutions entre 0 et x, puis deux solutions entre 2x et 3x, etc.
- il faut localiser la dernière solution, pour en déduire le nombre de solutions.

4 .Variantes ...
En fait les variantes imaginables si les élèves avaient disposé de TI-92 pour ce TP

ne sont pas si éloignées que cela de ce qu'ils ont pu faire avec des simples calculatrices
graphiques. On ne considère ici qu'une question: quelle est la plus grande solution,
sachant qu'au delà de 10000,il n'yen a plus, et qu'avant 10000il y a (sauf

éventuellement au bord) 2 solutions par tranche de 2x ?

En valeur exacte, la calculatrice retourne l'équation sans la résoudre. En valeur
approchée, que fait-elle?

Elle indique 3 solutions (en valeur
approchée) pour l'équation ...

Si on précise que l'on cherche les
solutions supérieures à 9900, elle
répond qu'il n'yen a pas.
Si on précise que l'on recherche
les solutions supérieures à 3000,
elle répond qu'il n'yen a qu'une ...

rf1~lf n. III n· .ll r ..• .ll rs ,Tt rs...~ Algebra Cale. Ot.her PrgldO Clear a-z ...
t"aiSE

• solve(Wx - Hl'sin(x) = e, x)
4S85613 or x=6.44318895171 or x=3.eE~

• solve(Wx - le'sin(x) =e, x) 1 x ~ ssee
falsE

• solve(Wx - le'sin(x) = e, x)1 x ~ 3131313
x = 37139.325E

.01 (J(x) )-10*sin(x)=O,x) 1x~JOOO
MAIN RAD [KAC ruNe 6/10

Il est clair que quand on travaille en valeur approchée, les résultats avec la TI-92 sont
aussi fiables qu'avec une calculatrice graphique ordinaire!
Un coup d'oeil sur l'application graphique, au voisinage de 10000:

On a tracé là la fonction racine, et
la fonction sinus (on a épargné au
lecteur les premiers ajustement de
la fenêtre ...)

Le doute existe: coupe, coupe
pas?

ru~T: r~· Il- n ~TI r.. ,Ir rs ... ,Ir rs • .fi' ~ 1
... ~ ZOOM Trae.e ReGraph Mat.h Draw ...
xl'lin=9995.
xl'lax=le000.
xse.l=l.
Yl'lin=9.9
Yl'lax=10.1
ysc.l=l.
xres=l.

MAIN RAD EIIAC rUNC
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Pour lever l'ambigüité, on peut modifier la fenêtre, ou modifier la fonction. On choisit
ci-dessous de modifier les deux, en considérant la différence entre la racine et le sinus.

On voit là deux intersections avec
l'axe des abscisses, et une valeur
approchée d'une des deux
solutions par la mobilisation de la
commande graphique "zéro".

rrl~T: F2'" ,T n JJ Fit ,1 n· ,1 rs·,f7 ~ l...F 200'" Trace ReGraph Malh Dra", •
x",in=9999.
x",ax=9998.S
xsel=l.
y",in=-.00l
y",ax=.00l
ysel=l.
xres=l.

Zero
xe:9998.l283
ye: lamr-12

MAIN ~V"t

On peut alors revenir à l'application initiale, en reformulant la demande.

On a précisé le cadre de la
résolution de l'équation, en
précisant que l'on recherchait les
solutions comprises entre 9998 et
9999.
La calculatrice consent alors à
donner les valeurs approchées des
deux plus grandes solutions
cherchées! .

On notera que l'on dispose, dans l'application initiale, d'une précision plus grande
que dans l'application graphique.

En conclusion de ce travail avec une calculatrice TI-92 : le travail, ici, sur le fond,
est le même qu'avec une calculatrice graphique classique. C'est à dire que le texte du TP
n'aurait pas besoin d'être retouché.

Simplement la diversité des applications sur cette machine, leur puissance, permet
de faire jouer plus facilement le changement de cadre de résolution du problème. Ce qui
est, dans ce genre de recherche, tout à fait décisif.
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1.Le travail donné aux élèves

On se propose de tracer la, ou les, tangentes communes aux deux paraboles d'équation :
Pl : y = x2 et P2 : Y= - x2 + 8x - 14

-2

-2

1. Observer les deux courbes sur votre écran. Combien imaginez-vous de tangentes
communes ? Essayez par une succession d'essais corrigés de déterminer l'équation de
droite(s) approchant la ou les droite(s) cherchées.
On précisera bien sûr les équations successives obtenues, et les méthodes de
vérification utilisées.

2. Déterminer l'équation d'une tangente Da en un point de Pl d'abscisse a, et l'équation
d'une tangente Db en un point de P2 d'abscisse b.
A quelle condition portant sur a et b ces deux tangentes sont-elles parallèles?
Vérifier votre résultat en prenant a= 1, en calculant b pour que Da et'Db soient
parallèles, et en observant les deux paraboles et les deux droites ainsi obtenues sur votre
écran.

3. Supposons la condition de parallélisme de Da etDb réalisée. A quelle condition
supplémentaire ces droites sont-elles confondues? Calculer alors les valeurs de a et de
b qui vérifient les deux conditions.

4. Déterminer alors les équations des tangentes communes aux deux paraboles, vérifier
que cela convient bien en observant le tracé des paraboles et de ces droites, et
confronter ces résultats aux résultats expérimentaux de la première question.

5. Les droites solutions se coupent en un point particulier. Etait-ce prévisible?

2.Le cadre de travail
Le thème du TP reprend une idée du BacS 1995(tangente commune aux courbes des
fonctions exponentielle et logarithme), dans un cadre simplifié.
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Le thème.
Dérivées et tangentes.

La question problématique.
Une tangente commune est évidente.La deuxième tangente, qui oblige à sortir du cadre
de l'épure. sera-t-elle vue?

Les objectifs pédagogiques.
L'énoncé de ce TP et du TP suivant, sont assez différents, dans leur esprit. de l'ensemble
des autres TP. Il s'agit de contraindre les élèves:
- à faire des aller-retour entre observation et validation;
- à rédiger de façon plus complète leur rapport de recherche.
Pour ce TP.ils'agira de plus:
- de développer l'aptitude à associer droites et équations de droites (c'est le but des
"essais corrigés" de la première question) ;
- de développer l'aptitudeà sortir des fenêtres standards. pour imaginer ce qui peut se
passer "ailleurs".

Hypothèses de déroulement.
S'agissant d'équations de droites. avec deux coefficients variables. on peut s'attendre à
des compétences assez limitées des élèves. et à une recherche quasiment aléatoire de
solutions "approchantes" dans la première question.
S'agissant de tangentes. et encore plus de tangentes communes. on peut s'attendre à des
difficultés nombreuses des élèves : en particulier l'idée que la droite des sommets est
une candidate possible de tangente commune n'est pas à exclure ...

3.Le retour critique en classe
Il est important d'insister sur la rationnalisation des démarches. En fait deux

questions complémentaires peuvent être posées en abordant un problème (ce qui
suppose de prendre un certain recuL.)

- en quoi le problème donné se rattache-t-il à une classe de problèmes connus? Ce
qui permettrait de lui appliquer une solution générale adaptée à cette classe reconnue;

- en quoi le problème donné présente-t-il des spécificités qui autorisent une
résolution particulière ?

Et ceci doit être fait dès le départ .

• sur le plan graphique.

Ce problème de tangentes communes peut faire penser à un problème déjà rencontré
par les élèves: celui du bac, pour les redoublants, ou celui de la recherche des tangentes
communes à deux cercles (qui se traite en général en seconde). La question des cercles
peut ici être légitimement évoquée:ils'agit de tangentes communes à deux coniques
"extérieures". Il y a bien une solution générale à ce type de problème!

La réflexion sur le caractère particulier du problème peut faire ressortir l'existence
d'un centre de symétrie: les paraboles, disposant du même coefficient pour le terme
carré. sont isométriques. Les tangentes communes doivent donc passer par ce centre de
symétrie. de coordonnée (2, 1). Elles ont donc une équation du type y= ax + 1 - 2a.

On peut alors ajuster beaucoup plus facilement des solutions potentielles en faisant
pivoter les droites autour de I, c'està dire en faisant varier a.

On doit cependant insister aussi sur l'impossibilité de valider graphiquement qu'une
droite donnée est tangenteà la courbe. Même avec des zooms d'une violence extrême.
L'infini. de loin comme de près, ne se voit pas. Il faut en venir au calcul.
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• sur le plan des calculs.

Avant d'embrayer sur le traitement du problème suggéré par l'énoncé, on peut
indiquer que celui-ci n'est pas unique:

- on aurait pu s'appuyer justement sur l'existence d'un centre de symétrie I,
rechercher les tangentes à la première parabole issues de1.Ces deux tangentes auraient
alors été "automatiquement" tangentes aussi à la deuxième parabole;

- on aurait pu aussi écrire l'équation d'une tangente quelconque à la première
parabole, puis chercher l'intersection de cette droite avec la deuxième parabole. le
problème se ramenait alors à chercher dans quelles circonstances cette intersection était
réduite à un point.

Quand on dispose de plusieurs stratégies,il n'est pas inutile de les comparer, du
point de vue de leur efficacité, de leur rapidité, de leur caractère esthétique ...

Ce n'est pas la méthode préconisée par l'énoncé qui arrive en tête!

4 .Variantes ...
Avec une TI-92, on peut commencer par une exploration graphique, comme suggéré

par l'énoncé.

Une commande de l'application
graphique ("Tangente") permet de
déplacer un point sur une des
courbes.
A l'endroit choisi, la machine trace
la tangente, et indique l'équation
(en valeur approchée)
correspondante. Ceci permet en
fait une politique de recherche par
rectifications successives.

On le voit, iln'y a pas là interaction entre équation de droite, et forme graphique.
Tout se passe alors au niveau du graphique. Procéder autrement, par exmple en étudiant
le faisceau de droites passant par le centre de symétrie I, requiert un niveau d'expertise
supérieur.

L'intérêt de cette stratégie est
qu'elle met en évidence le rôle de
a, coefficient directeur de la
tangente, et qu'elle prépare les
calculs ultérieurs.

rT1~T: r;t...III F) l r.. Jrs~l n ...~Ti ':. J...F ZOOM Edi t .;' All Style (·1)I!'~",
... 'LDTS
Plot 2:
Plot 1:

"'Y1=x2

"'y2= -x2 + 8· x - 14
"'y3=a .x + 1 - 2 .a 1 a = <.5 1 2)
y4=11
y5=
y6=
:";7-

1-,,4(x)-
IMAIN 118ILf:lIAC 'llJll[

Il suffit ensuite de chercher l'équation des tangentes à une parabole passant par un
point donné.

Pour prouver que les tangentes trouvées seront alors "automatiquement" tangentes à
l'autre parabole, on peut avoir recours à des explications générales (conservation de la
qualité des contacts par une isométrie), ou simplement vérifier par le calcul que cela
marche bien.
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x représente l'abscisse d'un point
de contact d'une tangente issue de
1 (centre de symétrie) à la parabole

représentant x-7 X2.

solve(1-x A2=2x*<2-x),x)
III. .. 1.1 " 10. 1

Deux points de contact possibles,
donc deux tangentes.

• so1ve(1 - x2 = 2·x "(2 - x), x)
x = -(.13 - 2) or x = .13+

Validation graphique, "pour voir".
Mais seule la vérification
numérique donnera une assurance
certaine, par résolution de
l'équation.

Pour conclure

1. On pourra constater que cette méthode de recherche de tangentes communes a un
domaine de validité assez limité :il est nécessaire que les deux courbes se
correspondent par une symétrie centrale.
On peut poursuivre en donnant des situations qui ne soient pas de ce type. Ce sera le cas
du prochain TP.
2. Ce problème, traité avec une TI-92, ne permet pas d'atteindre un des objectifs fixés:
instaurer des aller-retour entre forme de l'équation et forme de la courbe (ici une droite).
Pour atteindre cet objectif, on pourrait songerà un autre type de problème un peu plus
complexe (par exemple recherche d'une parabole tangenteà trois droites données
[Trouche 1995]).

II faut ainsi à chaque fois vérifier qu'il n'existe pas de commande sur la calculatrice
permettant de court-circuiter l'activité elle-même ...

Ce qui nécessite une certaine connaissance de l'outil!

"!J

e
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1.Le travail donné aux élèves

TPno5

On se propose de chercher les tangentes communes à la parabole P d'équationy = x2, et

à la sinusoïde S représentant la fonction x ~ sinx.

1. Combien de tangentes communes imaginez-vous? Pourquoi?

Pour déterminer leurs équations, on reproduit la méthode utilisée lors du dernier TP :

2. Déterminer l'équation d'une tangente Da en un point de M de P d'abscisse a et
l'équation d'une tangente Db en un point N de S d'abscisse b.
Aquelle condition portant sur a et b ces deux tangentes sont-elles parallèles?
Vérifier vos résultats en prenant b= - 0, 25 puis en calculant a pour que Da etDb soient
parallèles, et en observant les deux courbes et les droites ainsi obtenues sur votre écran.
Reproduisez sommairement cette configuration sur votre feuille.

3. A toute tangente DaàP correspond-il une, ou des, tangente(s)Db parallèle(s) ?
Réciproquement, à toute tangente Db à S correspond-il une, ou des, tangente(s) Da
parallèle(s) ? Justifier précisément vos réponses, et illustrez les par un dessin.

4. Supposons la condition de parallélisme de Da etDt, réalisée. A quelle condition
supplémentaire ces droites sont-elles confondues? Montrer alors que b doit être
solution de l'équation:

cos2 b - 4b cos b+ 4 sin b= 0

5. Déterminer alors une valeur approchée à10-5 près de la plus grande solution négative
de l'équation qui précède. Déterminez alors les équations de la tangente commune
correspondante aux deux courbes, vérifier que cela convient bien en observant le tracé
des courbes et de cette droite.
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2.Le cadre du travail
Ce TP se situe dans la continuité du précédent. Cependant,il y a de nouveaux
éléments, théoriques, etpratiques:
-pas de résolution "exacte" possible;
- pas de symétrie entre les deux courbes : à toute tangente à la sinusoïde correspond
une et une seule tangente à la parabole, alors qu'à toute tangente à la parabole
correspond soit aucune, soit une infinité de tangentes "soeurs" ;
- il existe cependant des symétries ... mais qui ne sont pas d'une aide particulière
(symétrie de la parabole par rapport à l'axe des ordonnées, symétrie de la sinusoïde
par rapport à l'origine).

Le thème.

On retrouve à la fois bien sûr la question des dérivées et des tangentes, mais aussi celle
d'une confrontation de fonctions à limite infinie, et de fonctions bornées (les dérivées
respectives des fonctions carrée et sinus).

La question problématique.

y a-t-il un nombre fini, ou infini, de tangentes communes ? Les points de contact
s'accumulent pour la fonction sinus à l'infini, et pour la parabole au voisinage de 0 : a-t-
on alors "assez de place" pour une infinité de solutions?

Les objectifs pédagogiques.

- plus encore que lors du dernier TP, la réalisation de celui-ci impose des "visions
larges", des tracés sur papier, des sorties de l'épure ...
- sur le plan théorique,ils'agira de transposer les résultats des précédents TP (résolution
d'équation, fonction bornée et fonction non bornée, tangentes communes), dans une
situation nouvelle, et plus riche.

Hypothèses de déroulement.

Devant la difficulté de mise en forme du problème, on peut s'attendre à diverses
manoeuvres d'évitement de la difficulté:
- de nombreux élèves ne dépasseront pas le stade du "bricolage" sur la machine;
- beaucoup d'élèves réintroduiront dans le problème la symétrie du dernier TP ;
On peut s'attendre à ce que les élèves qui ont obtenu l'équation demandée en cherchent
une résolution algébrique, pour une formulation explicite de b.
De façon générale, même si l'énoncé de ce TP est assez guidé, on peut s'attendre à une
certaine perplexité des élèves ... Que cette perplexité débouche sur une attitude de
recherche active, ou sur un désarroi passif, dépendra de la dynamique de la classe, de
l'acceptation, ou non, du contrat proposé par le professeur ...

3.Le retour critique en classe
Il est intéressant de commencer la corection du TP par une discussion ouverte en

classe sur le nombre de tangentes communes : noter les arguments des uns et des autres,
toujours instructifs ("si on va trop loin, les tangentes ne pourront plus être distinguées
de l'axe des abscisses" ...), les schémas explicatifs. S'il n'y a pas de consensus, on peut
laisser la question ouverte: l'étude théorique qui suit donnera la réponse, etilsera tout à
fait instructif de rééxaminer alors les arguments des uns et des autres!
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La condition de parallélisme du tangenteà la parabole ena, et d'une tangenteà la
sinusoïde en b s'écrit 2a= cosb, Ilest utile d'insister sur le recul nécessaire devant toute
équation: l'existence de b suppose - 0, 5 ~ a ~ 0, 5. D'où la dissymétrie du problème :
pour un b donné,il n'existe qu'un a convenable. Pour un a donné,il existe soit aucune
solution, soit une infinité. Pas de demi-mesure pour les points de contact. Pour les
tangentes, si : il n'existe que deux tangentesà la sinusoïde de pente 0...
Il est utile aussi de montrer que ces résultats numériques ont leur traduction graphique
naturelle. C'est l'occasion de faire quelques graphiques, montrant le faisceau des
tangentes à la parabole qui ont des tangentes parallèles sur la sinusoïde.
L'équation donnant une condition nécessaire pour qu'un b convienne n'est pas difficileà
obtenir.

f(b) = cos2 b - 4b.cosb+ 4 sinb = 0
Mais elle laisse le problème ouvert: y a-t-il un nombre fini ou infini de solutions pour
b?

La fonction f n'est ni paire, ni
impaire, ni périodique ...

Conunentdans ces conditions
pouvoir récupérer des
informations sur le nombre (et
même l'existence!) du nombre de
solutions?

On peut songerà transformer l'équation, en regroupant les fonctions du même type. En
notant que cosb= 0 n'est pas possible (un cosinus et un sinus ne peuvent pas être
simultanément nuls ...), l'équation devient:

14 cosb+ tanb = b

On y voit un peu plus clair (avec
une interprétation du graphique
liée aux fonctions de référence
cosinus, tangente, et linéaire).
On ne peut pas cependant exclure
des réactions d'élèves intrigués par
l'interruption des brins de courbe
sur l'écran (cf TP suivant!)

Soit g(x) =~cosx + tanx

rT1~l Fl ....Il n ,TI Fit FS....Ih FS.... ~ ,?T....~ 2001'1Traee ReGraphMalh Dra",
xnf n=-10.
xl'lax=10.
xsel=l.
Yl'lin=-27.

r""1~Yl'lax=27.
~ysel=1. .J .1

xres=1.
~ V r..--

MAIN IIAD EKAC FUNe

Pour des raisons de limites, la fonction g parcourtJR sur chaque intervalle du type

]-~ +k1t,Î +k1t [. Elle rencontre donc la fonction affine au moins une fois sur chacun de

ces intervalles. Par ailleurs, la dérivée de! cosx + tanx est -! sinx + 1 + tan2x. Partout

où c'estdéfini, c'est positif. Cela nous renseigne-t-il sur le nombre de solutions existant
sur chaque intervalle? Question ouverte, en guise de conclusion ...
RemllfQue : peu de changements semblent nécessaires pour ce TP avec des TI-92.
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TP traité avec des calculatrices
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1.Le travail donné aux élèves

Observer la courbe de la fonction f : x -+ sin x sur les intervalles successifs suivants:
[0; n], en faisant varier n entre 590 et 610.

1. Que pensez-vous des 21 graphiques obtenus?

(on pourra aussi comparer, pour des fenêtres égales, les graphiques donnés par deux
modèles différents de calculatrice)

2. Pouvez-vous tracer une esquisse de la représentation graphique de f sur l'intervalle
[0; 600] ?

3. Pouvez-vous donner le nombre de solutions de l'équation f(x)= 0 sur l'intervalle
[0; 600]?

4. Pouvez-vous donner un encadrement, à 10-5 près, de la plus grande racine de cette
équation sur cet intervalle ?

2.Le cadre de travail
Le thème.

Mise en évidence de l'écart irréductible entre les objets mathématiques, et leur
représentation par la calculatrice.

La question problèmatique.

Comment se fait-il qu'une fonction aussi simple que la fonction sinus soit traitée de
façon aussi étrange par la calculatrice? Sur certaines plages, pourtant de grande
amplitude, il apparaît des phénomènes de "relaxation" de la sinusoïde assez
surprenants ...

Les objectifs pédagogiques.

Il s'agit ici de développer une attitude qui ne soit pas de simple défiance vis à vis des
tracés obtenus par la calculatrice, mais de contrôle de ceux-ci : sur l'intervalle
considéré, pour la fonction étudiée, n'y a-t-il pas des effets particuliers, attendus ou
observés, de la discrétisation du tracé ?

Hypothèses de comportement.

C'est la première fois que sont mis en évidence pour les élèves des tracés
paradoxaux de la calculatrice. On peut s'attendre à des comportements très divers:

- un comportement plutôt ludique des élèves "bricoleurs" qui s'amuseront à faire
apparaître les tracés les plus divers ... sans chercher l'explication des phénomènes;

- un comportement résigné des élèves plutôt "faibles" : "cette machine est encore
plus complexe que je ne l'imaginais. C'est à n'y rien comprendre ... " ;
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- un comportement plutôt méprisant de certains "bons élèves classiques" : "on savait
que des calculatrices, ce n'était pas très sérieux! Une preuve de plus".

Tous ces comportements ont ceci de commun qu'ils contournent la nécessité d'une
explication rationnelle. Relancer l'activité des élèves dans le sens d'une tentative de
compréhension des phénomènes peut s'avérer nécessaire ...

3.Le retour critique en classe
La question des tracés paradoxaux a été traitée dans de nombreux ouvragesIl.
Elle se pose d'ailleurs exactement dans les mêmes termes pour une calculatrice

graphique "ordinaire", et pour l'application graphique de la TI-92.

L'expérience prouve qu'il ne suffit pas de dire "ce phénomène se produit parce qu'il
y a discrétisation du continu, nécessaire matériellement pour éclairer des points sur un
écran composé d'un certain nombre de pixels". L'illusion d'une fidélité de l'écran, et au
delà de la machine, a la vie dure ...

D'où la nécessité de multiplier les angles de vue paradoxaux, non pas pour
l'émerveillement des élèves, mais comme autant de défis pour la compréhension.

Quelques pistes donc pour relancer l'intérêt des élèves, susciter de nouvelles
questions ..•

1. Le recours aux options rmwhiQues", pour dévoiler les illusions du wwhisme ;

Avec la commande "zéro"

La fonction sinus a été tracée sur
un intervalle qui fait apparaître
une "pseudo-période".

La commande graphique "zéro"
détecte une racine de f sur un
intervalle que la courbe apparente
ne laissait pas imaginer ...

Autre possibilité. avec le zoom.

La fonction sinus, toujours sur le
même intervalle.
On a sélectionné une partie de la
"courbe" grâce à la commande
zoom box.
Que va-t-on obtenir en
aggrandissant cette portion?
Voir page suivante pour la
surprise ...

T1~J; r2·,f n ~TI r.. Jr ~5...ITI F&. ,F? ~ T", ~ ZOOI"l Trace ReGraph Mat.h Dra.., ",
xl'lin=O. r-.xl'lax=1450.

..l '.xscl=1. \

Yl'lin=-1.1 .. \

Yl'lax=l.l .. ,
yscl=l. : 1.
xres=1. ..,.

.. .. '.
Zero

.. '... ..
xc:735.13268 ...
yc:6.8E-12 \.,

MAIN rl/M _f

11 Citons (on est jamais mieux servi que par soi-même) BERNARD, FAURE, NOGUES, NOUAZE,
TROUCHE, 1995,Arithmétique, le retour,dont est extraite la feuille diffusée aux élèves (cf fin de TP).
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De l'ordre (apparent) nait le
désordre ... ou plutôt une nouvelle
apparence de l'ordre.

2. La comparaison des "pseudo-périodes" de fonctions proches.

Comment se fait-il que la fonction

sin j ,qui a une période 3 fois

plus longue que la fonction sinus,
ait un comportement plus
frénétique?
Pourquoi ceci ne se reproduit-il

pas pour la fonction sin ~ ?

3. La comparaison entre le tracé des suites. et celui des fonctions.

Voilà la représentation graphique
de sin n, sur le même intervalle
que celui qui a été choisi pour
représenter la fonction sinus dans
les fenêtres ci-dessus.

Comment se fait-il que le
graphique, qui devrait être plus
"pauvre", extraction du précédent,
soit en fait plus "complet"'t

'"Fi~'( r~....'( n r. rlj '( rs....y. F' ....1'"7 AT
...FIZool'IlTracelReGraphlMalhlDrawl ....y
nl'lin=0.
nl'lax=14S0.
plolslrl=l.
plolslep=l.
xl'lin=0.
xl'lax=14S0.
xscl=l.
Yl'lin=-l.l
Yl'lax=1.1
yscl=l.
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4. Le lancement de nouveaux défis. (en vrac l)

- Peut-on obtenir des représentations graphiques de la fonction sinus qui soient des
droites?
- Des graphiques non périodiques'l
- L'observation d'un graphique "pseudo-périodique", associée à la connaissance de la
fenêtre choisie pour représenter la fonction, peuvent-elles permettre de connaitre le
nombre de pixels de l'écran ?

Fin provisoire de cette réfléxion sur image et magie (qui, c'est bien connu, ont mêmes
lettres [Debray 1992]). Ou plutôt sur la fausse magie des images faussest

Suite de la réflexion lors du TP 7.
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Comment fonctionne le traçage des courbes ?

L'algorithme de traçage en modeDOT est le suivant, pour une TI8I (95 pixels en
longueur, 63pixels en hauteur) :

un en trage et une onctionF sont
POUR i:= 0JUSQU'À 95 FAIRE

XMax - XMinX:= XMin + i * _='-=-:::-'-'..:.w.!._
95

{Pour chaque colonnede ]a matrice,
(Calculer la valeur de X correspondante
{Calculer l'image de X par F
(Calcul de la ligne correspondantà Yy :=F(X);

j := 63* Y - YMin ; ARRONDIR (j)
YMax - YMin

ALLUMER-PlXEL(i;·) ;

(Action sur la mémoireécran et intervention
du gestionnaire d'écran

• On peut faire apparaitre des situations surprenantes :

1) Pour un pas de calcul XMax N XMin = 21t la fonction sin est représentée par une

droite y = 0 • Ici on a: XMin = 1t/2; XMax = 1t/2 + 21t *N (N étant le nombre de pixels
"horizontaux" ; pour TI 81 : N=95)

2) Pour un pas de calcul

une pseudo-sinusoïde :

XMax - XMin
N-l = 21t, la fonction sin est représentée par

~
fi

~ A 1\ " 1\ fi fi .~ ,. ~ ··" -,11, " 1\ r
./ "-"

t"F" " f\,
~/~

/ ,
'\ /

1\ /

r\"
~.

....,
f\I

~ V V VV \J ~ ., ~~ }' V \J \J v Il ~ Il
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~Œ TP

TP traité avec des ca1cu1atrices graphiques.

0FORMAI

]~~~~lE99
Xse1=lE98
Yl"lin=0
Yl"lax=7
Yse1=1
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1.Le travail donné aux élèvèS

TPn'7

On se propose, comme lors du précédent TP, d'analyser les représentations graphiques
que donne une calculatrice pour unef onction donnée, dans desfenêtres données.

Il s'agit de la fonction f : x ~ f(x)= ln(lnx).

1. Observer la représentation graphique que donne votre calculatrice pour cette
fonction, sur une fenêtre donnée. Reproduisez le dessin, en justifiant le choix de la
fenêtre.

2. Etudier les variations de f (domaine de définition, sens de variation, limites). Les
résultats vous paraissent-ils cohérents avec les observations de la première question'1

3. Une calculatrice TI 82 donne pour cette fonction le graphique suivant (pour x variant
entre 0 et 1099) . Ce graphique est-il celui que vous attendiez'1 Comment l'expliquer'1

Kl"lln=01"UKrJHI
Xl"lax=1E99
Xsel=1E99
Yl"lin=0
Yl"lax=7
Ysel=1

4. La même calculatrice donne les graphiques suivants pour f, au voisinage de x= 1.
Ces graphiques sont-ils ceux que vous attendiez'1 Comment les expliquer'1

1"11 n=0r UKI"H 1

~~ax=2
Xsel=1
Yl"lin=-10
Yl"lax=5
Ysel=5

~~~'~. ~~KrJH 1

Xl"lax=1.01
Xsel=l
Yl"lin=-20
Yl"lax=10
Ysel=5
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2.Le cadre de travail.
Le thème.

Encore le contrôle des graphiques de la calculatrice, mais dans un contexte davantage
lié au cours actuel: la fonction logarithme est au centre du cours d'analyse de TS.

La question problématique.

Là où on n'attend pas d'asymptote (sur [0, lO99]), en apparait une ...
Et là où une asymptote est légitimement espérée (au voisinage de 1), on n'en obtient
qu'un moignon!

Les objectifs pédagogiques.

Comme pour le précédent 1P,il s'agit de prendre du recul sur les images observées, et
d'exercer un contrôle actif de celles-ci. Plus précisément, les compétences visées:
- pour un intervalle donné sur les x, savoir adapter "au mieux" le choix des y;
- comprendre l'importance d'un "petit" déplacement des x dans le choix de la fenêtre, en
particulier pour l'apparition, ou la disparition, de pseudo-asymptotes.

Hypothèses de comportement.

On devrait voir apparaître les mêmes comportements d'évitement du problème que lors
du précédent 1P. S'agissant d'une fonction vue récemment en classe, on peut penser que
de nombreux élèves auront tendance à se réfugier dans des calculs habituels ( dérivée.
limites ...), sans chercher à justifier les fenêtres prises, et sans chercher à comprendre les
raisons précises des tracés que délivre la machine.
Cependant le retour au TP précédent, l'évocation du schéma explicatif distribué à cette
occasion, devrait permettre d'ouvrir quelques pistes ...

3.Le retour critique en classe
Il est décisif d'insister sur une idée simple: aucune fenêtre n'est le fruit du hasard ...

- tout choix de fenêtre est le résultat d'une première étude de la fonction, même
sommaire. Par exemple, pour la fonction lnlnx, toutes les informations, domaine,
variations, et limites, peuvent être obtenues sans calcul...

- il y a des exigences d'économie de l'écran: ainsi, pour la fonction Inlnx,
pourquoi la tracer sur [O,lO], si elle est définie à partir de 1? Voilà pour les économies
sur les x. Et pour les y, si on décide de tracer la fonction sur [1,10],il faut choisir y

variant de Inln (1+~~) jusqu'à InlnlO (si on a 95 points de calcul). Ainsi tous les points

de calcul sont sur l'écran, etiln'y a pas de place perdue!

Cette réflexion sur les points de calcul permet de comprendre la représentation de la
fonction sur la fenêtre [0, lO99] : la machine traçant environ 100 points sur l'écran, le
premier point de calcul va être lO97...



Enseigner en TerminaleSavec des calculatrices
comprenant un systèmede mathématique symbolique.

IREM de Montpellier. page 118

1 1.

H=O y=

Ainsi l'écran délivre une image d'une fonction qui croit de Inln1097 jusqu'à Inln1099,
c'est à dire à peu près de 5,4 à 5,43. Si on veut récupérer une image plus habituelle de
cette fonction. il suffit de prendre comme plage pour lesy : [5,4 ; 5,43], comme en
témoigne le graphique ci-dessous.

Mln=0
XMa>-<1=lE99
Xsc =0
YMin=5.4097434 ...
YMax=ln ln E991
Yscl=0

Enfin, pour la quatrième question, on peut toutà fait faire apparaître une courbe
descendant davantage le long de son asymptote en faisant partir la fenêtre des x d'un
point qui est proche de 1 : 1.0000001 par exemple: .

M ln= 1.0000001 I~
XMax=3
Xscl=0
YMin=t-16tl1909 ...
YMax= n n 3
Yscl=0

Plus délicat, si on veut partir de 0, pour faire apparaître le phénomène au centre de
l'écran, il faut "s'arranger" pour que cette valeur de x soit un point de calcul pour la
machine, ce qui demande un petit calcul...
Il y a plusieurs stratégies possibles. Le plus simple est de faire d'abord en sorte que 1
soit un point de calcul au centre de l'écran : une fenêtre [0; 2,35] convient pour la TI

82. Cela nous assure d'un pas de2g!5 = 0, 025. Le premier point de calcul étant 0, on

"tombera" bien sur 1 après un certain nombre de pas de 0, 025 ...

Et puis, on fait un pas de côté de 0, 000001 pourHmin et HmOH. On a ainsi une
translation de tous les points de calcul de 0,000001, et on est assuré d'avoir un point de
calcul pour x= 1,000001, comme en témoignent les copies d'écran ci-dessous.

Mln=lE-6
XMax=2.35001
Xscl=0
YMin=-13.92
YMax=11
Yscl=0

:

NB: on a pris comme Ymin -13,82 car lnln 1,000001 est égal à -13,81551... On est
assuré ainsi qu'on ne "perd" aucun point en bas de l'écran.

4 • Variantes. • •

Que devient ce TP avec une TI-92 ?
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Une partie du problème est
automatiquement résolue : une
commande du menu Zoom,
appelée ZoomFit, ajuste
automatiquement la fenêtre, pour
les y, en prenant pour Ymin le
minimum de la fonction
(déterminé en valeur approché à
partir des points de calcul de
l'écran), et pour Y max le
maximum de f calculé dans les
mêmes conditions.

La commande ZoomFit fait donc
passer automatiquement au
graphique ci-contre, avec
rectification du "Window".

x",ln=0.
x",ax=1.E990
xsel=1.
':I",ln=0.
':I",ax=15.
ysel=1.
xres=1.

•E990

:72964999999
.yrlax,,,,,(.73173738839

L'existence d'une telle commande déplace alors le problème. On peut alors orienter le
TP dans une autre direction :

Question générale: Y a-t-il une "meilleure représentation graphique d'une fonction sur
un intervalle donné? Et si oui, est-elle obtenue par la commande ZoomFit?

On voit ci contre deux représen-
tations graphiques de la fonction

(x2 ~ 1)10 sur l'intervalle [~1, 1]. A

gauche, on a choisit une plage de
[-10, 10]. A droite, on a appliqué
la commande d'ajustement
ZoomFit. Quel est le "meilleur"
graphique?

rr1~J r2" J n rit ,1 rS·,ll u ..Jf7 ~ l...F 200'" Traee ReGraph Malh Draw •

J

1
!'IAIN ~nJ.1IJH. l'iRsti rUNC

Une question technique: ZoomFit sélectionne-t-elle maximum et minimum de la
fonction?

Ci-contre une représentation

graphique de sin(!) sur l'intervalle
x

[- 0,05, 0,05], à laquelle on a
appliqué la commande ZoomFit.
On notera que le maximum et le
minimum de la fonction sinus ne
sont pas exactement ceux
attendus!

x",in
xnax= •.
xscl=l.
y",in=-.999126714204
y",ax=.999126714204
ysel=1.
xres=l.

Et d'autres pistes,à la discrétion du lecteur inventif!
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TP rédigé par Gaëtan DREZEN
dans le cadre de son DEA.
TP traité avec des calculatrices es.
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1.Le travail donné aux élèves
TPno8

Attention : la première question se traite sans calculatrice! ~
La calculatrice pourra être utilisée une demi-heure après le début duTP ..0

Présentation:Quand le paysage dépend du belvédère

On propose trois représentations graphiques. telles qu'elles apparaissent sur l'écran d'une
calculatrice. en précisant chaque fois la fenêtre :

Gra heA

Gra heB

Graphe C

Mln=1
XMax=20
Xscl=1
YMin=-4
YMax=4
Yscl=1

Mln=1
XMax=20
Xscl=1
YMin=0
YMax=40
Yscl=21

Mln=1
XMax=20
Xscl=l
YMin=0
YMax=.5
Yscl=11



Enseigner en TerminaleSavec des calculatrices
comprenant un systèmedemalMmaliqlU symbolique.

[REM deMontpellier. page 123

Première épreuve:Quand lefutur impétrant doit se jeterà l'eau

On sait que les trois représentations appartiennentàdes fonctions qui sont définies par
les expressionsci -dessous :
[!J x ln x ~ x2 ln x

'51 cos x '6l sin x
1.=..1 lnx ~ lnx

ln x
x

ln x
x2

ln (cos x)(ln x)(cos x)

TIfaut associer, SANSUTILISER LES CALCULAIRICES, chaque représentation graphique
à la fonction qui peut lui correspondre.
Vous direz, pour chacune des 8 fonctions proposées, pourquoi vous pensez possible, ou
non, une association avec A, B, ou C.

Pour les fonctions orphelines, vous tracerez des ébauches de représentation graphique.
Attention, on ne vous demande pas d'étudier théoriquement les variations de chacune de
ces fonctions, mais simplement d'utiliser les caractères des fonctions de référence que
vous connaissez bien (ln, cos, carré ...) pour "deviner" l'allure générale des courbes en
question.

Deuxième épreuve:Quand on peut saisir la bouée.

Vous vérifiez vos propositions grâceà la calculatrice.

Vous donnerez alors éventuellement la nouvelle association "graphique<-> fonction"
que la calculatrice vous permet de faire.
Attention, si vous vous êtes trompés lors de la première question, n'effacez pas vos
réponses précédentes ... Mais essayez de comprendre pourquoi vous vous êtes
trompés ...

Troisième épreuve:Quand l'île au trésor sort de la brume.

Les trois fonctions représentées en A , B et C ayant été identifiées, donner et justifier
votre choix de Ymin et Ymax dans chaque cas.

A) Xmin =0 B) Xmin =0 C) Xmin =0
XMax= 1 XMax= 1 XMax= 1

Ymin = ..... Ymin = ..... Ymin = .....
YMax= ..... YMax= ..... YMax= .....

Quatrième épreuve:Quand on déterre le trésor.

Pour terminer, tracer avec soin des représentations graphiques des fonctions présentées
dans les cadres B et C, en justifiant précisément le choix du repère et le tracé effectué.
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2.Le cadre du travail
C'est le seul TP de l'année pendant lequel les calculatrices sont partiellement

exclues. Il était prévu comme un TP de transition entre calculatrices graphiques, et
calculatricesformelles. Mais celles-ci sont arrivées unpeu plus tard que prévu ...

Le thème.
Etude générale des fonctions (limites, variations, représentation graphique, combinées)

La question problématique.
Quels sont les critères pertinents permettant d'associer courbes et équations?

Les objectifs pédagogiques.
Développer l'aptitude à changer de registre de représentation d'une fonction, à faire des
aller-retour (donc dans les deux sens ...) entre courbes et équations.
Prendre du recul par rapport à la calculatrice, pour développer les attitudes de contrôle :
le graphique observé est-il le graphique attendu? Contient-il les informations déjà
connues? En donne-t-il d'autres?
Installer des objets qui feront référence commune dans la classe.
Enfin, la question 3 devrait être l'occasion de voir si les élèves savent ajuster au mieux
une fenêtre, c'est à dire s'ils réinvestissent les enseignements des deux précédents TP.

Hypothèses de déroulement.
Il y a changement brusque de contrat: jusqu'à présent, les TP étaient organisés autour
de la nécessité d'intégrer les outils de calcul. Ici ceux-ci sont exclus ...
On peut formuler l'hypothèse que, devant ce changement de contrat, des élèves seront
un peu perdus. Il y aura peut-être la tentation de laisser passer le temps jusqu'à ce que
les calculatrices soient à nouveau autorisées ...
On peut imaginer aussi que, s'agissant de reconnaissance de fonctions,il y aura
déploiement de stratégies très différentes, allant de la dérivation au calcul "point par
point". On peut émettre l'hypothèse que les comportements les plus experts consisteront
à faire interagir les différents registres d'étude (limites, fonctions de référence ...).

3.Le retour critique en classe
Il est décisif de fixer des critères élémentaires d'association entre courbes et fonctions,
et de le faire à travers une discussion avec la classe, en faisant en même temps le point
sur l'efficacité de chacun des critères lors de la réalisation du TP. Il n'y aura pas
forcément consensus sur le meilleur critère ...

Quelques points de repère. Dans cette situation, on peut:

1. analyser le graphique donné, ce qui suppose:

a) des observations préalables ( quelle fenêtre a été choisie pour les x et les y ?
Le repère est-il orthonormé? Sinon quel est le rapport entre les unités des deux axes,
pour pouvoir envisager les pentes des tangentes. ?..) ;

b) des conjectures: sur le domaine de f (la fonction semble être définie sur tel
intervalle, problèmes apparents en tel ou tel point) ;

sur la continuité et la dérivabilité de la fonction (sous
toutes réserves de lecture graphique: la machine ne donne pas accès à l'infiniment petit)
Points anguleux apparents ?

sur les intersections de la courbe avec les axes;
sur le maximum, minimum, le signe, de la fonction ;
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sur les variations;
sur les limites (sous toutes réserves ... le graphique donne peu

d'indications sur ce qui se passe en dehors des "limites" de l'épure) ;
sur des valeurs particulières éventuelles repérées pour f.

2. analyser la formule algébrique des fonctions données: (làilne s'agit plus de
conjectures ...).
Pour des raisons d'économie de résolutions, on s'appuie si possible sur les fonctions de
référence.

domaine de définition, de continuité, de dérivabilité de f;
intersections de la courbe avec les axes du repère ;
maximum, minimum, signe de la fonction;
variation de la fonction par combinaison des fonctions de

référence, chaque fois que c'est possible;
valeurs particulières prises pour x ;
limites.

TIne reste plus qu'à croiser les informations ... Bien évidemment, l'ordre dans lequel
cela se fera n'est pas immuable. Souvent, un indice déterminant apparaît (on peut
développer la métaphore de l'enquête policière ), et c'est à partir d'un premier
rapprochement que tout s'organise. En fonction des autres tests, le suspect sera déclaré
coupable, ou innocent.

Mais jusqu'à la fin du TP, tout suspect sera présumé non coupable ... C'est à dire que
l'on fait des premiers rapprochements entre courbes et formules, que l'on pourra
éventuellement remettre en cause.

4.En piste ,
•

En application immédiate, on peut proposer un petit travail d'association :

Relativement à la fenêtre ci-contre, une calculatriceTI 82
propose les 6 courbes suivantes pour les fonctions qui à x
associent respectivement lnx.cosx, ln(cosx), cos(lnx),

1 lnx cos x A . à he'nx+ cosx, cosx' lnx' SSOCler caque toncnon son

graphique, en justifiant ses choix (sans calculatrice! )

l'I1n=0
Xl"lax=10
Xscl=l
VMin=-2
VMax=2
Vscl=l

.....,

/ r,
Remarque: ilest probable que les travaux des élèves seront bien mieux organisés que
lors du TP. Mais c'est une règle assez générale: les conseils, quand ils sont frais, sont
en général bien exploités1
Il faudra voir plus tard si les enseignements d'aujourd'hui seront réinvestis!
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TP---------------------------

... PLaTS

"yl=eX

"'y2=x5

"'y3=xS0
y4=
yS=
y6=
y7=
yQ=

TP traité avec des calculatrices es.
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1.Le travail donné aux élèves

TP n'Y

A. On se propose de résoudre l'équation eX= xS• n s'agit donc d'établir avec rigueur le
nombre de solutions de cette équation, et de donner les valeurs exactes, ou un
encadrement de chacune d'entre elles.

En général, pour résoudre un tel problème, diverses méthodes d'approche sont possibles.
- étude directe de l'équation ;
- transformation de l'équation ;
- étude d'une fonction, ou de deux fonctions;
- transformation des fonctions ;
- représentations graphiques;
- utilisation de la calculatrice ...

A vous devoir ici ce qui convient le mieux. Comme d'habitude, on demande de noter
dans le cahier de recherche, au fur etàmesure, toutes les méthodes utilisées. S'agissant
de représentations graphiques, on reproduira précisément le dessin, en justifiant le choix
du repère, ou, pour un dessin issu de la calculatrice, le choix de la fenêtre.

B. Même question, avec l'équation eX= xSO•

2.Le cadre du travail
Thème.

La fonction exponentielle, et la comparaison avec les fonctions puissances. En fait,il
s'agit d'un thème plus large, qui donnera le cadre de ce TP, du TP suivant, et du TP 17 :
les rapports entre exponentielle, logarithme, et puissances.

La question problématique.

Les calculatrices ne donnent pas la seconde racine positive de léquation eX= xSO•
N'yen aurait-il qu'une?
Ce TP, par ailleurs, ressemble au premier TP de l'année, où la plus grande racine
positive d'un polynôme se trouvait "très loin". Elle existait nécessairement pour des
raisons de limite. C'est le mime problèmeici.

L'objectif pédagogique.

Développer différentes approches de résolution d'équation (changement de fonctions,
différence de fonction ...), mais en gardant au poste de commande la connaissance des
attributs de chacun des objets (ici les théorèmes de comparaison exponentielle/
puissances).

Les hypothèses de déroulement.
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- La première hypothèse est que les groupes qui mémorisent les leçons des TP devraient
considérer le problème sous divers angles : en effet lors du dernier TP de résolution

problématique d'équation...f7x = sinx, il avait été vu que l'on pouvait considérer la
différence des fonctions, ou l'égalité des fonctions de référence, qui donnaient toutes
deux des informations interessantes ;

- La deuxième hypothèse est que les élèves "scolaires" ne réinvestiront pas le résultat
du cours dans le TP. Leur calculatrice ne leur montrera que les "petites" racines de
l'équation. Et comme ils ne sauront pas transformer l'équation pour la résoudre, via
l'étude des fonctions, ils en resteront à la description des solutions vues à l'écran ;

- La troisième hypothèse est que les groupes ayant opéré un changement de point de
vue pour la première équation, auront tendance à reproduire cette technique telle quelle
pour la deuxième équation, sans retour à la forme exponentielle. Du coup, ils ne verront
pas la solution négative de cette équation;

3.Le retour critique en c1asse
On insistera avec profit sur la nécessité (ou la possibilité •••) de faire des choix.

Premier choix : on peut traiter directement une équation, ou faire le détour par l'étude
d'une fonction: si les expressions sont "du même genre", on peut parfois factoriser
(polynômes, fonctions trigo...) ; quand on ne peut pas, on étudie les fonctions en
présence. En fait, en procédant ainsi, on enrichit la question, on traite une question plus
large, pour revenir ensuite à un problème plus précis : connaissant les variations
générales des fonctions, on pourra savoir quand elles s'annulent

Si on étudie des fonctions, on a alors un nouveau choixà faire: on peut étudier deux
fonctions, ou une différence de fonctions. On peut toujours exploiter les deux pistes,
surtout si on dispose de fonctions de référence.

La visualisation des variations est importante, pour émettre des conjectures, mais
ne vaut pas pour preuve! : eXet x50 ont clairement un point commun ( au moins!) .
On le retrouve d'ailleurs par la visualisation de eX- x50 . On peut d'ailleurs reproduire
les graphiques qui ont permis ces conjectures.

Mais ces conjectures n'ont de sens Quesi l'on se Dosedeux Questionsi

i) qu'est-ce qui se passe hors des limites de l'épure? L'étude rapide de
la limite en +00 de eX- x50 permet de trancher la question. Cela veut dire que les
fonctions en présence font référence. Quand on voit une fonction exponentielle et une
fonction puissance "côte à côte", on pense tout de suite à leur force comparée, même si
cela n'apparaît pas sur l'écran.

ii)puis-je justifier théoriquement ce que je vois ? L'observation
graphique ne donne aucune certitude. La plupart du temps,il faudra utiliser ici le
théorème de la bijection.

On peut alors changer de fenêtre pour essayer de voir au-delà (en adaptant toujours le
fenêtrage des y au fenêtrage des x, ce qui est lié aux fonctions en présence! ).Ce
fenêtrage exige un peu de persévérance, et de technique... ;

On doit enfin revenir à l'étude des variations de la fonction . Si cette étude pose
problème, on peut transformer la fonction. Mais attention, toute transformation
d'équation, ou de fonction doit s'accompagner de la question: est-ce que, en faisant
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cela, je n'ajoute pas, ou je ne supprime pas, des solutions . Il Y a un intérêt
supplémentaire à passer de l'exponentielle au logarithme : on a là une croissance
beaucoup plus lente. La machine est davantage épargnée ...

En conclusion, il n'y a pas un ordre plus légitime qu'un autre dans une recherche.
Certains préfèreront regarder d'abord leur calculatrice pour voir ce qui se passe, émettre
des conjectures, etc ... D'autres se lanceront d'emblée dans des calculs.Mais ce quiest
décisif, c'est de faire des allers-retours entre les outils de calcul, et les preuves
théoriques.

4 . Variantes • • •

Variantes d'énoncé.

Le déroulement d'un TP~'on ne le dira jamais assez, dépend, entre autres choses, du
texte de l'énoncé. Au lieu de l'équation eX= x50, on pourrait donner l'équation eX= x25•
Les élèves ne seraient pas alors attirés par la racine négative, etil y aurait une
dissymétrie entre la première équation, eX= x5 (deux solutions), et la deuxième
équation, eX= x50 (une seule solution "évidente"), qui aurait incité les élèves à
davantage de circonspection. Tout ceci est affaire de choix du professeur, de dosage de
la difficulté.
Le dilemme est toujours le même:
- un problème sur lequel on a beaucoup réfléchi donnera matière à apprentissage plus
profond qu'un problème simple;
- un problème sur lequelil faut trop réfléchir décourage facilement les élèves les moins
convaincus.
Il faut trouver le juste milieu !

Ou variantes de machine ••.

On trouvera dans le TP 17 un travail, réalisé avec les TI-92, qui se situe dans le
prolongement de celui-ci.
On notera cependant dès maintenant que la TI-92 ne résout pas le problème posé par ce
TP:

En mode exact, elle retourne
simplement l'équation.
En mode approché, elle ne
retourne que deux solutions !
Si on lui demande les solutions
supérieures à 100, elle répond qu'il
n'yen a pas ...
Si on lui demande les solutions
supérieures à 200, elle consent
enfin à livrer la racine manquante!

ru~T, n.. I~ n .. ~~r....-II rs ~ r,....~ Algebra Cale Other Prgl'lIO Clear a-z ...

• solve(ex = xS0, x) eX _ xS0 = €

• solve(ex = xS0, x)
x = 1.02062220279 or x= -. 980S794668,

• solve(ex = xS0, x) 1 x ~ 100 f"alsE

• solve(ex = xS0, x) 1 x ~ 200
x = 282. 11S89874c

solue(eA(x)=xA50.x)lx~20~
IMAlhI RAh !'''MT F'lIhll 0,110

Un outil, aussi perfectionné qu'il soit, reste un outil.
Morale de l'histoire et fin.

Enfin, pas tout à fait: on lira dans les pages qui suivent une copie des transparents
qui ont servi à la correction en classe du TP. A toutes fins utiles!
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Comment résoudre l'équation f(x) = g(x) ?
(transparent commenté aux élèves)

A. Etude d'équation, ou étude de fonction?

Exemple : x 2 = x

x2-x=0
x(x-l )=0

B. Etude d'une fonction, de deux fonctions?

Exemple: ex = x 5

11=1.2'7172) Y=).&61'1!11

C. Conjectures, ou preuves ? Que dire :

"11semble bien que
l'équation a, sur [0, 3],
une solution égale, à peu
près, à 1.29 "•....

Ou "l'équation a une
seule solution sur 1R
C'est vrai, je le vois"?

D. Deux questions essentielles

Qu'est-ce qui se passe
en dehors de l'écran?

Puis-je prouver
théoriquement ce que je
vois?
(Penser au théorème de la
bijection)

(Penser aux fonctions de
référence)
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E. Un premier outil du chercheur:
changer de point de vue.

Avec la calculatrice:
changer de fenêtre.
Le choix des plages doit
peu au hasard.
On voit parce que l'on sait
ce que l'on va voir ...

Attention, le changement
de fenêtre peut supprimer
des solutions, et ne donne
jamais la garantie de tout
voir ...

Avec le calcul:
changer de fonction
Ce changement doit peu au
hasard. On le fait parce que
les fonctions nouvelles sont
plus "simples" à étudier.

Attention : le changement
de fonction peut ajouter
des solutions parasites, ou
supprimer des solutions
vraies...
x = 2, et x2 = 4, ce n'est pas
pareil...

Exemple, pour notre problème: on connaît les
fonctions de référence, nécessairement il y a une
seconde racine positive. On regarde :

Mln=0 ~~R~~I
1/XMax=15 )=

Xsel=1 It=
YMin=0 s=
YMax=15 Ii=
Ysel=1 i'= f/1

a=

On peut dlabord changer la fenêtre :

Ense "calant" sur la Ense "calant" sur la
fonction exponentielle fonction puissance

~Mln=0t-UI<r1HI 11I1I111fII1I _FORMAT

fiJ
XMln=0

XMax=15 XMax=15
Xsel=1 Xscl=l

~

YMin=0 YMin=0
YMax=e"15 YMax=15"51
Yscl=l Yscl=l
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On peut aussi garder la fenêtre, et changer les
fonctions ..•

On garde les deux fonctions de départ, et on les
soustrait ...

run=0
l'Iax=15
sel=l

VPlin=0
VPlax=15
Vsel=l

On change les deux fonctions de départ ...

Plln=0
Plax=15

Xsel=l
VPlin=0
VPlax=15
Vsel=l

On change les deux fonctions de départ, et on les
soustrait ...

Plln=0
XPlax=15
Xsel=l ~=
VPlin=0 s=
Vl'lax=15 s=
Vsel=l 7=

a=

F. Un deuxième outil du chercheur:
faire des allers-retours entre les phases
"expérimentales" et les phases de preuves
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TP traité avec des calculatrices
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1.Le travail donné aux élèves

On se place dans tout ce Qui suit sur IR*+.
Nous avons vu la semaine dernière que les courbes des fonctions x ~ x5 et x ~ x50

rencontraient deux fois la courbe de la fonction exponentielle sur IR+.
Par ailleurs, on sait que la droite représentant la fonction x ~ x ne rencontre pas la
courbe de la fonction exponentielle.

1.y a-t-il d'autres fonctions puissances dont la courbe ne rencontre pas celle de la
fonction exponentielle? Si oui lesquelles ?

2. Y a-t-il une (ou des) fonction(s) puissance(s) dont la courbe rencontre une fois et
une seule la courbe de la fonction exponentielle? Si oui, laquelle (ou lesquelles) et
pourquoi?

3. Que peut-on en conclure pour les courbes des fonctions puissances et celle de la
fonction logarithme?

2.Le cadre de travail
Le thème
n recouvre celui du TP précédent. Avec un point nouveau, essentiel : celui de dérivée,
ou de tangente.

La question problématique.
y a-t-il une situation intermédiaire entre la situation de coupure de l'exponentielle par
les fonctions puissances en deux points, et la situation d'intersection vide'1 (la question
problématique se pose en fait pour les exposants positifs ; pour les exposants négatifs,
la situation est assez claire).

Les objectifs pédagogiques.
En plus d'une familiarisation avec les fonctions puissances d'exposant réèl,il s'agit ici
d'apprendre à inventorier les cas de façon exhaustive, à classer ceux-ci en fonction des
caractéristiques visées (nombre d'intersections avec la fonction exponentielle).
Comme pour les précédents TP, l'aller-retour entre observation et validation est
souhaité ...

Les hypothèses de déroulement.
Les élèves commençant à avoir l'habitude de la recherche "libre", et la question étant
assez stimulante, l'activité de la classe devrait être assez riche.
Les élèves bricoleurs considèreront peut-être la question comme un défi, et tenteront de
trouver, à coups de zoom, un exposant réalisant un contact tangent, en contournant la
validation théorique; les élèves plus scolaires seront peut-être tentés de réinvestir "à
répétition" le dernier TP : étude de l'équation eX= x2, puis de l'équation eX= x3, etc ...
Les élèves expérimentateurs devraient trouver ici un terrain d'explorations multiples.

N.B. A partir de ce TP, les corrections sont données sous la forme de Vues et
changement de points de vues, commentés,puis distribuésà la classe.
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de pointsVues et
de vue

changements
sur le TP 10

A partir de ce TP, les séances "d'institutionnalisation" se font avec l'aide de laT/92
rétroprojetable. Cela s'inscrit dans le cadre de l'immersion douce dans la manipulation
de ce matériel de type nouveau.
On n'abordera donc pas tous les points problématiques ( d'ailleurs, est-ce possible?),
mais, à chaque fois, quelques-uns. Comme pour le précédent TP, on insiste ici
beaucoup sur l'importance du "changement de point de vue", sur la comparaison des
avantages et inconvénients des diverses stratégies.

Observations et conjectures ...

On peut commencer par observer la position relative de la courbe de la fonction

exponentielle, et des courbes des fonctions puissances d'exposant -1,i ' l ,2,3. (Ces

exposants n'ont pas été pris tout à fait au hasard: on a en principe en tête le "plumeau"
des fonctions puissances!)

Conjectures découlantde
l'observation de eXetxê :
- si l'exposant de la fonction
puissance est négatif, sa courbe
coupe une fois et une seule la courbe
de la fonction exponentielle;
- si l'exposant est égalàdeux, pas
d'intersection ;'
- si l'exposant est égal à 3, deux
intersections;
- que se passe-t-il pour les exposants
entre 2 et 3?

On peut alors essayer d'affiner ces observations ( cependant,ilfaut songerà l'équilibre
des plages de travail, observations, conjectures, preuves ...), ou essayer de définir une
stratégie générale ...

1ère stratégie: où l'on s'inspire du TP précédent

On cherche le nombre de solutions de l'équation eX= xa pour x > O. On sait que l'on va
devoir étudier une fonction. On passe au logarithme pour faciliter cette étude ( par
dérivation, le logarithme partira ...). Soit l'équation x= a.lnx, et l'étude de la fonction

a x - a
f(x) = x - a.lnx. On dispose de f ' (x)= 1 - x =x .Deux cas de figure:

- si a < 0, la dérivée est strictement positive. La fonction f croît donc strictement de-00 à
+00. Comme f est continue, le théorème de la bijection s'applique, et f s'annule une fois
et une seule. Confirmation de la première conjecture.
- si a > 0, la dérivée s'annule pour x= a. L'étude de son signe montre que la fonction f
admet un minimum pour x= a, et ce minimum strict est égal à a - a.lna= a.( 1- Ina). Si
ce minimum est strictement positif, c'est à dire pour a< e, la fonction f ne s'annulera
jamais; si ce minimum est nul, c'est à dire pour a= e, la fonction f s'annulera une fois
exactement; si ce minimum est strictement négatif, c'est à dire pour a> e, la fonction f
( qui a pour limite +00 quand x tend vers 0 ou+00 ) va s'annuler deux fois.
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Vérification :
- on trace la courbe de la fonction
exponentielle, et celle de la fonction
xe. Elles semblent bien se rencontrer
en un point, avec de plus une
tangente commune;
- en effet, pour x= e, les fonctions eX
et xe coïncident (évidemment), et
leurs dérivées eXet exe-l aussi. Cette
remarque aboutira à la stratégie 4.

2ème stratégie: où l'on améliore la précédente.

Ons'interesse àl'équation x - alnx= O. On peut alors songerà isoler le paramètre. En
supposant x différent de 1 (ce qui n'est pas gênant, puisque pour x= 1, les fonctions
exponentielles et puissances peuvent difficilement se rencontrer ...), l'équation devient

l~x = a. On choisit alors de considérer la fonction g(x)= l~x (dont l'étude est laissée au

soin du lecteur ).
Résoudre le problème revientàétudier le nombre d'intersection entre la courbe de g. et
une droite "horizontale" d'équationy = a.
L'étude montre que, pour x> 1, la fonction admet un minimum égal à e (obtenu pour
x = e). Bien entendu, la calculatrice peut être mise à contribution pour l'établir. Mais
attention àce que la machine dit, ou ne dit pas!
- si on reste dans l'application graphique, la calculatrice donnera une valeur 8l1prochée
du minimum :

Dans l'application graphiQue de la
TI92, la calculatrice donne le résultat
en valeur approchée, même si onest
en mode "calcul exact". indiqué sur
la ligne du bas de l'écran. Il est
regrettable d'ailleurs que coexistent
sur le même écran "exact", et une
valeur approchée ...

yc: 2. 7192919 On peut bien sûr conjecturer que ce~L~~~~ililm==~j=Jij~====::jminimum ressemble bienàe,mm
cela reste une conjecture ...

- par contre, si on revient dans l'application initiale, on obtient la valeur eXacte
d'annulation de la dérivée :

La fonction l~x a été mise dans le

fichier de fonction en y 1
On observe que la calculatrice veut
bien dire que la dérivée s'annule pour
x = e, mais ne dit pas quand la

1 dérivée est positive : elle renvoie
-=-=~ - >. simplement le message ( en calculant

( 1n(x»)2 tout de même la dérivée de la
fonction, mais sous une forme qui
n'est pas habituelle l)

Une fois établies, avec ou sans l'aide de la machine, les variations de la fonction, on en

revient à l'étude de l'équation l~x= a.

• sOlve( (t·x(Yl(X») = 0, x)
• sOlve( «"x(Yl(X») > e ,x)

x=
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Résultats

- si a < 0, l'équation a toujours une
solution.

- aucune intersection pour 0< a < e

- une seule intersection pour a= e

- deux intersections pour a> e

3ème stratégie: où l'on modifie la précédente.

Revenonsà l'équation x -alnx= O. On aurait pu aussi faire le choix de se ramenerà des

fonctions de référence, en étudiant l'équation lnx=i (ce qui suppose avoir éliminé le

cas a= 0). Le problème revient ainsià étudier les intersections entre la fonction ln, et
les droites passant par l'origine.
L'interêt de ce point de vue est que l'on peut repérer ici une situation familière: on sait
(en principe) que la tangenteà la courbe de la fonction exponentielle au point (e, 1)

l' . . 1passe par ongme, avec comme pentee.
Pour les droites issues de l'orilUne de

1
pentei :

- si les pentes sont supérieuresà ~ ,

donc si a< e, pas d'intersection;
1 1 . .

- pour il= e 'une intersection ;

O 1 1 d' .- pour < il<e' eux mtersecnons ;

1 0 . .- pour il< ,une mtersecnon.

Intérêt de cette méthode: bonne visualisation, retour à une situation de référence. Par
contre, pour prouver ce que l'on voit...ilvaudrait mieux revenirà la stratégie 2...

4ème stratégie: où l'on revient à la tangente.

Reprenons le problème au point de départ, c'està dire l'étude de la position relative de
la courbe exponentielle et des courbes puissances.
Les observations de départ pouvaient conduireà penser qu'ily avait parfois une
intersection vide (pour x2 par exemple), parfois une intersection réduite à deux points (
pour x3 par exemple), et parfois une situation "intermédiaire", ainsi définie: la courbe
d'une certaine fonction puissance rencontre la courbe de la fonction exponentielle en un
seul point, et, en ce point, les deux courbes sont tangentes, c'està dire ont une tangente
commune. Comment procéder?
Supposons que cette .situation existe.
Soit x l'abscisse du point unique de contact, et a l'exposant de la fonction puissance en
question.
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On devrait avoir simultanément: eX= xa et eX= axa-l. n s'agit d'un systèmeà
résoudre. Par division, on a immédiatement x= a, ce qui amèneà l'équation ea = aa ,
c'est àdire a= e.
n reste àvérifier que cet exposant convient, ce qui ne pose pas trop de problèmes ...

Comparaison avec les autres méthodes : ici on trouve d'emblée l'existence d'une
configuration particulière, où les courbes se coupent un un point, avec tangente
commune. Donc des résultats plus riches, pour cette situation particulière, qu'avec la
stratégie n02. Par contre, on n'a pas les résultats pour les autres fonctions puissances ...
Même si on peut conjecturer que, pour0 < a < e, donc avant la situation de tangence,
les courbes de la fonction puissance ne coupent pas celle de la fonction exponentielle,
ceci n'a pas été prouvé ici. .. Notons que, sous des formes différentes, toutes les
méthodes mettent en valeur une situation limite, qui est une situation tangente (stratégie
1,2 et3 :droite tangenteàune courbe, stratégie4: courbes tangentes)

Dèrnier changement de point de vue, et conclusion.

La fonction exponentielle a comme réciproque la fonction logarithme, la fonction xe
réel 1&· liea comme ciproque a toncnon x .

n suffit de transférer les résultats
obtenus antérieurement :
tout se fait par symétrie (en repère
orthonormé! ) par rapportà la droite
d'équation y= x.

Les courbes se coupent bien en un
point unique de coordonnées (ee,è),

Fin provisoire. n est toutàfait possible qu'ily ait d'autres stratégies, découlant d'autres
points de vue sur la question.
Terminons sur une remarque de type graphique: si on veut jeter un coupd'oeil sur
l'ensemble de la situation, c'estàdire, en repère orthonormé, les courbes de la fonction
exponentielle, de la fonction logarithme, des fonctions puissances xe et xl/e, et la
"première bissectrice, sur des plages qui permettent de "voir" les points de tangente, on
est bien déçu : on ne voit pas grand chose.

Ce qu'on gagne en vision générale,
on le perd en précision.

Comme le dit Jean-Luc Godard, "une
image juste, c'est juste une image ..."

Morale de l'histoire, et fin.
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... tLDTS

"'yl=x:S - :S·x 2 - 9'x-l.
y2=
y3=
y4=
y5=
y6=
y7=
y8=
y9=
•• t ,,_

remier TP traité avec les TI-92
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1.Le travai1 donné aux élèves

TP nO]] du Jeudi2] Décembre

C'est le premier TP fait avec les TI-92. Le travail est donc assez guidé, beaucoup d'indications
techniques sont données.
C'est la stratégie de l'immersion douce...

Régler d'abord le mode de fonctionnement de la calculatrice (touche "mode" en haut à droite) : cette,
touche est essentielle, en particulier pour l'organisation de l'écran (partagé en deux, ou non : split, ou
full), pour l'affichage des nombres (combien de décimales disponibles: display digits), et surtout pour
le mode de calcul (exact, ou approché). Vous devez obtenir les deux pages ci-dessous.

rn
MaDE

• f, nT! rz 1Page 1 Page 2
GraPh···~·t······· FUNCTION+
C~rrtnt Q ~er •••• nt 12"D1S~ aw 191tS••••
Ang e••• l.t••••••• RADIAN+
Exponent a F€rMat NORMAL"
COMt1eX ForMa •••• REAL"
Uee or ~orMat ••••• RECTANGULAR+

...Pretty rint •••••• ON"
~' CEnter=SAVE) (ESC=CANCEL) 1-

•n

us' . + liNO + rD D'EN rHDICU

LRéntrer dans le fichier de fonction (touche verte Y)
1

en y 1 la fonction f qui à x associe x3 - 3x2 - 9x + 3
(cette fonction a été étudiée dans le contrôle n03).

Choisissez une fenêtre (Win d 0 ID) qui permette
d'obtenir l'allure de la courbe ci-contre.
Eri utilisant l'option Math de l'application
graphique(F5), localiser les trois racines de l'équation
f(x) = 0

2. ,Repasser dans l'application initiale
(Ho me). Utiliser alors l'option S 0 lu e du menu
Algebra pour résoudre l'équation f(x)= 0, d'abord en
calcul exact, puis en calcul approché.
(Attention, l'existence d'une petite flèche en fin de
ligne indique qu'il y a d'autres résultats affichés, que
l'on peut atteindre en se déplaçant avec le curseur)
Comparer les résultats obtenus dans la question 1 et la
question 2.

11
MODE

fi n lTPa~~ 21Page
..spp t Sereen •••••• LEFT-R IGHT+

Sp Jt 1 App ••••••• HOMe +
Sp lt 2 Ap~ ••••••• îraph +~~M~;r,Or raphs •• ..I~:·.··rT ,:1.
~p{it Sè~éën-Ratlo ..... s"·.· AI,I-

lU"
Exaet/Approx •••••• 1::IIflfDIII,+

... (Enter=SAVE) <Ë~ë=çaNCEb) ....
USE + liNO .. rD !I,rN (
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3. Repasser en mode calcul exact.
- Calculer alors la dérivée de la fonction f (menu
calcul (F3), ou touche jaune, superposéeà la touche 8
duclavier numérique. Syntaxe : dey1(x), x)

..;.Calculer les limites de f en+00 ou -co. Syntaxe:
limît(yl(x), x, co).
- Résoudre l'équationf ' (x) = O. On peut recopier
l'expression de f't on utiliser à nouveau la touche de
dérivation (voir écran ci-contre : attention à la
syntaxe !).
L'écran garde les traces des calculs effectués.

4. Déterminer l'équation de la tangenteà la courbe de
f.aupoint d'abscisse -2. Rentrer.cette fonction en Y2.
Etudier l'intersection de cette tangente avec la courbe.
Changer la fenêtre graphique pour faire apparaître
cette intersection.
Généralisation : déterminer l'équation de la tangente à
la courbe de C au point d'abscisse a. Etudier alors
l'intersection de cette tangente avec la courbe.
Conclusion '/

1
• yl(x) 1 x = -2 1

• sOlve(yl(x) = lS·(x.
x=70 ....x=-

2.Le cadre du travail
Le texte du TP reprend pour partie l'énoncé d'un contrôle écrit donné en début d'année.
Le sujet est classique, l'objectif n'est pas ici de réaliser une recherche, mais plutôt
d'apprendre àfournir un travail "assisté" par la calculatrice.

Le thème

Intersection d'une courbe avec ses tangentes

La question problématique

La tangente coupe-t-elle toujours la cubique, même quand sa pente paraît beaucoup plus
forte que ce que l'on peut voir de la cubique'l

Les objectifs pédagogiques.

En premier lieu une première familiarisation avec l'outil. C'est pourquoi le travail donné
est assez simple, pour permettre une immersion douce ...
En deuxième lieu le développement des "visions larges". Ce n'est pas parce que une
droite et une courbe semblent ne pas se couper qu'elles ne se coupent pas ... Il faut y voir
de plus près (c'està dire ici de plus loin ...).

Les hypothèses de déroulement.

Deux éléments se conjugueront sans doute pour empêcher de. voir l'intersection
lointaine entre la courbe et sa tangente:
- c'est la première fois que les élèves manipulent la machine. Ils seront sans doute
absorbés par cette découverte ;
- il est bien connu qu'une tangente est une droite qui ne "touche" la courbe qu'en un
point ...
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 11

Sur quelques problèmes théoriques soulevés par ce TP. La forme de ce retour est un
peu particulière, prise en main des TI-92 oblige.

Quatre points importants.

Sur l'utilisation des potentialités de la machine

Désormais, certaines erreurs de calcul sont évitables: dès lors qu'une fonction est
rentrée dans le fichier des fonctions, par exemple dans yI, celle-ci peut être utilisée
pour des calculs d'image, de dérivée, etc. Le calcul de f(-2) est alors immédiat (ceci dit
pour les élèves qui ont fait le calcul "à la main", et se sont trompés ...).

Les commandes de la machine doivent aussi être utilisées rationnellement:
- pour la recherche des limites d'un polynôme du troisième degré, on n'aura pas

besoin d'utiliser la commande correspondante de la machine 1 (dans ce TP, ce qui est
suggéré servait à une première découverte de ces commandes, et n'a pas de caractère
routinierl); - pour rechercher des valeurs approchées. des racines dans l'application
graphique, pourquoi se déplacer laborieusement avec Trace, alors que l'option "zéro"
donne très rapidement le résultat, et avec une précision bien supérieure?

Tout cela nécessite de bien connaître la machine, d'en explorer les potentialités, et
donc de ne pas se réfugier dans des vieilles routines, rassurantes mais peu performantes.

Sur l'écriture des résultats

Il est important d'attirer l'attention des élèves sur les différents types d'écriture qu'il
faut désormais gérer:

-Técriture mathématique usuelle (et seule admissible lors d'un contrôle 1) ;
- l'écriture d'entrée dans la machine ( celle que l'on rentre dans la ligne de calcul) ;
- l'écriture de sortie d'écran (le "pretty print").

Ainsi, pour la dérivée de la
fonction f au point -2, on trouvera
les écritures suivantes:

rrl~~ n. ~lF). J r..·.l F5,1 F'...F Algebra Cale Ot.her Prgl'110 Clear a-z ...

• l"x(Y1(X» 1 x = 2 -~
d ( '11()() •x) 1x=21
IMAIN RAD J'1IAt" rliNC t l'III

-f' (-2)
- d(yl(x). x) 1x=-2

d
- dx (yl(x» 1x =-2.

Il importe de différencier clairement la première écriture des deux autres. En
particulier dans un devoir de mathématiques, et plus encore le jour du baccalauréat,
seule la première écriture est admissible.

Cependant, ces écritures admissibles, et le "pretty print", sont en général très
proches. Cela permet une vérification à l'écran de ce que l'on a écrit dans la ligne
d'entrée de la calculatrice. Il est important d'avoir le réflexe d'opérer de telles
vérifications systématiquement: une parenthèse est vite oubliée!
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Il faut vérifier que ce qui est
renvoyé par la machine
correspond bien à ce qui devait
être rentré en machine (c'est là
qu'apparaissent les fautes de
parenthésage) ;

rF1~~ n... Il n· ~h,.'t·.TI n,l Fi....~ Aigebra Cale Olher Pr91'1IOClear a-z ...

.p::3_4 1 -3 {x - 1)
J x

J((x+3 )l'x-4)1
MAIN rI/ArT rUNe lno

On peut s'interroger aussi sur la transformation opérée automatiquement par la
calculatrice :
- d'où vient-elle?
- quelle est la forme la plus intéressante pour le calcul ?

Sur l'écart valeur exacte, valeur approchée

Les élèves seront probablement surpris que la machine refuse de donner les valeurs
exactes des solutions. Un mot d'explication n'est pas inutile "La plupart" des équations
(mises à part les équations polynomiales de degré inférieur à 5), n'ont pas des solutions
s'exprimant simplement à l'aide des fonctions "usuelles". Pour les équations
polynômiales de degré 2, 3, 4, existent des formules générales de résolution.
Cependant, le constructeur a choisi de ne pas programmer ces formules, pour des
raisons (sans doute) de format d'écran, et de complexité d'écriture.

Surprise, la machine en calcul
exact renvoie l'équation elle-
même avec une pseudo-
factorisation qui risque d'induire
en erreur plus d'un élève étourdif

En calcul approché, on trouve
trois racines (attention, la petite
flèche en bout de ligne indique
l'existence d'une troisième racineà
aller chercher avec le curseur! ).

rrl~TI n. Il n. ~1 ,.'t·.l n,Tc U...~ Aigebra Cale Olher Prgl'lIO Clear a-z ...

• so 1ve( yi (x) = e ,x) x .(x 2 - 3 .x - 9) = -~
• solve(y1(x) = e, x)

x = 4. 75977e49314or x = • 3e5497299332 (~
so!ue(y1(x)=O.x)

lM AIN rI/At tUNe 2/)0

NB. L'énoncé suggère d'utiliser le menu "mode" pour passer du calcul exact au
calcul approché, et réciproquement. Ceci est fait pour familiariser les élèves avec
l'utilisation de ce menu, et pour insister sur l'importance de ce choix conscient (calcul
exact, ou approché). En fait,il sera ensuite plus commode de rester toujours en calcul
exact, et de demander une valeur approchée quand c'est nécessaire en utilisant la
combinaison de touches "diamant/enter". Par ailleurs,il est décisif d'insister sur le fait
que l'application graphique ne donne que des valeurs approchées, que ce soit pour la
résolution d'équations, le calcul de dérivées, d'intégrales ... et ceci, même si le bandeau
d'écran indique "calcul exact".

Revenons aux valeurs approchées données par la machine (on notera que l'on
bénéficie d'une plus grande précision dans l'application initiale que dans l'application
graphique). .

En mode approché,il n'y a aucune raison que la calculatrice donne les valeurs
exactes des solutions d'une équation. Mieux, on est sûr, pour des raisons liées au
nombre de décimales des calculs partiels, que 0,3054072893 n'est pas une solution de
l'équation
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x3 - 3x2 - 9x + 3 = O.
TIpeut être utile de donner l'une des solutions de l'équation x3 - 3x2 - 9x + 3 = 0,

telle que la donne le logiciel Mathematica ( ou telle qu'on peut la calculer soi-même !) :

x = 1 + (4+4i~)lf3 + (4+4iv'3)l/3. La résolution est faite via les nombres

complexes, mais la solution est réelle. TI faut un travail supplémentaire pour faire

apparaitre des expressions réelles connues : cette solution est ( 1 + 4 cos; ). On

reconnait la valeur approchée 4,758770 ... Mais ces deux nombres ne sont pas égaux1

Par ailleurs, on peut préciser que, si une solution d'une équation du troisième degré
est "simple", c'est-à-dire entière, ou rationnelle, la TI 92, se ramenant à une équation du
second degré, résout alors sous forme exacte (ceci pouvant s'étendre à des équations
polynomiales de degré supérieur ). Les exemples suivants peuvent être donnés aux
élèves, pour étude immédiate :

x3 - 2x2 - 4x + 3= O.
x3 - 2x2 - 9 = O.
45x3 + 42x2 - 138x + 9= O.
0, 03x4 - 300, 56003x3 + 5601, 73023 x2 - 14290, 1989x - 121011= O.
On notera que ce dernier polynôme est celui du TP l, qui avait donné du fil à

retordre aux élèves. Les racines étant entières ou rationnelles, la résolution exacte est
faite par la machine sans problème (en fait,il faut quand même du temps, ce qui peut
sembler normal vue l'ampleur des coefficients !).

Enfin, on peut se donner des exemples de résolution, en demandant à la machine de
développer (via l'option exp and) des produits de polynômes du premier degré, puis en
recherchant les zéros des polynômes obtenus (une sorte de travail en boucle). Si on
construit ainsi un polynôme du troisème degré avec trois racines irrationnelles
"simples", du type (x-{2)(x-{3)(x-{5), la calculatrice ne retrouve pas les valeurs
exactes des racines, mais par contre en donne des valeurs approchées (avec un temps de
travail extrêmement long).

Justification mathématique

L'introduction de la TI-92 risque d'atténuer la nécessité des preuves. Raison de plus
pour insister systématiquement, au début, sur ce point!

Le fait que la machine ne donne, en valeur approchée, que trois solutions ne permet
absolument pas d'affirmer qu'il n'y a que trois solutions. On verra des exemples où la
calculatrice ne détecte pas toutes les solutions.

La seule preuve est d'ordre mathématique : une équation du troisième degré a au
plus 3 solutions. Pour les localiser, étude des variations de la fonction, et application du
théorème de la bijection.

Fin du TP

La quatrième question est traitée. L'intérêt de la machine apparaît ici assez
spectaculairement, ainsi que la nécessité d'indiquer, lors de la résolution d'une équation,
ce qu'est l'inconnue, distinguée ici d'un éventuel paramètre.

On prouve ainsi que la tangente à une cubique rencontre toujours la cubique en un
autre point. .. sauf si les deux points sont confondus, ce qui donne le point d'inflexion,
c'est à dire un point de contact d'ordre trois.
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On notera que l'équation de la
tangente à la cubique au point
d'abscisse a est rentrée sans aucun
calcul en y2.

On pourrait aussi expliciter f ' (a)
et f(a) par un calcul annexe, et un
copié-collé, ce qui a été fait en y3.

rr1~I; n· ITI ~ ,rIt YI~I~ ra··1 '" T•F ZOOM E it ./ A 1 Style "·1).i-t ",
.'LUTS

./yl=x3 - 3·x2 - 9'x + 3

./Y2{ d~eYl(X» 1x = a)-ex - a)+ yl(a)

./Y3~3'a2 - 6'a - 9)·ex - a)+ a3 - J·a2 ...9·a.
y4 .
y~=
y =
y7=

y4(x)=
MAIN RAD [XAC rUNC

Les deux méthodes présentent leurs avantages et leurs inconvénients : la première
méthode est plus rapide, mais fait travailler en aveugle : elle ne permet pas une écriture
simple ( c'està dire aux normes d'un devoir habituel) de l'équation de la tangente en
question.

Résolution de l'équation.

On notera qu'il a fallu bien sûr
préciser quelle était l'inconnue, et
que les solutions ne sont pas
données sous la forme la plus
simple qu'on aurait pu envisager!

rr1~11 n.... Il, n .....11r"·.TF F5 ,l, Fi•F Aigebra Cale Other Prgl"110Cleara-z...

• soIve(yl(x) = y2(x), x)
x = -(2' a - 3) or x= ë

sol ue (yi (x)= y2 (x) •)()I
IMAIN 11/111 rirA( FIINr tl'U)

On obtient pour finir l'intersection voulue. La cubique, et une de ses tangentes, se
rencontrent toujours en deux points (le point de contact, et un autre point) sauf... si ces
deux points sont confondus. Ce qui se produit si et seulement si - ( 2a -3 ) est égal à a,
c'est à dire si a= -1.

On peut finir par observer ce que ce point a de particulier, la tangenteà la courbe en
ce point, la position de cette tangente par rapport à la courbe, le rôle de la dérivée
seconde.

Bref, la routine !

Résolution de l'équation f "(x)= O.

On retrouve sans surprise le point
d'inflexion.

rf1~11 n.... III n·.J1 Pt· .11 F5 I~ F&•F Aigebra Cale Other Prgl"110Cleara-z...

III SOlve( ::2 (y1(x» = e,x) x=l

solue(d(Y1(x).x.2)=B.x)
IMAIN IIAD [KAC rUNC t/]O

Le calcul par la machine de la dérivée nième d'une fonction est justement le thème
du TP suivant. Habile transition, et fin de ce TP.
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TP traité avec les TI-92

-'e:~~" TP

Ifl~fl n. ITt n· J r..·.1 rs ~ rli•F Algebra Cale Olher PrgPlIOClear a-z ...
dxt"l\

, -'J

~((x2 + x + l)· ..x~
dxn

• d
2

2( .. x.(x2 + x + 1))
dx

(x2 + x + t)· ..x + 2·(2·x + l)·ex + 2· .. "
d<eA<x>*<x A2+x+1>.x.2>
IMIIIN _III1D EXIICT ZlJO
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1.Le travail donné aux élèves

1. Déterminer la dérivée 1ère, 2ème, 3ème ...nième de la fonction f, quià x associe
f(x) = ex.(x2+x+ 1).
2. Généralisation: pouvez-vous déterminer la dérivée 1ère, 2ème, 3ème",nième
de la fonction g, qui à x associe g(x)= eX.(ax2+bx+c) ?

Indications:

Ecriture mathématique:

La dérivée nième de f est notée f(n) (les parenthèses sont indispensables, pour ne pas
confondre dérivée nième, et puissance nième) "

Ecriture T/92 :

- ne pas oublier de vider les mémoires numériques avant le début du TP (Commande
F6 dans l'application initiale), pour ne pas laissertrainer des contenus divers dans les
mémoires a, b et c, utilisées ici ;
- ne pas oublier le signe x ("multiplié") dans le calcul formel : ainsi, pour dériverf, il
[taut taper le signe "multiplié" entreeX et la parenthèse du polynôme "
- pour obtenir la dérivée nième d'une fonction f avec la T/92, la syntaxe est
d(f(x), x, n), n étant nécessairement un nombre entier;
- on peut obtenir si l'on veut une forme factorisée de la dérivée eh utilisantla
commande factor du Menu Algebra, dans l'application inititale (Home) ;

Cahier de recherche "

- ne pas oublier: sur la page de gauche, les recherches, les copies d'écran, la syntaxe
TI-92 , le brouillon .., sur la page de droite la rédaction du rapport,
- noter scrupuleusement toutes les commandes effectuées, même celles qui n'ont pas
donné de résultat, ou qui n'ont pas donné le résultat attendu,

Remarque "technico-mathématiQue" : l'énoncé suggérait l'utilisation de la commande
"factor" du menu Algebra, En fait,il aurait été plus opportun de dire : "on pourra
transformer l'expression de la dérivée obtenu en utilisant les commandes Factor, ou
Expand, du menu Algebra",

La différence n'est pas mince,
comme on le voit ci-contre: en
haut la forme "brute" de la dérivée
3ème, puis la forme obtenue par
Factor, puis la forme obtenue par
Expand.
Suivant la forme observée, ce ne
sont pas les mêmes régularités qui
apparaissent!

(x + 2),(x + 5)'e
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On réalise ce genre de problème une fois que le TP est passé. Défaut d'analyse, sans
doute ...
Mais l'expérience prouve aussi qu'il est impossible de tout prévoir.
Heureusement 1

2.Le cadre du travail
Le thème.

Dérivées successives de fonctions de référence (exponentielle et polynômes).

Les questions problématiques.

La calculatrice refuse de donner une formule pour la dérivée nième de la fonction.
Comment reformuler la, ou les, questions, permettant de découvrir la réponse .,
Une multiplicité d'observations concordantes vaut-elle preuve"

Les objectifs pédagogiques.

TIs'agit là d'un premier travail de recherche avec un outil de calcul formel.
TIfaut donc combiner recherche d'informations, organisation de celles-ci, recherche de
régularités, conjecture de résultat général, réfutation éventuelle, preuve générale
(objectif méthodologique).
Sur le plan mathématique, l'occasion est bonne pour reprendre le raisonnement par
récurrence.

Les hypothèses de déroulement

Sur le plan de la recherche, la nouveauté de l'outil devrait permettre une activité
soutenue de la classe, avec sans doute moins de traces écrites que lors du travail avec
les calculatrices graphiques.

On devrait assister au déploiement d'attitudes caractéristiques du travail des élèves :

- les élèves plutôt bricoleurs vont accumuler les résultats pour des valeurs particulières
de n. "A force", ils auront peut-être l'idée du résultat général. Mais pour eux, la
nécessité de la validation de cette conjecture est peu apparente: "puisque la formule est
vraie pour toutes les valeurs de n que je peux imaginer, elle est vraie pour tout n !" ;

- les élèves plutôt scolaires auront du mal à organiser les informations successives. La
découverte de la conjecture est dans ces conditions assez difficile ...

- les élèves plutôt rationnels trouveront assez rapidement la formule générale, et
aborderont sans doute une démonstration par récurrence;

- les élèves plutôt expérimentateurs auront tendanceà combiner des calculs à la main,
des calculs à la machine, l'accumulation des résultats sous différentes formes ayant
"quasiment" valeur de preuve;

-les élèves plutôt théoriques pourront voir dans les dérivées successives l'amorce d'une
régularité, en chercheront les raisons dans quelques calculs à la main: peut-être
pourront ils ainsi comprendre pourquoi les dérivées successives sont toujours de la
même forme (exponentielle multipliée par un polynôme). La compréhension du
phénomène vaudra peut-être alors démonstration ...
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 12

Comme après le TP 10,il s'agit ici de montrer les différentes stratégies possibles de
traitement de ce problème, et au-delà de définir une problématique de recherche.

Préambule : apprèndre à voir.

Il s'agit d'illustrer ici un leitmotiv : on se sait pas parce que l'on voit, mais on voit
parce qu'on sait ce que l'on va voir. Autrement dit, quand on prospecte, on a toujours
une petite idée de ce que l'on veut voir, on ne cherche pas (ou rarement) au hasard.
On peut utiliser la machine pour dériver, ou dériverà la main. Les deux méthodes
peuvent apporter des informations intéressantes: avec la machine, cela va vite, et on
peut accumulerà peu de frais de nombreux résultats. A la main, on va moins vite, mais
on voit mieux les mécanismes qui aboutissent au résultat obtenu.

1. A la machine d'abord.

On peut dériver toute la fonction, ou dériver par morceaux ( dans ce dernier cas, on
disposera de fonctions plus simples ).

a) Si on dérive toute la fonction, on peut observer les résultats bruts, ou observer
les résultats factorisés (commande Factor ), ou observer les résultats développés
( commande Expand )

rrl~JI n. Il n· J r..·.1 rs,l r&• ~ Algebra Cale Other Prgl'\IO Clear a-z ...

• ~(eX.(x2 + x + 1))
dx1

(x2 + x + tl·ex +(2·x + l)·e)

• èxpand( ::1 (eX·(x2 + x + 1)))
x2·ex + 3·x·ex+ 2·e)

",pand(d(eÀ(x>*(xÀ2+x+1> _x,1 >>1
IMAIN RAil [I/A(' ruNC 1/10

On obtient ainsi une série de résultats que l'on doit récapituler de façon organisée sur
feuille, pour pouvoir en tirer d'utiles enseignements.

Ordre Résultat brut Avec Factor Avec Expand
de dér.
n=1 (x2+x+ l)ex+(2x+ l)eX (x+ 1)(x+2) eX x2 eX+ 3x eX+ 2 eX

n=2 (x2+x+ l)ex+2(2x+ l)ex+2ex (x2+5x+5) eX x2 eX+ 5x eX+ 5 eX

n=3 (x2+x+l)ex+3(2x+l)ex+6ex (x+2)(x+5) eX x2 eX+ 7x eX+ 10 eX

n=4 (x2+x+ 1)ex+4(2x+ l)ex+ 12ex (x2+9x+17) eX x2 eX+ 9x eX+ 17 eX

n= 100 (x2+x+ l)ex+ loo(2x+ l)ex+9900ex (x2+201x+l0001) eX x2 eX+ 201x eX+ 10001 eX
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Il faut ensuite observer, pour essayer de trouver une régularité:
-ilest d'abord remarquable que l'on obtient "toujours" (pour tous les exemples traités)
le produit de la fonction exponentielle, et d'un trinôme du second degré ;
-ils'agit alors de trouver la forme générale des trois coefficients de ce trinôme. Pour le
terme carré, cela semble être1. Pour le terme en x, cela semble être ...,pour le terme
constant, cela pourrait bien être ...

Bref, au terme de ce premier round d'observation,ily a ceux qui ont une idée de la
formule générale, et ce qui n'ont pas encore trouvé. Ceux là peuvent passer au
paragraphe (b), ou alors à quelques calculs à la main pour voir ce qui se passe
concrètement.

b) Au lieu de dériver toute la fonction, on peut la décomposer en somme de
fonctions (puisque la dérivée d'une somme est la somme des dérivées ...), et voirce qui
se passe pour chacun des termes, c'est à dire pour x2 eX , x eX et eX. Pour le dernier
terme, pas de problème ...Pour les deux autres, cela revientà reproduire à chaque fois
l'étude précédente. On en laisse le soinànos lecteurs attentifs ...

2, Quelques calculs à la main.

Même pour ceux qui ont une idée de la formule générale,ilest utile de comprendre d'où
elle provient.
Il est peu utile de redériver icif ( la machine l'a fait ), maisilest par contre utile de
comprendre ce qui se passe si on dérive une fonction de la forme (x2 + mx + p ).ex ,
puisqu'il semble qu'on a toujours une fonction de ce type ...
Soit donc h(x)= (x2 + mx+ p ).ex , on obtient
h ' (x) = (x2 + mx+ p ).ex +( 2x+ m ).ex , c'estàdire:
h ' (x) = [ x2 + ( m + 2 ).x+ m + p].ex

Ainsi, le coefficient de x2 reste 1; le coefficient de x a été augmenté de 2; le coefficient
constant est la somme du coefficient de x et du coefficient constant précédents.
On peut alors jeter un coup d'oeil au tableau établi à la machine, et vérifier que ce
phénomène se produit bien à chaque coup.
Plusieurs stratégies sont alors possibles. Ceux qui ont conjecturé la formule peuvent
passer directement à la deuxième stratégie, les autres doivent passer à la stratégie
suivante, ..

Première stratégie: où l'on trouve et prouveà la fois..•

On vient de prouver que, si une fonction est de la forme (x2 + mx+ p ),eX , alors sa
dérivée est aussi de la forme (x2 + m' x+ p' ).ex, Comme f est précisément de cette
forme, toute ses dérivées successives ont la même forme. C'est une preuvePar
récurrence. On reviendra avec précision sur cette méthode de démonstration dans la
partie 2.
On sait désormais que la dérivée nième de f, c'est àdire tin), s'écrit:
tin) (x) = (x2 + bnx+ Cn ),eX, les coefficients bn et Co dépendant de l'ordre de la
dérivation.
On sait même plus, en fonction de ce qui a été établi ci-dessus:
hn+l = bn + 2
Cn+l= bn + cn·
Pour bn, cela prouve directement que c'est un terme d'une suite arithmétique de raison
2, et de baseho, c'est à dire1. Le cours sur les suites nous apprend alors que:
bn = bO + nr = 1 + 2n, Petit coup d'oeil sur le tableau des premiers résultats : cela
marche'
Pour les coefficients Cnmaintenant.
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Petit calcul en cascade :
Cn = bn-l + Cn-l.
Cn-l = bo-2 + Co-2

C4 = b3 +C3·
C3 = 1>2 +C2·
C2 = bl +CI
(Attention, bj et Cl sont les coefficients de la dérivée première, c'est àdire de f '.)
On ajoute ces égalités membre à membre, et , après élimination des termes de la suite
Cn,on retombe sur un résultat connu : la somme des termes d'une suite arithmétique.

A·· '" b b b b (bl+bn-l)(n-l)msiCo= un-l + n-2+ ...+ 3+· 2+ 1+ Cl= 2 + cr,

D' ù - (3+1+2(n-l» (n-l) 2 - 2 1o Cn 2 + -n + .
Petit coup d'oeil sur le tableau des résultats: Bon Dieu, mais c'est bien sûr!

Deuxième stratégie: où l'on prouve ce que l'on trouve •••

On se place désormais dans le cas où le cri Eureka a été poussé12 : l'observation des
premiers termes donne l'idée que la formule pourrait bien être :
tin) (x) = [ x2 + (2n+ l)x+ n2 + ll.ex •

Attention : avoir montré que la formule est eXacte pour quelques valeurs de n ne prouve
en aucun cas gy'elle est toujours vraie.
L'Histoire ( des mathématiques ) est ainsi pleine de conjectures qui étaient tellement
vraies ... qu'elles étaient fausses.
Un exemple : une conjecture de Fermat, qui, emporté par son tempérament de Gascon,

déclara que tout les nombres de la forme Fo= 2(2n>+1 étaient premiers.
Fermat ne disposait pas des moyens de calcul d'aujourd'hui...
TIest simple de voir avec une TI 92 que la conjecture de Fermat, vraie jusqu'à l'indice 4,
s'écroule pour 5 :

Fs = 2(25 >+1= 4 294 967297 = 641. 6700 417.

rU~l n... ITI F) ...~J fltt,TI FS)l Fii...F Algebra Cale Other Prgl'lIO Clear a-z ...

• factor(4294967297) 641 ·670041t

• factorb25 + 1) 641· 670041t
factor<2A(2A5)+1~
IMAIN liAI! rI/AI "tlNr ~/U

On voit ci-dessus que la calculatrice factorise F5 aussi bien sous la forme puissance,
que sous la forme développée. On peut d'ailleurs regarder ce que donne la calculatrice
pour les nombres de Fermat suivants. On verra qu'elle met de plus en plus de temps à
répondre, avant de déclarer forfait, pour cause de dépassement de capacité (pour Fu)13

12 Il semble que la première stratégie relève plutôt d'un travail sans outil de calcul formel. Cette
deuxième stratégie, qui consisteàpartir d'une conjecture formulée. est plus naturelle pour qui travaille
avec une TI92.
13 Il faut environ une semaineà un gros ordinateur pour déterminer si un nombre de 1000 chiffres est
premier ou non. Ce qui donne les techniques actuelles assez sophistiquées de cryptographie.
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Prudence donc. Même avec les moyens de calcul dont on dispose aujourd'hui, on ne
peut encore rien dire de nombreuses conjectures. Par exemple la conjecture de
Goldbach : tout nombre pair est la somme de deux nombres premiers. On peut le
prouver sur tous les exemples que l'on voudra bien prendre, mais la multiplication des
exemples n'épuisera pas la généralité de la formule.

Cela doit nous inciter à beaucoup de modestie. TIfaut prouver qu'une propriété est vraie
toujours, et l'avoir prouvé sur quelques valeurs (même si "quelques" est "beaucoup" ...)
ne prouve rien pour les autres valeurs, c'est à dire ne prouve pas la conjecture.

Comment alors prouver ici notre conjecture? S'agissant:
- d'une propriété dont l'expression est supposée ( c'est la conjecture! ) ;
- d'une propriété indiciée sur un entier naturel;
- d'une propriété vérifiée pour les premières valeurs de n...
le raisonnement par récurrence s'impose (presque1).

Son principe, pour prouver une propriété PD:
- on prouve que la propriété est vraie "au départ" ( au rang 0, Ou 1, ou 2... le plus tôt
possible ...) ;
- on démontre ensuite qu'elle est récurrente, c'est à dire quesi elle vraie à l'ordren,
alors elle est vraieà l'ordre n-L
- on peut alors affirmer que, par hérédité, la propriété est vraie pour tout n supérieurà
l'indice de vérification du départ (0, ou 1, ou 2...).

Ici, la première étape est déjà franchie: la propriété conjecturée est bien vraie à l'ordre
1,2,3 ... (puisque ce sont ces résultats de départ qui ont donné l'idée de la conjecture ...).
Il reste à prouver que cette propriété est récurrente, c'est à dire héréditaire.
Supposons donc que la propriété est vraie à l'ordre n, c'est à dire que:
f{n)(x) = [x2 + (2n+l)x+ n2 + 1].ex.
Pour avoir la dérivée (n+ 1)ième,il faut dériver la dérivée nième.
f{D+l)(x) = [x2 + (2n+l)x+ n2 + 1].ex +[ 2x2 + 2n+l].ex

== [x2 + (2n+3)x+ n2 + 2n+ 2].eX.
= [x2 + (2n+3)x+ (n+l)2 + 1].ex

On constate que cette expression traduit bien la propriété à l'ordre n+1. Donc la
propriété est bien récurrente.

On peut affinner désormais que la formule est vraie pour tout n.

Une question théorique peut se poser cependant: peut-on utiliser la machine à ce stade
de la démonstration, pour passer du rang n au rang (n+ 1) ?
La machine peut certes être utilisée en guise de vérification :

a'""z ...

ractor( d~((x2 + (2' n + 1)'x + n2 + 1)'E"x))
X 2 + (2 .n + 3)' x + n2 + 2·n +

~~~~~ ~~
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Cependant, on ne peut pas se dispenser d'un calcul à la main : imaginons qu'une erreur
de programmation ait été implantée dans la machine.La machine aurait ainsi induit une
erreur dans les premiers calculs de dérivée, cette erreur aurait induit une conjecture, et
si on vérifie cette conjecture avec la machine ... la même erreur se reproduisant, la
machine affirmera que la conjecture est récurrente.
Autrement dit, on aura ainsi montré que le virus est héréditaire ...

Pour sortir de ce cercle infernal, il faut bien, à un moment ou à un autre, teprendre
(quand c'est possible) le contrôle des opérations. Ce qui suppose un calculà la main,
sous le contrôle des règles usuelles de dérivation.

Troisième stratégie: où l'on fait un large détour théorique •••
pour trouver un raccourci de calcul.

On peut prendre du recul sur l'exercice donné. En fait,il s'agit de dériver
successivement le produit de deux fonctions, u et v, avec u(x) = eX et v(x) = x2 + x+ 1.
Pourquoi ne pas voir ce que cela donne en général?
(u.v) , = u' v + u.v'
(u.v)" = u"v + u' v' + u' v'+ U v" = u"v + 2u' v' + U v"
(u.v)(3) = ...= u(3) v + 3u(2) v'+ 3u' v (2)+ u v (3).
A nouveau une conjecture éclate aux yeux : on retrouve quelque chose qui ressemble
d'assez près au binôme de Newton!
Ainsi, la dérivée nième du produit u v serait :
(u.v)(o) = COu(o) v + Cl u(o-l) v(1) + ....+en-l u(1) v(o-l) + enu v(o) .

n 0 0 0
On démontrerait cette formule par récurrence ( exactement sur le même modèle que
pour le binôme de Newton ). Cette formule porte de nom de Leibniz, contemporain de
Newton (l'un est allemand, l'autre est anglais).
Pourquoi cette formule est-elle bien utile ici ? Mais parce qu'il s'agit de la dérivée du
produit de deux fonctions qui ont un comportement simple : la dérivée de
l'exponentielle est l'exponentielle elle-même, et la dérivée d'un polynôme est un
polynôme de degré inférieur ( de 1). Ainsi, si on calcule les dérivées successives d'un
polynôme, on arrivera nécessairement àO.
Conclusion: avec u(x) = eX et v(x) = x2 + x+ 1, on a les dérivées successives de u qui
sont égalesà u, et les dérivées successives de v qui sont nulles à partir de l'ordre 3.
Ainsi:

(u.v)(o) = COu v + Cl u v(l) + C2 uv(2)
n 0 0

2 n(n-l)
=eX(x +x+ 1)+n.eX(2x+ 1)+-2- eX(2)

= eX[x2 + (2n + l)x+ n2+1]
Un grand détour pour un petit calcul...

Conclusion, et fin.

Il ne reste plus qu'à utiliser ce qui précède pour traiter la deuxième question du TP.
Ce n'est pas une étape à négliger: la possibilité, ou non, de réinvestir le résultat d'un
exercice pour un exercice du même genre permet de savoir si on a compris, ou non, la,
ou les méthodes découvertes ... Ceci est laissé à la sagacité du lecteur.
NB : on pourra, en guise d'ouverture finale, montrer que la commande d(f(x), x, -n )
aboutit à la détermination d'une primitive nième. A condition bien sûr que n soit entier.
Ou s'intéresser aux zéros des dérivées successives, et à leur entrelacement ...
L'imagination au pouvoir!

~~~~~~~



Enseigner en Terminale S avecdes calculalrices
comprenant un systèmede mathématique symboUque.

IREM de Monrpellier, page 157
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TP traité avec lés TI-92.
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1.Le travail donné aux élèves

On veut étudier les courbes des fonctions fm, qui à x associent:
f . f ( ) _mx2 - (m+2).x + 2
m·X --+ m X - 2x-5

On note Cm la représentation graphique de la fonction fm.
- y a-t-il des points communsà toutes les courbesCm ? Lesquels?
- Ya-t-il des valeurs de m pour lesquelles la fonction fm n'admet aucun extremum?
Lesquelles '1
- choisir une valeur de m pour laquelle la fonction fm admet des extremums. Faire alors
l'étude complète de cette fonction ( sens de variation, "points cruciaux", asymptotes ...),
se terminant par un graphique précis et soigné.

Indications relativesà la TI92
- penseràeffacer les mémoires numériques avant de commencer le travail. pour ne pas
laisser dans la mémoire m des valeurs parasites;
- penserà noter le signe "multiplié" entre deux lettres ( par exemple entre m et x2 ) ;
- on pourra utiliser, pour obtenir une autre forme de la fonction, la commande propFrac
du menu Algebra dans l'application initiale: celle-ci, ici, opère la division du

numérateur par le dénominateur, et donne ainsi le résultat sous la formefi = q + ~ .

NB. TIs'agit d'un exercice extrait d'un livre de mathématique de TS (Dimathème,
exercice 82 page 36).

Remarque technico-mathématique.

La calculatrice, en mode "réèl", effectue les calculs dans C et les présente dans lR.

Ainsi le logiciel calcule-t-i11a
dérivée, et détermine les racines
de celles-ci en fonction de m.

La simplification opérée automa-
tiquement par-{X induit l'idée que
la dérivée ne s'annule pas si x est
négatif, ce qui est bien sûr faux ...

Et d'ailleurs la machine calcule
les racines trouvées pour m= -4.
Pas de problème pour elle, en
posant -V-4 = 2i.

En revanche, pour les élèves,ily
a des chances que ce ne soit pas
aussi simple!
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2.Le cadre de travail.
Le thème.

Recherche d'extremum.

La question problématique.

Il s'agit de l'étude d'une famille de fonctions, dépendant d'un paramètre m. En même
temps on étudie l'influence de m sur la forme des courbes (c'està dire que m "varie"), et
on étudie chaque fonction pour elle même (avec m constant). Cette distinction
variable/paramètre est toutà fait délicate pour un élève qui, en TS, n'y est pas
particulièrement préparé...

Les objectifs pédagogiques.

Un objectif fondamental: apprendreà définir les contours des objets mathématiques
manipulés (f est fonction de quoi? ). La machine devrait aiderà cette définition (en
exigeant de préciser par rapportà quoi on dérive par exemple!);

Un objectif lié au cours : préciser le rapport entre l'existence d'extremum local et la
nullité de la dérivée (condition suffisante, condition nécessaire? ) ;

Un objectif lié à la manipulation de la machine : multiplier les interactions entre
courbes et équations, entre application initiale et application graphique. La recherche
des intersections des courbes, comme la recherche des extremums devrait se prêter
naturellement à ces allers-retours.

Un objectif lié à la compréhension des mécanismes de calcul : les résultats affichés
pour m négatif devraient donner des attitudes plus vigilantes à l'avenir. Mais la
compréhension profonde ne pourra intervenir qu'après l'étude des complexes!

Un objectif lié aux contrÔlesscolairesà venir (le bac par exemple) : apprendre à étudier
une fonction complètement, en utilisant la calculatrice, mais en validant chaque résultat
(dérivée, limites ...) de façon scolairement acceptable. Cet objectif en fait n'est pas
atteignable lors du TP lui même: on ne peut pas concilier en lh les exigences de
recherche, et de rédaction propre. Mais ce peut être réalisable après la correction, lors
d'une reprise personnelle du problème.

Hypothèses de déroulement.

Une première hypothèse, forte : le travail qui s'est déroulé pendant 3 moisà partir des
calculatrices graphiques pèsera sans doute pour traiter le problèmeà partir de
l'application graphique. C'est à dire en observant de nombreux éléments de la famille de
fonction pour des valeurs de m différentes. Ce qui permet de traiter une partie du
problème. En particulier on peut envisager l'intersection de deux courbes, puis vérifier
que "toutes" les autres courbes (en fait toutes les autres courbes testées), passent par ces
points...

Une deuxième hypothèse, liée au travail dans l'application initiale: les élèves ont été
fascinés, lors de la prise en main de la calculatrice, par le calcul automatique des
dérivées, et la résolution automatique d'équation, les dispensant -pensaient-ils- de
vérifications. Il est probable qu'ils imagineront que la dérivée ne s'annule pas pour x
négatif, sur la foi des résultats affichés par la machine.
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 13

Deux précisions en introduction :
- ce problème a été abordé lors du premier devoir-maison au début de l'année. On
pourra se reporterà la correction pour plus d'iriformations ;
- dans tout ce qui suit,il faut distinguer le rôle des lettres m et x : m étantfixë, la
ltonctionfm est unefonction de la variable x.
NB : dans la correction, on distinguera clairement v~riF _....III et nretl.ve

1. Points communs à toutes les courbes Cm.

On peut commencer de façon
expérimentale, en traçant deux
courbes correspondant à des choix
particuliers de m (ici -4 et 5), en
observant les intersections.

Mais ilreste alorsàprouver qu'il
s'agit bien de points communs, et
que ce sont bien les seuls ...

Mais deux remarquesà ce sujet;

-il est tout à fait maladroit d'utiliser ici la commande Zoom, alors que la commande
Intersection donne un résultat beaucoup plus rapide!
-il faut se rappeler que l'application initiale donne, quand c'est possible, des solutions'
exactes, et , sinon, des valeurs approchées plus précises qu'avec l'application graphiquel
Il était donc plus efficace de revenir dans l'application initiale, en rentrant en YI et Y2
deux fonctions avec des valeurs différentes du paramètre, et en lançant ensuite la
commande Solve (YI(x)=Y2(x), x).

L'intérêt de l'application initiale ("Home") est aussi que le type de travail que l'on
peut y faire est très proche du travail théorique attendu.

En effet, si l'on veut traiter le problème général dans l'application initale, on va rentrer
en YI et Y2 des fonctions relatives à des valeurs quelconques du paramètre :

Cela suppose d'avoir effacer au
préalable les mémoires
numériques, de telle façon que la
calculatrice ne traite pas les
fonctions pour des valeurs
particulières des paramètres m et
n.
Par contre, si, ultérieurement, on
veut étudier des courbes
particulières, ilsuffira d'affecter
telle ou telle valeur dans la

rrl~l Fly Jn. Jr..lr'i"~J··;,j'!'.1-· '.. .I
y F ZOOI"l ?'••:!:! '. • :11 L .".1:11'. j·:):H .,.
....nulS

"'yi
l'\·x2-(1'\+2)·x+2

2·x-5

"'y2
n·x2 -en + 2)·x + 2

2·x-5
y3=
y4=
y5=
y§=

1'12(x>=Kn*xA2-(n+2 >*x+2 )1'(2*x- ...
lM AIN RAD rI/Al Ffiüi'

mémoire m (avec la commande STO du clavier) .
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Attention, si on pose m= n +1, on ne résout qu'une partie du problème: on ne traite pas
les valeurs du paramètre ( etily en a beaucoup!)qui sont situées entre m et m+ 1!
On travaille donc ici avec deux paramètres quelconques m et n.

On résout alors l'équation dans
l'application initiale.
La machine donne sans problème
les points communs aux deux
courbes, et précise même que, si
m ::::n, on a une situation
particulière ... qu'il faut analyser:
pour m ::::n, les deux fonctions
sont égales, et les courbes sont
confondues.

solve(yl(x) = y2(x), x)
x=l

Cette résolution machine, dans l'application initiale, donne, avec une simple
transposition, la résolution "papier1crayon" attendue :

mx2 - (m+2).x + 2 nx2 - (n+2).x + 2 é' à l" éri d d . d·· défi ..
2x - 5 =2x -5 quivaut, mt neur u omame e intnon

des fonctions, à :
mx2 - (m+2).x + 2 = nx2 - (n+2).x + 2 , c'est à dire à x.( m - n ).(x - 1) =O.

On obtient bien le résultat attendu : cette égalité est vérifié indépendamment du
paramètre si et seulement si x est égal à 0 ou 1.

Attention: ce que l'on vient de faire n'est pas une vérification du résultat machine ...
C'est la preuve du résultat cherché. C'est la machine qui en est une vérification ...

Autre méthode possible :
. mx2 - (m+2).x + 2

On peut se demander pour quels couples ( x, y ) l'égalité 2x _5 = y est

vérifiée pour tout m (ce qui est la traduction algébrique de la proposition
géométrique: le point M, de coordonnées (x, y), appartientà toutes les courbesCm ).
On peut mettre l'égalité sous la forme: mx2 - (m+2).x + 2 = y (2x - 5) ,ou encore:
m ( x2 - x ) - 2xy - 2x + 5y + 2= O.
On veut ainsi que le polynôme en m soit nul pour tout m. C'est vrai si et seulement si
tous ses coefficients sont nuls, c'està dire :
x2 - x = 0, et - 2xy - 2x + 5y +2= O.

La première équation donne x = 0 ou x= 1, la deuxième équation permet de déterminer
les valeurs de y correspondantes.
Il reste une dernière vérification à faire : dans le cours du calcul, on a modifié la forme
de l'équation, en supprimant le dénominateur. Il faut donc s'assurer que les valeurs de x
trouvées sont bien dans le domaine de définition. C'est bien le cas.

2. Problèmes d'extremum.

Extremum local, ou global?

On peut se poser la question: s'agit-il d'extremum local, ou global? Ce qui conduità
rechercher les limites de la fonction, et va nous faire envisager les cas particuliers
décisifs ici.

- En ±oo, la limite de cette fonction rationnelle est celle "du rapport des termes de plus
haut degré". Pas de problème pour le dénominateur: le terme de plus haut degré est 2x.
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Mais au numérateur? Une analyse superficielle fait envisager que le terme de plus haut
degré est mx2. Mais si m= O? Le terme de plus haut degré est alors ... 2. D'où deux cas
de figure àenvisager:

m > 0 ~ f ='fOo' , ~ f = - 00 (c'est la limite de m ~ )

l.!!!tf = -00 , ~ f = + 00 (c'est encore la limite de m ~ avec m négatif)

. -2x+2
l.!!!tf = -1, ~ f = -1 ( La fonction f est alors égaleà 2x-5 )

m c O

m eO

Remarque: on a rentré fm en YI.

La calculatrice, fort logiquement,
refuse de donner une limiteà la
fonction en+00. Refus renouvelé
si on ajoute la précision "sachant
que m e O".
Pour avoir une réponse,ilfaut
préalablement entrer la valeur
voulue dans la mémoire m, puis
demander la limite.

a-z ...

liM yl(x)
x+oo

HM yl(x) 1 M= a
x+oo

e+M
liM yl(x)

- En ~: le dénominateur tend vers O.Une réponse trop rapide, donc fausse, serait que la

fonction tend vers ±oo',Tout dépend du comportement du numérateur! Si x tend vers ~,

le numérateur tend vers l~m - 3. C'està dire, si m=~, vers O... TIY a donc deux cas de

figure àconsidérer:

m :F- ~ alors la limite de f en ~ est ±oo ( suivant limiteàdroite ouàgauche) ;

4 1 f () 4x2 - 14.x+ 10 M . .m -5 on a a ors x = IOx _25 . aIS on peut envisager une

simplification de la fraction. En effet, si le numérateur s'annule pour x= ~, c'est que l'on

peut factoriser (x - ~ ), ou plus simplement (5x - 4). On peut faire la divisionà la main,

ou avec la machine. On trouve f(x)= 2(x5- 1) . Mais, attention, cette fonction n'est pas

définie pour x= 5/2 pour cause de domaine de définition général de f, Qui se fixe ayant
toute simplification. Ce que l'on vérifie sur la machine, après avoir affecté 5/2 dans m :

La machine fournit alors une
expression simplifiée de la
fonction. Mais elle précise bien

5, d"que2' n a pas Image ...

Tout ce que l'on peut faire, c'est
étudier la limite de la fonction en
ce point, qui est finie (obtenue en
prolongeant la fonction par
continuité, air connu ...)

(Fi~l n. Il f"). ~l.....li rs,l FIi
op F A1gebra Cale Other Pr9MIOClear a-z ...

• 4/5 + M 4/~

• y1(x)
2·(x - 1)

5
• y1(5/2) undef

• HM yl(x) 3/~
x+5/2

limit(Y1(x).x.5/2)1
IMAIN flAn rXAC rITiiiiC l47'lïf
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Ainsi ce détour par les limites nous indique la présence de deux cas particuliers

(pour m = °et m =~ ). Et nous prouve aussi que, quel que soit m, la fonction n'estni

majorée, ni minorée. On ne peut donc pas espérer trouver des extremums globauxpour
f. n ne peuty avoir que des extremums locaux.

Comment repère-t-on des extrema locaux?

Revenons d'abord sur la définition d'un extremum local, par exemple d'un maximum
local.
La fonction f admet un maximum local en a ( élément du domaine de définition) si et
seulement siilexiste un "voisinage" de a tel que: pour tout x deI, f(x) Sf(a).
Comment repérer ces points ? Cela dépend essentiellement de la nature du domainede
définition de f, et de la nature de la fonction f. Si la fonction f estdérivable, ce qui est
le cas ici, et si elle est définie sur des intervallesouverts, ce qui est le cas ici ( le

domaine est] -00, +~ [ et] - ~, +00 [ ), alors on dispose du théorème suivant:

La fonction f admet un extremum local en a si et seulement si la dérivée de f
s'annule en a, avec changement de signe.

NB: si les conditions ne sont pas réunies, le théorème ne fonctionne pas:
- si la fonction n'est pas dérivable: la fonction valeur absolue admet un

minimum (absolu) en 0, alors qu'elle n'est pas dérivable en 0;

- si l'intervalle n'est pas ouvert: la fonction x -+ x2, considérée sur l'intervalle
fermé [3,4], admet un minimum en3,alors que sa dérivée ne s'annule pas en ce point;

- si la dérivée ne change pas de signe: la fonction x -+ x3 n'a pas d'extremum
local en 0, alors que sa dérivée s'y annule (mais elle n'y change pas de signel),

Ici, il n'est pas indispensable de multiplier l'observation de courbes Cm pour repérer la
présence ou non d'extremum, L'utilisation du théorème est très efficace. On va donc,
calculer la dérivée de f, et voir dans quelles conditions elle peut, ou non, s'annuler.
On a tout intérêt à calculer la dérivée à la main, et à vérifier le résultat avec la machine.
De même pour la recherche d'éventuelles racines de la dérivée.

Pas de surprise pour le calcul de
la dérivée.
Par contre l'expression de ses
racines réserve quelques
surprises ...
Pour comprendre ce qui se passe,
ilfaut en revenir au problème lui
même, et considérer la forme de
la dérivée de f :
la dérivée de f s'annule si et
seulement si son numérateur est
nul ( avec toujours x différent de 5/2, pour cause de numérateur).

Pour le numérateur, deux cas de figure:

- soit m = 0, et donc f' (x) (2X~5)2; dans ce cas, la dérivée ne peut pas s'annuler, pas

d'extremum donc (ceux qui oublient d'étudier d'abord ce cas de figure ont ensuite des
surprises avec l'étude d'un trinôme du second degré qui n'en est pas un! );
- soit m;t:0, et le numérateur de f ' est un trinôme du seconddegré, Pour qu'il ne puisse
pas s'annuler,il faut que son discriminant soit strictement négatif.
fi = 12m.(5m-4)

rT1~T, n... I~ n ...~lFIt.... li F5 ,Tt F&...F Aigebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z.,

• lx(Y1(x»)
2-I"I-x2 - la-M'X + S'M:f" 6

(2'x-S)2

• solve( lx(Yl(X» = e,x)

J:S'(S-M - 4) + s-JPi -(J:S-(S-I"I-I:.
x = JPi or x = r.;;2- 1"1 2· 1"1

so!ue(d(y1(x).x)=O.x)
IMAIN '"VAr ruNe 2130
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Conclusion :

- si m est dans l'irîtervalle ] 0; ~ [ (tiens, on retrouve les valeurs particulières

rencontrées dans l'tmde des limites! ), la dérivée de f ne peut pas s'annuler, et la
fonction n'a pas d'extremum local ;

. 4 2(x - 1) 5
- SI m = 5" ' on a vu qu'alors f(x) = 5 ' avec x:#- 2" . Pas d'extremum donc.

- si m est dans l'intervalle] -00 , O[ ou] ~,+oo[, alors le discriminant est strictement

positif, la dérivée s'annule deux fois ( avec changementde signe) .

Ses racines sont:
,_ IOm - "r-:1=-2m-.-:-:::(5:--m--4"'-)t ,,_ lOm + "12m.(5m-4)

x - 4m e x - 4m

On peut simplifier par 2, ce qui donne
, 5m - "3m.(5m-4) t" 5m - "=3m~.(5::-m--4~)

x= 2m ex= 2m

Une rapide comparaison avec les solutions indiquées par la machine montre que celle-ci
a opéré une simplification tout à fait illicite parrm. ce qui pourrait laisser supposer que
quand m est strictement négatif, la dérivée ne peut pas s'annuler, ce qui n'est pas le cas!
Une fois de plus, cela montre que tout résultat de la machine doit être -à chaque
fois que faire se peut - contrôlé!

3. Etude d'une fonction particulière.

On prendra ici (pourquoi pas1) m = 1.
x2-3x+2

L'expression de f est alors f(x)= 2x-5

Limites

On a vu les principaux résultats dans la partie précédente.
Les théorèmes connus sur les limites permettent de répondre sans difficultés.

Pour la vérification machine, on
rappelle la syntaxe pour limiteà
droite, limite à gauche :

- on rajoute + 1 (pour limite à
droite)
- on rajoute -1 (pour limiteà
gauche ).

rT1~r, n· ~lF).~lflt"'.l n)~ n•F Algebra Cale Other Prgr'110Clear a-z ...

• 1iM yl(x) •
x~O)

• 1iPl yl(x) -0

x+ -GO

• li ...yl(x) 0

x~5/2·

• li ...yl(x) -01

x+5/2-
limit(Y1(x).x.S/2.-1)
MAIN IIftll EXACT Fm.u· 1li:/10

- Pour le voisinage de ~ ,c'est fini : on dispose d'une asymptote "verticale", plus

exactement parallèle à l'axe des ordonnées;

- Pour le voisinage de± 00, la question reste ouverte : quelle est l'allure de la courbe1
La fonction étant le rapport d'un polynôme du deuxième degré et d'un polynôme du
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premier degré, on peut penser qu'elle va se comporter à l'infini "comme un polynôme
du premier degré". Ce que l'on vérifie en faisant la division des deux polynômes.

La commande propFrac donne le
résultat voulu, qu'il reste à
analyser:

f(x) = 4.(ix-5) + ~-! ,d'où:
x 1 3

f(x) - ( 2 -4" ) = 4.(2x-5) ,d'où:

~ [f(x) - ( ~ -!)]= o.

On a bien (en+00 et -00 ) une asymptote oblique d'équation y= ~ - 4" . Comme la

différence entrê f(x) et cette fonction affine est : f(x) - ~ -!)= 4.(ix-5) ,on sait en

5 5
plus que pour x>2 ' la courbe est au dessus de l'asymptote, pour x< 2' la courbe est

au-dessous de l'asymptote .:

Variations

·l~JII

• y1(x)

• propFrac.(yl(x»

La calculatrice va ici jouer à la fois le rôle de vérificateur et d'auxiliaire de calcul.Le
dosage entre les deux est délicat.

Pour le calcul de la dérivée,il
vaut mieux procéder à la main, et
vérifier à la machine :ils'agit là
d'un calcul essentiel. La machine
est ici dans le rôle de vérificateur.

Par contre, pour la calcul des
racines de la dérivée, on peut ici
faire confiance à la machine. Elle
est ici dans un rôle d'auxiliaire.

De même pour le calcul des
images des racines de f', aussi
bien en valeur exacte qu'en valeur
approchée, on peut se reposer sur
la machine.

Il vaut mieux se concentrer sur la correction de la rédaction: la dérivée est du signe de
son numérateur. C'est un trinôme du second degréà discriminant strictement positif.n a
donc deux racines distinctes. Il est du signe du coefficient de x2 à l'extérieur des
racines, du signe opposé à l'intérieur.

D'où le tableau de variation: attention, ne pas oublier le domaine de définition!
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f

+ 0 o +

-00 x' 5/2 x"

f' (x)

/f(X'~ -ee "'" f(X")/
-00

On peut écrire à côté les valeurs particulières, pour ne pas surcharger le tableau de
variation. On distingueraà chaque fois valeurs exactes, et valeurs approchées. Pour ces
dernières, on précisera la qualité de l'approximation : ici on donneraà chaque fois les
valeurs approchées à 10-2 près par défaut.

~~ . ~
x' =-2- (valeur approchée 1,63) f(x')= -""2 +1 (valeur approchée 0, 13)

x" = 5+[3 (valeur approchée 3, 36) f(x") -f +1 (valeur approchée 1, 86)

Avant de commencer la représentation graphique, on doit se demander s'il n'y a pas
d'autres points "cruciaux" : cela dépend de la fonction, du contexte ... Ici, on peut penser
aux points déterminés dans la première question : les points communsà toutes les

coubes, de coordonnées (0; - ~) et ( 1; 0) ; ce sont en plus les intersections de la courbe

avec les axes.
On pourra utilement placer ces deux points, avec leurs tangentes.

1
Courbe

On laisse la courbe aux soins du lecteur. Précisons tout de même les étapes de la
confection :
- il faut d'abord choisir un cadrage adapté aux variations de la fonction ( ici,
l'intersection des deux asymptotes, qui joue un rôle particulier, doit se trouverà peu
près au centre de la représentation graphique) ;
-il faut ensuite placer les asymptotes, les points cruciaux ( extremums, intersections
avec les axes ...) avec les tangentes;
- et enfin tracer avec soin la courbe.
On rappelle que ce qui compte, et donnera des points, ce sont les propriétés de la
fonction que le graphique permet de repérer (et pas du tout le simple recopiage de
l'écran !).

A propos de courbe / machine, on
se rappellera que l"'asymptote
verticale" n'apparaît pas
nécessairement:

rT1i~T: F2'" J F) ,1 Fit ~ FS'"~ n"',f.7 ~ T.., 2001"1 Trace ReGraph Math Draw ..,
1

\.

~ "
xc:2.5 yc:

MAiN RAD [IIACT '-"...,.

si 2, 5 est un point de calcul pour
la machine, ce qui est le cas ci-
contre, la calculatrice ( avec
Trace) signale simplement que
2, 5 n'a pas d'image.
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Par contre si 2,5 n'est pas un des
120 points de calcul.de
l'application graphîtflè, la
calculatrice reliera le point "le
plus haut", et le point "le plus
bas", ce qui donnera l'impression
d'une asymptote verticale.

Observations diverses

rrl~l; n...Il Fl ,II F't .1,P'" ,II n...,lf7 ~ 1...F ZOOI'l Trace ReGraph Math Draw ...
1

\. -
r-

""
XCi 2. 4~36975 \lcl-58.5a315

IMAIN _J\JIII~lIllt J:UK\;

Pour terminer, on peut se demander si le graphique ne fait pas apparaître des propriétés
nouvelles, que l'étude théorique n'avait pas décelé.
n semble bien que l'intersection des deux asymptotes soit un centre de symétrie ( ce
qu'un expert savait dès le départ : la courbe est en fait une hyperbole, elle a deux
asymptotes, et un centre de symétrieà l'intersection de celles-ci. Mais ceci est
seulement au programme de l'option math des TS).

Ce point J a pour coordonnées ( ~, 1 ).

Pour démontrer cette symétrie, on peut faire un changement de repère, et démontrer que
la nouvelle fonction obtenue est impaire.

On peut aussi démontrer que les points A et B de la courbe d'abscisse (î -x ) et (î + x)

sont symétriques par rapport àJ.

Pour cela, on calcule :
5 5

f ( 2 - x ), f (2 + x ) , on calcule

le milieu des deux ordonnées.

C'est bien l'ordonnée de1.

C'est gagné.

Pour finir, trois leçons :

rrl~f, n... ,II F) ... .l F't ... -II F5 lIt F&...F Aigebra Calc Olher Prgl'lIO Clear a-z ...

• \11(5/2 - x)
-(4·x2 - 8'x + 3)

S·x

• yl(5/2 + x)
4·x2+8·x+3

8'x
\11(5/2 + x) + \11(5/2 - x)

l
• 2
(y1(5/2+x)+y1(5/2-x»/2
...i, .. ' .. . .

- essayer de distinguer ce que l'on peut déléguer à la machine ( la machine est alors un
auxiliaire de calcul ) et ce que l'on doit faire soi-même ( la machine permet alors de
vérifier) ;
- garder toujours le contrôle général des opérations, ce qui suppose de n'être pas colléà
l'écran, mais de garder de la hauteur par rapport au problème: est-ce que la question a
déjà été traitée en cours, est-ce que des exercices proches ont été vus, quel est le sens du
problème, connait-on plusieurs méthodes ... ;
- distinguer très soigneusement les "écritures machines", et les écritures mathématiques
"normalisées", qui sont les seules admissibles le jour du bac!
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..

TP traité avec les TI-92.

~ TP--~----------------

u1(n)=u1(n-1)+u1(n-2)
IMIIIN 11110[Hlln S[Q allH
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1.Le travail donné aux élèves

TP n014

1. On considère la suite (un) définie par :
1--{5

uO= 1,et un+1= -2- un·

Que dire de son sens de variation1De sa limite1(On prouvera les résultats annoncés!)
A partir de quel rang est-t-on sûr que la valeur absolue de Unsera inférieureà 10-101A

10-100012.On considère la suite (vn) définie par :vo = 1, vr = 1 -2-{5, et Vn+2=
Vn+l + Vn.
Programmez séparément les deux suites sur votre calculatrice, et observez leur
évolution conjointe dans une table de valeur, avec un pas de1.Prouver que les suites
(un) et (vn ) sont égales.
3. Observer une table de valeurs avec un pas de10,puis regardez les valeurs affichées
pour U500et V500. Interprétation??

Indications relativesà la T192
Pour programmer une suite récurrente à deux pas ( ici vn), on procède ainsi:
On rentre en U2 par exemple la relation de récurrence, en exprimant U2(n) en fonction
de U2(n-l) et de U2(n-2).
Les deux termes initiaux sont rentrés sous la forme { VI,vol ( attention à l'ordre ! ).

NB. L'idée du TP est extraite du livre d'Analyse de l'IREM de Strasbourg, page297
(1983, Mathématiques, Terminales Cet E, Analyse et Statistiques,ISTRA).

Remargue technico-mathématique.

En mode exact, le fichier de
fonctions fonctionne ... en mode
exact

a-z ...

Ce qui semble une vérité de La
Palisse!

Petit problème: en mode exact (cf
le bandeau d'état, en bas de
l'écran), le fichier de suites
fonctionne ... en mode approché.

Exit La Palisse, et arrivent les
problèmes!

rf1~~ n.... III n ....~~ F...... -II FS III Fli...FAlgebl"a Cale Ot.hel"Pl"gl'lIO Cleal" a-z ...
....PLDTS

( non)~ ul=sin -3-
ui!=
u2=

ui2=
u3=

ui3=
u4= • ul( 1)ui4= .866025403784,'.-=:-

~. .'
MAIN KRD [llfl( Jf.1<L ~J~
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2.Le cadre du travail.
Le thème.

Etude des suites récurrentes, et des suites définies par leur terme général. Problème du
passage d'un mode de définition à un autre.

La question problématique.

Deux suites dont on démontre, ou dont on est supposé avoir démontré, qu'elles sont
égales, ont des comportements différents pour n grand. Et même très différents, puisque
l'une converge vers 0, ce qui est conformeà la théorie, et l'autre diverge vers-00, ce qui
est nettement plus dérangeant.

Les objectifs pédagogiques

Un objectif fondamental : montrer, dans l'action, l'écart entre valeur exacte, et valeur
approchée: une petite différence peut avoir de grandes conséquences ...
Ce TP devrait avoir le rôle, sur la question calcul exact! calcul approché, qu'a eu le TPà
propos des tracés de la fonction sinus, sur la question discret / continu.

Un objectif important : montrer l'importance du recul par rapports aux objets
manipulés, l'importance de garder "à portée d'esprit" les éléments de référence. La suite
donnée au début du TP est une suite géométrique, qui doit être reconnue, et qui doit être
pourvue de tous ses attributs usuels;

Un objectif annexe : le retour sur le raisonnement par récurrence.

Quelques hypothèses de déroulement.

On peut penser que les élèves "bricoleurs" vont observer les deux suites sous toutes les
coutures (tableau de valeur, différents graphiques ... ) sans identifier la suite
géométrique, et sans se prononcer sur l'égalité, ou non, des deux suites en présence.
La machine est ici objet d'émerveillement. ..

Les élèves de type "scolaire" vont tenter d'utiliser la calculatrice pour "voir" l'objet du
problème. Mais ils ont en général beaucoup de difficultésà rentrer une suite dans le
fichier de suites,à selectionner la bonne fenêtre pour voir un graphique convenable ...
La machine est ici objet de perplexité ...

Les élèves de type "rationnels" vont sans doute identifier d'emblée la suite géométrique,
vont prouver l'égalité des deux suites. Le traitement différent des deux suites par la
calculatrice ne va pas les "questionner" : "même les machines puissantes ne sont pas
fiables, rien ne vaut le calculà la main" ....

Les élèves expérimentateurs vont peut-être accumuler les renseignements sur la
première suite, avant de réaliser que c'est une suite géométrique ...

Les élèves plus théoriques identifieront sans doute sans peine la suite géométrique,
évoqueront rapidement la récurrence, pour se concentrer sur ce qui pour eux est
l'essentiel: la question problématique du TP. Comment des objets égaux peuvent avoir
des représentations différentes ?

Et peut-être d'autres comportements encore?



Enseigner en TerminaleSavecdes calculatrices
comprenant un systèmede mathématique symbolique.

[REM de Montpellier, page 172

et
de

changements de points
vue sur le TP 14

Une remarque de fond

On aura en tete, pour comprendre ce qui se passe, que l'application graphique, comme
l'application "tableau de valeurs" fonctionnent sur la TI92 en mode "calcul approché".

Une remarque techniQue

Dans le calcul intervientà de nombreuses reprises le nombre1i{5. Pour éviter de le
réécrire à chaque fois, on pourra le rentrer dans une mémoire numérique, "a" par
exemple, en valeur exacte. L'application "tableau de valeurs" utilisera une valeur
approchée de a, mais si on appelle a dans l'application initiale, on bénéficiera de sa
valeur exacte.

Vues

Pour ne pas travailler en
aveugle, on pourra aussi évaluer
une valeur approchée de a ...

On pourra aussi travailler avec
un écran partagé, pour croiser
éventuellement des informations
d'origines différentes

rrl~TI FZ:" ITe n·~~r..·.Tf Fi ITe fli•F Algebra Cale Ot.her Prg",rO Clear a-z ...

• -us - 1)
-. 618033988n2

-(J"S - 1) -(J5 - 1)
• 2 .. a 2
-(.[(5)-1 ).I2-+aI
MAIN KRD IATT

1. Où l'on reparle de suites géométriques.

d . 1-...[5 d . d dOn demande 'abord d'analyser lasuite uo=; 1,et Un+l =-2- Un Upoint evue .e

son comportement global ( son sens de variation) et de son comportement localà l'infini
(sa limite ).

On peut bien sûr commencer par jeter un coup d'oeil sur l'évolution de ses
premiers termes.

Pour cette observation,il vaut
mieux d'ailleurs commencer par
un tableau de valeurs.

On est ainsi sûr que des termes,
par défaut de cadrage, ne nous
échapperont pas ...

T1~l rot ,1= ':1 l ;:':li li' .l: '1' IT•F Set.up :::E·ll r1H.·:i:l-: D·j·j ~":I~':In'; j,'.::::.,

...PLOU ,-U1.." u1=a' ul(n - 1) 1.
ui 1=1 1. -.618,=,2= 2. .38197u12=

u3= 3. -.2361
ui3= 4. .1459

u4= 5. -.0902ui4=
us= 6. .05573

Il;!;=
n=O.
IMRIN rKA( U'Q 1111
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En plus, le tableau de valeurs
nous permet de cadrer
convenablement le graphique: en
rime, si on veut voir les10
premiers termes de la suite, on
choisit une fenêtre de [O,10J
pour les x, et de [- O,7,'lJ pour
les y. Le mode "Une" permet de
voir nettement comment on passe
d'un terme au suivant.

Avec le mode Web, on verra le
processus de construction de la
suite, qui s'appuie ici sur une
fonction affine décroissante.
Lafènêtre, identique pour les x et
lesy est du type[-1, 1J.
Ne pas oublier d'actionner la
commande Trace, pour voir la
construction de la suite!

Mais est-il nécessaire, pour une suite aussi simple, de déployer un tel arsenal?

Les moyens d'investigation de la TI 92 permettent de formuler des conjectures pour des
objets complexes, dont on ne peut a priori cerner les contours.
Mais pour faire 5+ 2, ou étudier une fonction affine, ou une suite de référence, point
n'est besoin de tels détours.
Il y a deux types de suites qui doivent être reconnus en TS du premier coup d'oeil: les
suites géométriques, et les suites arithmétiques. Celle-ci est géométrique, puisque le .
rapport de deux termes consécutifs est égalà un nombre constant, a.

L'application des théorèmes du cours nous dit immédiatement trois choses:
- les termes de la suite ont des signes qui alternent ( comme toutes les suites
géométriques de raison négative) ;
- la suite converge vers 0 ( comme toutes les suites géométriques dont la raison est
strictement comprise entre - 1 et 1. C'est le théorème fondamental des suites
géométriques ...) ;
- on connaît l'expression de son terme général en fonction de son rang:
Un = uo an = an

Cela présentel'intérêt de
bénéficier de la valeur exacte des
termes de la suite.
On le voit ci-contre: si on
appelle u1(10), on a recours au
fichier de suites, doncà une
valeur approchée .. Par contre,
dans l'application initiale alO
donne une valeur exacte, que l'on
peut développer grâceà Expand.

rn~y, n. Il F)·:l r..·.TI n,l r6...~ Algebra Cale Olher Prgl'lIO Clear a-z ...

• ul( Hl) • 00913061975E

• a10 crS - 1) 10
H)24

• expand( a 10) -55'.15 123
2 +2

expand(a A1(J)
1MAli" RAD [KAC ~[ClI ]( IIIT

A partir de quel rang est-on sûr que la valeur absolue deUn sera inférieureà 10-10 '1
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A 10-1000? Là aussi, la possession d'engins de calculs puissants ne dispense pas de
réfléchir un peu ...
1an1S 10-10 équivaut à n.ln1a l s; -10 ln 10. Attention:
- ne pas oublier la valeur absolue. Comme a est négatif, on aurait un petit problème
pour l'utilisation des logarithmes ...
- ne pas oublier que1 a 1 est inférieur à 1. Donc le logarithme est négatif, et. quand on
divise les deux membres de l'inégalité par ln1 al, on doit en changer le sens ...
D' ù ....-I01nlO

o n z lnlal
C'est là, et seulement là, que la calculatrice intervient. On trouve ( n'oublions pas que n
est un entier!) : n = 48. On peut éventuellement vérifier en calculant U47et U48, mais
les choses sont ici si simples que ce n'est eut être as indis ensable ...

1~ n. n. ,... n li
•F Algebra Cale Ot.her Pr 1'110Clear a-z ...

ln 10- ...

• In(lal)
• -1000·ln(10)

In(lal)

Pour savoir quand la valeur
absolue deUn passera sous
10-1000, on a intérêtà utiliser les
propriétés du logarithme ...

Sinon la calculatrice refuse de
faire le calcul ...

2. Où l'on reparle de Fibonacci.14

On considère maintenant la suite (vn) définie par :
1-{5

vo = 1, VI = -2-' et Vn+2= Vn+l + Vn·

On appelle ce type de suite, où tout terme s'exprime comme somme des deux termes
précédents ( affectés éventuellement de coefficients) une suite de Fibonacci.

Attention, pour Id définition de
cette suite, définie enU2 : le
terme de rang n est exprimé en .
fonction des termes de rang
(n -1) et (n -2).

Les deux suites semblent bien
coïncider.

Prouver l'égalité des deux suites suppose de mettre en oeuvre une récurrence "à deux
étages" : .
- les deux suites coïncident bien aux rangs0 et 1.
- supposons alors que les suites coïncident aux rangs n et n+l, c'est à dire que Vn= an,
et Vn+l = an+1 (on use bien sûr du fait que la première suite est géométrique ).
Il faut alors prouver que la propriété se propage au rang suivant, c'est-à-dire que

14 Léonard de Pise, ou Fibonacci (v.1170 - v.1250), sans doute le plus grand mathématiciendetout le
Moyen Age chrétien. En voyageant en Algérie, en Egypte, en Syrie, en Grèce, en Sicile,ilva établir un
pont entre les connaissances des Grecs, des Arabes, et des savants italiensdela Renaissance. Ouvragede
référence: Liber abaci, le livre des abaques. Déjà,les problèmes du calcul ...[Dahan, 1982]
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vn+2= an+2•

Par définition Vn+2= Vn+l + Vn= an+1 + an= an ( a+ 1 ).
Pour que cela marche,il faut que a+ 1 = a2, c'est à dire que "a" soit une des solutions
de l'équation x2 - x ,.,;,J' = O.
Tout lecteur no~ent constitué le démontrera sans peine.
Résumons-nous lIes deux suites coïncident pour les deux premiers tenues. Et si elles
coïncident pour deux termes successifs, elles coïncident aussi pour le suivant On a bien
démontré ainsi que les deux suitescoïncidenr "à tous niveaux ". les deux suites (un) et
( Vn) sont égales.

3. Où le grain de sable apparalt ..•et fait boule de
neige.

Dès le rang 30,il apparaù que
les suites se séparent ( en/ait
l'écart apparait plus tôt, si l'on
regarde de près. : déjà, au rang
10, on observe la différence)

Et l'écart se creuse de plus en
plus ...

Jusqu'à exploser: on a alors
l'impression que la première suite
tend vers 0 ( ce qui 'est bien
normal ), et que la deuxième
suite, en théorie égale à la
première, diverge vers-00 ( ce qui
est moins normal...)

Il. Il.
• Eli)91 • Eli)91

1. ,\:JI )\:J\:J 1. ""1"'''''

u1(10)-u2( ()

D'où vient que deux suites, en théorie égales, ont des destins aussi différents? Doit-on
remettre en cause la démonstration de l'égalité, ou l'observation des différences?

Il n'y a pas de réponse généraleà cette question générale, hélas:
- parfois l'observation des phénomènes permet de déceler des erreurs théoriques dans le
raisonnement, la logique de la démonstration;
- parfois le raisonnement permet de remettre en question le résultat d'observations
expérimentales.

Il est toujours utile de réfléchir sur l'écart entre les phénomènes attendus, et les
phénomènes observés.
Il faut trouver une explication rationnelle.

J. ~E-' 15. ~

4. Une petite différence,
et ses grandes conséquences.

On l'a souligné au début, le tableau de valeurs, et le fichier de suites, ne gérent que des
valeurs approchées.

• '1

1

lu1(n )=3 .2H759?5642341l:5E-1EI5
'MAIN lIiII [JlACT sr 1/1'
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A· . 1 al 1 f . 1 - {5. b . . 1( .1OS1 es c cu sne sont pas ruts avec a=-2-'qui est un nom re irranonne Q,Uene

connaît pas uné;!tnâchine Qui fait du calcul approché ), mais avec (a + e ), e étant un
nombre d'autant'plûs:p,etit (en valeur absolue) que la machine est précise.

Quelles sont les conséquences de cette aproximation pour le calcul des deux suites'1
- la suite Unva être définie en fait par (a + e)n. Pas de problème: on peut espérer que
"e" est suffisamment petit pour que (a + e) reste compris entre -1 etO. La suite converge
ainsi sans difficulté versO.
- la suite Vnva être définie par vo= l, VI = a + e et Vn+2= Vn+I + Vn

Dans ces conditions, les deux suites ne vont plus coïncider. Pour le prouver, deux
méthodes:

Une méthode générale:

Classique: on recherche une expression du terme général de la suite Vn.
La méthode qui suit est souvent utilisée pour étudier les suites de Fibonacci.

1.y a-t-il des suites géométriques (wn) de raison q qui vérifient Wn+2= Wn+l+ wn?
On aurait alors qn+2= qn+l + qn
Soit, en simplifiant par qn ( en supposant q différent de 0 ) : q2= q + 1.
On trouve ainsi deux valeurs de q convenables :
1-{5 ,', , 1+{5

2 (surpriseron retrouve a), et 2 (que l'on appellera b).

Toutes les suiteslgeométriques de raison a ou b vérifient la relation Wn+2= Wn+l+ Wn·
Par somme, la suite Wn== x.an + y.bD vérifie aussi cette relation ( x et y étant deux réels
quelconques). Autrement dit, tout terme de cette suite est la somme des deux termes
précédents ( comme pour la suite Vn)

2. Mais alors, si'on trouve des réels x et y tels que wo= vo et W}= Vit c'est àdire si les
deux suites coïncident sur les deux premiers termes, comme elles sont définies par la
même relation de récurrence, elles coïncideront sur tous leurs termes ...
wo = vo donne x + y= 1
WI = VI donne xa+ yb = a + e

O
. . a-b+e e
n en tire sans peme x= a _b - et y= b - a .

D'où l'expression de la suite Wn,donc de la suite Vn:
a-b+e e

Vn= x aD+ y bD = aD+ -'- bD. . a-b b-a'

On notera que, si la machine faisait du calcul exact, on aurait e= 0, ce qui donnerait
bien Vn= aD,ce que l'on a établi lors de la question 2 du TP.

Mais ici, ce n'est pas le cas. Donc, pour la machine, la suite Vnest la somme d'une suite
géométrique de raison a, et d'une suite géométrique de raison b.
Le nombre a, on le sait, est compris entre -1 etO. Donc la première suite géométrique
tend versO.

L

Mais le nombre b est supérieurà 1... Donc la deuxième suite géométrique tend vers-00

(car le premier terme est négatif), Et ce, dès que "e" est différent deO.

Une méthode plus subtile(trouvée par Maryse Noguès):
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Considérons la suite définie par vo= 1, VI = a + e et Vn+2= vn+l + Vn
On a ainsi V2= a + 1 + e= U2 + e ; V3= 2a + 1 + 2e= u3+ 2e.
On démontre sans peine par récurrence que Vn= un+ f(n).e, où f(n) est une fonction de
n, strictement croissante, à valeurs entières ... Ainsi f(n) tend nécessairement vers+00
quandn tend vers+00. La limite de Unest connue, c'estO. Donc la suite Vntend vers+00,
ou -00, suivant le signe de e. Ici, c'est manifestement-00.

Autrement dit, toute machine qui fait du calcul approché, aussi précise soit-elle,
présentera toujours ce même phénomène.

Une dernière vue du phénomène
en mode Time .

Alors que la première suite
poursuit son applatlssement sur
0, la deuxièmesuite diverge
violemment.

rr1~1 r~...J Fl J rit Il rs ...J n ... (T7Ll...1:-= ZOOI'l Tr-ace ReS....aph Math D....aw ...

2

~

ne: 78.
\,Ici -46. G791xc: 78. ~9

IMAIN --'lIIII.....t. SEQ -Ill LI

Retenir de tout cela que, dès que l'on fait du calcul approché, on est tributaire des
mécanismes d'approximation de la machine.{2 n'est plus{2, mais un nombre décimal
"proche" que la machine lui substitue.
On voit tout ce que l'on a à gagner à faire du calcul exact.
Surtout sur les suites, où les erreurs se cumulent. ..à l'infini.

5. Peut-on contourner cette difficulté ?

Plusieurs possibilités pour cela:

- on peut d'abord définir la suite de telle façon qu'elle soit relativement insensibleà de
petits "dérapages" numériques. Ainsi, on a démontré ici que les suites (un) et (vn) sont
égales. Comme la calculatrice gère beaucoup mieux la suite (un), pour calculer le
lOOème terme, on utilisera la suite (un) et non pas la suite (vn)!
C'est d'ailleurs un travail théorique très important de trouver l'expression la meilleure
d'un objet mathématique pour son traitement par un outil de calcul quelconque
( calculatrice, ou ordinateur ).

- si on ne trouve pas d'expression plus simple de la suite, on peut aussi la définir dans
l'application initiale de la TI92, qui va faire du calcul exact ( voir sur ce point le mode
d'emploi page 27-3)

On a défini la suite v dans
l'application initiale.
On a alorsaccèsà la valeur
exacte de v(JO).
On peut d'ailleurs vérifier que
cette valeur coïncide avec a1O.

• ven)

• v(10)
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On pourrait bien sûr se demander : pourquoi, si c'est si simple, le constructeur de la
machine n'a-t-il pas programmé les suites en calcul exact? Le problème est que le
calcul exact, avec ce type d'algorithme, est très coûteux, en temps de calcul.
Essayez de calculer v(20) avec le programme ci-dessus, vous le constaterez vous-
mêmes (3Omn de calcul)! Et d'ailleurs, pour v(50), la calculatrice refuse le travail, faute
de mémoire.

Le calcul exact, c'est bien, mais c'est difficile ( et parfois impossible ...)
On n'a rien sans rien!

Morale de l'histoire, et fin (provisoire)

6. Retour sur la programmation "exacte" des suites

(partie écrite par Christian FAURE)

En fait, la remarque qui termine le paragraphe précédent ("le calcul exact est très
coûteux, en temps de calcul"), doit être relativisée: le nombre d'opérations (et donc le
temps decalcul) dépenddela procédure de programmation choisie.
Le constructeur de la TI-92 a choisi un algorithme récursif, particulièrement lourd en
nombre d'opérations. Un algorithme itératif aurait été beaucoup plus rapide, comme on
va le voir ci-dessous.
Cette partie, d'explications générales, n'est pasà destination des élèves. Mais un peude
recul n'est pas mauvais, pour les élèves, comme pour les professeurs!

On s'intéresse donc ici à une suite du type:

(vn) 1 Vn+2 = Vn+1 + Vn
VO =: VI =;

Les termes de cette suite peuvent, sur la TI92 (et autres machines supportant la
récursivité), être calculés soit par un algorithme récursif15 , soit par un algorithme avec
une boucle d'itération.

Les coûts de calcul (c'est à dire les durées des calculs et la place mémoire) seront
radicalement différents dans un cas et dans l'autre.

MÉTHODE RÉCURSIVE;

{vo et V] sont donnés, on appelle la fonction v avec une valeur de n}

fonction v( n : entier) : réel ;

~

{ v prend un entier, retourne un réel}

si n = 0 ~ retourner vO
.sin.Qn ~ n = 1 ~ retourner v 1

smcn retourner v(n-l) + v(n-2); {les deux appels récursifs
fin.

15 Se dit d'un algorithme qui fait une auto référence (i.e. :qui s'appelle lui-même)
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fig 1

Pour calculer v(4), le
programme s'appelle lui même
deux fois pour calculer v(3) et
v(2) .

Puis de nouveau, deux appels ...
quand le programme arrive à
une "feuille" (na 1 ou n III 0)
de cet arbre il remonte les
valeurs au noeud qui a fait
l'appel. Le noeud peut alors
effectuer le calcul avec les deux
valeurs récupérées èt, à son
tour, remonte la valeur obtenue
au noeud qui l'a appelé.

• Le nombre d'appels suit donc une loi exponentielle.
Une formalisation à l'aide d'une suite permet d'exprimer N(n), le nombre d'appels

nécessaires au calcul de deVn .
On a N(n+2) = 2 + N(n+l) + N(n)

(2 appels+ ceux du calcul de Vn+t+ ceux du clalcul de vnJ

• Cette suite peut aussi s'exprimer par N(n)= (1-1) an + (1+1)bD- 2

(Comme pour les équations différentielles linéaires N estla somme d'une solution particulière (-2), etde
œ fil + Il bIl ,a et b étant les zéros de X2 - X - I s Les valeurs initiales N(O)= N(t) == 0 donnent les

VS {5.
coef œ et Il : œ = (1-5) et Il= (1+5) J.

• On obtient après quelques calculs de N(n) et quelques mesures de durée16:
(les unes en mode exact les autres en mode approx) :

valeurs de n 8 10 12 14 16 18 20

N(n) ; nombre d'appels 66 176 464 1218 3192 8360 21890

den) temps calcul de vn( exact) 4s 9s 24 s 62s 167 s 443 s 1200s

den) temps calcul de vn(appox) /4 s
1

9s /22 s 158 s 154 s 408 s 1080s

16 Mesures sur TI 92 en mode «exact» puis en mode «approché»
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fig Z fig 3
Durée en fonctlon de n Nombres d'appels en fonction de durée

• Les représentations statistiques mettent bien en évidence:
- La. corrélation exponentielle entre n et d (durée)
- La. corrélation linéairet? entreN et d

• On obtient:

D->
(Régr. exponentielle)

mode APPROXmode EXACT

d <= 0,083*1,600
coef. corrélation: 0,9995

d -= 0,079*1,610
coef. corrélation : 0,9997

->d
(Rëgr.linêaire)

<= , ,

coef. corrélation : 0,99999

• Le fait de calculer en mode «approché» ou «exact» ne change rien au fait
fondamental : l'algorithme de calcul de (vo) est exponentiel et les mesures sont très
proches.

• D'autre part, un algorithme récursif nécessite un stockage des résultats intermédiaires
(un "empilage" des résultats dont le nombre est lui aussi exponentiel) d'où un coût en
place mémoire; la TI 92 limite le nombre d'appels récursifsà 50.

MÉTHODE ITÉRATIVE ;,

{p et q sont initialisés avec va et V1 qui sont donnés, on appelle v avec une valeur de n > 1 }
fonction v(p,q : ~ ; n :.e.ntiW: œcl;

~:i,r;
~

S2QY[ i:= 2 jusgy'à n faim

Ir:=p+ q;
p:=q;
q:=r;

retoyrner r;
fin.

{calcul de Vi+2}
{ transferts .. }

17 Les temps d'affichages, non négligeables pour les petites valeurs den, introduisent une "ordonnéela l'origine"
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• Ici la boucle est effectuée n -2 fois, on dit que cet algorithme est en O(n); en clair, sa
durée d'exécution sera proportionnelle à n ( les coef. de proportionnalité dépendants
de la machine ..). Quelques mesures:

valeur de n 20 50 200 1000 1500 2000

temps de calcul (m : exact) 4s 8s 30s 170 s 300s 480s

temps de calcul (m : approx) 2s 3s lOs 49s 73 s 100 s

500 100

/
./.

40/
20

•
o ".:"~----__1f-------I

80

300 .:-:
100./

o .!.;...'----~----__1

60

400

200

o 1000 2000 o 1000 2000

fig 4
Temps de calcul, mode EXACT

fig 5
Temps de calcul mode APPROX

• En modeAPPROCHÉ, on a un temps de calcul proportionnel à n, comme prévu, mais
on constate une légère divergence entre mesures et prévisions pour ce qui concerne
le mode EXACT.

• On peut raisonnablement avancer une explication : les objets manipulés par
l'algorithme en modeAPPROCHÉ sont de taille constante (5, 8 ou 10 octets selon le
format des nombres) d'où la proportionnalité prévue alors qu'en modeEXACT,
l'algorithme manipule des objets de plus en plus grands (en terme d'encombrement
mémoire) et donc de plus en plus longs à traiter.

• Pour évoquer le coût en mémoire, l'algorithme avec boucle d'itérations ne nécessitera
pas un empilage de valeurs intermédiaires hors celles de p et q (dont les tailles
peuvent cepandant devenir considérables en modeEXACT! )

• La différence d'efficacité des deux algorithmes est considérable tant en temps calcul
qu'en occupation mémoire.

Voici un petit tableau qui peut convaincre de ne pas suivre l'algorithme proposé par la
documentation de la TI 92 (page: 27-3) ( algorithme proposé afin de contourner la
surprenante impossibilité de faire du calcul exact avec les suites définies par l'éditeur
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de suites (les ui(n) obtenues parY- editor...)

n 20 25 50 100 200

durée (récursif) 20mn 3h 60 ans 1012ans xxxxx

durée (itération) 2s 2s 3s 6s lOs

On comprend dans ces conditions que le constructeur précise que. pour le calcul des
suites en mode exact, on ne peut pas faire de calcul au delà du 50ième terme ...La
réflexion est affaire de patience, mais, tout de même ...

NB : on n'est pas rentré ici dans les détails des détails.
Certains logiciels (Mathematica par exemple) traitent en mode itératif un algorithme

récursif, c'est à dire qu'ils "dérécursivent".

Ce n'est évidemment pas le cas de la version de Derive implantée sur les TI-92.

Espace de conjecture réservé au
lecteur: que représente le dessin
ci-contre?

Une allégorie

Une occupation d'espace de bas
de page Cl

(Cochez la case qui semble
convenir )

Elève attendant le calcul en mode exact du
49° terme d'une suite récurrente sur une TI-92
(avec un algorithmerécursif)
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--.,.@ TP

TP traité avec les TI-92.
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1.Le travail donné aux élèves

Le but duTP est le calcul deIn = r 1sin (nt) 1dt, n étant un entier naturel supérieur ou
o

égal à 1.
Comme d'habitude, plusieurs méthodes d'approche sont envisageables :
- calcul direct dans le cas général ;
- observation numérique, ou graphique, des premiers termes de cette suite;
- conjectures diverses, suivies des preuves ou réfutations ...
On précisera avec soin les différentes pistes empruntées, et les résultats partiels
engrangés.

Remarque technico-mathématique.

La calculatrice refuse de donner un résultat général pour l'intégrale proposée.
Les élèves vont donc se livrer à un certain nombre de manipulations ... qui peuvent

réserver des surprises.

Première surprise : comme
primitive de lsinxl, la machine
donne Isinxl.x.
Deuxième surprise, la demande
reformulée reçoit comme
réponse ... la question elle-même.
Quant aux primitives delcosxl,
elles sont incompréhensibles pour
tout élève de bonne volonté.
Alors, quid ?

a-z...

Jisinxldx

J Isin(x)1 dx

J Icos(x)1dx
Mod(2 .x - JE 2' JE) - ~

sin(x)' sign(cos(x» - '~

Isinxl'

!lsin(x)1

Le pire serait de dire: c'est à n'y rien comprendre ... Or donc essayons de
comprendre.

La première surprise se dévisse simplement :ily a eu une erreur d'entrée. Au lieu
d'écrire Isin(x)l, on a écritlsinxl. Le logiciel a alors interprété Isinxl comme une chaîne
de caractères représentant une nouvelle variable, indépendante donc de la variable
d'intégration, qui est ici x. Donc Isinxl est une constante, relativement à l'intégrale. D'où,
comme primitive lsinxl.x. Exactement de la même façon que nous aurions attribué àk
une primitive égaleà kx. Sauf évidemment que l'on se représente plus facilement une
constante sous l'étiquette "k" que sous l'étiquette" Isinxl". Le changement de point de
vue se niche parfois où on ne l'attendait pas ...

Passons à la deuxième surprise : le logiciel annonce comme primitive de Icos(x)1

(d 1 ) 1 c. • () • ( )' ( (x) mod(2x-n:, 2n:) - 2xont a syntaxe est correcte atoncnon g x = sm x .sign cos x -
n:

L'expression mod(2x-n:, 2n:) signifie le reste de la division de (2x-n:) par 2n:. Ce

n'est donc pas la mesure principale de 2x-n: , mais sa mesure dans l'intervalle [0, 2n:[ . ce
qui apporte déjà, sur un sujet sensible (les angles), un élément de complexité

supplémentaire. Ainsi, si par exemple x est dans l'intervalle [0, n:/2], on aura 2xdans

l'intervalle [0, n:]et donc modïzx-n,2n) = 2x + n:' Et ainsi g(x)= sin(x)- 1.
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Tout ceci pour prouver qu'une primitive de Icosxl sur [0, 1t/2), c'est à dire une
primitive de cosx, est sinx -1...

On comprendra que dans ces conditions,il vaut mieux, en première lecture, faire
l'impasse sur de telles écritures dans une séance de TP!

Plus précisément :
- à propos de la première "surprise", toute la clarté doit être faite lors des séances de

travail. Cette affaire de syntaxe est trop importante pour que l'on puisse se contenter de
différer une explication ;

- par contre, pour la deuxième "surprise", on peut suggérer aux élèves soulevant le
problème de revenir au sujet du TP, en réservant une explication complète pour un
moment plus calme (on peut aussi donner cette question comme sujet de réflexion, en
donnant des références dans le mode d'emploi).

Tout ce qui précède montre qu'il est préférable d'avoir fait le tour le plus complet
possible des différentes manipulations relatives au problème, avant d'aborder le TP...

2.Le cadre du travail.
Le thème.

Le calcul d'intégrale, sous ces différentes facettes. S'agissant d'une fonction clairement
positive, les questions de calcul d'aire prennent une certaine importance.

La question problématlque,

Toutes les intégrales, évaluées en calcul approché, sont presque égales. Le sont-elles
tout à fait?

Les objectifs pédagogiquës.

Objectif principal : faire jouer les différentes représentations possibles d'une intégrale,
choisir parmi celles-ci celle qui sera plus pertinente pour la résolution du problème.
Ces changements de représentation permettront de solliciter de nombresues facettes de
la machine (application graphique, suites, fonctions, application initiale en calcul exact,
ou approché ...).

Objectif secondaire : apprendre à reformuler un problème,rà le décomposer en
problèmes élémentaires plus simples (ici décomposer l'intervalle d'intégration en
intervalles plus petits sur lesquels on contrôle le signe de la fonction).

Objectif permanent: apprendre à considérer la nature des objets manipulés (comme lors
du TP 12 sur la famille de fonctions à paramètre). Qu'est ce qui varie, la variable
d'intégration, ou l'indice de la suite? Tout dépend de la facette de l'objet mathématique
que l'on considère ...

Hypothèses de déroulement.

On peut penser que la diversité des approches possibles du TP provoquera un
éparpillement des actions.
De même la nouveauté des objets étudiés (l'intégrale est la découverte de la classe de
TS relative au calcul infinitésimal) devrait entraîner, dana l'action, de nombreuses
confusions (suite rentrée dans le fichier de fonctions, ou le contraire).
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et
de

changements de points
vue sur le TP 15

On essaiera comme d'habitude de donner ici un certain nombre de pistes de résolution.
Comme d'habitude, la liste n'est pas exhaustive ...

Vues

Il s'agit donc de calculer In= r 1sin(nt) 1dt.
o

Prologue
Indispensable, même si ce n'est pas demandé explicitement dans l'énoncé.
La fonction fn , qui à x associe 1sin (nt)l , est continue surm, et donc sur l'intervalle

d'intégration [0, x]. Donc In est définie pour tout n. Mieux, comme une valeur absolue
est positive, et que les bornes sont "dans le bon sens", ces intégrales sont toutes
positives. Mieux encore, comme la fonction fn est bornée entre 0 et1, l'intégrale, par

application de l'inégalité de la moyenne, est comprise entre 0 et x.

Observations numériques

On peut commencer par observer les résultats donnés par la calculatrice.
D'abord en calcul exact :
- donne-t-elle une valeur exacte pour ln?
- donne-t-elle une primitive pour fn ?
- donne-t-elle une valeur exacte pour II.12. 13,c'est-à-dire pour des valeurs particulières
den?
- donne-t-elle des primitives pour des valeurs particulières de n ?

Peine perdue: en calcul exact, la
calculatrice ne donne rien;

On a d'ailleurs posé quelques
questions inutiles : si la machine
ne donne pas d'intégrale, c'est
qu'elle ne sait pas déterminer de
primitive ...

Ensuite en calcul approché:

Le calcul approché donne des
résultats qui laissent subsister une
interrogation:
- la suite oscille-t-telle autour de
deux ?
- est-elle stationnaire, avec une
oscillation due' au calcul
approché?

rt1~li n... J F)"':1 Fit'" TI rs Il! F'...F Aigebra Cale Other Prgr'110Clear a-z ...
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• J Isin(n' x)1dx JIsin(n' x)1d>

·I~Isin(x)l dx J:Isin(x)l d)

• JIsin(x)J dx JIsin(x)l ch

J <abs <sin <x> > _ x>1
IMAIN IIAD rllAt rlll"l ../llI ItArT
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• J ~ Isin(x)1 dx 2.

·I~Isin(2'x)ldx 2.
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•1: Isin(S' x)1dx 2.aaaaaa1833~
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On peut regarder un peu plus systématiquement les valeurs prises par la suite en
rentrant ln dans le fichier de suite, et en regardant une table de valeurs.

La table semble donner2 tout le
temps. Mais attention, si on se
promène avec le curseur dans la
table, on voit que ce n'est pas tout
à/ait 2...
Il Y a un arrondi pour que le
nombre en question puisse rentrer
dans la case correspondante.

rrl~f rt .1 ':' ,TI rit .Ji !I '"" :,..FSe up :::E·ll Header D·j·]~":~IXr.-! r-'·!),·:
.. ~LDT$ n "II
., "11=1: Isin(n'x)ldx 1. 2.

2~ IZ~
ui1= 3. 2."12=
ui2= 4. 2.
"13= 5.

ui3= 6. 2. 1
"14= 7. 12. 1ui4= i••1:'-

u1(n)=2.0000001833863
IMIIIN IIIID EXile SEIl 11111••

Les résultats affichés peuvent faire pencher plutôt du côté du caractère stationnaire de la
suite, mais en restant très prudent ...
De toutes façons, on ne peut pas passer trop de temps à observer le comportement de la
suite sur ses premiers termes ( surtout que le calcul est assez long ...).n faut passerà une
résolution générale, en tentant de comprendre les réponses, ou l'absence de réponse, de
la machine.

Première idée : étudier les variations
de la suite In.

La suite ln apparaît stationnaire. Si on démontre que c'est bien le cas,il suffira de
calculer II. et tous les termes suivarlts seront égaux 1
Montrer que la suite est stationnaire revientà prouver que In+l = ln.

C'est à dire r 1sin [(n+ l)t] 1dt.= r 1sin(nt) 1dt.
o 0

On peut essayer de transformer In+1 pour aboutir à ln.

Dans le menu Algebra, la
commande 9 permet de
transformer sin((n+ l).x).

rfl~Jj n.. ~lln..~l, rie·-II rJ)~ Fi..F Aigebra Calc Ot.her PrgMIO Clear a-z ...

• t.Expand(sin((n + l)'x»
sin(x)'cos(n'x) + cos(x)'sin(n'x

tEx~and(sin«n+1)*x»
'MAIN III1D [XIIe fUNC 1';$_0_ JIIU

On arrive ainsià In+l = ri sin xcos (nx) + cosx.sin (nx) 1dt.
o

Le problème se pose alors pour aller plus loin : la valeur absolue d'une somme est
inférieure à la somme des valeurs absolues. On aura du malàprouver par cette méthode
l'égalité 10+1 = ln. Impasse provisoire, et changement de point de vue.

Deuxième idée : raisonner sur les aires.

C'est une idée assez naturelle, puisque les fonctions que l'on considère ici sont
positives. Les intégrales sont donc égalesà des aires de surfaces.
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S'agissant de fonctions de référence ( valeur absolue, et sinus ), les choses devraient être
assez simples ... Voyons un peu:

A gauche, la fonction [sinx / , à
droite la fonction /sin2x / sur
l'intervalle {O,n:]

tf<x)cix=2.

La calculatrice donneà chaque
fois le même résultat pour l'aire
hachurée, c'està dire pour les
intégrales recherchées.

N.B. : si on veut obtenir un écran partagé, avec un graphique dans chaque fenêtre,il
faut le sélectionner dans le menu MODE ( Mode, F2, Split Sereen : Left-Right, puis
Number of Graph : 2)

Toujours le même résultat.

Encore une observation graphique,
pour à gauche, la fonction /sin3x /
à droite la fonction [sinax / sur
l'intervalle [0,n:]

Ces graphiques peuvent donner l'idée de couper l'intervalle d'intégration en intervalles
plus petits, liés au nombre d'arches:
- Pour fI. entre 0 et1t, une seule arche. Donc on intégre directement sur tout l'intervalle.
Mais sur cet intervalle, la fonction sinus est positive. Donc pour le calcul deIl.on peut

se passer de la valeur absolueIl= r sin(t) dt = [ - cost{ = 2
o 0

1t
- Pour f2, entre 0 et1t, deux arches. Entre 0 et 2 la fonction sin(2x) est positive. Puis

elle est négative entre ~ et1t.

Donc on peut calculer12 = ra sin(2t) dt + f 1t - sin(2t) dt =
o 1tI2

[ - -21cos(2t)]1t/2+ [ - -21cos(2t)] 1t = 2 (primitive de sin (ax) :_! cos (ax) ).
o 1tI2 a

On pourrait continuer longtemps comme cela.

L'idée qui peut alors venir est que, à l'ordre n, on a n arches de sinusoïdes, de même

aire, et que cette aire est précisément ~ , ce qui expliquerait que la suite soit

stationnaire.
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Voyons pour fn. La fonction détermine n arches sur [0,1t]. Sur l'intervalle [O,~ ], la

fonction est positive. Doù :
~ 1 7t1n2
J 1sin(nt) 1dt= [- - cos(2n)] =- . Cela marche bien ...o . non
Un coup d'oeil sur quelques calculs machines:

On vérifie ainsi le résultat , pour
l'intégrale, comme pour une
primitive.

rTl~T, n.. IT(F). T( F..... TI Fi il R·..F Algebra Cale Other Prgl'lIO Cleara-z...

·I; sln(n·.)d. ~
n

• J sin(n' x)dx
-eos(n'x)

n
I(sin(n*x).x)
MIIIN 11110[XII{ -.A'I'T

On pourrait être tenté de s'arrêter là, en concluant que l'aire de la première arche est ~ ,

qu'il yan arches, donc l'intégrale cherchée est 2.
n est toutefois préférable de mettre cela en forme, en exhibant clairement les propriétés
des fonctions qui permettent de conclure ici :il s'agit bien sûr de la périodicité des
fonctions en présence.

Troisième idée : raisonner sur
les variations dés fonctions.

On veut ainsi prouver que tous les arches d'une même fonction sont "équivalentes".

C'est-à-dire que la fonction fn est périodique, de période :. Ce qui est immédiat:

1sin n (x+i) 1= 1sin ( nx+ 1t) 1= 1- sin ( nx) 1= 1sin ( nx) 1

L'intervalle d'intégration contenant n périodes, on utilise le résultat du cours:
T fT rT TJ f (t ) dt = f (t ) dt. D'où f (t ) dt = n J f (t ) dt. Ainsi:
o T 0 0

r 7t/n 1 1r/n
In = 1sin(nt) 1dt.= n J sin(nt) dt = n [ - - cos (nt)] = - [ cos 1t - cos 0 ]= 2.

o 0 n 0

On a bien prouvé le résultat attendu.

Mais la réponse a exigé un petit détour théorique, du côté des fonctions de référence (
sinus et valeur absolue ), et du côté des résultats du cours sur les intégrales ( intégrale et
aire pour une fonction positive, intégrale et fonctions périodiques ).

Dans ces conditions, la calculatrice garde son rôle d'observation numérique ou
graphique, de vérifications partielles pour les calculs de primitives, ou d'intégrales.

Mais elle ne peut indiquer le démarche à suivre, ni même donner d'emblée le résultat
demandé ...
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Quatrième idée : revenir à des objets plus simples.
( hors programme)

On veut calculer In= r 1sin (nt) 1dt. Et si on se ramenait simplement à la fonction
o

sinus, en expulsant le paramètre n hors de l'intégrale?

Pour cela, on fait un changement de variable, en posant u= nt. Si cela est hors
programme, c'est que cela pose deux types de problème:

- un problème technique :il faut faire le changement de variable non seulement dans la
fonction, mais aussi dans les bornes, et l'élément différentiel ;

- un problème théorique: on ne peut pas faire n'importe quel changement de variable:
ildoit être compatible avec les "formalités" d'intégration.

Sur ce deuxième point, pas de problème ici : le changement de variable u= nt, de type
fonction linéaire, est assez "simple".

Sur le premier point:

- les bornes de l'intégrale, pour la variable t, sont t= 0, et t= 1t.On aura donc, comme

u = nt, les bornes pour u : u= 0, et u= n1t.

- De u = nt, on tire du= n dt. (ou ~~= n ).

Par report dans l'intégrale, on obtient:

In = r 1sin (nt) 1dt=(1f 1sin u 1du=! {1f 1sin u 1du.
o 0 n n 0

On voit peut-être mieux ici que la fonction 1sinu 1a une période de1t.

D'où In = n .!r 1sin u 1du= n.! r sin u du (puisque sinus est positive sur cet
non 0

intervalle ).
1

Et enfin In= n. ïï .2 = 2.

A retenir de ce dernier point de vue :
- on gagne en simplicité à se ramener à des objets mathématiques plus simples (La
Palisse dixit. ..)
- les formalités de changement de variable dans une intégrale n'ont rien d'évident : ce
développement avait pour but de le montrer. De plus, elles ne sont pas au programme
de la classe de Terminale.
A éviter donc !
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TP traité avec les TI-92.
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1.Le travail donné aux élèves

Le but du TP est l'étude de In= r x(lnx)n dx, pour n entier naturel supérieur ou égalà
1

1,et 10= r xdx
1

Corinne d'habitude, plusieurs méthodes d'approche sont envisageables:
- calcul direct dans le cas général ;
- observation numérique, ou graphique, des premiers termes de cette suite;
- étude du sens de variation de la suite;
On pourra aussi, à l'aide d'une intégration par parties, établir une relation entre In et ln-l,
et en déduire un encadrement de In. On précisera avec soin les différentes pistes,
empruntées, et les résultats partiels engrangés.

2.Le cadre du travail
Le thème.

Reprise du thème du précédent TP. Mais cette fois-ci la suite d'intégrales n'est pas
Stationnaire.

La question problématique.

Est-ce qu'une suite positive qui décroit, et se "rapproche" de zéro, converge vers 0?

Les objectifs pédagogiques.

Premier objectif. Apprendre à choisir la représentation de l'objet permettant de traiter au
mieux une question :
- pour avoir une idée du sens de variation de la suite,ilest plus clair d'observer des
valeurs approchées que des valeurs exactes;
- pour comprendre pourquoi elle décroit,il est plus facile d'observer la suite des
fonctions x(lnx)n entre 1 et e que d'essayer de trouver le terme général de la suite;
- pour prouver la décroissance de la suite,il est plus facile d'utiliser la linéarité de
l'intégrale que d'utiliser la relation de récurrence issue de l'intégration par parties, etc.

Deuxième objectif. Apprendre à combiner égalités et inégalités pour en déduire un
encadrement.

Hypothèses de comportement

Contrairement au précédent TP, la calculatrice donneici les valeurs exactes des termes
successifs de la suite. Cela peut inciter les élèves, comme pour le TP 12~à accumuler
les résultats exacts pour essayer de trouver une régularité, conjecturer une formule
générale exacte pour In. et conclure à l'aide d'un raisonnement par récurrence. Sauf que
là, le problème est plus résistant...
On peut penser que, concernant la distinction des objets "intégrale" et "suite", les leçons
du précédent TP seront mémorisés, le travail mieux organisé entre les différentes
représentations des objets.
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 16

On montrera ici les ressemblances, et les différencesde ce problème avec celui traité
dans le TP précédent.

n s'agit donc de calculer ln= r x(lnx)n dx.
1

Prologue

Indispensable, même si ce n'est pas demandé explicitement dans l'énoncé.
La fonction fn , qui à x associe xûnx)", est continue surlR, et donc sur l'intervalle
d'intégration [1, el. Donc ln est définie pour tout n. Mieux, comme entre1 et e la
fonction fn est positive et que les bornes sont "dans le bon sens", ces intégrales sont
toutes positives. Mieux encore, comme la fonction fn est croissante entre1et e ( comme
produit de deux fonctions croissantes et positives x et (lnx)"), on dispose de l'inégalité
suivante, pour tout x de l'intervalle [1, e) :
fn(1) !Si fn(x) sfn(e) c'est à dire: os fn(x) se.
D'où, par application de l'inégalité de la moyenne, en intégrant fn entre0 et 1 :
o s ln s e.(e - 1).

Comme pour le TP15, ces premières remarques ne sont pas une pertede temps: elles
permettent de cadrer et de contrôler partiellement les observations qui vont suivre.

1. Observations numériques

On peut commencer par observer les résultats donnés par la calculatrice.
D'abord en calcul exact :
- donne-t-elle une valeur exacte pour ln ?
- donne-t-elle une primitive pour fn ?
- donne-t-elle une valeur exacte pour Il,12,13, c'est à dire pour des valeurs particulières
den?
- donne-t-elle des primitives pour des valeurs particulières de n ?

En/ait, si elle sait calculer la valeur exacte de l'intégrale, c'est qu'elle sait déterminer
des primitives ...

La calculatrice ne donne pas la
valeur de ln mais par contre elle
veut bien donner la valeur exacte
de l'intégrale pour des valeurs
particulières de n(à la différence
de ce qui se passait dans le TP15)

ru~~ n... I~ f). J rlt·.TI FS,Tt F&...FAlgebra Cale Olher PrgMIO Clear a-z ...
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Je1 2
• 1 (x ·ln(x»dx "4 + 1/~

•J~1 (x·(ln(x»2)dX
.,2
T-l/~

III Jr1(x'(ln<X»!C:»)dX
1919·.,2 14175

8 - 8
J(x*(ln(x)A10).x.1.e A(1»
IM""N '\:[0 'f1l0

On a alors deux choix possibles:
- on peut essayer de calculer soi-même les premières intégrales,
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- ou alors poursuivre l'observation numérique, et graphique. .
Dans le premier cas, on passe directementà la partie 4, dans le deuxième cas, on lit ce
qui suit. ..

On peut émettre la conjecture que
la suite In est décroissante.

Attention : il s'agit ici de valeurs
approchées, et on ne voit là que les
premiers termes de la suite...

On peut regarder des valeurs de la suite un peu plus loin, mais attention, ces
prospections sont très coûteuses en temps ...

Les termes de la suite se
rapprochent de zéro. De là à dire
que la suite converge vers0, il Ya
une marge...

2. Observations graphiques

On observe là les représentations
graphiques de/J,I2 etf 3 dans une
fenêtre liée aux bornes des
intégrales, et à la croissance des
fonctions: intervalle[1, el pour
les x et pour lesy.

L'intégrale de f3, fonction positive sur [l, e], correspond à l'aire hachurée. On peut
comparer le résultat obtenu avec celui que donne le tableau de valeurs ci-dessus ( on
sait que l'on dispose d'une précision moins grande dans l'application graphique ).

Les courbes des fonctions successives semblent "s'applatir" sur l'axe des abscisses.
Cela s'explique assez facilement: quand x est dans l'intervalle[1, e[, lnx est dans
l'intervalle [0, 1[. Donc la suite (lnx)" est décroissante, et tend vers 0 quand n tend vers
+00. Et xûnx)" aussi... On a bien, pour x dans [1, e[, fn(x) qui tend vers 0 quand n tend
vers +00.

Notons bien que cela na vaut plus pour x= e, car alors lnx prend la valeur 1, et donc
fn(e) = e, quel que soit n.
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Cet "applatissement" des fonctions explique la décroissance apparente de la suite
d'intégrales.

Pour terminer, un dernier coup d'oeil, "un peu plus loin", pour la fonction f50.

On voit là la représentation
graphiquede Ito, et l'aire hachurée
correspondant à l'intégrale110.

On retrouve bien l'''applatis-
sement" de la courbe sur l'axe des
abscisses, avec le point
d'accrochage (e, e).

Dans le cadre d'un TP d'une heure, les observations numériques et/ou graphiques
qui précèdent ne doivent pas excéder 15mn. Elles permettent de sefaire une petite idée
du phénomène étudié. Pour économiser le temps, les deux membres d'un groupe de TP
peuvent travailler dans un cadre de complémentarité: l'un observe la suite numérique,
l'autre observe la suite defonctions, et on met en commun les enseignements des deux
types d'observation...

On peut maintenant passer à l'étude du sens de variation de la suite In ( ce qui revient
à mettre en forme les remarques émises lors de l'étude graphique ), ou passer au calcul
des premiers termes de la suite.

3. Sens de variation de la suite.

La linéarité de l'intégration rend commode l'étude du signe de In+l - In=

r x(lnx)n+l dx - t xûnx)" dx = r x(lnx).[lnx - 1] dx.
1 1 1

Comme x est dans l'intervalle [1, el, x et Inx sont positifs, mais lnx est inférieurà
lne, c'està dire à 1. Donc la fonctionà intégrer est négative. Donc, les bornes étant dans
le bon sens, l'intégrale est négative. Ainsi In+l - In est négatif, et la suite des intégrales
est bien décroissante.

4. Calcul des intégrales.

Calculer des intégrales suppose, en règle générale, de calculer des primitives ...
Voyons ce que donne la calculatrice :

La calculatrice avait donné sans
difficulté ( observation numérique)
les intégrales demandées, en
valeur exacte. Elle sait donc
calculer les primitives, qui
prennent assez vite des formes
assez longues.

• J(x· In(x»)dx

• f(x.( In(x») 1(»)dx
x2.( 4 '(1n(x») 10 -20'( In(x») 9 + 90·( In(x»):~

Même si l'énoncé ne l'indiquait pas, on pourrait songer icià une intégration par parties:
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x(lnx)n est le produit d'une fonction à primitive simple ( x ) et d'une fonction à dérivée
( relativement) simple: (lnx)" ,

On rappelle que l'intégration par parties s'appliqueà deuxfonctions dérivables, età
dérivées continues, ce qui est bien le cas ici,

Essayons pour Il =r xlnx dx
1

x2
u="2u'=x

l ' 1v=nx v=- x
x2 e Je X x2 x2 e e2 1

D'où Il = [lnx,y]1 - 1 2 dx = [lnx. "2 - 4"]1 = 4" +"4' On retrouve bien le

résultat de la primitive donnée par la machine, et de l'intégrale trouvée au début du TP,

( Attention, il y a une infinité de primitives, définiesà une constante près, pour une
fonction continue donnée, On aurait donc pu trouver une primitive "décalée d'une
constante"par rapportà la primitive donnéepar la calculatrice..,)

On peut alors appliquer la' même technique d'intégration par parties à In =r x(lnx)O dx
1

x2
u'=x u="2

1
v =(lnx)O v' = x ' n(lnx)n-I

Attention à la dérivée de(Inx)» : il s'agit de la dérivée d'une fonction composée, de la
forme un, La dérivée est ( "évidemment" ...) nun-l,u',

La calculatrice permet aussi de
réaliser les calculs partiels de
l'intégration par parties : mais elle
ne donne pas forcément la forme
attendue!
Il faut savoir interpréter, et
réaliser les simplifications
nécessaires!

rrl~l n· ~ln.~l r..• -1 FS ,11 "•F Aigebra Cale Other Prgl"'lIOClear a-z ..,

• à.~(( In(x»)n)
n ,( In(x»)n

x'ln(x)
d«ln(x»An.x)
MAIN Ub FIIAt <ro 1110

x2 e nr e2 n
D'où 10= [ (lnx)», y]1 - 2 1 x(lnx)n-l dx = 2" - 2' In-l '

Tous les calculs partiels peuvent être assistés si l'on veut par la calculatrice, mais ce
n'est pas forcément indispensable ..,

. 2
On dispose ainsi de la relation In= ~ - ~; In-l '

On a donc une relation en cascade, qui nous permet de calculer12 à partir de la valeur
de Il (exacte) déjà calculée:

e2
12 = 2" - Il

On peut ainsi avoir hl valeur exacte des termes successifs de la suite sans avoir besoin
de calculer de nouvelles intégrales :il suffit d'appliquer, à répétition, la relation de
récurrence.
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Mais on a du mal à calculer directement la valeur de In. c'est à dire à obtenir le
terme général de cette suite, à partir de sa définition par récurrence.

Avant d'exploiter davantage cette relation de récurrence, on peut vérifier rapidement
que le résultat trouvé est convenable, en comparant les valeurs prises par cette suite
avec celles déjà trouvées pour les premiers termes de ln.

On a besoin pour rentrer la suite récurrente de calculer son premier terme:

j x2 e e2 1
Jo = 1 x dx = [2]1= "2 - 2"

On retrouve en u1 la forme initiale
de la suite étudiée.

On a rentré en u2 la forme
récurrente que l'on vient d'établir.

Les résultats concordent bien.
Cependant, rappelons nous qu'il
s'agit de valeurs approchées ( cf le
TP 14) : si on fait la différence
entre les deux suites au rang5, il Y
a déjà un petit écart...

rr1~T: F~.r,1..'"J··.r'" rr~}.J'i";' ., r:' l...F 2001'\ r.·:::; '. • ~~.;.i. -".i:'! E' !.,>,!.~".
... l'LOTS

'"Ul=J ~1 (x.(ln()(»n)Cb:
ui1=

q2 n'u2(n - 1)
'" u2=-r- 2

q2
ui2~-1/2

-u1(n)=J(x*(ln(x»An~x_1_eA1)1
MAIIoI RAil rKllt ~

ru~J, n... ~ r)... r.... rs ~ F'.,F Algebra Cale OtherPrgl'\IO Clear a-z ...

n ul u2
o. 3.195 3.195
1. 2.097 2.097
2. 1.597 1.597
3. 1.299 1.299
4. 1.097 1.097
5. .9514 .9514

• ul(5) - u2(5)6. .8404 .8404 2.1E-f3

['(1(:"''' ~
mIlAt"T'IAiN <l'ft trtn

5. Où l'on combine égalité et inégalité.

Récapitulons les résultats obtenus jusqu'ici: on dispose d'une relation d'inégalité entre
In et In-l ( c'est la décroissance de la suite ), et d'une relation d'égalité entre In et une

2
fonction de In-t (c'est celle que l'on vient d'obtenir: ln= ~ - ~ In-l ).

On a déjà rencontré une situation semblable en cours, à propos de la suite

f
I x2n+l

In = -Y--l dx.o x +
En combinant l'égalité et l'inégalité, on va pouvoir obtenir, non pas la valeur exacte du
terme général ( ce serait trop beau ...), mais un encadrement de celui-ci.
On dispose de :

ln s In-l
e2 n

In = 2" - 2ln-l

On peut privilégier In~I. en remplaçant In par sa valeur en fonction de In-l dans
l'inégalité. On obtient alors:

2 2
~ - ~. In-l S; In-l, c'est à dire n:2 ~ In-I< relation 1 )

On peut faire le choix inverse, en privilégiant cette fois-ci In :
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On dispose de :
In s In-l

e2 2
In - 1= "il - n' In

On remplace alorsIn-l par sa valeur en fonction deIn dans l'inégalité. On obtient alors :
222

In ~ ~ - n' In , c'est à dire In ~ n~ 2 (relation 2 ).

On veut encadrerIn. La relation 1 permet d'obtenir,àpartir d'un renseignement surIn-l,
un renseignement surIn. TIsuffit de faire un "glissement d'indice". La formule est vraie
pour tout n, donc on peut, à bon droit, remplacer n par n+ 1. La relation 1 devient alors :

2
n~ 3 ~ In· En combinant avec la relation 2, on obtient bien l'encadrement voulu:

e2 e2
n + 3 ~ In ~ n + 2 .

Ce résultat nous donne, par application du théorème d'encadrement, la convergence de
la suite In vers O.
Il nous donne même plus, puisque l'on dispose d'une estimation de chaque terme de la
suite.

6. Vérification, synthèse et défi.

Vérifions d'abord, sur les premiers termes, qu'il n'y a pas d'erreur grossière ...

Les trois suites ont été rentrées
"dans l'ordre".

On observe bien le rangement des
trois suites dans l'ordre annoncé.
L'écart entre les deux suites
"encadrantes" se resserre :
normal, puisque l'écart est égalà :

e2 e2 e2

n + 2 - n + 3 = n2 +5n +6 .

~1~ls:tup1:::;:'llIH" ~;::l:;.' !).;.j' ï ~'.:,~.,T!1"','" f·'.::,.,T

~~~4fb,
~2 Il3
'. ~5 '. E ~~

• • U4~ ;.1 ~~ ;.4E
:. .' • ~~ .• J4
,. . • ~9~... '~

14 .•. .( .()9~ .
,. 1. 9~ ;6 • ~5 l4 .( ;6

1E·. 1.8~ J!J3~()4 .9: ;6.. 1• m91. 75: .8:
In=O.
IMAIN RAD EKAC SEQ

On peut présenter pour finir le résultat sous la forme d'une estimation, ou d'lill
~çadrement :

- Une estimation:
e2 e2

De l'inégalité n + 3 ~In. ~ n + 2 on peut tirer, par multiplication par n ,
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2 2
n. n: 3 :S n.ln:S n n: 2 . D'où, par nouvelle application du théorème

d'encadrement, la convergence de la suite n.L, vers e2. On dit alors que la suite ln est
e2

équivalente, quand n tend vers+00, à fi' Cela nous donne une estimation des termes

de la suite pour des grandes valeurs de n.
2

Ainsi, on peut dire qu'une valeur approchée de 11000est1~' On gagne en simplicité,

par rapport à l'encadrement, mais on perd en précision, parce que cela ne nous dit pas
quelle est la qualité de l'approximation;

- Un encadrement:

e2 e2
On peut conserver l'encadrement n+ 3 :S In:s n+ 2 comme résultat final.

e2 e2 .
Ce qui donne pour 11000: 1OO3:S l1000:S 1002' ou, sous forme décimale ,

0, 007 366 955:s l1000:S 0, 007374308 (attention à la dernière décimale donnée, qui
doit être par défaut à gauche, et par excès à droite). On ne connaît donc avec certitude
que les 4 premières décimales de 11000 : 0,0073.

Terminons par un défi pour le lecteur attentif: on a signalé que la formule de

récurrence In= ~ - ~. In-l ne permettait pas d'obtenir facilement une expression du

terme généraI de cette suite.

Cependant, la considération de la formule, des premiers terme de la suite, et un
raisonnement par récurrence élémentaire, indiquent que ln est de la forme an+ bn.e2, où
au.et bn sont des rationnels (et même des entiers divisés par des puissances de 2).
En remplaçant In et In-l par cette expression dans la relation de récurence, on obtient,

par identification: an= -~ an-l, c'est à dire, en écrivant les égalités successives en

1 n+I 1cascade, an= (- 2) n..

n 1 k n!
Pour bn, un calcul "en cascade" donne bn= k~ ( - 2') (n _k)! .

Pour la valeur de an , c'est bon...
(en tous cas pour les deux termes
de la suite calculés en valeur
exacte! ).

rr1~J ra- JI r3...J r..... -1 FS d F6...F Algebra Cale Ot.her PrgMIO Clear a-z ...

• J ~1 (x.( In(X»)n)dX ~ u(n) Done

2
• u(1) f"4 + 1/"1

_f"2
• u(5) --r + 15/E

u(S)
1I'1AIIII RftLtJ!8CT s:rc ~

Il reste à trouver une forme plus
simple pour bn .
Question pour amateurs éclairés ...

Fin du défi, et donc fin, provisoire, du TP.
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-lIY-Q TP

~,

[Ti ~l! n. I~ f).;~ f'l. ~ FS)~ r&•F Algebra Cale Other PrgPlIO Clear a-z ...

• solve(ex = x 10. x)
x = 35.7715206396 or X = 1.11832559159 (~

• solve(ex = x 100. x) E'x_X100=~

• solve(ex = x 100. x)
x=1.01015271985 or x=-.9901473843E

solve(eA(x}=xAiOO.x}
IMAIN RAD rIIACT rUNl 'lJ'lft

TP traité avec les TI-92.
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1.Le travail donné aux élèves

TP n017

On se propose ici d'étudier les équations eX= x 10n , n étant un entier strictement positif.
( la première équation est donc eX= x 10, la deuxième est eX= x20, etc).

1. Combien de solutions a chacune de ces équations ? ( prouvez votre réponse!)
2. Pouvez-vous donner une valeur approchéeà 10-5 près par défaut des solutions de la
première, de la deuxième, de la troisième, de la dixième équation ?
3. Quelles conjectures pouvez-vous faire sur le comportement des suites de solutions
quand n augmente?
4. Pouvez-vous démontrer certaines de ces conjectures?

Ce TP reprend, en les reformulant, les questions posées dans le TP9 (mais à ce
moment là, les élèves ne disposaient pas des TI-92).

2.Le cadre de travail
Le thème

Etude comparée des fonctions exponentielles, puissances, et logarithme.
En fait, c'est le dernier TP d'analyse de l'année, etil recouvre une bonne partie du
programme de TS.

Les questions problématiques.

L'énoncé a été choisi pour faire émerger deux questions principales :
- y a-t-il toujours une "grande" solution positive (alors que pour n= 2, la câlculatrice ne
signale plus qu'une solution positive) ? ;
- comment organiser les résultats sous forme de "suites" de solutions (l'énoncé est
volontairement vague sur ce point) ?

Les objectifs pédagogiques.

Se familiariser encore et toujours avec les fonctions de référence.
S'entraîner encore et toujours à faire varier les représentations d'un même objet (ici une
équation), prendre de la distance avec les résultats "bruts"de la calculatrice (surtout
quand ceux-ci sont donnés en calcul approché).
Apprendre à organiser la complexité pour en faire ressortir des régularités (pour le
comportement des suites de solution).
Dès la formulation de conjectures, se poser le problème de la preuve, de la collecte de
premiers jalons de démonstration.

Les hypothèses de déroulement

Le rapprochement avec le TP 9 peut inciter les élèvesà ne traiter la question que sur
lR+(ce qui traduit aussi d'autres difficultés: l'idée qu'une fonction puissance n'est
définie que sur lR+, l'idée que le passage aux logarithmes conserve l'ensemble des
solutions ...). Mais globalement, en fin d'année, le paysage doit sembler familier aux
élèves,et l'activité devrait être soutenue ...
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 17

Ce TP a un rapport assez proche avec le TP9 : il s'agissait alors de résoudre
l'équation eX= x 10 puis l'équation et = x 50 . Mais, à cette époque, on ne disposait
pas encore des TI92...
Ces machines constituent-elles un progrès pour la résolution de ce problème? Ou au
contraire induisent-elles des idées fausses?
En tous cas, elles ne dispensent pas de réfléchir, c'est à dire de prendre du recul sur la
'question, d'établir des passerelles avec des problèmes déjà traités, de faire référence à
des résultats fondamentaux du cours d'analyse.
C'est ce que nousallons voir ici.

Il s'agit ici d'étudier les équations eX= x10n , n étant un entier strictement positif.

Prologue

Indispensable, même si ce n'est pas demandé explicitement dans l'énoncé.
Il s'agit ici de prendre du recul sur l'énoncé ( après l'avoir bien lu...), pour récapituler
éléments d'information immédiatement disponibles et stratégies possibles.

* Domaine d'étude. Les deux fonctions en présence sont définies surIR. L'équation doit
donc être étudiée sur tout cet intervalle. A l'évidence0 ne vérifie pas l'équation, donc0
n'est pas solution.
* Fonctions de référence. La fonction exponentielle est bien connue ( vous devez l'avoir
en tête, avec tous ses attributs ). La fonction qui à x associe xIOn est une fonction
puissance d'exposant entier et pair. Cette fonction est donc paire ( sa représentation
graphique est aussi parfaitement connue ).
* Stratégies. Ortne peut pas résoudre cette équation par factorisation, ou par d'autres
procédés algébriques, On doit donc étudier des fonctions, et pour cela, on a beaucoup
de choix possibles ( voir TP9 ) : transformer les fonctions en présence, les soustraire
pour n'en avoirqü'une seule, et étudier les circonstances où celle-ci s'annule ...
* Théorèmes de' référence.Il s'agit de comparer ici des fonctions puissances et la
fonction exponentielle. On sait que l'on dispose d'un théorème fondamental à ce sujet:

eX
lim-=+oo.
+00 xn

Après avoir fait le point, c'est à dire situé le TP dans un contexte ( et pour un problème
de bacilfaudra faire pareiL.), on peut rentrer dans le vif du sujet.

1. Voir

Cette partie n'est pas indispensable. On peut passer directement à .l'étude théorique.
Mais ilme semble que, à condition de ne pasy passer trop de temps, ce peut être utile
pour croiser les informations obtenues avec les souvenirs et les références évoquées ci-
dessus.
On va considérer les premières équations, avec un point de vue graphique, et un point
de vue algébrique: ·on rappelle que, s'agissant de résolution d'équations, on dispose de
plus de précision dans l'application initiale que dans l'application graphique.

Première éqüation : eX = x10
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On retrouve sans surprise les
courbes de référence de la fonction
exponentielle et de la fonction
puissance. Deux solutions de
l'équation apparaissent à
l'évidence. Malgré les apparences,
on sait, pour des raisons de limite,
que la fonction exponentielle va
"repasser au dessus de la fonction
puissance", ce qui donnera
nécessairement une troisième
solution.

rrl~l n ....:f Fl ~l rit Il rs· Il! Ffi....,rr7 ~'"F 2001'1Trace ReGraph Math Draw ...
....PLDTS

"'yl=e x

"'y2=x 1O

liy3=
y4=
y5=
y6=
y7=

~

y8=

L-uq=

IMAIN RAD FIIAt FUNe

La troisième solution attendue peut être obtenue ici :
- par retour à l'application initiale;
- par modification du point de vue graphique.
Commençons par le recours à l'application initiale:

Evidemment, si on demande une
résolution exacte, la machine
avoue son impuissance, et retourne
l'équation elle-même.
Si on demande des valeurs
approchées des solutions, la
machine en renvoie bien trois ( la
flèche en bout de ligne indique la
troisième solution, qui est la
solution négative.

On peut aussi modifier soit la fenêtre. soit les fonctions. soit l'équation. pour faire
apparaître la troisième solution:

On a gardé les mêmesfonctions en
Yi et Y2. Mais on a changé la
fenêtre ( en utilisant les résultats
donnés par l'application initiale...).
La troisième solution apparaît
bien, mais les deux autres,
pourtant présentes sur l'écran, sont
indiscernables...

On a placé enYi la différence
entre lafonction exponentielle el la
fonction puissance. Apparaissent
bien là les trois solutions, à
l'intersection entre la courbe et
l'axe des abscisses. Mais les
pentes sont très brutales, ce qui
donne des écarts importants :
l'application graphique donne une
valeur approchée de la troisème
solution avec comme image 100!

rrl~l r2'" ~T n ~1 rit ,TI rs ....,IIFli....,g7 ~ l...F 2001'1 Trace ReGraph Math Draw '"
xnrn= -2.
xMax=36.
xsel=S. ~
YMin=S.
YMax=4.31123154712E
ysel=1.
xres=1.

n~.rs.çtlonj
xc:35.771521 ~
yc:3.43S6E15

MAIN RAD FIIAC FINC

rtl~T n ....,T Fl ~lrit Il! rs ...~llF' ....1J!.7~J...F 2001'1 Trace ReGraph Math Draw ...
xn in= -2.
xMax=4e.
xsel=e.
YMin=-lS.
YMax=10.
ysel=1.
xres=1.

ero
xe:35.771521

Iye: -1Se.
lM AIN RAD 'IIAC l'Ut«
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On peut modifier enfin les fonctions en présence, par passage au logarithme. Mais
attention, on perd là les solutions négatives!

On retrouve là les deUXsolutions
strictement positives, avec une
fenêtre plus modeste, et des
fonctions à "croissances
raisonnables".
Mais on perd la solution
négative...

.. PLOTS
"'y1=x
"'y2=19·1n(x)

y3=
y4=
y5=
y6=
y7=
ys=
y9=
u1A=

Tous ces points de vue, dans un TP, n'ont pas à êtresystématiquement exploités. Cela
prendrait trop de temps... Maisil est bon de les avoir en tête, pour pouvoir choisir celui
qui est le plus commode, ou le plus pertinent. On va voir dans ce qui suit que la
sélection du point de vue pertinent est souvent décisive...

Deuxième équation : eX = x20

La panorama n'a pas changé. On
note que la fonction puissance
"s'applatlt" davantage sur l'axe
des abscisses au voisinage de zéro.

Mais il ny a pas de raison pour
laquelle le nombre de solutions
devrait changer...

rF1~f; F2...J n J rit Il, rs...ili r,. f7 ~ l...FZOOM Trace ReGraph Math Dra"" ...
.. PLOTS

"'Y1=ex

"'Y2=x29

Vy3=
y4=
y5=
y6=
y7=
ys= Vuq=

~
IM!IIN --'lfI1!~llflt fJ/Nt

Pour faire apparaître la troisième solution, on peut procéder comme pour la première
équation.

Surprise !La machine ne donne
plus que les deux solutions
"évidentes" en valeur approchée.

N'y aurait-il plus de troisième
solution?

a-z ...

so!ve(y1(x) = y2(x), x)
solve(y1(x) = y2(x), x)

x = .95411967193 or x = -. 9534461""~'t:I~

On est là à un moment tout à fait crucial de l'utilisation d'un outil de calcul. C'est là
que la croisement avec les résultats de référence est décisif. Ily a nécessairement
une troisième solution, pour cause de théorème de comparaison des fonctions
exponentielles et des fonctions puissances. La machine ne donne pas la valeur
approchée de cette solution, probablement pour cause de dépassement de capacité de
calcul...
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Dans cette situation, on a trois possibilités:
- on peut reformuler la question, pour la calculatrice, dans le même cadre;
- on peut formuler la même question, pour la calculatrice, dans un autre cadre;
- on peut laisser la machine, et faire un calcul"à la main".
En fait, la coupure entre ces trois stratégies n'est pas nette : reformuler la question
implique bien de réfléchir, c'est à dire de faire un détour théorique ...
Passons cependant en revue ces diverses stratégies :
- on peut reformuler la question, en restant dans l'application initiale. Il nous manque
une solution strictement positive, donc on peut passer aux logarithmes. L'équation
devient alors x= 20 Inx.

A nouveau refus de répondre en
valeur exacte.

En valeur approchée, par contre,
on retrouve la "petite" solution
positive déjà trouvée, et la
"grande" qui nous manquait....

a-z ...

2B'ln(x) - x =

Cette valeur approchée de la troisième solution nous permet alors de reposer la même
question que tout à l'heure, mais en la précisant:

En précisant que l'on recherche les
racines supérieures à 80, les
algorithmes de recherche activés
par la calculatrice sont sans doute
plus performants: la preuve, ils
détectent bien la solution
recherchée.

ru~r, n· ITc rl·;Tc r..·.TF rs,~ r&...FAlgebra Calc Ot.her Prgl'110 Clear a-z ...

• solve(eX = x2e, x) 1 x ~ se eX - x2e = e
• solve(ex = x2e, x) 1 x ~ se

x = 99. 9951 e577e~
solue(eA(x)=xA20.x)lx~80
!MAIN !lAD EKAC FUN' U30

- deuxième stratégie: poser la même questionà la calculatrice. mais dans un autre
~, par exemple le cadre graphique.

La calculatrice donne dans le
cadre graphique la troisième
solution. Mais, ne rêvons pas: si
elle le fait, c'est parce que la
bonne fenêtre a été sélectionnée, et
cela a été fait parce que on avait
déjà une petite idée de l'intervalle
dans lequel se trouvait la solution
manquante...

rT1~l n·.l rl ~TF r.. ITrrs·ITt r'.,y7 ~ T...F ZOOM Trace ReGraph Mat.h Draw •
... PLDTS

"'yl=ex

"'y2=x2e
y3=
y4=
ys=
y6=

)y7=
'.:19= Int.ersect.ionuq= xc:99.9951e6

yc:l.2144E39
'MAIN RAD [KAC rUNC

Ainsi, ce qui permet d'obtenir les bonnes réponses de la machine, c'est la faculté de
poser les bonnes questions. Et cette faculté découle de la maîtrise du cadre théorique.
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On en arrive donc tout naturellement à la troisième stratégie, de contrôle théorique des
opérations.

2. Prouver

On va vite, parce que cela a été déjà vu (cfTP 9 et 10).

On peut étudier l'équation sous la forme fn(x)= eX- xlOn= O.
On dispose de fn' (x) = eX- 1OnxlOn-1.Sur IR- , cette dérivée est strictement positive
( somme d'un réel strictement positif et d'un réel positif). La fonction fn est donc
croissante strictement sur cet intervalle. Comme elle est aussi continue, la restrictiende
fn à IR- réalise une bijection de IR- sur fn(IR-)=] -00, 1]. La fonction s'annule donc
une fois et une seule en un point que l'on va appeler an. On peut même localiser plus
précisément ce nombre:
fn( - 1) = e - 1, qùi est strictement négatif;
fn( 0 ) = 1, qui est strictement positif(! ).
Donc la fonction s'annule en un point an compris strictement entre -1 et O.

Sur IR+, c'est un peu plus compliqué, parce que la dérivée defn n'a pas un signe
constant, et qu'il est assez délicat d'étudier ce signe. Qu'à cela ne tienne, puisque on est
sur IR+ ( et même sur IR+* : 0 n'est pas racine ...), on peut user du logarithme.
L'équation eX= x IOndevient sur cet intervalle x= lOn.lnx.
Comme ilest plus commode d'étudier une fonction que deux fonctions (bis repetita ...),
on va étudier la fonction gn(x)= x - lOn.lnx. On a sans peine:

gn' (x) = 1 - 10i= x -~On . Cette dérivée est du signe de x - IOn.

Elle s'annule pour x= 1On.La dérivée ( fonction affine croissante) est donc strictement
négative sur] 0, IOn [, et strictement positive sur ]10n,+00[. La fonction admet donc un
minimum global égal à gn(10n)= IOn ( 1-In 1On). Ce minimum global est strictement
négatif ( on rappelle que n est un entier supérieur à 1 ).
Enfin la limite de la fonction en 0 est+00 ( aucune indétermination ).
La limite en +00 pose un petit problème. Pour le résoudre,il suffit de mettre x en

facteur. On a alors gn(x)= x ( 1 - IOnl~x ). Quand x tend vers+00, la fonction tend vers

+00 (chacun connaît la limite de lnx quand x tend vers+00 ... )
x

Remarque: tout ceci a été fait sans faire appelà la calculatrice. Les calculs sont enfuit
suffisamment simple pour pouvoir être faits directement.
On peut simplement jeter un coup d'oeil sur la machine pour contrôler les résultats.
Mais, comme on le verra ci-dessous, les choses ne sont pas toujours aussi simples qu'on
l'imaginerait ...

Tous ces résultats, assez
élémentaires, sont donnés par la
calculatrice sans peine ... sauf la
limite en O. Pourquoi?
Il faut préciser en effet à la
machine que n est strictement
positif ( si n était négatif, la limite
serait -00 ). i

Le logiciel est impitoyable :il
exige une précision de tous les
instants.!

rn~r, n· lIt n· ~It r ..• ~ H 11 "...F Algebra Cale Other PrgldO Clear a-z ...
\ '" 1

• yl(10' n) -10'n'(ln(10'n) - 1

• liM y1(x) oc

x~GO

• liM (x - Hl·n 'ln(x») undef
x~0·

• liM (x - 10· n' In(x») 1 n > 0 ~
x~O·

limit(x-10n*ln(x)~xLO~1)ln>~
IMAIN KAD [KA( LIIJ'IH ~
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On synthétise les résultats, dans un tableau de variations:

x IOn en +00

g'n

En appliquant le théorème de la bijection à la restriction de la fonction aux intervalles
]0, IOn[ et ]1011,+00[, on rêtioüvè bien les deux autres racines de l'équation bn et Cn.

Localisation de ces racines:
- gn(1) = 1, donc bn est compris entre 1 et IOn;
- Cn est plus grand que IOn.

3. ( Re ) voir.

On demande dans l'énoncé d'étudier l'évolution des solutions des équations successives.
On dispose avec la calculatrice de valeurs approchées, que l'on va relever, comme
demandé par l'énoncé, avec une précision de 10-5 près par défaut ( attention au sens de
l'arrondi, suivant qu'il s'agit d'un nombre négatif, ou positif ...)

La calculatrice ne donne les
valeurs approchées des. trois
solutions que pour la première
équation. . ;
Pour les suivantes, commebn l'a
déjà vu, la calculatrice ne donne
que les valeurs approchées des
deuxplus petites solutions.. ' ..

ru~r, n. Il< f') •• l< FIt·.li rs Il< F&....~ Algebra Cale. Other PrgldO Clear a-zoo.
x = 35.7715206396 or x = 1.11832559159 c•.

• solve(ex = x20, x)
x= 1.05411967103 or x= -.953446172003

• solve(ex = x30, x)
x = 1. 03510567451 or x = -. 96824058330e

• solve(ex = x 100, x)
x = 1.01015271995 or x = -.9901473943E

so!ve(e A(x)=x A(100)lx)1
IMAIN RAD [KAC rUNC 'I/JO

Comme on l'a déjà/ait dans lepremier paragraphe, pour la plus grande solution, qui
est positive, changement de point de vu, etpassage aux logarithmes.

Cela nous permet au passage de
croiser les résultats avec les
résultats obtenus précédemment
pour la valeur approchée de la
racine bn, obtenue par les deux
méthodes..

Cela correspond bien...

[Tt~1 n. ITI F3. JI F..·.TI rs ITI F&....~ Algebra Cale. Other Prgl"lIO Clear a-zoo.

• solve(x - 10·ln(x) = 0, x)
x = 35.7715206396 or x = 1. 1183255915S

• solve(x - 20' In(x) = 0, x)
x = 89.9951857705 or x = 1. 0541196710~

• solve(x - 30· ln(x) = 0, x)
x = 150.399691301 or x = 1.03510567451

• solve(x - 100·In(x) = 0, x)
x = 647.277512439 or x = 1.01015271985

solve(x-1001n(x)=O~x)
!MAIN !lAD rllAr IINf ..no
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Cela pose d'ailleurs un petit problème: peut-on se fier aux valeurs approchées données
par la calculatrice? Le problème est complexe, en l'absence de connaissance de
l'algorithme de calcul implanté dans la machine.
Disons que, quandil y a concordance entre l'étude théorique ( on sait qu'ily a trois
racines, et on les a localisées) et les données de la machine, on peut estimer que les
valeurs approchées sont convenables, avec deux réserves:
- prudence sur la dernière décimale-qui résulte nécessairement d'un arrondi, ou d'une
troncature ;
- prudence si on fait un calculà partir d'une valeur approchée ..on a vu dans le TP 14
qu'il pouvait y avoir un effet boule de neige du calcul approché: ce n'est plus alors la
dernière décimale qui est la seule suspecte, mais toutes les décimales!

Equation Valeur appr. de an Valeur appr, de bn Valeur appr, de Cn
eX= x10 - 0, 912 77 1, 11832 35,77152
eX= x20 - 0, 953 45 1,05411 89,99510
eX=x3O - 0, 968 25 1,035 10 150,39869
eX=x1OO - 0, 99012 1,010 15 647,27751

Valeurs approchées des solutions, à10-5près par défaut.

Remarque 1 : ce n'est pas parce que ce sont des valeurs approchées qu'elles doivent être
relevées ... approximativement! On doit les noter en donnant le degré de précision, c'est
àdire en fait un encadrement de chacune des solutions;
Remarque 2 : si on veut pouvoir formuler des conjectures,il faut présenter les résultats
sous forme claire et ordonnée ( rappelez-vous le TP n?12 sur le calcul des dérivées
successives d'une fonction! ).

4. Conjecturer.

Pas facile, de conjecturer un résultat général à partir de l'observation ... C'est plus simple
de répondre à la question "montrer que ... ''. Et pourtant, l'activité mathématique ( et
scientifique en' général) c'est souvent cela : trouver des régularités, une loi générale,
trouver un ordre dans le désordre. Ce n'est pas facile, maisily a un principeà respecter,
et qui aide bien :
Il faut considérer tout résultat dans son contexte, c'est à dire
1. "enveloppé" de toutes les propriétés qui ont été déjà établies:
- pour an: -1 ~ an ~0
- pour bn : 1 ~ bn ~ lOn
":POurCIl: lOn s Cn.
2. enrichi si possible de plusieurs points de vue:
Le tableau ci-dessus donne un point de vue numérique ( succession de valeurs
approchées. Mais on dispose aussi d'un point de vue graphique:

On n'a choisi ici de ne visualiser1-""""--.ïiioIi.i'!!!l-----I'I"'I"'---...,..---"":"':'I
que les deux premières racines, en
traçant la courbe de la fonction
exponentielle, et les courbes des
fonctions puissances xlO et x 30.

On "voit" donc at et b1, a3 et b3
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Il faut alors synthétiser les différentes informations. La confrontation du tableau
numérique, des encadrements, et du graphique indiquent (après réflexion, bien sûr ...) :
- la suite an semble décroissante, et converger vers-1 ;
- la suite ho semble décroissante, et converger vers 1 ;
- la suite Cnsemble croissante, et tendre vers+00.
Ces résultats ne sont pour le moment que simples conjectures ... mais en fait, bien
souvent, on sent qu'ils sont vrais parce que l'on sait pourquoi ils sont vrais. C'est à dire
que la conjecture est parfois très proche de la preuve.
Ainsi, pourquoi annonce-t-on que la suite Cnsemble diverger vers+00 ?
Parce que les valeurs prises deviennent de plus en plus grandes ? Ce serait une
mauvaise raison: une suite peut être strictement croissante, sans avoir pour limite+00 !
La raison qui arrache la conviction, c'est que Cnest minorée par lOn. Et lOn tend bien
vers +00 quand n tend vers+00 ... Par application du théorème d'encadrement, on peut
affirmer que Cndiverge vers+00. La preuve est faite. Il reste à prouver le reste.

5. ( Re) prouver.

Commençons par le sens de variation des trois suites.

- Pour la suite bn

On a représenté ici la fonction
exponentielle, et les fonctions
puissances x10 et x20, sur un
intervalle qui permette de
visualiser blet b2.

Observons ce qui se passe sur le graphique ci-dessus, à la lumière de nos connaissances
générales.
Les deux courbes des fonctions puissances se croisent au point (l,1). Après ce point,
c'est la fonction puissance d'exposant le plus grand qui prend le dessus. C'est donc elle
qui rencontrera la première la courbe de la fonction exponentielle. Donc1>2 < bl.
Est-ce une démonstration rigoureuse? Presque ... Tout y est, il suffit de mettre en forme:
- 1>2 est l'abscisse du point où la courbe de la fonction x20 rencontre pour le première
fois la courbe de la fonction exponentielle après 1. On a donc el>2= 1>220.
- bl est l'abscisse du point où la courbe de la fonction x 10 rencontre pour le première
fois la courbe de la fonction exponentielle après 1. On a donc eb1 = bllO.
- pour tout x de l'intervalle] 1, b2[, on a xlO< x20< eX.
Donc on ne peut pas avoir x 10= eX.Donc bj n'appartient pas à cet intervalle. Comme
est supérieur à l, on a nécessairement bl supérieur à b2.
Ce qui a été fait pour bl et b2 pourrait tout aussi bien être fait pour deux termes
successifs de cette suite. Cette suite est donc décroissante.

- pour les suitesan et Cn.

On démontrerait par des méthodes analogues que la première suite est décroissante, et
la deuxième suite est croissante. Démonstration laissée au lecteur.
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6. A11er plus loin ( facultatif).

Les lignes qui suivent pour ceux qui ont bien assimilé ce qui précède, et qui veulent
aller plus loin, c'est à dire avoir la preuve de l'ensemble des conjectures.
Pour ceux qui sont un peu fatigués ( fatigue légitime, s'ils ont repris tout le TP stylo en
main, et machine en action), passer directement au paragraphe 7...

Il reste donc à étudier le comportement de ces suites à l'infini.
On a déjà démontré que la suiteCn tendait vers+00. Quid des deux autres suites?

Alors que la chose se "voit" assez bien ( quand l'exposant augmente, la courbe de la
fonction puissance ressemble de plus en plus à la lettre U ; à la limite, les intersections
avec la courbe de la fonction exponentielle vont se faire à "la verticale" de -1 et 1), une
preuve rigoureuse est difficile à construire, faute d'outil théorique adéquat. ..

Méthode 1

On a en effet besoin d'avoir recours à un théorème, important, mais qui n'est pas au
programme de la TS (option bio ).Ce théorème ( au programme seulement de l'option
math en TS ) dit que:
Si une suite est décroissante, et minorée par A, alors elle converge vers un réel
supérieur ou égalà A. ( de même, si une suite est croissante, et majorée par A, elle
converge vers un réel inférieur ou égalà A ).
On sait que la suite bn est décroissante, et minorée par 1. Donc la suite converge vers un
réel b. supérieur ou égal à 1.
On aimerait bien que ce soit 1...Imaginons ce qui se passerait si b était strictement
supérieur à 1. On a ebn = bnIOn. Que se passe-t-il quand n tend vers +oo?
* ebn tend vers eh;
* comme la suite est décroissante, bn ~ b > 1

donc bnIOn ~ blOn. Mais bIOn est une suite géométrique de raison strictement
supérieure à1. Donc elle diverge vers+00, et par conséquent, bnlOn tend aussi vers+00.

Résumons nous: si b est supérieur strictement à 1, alors ebn tend vers eh, etbn10n tend
vers +00. Or ces deux suites sont égales! C'est donc parfaitement impossible.
Ainsi b ne petit pas être strictement supérieur à 1. Comme on savait que b était
supérieur à 1, là' seule possibilité est que b soit égal à 1.

Méthode2 (idée de Christian Faure).

En fait, on peut se dispenser du théorème évoqué ci-dessus, et de la démonstration un
peu délicate qui l'accompagne. Comment? Par une stratégie d'encadrement, "bien sûr"!
Et un recours, encore, aux fonctions, et configurations, de référence.
Il est clair que bn est dans l'intervalle] I, e[. De l'équation, ehn =bnIOn on se ramène à

b
bn = lOn.1nbn, et enfin ïit; = IOn.

.PLDTS

.....y1=ln(x)
1

"y2 ·(x - 1)
il' 1 - 1

y3=
y4=
y5=
y6=
y7=
~8=

Une démonstration élémentaire
(par étude de la différence des
deux fonctions par exemple),
s'appuyant sur des considérations
graphiques élémentaires,
montreirait) que: pour tout x de

1
Il el, lnx < e -1 (x -J).
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D'où l'inégalité IX < (e - l{.x.
nx x-

On récupère alors l'égalité qui définit la suite l~~= lOn.

D, ù 10 (e - l).bo O' . b 10no n < b 1 . n en tire sanspeine 0 < 10 1 .
0- n-e-

Pour finir, on a la double inégalité 1< bo < 10 10n l'n-e-
Ce qui permet de conclure, quand n tend vers l'infini...

On prouverait, en s'inspirant d'une des deux méthodes qui précède, que la suite ao
converge vers -1.
Fin de la démonstration, et repos.

7. Revenir sur les lieux du cr~e.

On pourrait se poser la question: pourquoi avoir choisi d'étudier l'équation eX= x1On, et
pas l'équation plus simple eX= XO , avec un exposant entier positif?
Poser la question, c'esty répondre :
_ que se passerait-il si l'exposant était impair? On n'aurait pas de racine négative à
l'équation! (voir le TP 9)
_que se passerait-il si l'exposant était inférieurà 3 ? On n'aurait qu'une racine positiveà
l'équation! ( voir le TP 10 )
Le fait de prendre des exposants multiples de 10 supprime ces cas particuliers. On a
ainsi toujours 3 solutions ... De plus, prendre des exposants qui vont de 10 en 10 permet
de coincer rapidement la machine : dès l'exposant 20, elle ne "voit" plus la racine la
plus grande, ce qui obligeà un effort de réflexion supplémentaire.
Bref, aucun sujet n'est innocent, en TP, comme au bac. L'essentiel est de rester vigilant.
et de mobiliser ses connaissances, et son agilité d'esprit!

Une occupation utile de l'espace restant: les 1000 premières décimales de sin2.

0.90929742682568169539601986591174484270225497144789026837897301153096730154078354462
012668892495938030996789674239948626128095310867532812027002033974677378284837931019
696699774984357047516517548098734245516884866266599397842058560483528737652460663019
429655921188458358194895013349986918835827100625452967334980513265003744042450761680
167910319685805146878857325993342565353067756813595608309664941346792028203582117791
184044147624387895428254325020151094098796588868215365498624677527558174517358463926
297917475386198690514589488689421613422054069260859968356260178396578495986517540826
129790113102390083830540763013919155878945205362018674218942488913945903005547182653
405449969852773826454207701979904056481309757254275250297051053708077926458363633571
390527727830417140072121068750111036588845280430877918465503297783733292205439285115
781268862136402969896931347618369159044482892413606257372293773002107399646656931854
692344622970251538992566676464480731096997241756480639840744876671096269
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l'fl ~~ n· J n. J rit·.JI FS )JI r&....F Algebra Cale Other PrgMIO Clear a-z ...
\. \ ~~

• z(2)
5 .(2 .JJ2 + 2 + J2 .(J2 +1)) .

J2 + 5/4"4·
• z(2)

i.tan~( 1:2 ) J
e 2·JJ2 + 2+1:2·(J2+ 1) .S·(J2 + 2) •..~

z(2)(
MIlIN IIIID EKIIC rUNC JIJO

Dernier TP de l'année, traité avec TI-92
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1.Le travail donné aux élèves

On considère la suite complexe définie par :

Zn+l =! (zn + Iznl) (où Iznl représente le module de z-)

Z() = 5 + 5i
Etudier l'évolution de cette suite.

Notations: on appellera Xnet Ynles parties réelles et imaginaires de Zn,rn et an le
module et l'argument principal de Zn,et Mn l'image de Zn(Mn a donc pour coordonnées
Xnet Yn).

Indication :
- on peut représenter graphiquement la suite des points Mn, en utilisant le fichier de
suites. On rentre en ulla suite Xn,en u2la suite Yn.Dans le Menu F7 (Axes), on choisit
CUSTOM, et on sélectionne pour X Axis: u l, et pour Y Axis: u2.
Ainsi, en graphique, apparaîtront les points de coordonnées Xnet Yn,c'estàdire les
points Mn. Et on trouvera, dans la table de valeurs, les valeurs approchées des termes
successifs des suites (xn) et (Yn);
- on peut aussi travailler en mode exact, en restant dans l'application initiale, avec la

1
syntaxe: When(n=O, zo, 2<z(n-l)+ Iz(n-I)I» STO z(n)

2.Le cadre de travail
Le thème.
Les complexes, et les suites.

La question problématique.
Quelles sont les méthodes d'étude qui peuvent être transférées des réèls aux complexes?

Les objectifs pédagogiques
Faire jouer à propos des complexes (qui s'y prêtent bien) toute la panoplie des
changements de représentation :
- forme algébrique, ou exponentielle;
- observation numérique, ou graphique;
- travail en calcul exact, ou calcul approché.
Apprendre à trier l'information, età faire des choix de démonstration ("qu'est-ce-que je
peux démontreràpeu de frais, en quoi cela me servira-t-il pour la suite ... ")

Les hypothèses de déroulement
Ce TP arrive en fin d'année, et son abord n'est pas immédiat. Pour obtenir une
information de la TI-92,il faut d'abord faire un effort de reformulation :
extraire partie réelle et partie imaginaire, pour utiliser le fichier de suite (mais on
disposera alors de deux suites "entre-mêlées" ;
-ou programmer la suite dans l'application initiale, ce qui n'est pas "naturel" pour les
élèves.
Relancer l'activité ne sera peut-être pas inutile ...
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Vues et
de

changements de points
vue sur le TP 18

Premier TP sur les complexes, et dernier TP de l'année ...
Avec les complexes, on dispose d'un terrain pour lequel les changements de points de
vue sont nombreux.
Raison de plus pour trier l'information, prendre du recul, allerà l'essentiel ...

Il s'agit ici d'étudier ici la suite:

Zn+l =! (~n+ Iznl) (où Iznl représente le module deZn)

Z() = 5 + 5i

Prologue

On peut commencer par prendre un peu de recul "géométrique", pour situer les
différents éléments du problème, et surtout comprendre comment se fait le passage d'un
terme de la suite au suivant.
On voit dans le schéma ci-dessous (en repère orthonormé), le point Mn d'affixe Zn,avec
les différents attributs de ce complexe (partie réelle et imaginaire, module et argument).

~ Mn

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

~ Mn+l
"",-", \

,,' 1 \
," \

" 1 \
" 1 \

"" 1 \
1 \
1 \

l '.

Xn Tn

Schéma n01

Où est Mn+l, l'image de Zn+l?On dispose de la relation Zn+l -~ (zn+ Iznl),qui traduit

le fait que Mn+1 est le milieu de Mn et du point Tn- image de Iznl.
Où est ce pointTn ? Il a pour affixe Iznl, qui est un réel positif. Donc ce point est sur
l'axe des abscisses, et son abscisse est égale au module de Mn, c'està dire à rn. Tn est
donc sur le cercle de centre 0 passant par Mn.
On remarquera que le triangle OMnTn est isocèle. Mn+1 étant le milieu de MnTn- la
droite OMn+1, médiane, est aussi hauteur de ce triangle.

On peut ne pas voir tout cela tout de suite, mais, comme d'habitude,il n'est pas inutile
de réfléchir au cadre général du problème avant de passerà des observations plus
partielles. C'est le cadre général de passage d'un termeà l'autre qui va permettre
d'ailleurs de donner un sens aux observations partielles qui vont suivre.
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1. Quand la même suite prend deux formes différentes

On peut commencer par programmer la suite en calcul exact.

Ona utilisé la notation zen) pour
définir la suite. On aurait
évidemment pu avoir recoursà
n'importe quelle autre lettre.
Mais enfin, s'agissant de
complexes, autant garder les
notations de l'énoncé...

T1:""% n· Je n. ~ r..·.TI FS I~ F&...F Aigebra Cale Ot.her Prgl'lIO Clear a-z ...

.t5 . i + 5, n = o + z( n) Done
.5 '(Iz(n - 1)1 + zen - 1»).else

ou 5~Habs(z (n-1) )+z (n-1» )~z (n >1
IMAIN !lAD EKAC SEO i/'ttl

On va pouvoir alors avoir les premières valeurs de la suite, sous forme algébrique, ou
exponentielle, suivant le mode choisi.

En mode Rectangular, on obtient
l'écriture algébrique des termes
successifs. La partie imaginaire
reste raisonnable. Mais
l'expression de la partie réelle
enfle vite, et les calculs deviennent
vite longs.

rr1~Tf n· IT( n· ~Tt Fit· lF FS ITI r&...F Aigebra Cale Ot.her Prgl'lIO Clear a-z ...

• zee) 5 + 5·i

• z( 1)
5 {J2 + 1) 5 2 •2 + / .•

• z(2)
5·(2·J,[2 + 2 +.12.(,[2+ 1)) .J2 + 5/4,.

4· 2
z(2)
MAIN RAD rI/Ar SEO }IlO

Chaque observation doit être accompagnée d'une petite réflexion:ilsemble bien que la
partie imaginaire est à chaque fois divisée par deux, c'est à dire que l'on aurait là une

suite géométrique de raison!. Est-ce normal? Un petit coup d'oeil au schéma 1 devrait

donner une réponse à cette question ...
Passons au mode Polar, pour avoir l'expression exponentielle des termes successifs de
la suite:

Pour z(O) et z(1), les résultats sont
à peu près simples. On remarque
au passage que l'argument

principal de5 + 5i est ~, ce qui

se conçoit assezfacilement.
Cela se complique pour z(2).
Retrouve-t-on trace des résultats
supposés sous la forme
algébrique?

i·n

ecr'5'
i 'n
-0- 5·.fj'i"+2

e . J2• z(1)

• z(2)

i'lan-1
z(2)

L'argument de z(l) est la moitié de celui dez(O). Pour z(2), l'expression de l'argument
n'est pas particulièrement transparente ...

Avant d'aller plus loin, retour au schéma de départ, que l'on va compléter un peu.
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Y
n

Mn
1\
1 \
1 \
1 \
1 \

1 \
1 \
1 \
1 \
1 \
1 \ M

- - - - - - - - - - -1- - - - .. \ n+ 1
1 , .. ' 1

, ... ' . \
... ,' 1 1 \

" , 1 \
1 1 \
1 1 \
1 1 \
1 1 \
1 1 \

1 1 \

Xn' x Tn
n+1

y ----------n+1

Schéma 2

Le triangle OMnTn est isocèle, et Mn+l est le milieu de MnTn.
Pour des raisons géométriques élémentaires :

* Yn+1 =i Yn (Théorème de Thalès, sur la projection des milieux) ;

* an+l =! an (Dans un triangle isocèle, la médiane principale est aussi bissectrice).

La suite des parties imaginaires est bien une suite géométrique de raison!- Et la suite

des arguments principaux aussi. Ce qui fait que l'argument principal deZ2 est ~6'

Or la calculatrice ne nous a pas donné ce résultat:

La machine nous donne pour
argument de z(2) un angle dont la
tangente est égaleà .... (lire
l'écran ci-contre!).

Pour la bonne raison qu'elle ne

connait pas la tangente de ~

, 7t
Peut-on retrouver la tangente de 16?

C'est tout simple :il suffit de
passer en mode complexe
Rectangular.

La valeur de z(2) nous permet de
retrouver, par quotient de la partie
imaginaire et de la partie réelle la
tangente recherchée.

rrl~J, F2'" .~F) ... ~~ r......li rs,~ f&...F Algebra Cale Ot.her Pr9MIO Clear a-z ...

• z(2)

i .t.an-1( J2 ) J( )
e 2·JJ2+2+J2·(ft+ 1) . S' J2+2.

~
1-

• t.an( I
n
6) tan( 1

n
6

tan(n/16)
IMAIN !lAD EIIACT FliNt' l,.10

rvl~ll n.... .l, rl ....~~PI"" -TI F'S,~ F'1i""F Algebra Cale Ot.her Pr9MIO Clear a-z ...

• z(2)
S'(2.JJ2+2+J2.(J2+ 1)) .J2 + 5/4,.

4·

• iMa9(z(2» J2
real(z(2») 2 .JJ2 + 2 + J2.(.[2 + 1)

imag(z(2»/real(z(2»
IMAIN IIAD EIIAC FUNt' l,o]O
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Une remarque concernant les capacités de la TI-92. Elle ne donne pas la tangente de ~6

mais donne la tangente de ~8.Or on connait la formule tan(2x)= 12tan~ . Donc:
-tan x

1t
1t 2tan16

tan '8 = ----=--. Ainsi la tangente recherchée est-elle une solution de l'équation:

12.2!...-tan 16

1t 2x
tan '8 = l-x2

On a rentré tan; dans la mémoire

a pour alléger l'écriture.
Puis la calculatrice résout
l'équation.

Il ne reste plus qu'à comprendre
pourquoi il y a deux racines, et à
identifier celle qui convient...

rf1~l n... Il r:r"'l r.....l rs ~ Ffi...F Algebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...

• tan( :J" a
J -(J2 - 2)

JJ2+2
( 2·x )• solve a= 2 •x1-x

-JJ2+ 2.(J -2·(J2 - 2)+ 1) JJ2+ :;~
x= or x=

J -(J2 - 2)
so!ue(a=(2x)/(1-x A2).x)
MAIN RAb rI/AC rUNe "/'10

Fin de la digression sur le calcul des arguments par la machine. Dès qu'on parle angle,
les choses se compliquent!
Revenons aux suites mises en évidence par la machine. Pour les parties imaginaires et
les arguments, on a pu constater que les résultats étaient assez simples.
Quant aux parties réelles et aux modules, contentons-nous de constater pour le moment
que c'est moins évident. ..

2. Quand d'une suite naissent deux suites

L'utilisation du fichier de suite nécessite de passer de l'étude d'une suite complexe à
l'étude de deux suites réelles: la.suite (xn) des parties réelles, et la suite (Yn)des parties
imaginaires des termes de la suite (zn).
On dispose déjà dezo = 5 + 5i, c'est à dire xo= YO= 5.

1 .\..
Puis zn+1=2 (zn+ Iznl).En remplaçant Znpar Xn+ iYn,et en calculant son module, on

obtient:

Xn+l + iYn+l =i (xn + iYn + "",xn2+ Yn2), c'est à dire, en identifiant partie réelle et

partie imaginaire :
1"r-'---

Xn+l =2 (Xn+ "",Xn2+ Yn2)

1
Yn+l =2 (Yn).

On retrouve bien le caractère géométrique de la suite (Yn).
Par application des théorèmes du cours, on peut donc dire que la suite (Yn)est une suite
décroissante, qui converge versO. Ce qui prouve au passage que la suite (zn), si elle
converge, converge nécessairement vers un nombre réel (puisque sa partie imaginaire
serait nulle).
On peut constater aussi le caractère assez compliqué (évitons désormais le mot
"complexe" ...) de la suite (xn).
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On peut passer à l'écriture des deux suites dans le fichier de suites, pour bénéficier d'un
autre point de vue sur la suite (xn).La suite (xn) sera rentrée en u1, et la suite (Yn)en u2.

Les deux suites sont rentrées.

Ne pas oublier de sélectionner en
F7 la commande CUSTOM, pour
que l'application graphique trace
les points Mn, de coordonnées
ul (n) et u2(n), c'està direXn etYn.

rr1~T: n...,TI F) ,rit J,FS~~n...,TI F? T....FZOOMEdi t ~ AIl Style Axes •••
....PLDTS

~ U1=.5'( u1(n - 1) + j(U1(n - 1»)2 + (u2(n - 1).
uil=5

~ u2=. 5 .u2( n - 1)
ui2=5

u3=-
ui3=

u4=
ui4=

Ij~=
u3(n)=
MAIN RAD [KACT U:O

On va pouvoir alors bénéficier de deux points de vue sur ces suites : un point de vue
graphique, et un point de vue numérique. en valeurs approchées. Commençons par le
point de vue numérique.

On retrouve sans peine les
caractères de la suite des parties
imaginaires(Yn).

Quantà la suite des parties réelles,
(xn), elle paraù croissante, et
semble avoir une croissance qui
"ralentit".

Un coup d'oeil un peu plus loin
semble indiquer que la suite (xn)
converge.

Un point de vue graphique maintenant:

On a fait le choix de points "fins"
(commande Dot) pour mieux
distinguer les points successifs.

La suite des pointsMn semble bien
"percuter" l'axe des abscisses.

'Ti ~TSI~l l:~::' 14e~'de·h).!·r~'.:::.-~!n~:J.... "l''';e.:.up :"ll
...1 lu:

1. )... ;,.( t~~ :. !:)
:. '. ~U~ )')

•• :'..~ 1. j )'5
.. • • 1 •

:1 ~5
1. 1. 1. l~ .25
,. 1. •. ..

u2(n)=. "MAIN AD [KAC SEO

Ti~l! Fi! ,l f:: ,r. Fit Ti fi' ~ f:. T....F Setup :::E·ll Heade r- i).!.j ~'.::~.:!n'! r·'.:::·:
n ul u2
52. 6.3662 1. E-15
53. 6.3662 6.E-16
54. 6.3662 3. E-16
55. 6.3662 1. E -16
56. 6.3662 7.E-17
57. 6.3662 3.E-17
59. .2.E-17
59. 9.E-18

u1(n)=6.366197723677
IMAIN RAD EKAC SEO

Ti~l; F~'" Il Fl TI Fit ,TI rs'" ,TI F' ....Ir?1T....FZOOMT....ace ReGraph Math Dr-a"" ...

nMin=0.
nMax=10.
plolsl r-l=l.
plolslep=1.
xMin=0.
XMax=9.
xsel=1.
YMin=0.
YMax=6.
ysel=l. .

1

'MAIN RAD rllAr (r
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La calculatrice peut-elle nous donner une indication sur la limite des suites en présence?

Quant à la suite zen), pas de
réponse, pour cause de saturation
de mémoire...

rrl~1 n... ~ F) ....~Tt F".... TI FS,Tt F'....F Algebra Cale Other Pr9r1IO Clear a-z ...

• lirl ul(n) 1irl ul(n.
n-+GO n-+lIt

• lirl u2(n) 1 iPl u2(n
n-+GO n-+lIt

• lirl zen) Error: MePlor,::
n-+GO

limi t (z (n). nJO œ)1
IMAII\! !tAn SEQ 'Vln

Les suites ul etu2 sont définies en
valeur approchées: donc la
calculatrice refuse de se prononcer
sur leur limite!

3. Le difficile choix des a~es ...

Récapitulons.
- Si on choisit l'écriture algébrique, on dispose de deux suites récurrentes, définissant
les parties réelles et imaginaires:

Xn+l =~ (xn + ~xn2 + Yn2)

1
Yn+l =2 (Yn). ,
- Si on choisit l'écriture exponentielle, on dispose de la suite des arguments principaux:

1
an+l = 2 (an ).

On avait déjà constaté que la suite (Yn)et la suite (an) étaient géométriques, de raison ~.

Donc an= (i)n.ao =;. (ao. l'argument principal de ZO,est égal à :. Pour alléger

l'écriture, on le notera a )
1n 5

Yn=(2) . YO= 2n
Il nous manque la suite des modules! Pour cela, revenons au schéma2, amélioré.

M______________________ n

1\
1 \
1 \
1 \

1 \
1 \
1 \
1 \
1 \
1 \

1 \ M
------------~----~ n+1. ,,' ,\

"'........ 1 \

,'" 1 l "

,rn:J.f': : \
."," 1 1 \

1 \
1 \

Schéma 3

On va calculer le module rn+l en fonction du module rn, dans le triangle rectangle
OMn+1Tn- On rappelle que OT n est égal à rn-
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a
On a alors Tn+l = Tncos(an+t>= TnCOS20+1
Récapitulons une dernière fois:

Ecriture algébrique Ecriture exponentielle

=i (xn + ...Jxn2+ Yn2)
a

Xn+l an=2n
5 a

Yn-2n rn+l = rncos2n+1

Quell~.écriture,çh0.;i.sirpour aller de l'avant?
Les deux donnent des informations utiles:

- de l'écriture Xn+l =! (xn+ ...Jxn2+ Yn2) on tire, par une récurrence simple, que Xnest

toujours positif. De l'inégalité triviale xn2+ Yn2~ xn2, on tire donc ...Jxn2+ Yn2~ Xn,

puis Xn+ ...Jxn2+ Yn2~ 2xri, puis! (xn+ ...Jxn2+ Yn2) ~ Xn;

On a bien établi que Xn+l ~ Xn,c'està dire que la suite des parties réelles est croissante.

- de l'écriture Tn+l= rnCOS2!1 on tire que la suite des modules est décroissante (on

obtient Tn+len multipliant rn par un cosinus compris entre 0 et1).
Mais qu'en est-il des limites des deux suites?
L'étude de la suite (xn) apparaît délicate. Essayons la suite des modules, en
commençant ... par le départ, pour essayer dedéterminer une expression du terme
général en fonction de n.

a
ri =TO cosï

a
T2= Tl cos 22

a
T3= T2cos 23

li
rn-l = Tn-2cos 2n-l

a
Tn= rn-t cos 2n ,

En multipliant toutes les inégalités membreà membre, la plupart des modules se
simplifient (ils sont tous non nuls), et on obtient:

a a a a a a
Tn= ro cosï cos22 cos 23 cos 24 ... cos 2n-l cos 2n
Petit problème: quand n augmente, on a de plus en plus de facteurs qui sont de plus en
plus proches de1. La tendance du processus n'est pas évidenteà deviner ...

4. Où l'on découvre le sinus cosinophage ...

Pour se débarrasser de cette ribambelle de cosinus, on va utiliser la formule

trigonométrique bien connue: sin(2a) = 2sina.cosa, ou sina.cosa = ! sin(2a).

Commençons par un calcul partiel.
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a a a
rI = rOcos -2 r2= rI cos - . r3= r2 cos -

22' 23
En multipliant les trois égalités membre à membre, et en simplifiant, on obtient:

r3 = ro cos ~ cos ;2 cos ;3 . On multiplie alors les deux membres de cette égalité par

sin 2a3(c'est le sinus "cosinophage" ...). On obtient:

· a a a a. a (E li é 1)r3 sm 23 = ro cos2" cos 22 cos 23 sm 23 ga t

On applique la formule trigonométrique aux deux derniers facteurs :

cos 2~sin ;3=! sin (2. ;3 )=! sin ;2' On remplace dans l'égalité 1 :

... _.a 1 . a a . a
r3 sm 23 = 2" ro cos2" cos 22 sm 22 .

On appliqueànouveau laformule aux deux dernierstermes.L'égalité devient:
· a 1 a . a

r3 sm 23 = 22 rOcos2" sm2" .
On applique une dernière fois l'égalité aux deux dernierstermes :

· al. D" fi . ra sina 1
r3 sm 23 = 23 rOsma . ou pour imr rj 23 . a

sm 23
Il reste à généralliser cette formule, c'estàdire à prouver que :

. 1 1 U é ,.

rn = ro sm a. 2n . a . ner currence s Impose.
sm2n

La formule est vraie pour n= 0 (on trouve ro= ro).
Supposons la vraie au rangn, et prouvons alors qu'elle est vraie au rang n+ 1.

O· di d d . 1 1 Or an spose one e rn= ro sm a. 2n . a' rn+1= rn cos2n+1 .
sm2n

D'où, en remplaçant rn par sa valeur dans cette dernière égalité:
. J 1 a

rn+1= ro sm a'in . a cos2n+1·
sm2n

Or sin ;n = 2 sin 2:+1 cos 2:+1 . On remplace au dénominateur le sinus par cette

expression, on si'tnplifie, et on obtient rn+l= ro sin a. 2n1+1 . 1a ' ce qui traduit bien

sm 2n+1

la formule à l'ordre n+ 1.

Ce résultat est donc vrai pour tout n: rn= ro sin a';n .1a
sm2n

Peut-on alors déterminer la limite de rn quand n tend vers+co ?

On ne va s'interesser qu'à la partie variable de rn, c'est à dire in ~
sm2n
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La calculatrice donne bien une
limite.

rrl~r, n. I~n· ~~r't•. p rs ,T( ri...FAlgebra Cale Other PrgJWIIOClear a-z ...

[1 1
-,1

• l' 2
n .!

n:: Sin(2an)
a

limit(1/2 An*1/sin(a/2 An),n,œ)1
IMAIN RAD EKACT SEa 1/10

Mais d'où vient ce résultat?

Puisque la limite esti,on peut faire apparaître a dans l'expression de rn :

ro sin a a 1 E d d Il 1 l' .rn = a 2n_. a . t on peut surtout se eman er que es sont es imites connues
sm2n

concernant le sinus. On en connaît au moins une, qui vient de la dérivation de la

fonction sinus en zéro: lim sinx= 1. Or, quand n tend vers+00, 2a tend versO. Donc la
x~ x n

limite de 2~ 1 est 1quand n tend vers+00.. a
sm2n

Pour finir, la limite de rn quand n tend vers+00 est ro ~n a . Vérifions:

On sait que ro=5{2, et a=: .D'où la limite cherchée est égale à :5...[2 . if: .!
1t

c'est à dire 20 (valeur approchée à 10-5par défaut: 6, 366 19).
1t

La suite des modules converge donc, et comme la suite des arguments principaux
converge vers 0, la limite de Znest un réel positif, égal donc à son module.
Ce qui prouve du même coup que la limite de la suite Xn,partie réelle de Zn,est égale
aussià la limite de Znquand n tend vers+00.
On vérifiera dans le tableau de valeurs obtenu précedemment que l'indication donnée
par la calculatrice SUrle comportement de la suite (xn) était assez bonne.

5. AÏler éhcore plus loin ...

On peut se demander ce que deviendrait cette suite si on en modifiait le premier terme.
En particulier, que se passerait-il si zo était réel positif? Réel négatif? Si sa partie
imaginaire était strictement négative?Le lecteur attentif qui observera les différents
comportements possibles pourra constater que la suite ne présente un intérêt que sizo
n'est pas réel. Et que ce qui précède permet d'envisager tous les cas de figure.

Un autre cas de figure, avec la
partie réelle dezo négative.

Les points successifs ont été reliés
(style Line) pourmieux visualiser le
phénomène.

Variante: que se passerait-il pour

la suite Zn=t (zn + 2lznl) ?
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5.problème long

Il était impossible, à propos d'un problème "ouvert", de
distinguer les solutions, et les voies et détours qui y ont
amené.
On trouvera donc ici quelques observations sur les chemins
sinueux de la recherche ...
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Les questions
Est-ce que la possession d'outils de calcul puissants, en déchargeant l'élève des tâches
répétitives, et de simple calcul, favorise la réflexion, la recherche de stratégies
générales?
Ou au contraire favorise-t-elle la dispersion dans de multiples tâches sans cohérence les
unes avec les autres?

Est-ce que la possession d'outils puissants favorise une démarche basée sur des phases
de conjectures, de preuves, de réfutations?
Ou au contraire favorise-t-elle la multiplication d'essais sans conjecture, ni bilan, une
sorte de "pêche" [Artigue 1995] aléatoire?

Quelle est la relation entre les habitudes de travail des élèves avec les machines,( la
typologie mise en évidence), leur niveau scolaire, et leur investissement dans des tâches
plus longues?

C'est à ces questions que l'on va tenter de répondre avec la proposition aux élèves d'un
problème long.

Ce problème sera donné après une première familiarisation avec la TI92. et avant que
la pression du bac n'empêche une recherche assez libre, donc entre fin Janvier et début
Avril.

Modalités

Le problème sera donné pour recherche libre à la maison, de telle façon qu'une sorte de
maturation puisse s'opérer. Il y aura à intervalles de temps réguliers des moments de
synthèse en TP (toutes les 3 semaines). Les résultats partiels seront notés dans les
cahiers de recherche. Les résultats significatifs bénéficieront d'une sortie sur
imprimante distribuée à tous les élèves. Une synthèse du travail sera publiée en fin
d'année, et donnéeà tous.

Critères du choix de l'énoncé

Ils sont au nombre de 6.
On recherche ici :
- un problème qui permetteà tous les élèves de commencer la recherche, et de trouver
des résultats partiels;
- un problème pour lequel la possession d'un outil comme la TI92 soit un atout décisif;
- un problème qui permette des changements de cadre (algèbre, analyse), et des
changements de point de vue ( une seule fonction, ou des raccords de fonction ?) ;
- un problème qui soit une réelle modélisation: on veut déterminer une fonction, pas
comme objectif en soi, mais pour pouvoir optimiser un trajet donné;
- un problème dans lequel les outils de l'analyse (calcul différentiel, calcul intégral)
soient centraux ( rapport au programme de TS, et au bac l) ;
- un problème dans la résolution duquel les élèves soient confrontésà la question de
limite.

On trouvera ci-après une première version du problème, les premières tentatives de
résolution/ professeur, puis la version donnée aux élèves, leur travail de recherche, et
enfin les leçons que l'on peut en tirer. Signalons que c'est un problème posé par Gilles
Aldon [Aldon 1995] qui a été l'amorce de ce texte ...
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..
y

A

6 8 10 x

Le .. problème

5 - - - - - - - - - - - - - J3~_TC - - - -J..--- ...:;J

21- - - - - - - - - - - - --

b

p E

F
5

Première version de l'énoncé

Le dessin ci-dessus est une modélisation des contraintes s'exerçant sur la trajectoire d'un
avion:
Il décolle en 0, doit passer au dessus d'un relief qui culmine en B, puis passer au dessus
du plateau [DE], mais sous la masse nuageuse (IJKL), et enfin atterir sur une piste qui
commence en F, et de longueur infinie (pourquoi pas?) : le contact entre l'avion et la
piste, pour être le plus doux possible, devra se faire "à l'infinil'.
On considèrera que le dessin ci-dessous est une modélisation qui "enveloppe" les reliefs
réels: donc l'avion peut passer par B, mais pas en dessous!

Question 1
Déterminer une fonction dont la représentation graphique satisfasseà toutes ces
contraintes. On n'utilisera que des combinaisons de fonctions puissances et de
l'exponentielle

Question 2
On veut maintenant optimiser le trajet. L'idée est que l'avion monte "le moins possible".
Cela peut se comprendre de deux façons (au moins) :
- l'avion transporte des voyageurs cardiaques. Aussi, le pilote doit s'arranger pour que,
sur le trajet, la pente maximale de l'avion (en valeur absolue) soit la plus faible possible.
Pour deux fonctions données, f et g, on considèrera sup If'1 et sup 1 g' 1. La fonction
qui aura le plus petit sup sera réputée la meilleure.
- l'avion est un avion espion. Il devra donc voler au plus près des reliefs. Il faudra ici
minimiser l'intégrale def.

NB. Il est "clair" qu'il n'y a nécessairement de solution optimale ... saufà ne plus
respecter le contraintes de dérivabilité de la fonction cherchée! (cf correction finale).
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Problème long. Etape 0

Chronique d'une recherche préalable du professeur.

Ce qui suit est le travail préliminaire réalisé pour tester la faisabilité du problème,
vérifier son intérêt, général, et relativementà la machine, et en conséquence ajuster
l'énoncé, préciser le dispositif de réalisation par les élèves,. Il s'agit d'une analyse a
priori des difficultés techniques et mathématiques. Marginalement, et ce n'est pas
dépourvu d'intérêt, cela permet de s'entraîner un peu dans la manipulation des
différentes applications de la TI 92...

aemise en cause du schéma initial, simplicité oblige

La TI 92 a un écran de 239
pixels sur 52 pixels en
hauteur.

Si on veut placer des points
"simples", le choix d'une
fenêtre comme la fenêtreci-
contre n'est pas mal.

Du coup, on va réduire la
hauteur des reliefs de 5à 4,
pour pouvoir passer plus
facilement. Un conseil :
sauvegarder la figure
construite, pour ne pas la
rebatir àchaque fois ...

Remarque: dans un fichierIlPicture ", la figure est sauvegardée non pas avec ses
coordonnées, mais dans sa position-écran. C'estàdire que si l'on change la fenêtre, et si
on appelle la figure, elle se replace au même endroit.

Première tentative, avec des trinômes du second
degré

On peut bien sûr discuter ce choix: le physicien recherchera des fonctions de classe C2,
ce qui impose au moins des polynômes de degré 3. On en parlera plus tard, avec la
méthode dite des "splines cubiques".
Le choix des polynômes de degré 2 est justifié par le fait que ce sont les plus simples
nous permettant dés raccords dérivables. Cela permet des ajustements assez
rudimentaires, à trois conditions: on part d'un point avec dérivée imposé, et on vaà un
autre point...
De plus, avec les polynômes du second degré, on dispose de dérivées et d'intégrales
simples ...
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Doit-on suggérer aux élèves de commencer leur recherche ainsi ? A débattre. Mais a
priori, je serai assez pour que la recherche théorique soit la plus libre possible, notre
rôle étant celui de "prestataires de service" : on montre commentil faut faire,
techniquement, pour réaliser la tâche envisagée,

rr1~I F'~"'ll'·ï!."rO( vr~l"':'~]-- r;' 1... ~ 200/'1 ?'.':::i:. ' :'H:' .':.~:' E' ,':) :,,1 , , ,

.,PLOTSt.
Plo 4:
Plot. 3:
Plot. 2:
Plot. HI!.::.:. Il x:e1,,:eZ

r"X
2

25"x~S
"'y 1

_g·x2 99'x
S +-s--44,else

'11(x)=when (x~S. 4*xA21'2 S-"--8*xA ...
MAIN !lAD EKAC UN(

Pour le départ, on ajuste le
décollage, et le point (5,4).
J'utilise les fonctions
"définies par morceau", j'ai
prolongé horizontalement,
parce que je n'ai pas su quoi
faire d'autre...
(. A noter, la syntaxe des
fonctions "par morceauxIf)

Ca marche bien.

Petit problème : mon relief a
disparu. Pourquoi, mystère.
Heureusement qu'il est
enregistré, et peut être
rappelé facilement.

On ajuste maintenant aux .
points (5,4) et (6,4), avec un
raccord dérivable en (5,4).

Pour cela, j'ai écrit un
système d'équation, et résolu
celui-ci grâce à la machine.

Ça marche...

Puisque cela marche,iln'y a pas de raison de ne pas poursuivre...
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On ajuste maintenant aux
points (6,4) et (10,2), avec un
raccord dérivable en (6,4).
Pour cela, j'ai (encore) écrit
un système d'équation, et
résolu celui-ci grâceà la
machine.

Ça ne marche plus...

Les conditions imposées sont
bien sûr réalisées, mais
l'avion s'écrase sur le plateau.
Est-ce à dire que le parcours
via les trinômes est
impossible ?
Non, sans doute, maisilfaut
procéder autrement...

On peut faire le raccord plus bas...mais je n'y suis pas arrivé: en fait la pente au point
de départ est trop forte. TIfaudrait l'adoucir en modifiant le trinôme de départ...
En fait, ne disposer que de 3 degrés de liberté, avec des trinômes, s'avère vite... assez
contraignant.
D'où un changement de contrat: j'essaie de raccorder avec une cubique, en fixant le
conditions: raccord tangent en (6, 4), f(lO)= 2, et r (10) = - 0,1 (pour préparer
l'atterrissage...)

rrl~T: F~"'ITï,i·!··.roc yr~~T,·}:l-:}f:' l
• ~ ZOO/'l t.·:::: '. . :1;. ~ .".i:'! E' j") :j'1 , , ,

.PLOTS
Plot. 1=!!:::C x:dl':e!

j 4·x2
~,x~5

"'yl= 2
{-B-X • BB-x _ 44 < 6 •5 5 ,x_

-7'x3 99·x2 469·x 157
,

160 + 80 - 40 + -4-' else

ly1(x)=D.oIhen(x~5, 4*x"2/25 _when ( ...
IMAIN . RAil EHA' rUNe

Evidemment, l'écriture de la
fonction devient de plus en
plus complexe.

Mais, une fois compris le
principe, il ne s'agit en fait
que d'empilement d'étages
semblables.

Ça marche... Ou plutôt ça
vole ...Il faudrait cependant
vérifier qu'il n'y a pas de
problème de crash juste
avant (10, 2).
Si cela n'avait pas été le cas,
on aurait toujours pu
modifier la pente de la
tangente en (10 ; 2).
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Il ne reste plus qu'à atterrir ... Il nous faut une fonction à limite nulle en-J-oo ,exp(-x) fait
l'affaire. Il nous faut de plus le raccord tangent au point (10, 2), d'où deux contraintes,
donc deux degrés de liberté: on va prendre (ax+b) exp(-x). D'où le système:
(10â+b)exp(-1O)= 2, et (-9a-b)exp(-1O)= - 0,1.
Un coup de machine: a= 1,9 exp(lO) et b= -17 exp(10).
Il nous faut aussi éviter que l'avion ne remonte, donc éviter que la dérivée de cette
fonction ne s'annule après 10... Ce qui est le cas ici (cela tombe bien, mais n'était pas
spécialement prévu1)

p'1~1nY,TI ~ JF"lF!>''ll! F'''' ~l r:' .T...F 2001"1 E it ~ AlI Style (·1>:!.~, , ,

.. 'LOT: 25'X~~
~~1=

-S·x2 +~_ 44 <65 5 ,x_ •{-7.x3~,x2 469·x 157
160 + SO - 40 +tr,x:S

y2=1
~ (1.9.x-17)'# -x+ 10,else

ly2(x)=
IMAIN kAD EIIAC FUNe

L'empilement des conditions
se poursuit, sans problèmes
apparents.

Ça marche ...

Fin provisoire, pour cette
méthode par raccord de
courbes.

Mais le problème reste ouvert d'un passage avec des polynômes du second degré.Le
faire est évidemment possible, en multipliant les raccords. Le faire avec trois bouts
seulement, sans doute, mais comment effectuer la recherche correspondante? Avis aux
amateurs ...

'Avant de passer à d'autres méthodes de recherche de courbes adéquates, on peut déjà
voir comment fonctionnent les deux critères d'optimisation:

_commen&,ons par celui qui m'apparaît techniquement le plus simple. l'inté&fale.

On peut passer d'abord par
un calcul approché, dans
l'application graphique : là
l'intégrale - une valeur
approchée - est calculée entre
o et Il,9 .. La machine donne
23,710083.
Notons qu'il est indiqué
"exact" sur le bandeau du
bas: un peu gênant. ..
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a-z...

• Iè y1(x)cix

I~I.9yl(x)dx

11.9 yl(x)dx

-7Sl'e - 19/1e
lee . +

23.71eeEI3e~)B5I

Mais s'agissant d'optimisa-
tion, ilvaut mieux passer par
la valeur exacte, et de 0 à
+00. C'est possible, puisque
l'intégrale converge.
On dispose ainsi de la valeur
exacte de l'intégrale "totale",
de la valeur exacte de
l'intégrale sur [0; Il, 9], et
d'une valeur approchée qui
précise et confirme le résultat
de l'application graphique.

On voit bien tous les problèmes qui se posent ici: définition d'une intégrale impropre,
'valelU"exacte,valeur-approchée...
Mais la machine s'avère ici d'une redoutable efficacité pour toute la partie calculatoire.

- Ensuite l'optimisation via la dérivée.

,x s5

-l~'x + SS/S,x s6

-21'x2 99'x 469
16e + 40'" - 4e ' x ~ 10

-x + le
'e

On calcule d'abord la valeur
exacte de la dérivée de f.

On obtient - évidemment -
une fonction définie par
morceaux.

On voit nettement ici que la
dérivée... n'est pas dérivable,
c'est à dire que, comme
prévu, le raccord est Cl,
mais pas C2.
On peut utiliser l'application
graphique pour avoir le
maximum de f', qui est aussi
le maximum de 1 f 1 sur
l'intervalle [0, 12].
Mais ce n'est qu'une valeur
approchée!

Cependant, on peut
considérer que sur [0; 6], les
dérivées sont des fonctions
affines par morceaux, puis
sur [6; 10], la dérivée est un
polynôme du second degré.

Le maximum de1 f 1 est donc
obtenu en 5, ou 6, et c'est
exactement 1,6.
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<5
·S,x< 6
~l·;-)t + 99/40>< <laea '

419·x-17a)·E>-x+la 19·E>-x+la ~
la - 5 ,x> 1

Indef,else
ef else

Mais que se passe-t-il sur
[10,+oo[ ?

On peut se rassurer en
regardant le graphique der
sur cet intervalle, et en se
rappelant qu'il s'agit d'une
fonction exponentielle

On peut aussi étudier les
variations de f sur cet
intervalle par l'étude de f ".

Bref, et pour finir, on a bien,
sur [0, +00[, max 1r 1= 1,6

Ainsi, pour le trajet convenable choisi, les constantes d'optimisation sont, pour

l'intégrale 1:9, et pour la dérivée! . Qui dit mieux?

Pour conclure sur cette première partie, deux impressions :
- la détermination d'une courbe convenable me paraîtà la fois suffisamment
problématique pour stimuler la recherche, et à la fois suffisamment à portée d'un élève
moyen pour ne pas la décourager.
- la partie optimisation est sur le plan technique assez rapide, et permet de relancer la
recherche pour faire "mieux".

Deuxième tentative, avec une nouvelle stratégie
d'interpolation: les splines cubiques.

i'Le terne spline veut dire "tringle" ; son emploi est dû au fait qu'en dessin industriel,
on interpole une suite de données à l'aide d'une tringle souple" [Ovaert 1983]. "Les
splines vont réaliser une interpolation polynomiale par morceaux, mais de plus aux
noeuds, on imposera un dégré de régularité jugé nécessaire" [Théodor 1989].
Les splines cubiques reposent sur une interpolation polynomiale de degré au plus 3,
avec des raccords C2.

Méthode générale

On peut baser l'interpolation sur 13 points, avec une subdivision de [0, 12] en 12
intervalles de même amplitude h.

Alors sur l'intervalle [Xi,Xi+l], la fonction d'interpolation est définie par:

(X· 1 x)3 (x x·)3 f hdi f 1 hd· 1
s(x) = di l+6h + di+l 6h1 + (t --t) (Xi+l - x) + (h -T) (x - Xi)

( di étant la valeur de la dérivée seconde au noeudi, et fi la valeur de la fonction au
même noeud [Théodor 1989]).
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Les seules inconnues sont désormais les coefficients di, que l'on détermine par
résolution d'un système tridiagonal d'ordre n-l (dans le cas où l'on fixedo = dn = 0) :

6
AX = h2 B , avec:

A = (diagonale de 2, sur et sous diagonale de 1) ;
B = (f2 - 2fl + fO, ... ,fn - 2fn-l + fn-2 ).

En bref, la résolution générale me semble sortir du cadre de ce problème. Elle pourrait
cependant donner matièreàun problème assez intéressant, mais d'un niveau supérieur.

Méthode "locale"

On va rechercher des polynômes du troisième degré, avec des raccords C2, mais avec
une méthode "pas à pas". Au début, on a le choix (quatre inconnues, quatre
Contraintes) :
- soit on impose une dérivée seconde nulle en 0 ;
- soit on impose que la courbe passe aussi par (6;4).

Premier choix :

rf1~l n·J/!' ·r·ocfr~J""'!O:1' r: J• ~ ZOOI'l !'.'::: '. ' '1;.:' _",l:' j E' ,") :j·f , , ,
... PLOTS

....y5 4·x3

125
y6=
y7=
y8=
y9=
y10=
yll=

1'.11:
lYS (X)-'~*xA3/1251
IMftlN _III1D "'l'IIOX ruNe

rfl~J n·~.r!,,T'OC Tr'r~.I..,J:iO:J-' r:' ,1
... ~ ZOOI"l !'.'::ll. • '1;.:' _':,~:1E' ,':) 'l'f , , ,

... 'LUTS

f·X3125 ,x:S 5, •....y5, '
-72·)(3 1092'x2

109
5

2'X + 364, el:25 + 25 -
y6=
y7=
y8=
y1:

1'.15(x)-when (xS5JO 4*XA3/125~ -72* ...
IMIIIN !lAD [XAC ruN.C

rrl~I: Fl· .J/" ·r'oc rr~}J:'O: .If' 1:' T...FZOOI'l !,,'::::. ' :1;.:' _",~:,E' ,·,):,'f",
... PLOTS

r 4.x3
125'x :S5....y5...
{-72.X3 1092·x2 1092'x •

25 + 25 - 5 + 364,x

511'x3 6700,x2 129' x 1151
3800 - 3800 + 95 +38,E

y6=

11IJ5(x)=J.lhen (xS5-L4*xA3/125" when ...
IMIIIN . RAD ElIllc ruNC
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et impasse ...

Deuxième choix:

P'1~11"1'" ~lr.:',~',T'oc fj'~,},,::;O:.1- r:'1...F ZOOM ?',':ll:. ' .11 L .,:,~,!E' ".) :!,~, , ,
.. PLOTS

-11'x3 91·x2
~y6= 225 + 225
y7=
y9= '.

y9=
y10=
y11=
y12=
~H:

ly6(x)=t11*xA3/225+91*xA2/225
IMAIN !lAD [XA( . rllNt

Les contraintes f(O)= f' (0) = 0, f(5) = f(6) = 4, sont réalisées. Hélas, comme le montre
la mobilisation de Trace, la trajectoire percute le rectangle ...
Il faut donc raccorder avant, par exemple au point d'abscisse 6, ce qui nous donne trois
contraintes (raccord C2) avec comme quatrième contrainte f(7)= 3.

rrl~T: f'l"'ITï r .., 'r'oc fr~},J:'O: 1- r:' 1...FZOOM t'.':îl:. ' :1.;. L ,':,~: l E' ,·1) :l'~, , ,
.. PLOTS

{-u.xJ 91·x2225 + 225 ' x :oS 6
~y6 •

-43'x3 259·x2 4676'x 652
75 + 25 - 75 + --S-'e ls

y7=
y9=
y9=
I:.IH~=

1'16(x)=when (x~6 _-11 *xA3/225+91 ...
IMAIN !lAD [KAC rllNt'

Nouveau raccord au point (7, 3), pour passer au point(10,2).

rrl~l f'l ...Jr.....I" rr~}..::lO: 1-- r:'l."F ZOOM t'.':î:l:, ' :1.;.;'.':,~: l E· l':) :;,~ , , ,

.. PLOTS,

-11'x3 91·)(2
225 + 225 ' x :oS 6

~y6=
{-4J.XJ 2S8·x2 4676'x 652 •

75 + . 25 - 75 + --S-'x
523, x3 4049· x2 30562, x 4492

675 - 225 + 225 - 135
y7=

1'16(x)=~hen (x<6. -11 *xA3/225+91 ...
IMAIN "AD [KAC rllNI

ça coïnce ...

Après de nombreuses tentatives, j'arrive à trouver un raccord, en imposant le point
(7,5; 2,2).
Mais ledit point se trouve "juste après la remontée" de la courbe ...

6

6
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rr1~T: n"IT!,i'! .. .rroc vr~},J:iO: l r:' T..F 2001"1 1',';-::::, ' :1.;.!. .':,~:; E' ;,):!,~",

... PLDTS,.

-11'x3 91'x2

....y6= 225 + 225 ' X :S6

{ -43·x3 + 258 -x 2 _ 4676·x+~ •
~ ~ ~ 5 ,X

422·x:3 _ 2997'x'2 + 63679'x _ 9981
75 25 75 5

y7=
y6(x)=~hen (x~6 ~-11 *xA3/22S+91 ...
IMAIN 11110 EXIIC ruNC

Il est alors très difficile d'opérer un autre raccord du fait de la rigidité des fonctions C2.
Soit elles percutent un des obstacles, soit alors il faut se placer aux abords du creux de
la fonction (où est le curseur), mais alors on doit prendre une valeur de x avec au moins
deux décimales, ce qui entraîne une inflation de calculs difficileàgérer.
Ou alors on reprend le problème au départ, en imposant que la courbe passe par (5, 5) et
(6, 4), pour bénéficier ensuite d'une pente plus douce ...

rFl~T: n..,li'i'!, 'J'oc vr~}..~:!o: 1- r:' 1..F 2001"1 1',';-:.:, ' '1.;.!. .':,~'!E' ;") ';,1 " ,
... PLOTS

....y6 -4'x3 29·x2
45 + 45

y7=
ys=
y9=
y10=
yU=
y12=
~H:

ly6(x)=-4*xA3/4S+29*xA2/4S
IMAIN 11110 EXIIC FUNC

Ensuite un raccord C2 au point (6 ; 4) et le passage par le point (7,3).

Troisième tentative,
d'interpolation.

J'imagine qu'elle risque d'apparaître la plus naturelle pour beaucoup d'élèves: on
recherche une fonction, donc "définie d'une seule façon", ce qui impose d'aller chercher
suffisamment de points, et donc des polynômes de degré assez élevé.
On sait que cette méthode réserve un certain nombre de surprises ...
Commençons par une stratégie type Lagrange. On fixe les points, et on détermine
runique polynôme de degré convenable passant par ces points.

rrl~T: n .. ,Ti·r!. ,T'OC rr~,T,..r,!o:.Ir' r:' 1..F 2001"1 1',';-::::, ' :1.;.!. .':,~:!E';':) :;'1, "
... PLOTS "-

1-4.,,3 29.• 2
45 + 45 ' x:S6

....y6 ~
S2' x:3 1519' x2 1032•x 2064

45 - 45 + 5 --5-,el
y7=
yS= '
y9=
y10=

'J6 (x)=when (x<6. -4*xA3/4S+29*x ...
MAIN RAD FXA<T_ ruNe

Fin provisoire, pour cette méthode,

avec stratégieune

6

6
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rn~l Fit... J Fl ,TI F'I lli FSv ITI Fli·,f7
~ T•F 2001'1 Trace ReGraph Malh Draw ...

Il Il

C ......-

1 1c
c n c

C

D

~AIN !lAD EKAC rUNC

-8·x:l + 88'x _ 44 < 65 5 ,x_

{

-7·.3 9') •• 2 469" 157 •
16e + 80 - 40 +-4-'x:S

(1.9' x - 17)'e -x + 10,else
x·(x - 2)'(x - 3)'(x - 4)'(x - S)'(x - 6)'(:

~y2 -91 ~

2<x)= x*(x-2 )*'(x-3 >*(x-4)*(x- ...
,.' Il ..

On fixe Il points, on va donc
déterminer un polynôme du
100 degré.

Les polynômes de Lagrange
sont certes sympathiques,
mais sans programmead hoc,
ils sont particulièrement
fastidieuxà écrire...

On bénéficie toutefois du
"couper/coller" pour ne pas
écrire 10 fois la même chose,
ou de l'utilisation de
matrices.

On bénéficie d'une fonction
de classeCoo, mais la dérivée
n'est pas nulle en zéro
(normal, cela n'a pas été
demandé, et les accidents de
parcours sont nombreux...)

Quant aux possiblités
d'atterrissage, elles sont
difficiles à envisager...

On a écrit explicitement le polynôme de Lagrange avec la formule consacrée. On aurait
pu aussi, et ce serait peut être plus commode, écrire le système de Il équationsà Il
inconnues.
La rentrée des données dans le tableur est assez simple (on colle les formules dans les
bonnes cases ), et on définit alors le polynôme avec comme coefficients les cases de la
matrice solution. Ce qui fait que, si on change les points, on a automatiquement le
polynôme.

Pour faciliter certaines étapes, on peut aussi choisir de faire travailler les élèves "en
aveugles", en rentrant les programmes correspondants avec le cable dans les machines.
Après cet échec, on peut rajouter d'autres points, ou changer les points... ou renoncer.

On peut imaginer que, si on donne des procédures peu couteuses aux élèves pour la
recherche de ces polynômes, on risque d'assister à des comportements de "pêche", c'est
à dire de recherches aléatoires, qui ont fort peu de chances de déboucher.

Mais notre rôle dans cette recherche n'est pas nécessairement d'indiquer les voies
royales de résolution:..
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Quatrième tentative, avec une régression du
quatrième degré.

TIs'agif1fi'une toute autre stratégie: on va déterminer un polynôme de degré donné, qui
s'approche au mieux des points choisis.
On va rentrer donc nos contraintes dans un fichier de données, et on va choisir ici une
interpolation du quatrième degré ( en principe la plus riche parmi les ajustements faits
par la machine, suivant, j'imagine, la méthode des moindres carrés ? ).

rT1~l; n ...~ n ~TI rit Jt rs.. Ji F'" ,f? ~ T.. ~ ZOOI'l Trace ReGraph Math Draw ...
LJ LJ

C ..--

1 1n
c

C D

D

MAIN RAn J'liAI J'IINr

Je rentre des images pour
f(x), x variant de 0à 13 par
pas de 1.

Les images choisies
correspondent à un trajet
possible imaginé. S'agissant
d'ajustement, on a "amplifié"
les contraintes.

On a rentré en YI le
polynôme d'interpolation du
quatrième degré, calculé
automatiquement par la
machine.

Pas très brillant comme
trajet. ..
On pourrait alors faire
d'autres tentatives, changer
les points, changer
l'ajustement (cubique, ... ),
augmenter le nombre de
points dans les "zones
sensibles" ...

Ce travail pourrait aussi déboucher sur une classification des polynômes du quatrième
degré ...
Fin (provisoire) des manoeuvres d'approche (des premières manoeuvres ... : on n'a pas
abordé ici les questions d'optimisation!). Après ces premières recherche, l'énoncé est
reformulé (voir nouvelle formule ci-après).
Place au travail des élèves!
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Problème lbng(énoncé donné aux élèves le16 Janvier)

Pour la réflexion, le recherche personnelle et collective ...
C'est une sorte de prolongement des TP. Le mieux est d'y réfléchir en équipe!

Préambule

~1~1Fl'" .l
200 ...

x...i n=;lfl.x...ax= .9
xsel=l.
y...in=0.
y...ax=5.1
ysel=1.
xres=1.

'MAIN !lAD rXA ~IIN(

d e

rrl~J; n ... Il Fl ~JI F'I .ll F5'" ,li r, ... Ir7 ~ l...F200 ...Traee ReGraph Math Draw ...

SAVE con liS

Type: Picture+
Folder: Main+
Variable:l~bl 1
(Enter=SAUE) (ESC=CANCEL)

MAIN RAD EHAI rUNC

On prendra pour traiter ce
problème la fenêtre ci-contre.

On constatera que, si on se
déplace dans cette fenêtre
avec le curseur, les abscisses
des points sont des valeurs
décimales "simples"
(pourquoi 1)

On va commencer par
dessiner dans la fenêtre
graphique une configuration
simple, avec la commande
Line

Description de la commande
page 7-18 du mode d'emploi

Les points ont les
coordonnées suivantes :
0(0, 0) ; A(5, 0) ; B(5, 4) ;
C(6, 4) ; D(6, 2) ; E(IO, 2) ;
F(IO,O) ; 1(10, 3) ; J(IO, 4) ;
K(7, 4) ; L(7, 3).

On peut noter les points avec
le menu F7 (Text), mais c'est
inutile, et nuisible même
(surcharge de l'écran)

On va enfin enregistrer cette
figure (choisir le menuFt),
avec comme nom de
répertoire pbl (comme
problème long)
Description de la commande
page 7-19 du mode d'emploi

La figure est dès lors
enregistrée. Pour la
récupérer, Menu FI, Open
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Enoncé

On peut maintenant commencer le problème ...

rrl~l n'V.l n JJ r.. .1 H'V.l F''VJf7 ~T'VF ZOOI'l Trace ReGraph Math Dra", ...

r--

1 1

MAIN ....-_.- ... -.Uti[KA rUNe

Le dessin ci-contre est une
modélisation des contraintes
s'exerçant sur la trajectoire
d'un avion:
Il décolle en 0, doit passer
au dessus d'un relief qui
culmine en B, puis passer au
dessus du plateau [DEl, mais
sous la masse nuageuse
(UKL) , et enfin atterir sur
une piste qui commence en

F, et de longueur infinie (pourquoi pas ?) : le contact entre l'avion et la piste, pour être
le plus doux possible, devra se faire"à l'infini".
On considèrera que le dessin ci-dessus est une modélisation qui "enveloppe" les reliefs
réels: donc l'avion peut passer par B, mais pas en dessous!

Question 1
Déterminer une fonction dont la représentation graphique satisfasseà toutes ces
contraintes. On n'utilisera que des combinaisons de fonctions puissances et de
l'exponentielle...
On trouvera les indications relativesaux/onctions dans le mode d'emploi, chapitre 23.
On trouvera des indications relativesà la résolution des systèmes d'équation dans le
mode d'emploi, chapitre22.

Pour montrer que tout ceci
est possible, voici un
exemple d'itinéraire ...
Ilresterait bien sûr à prouver
que la fonction convient bien
(contraintes d'atterrissage, de
décollage, position par
rapport aux points critiques
B, C Mais la courbe a belle
allure .

Question 2 :
On veut maintenant optimiser le trajet. L'idée est que l'avion monte "le moins
possible". Cela peut se comprendre de deux façons (au moins) :
_ l'avion transporte des voyageurs cardiaques. Aussi, le pilote doit s'arranger pour que,
sur le trajet, la pente maximale de l'avion (en valeur absolue) soit la plus faible possible.
Pour deux fonctions données, f et g, on considèrera sup If'1 et sup 1 g' 1. La fonction
qui aura le plus petit sup sera réputée la meilleure.
_ l'avion est un avion espion. Il devra donc voler au plus près des reliefs. Il faudra ici
minimiser l'intégrale def. A vos compas!

Timing : le préambule doit être traité assez rapidement (demander aux copams en cas
de blocage1), la première question doit être bien avancée d'ici la fm du mois de
Janvier: le TP du Jeudi 1 Février y sera consacré. Pour la deuxième question, on verra
en Février. Ce travail est important! Les meilleures productions seront primées ...
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Problème long, 1.

Premier bilan des travaux des élèves.

Le 7Février, comme prévu, la séance de TP est consacréeà un premier bilan des
travaux réalisés, seuls, ou en groupes.
Ce qui est remarquable, c'est l'intérêt de la plupart des élèves pour le problème:
- le graphique du décor a été préalablement exécuté, et rangé dans le fichier"pbl",
comme demandé dans l'énoncé "
- des solutions ont été trouvées par plusieurs élèves, toujours originales, et témoignant
d'un travail réel,'
- tous les groupes ont cherché pendant le TPà améliorer les solutions existantes pour
les plus avancés,à trouver des ébauches de solution pour les autres, parfois
maladroitement, mais toujours avec tenacité.

Petit panorama des solutions trouvées •••
et communiquées 1

On va d'abord considérer les solutions donnees "brutes ",puis les solutions qui ont été
communiquées avec un rapport témoignant de l'historique dela recherche.

1. La solution de Caroline.

- quelques erreurs: la solution en Y2 n'est pas franchement un polynôme, et la dérivée
en zero n'est pas nulle;
- une idée qui est peut être interessante : définir le tronçonà gauche du relief, puis un
tronçon à droite ... Maisil faut pouvoir ensuite raccorder les deux bouts!

2. La solution de Nathalie et Tristan.

La plus originale. L'astuce est de calibrer le domaine de définition des fonctions pour
que les tronçons de la fonction ne dépassent pas l'intervalle où ils conviennent.
Il y a aussi une certaine intelligence des raccords: le recollement le long d'asymptotes
assure une certaine "continuité des pentes"!

On imagine le travail réalisé pour déterminer les constantes permettant de respecter les
contraintes du trajet. ..
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. 000
( la pre..mière fonction, qui n'apparaît pas dans le fichier ci-dessus, est ~~ )

. ~5-x
L'intelligence mise dans cette réalisation devrait permettre de réenvisager le problème,
de plusieurs points de vue :
- les fonctions utilisées (polynômes et exponentielles );
- le décollage;
- les raccords.
Ce qui nécessitera probablement d'utiliser la syntaxe des "fonctions définies par
morceau" ...

3. La solution d'Erwan et Hakim

Les fonctions utilisées sont licites ( sauf la fonction inverse ...). Cependant ...
-il faudrait apprendre à définir des fonctions par morceaux, pour éviter "les bouts qui
traînent" ...
- les raccords ne semblent pas être particulièrement dérivables ...

4. La solution d'Alexandre et Laurent

On trouve là une solution de la même inspiration que la précédente, avec les mêmes
qualités, et les mêmes défauts.
Le rapport de recherche garde ici une trace du travail effectué:

" Pour arriver à ces résultats, j'ai utilisé les fonctions de référence tournées et retournées
dans tous les sens ..."

Le résultat un peu désordonné provient d'une recherche de même nature ...
(voir ci-dessous)
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5. La solution d'Alice et Brh:itte

Première solutionutilisantl'éditeur de programme. C'est d'autant plus interessant que
cette perspective n'avait pas été indiquée en classe ...

Les problèmes du tracé sont clairs :
- le tracé percute la plate-forme;
- les raccords sont continus, mais pas dérivables.
Le binôme l'a constaté, en notant:ily a un problème pour la troisième fonction :il faut
que le nombre dérivé de la 3ème fonction soit le même que le nombre dérivé de la 4ème
fonction en 10 "pour que le voyage soit possible physiquement".
Il est vrai que la cassure de pente est claire en 10. Mais elle existe aussi aux autres
points de jonction, par exemple en 5, comme on le verra ci-dessous:
- par le calcul exact, dans l'application initale ( on notera que la machine refuse de
dériver la fonction YI définieàpartir d'un programme);
- par le tracé des tangentes, dans l'application graphique: si on demandeà la machine de
tracer la tangente au point 5 ( commande Tangente dans le menu Math ), elle répond très
explicitement: "no solution". En fait, elle refuse de tracer les tangentes en tout autre
point. Il semble que ce soit un défaut des fonctions rentrées en programme ...

1

• d.~(Yl(X» 1 x = 5 lx (pb 1ong( x)
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6. La solution de Pierre

Identiq.tn~dans son principe à la résolution précédente. Pierre note sa méthode :
"- utilisation du manuel pour définir les fonctions par intervalle;
- utilisation des fonctions de référence (x2, 1/x ...)
- puis, par des manipulations quelconques. le hasard fait bien les choses.! "

On notera que la réalisation est esthétiquement assez réussie. Le procédé utilisé est tout
à fait astucieux: c'est la stratégie des raccords en "manchons".Le premier tronçon est
défini jusqu'à 5, 1, et le deuxième tronçon prend le relai dès 4, 9. Ce qui, pour Pierre,
assure la continuité des pentes ...
Il y a l'illusion que des fonctions polynômes différentes peuvent coexister sur un
intervalle, et que la machine peut gérer cette coexistence ...
En fait, la machine, jusqu'à 5, 1, prend la première fonction, et, à partir de 5, 1, par
défaut, prend la deuxième fonction ...
Le problème de raccord de dérivabilité va ainsi se poser en 5,1.
Cette stratégie est assez révélatrice du type "bricoleur". Une intelligence de la situation,
qui a recours à des solutions techniques au détriment d'outils théoriques ( ici la
dérivation, qui n'est pas évoquée.

7. La solution de Cyril et Patrice

On a là un premier rapport de recherche assez consistant:
" On se sert des fonctions de référence puissance et exponentielle. Puis par tatonnement
on ajuste les fonctions pour qu'elles ne percutent pas les obstacles. Ensuite, pour les
raccorder, on utilise sur la page graphique le mode intersection. Ainsi on peut définir les
différentes fonctions sur différents intervalles. Pour établir un décollage de pente faible,
on a donc utilisé la fonction carré, soumiseà un coefficient adapté aux données. Pour
l'atterrissage, on a choisi une fonction qui admet une limite en+00 égaleàO."

Il y a un problème de non continuité en 10, et un problème de dérivabilité, comme on le
voit sur la courbe de la dérivée ci-dessous.
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• yl( H)
• y10e)
• 1iPl y1(x)

x+le·

8. La solution de Cécile

Premier rapportde recherche complet. Un extrait:
" - Partie OB : courbe de la forme des exponentielles, décalage de la courbe et

x
accroissement d'amplitude. La recherche à taton donne f(x)= e(3") - 1.

- Partie BC : trajectoire circulaire en forme de demi-cercle, soit parabole avec concavité
vers le bas, - x2. De plus, décalage de la courbe par rapport à l'axe des ordonnées.
La courbe YI arrive àl'abscisse 4,85 alors que xB= 5. Il Y a donc un écart de 0,15.
Pour conserver cet écart afin d'obtenir une courbe parfaitement symétrique par rapport
au milieu de BC,il faut que la courbe passe par l'abscisse 6, 15.
Equationde la trajectoire du type - x2 - ax +b,
- ( 4, 85 )2 - a.4, 85+ b = 4
- ( 6, 15 )2 - 8.6, 15+ b = 4
D'où a= -11.
Recherche de b à tatons pour modifier le repère, d'où Y2= - x2 + 11x + 25, 75"
La recherche donne finalement le résultat suivant:

x
.....yl=e"'3 -1
.....y2=-x2 + l1·x - 25.75
.....y3=2.25
.....4 1

y In(x - 10)
ys=
y6=

Les problèmes posés par ce travail :
- le calcul est fait en valeur approchée pour b : la machine donnait exactement
b = - 25, 8275 ~.
-la défmition des fonctions par morceaux n'est pas utlisée;
- les problèmes de raccord sorlt à revoir à tous les niveaux: déjà la dérivée n'est pas
nulle en zero!. ' 1

9. La solution de vincent

On découvre id un 'deuxième rapport de recherche en tout point remarquable. Un extrait
de celui-ci, pour le premier tronçon:
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" Sur Tmlèrvalle [0;6;'5], je prends comme fonction xn "
'. ~

Suit alors le calcul de la dérivée qui assure que, comme voulu, f'(0) = O.
Puis, pour ajuster la courbe, il ajoute deux coefficients a et b :

" f(x) = bx:. Je prends n> 1pour que la pente soit faible, et je prends b= 0, 3pour que
ae .--

la pente soit très faible au début. Je prends a= 1, 38 pour que la courbe ne touche pas le
point C.
Car le numérateur dirige la fonction sur [0 ; 5], puis c'est ensuite la fonction
exponentielle qui l'emporte ..."
Il Ya là un réel talent, qui combine la connaissance des fonctions de référence, et des
techniques d'ajustement assez habiles ...

3. x4• 99
• x ,x:S6.5
l.39·f'

1

Le problème est que les raccords, s'ils sont continus, ne sont pas dérivables, comme on
peut le voir, aussi bien en calculant la dérivée aux points litigieux, qu'en observant la
courbe de la fonction dérivée ... comme on peut le voir ci-dessous.

,

r~lf"lJ n· .1 n· ~l rlt..p rS,l rs Ti ~1 r~·Ir n .TI rit .Tr n· ,Tr rs·,lrl ~ 1Algebra Cale Other Prgl'lIO Clear a-z ......F 2001'1 Trace ReGraph Math Draw •

(2'x - 11)2
,x < 10

, x> 13/2l -roo 2 ,x > re
9'(x - 5) / <,
undef,else ,else

,else ------......undef,else

·lx(Yl<x» 1 x = 6.5 undef

d(.,.l (x) ..x) 1x=6 .51
lM AIN !lAD rXAl F'UNt 7no RA' MAIN IIIID~ rmiü' lA'

Le travail est donc à reprendre, en intégrant cette donnée essentielle!

10. La solution de JérÔme L.

Troisième rapport de qualité. Et première recherche d'une solution globale.
Un extrait du rapport:
"La forme de la fonction n'est pas celle d'une fonction de référence mais certains
caractères nous font nous diriger vers plusieurs tentatives ..."

La forme en cloche lui rappelle la fonction ~ . Pour des raisons non explicitées,il
, e

décide d'en prendre l'exponentielle. Il adapte ensuite pour avoir l'objet voulu:
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" - réglage de l'amplltude : on fuultiplie la fonction exp(:x ) par 2.Le graphique semble

montrer qu'il faut renforcer. On essaie maintenant la fonction 2 exp ( 3~ );
e

- réglage du cadrage: le maximum de la dernière fonction essayée est atteint pour x
proche de 1, alors que, d'après l'énoncé,ilsemble être atteint vers 5, 5. On va donc
effectuer un changement de variable. X= x + a. Il resteàdéterminer a. On va essayer 4,
ce qui semblerait logique. (...) Le cadrage est presque bon, on va faire jouer l'alignement
de la fonction pour avoir la fonction voulue, et on va abaisser le cadrage de 0, 2 car cela

semblerait bon sur le graphique. D'où 2exp (3~~~:,88)) ".

En cours de TP,Jéromese rend compte que la limite en+00 ne convient pas, et
détermine une fonction de raccord:

Double problème pour cette solution:

- en arrangeant un aspect, Jérôme en dérange un autre: le raccord en 10 n'est pas
continu ...

- et la fonction initiale ne convient pas en 0 : la dérivée de f n'est pas nulle en ce point
(elle est presque nulle, ce qui ne suffit pas ...).

Une leçon s'impose à nouveau:

utiliser àchaque fois que faire se peut l'application initiale, en calcul exact, pour
contrôler ce qui est fait...

Voir ci dessous le contrôle :
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-57·~19/5--.,;;;,~=--- + 19/5
144·~ 5 • y10e)

5 • yl0e)

6.2526634766E-21

2·4!"
2.13769377854• ddx(Yl(X») 1 X = 13

• d~(y1(X») 1 X = 13

d(y1(x)l'x)lx=O
.. ; L ,,1 "

On voit, dans le cadre de gauche, le calcul exact et approché de la dérivée de f en O.
C'est pas 0, mais presque.
Dans le cadre de droite, on voit que la valeur de la fonction en 10 ne coïncide pas avec
sa limite àdroite, ce qui témoigne d'une discontinuité certaine ...

D'autres recherches de solutions globales n'ont pas abouti :

Michaël et Aurélie, Elsa et Guillaume, ont recherché une fonction "globale", en fixant 8
contraintes ( f' (0)= f(O) = 0, f(5) = 4....) mais en ne prenant que 4 ou 5 degrés de
liberté ( du type f(x)= eX( ax2 + bx + c) ) . Ils avaient peu de chances d'aboutir ...
Fabienne et Christelle cherchent un polynôme du deuxième degré qui vérifie f(5)= f(6)
:::4, et f' (5,5) = O.Elles utilisent la résolution machine des systèmes. Stupeur, elles
trouvent comme solution la fonction constante égaleà4...Evidemment, puisqu'elle
vérifie bien les contraintes imposées !
Signalons tout de même que les élèves qui ont peu produit pendant cette heure de TP
étaient des élèves qui étaient arrivés "vierges" au début de la séance, sans travail
préalable chez eux ... On a rien sans rien!

Quelques observations sur la typologie des élèves, et
le travail réalisé.

Il Ya une dispersion des attitudes assez naturelle:
-les élèves "scolaires" n'ont pas vraiment commencé le problème ( Caroline ). Des brins
de courbe ont été tracés, sans cohérence. Il n'y a pas d'apprentissage consécutif aux
tentatives successives;
- les élèves "rationnels" ont procédé par relevé des contraintes, expression
mathématique de celles-ci, et tentative de résolution de système. Sans aboutir, mêmeà
des solutions partielles ( Elsa, Michaël) ;
- les élèves "bricoleurs" utilisent de manière intensive la méthode de "fausse position",
avec le recours aux différentes possibilités de la machine ( programmation,
intersection ...). Cette méthode d'essai1 erreurs1correction a donné des fruits ... partiels.
Les outils mathématiques sont peu sollicités ( la dérivation n'apparaît pas). Le travail
reste souvent dans le cadre graphique ;
- les élèves "théoriques" recherchent d'abord, dans l'allure de la solution, les références
nécessaires. Ils procèdent par ajustement, mais en réfléchissantà tout moment sur l'effet
des différentes fonctions (laquelle "dirige" l'autre ...) ;
- les élèves "expérimentateurs" se situent entre les trois types précédents: quelques
recherches de formalisation du problème, quelques manipulations de la machine,
quelques recherches d'objets de référence ... Du coup, le travail piétine un peu ...
Il y a donc, dans l'investissement de la recherche, deux pôles:
- les élèves scolaires, et les élèves rationnels, un peu sur la défensive;
- les élèves "bricoleurs" et "théoriques", qui sont le moteur des découvertes
successi ves ...
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Pour relancer la recherche, une semaine après •••

Je reviens sur la question posée dans le préambule: pourquoi ce choix du repère, et
pas un autre? Les élèves, fidèles à leur habitude de ne lire dans un problème ni
l'introduction, ni les annexes, n'ontpas abordé cette question, qui n'est pourtantpas sans
intérêt...

Je présente ensuite à l'aide de transparents toutes les solutions présentées ci-dessus,
avec les problèmes posés. Chacun des auteurs commente sa solution, détaille les
mécanismes de recherche, pour toute la classe.

J'insiste particulièrement sur:
- la nécessité de donner un historique de la recherche;
- la nécessité de fixer clairement les contraintes: on recherche une fonction continue,

dérivable, avec une dérivée en zéro nulle, et une limite en+00, et qui respecte les
contraintes du relief;

- la nécessité de vérifier que ces contraintes sont respectées, en utilisant les ressources
du calcul exact dans l'application initiale;

- la nécessité d'utiliser les capacités de la machine en ce qui concerne l'écriture des
fonctions ( les fonctions définies par morceaux) et la résolution des systèmes;

- j'indique que, pour définir une fonction "par morceaux", il est plus efficace d'utiliser
la syntaxe "when ... " que d'écrire un programme: le programme ne permet pas d'obtenir
la dérivée, ce qui est essentiel pour régler les raccords, et ensuite, pour optimiser les
tracés.

Pour finir, je récapitule les deux stratégies qui ont été utilisées jusqu'à présent: soit la
recherche d'une seule forme de fonction, soit la recherche de plusieurs tronçons avec des
raccords convenables.

Les deux stratégies ont des avantages ... et des inconvénients:
- la première nécessite de tenir compte de toutes les contraintes en même temps. De .

ce point de vue, il faut se souvenir qu'il faut en général autant de degrés de liberté que
de contraintes ... L'avantage de cette stratégie est qu'il n'y a pas de problème de raccord à
gérer, et que, si les fonctions utilisées sont dérivables, le résultat global est d'emblée
continu et dérivable ...

- la deuxième permet de gérer peu de contraintes à la fois. mais on doit contrôler le
caractère continu et dérivable de tous les raccords ...

Mais quelque soit la stratégie choisie,il est indispensable de travailler avec des
fonctions qui font référence: quand on recherche un type de courbe, on doit avoir en
tête un type de fonction, c'est à dire avoir en mémoire une bibliothèque de fonctions
bien organisée !

Le problème est relancé dans la classe pour encore 15 jours de recherche personnelle
ou collective !

J'ajoute aussi une question, qui n'est pas tout à fait un gag: peut-on imaginer une
trajectoire de l'avion avec un looping?

Au-delà de la plaisanterie, il y a dans cette question une double préoccupation:
- faire en sorte de maintenir la tension de recherche des élèves qui sont très en avance
- faire réfléchir sur ce qu'est une fonction. Il ne faudrait pas que la définition d'une

fonction Il par morceaux" ne dilue la caractéristique d'une fonction: une variable, une
image ...

Remarque: le jour où je propose le looping, Jérôme s'exclame: " mais ce n'est pas
possible! Un même point aurait plusieurs images! ". Preuve que l'idée de fonction a fait
son chemin ...

•••• •••• •••• •••• •••• ••••
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Problème long, II

Lé retour ••• Les mêmes, trois semaines après.

Trois semaines après, le Jeudi22, chacun revient avec de nouvelles propositions de
solutions. Qu'ont apporté de nouveau le temps de maturation,le retour critique sur les
premières solutions? (Tant pour les professeurs que pour les élèves ...)

A. D'abord du côté des professeurs •••

La recherche sur un problème ouvert est assez intéressante du point de vue de
l'observation des mécanismes qui se mettent en place. Chez l'élève, comme chez les
professeurs qui assurent le suivi de l'expérimentation!

Nous nous sommes en effet posé la question: sur quelles pistes sommes-nous partis, et
pourquoi?
Pour constater que, comme les élèves, nous étions partis en bricolant, en déterminant
une fonction sur un premier tronçon, puis en recollant sur un deuxième tronçon... et
ainsi de suite.
Il semble que la disposition d'un outil assez puissant, et la curiosité d'en explorer les
différentes facettes, ont agi dans le sens de ce "bricolage"expérimental.

Si nous appliquonsà nous-mêmes les conseils que nous donnonsà mes élèves, nous ne
partons pas de la même façon. Nous examinons le problème, nous cherchons des
analogies avec des problèmes connus, nous essayons de le rattacherà une classe de .
situations familières.

Il s'agit finalement, si on ne retient pas dans un premier temps les contraintes de
décollage et d'atterrissage, d'un problème de fonction de classe Cl (au moins) à faire
rentrer dans un tuyau. Mais, bien sOr,c'est un problème de convergence uniforme d'une
suite de fonctions! Et pour cela, nous disposons de théorèmes puissants d'existence
(Weierstrass!), et même de méthodes de construction d'objets via les polynômes,
version Bernstein, ou lespolynômes trigonométriques.

On retrouve aussi l'idée que la limite uniforme de fonctions dérivables n'est pas
nécessairement dérivable. La méthode de constructions d'objets envisagée ne nous
donnera pas des solutions optimales (elles n'existent pas toujours, cf correction page
281), mais des solutions adaptables, en modifiant la fonction affine d'appui, ou en
prenant des termes de la suite construite "de plus en plus loin".

Par ailleurs, on se pose aussi les questions de majoration, ou minoration, des constantes
qualifiant les fonctions trouvées (intégrale, et maximum de la valeur absolue de la
dérivée) :
- l'intégrale est nécessairement supérieureà 12 (relief oblige) ;
- le maximum de la valeur absolue de la dérivée est nécessairement supérieurà 1
(inégalité des accroissements finis oblige, il suffit de considérer le parcours "affine par
morceaux"). .

Une fois définis les contraintes, et un cadre théorique adéquat, on peut reprendre la
recherche, mais dans de toutes autres conditions que lors des premiers tatonnements
expérimentaux!
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1.Version polynômes trigonométriques(rédigée par Maryse Nogu(}s)

Toute fonction numérique continue de période 21t est limite uniforme d'une suite de
polynômes trigonométriques.
Si f est une fonction numérique continue sur un compact [a,b], on se ramène via un

changement de fonctionà g 21t-périodique vérifiant g(a)= g(b). On peut alors approcher
la fonction g par une suite de polynômes trigonométriques. Via la transformation
réciproque, on se ramène alors à f qui est ainsi exprimée comme somme d'une série
trigonométrique, modulo une fonction affine.

Premières approximations;

Pour construire cette suite, nous avons pris dans un premier temps comme fonction f
une fonction affine par morceaux réalisant les contraintes de parcours (voir ci-dessous),

mais surie compact [0,41t] pour simplifier les changements de variable nécessaires.

- Pour que sur [a,b], on ait f(a)= f(b), on utilise la fonction;
f(b) - f(a)

x -+ f(x) - . b _a (x - a)

Ce qui donne ici f(x)+ à x - !!x car a= 0; b = 41t, f(O)= 0 et f(41t)= -21t+ ~ .

- Pour ce ramerier à l'intervalle [O,21t],on effectue le changement de variable;

t f: 2it ~~: ce qui donne ici t=~ .

On obtient ainsi la fonction g(x)= f(2x) + x - ~ x .
41t

f et g sont entrées respectivement en y 1 et y2.

Par ailleurs nous avons aussi décalé la fenêtre de représentation des courbes:
[1,1; 13].[0;5,1].

l1a,X:S 32.5·x -7.5,.x:S 5
5,x:S6 el

-2.5·x + 2a~x:S7 else'
2 5 x -< la 'lll{ -:S'·X:;: 7,5,.0150,0150

l5'x1(2'x)+x-- 4'n

- Le polynôme trigonométrique d'ordre k correspondantà Y2 est alors:
n=k

[Lelong-Ferrand 1977] P(x)=~ + r (an cos nx+ ho sin nx)
n=1

avec ao=! f1t y2(x) dx, an=! f1t y2(x) cos nxdx et bn =.! f1t y2(x) sin nxdx pour
1t0 1t0 1t0

n variant de 1àk
et pour obtenir celui correspondant à YI on fait les transformations réciproques, ce qui
donne:
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P'(x) = P(!) _! + 15x
2 2 87t

- On a calculé successivement les polynômes obtenus pour k= 2, k = 5 et k = 10.
Mais si l'on peut entrer directement les formules de calcul dans les fichiers y de la
calculatrice, le calcul est ensuite très long et le traçage de la courbe très difficile : pour
chaque valeur la calculatrice refait les calculs.
Ainsi seulement pour k= 5, le temps de traçage est ... : j'ai "planté" la calcultrice (5h).
Pour k= 2, j'ai essayé, puis renoncé après 1h 30 minutes.

Essayons de comprendre l'origine de cette lenteur.
Je fais calculer pour k= 2, en mode approché P' (1) (donc pour une seule valeur) : la
réponse est -0,488307835009, obtenue après 10 minutes environ. Il y a 238 points de
calcul en écran graphique et les calculs se font en mode approché. Donc si la
calcûlàtrice recommence bien les calculs pour chaque valeur,il faudrait environ lOx238
minutes. Cela fait plus de 39 heures ...

- On a donc entré les formes exactes dans les fichiers y de la calculatrice, mais demandé
ensuite le calcul de la fonction cherchée P' (x) en mode approché dans l'application
principale (cela donne les coefficients sous forme approchée), et c'est cette fonction qui
est représentée.
Le temps est alors raisonnable: au plus 30 minutes pour le calcul en mode approché des
P' (x) pour k= 2, 5 ou 10. Notons que pour k= 10, on a rajouté les termes manquants
en sin et cosà la fonction précédente.

- En conclusion, il reste de toute façon les problèmes de bords, ainsiil faudrait
raccorder sur l'intervalle [0; 3,5] par exemple à gauche avec une fonction du type ax3 +
bx2 et sur [12; +oo[ à droite avec une fonction du type (ax+ b) e-X•
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Par ailleurs on aurait pu prendre une fonction qui ne soit pas nulle sur l'intervalle [0,3],
le polynôme obtenu oscille sur cet intervalle autour de 0, de même on aurait pu prendre

f(41t) =°ce qui aurait seulement entraîné le changement de variable t=~.

- Pour k = 5 on a déjà une fonction qui approche "bien" la fonction de départ. Reste à
contrôler cette convergence ......

Mais les fonctions à développer en série de Fourier sont plutôt, dans la pratique,
données par une liste discrète de points, et on utilise ensuite sur ces données des
formules d'approximations [Mathematics at a Glanee 1975].

Awroximations discrètes:

- On choisit ici de- subdiviser 41t en 2m= 24 intervalles et on se donne tes valeurs
correspondantes de y :Yi pour i de 0 à 2m-l = 23 (le fait de prendre 12, 24, 36 ou 72
intervalles permet de simplifier les calculs).

rrl~T: n"',T n ~] F'I ,TI rs..,TI F' ....Ji7 1T....F 2001'1 Trace ReGraph Math Draw ...

Il Il

Or-- 0

1 1Il
0

0 IlIlIlOOO

0 Il
a

a Il
Il

Cn
IMAIN RI [KAC rUNe

Les 25 valeurs de f(x) sont

données sur [0,41t] par la liste:

o - 0,1 - 0,3 - 0,6 - 1 - 1,5 - 1,9 -
2,5 - 3,2 - 4 - 2,8 - 2,5 - 2,5 -2,5 -
2,5 - 2,5 - 2,4 - 2 - 1 - 0,2 - 0,1 -
0-

- Pour simplifier, et avoir déjà f(a)= f(b), on a pris f(O)= f(41t) = 0, ce qui demandera

ainsi seulement un changement de variable t=~ par la suite.

- Le polynôme trigonométrique d'ordre m
n= 11

P(x) = an + L (an cos nx+ bn sin nx) + a12 cos 12x
v , n=1

1 .i=2m-l
avec: ao=- LYi

2m i=l

1 i= 2m-l nni
an= m ~ Yi c0s-m pour n de 1 à m

1=1

1 i= 2m-l xni
bn = m .L Yi sin:-m pour n de 1 à m-l

1=1

est alors une approximation de la série de Fourier de f.

En fait, ces coefficients sont obtenus en résolvant le système à 2m inconnues et 2m
équations qui expriment la coïncidence de P et f sur les 24 pointsXk :

P(Xk) = Yk pour k de 0 à 2m -1.
- Avec la calculatrice, difficile de gérer les problèmes de multiplication et sommation
même en utilisant des listes: on n'obtient pas les résultats ... dépassement de mémoire.
Malgré tout, cela marche-t-il bien ...?
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On fait les calculs avec un tableur de l'ordinateur, on entre la fonction dans la

calculatrice, sans oublier que, pour dilater ensuite sur [0,431:],il faut faire tracer P~).

Ca ne marche pas du tout...Le livre où on a pris lesformules [Chabert 1994] a oublié

d'inscrire 31:pour le calcul des coefficients. Recherche dans un autre livre [VEB 1975],

coefficients complexes qui incluent 31:... Calculs recommencés et résultat ci-dessous:

P(x) = 2,0625 - 1,7852956 cosx -0,1646528 cos 2x - 0,179044 cos3x+ 0,025 cos4x +
0,04651377 cos5x+ 0,04166667cos6x - 0,04328775 cos7x - 1,7116.10-15 cos8x-
0,0376227 cos9x +0,02298609 cos1Ox - 1,2639.10-3 cosllx + 0,025 cos12x +
0,03454591 sinx - 0,5522916 sin2x+ 0,42391715 sin3x - 0,1010363 sin4x
+0,10730996 sin5x - 0,0666667 sin6x+ 0,01400869 sin7x - 0,0288675 sin8x +
0,02391715 sin9x + 0,0162492 sin10x+ 0,02784718 sinl1x.

En fait, en observant de plus près,il ya un problème juste avant 431:,l'avion va s'écraser.
Il faudrait revoir les données initiales pour améliorer, ou alors prendre plus de points :
36,72 ...
De toutes façons,ilmanque la tangente horizontale en°et l'atterrisageà l'infini...
Derniers ajustements indispensables!
Ce sera pour l'année prochaine ...
Fin (provisoire) de l'étude versant Fourier.

Illustraüon ci-dessus: ëloee de l'inutile ...

f f.f , , , f f f f , ,
, , , , , , , f f f f

f f f , , , f , f , f f
f f f , f , , , f f f

f f f f , f f , , f , ,

2. Version polynÔMes de Bernstein

Le théorème de Bernstein assure: " Toute fonction continue est limite uniforme, sur
tout compact, d'une suite de fonctions polynômes".
On va donc définir une fonction continue, par exemple affine par morceaux, sur
l'intervalle [0, 12], qui réalise toutes les contraintes, sauf celles "aux bornes".
Pour modéliser la contrainte de départ,on débute la courbe par une fonction nuUe entre°et3.
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Puis je vais définir la suite des polynômes de Bernstein, et je vais aller assez loin pour
que lepolynôme obtenu passe dans un tuyau assez fin, qui évite les reliefs. La
convergence uniforme m'assure que cette fonction existe. Mieux, puisqu'il s'agira d'une
fonction polynôme, elle sera non seulementCl, mais COO...

On rappelle que, pour une fonction f, continue sur un segment la, b], la suite des
polynômes de Bernstein est obtenue en faisant la somme, pour i variant de0 à n, de

. b-a x· x .
C~f(a + iIl ).(b _ a)1. (1 - b _a)0-1.

On appellera polynôme de Bernstein d'ordre n ce polynôme.

Voyons les premiers résultats, et l'effet de la convergence uniforme de cette suite de
polynôme vers notre fonction affine par morceaux.

Polynôme de Bernstein d'ordre 5

Polynôme de Bernstein d'ordre 10
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Polynôme de Bernstein d'ordre 20
Les temps de calcul augmententà chaque fois de façon importante ...

Polynôme de Bernstein d'ordre 40
On y est presque! Les temps de calcul continuent de croître ( 30mn de calcul pour ce
dernier polynôme ...) .

1 <. 24*i >*<...

Polynôme de Bernstein d'ordre 50

Encore un petit effort!

Mais il faut essayer de rationnaliser un peu la recherche, en analysant ce qui fait
obstacle; C'est manifestement le coin du "nuage" qui "accroche".

On peut alors, certes augmenter le degré du polynôme de Bernstein, mais aussi changer
la fonction affine d'appui, pour l'éloigner du coin fatal.

Ce que l'on fait ci-dessous, pour augmenter les chances de succès.
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Polynôme de Bernstein d'ordre 100

Ouf,~ous y sommes... (sous réserve de menues vérifications que l'on épargnera au
lecteur ... et au rédacteur ). Il a fallu 5 heures de calcul pour la TI-92.

Remarque 1 :

On constate ici la souplesse beaucoup plus grande des polynômes trigonométriques. A
l'ordre 5, on avait une fonction trigonométrique convenable, alors que l'on a du aller à
l'ordre 100 pour atteindre un bon polynôme ...

Remarque 2:

J'ai réalisé, mais un peu tard, qu'on gagnait un temps considérable en développant le
polynôme dans l'application initale (Commande Expand), puis en stockant la forme
ainsi développée dans le fichier de fonction.

Le temps de calcul est alors divisé par 10 (3Omn pour tracer le polynôme de Berstein
d'ordre 100).
Le problème est que la représentation graphique du polynôme, vite tracée, ne convient
plus:

On aperçoit encore, derrière le
"rideau" polynômial, la fonction
affinéd'appui.

C'est pourtant le même polynôme
de Bernstein d'ordre 100, mais
rentré sous une autre forme que
précédemment.

rT1~1n· Fl r.. rs ... r''''1f1 ~...F ZOOM Trace ReGraph Math Dra.., •

li
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Comment expliquer cette différence?
Dans la première version, on avait rentré le polynôme sous la forme de la somme

de i = 0 à i = 100 de C1:x, f(0,12 i). ( t2 )i. (1 - 1~ )l00-i.

Dans la deuxième version, on a rentré le polynôme sous la forme développée.
Dans les deux cas, les coefficients sont rentrés en calcul exact.
Mais, dans l'application graphique, ces expressions sont gérées en calcul 8,tlproché. Et la
deuxième forme est sans doute plus sensible aux arrondis multiples imposés par ce
"gros" calcul.
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On assiste là à un phénomène du même type que lors du TP 14 : deux suites égales
étaient traitées différemment dans les tableaux de valeurs, qui gèrent des valeurs
approchées ...
Ce qui pose d'ailleurs un problème redoutable : puisque l'application graphique donne
deux allures différentes pour la représentation graphique d'une même fonction, laquelle
est la bonne" A moins que toutes les deux soient mauvaises ...
On peut répondre à cela de quatre façons :

- en s'appuyant sur la "vraissemblance" des tracés : on a vu l'amélioration progressive
des tracés, en augmentant le degré des polynômes de Berstein ... Il serait étonnant que
l'approche constatée de la fonction affine par le polynôme de degré 100 soit le résultat
d'une erreur de la machine!

- en travaillant en valeur exacte: ce qui suppose de faire des "sondages", sur des points
particuliers de l'intervalle considéré ... Mais une observation discrète ne nous donne
aucune certitude sur ce qui se passe entre les points choisis!

- on peut étudier les deux formes (la forme de somme, et la forme développée), pour
comprendre l'origine de leur traitement numérique différent, en calcul approché. Je n'y
suis pas arrivé ... Mais avis aux amateurs !

- enfin on peut en venir au contrôle numérique de la qualité de l'approximation : on

dispose en effet de la majoration18 1 f(x) - Pn(x) 1 ~-L2M + -2
e
, où Pn est le

4na
polynôme de Bérnstein de degré n, M un majorant de la valeur absolue def, et ( e,a )
un module d'uniforme continuité de f (f étant continue sur un segment, elley est
uniformément continue ).
Ici, une considération géométrique simple montre queil suffit que 1 f(x) - Pn(x) 1 soit
inférieur à 0, 2 si on veut éviter que la fonction ne percute le relief.

On peut alorsprendre e= 0,2. Par consédération de la portion affine de plus forte pente

( en valeur absolue, c'est 4 ), on trouvea = 0, 05. Par ailleurs, M= 5.

D'où la majoration nécessaire :4n
1
a
2

M s0, 1, c'est à dire 0, gIns0, 1. C'est à dire

qu'avec n ~ 5000, on était tranquille.

Mais on pouvait attendre quelques semaines pour le traçage effectif de la courbe par la
machine. On voit l'écart entre condition suffisante, et condition nécessaire ...
On en restera à l'idée que le polynôme de degré 100 convient bien.

Remarque 3

Revenons à ce polynôme de Bernstein d'ordre 100. Ce polynôme, bien qu'il soit d'un
degré très élevé, a (si on en reste à notre première impression) un comportement très
sage sur l'intervalle. Mais en dehors de cet intervalle? On regarde par exemple ce qui se
passe sur l'intervalle[-5 ; 18, 8]19. On voit ci-dessous que, dès que le polynôme quitte
l'intervalle oùilest censé approché la fonction affine,ilexplose ...

18Voir sur ce point le livre d'exercices d'Analyse de Flory, Tome 2.
19On a choisi cet intervalle pour bénéficier de points de calcul décimaux "simples". Il y a en effet dans
l'application graphique 239 points de calcul. Sur l'intervalle choisi, le premier point de calcul sera donc
-S,le suivant-4, 9, etc. En fait, même avec des points décimaux moins "simples", c'està dire avec une
fenêtre prise "au hasard", le même phénomène apparaissait ici. Cependant le temps élevé de calcul (S
heures!) interdit de faire trop d'observations aléatoires ...
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La mobilisation de la commande
"maximum" de l'application
graphique donne un maximum de
près de 5000 pour la fonction
quand x varie entre 12 et 13 !

Fin des remarqyes. et retoUr au problème.

On a ici, avec un polynôme de dégré 100, une solution de classe Coo, Pour achever la
résolution, il faut opérer un raccordement dérivable avec une fonction du type ax3 + bx2

sur [0, 3] pour assurer les conditions du décollage, et un raccordement avec une
fonction du type (ax+ b)e-X sur [l l, +oo[ pour assurer l'atterrissage ...

Par ailleurs, cette méthode "Bernstein" donne l'amorce des deux optimisations
(relatives ...) de la deuxième question.
- pour l'optimisation type "avion espion",à intégrale minimale, on pourra prendre
comme fonction affine à approcher une fonction "proche" du relief lui même;
- pour l'autre optimisation, on prendra comme fonction affine par morceaux le plus court
chemin. "
Petit problème cependant, on n'est pas certain que l'approche se fera en respectant les
reliefs. Ce qui nécessite de laisser une "petite" marge de sécurité!

Morale et fin dc":J'histoire. coté professeur.

On réalise que cette deuxième résolution est très différente dans son esprit de la
première, il y a trois semaines. Au lieu de traiter bout après bout le problème, on a
d'abord attaqué le coeur de la question, par recours aux résultats de référence du cours
d'analyse. Puis on a procédé aux ajustements nécessaires. Et on peut même se poser
alors la question: le bricolage petit bout par petit bout n'était-il pas plus efficace qu'une
solution globale?
Mais ce détour a permis le recul, la réflexion, la prise de distance avec l'outil.
Ce qui, a priori, n'est pas toujours naturel! Même pour un professeur de
mathématiques ...

Ces détours n'ont pas d'utilité immédiate pour les élèves. Leur intérêt, ici, est de
permettre la comparaison des chemins sinueux de la recherche, pour les élèves et les
"experts", avec la disponibilité d'une "machineà calculer" efficace.

Eloge de l'inutile (2)
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B. Ensuite du côté des élèves.

Plusieurs éléments à prendre en compte du côté des élèves:
- c'est la dernière semaine avant les vacances de Février. Lafatigue est là ...
- en même temps, la pression du bac sefait sentir: est-ce que cela sera vraiment utile?
-les élèves qui avaient cherché une solution globale se sont épuisés à la tâche : ils
arrivent ce jour en disant" on a cherché des heures et des heures, et on n'a rien trouvé"
( Jérôme, Vincent) Hélas, ils n'ont gardé aucune trace de ces nouvelles recherches ...

Comme pour le derner TP sur ce thème, les comportements des élèves sont très éclatés:
-les élèves qui n'ont rien fait chez euxfont quelques tentatives de résolution; mais en
un heure, ils ne vont pas très loin...
- ceux qui sont arrivés avec un rapport de recherche toutprêt n'ont plus grand choseà
faire ..
Les échanges entre les uns et les autres sont intéressants quand l'écart de recherche
n'estpas trop important. Si d'un côté l'un a toutfalt, et de l'autre côté, l'autre n'a rien
fait, la seule communication possible est... la transmission des résultats!

Globalement, j'estime que la moitié de la classe a fait un très gros travail de recherche,
un quart de la classe a un peu cherché, et un quart de la classe n'a rien fait.

On vafaire le choix ici de regrouper les réalisations des élèves par type de travail, en
essayant de noter les évolutions apparues au cours de la recherche.

Les bricoieurs

On a déjà signalé des évolutions parmi ces élèves. Certains sont rebutés par
l'investissement nécessaire pour comprendre les mécanismes de la nouvelle machine.
Ceux-là ont fait assez peu de choses ( "bricoleurs paresseux"). Les autres se sont assez
vite familiarisés avec les différentes fonctionnalités de la machine ( "bricoleurs
entreprenants"). Il me semble que la relation avec la machine est alors assez exclusive...
Un bon représentant de ce type de travail, ~ (voir première réalisation page 180).
C'est lui qui avait imaginé les "manchons" pour un raccordement régulier des tronçons.
Malgré les remarques faites en cours lors du premier retour critique,il redonne une
réalisation du même type.
Il la pousse même plus loin, donnant d'autres propositions "plus harmonieuses" de tracé,
témoignant d'une réelle habileté dans la manipulation des fonctions. Il passe à
l'intégration, ce-qui ne pose pas de problèmes, s'agissant de fonctions "continues par
morceaux". Il intégré même jusqu'à l'infini, ce qui "marche", puisque la dernière
fonction contient une exponentielle.
Il n'est nulle part question de dérivation.
Il est vraiment resté dans son problème, ou plutôt dans sa problématique, totalement
déconnecté des indications du professeur.
Autre représentant de ce type de travail, Nikola : "par dichotomie graphique, on essaie
de mieux raccorder les courbes, on obtient quelque chose de continu ( à vérifier
théoriquement)" .

Un autre représentant de ce type de travail, Alexandre, réalise une courbe sans
manchons : " nous avons réussi à trouver après de nombreuses heures de travail l'allure
la plus parfaite à notre goût que nous puissions trouver".

On verra ci-dessous que la fonction trouvée n'est pas particulièrement adéquate: elle
percute les reliefs, et les raccords sont presque dérivables, c'est à dire qu'ils ne le sont
pas...
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Certains élèves "bricoleurs" ont fait un travail très complet. Ainsi Cyril et Patrice ont
ajusté au plus près leur fonction: elle est "presque continue", "presque dérivable".

Ils calculent l'intégrale. et constatent qu'elle diverge ( le dernier tronçon est en effet

;;1 ). Ils enconcluent que" ce n'est pas bon1". Puis ils passentà l'étude de la dérivée: .

Ils concluent alors à l'existence d'un nouveau problème à cause des points anguleux de
la courbe...
On voit aussi là un bon travail de "recherche approchée de solutions", mais les
contraintes ne sont pas traitées systématiquement, en mode exact, et les notions
théoriques restent floues...

L'hypothèse que l'on peut faire est que, pour ces élèves, l'aspect "calcul exact", ou calcul
formel, n'est pas pris en compte. La TI92 est utilisée comme une super-calculatrice
graphique, avec des potentialités fort utiles ( elle dérive, elle intègre ). mais elle
n'entraîne pas "naturellement", une prise en compte des problèmes théoriques.
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Les scolaires

Ces élèves utilisaient assez peu la calculatrice graphique. La TI92 fournissant des
réponses à des "questions de cours", elle est beaucoup plus sollicitée. Mais son
utilisation n'est absolument pas maitrisée. Il n'y a en fait ni maîtrise des contraintes que
doit respecter la fonction, ni maîtrise d'une stratégie cohérente. On verra dans le travail
de Caroline l'effet "boule de neige" de la complexité numérique que cela entraine :
- elle commence par écrire" nous avons décidé d'utiliser la fonction x2.e-x qui passe
par (0, 0), qui a un maximum, et une limite en+00 égale à 0". C'est ce qui avait été
évoqué en cours. On reconnaît bien ici cette démarche de "coupé-collé" de micro-
stratégies, qui sont évoquées, mais pas nécessairement mises en pratique.
- en fait cette fonction va être plaquée, sous des formes variées, sur chaque tronçon:

x2
sur [0; 4,9], 6,039096 ;

sur [4, 9, a ] , ( x - 3, 46 )2 . 8,1. e - ( x - 3.46) ;
sur [a ; 10] , e-(x - b) + 2 ;

Leurs calculs aboutissent à a= 6, 98611042943, et surtout:

b = ln ( - (8.1025 e6559060863359/2.1O- 3484723632149064547969793361» - 251n5 -
173

271n2+ 50'
On réalise l'effarante complexité des coefficients, qui ne permettent de réaliser qu'une
partie des contraintes: la continuité de la fonction ( dès le premier raccord,iln'y a pas
de dérivabilité)
Mais l'effet boule de neige fait que cette seule contrainte ne peut pas être respectée :
" on s'aperçoit que la fonction n'est pas bien rattachée". On remplace donc 6, 986 110
429 43 par 6, 73 : "on obtient alors une intersection qui semble parfaite". C'est à dire
que la validation est graphique. Autrement dit, on travaille en calcul exact, mais quand
les choses ne vont pas, on arrondit le tout.
En lisant cela, j'avais l'impression d'assister à la projection d'un film burlesque, avec
l'enchainement de catastrophe habituel. Et l'absence complète de contrôle de son destin
par le personnage, balloté par les évènements.
L'hypothèse que .l'on peut faire est que la prise en compte, par ces élèves, de la TI 92
entraîne une difficulté supplémentaire. Il y a, en fin de compte, affaiblissement du
contrôle, et perte de sens de ce qui est fait.
En particulier, la difficulté d'adaptation à la machine a empêché jusqu'à présent un
apprentissage essentiel : la distinction valeur exacte, valeur approchée.
Ainsi Karen, qui a eu beaucoup de mal à comprendre la syntaxe des fonctions définies
par morceaux construit la fonction suivante :

- si x < 5, f(x) =x.I~1;

- si x < 6, f(x) = - ( x - 5, 7) + 4, 65.
Puis elle écrit : "montrons que le raccord de ces deux fonctions vérifie la bonne
dérivabilité et une continuité: on s'aperçoit que lorsque x= 5 toutes les deux sont à peu
près égales à 4, 16, donc la continuité au raccord de ces deux fonctions marche bien."
En fait, Karen a identifié 104/25 et 25/6. La presque continuité est devenue continuité.

Les expérimentateurs

On observe là des évolutions assez interessantes : Damien et Etienne, des élèves que je
cataloguais comme bricoleurs, avec les calculatrices graphiques, ont des démarches qui
se sont enrichiesavec les TI92. Il y a une plus grande interaction entre des recherches
graphiques, des"calculs, et cela semble être un effet des potentialités de la machine.
Leur rapport derechercheest assez succinct : " après plusieurs jours de recherche, on a
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pensé àune méthode, une combinaison d'arcs de cercle et de segments".La discussion
entre les deux élèves est très animée. J'arrive à faire, au cours du travail, des copies
d'écran :

Les élèves me soumettent leur production: "on a même fait un looping! ".Avec une
question : "on ne peut pas récupérer l'équation des courbes 1" . Je leur renvoie une
remarque: leur trajectoire n'est pas la représentation graphique d'une fonction. Ils le
reconnaissent ( tronçons verticaux ...), et se remettent à l'ouvrage:

La séance se termine sur une dernière constatation : on ne voit pas comment cette
trajectoire pourrait être celle d'un avion ...

Ce travail me paraît asse caractéristique d'un groupe expérimentateur: plusieurs cadres
de travail mobilisés, souvent en interaction.

Les rationnels

Il Y a ceux qui fonctionnent déjà sur ce mode ( Michaël), et qui fournissent un travail
sans surprise: on repère les contraintes, et on résout des systèmes. Le travail foumi est
ici de qualité fort médiocre ( cela sertà quoi, est-ce que c'est au programme, etc ...).
Il est difficile de dire si la faiblesse des résultats est duà un investissement insuffisant,
ou à des habitudes de travail "automatique" : si on a a priori aucune idée du type de
courbe convenable, la recherche est sans doute assez difficile ...

Je constate un déplacement des attitudes habituelles de deux groupes:
- le groupe Christelle / Fabienne, ordinairement très expérimentateur, a essayé, après des
échecs successifs, de rationnaliser ses démarches. Contraintes, choix de fonctions,
résolution d'équations. C'est le seul groupe qui arrive à un résultat complet correct.
- le groupe Cécile / Stéphanie ( en fait le rapport est signé de Cécile seule ), que je
qualifie de "théorique", a travaillé ici de façon plus systématique. Rationnalisation des
démarches, et résultat convenable ( sauf le dernier tronçon: elle choisit une fonction du
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type aeb/x. Elle trouve comme valeur pour a: 6, 144.10 -6. La fonction admet en+ 00

comme limite a. C'est très petit, mais c'est pas O...).

Pour ces deux derniers groupes, la machine a eu un rôle très positif: elle a permis une
mise en ordre des reflexions et des actions ( pour le type expérimentateur ), une
traduction mathématique précise des idées générales ( pour le type théorique ).

Pourfa suite ...

Une fiche de travail est fournie aux élèves ( voir pages suivantes ), avec:
- une proposition de syntaxe allégée, pour l'écriture des fonctions "par

morceaux" ; plusieurs élèves ont en effet souligné que la syntaxe "when ... " était
complexe, et je ne voudrais pas que cette complexité fasse écran au travail théorique
souhaité ;

- un exemple de solution exacte, celle de Christelle - Fabienne, et des exemples
de solutions fausses;

- l'exigence reformulée de solutions exactement continues et dérivables;
- le relancement de la recherche de deux solutions optimales, la première du

point de vue de la dérivée, la deuxième du point de vue de l'intégrale.

Allégorie: envol de la recherche, individuelle, et collective.

(Espace de coloriage pour le lecteur fatigué)
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Problème long II (suite)
Note de synthèse distribuée aux élèves.

Des difficultés sont apparues, dans la réalisation du problème :
- difficultés de syntaxe ( le fameux when ...) "
- difficultés de compréhension du caractère continu, et dérivable des solutions
cherchées "
Sur ces points, d'utiles éclaircissements ...

Plusieurs rapports témoignant d'une recherche très sérieuse ont été rendus ( Cécile.
Cyril et Patrice, Fabienne et Christelle, Caroline, Pierre, Alexandre, Elsa et
Guillaume ...).

Une seule solution est convenable •••

C'est celle de Christelle et Fabienne. J'en profite pour suggérer ci-dessous une
syntaxe plus souple que la syntaxe "when", qui a semble-t-il posé problème. Il suffit
d'utiliser la commande "sachant que", en utilisant plusieurs fonctions.

On gagne en simplicité d'écriture, mais on perd en synthèse: pour la machine, on a
défini là 4 fonctions successives, que l'on ne peut pas réunir "formellement" en une
seule. Donc pour la dérivée, comme pour l'intégrale. on devra traiter chaque tronçon
successif.

Cette fonction est convenable, car elle vérifie les contraintes "aux extrémités"
(valeur et dérivée en zero, et limite en+00 ). les contraintes de raccords ( exactement
continus et dérivables ), et les contraintes d'évitement des reliefs.

[Fi ~TI F:t... J( n ...~I( ,......J, rs ù( Fi...FAlgebra Cale Other Prgr'110Clear a-z ...

• y1(5) ~
• y2(5) ~

• ddx(Y1(X»)1 x = 5 12/::

·lx(Y2(X») 1 x = 5 12/::

d(y2 (X) ..X) 1x=51
1MlllN. RADEX/l( .LUN( ..no

On voit par exemple ci-dessus la vérification de la continuité et de la dérivabilité au
point 5. Le raccord est exact ( et non "approché"!).
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Comment arriverà ce résultat?
Mais en choisissant des fonctions simples, en faisant les raccords en des points

"simples"( 5 et pas 5, 615 ...), en déterminant d'abord les contraintes, et en résolvant des
systèmes pour trouver des fonctions convenables ...

Exemple (ce n'est qu'une stratégie possible,il y en a d'autres ... mais c'est celle qui a
été utilisée par Fabienne et Christelle) : on veut au départ choisir une fonction nulle età
dérivée nulle en zero.La plus simple connue est x2 ( ou x3, ou ax2 + bx3 ... ).Mais on
veut aussi qu'elle passe par le point (5, 4). On rajoute donc un degré de liberté en

prenant ax2. Pour avoir f( 5 )= 4, il faut prendre a= 2~ . Le premier tronçon est ainsi

défini par f( x )= 2~ x2

Puis on va raccorder en 5 par la courbe la plus simple possible qui permette d'arriver

au point (6, 4). On veut donc f ( 5)= 4 ( pour la continuité), f' (5)= 2. ~.5 ( c'est la

dérivée de la fonction calculée au point 5). Et enfin f( 6 )= 4. Il y a donc 3 contraintes.
On va choisir trois degrés de liberté, avec une fonction du deuxième degré ax2 + bx + c.
On aboutit à un système de trois équationsà trois inconnues, que l'on résout sans peine.

Les autres solutions ne sont pas complètement
justes •••

Elsa et Guillaume commencent leur trajet par une fonction qui n'a pas une dérivée
nulle en zéro, Cécile termine le sien par une fonction qui n'a pas une limite nulle en
zéro.

Les autres ont des raccords qui ne sont pas dérivables ( et parfois même pas
continus ...).

Il faut rectifier ces erreurs ...

Une courbe trouvée, que faire ?

Rappelons qu'il y a deux types de courbe idéale que l'on cherche:

- la première avec une valeur absolue de la dérivée qui soit la plus faible
possible.Plus exactement, pour une fonction donnée, il faudra chercher la dérivée, puis
la valeur absolue de la dérivée, puis le maximum de cette valeur absolue. Celui qui aura
le plus petit maximum aura gagné ...

Voyons ce que cela donne pour la fonction de Fabienne1 Christelle

On notera que l'on est obligé de définir quatre dérivées, puisque la machine gère quatre
fonctions différentes. On vérifie ci-contre que la dérivée est bien continue ( par contre
elle n'est pas dérivable, mais l'énoncé ne le demandait pas).
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La plus grande valeur prise par la valeur absolue de la dérivée est en x= 5 ( ou x = 6 ) :
on a alors ( en valeur exacte)f ' (x) = 2, 4.

and x ~ le

Si quélqu'untrouve mieux ( c'est à dire moins ),il a gagné, sinon c'est Christelle et
Fabienne qui seront déclarées gagnantes ... par forfait1

• deuxième optimisation: avec l'intégrale de f qui soit la plus faible possible.

Voyons ce que cela donne pour la fonction de Fabienne et Christelle.
L'intégrale est obtenue ici en ajoutant les intégrales des 4 tronçons successifs.

Cela marche bien sur les trois premiers
tronçons. Problème sur le quatrième :
l'intégrale est infinie. La même
mésaventure est arrivée à la courbe de
Cyril et Patrice.

Ce résultat n'est pas étonnant: reportez-vous au cours sur les intégrales. On y avait vu

que la limite de l'intégrale det entre 1et a, quand a tend vers+00 , tend vers+00.

Mésaventure que l'onapas quand on calcule la même limite pour t~ , ou~t .

Si on veut avoir' une limite finie,il faut donc modifier la fonction sur le même tronçon!

A vos plumes, vos machines et vos
neurones pour le dernier épisode de la
recherche.

Rendez-vous le 9 Avril pour la
désignation du, de la, ou des gagnant
(e)(s) !
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Problème long, III.

Un problème long ••• qui fait long feu.
Ou la chronique d'une fin annoncée
en forme de queue de poisson ...

Le 9Avril, retour au problème long. En principe. En fait, le lendemain, commence un
bac blanc communà toutes les Terminales Scientifiques du Lycée. Et, trois jours après,
commencent les vacances de Printemps.
12élèves manquentà l'appel. Et, parmi les présents, un seul a repris son travail depuis
la dernière séance. Les autres assurent qu'ils remettront l'ouvrage sur le métier
pendant les vacances.
Ce que plusieurs d'entre eux feront bien.
On peut raisonnablement imaginer que le problème, pour cette année, a vécu.
Dernier retour sur ce problème donc, bilan, et perspectives.

Le 9 Avril, une seule copie est rendue, celle de Michaël. Le fait mérite d'être relevé,
puisque jusqu'à présent, cet élève (que je qualifie de "rationnel") s'était fort peu investi
dans la recherche. .

Après les vacances de Pâques, 4 autres devoirs sont rendus: celui de Caroline, celui
de Fabienne et Christelle, celui de Cécile, celui de Jérôme L et Vincent:

- celui de Caroline est en fait une reprise de sa dernière réalisation (cf page 265).
Elle n'a pas pu aller beaucoup plus loin;

- celui de Christelle et Fabienne comporte la rectification demandée (cf page 269) ;
- ceux de Jérome et Vincent, et de Cécile, contiennent des éléments nouveaux.
Vue la rareté des devoirs rendus, on peut se permettre de donner les devoirs de

Michaël, Jérôme-Vincent, et Cécile dans leur intégralité.
A l'occasion, on comparera ces solutions du point de vue des méthodes mises en

oeuvre.

A. Le travail de Michaël
(avec sa propre rédaction)

1. Trajet avec la pentela moins forte

En utilisant la méthode consistantà choisir le degré de la fonction en fonction du
nombre de degrés de liberté exigés, je trouve grâce aux fonctions empruntées aux
camarades (au départ) une solution. Mais le problème réside alors dans le tronçon du
milieu.

La fonction cube de Christelle et Fabienne ne permet pas un choix énorme car elle
est à peu près la seule de ce degréà convenir. La fonction carré ne permet que des
paraboles sans intérêt.

Je vise donc les fonctionsà degré4 ou 5,pour le tronçon de x ~6 à x ~ 10.

En partant deY2 = - ~~+ \~ + 1, de x ~5 à x s6, et de (X-~)2 +1 pour x ~ 10 (j'ai

mis un carré au dénominateur pour enleverle problème de l'intégrale20).

20Michaël fait allusion au travail de Christelle et Fabienne: elles avaient mis pour le dernier tronçon une
fonction homographique, ce qui posait un problème.pour la convergence de l'intégrale en+00.
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Je me suis aperçu plus tard que cela ne marchait pas quand même.
On a quatre contraintes. En effet:

[(6)= 4 [(10)= 2
-1

f" (6) = 10 [' (10) = -2.

Mais mon intérêt était aussi de passer par le point(7, 3). Le degré est donc de5. Après
plusieurs essais infructueuxà la main (6 ou 7 pages de calcul), je me contrainsà
utiliser la calculatrice. Grâce à l'option Matrix, mes calculs sont non seulement
grandement simplifiés, mais, en plus, enrichis.
On part de fïx) = ax5 + bx+ + cx3 + dx2 + ex + g

[' (x) = 5ax4 + 4bx3 + 3cx2 + 2dx + e.

En remplaçant x par ses différentes valeurs, et fïx) de même, on obtient sous forme
"matricielle" :

Matrice A.

1'."~IPlotF'~etupTC~11l-!;/~~~E'il:~:·l·;1utliil15~at
rx"l ~4 ~5

~
~( Co

BB lB lB .El

~
1 s;~

~ 0. 50~

~
:i4&\ ). JI L~

4ElElEl 31 JI 2~
7
1:r6cl=5

~Plot.F'~eR:::T~~ll T:i;ti~~!E.~l JUt'il r~~at
rx"l

.1 Ic2 Ic3 c4 c5

~

~ ;/2

~
-1/11:1

7 1 1

:r6c .=-l/lEJEJ
MAIN RADnA/: J'UN/:

Matrice B

Simult (A, B) donne les différentes valeurs de a, b.c, d, e,f, g. Là où cela devient
intéressant, c'est pour les deux dernières valeurs.]'(6) etf' (lO), que l'on a choisies ici
égalesà - 0,1 et - 0,01, qui deviennent entièrement modulables selon ce que l'on a envie
d'obtenir aux bornes de l'intervalle. Ainsi la fonction /J(x) de x ~6 à x ~ 10 est
adaptable. Et le perfectionnement est renouvelableà l'infini(on peut obtenir aux bornes

'une pente de -1O~OO). Il suffit ensuite de trouver une fonction!2(x) de x ~ 5à x s6

dont la pente soit de -fo en 6, et qui passe par(5,4) et (6,4) (facile grâce à la méthode

des dérivées). On obtient sans difficulté la fonction citée plus hautY2 = - ~~+ ll~ + 1.

Profitant de cette facilitation énorme et ayant découvert mon erreur pour(x-~)2 +l,je

cherche une formule permettant de trouver la fonction f4(x) de formule(ax ~ b)2 avec

sa pente en 10. On a alors:
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f. ( ) 1 f' (x) _ -2a
4X = (ax + b)2 et 4 - (ax + b)3

(ax ~ b)2 = 2 et (aX-~b)3 R (valeur demandée).

Michaël laisse R flottant, et résout "à la main", avec semble-t-il des passages traités
avec la TI -92.

R lOR+l
Cela débouche sura= - -fi et b = -fi .
Ce qui donne la fonction avec R= - 0, 01 comme voulu. On a d'ailleurs l'effet requis :
pente très faible et possibilité de précisionà l'infini pour l'intégrale (en ajustantR).
Il suffit ensuite de trouver /J(x) tel que /J(x)= ax2 + bx + c, avec:

-1
f1(6)=4 f'1(6) = 10 f1(O)=0 f'1(0) =0 (IMPOSSIBLE).

On prend donc f 1(X) = ax3 +bx2 + ex + d.

c = 0 et d = O. Après calcul, on trouvef 1(X) = - ~x3 + ~x2.

On a donc :
3 23

f 1(x) = - 50 x3 + 50 x2 pour X$.5 ;

x2 11x
f2(X) = - 10+ 10+ l, pour 5sx$.6 ;

f3(X)-2~~x5- i=x4+ 3{~ x3 _ l~i~nx2+ IO:~~83 x- ~2 pour ôsxslû

1
f4(X) = x 39 pour x ~ 10.

(4()(h/2 + 4üV2)2

Graphique def

Graphique def '.

Michaël note: le maximum de la
valeur absolue de la dérivée est
1, 25,mais c'est améliorable grâce
au système des matrices.
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Pour terminer,ilnote:

De plus l'intégrale de cette fonction
a une valeur finie, même si elle
n'est pas compétitive.

A la réception, je pose évidemment la question: cela veut dire quoi, "non compétitive"?
Réponse de Michaël:
si on rase les reliefs, l'objectif est de se rapprocher le plus possible de12, c'est à dire
"l'aire des reliefs ".Ce qui relève d'une bonne compréhension des contraintes!

B. Le travail de Jérâme L et Vincent.
(avec leur propre rédaction)

Ière courbe sur[0, 6}.

On veut chercher une courbe dela forme f(x) = ax6 + bx5 + c.
On a choisi des exposants forts. Orc = 0, car f(x) doit passer par l'origine, donc
f(x) :::ax6 + bx5.
On veut que la courbe passe par les pointsB et C respectivement(5,4) et (6,4).
Donc a56+ b55 = 4 et a66 + b65. = 4.
A l'aide de la fonction Solve, on obtient:

_ 4651 L.- 31031 , ' _ 4651 6 31031 5
a - - 6075000 etlF 6075000 .D ou f(x) -- 6075000 x + 6075000 x .

D l' . f' ( 6ax5 5b 4 4651 5 31031 4e a on tire x) = + x = - 1012500 x + 1012500 x .

Donc, au pointC (x = 6): f' (6) = - ~~2

2ème courbe sur[6, JO}.

La deuxième équation est de la formeg(x) = ax ' 5 + bx -4 + c.
On choisit des exposants sufisamment forts pour quela courbe ne coupe pas [D,El.
g' (x) = -5ax -6 - 4bx -5 .
On veut quela courbe passe par les points C(6,4) et E(10,2).
Pour C, a6-5 + b6-4 + c = 4

Pour E, a lû: 5+ bl O 4 + c = 2. On sait de plus que la dérivée defïx] en C doit être
égale à la dérivée de g(x) pour que les deux courbes soient tangentes enC:

- 24562
-5a6-6+b6-5=g'(6)= 9375 .

Par résolution du système, on obtient:

( ) - 10787699232 _5 _7114897116 -4 7163419 d' ü '(10) _ 46573137
g x - 161875 .x 809375 x + 3237500' 0 g - 2529296875'

3ème courbe sur [JO,+ooJ.

O nd b d 1 fi k( )
_ a(x - 7)C

n pre une cour e e a orme x - eX _7 .
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On choisit (x -7) pour décalerla courbe de7 vers le droite par rapportà l'origine.
On veut que la courbe passe parE(l0,2), et k'(x) = g'(x) pour x = 10. Résolution de
système, et résultat:

_ 15315500661 _ 2& _c
c - 5058593750 et a - 27' 3 .
D'où k(x).

Après plusieurs journées acharnées de travail, nous avons atteint notre objectif: battre
le meilleur résultat obtenu précedemment ..en effet, nous arrivonsà vaincre toutes les
contraintes avec trois courbes.

On réalise là la complexité de la
fonction ainsi construite, qui
réalise l'ensemble des
contraintes ... ce qui d'ailleurs a été
vérifié avec la calculatrice par des
méthodes d'investigation variées
(aussi bien via l'application
initiale que via l'application
graphique.

Remarques mathématiques sur le travail réalisé par Jérôme et Vincent.
Ils n'ont pas abordé les calculs d'intégrale et de dérivée: et pour cause, les tentatives
d'intégration avec la machine se sont soldées par des échecs.
En effet la calculatrice ne sait pas calculer une primitive de la fonction pour x supérieur
à 10. Elle renvoie simplement la question posée. Cependant, si on demande une valeur
approchée de l'intégrale entre 0 et+00, on obtient une réponse ... (voir ci-dessous).

Pour le maximum de la valeur
absolue de la dérivée, on obtient
une réponse bizarre (voir ci-

62062
dessous) : +00, ou 13953

Difficile à interpréter. Et en plus
faux !...
Il Ya un petit jeu autour de l'infini
qui a de quoi laisser perplexe ...

[Ti ~ll r~. ,I~r)...JI rlt·.Tf rs ~~ n...F Algebra Cale Other Prgl"lIOClear a-z ...

·I~yl(x)dx 24.360~

• fMax(y2(x) ~x) 1 x ~ 0 x = 0) or x - 62062
- 13953

ft1ax(y2(x),",x)lx~EI
IMAIN RAD EIIA( rllNI" 2.'10

Remarques croisées sur les travaux de Michaël, Vincent et Laurent.
Il est tout à fait significatif d'observer l'évolution suivie dans les deux types de travaux:
- Michaël est parti sans recul sur le problème, en notant les contraintes, et en adaptant
les "degrés de liberté". Il en arrive à la fin de sa rechercheà envisager des
"perfectionnements renouvelables à l'infini", ce qui témoigne d'une réflexion sur le
travail réalisé ...
- Vincent et Jérôme sont partis d'une réflexion sur les fonctions de référence, sur leur
adaptabilité au problème posé, et ils en arrivent à une rationalisation des démarches.
Bref, des parcours croisés d'un élève plutôt "rationnel" et de deux élèves plutôt
"théoriques"... .

L'utilisation de la calculatrice, et la stimulation de la recherche, auront été les moteurs
de ces progrès ...
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C. Le travail de Cécile.
(avec sa propre rédaction)

On garde les4 premières fonctions (Cécile raccorde son travail avec ses résultats
antérieurs, cf pages 247 et 266).
[0, 2] Y= 0, 25x2 ;
[2, 5] Y = x - 1 ;
[5,6] Y= - x2 + llx - 26 ;
[6, 7] Y = - x + 10.
J'ai cherché d'abord laôèmefonction avant de trouver la cinquième afin de modifier
comme il se doitla pente de cette dernière au point de jonction en x= 10.
Cécile procède ainsi parce que, dans les tentatives antérieures, elle n'étaitpas parvenue
à déterminer la dernière fonction en bout de course. Elle commence donc par résoudre
la difficulté -Ia branche infinie- avant d'effectuer le raccord avec le début de la courbe.
Il faut une fonction dont la limite soit nulle en+00, et dont l'intégrale converge en une

limite finie 1. Conservons la forme ~,il faut que j( 10) = 2, soit 1~ = 2, d'où y6= 2~0

Or Y'6 = - ~ , soit y'6(10) = - 0, 4.
x

D'où cherchons la fonction comprise entre7et 10.4 conditions pour les raccords de
courbe et les raccords de pente. Donc on recherche un polynôme du 3ème degré.
Utilisation de la matrice sur la calculatrice, et détermination du polynôme.

11 3 98 2 878 1642
Sur [7, 10] y = - 135 x + 45 x - 45 x +27'

L'intégrale de la ôème fonction
converge vers 20. De plus sa
limite est nulle en+00.

Dans toutes ces6 fonctions, la
pente est au plus égaleà 1.

Remarque sur les travaux de Jérôme, Vincent, et Cécile:

La comparaison des deux recherches est intéressante: elle correspond à des objectifs
opposés.
Jérôme et Vincent, depuis le début, voulaient trouver une seule expression de fonction
(ou, àdéfaut, un minimum d'expressions) qui réalise les contraintes indiquées. Il étaient
prêts ainsi à accepter une complexité considérable des différentes coefficients, pourvu
que leur objectif soit atteint. Du coup, d'ailleurs, l'objectif du problème (optimisation de
la dérivée et de l'intégrale) était relégué au second plan.
Cécile, au contraire, vise les expressions les plus simples possibles, quitteà multiplier
les tronçons. C'est une autre conception du travail, plus "cartésienne" : décomposer le
problème en problèmes plus simples ... et qui lui permet d'aborder la fin du problème
dans de meilleures conditions.

Bref, on doit toujours gérer la même quantité d'informations, globalement, ou par petits
bouts.Le choix est affaire de stratégie ...
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Problème long III (suite)
Note de synthèse distribuée aux élèves.

Les meilleures choses ont une fin (provisoire) ...
On trouvera ci-dessous les solutions complètes, et justes, qui ont été rendues.
Les solutions incomplètes ont déjà été évoquées.
Tous ceux qui se sont penchés sur ce problème auront beaucoup appris ... même s'ils ne
s'en sont pas rendu compte!
Ce qui suit ne met pas un point final à cette recherche. A l'occasion, vous pourrez
remettre ce problème en chantier. Après le bac, par exemple, pour préparer la
prochaine rentrée scolaire. Que vous soyez amené à refaire des mathématiques, ou
non, d'ailleurs. Pour le plaisir de la recherche, pourquoi pas?

1. Les solutions elles-mêmes

1. La solution de Cécile.

Sur [0, 2]
Sur [2,5]
Sur [5,6]
Sur [6,7]

Sur [7, 10]

Sur [10,+oo[

f(x) = 0, 25x2;
f(x) = x - 1 ;
f(x) = - x 2 + llx - 26 ;
f(x) = - x + 10 ;

11 3 98 2 878 . 1642
I(x) = = - mX + 45 x - "45 x +--::zr;

200
I(x)= 2'x

2. La solution de Michaël.

3 23
Sur [0, 5] f(x) = - 50 x3 + 50 x2 ;

x2 llx
Sur [5, 6] f(x) = - 10+ 10+ 1 ;

S [6 10] f()
1207 5 49099 4 395317 3 _ 1573541 2 1030783 _ 6642

ur, x 28800 x - 28800 x + 14400 x 7200 x + 1200 x 5
1

Sur [10,+oo[ I(x) = x 39
(4()(.hj2 + 4O{i~2

3. La solution du professeur.

Sur [0, 5]

Sur [5,6]

Sur [6,10]

Sur [10,+oo[

4
f(x) = 25 x2 ;

8x2 88x
f(x) =- 5+ 5- 44 ;

7 99 469 157
f(x) = - 160 x3 + 80 x2 - 40 x + 4
f(x) = (1, 9x - 17)e- x+ 10.
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4. La solution de Christelle et Fabienne

Sur [0, 5]

Sur [5, 6]

Sur [6,10]

Sur [10, +oo[

4
f(x) = 125 x3 ;

fi( ) - 12x2 132x 68'x - - -5-+-5-- ,

3 151 63 179
f(x)=- 20x3+ 40 x2_yx+y

I(x) = - e- 0, 5x + 5.

5 La solution de Jérôme L. et Vincent

Sur [0, 6]

Sur [6,10]

Sur [10, +oo[

f( ) - _ 4651 6 31031 x5.,
x - 6075000 x + 6075000

fie ) - 10787699232 -5 _7114897116-4 7163419
x - 161875 x 809375 x + 3237500 '

_ a(x -7)C _ 15315500661 _ 2& _C
f(x) - eX_7 ,avec c - 5058593750 et a - 27' 3 .

2. Remarques sur les solutions.

Voir uniquement les solutions donne peu d'indications sur la méthode utilisée pour y
aboutir. Quelques réflexions donc sur les choix effectués.

Des choix nécessaires ...

Tous ceux qui ont réfléchi au problème, trouvé des solutions partielles, ont bien vu
qu'il fallait à la fois:

- avoir une petite idée des solutions convenables a priori (c'est à direconnaître
l'allure des principales fonctions de référence: "là une fonction carré irait bien ... ") ;

- analyser clairement les contraintes que le fonction devait satisfaire pour la
continuité et la dérivabilité;

- bien utiliser les commandes de la machine (pour la résolution des équations, puis
l'écriture des fonctions solutions).

C'est à dire que la résolution du problème supposait de connaître des mathématiques,
et de connaître le fonctionnement de la TI-92. Mais c'était aussi l'occasion d'apprendre
des mathématiques, et de se familiariser avec de nouvelles commandes de la machine!

Bref, pour réussir à trouver des solutions convenables, il fallait accepter de jouer le
jeu, de réfléchir, et de travailler un certain temps .

... et des choix personnels.

Il y avait aussi des choix de stratégie à faire:il est clair que, quand on regarde les
solutions trouvées, on réalise que Cécile d'un côté, et Vincent et Jérôme de l'autre, n'ont
pas fait les mêmes choix. L'une a multiplié les tronçons, pour bénéficier des fonctions
les plus simples possibles, les autres ont tenté d'avoir le moins de tronçons possibles,
quitte à se trouver avec des expressions très complexes ...

Des choix différents ont été faits aussi en cours de résolution: certains ont d'abord
déterminé les tronçons "extrêmes"(à droite et à gauche), puis déterminé un raccord
central, d'autres ont commencé par le tronçon de gauche, et ont raccordé au fur et à
mesure ...

Résoudre un problème, c'est faire des choix de stratégie, en étant capable de
réévaluer une stratégie si celle-ci aboutit à une impasse. Rien à voir avec l'application
de recettes toutes faites!

Un petit coup d'oeil maintenant sur les courbes obtenues.
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1. La solution de Cécile

Max If' (x) 1= 1

00 . 2573
Jo f(x) dx ="60:::: 42,88

2. La solution de Michaël

Max If' (x) 1 ::::1,25

J: f(x) dx = 2 ~~53 ::::824, 71

3. La solution du professeur

Max If' (x) 1= 1,6

00 149
Jo f(x) dx = 6::::24, 83

4. La solution de Christelle et
Fabienne

Max If ' (x) 1 = 2, 4

00 353
Jo f(x) dx = 15:::: 23, 53

5. La solution deJérôme
et Vincent

Max If' (x) 1:::: 2,61

00 .

J f(x) dx ::::24, 36
o
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3. Et enfin le "classement" des solutions 1

Il Y avait deux optimisations possibles: par la dérivée, et par l'intégrale, les deux
objectifs étant difficilement compatibles ...

Palmarès Optimisation dérivée. Optimisation intégrale.

1er Cécile Maxlf'(x)! = 1 (X)

Christelle-Fabiennef f(x) dx~23.53
0

2ème Michaël Maxlf'(x)l ~ 1. 25 (X)

Jérôme- Vincent f f(x) dx~24. 36
0

3ème Prof. Maxlf'(x)] = 1,6 (X)

Prof. f f(x) dx~24, 83
0

4ème Christelle-Fabienne Maxlf'(x)1 - 2, 4 (X)

Cécile f /(x) dx~2. 88

Sème Jérôme- Vincent Maxlf'(xjl ~ 2, 61 (X)

Michaël f f(x) dx::::824,71
0

Tableau récapitulatif(valeurs approchéesà 10-2 près par défaut)

On voit assez facilement,en considérant les courbes, pourquoi la solution de Cécile
est la meilleure relativementà la dérivée, et pourquoi la solution de Michaël est la pire
relativement à l'intégrale ...

Plusieurs questions peuvent se poser à propos de ces résultats.

a) comment, pour une courbe solution, peut-on calculer intégrale, et maximum
de la valeur absolue de la dérivée?

* Pour l'intégrale, pas de problème, en principe.La calculatrice assure le calcul
(X) 1 .

de f 0 f(x) dx, quand cette intégrale existe (on a vu que pourx ce n'est pas le cas), et

quand elle sait la calculer (ce qu'elle ne sait pas faire pour la fonction de Jérôme et
Vincent, il faut alors passer par un calcul approché).

Il s'agit ici d'un travail de recherche, donc on peut légitimement se satisfaire du
résultat exact donné par la machine.Le jour d'un examen,il faudrait décomposer la
fonction sur chacun des intervalles où elle est définie par une forme particulière,
intégrer, et faire la somme des intégrales en utilisant la relation de Chasles.

Un problème se pose en+00 (nous sommes ici à la lisière du programme de

Terminale! ). Pour le régler (en calcul papier/crayon), on calcule F(a)=f a f(x) dx, et on
10

calcule la limite de F(a) quand a tend vers+00.

* Pour le maximum de la valeur absolue de la dérivée, on peut passer, en
première approximation, par la considération du graphique de celle-ci, et utiliser les
commandes graphiques Maximum, et Minimum. Mais on n'aura là que des valeurs
approchées (comme toujours dans l'application graphique).

L'assurance du maximum exact s'obtient par considération des fonctions qui entrent
dans la composition de la dérivée.

Par exemple, pour la fonction de Fabienne et Christelle, on sait que la restriction de
la dérivée au premier intervalle est un polynôme du deuxième degré, puis une fonction
affine, puis à nouveau un trinôme(il suffit de considérer la fonction f pour s'en
persuader).

Quand au dernier tronçon, il s'agit d'une fonction exponentielle, facileà analyser.
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Ceux qui ont choisi des
fonctions plus complexes (Jérôme
et Vincent, Michaël), ont
beaucoup plus de mal à
déterminer les valeurs exactes des
extremums de la dérivée!

MaxiMUM
xc:5.

On est ainsi assuré que le
maximum de la valeur absolue
de la dérivée est atteint en 5 (ou
en 6) : c'est exactement 2, 4.

(Pour cette recherche, on peut aussi utiliser, dans l'application initiale, la commande
fMax(fonction, variable) du menu Cale. Mais cela réserve parfois quelques surprises ...)

b) Comment pouvait-on améliorer les solutions trouvées ?

Pour minimiser Max If ' 1,il fallait envisager une fonction "la plus directe possible",
en fait assez proche d'une fonction affine par morceaux. C'est pourquoi la solution de
Cécile est si performante ...

Pour minimiser l'intégrale,il fallait que la courbe soit la plus proche possible des
reliefs, en particulier sur l'intervalle [10,00[. On trouve aux deux extrêmes la solution
de Michaël, qui est très mauvaise, et, à l'autre extrémité, la solution de Christelle et
Fabienne, qui, avec une fonction du type e-x, sont assurées d'une décroissance très
rapide versO.

e) Pouvait-on trouver mieux?

*Pour l'intégrale d'abord.

La fonction f à trouver était nécessairement au dessus des reliefs. Si on appelle g la
fonction affine par morceaux qui est égale à° sur [0, 5[, à 4 sur [5, 6[, à 2 sur [6, 10[,

puis à° sur [0, +00[, on admettra bien volontiers, que, pour des considérations d'aire,

r.g(x) dx = 12. Comme f ~ g sur cet intervalle, on a nécessairement.rf(x) dx ~ 12.On
o 0

peut donc trouver des solutions meilleures que celle de Fabienne et Christelle, en
"creusant" davantage les tracés, pour frôler davantage les reliefs. Problème: peut-on
arriver à une intégrale égale à 12 ? On aurait alors:

{f(x) dx = r.g(x) dx, donc /'[f(x)-g(x)] dx= 0, ou encore:
o 0 °
.c[f(x)-g(X)] dx + ![f(x)-g(x)] dx + jO[f(x)-g(x)] dx + foo [f(x)-g(x)] dx = °.
056 10

Or f ~ g, donc ces quatre intégrales sont positives. Comme leur somme est nulle, cela
veut dire que chacune d'elle est nulle. On démontre que si une fonction positive et
continue a une intégrale nulle, alors elle est nulle. Donc les fonction f et g coïncident
sur chacun de ces intervalles. Or la fonction g n'est pas continue!

Conclusion, f ne peut pas être égale à g, et l'intégrale ne peut pas atteindre 12. On
peut simplement s'en rapprocher autant que l'on veut...sans jamais l'atteindre!

* Pour la déri vée.

Soit M le majorant envisagé. L'inégalité des accroissements finis nous dit que, pour
tout (a, b) de l'intervalle [0,+00[, on a If(b) - f(a) 1s M lb - al. On a là une contrainte
importante sur M ! On peut l'exploiter à partir des "tunnels" de passage de la courbe f
(en prenant les tunnels les plus "pentus", pour augmenter la contrainte sur M).
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Prenons alors b= 6, et a= 5. On a, par report dans l'inégalité des accroissements
finis If(6) - f(5)1sM 16- 51,c'est à dire M ~ If(6) - f(5)1.Or on a forcément f(6) ~ 4, et
f(7) :s 3 (pour des raisons de contraintes de relief). Donc f(6) - f(7) ~ 1. Donc M ~ 1.
Ainsi, il n'y a pas de meilleur résultat à espérer que le résultat de Cécile!

Pour autant, sa solution est-elle la seule possible?
Il est assez facile de voir que non. Il suffit pour cela de garder la même solution

qu'elle sur l'intervalle [2,+00[, de prolonger la fonction affine x - 1 sur [1,5; 2], et de lier
le point de départ (0, 0) au point (1,5; 0,5) par une fonction qui vérifie 4 contraintes:

f(O) = f ' (0) = 0, f( 1,5)= 0,5, et f ' (1,5)= 1. Cela fait 4 contraintes, un polynôme du
3ème degré fait l'affaire.

On laisse le lecteur attentif achever le calcul...

En conclusion.

1. Les choses ne sont pas aussi simples gue prévu :
- pour l'optimisation de l'intégrale, on ne peut pas trouver mieux que 12. Mais

aucune fonction ne peut atteindre cet "idéal". Mais on peut se rapprocher aussi près que
l'on veut de cette valeur;

- pour l'optimisation de la dérivée, on ne peut pas trouver mieux que1. Mais là, on
peut trouver une fonction qui atteigne cette valeur. Mais cette "meilleure solution" n'est
pas la seule.

Il y a de quoi méditer ...
2. Sur les rapports entre ces problèmes de recherche et le cours normal : certains se

sont laissés gagner par le scepticisme. Ils ont eu tort! C'est en cherchant que l'on fait
des progrès. Même si l'on ne trouve pas.

- ceux qui ont cherché des courbes ont ainsi mémorisé de nombreuses formes de
représentations graphiques, ce qui facilitera plus tard les associations courbes/fonctions;

- ceux qui sont allés plus loin ont pu réfléchir à la définition de la dérivée, de
l'intégrale;

- et ceux qui reprendront cette correction de près auront l'occasion de revoir les deux
inégalités fondamentales de cette année d'Analyse, l'inégalité des accroissements finis,
et l'inégalité de la moyenne. Notez d'ailleurs que ces inégalités étaient la clé du
problème!

- de façon générale, chercherà résoudre un problème sert toujours. Que fait-on dans
la vie sinon cela? Rechercher une stratégie (quand on en a trouvé une, essayer de
l'améliorer, quand on n'en a pas trouvé, essayer de comprendre les raisons des
impasses ...et recommencer par une autre VOie) essayer de distinguer exact et
approximatif, vrai et faux ...

Finalement, faire des mathématiques, c'est cela.

Comme toujours, tout finit par une question.
Si on remonte tout le relief de 1 unité (le nuage aussi, mais pas le sol évidemment),

sans rien changer au reste, alors le plus petit majorant de la valeur absolue de la dérivée
reste 1, mais on ne peut plus trouver de fonction qui réalise cela. C'estàdire que l'on se
trouve dans la même situation que pour l'intégrale tout à l'heure: existence d'une borne
idéale, que l'on ne peut pas atteindre en respectant les contraintes du problème.

Pourquoi?

~:
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Problème long, fin.

Commentaires finaux sur le problème long

Sur l'éventail des stratégies ...

Il est intéressant de noter l'évolution de l'investissement des différents types d'élèves
dans cette recherche :

- au début, les élèves "bricoleurs" se sont lancés à corps perdu dans le problème,
imaginant que leur habileté manoeuvrière les sortirait vite d'affaire. Ils ont vite
déchanté ;

- les élèves théoriques et expérimentateurs ont mobilisé des fonctions de référence,
ou des astuces technico-mathëmatiques, pour résoudre le problème. Ils ont d'abord
enregistré des succès partiels, mais les insuffisances mathématiques, et de maîtrise de
l'outil de calcul, les ont bloqués. Puis (pendant les vacances de Pâques), certains ont
repris l'ouvrage, en rationnalisant leurs démarches, et ils sont arrivés au bout!

- certains élèves de type "rationnels", qui sont partis les derniers, sont arrivés
quasiment au bout de l'épreuve. Convaincus tardivement de l'intérêt de la machine (on
en voit encore les traces dans la rédaction de Michaël), ils ont traité le problème avec
méthode, c'est à dire en utilisant les résultats du cours, les indications du professeur, et
les travaux antérieurs des autres équipes.

- quant aux élèves de type scolaire, ils ne sont pas arrivé au bout du voyage quant à
l'avion .... Cependant, malgré les difficultés théoriques et techniques, ceux qui avaient
accepté le contrat de recherche ont poursuivi leur petit bonhomme de chemin. Et,
finalement, on peut estimer que leur voyage à eux n'était pas si mal que cela ...

Sur les acquis .••

Il reste à évaluer ce que la recherche a apporté sur le plan théorique: les notions de
fonction, de continuité, de dérivabilité, de limite ont été cotoyées pendant plusieurs
mois au coeur de ce problème. On peut espérer que cela laissera quelques traces ...

Dans le travail de Michaël par exemple, l'élément important, concernant
l'optimisation de l'intégrale, a été vu : tous les tracés sont perfectibles,il n'y a donc pas
de tracé "optimal".

Dans le travail de Cécile, de façon plus implicite, la contrainte pour la dérivée a été
pressentie. Oralement: "faire mieux que l, ce n'est pas possible, sinon, comment on
pourrait passer par là ?" (dit-elle en montrant le tunnel cruciaL.).

Ces réussites partielles constituent sans doute la partie émergée d'un iceberg plus
profond: pour une bonne partie de la classe, la recherche (aussi bien pour ce problème
long que, plus généralement, dans les TP) a permis des découvertes non négligeables
sur les objets de base du cours ... et sur "l'attitude de recherche" elle-même!

Sur les rapports entre le problème long ••• et le
reste du travail de l'année.

On pourra lire dans le volume 2 ("côté jardins") des éléments significatifs
concernant l'évaluation que les élèves font eux-mêmes des travaux réalisés cette année.
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90% des élèves de la classe ont considéré le travail de recherche en TP intéressant,
60% des élèves ont jugé intéressante la rédaction de rapports de recherche réguliers.
Seulement 45% des élèves ont été intéressés par la recherche sur le problème long.

On peut estimer que c'est peu, ou beaucoup, suivant le regard que l'on porte sur ce
type de travail...

Trois éléments semblent en tous cas certains:
- c'est parce qu'ily a eu un travail régulier de recherche, toute l'année, dans des

situations variées (les TP), que des élèves ont pu s'engager dans une recherche plus
ardue dans le cadre du "problème long" ;

- réciproquement, l'existence de ce problème de longue haleine a donné une
continuité de travail sur une bonne partie de l'année, a maintenu une "tension
intellectuelle" dont une bonne partie de la classe a profité;

- la possession d'un outil comme la TI'-92 a permis à bon nombre d'élèves de
s'approprier des "petits bouts" de solution, de voir une partie de l'objet en cours de
construction ...

Et sur la queue de poisson.

Il n'en reste pas moins que seuls 7 élèves ont rendu un rapport final.
Deux raisons, liées, expliquent la fin de ce problème en forme de queue de poisson:
- d'une part le retard dans l'arrivée des machines. Les choses se seraient déroulées

différemment si la recherche avait pu commencer en Novembre, pour se finir en
Février. Au niveau de la classe Terminale, la préparation du baccalauréat, et l'angoisse
qui y est liée, ne permettent pas d'envisager une étude relativement ouverte au delà de
cette date ;

- d'autre part la coupure entre le problème long, et les parties du cours traitées. Les
élèves ont abordé les questions de "raccord dérivable" quand on étudiait le cours sur
l'intégration, et les problèmes d'intégrale minimale quand on traitait en cours des
complexes. Il est probable que l'investissement des uns et des autres aurait été différent
si le cours avait pu fournir le contexte de traitement du problème, si le problème avait
été perçu comme le cadre naturel d'illustration des points théoriques abordés en classe.

Tout ceci est à méditer pour de prochaines expériences de ce type!

Fin du problème long.
(et dernière allégorie).
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Une conclusion
en forme d'introduction.

Que dire en conclusion?
Du point de vue des professeurs, cette année a été l'occasion de remises en

question, assez profondes:
- sur la façon de faire des mathématiques;
- sur la "formation de l'esprit scientifique";
- sur les relations avec les élèves.
Ces remises en questions sont naturelles, dans le cadre d'un travail d'équipe. Elles

sont aussi la conséquence du travail d'intégration d'un logiciel de calcul formel :
l'activité permanente d'identification d'expressions retournées par la machine, la
combinaison permanente aussi de résultats donnés, et de résultats à trouver, posent
nécessairement des questions de fond. Y a-t-il une meilleure représentation d'un objet
mathématique? Que peut-on accepter du logiciel sans démonstration ? Sans contrôle?
Quel type de problème est désormais pertinent? Avec quelle organisation de classe?

Nous sommes bien conscients d'avoir ouvert quelques pistes, mais d'être encore au
coeur de la jungle ...

Du point de vue des élèves, l'expérience de cette année aura eu sans doute deux
conséquences:

- sur leur attitude vis à vis des mathématiques. D'abord sceptiques visà vis du
travail de recherche demandé, ils ont peu à peu gagné en motivation. Les professeurs
qui ont visité la classe pendant les TP ont ainsi pu apprécier le réel investissement des
"binômes" d'élève dans le travail donné. Les mathématiques sont devenues objet de
curiosité, enjeu de connaissances.

- sur les connaissances acquises. La plupart des TP ont été centrés cette année sur
l'analyse, et plus précisément sur la notion de limite. Dire que cela a permis de lever
tous les obstacles à l'acquisition de cette difficile notion serait excessif. Je dirais
simplement que le fait même d'avoir mis en évidence les obstacles est déjà un progrès
décisif, préparant dans de bonnes conditions les apprentissages ultérieurs.

On pense à la phrase d'Imre Lakatos [Lakatos 1974] :La certitude n'est jamais
achevée .. les fondations ne sont jamais trouvées. Mais, dans le domaine des
mathématiques, l'art de la raison transforme chaque progrès de la rigueur en un
accroissement du contenu.

Disons que le travail collectif de cette année nous a donné l'impression de cultiver,
avec bonheur parfois, avec perplexité toujours, cet "art de la raison" ...

Mais la réflexion doit sans doute se prolonger, pour aller plus au fond. Dans un
rapport sur l'intégration des logiciels de calcul formel, l'équipe DIDIREM [DIDIREM
1996] note:

Il existe des forces contradictoires, la première favorisant un fonctionnement
réflexif et conceptuel, la deuxième favorisant une atomisation de la résolution en une
multiplicité d'actions élémentaires, l'équilibre dépendantà la fois des caractéristiques
de la tâche, mais aussi des caractéristiques cognitives des élèves concernés.

C'est dire que, pour comprendre vraiment ce qui se passe,il faut observer avec plus
de finesse les comportements des élèves, dégager une typologie de ceux-ci, pour mieux
cerner les évolutions. Il faut aussi recueillir les impressions des élèves eux-mêmes, leur
propre représentation du travail réalisé cette année. Il faut analyser leurs propres
productions (en TP, en devoir "type bac", en classe engénéral).

C'est l'objectif du deuxième volume: "côté jardins", qui suit avec une grande
logique ce "côté cours".

Si le "côté cours" donne envie d'aller voir aussi ce qui se passe "côté jardins",il
aura pleinement rempli son rôle! De l'intérêt pour les connaissances à l'intérêt pour la
construction des connaissances, il n'y a qu'un pas...qu'il faut franchir!
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Matliématiques

Quarante enfants dans une salle.
run taokau noir et son triangle,
rungrana cercle liésitant et soura
Son centre oat comme un tambouri

'!Jes lettres sans mots ni patrie
'!Jans une attente endolorie .

Le parapet dur tfun trapèse,
runeooix,s'élève et s'apaise,
'Et Ce problème furieUi(
Se tortufe et se morafa queue .

La macûoire tfun angles'cuore.
'Est-ce une diienne? 'Est-ce une
{ouve?

'Et tous Cescliiffres tfe. fa terre,
Tous ces insectes qui aéfont
'Et qui refont leur fourmilière
Sous {es!Jeui( ~es desga.rçons.

Jules Supervielle,Gravitations.
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