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Un méme titre
pour
deux volumes

Petite chronologie. .

Année scolaire 94/95. Texas Instrumeni annonce la sortie de nouvelles
calculatrices, les TI-92, comprenant, entre autres applications, un logiciel de calcul
formel, Derive, et un logiciel de géométrie, Cabri.

La généralisation de tels outils dans les classes ne peut pas &tre sans effet sur
l'ensei ent des mathématiques...

‘ol un intérét assez vil pour ces calculatrices, en particulier parmi les équipes
des IREM qui ont développé leur recherche autour de 'intégration des outils de caleul!,

Un hasard, des nécessités

Intérét partagé par le directeur du CRDP 2 de Montpellier : en Juin 95, J. Gaspari,

d'équiper une classe de lycée en calculatrices TI-92, A titre expérimental,

Informé de ce projet par les Inspecteurs Régionaux de Mathématiques, Thierry
Murgier et Daniel Boutet, je propose comme terrain d'expérimentation la classe de TS
dont j'avrai la charge, & la rentrée suivante, au lveée JolTre.

1 reste & constituer une équipe de suivi : c'est possible, grice & Dominique Guin,
directrice de I'TREM? de Montpellier, qui obtient des moyens horaires de la Direction
des Lycées et Colléges (Ministére de I'Education Nationale) et du Groupe de Recherche
Didactique {CNRS).

Le cadre étail en place, pour un début de I'expérimentation en Septembre 1995.

Une machine, des acteurs

Il s'agissait done d'évaluer l'effet des nouvelles calculatrices sur les processus
d'apprentissage des mathématiques. Cela a nécessilé un investissement important de
tous les éléves d'une classe : il n'est pas évident d'apprendre & utiliser une machine
complexe, d'accepter de se melire en situation de recherche...

Les protagonistes essentiels de cetle aventure sont donc les 34 éléves de T11S
{option biologie) : Etienne, Elsa, Pierre, Julien, Tristan, Stéphanie, Sébastien,
Alexandre, Caroline, Candice, Alice, Rachel, Patrice, Karen, Thierry, Erwan, Brigitte,
Jérdme et Jérdme, Nikola, Aurélie, Guillaume, Hakim, Cécile, Christelle, Aline,
Guilhem, Vincent, Cyril, Damien, Laurent, Fabienne, Michaél ¢t Nathalie, qui ont (ous
accepté de jouer le jeu.

Un auteur, des auteurs

Les résultats de cetle année expérimentale ont été réunis dans deux volumes :

1 Entres autres, l'équipe Analyse de I'TREM de Memipellier, dont on trounvera les publications référencées
dans la bibliographee, en fin de volume, Petite publicité [égitime. .

2 CRDP : Centre Régional de Docomentation Pédagogique.

* IREM : Institut de Recherche sur I'Enseignement des Mathénatiques,
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- le volume 1, pistes pour un renouvellement ("cité cours"), qui reprend le
versant mathématique (éléments de cours, énoncés el correction gﬂﬁ TP...) de
l'expérimentation ;

- le volume 2, bilan d'une expérimentstion ("cdié Jardins"), qui essaie de
nemerll’évnlulinn des éleves, l'appropriation de l'outil, les réussites particlles et les
difficultés...

I est clair cependant que les questions mathématiques et didactiques ne peuvent
pas ire aussi mécaniquement séparées. D'ailleurs on trouvera les deux aspects, d'une
certaine fagon, dans les deux volumes, Mais cette séparation particlle deveait permottre
une lecture mieux organisée, un suivi plus facile du travail réalisé.

Au lecteur (& qui nous ne saurions trop conseiller de se procurer les deux
volumes ..} d'opérer les allers-retours nécessaires |

Ces deux volumes sont écrits d'une seule plume : parce que j'%iais au coeur du
dispositil, comme professeur de la classe, el surtout parce que Je bénéficiais de plus de
Iu:mpm j'ai pu rédiger couss et TP, et consigner au fur et 4 mesure les observations de
"Equipe.

Mais ce travail n'a été possible que parce qu'une équipe existait, composée de
Maryse NOGUES, professeur de Mathématiques au Lycée Louis Feuillade de Lunel et
Chnstian FAURE, professeur de Mathématiques au lycée Joffre de Montpellier (tous
deux membres de l'équipe Analyse de I'"REM de Montpellier). A ce noyau initial s'est
joint Gagtan DREZEN, étudiant en didactique des disciplines scien‘gﬁquem dont le
mémoire porte g'.II.IEIEIIIEI'I'[ sur cerlains aspects de cette expérimentation. Enfin
Dominique GUIN, directrice de I'NREM, a [ait bénéficier I'équipe de ses critigques
?}Em' et a pu élablir des passerelles avec les autres équipes travaillant sur le méme

me.

Sans leurs critiques, leurs propositions (constructives 1), leur relecture attentive
des manuscrits, sans le travail collectif de cette année, ces documents n'auraient pas pu
exister...

Un mot pour finir sur le titre donné & ces deux volumes : Enseigner les
mathématiques en TS avec des calculatrices graphiques et formelles. Le début est sans
ambiglité : je me place du point de vue des professeurs qui enseignent, ou soni
intéressés par l'enseignement des mathématiques dans les sections scientifliques de
Iyeée.

La suite du titre esi plus discutable. Jaurais pu choisir Enseigner les
mathématiques avec un systéme de mathématique symboligue (ce qui reste d'ailleurs en
haut de page), en donnant 4 I'expression Sysiéme de Mathématique Symbolique le sens
rappelé par J.-F. Canet [Canet, 1994] : "le terme systéme de mathémaliques
symboligues cst utilisé pour définir les calculatrices et les ordinateurs offrant, dans un
méme environnement, des possibilités pour traiter des calculs numériques, des
représentations graphiques, ¢l des manipulations symboliques".

L'expression me paraissail cependant trop peu explicite pour la majorité des
enseignanis. L'expression "calculatrice gmnﬁhjque et formelle” me semble plus claire,
pour le moment : elle fait référence a un objet connu, les calculatrices graphiques, et
signale I'élément nouveau : le caleul formel.

D'od une solution de compromis : un titre, pour les spécialistes, en petit
caraclére en haut de page, et Fautre litre pour tous, en milieu de page. Utile introduction
aux changements de pownts de voe |

Luc TROUCHE
Equipe ERES (Etudes et Recherches sur |'Enseignement Scientifique)
Université Montpellier 11
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Introduction

Nous avons de diverses et curieuser Horloges,

e d'auires gui produlsent des Mowvements Alternatifs...

Ei nous avons aussi des Maisons consacrées awe Erreurs des Sens, o nows réalisons aver succds toul
genre de Manipulations, Fausses Apparitions, Impostures et Hiusions,

Cee sond Id, & man fils, les richesses de la Maison de Salomon.

Fromcis Bacon, cité par Umberto Eco, dans Le Pendule de Foucault,

Enseigner...
Il n'y a pas qu'une fagon d'enseigner les mathématiques. Heureusement !

Certains enseignants sont passionnés par I'histoire de leur discipline, d'autres par le
dévc:lquement de processus de recherche dans la classe, dautres encore par
I'approfondissement de la rigueur, etc. On pourrait poursuivre la liste, envisager des
combinaisons d'intérés divers...

Limportant me semble, quelle que soit la conception que 'on a de notre métier, de
considérer les €léves qui nous sont confiés comme agents actifs de leur propre

apprentissage.

Cette idée n'implique pas "naturellement” d'intégrer les nouvelles calculatrices dans
notre travail. Elle n'est cependant pas étrangere & cette intégration.

Nous vivons dans une société de limage, et méme de l'image virtuelle. Les
calculatrices dont disposent nos éléves ne sont que I'ombre portée, dans nos classes,
d'un phénoméne beaucoup plus vaste. La confusion entre une fonction et la
représentation qu'en donne une calculatrice n'est que le prolongement d'une confusion
plus générale entre le monde, et I'image du monde.

N'y a-t-il pas I une responsabilité du professeur de mathématique d'éducation au
regard, & la prise de distance avec I'écran, i la combinaison des différentes sources
dinformation 7

Fhilippe Quéau # écrit dans Télérama du 20 Octobre 1993 : "Il est aussi vital
d'apprendre aujourd’hui & nos enfants - tous nos enfants - & manier les outils virtuels
qu'il I'éeait, an XIXiéme sitcle, d'apprendre l'arithmétique et la grammaire aux petits
paysans. C'est & I'Education nationale que revient cette lourde tiche. Aprés, c'est trop
tard",

Intégrer...

Ce sont ces idées générales qui ont guidé les expériences antérieures d intégration
de calculatrices graphiques dans les classes, et l'expérience qui s'est déroulée pendant
l'année scolaire 1995/1996,

Que veut dire "intégration” ?

4 Directeur de recherche & Institat National de I'Audiovisuel, auteur de Le Virmel, vertus et veriiges.
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Clest un mot plus fort quil nggamit & premigre vue. Pour comprendre un mot, on
peut E_HW de faire un pas de coté, en considérant la classe de simations & laquelle il
s'appligue.

On parle par exemple "d'intégration des immigrés", Cela manifeste d'abord une
situation d™étrangeté"” : on intdgre ce qui est "en dehors”. Cela manifeste aussi une
conception (en principe) de l'action “faire rentrer & l'intérieur”, Il n'y a pas qu'une fagon
en effet de "faire rentrer” :

- "T'assimilation”, dont on parlait au temps des colonies, veut dire que P'éranger se
fond (c'est & dire disparait en fait) dans la collectivité ;

- "I'insertion™ signifie qu'on n'est plus étranger 3 l'exiérieur de la collectivité, mais
que l'on est (toujours) émranger & linténenr de la collectivité ;

- I'intégration signifie au contraire, au moins dans son sens éthymologique, qu'il y a
mélange, que chacune des parties est ransformée par 'apport de I'autre.

C'est cette conception qu'on tente de faire prévaloir ici. L'intégration d'un outil
dans la classe change les conditions de I'enseignement, mais son intégration change
aussi I'utilisation habituelle par les éléves de ces machines.

Liintégration, cela veut dire d'abord une présence permanente des calculatrices
pour les éléves, et pour le maitre, sous la forme d'une calculatrice rétroprojetable. Cela
vent dire la combinaison permanente de 1'éerit et de I'écran (cahier/ calculatrice pour
I'éléve, iableaw/écran pour le maitre).

Cela veut dire en fait bien plus. Les calculatrices utilisées, TI-92, possédent, outre
une application graphique, un logiciel de calcul formel, Derive, et un logiciel de
géumgfm' , Cabri (le travail réalisé cette année ne s'est appuyé que sur Derive). Cela
veut dire que la calculatrice réalise désormais ce qui était au coeur de nombreuses
séances de Mathématiques (calcul de dérivées, de limites, résolution d'équations...).

Intégrer cet outil implique donc de redéfinir les équilibres entre apprentissages
élémentaires, recherche, contréle des résultats. Et méme de redéfinir les programmes,
ce qui est une autre histoire...

Combiner. ..

C'est dire que le travail engagé cette année souléve de nombreuses questions, sur
lesquelles on dispose certes de quelques références :

- gqu'est ce que prouver veut dire 7 | Balacheff, 1987]

- quel est le statut des objets informatiques dans I'enseignement des
mathématiques 7 [Chevallard, 1992]

- comment organiser les allers-retours entre les différentes re ntations d'un
méme objet, comment organiser le passage de l'outil & l'objet mathématique 7 [Duval
1988, Douady 1986].

Mais il a fallu aussi improviser, ouvrir un certain nombre de pistes.

L'enseignement a €té organisé cette annde en trois volets :

- eme (! ).

La présence dans la classe des TI-92 a imposé un renouvellement dans sa
structure méme : au nivean du contenu prévu, mais surtout an nivean des adaptations
nécessaires, 4 tout moment, Chaque surprise apparue & I'écran (et il y en eut de
nombreuses...) imposait un détour théorique, qui constituait en fait un
approfondissement de la notion abordée, On trouvera une illustration de cette démarche
dans le chapitre 2 de ce volume, relatif au cours sur les intégrales ;

Les €léves de la ctassu.: disposaient d'une heure supplémentaire, chaque semaine,
pour un travail de recherche en équipe de deux. Il y eut 18 TP cetie année. Les 10
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premiers TP onl €€ traités avec des calculatrices graphiques, ce qui a permis de roder le
dispositif, avant I'arrivée des TI-92. Le contrat a &ié négocié, et renégocié avec les
€ldves tout au long de l'année : il s'agissait pour eux de se pencher sur une question
E‘ﬂblémnliq ue, et de rédiger un rapport relatant échecs et succés, impasses ot erreurs.

ien d'évident & cela ! On trouvera le texte des 18 TP, et le retour crilique en classe, une
semaine aprés, en forme de "Vues et changements de points de vues", dans le chapitre 4
de ce volume 5;

- un probléme ouvert, dont le trailement nécessite du temps, [1 a couru sur 3 mois.
Quel allait étre I'effet d'un outil puissant sur les stratégics des éléves 7 On en parlera
dans le chapitre 5.,

Signalons enfin une difficulté particulitre : la classe dans laquelle tout ceci s'est
passé est une classe de Terminale. La question de 'examen final ne pouvail &tre
€ludée... Il a fallu d'abord persuader les éléves que ce qui était fait n'était pas inutile, et
que le travail de recherche débouchait sur une compréhension plus profonde des choses.
il a fallu aussi distinguer soigneusement ce qui relevait du travail de recherche, avec ce
que cela suppose de désordre, el ce qui reléve du travail d'examen, avec ce que cela
exige d'ordre. On trouvera dans le chapitre 3 les indications précises qui ont éié données
4 ce sujet, autour de la résolution de problémes "type buc".

D'une introduction a l'autre...

Ce volume s'ouvre sur un ﬂtmiar chapitre d'introduction de la machine dans la
classe, qui constituera ainsi pour le lecteur une entrée naturelle dans le travail réalisé.

Rappelons qu'il s'agit d'un premier travail, qui demande a &ire complété, précisé,
critiqué,

k Mais 5'1l donne I'envie au lecteur de “passer A l'acte”, ce sera une réussite @ pour
tester quelques unes des idées présentées ici, il suffit d'avoir {ou d'emprunter) une T1-92
rétroprojetable, d'apprendre 2 la découvrir, et de 'apporter en classe, au début de temps
en temps, puis plus réguligrement. Cest la stratégie de l'immersion douce. ..

Et, 4 la dilférence de ce qui s'est passé pour les calculatrices graphiques, cela nous
permettrait _:E"I‘&Ire en avance (Un peu} sur nos propres éléves |
Préts

Luc TROUCHE

Juin 1996
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5 On trouvera en particulier & propos du TP 14 quelques réflexions sur les prohlémes de programmation,
Comme c'est le seul endroit oi il en sera question, il est boa que le lecterr intéressé sache o aller Je
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l.Introduction
de la machine
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On ne trouvera pas ici de"mode d'emploi” d'une TI-92..

Mais simplement une description des étapes de son
introduction dans la classe.

On trouvera dans la bilblicgraphie d'utiles références
[Canet 19935, Fortin 1995, Kutzler 1995]
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“Ces merveilleux fous volanis,
dans leur drile de machine,”..

Liintroduction de la TI-92 dans la classe s'est faite en dewx temps :
- fin Novembre, on dispose de trois calculatrices, dont une rétroprojetable ;
- fin Décembre, chague éléve regoit “sa” calcularrice.

Chronique d'une découverte mouvemeniée,

Des projets...

Mardi 28 Novembre, les 3 premigres TI92 sont introduites dans la classe sous la forme
suivante

- Je diffuse aux éléves un mode d'emploi allégé [Delgoulet, 1996];

- je mets & la disposition des éléves un dossier avec des articles de présentation de la
machine ;

- chaquhm six €leves disposent, par groupe de deux, d'une TI 92. Deux d'entre eux
sont chargés de la conduite de la rétroproje 4

a la (dure) réalité

Bien entendu, les choses se passent rarement comme on imagine qu'elles se passeront.
J'explique le dispositif aux éléves, je donne deux calculatrices & deux binbmes, et
jiinstalle la rétroprojetable. Hélas, le rétroprojectenr du lycée ne marche pas.
Simultanément, un des bindmes me signale qu'une des calculatrices ne marche pas non
lus (faux contact).
?ﬂ décide de régler d'abord le probléme du réroprojecteur. Un éléve va en chercher un
autre : il ne marche pas non plos. Un troisiéme : pas plus de succés. Le CPE du
bitiment, appelé & l'aide, m'informe alors que les prises de courant ne fonctionnent pas
dans la classe en question. Donc changement de classe (il est 8h30). Dans la nouvelle
classe, les prises ne fonctionnent pas plus. Conjecture du CPE : aucune prise ne
fonctionne & 1'étage. Descente donc de la classe au rez-de-chauossée (il est 8h45). Un
rétroprojecteur est installé : il ne marche pas plus. Nouvelle conjecture : c'est cette fois
€1 le rétro qui est en panne. Un autre réroprojecteur est amené. Miracle, il marche.
La tablette TI92 est alors placée, je m'appréte 4 dire depx mots de présentation. Un petit
bruit sinistre "pop!"” : c'est la lampe du rePu'c- qui a rendu I'ime. 11 est 9h. Fin de Theure.
Cela ressemble & un film burlesque, mais cela s'est passé ainsi...
Je deécide d'en rester 13 pour la matinée, et reporte & l'aprés-midi l'introduction des

machines, Cours sur les fonctions puissances x = x3, et dessin du "plumeaun” que les
éléves observent sur leur calculatrice graphique ordinaire.

i i
:Eﬁ:g!fgﬂ
¥ n
4G =Lsm)
o
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=

Petit probléme, un bindme a, dans la confusion, gardé une TI-92, la manipule, et
commence & poser des questions sur son fonctionnement, ce qui ajoute au désordre
d'ensemble...
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L'aprés-midi (encore deux heures de cours), fonctionnement en travail dirigé : tout
marche, la TI92 réroprojetable aussi. J'indique que, tant que toutes les machines ne
seront pas arrivées, on n'utilisera que l'application "graph", qui fonctionne comme sur
les calculatrices habituelles, et pour le calcul, la touche "solve” et la touche qui dérive
les fonctions, qui semble fasciner les éléves.

Premier exercice : Résolution de I'équation 2% + 3% + 4% = 5%,

Premitre localisation de ce qui semble &re une solution unique, entre 2 et 3, par
observation du graphique, Ici, les TI 92 fonctionnent aussi bien que les autres machines.
Puis mobilisation, pour la TI92, de la ouche "solve", qui donne une unique solution
(toutes les TISZ ont ét€ placées en mode "Auto”, je n'ai pas encore abordé les questions
de calcul exact, ou approché), Question : est-ce que la réponse de la TI92 permet
d'affirmer qu'il n'y a gu'une solution ? Perplexité, que je laisse en I'état. De toute fagon,
je suggére une étude théorique,

Tous les éldves émdient la fonction f(x) = 2% + 3% + 4% - 5%, Emerveillement des &l2ves
qui ont une TT 92 : ils obtiennent Ia dérivée de 2%, In2.2%. Le probléme est évidemment
qu'ils n'en font pas grand-chose ensuite. ..

Pour débloquer la situation, je suggére d'éwdier gix) = %1:1 . pour remplacer la
différence entre deux fonctions croissantes par la différence entre une fonction
monotone et une constante. On étudie alors gix) = 04 *+06*+08%- 1.

La somme de fonctions décroissantes est décroissante, on dispose ainsi d'une fonction
strictement décroissante, et continue,

Nouvelle question : comment formuler la demande de limites pour la TI 92 7 Je suis
entrainé plus loin que je ne le souhaitais. Les éléves ont vu la commande "limit", je
donne la syntaxe, d'oll le résultat. Je fais remarquer que les résultats du cours donnent
aussi le résultat, et que c'est ce résultat qui devra étre évoqué le jour du bac...

Bref, l'exercice se termine par I'évocation du théoréme de la bijection, et la certitude
ainsi d'avoir localisé 1'unique racine de 1'équation.

Deunxitme exercice : Quel est le plus petit entier & partir duquel 1, 017 > n 1995 7

On voit tout de suite que pour n = 1, 'inégalité est vérifiée, mais que tout de suite aprés,
cela se gite, et la fonction puissance semble dépasser de fagon irémédiable Ta fonction
cxponentielle. Les éléves savent qu'd terme, la fonction exponentielle devra reprendre le
dessus. Suggestion : regarder sur la TI 92 ob les courbes se recoupent. Hélas, la
mobihsation de I'option "solve" ne donne qu'une solution, juste aprés 1, c'est-d-dire la
solution que tout le monde avait "vu", et tout de suite...
Cette observation surprend, je crois, profondément la classe, et apporte une réponse & la
question posée peu avant ; "la nouvelle calculatrice donne-t-elle forcément wutes les
solutions 7
Retour au probléme théorique. La suggestion de passer au logarithme vient assez
naturellement, car les précédents TP avaient insisté sur ce changement de point de vue.
A nouveau théoréme cEz la bijection, localisation grossitre de la deuxiéme solution, défi
lancé & la classe : quel est le plus petit entier qui répond & la question ? C'est un
sllj:lﬁ;?ﬁ: d'one Casio graphique (Damien le bricoleur) qui trouve le premier, question
‘habitude...

L'aprés-midi s'acheve par une synthese sur les fonctions exponentielles de base a, et une
comparaison des fonctions puissances (qui recrutent parmi elles leur réciproque) et les
fonctions exponentielles, qui recrutent leur réciproque parmi les fonctions logarithmes,
Remargues sur les points cruciaux : (1, 1) pour les puissances, (0, 1) pour les
exponentielles, (1, (1) pour les logarithmes,
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Multitude de questions en fin de séance : peut-on relier la calculatrice 3 un ordinateur 7
Deux calculatrices entre elles 7 Y a-t-il un traitement de texte 7 Pourra-t-on en disposer
aun bac 7 Pendant l'épreuve de Physique 7...

Fin provisoire

Le lendemain, legon sur les dénombrements. Fait remarquable : beaucoup d'éléves
demandent & bénéficier d'une TI-92 pendant 'heure. Le cours aborde le calcul des
arrangements. Recherche dans les différentes machines des procédures de calcul.

Tres grande surprise des manipulateurs de TT 92 : la machine fait des calculs sur des
lettres ... Deuxiéme surprise ! la machine n'affiche pas les mémes résultats que le
professeur. Ainsi, pour e [n-EI}J - EnEI]' . 1a TI 92 cheisit comme dénominateur

commun n!, Je pose la question : esi-ce le méme résultat 7 La réponse n'est pas facile...

En conclusion de ces deux jours d'introduction, quelques remarques ;
a) la machine suscite un réel intérét, les éléves se disputent quasiment pour en disposer,
et attendent impatiemment les machines dont ils pourront disposer complétement ;
b) les performances de la machine, surtout en ce qui concerne le calcul formel,
surprennent beaucoup les éléves. Les premitres observations que je fais, forcément tris
partielles, sont que cela semble créer, ou renforcer deux comportements :

- le résultat théorique donné (pour les limites par exemple ) dispense
d'une justification ;

- le résultat affiché { pour la résolution d'une équation ) donne
nécessairement la totalitd de la réponse ;
c) les investigations rapides des éléves obligent d'aller plus loin que prévu dans le
"dévoilement " des capacités de la machine ;
d) la multiplicité des questions posées, aussi bien techniques que mathématiques
(identification de résultats affichés ) font pression pour une dispersion et un éclatement
des réponses.
Tout ceci impose un cadrage trés précis des prochaines séances...
La semaine suivante, un bac blanc est préva. Cela laisse une quinzaine de jours de
réflexion avant l'arrivée de l'ensemble des caleulatrices.

Nouveau rebondissement

Gréves lycéennes, puis gréves enseignantes. Pendant quasiment quinze jours, rupture
du cours normal. Le bac blanc se déroule cependant normalement, entre deux gréves..
La gréve s'arréte ...au moment ob les machines arrivent.

Le 19 Décembre, les éléves regoivent leur machine, avec le mode d'emploi volumineux.
Pour donner une certaine solennité & la prise en charge individuelle, chaque éléve
remplit, et me remet le certificat ci-dessous :

Feuille de prise en cha
Montpellier, le... Décembre 1995

Je soussigng, ... Sléve de la classe T115 du Lycée
Joffre de Montpellier, demeurant & ........coceeiesnisessnsmsss s, TECONNATE avoir
regu en prét ce jour une caleulatrice Texas Instrument 92,

Je rendrai cette calculatrice dans le m&me état & Monsieur Trouche, professeur de
Mathématiques de la classe, & la fin de cette année scolaire, et au plus tard le
lendemain des épreuves du baccalauréat de Juin-Juillet 1996,
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Puis s'installe un joyeux brouhaha. Fai prévu de laisser les éléves découvrir eux-mémes
leur machine, avec des consignes assez floves : retrouver les différentes fonctions qui
ont été présentées lors des séances avec la calculatrice rétroprojetable. En fait,
I'exploration part dans tous les sens : les éléves les plus habiles programment des
surfaces en trois dimensions, Jes plus filous essaient de taper un programme de jeu
(Térris), les plus rétifs en sont encore & identifier les touches &mnﬁ. et & essayer de
comprendre les messages que la machine leur renvoie.

Les questions sont multiples, partent dans tous les sens. Les éléves finissent I'heure
surexcités... et le professeur épuisé,

Pour le lendemain, je leur demande de lire les fevilles de présentation de la TI-92 qui
leur avaient été distribuées un mois plus tt. Je leur déconseille de s'attaquer, pour le
moment, au mode d'emploi officiel de la TI92, trop volumineux.

Reprise en main

Le lendemain, Mercredi 20 Décembre, deux constatations :

- les éldves ont tous leur calculatrice (ce qui constitue en soi un exploit : d'habitude, 2/3

de la classe porte sa calculatrice en classe) ;
- ils ont toes ln les feuilles de Pr&s:nmtiun. et savent retrouver assez facilement les

fonctions essentielles de la machine.

Pour éviter la joyeuse pagaille de la veille, je distingue désormais 4 types
d'utilisation de la machine :

- le type 0 : les machines sont fermées (pendant certaines phases de cours, ou de travaux
de conjectures - ou de calculs- sans calculatrice) ;

- le type 1 : les machines fonctionnent, mais coordonnées avec la rétroprojetable. Les
éltves exécutent done les mémes manipulations, et au méme moment ;

- le type 2 : les machines sont en utilisation libre temporairement (exercice en période
de cours ) ;

- le type 3 : les machines sont en utilisation libre tout court (lors des TP, ou & la
maison).

Jexpligue que ces distinctions sont strictes, et que c'est absolument nécessaire pour
éviter la dispersion, et la perte en chemin des éleves les plus lents, et des éleves

"vagabonds".
Je fixe ensuite le cadre d'utilisation de la machine, en insistant sur deux éléments :

- il n'y a pas d'utilisation de la machine indépendamment d'un travail de réflexion
générale. Il faut donc combiner le wavail machine et le wravail papier/crayon. Cela
nécessite une organisation spatiale, sur la table de wavail, de la machine, et du cahier
(ce qui n'est pas évident du fait du volume de la machine... et de la petitesse des tables).
Je précise que c'est ce que je fais moi-méme en combinant les résuliats de la machine
sur |'écran, et des écritures sur le tableauw ;

- la machine aussi permet un travail dinteraction, On travaillera en général avec un
écran partagé (gauche-droite, ce qui permet de bénéficier de deux petits écrans carrés).
On pourra ainsi combiner des représentations différentes d'un méme objet (graphique,
tableau de valeur, formule pour une fonction par exemple).

On passe alors en travail type 1, pour une étude de suite. Les suites ont éi€ introduites la
veille en cours. Les éléves ont déji rencontré les suites définies par leur terme général,
et les suites définies par récurrence. Il ne s'agit pas ici d'avancer le cours, mais de
familiariser les éléves avec l'utilisation de la calculatrice, en explorant des objets qui
seront utilés pour les érudes théoriques & venir.



Enseigner en Terminale § aver dex calcnlatrices

IREM de Movdpellier, page 15

Escargots et compagnie

Je propose aux éléves 1'étude des suites dites de Feigenbaum & | de la forme

up = 0,1
Un+] = atn (1 - vy ), avec a prenant successivement les valeurs 1, 6, puis 2, 5, et enfin

' ] L

Je présente d'abord le mode Sequence (c'est-d-dire suite). Une difficulté de notation
sérieuse : le constructeur a choisi de présenter le fichier de suites comme le fichier de
fonction. Ainsi ul ne représente par uy, c'est A dire le premier terme de la suite u, mais
représente la premidre suite du fichier. La premiére suite de Feigenbaum envisagée va
donc s'écrire :

ul(n) =1, 6 * ul(n-1)*(1- ul{n-1)).

La sortie écran ne donne plus que ul = 1. 6 . ul(n-1).{1- ul{n-1)), ce qui est assez
difficile & interpréter par les éléves.

Quant au terme de rang 0, c'est pire, puisquil s'écrit uil = 0,1,

Les trois suites écrites donnent donc ceci :

2 ul=1.6 ultn = 13:(1 = ultn - 13)
uil=1-s10

# u2m2,5-u2in - 13-(1 — u2(n - 1))
ui=1-10
¢ U3=3.6-uI(n— 1)(1 = uln~- 1))
ui§=1-fll3
ua=
Ly de=

us=

%%EE%‘lE: *uﬁ_(n—i}*%—uﬁin-itl}

Les éleves ont beaucoup de difficultés & rentrer ces expressions (en particulier la

g&a:n&:. ou non, du signe * (multiplié par) pose probléme. Cependant le temps passé A
laircir ces points ne parait pas perdu ;

- cela établit un pam];!éle tout & fait profitable entre suites et fonctions : Y1(x) a

exactement la méme signification que ul{n) ;
- cela éablit une distinction tout aussi profitable entre indice et facteur : ul(n) ne

contient pas de multiplication, 1, 6 ul{n) en contient une,

Je présente ensuite les différentes techniques d'observation du comportement des suites.
On peut observer numEZri%u:m:nr le comportement, de deux fagons : en calculant, dans
I'application initiale ul{10) si on veut le 10&me terme de la suite ul, ou en demandant
un tableau de valeurs, pour lequel on peat choisir le premier terme, et le pas.

On peut observer graphiquement le comportement de la suite de deux fagons : le mode
Time affiche, pour une fenftre donnée, les points de coordonnées [n, u(n)] . Le mode
Web ("wile d'araignée”) permet de visualiser, pour les suites récurrentes seulement (du
type une1 = flug)}, la construction de la suite s'appuyant sur la courbe de la fonction [, et
sur la droite d'ﬁiuariun y=X.

On passe alors & 'observation "type 1" : tout le monde suit et reproduit ce qui est Fait
sur le retroprojecteur,

Seule la premiére suite est sélectionnée, les autres sont mises "en sommeil”,

6 Sur ces suites, on pourra se reporter utilement A la brochure du groupe Analyse de ITREM de
Montpellier Pour une prise en compte des calculatrices graphiques en lycée, 1993
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uil=1-10
u2=2.5-u2{n- 13- b
uiz=1-10

ulsd, 6-ulin = 13-( b
uil=1.-18

i s
nHEI“%i.
E13titernl:

=min=0

WECLI®L .

S TITEI AT XSS R

On voit ci-dessos les différentes images obtenues par les éléves ; on imagine les
interactions, les conjectures possibles, ainsi que les problémes posés. Le travail
coordonné fonctionne trés bien, quelques éléves ont des problémes de manipulation, et
se font aider par leurs voisins. Le fait que tous les éléves aient la méme calculatrice se
révitle &tre un atout puissant. Il demeure cependant un écart important entre deux types
d'éléves : ceux qui sont & l'aise dans la manipulation, et disposent ainsi de temps pour
faire des conjectures, et les autres, qui se concentrent sur les tiches de manipulation de
la machine.Ensuite, on passe en “travail de type 2°. Les éléves sont appelés A reproduire
les mémes manipulations pour les deux suites restantes de Feigenbaum. Je passe dans

les rangs pour dépanner.
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Enfin pour la demibtre suite (aveca= 3, 2).

ar e

. T i 7 L'
Hi-gdie fhrl PowiIpg Fos

il ]
ul=l,6-ul(n - 1)( M ax-ﬁ.
uil=1-19 g 17 QTntstr‘Lﬂ.
u2=2.5-u2(n - 13-( M3 - iplotstep=1.
uiz=1-10 ; =5 1 ] =
4 u3=3.2-uIln-1)(p
uii:l-’lﬂ

"'+ ssEmEaEoE

nct 8.
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On peut voir ici, comme les différentes approches, en particulier graphigues, sont
complémentaires...

Les questions ici sont nombreuses : que devient la suite 7 Peut-on parler d'une
double convergence 7 La suite des termes pairs (respectivement impairs) va-t-elle
devenir stationnaire & partir d'un certain moment ?

Toutes ces questions sont examinées, des réponses provisoires sont données,
préparant un retour théorique plus ap ndi & la rentrée.

Le cours s'achéve li, avec un dernier rendez-vous pour le lendemain, Jeudi 21
Décembre, ol aura Heu le premier TP (TP n°11) avec calculatrice TI 92, et en méme
temps dernier TP de 'année (se reporter au chapitre consacré au bilan des TP).

Comme travail de vacances, je distribue aux éléves une brochure de présentation de
la TI92 assez légére (30 pages), rédigée par Bernard Kutzler (responsable de la diffusion
du logiciel Derive, implanté sur la calculatrice) [Kutzler, 1995]. Les éléves ont pour
mission de lire la brochure, calculatrice en main,

I Ainsi prennent fin les formalités de prise en main de la calculatrice. J'en tire quatre
eLons :

- un grand intérét des éléves pour cette calculatrice ;

- une certaine facilité d'adaptation ; mais il faut rappeler que depuis le début de
l'annde, le travail est fait, en cours comme en TP, en intégrant IF::: calculatrices
graphiques ( et plus récemment avec une calculatrice TI-92 rétroprojetable ). Le terrain
avait €t€ bien préparé;

- un immense confort pour le professeur de travailler avec des éléves qui sont tous
dotés du méme matériel ; 'uniformisation des consignes rend le cours plus facile ;

- une nécessité de revoir & peu priés complétement la conception des cours, si I'on
veut intégrer cette calculatrice avec une grande partie de ses potentialités. Ainsi, pour le
cours sur les suites, si j'avais eu & temps ces machines, jaurais commencé par un travail
beaucoup plus long de conjectures, d'observations, de confrontation des observations
graphigues et numériques...

C'est ce que je compte faire, pour le prochain "grand morceau théorique”, le cours
sur les intégrales, qui débutera fin Janvier,
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Pour finir, une remarque : la prise en main des machines se fait aussi pour les
professeurs animateurs... Lors de sa réunion du Jeudi aprés-midi qui suit, I'équipe de
ITrem qui suit l'expérience observe d'autres suites de Feigenbaum, et , comme les
éléves, observe et conjecture..

Ci-dessous, quelques points de vue sur 12 suite de Feigenbaum avec a = 3, 6.

——T——— = p— - = - . st — - - = =
th-rﬁ:lu-r b1 ?—::—JEﬂ-! e Eﬂl" n:nn Trace|Re6 aph tath|Drawl~ ¢
abLOTE [0 Li nhin-s 1
+ ul=3.6 ultn - 13- MCHEEEE | | nmax=40 P
p R e T Y 155 2
= bt
e 3 —Saers EATLSse "' 12
ul= wmaK=1. s e}
uils z B6372 xsel=l, e
Ua= L4237 ma::f Ja——
T yeel=1. ncil

P xaf.g:
la=0 . y __ 113313838

P
_':I'i Ia% ."F-;\__“" ,

CHEY
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. = F g A e e
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Le dernier graphique, en mode Time, permet d'observer les valeurs des mille
premiers termes de cette suite.

On peut faire une conjecture sur le regroupement des termes de rang pair (resp. des
termes de rang impair ) dans une bande, et une autre sur l¢ fait que tout point de ces
bandes serait valeur d'adhérence de la suite ...

A suivre, pour la validation, ou l'invalidation, de ces conjectures. Mais cela est une
autre histoire, qui sort du cadre du travail de la classe.

Ce qui est assez étonnant, c'est que cette recherche, en fuit, wtilise des
fonctonnalités de la machine qui existaient déji sur les calculatrices graphiques
ordinaires.

L'équipe d'enseignants qui découvre la machine, comme les éléves, récupére d'abord
ses points de repére...

Ce n'est qu'aprés que les potentialités de calcul exact, de calcul formel, de la
machine seront exploitées.

En particulier, pour les suites, nous n'avions pas noté dans les séances qui précedent
que la calculatrice fonctionnait en "mode approché”. Ce qui peut entrainer des dérives
importantes.

Ce sera justernent le théme du TP n°14,

Mais pour le réaliser, il aura fallu prendre du recul, considérer la machine pour elle-
meéme, avec ses atouts et ses faiblesses.

Cela demande du temps...

el e e RNe e BNe RN e e e © e
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6 2.Un cours
"particulier"

Hﬂfl]ﬁ “In{lx + 1]} +
—f;[-ln[!:+ 1) + =) ‘x;+=f+

2{-1n( Cx+1D 3%, x)

Le cours sur les intégrales

s'est déroulé en Février.

A cette &pogue, les éléves maitrisalent & peu prés
les principales fonctions de la calculatrice,

On lira dans ce chapitre gquelques pistes de rensuvel-
lement du cours gu'a permis L'intégration de la TI 492,
ainsi gue gquelgues problémes posés.

= WA= TR Sm iy
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Intégrale d'une fonction continue

sur un se nt [a, b]
{ En italigue, les remarques relatives a Futilisation de la calculatrice)

Introduction
Le cours est introduit par trois développements :
1. Sur le rapport enire vitesse, distance, et temps.

La distance parcourue étant exprimée en d
fonction du temps par une fonction d(t),
la vitesse moyenne entre les points M et

A est définie par le rapport % . Clest
aussi 1a pente de la corde (M, A). Ad
Cin peut, si la fonction d est dérivable en

m, définir anssi une vitesse instantande |

en m, c'estd ' (m). Clest aussi la pente de a
la tangente & la courbe en M ~ 7 =t

Comment faire si la vitesse est définie en fonction du temps, et si on veut connaitre la
distance parcourue ?

I
i
i
M i
Lud i
| ]
| i
m

Si la vitesse est constante, ou constante
par intervalles, pas de probléme de
calcul. La distance parcourue entre les
temps tp et ty est égale d : T R Sl f—
d=vy (t1-tg) + va (12 - 7). !

g i , vifp = —1

Que se passe-t-il si la vitesse n:stlfas : i
constante par intervalle, c'est-d-dire )

dans le cas général ? |

|

On pourrait alors subdiviser l'intervalle

[a, b] en n intervalles de méme v=H(t)
litude. Sur l'intervalle [t, tj+1], une

valeur approchée de la distance

parcourue est alors égale & ; -

di = f{ti) (t j+1- 4 ). On aurait alors une Iy i

valeur approchée de la distance ' hy :
|

parcourue entre a et b en sommant "
toutes les valeurs approchées obtenues i || h
sur chacun des intervalles élémentaires, o :

a=ti ti tisl tn=b t

On peut alors imaginer une situation de méme nature que pour la dérivation : que se
asse-1-il si le nombre de subdivisions tend vers +ee, ¢'est 3 dire si l'amplitude des

intervalles de temps €lémentaires tend vers 0 7

Intuitivement, on peut alors imaginer que la somme considérée, si elle admet une limite,

va tendre vers l'aire de la surface “entre la courbe et l'axe des abscisses”, et que ce

nombre définira la distance parcourue entre a et b.
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Premiéres conclusions, aprés cette présentation :

- on savait que v = d' {t). L'expression de la distance en fonction de la vitesse nous
raméne aussi au calcul infinitésimal ;

- de la méme fagon que la dérivation €tait liée A l'objet géométrique "tangente & une
mm‘hﬂs;}tl:upﬁmliﬂn infinitésimale "inverse” semble &tre lide & 'objet géométrique "aire
d'une surface”.

2. Caleul d'une aire par recours au calcul infinitésimal.

La possibilité de calculer une aire de cette fagon va &tre testée ici, par un exercice qui
fera utilement appel aux suites,

On veut calculer l'aire A de la surface délimitée par la parabole d'équation y = x2, I'axe
des abscisses, et la droite d'équation x = 1.

On choisit une subdivision de [0, 1] o
en n intervalles d'amplitude égale

dunl:%.

Le nombre A cherché peut ére
encadré par deux nombres :

Sn est la somme des aires des
rectangles qui bordent la courbe "par ¢
en dessous”, Ty est la somme des [{i+1)n]

aires des rectangles qui bordent la {irn)?
courbe "par en dessus”

0 1/m 2/ e i¥n  (l+1)n 1 A

1 .n-1.2

Gnaajnrg Sﬂ.:El"ﬂl'. %,{%]1"'.“."' %1{%}14'““-"' E.(T:. =

%,[[%}zh..ﬂiﬁ]z-r.,, +t"%]‘_i2 }= % (124224 +iZ+ . +(n-1)2)
De la mEme fagon, par simple décalage, on obtient :
Ty = ;—3 A12+22% L +iZ+ . +n )
D'oll l'encadrement Sp< A< Ty, c'est-fi-dire :
% (124224 +i% .. +(n-1)2)< A < ;13-.(13+2?+_---+:i1+...+n1].

Avant que je ne l'aie suggéré, la majorité des éléves urilise la calewlarrice pour oblenir
une expression synthétigue des deux sommes.

La “relarion” a la ine FHBF_WT__T—Hﬂ
Eﬂjrﬂfniin dﬂub.l'ffﬂ'ﬂ'b‘ﬂ:??cm . f— lﬁ"ﬂr‘l ai'c. th'er Fr;lﬂ Clear a=z..

- le premier, indispensable @
exprimer correctement la

commande. Cette exigence de | NZ 1[ :2) nd _nZ . n
correction syntaxigue est tout @ [ i;’:l i - S M
fait formatrice. Ainsi tous les g

éléves verbalisent ; Je fais la | i (12) n(n+1)(2-n+1
somme des” i carrés”, deiégal I | {Z¢" g

d i égal n, Le retour dcran de la [§¢3+9 3 .1
qieestion permet une vérification

de la syntaxe de la question posée,

Je constate pour les éléves un net progrés dans les écritures ( moins de confusion enire

la variable, la fonction, les bornes ).
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- deuxi¢me travail, gui, lui, n‘apparalt pas indispensable aux éléves : la vérification de
la cohérence des résultats. Celui-ci est déclenché sous Uimpulsion du maitre... :

“la machire affiche des résultais assez différents pour les dewx sommes, Est-ce normal?
Pourguoi un résultat est-il factorisé, et fm‘ Pautre ? Que doit-il se passer si on
substitue n & n-1 dans la premidre formule 7"

Bref, Uutilisation de la calculatrice pour obtenir ces sammes n'est pas un temps mort...

i 1 .0 n2 n 1 n(n+l)({2n+1)
D'oil le résunltat 3 A R - j= A< 3 8 ;

Les deux suites "encadrantes” ont méme I.i.m.ite% . D'ol A est A la fois supéricur et
inférieur & cette limite.

En conséquence, A = ; ;

La limite des deux suites est trouvée immédiatement par application du théoréme sur

les fonctions rationnelles. Cependant de nombrewe Eléves vérifient par uiilisation de la
calculatrice.

Hion Jagons CEVErgur: AlgebralCalc|Other Promi0lclear a—z.
- la premiére consiste 4 sommer | 5 (12) o4
directement la série de 1 @ 400 ; i=1

- la deuxiéme consiste d nln+1)(2-n+1)

chercher la limite de la somme | 1_}:‘ r4 ] 1
deldn.quaﬁi‘éﬂwndvem+w. B "

soit en considérant la formule 2

découverte précédemment, soif B nl-:: E,[‘ ] 1
en wilisant directement le signe Hipits¢i~2.1.1.nd.n.%J

Tomime, I FUHEL 5750

On voit sur 1z copie d'écran ci-dessus les trois mémes utilisées.

I v a ld une syniaxe, en particulier sous la derniére forme, particuliérement complexe,
qutf confronte I'éléve & des questions théorigues ( inversion de la limite et de la somme)
assez délicates. De toute fagon la relativité du caractére "variable " d'un objet apparalt
clairement ;: "n" est d'abord fixe, puis variable...”

De facon assez newe, il apparalt aussi un changement du vocabulaire des éléves : la
notion de "limite atteinte” est davaniage exprimée. On lit plus : "la limite de telle suite
est tel nombre" { ce qui correspond ad la réponse de la machine ) que "la suire tend vers
telle limite™ ( ce qui correspond 4 l'observation d'un processus graphique, ou
numérigque, sur une calculatrice simplement graphigue ).

3. Oii I'on retrouve le rapport entre le calcul d'aire,
et "l'inversion de la dérivation"

Méme objectif que précédemment, le 7

calcul de .i On va faire un détour, pour 3. _ L o o e e m - e s - -
obtenir plus que cela : on définit une
fonction h, qu associe, A tout x positif,
l'aire de la surface comprise entre laxe
des abscisses, la courbe, et la droite
paralléle & I'axe des ordonnées ensemble
des points d'abscisse x.

Adnsi h(0) = 0, et on recherche A = h(l).
h(x) - hixp) cst l'aire de la surface
hachurée sur le dessin ci-contre,
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Avec une stratégie comparable & celle de la question précédente, on encadre h(x) - h(xp)
On obtient sans peine (pour x > xp, on adaptera sans peine pour x < xg)
’ (x - xp) xp* < h(x) - h(xp) < (x - xp) x2
Ce qui peut se mettre sous la forme { avecx #xg ) :
h(x) - hixp) _

X - X[
Quand x tend vers xp, il est clair que x2 tend vers xp2. Le théoréme des gendarmes
s'applique alors, et la lirite de W existe, ct est xg,

Ce qui prouve que h est dérivable, et h * (x) = x2.

3
h est ainsi une primitive de la fonction "carrée”, hix) = % + k. Comme h () = 0, on doit

Xpt <

3
avoir k =0, Fnurﬁnirhl.’_x}=%.Dnmtrnﬂlvehivmh{”:%.ﬂn a méme plus, puisque

pour tout x { positif, pour le moment ) on a I'aire comprise entre l'axe des abscisses, la
parabole, et la droite ensemble des points d'abscisse x.

Cette introduction a permis de voir, sur un exemple, le rapport entre calcul d'aire, et
recherche de primitive. On va lc reprendre dans le cas général, A l'inverse de la
démarche suivie dans les exemples, on va partir du calcul des primitives, pour en
arriver au calcul d'aire un peu plus tard.

I Premiére définition

a) Définition de V'intégrale d'une fonction continue sur [a ; b]

Soit f une fonction continue sur [a; b]. On sait qu'elle admet une infinité de fonctions
primitives, définies "3 une constante prés”. Soit F une de ces fonctions primitives. Le
réel Hb} - F(a) ne dépend donc pas de la primitive choisie. On I'appelle intégrale de la
fonction f entre a et b,

Nowtion: | f(x) dx = [F(x) 1’ =F(b) - @

Eemarques sur la notation ;

- sur la forme "somme de fix)dx" : cela ne peut se comprendre qu'en référence au calcul
d'aire. Dans la deuxiéme partie de l'introduction, on 4 sommé des aires de rectangle
ayant une base de At, et une "hauteur” de £{t), si on assimile la fonction, sur un
intervalle "petit” & une fonction constante, On effectue alors la somme de ft).AL

Par passage & la limite, on en arrive 3 la somme de f(x)dx. De la méme fagon, dans le
calcul différentiel, on passe de Ax & dx. Cette notation se comprendra mieux & travers

les premiers calculs,

- I'élément différentiel dx indique quelle est la variable considérée. Son rile est trés
important : 81l y a, dans l'expression de la fonetion, plusieurs lettres, il faut bien savoir
quelle est la vanable, et quelles sont les constantes ( pour le calcul de l'intégrale.)

b) Premiers calculs

Les exercices sont traités suwivant deux modalités :

- machines fermées, on calcule, puis on vérifie ;
- on calcwle d'abord avec la machine, et on essaie de retrouver Uorigine du résultat.
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Wﬂlﬂﬂ Calculer, muﬂ vérifier avec la machine :

1 1 1 1
I f-‘tit | evdu f el dt | xsintdx | xsintdt | xsintdw
i L i) L1 0

LNy remargues
- les éléves travaillent assez vite, et la vérification, par soi-méme, sur sa machine
semble avoir un caractére assez formateur. En cas de non concordance, les éléves ont d

leur charge de corriger ce qui doit I'étre. Avant de passer @ U'exercice suivant, on
s'assure towrefois du consensus général sur les résultats obtenus !

1 I'I:rr'l lc D‘Lhar‘ rgnlliClear a—z.

- lexigence syntaxigue de la

machine a aussi un caractére gtf Jat e-1f

formateur tout & fait interessant. | by

Les éléves doivent distinguer la “‘I (¢4)au e-1

fonction, la variable, les bornes. J (e)at o
& L

1
On peut faire I'hypothése que |
Foubli dans les copies de I'élément ?
différentiel "dr” sera plus rare.... |t [ (e-sincL)a (-eosC1)+ 1)

T(xisin{tijtiﬁfij

Deuxitme modalité : Observer un résultat donné par la machine, puis retrouver son
"historique”, c'est & dire le processus de sa fabrication. 11 s'agit de "remonter la chaine

de t‘ahncatmn

Calculer || 2+ m
Wm Fh 1

On voit ci-contre qu'on a obtenu ~ f—|AlgebralCalc|0therProni0jClear a-z.
SUCCESSIVEmEnT

“ - [? )
- l'intégrale demandée ; J [x 1 ]dx In(2) +
- puis une primitive de la fonction ;
- puis la dérivée de cette primitive, “J[ =51 ]ih: “In(ix+ 11) +
qui ne redonne pas la fonction de -1
départ sous la méme forme. ?1,_.'[ “1n{lx + 11) + %) =+1 "

“lntabs {Jﬂir}}*-x D

On peut alors repartir dans U'autre sens , d condition de savoir exploiter
convenablement ces résultats | Cette capacité de la machine a délivrer plus
d'informations que le résultat brut impressionne les éldves.

'
Calculer l: tanu du

Fi-
L'historigue n'est pas towjours I'I—FlﬂahrnzalnELhHEEHIﬂElur o

eussi facile d retrouver. Ainsi pour

une primitive de tanx.., -
-IT tan(x)dx 1rc2)
Il faur mettre en oeuvre d'autres e S 2]
mécanismes de "reconnaissance de la f tantx)d -1
Sorme” - giio.me ranpelle Tn fi 2° S tan(x)dx n{ lcos(x)| ]
Mais c'est une primitive de ¥ bien -“F-E “in{leostay)) i 5
H “InCabs{cos{x)))}, H}]

sir !
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¢) Premier théoréme.

Soit f continue sur [a, b], et ¢ élément de [a, b]. Alors la fonction F, définie sur [a, b]
par F(x} = ,'I'Jt fit) dt est l'unique primitive de f s'annulant en c.

Conséquence immédiate de la définition de l'intégrale.
Application : une nouvelle notation de la ['um:uun logarithme.

Inx= .[1 T dt

Exercice : déterminer 'unique primitive de la fonction qui & x associe | x L

i F= Fi= T Fhr FE
Deuwx problémes ici ; l"’ £—Flgubrail::lc.rl;th-r;inlnElw a-Z.. I

- un probiéme de syntaxe. Il faut
distinguer la variable d'inté-
gration, et la borne variable { ona

choisi ci-contre la lettre p, xf1

inhabituelle, pour bien insister sur "Ii[T]d*" In0x]
la mﬁauwrécﬁo hoix ) ; ” 3 [
- un probléme danalyse du 'IEFPHP =
résultar, Il faut bien distinguer

TR I T

deux cas pour comprendre... T T N 4174 S

Pour terminer cette partie, différents exercices de mise en pratique de ce qui précéde..
En particulier I caleal de [, —— dt.

Et un rappel : gvant toute "manoeuvre” d'intégration, veiller 4 ce que les objets
manipulés aient un sens : pour que intégrale soit calculable, il suffit que la fonction
soit continue sur l'intervalle d'intégration.

II Propriétés algébriques de l'intégrale.
a) Propriétés lides aux bornes.

Par application directe de la définition de l'intégrale, on dispose des propriétés suivantes
I'fwd=0 f’ f(t)de = [ f1)

I“ a = [ fwa + wd,

et c:ela, quels que soient les mcls a, b et ¢ appartenant & un intervalle de continuité de la
fonction £,

Etmmmtc; cela rappe:ih: évidemment les pmpnétés des vecteurs :

AA=0; AB=-BA AB + BC = AC . Cen'estpasun hasard !

Exercice : ealculer Iﬂ{tz-tm 1-th)dt.

On a intérét ici & décomposer le calcul en utilisant la relation de Chasles. On se {lﬂcﬁ
sur des intervalles ol on contrdle le signe de lintérieur des valeurs absolues, c'est & dire
sur [0, 1], [1, 2], puis [2, 3].
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F1d riw L b
La caleulatrice donne la valeur de ["‘ l_Elg“-'b-‘“‘ E"l‘-'-jmh““F"ﬂHmE lear a~z.

Vintégrale, er U'expression d'une
primitive.

«[liz-u+n-u)at :ﬁ

= (12 -t + 11 - y)at

(A-2)1-t+2 (t=1)]-L+1q
2 ¥ 2

Pour comprendre ce qui se passe,
il fawt bien se placer sur des
intervalles adéquars. ..

b) Linéarité de I'intégrale,

On démontre sans peine que :

F:Ettﬂ't} + Pe(r) )dt = u]ff{t} dt + ﬂfjg{t] de

Application : triviale, intégrale de polyndimes ; puis intégrales de fonctions demandant
une certaine transformation :

-1 4 x ]
£ femie (e [ La

Les observations des intégrales, ou
des fri'mmves, données par la
machine, ne renseignent pas
immédiatement, il faut réfléchir un _[[(tm:ﬂ]z dx
PEl...

81 une primitive de (tanx) 2 est tanx II [ “1 ]dx
- X, c'est que la dérivée de tanx - x Ble”+1

est ((tanx) 2+ 1 - |,

I suffit donc de remplacer (tanx)?
par (tanx) 2+ I - 1, et le tour est
Jouwéd !

III Intégrale et mesure d'aire.

1l s'agit de généraliser ici ce qui a &1 vu dans I'ntroduction,

a) Intégrale, et aire du domaine défin par [ continue et positive sur [a, b]

Bemargue : notion d'aire s::jppuséa ituitive, basée sur aire des rectangles. On se sitee
ici dans un repére orthogonal, pas nécessairement orthonormé.

Définition : le domaine délimité par f continue et positive entre a et b est I'snsemble
des points M de coordonnées (x, y) telles queasx<bet0=y<fix).
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Comme dans l'introduction, on définit

hi(x) comme étant l'aire du domaine

delimité par f entre a et x. 1) [

On obtient sans peine : fxe )|~ ===~

mix) = IEHEE < M(x), mi{x) et

M(x) étant les minimum et maximum de "% bt ainber s Sepatatisgscio '

f sur lintervalle [C, x] (la fonction f ™C) 777777 i
|

étant continue, ces objets existent bien), S

Quand x tend vers xg, pour des raisons de continuité aussi, m(x ) et M(x) tendent vers
f(xp). Par application du théoréme d'encadrement, la limite en xg de lﬂﬂﬂﬂﬂfﬂ est

f(xg). On a ainsi h' (x) = f(x). Comme h(a) = 0, h est I'unique primitive de f qui s'annule
en a. Par application du théoréme 1, on peut affirmer que :

h(x)=J (1) dr. L'aire cherchée est donc h{b}:J: (1) dt.

Attention : cette aire est exprimée en unité d'aire, l'unité d'aire étant définie comme
T'aire du "rectangle unité", basé sur les segments unités des deux axes.

(T
E

Théoréme 2,
L'aire du domaine défini par f continue et positive sur [a, b], exprimée en unité d'aire, |

est ,F: f(t) dr.

Autention : lintégrale est intrinséque, alors que 1'aire est liée au type de repére donné,
Ainsi, si l'on veut calculer une aire en cm?, suivant les unités choisies, il faudra utiliser
un coefficient correctenr pour passer de l'aire en "unité d'aire” 4 l'aire “en cm?,

X

1. "Visuvalisation du logarithme" :
]? ':'dt =]In2

C'est l'occasion ici de montrer le
calcul d’intégrale dans
l'application graphique, associé au
hachurage de aire
correspondante. Artention ;

- il s'agit de calcul approché !

- le domaine est hachuré, méme 5i i 2
la fonction n'est pas positive ! : TR

2. Calcul d'aire et asymptote
Soit A(t) et B(t) les aires des domaines limites par les fonctions et :—2 entre 1 et t.

Calculer A(t) et B(1), et Ies limites quand t tend vers +oo,
On demande d'abord un caleul sans machine, suivi d'une vérification ( aucune difficulté
technique, ou nécessité de conjecture, ne justifie ici l'utilisation d'une calculatrice).

I
AlD) = f: %dx = [Inlxl]I = Int. D'od la limite de A(t) en +oo st +oe,
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t i
B(t)= ] fidx =[- %JI = - t1+1. Dol la limite de B(t) en +eo est 1,

Remm phénoménes asymptotiques apparemment proches ne se traduisent pas
sem nt par des “fermetures d'aire A 1'infini* !

Vérification machine,

On le voir ci-contre, les différentes
stratégies de vérification font
manipuler des ohjers
mathématiques qui ne sont pas
identigues....

On peut imaginer que les éléves
voni manipuler des intégrales
impropres sans probléme |

1
3. A partir de considérations d'aires, calculer I“ W 1-x2,

Le calcul machine de Uintégrale ne - 1gebralcsic|ofher gnl0Clear a—z.
pose pas de probléme,

L'interprétation est plus délicate,
surtous 5i lon regarde la primitive |a Il Y= st
suggérée ! e

v
; 2.
Il faut bien suivre alors les |oJJ1 - xZax _55_151” x) . X ‘[; 1)

conseils de lénoncé. TT@ [ I_HAZI 3 KEI

Puigu'on parle de considérations d'aires, on peut construire la courbe de la fonction
envisagée sur [0, 1]. Eventuellement sans calculatrice, puisque l'on sait que c'est une
fonction décroissante ( par composition de fonctions ), de dérivée nulle en 0 (puisque
c'est une fonction paire, dérivable en 0, sa dérivée est nécessairement impaire et nulle
en (), avec une tangente verticale en 1, pour ratson de limite de dérivée en ce point.

Vérification machine.

On a fait apparaltre la courbe sur
[0, 1], & gauche dans une fenéire
[0, 1j . [0, 1], & droite dans un
repére orthonormé,

Le non comtace entre la courbe et
laxe des abscisses peur donner
lien a d'utiles discussions...

L'intérét du repére orthonormé est qu'il indique davantage I'idée du cercle. Clest une
idée qui peut venir aussi du croisement des résultats graphiques, et du résultat donné
par la machine pour intégrale { "s'il y a &, le cercle n'est pas loin").

En effet, par élévation au carré, on a bien I'équation d'un cercle, d'oit l'intégrale, égale
au quart de 1'aire du cercle.
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Ceci ne donne pas d'indication immédiate pour le calcul de primitives, mais ceci est une
autre histoire |

b) Cas o [ est négative et continue sur [a, b]
On pose alors g = - f. L'aire du domaine délimité par g est é&:lﬂ, par symétrie

orthogonale, A l'aire du domaine délimité par f. Le théoréme précédent sapplique & g.
5i on appelle A l'aire en question, on obtient :

A= Jf gt dt = f: -[£(t) ] dt. =~ f fitydt ( par linéarité).

Attention !

une gire est towjours positive. Se
méfier des résultats de la machine
qui , dans Vapplication graphigue,
donne des résultats  pour
lintégrale qui ne correspondent
pas towjours ¢ laire du domaine
hachuré,

PO ddw= =, 1550733
i

Remarque 1 : faut-il le répéter, une aire est toujours positve.

Remarque 2 : attention i ce qui se passe si la fonction n'a pas un signe constant... Dans
ce cas, si on veut faire des calculs d'aire, il faut décomposer l'intervalle d'intégration en
intervalles ot on contrile le signe de la fonction.

c)Casonfsg

La fonction g - f est alors positive. L'intégrale de (g-f) entre a et b donne 'aire du
domaine délimité par les deux courbes (aire exprimée en unité d'aire).
Démonstration : on utilise m, mmirnum de f sur [a, b]. On a alors ;

Jh (g - ) dt = T {(g(t)+m) dt - f (f(t) +m)dt . On conclut & partir de considérations
d aire (les deux fc:nl::uﬂns intégrées sont bien positives, du fait de I'ajout de m).

Exemple :
Montrer que les deux paraboles d'équation y = - x2 + 3x + l6ety =x2 + 3x - 16
délimitent une "boucle”. Aire de la boucle.

Les deux coefficients du terme en x2 étant de signe contraire, les paraboles sont de
"mng‘:;i:‘.é opposée”, Comme elles se coupent en deux points, clles déterminent bien
une boucle.

Fiw Fiw

-{— AlgebrajCale Dthﬂ* r'nglJ ].l-ll"“l'z

La calculatrice joue ici un simple
rille d'appoint, aussi bien pour la
visualisation des courbes que pour
fe calcul exact de Vintégrale,

o[, (w100 - v200)
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Exercice : les fonctions puissances x2 et x1/2, pour a > 1, déterminent une boucle entre 0
et 1. Déterminer a pour que l'aire de cette boucle soit égale i k.

Iy a ld quelgues considérations implicites, que la résolution devra éclairer. 5i a n'est
pas rationnel, les deux fonctions devront étre prolongées par continuité en 0. Quant
k. il est nécessairement dans lintervalle 0, 1.

Le calcul, & la main, est fait sans difficalté. Cest la vérification machine qui réserve une
petite surprise ;

La classe est surprise : que vient [ v Faw
faire une limite ici ? La raison en |~ f—IAlgebralcaiclother rgniOiclear sz

est claire - aprés réflexion - : les
Sfonctions “puissances réelles” ne H. Jl

1
sont pas nécessairement définies [;a' - Ha]“

en zéro, ni méme prolongeable par | 10
continiité. 1

- g |EE® L Eexed o=l
On peut alors faire le calcul de wapel 2F1 ati a+l
limite, qui ici ne pose pas de 5 :
praoblémes particuliers..,

Ou reformuler la guestion, en
indiguant la précision contenue
dans U'énoncé : la puissance a est
supérieure ¢ 1.

Et l'on retrouve le résultat trouvd
“a la main".

Il reste & résoudre 1'équation % =k, ce qui donne sans peine a = % .

La considération des résultats ci-dessus donne les conditions pour que les objets alent
un sens : k est une aire, donc positif, ainsi a doit étre supérieur & 1 { ou inférieur 4 -1,
mais alors on aurait un probléme de prolongement par continuilé, et la limite étudiée ci-
dessus ne serait pas finie ! ). On rouve de méme que k doit étre dans 10, 1[.

Un petit coup de vérification, avec a = 4 on trouve k = 33~ =), 6.

L'aire du domaine déterminé par
la premiére fonction entre O et 1
est 0.2 ( valeur approchée ).

Pour raison de syméirie, laire de
la boucle est 1 - 04 = 0, 6.

Le compte est bon. Ce que l'on = e y
peur vérifier, en valeur exacte, b
dans U'application initiale. £ Cxddn2
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d) Application aux fonctions paires, impaires, périodigues.

- Soit f impaire, définie et continue sur [ - a ; a].

On a sans peine :

1@ =1" f0)dt= F(a)-F(:a) (en notant F une primitive de f)

En dérivant, on obtient ' (a) = f(a) + f{-a)

(attention & la dérivation de F(-a) : il s'agit d'une fonction composée | )
Puis, comme f est impaire, 1 * (a) = f(a) - f (a) = 0.

Ainsi I est une fonction constante. D'oll, pour tout a, I{(a) = 1{0) =0

- aoit f paire, définie et continue sur [ - a, a .

On démontre de la méme fagon que :
i 0
1=/ fodi=1 m}d:+l;r{um-zf: f1) d.

- Soit f conti R.. de période T.
On a alors, pour tout a réel :

T
fh f(t) dt. ﬂfﬁ f(t) dt.

4 a+T
Exercice 1

S B
Calculer JI:"‘ sinxdx

C'est évidemment 0, puisque la
Sonction d intégrer est impaire,
Naotons que la calculatrice le

reconnalt aussi, mais qu'elle ne a 2

connall pas de primitive de ladire | I i Er Ze -=1n{n:|]»:h o |

Sfonction... 2 5
Hr"" -l-in-‘::u:}]ﬂ!x I[:incﬂ-r'“ ]nbl

EE(E‘(‘:“E}*siE{x}:x}

i ] F] K F Fiw
- Ecgn Trace|ReGraph nfh Dr-aw|= #’

Résultat confirmé aussi dans
Fapplication graphique.

Avec visualisation & la clé. .
Mais en valeur approchée !

£ Ced dumi,
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Exgrcice 2

Calculer I, = J: | sin(nt} | dt (on trouvera cer exercice traité lors du TP 15)
Petit probléme : la calculatrice I A
rtfu.r; de donner une valeur |=f—IRlgebraiCalc[OtherPronl0iClear a-z.
éxacte, ou approchfe pour n

éndral. - I

ire, méme pour des valeurs JEIElﬂq'hHit Iﬁllinti'tﬂdt
particuliéres de n, on n'obtient pas r &
de valeurs exactes. Les valeurs 'Iglsinﬂ-tﬂﬂ 2.
approchées données par la * 5‘
machine sont 2 ( pour n = 4), un Iﬂ Isin(S- tildt 2.0000001833

peu plus de 2 powr n = 5., etc .
Alors, quid ?

Le caleul laisse perplexe. C'est peut &tre le moment de faire jouer 'interaction avec le
graphique...

J

Du désordre apparent, il faur
arriver & extraire une cohérence :
- pour n = 1, une arche de
sinusolde ;

- pour n = 2, deux arches de
sinusolde ;

- pour n = 3, elc

I suffit peur-dre d'intégrer "pour
une sewle arehe” ?

“yl=|sing=N

sy2elainl? - =)

“yI=lsin(3 - x)
l.ldﬂ

Et pour cela, on démontre que la fonction est périodique, de période E Ce qui est
immédiat : | sin n (x+7) | =1 sin (nx + 1) | = |- sin (nx) | = | sin () |

L'intervalle d'intégration contenant n périodes :
g TR 1 wn
In =f:| gin(nt) | dt. = n'[n sin(nt) dt =n [-n—cm{ntj] . [cosm-cos0]=2.

lecularri bi =
a{:‘,‘p aﬁ:f:‘ f;f ice veur alors bien i MEEH e fﬂr Pron10jCle N

Mais reformuler la gquestion a

exigé un détour théorique, qui n'est J. &

rien d'autre qu'un retour aux e 2
SJonctions de référence " valeur r g Sintn-Ldi £
absolue"”, er "sinus". v e |

" fsinin-t)dt = LY.

F{sin{n¥*t) _t)
| ST I— T S 1140 5 T - 14—
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IV Intégrale et relation d'ordre.
On va retrouver ici, d'une autre fagon, les résultats établis au Il : si f2 0, et a S b, alors
I= r f(t) dt est une aire, done [ est posiif.
a
a) Intégrale d'une fonction positive sur [a, b]

Soit f continue et pﬂmtwﬂ sur [a, b], et F une primitive de f. On a alors :
f’ fi(t) dt = [ F(t) ] = F(b) - F(a). Mais f est la dérivée de F, et f est positive. D'odi F est

croissante, et, comme a < b, on a F(a) € F(b). D'oit J _ f(1) dt 0.

Théoréme 3. N _ I
L'intégrale de a & b { avee a5 b) d'une fonction continue et positive est un réel positif.

Attention aux horreurs usuvelles :

- I'hypothtse a £ b est essentielle ;

- le théoréme 3 n'admet pas de réciproque. Une fonction f peut trés bien avoir une
intégrale positive sur [a, b r sans étre elle-méme positive sur tout cet intervalle.

Ainsi la fonction e* - 1,7 est “plus |
longtemps " négative que positive
sur [0, 1]. Er pourtant son
intégrale est positive sur cet
intervalle,

On "voit” bien les compensations,
en terme d'aires, qui donnent ce
résulrar, et que lon retrouvera
gquand on parlera de valeur

movenne d'une fonction.
= 4 !‘"F;“ﬁ"— T 7,74 I

-Ié w16

-Ié1 w1Gadx

Si une fonction est continue et négative entre a et b, a < b, alors l'intégrale de fentre a et
b est négative.

Corollaire 2
Si, entre a et b, a < b, la fonction f est inférieure & la fonction g, alors l'intégrale de £
entre a et b est inféricure & intégrale de g entre a et b.

Exgrcice 1. Limite de la “série harmonique”.

SoitSp=1+ % + %+ o F % Quelle est la limite de cetie suite 7
On constate que ce probléme, gui a
posé quelques difficultés dans
histoire des mathémariques, el qui
en pose pour les éléves en général,
laizse la calculatrice "perplexe”,

Ni  réduction des sommes

partielles, ni indication de la
limite, quelle gue soit la syntaxe de lff,‘ (= 5[ ] nlﬂ' 5E.: [T]

la question... it(3¢1/4i,1.1.n),n,®
T F
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On peur faire alors gquelgues - ”

Eﬂﬂdﬁgﬂ. {“aus fﬂi’?{:If e.ll?ﬂﬂrg au 1= lgebrajCalc|0therProml0iClear a-z..

approchée, 1§u[ y ]

Une valeur approchée de Sjop est | (=1 £

518 14455%%%3@33523355 ,’j?ﬁﬁﬁ’gﬁmmm"ﬁﬁfﬁil
Z 91884 .

Si on prospecte pour de plus | 129 B B

grandes valeurs de n, ceci devient El[ i] S. 18737751764

rapidement coilteux, en terme de {1/1.1.1.1007

temps |

On constate cependant que le P I T

calcul exact est beaucoup,
beaucoup plus long que le calcul m:m[ 1

approché., |=

Par ailleurs, la croissance de la
suite est extrémement lente,
L'observation permet-elle de
trancher entre limite infinie et
limite finie ?

Un détour théorigue s'impose...
Comment introduire les intégrales ici 7

On peut penser & introduire la fonction % ( ce qui fait partie de stratégie de glissement
du discret au continu, et réciproquement ).

* Eun;n Trr';:n:.e HEE:aPh Th A -

On "voit" ci-contre que :
oy
1 +i+§ }F: ﬂt:ﬂ dt

Ce que l'on peut généraliser sans
difficulté,

]

"E:_u'ﬁ‘

Pour tout t de I'intervalle [n, n+1] : on dispose de n < t, ‘1“"“:'1' = ti done, par

7 2 +1l 1 + ]
application du corollaire 2 ;| o pazf " ld
Le calcul des deux intégrales donne :

3‘: 2Iln(n+1)-Inn.

Il est évidemment décisif ici de distinguer variable d'intégration, t, et constante, pour

Vintervalle considéré, n.
L'utilisation de la calculatrice, par Uobligation de syntaxe, peut étre tout & fait usile,



Enscigrer en Ternirale § aver der calculairices
codprenanl o rpedme de mathdmuniigue spmbolique.
IREM de Mowpellier, page 36

Le bon résultar est obtenu pour la
premiére intégrale.

Pour la deuxiéme aussi.
Cependant, le résultar doit étre ..J“"‘ ’[l].,u
simplifié, en tenant compte du fait n i

que n est posirf !, L (n+tfa In+ 11
.[n [T]ﬂt lr{ inl
e L A —

Par somme, on obtient alors 1 +%+ %+ e % 2 In (n+1).

D'od, par application, des théorémes de minoration, la limite de Sy, égale & +ea,

On a avssi 12 une idée de la vitesse de divergence de cette suite : 3 partir de quelle
valeur de n est-on siir que S, sera supérieur 3 1000 7

Il suffit que In (n+1} soit supéricur & 1000, c'est A dire que n soit supérieur 4 1000 1,
Cella fait évidemment beaucoup, et est un indicateur de la lenteur de divergence de cette
suite.

1
L:g lgar:ra Calc|other anl0 lqm:‘.-:.,,

La calculatrice veut blen donner
une valewr approchée de /™0 .7,

mais refuse de donner une valeur

ochée de la suite 4 ce niveau. t*mm'l g
1! est vrai que cela ferait beaucoup fu ¢ 1900 _ 4 1.97007111402¢4
d'opérations... Le temps de calcul | | g5.434 1.98¢
nécessaire, méme avec un milliard T 1 } ) ;‘[ 1.
d'opérations par seconde, | j=i 2 i=1, %
dépasserair I'"dge de l'univers”... [5(1/1.1.1.1.98%10~
Exercice 2

y i+l

Etude de la suite d'intégrales définies par I = dx. Observations, conjectures,

preuves,

0 x4+l

i Fiw Fiw L
hd AlgebralCalc|0ther|Prgml0iClear a-z.

Observons, observons...
Le calcul de 1y ne donne rien avec
avec la calculatrice.
If 2:n+1 1l g.x2'n
Cn peut alors observer 'évolution | . dx I g [ﬁ]d“

4

de la suwite, en donnant 8 n

successivement les valeurs 0, 1, 2, L, 1 wl P Ik 23

1.4.. ol x2+1 * -
e A 2419 %, 0.1

ST E—T N 7T S—— 1 7T -1
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On peut rationaliser le procédé en
définizsant une liste.

Ci-contre, la machine donne les
valeurs exactes, puis approchées,
de lppourn=0, 1,2, 3 puis 4,

J’l Ii-n+1] r 2 ,

O s dxn={a | 3 4

B e+ ]

€. J46573590274 ., 15342640972 . QLS Ip
S 2%1 ) % 0.10n 0.1, 2.3. 4

e MOE FERCT  —  FUMNE G735 BATT

F

On peut améliorer la collecte des |=8—
résultats en utilisant le fichier de [*'"* .| 2ntl] KB
v ul:J- [‘“ J:h:

Fi * - "
up UEL L Headi ] Pase|Img P

Suites, en rentrant notre suite, et en

considérant une table de valeyrs. L1 “41 : iz
uils= £ ;
On n'a bien siir ici que des valeurs u?i: = 203431
approchées., mais les confectures BT 2 2 04
sont plus aisées sous cette forme. yd= I 2 s
Ik T

On a bien l'impression que 1a suite est décroissante ( et positive, ce qui parait bien
naturel). On peut, pour comprendre ce qui se passe, observer la situation
graphiquement.

Dans le fichier de fonction, on a
défini, @ l'aide d'une liste, les
gumﬂm. pour n entier variant de
ad.

Les fonctions obtenues semblent
croftrede 0 a0, 5, et "s'écraser sur
laxe des abscisses”, ce qui permet
d'interpréter, en terme d'aire, la
décroissance de la suite
d'intégrales,

La suite semble bien décroitre. Une question se pose cependant concernant sa limite, le
fait que la fonction reste "accrochée” au point {1.% ) peut sembler problématique. La
suite, dans ces conditions, tend-elle vers () 7

Il faut essayer maintenant de prouver les éléments apparus dans l'observation.

- Ia suite est-elle vraiment positive 7

11 suffit d'appliguer le théoréme 2, On inti:gre, entre 0 et 1, une fonction positive...
- la suite est-elle vraiment décroissante 7

[:l y ] I J-t le'l-f-.?!dx JJ KZI'H"I
assiquement, on évalue I,y - Ll A s 0 241 dx.
1 x2n+l fy2.
On utilise la linéarité de 'intégration - et - I = i“ !‘---x—z':'_]_:;—ll dx. La fonction

intégrer est négative sur l'intervalle [0, 1] . Application du corollaire 1, et conclusion. la
suite est bien décroissante,
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Si on dispose du théoréme sur les suites décroissantes minorées ( c'est le cas en TS
option math, ce n'est pas le cas sinon), on peut conclure ici & la convergence de la suite
vers un réel positif. Mais, méme si on dispose de ce résultat, on peut aller plus loin, en
cherchant "3 quelle allure” la suite converge (et vers quoi...).

Que ferait un "expert” 7 1l rechercherait peut étre une relation de récurrence entre Ing
et Iy, par exemple en faisant une intégration par parties.

On ne dispose pas encore ici du théoréme d'intégration par parties. On peut alors aider 4
la formulation d'une conjecture :

- en faisant calculer les premiers termes de la suite ;

- en proposant de s'inspirer du calcul de Ingg - I trouver une relation simple entre
Ins+1 et Iy { si on remplace - par + on a une simplification intéressante...) .

Le calcul de [y peut étre assistd par
la machine qui donne une primitive
de la fonction,

Le logarithme pewt faire songer

Ii

alors & une forme =

Le calcul de I3 peut Etre fait de la

méme facon. w

On pewr essayer la commande %3 {1n(x2 + 1) - x2)
propFrac pour retrouver 'll —5—— |dx 5
Ihistorigue des calculs. xE+1

Er du coup, on peut Itérer le

processus, et constater une by o opo. | X * X v

régularité intéressante : 5i on ,ui+1 ¥ee] xZ 41

ajoute deux fonctions successives, - & 1

le résultar, donc lintégrale, est |m propFrac) ' M +x¥ -
(%241 x< # 1

asses s:'n;f!'a. puisque ne resie
qu'une seule fonction puissance...

Y
X
®

" propFrac

ix2+1' s

%+ x3 = xS+
x4

ropPraclx~¢/

Ll I
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Un coup de calculatrice ;

xZ'n+l 2-n+3 2.n
la machine veut bien simplifier - STl dx J(x-x2")ad
Uexpression, mais refuse de | .
calculer ['intégrale, faute | ['[x2n+1 x2'n+3 2 J‘l( %2°N) g
d'indication sur n. ol x24+1 e+ 1 N L

.;[Hir“ + I]iﬂ Ié[?,“xz‘n]dh
J Coadu™ (2% 0.1

L

2]y
On calcule alors la somme I + Iy = I;%%—udx=£ﬂ"“ dx

1 1 1
=iz X = 3
La vérification sur les premiers termes est immédiate,

On peut alors en déduire un encadrement de Iy, en usant i la fois de l'inégalité de
décroissance { Lyy - I =0 ) et de I'égalité qui vient d'étre établie.

1 ) 1
Fne3 = I+l <2 Ip . Dol Ty 2 and

Le rdle particulier joué par I'un peut étre joué par l'autre :
1 \ 1 1
il =lp+Ins1 22 Inyy . Dol Iy £4n+4=4{r1+i]

Par glissement d'indice, on obtient I < %

D'oit pour finir :
1 |
g SIhS o

On a bien, par application du théoréme d'encadrement, la limite de I, égale 4 0.

On a méme mieux, puisque, par multiplication de la double inégalité ci-dessus par 4n,
on sait que 4nly a pour limite 1.

On dit que Ia suite (I, ) est "éguivalente” & % .

On peut observer ceite
“convergence lente" en
programmant la suite [, et la suite

3% . On pewr voir le lent
rapprochement des dewx suites,

oy

d

23303 ,
38241, 04167
e




Enseigrer en Terminale § ovee des caleulziricer
comprenand un pystime de methimatigue ppmboligue.
TREM de Moripeliter, page 40

Avec une table de valeurs de 10 en L L 1

10, le mouvement s'accélére, g ESEN . éﬁ}ﬂﬁ{f}
évidemment. D119, 018
Accélération en ce qui concerne le " BOE19, DOBSH
rapprochement des deux suites, - (2 DOE 171, DO62)
pas en ce qui concerne le calcul D043 '.EH"-T*E:_
qui est ld extrémement long (30mn) 131. 00410

La suite (I ) s& comporie comme la suite {% ). Mais I'encadrement obtenu est encore

plus intéressant, puisqu'il nous donne, pour chaque terme de la suite une valeur
approchée, et la qualité de l'approximation.

x 1 1
On sait par exemple que : A00008 = T1o00000 < Z000000°

Signalons que, si on voulait directement obtenir une valeur approchée de I joppoop avec
la calculatrice, celle-ci déclarerait forfait immédiatement : avec un bandeau "Illegal
Instruction” sur le haut de la machine, celle-ci se blogue immédiatement.

On le comprend, si on imagine le caleul approché auguel la machine procéde (voir les
stratégies de calcul ﬂppfﬂcglé dans les paragraphes gui suivent ) ; la machine va devoir

)
calculer T’ pour des points de Uintervalle [0, 1], par exemple pour x = 0, 1.
Clest-d-dire qu'il s'agira d' exprimer 10- 2000001 Cela fait beaucoup pour une machine
qui ne connait pas d'exposant supériewr a8 1000...
Le détour théorigue nous donne ainsi un peu plus d'informations que le seul recours d
fa machine...

b) Inégalité de la moyenne

Soit f continue sur [a, b], avec a < b (inégalit€ stricte ). Il existe donc m et M, minimum
et maximum de f sur cet intervalle.

Pourtouttde [a,bl,onadonc: m= fin)s M.

Par intégration, et application du corollaire 2 du théoréme 3, on obtient ;

]fmdti]ff{t}dtsfiMdt,c'eﬂﬁdim:m{b—a]ﬁ[:f{t}dtﬂh‘l{ba}.

Ce que l'on peut écrire aussi @+ m < I:-l-_a Jb fitydt < M.

Ihéorime 4
Soit f continue sur [a, b], a <b. Le réel I:IIL—E: .F: f(t) dt est compris entre le minimum

et le maximum de f sur cet intervalle.
D¥éfinition : Ce réel est appelé valeur moyenne de f sur [a, b].

Remarque 1. Cette formule traduit une extension de la définition discréte de "moyenne
arithmétique” an domaine continu (une certaine prudence simpose, & propos de cette
remarque : le rapport entre ¥ et J n'a rien de trivial...).
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Bemargue 2. Cette inégalité, résultat fondamental du cours d'Analyse de Terminale,
n'est qu'une autre version de I'Inégalité des Accroissements Finis, aotre résultat

fondamental. 11 suffit pour cela d'appliquer IIAF 3 la fonction h : x — | f(t) dt.
&
Remarque 3. Signification graphique pu;:r une fonction positive : I'aire du rectangle de
b
base ( b - a) et de hauteur y = ﬁ I £ dt est égale évidemment A& I. fi(e) dr. le
L]

calcul de la moyenne réalise ainsi une rectification de la courbe. On "rabote” les
sommets pour combler les "fossés",

Ci contre la courbe de la fonction

-sinus sur Uintervalle [0, x].
La valeur moyenne de la fonction

sur cet intervalle est "?E Laire du

rectangle hachuré, de base et de
hauteur la valeur moyenne est
précisément 'aire de Uarche de
sinusolde,

Exercice
Prouver que la valeur moyenne de la fonction exponentielle sur [a, b] est égale 4 la
pente de la corde passant par les points d'abscisse a et b,

T {xddx=2.

c} Intégrale et valeur absolue.

- 3i f est positive sur l'intervalle [a, b], on a sans peine :

[ Jf f(t) dt | = f: ()l dt,
- 5i [ est négative sur [a, b] , on obtient le méme résultar. En effet -
I ity dt = [ -ty =- P di=1 f: f(1) dt 1.

- 81 f n'a pas un signe constant, on décompose l'intervalle [a, b] en intervalles o le signe
de f soit constant. Par exemple si f est négative sur [a, c], puis positive sur [c, b], on
écrit :

II]: fitydel =| IC fit) dr +]b f(t) dtl par application de la linfarité de l'intégrale.
i 1Y
b
Puis | I: fir) de + Iﬁ fitydel < | f: fitydel +1 Jb f{t) del par inégalité wriangulaire.
L=
Et pour chacune des intégrales, on peut appliquer I'égalité précédente. D'on, pour finir ;
b
[ find s f: If(e) .
H
En conclusion de cette partie générale, quelques exercices variés :
Quelles sont les fonctions continues f qui vérifient, pour tout couple [a, b],
Frwa = e2@a
n
Une solution possible : on fixe a et on rend b variable,
[ a = 2@a

deux fonctions égales ont leurs dérivées égales. D'oi, pour tout x, f(x) = £2 (x).
f{x) ne peut prendre que les valeers 0 ou 1, et comme [ est négative...
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Exercice 2,
Etudier 1a Hmite de la suite :

R S S 1
S"‘n+n+|+n+2+‘“+2n

La calculatrice né donne pas
d'expression synthétique de S, ,
pas d'indication pour la limite.

On ne peut aveir gue des valeurs
exactes, ou approchées, de termes
particuliers de Ia suite.

Il faut avoir recours 4 un
encadrement par des intégrales
pour trouver la limite, In 2.

Execrcios 3 3 .
Rechercher des slmtégiﬂsd'ﬂncadrmnentdu]-lj %dt.

On constate que la calculatrice ne donne pas de valeur exacte de I mais une valeur
approchée. On peut vouloir contrdler cette approximation, en utilisant les théorémes
d'encadrement, Ia relation de Chasles sur les bomes, etc, Les encadrements obtenus sont
plus ou moins brutaux

- on peut encadrer t et laisser varier sint (ou le contraire ) sur tout l'intervalle
d'intégration ;

Eiﬂ“ ]:3th s'adapter aux fluctuations de la fonction, en la considérant sur [x, 2x], puis

I, 3x].

Cela correspond & des visions
différentes des phénoménes.
Ici, on encadre f entre Iix et - 1ix.

Le résultat, en terme d'intégrale,
sera probablement assez grossier.

i T T— 1 —

v Fa F4 - -
Ici, la fonction est encadrée entre Zoon|Trace ReGraph MathDravl~ ¢
sinx ! ® et sinx / (2x) .

Une auire vision du monde...

Cela prépare les méthodes plus
systématiques de caleu! approché
dintégrales.
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Petit complément au cours d'intégration
1
Aprés le cours, ont été émudides différentes techniques d'intégration (recherche de
primitives, transformation d'écrtitures, intégration par parties, calcul approché par la
méthode des rectangles ). Puis a été traité un premier probléme d'application du calcul

intégral : Uapproximation de & par la méthode de Wallis.

A travers ces différentes activités, le caleul imtégral est apparu comme un terrain
privilégié pour changer de point de vue, pour considérer une fonction sous des angles
différents.. L'utilisation de la TI92 s'est révéiée dans ces occasions assez commode.

On traite ci-dessous une autre application du calcul intégral,

Introduction

On a vu que le calcul intégral, en particulier l'intégration par parties, permettait

d'approcher d'aussi prés que l'on voulait certains nombres importants, comme T .

Nous allons voir ici que le calcul intégral permet aussi d'approcher certaines fonctions
"d'aussi pris que l'on veut", par des polyndmes. A condition que ces fonctions ne soient
pas trop cahotigues, sinon comment pourrait-on les approcher par des fonctions aussi
régulidres que des polyndmes ? On supposera donc que les fonctions en question sont
dérivables autant de fois qu'on le vent. La méthode que I'on va voir a été lig‘velupp& par
un mathématicien anglais, Taylor ( 1685- 1731). On va l'étudier dans un cas particulier :
la fonction exponentielle.

On va done prouver que la fonction exponentielle peut-&tre approchée d'aussi prés que
F'on veut par des fonctions polyndmes, que 1'on va explicitement construire, On se
placera au voisinage de 0.

1. La fonction exponentielle, référence parmi les références

N suffit d'évoquer la fonction exponenticlle pour avoir en téte ses principales
caractéristiques, en particulier graphiques :

v~
Une vision possible d'une partie de |*nin= 4.
la courbe de la fonction Ixs;f‘-—ll

exponentielle, en repére ortho- 3:;”25'3“555&%93
normé, avec les tangentes aux Josci=5.
points d'absciszes 0 er 1 wres=l1.

-

On sait en particulier que la droite d'équation y = x+1 est tangente i la courbe de la
fonction exponenticlle au point d'abscisse 1. On dispose de deux informations

importantes :

" et 2 x + 1 { démontré plusieurs fois dans des problémes cette année ) ;
* la fonction affine x+1 est la meilleure &pé;mximat'mn affine de la fonction
exponentielle au voisinage de 0 ( of le cours sur la dérivation ).

Mais ¢'est donc l'amorce de notre solution ! En effet, on veut approcher la fonction
exponentielle, au voisinage de 0, par des polyndmes.
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Si on veut un polynéme de degré 0, c'est simple : on sait que, si x est proche de 0, e*
est proche de 1. §i on veut un polyndme de degré 1, on sait que, si x est proche de 0, e*
est proche de 1 + x.

w = ;n r-:u Ftu-g:a ke H':h -;I.».I" i?
La fonction exponentielle entre -2 |xnin=_2.

et 2, une premiére approche xsi.];i:
frm.rfére au voisinage de 0 ( par J40°028:
a fonction constante 1 ), et une Jyscl=3.
approche un peu fine par la |*res=1.

Jronction tangente" x + 1.

e e lcatup et t e fird Powlie o
En Y1, la fonction exponentielle, P e
en Y2 la foncrion 1, en Y3 la |~ —
fonction x + 1. = H . g

1. §
B BT 11, ~o1
% .03 (L. :%
W i 1 ! "!g B

i FINE

Q;csﬁu%: ut-on trouver une approximation plus précise, avec un polyndme de degré
2 7 puis 3 Tetc.

Pour aller plus loin, il faut d'abord analyser de plus prés les premiéres approximations
établies.

2. Toujours contréler les approximations.

Si a est proche de 0, quel est 'écart entre ¢ et 17 Si a est proche de 0, quel est 'écart

entre ¢ et 1 +a 7 ( on prendra dans ce qui suita >0 ).
On dispose de deux outils { dans le cadre du caleul infinitésimal ) : la dérivée, et

l'intégrale.
- avac la dérivéa.

Evaluons e? - 1, ¢'est & dire e@ - &0 . Cette forme peut faire penser i l'inégalité des
accroissements finis. En effet, sur l'intervalle [0, a], la dérivée de la fonction

exponentielle, c'est & dire la fonction exponentielle, est bornée entre 1 et e . D'od

l'encadrement: 1{a)< e -1<ed (a).(on rappelle que a > 0)
Evaluons maintenant €2 - 1 - a. Pour cela, écrivons que la dérivée de la fonction

exponentielle, en 0, est égale & 1 :lim o8 £C =1, c'est & dire lim sstuie 0 1, clest &
] > asn a-0 - a—0 a

dire enfin et -1 = ]+ e(n), ol € est une fonction qui tend vers () quand a tend vers (.

Pour finir vraiment, on disposede : e? - 1 =a + ae(a), c'est A dire ¢ - 1-a=ae(a)
Ainsi, l'otilisation de la dérivation ne nous donne gu'un encadrement, ou un
renseignement "4 la limite", sur I'écart entre la fonction exponentielle et ses différentes

approximations.
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On dispose en fait d'un atre théoréme, & partir de la dérivation, qui nous permettrait
d'aller plus loin, mais il n'est pas au programme de la classe de Terminale.

- avec l'intégrale,

On repart de €2 - 1, c'est i dire e® - ¥ On reconnait [elj; , c'est idi:aI;etdL

Premier résultat done, e -1 = J:e*dt,c‘estﬁdire et =1+ I;ehit

Peut-on & partir de 14 aller plus loin, et évaluer €8 - 1 - a ? On peut songer i utiliser le
premier résultat, en "coupant" l'intégrale en deux parties, & nouveau avec une

intégration par parties.
}; etdt= m+k).cr1; : J; (t+K)etdt

Avec u(t) = ¢f  doncu' () =t
Yi=1 doncv(t) =t+k
On a gardé une constante k pour ajuster au mieux le crochet ( comme dans I'évaluation

de lerreur dans la méthode des rectangles). Regardons donc le crochet [(t + k}.el]; .On
veut faire apparaitre a. Il faut done faire disparaitre ¢4, c'est & dire choisir k = - a.

On a alors .l; etdt= [{i —ﬂ}.c']; - _I: {t-a)etdt=a- i: (t-a)etdre.

En recollant avec le premier résultat, on obtient :

e -l=a- ]: (t-a).eldt , o, en arrangeant un peu :

Deuxitme résultat ¢t = 1 +a+J:a:a-n.eid:

|- EEIg%haEalciﬂthrEihmEliar a=Z.. I
Un coup d'oeil de simple
vérification sur la machine.

a t
Le résultar brut de Uintégrale doit "j B [':“ ~t)e ]‘“‘
étre amélioré par la commande (a=1) e+ 3¢5~
Expand pour obtenir l'expression 11
sowhaitée. 1

3. Du germe 4 la généralisation

Puisque l'intégration par parties a permis de passer de l'approximation de degré 0 ( la
constante 1) & l'approximation de degré 1 (1" j:jpmxi.maliﬂn affine 1 + a), pourquoi ne
pas poursuivre pour obtenir une approximation de degré 2 7

Onreprend e =1+a +l: (a-1t)eldt, et on intégre par parties 'intégrale.

N -t)etdt= [(at E+k} q - [ @ E-i-kj Ldt
“ 'H- o = - ﬂ_z Icl'_'l- "3_2 B 5
Avec u(t) =e¢' doncu'(t) =el
2
vi{th=a-t duncvl[l]=at-ti+k
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Comme précedemment, on va ajuster k pour que la crochet donne une expression

2
polyndmiale, sans exponentielle. Il suffit pour cela que at - -:;!-+ k s'annule quand t

2
prend la valeur a. On trouve k=i%

2 gl 2 g2
D'od -':[“"}-Eldl' [Eat-tj-%}-ﬂ']: - J;{at-% =—ai—]etd|:,-
a! 2 4 nl 2 _ 2
gﬁzl@u&iﬁldma?;;ia_zt}_e.m‘

En recollant au deuxidéme résultat, on obtient :

Prolime vhatiist o8 =ivas “TEJ,J;“E—"! etdt.

E
ranl0Clear a-z. |

Vérification immédiate.
Le résultat brut donné par la '[z'f"'I}‘(“"1]""'2“2'*'*'2*2"‘
TETM f}'f.‘.ﬂ Rudre engageant. £

prés lapplication de la d2fa-1)(a+1)e®-2-32. %4,
commande Expand cela va un peu -EIPE'-“d[ 1: Sl i ] oA

2
-r."—.r-l-l.

wEeTa—2%a"2Ecara" 2 v 2w e ) 20

MAIN EAD FEAf 17T TAT

Peut-on aller plus loin 7 On ne fera pas ici la démonstration par récurrence ( & la portée
du lecteur courageux) qui aboutira 4 ;

2 3 ¢! - 1
Nidtmerésultat: e =1+a+ 543 e 20y F;i’—n,‘-’— etdt.

On a bien ainsi approché la fonction exponentielle par une fonction pol . L'écart
entre les deux est donné par une intégrale, que l'on appelle le "reste intégral”,

Cette formule est appellée la formule de Taylor, avec reste intégral, appliquée & la
fonction exponenticlle. Ce résultat est d'ailleurs donné ( partiellement ) par la machine :

Dans U'application initiale, menu
Cale, commande Taylor,

tayler(e®, a,2,0)

On doir indiguer la fonction, la
variable, le degré du polynéme
d'approximation, er enfin le
vaisinage du point o on se situe,

4 2
ici 0. =taylor(e®,2,4,0) Fr+3-+3-+a+1
On note que la calculatrice ne

" 4 a
donne pas le résultat général ; il t:aylnr{* L "':; E]a. = taylor(e®,a,n, 0
ne faut pas réver !

On peut aussi observer I'approche de la fonction exponentielle par ces polyndmes, sur le
plan numérique, et graphique,

3 2
taulm-‘r:-la,l,il,ﬂ] %—l-—ar+l+ll
I

Il restera ensuite & vérifier que, quand n tend vers +eo, le polyndme "colle” bien i la
fonction, c'est & dire que le "reste intégral” tend bien vers 0 quand n tend vers +ee,
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Observation graphique : v ——r
v comn|Trace(Re ‘aph ath Dr s
On a placé 1d les trois premiers [N s
"Fﬂ!’_'!»'ﬂﬁﬂ:-ﬁ.!‘ de Tﬂ}rl'ﬂr". -I'H lﬂf}r
=y ; 1
Il faur observer les tracés les uns ®
aprés les autres pour constater le |™%° 53 H‘; k
rapprochement entre la fonction §, . x X
exponentielle er les polynémes .H.nrl-. Tiate Bliekat
successifs,

F F ] 5
Mmm - Sa 221 L frieadine i) Pume|lng P
Le tableau de valeurs ( entre -0.3 = :
et 04, avec un pas de 0,1 ) est [~ : 9 :
aussi éclairan:. . 3 : 1.
5 1.1 . 105]
1] ] 1' =
! E - 45
-- -
T RALTA T

4. Une vérification partiella...

Il reste & démontrer donc que Je reste intégral tend bien vers 0 quand n tend vers 4+, On
va d'abord le faire dans un cas particulier, et important, avec a = 1. Reprenons la
formule générale de Taylor, aveca =1 ;

1 1 1 1“.'1!“
e=1+1+ i’*?ﬁ*"-*m*fﬂ 7 etdt
1 1 1 ]_tﬂ
Dﬂpﬂﬂ! U= ]+]+i+ﬂ+...+ ol et Ip= J‘;iﬁLﬁtdl

On va démontrer que l'intégrale Iy tend bien vers 0 quand n tend vers +e=, ce qui
prouvera que la suite ug tend vers e,

Cette intégrale est difficilement calculable, On va done l'encadrer.

t étant compris entre 0 et 1 (intervalle d'intégration ), il est clair que la fonction &
intE%-cr est positive, done l'intégrale I, ( les bornes étant dans le bon sens ) aussi.

Voild pour la minoration. Pour la majoration maintenant : (1 - t ) est inférieur & 1. Donc

1(1- . ; :
Iﬂiln!tE eldt = I-nl:l._l' eldt = E]'T Iﬂ etdt < %[ﬁi]ﬂ i i]!T[E‘]:]
Conclusion :

1(1 -0 1
0< I“f—an etdi s Lpe-1]

Une application immédiate du théordme d'encadrement prouve que l'intégrale T, tend
bien vers 0 quand n tend vers +ee,

On a méme micux, puisque cette inégalité nous permet de contrler la convergence de
la suite o, vers e :

e-uUp= I = n%[e -1]1= % { 51 on majore e-1 par 2 pour simplifier les choses ).
L'intégrale I est positive, donc la suite up est inférieure & . Si on veut que u, donne
une valeur approchée de e & 10- 3 par défaut ( par exemple), il suffit que EE_! soit inférienr

& 10-3. Quelle valeur de n choisir 7
On peut utiliser le fichier de suites pour une réponse rapide :
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v f—|Setup el S el Posefing B

FLETS
11 suffit done de prendre n= 9 d ult;zf-
uil= = .
uié:
wig=
ud= - :
ulila:
: m

On peut alors obtenir la valeur approchée souhaitée :

Dans Uapplication initiale on
obtient une valeur exacte, puis
approchée de ug gue l'on peur
comparer & la valeur approchée de
e donnée par la machine.

On constate que U'on a une
précision supérieyre 4 103, ( on
savait en effet que le rang 9 érair |
une condition suffisante, er pas
forcément nécessaire pour
l'obtention d'une telle précision),

2. 71828132537

2. 71828 IEZIMJ

L'application initiale nous permet d'approcher e de beaucoup plus prés : si on choisit
n = 20, on est assuré d'une précision 4:1||:2,%+ c'est & dire de 10-18, ce qui est bien
supérieur 4 la précision obtenue par le calcul approché de e dans 1'application initiale,

Le calcul de uzg nous donne une
valeur approchée de e avec une
précision de 1018, mais sous
Sforme fractionnaire.

e L o 3

2432902008
20 ¢ 4

5i on passe en valeur approchée, > [TI"] 2.71828182844

on perd cette précision, pour ne

récupérer gue les 12 décimales
déjd connues.

2.7182818284¢)

Mais ne pourrait-on pas récupérer la précision, sous forme décimale 7

On va récupérer la puissance de la |
calculatrice avec des nombres
entiers. On multiplie la valeur

exacte de uzg par 1098, et on en
prend la partie entiére. On obtient
ainsi la partie entiére de e { gui est
2 ), et les 18 premidres décimales,
dant on sait qu'elles sont exactes

{ commande partie entidre dans le
fichier Math, menu Number)

E613313319248080001 . 18
74329020081 76640000 19

AB0364461177051269537353515625
1484592

6613313319248080001 18
IFIFt[ Sooo0B17EEdoo0n 19
I? 18281828459045

124329020081 766400001018 )
T R T 174 I T T
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Eﬂ: If: Dirhlr- P rﬂ'ﬂﬂ lear a-z.

6613313319248080001 , 19

Autre technique, pour obtenir les
18 décimales souhaitées pour e :
on appligue la commande

FPropFrac a la fraction, aprés Bl
Favoir multiplié par 1018 M%&gﬁ.ﬁmﬂ.ﬁﬁ
On obtient alors la division “en L. pr-n-p-Fr-ar:.[ 403644611770512695373¢ IEEZ-‘

A 14845355421
nombres entiers”., et donc la partie
entiére du quotient ( on refrouve le 2718281828459045235 + 'ﬁ%ﬁﬁ'
méme résultar que précedemment). 7353515625/,14849255 451 )]

E EEALCT UMK

Le contrdle de la précision nous assure que, méme si on calcule un terme de la suite
"plus Ioin”, la 182me décimale ne sera pas affectée : ESSAYONS AVEC U3(.

’.! ‘§;1Ehri tbralcote Efm:iprgl 10lclear az.
On a calcuié uzp, puis multiplié ce L
P Eﬂ[‘ﬂ']

nombre par 1008 puis pris la

partie entiére du résuliar, ;
On retrouve les mémes décimales | propFrac %‘%ﬁ%
{heureusemeni!) 35895

2718281 828459045235 + b

On peut woutefois se poser la question : est-ce que, en appliquant la méme technique A la
valeur approchée de e donnée directement par la machine, on ne pourrait pas trouver
ces 18 décimales 7 Essayons...

La réponse est non : on ne gagne
?v_u’m:a décimale ( 59 & la fin au

ieu de 6). Mais les zéros donnés
ensuite... sont faux,

L'utilization d.es_ intégrales a bien |u ¢ 2.71828182846
permis d'obtenir de la machine E iPart(2. 7182018208459 1018)

plus qu'elle ne donnait 2718281 928459000008

“spont 1Part(2,718281828459x10°183]
4 TTHEY [ T

On peut par cette technique obtenir une précision plus grande encore, en allant plus
loin. Ce qui finira par prendre du temps... Et ce n'est pas forcément indispensable, pour
ce qu'on a & faire, en Terminale, de e,

Cependant, la recherche de l'information la plus grande sur un objet (mathématique, ou
aptre ), avec les algorithmes les plus performants, est un ressort important de 'activie
scientifique, et de 'activité tout court !

Ainsi, si on considire la suite vy = 1+ 1 + %+ 3—l[+...+ % + nl? le lectenr curieux
pourra constater que la convergence de cette suite vers & est beaucoup plus rapide que la
convergence de la suite up vers e. Simple observation, car il resterait & prouver bien sfir
q“;id cette suite converge bien vers e, et que la convergence est effectivement plus
rapide...
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5. Puis une vérification plus génédrale
{ lecture facultative, mais crayon a la main...)

Ce que l'on a fait pour a = 1, peot-on le reproduire pour a quelconque 7

gl a3 n -fn
e =1+a+ ?+%T+“‘+ %H:E“—“F— eldt=uy+1y
Peut-on prouver que l'intégrale I, tend vers 0 quand n tend vers +ee 7
On sait que, sur l'intervalle d'intégration, 0 St 5a
Donc 0<a-t<a.Donc(O<(a-t)n<al

Cs qui donne 0sT, S l;t‘dt-;?;[et];:%[e“-l].
C'est & dire 0=1, S%H(c“a 1).

Si on prouve que ﬁ‘,: tend vers 0 quand n tend vers +ee, c'est gagné,

C'est évidemnment le cas si a est siicterment compris entre -1 et 1. On a au numérateur

une suite géométrique qui converge vers 0 (théoréme fondamental des suites
triques ), et au dénominateur une suite qui tend & Pévidence vers 4=, Le quotient

tend { doublement, pourrait-on dire...) vers 0. :

Si ad: 1, 1e leme a déjh &é traité, Si a = -1, le lecteur avisé comprendra qu'il n'y a

pas ;

Que se passe-t-il sinon 7 On va traiter le l!:madanslecasnilnbl{sia-:—rl.lc
lecteur, toujours aussi avisé, pourra passer & la valeur absolue...). Coup d'oeil machine :

La. mochine 10 dORGE By i l.ilﬂra alc|OtherPronl0Clear a-z_.

n
directement 1a limite de — quand |= 1im _J'J unde
nl " o
n tend vers +=o. Par contre, 5i on "
précise que a est strictement |a ipm [..}l..]| adi a

supérieur & 1, elle donne la limite | paw
0. Et si a est inférieur strictement " R
inférieur & -1, -a est alors |a 1i“la—]|“ -1 “.[ 2
strictement supérieur & +1, et on | nee \ N n+e ik

est ramené au cas précédent. .mitla n/nt n,u}lgs‘h
A condition de savoir interpréter la n!pc:nse ;_E Ta mmﬁ I
Essayons maintenant d'établir ce résultat ® & la main®.

n
On a alors -:T = ?‘ig": . Pourgquoi cette fraction devrait-elle tendre vers 0 quand n

tend vers +ee 7

Prenons un peu de recul :
- les facteurs du numérateur sont constants, tuuijums égauxda;

- les facteurs du dénominateur deviennent de plus en plus grand. _
Mais, c'est bien siir | A partir d'un certain moment, les facteurs du dénominateur vont

finir par dépasser, et "écraser” a de leur supériorité |

Mettons ceci en forme. o

On appelle A la "partie entidre” de a, c'est & dire le plus grand entier inférieur ou égal &
a(sia=v2, A=1;sia=4, 537, A=4, etc..). On pose alors, pour &tre sfir de dépasser
a, N=A+l



Enseigner en Torminale § avec des caleulatrices
comprenant un sysiéme de matkématique symbolique,
IREM de Mortpeliier, page 5]

Revenons alors A notre quotient , en choisissant n > N { ce qui arrivera bien, pulsque n
tend vers +o,

A aaaa....a8d....00.8.3 ; .
On aura alors -+ = 123, (N-1).N.(N+1 - On coupe cette fractions en deux :

an a.a.......8.08.8 a.a.a......na . .
ol = 123..(N-IJ * N(N+1)...n - L€ premier quotient est constant.

Intéressons-nous au denxidme :
a8f...88 a4 A& a
N(N+1)...m ~ N*'N+l"""n°"

On a bien siir - ﬁ""ﬁ'—]ﬁ:‘ ..... ::-%.
. A84...484 & .n-N+l
D'on : N(N+1)..n <(N’

( attention au dénombrement des facteurs ! )
Ora<N. Donc0 r:.% < 1. Done {ﬁ}" tend vers 0 quand n tend vers +eo
Pour finir :
i 4.8 ad.m 8 .-MN+l
0< NN+1)..n < (W) (N :
Application du théoréme d'encadrement, et fin :

n
Ea[' tend vers 0 quand n tend vers +e=, donc I, tend vers 0 quand n tend vers +oo,

Conclusion finale, pour tout réel a ( vous pouvez le tester pour une ou deux valeurs )
2 n
€2 est la limite de la suite 1 +a + %, + %r +ot :—: quand n tend vers 4o,

Petit défi

On peut reproduire la méthode de Taylor, appliquée 4 la fonction sinus. Ce n'est pas tnks

compliqué, II suffit d'essayer...
Et on ;_)lglum vérifier le résultat obtenu en consultant le menu Calc, commande Taylor,
de la TI92, ou en vérifiant graphiquement que la famille de polyndmes obtenue

approche bien la fonction sinus.
Le “plumeau” des 3 premiers FR v T FE¥
polyndmes approchant la fonction |Zf=Zeen|TraceReCraph .t s
sinus au voisinage de 0.
Esthétique, non

Le polyndme de degré 1 est, pour ’_\\ X

E;;u;: Sﬂ; La;geure. la foncrion qui \\¥
e o
TTTTRRTIYERYYYY




Enseignar en Terminale § aver des caleulairices

comprenant un Sysdme de mathimetique spmboligue,
IREM de Monipeilier, page 53

3.Probléemes
"type bac"

1) E“[ﬁl’ﬁ at
d 2 1
[* T=(w109) Tz Inl]
2% 1
[ un i [ ()
é%gﬂ;(gifx}ﬁalmz

A plusieurs reprises, une correction détaillée de
problemes "classiques" est donnée aux éléves, aprés aqu'ils
y aient eux-mémes réfléchi

Il est essentiel en effet que les élévent distinguent
clairement l'activité de recherche, de 1l'activité de
"contréle®. Dans le premier cas, on relate les phases de
tatonnement, les erreurs rectifiées, dans le deuxidme Cas,
on attend une rédaction "lisse".
Cette distinction est décisive pour le bac !

= RANRE i o RA W Bniy
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Un premier probléme, classique, donné en
contréle en classe.

Une suite (wy) est définie par la donnée de wy = 1 et par la relation de récurrence |
Wpil=4 - gWn

1) Décrire le comportement apparent de cette suite, en reproduisant les deux graphiques
habituels et une table des valeurs approchées des premibres valeurs. |
2) On appelle f 1a fonction qui 4 x associe f(x) = 4 - &%, Montrer que I'équation f(x) = x
admet une seule racine sur R+, que I'on notera A.

3) Si la suite (wy) converge, quelles peuvent étre les limites possibles ? Erdier les
variations de f. Que peut-on en conclure pour les variations de la suite (wy) 7 |
4) Montrer ensuite que la suite est croissante majorée.

5) Montrer que tous les termes de la suite sont dans lintervalle 1=[1, 4]. Montrer que
pour tout x appartenant & I, f(x) est compris entre 0 et 0,5. En déduire alors les|
inégalités : 0 <A - wayy = 0,500 wy), puis 0 < A- wy, 0,50 (- 1) .

Que peut-on en conclure pour la limite de la suite (wy) 7 A partir de quelle valeur de n
est-on sir d'avoir un écart entre A et wy, inférieur & 10-100 7 I

Il s'agit donc d'émdier la suite définic parwg=1 et wpai=4 - &"¥n
Prologue

Avant toute manipulation, tout calcul, considérer I'objet mathématique de deux points
de vue :

- quel type de suite est-ce 7
C'est une suite définie par récurrence, du type woep= f (wy). On dispose de résuliats
importants sur ce type de suite ( & ne pas confondre avec les suites définies par leur
terme général ! ):

- si la fonction f est strictement croissante, la suite est strictement monotone :

- si la suite est convergente, alors elle converge vers une des racines de
I'équation x = fi{x).
- cet objet est-il toujours défini 7
La fonction f étant définie sur R, si wy, existe, alors wpyy) existe aussi. Et comme wp
existe bien, on peut affirmer que la suite est définie pour tout n.

L. On peut alors observer le comportement des premiers termes de la suite,

L'observation est toujours lide o
#Hﬁcfr‘z:je casle B L ¢ ulmd = ¢ "Ulin=1)
o uil=1

Il semble que la suite est
crolssante, ef convergente,

Mais vers quoi ?
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La rable de valeur indique une
quasi-stabilisation un peu au
dessus de 3, 98 ;

( ce qui ne veut pas dire 4! )

ud=
brc:7.
b ﬂﬁtz.
ci3. 9813394

Er ﬂﬂi:ﬁf: le graphique Web
ROWS que, si convergence . o

il y afﬁm ne peut étre quég-.rm g o kB
une des solutions de 'dgquation Ti-
x=fix)cestddireicix=4-¢x, | Y
et 4 peut difficilement étre une
solution de cette équation !

1. Montrer que I'équation x = 4 - ¢* a une solution et une seule sur R+

Redisons le avec force, une telle question ne se traite pas " la machine”, mais appelle
une réponse théorique. Il s'agit ici d'étudier la fonction g, qui A x associe ;
EX)=x-4-e* Ondisposedeg' (x)=1+e%>0,

Par ailleurs g(0) = -3, et I;i_r_ng = +eo | car IEI:'! =} ).

Théoréme : la fonction g, continue et strictement croissante, définit une bijection de R+
sur f(R+)=[-3, 4e= [,
0, élément de l'ensemble d'arrivée, a done un antécédent & et un seul dans R+,

On peut évidemment feter un coup FTmTT e T TIEe TIRe T ]
d'oeil, aussi bien graphique gue E%mmaﬂm-
dans 'applicarion initiale, pour se
rassurer. On retrouve une valeur
approchée de ) gui ne nous
étonnera pas | voir 'observation
ge la suirte ci-dessus.).

n constatera d nouveau que dans
lapplication initiale on dispose de I“*"E'_" Eé'éﬂ
plus de précision gque dans -
Fapplication graphique.

3) Si Ia suite (wy) converge, quelles peuvent étre les limites possibles ? Etudier les
variations de f. Que peut-on en conclure pour les variations de la suite (wy) 7

ssolue(x=4-87%_
w3, 98133937091

La question contenait un petit pidge : nous n'avons pas encore démontré que tous les
termes de la suite sont positifs. Aussi, en toute rigueur, l'application du théoréme ne
peut nous dire que la chose suivante : si la suite converge, elle ne peut converger que

vers une des solutions de 'équation x = f(x) sur R. Or, sur R, rien ne nous dit que cette
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équation n'a qu'une selution ( en fait, elle en a deux...). Restons donc prudents - et
Figoureux :
Si la suite converge, elle ne peut converger que vers une des solutions de I'équation
x = f(x) sur R.

Par ailleurs on démontre sans peine que f est strictement croissante ( via la dérivée par

exemple). Done la suite (wy,) est strictement monotone. Et comme wy est strictement

Ejlua grand que wp , on peut en déduite que la suite (wy) est strictement croissante,
uqcftnus les termes de la suite sont supérieuars 3 wyp. Donc a fortiori ils sont tous

positifs,

On peut alors améliorer le résultat précédent : si la suite (wy) converge, elle ne peut

converger que vers une des solutions de I'équation x = f{x) sur R+. Or on a démontré

quiil n'y avait qu'une seule solution de cette équation sur cet intervalle !

Done si la suite (wy) converge, elle ne peut converger que vers A ( ce qui ne prouve

pas encore qu'elle converge | ).

4) Montrer ensuite que la suite est croissante majorée,

Nous avons déji montré qu'elle était croissante. On pourrait démontrer qu'elle est
majorée par 4, puisque la fonction f est majorée par 4. Sn peat aussi faire plus fin ; on
va démontrer que la suite est majorée par A.

Clest vrai pour wy. Supposons la propriété vraie pour wy,.

On aurait alors wy < A. On peut appliquer f, strictement croissante, aux deux membres
de cette inégalité ; f{wy ) < £ (L), c'est & dire wy < L. La propriété est vraie & l'ordre 0,
elle est récurrente, donc elle est vraie pour tout terme de la suite.

5) Montrer que tous les termes de la suite sont dans l'intervalle I= [1, 1]. Montrer
que pour tout x appartenant a I, I"(x) est compris entre 0 et 0.5. En déduire alors
les inégalités : D<A - wyep < 0,5 (A - wy), puis 0 S - wp S 0,59 (A- 1),

Que peut-on en conclure pour la limite de la suite (wy) 7 A partir de quelle valeur
de n est-on siir d'avoir un écart entre A et wy, inférieur 4 10-100 7

La suite est croissante, donc tous ses termes sont supéricars & wg, c'est A dire 4 1. Vu la
majoration déjd établie, on peut bien affirmer que tous les termes de la suite sont dans

[]1 l]-

f'(x)=1+e™ La dérivée de f est de toutes fagons positive. Si, de plus, x est dans
Vintervalle [1, 4], alors f° (x) sera inférieyrd e- ! (x> 1 implique e® <e- 1),

Or el % (car e>2..).

Pour finir on a bien, quelque soit x dans [1, 4], 0 <" (x) £0,5.

On peut done appliquer l'inégalité des accroissements finis dans cet intervalle.

Ro?pnluns précisément le contenu de ce théoréme 7 sous sa forme n°1 (pour la forme
n~Z, avec des valeurs absolues, voir le cours ) :

- Soit une fonction f, dérivable sur un intervalle I, et telle que, pour tout x de I,
m=f'(x)=M

7 Ce théoréme cst un des résultats fondamentaux du cours de terminate. 11 doit &tre reteng par coeur, Sous
ses deux fommes, Avant de appliquer dans un probliéme, il faut ke citer in exienso, et montrer que l'on est
bien dans les conditions nécessaires 3 son application.
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-goient x et y, €lémenis de | tels quex s y,
{ ce sont 18 les conditions d'applications )

on a alors la double inégalité suivante :
miy-x)sfiy)-fix) =M (y-x)

Ici,onprendral =[1,A]l. Onaalorsm=0,et M =0, 5.
On a démontré que tous les termes de la suite wy étaient dans l'intervalle I. On peut
alors appliquer I'TAF & wy et A { puisque ils sont tous deux dans I, et que wy <A ).
Onaalors: 0= f(A) - flwg) €0, 5(h-wy )
Or £ (A ) =L ( cest ainsi que l'on a défini A....), et f (wq ) = wpe1 . par définition.
Dol I'inégalité voulue.

< ?I.-“':q.]_ 5'“;5[1--".]

On rederit ces inégalités pour n = 0, puis 1...
0 h-wa =0,5(h-wp)
0 h-wpg =0,5(Ah-wpa)

0= l.:I.-'W;;. 50.5{1-“"“.1}

On multiplie ces n inégalités membre & membre ( tout ici est sirictement positf ). On
simplifie, et on obtient :

0 Ah-wy =0,50(%-wp

Comme wp = 1, on a bien la double inégalité cherchée.

0 A-wy =0,5%(A-1)

Il ne reste plus qu'd appliquer le théortme d'encadrement : la suite ( 4 - wy ) est
comprise entre 0 et une suite qui tend vers O ( en effet la suite (0, 5 7 est une suite
iﬁcﬂﬂmq“ dont la raison - (), 5 - est comprise strictement entre -1 et 1 : elle converge

vers 0 ).

La suite ( A - wy ) converge donc vers 0, ce qui équivaut 4 dire que (wq ) converge vers
A.

Pour que la différence A - wy soit inférieure 3 10-100, il suffit que 0, 57 (A - wp) soit
inférieur & { A - wp).

Probléme : on ne connait pas &. On va alors utiliser un encadrement de ce nombre :
f(3)>3etf(4)<4 Dod I<h<d.

D'oll 2 <A -wg<3. Ainsi, pour que 0, 5 ( & - wg) soit inférieur & 10-100, i1 suffit que
3,0, 57 soit inférieur & 10-100,

Un petit coup de logarithme, et c'est bon :

3.0,57 < 10190 gguivaut 2 n.dn (0, 5) < -100 In 10 - In3. Ce qui équivaut d :

( attention, In 0, 5) est négatif ! ) n> _imﬂm‘: In 3

Enfin on trouve que le plus petit n (entier ! ) vérifiant cette inégalité est n = 334,
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Remarque 1.

Un ne peut pas vérifier cela avec notre calculatrice. Une précision de cet ordre est
d'ailleurs exorbitante,
On aurait pu se fixer des objectifs plus raisonnables : A partir de quel rang est-on sir

que I'écart entre wy et A est inférieur 4 10-10 9
Une inéquation du méme type que tout & I'heure nous conduit & : n > % » C'est &
dire n = 34, plus petit entier convenable & coup sir.

Une observation de la table nous
monire qu'd partir du rang 9 on
bénéficie déja d'une précision de
10-13,

N est donc Important de dissocier
condition nécessaire et condition
suffisante : ce que l'on a prouvé
ci-dessus, ¢'est que pour avoir une
précision de 10 = 10 il suffir d'aller
au rang 34 ( il suffis, mais il ne
faus pas...)

Remarque 2.

On peut noter dans la fenétre ci-dessus que la suite nous donne pour A une précision
plus grande que la résolution de I'équation dans I'application initiale. A condition qu'il
n'y ait pas de dérapage dans les calculs approchés que fait la machine... (cf TP 14),

Remarque 3.

On constate dans le tableau de valeurs qu'a partir du rang 9 la suite semble stationner. 11
faut Etre conscient du fait que ce n'est qu'une apparence. En fait la suite continue de
croftre, mais cette croissance est imperceptible pour la calculatrice, et donc pour nous.

Remarque 4.

On constatera enfin que dans la rédaction de ce devoir on a plus fait appel aux
théordmes du cours qu'aux résultats de la calculatrice. 1l ne faut pas confondre les

genres :
- en TP, la calculatrice est un outil de recherche, d'observation, de vérification *

- en controle (et le jour du bac en particulier ) le travail de recherche est assez limité,
Votre travail est guidé par des questions successives, dont les réponses font appel aux
théordmes, aux exercices déjd traités. La calculatrice a davantage I3 un role de
vérification. Et ce n'est pas rien, griice au calcul exact. Pour les dériv s, les primitives,
les intégrales, les résultats numériques, cela est bien utile. Mais tout doit étre établi,
justifié, " la main”,

Q @ Q9 9 9 9 9 9 9
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Un deuxiéme probleme, difficile,
traité en classe (Bac C, Bordeaux, 1985)

.ﬂ' .1' it ici de voir en particulier ce que peut faire la machine, et ce qu'elle ne fait pas,
I telle facon qu'un recul nécessaire soit pris...

L'é&noncé

Erude d'une fonction numérigue définie par une intégrale qu'on ne cherchera pas
calculer,

1. Démontrer que, pour tout nombre réel x élément de l'intervalle I =10, l[ w1, e,

Tintégrale _[‘FJ:1Il i dt est définie (In désigne la fonction logarithme népérien).
On considére 1'ap]:h::ann|1 f définie sur [ws {0} par:
= dt sixa0
et 0y =10,
2, Démontrer que f est dérivable sur 1 et que, pour tout x élément de I :
Iny

£' () = i 200
Déterminer le sens de variation de f.

3. a) Démontrer que, pour tout x élément de L, Hxﬁ =fix) = ﬁ;

b) Déterminer les limites respectives de fix) et de -ﬂ%l lorsque x tend vers 0.
Etudier la continuité et la dérivabilité de f en (.

¢) Déterminer les limites respectives de f{x) et de E!El lorsque x tend vers +es,
4, On considire l'application g définie sur |0, 1] par g{t) =2 - 2t + Int.
De 1'étude des variations de g ( sens de variation et limites aux bornes de l'intervale de
définition), déduire 'existence d'un unique nombre a élément de |0, l[ tel que gla) =0,
et justifier que pour tout nombre réel t élément de [a, 1], ona: Int2 It 2.
Utiliser l'inégalité précédente pour démontrer que, pour tout x élément de [a, 21

fix) = ifi‘ l'il—ti . En déduire la limite de f{x) lorsque x tend vers % ;

5. Démontrer que, pour tout nombre réel t élément de [1, 4==[, Int <t - 1. Déterminer la
limite de f(x) quand x tend vers 1.

6. a) Résumer dans un tablean l'étude des variations de f;
b) On note (C) la courbe représentative de f dans un plan rapporté & un repére

arthonormé (O, T, 7). Donner I'allure de la courbe (C) en précisant la tangente en 0 et
les droites asymptotes.
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L. Etudions d'abord les conditions d'existence de I,

* On peur considérer d'abord le probléme théoriquement.
Pour x = 0, pas de probléme, f(x) = 0. Ailleurs, f est définie par f(x) -F:%m

Considérons d'abord la fonction A intégrer : - est définie pour x strictement positif
(logarithme oblige), et x ;e 1 (pour cause de dénominateur, on doit avoir Int # 0). Le
domaine de définition delm est donc J0, I[ w ]1, +eof, Cette fonction, continue sur
chacun de ces dmlx intervalles, y est donc intégrable.

Pour que Fh g At existe, il faut que l'intervalle d'intégration [x; 2x], soit compris

dans un des deux intervalles od II_T. est continue :

- soit [x; 2x] inclus dans 10, 1[, cest Adire O < x<2x <1, Bﬁtﬁﬂlﬂﬂﬁxﬁi,
- 50it [x; 2x] inclus dans ]1, +ee[, c'est & dire 1 < x < 2x.
Au total, puisque f(0) existe, le domaine de définition de f est [0, 1] U J1, +=<[.

* On peut aussi observer les résultars donnés par la calculatrice.

La fonction f a €t rentrée en Y1,
Le graphigue se trace sans
prubiém: sur l'intervalle Iﬂ,%[

eu prés..), puis le message
I_I ned \ra.nabfe apparait.

Pourgquoi ?

Pour comprendre ce qui se passe, on a toujours intérét 4 en revenir & l'origine des
phénomenes constatés, c'est i dire ici & la fonction qui est intégrée, rrl':_t .

On a hachuré ici fﬂﬁ lmdl,cest A
dire £(0,25), ctf‘ rdt, c'est A dire
f(2).

On comprend alors que, si x est
entre 0.5 et 1, alors 2x est
supérieur a 1, et l'intervalle [x, 2x]
comprend la valeur interdite 1. La
machine refuse alors de calculer

1 .
ﬁxm dt, D'od le message...

On peut alors contourner la difficulté en éudiant la fonction £ sur intervalle [0, %{ :

puis sur P'intervalle ]1, 4e<[.
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Sur la fenétre de gauche, la
fonction f, tracée sur [0:0,49)]
(avec [-3, 3] pour les y).

Sur la fenétre de droite, la
fonction f, tracée sur [1,1, 10]

{avec [0, 5] pour les y).

On a restreint un peu les
intervalles (0,49 au lieu de 0,5)
pour ne pas avoir de probléme de
définition aux bomes,

.rﬂeiﬂd peut alors faire un graphique d la main pour récupérer toute Vinformarion “d'un
fenant”,

NB : on peut commencer par le travail théorigue pur, ou commencer par I'observation
de la machine. L'important est de ne pas perdre de temps le jour de 'examen. Penser a:
- établir des ponts entre les dewx types de travail (quand on travaille papiericrayon, se
demander "comment cela doit se traduire pratiqguement ?" ; quand on regarde la
machine, se demander "qu'est ce que j'observe indique, comme propriétés possibles des
objets étudiéds 7") ;

- engranger toutes les informations pour la suite du probléme : il est clair par exemple
que les graphiques obtenus ci-dessus donnent des indications pour les variations de f,
pour ses limites. Des indications sewlement, qui sont nécessairement partielles (qui
peuva;u: éventuellement induire en erreur...). C'est I'étude théorigue qui permetira de
trancher.

Mais ce travail d'observation, dans un temps raisonnable, n'est jamais inurile : il

permet par exemple ici de bien distinguer la fonction % et la fonction f, ce qui esr
essentiel pour la suite du probléme...

2. Etude de la dérivée de fsor I (c'est & dire sur Pintervalle de définition de f, sauf en
.

Pour faire Uinverse de la question précédente, commengons par poser la question & la
machine.

On trouve une premiére forme de WW
dérivée, que 'on modifie via la » f—[AlgebrajCalcjOther Pronl0iClear a-z..

commande Factor.

On retrouve bien le résultat
demandé. Ce qui ne nous apporte 4
pas d'information particulidre... ﬂﬁﬂgl{x}] B 6 T Has T |

En fait, ce qui est intéressant, c'est
le premier résultat, qui est
probablement une étape dans les
calculs intermédiaires.

Passons alors au calcul "d la main”,
Soit F une primitive dcﬁ {qui existe sur chacun des intervalles de 1, puisque cette

fonction y est continue), On a alors f(x) = P:‘ dt= [F{x]]'? = F(2x) - Fx). Mais F est
une primitive, donc elle est dérivable, Donc la dérivée de f est la différence des dérivées
de F{2x) et de F(x).
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Pour Ia deérivée de F(x), pas de probléme : F est une primitive de fi- donc F' (x) = fh-.
Pour la dérivée de F(2x), il faut faire attention : il s'agit d'une fonction composée. La
dérivée est donc égale A 2F ' (2%) = -5

Au total f' (x) = i—-% - ﬁi fmmnaweb&nkrémfﬁﬂmsﬁne,mqﬂmm‘u:

Fassurant...),
On réduit au méme dénominatenr :

xd X
£ () 20X -1 2% _Inx?) - In 2x _ Inz2 Inz
InxIn 2x InxIn 2x InxInZx = Inx.Jn 2x

On voit qu'on a du appliquer ici les propriéiés fondamentales du logarithme ; elles sont
indispensables pour établir de fagon rigoureuse les résultars proposés,

Pour obtenir le sens de variation de f sur 1, il suffit d'étudier le signe de cette dérivée. Le
sens de variation s'étudie sur un intervalle, 11 faut donc disti nguer deux cas ;
- i X appartient 4 ]0, %[. alors x, 2x et % sont dans l'intervalle 10, 1[. Donc les

logarithmes de ces trois nombres sont négatifs, et la dérivée est négative,
(petit coup d'oeil sur le graphique de f obtenu précedemment : ¢'est bien cohérent).

- si x appartient & ]1, +e<[, alors x et 2x sont tous deux strictement supérieurs & 1, et lear
logarithme est strictement positif. Il suffit d'étudier alors Je signe de In % . Clest positif si

et seulement si % est supérieur A 1, cest A dire si x est supérieur & 2 (nul pour x = 2,

négatif si x inférieur 3 2).

Petit coup d'oeil aussi sur le graphique de f sur cet intervalle : c'est cohérent. Pour
Vétude du signe de f ', il est en général bien plus efficace de faire une érnde
papiericrayon (de towtes fagons, c'est ce qui sera demandé au bac J), Cependant, la
machine pews I} aussi donner un certain nombre d'informations * '

Si on demande le signe de f ', la MW
calculatrice répond E:Illu: c'est le zf=IAlgebrajCalciOther I0[Clear a—=z.
produit des signes de chacun des 1 H]
facteurs. Ce qui ne nous renseigne |, _._“h[_n_n['%ﬁ
pas beaucoup., N b2 X

sion{1n 5]

Par contre, si on demande pour : ;
quelle valeur de x la dérivée SLERERRLRD 3 I0 IN2 )
sannule, il y a confirmation que r5¢1“'{ﬁ('ﬂ”ﬂ} =8, “] x =
cest pour x = 2. solue (dCyl (x)  x)=0,x

3. Etude locale en zéro ef en 4o

Pour I'étude des encadrements, la calculatrice donne assez peu d'information en général.
Réfléchissons un peu : la fonction f est définie & I'aide d'une intégrale. Et on veut
encadrer f : l'inégaﬁté de la moyenne s'impose |

Pour tout t compris entre x et 2x, la fonction logarithme étant croissante,

Inx < Int < In 2x, ce qui donne, pour x # t,ﬁsﬁﬂls ﬁ
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aneutintégrersurchncundminmaﬂes}ﬂ,%[et]l +oa| oil f est définie :
Ihmdtﬂfh dtﬂfhﬁ_l'—dl
Ce qui donne : -5 [h-:]ﬁf{x}ﬁﬁ (2x - x), qui aboutit bien A I'inégalité

souhaitée : In 3y S 1(x) s]m

Remarque : il ne doit pas y avoir mnfm:an entre les bornes, et la variable
d'intégration : pour le calcul de f 2HE':II. In{?x Jjoue le rile d'une constante,
puisque la variable d‘mrégrﬂnma.ﬂl Enﬂardedaum un coup d'oeil d la machine @

Au deld de la complexité lgebra|Calc|OtherPronl0iClear a~z.
apparente due & la multiplicité des

lettres, il s'agit d'une intégration

élémentaire :

Phdt=k(o-a)

k étant une constante pour 2.

Lintégration, c'est & dire ne |® L "[-mlﬁ]dt Tl
dépendant pas de la variable

dintégration, T/ AIn(2x) €. x. 2x)]

L'exploitation de cette inégalité va nous permettre de préciser le comportement de la
fonction en 0 et en ==,

D*abord en zéro.

Les fonctions ﬁ et ﬁ ont méme limite, 0, quand x tend vers 0 (aucune

indétermination 12 dedans...). D'oi, par application du théoréme d'encadrement : la

fonction f admet une limite, uam:l x tend vers 0, et cette limite est 0. .
On dispose ainsi de 1 = (), Or, par définition, f(() = 0. Cela traduit que la

fonction f est continue en l] ]
Par ailleurs, en divisant par x strictement positif l'inégalité obtenue, on obtient :
F(l;ln 2x) =WF(f(x);x) £ \F(l;lnx) . Une méme application du théoréme

d'encadrement prouve que — Rx) tend vers 0 quand x tend vers 0. Ce que l'on peut écrire :

i 8- KOV _ 0, Cela traduit la dérivabilité de f en zéro, et £* (0) = 0. Il existe

donc une mngmm "horizontale”, c'est & dire de pente nulle, 4 la courbe en zéro.
Un coup d'oeil sur le graphique pour contrdler cela.

La fenétre est [0; 0,49] pour les x,
afin déviter les problémes de non
définition en 0,5. Pour les y, la
fenétre est de [-3, 1].

On observe la continuité en 0, et la
tangente "horizontale” i la courbe

&n ce point
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Notons que la machine ne donne
pas la limite de la fonction en 0, ni

Ia limite de {22
La définition de la fonction n'est
sans doute pas assez explicite pour

Lim y1¢x) lim I:'”{ﬁﬁ]d

x+0*

(1" (g

la T1-92, 2 1im
Le dérour théorique, par les w0 4
inégalités, érait indvitable P 1) /x 0.1)

HAlY REEFEACT  FURE EFi0

Voyons maintenant le comportement de f en 4.

- . X x
On t'l:p»a:ltdt.’.llnf‘gah_té mﬁf{x}ﬂm .

On sait, par application d'un théoréme fondamental du cours (ne pas dire "4 cause du

ire" i 10X _ Inx ol lim <X = :
formulaire”, ), que II_I’I-I'_'I“ - _'.]' avec — }.ﬂm x> 1. Dod :.l.'m.ulnx_ m,{fc qui
ne nous donne aucune information pour la limite de f{x), Utilisons alors l'inégalité de

gauche :

ﬁ:%% Il suffit de remplacer 2x par X pour en déduire que  lim ““ = oo,

g 12 Ao
ce qui prouve ici que  Lim  fix) = 4e=,

—hhea

X
En divisant alors l'inégalité par x strictement positif, on obtient comme précédemment :

i lh < ﬂfl = ﬁ - Que se passe-t-il quand x tend vers +== 7 Une nouvelle application

du théoréme d'encadrement prouve que EE! tend vers 0. Cela traduit que la courbe
admet, au voisinage de +e=, une "branche parabolique d'axe horizontal” {comme pour la

fonction +x, ou la fonction Inx).
Un coup d'oeil sur le graphigue.

1 - ] [ - 13
] oom(Trace -Iiraph th wvﬁ’

Cette branche parabolique n'tait
pas évidente sur le graphique
contruit au départ (x variant entre
1.1 et 10).

Elle apparait davantage sur le
graphique ci-contre, x wvariant
entre 1,1 et 20.

Mais on n'aura jamais dimage de
Iinfini sur un écran !

|EEE— TE T =, T — 1

4. Etude de la fonction au voisinage de 3

L'inégalité - fix) = X que l'on a utilisé jusqu'ici est maintenant impuissante ;
In 2x Inx
X 1

i

2 X _ . [
s 2= et lm po=-sis

Le théoréme d'encadrement est ici de peu d'utilité : les gendarmes ne “serrent” aucun
voleur... 11 faut trouver autre chose.
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L'énoncé suggére l'utilisation de la fonction g, telle que g(t) = 2 - 2t + Int, sur
I'intervalle ]5

1 1t+l

gty =-2+ = , qui est strictement positif sur l'intervalle ]0, l[ strictemnent

négatif sur ]%, 1]. Ce qui donne les variations de g.

vig & 172 1
g'(t) LR
i !
L _1-n2
g ﬂf \
] 0

La fonction g est-elle strictement croissante et continue sur 0, %]. La restriction de g &
cet intervalle réalise donc une bijection (théoréme) de J0, %] sur son image.

hml} glx) = 1 g(%} =1 - In2 ( strictement positif).
i
La fonction g s'annule donc une fois et une seule, pour une valeur a appartenant &

lintervalle 10, %{

Sur l'intervalle _};—, 1], la fonction g est strictement décroissante. Comme g(l1) =0, la

fonction g est positive sur cet intervalle.
Le tablean de vanation de g indique clairement que, pour tout t appartenant A [a, 1],
g(t) 20, c'estd dire 2 - 2t + Int = ). D'ol l'inégalité souhaitée : Int > 2t - 2.
On en tire, pour t élément de [a, 1] (il faot exclure 1, pour ne pas diviser par 0...) :
1 1
it =2t-2
Si x appartient & l'intervalle [m%l_ alors 2x appartient & l'intervalle [a, 1]

On Rr.ut donc"intégrer inégalité” obtenue entre x et 2x (les bornes étant dans "le bon
sens”)

fh Inx

On reconnait pour l'intégrale de droite une forme E

1
dtﬂle‘ i - zdt c'est & dire fix) = iﬁ?l-_idt'

. 1gx | 1 l - 2%
D'oit Eji“l‘—]dwi[ml:'m lln:‘_h-l} 1n|{x-1}]—1]n1 .

1
mﬂlgebra alcﬂt.herl’r‘mm lear a-z.

Attention au traitement des
valeurs absolues...
Méme en précisant que x est

inférieur & ‘—.l,: la calculatrice ne _J‘E-x[ 1 ]:H.. 1rI[lz-;.f. 1]
donne pas une simplification x (¥=1 I= =11
optimale de l'intégrale. Mais, dla | r2.x; 14 2% = 1]
main, un calcul élémentaire 'J ['ETf]'”' |x<.5 I—3=1"

X
permet de conclure ! 5&1 /(-1 .t g=2*g}lx{_§!
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On a ainsi une majoration de f sur lintervalle [a, %l :
1, 1-2x
fix) < 3 In Tox.

Lorsque x tend vers % (par valeurs inféricures), 11 '_i" tend vers O+, et le logarithme
tend vers oo, Par majoration, f(x) tend aussi vers -oe,
:-E'ﬁ'j- f(x) = -2, D'oll l'existence d'une asymptote d'équation x = % Ce que I'on vérifie

facilement sur un des graphiques déjd apparus. Attention a la syntaxe des limites !

- avec les valeurs absolupes, il est
inutile de préciser "limite 2
gauche" (évidemment, & gauche et

i droite de %, il se passe la méme

chose) ;
- sans valeur absolue, il faut

préciser limite & gauche de % "xii;,l 2:;: --1:] &

‘5'.5"1;1'-‘“'“"‘- i droite de 1,1l n'y a it Tn < YIS DYV i §)
rien), ;

3. Etude de la fonction au voisinage de 1.
On dispose de Int < ¢ - 1.

L'érablissement de cette inégalité est immédiar ; il suffit d'éradier par exemple la
Jonction Int - t + 1. On rappelle que c'est une inépalité fondamentale  elle traduit que
la courbe de la fonction logarithme est sous la tangente & la courbe au point d'abscisse
1 (se reporter au cours, refaire la démonstration en cas du moindre doute sur ce point),

Donc, en particulier, pour t élément de |1, +eof, Int <1 - 1 {on exclut 1 pour pouvoir
inverser cette inégalité, ce qui suppose que les deux membres ne s'annulent pas et soient
fme signe. Ce qui est bien Ie cas ici).
1

b 1 . . | e 1
Dn-uﬁ al-_—I,Et. comme précédemment, par intégration :ﬁxﬁﬂ;g | : md‘

- Et, pour finir, fix) = In:%_'i-l ( on a supprimé les valeurs absolues, en tenant compie
du fait que x est strictement supéricur i 1),

Lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures, 2::11 tend vers +ee, son logarithme
aussi. Par application du théoréme de minoration, ;Erq+ f(x) = +e=. Et existence d'une

asymptote d'équation x = |1,
L'¢tude théorique sarréte 14
On laisse au lecteur le soin de résumer tous les résultats dans un tableau de variation

{attention, entre 5 el 1, il n'y a rien) : variations, et limites.

Puis un graphique soigné s'impose : asympiotes et points cruciaux doivent éwe
placés avec précision. Le point crucial ici est le point d'abscisse 2, et d'ordonnée f2)
(valeur approchée & 10°2 prés par défaut - 1, 92) : cest un minimum local {ne pas
oublier de tracer en ce point une tangente de pente nulle). Fin du probléme.

MWhe AW AN AN A AN AN
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Un troisiéme probléme, plus facile,

traité en classe (Bac c, Amérique du N., 1994)|
Corrigé par Maryse Nogués

L'énoncé (Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul)

Partie A Soit g la fonction définie sur J0,4e<[ par go(x) = x - n + %In X.
1. Etudier les variations de gq, Déterminer les limites de g, en () et en +os.

2, a) En déduire l'existence d'un réel positif o, unigue tel que gglc) = 0.

b) Montrer que : 1 < oy < e,

¢) Montrer que : In{ct,) =2 % [+ P9

Exprimer go1(0n) en fonction de o et de n. En déduire que ttpqq > 0.

3. En wtilisant 2¢), calculer im  In{oy) et en déduire lim g .
N—i N—p4o

Partie B Soit f la fonction définie sur J0,4e<f par f(x) = ?xz';f .3
X

Le plan est rapporté i un repére orthonormal (0O, 14; ) (unité graphique ; 2 cm).
On appelle C la représentation graphique de f et Cg la représentation graphique de la

fonction x — Vx.
1. Déterminer les limites de f en 0 et en 4ee,

2, Caleuler f'(x). Vérifier que f(x) = Eﬂﬂ ;
Xy x

3. Dresser le tablean de variation de f.
4. Déterminer lim  [f(x) - Vx]. Que peut-on en déduire pour C 7

3. Préciser les positions relatives de C et Cp.
6. Dessiner C et Cy.

n
Partie C Etude de lasuite (Us) définie par Un = 3 1 £(145)
2 2x-Inx

J'z
1.Soit] =] fi(x)dx = : 2—14":-:' dx.

2
) Calculer ). :“T" dx A I'side d'une intégration par parties.
X
b) En déduire J.
2, Soit k un entier naturel tel que 0 <k < n-1. En utilisant les variations de f sur [ 1,4,

1 k+1

k

|+ﬁ

3. En déduire que Un~% SJSUn—%’.puisr]{r%l 51.!.1.£.I+EI%-l et lim U,

L

k+1

montrer que E"f{i-l-E] 5_[ fi(x) dx E%ﬂil-l-—-ﬁ-'}



Enseigner en Terminale § aver des caleulatrices
comprenal wn sysdme de mathdmalique ravboligue.
IREM de Montpellier, page 68

Partie A. Etude des solutions de 1'équation de 1° égquation
ga(x) = 0

Avant de se lancer, repérer 'objectif de cette partie - il s'agit de 'étude des solutions de
I'équation gn(x) = 0 (I'énoncé précise qu'il n'y en a qu'une, oy pour tout n) et ensuite
déterminer la limite de la suite ().

1. 1l est assez rapide et intéressant d'avoir un apergu des courbes représentatives de En
pour différentes valeurs de n,

Pourn= {1, 2,3, 4, 10, 100, 200,
1000] on obtient sur [0,10]x[-5,5]
les graphes ci-contre.

On a sans probléme
gnix)=1+ %qui est strictement

positif pour x e J0,+e=[ puisque
n > (), done pour tout n, g, croit.

Four la limite en 0, pas de probléme

non plus, 1% gq(x)) = <.

Mais attention la calculatrice
refusera de confirmer votre réponse
si on ne précise pas en 0* et pour
une valeur particulidre de n.

Pour i'f_‘_" gn(x) = +eo, pas de

probléme non plus et cette fois-ci la . Dalnx),.x, 0,12 In=11

o]

calculatrice confirmera votre : W 17 A T T

réponse.

2. a) Pour tout n, gy continue strictement croissante est done bijective de 10,4+<f sur R,
ce qui assure l'existence d'un réel unique oy tel que golog) = 0.

b) Pour établir que 1 £ oy, < €2, il suffit donc d'évaluer

En(l)=-n+l =0sinz21

et gpie?) =e2 > (.
On applique donc & nouveau le théoréme précédent sur l'intervalle [1, &?] et comme

0 & [-n+1,e?), intervalle image (avec 0 qui peut &tre égal & -n+1 si n = 1), on a bien :
1<o,<el
¢} gnltty) = 0 se traduisant par o, - n + % In{cig) =0, il n'est pas difficile d'en conclure

que In{o,) =2 % 0. Cette demidre égalité permet ainsi d'écrire :

1 ‘ ; +1
Ens1(tin) = 0y - (n+1) +I—-";--* In(ceg), cest & dire gpe(og) = 0 - (n+1) +ET..: 9. % )

n+ | 1
ou encore En+l(un}5‘1ﬂ'T ﬂn="5ﬂn-
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L'encadrement 1 £ o, < e assure que og > 0 :mnu‘m:—% < (), on a donc gpe1(og) < 0.
Comme gne1 est bijective de [on,e?) sur g1 (cn).e?] et gaei(otn) <0 lantécédent de 0
par gn1 est donc tye > O

e?-ci—% ||:-‘..1,'52-g

2

3. L'infgalité 1 Sop<e?  permet d'obtenir 2=

2

: 2
soit2- = n?cln{{xnjﬁz-ﬁ

Le théoréme d'encadrement des limites permet alors de dire que lim  Infog) =2 .
f—b+o0

On peut ainsi déduire lim oy, puisque par composition :

Ti—3+e=

lim eln(on) = lim @ =e2
Ti—sfmr N—-4o0

La calculatrice ne vous permettra pas d'établir tows ces résultats, ni d'affirmer que la

suite {0ty est croissante. Ici vous pourrez seulement vérifier par exemple que :
n+ ! 2

gne1(0n) = O - (n+1) + 255 (2 -2 o) = - L 6, en enirant par exemple a a la place

de oy, L'wtilisation de solve dans Uapplication principale ne vous donnera pas non plus
drindication sur les valeurs exactes des solutions,

Méme pour n = 1, oit la selution 1 est assez facile d voir fx-f% Inx = 0), elle ne donne

pas la valeur en mode exact, seulement en mode approché,
Far ailleurs la convergence vers e? est assez lente (voir le premier schéma oit I'on a
représenté g iopop). En mode approché, il faut demander de résoudre grooo(x) = 0 pour

obtenir une valeur "proche” de e,
Mais ceci est un énoncé de bac, et en fait il suffit de "suivre" les indications données.

Partie B. Etude de la fonction f définie sur ]0,+=[ par
2% - 1ln x

£i(x) = o

Il s'agit ici d'émdier 1a fonction f en utilisant la fonction auxiliaire gy de la premiére
partie. En anticipant un peu sur I'énoncé on a représenté simultanément f et x sur
10,10]x[0,5].

1.Ona lm f(x) = +ee sans probléme,
—rt j o

numeérateur qui tend vers 4o et

dénominateur vers () par valeurs

positives.

{Résultat undef avec la calculatrice si

on ne précise pas 0,

Pour lim f(x), il y a par contre une
Koo
indétermination mais la calculatrice

donne le résultat, 4o,
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1l s'agit donc d'établir celui-ci : on écrit f sous la forme f(x) = Vx - l"—};,—"_-rﬂ ;
.4

En effectuant le changement de variable X = vx on a alors lim I—”Ei—il= lim 1—"%-[}—{1
X

Ao X—pon
= {J (résultat du cours), ce qui permet d'établir im  f{x) = 4ee,

4o
2. Dérivée de f. -
Le rﬁu]]tat est donné dans I'énoncé, la calculatrice donne la forme :
Px) = ““‘;:2 x1 qui correspond bimigﬂﬂicm:ﬁliﬂn de diviser par 2
X

numérateur et dénominateur, et de transformer x32 en xyx.

Pour établir ce résultat par le calcul, il suffit maintenant de procéder méthodiquement &
@- %}zﬁ : {zx-tn:}fr

partir de ENE % (attention, donner le jour du bac seulement le

:'ésulm: donné par la machine, sans justifications ou calculs intermédiaires ne suffira pas

')

3. Les résultats de la premiére partie nous donnent le signe de gy(x) (se souvenir que o

= 1), et ainsi les variations de f, décroissante sur ]0,1] croissante sur [1,4==] avec une
tangente horizontale au point (1,1).

4. La forme utilisée précédement f{x) = x - !%ﬁ] permet d'écrire :
K

lim [f(x)- %] = lim - Inx) =0 (voir 1).
) A3 YK
Ainsi les courbes C et Cp sont asymptotes en +oo,

5. L'¢tude du signe de ﬂx}-ﬁ=—iﬂ:‘§ permet de dire que C est au dessus de Cp sur
10, 1] puisque on a alors :
ﬂ{ﬁﬁl.mitln{ﬁ}{ﬂﬂdm-k—n{@ >0;

X
La seule difficulté de cette partie est le calcul de la dérivée et aussi peut étre d'établir la
limite de f en + =, La calculatrice donne les résultats sans probléme, reste d les Justifier
un four de bac... De toute fagon I'énoncé donnant lui méme la réponse Jrour I’ on
pourra towfours poursuivre les questions. Quant aux courbe C et C, elles sont bien

asymptotes mais se rapprochent lentement l'une de autre : on peut vérifier en Sfaisant
résoudre par la calculatrice - %Ei = - 10+ que Vécart entre C et Cp sera inférieur d
X

10°! 5ix > 1280 (& lunité prés). Pour un écart inférieur @ 10-2 il faur que x > 418967,
Conclusion : ne pas représenter deux courbes qui sur votre feuille se “toucheraient”
presque ! Pour x = 5 par exemple, avec une unité de 2em , Uécart entre les 2 courbes
est d'environ 7mm.

Partie C. Suite, intégrale et aire.

1l s'agit de trouver dans cette partie la limite d'une suite (Uy) dont le terme général est
une somme définie & partir de f (dans le cours d'intégration rgvoir la limite de 1a série

2
harmonigue ! ). La dernitre question donne la réponse : J = : fix) dx.
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Pour bien comprendre cela il faut penser ici en terme d'aire et interpréter
n
Up= k.dlif(“ﬁ} ,et], comme des aires.

Les deux schémas suivants permettent de "voir" comment l'aire des rectangles qui
mrrespnndil_ln {on a pris n = 5) tend vers I'aire du domaine Lminé parmmﬁ sur
[1, 2] c'est & dire J.

Le résultat sera établi par encadrement.

I-I—iEuu:li;rac.-Eiﬁrrt-!fhE?fhE;uiv ﬁ’i - on|Trace[ReBraph/MathiDrau|« 4

= m T

1. a) Calcul de | X dx 4 l'aide d'une intégration par parties.

Eﬁ

La calculatrice donne x (In x -2) pour primitive de :’,“_".I'E . Reste donc & établir ce
X

résuliat.

On pose ux)=Ilnx dob u'(x) =%

".-'I::r.'_l—L dol v(x)=+x

1«1’"
I;Fdx ['ﬁlnx] le dx = [VxInx- 21"_] ~[~.f_ﬂnx-z}]
—"J'_E{Inl 2}+2
22x-Inx 2y 2 Inx
b)I=] f | g S
J I{x}dx 1 24x dxzjlﬁdz "-1 Eﬁdl
Hr_dx Iﬁdxa[%xﬁ]l=%{2ﬂ-l}
Elﬂlﬂ&l]=[§1ﬁ-ﬁﬂnx-2] J? r[— £ |A1gebracalc[other gniID[Clear a-z._
=E[2ﬂrl}-(ﬁiln2-2}+1} J%"‘ﬁ}ax ﬁ-uncxj-z1
-4‘1{— In2) - 3 — ‘E'[E'!.h{!%-ifxl-l}]
{32 12 - 2:(5-12- 4))|
3

On pourra comparer avee la forme o [2 d
donnée par la calculatrice, P

. FCITH

2, On a dé€ji montré que f est croissante sur [1,4e].
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Donc, si k entier tel que : 0=k =n-1, pouroutx € [1-!%; 1+?'-E-=r:—l~] , 0N aura

k+1
+—
(145 <09 £ 00452) et done Lk sr " fo) dx S 1 A1
k
145

(application de l'inégalité de la moyenne sur un intervalle d'amplitude -:-}

3. En sommant la derniére égalité pour kde O & n-1,0na:
el g 2 mly kel
E%u Hﬂl+§'}5 lf(:l:]dxs Eﬂ iﬂ:hT}

n
On notera que le membre de droite s'écrit aussi E %f(l{-’j.
=1

Cette double inégalité peut alors stécrire : Up - 22 <J < Up - 141
(il manque & Uy le terme correspondant & k = n dans le premier membre et celui
correspondant & k = (0 dans le dernier membre de I'inéguation précédente)

Il est assez immédiat d'écrire la demitre inégalité sous la forme :
1+ 8D <y, <) +E‘:%I

et d'obtenir par encadrement lim  Up.=7T (puisque lim f) _im f2)
f—bioa R—ttes B pegpes B

OUn peut observer les valeurs approchées données par la calculatrice pour Uygg et 1.

I F
ronl0jClear a-z.

< E2lR19ebralCalc/0ther

:ﬁ['ﬁh {1+ TEET]] 1. 06796812

[2 roodx '[J-E-mzziz{s.ﬂ_ﬂ]
«[2 e 1.067120354
JCECx),x,1,2)

!l n'y a pas de difficultés pour les questions 2 et 3 de cette partie, il s'agit "d"un jeu
d'écriture”. Les résultars pour J sont donnés par la caleulatrice, leur forme n'est pas
forcément celle que vous lewr donneriez.

Certe partie est trés "claire” 5i U'on interpréte ce qu'il faus faire en terme daire,
lénoncé ne le suggére pas, il faur done y penser.

3 d 3

ﬂi_hﬂj\,r\ﬂj\.r\
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l, 2, 3, de
nombreux TP...

~RANME o TRA W Saly
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Il fout co-or-don-ner....

Un élément essentiel de
l'intégration des outils de calcul

Un cadre particulier

On trouvera ci-aprés le texte des 18 TP qui ont jalonné I'année. Ce sont des travaux
de recherche qui ont été choisis en fonction de plusieurs critéres :

- ils préparent, ou permettent d'approfondir des €léments essentiels du cours de TS :

- ¢haque TP présente une question problématique, dont la résolution ne peut pas
venir d'une évocation mécanique du cours ;

- tous les éléves, quelque soit leur niveau, peuvent aborder le travail donné :

- chague TP peut donner matitre 4 des prolongements théoriques qui permettent de
poursuivre éventuellement la réflexion ;

- la calculatrice, d'abord graphique, puis formelle, donne des indications qui peuvent
influer sur le travail réalisé :

- les TP ne sont pas isolés les uns des autres, mais ils se croisent et s'entrecroisent
tout au long de I'année.

1l s'agit donc de coordonner les résultats issus du calcul papier / crayon, des
observations de la machine, des TP antéricurs...

On présentera pour chaque TP 'énoncé, le cadre dans lequel il s'inscrit, et des pistes
de résolution. Celles-ci s'organiseront, A partir de l'arrivée des TI-92, c'est  dire 3 pantir
%'HF']-"P 11, dans un développement intitulé "Vues et changement de points de vue sur le

| L

Une organisation particuliére

A la lecture de certains énoncés, on sera peut-&tre étonné de la difficulté (ou parfois
de la simplicité...) du travail proposé. On peut se poser la question : des éleves vont-ils
vraiment se mobiliser sur de telles questions 7

Il faut réaliser que tout cela n'a pas é1€ immédiat : l'investissement dans ces TP a &é
Un Processus.

Dés le début de l'année, il a été convenu qu'une heure par semaine serait réservée 3
cette activité. Les €léves ont constitué des groupes de 2 (plus de 2 érait exclu, du fait de
la petitesse des écrans, qui implique une certaine "intimité" des échanges). Chague
bindme avait & rédiger un rapport de recherche pendant le TP.

Les professeurs de I'éguipe de suivi de 'expérimentation assistaient aux TP, mais ne
répondaient pas directement aux questions posées par les éléves : leur rile était plutbt
d'aider & reformuler les questions, a faire le point sur I'état de la recherche.

La mise an point de ce contrat n'a pas éué chose facile :

- le rble d'un professeur n'est-il pas de répondre aux questions 7

- la rédaction d'un devoir de mathématique ne consiste-t-elle pas & justifier les
résultats en gommant les phases de recherche (et encore plus les tatonnements et les
erreurs ...) 7

- réussir en mathématiques, n'est-ce pas trouver les réponses aux questions posées 7
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Bref, pendant tout un temps, il est apparu que les mathématiques des TP éaient des
mathématiques & l'envers : des énoncés insensés, des professeurs muets, une rédaction

en forme de torchon,
Et puis, peu & peu, la curiosité s'est éveillée, une certaine cohérence, ou

: ité, est apparue entre le cours, les TP, les devoirs & la maison.
ais on ne peut pas dire que le contrat s'est progressivement installé. Cela a éé
'objet de renégociations permanentes, de redéfinitions partielles.

é’n trouvera tout cela dans le Volume 2 (bilan d'une expérimeniation).

Mais il faut avoir ces éléments en téte quand on lit les différents TP.

Cela veut dire aussi que tel ou tel TP ne peut pas &re proposé tel quel & une classe
donnée : a situations différentes, dispositifs différents. Il faut réfléchir & 1'état de la
classe, aux traditions établies, au contrat passé en début d'année...

Et surtout, il faut éviter il me semble de travestir un cours ordinaire en TP... "Je pose
une question, je laisse réfléchir 5 minutes, et je donne la réponse”.

L art des TP, cest Lart de [aisser du temps au temps.

Le mieux, il me semble, est d'instaurer une tradition progressive dans la classe :
15mn, puis 30 mn de réflexion, d'installer des habitudes de travail en groupes de deux
(toujours les m@mes si possible), de laisser mijoter le probléme une semaine dans la
classe, de montrer I'intérét de changer de méthode, de point de vue, de signaler que la
d&mag\rm: d'impasses fait partie aussi de la construction de la "géographie” d'un
Plﬂh-l me...

Bref, il vaut mieux dire :"je vais tenter l'expérience sur l'année”, plutét que "je vais
tenter l'expérience une fois cette année”.

FPour suivre ce qui va suivre...

On trouvera pour chagque TP un énoncé (heureusement!), puis une description
sommaire du cadre de travail (le théme mathématique, la question problématique, les
objectifs pédagogiques, et les hypothéses de déroulement). Le mot hypothése n'est pas
idéal : en fait 1l traduit une partie des observations réalisées effectivement cette année.
Mais il n'est pas dit que la reproduction du TP dans une autre classe entraine les mémes
com t5. D'oll le mot hypothses...

n trouvera dans ces hypothéses des expressions un peu curieuses : éléves de type
bricoleur, théorique, rationnel, scolaire, expérimentatenr. 11 ne s'agit pas 14 de pure
invention langagiére... Cela s'inscrit dans une typologie des comportements observés,
que I'on trouvera détillée dans le Volume 2.

Enfin on trouvera & la fin des premiers TP, réalisés sans TI-92, un paragraphe
intitulé "variantes" : qu'agrait-on pu imaginer comme autre probléme, sur le mEme
ginémr:"l;\?c une TI-92 7 Ou qu'aurait changé la présence d'une TI-92 pour la réalisation

ce

Libres variations sur théme imposé...

Bonne lecture, crayon et machine en main,
Il est tout & fait probable que, dans les changements de points de vue évoqués,
certains nous aient échappé. Merci d'avance pour tous les compléments (ou

rectificatifs!?).

wOW W W W W W W
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l.Le travail donné aux éleves:

TP n°l.

Soit P le polyndme qui, & tout x réel associe :
P(x) =- 121011 - 1429(,1989 x + 5601,73023 x2 - 300,56003 x¥ + 0,03 x*

1. Déterminer les limites de P en 4== et -e=.
2.0n veut résoudre maintenant "expérimentalement” I'équation P (x) = 0.

Pour cela, vous utiliserez votre calculatrice graphique, les résultais de la premidre
question, et vos connaissances générales sur ce de fonctions...
Vous reproduirez précisément sur feuille les graphiques apparus sur 'écran de voire
}mchh;s et fm ont éré wrilisés dans la résolution (préciser d chaque fois la fenéire

IC [
- Combien de solutions semble avoir cette équation 7
- Quel encadrement donne votre calculatrice pour chacune d'entre elles ?

3. Utilisez les résultats obtenus A la question 1 et 2 pour donner une estimation de
l'allure générale de la courbe de P.

4, Prouver les résultats observés en revenant sur I'étude théorique de 1'équation
P(x) =0,

2.Le cadre de travail

Le théme. Il y a 14 un thdme principal, I'étede des limites, et un théme secondaire, la
résolution des équation.

La question problématique. 11 v a contradiction apparente entre la limite annoncée en
+ea, et la représentation graphique que donne la machine pour la fonction sur une

fenétre "raisonnable"” :

\

L'objectif pédagogique. 11 est en fait double : ) o

- sur le plan théorique, il s'agit de donner un fondement moins approximatif & la

notion lim fix) = +e=. Une fonction qui réalise cela est une fonction qui prendra des
Kb $oa

valeurs aussi grandes que l'on veut dés que x sera suffisamment grand. Et donc, ici, une
fonction qui sera positive (et le raste:m}% partir d'une certaine valeur de x.

- sur le plan de la machine, il s'agit d'organiser les premiers aller-retour entre
apparences (éventuellement trompeuses) et résultats théoriques. Ce qui suppose une
organisation des apparences (le choix d'une fenétre adéquate n'est pas évident...), et une

8 11 est extrait de la brochure 1995 de [Equipe Analyse de I'TREM de Montpellier Des forctions ef des
graphes
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organisation de ses s connaissances, C'est cet objectif qui explique le choix d'un
énoncé vague "combien de solutions semble avoir cette équation”...

Hypothéses de déroulement. Si on laisse le temps au temps (ce qui est absolument
indispensable dans ce type d'activités), et si on laisse la discussion se dérouler librement
entre les éléves, on pourra voir apparaitre plusieurs types de comportement

- certains €éléves diront peut-&re que, ici, c'est x3 qui dicte sa loi, parce qu'il a un
coefficient beaucoup plus fort que celui de x*, Donc, en fait, la fonction f aurait pour
limite -=o gléutud x tend vers 4eo ;

- certains €léves diront peut-&tre que "la machine fait n'importe quoi” ;

- d'autres annonceront peut-étre sans problémes des résultats contradictoires.

Mais la pIuEarr auront sans doute de grandes difficultés & choisir une fenétre qui
permette de "voir” quelque chose...

3.Le retour critique en classe

Quelques pistes & emprunter, en fonction des réponses des €léves, des questions
soulevées pendant le TP...

- du point de vue théorique : retour sur les limites de polyndmes.
P(x)=- 1113[3 ::H - 14290,1989 x + 53%353013 2;{1} - 3&0.5&1}3 x3 +0,03x4=
4 ¢ 200, 56003 | 5601,7 _ 14290, 1989 121011 : )

.00 W%+ 0,00% 0,03x3 (0,034 ) Lintérét nest pas
seulement ici de redonner la démonstration usuelle (la parenthése tend vers 1 quand x
tend vers +e<), mais de lui donner un fondement numérique. Ainsi on peut utiliser cette
forme pour répondre & la question : "4 partir de quelle valeur de x est-on siir que le

ynome deviendra - et restera - positif 7°. 11 est clair qu'il suffit de choisir x tel que
‘on ait simultanément :
300, 56003 p 1 . 14290, 1989 1 . 121011 1

“ 00k <3 ¢ 0,033 3 ' 003 <3
Ce :iui donne x > 30 056. L'utilisation de la calculatrice permet de vérifier que le
résultat est atteint, mais que celui-ci n'est pas optimal.

- du point de vue technico-mathématique : retour sur le fenérage.

La factorisation ci-dessus permet de donner un sens & 'expression : "un polyndme est
uivalent en +== 4 son terme de plus haut degré”, et est utile pour choisir une fenétre

ptée 4 la représentation graphique d'un polyndme donné. Si la plage choisie pour x

est [-1000; 1000], on pourra commencer par sélectionner -en premigre approche- une

plage de [-0,03.10004 ; +0,03.1000¢] pour les v,

On pourra d'ailleurs comparer, dans une telle fenére, la courbe du polyndme P et celle

de 0, 03x%. La confusion est assez troublante.

Cette stratégie de cadrage est assez efficace. Cependant, elle a des cffets pervers : elle

peut entrainer une confusion avec la notion de courbes asymptotes. Si les polyndmes P

et 0, 03x4 "se ressemblent”, ¢'est que leurs courbes sont asymptotes... [l n'est pas inutile

d'insister sur la différence des deux fonctions qui, & I'évidence, ne tend pas vers 0.

- du point de vue des rapports entre ce qui se voit, el ce qui est vrai : ce n'est pas
pareil...
1l est décisif de montrer, dés ce permier TP, l'importance de prendre du recul sur les
l'observation. Ce recul est d'autant plus nécessaire qu'il s'agit ici de limites infinies, et
que la calculatrice ne "gére” ni linfiniment grand, ni l'infiniment petit. Ainsi, si la
remontée” du polyndme s'était faite trop loin pour les capacités de calcul de la
machine, on n'aurait pas pu I'observer, Cependant, cela n'aurait pas remis en question le
fait que cetle remontée existe... La classe de TS, avec lintroduction des fonctions
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logarithme et exponentielle permettra de "voir™ de telles situations, On peut déja
observer une fonction du type vx - 10000sinx. Cette fonction est supérieure &

Vx - 10000 et a donc pour limite 4+ quand x tend vers +e=, Cependant, on ne pourra
méme pas la voir "rentrer dans les nombres positifs et y rester” puisque la plupart des
calculatrices graphiques ne calculent pas les sinus au dela de 1010,

- du point de vue du probléme lui-méme : on pourra enfin éwdier en déail, par
dérivations successives les variations de P, pour préparer le TP suivant,

4 . Variantes...

Fonction des objectifs d'apprentissage

Le travail réalisé ici est lié aux objectifs d'apprentissage du moment : la notion de limite
infinie. A un autre moment de I'année, ce TP pourrait &tre orienté autrement :

- on pourrait s'attacher au rapport entre le degré du polyndme, et le nombre de ses
racines. En récopérant les résultats acquis en classe de iére, ON POWTA Prouver que
le nombre de racines est inférieur ou €gal au degré (orientation "algébrigue”, life 4 la
factorisation d'un polynbme) ;

- on pourrait s :nbggsse: i la question des zéros multiples : & quelles conditions a-t-on
une racine double, triple 7 (orientation "analytique”, liée & la dérivation) ;

- on pourrait localiser les racines en utilisant les suites géométriques ¥ . On {:ﬂww: ainsi
que les racines (51 elles existent !) se trouvent nécessairement dans l'intervalle ]-A, A,

oll A= Mu{ll-si-':l } +1, a, étant le coefficient du terme de plus haut degré, et les aj les

autres coefficients. On constatera d'ailleurs que cela donne un résultat beaucoup moins
fin que la méthode indiguée au début ( A = 4 033 700, au lieu de 30 056). Les méthodes
les plus sophistiquées ne sont pas forcément les meilleures...

Fonction des outils utilisés,

Ce TP est proposé pour un travail 4 partir de calculatrices simplement graphiques. Si les
éltves avaient possédé & ce moment les TI-92, le travail auvrait du Etre orienté
différemmaent...

Le polynime P a ét€ reniré dans le
fichier de fonction, en Y1.

La machine donne lmsemhlc des solvelyl(x) =0,x)
mdu xm 10000 or x =00l on =11 or x= P
actorise, dnnne 505 1668
]Imims sa dérivée... P Eactodulia =8, x
(x - 18000) (x - 11)(3-x + 10)(1000-x - 13,
3 F 160000
NB : quand une ligne se termine | Lim w1(x) o

par une petite fléche, cela signifie eh
31:1] faut aller récupérer une partie e ui{ = } %

l'information avec le curseur "3 [Fam
droite” de I'écran.

77714 75 T I—

Alors, ne reste-t-il rien & faire 7 Non, bien slir. Simplement le probléme se déplace.

¥ BERNARD, FAURE, NOGUES, NOUAZE, TROUCHE, 1994, Activités mathématiques pour les
sections seientifiques de lycée, IREM de Montpellier.
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- on peut garder le m&me polyndme, et travailler sur différentes représentations
graphiques (cf TP 2) ;

- on peut modifier les coefficients du polyndme. La calculatrice ne pourra sans doute
plus déterminer les valeurs exactes des racines (elle a pu les déterminer toutes ici parce
qu'elles étaient rationnelles). Elle travaillera alors en valeur approchée (cf TP 11)

En valeur exacte, la calculatrice
renvoie seulement l'équation, en la

ransformant (ce qui peut inciter

desélh:s&dé:ié]erqm—i est

solution...). = solve(xF +x2+1 =0, x) :z-l::u:-l- 1)= -
En valeur approchée, et en mode msolve(x +x2+1=0,x)

réel, une solution, x= ~1,46557123186
Envﬂleu:app;nchée,etennm wcsolvelxS+x2+1=8,x)

complexe, trois solutions. x=.233 +.793-4 or x=.233-.7933 or)
I1 faut réfléchir & la formulation de czolve(x I +x"2+1=0_x)

la demande... T — T Tl

- on peut travailler sur des équations pour lesquelles la calculatrice, non seulement ne
donne pas de valeurs exactes, mais encore ne donne pas le nombre de racines attendu en
valeurs approchées (cf TP 17).

Ces deux équations ont
théoriquement le méme nombre de
solutions.

En valeur . ia
calculatrice détecte une solution

i:n:m.r l'une, et deux solutions pour
‘autre.

Ces exercices sont d'autant plus nécessaires que la disposition d'outils puissants ne
donne pas naturellement un fondement plus solide aux notions enseignées, ici la notion
de limite.

La machine annonce bien que la
fonction ici définie a comme
limite +e=,

Mais les valeurs artribuées aux
images des "grands nombres”,
suivant le mode de calcul, sont (),
"indéfinies", ou "dépassement de

capacité”.

On voit toutes les confusions
possibles...

Error: Querflo
nde

ONC AT
Nouveaux temps, nouvelles moeurs. Nouveaux outils, nouveaux problémes...

Mais ces déplacements d'activités ne sont pas nouveaux : qui enseigne aujourd'hui les
algorithmes d'extraction de racine carrée dans les colléges (ou les lycées) 7

B A R A A Y

M EAL prFROE
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l.Le travail donné aux éleves

TP n*2

On reprend le polyndme P qui, & tout x réel, associe :

P(x) = - 121011 - 14290,1989 x + 5601,73023 x2 - 300,56003 x3 + 0,03 x4
On connait désormais les limites et les variations de ce polyndme (décroissant-
croissant-décroissant-croissant).

1. Déterminez des fenétres pour lesquelles la machine donne successivement chacune
|des trois représentations graphiques ci-contre (ou une représentation de méme "allure”).

%K:;PHX ﬁHEJ!/R_ J

2. On veut maintenant déterminer le plus précisément les racines de P.

- donnez, en utilisant votre machine, un encadrement le plus précis possible pour
chacune d'entre elles ;

- pouvez-vous alors déterminer la valeur exacte de chacune d'entre elles 7

(51 oui, expliquer précisément pourguoi il s'agit bien d'une valewr exacte)

2.Le cadre de travail

Il s'aght d'un TP de “reprise” d'activité. Il s'agit de voir d'abord si les apprentissages du
dernier TP concernant 'adapration de la fenérre graphique ont é1é mémorisés. Et
ensuite d'aller plus loin dans la résolution de I'égquation.

Le théme.

Distinction valeur exacte, valeur approchée.

La question problématique.

Les différentes commandes de la calculatrice graphiqee (Trace, Intersection, Zéro)

sont-¢lles fiables 7
Si la machine annonce P{a) = (), peut-on affirmer que a est racine de P 7

L'objectif pédagogique.
Tl s'agit de développer les attitudes de contrdle de la machine :

- sur le plan graphique (ne pas prendre les fenéires an hasard, choisir ce que l'on va voir
en fonction des objectifs du probléme) ;

- sur Ie plan numérique ; le résultat annoncé est-il exact 7 Quelle est la qualité de la
valeur approchée 7
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Les hypothéses de déroulement.

- Plusieurs activités ayant été données sur les questions de fenfirage, en particulier sur
Fajustement des fenétres pour les fonctions polyndmes (équivalentes au terme de plus
haut degré), et les variations du polyniime P ayant été vues en classe (le tableau de
variation de la fonction reste inscrit... au tableau noir pendant tout le TP), on peut
espérer que les éléves sauront identifier les intervalles adéquats pour obtenir les
graphiques souhaités.

- Aucune indication n'est donnée sur un décollement éventuel des deux racines proches
de 11. On peut penser que seuls les €léves ayant une bonne malrise du zoom pourront

effectuer la séparation,

1l s'agit en fait I3 plus que d'une compétence purement technique : il faut avoir compris
aussi que, pour unl::: étude locale, il ne faut plus démﬁmhlﬁnéht en se zéglmtj:uﬁe
terme de haut dégré (ce qui donnerait ici -100 <y< 100...), ¢t ne permettrait pas de
voir grand chose...

Enfin on peut émettre I'hypothése que les éléves, dans une logique d'étancheité
formule/graphique, ne reviendront pas au calcul pour justifier l'exactitude supposée des
racines déterminées par encadrements successifs,

3.Retour critique en classe

A nouveau sur le fenétrage

De nombreuses questions peavent étre abordées, qui seront reprises lors du TP B : quels
sont les critéres pertinents qui permettent de choisir une fenétre (points cruciaux,
variations de la fonction, ...) 7 1l vaut mieux éviter le hasard, et travailler avec le tableau

de variations sous les yeux...
Pour information, les fenétres qui ont donné les graphiques proposés aux éléves :

|

Y a-t-il unicité de la fenétre correspondant & une représentation donnée 7 Y a-t-il une
meilleure représentation 7 11 faut aussi compter avec le fait que les &léves n'ont pas tous
la méme calculatrice, que certains modéles disposent de fonction d'ajustement
automatique "des y aux x". Les questions sont nombreuses, aussi bien en TP qu'en
retour en classe. Il faut les sérier, en reprendre au vol, en laisser pour un autre TP...
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Une nouvelle question, décisive : valeur exacte, ou valeur approchée 7
Et, question subsidiaire, combien y a-t-il de racines 7

L'utilisation de la calculatrice, combinée au tablean de variation de la fonction, permet
une localisation des racines. Il se peut méme que certaines fenétres fassent tomber

"pile” sur les racines!®, Mais l'obtention d'un zéro par la calculatrice permet-elle
affirmer que la racine trouvée est exacte 7

ax=128a8

1
= in= -50000000. ]
En:gﬂﬂﬂﬂﬂ aa..

Répondre & cette question suppose que I'on sintéresse aux capacités de la machine : elle
peut gérer des plages de 12 chiffres. Dans ces conditions, pour controler la fiablité du
résultat P(11) = 0, il faur "mesurer” la longueer des nombres en cause dans les
opérations successives. Pour P (-10/3), on peut contourner la difficulté des nombres
rationnels non décimaux en réduisant au méme dénominateur, et en évaloant -avec la

machine- le numérateur, etc.
Avec une pincée d'algibre ou d'analyse.

Une fois déterminée la valeur exacte d'une racine, on pourra éventuellement suggérer
une factorisation, pour "alléger” le degré du polynbme. A la question : "la courbe est-
ells tangente 4 l'axe des abscisses au point 11 7", on pourra répondre par une allusion &
la dérivation...

L'essentiel étant de reprendre les pistes ouvertes par les éléves pendant le TP, et de ne
pas se laisser enfermer dans un travail avec la seule calculatrice, mais de faire jouer
tloutes les inter-actions possibles entre la théorie et le calcul machine.

4 . Variantes...

Il ne faudrait pas que s'ancre l'idée chez les éléves que, avec un pen de discernement et
d'astuce, on peut obtenir les valeurs exactes des racines de tout polyndme :

- on localiserait les racines avec la calculatrice ;

- on aurait l'idée d'éventuelles valeurs exactes (ce qui s'est passé€ dans le TP n®2 : -3,
3333... c'est forcément -10/3 1 ) ;

- gt on vérifierait que ces valeurs sont bien exactes avec un calcul & la main "assisté par
la machine”...

C'érait le cas pour le polyndme du TP, il serait bon de donner d'autres exemples oi on
ne peut qu'encadrer les racines, i l'aide par exemple du "théoréme de la bijection”,

10 Pour obtenir ces situations "rares”, il faut forcément réMéchir un peu, et faire quelques cakouls hasés
sur be nombre de pixels de Pécran (of TP o*6)
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Avec la T1-92.

Les exemples de reflexion sur les rapports calcul exact/calcul approché ne
manquent pas avec un tel outil, qui gére "en son sein” les deux types de calcul...
_— Un exemple parmi d'zutres (découvert par hasard, au cours d'une activité en
CIAREE)

La machine donne la valeur exacte

de cos (;}- Elle peut aussi en

donner une valeur approchée.

Si on Ini demande : "la valeur

exacte et la valeur approchée

coincident-elles 7", elle ;
"False", c'est & dire "Faux", _ -9238795325

La machine opére donc une distinction salutaire entre calcul exact et calcul

1 Fiw L4 -
Par contre, la machine ne connait 1= lgebraiCalc|0ther Prgnl0Clear a—=z.
pas cos i,’l%} en valeur exacte.
Elle n’in&mnnain qu'une valeur
approchée. Le calcul de la valeur | .__“[ n ]
%) os( 5.
"
exacte de cos (7§) ne présente - ’_[ 'i!E' J . 9807852804
cependant pas de difficulté,
i JIREE755
Cos (%} +1

De I'identité cos (2x) = 2cos2x - 1, on peut déduire que cos {‘I'%]I = S

Omn obtient bien ainsi la valeur

exacte de cos {TIEE}' Cependant,

stupeur, si on demande i la
machine : "est-ce que l¢ nombre

trouvé est bien cos {f—ﬁ} 7 elle
répnn& "faux"... Ce résultat est en
fail naturel (une fois passée la
premiére surprise).

JCICT (2542

2+22/2
T T T

La calculatrice ne peut se prononcer que sur 'égalité de deux expressions qu'elle

peut évaluer. Or, elle ne connait pas la valeur exacte de cos {%}
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Que vont faire alors les éléves pour vérifier la correction de leur caleul ? 11 vont
comparer les valeurs approchées de cos {f—ﬁ}m du nombre trouvé.

1 - > Fiyw T F
o lgebraiCalc|Other Proml0Clear a-z.

Hélas, trois fois hélas, les valeurs
approchées ne coincident pas !

Qu'en conclure 7

...—!]]E‘"E*E n 2. g-14

A2 - ol )

3423423 ,/2—

On est 14 au coeur du probléme. Bien entendn si des valeurs ap(pmnh&es de a et
b sont différentes, on ne peut pas en conclure que a et b sont différents (si on ne connait
pas la 21::-,1!11& de 'approximation). De la méme fagon, si des valeurs approchées de a et
b sont €gales, on ne peut jamais en conclure que a et b sont égaux.

Premitre demande, en mode exact
le logiciel, on I'a vu, n'identifie
pas le cosinus,

w Fiw fl"
- AlgebrajCalc|0ther Pronl0Clear a-z.

Deuxigme demande. en mode

approché ; I'égalité est anssi n. mi +2

refusée par la machine. I" cos{ ¢ falsq
La machine n'identifie-t-¢lle que . +32

les nombres dont elle sait que les cos -E-} = false

valeurs exactes colncident 7

Pas tout & fait, comme on le voit
ci-contre : on change la forme du
COsinus,

Le logiciel nie I'égalié

L]

hé :
L4, I'égalité est validée.... cosn/16)=TCCILIC2)+2>/241) /2.
| i iy Bl TER ] }

On peut en conclure que, pour la machine, les deux nombres ont des valeurs
approchees €gales. Mais il est tentant (c'est d'ailleurs ce qui reste affiché !) d'en
conclure que deux objets qui ont les mémes valeurs approchées sont égaux...

D'oli une extréme vigilance nécessaire dans 'analyse des résultats |

Mais nous ne sommes pas au bout de nos peines, comme on va le voir ci-

dessous.
Résumons nous : suivant les valeurs approchées calculées, la machine affirme,

ou non, qu'il s'agit de nombres égaux (en valeurs approchdes 1).
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11 est alors tentant de comparer les

expressions différentes de cos ( E}
traitées par le logiciel,

Clest ici I'apothéose : la machine
déclare que, en valeur exacle, les
deux nombres sont égaux.

Mais, en valeur approchée, elle
déclare qu'ils sont inégaux !

On comprend la racine (sic) de ces errements appearents
- en valeur exacte, le logiciel procéde par identilication de forme. Les deux eXpressions
sont alors identifiées comme deux représentants différents du méme nombre :
- en valeur approchée, 'algorithme de calcul appliqué -séparément- aux deux nombres
débouche, pour cause de dérapage, sur deux nombres qui différent par leur dernidre
décimale. Le logiciel déclare alors que les valeurs approchées ne sont pas les mémes...

Tout ceci est bien cohérent, mais 4 partir d'un cadre théorique qui suppose que
les notions de valeur exacte et de valeur approchée sont clairement comprises. Ce qui
mest pas le cas de nos €leves, qui sont |3 pour 'apprendre |

Organiser un travail de recherche, ou de discussion, avec cux antour du petit
drame ci-dessus n'est pas sans doute pas inutile pour opérer ce partage essentiel
"exact/approche” |

1

Remarque : le méme phénoméne se produit simplement avec I'égalité 1 =3 , 3
Vrai pour la machine en calcul exact, faux en calcul approché...

On pourra trouver d'utiles prolongements A ces réllexions dans [Canet 1995, Fortin
1995].

EE"’ ']

A l'ocecasion de cette réflexion sur exact/approché, ouverlure exceptionnelle d'un
espace reserve & la culture (et & l'art). Dessin (anonyme), et citation de Henri Michaux -

"Surtout ne pas vouloir grand. Le grand est l'ennemi mortel de 1'infini®
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l.Le travail donné aux éleves

TP n"3.
: : |
Premiére modalité
{On considére 1'équation Yx = 10sinx, sur R+,
Quelle est sa plus petite solution 7
Donnez un encadrement & 10-5 prés de sa 105™ solution, de sa 1008™€ golution, puis dnl

sa 1000tme golution.

On précisera la méthode choisie, les fenfires wtilisées pour "cerner” le phénoméne, on
n'hésitera pas d faire des dessing pour illustrer ses réponses.

Cette équation a-t-elle un nombre fini, ou infini, de solutions 7
Si c'est un nombre infini, pourquoi ?

Si c'est un nombre fini, combien de solutions 7

On justifiera avec soin les réponses d ces questions.

Deuxiéme modalité

{On considire I'dquation W% = 10sinx, sur R+.

Cette éguation a-t-elle un nombre fini, ou infini, de solutions 7
Si c'est un nombre infini, pourquoi ?
Si c'est un nombre fini, combien de solutions ?

On justifiera avec sein les réponses d ces questions.

Quelle est la plus petite solution de cette équation 7
Donnez un encadrement & 10-5 prés de sa 10*™e golution, de sa 100#™ solution, puis de
sa 10005 golution.

On précisera la méthode choisie, les fenfires utilisées pour "cerner” le phénoméne, on
n'hésitera pas d faire des dessing pour illustrer ses réponses.

2.Le cadre de travail

On présente ci-dessus dewx variantes d'un méme probléme. Il peut étre utile pour le
prafesseur de tester Uinfluence de cette "variable didactigue” liée d la forme de
l'énoncé : vaut-il miewx d'abord prendre du recul sur un probléme (modalité 2), ou
laborder "par le petit bowe de la lorgnette”, en considérant d'abord quelgues cas
particuliers, pour s'approprier lensemble de la situation (modalité 1) ?
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D'ailleurs, pour chaque TP, il peut étre wtile de réfléchir aux variables sur lesquelles le
professeur peut jouer. Pour ce TP par exemple, on pourrait tester 100sinx au lieu de

10sinx, la fonction Inx au liew de la fonction NV, etc.
Mais revenons a ce TP, ainsi rédigé, sous ses deux versions.

Le théme,
Il s'agit encore de I'étude des limites infinies.
La gquestion problématique.

Une fonction & croissance trés lente peut-elle "sortir d'une bande” donnée A I'avance 7
C'est & dire une fonction A croissance lente peut-glle tendre vers +oe 7

Les objectifs pédagogiques.

ique, ce TP sera l'occasion de poursuivre le travail de définition engagé
lors du TP 1 : une fonction qui tend vers 4= uand x tend vers 4o est une fonction qui

finira par dépasser définitivement tout réel ixE,
Sur le plan pratique, ce TP sera l'oceasion de revenir sur les stratégies de fenéirage -

voir ce que l'on veut voir, on ne peut compter ni sur le hasard, ni sur le
placement laborieux le long de la courbe. On ne peut ni tout voir, ni voir au hasard, il
faut du discemement. Bt c'est l'objet d'une réflexion, et d'un calcul prélable,

. ce sera l'occasion de voir de premitres “aberrations” de
I'écran. Alors qu'avec les fonctions polyndmes, les précédents TP avaient été 'occasion
de voir qu'avec une bonne fenéire, les variations de la fonction apparaissaient
clairement "dans leur globalité”, 14, la discrétisation de I'écran pourra faire apparaitre
des pseudo-périodes difficilement compréhensibles pour ceux qui n'en auraient pas
ENCOre réncontrées.

Hypothéses de comportement.

On peut faire I'hypothése que les éleves auront du mal & se détacher des modiles
primitifs sur les limites (une fonction & croissance trop lente ne peut pas tendre vers 4+
et sur les dénombrements (beaucoup de racines, c'est sans doute une infinité de

racines...)

On peut faire 'hypothése que les €ldves essaieront beaucoup de bricolage avant de se
résoudre & prendre du recul sur la machine, et de réaliser que le détour théorique n'est
pas une perte de temps. LA, comme dans d'autres domaines, c'est souvent ceux qui vont
i contre courant qui arrivent les premiers...

3.Le retour critique en classe
On pourra envisager plusieurs points, en fonction des réalisations des éléves

- une equation peut se traiter sous plusicurs formes : on peut traiter le probléme sous la

forme Yv/x = 10 sinx, ou sous la forme Y/ - 10 sinx = 0. Sous la deuxitme forme on
gagne des fonctions de référence, ce qui aide au traitement du probléme ;

- on a toujours intérét A faire un dessin & Ia main, méme sommaire ; un tel tracé permet
souvent de récupérer des informations, de réveiller des références de cours (plus
enfouies quand on se contente de pianoter sur un clavier, et de fixer un écran) ;
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- il est souvent utile de regarder ce qui se e "aux bornes", c'est & dire aux
frontigres du domaine d'étude. La considération des limites permet de se ramener & un

intervalle borné, ce qui est une simplification considérable du probléme, méme si
l'intervalle en question est vaste [0, 10 000].

Une fois va tout cela, le probléme est désossé,

On peut alors fixer une nouvelle fois le cadre théorique concemant les limites

infinies, et traiter le probléme dans les détails :
- il faut trouver un systdme de numérotation des solutions. Se déplacer sur le

graphique pour compter celles-ci reltve du délire maniaque pour rechercher la 100éme
solution. Quant & la milliéme... Il suffit de "voir" (puis de prouver!) qu'il y a deux

solutions entre 0 et x, puis deux solutions entre 21 et 3z, elc.
- il faut localiser la demitre solution, pour en déduire le nombre de solutions.

4 . Variantes...

En fait les variantes imaginables si les éléves avaient disposé de TI-92 pour ce TP
ne sont pas si éloignées que cela de ce qu'ils ont pu faire avec des simples calculatrices
graphiques. On ne considére ici 1u ‘une question : quelle est la plus grande solution,
sachant gu'au deld de 10000, il n'y en a plus, et gu'avant 10000 il y a (sauf

éventuellement au bord) 2 solutions par tranche de 2x 7

En valeur exacte, la calculatrice retourne 'équation sans la résoudre. En valeur
approchée, que fait-elle 7

Elle indique 3 solutions {en valeur EETM%MM

approchée r 'équation ...
PP D sl o solve(lx - 10-sinG =0, x)
5i on précise que l'on cherche les 4385613 or x=6.44318895171 or x = J.0CH
solutions snpéncl.m:s 39900, elle = solvelllz - 18-sing=) =0, %) | x & 9980 iL
I%d‘]l n'y en a pas. fals

5i on précise que l'on recherche L oo10e([TR - 10-sint0 = 8, x) | x & 3000

les solutions supéricures 4 3000, x = 3709.325d

elle répond qu'il n'y en a quune... LST60 3 —10%sin(x2=0, %2 | x2 3000 |
"H.H-'LEH'-_—.-.—.-

1l est clair que quand on travaille en valeur approchée, les résultats avec la TI-92 sont
aussi fiables gu'avec une calculatrice graphique ordinaire !
Un coup d'oeil sur l'application graphique, au voisinage de 10000 :

On a tracé 14 la fonction racine, et T
la fonction sinus (on a épargné au  RNINZTAE.
lecteur les premiers ajustement de  fxscl -
la fenétre...)

Le doute existe : coupe, coupe
pas ?
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Pour lever 'ambigiiité, on peut modifier Ia fenétre, on modifier la fonction. On choisit
ci-dessous de modifier les deux, en considérant la différence entre la racine et le sinus.

On voit 14 deux intersections avec
I'axe des abscisses, et une valeur
approchée d'une des deux
solutions par la mobilisation de la
comm graphique "zéro",

<t 3098, 1263

On peut alors revenir & Papplication initiale, en reformulant 1a demande.

On a précisé le cadre de la v Al ﬂEr‘a a?fc D’r.rl:;r reml0|Clear a-z.
résolution de I'équation, en

précisant que 1'on recherchait les
solutions comprises entre 9998 et

Qoo

La calculatrice consent alors

donner les valeurs approchées des fo o1 ue([TR - 16 5in(x0 = 0, %) | x = 9998 and b

deux plus gm“dﬁ solutions % = 9998, 12029438 or x = 9998, 10889572

cherchées | x> 129998 _and x<99991
RAL LRAEC by | i

On notera que l'on dispose, dans I'application initiale, d'une précision plus grande
que dans 'application graphique.

En conclasion de ce travail avec une calculatrice TI-92 : le travail, ici, sur le fond,
est le méme qu'avec une calculatrice graphique classique. Clest 3 dire que le texte du TP
n'aurait pas besoin d'étre retouché,

Simplement la diversité des applications sur cette machine, leur puissance, permet
de faire jouer plus facilement le changement de cadre de résolution du probléme. Ce qui
est, dans ce genre de recherche, tout & fait décisif,

f
KA

¢ 3
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l.Le travail donné aux élaves

TP n*4 |
On se propose de tracer la, ou les, tangentes communes aux deux paraboles d'équation :
Ppiy=x2 et Priy=-x24+8x-14 |
44

-2 2 1 \é
a4

1. Observer les deux courbes sur votre écran. Combien imaginez-vous de tan 8
communes ? Essayez par une succession d'essais corrigés de déterminer I'équation de
droite(s) approchant la ou les droite(s) cherchées.

On précisera bien sir les équations successives obtenues, et les méthodes de
vérification utilisées.

2. Déterminer I'équation d'une tangente Dy en un point de Pyd'abscisse a, et I'équation
d'une tangente Dy, en un point de P5 d'abscisse b,

A quelle condition portant sur a et b ces deux tangentes sont-clles paralldles ?

Vérifier votre résultat en prenant a = 1, en calculant b pour que Dy et Dy, soient
paralltles, et en observant les deux paraboles et les deux droites ainsi obtenues sur votre
ecran.

3. Supposons la condition de parallélisme de Dy et Dy réalisée. A quelle condition |
supplémentaire ces droites sont-elles confondues ? Caleuler alors les valeurs de a et de
b qui vérifient les deux conditions.

4. Déterminer alors les équations des tan genles communes aux deux paraboles, vérifier
que cela convient bien en observant le tracé des paraboles et de ces droites, et
confronter ces résultats aux résultats expérimentaux de la premidre question.

5. Les droites solutions se coupent en un point particulier. Etait-ce prévisible 7

2.Le cadre de travail

Le théme du TP reprend une idée du Bac § 1995 (tangente commune aux courbes des
fonctions exponentielle et logarithme), dans un cadre simplifié.
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Le théme.
Dérivées et tangentes,

La question problématigue.
Une tangente commune est évidente. La deuxiime tangente, qui oblige & sortir do cadre
de I'épure, sera-t-elle vue 7

Les objectils pédagogiques.
L'énoncé de ce TP et du TP snivant, sont assez différents, dans leur esprit, de I'ensemble

des autres TP. 11 s'agit de contraindre les éléves :

- & faire des aller-retour entre observation et validation :

- & rédiger de fagon plus compléte leur rapport de recherche.

Pour ce TP, il s'agira de plus :

- de développer l'aptitude & associer droites et équations de droites (c'est le but des
"essais corrigés” de la premitre question) ;

- de développer l'aptitude & sortir des fenétres standards, pour imaginer ce qui peut se
passer “ailleurs”.

Hypothéses de déroulement.

S'agissant d'équations de droites, avec deux coefficients variables, on peut s'attendre &

des compétences assez limitées des éléves, et & une recherche quasiment aléatoire de

solutions "approchantes” dans la premitre question,

iﬁissant de tangentes, et encore ples de tangentes communes, on peut s'attendre & des
ifficultés nombreuses des éléves : en particulier I'idée que la droite des sommets est

une candidate possible de tangente commune n'est pas 3 exclure...

3.Le retour critique en classe

Il est important d'insister sor la rationnalisation des démarches. En fait deux
questions complémentaires peuvent étre posées en abordant un probléme (ce qui
suppose de prendre un certain recul...)

- en quoi le probléme donné se rattache-t-il & une classe de problémes connus 7 Ce
qui permettrait de lui appliquer une solution générale adaptée A cette classe reconnue ;

- en quoi le probléme donné présente-t-il des spécificités qui autorisent une
résolution particulitre 7

Et ceci doit étre fait des le départ.

= sur le plan graphique.

Ce probléme de tangentes communes peut faire penser & un probléme déji rencontré
par les éléves : celui du bac, pour les redoublants, ou celui de la recherche des tan gentes
comrmunes & deux cercles (qui se traite en général en seconde). La question des cercles
peut ici tre légitimement évoquée : il sagit de tangentes communes A deux conigques

extérieures”. 1l y a bien une solution générale A ce type de probléme |

La réflexion sur le caractére particulier du probléme peut faire ressortir 'existence
d'un centre de symérie : les paraboles, disposant du méme coefficient pour le terme
carre, sont isométriques. Les tangentes communes doivent donc passer par ce centre de
symétrie, de coordonnée (2, 1), Elles ont donc une équation du type y = ax + 1 - 2a.

On peut alors ajuster beavcoup plus facilement des solutions potenticlies en faisant
pivoter les droites autour de 1, c'est A dire en faisant varier a.

On doit cependant insister aussi sur Iimpossibilité de valider graphiquement qu'une
droite donnée est tangente A la courbe. Méme avec des zooms d'une violence exméme,
L'infini, de loin comme de prés, ne se voit pas. Il faut en venir au calcul.
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= sur le plan des calculs.

Avant d'embrayer sur le traitement du probléme suggéré par I'énoncé, on peut
indiquer que celui-ci n'est pas unique

- On aurait pu s'appuyer justement sur l'existence d'un centre de symétrie I,
rechercher les tangentes 4 la premiére parabole issues de L Ces deux tangentes auraient
alors été "automatiquement” tangentes aussi & la deuxi®me parabole ;

- On aurait pu aussi écrire I'équation d'une tangente quelconque & la premidre
parabole, puis chercher lintersection de cette droite avec la deuxiéme parabole. le
probléme se ramenait alors & chercher dans quelles circonstances cette intersection était
réduite & un point.

Quand on dispose de plusieurs stratégies, il n'est pas inutile de les comparer, du
point de vee de leur efficacité, de leur rapidité, de leur caractire esthétique...

Ce n'est pas la méthode préconisée par I'énoncé qui amive en téte |

4 Variantes. ..

Avec une TI-92, on peut commencer par une exploration graphique, comme suggéré
par I'énoncé.

Une commande de I'aeplicatiun
graphique ("Tangente") permet de
déplacer un point sur une des
courbes,
A l'endroit choisi, la machine trace
la tangente, et indique I'équation S~ 1
(en valeur approchée) | ——] ]
correspondante. Ceci permet en
fait une politique de recherche par
rectifications successives. y=i, 1?51?‘}5 < 3460208
EaE BT AT

1 w - -
- 2oon|Trace |ReGraphMat.hiDraw]- ff

On le voit, il n'y a pas 1 interaction entre équation de droite, et forme grag:hiqur:.
Tout se passe alors au nivean du graphique. Procéder autrement, par exmple en éudiant
le faisceau de droites passant par le centre de symétrie [, requiert un nivean d'expertise

supérienr.

- F "
?1""!} EMEJ*L o HI Ll;ie' W .y

L'intérét de cette stratégie est “Blot 2:

qu'elle met en évidence le riile de | Plot 21 .

a, coefficient directeur de la i ] <

tangente, et qu'elle prépare les “y2=-xc+8-x- 14

cakfuls uIténgmm. ¥ -":aE:-xl- i-2ala=¢.5 1 2>

%ﬁ x)= 4 —-

Il suffit ensuite de chercher 'équation des tangentes 3 une parabole passant par un
point donné.

Pour prouver que les tangentes trouvées seront alors "automatiquement” tangentes i
l'autre parabole, on peut avoir recours A des explications générales (conservation de la
qualité des contacts par une isométrie), ou simplement vérifier par le calcul que cela
marche bien.
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x représente L'abscisse d'un point
de contact d'une tangente issue de
I (centre de symétrie) & la parabole

représentant x — x2,
Deux points de contact possibles, [* 5°1 ve(1 -xZ=2-x:(2-x), ) JL
donc CUX langentes, o '{ﬂ—l or :l:-ﬂ+

s
=1
-

oluedl—x

sl

- f— Ernz;n [race [Rebraph .trh raw|- ﬁ"

Validation graphique, "pour voir”,
Mais seule la vérification

numérique donnera une assurance
certaine, par résolution de _é . =l "*-:....z: :
I'équation.

T L IUH{

Pour conclure

1. On pourra constater que cette méthode de recherche de tangentes communes a un
domaine de validité assez limité : il est nécessaire que les deux courbes ze

correspondent par une symétrie centrale.
On peut poursuivre en donnant des situations qui ne soient pas de ce type. Ce sera le cas

du hain TP.

2. (’E‘g probléme, traité avec une TI-92, ne permet pas d'atteindre un des objectifs fixés :
instaurer des aller-retour entre forme de I'équation et forme de la courbe (ici une droite).
Pour atteindre cet objectif, on pourrait songer i un autre type de probléme un peu plus
complexe (par exemple recherche d'une parabole tangente A trois droites données

[Trouche 1995]).

Il faut ainsi & chaque fois vérifier qu'il n'existe pas de commande sur la calculatrice
permettant de court-circuiter 'activité elle-méme. .,

Ce qui nécessite une certaine connaissance de 1'outil |
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[§ TP n°5

* om|Trace aph ’:h Draw| F"
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TP traité avec des calculatrices graphiques.
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l.Le travalil donné aux éleves

TP n"s

|On se propose de chercher les tangentes communes 3 la parabole P d'équation y = x2, et
a la sinusoide S représentant la fonction x — sinx. I

N
_1.

1. Combien de tangentes communes imaginez-vous 7 Pourquoi 7
Pour déterminer leurs équations, on reproduit la méthode utilisée lors du dernier TP :

2. Déterminer 'équation d'une tangente Dy en un point de M de P d'abscisse a et
I'équation d'une tangente Dy, en un point N de § d'abscisse b,

A quelle condition portant sur a et b ces deux tangentes sont-elles paralléles 7 ‘
Vérifier vos résultats en prenant b =- (), 25 puis en calculant a pour que Dy et Dy, soient
paralléles, et en observant les deux courbes et les droites ainsi obtenues sur votre écran.
Reproduisez sommairement cette configuration sur votre feuille.

3. A toute tangente Dy & P correspond-il une, ou des, tangente(s) Dy paralléle(s) 7
Rér;nlpmquenmnt, i toute tangente Dy & § correspond-il une, ou des, tangente(s) Dy
parallgle(s) ? Justifier précisément vos réponses, et illustrez les par un dessin.

4. Supposons la condition de parallélisme de Dy et Dy, réalisée. A quelle condition
supplémentaire ces droites sont-elles confondues 7 Montrer alors que b doit étre
solution de I'dquation :

cosib-dbcosb+ 4sinb=0

5. Déterminer alors une valeur approchée i 105 prés de la plus grande solution négative
de I'dquation qui précéde. Déterminez alors les équations de la tangente commune
comespondante aux deux courbes, vérifier que cela convient bien en observant le tracé
des courbes et de cette droite.
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2.Le cadre du travail

Ce TP se situe dans la continuité du précédent. Cependant, il y a de nouveaux
éléments, théoriques, et pratiques ;

- pas de résolution "exacte” possible ;

- pas de symérrie entre les dewx courbes : & toute tangente  la sinusoide

une et une seule rangente & la parabole, alors qu'd toure tangente & la parabole
correspond soit aucune, soit une infinité de tangenres “soeurs” ;

- il existe cependant des syméiries... mais gqui ne sont pas d'une aide particulidre
(symétrie de la parabole par rapport & I'axe des ordonnées, symétrie de la sinusolde

par rapport d l'origine),
Le théme,

On retrouve & la fois bien siir la question des dérivées et des tangentes, mais aussi celle
d'une confrontation de fonctions & limite infinie, et de fonctions bornées (les dérivées
respectives des fonctions carrée et sinus).

La question problématique.

Y a-t-il un nombre fini, ou infini, de tangentes communes 7 Les points de contact
s'accumulent pour la fonction sinus & l'infini, et pour la parabole au voisinage de 0 : a-t-
on alors "assez de place” pour une infinité de solutions ?

Les objectifs pédagogiques.

- plus encore que lors du dernier TP, la réalisation de celui-ci impose des "visions
larges", des tracés sur papier, des sorties de I'épure...

- sur le plan théorique, il s'agira de ransposer les résultats des précédents TP (résolution
d'équation, fonction bornée et fonction non bornée, tangentes communes), dans une
situation nouvelle, et plus riche,

Hypothéses de déroulement.

Devant la difficulté de mise en forme du probléme, on peut s'attendre & diverses
manoeuvres d'évitement de la difficulté :

- de nombreux éléves ne dépasseront pas le stade du "bricolage” sur la machine ;

- beaucoup d'éléves réintroduiront dans le probléme la symétrie du dernier TP ;

On peut s'attendre 4 ce que les éléves qui ont obtenu I'éguation demandée en cherchent
une résolution algébrique, pour une formulation explicite de b,

De fagon générale, méme si 1'énoncé de ce TP est assez guidé, on peut s'attendre 4 une
certaine perplexité des éléves... Que cette perplexité débouche sur une attitude de
recherche active, ou sur un désarroi passif, dépendra de la dynamigue de la classe, de
l'acceptation, ou non, du contrat proposé par le professeur...

3.Le retour critique en classe

Il est intéressant de commencer la corection du TP par une discussion ouverte en
classe sur le nombre de tangentes communes : noter les arguments des uns et des autres,
toujours instructifs ("si on va trop loin, les tangentes ne pourront plus étre distinguées
de l'axe des abscisses"...), les schémas explicatifs. 5'il n'y a ﬂﬂ de consensus, on peut
laisser la question ouverte ; I'étude théorique qui suit donnera la réponse, et il sera tout &
fait instructif de rééxaminer alors les arguments des uns et des autres !
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La condition de parallélisme du tangente i la parabole en a, et d'une tangente & la
sinusoide en b s'écrit 2a = cosb. 1l est utile d'insister sur le recul nécessaire devant toute
équation : l'existence de b suppose - 0, 5 < a £0, 5. D'od la dissymértrie du probléme :
pour un b donné, il n'existe qu'un a convenable. Pour un a donné, il existe soit avcune
solution, soit une infinité. Pas de demi-mesure pour les points de contact. Pour les
tangentes, si : il n'existe que deux tangentes & la sinusoide de pente 0...

Il est utile aussi de montrer que ces résultats numériques ont leur raduction graphique
naturelle. C'est l'occasion ge faire quelgques graphiques, montrant le faisceau des
tangentes & la parabole qui ont des tangentes paralleles sur la sinusoide.

L];‘Eﬁ'aﬁm donnant une condition nécessaire pour qu'un b convienne n'est pas difficile &
obtenir.

f(b) = cos? b - 4b.cosb + 4 sinb = 0
E!;Im elle laisse le probléme ouvert : ¥ a-t-il un nombre fini ou infini de solutions pour

La fonction f n'est ni paire, ni
impaire, ni périodique...
Comment dans ces conditions
pouvoir récupérer des
informations sur le nombre (et

meéme l'existence !) du nombre de
solutions 7

On peut songer A transformer 'équation, en regroupant les fonctions du mé&me type. En
notant que cosb = 0 n'est pas possible (un cosinus et un sinus ne peuvent pas étre
simultanément nuls...), I'équation devient :

%m5b+ anb=h

On y voit un peu plus clair (avec
une interprétation du graphique
liée aux fonctions de référence
cosinus, tangente, ef linéaire).

On ne peut pas cependant exclure
des réactions d'éléves intrigués par
l'interruption des brins de courbe
sur |'écran {chP suivant | )

Soit g(x) = msx + tanx

Pour des raisons de limites, la fonction g parcourt R sur chaque intervalle du type
}Jz—r +km, z_x +kx [. Elle rencontre donc la fonction affine au moins une fois sur chacun de

ces intervalles. Par ailleurs, la dérivée de%m+maﬂ-%ﬂm+ 1 + tan?x. Partout

ob ¢'est défini, c'est positf. Cela nous renseigne-t-il sur le nombre de solutions existant
sur chaque intervalle 7 Question ouverte, en guise de conclusion...
Eemargue : peu de changements semblent nécessaires pour ce TP avec des TI-92,



Enseigner en Terminale § aveo der calculatricer
CORRPrENANT Wi Syridme de motiratique symbolique.
IREM de Monipellier, page 109

TP n°6

TP traité avec des calculatrices Eraghiques.
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l.Le travail donné aux éleves

TP n0

Observer la courbe de la fonction £ @ x—+ sin x sor les intervalles successifs suivants :
[0; n], en faisant varier n entre 390 et 610.

1. Que pensez-vous des 21 graphiques obtenus 7

{on pourra aussi comparer, pour des fenéires égales, les graphiques donnés par deux
.|rmdéfas différents de calculatrice )

2. Pouvez-vous tracer une esquisse de la représentation graphique de f sur l'intervalle
[0; 600] 7

3. Pouvez-vous donner le nombre de solutions de I'équation f{(x) = O sur l'intervalle
[0; 600] ?

4, Pouvez-vous donner un encadrement, & 103 prés, de la plus grande racine de cette
équation sur cet intervalle 7

2.Le cadre de travail

Le théme.

Mise en évidence de I'écart irréductible entre les objets mathématiques, et leur
représentation par la calculatrice.

La question problématique.

Comment se fait-il qu'une fonction aussi simple que la fonction sinus soit traitée de
fagon aussi étrange par la calculatrice 7 Sur certaines plages, pourtant de grande
amplitude, il apparait des phénoménes de “relaxation” de la sinusoide assez

surprenants...
Les objectifs pédagogiques.

1l s'agit ici de développer une attitude qui ne soit pas de simple défiance vis & vis des
tracés obtenus par la calculatrice, mais de contrile de ceux-ci : sur lintervalle
considéré, pour la fonction érudiée, n'y a-t-il pas des effets particuliers, attendus ou
observés, de la discrétisation du tracé 7

Hypothises de comportement.

C'est la premitre fois que sont mis en évidence pour les éléves des tracés
paradoxaux de la calculatrice. On peut s'attendre 3 des comportements rés divers :

- un comportement plutdt ludique des éléves "bricoleurs” qui s'amuseront & faire
apparaitre les tracés les plus divers... sans chercher l'explication des phénoménes ;

- un comportement résigné des éléves plutdt "faibles” : "cette machine est encore
plus complexe que je ne I'imaginais. Clest & n'y rien comprendre..." ;
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- un comportement plutét méprisant de certains "bons éléves classiques” : "on savait
que des calculatrices, ce n'était pas wés sérieux ! Une ve de plus”,

Tous ces comportements ont ceci de commun qu];]l-smmnmmncnt la nécessité d'une
explication rationnelle. Relancer 'activité des éléves dans le sens d'une tentative de
compréhension des phénoménes peut s'avérer nécessaire...

3.Le retour critique en classe

La question des tracés paradoxaux a éié traitée dans de nombreux ouvrages 11,
Elle se Jpose diailleurs exactement dans les mémes termes pour une calculatrice
graphique "ordinaire”, et pour I'application graphique de la T1-92.

L'expérience prouve qu'il ne suffit pas de dire "ce phénoméne se produit parce qu'il
y a discrétisation du continu, nécessaire matériellement pour éclairer des points sur un
écran composé d'un certain nombre de pixels”, L'illusion d'une fidélité de l'écran, et an
del de la machine, a la vie dure...

D'od la nécessité de multiplier les angles de vue paradoxaux, non pas pour
I'émerveillement des éléves, mais comme autant de défis pour la compréhension.

Quelques pistes donc pour relancer 1intérét des éléves, susciter de nouvelles
questions...

La fonction sinus a &té fracée sur Eﬂﬂmmﬂ-
un intervalle qui fait apparaitre =Y
une “pseudo-période".

La commande graphique "zéro”
détecte une racine de f sur un
intervalle que la courbe apparente
ne laissait pas imaginer...

E ibilité |

La fonction sinus, toujours sur le
méme intervalle.

On a sélectionné une partie de la
"courbe" griice & la commande
room box.

Que va-i-on obtenir en

aggrandissant cefte portion 7
oir page suivante pour la ::E?E Enrger?
Surprise... 1% 136030

11 Citons (on est jamais mizux servi que por soi-méme) BERNARD, FAURE, NOGUES, NOUAZE,
TROUCHE, 1995, Arithmétigue, le retour, dont est extraite la feuille diffusée aux &léves (cf fin de TF).
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De l'ordre (apparent) nait le
désordre... ou plutbt une nouvelle
apparence de l'ordre.

Comment se fait-il que la fonction
sin % qui a une période 3 fois

plus longue que la fonction sinus,
ail un comportement plus
frénétique 7

Pourguoi ceci ne se reproduit-il

pas pour la fonction sin % 7

Voila la représentation higque
de sin n, surprfe méme ingg'{::allltlz
que celui qui a éié choisi pour

nter la foncton sinus dans
les fendtres ci-dessus.

Comment se fait-il que. le
phique, qui devrait étre plus
sz.u\l'l'ﬂ extraction du précédent,

soit en fait plus "complet” 7

Eﬁ_

T

h_J

P at;trtll.
plotsieps=
xmins=
xniu- 453.

un n-'i 1
gnax—i o
yagl=

Y
watE

4. Le lancement de nouveaux défis, (en vrac 1)
- Peut-on obtenir des représentations graphigues de la fonction sinus qui soient des

droites 7

- Des graphiques non périodiques 7

- L'observation d'un graphique "pseudo-périodique”, associée 3 la connaissance de la
fenétre choisie pour représenter la fonction, peuvent-elles permettre de connaitre le

nombre de pixels de 1'écran 7

Fin provisoire de cette réfléxion sur image et magie {qui, c'est bien connu, ont mémes
lettres [Debray 1992]). Ou plutdt sur la fausse magie des images fausses |

Suite de la réflexion lors du TP 7.

5 6 o O 6 6 6 O
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Comment fonctionne le tracage des courbes ?

L'algorithme de en mode DOT est le suivant , pour une TIB1 { 95 pixels en
longueur, 63 phﬁq:fﬂhauwr}: 4

Tun fené et une fonction F sont donnés)

POUR i:=0JUSQU'A 95 FAIRE [Pour chague colonne de la matrice,

I [Calculer la valeur de X comespondante
Xo= Xpgn+i* -.Muﬁl‘bh_; (Calculer 'image de X par F
Y =F(X); [Calcul de la ligne correspondant & Y

Y- Yuin 4 .

em * : [ Action sur la mémaire cran e interventon

i Yiax = YMin RO ) du gestionnaire d'dcean
ALLUMER-PIXEL(i;j)

. On peut faire apparaitre des situations surprenantes :
1) Pour un pas de calcul —x'ﬂlg—xm- =2t la fonction sin est représentée par une

droitey=0.Iciona: Xuin=n/2; XMax= ®/2+ 2 *N (N étant le nombre de pixels
"horizontaux” ; pour TT 81 : N=95)

AR

2) Pour un pas de calcul —thﬁi—]xm— = 2w, lafonction sin est représentée par
une psendo-sinusoide

\ ] A
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& TP n°7

]

TP traité avec des calculatrices graphiques.
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l.Le travail donné aux éleéves

TP n%7

On se propose, comme lors du précédent TP, d'analyser les représentations graphiques
que donne une calculatrice pour une fonction donnée, dans des fenétres données.

Il s'agit de la fonction f : x = fi(x) = In{lnx).

1. Observer la représentation graphique que donne votre calculatrice pour cette
imcﬁml, sur une fenétre donnée. Reproduisez le dessin, en justifiant le choix de la

2, Etdier les variations de f (domaine de définition, sens de variation, limites). Les
résultats vous paraissent-ils cohérents avec les observations de la premitre question 7

3. Une calculatrice T1 82 donne pour cette fonction le graphique suivant (pour x variant
entre 0 et 109%) . Ce graphique est-il celui que vous attendiez 7 Comment 'expliquer ?

et

iRatt
‘n’:gf

4. La méme calculatrice donne les graphiques suivants pour f, an voisinage de x = 1,
Ces graphiques sont-ils ceux que vous attendiez 7 Comment les expliquer 7

[ireng ooar—

ax= "
A= 10 I -

VA3

Min=, 9
max=] .81

g —

Ymax=
Yeel=
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2.Le cadre de travail.

Le thiéme.

Encore le contrile des graphiques de la calculatrice, mais dans un contexte davantage
li€ au cours actuel : 1a fonction logarithme est au centre du cours d'analyse de TS.

La guestion problématique.,

La ot on n'attend pas d'asymptote (sur [0, 1099]), en apparait une,..
Et la ol une asymptote est iégilimement espérée (au voisinage de 1), on n'en obtient

qu'un moignon
Les objectifs pédagogiques.

Comme pour le précédent TP, il s'agit de prendre du recul sur les images observées, et
if de celles-ci. Plus précisément, les compétences visées :

= pour un intervalle donné sur les x, savoir adapter “au mieux" le choix des y ;

- comprendre I'importance d'un “petit” déplacement des x dans le choix de la fenéire, en

particulier pour I'apparition, ou la disparition, de pseudo-asymptotes.

Hypothéses de comportement.

On devrait voir apspnmi‘u'e les mémes comportements d'évitement du probléme que lors
du précédent TP, S'agissant d'une fonction vue récemment en classe, on peut penser que
de nombreux €l2ves auront tendance & se réfugier dans des calculs habituels { dérivée,
limites...), sans chercher & justifier les fentres prises, et sans chercher 4 comprendre les
raisons précises des tracés que délivre la machine.

Cependant le retour au TP précédent, 1'évocation du schéma explicatif distribué i cette
occasion, devrait permettre d'ouvrir quelques pistes...

3.Le retour critique en classe

Il est décisif d'insister sur une idée simple : aucune fenére n'est le fruit du hasard...
- tout choix de fenétre est le résultat d'une premitre étude de la fonction, méme
sommaire. Par exemple, pour la fonction Inlnx, toutes les informations, domaine,

variations, et limites, peuvent étre obtenues sans caleul...
- il y a des exigences d'économie de 'écran : ainsi, pour la fonction Inlnx,

pourquoi la tracer sur [(1,10], si elle est définie A partir de 1 7 Voila Sum- les économies
sur les x. Et pour les y, si on décide de tracer la fonction sur [1,10], il faut choisir y

variant de Inln (149 jusqu Inln10 (si on a 95 points de calcul), Ainsi tous les points
de calcul sont sur l'écran, et il n'y a pas de place perdue |

Yeel=@

Cette réflexion sur les points de calcul permet de comprendre la représentation de la
fonction sur la fenétre [0, 109] : la machine tragant environ 100 points sur 'écran, le
premier point de calcul va éwre 1097...
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i 1

N (|

Ainsi I'écran délivre une image d'une fonction qui croit de Inln1097 jusqu'a Inln10°9,
c'est & dire & peu prés de 5,4 & 5,43. Si on veut récupérer une image plus habituelle de
cette fonction, il suffit de prendre comme plage pour les y : [5,4 ; 5,43], comme en
témoigne le graphique ci-dessous.

Enfin, pour la quatridme question, on peut tout & fait faire apparaitre une courbe
descendant davantage le long de son asymptote en faisant partir la fenétre des x d'un
point qui est prochede 1 : 1, ﬁI{HHHII par exemple :

min=]1.0808081
Mmanx=

1
min=-16,11809.]

ax=1ln In
Yeel=@

Plus délicat, si on veut partir de (), pour faire apparaitre le phénoméne au centre de
I'écran, il faut "s'arranger™ pour que cette valeur de x soit un point de calcul pour la
machine, ce qui demande un petit caloul...

Il y a plusieurs sratégies possibles. Le plus simple est de faire d'abord en sorte que 1
soit un point de calcul au centre de 1'écran : une fenétre [0 ; 2,35] convient pour la TI

2. Cela nous assure d'un pas dez—;i; = (), 025. Le premier point de calcul étant 0, on

“tombera” bien sur 1 aprés un certain nombre de pas de 0, 025...

Et puis, on fait un pas de coté de 0, 000001 pour Hmin et Hmax. On a ainsi une
translation de tous les points de calcul de 0, 000001, et on est assuré d'avoir un point de
calcul pour x = 1, 000001, comme en témoignent les copies d'écran ci-dessous.

min=lg &
:ax: . J30E1
mirm =13, 82

Ymax=10
Yecl=8

NB : on a pris comme Ymin -13, 82 car Inln 1, 000001 est égal & -13, 81551... On est
assuré ainsi qu'on ne "perd” aucun point en bas de I'écran,

4. Variantes...

Que devient ce TP avec une T1-92 7
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Une partie du probléme est
automatiquement résolue : une
commande du menu Zoom,
appelée ZoomFit, ajuste
automatiquement la fenétre, pour
les y, en prenant pour Ymin le
minimuom de la fonction
{déterminé en valeur a IP
lerd:s points de calcul de

‘écran), et pour Y max le
maximum de f calculé dans les
mémes conditions,

La commande ZoomFit fait donc
passcr automatiquement au

graphique ci-contre, avec
rectification du "Window".

L'existence d'une telle commande déplace alors le problgme. On peut alors orienter le
TP dans une autre direction :

Question générale :Y a-t-il une "meilleure représentation graphique d'une fonction sur
un intervalle donné ? Et si oui, est-elle obtenue par la commande ZoomFit 7

On voit ci contre deux représen-
tations graphiques de la fonction

(x2- 1)10 f”m sur l'intervalle [-1, 1]. A

gauche, on a choisit une plage de
[-10, 10]. A droite, on a appliqué
la commande d' ajusiement
LoomPFit. Cuel est le "meillewr™

graphique ?

Une question technigue : ZoomFit sélectionne-t-elle maximum et minimum de la

fonction 7
[ r'r — - —
Ci-contre une représentation E“
=mln o L
graphique de Eiﬂ{i']l sur l'intervalle ;:gﬁf:i i | l
[- 0,05, 0,05], & laquelle on a unin==, 9991267142041 | A1 {1
appliqué la commande ZoomFit. e i=] =
On notera que le maximum et le FrRINL . h | LAY B
minimum de la fonction sinus ne
sont pas exaclement ceux _
attendus ! | |
R[N KAD EX&CT :

Et d'autres pistes, & la discrétion du lecteur inventif |
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D TP n°8

TP rédigé par Ga&tan DREZEN
dans le cadre de son DEA.

TP traité avec des calculatrices graphiques.
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l.Le travail donné aux éleves

TP n"8

Artention ; la premiére question se traite sans calculatrice ! =
La caleulatrice pourra étre utilisée une demi-heure aprés le début du TP £

Présentation : Quand le paysage dépend du belvédére

On propose trois représentations graphiques, telles qu'elles apparaissent sur I'écran d'une
calculatrice, en précisant chaque fois la fenéire :

Eimph: A Fenéire A

min=1
Amax=20
xscl=1
Ymin=-4
Ymax=4
Yscl=1

-Gruph: B Fenétre B

min=1
Amax=20
nscl=1
Ymin=0
Ymax=40
Vscl=20

CGraphe C Fenéme C

min=1
Amax=20
Rscl=1
Ymin=0
Ymax=.5
Yscl=1
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Premiére épreuve : Quand le futur impétrant doit se jeter & I'eau

On sait que les trois représentations appartiennent & des fonctions qui sont définies par
les expressions ci ~dessous :

E[ xlInx E| x2 In x E me EI l“_;‘
X
B == G 51: : (In x)(cos x) In (cos x)

Il faut associer, SANS UTILISER LES CALCULATRICES, chague représentation graphique
& la fonction qui peut lui correspondre,

Vous direz, poy iacune des 8 fonction s, pourquoi vous pensez possible, ou
non, une association avec A, B, ou C.

Pour les fonctions orphelines, vous tracerez des ¢hayches de représentation graphique.
Attention, on ne vous demande pas d'émdier théoriquement les variations de chacune de
ces fonctions, mais simplement d'utiliser les caractéres des fonctions de référence que
vous connaissez bien (In, cos, carré...) pour "deviner” l'allure générale des courbes en

question.

Deuxiéme épreuve : Quand on peut saisir la boude.

Yous vérifiez vos propositions griice 4 la calculatrice.

Vous donnerez alors éventuellement la nouvelle association "graphique <—> fonction "
11::: la calculatrice vous permet de faire.

tiention, si vous vous étes trompés lors de la premigre question, n'effacez pas vos
réponses précédentes... Mais essayez de comprendre pourquoi vous vous étes

Troisiéme épreuve : Quand I' He au trésor sort de la brume.

Les trois fonctions représentées en A , B et C ayant été identifiées, donner et justifier
votre choix de Ymin et Ymax dans chaque cas .

A) Xmin =0 B} Xmin =0 C) Xmin =0
XMax = | XMax =1 XMax =1
Ymin= ... Ymin=..... Ymin=....
YMax=..... YMax=..... YMax=.....

Ouatri¢me épreuve : Quand on déterre le trésor,

Pour terminer, tracer avec soin des représentations graphiques des fonctions présentées

dans les cadres B et C, en justifiant précisément le choix du repére et le racé effectué.

WM A A A0 A A A AW AW A A A A
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2.Le cadre du travail

C'est le seul TP de l'année pendant lequel les calculatrices sont partiellement
exclues. Il était prévu comme un TP de transition entre calcularrices graphigues, er
calculatrices formelles. Mais celles-ci sont arrivées un peu plus tard que prévi...

Le théme.
Etode générale des fonctions (limites, variations, représentation graphique, combinées)

La tiuestinn problématique.
Quels sont les critéres pertinents permettant d'associer courbes et équations 7

Les objectifs pédagogiques.

Développer I'aptitude 4 changer de registre de représentation d'une fonction, & faire des
aller-retour (donc dans les deux sens...) entre courbes et équations,

Prendre du recul par rapport & la calculatrice, pour développer les attitudes de contrile :
le graphique observé est-il le graphique attendu 7 Contient-il les informations déja
connues T En donne-t-il d'autres 7

Installer des objets qui feront référence commune dans la classe.

Enfin, la question 3 devrait &tre l'occasion de voir si les éléves savent ajuster au mieux
une fenétre, c'est & dire s'ils réinvestissent les enseignements des deux précédents TP.

Hypothiéses de déroulement.

Il y a changement brusque de contrat : jusqu'd présent, les TP étaient organisés autour
de la nécessité d'intégrer les outils de caleul. Iei ceux-ci sont exclus...

On peut formuler I'hypothése que, devant ce changement de contrat, des €léves seront
un peu perdus. Il y aura peuot-&tre la tentation de laisser passer le temps jusqu ce que
les calculatrices solent & nouveau autorisées...

On peut imaginer aussi que, s'agissant de reconnaissance de fonctions, il y aura
déploiement de stratégies trés différentes, allant de la dérivation au calcul "point par
point”. On peut émettre I'hypothise que les comportements les plus ex consisteront
& faire interagir les différents registres d*étude (limites, fonctions de référence...).

3.Le retour critique en classe

Il est décisif de fixer des critéres élémentaires d'association entre courbes et fonctions,
et de le faire A travers une discussion avec la classe, en faisant en méme temps le point
sur l'efficacité de chacun des critéres lors de la réalisation do TP. Il n'y aura pas
forcément consensus sur le meilleur critére...

Quelques points de repére. Dans cette situation, on peut :

1. analvser le graphique donné , ce qui suppose :
a) des observations préalables ( guelle fenétre a été choisie pour lesxetlesy?

Le repére est-il orthonormé ? Sinon quel est le rapport entre Ies unités des deux axes,
pour pouvolir envisager les pentes des tangentes, 7..) ;
b) des conjectures :  sur le domaine de f (1a fonction semble étre définie sur tel
intervalle, problémes apparents en tel ou tel point ) ;
sur la continuité et la dérivabilité de la fonction (sous
toutes réserves de lecture graphique : la machine ne donne pas acceés i linfiniment petit)

Points anguleux apparents 7
sur les intersections de la courbe avec les axes ;
sur le maximum, minimum, le signe, de la fonction ;
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sur les variations ;
o sur les limites (sous toutes réserves... le graphique donne peu
d'indications sur ce qui se passe en dehors des "limites™ de I'épure) ;
sur des valeurs particuliéres éventuelles repérées pour f.

: {1 il ne s'agit plus de

js..}.
Pour des raisons d'économie de résolutions, on s'appuie si possible sur les fonctions de

référence.
domaine de définition, de continuité, de dérivabilité de f;
intersections de la courbe avec les axes do repére ;
maximuem, minimum, signe de la fonction ;
variation de la fonction par combinaison des fonctions de
référence, chaque fois :11 c'est possible ;
eurs pa.rucullérc& prises pour x ;
limites.

Il ne reste plus qu'a croiser les informations... Bien évidemment, l'ordre dans lequel
cela se fera n'est pas immuable. Souvent, un indice déterminant apparait (on peut
développer la métaphore de l'enguéte policiére ), et ¢'est & partir d'un premier
rapprochement que tout s'organise. En fonction des autres tests, le suspect sera déclaré
coupable, ou innocent.

Mais jusqu'a la fin du TP, tout suspect sera présumé non coupable... C'est 4 dire que
l'on fait des premiers rapprochements entre courbes et formules, que l'on pourra
eventuellement remetire en cause.

4 .En piste !

En application immédiate, on peut proposer un petit travail d'association

Relativement A la fenétre ci-contre, une calculatrice TI 82

ax=10 propose les 6 courbes suivantes pour les fonctions qui & x
1'1;: L associent respectivement Inx.cosx, In{cosx), cos(lnx),
gmax=s Inx+ cosx, ;3:3, LE‘;K Associer & chaque fonction son
graphique, en justifiant ses choix (sans calculatrice ! )

|

\JI I »
k A j

Remargue : il est probable que les travaux des éléves seront bien mieux organisés que

lors du TP. Mais c'est une régle assez pénérale : les conseils, quand ils sont frais, sont

en général bien exploités |
Il faudra voir plus tard si les enseignements d'aujourd’hui seront réinvestis |
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TP traité avec des calculatrices Mhiq‘uaa.
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l.Le travail donné aux éleves

TP n

A. On se propose de résoudre I'équation e* = x5, 1l s'agit donc d'établir avec rigueur le
nombre de solutions de cette équation, et de donner les valeurs exactes, ou un
encadrement de chacune d'entre elles.

En général, pour résoudre un tel probléme, diverses méthodes d'approche sont possibles

- émde directe de 1'8quation ;

- transformation de |'éguation ;

- émde d'une fonction, ou de deux fonctions ;
- transformation des fonctions ;

- représentations graphiques ;

- utilisation de la calculatrice...

A vous de voir ici ce qui convient le mieux. Comme d'habitude, on demande de noter
dans le cahier de recherche, gu fur et § mesure, toutes les méthodes utilisées. S'agissant
de représentations graphiques, on reproduira précisément le dessin, en justifiant le choix
du repére, ou, pour un dessin issu de la calculatrice, le choix de la fenétre.

B. Méme question, avec |'équation e* = x30,

2.Le cadre du travail

Théme.

La fonction exponentielle, et la comparaison avec les fonctions puissances. En fait, il
s'agit d'un théme plus large, qui donnera le cadre de ce TP, du TP suivant, et du TP 17 :
les rapports entre exponentielle, logarithme, et puissances.

La guestion problématigue,

Les calculatrices ne donnent pas la seconde racine positive de léquation e* = x0,

N'y en aurait-il qu'une 7

Ce TP, par ailleurs, ressemble au premier TP de l'année, oil la plus grande racine
positive d'un polyndme se trouvait “trés loin". Elle existait nécessairement pour des
raisons de limite, C'est le méme probldme ici.

L'objectif pédagogique.

Développer différentes approches de résolution d'équation (changement de fonctions,
différence de fonction...), mais en gardant au poste de commande la connaissance des
attributs de chacun des objets (ici les théorémes de comparaison exponentielle/

puissances).

Les hypothéses de déroulement.
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-La Fremlém hypothése est que les groupes qui mémorisent les legons des TP devraient
considérer le probléme sous divers angles ; en effet lors du dernier TP de résolution

problématique d'équation Vix = sinx, il avait été vu que l'on pouvait considérer la
différence des fonctions, ou I'égalité des fonctions de référence, qui donnaient toutes
deux des informations interessantes ;

- La deuxiéme hypothése est que les éléves "scolaires” ne réinvestiront pas le résultat
du cours dans le TP, Leur calculatrice ne leur montrera que les "petites” racines de
I'équation. Et comme ils ne sauront pas transformer I'équation pour la résoudre, via
I'érude des fonctions, ils en resteront & la description des solutions vues & 'écran ;

- La troisiéme hypothése est que les groupes ayant opéré un changement de point de
vue pour la premiére équation, auront tendance a reproduire cette technigue telle quelle
pour la deuxid#me équation, sans retour & la forme exponentielle. Du coup, ils ne verront
pas la solution négative de cette équation ;

3.Le retour critique en classe

On insistera avec profit sur la nécessité (ou la possibilité...) de faire des choix.

Premier choix : on peut traiter directement une égquation, ou faire le détour par I'étude
d'une fonction : si les expressions sont "du méme genre”, on peut parfois factoriser
( polynomes, fonctions trigo...) ; quand on ne peut pas, on étudie les fonctions en
présence. En fait, en procédant ainsi, on enrichit la question, on traite une guestion plus
large, pour revenir ensuite & un probléme plus précis : connaissant les variations
générales des fonctions, on pourra savoir quand elles s'annulent,

Si on érudie des fonctions, on a alors un nouveau choix i faire : on peut éudier deux
fonctions, ou une différence de fonctions. On peut toujours exploiter les deux pistes,
surtout 5i on dispose de fonctions de référence.

La visualisation des variations est importante, pour émettre des conjectures, mais
ne vaut pas pour preuve ! : e® et x50 ont clairement un point commun ( au moins 1) .
On le retrouve d'ailleurs par la visualisation de e* - x50 | On peut d'ailleurs reproduire
les graphiques qui ont permis ces conjectures

i) qu'est-ce qui se passe hors des limites de I'"épure 7 L'étude rapide de
la limite en +o= de e* - x30 permet de trancher la question. Cela veut dire que les
fonctions en présence font référence. Quand on voit une fonction exponentielle et une
fonction puissance “cite & cdte”, on pense tout de suite & leur force comparée, méme si
cela n'apparait pas sur I'écran.

. ii)puis-je justifier théoriquement ce gue je vois 7 L'observation
graphique ne donne aucune certitude. La plupart du temps, il faudra utiliser ici le
théordéme de la bijection.

Un peut alors changer de fenétre pour essayer de voir au-dela (en adaptant toujours le
fenéirage des y an fenétrage des x, ce qui est lié aux fonctions en présence ! ). Ce
fenétrage exige un peu de persévérance, et de technique... ;

On doit enfin revenir & 'étude des variations de la fonction . Si cette étude pose
probléme, on peut transformer la fonction. Mais attention, toute transformation
d'équation, ou de fonction doit s'accompagner de la question : est-ce que, en faisant
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cela, je n'ajoute pas, ou je ne supprime pas, des solutions . Il y a un intérét
supplémentaire & passer de I'exponentielle au logarithme : on a li une croissance
beaucoup plus lente. La machine est davantage épargnée...

En conclusion, il n'y a pas un ordre plus légitime qu'un autre dans une recherche.
Centains préféreront regarder d'abord leur calculatrice pour voir ce qui se passe, émettre
des conjectures, etc... D'autres se lanceront d'emblée dans des calculs. Mais ce qui est
décisif, c'est de faire des allers-retours entre les outils de calcul, et les preuves

théoriques,

4. Variantes...

Variantes d'énoncé.

Le déroulement d'un TP, on ne le dira jamais assez, dépend, entre autres choses, du
texte de I'énoncé. Au lieu de 'équation e* = x50, on pourrait donner I'équation e* = x23,
Les €léves ne seraient pas alors attirés par la racine négative, et il y aurait une
dissymétrie entre la premidre équation, ¥ = x5 (deux solutions), et la deuxi2me
équation, e* = x30 (une seule solution “évidente"), qui aurait incité les éldves A
davantage de circonspection. Tout ceci est affaire de choix du professeur, de dosage de

la difficulté,

Le dilemme est toujours le méme :

- un probléme sur lequel on a beaucoup réfléchi donnera matiére & apprentissage plus
pmfmdﬁu'un probléme simple ;

- un probléme sur lequel il faut rop réfléchir décourage facilement les él2ves les moins

CONYaIncus.,
Il faut trouver le juste milieu !

Ou variantes de machine...

On trouvera dans le TP 17 un travail, réalisé avec les TI-92, qui se situe dans le
prolongement de celui-ci,

On notera cependant dés maintenant que la TI-92 ne résout pas le probléme posé par ce
TP

En mode exact, elle retourne FTH_.FFTTFT—-‘
simplement I'é:?;uﬂl:im » f—|AlgebralCalci0ther|Prenl0iClear a-z..
En mode approché, elle ne w solvele® = x50, &) eX =50 o
retoumne que deux solutions | o oluclcXa 09
1 3 SoivelLe = W

f&;"ﬂi"jmﬂaf%ﬂ l‘;fjﬂ;ﬁg&'z“.ﬂ x = 1.02062220279 or x = -.mu?ms:j
n'y &n a pas... F solvele® = x79, x]lxtlﬂﬂ fal
51 on lui demande les solutions 1 X o 30 = 200
supérieures & 200, elle consent solve(eX =x 0, )| x « = 202, 115898749
enfin 3 livrer la racine manguante! |2 _ A

]

Un outil, aussi perfectionné qu'il soit, reste un outl.
Morale de I'histoire et fin.

Enfin, pas tout & fait : on lira dans les pages qui suivent une copie des transparents
qui ont servi & la correction en classe du TP. A toutes fins utiles !



Enseigner en Terminale § aver m:u.ﬁ:ufnrrm
comgrendnl it Systémue de mus
IREM de Monipeilier, page 131

Comment résoudre I'équation f(x) = g(x) ?
(transparent commenté aux éléves )

A. Etude d'équation, ou étude de fonction ?

Exemple : x2 = x

X2-x=0
Xx(x-1)=0

B. Etude d'une fonction, de deux fonctions?

Exemple : eX = x 3

eX = x5 eX-x5 =0
/i
_/ L
hesaoraber ve-susbos |

C. Conjectures, ou preuves ? Que dire :

"Il semble bien que
I'équation a, sur [0, 3],
une solution égale, & peu
prés, a 1.29 ".....

Ou "I'équation a une
seule solution sur R
C'est vrai, je le vnis'?

D. Deux questions essentielles

Qu'est-ce qui se passe
en dehors de I'écran 7

(Penser aux fonctions de
référence )

Puis-je prouver
théoriguement ce que je
vois 7

(Penser au théoréme de la
bijection )
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E. Un premier outil du chercheur :
changer de point de vue.

Avec la calculatrice :
changer de fenétre.

Le choix des plages doit
peu au hasard.

On voit parce que I'on sait
ce que I'on va voir...

Attention, le changement
de fenétre peut supprimer
des solutions, et ne donne
jamais la garantie de tout

VOIr...

Avec le calcul :

changer de fonction

Ce changement doit peu au
hasard. On le fait parce que
les fonctions nouvelles sont
plus "simples" a étudier.

Attention : le changement
de fonction peut ajouter

des solutions parasites, ou
supprimer des solutions
vraies...

x = 2, et x2 = 4, ce n'est pas
pareil...

Exemple, pour notre probléme : on connaft les
fonctions de référence, nécessairement il y a une
seconde racine positive. On regarde :

On peut d'abord changer la fenétre :

En se "calant” sur la
fonction exponentielle

Ysel=1

En se "calant” sur la
fonction puissance
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On peut aussi garder la fenétre, et changer les
fonctions...

On garde les deux fonctions de départ, et on les
soustrait...

On change les deux fonctions de départ, et on les
soustrait...

Engn—ﬂ
Hmax=13
5 I-EL
? ax—
Veeral®

F. Un deuxiéme outil du chercheur :
faire des allers-retours entre les phases
"expérimentales" et les phases de preuves

o
&L
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TP traité avec des calculatrices graphiques.
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l.Le travail donné aux éleves

TP n®10
0 S 4 A R*

Mous avons vo la semaine dernidre que les courbes des fonctions x — x7 et x — x50
rencontraient deux fois la courbe de la fonction exponentielle sur | +,

Par ailleurs, on sait que la droite représentant la fonction x — X ne rencontre pas la
courbe de la fonction exponentielle.

1. Y a-t-il d'autres fonctions puissances dont la courbe ne rencontre pas celle de la
fonction exponentielle 7 8i oui lesquelles 7

2. Y a-t-il une ( ou des ) fonction(s) puissance(s) dont la courbe rencontre une fois et
une seule la courbe de la fonction exponenticlle 7 Si oud, laquelle {ou lesquelles) et

pourquoi 7
3. Que peut-on en conclure pour les courbes des fonctions puissances et celle de la
fonction logarithme 7

2.Le cadre de travail

Le théme ] i i
Il recouvre celui du TP précédent. Avec un point nouveau, essentiel : celui de dérivée,
ou de tangente,

La question problématique,

Y a-t-il une situation intermédiaire entre la situation de coupure de l'exponenticlle par

les fonctions puissances en deux points, et la situation d'intersection vide 7 (la question

E—alﬂfmaﬂqu: se pose en fait pour les exposants positifs ; pour les exposants négatifs,
situation est assez claire).

Les objectifs pédagogiques. ] .
En plus d'une familiarisation avec les fonctions puissances d'exposant réél, il s'agit ici
d'apprendre A inventorier les cas de fagon exhaustive, & classer ceux-ci en fonction des
caractéristiques visées (nombre d'intersections avec la fonction exponentielle).

Comme pour les précédents TP, I'aller-retour entre observation et validation est
souhaité...

Lies hypothéses de déroulement. )
Les éléves commengant 4 avoir I'habitude de la recherche "libre", et la question étant

assez stimulante, I'activité de la classe devrait &tre assez riche.

Les éleves bricoleurs considéreront peut-étre la question comme un défi, et tenteront de
trouver, & coups de zoom, un exposant réalisant un contact tangent, en contournant la
validation théorigue ; les éléves plus scolaires seront peut-éire tentés de réinvestir "3
répétition” le dernier TP : émude de 1'équation e* = x2, puis de 'équation e* = x3, etc...
Les éléves expérimentateurs devraient trouver ici un terrain d'explorations multiples.

N.B. A partir de ce TP, les corrections sont données sous la forme de Vues et
changement de points de vues, commentés, puis distribués d la classe.
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Vues et changements de points
de vue sur le TP 10

A pariir de ce TP, les séances "d'institutionnalisation” se font avec P'aide de la TI92
rétroprojetable. Cela s'inscrit dans le cadre de Uimmersion douce dans la manipulation
de ce marériel de type nouveau.

On n'abordera donc pas tous les points problématiques { d'ailleurs, est-ce possible ?),
mais, d chaque fois, quelques-uns. Comme pour le précédent TP, on insiste ici
beaucoup sur Uimportance du "changement de point de vue”, sur la comparaison des
avantages et inconvénients des diverses strarégies.

Observations et conjectures...

On peut commencer par observer la position relative de la courbe de la fonction
exponentielle, et des courbes des fonctions puissances d'exposant -1, % . 1,2, 3 (Ces

exposants n'ont pas été pris tout A fait au hasard : on & en principe en téte le "plumeau”
des fonctions puissances |)

Conjectures découlant de

| ion de e* ef x2 ;

- si l'exposant de la fonction
puissance est négatif, sa courbe
coupe une fois et une seule la courbe
de la fonction exponentielle ;

- 51 l'exposant est égal & deux, pas
d'intersection ;"

- 51 I'exposant est égal & 3, deux
intersections ;

- que se passe-t-il pour les exposants
entre 2et 37

On peut alors essayer d'affiner ces observations ( cependant, il faut songer & 1'équilibre
des plages de travail, observations, conjectures, preuves...), ou essayer de définir une
stratégie générale...

lére stratégie : oli 1'on s'inspire du TP précédent

On cherche le nombre de solutions de I'éguation * = x3 pour x > (). On sait que I'on va
devoir étudier une fonction. On passe au logarithme pour faciliter cette étude ( par
dérivation, le logarithme partira...). Soit l'équation x = a.lnx, et I'émde de la fonction

fix) = x - a.Inx. On dispose de ' (x) = 1 - = =" Deux cas de figure :

- si a <0, la dérivée est strictement positive. La fonction [ croit donc strictement de <o
+eo. Comme [ est continee, le théoréme de 1a bijection s'applique, et f s'annule une fols
et une seule. Confirmation de la premigre conjecture.

- sia >0, la dérivée s'annule pour x = a. L'¢tude de son signe montre que la fonction £
admet un minimum pour x = &, ¢t ce minimum strict cst égal 4 a - a.lna = a.( 1- Ina). Si
ce minimum est strictement positif, c'est 4 dire pour a <e, la fonction f ne s'annulera
jamais ; si ce minimum est nul, ¢'est 3 dire pour a = ¢, la fonction f s"annulera une fois
exactement ; 51 ce minimum est strictement négatif, c'est & dire pour a > e, la fonction [
{ qui a pour limite +e= quand x tend vers 0 ou +e= ) va s'annuler deux fois.
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Yérfication :

- on trace la courbe de la fonction
exponentielle, et celle de la fonction
x%. Elles semblent bien se rencontrer
en un point, avec de plus une
tangente commune ;

- en effet, pour x = ¢, les fonctions e*
et x® coincident (évidemment), et
leurs dérivées e* et ex®! aussi. Cette
{ remarque aboutira & la stratégie 4.

2é&me stratégie : ol l'on améliore la précédente.

On s'interesse A I'équation x - alnx = (. On peut alors songer & isoler le paramitre. En
supposant x différent de 1 ( ce qui n'est pas génant, puisque pour x = 1, les fonctions
exponentielles et puissances peavent difficilement se rencontrer...), I'équation devient

1% = a. On cheisit alors de considérer la fonction g(x) = ﬁ (dont I'étude est laissée au

soin du lecteur ).

Résoudre le probléme revient 4 édier le nombre d'intersection entre la courbe de g, et
une droite "horizontale™ d"équation y = a.

L'étude montre que, pour x > 1, la fonction admet un minimum égal & e (obtenu pour
x = ¢). Bien entendu, 1a calculatrice peut Etre mise i contribution pour I'établir. Mais
attention & ce que la machine dit, ou ne dit pas |

- 51 on reste dans 'application graphigue, la calcolatrice donnera ung valeur approchée

du minimum :

Dans l'application graphique de la
T192, la calculatrice donne le résultat
en yaleur approchée, méme si on est.
en made "calcul exact", indiqué sur
la ligne du bas de I'écran. Il est
regrettable d'ailleurs que coexistent
sur le méme écran "exact”, et une
valeur approchée...

On peut bien siir conj que ce
minimum ressemble bien i e, mais

ycl 2. 7182818
iT[d

- par contre, si on revient dans l'application initiale, on obtient la valeur ﬂaﬂ:
d'annulation de la dérivée : -

e ln1 gebralcalclother |Prani0clear a-z. | Lafonction T:—Kaétdmim dans le
fichier de fonctionen Y1

L d - - On observe que la calculatrice veut
solue( F(v100) =0, x] *" 1 bien dire que la dérivée s'annule pour
|« x = &, mais ne dit pas quand la
solue(F(u100) 0. dérivée est positive : elle renvoie
1 1 simplement le message { en calculant

In0G0 ~ (1n0e) 2 tout de méme la dérivéedela
solve{d{yl{x), x>0, x> fonction, mais sous une forme qui
ZTT [TTHATTS T TAT) n'est pas habituelle 1)

Une fois établies, avec ou sans l'aide de la machine, les variations de la fonction, on en
X

revient 4 I'éwde de 'équation 7 —=a.
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- oon|Trace|ReGraph Fl!fh Draw|- i?
J \_ - si a < (), I'équation a toujours une
— ] solution,
J_ - aucune intersection pour 0 <a<e

- une seule intersection pour a = ¢

- deux intersections pour a > e

— T i
3éme stratégie : ol l'on modifie la précédente.

Revenons & I'équation x - alnx = 0. On aurait pu aussi faire le choix de se ramener 3 des
fonctions de référence, en éudiant I'équation Inx .=HE ( ce qui suppose avoir éliminé le

cas a = (). Le probléme revient ainsi & étudier les intersections entre la fonction In, et
les droites passant par l'origine.

L'interét de ce point de vue est que I'on peut repérer ici une situation familitre : on sait
(en principe) que la tangente & la courbe de la fonction exponentielle au point (e, 1)

passe par l'origine, avec comme pente % .

Pour les droites te lotigine de
1

nte — :
" a

- 8i les pentes sont supérieures i %
done si a < e, pas d'intersection ;

—pﬂhﬂ‘%=%,un:intﬁrsmtiﬂn:

-pmﬂ:%{%,dcuxinﬁmﬁms;

EIRC

- pu::ural-: 0, une intersection.

Intérét de cette méthode : bonne visualisation, retour & une situation de référence. Par
contre, pour prouver ce que l'on voit... il vaudrait mieux revenir i la sirasdgie 2.,

4éme stratégie : ol 1l'on revient 4 la tangente.

Reprenons le probléme au point de départ, c'est & dire 'étude de Ia position relative de
la courbe exponentielle et des courbes puissances.

Les observations de départ pouvaient conduire & penser qu'il y avait parfois une
intersection vide (pour x2 par exemple), parfois une intersection réduite & deux points (
pour x3 par exemple), et parfois une situation “intermédiaire”, ainsi définie : la courbe
d'une certaine fonction puissance rencontre Ja courbe de la fonction exponentielle en un
seul point, et, en ce point, les deux courbes sont tangentes, ¢'est & dire ont une tangente
commune. Comment procéder 7

Su ons que cette situation existe,

Soit x I'abscisse du point unique de contact, et a l'exposant de la fonction puissance en
question.



Enzeigner en Terminale § avee des calculairices

comprenand un fystime de mothfmatique symbolique,
IREM de Montpellier, page 140

On devrait avoir simoltanément : e* = x8 et ¢ =ax® 1 I s'agit d'un systdme 4
Ilﬁsm.tdn{. Par division, on a immédiatement x = &, ce qui améne i ['squation e? =a® |
cestd direa=e,

Il reste & vérifier que cet exposant convient, ce qui ne pose pas wop de problémes...

1pArai g + ici on trouve d'emblée l'existence d'une
cun lguraticrn pm‘ricuhh‘: nﬁ lm courbes se coupent un un point, avec tangente
commune. Donc des résultats plus riches, pour cette situation particulidre, qu'avec la
stratégie n“2. Par contre, on n'a pas les résultats pour les autres fonctions puissances...
Meéme si unpeutmnjccmrerque pour () < a < e, donc avant la situation de tangence,
les courbes de la fonction puissance ne coupent pas celle de la fonction exponentielle,
ceci n'a pas €ié prouvé ici... Notons que, sous des formes différentes, toutes les
méthodes mettent en valeur une situation limite, gm est une situation tangente (stratégie
1, 2 et 3 : droite tangente & une courbe, stratégie 4 : courbes tangentes )

Dernier changement de point de vue, et conclusion.

La fonction exponentielle a comme réciprogue la fonction logarithme, la fonction x®

Il suffit de transférer les résultats
obtenus antérieurement :

tnut fait par symétrie (en repére
| ) par rapport 4 la droite
d‘équahﬂn ymX,

Les courbes se coupent bien en un
point unigue de coordonnées (e® , e).

Fin provisoire. 1l est tout & fait possible qu'il y ait d'autres stratégies, découlant d'autres
g:ums de voe sur la question.

EIMINONS SUr une remarque de type graphique : si on veut jeter un coup d'oeil sur
l'ensemble de la situation, c'est & dire, en repére orthonormé, les courbes de la fonction
exponentielle, de la fonction logarithme, des fonctions puissances x° et xle etla
"premiére bissectrice, sur des plages qui permettent de "voir” les points de tangente, on
est bien dégu : on ne voit pas grand chose,

vli—- E?;h Tr!:ru- ?lﬁ-rllaph athiDrat) i’? Ce qu'on gagne en vision générale,

on le perd en précision.

Comme le dit Jean-Lue Godard, "une
image juste, c'est juste une image..."

Morale de I'histodre, et fin.

8)
8)
8)
8)
)
8)
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Il s'agit du premier TP traité avec les TI-92

= RAME oS RAWEnily



Enseigrer er Termidnale § avec des calculairices
comprenanl i spsidme de marthdmoiique spraboligue.
IREM de Movitpellier, page 142

l.Le travail donné aux éleves

TP n°11 du Jeudi 21 Décembre

C'est le premier TP fait avec les TI-92, Le travail est donc assez guidé, beaucoup d'indications
techniques sont données.
Clese la stratégie de l'immersion douce...

Régler d'abord le mode de fonctionnement de la calculatrice (touche "mode” en haut & droite) : cette .

touche est essentielle, en particulier pour l'organisation de 1'écran ( partagé en deux, ou non : split, ou

full), pour l'affichage des nombres (combien de décimales disponibles : display digits), et surtout pour
(exact, ou approché). Vous devez obtenir les deux pages ci-dessous.

It e ’"'"_' —“_“21 | -.-_' — T - : '
= Pase 2 T-RIGHT+

g,! i :::'.:: hE'F"'..;L

- + L
|.+'. 4

Va cer ‘ﬁ:iiﬁ 1%!;-_.;1 oy

PrOMs e s es m’

TOH+

Rt

.i Fariit 3

E&: o o
: m:

| 3
USE & AND + TH OFFEN CSAICES

(ESL=CHNCEL Y I

K "' ' n
1. Réntrer dans le fichier de fonction (touche verte Y) EEJ@ Trac

en Y1 la fonction f qui & x associe x3 - 3x2 - 9x + 3
(cette fonction a été émdiée dans le contrile n°3).

Choisissez une fenétre (Window) qui permette
d'obtenir l'allure de la courbe ci-contre.
En utilisant l'option Math de Il'application
aphique(F3), localiser les trois racines de I'équation

x)=0 T — R T

2.  Repasser dans l'application initiale

{(Hom e ).Utiliser alors l'option solve du menu
Algebra pour résoudre 1'équation f(x) = (), d'abord en
calcul exact, puis en calcul approché.

(Attention, l'existence d'une petite fléche en fin de
ligne indique qu'il y a d'autres résultats affichés, que
'on peut atieindre en se déplacant avec le curseur)

Comparer les résultats obtenus dans la question 1 etla  §= solvef{ul{x) =0, x)
question 2. w = 4, 7SE7F04B314 b}




Enzeigner en Terminale § avec dex caloulatrices
un systdme de saathdmatique
IREM de Montpellier, page 143

3. Repasser en mode calcul exact.

- Calculer alors la dérivée de la fonction f (menu
calcul (F3), o touche jaune, superposée & la touche B
du clavier numérique. Syntaxe : d(y1(x), x)

- Calculer les limites de f en 4o ou -, Syntaxe :
limit(y1(x), x, ==).

- Résoudre I'équation f ' (x) = 0. On peut recopier
I'expression de f ', on utiliser & nouvean la touche de
dénvation (voir écran ci-contre : attention 3 la
syntaxe ),

L'écran garde les traces des calculs effectués,

4, Déterminer I'équation de la tangente i la courbe de
f au point d'abscisse -2. Rentrer cette fonction en ¥2.

Etudier l'intersection de cette tangente avec la courbe,
Changer la fenétre graphique pour faire apparaftre
cette Intersection.

Généralisation : déterminer I'équation de la tangente & [ w1(x) | x = -2

la courbe de C au point d'abscisse a. Etudier alors | solue{yl(x) = 15-(xp
l'intersection de cette tangente avec la courbe. x=7 or x= -2
Conclugion 7

2.Le cadre du travail

Le texte du TP reprend pour partie 'énoncé d'un contrile écrit donné en début d'année.
Le sujet est classique, 'objectif n'est pas ici de réaliser une recherche, mais plutse
d'apprendre d fourniv un travail "assisté” par la caleulatrice.

Le théme
Intersection d'une courbe avec ses tangentes
La guestion problématique

La tangente coupe-t-elle toujours la cubique, méme quand sa pente parait beaucoup plus
forte que ce que l'on peut voir de la cubique 7

Les objectils pédagogiques.

En premier lien une premiére familiarisation avec l'outil. C'est pourquoi le travail donné
est assez simple, pour permettre une immersion douce...

En deuxizme lieu le développement des "visions larges”. Ce n'est pas parce que une
droite et une courbe semblent ne pas se couper qu'elles ne se coupent pas... Il faut y voir
de plus prés (c'est & dire ici de plus loin...).

Les hypothéses de déroulement.

Deux éléments se conjugueront sans doute pour empécher de. voir l'intersection

lointaine entre la courbe et sa tangente :
- c'est la premigre fois que les &ldves manipulent la machine. ls seront sans doute

absorbés par certe découverte ;
- il est bien connu qu'une tangente est une droite qui ne “touche" la courbe qu'en un

point...
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Vues et changements de points|
de vue sur le TP 11

Sur quelgues problémes théoriques soulevés par ce TP, La forme de ce retour est un
peu particulidre, prise en main des T1-92 oblige.

Quatre points importants.
Sur l'utilisation des potentialités de la machine

Désormais, certaines erreurs de caleul sont évitables : d&s lors qu'une fonction est
rentrée dans le fichier des fonctions, par exemple dans y1, celle-ci peut &ire utilisée
pour des calculs d'image, de dérivée, etc. Le calcul de f(-2) est alors immédiat (ceci dit
pour les éléves qui ont fait le calcul "4 la main”, et se sont trompés...).

Les cummung‘es de la machine doivent aussi &tre utilisées rationnellement :

- pour la recherche des limites d'un polyndme du troisiéme degre, on n'‘aura pas
besotn d'otiliser la commande correspondante de la machine | (dans ce TF, ce qui est
suggéré servait & une premitre découverte de ces commandes, et n'a pas de caractére
routinierl); - pour rechercher des valeurs approchées des racines dans l'application

phique, pourquoi se déplacer laborieusement avec Trace, alors que l'option “zéro”
ﬂ:m: trés rapidement le résultat, et avec une précision bien supérieure 7

Tout cela nécessite de bien connaitre la machine, d'en explorer les potentialités, et
donc de ne pas se réfugier dans des vieilles routines, rassurantes mais peu performantes.

Sur l'écriture des résultats

11 est important d'attirer 'attention des €l2ves sur les différents types d'écriture qu'il
faut désormais gérer :

- I'écriture mathématique usuelle (et seule admissible lors d'un contrdle 1) ;

- I'écriture d'enirée dans la machine ( celle que I'on rentre dans la ligne de calcul ) ;

- I'écriture de sortie d'écran (le "pretty print").

Ainsi, pour la dérivée de la
fonction f au point -2, on trouvera
les écritures suivantes :

-£'(-2)
- diyl(x), x) | x=-2
-4 100 1x =2 kL1600 [x=2 .

d{yl( =

7T VT -

Il importe de différencier clairement la premigre écritore des deux autres. En
particulier dans un devoir de mathématiques, et plus encore le jour du baccalauréat,
seule la premiére écriture est admissible.

Cependant, ces écritures admissibles, et le "pretty print”, sont en général trés

hes. Cela permet une vérification i I'écran de ce que l'on a écrit dans la ligne

d'entrée de la calculatrice. 11 est important d'avoir le réflexe d'opérer de telles
vérifications systématiquement : une parenthise est vite oublice !
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Il faut vérifier que ce qui est "’li— Alasbea Ii"l: Ot her w[ﬂ lear a=-z._
renvoyé par la machine
correspond bien & ce qui devait
&tre rentré en machine (c'est 14
qu'apparaissent les fautes de
parenthésage) |
P g EECEN))

—=-4
(x+3 )/ x4

[ bl

On peut s'interroger aussi sur la transformation opérée automatiquement par la
calculatrice :
- d'oii vient-elle 7
- quelle est la forme la plus intéressante pour le calcul 7

Sur l'écart valeur exacte, valeur approchée

Les éléves seront probablement surpris que la machine refuse de donner les valeurs
exactes des solutions. Un mot d'explication n'est pas inutile "La plupart” des équations
(mises & part les équations polynomiales de degré inférieur & 5), n'ont pas des solutions
s'exprimant simplement & I'side des fonctions "usuelles”. Pour les équations
polyndmiales de degré 2, 3, 4, existent des formules générales de résolution,
Cependant, le constructeur a choisi de ne pas programmer ces formules, pour des
raisons (sans doute) de format d'écran, et de complexité d'écriture.

Surprise, la machine en calcul
exact renvoie l'équation elle-
méme avec une pseudo-
factorisation qui risque d'induire
en erreur plus d'un éléve &tourdi |

En calcul approché, on trouve " N [ B, [
trois racines (attention, la petite & :::::E';:E:;‘ 5 g’ :; x-(x2-3-x-9)
fleche en bout de ligne indique x = 4, 75877048314 or x = .305407289332 o

l'existence d'une troisitme racine &
aller chercher avec le curseur ! ).

solvetyl Cx)=0

NB. L'¢énoncé suggére d'utiliser le menu "mode” pour passer du calcul exact au
calcul approché, et réciproquement. Ceci est fait pour familiariser les éléves avec
l'utilisation de ce menu, et pour insister sur l'importance de ce choix conscient (calcul
exact, ou approché). En fait, il sera ensuite plus commode de rester toujours en caleul
exact, et de demander une valeur approchée quand c'est nécessaire en utilisant la
combinaison de touches "diamant/enter”. Par ailleurs, il est décisif d'insister sur le fait
que l'application graphique ne donne que des valeurs approchées, que ce soit pour la
résolution d'équations, le calcul de dérivées, d'intégrales... et ceci, méme si le bandeau

; "calcul exact”

Revenons aux valeurs approchées données la machine (on notera que l'on
bénéficie d'une plus grande précision dans I'application initiale que dans 'application
graphique).

En mode approché, il n'y a aucune raison que la calculatrice donne les valeurs
exactes des solutions d'une équation. Mieux, on est sfir, pour des raisons liées au
nombre de décimales des calculs partiels, que 0,3054072893 n'est pas une solution de

I'équation
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x3-3x2-9x +3=0.
Il peut &tre utile de donner 'une des solutions de I'équation x - 3x2 - 9x + 3 =0,
telle que la donne le logiciel Mathematica ( ou telle qu'on peut la calculer soi-méme !) :

m + (4+41/3)13, La résolution est faite via les nombres
complexes, mais la solution est réelle. 1l faut un travail supplémentaire pour faire

x=14+

apparaitre des expressions réelles connues : cette solution est ( 1 + 4 cﬂsg J. On
reconnait la valeur approchée 4,758770... Mais ces deux nombres ne sont pas égaux |

Par ailleurs, on peut préciser que, si une solution d'une équation du troisiéme degré
est "simple”, c'est-A-dire entitre, ou rationnelle, la TI 92, se ramenant & une équation du
second degré, résout alors sous forme exacte (ceci pouvant s'éiendre A des équations
polynomiales de degré supérieur ). Les exemples suivants peuvent étre donnés aux
éléves, pour étude immédiate :

13— hz—dﬂ +3=10.

x3-2x2-9=0.

45x3 + 42x2 - 138x + 9 =0

0, 03x4 - 300, 56003x3 + 5601, 73023 x2 - 14290, 1989x - 121011 =0,

On notera que ce dernier polyndme est celui du TP 1, qui avait donné du fil &
retordre anx éléves. Les racines étant entitres ou rationnelles, la résolution exacte est
faite par la machine sans probléme (en fait, il faut quand méme du temps, ce qui peut
sembler normal vee I'ampleur des coefTicients 1).

Enfin, on peut se donner des exemples de résolution, en demandant & la machine de
développer (via l'option expand) des produits de polyndmes du premier degré, puis en
recherchant les zéros des polyndmes obtenus (une sorte de travail en boucle). 5i on
construit aingi un polyndme du troiséme degré avec trois racines irrationnelles
"simples”, du type (x-VZ)(x-3)(x-V5), la calculatrice ne retrouve pas les valeurs
exactes des racines, mais par contre en donne des valeurs approchées (avec un temps de
travail extrémement long).

Justification mathématique

L'introduction de la TI-92 risque d'atténuer la nécessité des preuves. Raison de plus
pour insister systématiquement, au début, sur ce point ! :

Le fait gue la machine ne donne, en valeur approchée, que rois solutions ne permet
absolument pas d'affirmer qu'il n'y a que trois solutions, On verra des exemples od la
calculatrice ne détecte pas toutes les solutions.

La seule preuve est d'ordre mathématique : une équation duo troisidme degré a au
plus 3 solutions. Pour les localiser, étude des variations de la fonction, et application du
théortme de la bijection.

Fin du TP

La quatridéme question est traitée. L'imérét de la machine apparait ici assez
spectaculairement, ainsi que la nécessité d'indiquer, lors de la résolution d'une équation,
ce qu'est I'inconnue, distinguée ici d'on éventuel paramétre.

On prouve ainsi que la tangente & une cubigue rencontre toujours la cubique en un
autre point... sauf si les deux points sont confondus, ce qui donne le point d'inflexion,
c'est & dire un point de contact d'ordre trois,



Enseigner en Perminale 8§ aver der calculmsirices

comprénand un sysiéme de mathématique spmbolique,
TREM de Mondpellier, page 147

ﬂnmt:rgquel'équatinndcla S e Edlt) ¢ Riptite (L
tangente & la cubique au point e 2
d'abscisse a est rentrée sans aucun | 0o xS X - xAd

calcul en y2. cu2e (9100 | x = 2] -(x - ) + w1ca)

On pourrait aussi expliciter f* (2) |” 3-a2-6-2-9)(x-a)+a%-3-22-9-H
et f(a) par un calcul annexe, et un =
copié-collé, ce qui a éié faiten y3. | 352

%?H{x}-
LT T FIIRE

Les deux méthodes présentent leurs avantages et leurs inconvénients : la premitre
méthode est plus rapide, mais fait travailler en aveugle : elle ne permet pas une écriture
simple ( c'est & dire aux normes d'un devoir habituel) de I'équation de la tangente en
question,

Résolution de 1'éguation.

On notera qu'il a fallu bien siir
préciser quelle était Iinconnue, et
3:: les solutions ne sont pas
onnées sous la forme la plus
simple qu'on aurait pu envisager | o So1vetylexd = w200, 3

x=(2-a-3) or x=4
solve Lyl Cxr=uy2

Omn obtient finir I'intersection voulue. La cubique, et une de ses tangentes, se
rencontrent toujours en deux points (le point de contact, et un autre point) sauf... si ces
deux points sont confondus, Ce qui se produit si et seulement si- ( 2a -3 ) est égal 4 a,
c'est 4 dire sia=-1.

On peut finir par observer ce que ce point a de particulier, la tangente i la courbe en
ce point, la position de cette tangente par rapport & la courbe, le rile de la dérivée

scconde.
1 Iv T Py F F
’- EFIW:E;};EMW ;in IﬂEleI_r- a=Z. |

Bref, la routine !
= 5¢lue[—':2—|:uux}] m :u:] » =
:i!:n-:2 ' 1

g =0_x) |

Résolution de I'équation f "{x) = 0.

On retrouve sans surprise le point
d'inflexion,

Le caleul par la machine de la dérivée ni#me d'une fonction est justement le théme
du TP suivant, Habile transition, et fin de ce TP.

A AN RN AN AN AN AN AN AR A AN A A 4
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B TP n°l12

::z[e”-[x! * x4 1:']

[,‘2 + 3+ 1]1" +2(2-x+ 1) eX+2-¢9
CxI¥Cx" 2+ X 2 |

TP traité avec les TI—BEI.

= RANRS e WA W B aly
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l.Le travail donné aux éléves

TP n®12

1. Déterminer la dérivée 1&re, 28me, 3¢me...nitme de la fonction f, qui & x associe
f(x) = eX.(x2+x+1).

2. Généralisation : pouvez-vous déterminer la dérivée 12re, 28me, 32me...nidme I
de la fonction g, qui & x associe g(x) = e*.(ax2+bx+c) 7

Indications :
Ecrirure mathématique :

La dérivée niéme de f est norée fi0) (les parenthéses sont indispensables, pour ne pas
confondre dérivée niéme, et puissance niéme ) ; I

- ne pas oublier de vider les mémoires numérigues avant le début du TP (Commande
Fo Vapplication initiale), pour ne pas laisser trafner des contenus divers dans les
mémoires a, b et ¢, utiliséex ici ; I
- ne pas oublier le signe x ("multiplié”) dans le calcul formel : ainsi, pour dériver f, il
faut taper le signe "multiplié” entre e* et la parenthése du polynime ;

- pour obienir la dérivée nidme d'une fonction f avec la TI92, la syntaxe est

d(fix), x, n), n étant nécessairement un nombre entier ;

- on peut obienir 5i l'on veut une forme factorisée de la dérivée en utilisant la
commarnde factor du Menu Algebra, dans Uapplication inititale (Home) ;

~ahier d i - I
- ne pas oublier : sur la page de gauche, les recherches, les copies d'écran, la syntaxe
T1-92, le brouillon. .. sur la page de droite la rédaction du rapport.

- noter scrupuleusement toutes les commandes effectuées, méme celles qui n'ont pas
donné de résultat, ou qui n'ont pas donné le résultat artendu.

Rcmuqm:jﬂhﬂiiy;mﬂmﬁmm : I'énoncé suggérait l'otilisation de la commande
"factor” du menu Algebra. En fait, il aurait été plus opportun de dire : "on pourra
transformer l'expression de la dérivée obtenu en utilisant les commandes Factor, ou

Expand, du menu Algebra”.

La différence n'est Pas mince, IJEEI gF:rEra ngﬁim;rg:gm IDEIW a—E..
comme on le voit ci-contre : en (%2 +x+1) eX+3(2-x+1)e%+6 ¢4
haut la forme "brute” de la dérivée 3 J
3‘&]]15., P“i_g la forme obtenue par = fiﬂtﬂr[ﬁ;!'i:‘ii{?ﬂ]] (: + 2] '(K + 5}‘!‘

Factor, puis la forme obtenue par

Ex d. = -i—:-3
Suﬂfa;nl la forme observée, ce ne - mﬂ[ dx [H”ﬂ]l
sont pas les mémes régulanités qui xEog®X s P -0+ 1001

apparaissent ! X3 33 }!
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gn':: réalise ce genre de probléme une fois que le TP est passé, Défaut d'analyse, sans
...

Mais l'expérience prouve aussi qu'il est impossible de tout prévoir,

Heureusement |

2.Le cadre du travail

Le théme.
Dérivées successives de fonctions de référence (exponentielle et polyndmes).
Les questions problématiques.

La calculatrice refuse de donner une formule pour la dérivée nitgme de la fonction.
Comment reformuler la, ou les, questions, permettant de découvrir la réponse 7
Une multiplicité d'observations concordantes vaut-elle preuve 7

Les objectifs pédagogiques.

Il s'agit 14 d'un premier travail de recherche avec un outil de calcul formel.

Il faut donc combiner recherche d'informations, organisation de celles-ci, recherche de
régularités, conjecture de résultat général, réfutation éventuelle, preuve générale
(objectf mﬁﬂndnlu-giqu:}.

Sur le plan mathématique, l'occasion est bonne pour reprendre le raisonnement par
récurrence.

Les hypothéses de déroulement

Sur le plan de la recherche, la nouveauté de P'outil devrait permettre une activité
soutenue de la classe, avec sans doute moins de traces écrites que lors du wavail avec
les calculatrices graphiques.

On devrait assister au déploiement d'attitudes caractéristiques du travail des éléves :

- les éléves plutdt bricoleurs vont accumuler les résultats pour des valeurs particulidres
de n. "A force”, ils auront peut-étre l'idée du résultat général. Mais pour eux, la

nécessité de la validation de cette conjecture est peu apparente : "puisque la formule est
vraie pour toutes les valeurs de n que je peux imaginer, elle est vraie pour toutn " ;

- les El&mlﬁutﬁ{ scolaires auront du mal 3 organiser les informations soccessives. La
découverte de la conjecture est dans ces conditions assez difficile...

- les éléves plutbt rationnels trouveront assez rapidement la formule générale, et
aborderont sans doute une démonstration par récurrence ;

- les éléves plutbt expérimentatenrs auront tendance & combiner des calculs 4 la main,
des calculs 4 la machine, I'sccumulation des résultats sous différentes formes ayant
“guasiment” valeur de preuve ;

- les éléves plutdt théoriques pourront voir dans les dérivées successives 'amorce d'une
régularité, en chercheront les raisons dans quelques calculs & la main : peut-ére
pourront ils ainst comprendre pourquoi les dérivées successives sont toujours de la
méme forme (exponentielle multipliée par un polyndme). La compréhension du
phénoméne vaudra peut-éire alors démonstration...
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Vues et changements de pointsg]
de vue sur le TP 12

Comme aprés le TP 10, il s'agit ici de montrer les différentes stratégies possibles de
traitement de ce probléme, et au-deld de définir une problématigue de recherche.

Préambule : apprendre & voir.

Il s'agit d'illustrer ici un lefimotiv : on se sait pas parce que l'on voii, mais on voit
parce qu'on sait ce que l'on va voir. Autrement dit, quand on prospecte, on a Iowjours
une perite idée de ce que l'on veut voir, on ne cherche pas (ou rarement ) au hasard.

Cn peur wiiliser la machine pour dériver, ou dériver & la main. Les deux méthodes
peuvent apporter des informations intéressantes : avec la machine, cela va vite, et on
peut accumiler & peu de frais de nombrewx résultats. A la main, on va moins vite, mais
o voit mieux les mécanismes qui aboutissent au réswliar obrenu.

On peut dériver toute la fonction, ou dériver par morceaux ( dans ce dernier cas, on
disposera de fonctions plus simples ).

&) 5i on dérive toute la fonction, on peut observer les résultats bruts, ou observer
les résultats factorisés (commande Factor ), ou observer les résultats développés
{ commande Expand )

-1 H]ﬁir; -IIi-I:- Oth:-r anl0Clear a—z..
I 1
'j—rE-‘.":":"[:u:2 +x+ I]]

ax

(%2 #x+1) eXs(2-x+1) e

[-l."x (2 +x+ :I]]]

T«E'.ﬂtpan:i[
2.0% e 3% 0%42 04

Hﬁgﬂ_ﬁ(d(g"{xﬂ{u"g+x+%§ %199

On obtient ainsi une série de résultats que l'on doit récapituler de fagon organisée sur
feuille, pour pouvoir en tirer d'utiles enseignements.

Ordre | Résultat brut Avec Factor Avec Expand

de dér.

n=1 {x1+x+l]|e'+{“1x+11e’i (x+1){x+2) e* X2 e + Ixer+2ex

n=2 _{xTJH-] Jer+2(2x+ 1 e*+2e* {xi+5x+5} eX xie*+5xef+ 5ex

n=3 -[_xf+1+l]:’-+3{21+1]c“+ﬁe“- (x+2)(x+5) e X2 g% 4+ T e®+ 10ex

n=d |(xZ4x+1)erd(2x+1)crs 1268 (x24+9x+17) e X2eh +0x ek + 176X

n= 100 | (x2+x+1)e*+ 100(2x+1)c+0000c" | (x2e201x+10001) e | x2 e* + 201x e* + 10001 &
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Il faut ensuite observer, pour essayer de trouver une régularité :

- il est d'abord remarquable que 'on obtient "toujours” ( pour tous les exemples traités )
Ie uit de la fonction exponentielle, et d'un trindme du second degré ;

- il s'agit alors de trouver la forme générale des trois coefficients de ce trindme. Pour le
terme carré, cela semble étre 1. Pour le terme en x, cela semble étre ..., pour le terme
constant, cela pourrait bien 8re...

Bref, au terme de ce premier round d'observation, il y a ceux qui ont une idée de la
formule générale, et ce qui n'ont pas encore trouvé, Ceux peuvent passer au
paragraphe (b), ou alors 4 quelques calculs & la main pour voir ce qui se passe
concrétement.

b) Au lien de dériver toute la fonction, on peut la décomposer en somme de
fonctions (puisque la dérivée d'une somme est la somme des déri .), et voir ce qui
se passe pour chacun des termes, c'est & dire pour x2 e* , x ¢* et e*. Pour le dernier
terme, pas de probléme.. Pour les deux autres, cela revient & reproduire & chaque fois
'étude précédente. On en laisse le soin & nos lecteurs anentifs...

& Ouelques calculs A la main,

Méme pour ceux qui ont une idée de la formule générale, il est utile de comprendre d'ofi
elle provient.

Il est peu utile de redériver ici f { la machine I'a fait ), mais il est par contre utile de
comprendre ce qui se passe si on dérive une fonction de la forme (x2 + mx + p ).e® ,
puisqu'il semble qu'on a toujours une fonction de ce type...

Soit donc h(x) = (x? + mx+ p ).e* , on obtient

h'(x) = (x2 + mx+p )e* + { 2x+ m ).e* , c'est & dire

h'(x)=[ %2+ (m+2 )x+ m+ple*

Ainsi, le coefficient de x2 reste 1; le coefficient de x a été augmenté de 2; le coefficient
constant est la somme du coefficient de x et du coefficient constant précédents.

On peut alors jeter un coup d'oeil au tableau éwabli & la machine, et vérifier que ce

noméne se produit bien & chaque coup.
lusieurs stratégies sont alors possibles. Ceux qui ont conjecturé la formule peuvent

passer directement & la deuxigéme siratégie, les autres doivent passer A la stratégie
suivante...

Premiére stratégie : ol I'on trouve et prouve  la fois...

On vient de prouver que, si une fonction est de la forme (x? + mx+ p ).e* , alors sa
dérivée est aussi de la forme (x2 + m' x+ p' ).e*. Comme f est précisément de cette
forme, toute ses dérivées successives ont la méme forme. C'est une preuve par
récurrence. On reviendra avec précision sur cette méthode de démonstration dans la
partie 2.

On sait désormais que la dérivée nigme de f, c'est & dire f0), 'derit ;

fin} (x) = (x2 + bax+ cp )%, les coefficients by et o dépendant de l'ordre de la
dérivation.

On sait méme plus, en fonction de ce qui a £ &tabli ci-dessus :

bus1 = bp+2

Cn+l = by + Cp

Pour by, cela prouve directement que ¢'est un terme d'une suite arithmétique de raison
2, et de base by, c'est & dire 1. Le cours sur les suites nous Eppmndalursqun:

by =hl:ru + nr = 1 + 2n, Petit coup d'oeil sur le tableau des premiers résultats : cela
marche [

Pour les coefficients o, maintenant.
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Petit calcul en cascade :
Cn = bp.1 +cp-1.
tpl = bpa+cp2

3 =by+cy
c2 =b+c
{Attention, by et 1 sont les coefficients de la dérivée itre, cest A dire def ')

On ajoute ces égalités membre & membre, et , aprés élimination des termes de la suite
Cp, ON retombe sur un résultat connu : la somme des termes d'une suite arithmétique.

Ainsi cp = bp.1 + bp.a + ...+ ba+ b+ bi+ ¢ ,Sklﬂnﬁll@'_l! +C1.

D'oh ey ={3+I+2{;‘”} (n-1) +2mn+ 1,
Petit coup d'oeil sur le tableau des résultats ;: Bon Dieu, mais c'est bien siir |

Deuxidme stratégie : oil I'on prouve ce que I'on trouve...

On se place désormais dans le cas oii le cri Eurcka a é€ poussé 2 : I'observation des
premiers termes donne l'idée que la formule pourrait bien £tre :
) (x) =] x2 + (2n+1)x+ n2 + 1].e% .

‘ell jours veai
L'Histoire { des mathématiques ) est ainsi pleine de conjectures qui étaient tellement
vraies... qu'elles étaient fausses.
Un exemple : une conjecture de Fermat, qui, emporté par son tempérament de Gascon,
déclara que tout les nombres de la forme Fy = 202" }+1 étaient premiers.
Fermat ne disposait pas des moyens de calcul d'anjourd'hui...
Il est simple de voir avec une TI 92 que la conjecture de Fermat, vraie jusqu'a lindice 4,
s'écroule pour 5 :
Fj:!ﬂs J+1 = 4 294 967 297 = 641, 6 700 417,

- [
- f— lg-a-Eral:alc. ther|Pranl0iClear a-z..

factor(4294967297) 641670041 j
641670041

On voit ci-dessus que la calculatrice factorise Fs aussi bien sous la forme puissance,
que sous la forme développée. On peut d'ailleurs regarder ce que donne la calculatrice
pour les nombres de Fermat suivants. On verra qu'elle met de plus en plus de temps &

répondre, avant de déclarer forfait, pour cause de dépassement de capacité (pour Fyp) 13

12 1} sembie que la premitre stratégie reldve plutde d'un travail sans outil de caleul formel. Cette
deuxitme straifgic, qui consiste & partir d'une conjecture formulée, est plus naturelle pour qui travaille
avee une TI92,

13 11 faut environ une semaine & un gros erdinateur pour déterminer si on nombee de 1000 chiffres est
premier ou non. Ce qui donne les techniques actuelles assez sophistiquées de cryptographie.
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Prudence donc. Méme avec les moyens de calcul dont on dispose aujourd'hui, on ne
peut encore rien dire de nombreuses conjectures. Par exemple la conjecture de
Goldbach : tout nombre pair est la somme de deux nombres premiers. On peut le
prouver sur tous les exemples que l'on voudra bien prendre, mais la multiplication des
exemples n'épuisera pas la pénéralité de la formule.

Cela doit nous inciter & beancoup de modestie. 11 faut prouver qu'une propriété est vraie
toujours, et I'avoir prouvé sur quelques valeurs (méme si "quelques” est "beaucoup”...)
ne prouve rien pour les autres valeurs, c'est 4 dire ne prouve pas la conjecture,

Comment alors prouver ici notre conjecture 7 $'agissant ;

- d'une iét€ dont I'expression est supposée ( c'est la conjecture ! ) ;
- d'une propriété indicide sur un entier naturel ;

- d'une propriété vérifiée pour les premidres valeurs de n...

le raisonnement par récurrence s'impose (presque !).

Snnprincipﬂ,pmn'plmvgrmpmm:i&EPl:
- on prouve que la propriété est vraie "au départ” ( au rang 0, ou 1, ou 2... le plus tHt

ssible...) ;
?um démontre ensuite qu'elle est récurrente, c'est & dire que si elle vraie & I'ordre n,
alors elle est vraie & 'ordre n+1.
- on peut alors affirmer que, par hérédité, la propriété est vraie pour tout n supérieur &
l'indice de vérification du départ (0, ou 1, ou 2...).

Ici, 1a premiére étape est déji franchie : la propriété conjecturée est bien vraie & I'ordre
1, 2, 3... (puisque ce sont ces résultats de qui ont donné I'idée de la conjecture...).
Il reste & prouver que cette 1é1€ est récurrente, c'est & dire héréditaire.
Supposons donc que la pmprigté 5t vraie i l'ordre n, c'est & dire que :
£0) (x) = [ x2 + (2n+1)x+ 02 + 1].e* .
Pour avoir la dérivée (n+1)itme, il faut dériver la dérivée nidme.
fin+1) (x) =[x2 + 20+ x+ 02 + 1].e* + 2x2 + 204+1).0*

= [ x2 + (20+3)x+ n? + 2n+ 2].e%.

=[x2+ (2n+3)x+ (n+1)2 + 1].e%
On constate que cette expression traduit bien la propriété A l'ordre n+1. Donc la
propriété est bien récurrente.

Une question théorique peut se poser cependant : peut-on utiliser 1a machine A ce stade
de la démonstration, pour passer du rang n au rang (n+1) 7
La machine peut certes &tre utilisée en guise de vérification :

Faw - b F
o lgebraCalc{0ther-Prgnll|Clear a—z.

L FacLﬂr‘[{}—‘[[Kz +(2:n+1)x +nl+ 1],..“]]

%2 +(2-n+3)x4ns2.n +2]-r

fFactor{d({x"2+{2n+1)%¥x+n"2+1)>..
T N T A T T I—
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Cependant, on ne peut pas se dispenser d'un calcul 4 la main : imaginons qu'une erreur
de programmation ait €1 implantée dans la machine. La machine aurait ainsi induit une
erreur dans les premiers calenls de dérivée, cette erreur aurait induit une conjecture, et
si on vérifie cette conjeciure avec la machine... la méme erreur se uisant, la
machine affirmera que la conjecture est récurmente.

Autrement dit, on aura ainsi montré que le virus est héréditaire...

Pour sortir de ce cercle infernal, il faut bien, & un moment ou & un autre,
{quand c'est possible ) le contrdle des opérations. Ce qui suppose un calcul A 1a main,
sous le contrdle des régles usuelles de dérivation.

Troisiéme stratégie : ol 'on fait un large détour théorique...
pour trouver un raccourci de calcul.

On peut prendre du recul sur l'exercice donné. En fait, i1 s'agit de dériver
successivement le produit de deux fonctions, u et v, avec u(x) =e* et v(x) = x2 + x+ 1.
Pl:rm‘:inﬂimpasmirn:qucneladunneen général 7

(uv) ' =u'v+uv

(uv)'=u"v+u'v+u'v+uv'=a"v+20'v+uv”

(uv)® = =0 v+ 30 v + 30 v D v G,

A nouveau une conjecture éclate aux yeux : on retrouve quelque chose qui ressemble
d'assez prés an bindme de Newton !

Ainsi, la dérivée niéme du produil u v serait :

(uv)® = Py v+ € w0 4+ u® vioD 4 Cluvin)

On démontrerait cette formule par récurrence ( exactement sur le méme modéle que
pour le bindme de Newton ). Cette formule porte de nom de Leibniz, contemporain de
MNewton { I'on est allemand, l'autre est anglaisl;?
Pourquoi cette formule est-elle bien utile ici 7 Mais parce quil s'agit de la dérivée du
frroduit de deux fonctions qui ont un comportement simple : la dérivée de

‘exponentielle est 'exponentielle elle-méme, et la dérivée d'un polynbme est un
polyndme de degré inférieur ( de 1). Ainsi, si on calcule les dérivées successives d'un
polynbme, on arnvera nécessairement & ().
Conclusion : avec u(x) = e* etv(x) = x2 + x+ 1, on a les dérivées successives de u qui
sont égales A u, et les dérivées successives de v qui sont nulles & partir de l'ordre 3.
Ainzi :
(u.v)in) = C: uv+ CIII uvil) 4+ C: avi2)

=X (x24x+ 1) +neX(2x + 1}.'_1{:;-_1] er(2)

= e[ x2 + (2n + 1)x+ n+1)
Un grand détour pour un petit calcul...

Conclusion, et fin.

Il ne reste plus qu'd utiliser ce qui précéde pour traiter la deuxitme question du TP.

Ce n'est pas une €tape 4 négliger : la possibilité, ou non, de réinvestir le résultat d'un
exercice pour un exercice du méme genre permet de savoir si on a comgpris, ou non, la,
ou les méthodes découvertes... Ceci est laissé 4 la sagacité du lecteur.

NB : on pourra, en guise d'ouverture finale, montrer que la commande d{f(x), x, -n )
aboutit & la détermination d'une primitive niéme. A condition bien siir que n soit entier.
Ou s'intéresser aux zéros des dérivées successives, et 4 leur entrelacement...
Liimagination au pouvoir !

0~ A - - A - - ~
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l.Le travail donné aux éleves

TP n°13

On vent émdier les courbes des fonctions fiy, qui & x associent :
2. 2 2

mx< - (m+2).x +
fin i X = fpix)= %“_g
||Dn note Cy, la représentation gmphjquc de la fonction .
- y a-t-il des points communs 3 toutes les courbes Cy 7 Lesquels ?
- y a-t-il des valeurs de m pour lesquelles la fonction fr, n' aucun extremum ?
Lesquelles ?
- choisir une valeur de m pour laquelle la fonction fr, admet des extremums. Faire alors |
I'étude complte de cette fonction ( sens de variation, "points cruciaux”, asymptotes...),
se terminant par un graphigue précis et soigné.

- penser & effacer les mémoires numériques avant de commencer le travail, pour ne pas
laisser dans la mémoire m des valeurs parasites ;

- penser & noter le signe "multiplié" entre deux lettres ( par q:e:m]ple entre met x2 ) ;

- on pourra utiliser, pour obtenir une autre forme de la fonction, la commande propFrac
du menu Algebra dans l'application initiale : celle-ci, ici, opére la division du
numérateur par le dénominateur, et donne ainsi le résultat sous la % =q+ % :

NB. 11 s'agit d'un exercice extrait d'un livre de mathématique de TS (Dimathéme,
exercice 82 page 36).

i i hémati
La calculatrice, en mode "ré&l”, effectue les calculs dans € et les présente dans B,

1-1{— que;r-.‘ al':. t.-h;r- r?u![ﬂ lear a=z..

Ainsi le logiciel calcule-t-il la 4
dérivée, et détermine les racines  |w e
de celles-ci en fonction de m.

_g~n-:-tz-lﬂ-n-x +5'm+6

(2-x-5)2

i -
La simplification opérée automa- [F solve{gx(vica) =8, ”]
tiquement par v x induit I'idée que F(En-4+5In i {EGn-
la dérivée ne s'annule pas si x est -In :
négatif, ce qui est bien siir faux...

Et d'ailleurs la machine calcule
les racines trouvées pour m = -4,
Pas de probléme pour elle, en

posant V-4 = 2i,
En revanche, pour les éléves, il y

a des chances que ce ne soit pas _JE'EE'H"’J*ﬁ'mIH_q 3-J2+5
aussi simple | 2-Im 2

JCm2 A2 Cm) Y Im="4

LEAL

3 CEm—4)3+5
T TN
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2.Le cadre de travail.

Le théme.
Recherche d'extremum.
La question problématique.

Il s'agit de I'étude d'une famille de fonctions, dépendant d'un tre m. En méme
temps on étudie l'influence de m sur la forme des courbes (c'est & dire que m "varie"), et
on étudie chaque fonction gnur elle méme (avec m constant). distinction
variable/paramétre est tout a fait délicate pour un éldve qui, en TS, n'y est pas
particulitrement préparé...

Les objectifs pédagogiques.

Un objectif fondamental : apprendre & définir les contours des objets mathématiques
manipulés (f est fonction de quoi 7 ). La machine devrait aider & cette définition (en
exigeant de préciser par rapport & quoi on dérive par exemple ! ) ;

I.Lu_u,Ejmn.LM_gu_m;_ préciser le rapport entre l'existence d'extremum local et la
nullité de la dérivée (condition suffisante, condition nécessaire 7 ) :

iecrif 1 i i : multiplier les interactions entre
courbes et équations, entre application initiale et application graphique. La recherche
des intersections des courbes, comme la recherche des extremums devrait se préter
naturellement A ces allers-retours.

‘ ' : les résultats affichés
pour m négatif devraient donner des attitudes plus vigilantes & l'avenir, Mais la
compréhension profonde ne pourra intervenir qu'aprés I'étude des complexes |

Un objectif li€ aux contrdles scolaires 4 venir (le bac par exemple) : apprendre 4 émudier
une fonction compl#tement, en utilisant la calculatrice, mais en validant chaque résultat
(dérivée, limites...) de fagon scolairement acceptable. Cet objectif en fait n'est pas
atteignable lors du TP lui méme : on ne peut pas concilier en 1h les exigences de
recherche, et de rédaction propre. Mais ce peut étre réalisable aprés la correction, lors

d'une reprise personnelle du probléme.
Hypothises de déroulement,

Une premiére hypothése, forte : le travail qui s'est déroulé pendant 3 mois & partir des
calculatrices graphiques pésera sans doute pour traiter le probléme & partir de
l'application graphique. C'est 4 dire en observant de nombreux ts de la famille de
fonction pour des valeurs de m différentes. Ce qui permet de traiter une partie do
probléme. En particulier on peut envisager I'intersection de deux courbes, puis vérifier
que "toutes” les autres courbes (en fait toutes les autres courbes (gsiées), passent par ces
points...

Une deuxidéme hypothése, liée au travail dans l'application initiale : les él2ves ont été
fascinés, lors de la prise en main de la calculatrice, par le calcul automatique des
dérivées, et la résolution automatique d'équation, les dispensant -pensaient-ils- de
vérifications. Il est probable qu'ils imagineront que la dérivée ne s'annule pas pour x
négatif, sur la foi des résultats affichés par la machine.
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Vues et changements de points
de vue sur le TP 13

Dewx précisions en introduction :

- ce probléme a été abordé lors du premier devoir-maison au débur de l'année. On
pourra se reporter & la correction pour plus d'informations ;

- dans towt ce qui suit, il faut distinguer le réle des lettres m et x © m étant fixé, la
fonction fiy est une fonction de la variable x.

NB : dans la correction, on distinguera clairement vérification, e prewve,

1. Points communs & toutes les courbes Cn.

v §—|Zoon|Trace[Re raph athlprau]= ¢

On peut commencer de fagon
expérimentale, en tragant deux
courbes cormespondant & des choix
particuliers de m (ici -4 et 5), en !
observant les intersections.

/

Mais il reste alors & prouver qu'il
s'agit bien de points communs, et
que ce sont bien les seuls...

t
serfrsectjon ye10,

- il est tout A fait maladroit d'vtiliser ici la commande Zoom, alors que la commande
Intersection donne un résultat beavcoup plus rapide |

- il faut se rappeler que I'application initiale donne, quand c'est Pussiblc. des solutions
exactes, et , sinon, des valeurs approchées plus précises qu'avec l'application graphique!
Il était donc plus efficace de revenir dans I'application initiale, en rentrant en Y1 et ¥2
deex fonctions avec des valeurs différentes du paramétre, et en langant ensuite la

commande Solve (Y 1{x)=Y2(x), x).

L'intérét de I'application initiale (" Home") est aussi que le type de travail que I'on
peut y faire est trés proche du travail théorigue attendu.

En effet, si l'on veut traiter le probléme général dans l'application initale, on va rentrer
en Y1 et Y2 des fonctions relatives A des valeurs guelcongues du paraméire :

Cela s se d'avoir effacer au i e p vl TEY TREeY e 3
pré.alah::lcsmﬁmnirl:s - ZoomfEofil] o FelilElwl e s ..
numériques, de telle fagon que la B .- i

calculatrice ne traite pas les Py LR 2':':%) x*2

fonctions pour des valeurs or :

particulitres des paramétres met  foga=""% 2(';:;5-1 x*2

n yim

Par contre, si, ultérieurement, on s

veut éudier des courbes Ui

articulitres, il suffira d'affecter = e —
Feilenute:lle valeur dans la %{I} Kn*mx i{ﬁn*ﬁ)ﬁﬂﬁ}fjﬂ_g_“ S

mémoire m ( avec la commande STO du clavier) .
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Attention, si on pose m = n +1, on ne résout qu'une partie du probléme : on ne traite pas
les valeurs du paramétre (et il y en a beaucoup ! ) qui sont situées entre m et m+1 |
On travaille donc ici avec deux paramétres quelcongues m et n.

On résout alors I'équation dans
V'application initiale.

La machine donne sans probltme
les points communs aux deux
courbes, et précise méme que, si
m = n, on a une situation
particulidre... qu'il faot analyser :
pour m = n, les deux fonctions

sont égales, et les courbes sont Rt '.IE(I-E;!:} or x=0 or m-~n=

confondues,

Cette résolution machine, dans l'application initiale, donne, avec une simple
n'ﬂnzspusitinn, la rézolution "papier / crayvon” attendue ;

. 2=
X 'If;'“ +2 _nx igflgx * 2 gquivaut, A lntérieur du domaine de définition
des fonctions, 3 :
mx2 - (m+2).x + 2 =nx?- (n42).x + 2, cestAdire A x(m-n )ix-1)=0.
On obtient bien le résultar attendu : cette égalité est vérifié indépendamment du
paramétre si et seulement si x est égal 3 0 ou 1.

Attention : ce que l'on vient de faire n'est pas une vérification du résultat machine...
Cest la preuve du résultat cherché. Cest la machine qui en est une vérification...

Autre méthode possible :
On peut se demander pour quels couples ( x, y ) I'égalié = =y est

vérifiée pour tout m ( ce qui est la traduction algébrigue de la proposition
géométrique : le point M, de coordonnées (x, y), appa:ﬁentgﬁt::lll?les les ¢ spilml
On peut mettre I'égalit€ sous la forme : mx? - (m+2).x + 2 =y (2x - 5) , ou encore :
m(x?-x)-2xy-2x+ 5y +2=0.

On veut ainsi que le polyndme en m soit nul pour tout m. C'est vrai si et seulement si
tous ses coefficients sont nuls, c'est & dire :

x2-x=0,et - 2xy - 2x + Sy +2 =,

La premiére équation donne x = 0 ou x = 1, la deuxidme équation permet de déterminer
les valeurs de y comrespondantes.

Il reste une derniére vérification A faire ; dans le cours du calcul, on a modifié la forme
de I'"équation, en mﬂ:rrimam le dénominateur. 11 faut donc s'assurer que les valeurs de x
trouvées sont bien dans le domaine de définition. C'est bien le cas.

2. (m+2).x+2
o

2. Problémes d'extremum.

Extremum local, ou global 7

On peut se poser la question : s'agit-il d'extremum local, ou global ? Ce qui conduit &
rechercher les limites de la fonction, et va nous faire envisager les cas particuliers
décisifs ici.

- En tee, la limite de cette fonction rationnelle est celle "du rapport des termes de plus
haut degré"”, Pas de probléme pour le dénominateur : le terme de plus haot degré est 2x.
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Mais au numérateur 7 Une analyse superficiclle fait envisager que le terme de plus haut
degré est mx2. Mais si m = 0 7 Le terme de plus haut degré est alors ... 2. D'oli deux cas
de figure & envisager :

m=0 Ii‘Erf=+n. ]E;fcs-w {E'Estlﬂl.imitedﬂﬂlg'.’

m <0 Iﬁmf—«. limf-+m{c'&ﬁt¢nmlalir:ﬁte.dcm£ avec m négatif )
m=0 limf=-1, limf=-1 (La fonction £ est alors égale 3 2tz )
Remarque : on a rentré f; en Y1. @"-E"mm

b #
Lim ul(x) |m=10

fonction en 4ee, Refus renouvelé |
si on ajoute la précision "sachant  |°
gue m = 0",

; 3 g+
Pour avoir une réponss, il faut : ”: L£3)
ablement entrer la valeur b ¥

voulue dans la mémoire m, puis . -
demander la limite. 11r|1t{l,11;.r) %, )

- En g: le dénominateur tend vers 0, Une réponse trop rapide, donc fausse, serait que la
fonction tend vers te=. Tout dépend du comportement du numérateur ! 51 x tend vers % :

le numérateur tend m%‘u' 3. Clesta din:.simt%,?m 0... N y a donc deux cas de

figure & considérer

m#3 : alors la limite de fen 3 est o ( suivant limite & droite ou & gauche ) ;
'
m =%' : on a alors T (x) A2 1t‘}: E;m . Mais on peul envisager une

simplification de la fraction. En effet, si le numérateur s'annule pour x = g. c'est que l'on
peut factoriser {x ,% }, ou plus simplement (5x - 4). On peut faire la division & la main,

ou avec la machine. On trouve f(x) = M . Mais, attention, cette fonction n'est pas

définie pour x = 5/2 pour cause de dunwne de définition général de f, gui se fixe avant
toute simplification. Ce que l'on vérifie sur la machine, aprés avoir affecté 5/2 dansm :

La machine foumnit alors une
expression simplifiée de la
fonction. Mais elle précise bien

5 ., "
que 5 n'a pas d'image...

Tout ce que I'on peut faire, c'est
étudier la limite de la fonction en 1.
ce point, qui est finie (obtenue en ; ,H:.I é:z V=) i

prolongeant la fonction par Timitlulix? . x. 572
continuité, air connu...) hmjhﬁmﬁﬁﬁﬂﬁum__
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Ainsi ce détour par les limites nous indigue la présence de deux cas particuliers
(pourm=0etm -% ). Et nous prouve aussi que, quel que soit m, la fonction n'est ni

majorée, ni minorée. On ne peut donc pas espérer trouver des extremums globaux pour
f. Il ne peut ¥ avoir que des extremums locaux.

Comment repére-t-on des extrema locaux 7
Revenons d'abord sur la définition d'un extremum local, par exemple d'un maximum

La fonction f admet un maximum local en a { élément du domaine de définition ) si et
seulement si il existe un "voisinage” de a tel que : pour tout x de L, f(x) < f(a).
Comment repérer ces points 7 Cela dépend essentiellement de la

définition de f, et de la pature de la fonction f. Si 1a fonction f est dérivable, ce qui est
le cas ici, et si elle est définie sur des intervalles ouverts, ce qui est le cas ici ( le

dmain:ﬁt]-m.+%[et]-%,+w[}, alors on dispose du théoréme suivant :

La fonction  admet un extremum local en a si et seulement sl la dérivée de [
s'annule en a, avec changement de signe,

NB: si les conditions ne sont pas réunies, le théoréme ne fonctionne pas :

- 5i la fonction n'est pas dérivable : la fonction valeur absolue admet un
minimum (absolu) en 0, alors qu'elle n'est pas dérivable en 0;

- si l'intervalle n'est pas ouvert : la fonction x — x2, considérée sur lintervalle
fermé [3, 4], admet un minimum en 3, alors que sa dérivée ne s'annule pas en ce point ;

- si la dérivée ne change pas de signe : la fonction x — x n'a pas d'extremum
local en 0, alors que sa dérivée s'y annule (mais elle n'y change pas de signe I).

Ici, il n'est pas indispensable de multiplier 'observation de courbes Cpy, pour repérer la
présence ou non d'extremum. L'utilisation du théoréme est trés efficace. On va donc
calculer la dérivée de f, et voir dans quelles conditions elle peut, ou non, s'annuler.

On a tout intérét & calculer la dérivée 4 la main, et i vérifier le résultat avec la machine.
De méme pour la recherche d'éventuelles racines de la dérivée.

1 le calcul d = =
e paisg pout Iicakyl de Algebralcalc|otherPranio)clear a-z..
Par contre I'expression de ses 2
racines réserve quelques T'E.FE["’”“}J 2:mxE - 1u-n-n£ 5mn+6
SUTPrises... (2-x=15)

Pour comprendre ce qui sc passe, |, '
il faut en revenir au probléme lui “l““['fg(ulr: x)) =0, :-:]

méme, et considérer la forme de 3 (5 mn-4)+5-Im 3(5n-
la dérivée de f : ML :-pn or H-im‘*
la dérivée de f s"annule si et colve (Cul(x) 20=0 x

seulement si son numérateur est Nﬁw
nul { avec toujours x différent de 5/2, pour cause de numérateur),

Pour le numérateur, deux cas de figure :

-soit m =0, et donc ' (x) ?ﬁgﬁ ; dans ce cas, la dérivée ne peut pas s'annuler, pas
d'extremum donc (ceux gui oublient d'étudier d'abord ce cas de figure ont ensuite des
surprises avec I'étude d'un trindme du second degré... quin'en est pasun! ) ;

- soit me (), et le numérateur de f° est un trindme du second degré. Pour qu'il ne puisse
pas s'annuler, il f; iscrimi it stric if .

A= 12m.(5m-4)
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Conclusion :
- 8i m est dans l'intervalle ] 43 [ ( tiens, on retrouve les valeurs particulidres

rencontrées dans 1'éffide des limites | ), la dérivée de f ne peut pas s'annuler, et la
fonction n'a pas d'extremum local ;

=Eim=§.mquu'ﬂim's fix) = H.’-S‘_Il LAVEC X i%.Pasd‘elumumdmn.

- 8i m est dans I'intervalle ] -e= , O] ou ] ;,Mfalurslediscﬁminmtmmimum
positif, la dérivée s'annule deux fois ( gvec changement de signe ) .

Ses racines sont :

X" 10m - {12m.(5m-4) i 10m + ¥ 12m.(5m-4)
= 4m - 4m :

On peut simplifier par 2, ce qui donne
o 5m - Y3Im.(5m-4) Sm - ﬂﬂ;ﬂmj}
Zm

ﬂxil.

Une rapide comparaison avec les solutions indiguées par la machine montre que celle-ci

a opéré une simplification tout A fait illicite par m, ce qui pourrait laisser supposer que
guand m est strictement négatif, la dérivée ne peut pas s'annuler, ce qui n'est pas le cas |
Une fols de plus, cela montre que tout résultat de la machine doit étre - & chague
fois que faire se peut - contrilé !

3. Etude d'une fonction particuliére.

On prendra ici (pourquoi pas 7)Y m= 1.

Z.
L'expression de f est alors f(x) = e 13?; 2 .

Limites

On a vu les principaux résultats dans la partie précédente.
Les théorémes connus sur les limites permettent de répondre sans difficultés.

Pour la vérification machine, on -
rappelle la syntaxe pour lirmite & lim wi(x)

Pt ; W
droite, limite & gauche : lin w160 )
u . oy -
:;:}t:?mteﬂfpnmhmuci lﬁi:i w160
* L
- on rajoute -1 (pour limite 3 - -d
gauche ). w+ 52"
imitC{uyl x> 1)

- Pour le voisinage de % , c'est fini : on dispose d'une asymptote "verticale”, plus
exactement paralléle & I'axe des ordonnées ;

- Pour le voisinage de + e, la question reste ouverte : quelle est 'allure de la courbe 7
La fonction étant le rapport d'un polynéme du deuxitme degré et d'un polynéme du
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premier degré, on peut penser qu'elle va se comporter  l'infini "comme un polynbme
du premier degré”. Ce que I'on vérifie en faisant la division des deux polynimes.

La commande propFrac donne le

résultat voulu, qu'il reste &

analyser :

f{x - 3 o+ E l dlm =
)= Toxs 2 g o

)~ (3-4) = 1755 » do:

lim [fi(x) - ( % - % =0 ® propFrac{yl(x))
o
c

On a bien (en +s= et -e= ) une asymptote oblique d'équation y = %- g - Comme la
différence entre f(x) et cette fonction affine est : fix) - % - é )= ﬁ . O 58it en

plus que pour x .'b%. la courbe est au dessus de l'asymptote, pour x < %.]a courbe est
au-dessous de 1'asymptote.

Variations

La calculatrice va ici jouer 2 la fois le réle de yérificateyr et dauxiligire de calcul. Le
dosage entre les deux est délicat.

Pour le calcul de 1a dérivée, il

vaut mieux procéder & la main, et
vérifier 3 la machine : il s'agit A d 2-%2-10-%+ 11
d'un calcul essentiel. La machine (z2x-5% |

est ici dans le rdle de vérificateyr.

Par contre, pour la calcul des

}m:ines de la dﬁ;‘wée, on peut ici
aire confiance & la machine, Elle | CaCul Cxe o xd=0 %)

est ici dans un réle d'guxiliaire, Mﬁ’#ﬂrmm_

De méme pour le calcul des
images des racines de f°, aussi
bien en valeur exacte qu'en valeur

approchée, on peut se reposer sur
la machine,

Il vaut mieux se concentrer sur la correction de la rédaction : la dérivée est du signe de
son numérateur. Cest un trindme du second degré 4 discriminant strictement positif, 1l a
donc deux racines distinctes. Il est du signe du coefficient de x2 & l'extéricur des
racines, du signe opposé & l'intérienr.

D'oi e tableau de variation : attention, ne pas oublier le domaine de définition |
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-5 x' 52 x" 4o

£'(x) + 0 - - 0 +

f(x') w\\ 4
f ,,,/ W [ P

On peut écrire & cté les valeurs particulitres, pour ne pas surcharger le mblean de
variation. On distinguera & chague fois valeurs exactes, et valeurs approchées. Pour ces
dernitres, on précisera la qualité de I'approximation : ici on donnera 3 chaque fois les
valeurs approchées & 102 pris par défaut .

x' = E-—-Eﬁ (valeur approchée 1,63)  f(x')=- % +1 (valeur approchée 0, 13)

X" = E*_%ﬂ_ (valeur approchée 3,36)  f(x") =1'5r_§ +1  (valeur approchée 1, 86)

Avant de commencer la représentation graphique, on doit se demander s'il n'y a pas
d'autres points "cruciaux” : cela dépend de la fonction, du contexte... Ici, on peut penser
aux points déterminés dans la premidre guestion : les points communs & toutes les

coubes, de coordonnées (0; —%}cr{ 1; 0) ; ce sont en plus les intersections de la courbe

avec les axes.
On pourra utilement placer ces deux points, avec leurs tangentes.

E 4 o
T i3

1]
Courbe
On laisse la courbe aux soins du lecteur. Précisons tout de méme les étapes de la
confection :

- il faut d'abord choisir un cadrage adapté aux variations de la fonction ( ici,
lintersection des deux asymptotes, qui jove un réle particulier, doit se trouver & peu
prés au centre de la représentation graphique ) ;

- il faut ensuite placer les asymptotes, les points cruciaux { extremums, intersections
avec les axes...) avec les tangentes ;

- et enfin fracer avec soin la courbe.

On rappelle que ce qui compte, et donnera des points, ce sont les propriétés de la
fﬂﬁcﬂcmﬂ; que le graphique permet de repérer (et pas du tout le simple recopiage de
"écran 1),

A propos de courbe / machine, on
se rappellera que |"'asymptote
verticale” n'apparait pas
nécessairement :

5i 2, 5 est un point de calcul pour

la machine, ce qui est le cas ci- —
contre, la calculatrice ( avec
Trace ) signale simplement que

2, 5 n'a pas d'image. %ct2.5 %
E.—lm
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Par contre si 2, 5 n'est pas un des
120 points de calcul de
P'application graphigfe, la

ulatrice reliera le point "le-
plus haut”, et le point "le plus
bas", ce qui donnera 'impression
d'une asymptote verticale.

uci 2. 4936975 yct -58.50315

Observations diverses

Pour terminer, on peut se demander si le hique ne fait pas apparaitre des riépés
nouvelles, que I'étude théorique n'avait paﬂgﬂ?&. e )

Il semble bien que l'intersection des deux asymptotes soit un centre de syméirie ( ce
qu'un expert savait dés le départ : la courbe est en fait une hyperbole, elle a deux
asymptotes, et un centre de symétrie & lintersection de celles-ci. Mais ceci est

seulement au programme de 'option math des TS).
Ce point [ a pour coordonnées E%. 1)

Pour démontrer cette symétrie, on peut faire un changement de repére, et démontrer que
la nouvelle fonction obtenue est impaire.
3

On peut aussi démontrer que les points A et B de la courbe d'abscisse ( %— x)et(5+x)
sont symétriques par rapport & I

Pour cela, on calcule :
5 5
”1'1}'“2 +x ), on calcule ) -[4.-:-:2—3-:+3]|
le milien des deux ordonnées. yi(S-2 = x) B
o (e

Clest bien l'ordonnée de 1. V1(5/2 4 %) e
E‘estgagné. W1(5-2 + ) + Wl (5-2 = x) i

(ul (5 24304yl (5/2-x)),

G TN [

Pour finir, trois legons :

- essayer de distinguer ce que I'on peut déléguer & la machine ( la machine est alors un
i:;léﬂm;r; de calcul ) et ce que l'on doit faire soi-méme ( la machine permet alors de
- garder toujours le contrble général des opérations, ce qui suppose de n'étre pas collé &
I'écran, mais de garder de la hauteur par rapport au probléme : est-ce que la question a
déji éeé traitée en cours, est-ce que des exercices proches ont &€ vus, quel est le sens du
probléme, connait-on plosieurs méthodes... ;

- distinguer trés soigneusement les "€critures machines”, et les écritures mathématiques
"normalisées”, qui sont les seules admissibles le jour du bac |

¥ | R | ] ] R
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Py TP n°l4

" ul=ul{n =13+ ulin -2

uil =31 iy

TP traité avec las TI-92.

= R{ARE =iy RA W Eniy
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l.Le travail donné aux éléves

TP n°l4
1. On considére la suite (uy) définie par ;

1-
ug=1,et upyy = zﬁ Up -
Que dire de son sens de variation 7 De sa limite 7 ( On prouvera les résultats annoncés!) |
A partir de quel rang est-t-on sir que la valeur absolue de uy, sera inférieure 3 10°10 7 A

101000 72. On considére la suite (v,) définie par :vp=1, vi= Tﬁ, ef Vg =

Vsl * Yoo
grammez séparément les deux suites sur votre calculatrice, et observez leur

évolution conjointe dans une table de valeur, avec un pas de 1. Prouver que les suites

(uy ) et (vy ) sont égales.

3. Observer une table de valeurs avec un pas de 10, puis regardez les valeurs affichées

pour usgp et vspo . Interprétation 7 7

Indicat latives & la TI92
Pour programmer une suite récurrente & deux pas ( ici vy), on procéde ainsi ;

On rentre en U2 par exemple la relation de récurrence, en exprimant U2(n) en fonction
de U2(n-1) et de Uz(n-2).

Les deux termes initiaux sont rentrés sous la forme [ vy, vp) ( attention & l'ordre | ).

NB. L'idée du TP est extraite du livre d'Analyse de I'TREM de Strasbourg, page 297
(1983, Marhématiques, Terminales C et E, Analyse et Staristiques, ISTRA).

Remarque technico-mathémarique,

En mode exact, le fichier de
fonctions fonctionne... en mode
exact.

Ce qui semble une vérité de La
Palisse !

Petit probléme : en mode exact (cf
le bandeau d'érat, en bas de
'écran), le fichier de suites
fonctionne... en mode approché.

Exit La Palisse, et arrivent les
problimes !
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2.Le cadre du travail.

Le théme,

Etude des suites récurrentes, et des suites définies par leur terme général. Probléme du
passage d'un mode de définition A un autre.

La question problématique.,

Deux svites dont on démontre, ou dont on est supposé avoir démontré, qu'elles sont
€gales, ont des comportements différents pour n grand, Et méme trés différents, puisgue
l'une converge vers 0, ce qui est conforme # la théorie, et l'autre diverge vers -so, ce qui
est nettement plus dérangeant,

Les objectifs pédagogiques

LUn objectif fondamental : montrer, dans I'action, I'écart entre valeur exacte, et valeur
approchée : une petite différence peut avoir de grandes conséquences. ..
Ce TP devrait avoir le role, sur la question calcul exact/ calcul approché, qu'a cu le TP 2
propos des tracés de la fonction sinus, sur la question discret / conting.

Un_objectif important : montrer I'importance du recul par rapports aux objets
manipulés, I'importance de garder “4 poriée d'esprit” les éléments de référence, La suite
donnée au début du TP est une suite géométrique, qui doit &tre reconnue, et qui doit &tre
pourvue de tous ses atiributs usuels ;

Un objectif annexe : le retour sur le raisonnement par récurrence.
Quelques hypothéses de déroulement.

On peut penser que les éléves "bricoleurs"” vont observer les deux suites sous toutes les

coutures (tableau de valeur, différents graphigues...) sans identifier la suite

Eicméu'lque. et sans se prononcer sur I'égalité, ou non, des denx suites en présence.
machine est ici objet d'émerveillement...

Les éléves de type "scolaire” vont tenter d'utiliser la calculatrice pour "voir” I'cbjet du
robléme. Mais ils ont en général beaucoup de difficultés A rentrer une suite dans le
ichier de suites, & selectionner la bonne fenétre pour voir un graphique convenable...

La machine est ici objet de perplexité...

Les €leves de type "rationnels” vont sans doute identifier d'emblée la suite géométrique,
vont prouver I'égalité des deux suites. Le traitement différent des deux suites par la
calculatrice ne va pas les "questionner" : "méme les machines puissantes ne sont pas
fiables, rien ne vaut le calcul & la main"....

Les éléves expérimentateurs vont peut-étre accumuler les renseignements sur la
premigre suite, avant de réaliser que c'est une suite géométrigue...

Les éleves plus théoriques identifieront sans doute sans peine la suite géométrique,
évoqueront rapidement la récurrence, pour se concentrer sur ce qui pour eux est
l'essentiel : la question problématique du TP. Comment des objets égaux peuvent avoir
des représentations différentes ?

Et peut-étre d'autres comportements encore 7
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Vues et changements de points
de vue sur le TP 14

Une remarque de fond

On aura en téte, comprendre ce qui se passe, ication graphique, comme
Fapplication " au de valeurs" fonctionnent sur la T.f en mode "calcul approché”,
Une remarque technigue

Dans le caleul intervient d de nombreuses reprises le nombre ‘I:j Paour &viter de le

réécrire & chague fois, on pourra le rentrer dans une mémoire numérigue, "a” gﬂf
exemple , en valeur exacte. L'application "tableau de valeurs” utilisera une va
chée de a, mais 5i on appelle a dans l'application initiale, on bénéficiera de sa

EXacte.

Pour ne pas travailler en
aveugle, on pourra aussi évaluer
une valeur approchée de a ...

On pourra aussi travailler avec | (15~ 1)
un écran partagé, pour croiser B 75

évenmuellement des informations .
d'origines différentes I E’—ll +a

=CI(5 )Hl)ﬂ—}ﬁ

1. O 1l'on reparle de suites géométriques.

On demande d'abord d'analyser la suite ug = 1, el ugy _1_.1«._@ up du point de vue de
son comportement global { son sens de variation) et de son comportement local A l'infini
(sa limite ).

On peut bien siir commencer par jeter un coup d'oeil sur I'évolution de ses
premiers termes.

Pour cetre observarion, il vaur
mieux d'aillenrs commencer par
un tableau de valeurs.

On est ainsi sr que des termes,
par défaut de cadrage, ne nous
échapperont pas...
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En plus, le tableau de valeurs = v ‘5,
ROUS permer de cadrer » f—[Foom|[Trace[Relr -

convenablement le graphigue : en :"L,i'ﬁ’.?-uun - 1)

Time, si on veut voir les | u

premiers termes de la suite, on uiba
choisit une fenétre de [0, 10] ~
pour les x, et de [- 0,7; 1] pour Wi =
les y. Le mode "Line" permet de ufd=
voir nettement comment on passe | | ,f%;
d'un terme au suivant.

- w w
- Zoon|Trace [ReGraph[MathDrau|- ﬁ"

Avec le maj: Web, an vcrrt.:;e le L

processus de construction de la ¢ . -
suite, qui s'appuie ici sur une au.{. 1:.1\ Ml
Jonction affine décroissante. uisz

La fenétre, identique pour les x et 3=

les y est du type [-1, 1]. T

Ne pas oublier d'actionner la uid=

commande Trace, pour voir la 1 ,ﬁ;
construction de la suite ! y

A4
Mais est-il nécessaire, pour une suite aussi simple, de déployer un tel arsenal 7

Les moyens d'investigation de 1a TI 92 permettent de formuler des conjectures pour des
objets complexes, dont on ne peut a priori cerner les contours.

Mais pour faire 5 + 2, ou étudier une fonction affine, ou une suite de référence, point
n'est besoin de tels détours.

Il y a deux types de suites qui doivent &tre reconnus en TS du premier coup d'oeil : les
suites géoméiriques, et les suites arithmétiques. Celle-ci est géométrique, puisgue le
rapport de deux termes consécutifs est égal 4 un nombre constant, a.

L'application des théorémes du cours nous dit immédiatement trois choses :

- les termes de la suite ont des signes qui alternent { comme toutes les suites
géomérriques de raison négative ) ;

- la suite converge vers 0 ( comme toutes les suites géométriques dont la raison est
strictement comprise entre - 1 et 1. Clest le théoréme fondamental des suites
gfométriques...) ;

- on connait I'expression de son terme général en fonction de son rang :
Up= upat=g?

Cela présente l'intérér de FIW
bénéficier de la valeur exacte des |=#=IRlgebra[Calc|OtherPromi0[Clear a-z..

rermes de la suire.

On le voir ci-contre : 5i on

appelle ul{10), on a recours au uicien .DOB130E1E
fichier de suites, donc & une ‘b BE-1 19
valeur approchée.. Par contre, =3 g—m-f}—
dans l'application initiale a0 -55-[5

donne une valeur exacte, que l'on |" expand(a %) ——{E +-1i1
peut développer grdce d Expand, IBEEEEH&‘{ a~107 o el

A partir de quel rang est-on siir que la valeur absolue de uy, sera inférieure & 10-10 7
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A 10-1000 7 L3 aussi, la possession d'engins de calculs puissants ne dispense pas de
réfléchir un peu...

la®l < 1010 éguivantd ndnlal £-10In 10. Attention :

- ne pas oublier la valeur absolue. Comme a est négatif, on aurait un petit probléme
pour |'utilisation des logarithmes...

- ne pas oublier que | a | est inférieur & 1. Donc le logarithme est négatif, et, quand on
divise les deux membres de l'inégalité parln lal, on doit en changer le sens...

] "I.ﬂ'lﬁlﬂ'
D'oiin 2 Inial -

C'est 14, et seulement 13, ﬁ la calculatrice intervient. On trouve ( n'oublions pas que n
est un entier | ) : n = 48. On peut éventuellement vérifier en calculant ugy et ugg , mais
les choses sont ici si simples que ce n'est peut éire pas indispensable...

Pour savolr guand la valeur Pronl0Clear a-z. |

absolue de u, passera sous Error! Overflow

1071000, on q intérét & utiliser les

propriétés die logarithme... =108 - In{ 187§
=1

Sinon la calculatrice refuse de 1'] 2 ]

faire le calcul... 4784. 97196678

2. Ot 1l'on reparle de Fibonacci.l

On considire maintenant la suite {vy) définie par

vop=1, vi= l-zﬁ- &l Vps2 = Vpil + Vo

On appelle ce type de suite, ol tout terme s'exprime comme somme des deux termes.
précédents ( affectés éventellement de coefficients ) une suite de Fibonacci.

Artention, pour la définition de
cetie suite, définie en U2 ; le
terme de rang n est exprimé en
fonction des termes de rang
fm-1)et(n-2)

Les detix suites semblent bien
colncider.

Prouver 'égalité des deux supites suppose de mettre en oeuvre une récurrence "d deux
es"

- les deux suites cofncident bien aux rangs 0 et 1.

- supposons alors que les suites coincident aux rangs n et n+1, c'est & dire que vy = a”,

et Vns1 = a1 ( on use bien siir du fait que la premigre suite est géométrique ).

Il faut alors prouver que la propriété se propage au rang suivant, ¢'est-a-dire que

14 | &onard de Pise, ou Fibonaced { v.1170 - v.1250), sans doute le plus grand mathématicien de tout le
Moyen Age chrétien, En voyageant en Alpérie, en Egyple, en Syrie, en Gréce, en Sicile, il va éablir un
pont entre les connaissances des Grecs, des Arabes, et des savants italiens de la Renaissance. Ouvrage de
référence : Liber ahaci, le livie des abaques. Dég, les problémes da calcul...[Dahan, 1982]
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Vel = H.'H'z:

Par définition vpe2 = vy + vy = a™l 4+ gl = a(a+l)

Pour que cela marche, il faut que a + 1 = a2, ¢'est & dire que "a" soit une des solutions
de I ion x2-x-1=0.

Tout lecteur norm#®Mient constiteé le démontrera sans peine.

Résumons-nous } les deux suites coincident pour les deux premiers termes, Et si elles
coincident pour deux termes successifs, elles coincident aussi pour Ie suivant. On a bien
démontré ainsi que les deux suites colncident "4 tous niveaux”, les deux suites (up)et

{ v ) sont égales,

3. Ol le grain de sable apparait...st fait boule de
neige.

Dés le rang 30, il apparaft que - lg-Er-a lc/other romlDiClear a-z.
les suites se séparent { en fait : u
l'écart apparalt plus t6t, 5t l'on = T
regarde de prés. : déjd, au rang “F

10, on observe la différence) 30, =

Et I'dcart se creuse de plus en " u1(10) - w2ep 122 =TS
PRs... 2. 84181

ul

v f=lsetup el tlieader el Faou I [P

Jusqu'd exploser ! on a alors

limpression que la premiére suite 'fl

tend vers O { ce qui est bien 5 oG
normal ), et que la dewxidme e e=dz[ 1
Suite, en théorie égale ¢ la -1, £4
premiére, diverge vers -oo ( ce qui e84

est moins normal...)

D'oll vient que deux suites, en théorie égales, ont des destins aussi différents ? Doit-on
remettre en cause la démonstration de I‘q&B galité, ou l'observation des différences 7

Il n'y a pas de réponse générale A cette question générale, hélas :
- parfois l'observation des phénoménes permet de déceler des erreurs théorigues dans le

raisonnement, la logique de la démonstration ;
- parfois le raisonnement permet de remettre en question le résultat d'observations

expérimentales.

1l est toujours utile de réfléchir sur I'écart entre les phénoménes attendus, er les
phénoménes observés. _
1
4. Une petite différence,
et ses grandes conséquences.

On I'a souligné au début, le tableau de valeurs, et le fichier de suites, ne pérent que des
valeurs approchées.
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Adnsi les calculs ne sont pas faits avec a = ] ‘zﬁ. qui est un nombre irrationnel ( Que ne
U |_ (155 (14 1|:.__||._' 1 i I L] L L L AL AEAEL) I }.ma'ﬁ'm (I"’H ]..‘ﬂ Etl"-t l.I.I'.l
nombre d'autant plug petit (en valeur absolue) que la machine est précise.

Quelles sont les conséquences de cette aproximation pour le calcul des deux suites ?

- la suite uy va &tre définie en fait par ( + ¢)". Pas de probléme : on peut espérer que
“e" est suffisamment petit pour que (a + ¢) reste compris entre -1 et 0. La suite converge
ainsi sans difficulté vers 0.

- la suite vy va étre définie par vp=1, v = a+¢e €l Vpe2 = Vpsel + Vp

Dans ces conditions, les deux suites ne vont plus coincider. Pour le prouver, deux
51

Une méthode générale:

Classique : on recherche une expression du terme général de la suite vy,
La qui suit est souvent utilisée pour étudier les suites de Fibonacci.

1. Y a-t-il des suites géométriques (wy) de raison q qui vérifient wpe2 = Woel + Wa 7
ﬂ“mmﬂmqmi = qn+1 + q"

Soit, en simplifiant par q" ( en supposant q différent de 0) : 2 =q+ 1

On trouve ainsi deux valeurs de g convenables :

: —11'3 ( surprise;, on retrouve a ), et 2 +3ﬁ { que l'on appellera b).

Toutes les suites géométriques de raison a ou b vérifient la relation Wpe2 = Wne1 + Wi
Par somme, la suite wy « X.a7 + y.b" vérifie aussi cette relation ( x et y étant deux réels
quelconques). Autrement dit, tout terme de cette suite est la somme des deux termes
précédents { comme pour la suite vq )

2. Mais alors, si on trouve des réels x et y tels que wp = vp et wi= v, c'est & dire si les
deux suites coincident sur les deux premiers termes, comme elles sont définies par la
méme relation de récurrence, elles coincideront sur tous leurs termes...

W[ = V[ donne x+y=1
Wl = V] donne xa+yb=a+e
a-b+e e

On en tire sans peine X = =_—5=- ety =g—5-

D¥oi I'expression de 1a suite wy, donc de 1a suite vy

a-b+e [
a-b a"+h_ahﬂ_

vp=xat+yb? =

On notera que, si la machine faisait du calcul exact, on aurait e = 0, ce qui donnerait
bien v, = an, ce que l'on a établi lors de la question 2 du TP,

Mais ici, ce n'est pas le cas. Done, pour la machine, la suite vy, est la somme d'une suite
Eiﬂmﬁtiqu: de raison a, et d'une suite péométrique de raison b, y

nombre &, on le sait, est compris entre -1 et 0. Done la premigre suite géométrique
tend vers (),

Mais le nombre b est supérieur & 1... Done la deuxitme suite géométrique tend vers -eo
(car le premier terme est négatif). Et ce, dés que "e” est différent de 0.

Une mé&thode plus subtile (trouvée par Maryse Nogués ) :
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Considérons la suite définie parvg=1, vi= a+e et Vel = Vpal + Vo

Onaainsi vi=a+l+e=up +e ; vim2Za+l+2e=u

On démontre sans peine par récurrence que vq = ug+ f(n).e, oi f(n) est une fonction de
n, strictement croissante, 3 valeurs entidres... Ainsi f{n) tend nécessairement vers +es
quand n tend vers 4=, La limite de u, est connue, ¢'est 0. Donc la suite vp tend vers +ee,
ou -, suivant le signe de e. Ici, c'est manifestement -,

Autrement dit, toute machine qui fait du calcul approché, aussi précise soit-elle,
présentera toujours ce méme phénoméne,

1 w 3 ] -
Une dernidre vue du phénoméne * f—|Zoon|Trace|ReGraph | ;‘-’
en mode Time . 2

Alors que la premiére suite
poursuit son applatissement sur
0, la deuxiéme suite diverge
viclemment.

nci 8.
xel 7.

50T B ERACT

Retenir de wut cela que, ds que I'on fait du calcul approché, on est tributaire des
mécanismes d'approximation de la machine. 2 n'est plus 42, mais un nombre décimal
Bmche" que la machine lui substitue,

n voit tout ce que l'on a & gagner 4 faire du calcul exact.
Surtout sur les suites, oil les erreurs se cumulent... 4 Uinfini,

5. Peut-on contourner cette difficulté ?

Plusi ibilité s

- on peut d'abord définir 1a suite de telle fagon qu'elle soit relativement insensible 4 de
petits "dérapages” numériques. Ainsi, on a démontré ici que les suites (up) et (vy) sont
€gales. Comme la calculatrice gére beaucoup mieux la suite (up), pour calculer le
1(Ke¢me terme, on utilisera la suite (up) et non pas la suite (vy) !

Clest d'ailleurs un travail théorique trés important de trouver l'expression la meilleure
d'un objet mathématique pour son traitement par un outil de calcul quelconque
( calcuolatrice, ou ordinateur ).

- 5i on ne trouve pas d'expression plus simple de la suite, on peut avssi la définir dans
I'application initiale de la TI92, qui va faire du calcul exact ( voir sur ce point le mode

d'emploi page 27-3)

On a défini la suite v dans

Lapplication iniriale. i

On a alors accés d la valeur " u(n) [ a,n=1

Exm'i‘t rf-:';-'fﬁ?}. rit {u{n-?}+ uln - 1), else’ ¥1%
n peut dailleurs vérifier que e

cette valewr coincide avec a0, " V(16D - J%;'

i Expand[am] hﬁﬁ#ﬁ +J-§5-

|a %Eand (a~1 BE —
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On pourrait bien siir se demander ; pourquoi, si c'est si simple, le constructeur de la
machine n'a-t-il pas programmé les suites en calcul exact 7 Le probléme est que le
calcul exact, avec ce type d'algorithme, est rés coiiteux, en temps de calcul.

Essayez de calculer v(20) avec le programme ci-dessus, vous le constatercz vous-
gﬂl&mﬂs (30mn de calcul)! Et d'ailleurs, pour v(50), Ia calculatrice refuse le travail, faute

Le calcul exact, c'est bien, mais c'est difficile ( et parfois impossible...)
Om n'a rien sans rien !

Morale de l'histoire, et fin (provisoire)
6. Retour sur la programmation "exacte" des suites
{partie écrite par Christian FAURE)

En fait, la remargue gui termine le paragraphe précédent ("le calcul exact est trés
cotiteux, en temps de calcul”), doit étre relativisée : le nombre d'opérations (et donc le
temps de calcul) dépend de la procédure de programmation choisie.

Le constructeur de la TI-92 a cholsi un afgwﬂiw récursif, particuliérement lourd en
nombre d' ions. Un algorithme irératif awrair été beaucoup plus rapide, comme on
va le voir ci-dessous.

Certe partie, d'explicarions générales, n'est pas & destination des éléves, Mais un peu de
recul n'est pas mauvais, pour les éldves, comme pour les professeurs!

On s'intéresse donc ici & une suite du type :
(Vo) |

Vie2 = Vel + ¥p
Yh=+¥1=.

Les termes de cette suite peuvent, sur la TI92 (et autres machines supportant la
récursivité), &tre calculés soit par un algorithme récursif 1% , soit par un algorithme avec
une boucle d'itération,

Les cofits de calcul (c'est & dire les durées des calculs et la place mémoire) seront
radicalement différents dans un cas et dans l'autre.

METHODE RECURSIVE 2
[ v et vj sont donnés, on appelle la fonction v avec une valeur de n)
fonction v(n : entier ) : péel ; | v prend un entler, retourne un réel |
début
sl n = 0 alors retourner vO

sipon 5in= 1 alors retourner v1
sinon retoumer vin-1) + vin-2); {fes deux appels récursifs |
fin.

15 g dit d'un algorithme qui fait une auto référence (ie, :qui sappelle lui-méme)
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fig 1

“arbre” des appels

pour le caleul de v(4) | Pour calculer v(4), le
programme s appelle lui méme
deux fois pour calculer v(3) et
v(2) .
Puis de nouveau, deux appels ...

quand le programme arrive &
une "feuille" (n=T oun=0)
de cet arbre il remonte les
valeurs au noeud qui a fait
I'appel. Le noeud peut alors
effectuer le calcul avec les deux
valeurs récupérées et, 4 son
tour, remonte la valeur obtenue
au noeud quil I'a appelé.

* Le nombre d'appels suit donc une loi exponentielle,
Une formalisation & I'aide d'une suite permet d'exprimer N(n), le nombre d'appels
nécessaires au calcul de de v, .

On a N(n+2) =2 + Nin+1) + Nin)
(2 appels + ceux du caleul de vy | + ceux du clalcul de vy)

* Cette suite peut aussi s'exprimer par Nin) = {1%3) an + 'I.'i+1'_|;—3}h“ -2

[Comme pour les équations différenticlles lindaires N est la somme dune solution particalitre (-2), et de
aa® + B ,aeth éiantles 2éros de X2 - X - 1 5 Les valeurs initiales N(0) = N(1) = 0 donnent les

Vs Vs

cota et 1 o = (1-5) et B= (1) ),

* On obtient aprés quelques calculs de Nin) et quelques mesures de durée!6:
(les unes en mode exact les autres en mode approx) ;

valeurs de n ] 10 12 14 16 18 20

N(n} ; nombre d'appels 66 | 176 [464 | 1218|3192 | 8360 | 21800

d(n) temps calcul de vp(exact) |48 |95 | 24s |[62s |167s | 4435 | 12008 |

_E:n} temps calcul de vp(appox) |45 |93 22s | 58s | 1545 (4085 | 1080 s

16 Mesures sur TT 92 en mode «exacts puis en mode sapprochés
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i i 1500 —d
Em‘l '—np
= gxact
bt ¢ 1000 + fpprox
Sﬂ'ﬂ E 500 4+
0 e —14 0 : " N
o o & W B m : (i} 10000 20000 30000
fig 2 fig 3
Durée en fonction de n Nombres d'appels en fonction de durée
* Les représentations statistiques mettent bien en évidence:
- La corrélation exponentielle entre n et d (durée)
- La corrélation linéaire!? entre N et d
* On obtient :
mode EXACT mode APPROX
n—=>d E d =0,079s] 610 d = ,083%1,600
(Régr. exponentielle) coef. corrélation : 0,9997 | coef. comélation : 0,9995
N—d d = 0,054TNA d=00403N-1 4
(Régr. lindaire) coef. corrélation {,99990 | coef. corrélation : 0,99999

* Le fait de calculer en mode «approchés ou «exacts ne change rien au fait
fondamental : I'algorithme de calcul de (vy) est exponentiel et les mesures sont trés

proches,

* D'avtre part, un algorithme récursif nécessite un stockage des résultats intermédiaines
(un "empilage” des résultats dont le nombre est lui aussi exponentiel) d'olt un coilt en
place mémoire ; la TI 92 limite le nombre d'appels récursifs & 50.

METHODE ITERATIVE ;
{p et g sont initialisés avec vg et v1 qui sont donnés, on appelle v avec une valeur de n >1 |
fonction v(p,q : réels ; n : entier): réel;
local : ir;
début
pour k= 2 jusqu'd n faire
=pg {calcul de viy 2]
pi=q; {transferts ..}
Qimr;
elourner r,
fin.

17 Loy temps d'alficheges, non négligenbles pour les petites valewrs de n introdulsent ane "ordonmés & l'origine”
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* lci la boucle est effectuée n -2 fois, on dit que cet algorithme est en ({n); en clair, sa
durée d'exécution sera proportionnelle & n ( les coef. de proportionnalité dépendants
de la machine ..). Quelques mesures :

valeur de n 20 50 200 1000 1500 2000
temps de calcul (m ; exact) 45 | &s s 170 s 300 s 480 s
temps de calcol (m: approx) | 25 | 3s 10s 495 T3s 100 5
600 100-|-
4004 BO+ _/-
300 4 . 60+ /
200+ / 40+
100+ / 20 ¢
]
0 s : : 0 4= : :
0 1000 2000 B 1000 2000
fig 4 fig 5
Temps de calcul , mode EXACT Temps de calcul mode APPROX

* En mode APPROCHE , on a un temps de calcul proportionnel & n, comme prévu, mais
on constate une légére divergence entre mesures et prévisions pour ce qui conceme

le mode EXACT.

= On peut raisonnablement avancer une explication : les objets manipulés par
l'algorithme en mode APPROCHE sont de taille constante (5, 8 ou 10 octets selon le
format des nombres) d'od la proportionnalité ue alors qu'en mode EXACT,
l'algorithme manipule des objets de plus en plus grands (en terme d'encombrement
mémoire) et donc de plus en plus longs & traiter,

« Pour évoquer le coiit en mémoire, I'algorithme avec boucle d'itérations ne nécessitera
pas un empilage de valeurs intermédiaires hors celles de p et q ( dont les tailles
peuvent cepandant devenir considérables en mode EXACT 1)

» La différence d'efficacité des deux algorithmes est considérable tant en temps calcul
gu'en occupation mémoire.

Voici un petit tableau qui peut convaincre de ne pas suivre 'algorithme proposé par la
documentation de la T1 92 (page : 27-3) ( algorithme proposé afin de contourner la
surprenante impossibilité de faire du calcul exact avec les suites définies par 'éditeur



de suites (les uj(n) obtenues par Y= editor...)
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IREM de Monipellier, page 152

hématique spmboligue.

20

25

50

100

durée (récursif)

20 mn

3h

6l ans

1012 ans

durée (itération) s

23

3s

bs

10s

r le calcul des

On comprend dans ces conditions que le constructeur précise que,
itme terme...La

suites en mode exact, on ne peut pas faire de calcul an dela du
réflexion est affaire de patience, mais, tout de méme...

NB : on n'est pas rentré ici dans les détails des détails. ) )
Certains logiciels (Mathematica par exemple) traitent en mode itératif un algorithme
récursif, c'est & dire qu'ils "dérécursivent”.

Ce n'est évidemment pas le cas de la version de Derive implantée sur les TI-92,

Espace de conjecture réservé an
lecteur : ll?l.lﬁ représente Je dessin
ci-contre

Une allégorie m

Une occupation d'espace de bas
de page a

. (Cochez la case qui semble
4 ‘une suite récarrente sur une T1- convenir )

{avec un algorithme récursif)
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= TP n°l5

aFLOTE Y ™ -
“yl=lsinx) w
“y=|sin2 - x|

I wyIm| g ind 3wl

W

yh=
yb=
Wi
Y=

TP traité avec les TI-92.

= RWANR ST RA W Eniy
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l.L.e travail donné aux éleves

TP n®15

Le but du TP est le calcul de Iy = J: I sin{nt} | dt, n étant un entier naturel supérienr ou

dgal & 1.

Comme d'habitude, plusicurs méthodes d'approche sont envisageables :

- calcul direct dans le cas général ;

- obhservation numérique, oun graphigue, des premiers termes de cetie suite ;

- conjectures diverses, suivies des preuves ou réfutations...

Iﬂn précisera avec soin les différentes pistes empruntées, et les résuliats partiels

engrangés.

Remamque technico-mathématique.

La calculatrice refuse de donner un résultat général pour l'intégrale proposée.
Les éléves vont done se livrer & un certain nombre de manipulations... qui peuvent

réserver des surprises.

Premiire ise ; comme
primitive de Isinxl, la machine
donne Isinxl.x.

Deuxidme surprise, Ia demande
reformulée reqoit comme
réponse... la guestion elle-méme,
er:Mt aux primitives ?1:1 E;:sxl,
elles sont incom &5 pour
tout €léve de b::rnl:.'nrgh:nlﬂmé- e
Alors, quid 7

JIsirxldx
Jlsintxdx Jisintxd
[leostxNdx

sin(x)-sign(cos(xy) - DeHZ X "M 2~ %

JCabhs{cos () x)
[ grrind: Hamary f011 sgre b ptpn mIIntEL T

Le pire serait de dire : c'est 3 n'y rien comprendre... Or donc essayons de
comprendre.

La premidre surprise se dévisse simplement : il y a eu une erreur d'entrée. Au licu
d'écrire Isin(x)l, on a écrit Isinxl. Le logiciel a alors interprété Isinx| comme une chaine
de caractéres représentant une nouvelle variable, indépendante donc de la variable
d'intégration, qui est ici x. Dong Isinxl est une constante, relativement 4 l'intégrale. D'od,
comme primlﬂ'ue Isinxl.x. Exactement de la méme fagon que nous aurions attribué & k
une primitive égale & kox. Saof évidemment que l'on se représente plos facilement une
constante sous 'étiguette "k” que sous I'étiquette” Isinx!”. Le changement de point de
vue se niche parfois oi on ne l'attendait pas...

Passons & la deuxiéme surprise : le logiciel annonce comme primitive de lcos(x)l

mod(2x-x, 21) - 2x
T

{dont la syntaxe est correcte) la fonction gix) = sin{x).sign{cos{x)) -

L'expression mod{2x-x, 2n) signifie le reste de la division de (2x-n) par 2x. Ce

n'est donc pas la mesure principale de 2x-1 , mais sa mesure dans lintervalle [0, 2xf . ce
qui apporte déjd, sur un sujet sensible (les angles), un élément de complexité

supplémentaire, Ainsi, si par exemple x est dans l'intervalle [0, =/2], on aura 2x dans
l'intervalle [0, x] et donc mod(2x-x, 2x) = 2x + 1. Et ainsi g{x) = sin(x) - 1.
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Tout ceci pour prouver qu'une primitive de lcosxl sur [0, m/2], ¢'est & dire une
primitive de cosx, est sinx -1...

On comprendra que dans ces conditions, il vaut mieux, en premiére lecture, faire
l'impasse sur de telles écritures dans une séance de TP |

Plus précisément :

- & propos de la premigre "surprise”, toute la clarté doit étre faite lors des séances de
travail. Cette affaire de syntaxe est trop importante pour que l'on puisse se contenter de
différer une explication ;

contre, pour la deuxiéme "surprise”, on peut suggérer aux éléves soulevant le
thlgar de revenir au sujet du TP, en réservant une explication compléte pour un
moment plus calme (on peut aussi donner cette question comme sujet de réflexion, en
donnant des références dans le mode d'emploi).

Tout ce qui précéde montre qu’ il est préférable d'avoir fait le tour le plus complet
possible des différentes manipulations relatives au probléme, avant d'aborder le TP...

2.Le cadre du travail.

Le théme.

Le calcul d'intégrale, sous ces différentes facettes. S'agissant d'une fonction clairement
positive, les questions de caleol d'aire prennent une certaine importance.

La guestion problématique.

Toutes les intégrales, évaluées en calcul approché, sont presque égales. Le sont-elles
tout & fait 7

Les objectifs pédagogiques.

: faire jouer les différentes représentations possibles d'une intégrale,

uh::-islr parmi celles-ci celle qui sera plus pertinente pour la résolution du probléme.
Ces changements de représentation permettront de solliciter de nombresues faceues de
la machine (application graphique, suites, fonctions, application initiale en calcul exact,

ou approché...).

ire : apprendre & reformuler un probléme, & le décomposer en
roblémes €lémentaires plus simples (ici décomposer lintervalle d'intégration en
intervalles plus petits sur lesquels on contrdle le signe de la fonction),

ndre & considérer la natre des objets manipulés (comme lors

du TP I sur la l'aml de fonctions & paramétre), Qu'est ce qui varie, la variable
dintégration, ou I mdie: de la suite 7 Tout dépend de la facette de I'objet mathématique

que l'on considére...
Hypothéses de déroulement.

On peut penser que la diversité des approches possibles du TP provoquera un
éparpillement des actions.

De méme la nouveauté des objets étudiés (l'intégrale est la découverte de la classe de
TS relative au calcul infinitésimal) devrait entrainer, dana l'action, de nombreuses
confusions (suite rentrée dans le fichier de fonctions, ou le contraire).
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Vues et changements de points]
de vue sur le TP 15

On essaiera comme d'habitude de donner icl un certain nombre de pistes de résolution.
Comme d'habirude, la liste n'est pas exhaustive...

Il s'agit donc de calculer I =F:: | sin{nt) | dt.

Prologue
Indispensable, méme si ce n'est pas demandé explicitement dans ['énoncé.

La fonction fy , qui & x associe | sin{nt) | , est continue sur B, et donc sur lintervalle

d'intégration [0, n]. Donc Iy est définie pour tout n. Mieux, comme une valeur absolue
est positive, et que les bormes sont "dans le bon sens”, ces intégrales sont toutes
positives. Mieux encore, comme la fonction f; est bornée entre (0 et 1, l'intégrale, par

application de I'inégalité de la moyenne, est comprise entre 0 et 1.

Observations numérigques

On Ecmt commencer par observer les résultats donnés par la calculatrice.

D'abord en calcul exact :

- donne-t-elle une valeur exacte poor I 7

- donne-t-elle une primitive pour fy 7

&;Iun:?e-t-alle une valeur exacte pour Iy, Iz, I3, ¢'est-A-dire pour des valeurs particuliéres
n

- donne-t-elle des primitives pour des valeurs particulidres den ?

Peine perdue : en calew! exact, la Algebralca grlOClon o=
calculatrice ne donne rien.

J'“ IsinCn- ) dx I;isincw:ﬂlﬂ
On a dailleurs posé quelgues @
questions inutiles : 5i la machine [ [1sintn-xldx Jisintn-xi dx
ne donne pas d'intégrale, c'est n n |
qu'elle ne sait pas déterminer de IE EinCOl e IE oo b
primitive... Isingx] dx JIsinC)) dx

abs (s

2 T_'Zii-‘:‘.‘.’ihl".‘.’l"ﬂ-- T
Ensuite en calcul approché :

;- Fiw Fyw
v f—|AlgebrajCalc|Cther Proml0iClear a-z.

Le calcul approché donne des

résultats qui laissent subsister une g /5 intxiddx 2.
interrogation : s
= la suite oscille-i-telle autour de |" J-E,, Isin(2:x}dx 2.
denx 7
- est-elle stationnaire, avec une " I; Isin(T - xidx 1.99999997
oscillation due - au calcul .
approché ? [ |5 1sincs worax 2.0000061833
F{abs{s1in {Eﬁ}.g.ﬂ.ﬁy
[ 2T I T T
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On peut regarder un peu plus systématiquement les valeurs prises par la suite en
rentrant Iy dans le fichier de suite, et en regardant une table de valeurs.

La table semble donner 2 tour le Hladlr- 3l P

temps. Mais attention, si on se |*"™™° .

proméne avec le curseur dans la |7 ul"'ﬂlsin{n-xﬂ dx
table, on voit que ce n'est pas tout
d fair 2...

Il y a un arrondi pour que le
nombre en question puisse rentrer
dans la case correspondante. =

. 7
ul(nJ=2. 0000001833863
M WAk TEAK i

Les résultats affichés peuvent faire pencher plutdt du cité du caractire stationnaire de la

suite, mais en restant trés prudent...
De toutes fagons, on ne peut pas passer trop de temps 4 observer le comportement de la
suile sur ses termes ( surtout que le calcul est assez long...). Il faut passer 4 une

résolution générale, en tentant de comprendre les réponses, on I'absence de réponse, de
la machine,

Premiére idée : étudier les variations

La suite I, apparait stationnaire. 51 on démontre gue c'est bien le cas, il suffira de
calculer Iy, et tous les termes suivants seront égaux |
Montrer que la suite est stationnaire revient & prouver que Ipe = In.

Clest  dire 1:1 sin [(n+1)t] | dt. = J: | sin(nt) | dt.
On peut essayer de transformer ;) pour aboutir & I,.

IE gElzc‘ﬂriiEgﬁiﬂthw E&MﬂElm a=z.

Dans le menu Algebra, la
commande 9 permet de

transformer sinf{n + I).x).

I= LtExpand(sin((n+ 1) x))
sin{x)-cosln-x) + ﬂm{u}-slntn-xi

E_Exna.nd&in ({n+io¥x) )
3T T P T 7 —

On arrive ainsi & Insg = J:I sin xcos (nx) + cosx.sin (nx) | dt.

Le probléme se pose alors pour aller plus loin : la valeur absolue d'une somme est
inférieure & la somme des valeurs absolues. On aura du mal 3 prouver par cette méthode
I'égalité Iy = Iy Impasse provisoire, et changement de point de vue.

Deuxiéme idée : raisonner sur les aires.

C'est une idée assez naturelle, puisque les fonctions que l'on considére ici sont
positives. Les intégrales sont done égales & des aires de surfaces.
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S'agissant de fonctions de référence ( valeur absolue, et sinus ), les choses devraient étre
assez simples... Voyons un peu :

A gauche, la fonction [sinx [ , d
droite la fonction |[sin2x [ sur

Pintervalle [0, x]

La calculatrice donne a chague
fois le méme résultar pour Uaire
hachurée, c'est d dire pour les
intégrales recherchées.

N.B. : si on veut obtenir un écran partagé, avec un higue dans ¢
faut le sélecdonner dans le menu MODE ( Mode, F gﬂlj[_&gmﬂl mﬁ Right, pum
Number of Graph : 2)

Encore une observation graphigue,
pour & gauche, la fonction [sin3x |
d droite la fonction [sindx [ sur

Uintervalle [0, ]

Towfours le méme résultar, “ |

Ces grnphu:fucs peuvent donner l'idée de couper lintervalle d'intégration en intervalles
plus petits, liés au nombre d'arches :

- Pour £}, entre 0 et 1, une seule arche. Donc on intégre directement sur tout l'intervalle.
Mais sur cet intervalle, la fonction sinus est positive. Donc pour le calcul de I, on peut

se passer de la valeur absolue Iy =l:sin|{|:} di=| —coﬂ}:-E
- Pour fy, entre 0 et %, deux arches, Entre 0 mEE la fonction sin(2x) est positive. Puis
elle est négative entre % et .
l’ﬂ : L A
Donc on peut calculer la=]  sin(2t) dt +J - 5in(2t) dt =
[ - ]ims{h}] +1-5 ms[lt]] =2 ( primitive de sin (ax) : - —Eﬂh {ax) ).

On pourrait continuer longtemps comme cela,
L'idée qui peut alors venir est que, & l'ordre n, on a n arches de sinusoides, de méme
aire, et que cette aire est précisément % . €& qui expliquerait que la suite soit

stationnaire.
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Voyons pour fp. La fonction détermine n arches sur [0, n]. Sur lintervalle [0, ], la
fonction est positive, Dol :

fiin
]’:. | sin{nt) Idt= [ '_rll‘mﬂnﬂ 6 =§ . Cela marche bien...
Un coup d'oeil sur quelques calculs machines :

On vérifie ainsi le résultar , pour
lintégrale, comme pour une

primitive. =

; sindn:x)dx

Iii"{n.md:{ %—uq
e

i M) o
TIWaLT

1127 T T T

On pourrait &tre tenté de s'arréter 13, en concluant que I'aire de la premiére arche est % .
gu'il y a n arches, donc l'intégrale cherchée est 2.

1l est toutefois préférable de mettre cela en forme, en exhibant clairement les propriéiés
des fonctions qui permettent de conclure ici : il s'agit bien siir de la des

fonctions en présence.

Troisiéme idéea : raisonner sur
les variations des fonctions.

On veut ainsi prouver que tous les arches d'une méme fonction sont "équivalentes”.
Clest-A-dire que la fonction fy est périodique, de période . Ce qui est immédiat

Iﬂnn{u%}l:lsi.u[nx+m:ﬂ= |- sin{nx) | = |sin { nx) |

Lﬁntma]]n dintégration contenant n périodes, m% utilise le résultat du cours ;
_I'“ f(t)di= ]2: fit)ydt. D'on f:rf{t}dt= nJﬂ fit)de. Ainsi :

I.-.-J:ISin[nt}IdL=nJTain{nt}dt =n[-ﬁlms{nt}]:|“ =-[cosm-cos0]=2

On a bien prouve le résultat attendn.

Mais la réponse a exigé un petit détour théorique, du cité des fonctions de référence (
sinus et valeur absolue ), et du cté des résultats du cours sur les intégrales ( intégrale et
aire pour une fonction positive, intégrale et fonctions périodiques ).

Dans ces conditions, la calculatrice garde son rile d'observation numérique ou
graphique, de vérifications partielles pour les calculs de primitives, ou d'intégrales.

Mais elle ne peut indiquer le démarche i suivre, ni méme donner d'emblée le résultat
demandé...
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Quatridme idée : revenir 3 des cbjets plus simples.
{ hors programme)

On veut calculer I = }: I 'sin (nt) | dt. Et si on s ramenait simplement & la fonction
sinus, en expulsant le paramétre n hors de l'intégrale 7

Pour cela, on fait un changement de variable, en posant u = nt. §i cela est hors
programme, c'est que cela pose deux types de probléme :

- un probléme technigue : il faut faire le changement de variable non seulement dans la
fonction, mais aussi dans les bornes, et 1'élément différentiel ;

- un probléme théorique : on ne peut pas faire n'importe quel changement de variable :
il doit étre compatible avec les "formalités” d'intégration.

Sur ce deuxidme point, pas de probléme ici : le changement de variable u = nt, de type
fonction linéaire, est assez "simple”.

Sur le premier point :

- les bornes de l'intégrale, pour la variable t, sont t = 0, et t = x. On aura donc, comme
u =mt, les bornes pour u : u =0, etu=nm,

-Deu-m.mlimdu=ndt.{uudd—:l=n}.

Par report dans l'intégrale, on ':rbtitnt

I,.L-JJIIsi.rn[m:}rl|:lt=‘|J1 Ismul——— ,|‘1 | sin u | du.

On voit peut-étre mieux ici que la fﬂncuﬂn | sinu | a une période de .

D'uhln=n.%_|;llsinuldu- n. '%I:sinu du ( puisque sinus est positive sur cet
intervalle ).
Et enfin I, =n.§;.1=2.

A retenir de ce demier point de vue :

- on gagne en simplicité & se ramener & des objets mathématiques plus simples (La
Palisse dixit...}

- les formalités de changement de variable dans une intégrale n'ont rien d'évident : ce
développement avail pour but de le montrer. De plus, elles ne sont pas au programme
de la classe de Terminale.

A éviter donc !
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TP n°l6

- - Fgw
- oon|Trace r*__aﬁh ath|Drauw|~ 15‘?
abLOTE
“yl=x- Inlx)

2= -( Ings0) 2
I*'.rE-x (Inco)>
y4=

L]

=
I‘-
=

SFexddum] . F9BE32

W

TP traité avec les TI-92.

T RANZE TR nEely
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l.Le travail donné aux éléves

TP n"16

Li.‘rI:n.ll;dnTPcstl'éml‘ll:dﬁln=,[:1{ln1}“dx, pour n entier naturel supérieur ou égal & 1

1,a¢1u=I:m

Comme d'habitude, plusieurs méthodes d'approche sont envisageables : |
—cﬂcﬂd;rm;ntdans e cas général ; ie i I

- observa numérique, ou ue, des premiers termes de cette suite ;

- étude du sens de variation de hgulgm;

On pourra aussi, & 'aide d'une intégration par parties, £tablir une relation entre I et In.q,
et en déduire un encadrement de I On précisera avec soin les différentes pistes |
empruntées, et les résultats partiels engrangés,

2.Le cadre du travail

Le théme.

Reprise du théme du précédent TP. Mais cette fois-ci la suite d'intégrales n'est pas

La question problématigue.
Est-ce qu'une suite positive qui décroit, et se "rapproche” de zéro, converge vers 0 7
Les objectifs pédagogiques.

Premier objectif. Apprendre & choisir la représentation de I'objet permettant de traiter au
mieux une question :

- pour avoir une idée du sens de variation de la suite, il est plus clair d'observer des
valeurs approchées que des valeurs exactes ;

- pour comprendre pourquoi elle décroit, il est plus facile d'observer la suite des
fonctions x(Inx)" entre 1 et e que d'essayer de trouver le terme général de la suite ;

- pour prouver la décroissance de la suite, il est plus facile d'utiliser la linéarité de
I'intégrale que d'utiliser la relation de récurrence issue de l'intégration par parties, etc.

Deuxitéme objectif. Apprendre & combiner égalités et inégalités pour en déduire un
encadrement.

Hypothéses de comportement

Contrairement au précédent TP, la calculatrice donne ici les valeurs exactes des termes
successifs de la suite, Cela peut inciter les éléves, comme pour le TP 12, & accumuler
les résultats exacts pour essayer de trouver une régularité, conjecturer une formule
genérale exacte pour Ip, et conclure  l'aide d'un raisonnement par récurrence. Sauf que
I4, le probléme est plus résistant...

On peut penser que, concernant la distinction des objets "intégrale” et "suite”, les lecons
du précédent TP seront mémorisés, le travail mieux organisé entre les différentes
représentations des objets.
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Vues et changements de points]
de vue sur le TP 16

On montrera ici les ressemblances, et les différences de ce probléme avec celui traité
dans le TP précédent.

11 s'agit donc de calculer I, = j: x(Inx)" dx.
Prologue

Indispensable, méme si ce n'est pas demandé explicitement dans 'énoncé.

La fonction fy , qui & x associe x(Inx)®, est continee sur IR, et donc sur l'intervalle
d'intégration [1, e]. Donc I est définie pour tout n. Mieux, comme entre 1 et e la
fonction fj, est positive et que les bornes sont "dans le bon sens”, ces intégrales sont
toutes positives. Mieux encore, comme la fonction fy est croissante entre 1 et ¢ { comme
produit de deux fonctions croissantes et positives x et (Inx)"), on dispose de l'inégalité
suivante, pour tout x de l'intervalle [1, €] :

fa(l) = fa(x) Sfyle) clestddire: 0< fulx)se.

D'oil, par application de 1'inégalité de la moyenne, en intégrant f, entre O et 1 ;

0= Inﬁe.Fe - 1).

Comme pour le TP 15, ces premiéres remarques ne sont pas une perte de temps : elles
permettent de cadrer et de contrdler partiellement les observations qui vont suivre.

1. Observations numérigques

OUn peut commencer par observer les résultats donnés par Ia calculatrice.

D'abord en calcul exact :

- donne-t-elle une valeur exacte pour I, 7

- donne-t-elle une primitive pour f; 7

é;jm';:e.-t-elle une valeur exacte pour Iy, I3, 13, c'est i dire pour des valeurs particulidres
n

- donne-t-elle des primitives pour des valeurs particulitres de n ?

En fait, si elle sair calculer la valeur exacte de l'intégrale, c'est qu'elle sait déterminer

des primitives...
- 2l gebralchlclotherPrantofclear a-z..

La calculatrice ne donne pas la 1 2
valeur de Iy mais par contre elle | % (- In(x))dx a_q. 1.8
veu.:’ bien donner la valeur exacte | 41 y A
de Uintégrale pour des valeurs @ : 2 i o
ﬂgﬂicuﬂérer de n (a la différence |")1 (- Cane0)?)ax r i
ce qui se passait dans le TP 15 ) e i _
[ ety @ax 121262181

TGk In G 100 %1 . e~C10)
WA '—m
On a alors deux choix possibles ;

- on peut essayer de calculer soi-méme les premidres intégrales,
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- ou alors poursuivre I'observation numérique, et graphique.
Dulmll:wmmcmnnmmdrmm“ntihpmu » dans le deuxiéme cas, on lit ce
qui su

- 261 U Headerfi3e] FoulIm P
On peut émettre la conjecture que |*"™™ . 4
Ia suite In est décroissante. ¢ ut=f ¢! (x-anooy™
Antention : il s'agit ici de valeurs =
approchées, ef on ne volr I que les | Y142
premiers termes de la suite... ul - .

On peut regarder des valeurs de la suite un peu plus loin, mais attention, ces
prospections sont trés coliteuses en temps. ..

Les termes de la suite se
rapprochent de zéro. De Id & dire
que la suite converge vers 0, il ya

MRE Marge...

n observe ld les représentations
graphiques de f f 2 et [ 3 dans une
fenétre liée aux bornes des
m.régm!'fj', ef & la croissance des
fonctions : intervalle [1, e] pour
[es x et pour les y.

Sr{nrdu=] . 298632

Lintégrale de f3, fonction positive sur [1, €], come & l'aire hachurée. On peut
comparer le résultat obtenu avec celui que donne le bleau de valeurs ci-dessus ( on

sait que l'on dispose d'une précision moins grande dans l'application graphique ).
Les courbes des fonctions successives semblent "s'applatir” sur l'axe des abscisses.

Cela s'explique assez facilement : quand x est dans lintervalle [1, e[, Inx est dans
l'intervalle [0, 1[. Done la suite (Inx)? est décroissante, et tend vers 0 quand n tend vers
+ea. Bt x(Inx)™ aussi... On a bien, pour x dans [1, e[, fi(x) qui tend vers 0 quand n tend

VETS oo,
Notons bien que cela na vaut plus pour x = e, car alors Inx prend la valeur 1, et done

fnle) = e, quel que soit n.
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Cet "applatissement” des fonctions explique la décroissance apparente de la suite
d'intégrales.
Pour terminer, un dernier coup d'oeil, "un pen plus loin", pour la fonction fsg.

On voir la la représentation
«FLOTE

graphique de f1g, et l'aire hachurée wlmx: 1)
correspondant & l'intéprale f . 2= - (1n() 2

. 3
On retrouve bien ["applatis- H3=K'Elﬁﬂ“}}53
sement” de la courbe sur laxe des Joud=x-{ In(x))
abscisses, avec le point e

ud
uh=
d'accrochage (e, e). 'ﬂ?ﬁ SP{xddx=, 13951378
I — .

Dans le cadre d'un TP d'une heure, les observations numérigues etlou graphigues
qui précédent ne doivent pas excéder 15mn. Elles permeitent de se faire une petite idée
du phénomene étudié. Pour économiser le temps, les dewx membres d'un groupe de TP
peuvent travailler dans un cadre de complémentarité : 'un observe la suite numérigue,
lautre observe la suite de fonctions, et on met en commun les enseignements des dewx

rypes dobservation...

On peut maintenant passer & I'étude du sens de variation de la suite I, ( ce qui revient
i metire en forme les remarques émises lors de 1'étude graphique ), ou passer au calcul
des premiers termes de la suite,

3. Sens de variation de la suite.

La linéarité de l'intégration rend commode 1'étude du signe de Ty - Iy =

]:xﬂnx}‘”'dx . f: x(Inx)n dle: x(Inx).[lnx - 1] dx.

Comme x est dans l'intervalle [1, e], x et Inx sont positifs, mais Inx est inférieur &
Ine, c’est it dire & 1. Donc la fonction A intégrer est négative, Donc, les bornes étant dans
le bon sens, lintégrale est négative. Ainsi Iy - I est négatif, et Ia soite des intégrales
est bien décroissante.

4. Calcul des intégrales.

Calculer des intégrales suppose, en régle générale, de calculer des primitives...
Voyons ce que donne la caleunlatrice :

1 w F 3 Fa+ FE%
La calculatrice avair donné sans I"'{_i:;IQEkaEijth‘“"jP"“‘mE“a‘ .

difficulté ( observation numérigue)

les intégrales demandées, en 2, 2
valeur exacre. Elle sait donc |*J0x In(x))dx L
calculer les primitives, qui I 10

prennent assez vite des formes (x-C1mex)1®) ax

aises fﬂﬂguﬁf. HE ,[4 ,E ll"l'l:il'li}]'lg - EE_UH{HHE + 90 '[lhl::ﬂ'}]!}

i |

Cx¥lIn{x>3710,%)
. AL EHACT (M TAT

Meme si I'énoncé ne lindiquait pas, on pourrait songer ici & une intégration par parties :
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X(Inx)" est le produit d'une fonction i primitive simple ( x ) et d'une fonction & dérivée
( relativement ) simple : (Inx)®

On rappelle que l'intégration par parties s'applique @ deux fonctions dérivables, et @
dérivées continues, ce qui est bien le cas ici.

Essayons pour I; =,r: xlnx dx

! x2
n'=x =3
v=lnx 1«r‘=l
X
[ - xi xz [ ﬁz

2
Dioi Ip =[x 57" - :' Fax = (nx. 5 - 51 = ©+ . On rewouve bien le
résultat de la primitive donnée par la machine, et de l'intégrale trouvée au début du TP.
( Attention, il y a une infinité de primitives, définies 4 une constante prés, pour une

fonction continue donnée. On aurait donc pu trouver une primitive "décalée d'une
constante” par rapport d la primitive donnée par la calculatrice...)

On peut alors appliquer la méme technique dintégration par parties & I, =.|: x(Inx)" dx
u=x n= 7
W l{iﬂl}n v = %’: J nﬂnx}ﬂ'l

Attention & la dérivée de (Inx)? : il s'agit de la dérivée d'une fonction composée, de la
forme u®, La dérivée est { "évidemment”...) nu™ 1y’

v f |1 gebra Jf:.l]rm:r* l-IMIIZII 1“:' [

La calculatrice permet aussi de
réaliser les calculs partiels de
lintégration par parties ; mais elle
ne donne pas forcémenr la forme
artendue !

It {ﬂm .r-:?rm‘r interpréter, et
réaliser les simplifications nl n
nécessaires | I" 'E'!;[E In( K}]“J ‘_;.';r‘-“iﬂtﬁ'('%}_1

CCInCxd ™ b
3 T

2 e 2
Dod I =[ @m0, 51" - %I: x(nx)ttdx = 5 - 3.1t
Tous les calculs partiels peuvent éwre assistés si I'on veut par la calculatrice, mais ce

n'est pas forcément indispensable. ..

2
On dispose ainsi de la relation Iy = 52- - %. In-1 -

On a donc une relation en cascade, qui nous permet de calculer Iz & partir de la valeur
de I ( exacte ) déji calculée

pd
In = T - I;
On peut ainsi avoir la valeur exacte des termes successifs de la suite sans avoir besoin
Eérim::alcuier de nouvelles intégrales : il suffit d'appliquer, & répétition, la relation de
Tence.
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Mais on a du mal & calculer directement la valeur de I, cest & dire & obtenir le
terme général de cette suite, & partir de sa définition par récunence.

Avant d'exploiter davantage cette relation de récurrence, on peut vérifier rapidement
que le résultat wouvé est convenable, en comparant les valeurs prises par cette suite
avec celles déjil trouvées pour les premiers termes de Iy.

On a besoin pm.lr rentrer la suite récurrente de calculer son premier terme :

g

RS T P

On retrouve en wl la forme initiale
de la suite étudiée.

1
o l.Ill'II [x-{lnr::u:,‘r)"]dx
On a rentré en w2 la forme | yit=

récurrente gue l'on vient d'établir, - T o "Ej" - 1)
2

ui:r-—'rﬂd
{n}—.l'{x*{ln{x}}""_n 2, 1, e*1 )

"'I'1I

i 1gebra Cateother PranIo)

Les résultars concordent bien.
E'fpe.':dan.r, rappelons nous qu'il | :
s'agit de valeurs approchées ( cf le Jf—{2=122 jgi‘a
TP 14) : si on fait la différence .597|1.597)
entre les dem:.ruuﬂﬂumng 5.ily I3, r£39/1. 259
a déjd un petit écari... 4s . ll'hgﬁg
{5404 8404 ul(S) - u2(5)
A -84 .n4a¢| 7 1ol

u1t5) uﬁﬂh)

5. O 1l'on combine égalité et inégalita.

Récapitulons les résultats obtenus jusqu'ici : on dispose d'une relation d'inégalité entre
Inet Ig.p( c'est la décroissance de la suite ), et d'one relation d‘égnht& entre I et une

fonction de I ( ¢'est celle que l'on vient d'obtenir @ Iy = % - EI“'I 8
On a déjit rencontré une situation semblable en cours, & propos de la suite
1’|H-1
X
I = ]1 13+1
En cnmhmant I'égalité et l'inégalité, on va pouvoir obtenir, non pas la valeur exacte du
terme général ( ce serait trop beaw...), mais un encadrement de celui-ci.

On dispose de :
Iu = I|'|_.|

I1'| = %‘ — %In.[
On peut privilégier [ 1, en remplagant I par sa valeur en fonction de I.j dans
lﬁn&gallt& On obtient alors :

2
"::! 2 In-1S In.j. Cestd dire ‘_i < 1,1 ( relation 1)

On peut faire le choix inverse, en privilégiant cette fois-ciIp :
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On dispose de :
Ins In
2
In.1= ol Iy

On remplace alors I;.q par sa valeur en fonction de I; dans Iinégalité. On obtient alors ;

[.15”—2- E1,1,, cestddire Iy = Iﬁf—ifmlaﬁnnz},

O veut :ncadm:r I La relation | permet d'obtenir, & partir d'en renseignement sur I g,
un renseignement sur L. I suffit de faire un "glissement d'indice”, La formule est vraie
pour tout n, donc on peut, & bon drodt, remplacer n par n+1. La relation 1 devient alors :

2
ntﬁ = I;. En combinant avec la relation 2, on obtient bien 'encadrement vouln :

&2

ed
a+3 2 lnd o
Ce résultat nous donne, par application du théoréme d'encadrement, la convergence de

1a suite Iy vers (.
Il nous donne méme plus, puisque I'on dispose d'une estimation de chaque terme de la
suite,

6. Vérification, synthése et défi.
Vérifions d'abord, sur les premiers termes, qu'il n'y a pas d'erreur grossigre...

Ir{—g'nEﬂiti o iHHEt:ﬂEF:EL an i

& PLOTSE

o uimty

Les trois suites onl ¢ renfrées wil= 1

dans l'ordre”, ot LE-]-I [“'[lhl::ﬂl:l:ln]li!ﬂ:
WiZ=

On observe bien le rangement des

trois suites dans lordre annoncé,

L'écart entre les deux suites

"encadrantes” se resserre

narmal, puisque U'écart est égal & ;
i af 2

n+2 n+3 nt4+5n+6

On peut présenter pour finir le résultat sous la forme d'une estimation, ou d'un
encadrement :

Al
2 2
De linégalité —=— < In.$ —“— on peut tirer, par multiplication par n,
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a2 a2
n. ——= =< nlp = n o5 - D'ol, par nouvelle application du théoréme
d'encadrement, la convergence de la suite n.ly, vers e2, On dit alors que la suite 1, est

gquivalente , quand n tend vers +=, & -EE. Cela nous donne une estimation des termes
de la suite pour des grandes valeurs de n.

Ainsi, on peut dire qu'une valeur approchée de | jop est I_t'ei'!ﬁ - Om gagne en simplicité,
par rapport & l'encadrement, mais on perd en précision, parce que cela ne nous dit pas
quelle est [a gualité de 'approximation ;

- Un encadrement :

On peut conserver 'encadrement % = Ilps “;f._,- comme résultat final.
¥
Ce qui donne pour [ oo -1% = lyopop = Tgm.ﬂu,wusfunnadﬁ.cimaia,

0, (07 366 955 = T1gpg = 0, 007 374 308 ( attention i la derniére décimale donnée, qui

doit Etre par défaut & gauche, et par excés & droite). On ne connait donc avec certitude
que les 4 premiéres décimales de Tjgog @ 0, 007 3.

Terminons par un défi pour le lecteur atlentif : on a signalé que la formule de

récurrence [, = -‘; - % [n-1 ne permettait pas d'obtenir facilement une expression du

terme général de cetle suile.
Cependant, la considération de la formule, des premiers terme de la suite, et un
raisonnement par récurrence élémentaire, indiquent que 1, est de la forme a, + by.e2, oi

i et by sont des rationnels (et méme des entiers divisés par des puissances de 2).
En remplagant Iy et [ | par cette expression dans la relation de récurence, on obtient,

par identification : a,; = % iy, C'est & dire, en écrivant les égalités successives en
cascade, au={-%}"+l nl,

n " & = .k n!
Pour by, , un calcul "en cascade” donne bn_éﬂ{ri} m-R

Pour la valeur de a, , c'est bon..,
{en tous cas pour les deux termes
de la suite calculés en valeur
exacte | ).

Il reste & trouver une forme plus

simple pour by, .
Question pour amateurs éclairés...

Fin du défi, et done fin, provisoire, du TP

8888888588888
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d) TP n°l17

- Iw Y IF:
I- EEI gebra Ea]:.inthtrFrEnIﬂElm a—z.. I

I solvele®= 12, x)

¥= 315, 7Fi5206396 or x= 1.,11832559159 o
wsolvele® =190 ) e¥ - 100 . o
lsulﬂe[f“*xim.xl

¥=1,01815271985 or x= -, 99014738434
soluete(xd=x"100, x?

TP traité avec les TI-92.

T RANM BT RN Sa i
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l.Le travail donné aux éleves

TP n"17

On se propose ici d'étudier les équations e =x100 _n étant un entier strictement positif.
{ la premire équation est done e* = x10, 1a deuxidéme est e* = x20, etc ).

1. Combien de solutions a chacune de ces équations 7 ( prouvez votre réponse | )

2. Pouvez-vous donner une valeur approchée & 107 3 prés par défaut des solutions de la
premigre, de la deuxieme, de la troisidéme, de la dixiéme éguation 7

3. Quelles conjectures pouvez-vous faire sur le comportement des suites de solutions
quand n augmente 7

4. Pouvez-vous démontrer certaines de ces conjectures ?

Ce TP reprend, en les reformulant, les questions posées dans le TP 9 (mais d ce
moment I1d, les éldves ne disposaient pas des TI-92).

2.Le cadre de travail

Le théme

Etude comparée des fonctions exponentielles, puissances, et logarithme,
En fait, c'est le dernier TP d'analyse de I'année, et il recouvre une bonne partie du
programme de TS.

Les questions problématigues.

L'énoncé a été choisi pour faire émerger deux questions principales :

- y a-t-il toujours une "grande" solution positive (alors que pour n = 2, la calculatrice ne
signale plus qu'une solution positive) 7 ;

- comment organiser les résultats sous forme de "suites” de solutions (I'énoncé est
volontairement vaguee sur ce point) 7

Les objectifs pédagogiques.

Se familiariser encore et toujours avec les fonctions de référence.

S'entrainer encore et toujours & faire varier les représentations d'un méme objet (ici une
équation}, prendre de la distance avec les résultats "bruts"de la calculatrice (surtout
quand ceux-ci sont donnés en calcul approché).

Apprendre & organiser la complexité pour en faire ressortir des régularités (pour le

comportement des suites de solution),
Dés la formulation de conjectures, se poser le probléme de la preuve, de la collecte de
premiers jalons de démonstration.

L.es hypothéses de déroulement

Le rapprochement avec Ie TP 9 peut inciter les éléves A ne traiter la question que sur
E + (ce qui traduit aussi d'autres difficuliés : I'idée qu'une fonction puissance n'est
définie que sur R+, l'idée que le passage aux logarithmes conserve 1'ensemble des

solutions...). Mais globalement, en fin d'année, le paysage doit sembler familier aux
éléves, et I'activité devrait &re soutenue...
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Vues et changements de points
de vue sur le TP 17

Ce TP a un rapport assez proche avec le TP 9 : il s'agissait alors de résoudre
léquation e* = x 10 puis I'dquation & = x 30 Mais, a certe époque, on ne disposair
|pas encore des TT92...

Ces machines constituent-elles un progrés pour la résolution de ce probléme ? Ou au
contraire induisent-elles dey idées fausses ?

En tous cas, elles ne dispensent pas de réfléchir, c'est d dire de prendre du recul sur la
\question, d'établir des passerelles avec des problémes déja traités, de faire référence
des résultats fondamentaux du cours d'analyse.

C'est ce que nous allons voir ici.

T

1l s"agit ici d'émdier les équations e* = x100 _ n étant un entier strictement positif,

Prologue

Indispensable, méme 3i ce n'est pas demandé explicitement dans Fénoncé,
I s'agit ici de prendre du recul sur Uénoncé | aprés Uavoir bien lu...), pour récapiniler
éléments dinformation immédiatement disponibles et stratégies possibles.

* Domaine d'é¢tude. Les denx fonctions en présence sont définies sur R, L'équation doit
donc étre éudiée sur tout cet intervalle, A 1'évidence 0 ne vérifie pas 1'équation, done 0
n'est pas solution.

* Fonctions de référence. La fonction exponentielle est bien connue ( vous devez l'avoir
en téte, avec tous ses attributs ). La fonction qui & x associe x100 est une fonction
puissance d'expasant entier et pair. Cette fonction est donc paire ( sa représentation
?uphitiuﬁ est aussi parfaitement connue ).

Stratégies. On ne peut pas résoudre cette équation par factorisation, ou par d'autres
procédés algébriques. On doit donc étudier des fonctions, et pour cela, on a beaucoup
de choix possibles ( voir TP 9 ) : transformer les fonctions en présence, les soustraire
pour n'en avoir dl'une seule, et éudier les circonstances o celle-ci s'annule. ..

* Théorémes dé référence. Il s'agit de comparer ici des fonctions puissances et la
fonction exponentielle. On sait que l'on dispose d'un théoréme fondamental & ce sujet :

X
Hﬂ&EL-==+ﬂm
. L
Aprés avoir fait le point, c'est & dire siteé le TP dans un contexte ( et pour un probléme

de bac il faudra faire pareil...), on peut rentrer dans le vif du sujet.

1l. Voir

Cette farlil: n'est pas indispensable. On peut passer directement & I'étude théorique.

Mais il me semble que, & condition de ne pas y passer trop de temps, ce peut étre utile

Em croiser les informations obtenues avec les souvenirs et les références évoquées ci-
S5US.

On va considérer les premigres équations, avec un point de voe graphique, et un point

de vue algébrique : on rappelle gue, sagissant de résolution d'équations, on dispose de

plus de précision dans l'application initiale que dans l'application graphigue.

Premiére équation : e* = x10
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On retrouve sans surprise les
courbes de référence de la fonction
exponentielle et de la foncrion
puissance. Deux solutions de
'équation apparaissent d
Uévidence. Malgré les apparences,
on sail, pour des raisens de limire,
que la fonction exponeniielle va
“repasser au dessus de la fonction
puissance”, ce qui donnera
nécessairement une troisiéme EI.H
solution.

BAD THACT i

La troisiéme solution attendue peut &tre obtenue ici :
- par retour & l'application initiale ;
- par modification du point de vue graphique,

I nu L} - | L} L] a4

= =]
i tﬂ;r rc_nII:]E.:l "r[‘i a=zI.

w 7 Fi®
AlasbralCale

'l

Evidemment, si on demande une
résolution exacte, la machine
avoie son impuissance, et refodrne
l'éguation elle-méme.

8 on demande des valeurs
approchées des solutions, la
machine en renvoie bien trois ( la
fléche en bout de ligne indique la
troisiéme solution, qui est la
solution négative,

soluetyl(x) = y2(x), x) X - x84
soluvefylix) = u2(x}, )

®*=J35.TF152063% or x=1.11832559159 &
solve{yl {x¥=u2{x)_ x)

[Fni RAD EESCT EUNT E730

On a gardé les mémes fonctions en
¥1 et Y2. Mais on a changd la
,ETEIEE f Er:r un‘!isanr les résultats :-tﬁ.iizln :

nnés par l'application initiale.,.). |¥nin=t.
La ftroisiéme solution apparait Egg:ic‘__g:suznﬁq?lzg
bien, mais les deux autres, jxres=l.
pourtant présentes sur 'écran, sont
inciscernables...

On a placé en Y1 la différence
entre la fonction exponentielle el la
fonction puissance. Apparaissent
bien 13 les trois solutions, o
Vintersection entre la courbe et
Vaxe des abscisses. Mais les
pentes sont trés brutales, ce qui
donne des écarts importants
lapplication graphique donne une
valeur approchée de la troiséme
salution avec comme image 100 !
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On peut modifier enfin les fonctions en présence, par passage au logarithme, Mais
attention, on perd 1 les solutions négatives !

On retrouve [d les dewx solutions
strictement pogitives, avec une
fenétre plus modeste, er des
fonctions & “croissances
raisonnables”,

Mais on perd la solution
népative...

-Intersgctio
xerEceestion
135, 1521

Tous ces points de vue, dans un TP, n'ont pas a 8tre systématiquement exploités. Cela
prendrait trop de temps... Mais il est bon de les avoir en téte, pour powvoir choisir celul
qui est le plus commode, ou le plus pertinent, On va voir dans ce qui suit que la
sélection du point de vue pertinent est souvent décisive...

Deuxiéme équation : e* = x20

La panorama n'a pas changé, On
note que la dfmmﬂn prissance
"s'applatit” davantage sur ['axe
des abscisses au voisinage de zéro.

Mais il n'y a pas de raison pour
laguelle le nombre de solutions
devrait changer...

Pour faire apparaitre la troisiéme solution, on peut procéder comme pour la premitre
équation,

Surprise ! La machine ne donne
plus que les deux solutions
"évidentes™ en valeur approchée.

Ny aurait-il plus de troisidme
solution 7

solue(yl(x) = y2(x), ¥) e*-x20ug
solvelyl(x) = y2({x), x3
®=1.0541156710F or x= -, 953446172003

A Y]

ERRCT 1T

Sy

On est 1& & un moment tout & fait crucial de 'otilisation d'un outil de calcul. C'est 13
que la croisement avec les résultats de référence est décisif. Il y a nécessairement
une troisiéme solution, pour cause de théorme de comparaison des fonctions
exponenticlles et des fonctions puissances. La machine ne donne pas la valeur
approchée de cette solution, pmhall::lrlemenl pour cause de dépassement de capacité de

caloul...
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Dans cette situation, on a trois possibilités ;
- on peut reformuler la question, pour la calculatrice, dans le méme cadre ;
- on peut formuler la méme question, pour la r:alculal:im. dans un autre cadre ;
t laisser la machine, et faire un calcul "a la main",
fpw la coupure entre ces trois stratgies n'est pas nette : reformuler la question
impliqut: bien de réfléchir, c'est  dire de faire un détour théorique...
Passons cependant en revue ces diverses stratégies ;

- on peyt reformuler 1a question, en restant dans 'application initiale. Il nous manque

une solution strictement positive, donc on peut passer aux logarithmes. L'équation
devient alors x = 20 Inx.

A nouveau refis de répondre en
valeur exacte.

En valeur approchée, par contre,
on retrouve la “petite” solurion
positive déjd trouvée, et la
“grande” qui nous manguait....

w s lvels = 20 1nt ), ®)
= H09.9951857705 or x=1.0541196710

solue{x=200nCxd, xd

soluedx = 20- Inx), x) Iﬁ-lri(x:-x=j

Cette valeur approchée de la troisieéme solution nous permet alors de reposer la méme
question que tout & I'heure, mais en la précisant

i Fiw FIv T F4w
Fﬁlﬂhn alcjOtherPrgnl0|Clear a—z..

En précisant gue l'on recherche les
racines supérieures 4 80, les
algorithmes de recherche activés
par la calculatrice sont sans doute

plus performants : la preuve, ils
détectent bien la solurion |*solvele®=x%9, 4] |x =80 e¥-x20=¢
recherchée. = solveleX=x29,x)|x2 80

x = B9. 9951857705

@uu(ei{x}-ﬁ“zﬂ. x2

La calculatrice donne dans le
cadre graphigue la itroisiéme
solurion. Mais, ne révons pas : si
elle le fait, c'est parce gue la
bonne fenéire a éié sélectionnée, et
cela a éié falt parce que on avail
déjd une petite idée de I'intervalle
dans lequel se trouvait la solution
manguarnte. ..

Ainsi, ce qui permet d'obtenir les bonnes réponses de la machine, c'est la faculté de
poser les bonnes questions. Et cette faculté découle de la maitrise du cadre théorique.
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On en arrive done tout naturellement 4 la troisiéme stratégie, de contrble théorique des

opérations.
2. Prouver

On va vite, parce que cela a €€ déji vu { cf TP 9 et 10).

On peut étudier I'équation sous la forme fip(x) = e* - x1in = Q,
On dispose de fy' (x) = &* - 10nx10%-1_ Syr R- | cette dérivée est strictement positive
{ somme d'un réel strictement positif et d'un réel positif). La fonction fy est donc
croissante strictement sur cet intervalle, Comme elle est aussi continue, la restriction de
fy & IR - réalise une bijection de B - sur fp(lR- ) = ] -, 1]. La fonction s'annule done
une fois et une seule en un point que l'on va appeler a;. On peut méme localiser plus
cisément ¢e nombre ;

af - 1) = e - 1, qui est strictement négatif ;
fn 0 ) = 1, qui est strictement positif (! ).
Donc la fonction s'annule en un point a, compris strictement entre -1 et (.,

Sur B+, c'est un peu plus compliqué, parce que la dérivée de f n'a pas un signe
constant, et qu'il est assez délicat d'étudier ce signe. Qu'a cela ne tienne, puisque on est
sur B + ( et méme sur R +* : 0 n'est pas racine...), on peut user du logarithme.
L'équation e* = x100 devient sur cet intervalle x = 10n.Inx.

Comme il est plus commode d'étudier une fonction que deux fonctions ( bis repetita...),
on va eudier la fonction gn(x) = x - 10n.Inx. On a sans peine :

g’ ()= 1-102 =210 Coe gérivée est du signe de x - 10n.

Elle s'annule pour x = 10n. La dérivée ( fonction affine croissante ) est donc strictement
négative sur | 0, 10n [, et strictement positive sur ]10n, +e<{. La fonction admet donc un
minimum global égal & g{10n)} = 10n ( 1 - In 10n ). Ce minimum global est strictement
négatf ( on rappelle que n est un entier supéreur 4 1 ).

Enfin la limite de la fonction en () est +e= { aucune indétermination ).

La limite en +oo pose un petit probléme. Pour le résoudre, il suffit de mettre x en

facteur. On a alors gp(x) =x(1- 1l.'fI-rJ--]'1ME ). Quand x tend vers +e=, la fonction tend vers

4e= ( chacun connait la limite de l% quand x tend vers +e=...)

Remargue : tout ceci a éié fait sans faire appel d la calculatrice, Les calculs sont en fait
suffisamment simple pour pouvoir étre faits directement.

On peut simplement jeter un coup d'veil sur la machine pour contrdler les résultats.
Mais, comme on le verra ci-dessous, les choses ne sont pas toufours aussi simples qu'on
limaginerait...

Fiw Fiw Faw F§ & 1
gebralCalc|0ther|Pram I0|Clear a—z._

o 4
10 n-(1n(18-n) - 1

Tous ces résulrats, asse:z
élémentaires, sont donnés par la
calculatrice sans peine... sauf la
limite en 0. Powrguoi ?

Il faur préciser en effer & la
machine que n est strictement

lim (% = 10 n- 1ln{x)) unde

positif ( si n était négatif, la limite | ,,p-
sergit-ee). e
Le logiciel est impitoyable : il :14.1;;1 (x=10-n-1ntx))|n>0

exige une précision de tous les
instants. !

TimitCx—10n*intxs x . 0. 12 Inr0] |
B BAD CAACT AT T TRT
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On synthétise les résultats, dans un tableau de variations :

x| 0by W o
\ i
\ i
E'n ! 0 ,‘
. I
i I
go . o=
0 !
g, I ﬂ\"t {b/
|ﬂﬂ{1-l[l'll.]|:|'l'l-

En appliquant le théoréme de la bijection 4 la restriction de la fonction aux intervalles
10, 10n[ et ]10n, +<=[, on reirouve bien les deux antres racines de 'équation by et cp.

Locileailo i —
- gn(1) = 1, donc by est compris entre 1 et 10n ;
- ¢p est plus grand que 10n,

3. ( Re ) woir.

On demande dans l'énoncé d'étudier I'évolution des solutions des équations successives.
On dispose avec la calculatrice de valeurs approchées, que l'on va relever, comme
demandé par I'énoncé, avee une précision de 10-5 prés par défaut { attention au sens de
P'arrondi, suivant qu'il s'agit d'un nombre négatif, ou positif...)

Fiw Fiw Fis
?e’ara ale ther r'?-lII:I lear a—z..

%= 35, 7715206396 or x = 1.11832559159 ¢

snlue[e"n :-:EE, H]
®=1.05411967163 or x= -. 553446172003

" solveleX=x9, )
»=1.83510567451 or x= -.96824058330H

snlur[r mﬂ
x=1, Elﬂlﬁi?lgﬂﬁ oF x= -, 9901473843
pluele”(xo=x"¢1002, x

La calculatrice ne donne les
valeurs approchées des trois
solutions que pour la premiére
équation.

Pour les suivantes, comme on h:
déjd vu, la calculatrice ne donne
que les valeurs approchées des
deux plus petites solutions..

Comme on l'a déjd fait dans le premier paragraphe, pour la plus grande solution, qui
est positive, changement de point de vu, et passage aux logarithmes.

Cela nous permet au passage de
croiser les résultats avec les pmsolvelx - 10-In{x)=8,x)

résuitats obtenus précédemment oI5, VTIS206396 or k= 1, 11832559159
pour la valeur approchée de la [" solve(x=28-1n{x) =0, x)

racine bﬁ. abrenue par lexs denx ® = 89.9951057705 or x=1.85411%67 16

8esolvels =30 Inix)=0, =)
méthodes.. %= 150, 398691301 or x=1.0351056745

; " golve(x = 100 - In(x) =0, x)
Cela correspond bien... x = 647.277512439 or x = 101015271985
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Cela pose d'ailleurs un petit probléme : peut-on se fler aux valeurs approchées donndes
par la calculatrice ? Le probléme est complexe, en l'absence de connaissance de
l'algorithme de calcul implanté dans la machine.

Disons que, quand il y a concordance entre I'étude théorique { on sait qu'il v a trois
racines, et on les a localisées ) et les données de la machine, on peut estimer que les
valeurs approchées sont convenables, avec dewx réserves :

- prudence sur la dernidre décimale, qui résulte nécessairement d'un arrondi, ou d'une
frorcatire ;

- prudence si on fait un calcul 4 partir d'une valeur apprachée ; on a vu dans le TP 14
qu'll pouvait y avoir un effer boule de neige du ::afc:f approché : ce n'est plus alors la
derniére décimale qui est la seule suspecte, mais toutes les décimales |

[Equation Valeur appr. de ag | Valeur appr. de by | Valeur appr, de c
a% = x 10 -0,91277 1,118 32 35,71 ﬁ
ok = x20 -0,953 45 1,054 11 9,995 10
ek = 30 -, 968 25 1,035 10 150, 398 69
&% = x 100 -0,990 12 1,000 15 647, 277 51

Valeurs approchées des solutions, & 10 -5 prés par défaut.

Remarque | : ce n'est pas parce que ce sont des valeurs approchées qu'elles doivent &tre
relevées.., approximativement ! On doit les noter en donnant le degré de précision, c'est
i dire en fait un encadrement de chacune des solutions ;

Eemarque 2 : si on veut pouvoir formuler des conjectures, il faut présenter les résultats
sous forme claire et ordonnés ( rappelez-vous le TP n°12 sur le calcul des dérivées
successives d'une fonction | ),

4. Conjecturer.

Pas facile, de conjecturer un résultat général A partir de l'observation... Cest plus simple
de répondre & la question "montrer que...". Et pourtant, l'activité mathématique ( et
scientifique en général ) c'est souvent cela : trouver des régularités, une loi g le,
trouver un ordre dans le désordre. Ce n'est pas facile, mais il y a un principe A respecter,
et qui aide bien ;

Il faut considérer tout résultat dans son contexte, c'est & dire

1. "enveloppé" de toutes les propriétés qui ont été déja établies :

- pour ag: 128550
- pour by, : 1=b,< 10n
-pourcp:  l0n<cp

2. enrichi si possible de plusieurs points de vue :
Le tableau ci-dessus donne un point de vue numérique ( succession de valeurs
approchées. Mais on dispose aussi d'un point de vue graphique :

On n'a choisi ici de ne visualiser
que les deux premiéres racines, en
tragant la courbe de la fonction
exponentielle, et les courbes des

fonctions puissances x70 et x 30,

On "woit" doncay et by, az et by
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Il faut alors synthétiser les différentes informations. La confrontation du tableau

numérique, des encadrements, et du graphique indiquent { aprés réflexion, bien siir...) :

- la suite a, semble décroissante, et converger vers -1 ;

- la suite by semble décroissante, et converger vers 1 ;

- la suite ¢y semble croissante, et tendre vers 4ee,

Ces résultats ne sont pour le moment que simples conjectures... mais en fait, bien

souvent, on sent qu'ils sont vrais parce que l'on sait pourquoi ils sont vrais. Clest & dire
la conjecture est parfois trés proche de la preuve.

insi, pnun}uui annonce-t-on que la suite oy semble div VETS 400 7

Parce que les valeurs prises deviennent de plus en plus grandes 7 Ce serait une

mauvaise raison ; une suite peut éire strictement croissante, sans avoir pour limite +eo !

La raison qui arrache la conviction, c'est que cy est minorée par 10n. Et 10n tend bien

vers +oo quand n tend vers +es... Par application du théoréme d'encadrement, on peut

affirmer que ¢y diverge vers +o=. La preuve est faite. 1l reste & prouver le reste.

5. ( Re) prouver.
Commengons par le sens de variation des trois suites,

- Pour la suite by

On a représentd ici la fl'ﬂm:'i'fﬂn
exponentielle, et les fonctions
puissances xI0 et x20 xur un
intervalle qui permetie de
visualiser b} et by,

Cﬂ:ﬁg:lcms ce qui se passe sur le graphique ci-dessus, & la lumitre de nos connaissances
nérales.

es deux courbes des fonctions puissances se croisent au point (1, 1). Aprés ce point,
¢'est la fonction puissance d'exposant le plus grand qui prend le dessus. Clest dong elle
qui rencontrera la premiére la courbe de la fonction exponentielle. Donc by < by.
Est-ce une démonstration rigourense 7 Presque... Tout y est, il suffit de mettre en forme:
- by est I'abscisse du point oll la courbe de la fonction x20 rencontre pour le premiére
fois 1a courbe de la fonction exponentielle aprds 1. On a donc eb2 = b0,
- by est I'abscisse du point ol la courbe de la fonction x !0 rencontre pour le premiére
fois la courbe de la fonction exponentielle apris 1. On a donc bl = by 10,
- pour tout x de lintervalle ]1, bal,ona x10<x20 < e,
Donc on ne peut pas avoir x10 = ¢, Donc by n'appartient pas & cet intervalle, Comme

est supéricur & 1, on a nécessairement by supérieur & by.
Ce qui a éé fait pour by et by pourrait tout aussi bien Ewre fait pour deux termes
successifs de cette suite, Cette suite est donc décroissante,

- pour les suites ay ef cp.

On démontrerait par des méthodes analogues que la premidre suite est décroissante, et
la deuxitme suite est croissante. Démonstration laissée au lecteur.
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6. Aller plus loin ( facultatif).

Les lignes qui suivent pour ceux qui ont bien assimilé ce qui précéde, et qui veulent
aller plus loin, c'est & dire avoir la preuve de l'ensemble des conjectures.

Pour ceux qui sont un peu fatigués ( fatigue légitime, s'ils ont repris tout le TP stylo en
main, et machine en action), passer directerment au paragraphe 7...

1l reste done & éedier le comportement de ces suites & l'infini.
On a déja démontré que la suite o, tendait vers 4o, Quid des deux autres suites 7

Alors que la chose se "voit" assez bien ( quand l'exposant augmente, la courbe de la
fonction puissance ressemble de plus en plus 2 la lettre U ; & la limite, les intersections
avec la courbe de la fonction exponentielle vont se faire & "la verticale® de -1 et 1), une
preuve rigourcuse est difficile & construire, faute d'outil théonique adéquat...

Méthode 1

On a en effet besoin d'avoir recours & un théoréme, important, mais qui n'est pas au
pm%ramnw de la TS (option bio ).Ce théoréme ( au programme seulement de l'option
math en TS ) dit que :
Si une suite est décroissante, et minorée par A, alors elle converge vers un réel
supérieur ou £gal d A. ( de méme, si une suire est croissante, et majorée par A, elle
converge vers un réel inférieur ou égal d A ).
Omn sait que la suite by est décroissante, et minorée par 1. Donc la suite converge vers un
réel b, supérieur ou égal & 1.
On aimerait bien que ce soit 1...Imaginons ce qui se passerait si b était strictement
supérieurd 1. Ona  ebn = hy 100, Que se passe-t-il quand n tend vers 4+ 7
* ebn end vers eb;
i comme la suite est décroissante, by 2b> 1

donc byl00 = b10n, Mais b10n est une suite géométrique de raison strictement
supéricure i 1. Done elle diverge vers +eo, ct par conséquent, by !0 tend aunssi vers +e.
Résumons nous : si b est supérieur strictement & 1, alors ebn tend vers eb, et by '™ tend
vers +eo, Or ces deux suites sont égales | Clest donc parfaitement impossible.
Ainsi b ne peut pas étre strictement supéricur 4 1. Comme on savait que b était
supérieur 4 1, la seule possibilité est que b soit égal & 1.

Méthode 2 (idée de Christian Faure).

En fait, on peut se dispenser du théoréme évoqué ci-dessus, ¢t de la démonstration un
peu délicate qui 'accompagne. Comment ? Par une stratégie d'encadrement, "bien siir”!
Et un recours, encore, aux fonctions, et configurations, de référence.

11 est clair que by est dans l'intervalle 1, e[, De I'équation , ebn =by, 100 on se raméne &

b
by = 10n.1nby, et enfin iﬁ-ﬂ; = 10n.

Une démonstration élémentaire \3010 00

{par étude de la différence des n

eux fonctions par exemple), y2 o
Sappuyant sur des considérations
graphiques  élémentaires,
moritre{rait) que © pour ol x de

)
H.ef, Inx < =7 *- 1).
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lwﬂmmmﬁa%fﬁ‘

On récupére alors 'égalité qui définit la suite ﬁ-ﬂ = i

D'on 10n < EE—I%’“ On en tire sans peine by < _w“IEh: 1

. 10n
Pour finir, on a la double inégalité 1 <bn <y 27"

Ce qui permet de conclure, quand n tend vers l'infini...

On prouverait, en s'inspirant d'une des deux méthodes qui précide, que la suite a,
COnv vers -1.
Fin de la démonstration, et repos.

7. Revenir sur les lieux du crime.

On pourrait se poser la question ; pourquoi avolr choisi d'étudier I'équation e* = x1m gt
pas I'équation plus simple e* = x" , avec un exposant entier positif ?
Poser la question, c'est y répondre :
- que se passerait-il si l'exposant était impair 7 On n'aurait pas de racine négative &
I'équation ! { voir le TP 9)
- que se passerait-il si 1 t était inférieur & 3 7 On n'aurait qu'une racine positive &
l'éguation | ( voir le TP 10)
Le fait de prendre des exposants multiples de 10 supprime ces cas particuliers. Ona
ainsi toujours 3 solutions... De plus, prendre des exposants qui vont de 10 en 10 permet
de coincer rapidement la machine : dés 'exposant 20, elle ne "voit” plus la racine la
El;sfg;mnde. ce qui oblige & un effort de réflexion supplémentaire.

_aucun sujet n'est innocent, en TP, comme au bac, L'essentiel est de rester vigilant,
et de mobiliser ses connaissances, et son agilité d'esprit |

Une occupation utile de 'espace restant : les 1000 premidres décimales de sinl.

IUMEPTIM 1695296019865 1174484270225497144 78902683 7897301 1 53096730154078354462
012668892495938030096 789674 2399486261 280053 1086753281 2027002033974677378 284837931019
GOB699TT498435704751651 754800873424 551 6BB4R66266599397842058560483528737652460663019
429655021 188458358 19489501 334998601 8835827 1006254 5296733498051 3265003 7440424 50761680
1679103 19685805 14687885 732599334256535306775681 359560830966494 1 34679 20282035821 17791
184044 14 T624 3878954 282543250201 51094098 796 588R6821 536549862467752755817451 7338463526
207917475386 1986005 14 58048868942161 3422054 0692608599683 562601 TR I065TE45598651 7540826
1297901 13102390083830540763013919 155878945205 26201 867421 894248891 3945003005547 182653
4054400698527738264 54 207701979904056481 30975725427 5250297051053 1080779264 58363633371
3905277278304 1714007212 10687501 1103658884 52804 3087791846550329778373320220543928511 3
TRIZ6ERAZ13640206089603 13476183601 5904448289241 I6062573T229377300210730964 665693 1854
6974462207025 1 518992 5666 7646448073 1096997241 73648063 984074467667 1006269

AN D
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» TP n°18
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Dernier TP de l'année, traité avec TI-92

~RANR ST RA N S el




Erseigner an Terminale § aver der calculpirices
dn pysidme de mothimulique spmboliqee
IREM de Momipellicr, page 214

l.Le travail donné aux éleéeves

TP n®l8

On considire la suite complexe définie par :
Znel = % {Zn +1zpl) (ob Izg) représente le module de z,)

=5+5
Etodier 'évolution de cette suite.

Notations : on appellera xq et yp les parties réelles et imaginaires de zq, 1y et ap le
module et 'argument principal de zq, ¢t My l'image de z; (M a donc pour
Xn €L ¥n).

Indication :

- on peut représenter hiqu:emmt la suite des points My, en utilisant le fichier de
spites. On rentre en ul la suite xq, en u2 la suite y,. Dans le Menu F7 (Axes), on choisit
CUSTOM, et on sélectionne pour X Axis ; ul, et pour Y Axis ; u2,

Ainsi, en graphique, apparaitront les points de coordonnées x; et vy, c'est & dire les
points My. Et on trouvera, dans la table de valeurs, les valeurs approchées des termes
successifs des suites (xq) et (yn) ;

- on peut aussi travailler en mode exact, en restant dans l'application initiale, avec la

syntaxe : When{n=0, zp, %{:{n—l} + lz{n-1)0)) STO z{n)

2.Le cadre de travail

Le théme.
Les complexes, et les suites.

La question problématique.
Quelles sont les méthodes d'étude qui peuvent étre transférées des rééls aux complexes?

Les objectifs pédagogiques

Faire jouer & propos des complexes {qui s'y prétent bien) toute la panoplie des
changements de représentation :

- forme algébrique, ou exponentielle ;

- observation numérique, ou graphique ;

- travail en calcul exact, ou calcul approché,

Apprendre A trier I'information, et 4 faire des choix de démonstration {'{Lu‘tst-uc—quu je
peux démontrer & pen de frais, en quoi cela me servira-t-il pour la suite...™)

Les hypothéses de déroulement
Ce TP arrive en fin d'année, et son abord n'est pas immédiat. Pour obtenir une

information de la TI-92, il faut d'abord faire un effort de reformulation :

extraire partie réelle et partie imaginaire, pour utiliser le fichier de suite (mais on
disposera alors de deux suites "entre-mélées” ;

-ou programmer la suite dans V'application initiale, ce qui n'est pas "naturel” pour les
éldves.

Relancer l'activité ne sera peut-8tre pas inutile...
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Vues et changements de points]
de vue sur le TP 18

Premier TP sur les complexes, et dernier TP de U'année...

Avec les complexes, on dispose d'un rerrain pour lequel les changements de points de
vie sont nombreuy,

Raison de plus pour trier Uinformation, prendre du recul, aller @ l'essentiel...

1 s'agit fci d'étndier ici I suits ;
Zne1 =7 (Zn +1zal) (0 Izl représente le module de z)
p=5+5i

Prologue

On peut commencer par prendre un peu de recul "géométrique”, pour situer les
différents éléments du probléme, et surtout comprendre comment se fait le passage d'un
terme de la suite au suivant.

On voit dans le schéma ci-dessous (en repére orthononné), le point My, d'affixe zq, avec
les différents attributs de ce complexe (partie réelle et imaginaire, module et argument).

e

-

=
st

Schéma n®1
O est Mpy, l'image de ;41 7 On dispose de la relation zp4) ——% (zqn + l2gl), gui traduit

le fait que My, est le milieu de M, et du point Ty, image de lzg).

O est ce point Ty 7 11 a pour affixe lzyl, qui est un réel positif. Donc ce point est sur
'axe des abscisses, et son abscisse est égale au module de My, c'est A dire & ry. Ty est
done sur le cercle de centre O passant par M.

On remarquera que le triangle OMy Ty, est 1socéle. My, étant le milieu de MyTy, la
droite OMp.1, iane, est aussi hauteur de ce triangle.

On peut ne pas voir tour cela tout de suite, mais, comme d habitude, il n'est pas inutile
de réfléchir au cadre pénéral du probléme avant de passer & des observations plus
partielles. C'est le cadre général de passage d'un terme d l'autre qui va permetire
d'ailleuwrs de donner un sens aux observations particlles qui vant suivre.
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1. Quand la méme suite prend deux formes différentes

On peut commencer par programmer la suite en calcnl exact.

i Fiw i -
v f— |AlgebralCalci0ther Proni0Clear a-z.

On a wilisé la notation z(n) pour
définir Ia swite. On aurait
évidemment pu avoir recours d
n'importe quelle auire letire.
Mﬂh; enfin, .i"ﬂgfj!ﬂ:fﬂi' de
complexes, autant garder les |54 +5,n=0 "
notations de I'énoncé... .5:(12(n = 1) + z(n = 1)), else =m  Dend

e L stzln—-132+zCn—1)))¥=<Cn

On va pouvoir alors avoir les premitres valeurs de la suite, sous forme algébrique, ou
exponentielle, suivant le mode choisi.

En mode Recrangular, on obtient
I'édcriture algébrigue des termes

successifs. La partie imaginaire [

reste  raisonnable. Mais fuz¢1) ﬂ-ﬁ"rlliﬁfl-'
P'expression de la partie réelle

enfle vite, et les calculs deviennent s{zF+2+ 212+ 1))

vite longs. m 2 e E] +5-4-i]

Chague observation doit &tre accompagnée d'une petite réflexion : il semble bien que la
partie imaginaire est & chaque fois divisée par deux, c'est & dire que 'on anrait 13 une

suite géométrique de raisun—é . Est-ce normal 7 Un petit coup d'oeil an schéma 1 devrait

donner une réponse & cetle question...
Passons au mode Polar, pour avoir 'expression exponenticlle des termes successifs de

la suite :

Pour z{(0) et z(1), les résultats sont
& peu prés simples. On remargue

i [ £3
w8 Lt e [E

aw passage gque argument '

! ; 5 ‘ i 1
principal de 5 + Siest 3, cequi X . s.[B73
se congolt assez facilement, r z(1) .

Cela se compligue pour 2(2). . 2(2)

Retrouve-t-on trace des résultats IE:
supposés sous la forme i'*—*“"[ e cic ﬁ]:_E.[E_n_A:It

algébrique ? = €
TTELTS T A

L'argument de z(1) est la moitié de celui de z((). Pour z(2), l'expression de l'argument
n'est pas particuligrement transparente...

Avant d'aller plus loin, retour au schéma de départ, que l'on va compléter un peuw.
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ML e e e Hn
n [}
(R
§
Y
*
: 1
i "1
i L}
] %
}f _____________________ 1 ____:
N1 i_, # '}',, M1
i i iy,
r“" : : n
L ' [ |
- ] (] L1
o = ¥ [ "I.
r ¥
. 5
e '\\Hml i ' %
0 Xp X Tn
n+1

Le triangle OMpTy est isoctle, et My est le milieu de My Tp.
Pour des raisons géométriques élémentaires :

* Yo+l -% ¥n (Théordme de Thalds, sur la projection des milieux) ;

¥ Bl = %ﬂu (Dans un triangle isocéle, la médiane principale est aussi bissectrice).

La suite des parties imaginaires est bien une suite géométrique de raison % Et la suite
des arguments principaux aussi. Ce qui fait que l'argument principal de z3 est ln-—ﬁ.

Or la calculatrice ne nous a pas donné ce résultat

—

E éﬁlﬂ lear a—z.

La machine nous donne pour
argument de z(2) un angle dont la
tangente est égale d ... (lire
l'écran ci-contre !),

z(2)

i‘l. -tan'l[-z,ﬁ_f-_,, 2 +ﬂ.[ﬁ+ 1]]_ s-ﬁﬂ + zib
; (7]

Pour la bonne raison qu'elle ne

connalt pas la tangente de %

n
Peut-on retrouver la tangente de 16 ?

- - Fyw FE Fi
Clest tout simple : il suffit de ~ f—Algebra|Calc|0Lher |Prgnl0|Clear a-z.
passer en mode complexe
Rectangular.

La valeur de z(2) nous permet de | z¢23 +5-4-3]

refrouver, par quotient de la pariie
imaginaire et de la partie réelle la | ima 2 iz
tangente recherchée. Pealtz{igj 2-JlZ+2+2 (12 + 1))

imaglzl2) )/ 'reall{=z(2))

s(2:[F+2+ 3 (E+1))
412
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Une remarque concernant les capacités de la TI-92. Elle ne donne pas la tangente de r_ﬁ

g n : 2tanx y
mais donne la tangente de . Or on connait la formule tan(2x) Totan?x * Done :
p. Imnf—ﬁ
tan g = . Ainsi la tangente recherchée est-elle une solution de I'équation :
iy Bt
I-tanS=
L - 3
8 1-x2
On a rentré .FEHEE dans la mémaoire
a pour alléger I'écriture,
Puis la calculatrice résout e
l'éguation. b= zol P AL S ]
&g selve|a=—"—7,x

Il ne reste plus gu'd comprendre -Ev2ll2(E-2)+1 E+:

pourguoi il y a dewx racines, er g | == IE jﬂﬂ; ) J or x=—p

identifier celle gui convient... AL =

4 ? Eglygﬂg-ﬂﬁﬁﬁf{i—x‘:ﬁ},x}
M

Fin de la digression sur le calcul des arguments par la machine. Dés qu'on parle angle,

les choses se compliquent ! L
Revenons aux suites mises en évidence par la machine. Pour les parties imaginaires et
les arguments, on a pu constater que les résultats étaient assez simples.

Quant aux partics réelles et aux modules, contentons-nous de constater pour le moment
que c'est moins évident...

2. Quand d'une suite naissent deux suites

L'utilisation du fichier de suite nécessite de passer de I'étude d'une suite complexe &
'étude de deux suites réelles : la suite (x,) des parties réelles, et la suite (yy) des parties
imaginaires des termes de la snite ().

On dispose déja de zg = 3 + 51, c'est  dire xp = yp = 3.

Puis zp41 = % {Zn + lzgl). En remplagant zg par X, + ivy, €t en calculant son module, on
obtient :

Xpel + iVpel =il (X + iyn + Vxg2 + v42 ), Cest & dire, en identifiant partie réelle et
partie imaginaire :

1 v
Xn+l =75 (xn+ Vxa® + yn®)

1
Y1 =3 {¥n )

On retrouve bien le caractére géométrique de la suite (yq)h

Par application des théorémes du cours, on peut donc dire que la suite (yy) est une suite
décroissante, qui converge vers 0. Ce qui prouve au passage que la suite (zg), si elle
converge, converge nécessairement vers un nombre réel (puisque sa partie imaginaire
serait nulle).

On peut constater aussi le caractére assez compliqué (évitons désormais le mot
“complexe”...) de la suite (xq).
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On peut passer 3 I'écriture des deux suites dans le fichier de suites, pour bénéficier d'un
autre point de vue sur 1a suite (xp).La suite (x,) sera rentrée en ul, et la suite (yy) en u2,

: ;:;H ﬁ'!.t. ':' A i 51"_—'1“ HH;;- L]

A i i u1=.5~{ul(n =B+ }(ulfn = 1}]5 +(u2(n - 14
Ne pas oublier de sélectionner en | V175, .
F7 la commande CUSTOM, pour | 4iz2=5

que Uapplication graphique trace | vi=8

les points My, de coordonnées "‘Lé:
ul(n) et u2(n), c'est & dire xp et yp. | uis=

Iﬁi‘ﬁfn 5= : =

On va pouvoir alors bénéficier de deux points de vue sur ces suites : un point de vue
graphique, et un point de vue numérique, en valeurs approchées. Commengons par le
point de yue numérigue.

1 Ll

] H Fi.
2 i g L] PomilTeg B
On retrouve sans peine les (v f— el { |Header fike] Faowiing P

caractéres de la suite des parties }3- L2
imaginaires (Yu). !
Quant 2 la suite des parties réelles, |3 |6.3457]. 62
(xn), elle parait croissante, et 111, 3125
semble avoir une croissance gui = T
“ralentit”. ¥ 6. TEEL
= _ 37806
i1
vt lzetuplinl tHeader el Pasltns Fow
Un coup d'eeil un pew plus loin : :5 S e
semble indiquer que la suite (xn) §EX.—€.3 =
CONVEFEE. . G.J662| 5. E=
s By abblll, £
E. 6. 3662\ 7. E~
& E-1
S8, - :
59, LE-
1 =6 . 3661977
ED

On a fait le choix de points "fins”
(commande Dot) pour mieux |nnin=d,

distinguer les points successifs. plotstri=1.
ng poi if: 3 ﬁzéﬂ,q_

La suite des points My semble bien Anax ;
" Lo 1 L KE =1.
percuter” l'axe des abscisses. 1 n.él
UMax=h.

yacl=
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La calculatrice peut-elle nons donner une indication sur la limite des suites en présence?

e Fiw w [
» f—|Algebral[Calc|0therProml0Clear a—z._

Les suites ul et ul sont définies en
valeur approchée,. donc la

calculatrice refuse de se prononcer

sur lewr limite [ I" nl.}:: e “1‘:: Laeh
. lim u2
Quant & la suite z(n), pas de “,.,1::' yert n+e )

réponse, pour cause de saturation
de mémoire...

lim =) Erraors
Fi#E
i ={n), n,.»)

T

3, Le difficile choix des armes...

Récapitulons, ) :
- i on choisit I'écriture algébrique, on dispose de deux suites récurrentes, définissant

les parties réelles et imaginaires :

1
Xp+ =§(H'~n + VXp? + yp* )

l
¥o+l =§[:r’n ).
- 5i on choisit I'écriture exponenticlle, on dispose de la suite des arguments principaux :

sl = % (an ).
On avait déja constaté que la suite (yy) et Ia suite (an) étaient géométriques, de raison 5.

———

| e
1'écriture, on le notera a )
1 3
ya=(3)- yo=25
1l nous manque la suite des modules | Pour cela, revenons au schéma 2, amélioré.

T
{ ap, l'argument principal de zg, est égal & FE Pour alléger

Mn

-

fEmm————
-

T |

On va calculer le module rq4 en fonction du module ry, dans le riangle rectangle
0Mp41 Ty On rappelle que OT, est égal & rp.
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On a alors fye] = rqcos(an, 1) = feos ——

20+1
Récapitulons une demitre fois :
Ecriture algébrique Ecriture exponentielle
1 frZavl
Xn+l =E(13+ XnZ + ¥nt ) =%
a
Yo =50 zn Tnal = TCOSIT I

Quelle écriture choisir pour aller de 'avant 7
Les deux donnent des informations utiles ;

- de I'écriture xp4) = %I{.ﬂ;n + W xp? + yp? ) on tire, par une récurrence simple, que xq, est
toujours positif, De l'inégalité triviale x2 + yp? 2 xq2, on tire done Vxg2 + ¥t 2 Xn,
puis Jtn'l‘""llxnz + ¥nt 2 2xp, puis %{xn+ Vgl + ¥n© ) 2 Xn

On a bien établi que xg41 2 xn. c'est & dire que la suite des parties réelles est croissante,
on tire que la spite des modules est décroissante (on

- de I'écriture ryy 1 = rycos on +1

obtient rp4 1 en multipliant ry par un cosinus compris entre 0 et 1).
Mais qu'en est-il des limites des deux suites 7
L'étude de la sulte (x,) apparait délicate. Essayons la suite des mm:lules,
ant... par le départ, pour essayer de déterminer une expression du terme
général en fonction de n.

» a
I =mn BﬂE:
a

r2=T] €055

a
r3=12008 3

Tn-1 —l'n-EmSzn 1
In = Tp.] COS 5 2,1

En multipliant toutes les inégalités membre & membre, la plupart des modules se
simplifient (ils sont tous non nuls), et on obtient ;

rn=mcm1cm§msijm5; m&znims ;'n

Petit probléme | quand n augmente, on a de plus en plus de facteurs qui sont de plus en
plus proches de 1. La tendance du processus n'est pas évidente & deviner...

4, O 1'on découvre le sinus cosinophage...
Pour se débarrasser de cette ribambelle de cosinus, on va utiliser la formule
trigonométrique bien connue : sin{2a) = 2sina.cosa, ou sina.cosa = % sin(2a).

Commengons par un calcul partiel.
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a
r;—mcmi . 11—1'11::}312 i I3=rzﬂﬂ52_3
En multipliant les trois égalités membre & membre, et en simplifiant, on obtient :

r3=rp ms%m& -251 CO% E!._-i . On multiplie alors les deux membres de cette égalité par
in 2—'3 ( c'est le sinus "cosinophage”...). On obtient :

. B i i a . a .
nmii:mcmicmiicmiismg (Egalité 1)
On appliqm la formule Irlgunmn&lriqur, aux deux derniers facteurs :

13 gin = 2 é sin (2. 1:,_ )= ; 5in — 22 On remplace dans 'égalité 1 :

e |
r3 :mij=§mcmim§sln2—z.
On applique & nouvean la formule aux deux derniers termes. L'égalité devient :
S N | a. a
13 5in o5 = S5 Tp cos 5 sin g .
On appllqun une derniére fois 1'égalité anx d.cq:r. derniers termes :
3= 213 rp sina . D'ol pour finir r =m~%@l~ . 1 2
sin 3

Il reste & généralliser cette formule, c'est & dire & prouver que :
. Une récurrence s'impose.

rgsin

Tn -=r|}sma.2“ ;
EIIIE

La formule est vraie pour n = 0 {on trouve rp= m).
Supposons la vraie au rang n, et prouvons alors qu'elle est vraie au rang n+l.

1 1 Or a
an Iun — Iael =TIn mslm =

an
D'oi, en remplagant ry par sa valeur dans cette dernidre égalité :

a
Tnel = TpSina.=— 28 2 COSomT
sin — T

Or sm 2 = 25in—— 7 +| COs —— IM'I . On remplace au dénominateur le sinus par cette

On dispose donc de ry = 5in 8.

expression, on simplifie, et on obtient ry4 =g sin a. ;.:nl+| _]a_ » €& qui traduit bien
&in —
n+1
la formule i l'ordre n+1.

Slﬂz"ﬁ'

Ce résultat est donc vrai pour tout n @ ry = rp sin a. 11n

Peut-on alors déterminer la limite de ry quand n tend vers 4= 7
On ne va s'interesser qu'a la partie variable de rp, c'est i dire % : 1 -
sin —
20
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I -1E iH 1 im-‘l;ra il:a]i*ciﬂther iF‘r; I0 El .mE‘ =z

La calculatrice donne bien une
limite.

Mais d'oil vient ce résultat ? .
2n 1
b 1i A
n-p: 5iqii a
El'l
ﬁ&EEEEI E“n*ifsin(af%ﬂl.n.#}l

Puisque la limite est g, on peut faire apparaitre a dans l'expression de 1y

Iy = 0 :m 2 Eiﬂ L T Et on peut surtout se demander quelles sont les limites connues
§in —

an
concernant le sinus. On en connait an moins une, qui vient de la dérivation de la

fonction sinus en zéro :lim Slxﬁ= 1. Or, quand n tend vers +ee, %tmﬂ vers 0. Donc la
x—H

2 &8t 1 quand n tend vers +e=.

2n
Pour finir, 1a limite de ry quand n tend vers +oe est 5"% . Vérifions :

- a 1
ll.m::l:us'I:|w=2'—,_I :

<
| &n

On sait qwru-ﬁﬂ,tta=4£.ﬂ'uﬁla limite cherchée est égale & :Sﬁ.Tz ;

A

cest  dire 2 ( valeur approchée & 105 par défaut : 6, 366 19).
b 4

La suite des modules converge dong, et comme la suite des arguments principaux
converge vers (), la limite de zy est un réel positif, €gal donc & son module.

Ce qui prouve du méme coup que la limite de la suite xp, partie réelle de zq, est égale
aussi & la limite de zq quand n tend vers 4es.

On vérifiera dans le tableau de valeurs obtenu précedemment que lindication donnée
par la calculatrice sur le comportement de la suite (xq) était assez bonne.

5. Aller éhcore plus loin...

On peut se demander ce que deviendrait cette suite si on en modifiait le premier terme.
En particulier, que se passerait-il si zg était réel positif ? Réel négatif 7 Si sa partie
imaginaire €tait strictement négative 7 Le lecteur attentif qui observera les différents
comportements possibles pourra constater que la suite ne présente un intérét que si zgp
n'est pas réel. Et que ce qui précéde permet d'envisager tous les cas de figure.

Un aurre cas de fipure, avec la [Fimoy fe= 1. 72 ) FE® T Fiw
partie réelle de ) ﬂégﬂ'”‘ugl bl oon(Trace ReGraphMathiDrau]-

Les paoints successifs ont &€ reliés
(style Line) pourmiciux visualiser le
phénoméne,

Variante : que se passerait-il pour

fa suite zﬂtﬂé{z“+zlz..l}?
! T - .
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5.Probleme long

=3 o N

race tdr"ﬂ!'h -'Ilfrh D;*i;uﬁ f’ T 1

w f— Zoam

Il était impossible, a propos d'un probléme "ouvert", de
distinguer les solutlons, et les voles et détours qui y ont

amené.
On trouvera donc ici gquelques observations sur les chemins

sinueux de la recherche...

> RAME YT RA A Sniy
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Les questions

Est-ce que la possession d'outils de calcul puissants, en déchargeant l'éléve des tiches
répétitives, et de simple calcul, favorise la réflexion, la recherche de stratégics
rales 7
au contraire favorise-t-elle la dispersion dans de multiples 1iches sans cohérence les
unes avec les autres 7

Est-ce que la possession d'outils puissants favorise une démarche basée sur des phases
de conjectures, de preuves, de réfutations 7
Ou au contraire favorise-t-clle la multiplication d'essais sans conjecture, ni bilan, une
sorte de *péche® [Artigue 1995] aléatoire 7

Quelle est la relation entre les habitudes de travail des éléves avec les machines,( la
typologie mise en évidence), leur niveau scolaire, et leur investissement dans des tiches

plus longues 7

C'est & ces questions que 'on va tenter de répondre avec la proposition aux éléves d'un
probléme long,

Ce probléme sera donné aprés une premigre familiansation avec la TI 92, et avant que
la pression du bac n'empéche une recherche assez libre, donc entre fin Janvier et début

Avril.
Modalités

Le probléme sera donné pour recherche libre 4 la maison, de telle fagon qu'une sorte de
maturation puisse s'opérer. 1l y aura & intervalles de temps réguliers des moments de
synthése en TP (toutes les 3 semaines). Les résultats partiels seront notés dans les
cahiers de recherche. Les résultats significatifs bénéficicront d'une sortie sur
imprimante distribuée & tous les éléves, Une synthése du travail sera publiée en fin
d'année, et donnée & fous.

Critéres du choix de 1'énoncé

Ils sont au nombre de 6.

On recherche ici

- un probléme qui permetic a tous les éléves de commencer la recherche, et de trouver
des reésultats partiels |

- un probléme pour lequel la possession d'un outil comme la T1 92 soit un atout décisif ;
- un probléme qui permette des changements de cadre (algébre, analyse), et des
changements de point de vue { une seule [onction, ou des raccords de fonction 7) ;

- un probléme qui soil une réelle modélisation : on veut déterminer une fonction, pas
comme objectil en soi, mais pour pouvoir optimiser un trajet donné ;

- un probléme dans lequel les outils de l'unalyse (calcul différentiel, calcul intégral)
soient centraux ( rapport au programme de TS, et au bac ) ;

- un probléme dans la résolution duquel les éléves soient confrontés i la question de
limmite.

On trouvera ci-aprés une premiére version du probléme, les premigres tentatives de
résolution/ professeur, puis la version donnée aux éléves, leur travail de recherche, et
enfin les legons g%uf: l'on peut en tirer. Signalons que cest un probléme posé par Gilles
Aldon [Aldon 1995] qui a été I'amorce de ce lexie. ..
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" Le " probléme

I
10 X

(]
L)
i
I
i
i
I
i
i
I
1
I
[}
L
L}
] g

e -] i R Y -

) 5
Premiére version de 1'énoncé

Le dessin ci-dessus est une modélisation des contraintes s'exergant sur la trajectoire d'un
avion :

1l décolle en O, doit passer au dessus d'un relief qui culmine en B, puis passer au dessus
du plateau [DE]. mais sous la masse nuageuse (LJKL), et enfin atterir sur unc piste qui
commence en F, et de longueur infinie (pourquoi pas 7) : le contact entre 'avion et la
piste, pour étre le plus doux possible, devra se faire " l'infini".

On considérera que le dessin ci-dessous est une modélisation qui "enveloppe" les reliefs
réels : donc 'avion peut passer par B, mais pas en dessous !

uestion
Déterminer une fonction dont la représentation graphique satisfasse 4 toules ces
contraintes. On n'utilisera que des combinaisons de fonctions puissances et de

I'exponentielle

uestion 2

On veut maintenant optimiser le trajet. L'idée est que 'avion monte "le moins possible”.
Cela peut sc comprendre de deux fagons {au momns) @

- I'avion transporte des voyageurs cardiagues, Aussi, le pilote doit s'arranger pour que,
sur le trajet, la pente maximale de l'avion (en valeur absolue) soit la plus faible possible.
Pour deux fonctions données, [ et g, on considérera sup If ' et sup | g' | La fonction
qui aura le plus petit sup sera réputée la meilleure.

- 'avion est un avion espion. I devra done voler au plus prés des reliefs. [l Faudra ici

minimiser l'intégrale de f.

MB. 1l est "clair® qu'il n'y a nécessairement de solution optimale... saul & nc plus
respecter le contraintes de dérivabilité de la fonction cherchée ! {cf correction finale).




Lnseigner en Terminale ¥ avee dex coloulairices
COMprenanl wn spridene df mathematigue rmboliue.
(REM de Monipeifier, page 229

Probleme long. Etape 0 ¥

Chronique d'une recherche préalable du professeur.

Ce qui suil est le travail préliminaire réalisé pour tester la faisabilité du probléme,
vérifier son intérét, général, et relativerment 4 la machine, et en conségquence ajusier
I'énonce, préciser le dispositif de réalisation par les éléves,, Il s'agit d'une analyse a
priori des difficultés technigues el mathématiques. Marginalement, ef ce n'est pas
dépourva d'intérét, cela permet de s'entrainer un peu dans la manipulation des
différentes applications de la TI 92...

Remise en cause du schéma initial, simplicité oblige

= La TI 92 a un écran de 239
=11.9 ixels sur 52 pixels en
=1, uteur.

n=g.
1=1. Si on veul placer des points
el "simples”, le choix d'une
[enétre comme la lenétre -
contre n'est pas mal.
s racejRebr aul~ ¢ Du coup, on va réduire la

hauteur des reliefs de 54 4,
pour pouvoir passer plus
facilement. Un conseil :
sauvegarder la [ligure
construite, pour ne pas la
rebatir & chaque fois...

Bemargue : dans un [ichier "Picture®, la Ngure est sauvegardéc non pas avec ses
coordonnées, mais dans sa position-écran. C'est & dire que si I'on change la fenétre, et si
on appelle la figure, elle se replace au méme endroil.

Premiére tentative, avec des trinémes du second

degré

On peut bien sfir discuter ce choix : le physicien recherchera des fonctions de classe C2,
ce qui impose an moins des polyndmes de degré 3. On en parlera plus tard, avec la
méthode dite des "splines cubiques®.

Le choix des polyndmes de degré 2 est justifié par le fait que ce sont les plus simples
nous permetlant dés raccords dénivables. Cela permel des ajustements assez
rudimentaires, & trois conditions : on part d'un point avec dénvée imposé, et on va 4 un
aulre point...

De plus, avec les polynimes du second degré, on dispose de dérivées et d'intégrales
simples...
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Doit-on suggérer aux €léves de commencer leur recherche ainsi ? A débattre. Mais a
priori, je serai assez pour que la recherche théorique soit la plus libre possible, notre
rile étant celui de "prestataires de service” : on montre comment il faut faire,
techniquement, pour réaliser la tiche envisagée.

- 3 L | L sy :\:i' | J':'
= gonfiall vijfiviefoat,.. Pour le départ, on ajuste le
ot &1 décollage, et le point (5,4).
3% a1 J'utilise les fonctions
E ni : "définies par morcean”, j'ai
Al T — prolongé horizontalement,
honi2 parce que je n'ai pas su quoi
55 +X 23 faire d'autre...
-yl 4,0lse { A noter, la syntaxe des
COxd=when (x5, A%x" 5 fonctions "par morceaux”)
v Zoon|Trace HEGra.ph Math [!I:-i;u - Ca marche bien.

Petit probléme : mon relief a
disparu. Pourquod, mystére,
I Heurcusement qu'il  est

enregistré, et peut Etre
rappelé facilement.

i TS
» 7 il i™ III "o i W
:!? oomfrdil] + Puljsiyiefbar. .. On ajuste maintenant aux
ot 41 points (5,4) et (6,4), avec un
13" g: raccord dérivable en (5,4).
ut P = 2 AT
FReT Pour cela, j'ai écrit un
I 55 systéme d'équation, et résolu
-g-x2  BE-x celui-ci griice 4 la machine.
—gF —+—g— -4, else
- NExES 4¥x™d /25, “B¥x™.
FUNE
Ca marche...

r

Puisque cela marche, il n'y a pas de mison de ne pas poursuivre...
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compTeRTl wh sysiéme de mathémelisee
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- F bl Fi -
- falaly 1:|‘:i.t. » I.Etu'e =:'E.--
‘4.12
- xEF
b 2—3 '2 ga
s e T 1
Blse
11-x2  49-x
9 —m—+4?-"2,-ln
w2 (x)=
(ST I TN

—RA CIALT

TR

On ajuste maintenant aux
points (6,4) et (10,2), avec un
raccord dérivable en (6,4).
Pour cela, j'ai (encore) écrit
un systéme d'équation, et
résolue celui-ci grice 4 la
machine.

(a ne marche plus...

Les conditions imposées sont
bien sfr réalisées, mais
l'avion s'écrase sur le platean.
Est-ce i dire gue le parcours

via les trindmes est
impossible 7

Non, sans doute, mais il faut
procéder autrement...

On peut faire le raccord plus bas...mais je n'y suis pas armrivé ; en fait la pente au point
forte. Il faudrait 'adoucir en modifiant le trindme de départ..

de est

contraignant.

En fait, ne disposer que de 3 degrés de liberté, avec des trindmes, s'avére vite... assez

D'od un changement de contrat : j'essaie de raccorder avec une cubique, en fixant le
conditions : raccord tangent en (6, 4), f{10) = 2, et £ (10) = - 0,1 (pour préparer

l'atterrissage...)
v f— Enrr:n :f:ili i, % Jrl. :’.TII.II'III- 1 s s
“PIoL 1t O weiva
F‘4rx.z
*x%5
yls] 25 g
_Eé.‘l‘_+.%'ﬁ_44_155 M
-7 %5 99-x%  469-x . 157 :
L™ Tee *"@0 ~—do Tt 4 ¢lse
1Cx) [4 Xy ™ when (..

- W
- f2oon|Trace|ReGraphMath|Draw|-

F™ k7

Evidemment, I'écriture de la
fonction devient de plus en
plus complexe.

Mais, une fois compris le
principe, il ne s'agit en fait
que d'empilement d'étages
semblables.

a marche... Ou plutdt ¢a
vole...ll fandrait cependant
vérifier qu'il n'y a pas de
probléme de crash juste
avant (10, 2).

Si cela n'avait pas €€ le cas,
on aurait toujours pu
modifier la pente de la
tangente en (10 ; 2).
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Il ne reste plus qu'd atterrir... Il nous faut une fonction A limite nulle en +ee , exp{-x) fait
I'affaire. 1l nous faut de plus le raccord tangent au point (10, 2), d'oil deux contraintes,
donc deux degrés de liberté : on va prendre (ax+b) exp(-x). D'ol le systtme :
(10a+b)exp(-10) = 2 , et (-9a-bjexp(-10) = - 0,1.

Un coup de machine : a = 1,9 exp(10) et b = -17 exp(10).

1l nous faut aussi éviter que l'avion ne remonte, donc éviter que la dérivée de cete
fonction ne s'annule aprés 10.. Ce qui est le cas ici (cela tombe bien, mais n'était pas

spécialement prévu !}

L L 2 Fr
- Zoom[Edit] - Fll|Styleftddt... L'empilement des conditions
P X3
il ~55 X232 se poursuit, sans problémes
-8 %2 L R apparcnts,
_-E— . b
-7:x3 —wwx?  469-x 157
i - by - e AGaEr
(1.9x=17)-¢ %7 10 alze

o
IE& Cxr= -

- !
- {—1Zoon Trace[ReGraph[Math|prauly ¢ a marche...

Fin provisoire, pour cetie
méthode par raccord de
courbes.

N

TIE

Mais le probléme reste ouvert d'un passage avec des polynbmes du second degré. Le
faire est &videmment possible, en multipliant les raccords. Le faire avec trois bouts

seulement, sans doute, mais comment effectuer la recherche correspondante T Avis aux

Avant de passer i d'autres méthodes de recherche de courbes adéquates, on peut déji
voir comment fonctionnent les deux critéres d'optimisation :

* T F1 FE* w (7 On peut passer d'abord par
» f—|Zoom|Trace RE&F‘-‘IFH ath|Draw|« ﬁ? an ];ﬂlf:ll]; appruché. d.EI'IS
I'application graphique : 1a
I'intégrale - une wvaleur
approchée - est calculée entre
0 et 11,9.. La machine donne
23, 710083,
MNotons gu'il est indiqué
*exact” sur le bandeau du
bas: un peu génant..

T Ot dalw=
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comprengil g sysiime de methdmatique symboliqee,
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- - Mais s'api t d'optimisa-
< lﬁrn I;ml.i:- ﬂ{htr" gnl0|Clear a-z. ﬁullsils,';gultsf:il;ux :a[;s]gl:;r
la valeur exacte, et de 0 &

. 9 +o2, C'est possible, puisque
"I g ¥100dx e 5 lintégrale converge.

11.9 “p5i.e 19718 . On dispose ainsi de la valeur
"lg  YlCxddx 160 * exacte de lintégrale “totale”,

11,9 Sl de la wvaleur exacte de

o Wifx)dx 23.710083038 lintégrale sur [0; 11, 9], el
Pyl Cxd %, 0.11.9) d'une valeur approchée

um
précise et confirme le résu?tat
de 'application graphique.

[EEE

On voit bien tous les problémes qui se posent ici : définition d'une intégrale impropre,
‘valearexacte, valear-approchée...
Mais la machine s'avére ici d'une redoutable efficacité pour toute la partie calculatoire.

gt fliaiation <t fotgsog,

¥ = lﬂ;:ra ar:ﬂth‘;rl’r‘gﬁll} lear a—-=z.

F%E‘-.:s 5 On calcule d'abord la valeur
Yr-16-x exacte de la dérivée de |
+BB-5, K56
: : b On obtient - évidemment -
;zilg'g,x— + %ﬁ - -‘zﬁ.?-- =10 une fonction définie par
'I:I-'B'H'—l?ﬂj'f _H""lﬂ lgrf"xﬂlr I.E MOTCEAUX.
= + .

IEET“"F"‘T‘FF"T"T"‘T‘“- ek MO 7] | v netoment i aue i
c'est & dire que, comme

prévu, le raccord est Cl,
mais pas C2.
On peut utiliser I'application
\-.._..r' graphique pour avoir le
maximum de [, qui est aussi
le maximum de | £ | suor
Ma i mum l'intervalle [0, 12].
AL ERRLT THRE Mais ce n'est gqu'une valeur
approchée !

Cependant, on peut
considérer que sur [0; 6], les
dérivées sont des fonctions
®=1@ 3 affines par morceaux, puis
sur [6; 10], la dérivée est un
polynime du second degré.

Le maximum de | [ | est donc
obtenu en 5, ou 6, et c'est
exactement 1,6.

21:% ‘X _ 469
160 ' 40 qa'
{19:%-170) -
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1 zr 1 _F3 * 1 FEw
v f—|Foom|Trace el.':!:aq:h Math |Draw | Mais que se passe-t-il sur

[10, 4o ?

Un peut se rassurer en
regardant le graphique de f

sor cet intervalle, et en se
! rappelant qu'il s'agit d'une

Ni fonction exponentielle
*E

jct -. 7367442

FLIME

ninu:-n
P10, 947369

On peut aussi étudier les

%5 <E ] variations de f° sur cet
A intervalle par I'étude de f ",
g5t 99040,k <10
| . L.k + 10 =%+ 10 b Bref, et pour finir, on a bien,

12 % 170y A2 o sur [0, +sof, max |f1= 1,6
rdef,; else

ef,else

FIIRE T2
Ainsi, pour le trajet convenable choisi, les constantes d'optimisation sont, pour

l'intégrale %\, et pour la dérhré:% . Qui dit mieux ?

Pour conclure sur cette premidre partie, deux impressions :
- la détermination d'une courbe convenable me parait & la fois suffisamment

problématique pour stimuler la recherche, et 4 la fois suffisamment & portée d'un €léve

moyen pour ne pas la décourager.
- la partie optimisation est sur le plan technique assez rapide, et permet de relancer la
recherche pour faire "micux”.

Deuxiéme tentative, avec une nouvelle stratégie
d'interpolation : les splines cubiques.

"Le terme spline veut dire "tringle” ; son emploi est dii au fait qu'en dessin industriel,
on interpole une suite de données & l'aide d'une tringle souple” [Ovaert 1983]. "Les
splines vont réaliser une interpolation polynomiale par morceaux, mais de plus anx
noends, on imposera un dégré de régulanté jupé nécessaire” [Théodor 1989].

Les splines cubigues reposent sur une interpolation polynomiale de degré an plus 3,
avec des raccords C2.

Méthoda générale

On peut baser l'interpolation sur 13 points, avec une subdivision de [0, 12] en 12
intervalles de méme amplitude h.

Alors sur l'intervalle [x;, x;41], la fonction d'interpolation est définie par :

41 - -x)} & hd; w1 hdi
st =y QLXE | g XDy By o ot By
{ d;j étant la valeur de la dérivée seconde au noeud i, et fj la valeur de la fonction an

méme noeud [Théodor 19897).
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Les seules inconnues sont désormais les coefficients dj, que l'on détermine par
résolution d'un systéme tridiagonal d'ordre n-1 (dans le cas ol I'on fixe dg =dp = 0) ;

AKzﬁde&c::

A = (diagonale de 2, sur et sous diagonale de 1) ;
B= '.TZ o H] + ﬁ]: LR fﬂ H 2'.I?I'I-]. + fI'I-: }‘

En bref, la résolution générale me semble sortir du cadre de ce probléme. Elle pourrait
cependant donner matiére A un probléme assez intéressant, mais d'un niveau supérieur.

Méthoda "locale"™

On va rechercher des polyndmes du troisi#me degré, avec des raccords Cp, mais avec
une méthode "pas & pas". Au début, on a le choix (quatre inconnues, quatre
contraintes) :

- s0it on impose une dérivée seconde nulle en 0 ;

- s0it on impose que la courbe passe aussi par (6;4).

[ 3. F¥

» f—|Foon|Trace |[ReBraph ath|Draw|= p‘f”

8

o=

yl
H [ ]
ylz=
X =A%x"3 /125]
1T
e il S0 B SN AR SR
«FLOTE
3
Teoxss
ks 3 L2 M
“Paiws | 1092-x° 1892 % . <4 ol
o Z5 5 o
%
=
5 (x> =when (x<5 , 4%x" "%
RN

~ —|Zoon|Trace [Retraph|Hath|Drau] = Vi

u5
B ol ;
7257 , 109207 _ 1092 - 364.5M
S511-x3 _ 6700-x2 | 129.x _ 1151
3800 3800 B 3 " \ /

E‘%Eﬂ%g?g xirﬂ,*x’:i.—'lﬂﬁ -when,, -
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wxr=f11%x*3 01 %x"2/225
R SRR

Les contraintes f{0) = f ' (0) = 0, f{5) = f{6) = 4, sont réalis€es. Hélas, comme le montre
la mobilisation de Trace, la trajectoire percute le rectangle...

Il faut done raccorder avant, par exemple au point d'abscisse 6, ce qui nous donne trois
contraintes (raccord C2) avec comme quatriéme contrainte f(7) = 3.

- Zoom :::1'.1 k] Ay _=!.£'|T|- P ek s« v f— Zoon rgr.e ReGraph O i f
aFLOTS B
-11-x3 | 91.x2 ” .
I - Sk
Wb
-43-%5  258-x2  4676-x . £52
— AT gn tR ol
e
u =
uig=
(xd=when(xib, - 11l%x"3/225+91,| [xci?. 13
1 F

Nouvean raccord an point (7, 3), pour passer au point (10, 2).

i Faw 700 b9 [Hp=] Fue ]. Fo
» f={Zoonfk431] - 1l BT S
Lo

“110xS | 91-x2
PER - S W ini

-43-x5  258-x2 _ 4676-x 652 )
vy YT TT e Ty

523-x°  4048-x2  30562-x _ 4482

4/ G| S i35

¢a coince...

Aprés de nombreuses tentatives, j'artive i trouver un raccord, en imposant le point

(7,5;2,2).
Mais ledit point se trouve "juste aprés la remontée” de la courbe...
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652

-I.-Il-x

5 r

422-x3 _2997-%2  €3679-x _ 9981
25 ;- RS 7

yrl=
i% Cx)=when(x<6,~11 ;E'*'; .-'2254‘1...'

11 est alors trés difficile d'opérer un autre raccord du fait de 1a rigidité des fonctions Ca.
Soit elles percutent un des obstacles, soit alors il faut se placer gux abords du creux de
la fonction (oi est le curseur), mais alors on doit prendre une valeur de x avec an moins
deux décimales, ce qui entraine une inflation de calculs difficile & gérer,

Ou alors on reprend le probléme an départ, en imposant que Ia courbe passe par (5, 5) et
(6, 4), pour bénéficier ensuite d'une pente plus douce...

- f— oonpdit] - Jeis :'r-;f_':' S P
iTs . :
4% 29+%

R | cmbder

Y=

H =

Sii=

Y

W
Igé%x}-‘dﬁxﬂaﬁqhgnﬁﬁpﬁ

Ensuite un raccord Cp au point (6 ; 4) et le passage par le point (7, 3).

*r{_; c:::n :f"'jii' & "f?- ".T-E.TE"III- #1311 . - f— En;n Trace raph afh r;u- i‘-"l""i
aFLOT -
e . 292 T
ey A LB s
82:x% _ 1519-x?  1032:x _ 2064 _.
7= S IS el
k|
ui?-

Cxd=w = %3 /45 + 2%
ﬁﬂ%* e ] T

Fin provisoire, pour cette méthode.

Troisiéme tentative, avec une stratégie
d'interpolation.

Jimagine gu'elle risque d'apparaitre la plus naturelle pour beaucoup d'éléves : on
recherche une fonction, donc "définie d'une seule fagon®, ce qui impose d'aller chercher
suffisamment de points, et done des polyndmes de degré assez élevé,

On sait que cette méthode réserve un certain nombre de surprises...

Commengons par une stratégie type Lagrange. On fixe les points, et on détermine
l'unigue polyndme de degré convenable passant par ces points.
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compreratal i systdme de mathdmanique symbolique.
IREM de Mongpellier, page 238

O fixe 11 poinis, on va done
déterminer un polyndme du

107 degré.
= b Les polyndmes de Lagrange
i LA A B R sont certes sympathiques,
miais sans programme ad hoc,
ils sont particulitrement

. i 99.x2  469-x S M fastidieux & écrire...
1ea Y" e ~~ 40 4 '*7 :

(1.9-x-17)-¢ %+ 10 cl1se On hénfﬁfm toutefois duo
e T i P . e = Y (i EY L “couperfcoller” pour ne pas
BT (6 = 2) (% = 3)-(x = 4)-(x = 5)-(x _] (: écrire 10 fois la méme chose,
ou de l'utilisation de

matrices.

On bénéficie d'une fonction
de classe Coo, mais la dérivée
n'est pas nulle en zéro
(normal, cela n'a pas €té
demandé, et les amﬁenu de
parcours sont nombreux...)

Quant aux possiblités
d'atterrissage, elles sont
difficiles 3 envisager...

On a écrit explicitement le polyndme de Lagrange avec la formule consacrée. On aurait
pu aussi, et ce serait pent étre plus commode, écrire le systéme de 11 équations 3 11

INCONNUES.

La rentrée des données dans le tableur est assez simple (on colle les formules dans les
bonnes cases ), et on définit alors le polyndme avec comme coelficients les cases de la
matrice solution, Ce qui fait que, si on change les points, on a automatiquement le

polynime.

Pour faciliter certaines étapes, on peut aussi choisir de faire travailler les €léves "en
aveugles”, en rentrant les programmes correspondants avec le cable dans les machines.
Apres cet échec, on peut rajouter d'autres points, ou changer les points,.. ou renoncer,

On peut imaginer que, si on doane des procédures peu coutcuses aux éléves pour la
recherche de ces polyndmes, on risque d'assister & des comportements de "péche"”, c'est
4 dire de recherches aléatoires, qui ont fort peu de chances de déboucher.

Mais notre réle dans cette recherche n'est pas nécessairement d'indiquer les voies
rovales de résolution...
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IREM de Monfpellier, page 279

Quatriéme tentative,
quatriéme degré.

avegc una

régressicn du

1l s'agit'd'une toute autre stratégie : on va déterminer un polyndme de degré donné, qui

s'approche au mieux des points choisis.,

On va rentrer donc nos contraintes dans un fichier de données, et on va choisir ici une
interpolation du quatrime degré ( en principe la plus riche parmi les ajustements faits
par la machine, smvant, j'imagine, la méthode des moindres carrés 7 ).

w | FG™
- Zoon|Trace |ReGraphiMathDraw|-

: N
H—I\\? a
o \‘“\_u_.A
- - -'m-

Je rentre des images pour
f(x), = variant de 0 & 13 par
pas de 1.

Les images choisies
correspondent & un trajet
possible imaginé. S'agissant
d'ajustement, on a "amplifié"
les contraintes.

On a rentré en Y1 le
polyndme d'interpolation du
quatrigme degré, calculé
automatiquement par la
machine.

Pas trés brillant comme
trajet...

On pourrait alors faire
d'autres tentatives, changer
les points, changer
l'ajustement (cubique,...),
augmenter le nom de
points dans les “zones
sensibles”...

Ce travail pourrait aussi déboucher sur une classification des polyndmes du quatrizme

Fin {[:.r;ﬂvimirﬂ} des manoeuvres d'approche (des premilres manoeuvres... : on n'a pas
abordé ici les questions d'optimisation!). Aprés ces premigres recherche, I'énonceé est

reformulé (voir nouvelle formule ci-aprés
Place au travail des éléves |

i}

60ROV LAIORAABA
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comprenand un sysidme de mathdmarique symbolique,
IREM de Mordpellier, page 241

Probléme 1'5!1? {énoncé donné aux &léves le 16 Janviar)

Pour la réflexion, le recherche personnelle et collective...
C'est une sorte de prolongement des TP, Le mieux est d'y réfléchir en équipe !

On prendra pour traiter ce
probléme la fenétre ci-contre.

On constatera que, si on se
déplace dans cette fenétre
avec le curseur, les abscisses
des pmnts sont d::s valeurs
décimales “simples"

(pourquoi 7)

On va commencer
dessiner dans la fenétre

graphique une configuration
simple, avec la commande

2 ory nnhl Line
b er*t

ZiText i Description de la commande
page 7-18 du mode d'emploi

Les points ont les
coordonnées suivantes :
O(0,0); A(5,0); B(5,4);
Ci(6, 4) ; D{6, 2) ; E(10,2) ;
E(10, 00 : 1(10, 3) ; J(10, 4) ;
K(7,4); L(7, 3).

On peut noter les points avec
le menu F7 (Text), mais ¢'est
inutile, et nuisible méme
{surcharge de I'écran)

On va enfin enregistrer ceite
figure (choisir le menu F1),
avec comme nom de
répertoire pbl (comme
FJT;:.'I" P 1:;1.1:: * probléme long)

o : Description de la commande
Variabledpbl ] page 7-19 du mode d’emploi

La figure est dés lors
enregistrée. Pour la
récupérer, Menu F1, Open
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Enoncé
On peut maintenant commencer le probleme...

Féw
Drav]» Le dessin ci-contre est une
modélisation des contraintes
s'exergant sur la trajectoire
d'un avion :
1l décolle en O, doit passer
au dessus d'un relief qui
culmine en B, puis passer au
dessus du plateau [DE], mais
sous la masse nuageuse
(IJKL), et enfin atterir sur
une piste qui commence en
F, et de longueur infinie (pourquoi pas 7) : le contact entre 'avion et la piste, pour &tre
le plus doux possible, devra se faire "a l'infini”.
On considérera que le dessin ci-dessus est une modélisation qui "enveloppe” les reliefs
réels : donc l'avion peut passer par B, mais pas en dessous |

Déterminer une fonction dont la représentation graphique satisfasse & toutes ces
contraintes. On n'vtilisera que des combinaisons de fonctions puissances et de
l'exponentielle.

On trouvera les indications relatives aux fonctions dans le mode d'emploi, chapitre 23.
On trouvera des indications relatives a la résolution des sysiémes d'équation dans le
maode d'emploi, chapitre 22.

Pour montrer que tout ceci
est possible, wvoici un
exemple d'itinéraire...

Il resterait bien siir & prouver
que la fonction convient bien
{contraintes d'atterrissage, de
décollage, position par

T4 aux points critiques
B, C... Mais la courbe a belle
allure...

On veut maintenant optimiser le trajet. L'idée est que l'avion monte "le moins
possible”. Cela peut se comprendre de deux fagons (au moins) :

- 'avion transporte des voyageurs cardiaques. Aussi, le ]i'ilﬂtt doit s'arranger pour que,
sur le trajet, la pente maximale de 'avion (en valeur absolue) soit 1a plus faible possible.
Pour deux fonctions données, f ¢t g, on considérera sup If* | et sup | g’ |. La fonction
qui aura le plus petit sup sera réputée la meilleure.

- I'avion est un avion espion. 11 devra donc voler au plus prés des reliefs. Il faudra ici
minimiser Iintégrale de f. A vos compas |

Tming : Ie preambule doit eire traile assez rapidement (demander aux copains en cas
de blocage 1), a premidre question doit &tre bien avancée d'ici la fin du mois de
Janvier : le TP du Jeudi 1 Février y sera consacré, Pour la deuxiéme question, on verra
en Février, Ce travail est important ! Les meilleures productions seront primées...
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cowmprenand un sprtéme de mathdmatiquee rymbotique.
(RENM dle Momipeilier, page 243

Probleme long, I.

Premier bilan des travaux des é&léves.

Le 7 Février, comme prévu, la séance de TP est consacrée a un premier bilan des
travaux réalisés, seuls, on en groupes.

Ce gui est remarquable, c'est l'intérét de la plupart des éléves pour le probléme:

- le graphique du décor a £i¢ préalablement exécuté, ef rangé dans le fichier "phl”®,
comme demandé dans l'énoncé ;

- des solutions ont €1¢ trouvées par plusienrs éléves, toufours originales, et iémoignant
d"un travail réel ;

- tous les groupes oni cherché pendant le TP & améliorer les solutions existantes pour
les plus avancés, a trouver des ébanches de solution pour les autres, parfois
maladroitement, mais foufours avec tenacité,

Petit panorama des solutions trouvées ...
et coomunigquées !

On va d'abord considérer les solutions donnédes "brutes®, puis les solutions qui ont &1
communiquées avec un rapporl lémoignant de Uhistorigue de la recherche,

1. La solution de Caroline,

- quelques erreurs ; la solution en Y2 n'est pas franchement un polyndme, et la dénivée
en zero n'est pas nulle ;

- une idée qui est peut &tre interessante @ définir le trongon & gauche du relief, puis un
trongon & droite... Mais il faut pouvoir ensuile raccorder les deux bouts !

Th 2 ..'”."-—!" i"}%’i Foh s

2. La solution de Nathalie et Tristan.

La plus originale. L'astuce est de calibrer le domaine de définition des fonctions pour
ue fes trongons de la fonction ne dépassent pas lintervalle od ils conviennent.

Il v a aussi une certaine intelligence des raccords : le recollement le long d'asymplotes

assure une certaine "continuité des pentes" !

On imagine le travail réalis¢ pour délerminer les constantes permettant de respecter les
contraintes du trajet...
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0,01

( la premitre fonction, qui n'apparait pas dans le fichier ci-dessus, est N )
L'intelligence mise dans cette réalisation devrait permetire de réenvisager le probléme,

de plusieurs points de vue :

- les fonctions utilisées { polyndmes et exponentielles };
- le décollage ;

- les raccords.

Ce qui nécessitera probablement d'utiliser la syntaxe des "fonctions définies par

morcean”,..

3, La solution d'Erwan et Hakim

Les fonctions utilisées sont licites ( sauf la fonction inverse...). Cependant...

- il faudrait apprendre & définir des fonctions par morceaux, pour éviter “les bouts qui
trainent”...
- les raccords ne semblent pas étre particulidgrement dérivables...
o camledit] + JAL1[styl el s . . . e acelRebraphMathDraul> &
£
,‘.2
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4, La solution d'Alexandre ¢t Laurent

On trouve 14 une solution de la méme inspiration que la précédente, avec les mémes

gualités, et les mémes défauts.
Le rapport de recherche garde ici une trace du travail effectué :

" Pour arriver A ces résultats, j'ai utilisé les fonctions de référence tournées et retounées

dans tous les sens..."

Le résultat un peu désordonné provient d'une recherche de méme nature...

{(voir ci-dessous)
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S, La solution d'Alice et Brigitt

Premiere solution utilisant 'éditeur de . Clest d'autant plus interessant quoe
cette perspective n'avait pas été indiquée en classe...
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Les problémes du tracé sont clairs :
- le tracé percute la plate-forme ;
- les raccords sont continus, mais pas dénivables.
Le bindme I'a constaté, en notant : il y a un probléme pour la troisitme fonction : il faut
que le nombre dérive de la 3tme fonction soit le méme que le nombre dérivé de la déme
fonction en 10 "pour que le voyage soit possible physiquement”.
Il est vrai que la cassure de pente est claire en 10, Mais elle existe aussi aux autres
points de jonction, par exemple en 5, comme on le verra ci-dessous :
;Igar le calcul exact, dans 'application initale ( on notera que la machine refuse de

river la fonction Y1 définie & partir d'un programme ) ;
- par le tracé des tangentes, dans l'application graphique : si on demande & la machine de
tracer la tangente au point 5 ( commande Tangente dans le menu Math ), elle répond trés
explicitement : "no solution”. En fait, elle refuse de tracer les tangentes en tout autre
point, Il semble que ce soit un défaut des fonctions rentrées en programme...
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Identiqi® dans son principe & la résolution précédente. Pierre note sa méthode
" utilisation du manuel pour définir les fonctions par intervalle ;

- utilisation des fonctions de référence ( x2, 1/ x ...)
- puis, par des manipulations quelcongues, le hasard fait bien les choses, ! ®

I.Fiicunaxi;iﬁiﬁ“iFiéé...MﬁqT i E;m r-::.r lrﬁrr::_nh ath l:ur#
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? & Then

TR TIRE BATT un.ﬁl" FIRT (T3

On notera que la réalisation est esthétiquement assez réussie. Le procédé utilisé est tout

a fait astocicux : c'est la stratégie des raccords en "manchons"”. Le premier trongon est

défini jusqu'd 5, 1, et le deuxitme trongon prend le relai dés 4, 9. Ce qui, pour Pierre,

assure la continuité des pentes...

Il y a l'llusion que des tions polyndmes différentes peuvent coexister sur un

intervalle, et que la machine peut gérer cette coexistence...

En fait, la machine, jusqu'd 5, 1, prend la premigre fonction, et, & partir de 5, 1, par

défaut, ?rend la deuxigme fonction...

Le probléme de raccord de dérivabilité va ainsi se poseren 5, 1.

Cette stratégie est assez révélatrice du type "bricoleur”. Une intelligence de la situation,

ﬂUi a recours 3 des solutions technigues au détriment d'outils théoriques ( ici la
Erivation, qui n'est pas évoquée.

7. L solufion de Cyril ef Patri

On a 14 un premier rapport de recherche assez consistant :

" On se sert des fonctions de référence puissance et exponentielle. Puis par tatonnement
on ajuste les fonctions pour gqu'elles ne percutent pas les obsiacles. Ensuite, pour les
raccorder, on utilise sur la page graphique le mode intersection, Ainsi on peut définir les
différentes fonctions sur différents intervalles. Pour établir un décollage de pente faible,
on a donc utilisé la fonction carré, soumise & un coefficient adapté aux données. Pour
l'atterrizsage, on a choisi une fonction qui admet une limite en +eo égale 4 0."

- o o - -
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Il ¥ a un probléme de non continuité en 10, et un probléme de dérivabilité, comme on le
voit sur la courbe de la dérivée ci-dessous.
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Premier rapport de recherche complet. Un extrait :
" - Partie OB : courbe de la forme des exponentielles, décalage de la courbe et

accroissement d'amplitude. La recherche 2 taton donne f(x) = -:{g )-1.

- Partie BC ; trajectoire circulaire en forme de demi-cercle, soit parabole avec concavité
vers le bas , - x2. De plus, décalage de la courbe par rapport & l'axe des ordonnées.

La courbe Y1 arrive & 'abscisse 4, 85 alors que xB = 5. 11 y a donc un écart de 0, 15.
Pour conserver cet écart afin d'obtenir une courbe parfaitement symétrique par rapport
au milieu de BC, il faut que la courbe passe par 'abscisse 6, 15.

Equation de la trajectoire du type - x2 - ax +b.

-(4,85)2-a4,85+b=4

-(6,15)2-26,15+b=4

Doia=-11.

Recherche de b A tatons pour modifier le repére, dodt Y2 =- x2+ 11x + 25, 75"

La recherche donne finalement le résultat suivant :

ey2m-xZ + 11-x - 25,79
-"uug:i 551 %
ydeT—— \
H5== Ak X
I‘ -
w)=2.
i 71114 T T d—
Les problémes posés par ce travail : 5
- le calcul est fait en valeur approchée pour b : la machine donnait exactement
b=-25, 8275;

- la définition des fonctions par morceaux n'est pas utlisée ;
- les problémes de raccord sont & revoir 3 tous les niveaux ; déja la dérivée n'est pas
nulle en zero !. -

o, ¥ aodtsbiivn e Vikicesit

On découvre ici un deuxitme rapport de recherche en tout point remarquable. Un extrait
de celui-ci, pour le premier trongon :
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n
" Sur Ptervalle [0 ; 6, 5], je prends comme fonction ?‘; "

Suit alors le calcul de la dérivée qui assure que, comme voulu, £ (0) = 0.
Puis, pour ajuster la courbe, il ajoute deux coeflicients aetb:

o
" f(x) = i‘:— Je prends n > 1 pour que la pente soit faible, et je prends b =0, 3 pour que

la penté soit trés faible au début. Je prends a = 1, 38 pour que la courbe ne touche pas le
point C,

Car le numérateur dirige la fonction sur [0 ; 5], puis c'est ensuite la fonction
exponentielle qui 'emporte...”

Il y a 14 un réel talent, qui combine la connaissance des fonctions de référence, et des
techniques d'ajustement assez habiles...

T Fiw 1
fl.'ur- -:n|1 o

BRI en¢x<6.5,. EFRC RI)7A I et P -

Le probléme est que les raccords, s'ils sont continus, ne sont pas dérivables, comme on
peut le voir, aussi bien en calculant la dérivée aux points litigieux, qu'en observant la
courbe de la fonction dérivée... comme on peut le voir ci-dessous.

“‘“‘_T Tl
(2:x - 11) 4

=108
M F 10
[9-[: "t

undef,elzse
undef,elze

£ (u100) | x = 6.5
3x=6.5

Le travail est donc & reprendre, en intégrant cette donnée essenticlle !
10. La solution de Jérdme L,

Troisi#me rapport de qualité. Et premigére recherche d'une solution globale.

Un extrait du mq_pon : : .
"La forme de la fonction n'est pas celle d'une fonction de référence mais certaing

caractéres nous font nous diriger vers plusieurs tentatives..."
La forme en cloche lui rappelle la fonction e—t . Pour des raisons non explicitées, il

décide d'en prendre 'exponentielle. Il adapte ensuite pour avoir l'objet voulu ;
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" - réglage de I'amplitude : on multiplie la fonction exp( cix} par 2. Le graphique semble

montrer qu'il faut renforcer, On essaie maintenant la fonction 2 exp ( %,‘E X

- réglage du cadrage : le maximum de la dernire fonction essayée est atteint X
proche de 1, alors que, d'a I'énoncé, il semble &tre atteint vers 5, 5. On va donc
effectuer un changement de variable. X = x + a. Il reste & déterminer a. On va essayer 4,
ce qui semblerait logique. (...) Le cadrage est presque bon, on va faire jover l'alignement
de la fonction pour avoir la fonction voulue, 1 on va abaisser le cadrage de (), 2 car cela

semblerait bon sur le graphique. D'od 2exp {%’%] "
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En cours de TP, Jeréme se rend compte que la limite en +== ne convient pas, et
détermine une fonction de raccord :

- - o i - L | w
v f—|ZoomEdit] ~ JAll|Styulej i, .. - thrmFlrl:!r*gph Drav|s &

«FLOTS

Double probléme pour cette solution :

- en arrangeant un aspect, Jérbme en dérange un autre : le raccord en 10 n'est pas
conting...

- et la fonction initiale ne convient pas en 0 : la dérivée de f n'est pas nulle en ce point
(elle est presque nulle, ce qui ne suffit pas...).

n s'im

utiliser & chaque fois que faire s peut 'application initiale, en calcul exact, pour
contriler ce qui est fait..

Voir ci dessous le conmdle :
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On voit, dans le cadre de gauche, le caleul exact et approché de la dérivée de [ en 0.
Clest pas (), mais presque.

Dans le cadre de droite, on voit que la valeur de la fonction en 10 ne coincide pas avec
sa limite & droite, ce qui €moigne d'une discontinuité certaine...

D' autres recherches de solutions globales n'ont pas abouti :

Michail et Aurélie, Elsa et Guillaume, ont recherché une fonction "globale®, en fixant 8
contraintes { [' {0} = [{0) = 0, [(5) = 4....) mais en ne prenant que 4 ou 5 degrés de
liberté { du type f(x) =e* { ax? + bx +¢) ) . Ils avaient peu de chances d'aboutir...
Fabienne el Christelle cherchent un polyndme du devxitme degré qui vérifie [(5) = [{6)
=4, etf'(55) = 0. Elles utilisent la résolution machine des systémes. Stupeur, elles
trouvent comme solution la fonction constante égale & 4. Evidemment, puisqu'elle
vérifie bien les contraintes imposées |

Signalons tout de méme que les éléves qui ont peu produit pendant cette heure de TP
étaient des éléves qui étaient arrivés "vierges” au début de la séance, sans travail
préalable chez eux... On a nen sans rien !

Quelques observations sur la typologie des éléves, et
le travail réalisé.

Il ¥ a une dispersion des atlitudes assez naturelle :

- les éléves "scolaires” n'ont pas vraiment commencé le probléme { Caroline ). Des brins

de courbe ont €€ tracés, sans cohérence. [l n'y a pas d'apprentissage consécutil aux

tentatives successives ;

- les éléves "rationnels” ont procédé par relevé des contraintes, expression

mathématique de celles-ci, et tentative de résolution de systéme. Sans aboutir, méme &

des solutions partielles ( Elsa, Michail ) ;

- les éléves "bricoleurs” utilisent de maniére intensive la méthode de "fausse position®,

avec le recours aux différentes possibilités de la machine ( programmation,

intersection...). Celle méthode d'essai / erreurs / correction a donné des fruits... partiels.

Les outils mathématiques sont peu sollicités { la dérivation n'apparail pas). Le travail

reste souvent dans le cadre graphique |

- les éléves "théoriques” recherchent d'abord, dans I'allure de la solution, les rélérences

nécessaires. s enl par ajustement, mais en réfléchissant & tout moment sur 'effet

des différentes fonctions (laquelle "dinge® l'autre...) ;

4 - 1 " se situcnt entre les trois types précédents @ quelques

recherches de formalisation du probléme, quelques manipulations de la machine,
uclques recherches d'objets de référence... Du coup, le travail piétine un peu...

Il ¥ a done, dans l'investissement de la recherche, deux phles ;

- les éléves scolaires, et les éléves rationnels, un peu sur la défensive ;

- les éleves "bricoleurs” et "théoriques”, qui sont le moteur des découvertes

SUCCCSSIVES. .,
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Pour relancer la recherche, une semaine aprés...

Je reviens sur la question posée dans le préambule : pourquoi ce choix du repére, et
pas un autre 7 Les éléves, fidéles & leur habitude de ne lire dans un probléme ni
l'introduction, ni les annexes, n'ont pas abordé cette question, qui n'est pourtant pas sans
intérét...

Je présente ensuite & l'aide de transparents toutes les solutions présentées ci-dessus,
avec les problémes posés, Chacun des auteurs commente sa solution, détaille les

mécanismes de recherche, pour toute la classe,

Jinsiste particuliérement sur

- la nécessité de donner un historique de la recherche ;

- la nécessité de fixer clairement les contraintes : on recherche une fonction continue,
dérivable, avec une dérivée en zéro nulle, et une limite en +2, et qui respecie les
contraintes du relief ;

- la nécessité de vérifier que ces contraintes sont respectées, en utilisant les ressources
du calcul exact dans 'application initiale |

- la nécessité d'utiliser les capacités de la machine en ce qui concerne 'éeriture des
fonctions ( les fonctions définics par morceaux ) et la résolution des systémes;

- jindique que, pour définir une fonction "par morceaux”, il est plus efficace d'utiliser
la syntaxe "when..." que d'éerire un programme : le programme ne permet pas d'obtenir
la dérivée, ce qui est essentiel pour régler les raccords, el ensuite, pour optimiser les
tracés.

Pour finir, je récapitule les deux stratégies qui ont été utilisées jusqu'a présent : soil la
recherche d'une seule forme de fonction, soit la recherche de plusieurs trongons avec des
raccords convenables.

Les deux stratégies ont des avantages... et des inconvénients :

- la premigre nécessite de tenir compte de toutes les contrainies en méme temps. De |
ce point de vue, il faut se souvenir qu'il faut en général autant de degrés de liberté que
de contraintes.., L'avantage de cette stratégie est qu'il n'y a pas de probléme de raccord &
gérer, el que, si les fonctions utilisées sont dérivables, le résultat global est d'emblée
continu et dérivable...

- la deuxiéme permet de pérer peu de contraintes & la [ois. mais on doil contriler le
caractére continu et dénvable de tous les raccords...

Mais quelgue soit la stratégie choisie, il est indispensable de travailler avec des
fonctions qui font référence @ quand on recherche un type de courbe, on doit avoir en
téte un type de fonction, c'est & dire avoir en mémoire une bibliothéque de fonctions
bien organisée !

Le probléme est relancé dans la classe pour encore 15 jours de recherche personnelle
ou collective ! . .

Jajoute aussi une question, qui n'est pas toul & fail un gag : peut-on imaginer une
trajectoire de I'avion avec un looping 7

Au-dela de la plaisanterie, il v a dans cette question une double préoccupation :

- faire en sorte de maintenir la tension de recherche des éléves qui sonl rés en avance

- faire réfléchir sur ce qu'est une fonction. 11 ne faudrait pas que la définition d'une
fonction * par morceaux® ne dilue la caracténistique d'une fonction : une variable, une

image...

Remargue : le jour ob je propose le looping, Jérdme s'exclame : " mais ce n'est Fas
possible | Un méme point aurait plusieurs images ! ". Preuve que 1'idée de fonction a fait
son chemin...
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Probléme long, II W

Le retour... Les mémes, trois semaines aprés.

Trois semaines aprés, le Jeudi 22, chacun revient avec de nouvelles propositions de
solutions. Ou'ont apporté de nouvean le temps de maturation, le retour critigue sur les
premidres solutions 7 ( Tant pour les professeurs que pour les éléves...)

A. D'abord du cH6té des professeurs...

La recherche sur un probléme ouvert est assez intéressante du point de vue de
l'observation des mécanismes qui s¢ mettent en place, Chez 'éléve, comme chez les
professeurs qui assurent le suivi de l'expérimentation |

Mous nn_ug sommes en eflel posé la question : sur quelles pistes sommes-nous parlis, et
pourquoy

Pour constater que, comme les éléves, nous étions partis en bricolant, en déterminant
une fonction sur un premier trongon, puis en recollant sur un deuxidme trongon... et
ainsi de suite.

Il semble que la disposition d'un outil assez puissant, et la curiosité d'en explorer les
différentes facettes, ont agi dans le sens de ce "bricolage” expérimental,

Si nous appliguons & nous-mémes les conseils que nous donnons & mes éléves, nous ne
partons pas de la m&me fagon. Nous examinons le probléme, nous cherchons des
analogies avec des problémes connus, nous essayons de le rattacher & une classe de

sitnations familitres.

Il s'agit finalement, si on ne retient pas dans un premier temps les contraintes de
décoll et d'atttn‘iﬂsﬁg:. d'un probléme de fonction de classe Cy (au moins) & faire
rentrer dans un tuyau. Mais, bien silr, c'est un probléme de convergence uniforme d'une
suite de fonctions ! Et pour cela, nous disposons de théorémes puissants d'existence
{Weierstrass 1), et méme de méthodes de construction d'objets via les polyndmes,

version Bernstein, ou les polyndmes trigonométriques.

On retrouve aussi l'idée que la limite uniforme de fonctions dérivables n'est pas
nécessairement dénivable. La méthode de constructions d'objels envisagée ne nous
donnera pas des solutions optimales (elles n'existent pas toujours, cf correction page
281), mais des solutions adaptables, en modifiant la fonction affine d'appui, ou en
prenant des lermes de la suite construite "de plus en plus loin",

Par ailleurs, on se pose aussi les questions de majoration, ou minoration, des constantes

gualil'innl les fonctions trouvées (intégrale, et maximum de la valeur absolue de la
érivée) ;

- l'inté grale est nécessairement supérieure & 12 (relief oblige) ;

- le maximum de la valeur absolue de la dérivée est nécessairement supérieur 3 1

{(inégalité des accroissements finis oblige, il suffit de considérer le parcours "affine par

moreeaux”).

Une fois définis les contraintes, ef un cadre théonque adéqual, on peut reprendre la
recherche, mais dans de toutes autres conditions que lors des premiers tatonnements

expénmentaux !
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1.Version polynfmes trigonométriques (rédigée par Maryse Nogues)

Toute fonction numérique continue de période 27 est limite uniforme d'une suite de

Eolg-nﬁmes trigonométriques.
i f est une fonction numérique continue sur un compact [a,b], on se raméne via un

changement de fonction & g 2r-périodique vérifiant ga) = g(b). On peut alors approcher
la fonction g par une suite de polyndmes rigonométriques. Via la transformation
réciproque, on se raméne alors & f qui est ainsi exprimée comme somme d'une série
trigonométrique, modulo une fonction affine.

Premit g

Pour construire cette suite, nous avons pris dans un premier temps comme fonction
une fonction affine par morceaux réalisant les contraintes de parcours (voir ci-dessous),

mais sur le compact [0,4%] pour simplifier les changements de variable nécessaires.

- Pour que sur [2,b], on ait f{a) = f{b), on utilise la fonction :
x—hf(x}-f—r'%%gtx-a}
. - 1 15 , _ 15
Ce qui donne ici t‘{x]+i x-ﬂ—x cara=(; b=4x, f{l) =0et {4} =-2n +35 .
T
- Pour ce ramener A intervalle [0,2x], on effectue le changement de variable :
pi 2t i donne icit =3
=it pa ce qui donne ici t =35,

On obtient ainsi la fonction g(x) = f(2x) + x - ;—ix ;
n
f et g sont entrées respectivement en y1 et y2.

Par ailleurs nous avons aussi décalé la fenétre de représentation des courbes :
[1,1;131.[0:5,1].

s He T, o
41k R

0,x%53
IS s S k-7 5SS

SxZE26
- ' Elg‘h
[{ 2.5 x+20,x=57 ,EIE.ET

2.5,x =10

-IEIH + ?l Er 915"&}.1"
.

A2mg1(23) + X =

IS 1 (2w xpex—15 % Cd*m)

B

=hiH e

- Le polyndme trigonométrique d'ordre k correspondant & y3 est alors
=k
[Lelong-Ferrand 1977} P{x) = Ezﬂ + HE (8g cos nx + by sin nx)

n=1
n
awnau——-i' _I: }rziz}dx.an-::—t ,[;E}'l[n} cos nx dx et bn=i J':zﬂl[x}sinm&xp:}m

nvarantde 13 k
et pour obtenir celui correspondant  yy on fait les transformations réciproques, ce qui
donne :
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F{x}-P{iﬁ-§+f—:

= On a calculé successivement les polyndmes obtenus pour k=2 k= Setk = 10,

Mais si l'on II;:ut entrer directement les formules de calcul dans les fichiers y de la
calculatrice, le calcul est ensuite trés long et le tragage de la courbe trés difficile : pour
chaque valeur la calculatrice refait les calculs.

Ainsi seulement pour k = 5, le temps de tragage est ... : j'ai "planté” la calcultrice (Sh).
Pour k = 2, j'ai essayé, puis renonce aprés 1h 30 minutes.

Ess s de comprendre l'origine de cette lenteur.

Je tﬁr:“c:ulculer pour k = 2, en mode approché P' (1) (donc pour une seule valeur) : la
nse est -0,488307835009, obtenue aprés 10 minutes environ, Il y a 238 points de

calcul en écran graphique et les calculs se font en mode approché. Donc si la

calculatrice recommence bien les calculs pour chaque valeur, il faudrait environ 10x238

minutes, Cela fait plus de 39 heures...

- On a done entré les formes exactes dans les fichiers y de 1a calculatrice, mais demandé
ensuite le calcul de la fonction cherchée P' (x) en mode approché dans 'application
principale (cela donne les coefficients sous forme approchée), et c'est cette fonction qui
est représentée,

Le temps est alors raisonnable : au plus 30 minutes pour le calcul en mode approché des
P'(x) pour k = 2, 5 ou 10. Notons que pour k = 10, on a rajouté les termes mangquants
en sin et cos 4 la fonction précédente.

I* !—i;n;ni;ra:!EEGraphiHachE;uiﬂ ﬁ’i

- En conclusion, il reste de toute fagon les problémes de bords, ainsi il faudrait
raccorder sur lintervalle [0; 3,5] par exemple & gauche avec une fonction du type axd +
bx2 et sur [12 ; +e<[ & droite avec une fonction du type (ax + b) %,
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Par ailleurs on aurait pu prendre une fonction qui ne soit pas nulle sur Uintervalle [0, 3],
le polynime obtenu oscille sur cet intervalle autour de 0, de méme on aurait pu prendre

f(4m) = 0 ce qui aurait seulement entrainé le changement de variable t = %

- Pour k = 5 on a déja une fonction qui approche "bien" la fonction de départ. Reste 2
contriler cette convergence......

Mais les fonctions 4 développer en série de Fourier sont plutbt, dans la pratique,

données par une liste discréte de points, et on utilise ensuite sur ces données des
formules d'approximations [Mathematics at a Glance 1975].

Aperoiiiidtions tlcraies:

- On choisit ici de-subdiviser 41 en 2m = 24 intervalles et on se donne les valeurs
cﬂrrﬂspondant:sdﬁ:r:}'iimuridc{}ilm-l=13{lafﬂitdepremim 12, 24, 36 ou 72
ifi

intervalles permet de simplifier les calculs).
- v 1 Faw [F7 Les 25 valeurs de f(x) sont
- Ti R hi[Math -
e : £ = données sur [0,4x] par la liste :
]
o T i 0-01-03-06-1-15-19-
] K 25-32-4-28-25-25-25-
o = 25-25-24-2-1-0,2-0,1-
o a -
o
=} o
o

o — 11 4774 iz e

- Pour simplifier, et avoir déji fa) = f(b), on a pris f{0) = fidx) = 0, ce qui demandera
ainsi seulement un changement de variable t E% par la suite.

- Le polynfme trigonométrique d'ordre m
Pix)=ap+ u:jllllianmi nx + by sin nx) + ajzcos 12x
1 i-ri'hzll
avec: ap=3_ ?_Jlifi
nn-:'—n ngj.}ims%i pourn de |l Am
] i=Im1  gni

by = El}ri, SinH pourn de 1 im-1

m
est alors une approximation de la série de Fourier de f.

En fait, ces coefficients sont obtenus en résolvant le systéme 3 2m inconnues et 2m
équations qui expriment la coincidence de P et f sur les 24 points xy :

P(xg) = ygpourk de 04 2m - 1.
- Avec la calculatrice, difficile de gérer les problémes de multiplication et sommation
méme en utilisant des listes : on n'obtient pas les résultats.., dépassement de mémoire.
Malgré tout, cela marche-t-il bien...?
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On fait les calculs avec un tableur de l'ordinateur, on entre la fonction dans la
calculatrice, sans oublier que, pour dilater ensuite sur [0,4x), il faut faire tracer Pé)

Ca ne marche pas du tout... Le livre ot on a pris les formules [Chabert 1994] a oublié
d'inscrire & pour le calcul des coeflicients. Recherche dans un autre livre [VEB 1975],

coeflicients complexes qui incluent xx... Calculs recommencés et résultat ci-dessous :

P(x) = 2,0625 - 1, 7852956 cosx -, 1646528 cos 2x - 0,179044 cos3x + 0,025 cosdx +
0,04651377 cosSx + 0,04166667costx - 0,04328775 cosTx - 1,7116.10-15 coslx -
00376227 cosOx +0,02298609 cos10x - 1,2639.10-% cosl 1x + 0,025 cosl2x +
0,03454591 sinx - 0,5522016 sin2x + 0,42391715 sindx - 0,1010363 sindx

+0, 107300906 sin5x - 00666667 sintx + 0,01400869 sin7x - 00288675 sin8x +
002391715 sin9x + 0,0162492 sinl0x + 0,02784718 sinl 1x.

[ B RAT T

En fait, en observant de plus prés, il ¥ a un probléme juste avant 4x, l'avion va s'écraser.
11 faudrait revoir les données initiales pour améliorer, ou alors prendre plus de poinis :
36, 72...

De toutes fagons, il mangue la tangente horizontale en 0 et l'atterrisage A l'infin...
Derniers ajustements indispensables |

Ce sera pour I'année prochaine...

Fin (provisoire) de |'étude versant Fourier.

Tinstration ei-dessus - Fiage de Pinutile..,

2. Version polynimes de Bernstein

Le théoréme de Bernstein assure ;: " Toute fonction continue est limite uniforme, sur

tout compact, d'une suite de fonctions polynmes®.

On va donc définir une fonction continue, par exemple affine par morceaux, sur
l'intervalle [0, 12], qui réalise toules les contraintes, sauf celles "aux gsmcs".

Pour modéliser la contrainte de départ, on débute la courbe par une fonction nulle entre

Det3.
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I'¥1=) r2.5-%-7.5,x 25

S,x=Z86
“2.5-x+20,x57 ek
2-5|Hﬁ 10 ls.r‘E se
'!5'”"' ?-511 Elﬂ"
ol Cxd=when{x ) when€x<5,2.5.] .
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Puis je vais définir la suite des pol s de Bernstein, et je vais aller assez loin pour

que le polyndme obtenu passe dans un tuyau assez fin, qui évite les reliefs. La
convergence uniforme m'assure que cette fonction existe. Mieux, puisqu'il s'agira d'une
fonction polyndme, elle sera non seulement Cy, mais Coa...

On rappelle que, pour une fonction f, continue sur un segment [a, b, la suite des
polyn de Bernstein est obtenue en faisant la somme, pour i variant de 0 4 n, de

i . b- =
(o f{a+1—n-§j. {ﬁ]i, (1- ﬁj" i
On appellera polyndme de Bernstein d'ordre n ce polyndme.

Voyons les premiers résultats, et l'effet de la convergence uniforme de cette suite de
polyndme vers notre fonction affine par morceaux.

Foy —I.r _t.l‘ - '-F W L | - 5 F I-r w —. -- - ' = wr ﬁ?
HHW SN B A R ] (T E@ race|ReGraph|Math[Drav| =
. Lud A= [ oty 50
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'..5':-:+?.5.|1"’E15E | —
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2= 5 [ neres, 1)-ulc2.4- i) ]| |1 -5
W;-E st () '
%Eﬂ:ﬂfhﬁrt!xi}*u (2. 4%1 ) K ix.,
REf EAACT.

wliils T ] m_
Polynéme de Bernstein d'ordre 5
T~'|.F';:rl']r|-|FI'.:r=|T1'-r Pt
.{.1.5-.1'."..- Y I -
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ﬁﬁx)==1‘-xf1§}“{
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Polyndme de Bernstein d'ordre 10
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Polyndme de Bernstein d'ordre 20

Les temps de calcul augmentent & chague fois de fagon importante...

TR T Peddp AT

S, %56

a5 .x420,x57 . -elsy

[ 2.5,%x %10 1 e HLI0
{'.E-Hl-?.ﬁ.al%'e s

40 i
*"-li'iz nCr{40, i)-gl[.jﬂi}l-[-{%—] .[1 *ﬁp

3= 3
wI=2lnGreal, 1%yl (. 3%1 ) *(x..
QE:EWT FISC

Polyndme de Bernstein d'ordre 40
On y est prcs%m ! Les temps de calcul continuent de croftre ( 30mn de calcul pour ce
dernier polynome...)
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fﬂ-_E RCr{Sa, i.‘r-ulf.zd-ij-[ﬁ] -[1 _T.}
i -]=ﬂ
%{xhﬁﬁnﬂ??sﬂ, 1)%y1¢ _Z2A%II*C., al e
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Polynéme de Bernstein d'ordre 50

Encore un petit effort !

Mais il faut essayer de ratonnaliser un peu la recherche, en analysant ce gui fait
obstacle. Clest manifestement le coin du "nuage” qui "accroche”.

Cn peut alors, certes augmenter le degré du polynme de Bernstein, mais aussi changer
1a fonction affine d'appui, pour I'éloigner du coin fatal.

Ce que I'on fait ci-dessous, pour augmenter les chances de succes.
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Polynime de Bernstein d"ordre 100

Ouf, nous y sommes... (sous réserve de menues vérifications que l'on épargnera aun
lecteur... et au rédacteur ). Il a fallu 5 heures de calcul pour la TI-92.

Remargue 1 :

On constate ici la souplesse beaucoup plus grande des polyndmes rigonométriques. A
l'ordre 5, on avait une fonction trigonométrique convenable, alors que l'on a du aller &
l'ordre 100 pour atteindre un bon polyndme...

Remargue 2:
Jai réalisé, mais un peu tard, qu'on ?agn.m: un temps considérable en développant le

polyndme dans l'application initale (Commande Expand), puis en stockant la forme
ainsi développée dans le fichier de fonction.

Le temps de calcul est alors divisé par 10 (30mn pour tracer le polynime de Berstein
d'ordre 100).

Le probléme est que la représentation graphique du polyndme, vite tracée, ne convient
plus :

On apergoit encore, derritre le
“ridean” polyndmial, la fum:unn
affiné d'appui.

C'est pourtant le méme polynfme
de Bemnstein d'ordre 100, mais
rentré sous une autre forme que

précédemment.

Comment expliquer cette différence ?
Dans la premigre version, on avait rentré le polyndme sous la forme de la somme

den-ﬂijnlﬂt}deﬂ ﬂ:ﬂll]}{u;ﬂ (1- :}"‘m

Dans la deuxiéme version, on a rentré le polynime sous la forme développée.

Dans les deux cas, les coefficients sont n:nm!s en caleul exact.

Mais, dans l'application graphique, ces ¢ : : :

deumhne forme est sans doute plus sensible aux :u'mm:lm mulnples unpu&és par ce
"gros” caleul.
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On assiste 1& & un phénoméne du méme type que lors du TP 14 : deux suites égales
étaient traitées différemment dans les tableaux de valeurs, qui gérent des valeurs

approchées...

Ce qflrom d'ailleurs un probléme redoutable : puisque l'application hique donne
deux allures différentes pour la représentation graphique d'une mé&me fonction, laquelle
est la bonne 7 A moins que toutes les deux solent mauvaises ...

On peut répondre & cela de quatre fagons :

- en s'appuyant sur la "vraissemblance” des tracés : on a vu I'amélioration progressive
des tracés, en augmentant le degré des polyndmes de Berstein... 1l serait étonnant gue
l'approche constatée de la fonction affine par le polynime de degré 100 soit le résultat
d'une erreur de 1a machine!

- en travaillant en valeur exacte : ce qui suppose de faire des "sondages"”, sur des points
particuliers de l'intervalle considéré.., Mais une observation discréte ne nous donne

aucune certitude sur ce qui se passe entre les points choisis |

- on pent étudier les deux formes (la forme de somme, et la forme développée), pour
comprendre 'origine de leur traitement numérique différent, en calcul approché. Je n'y
suis pas amivé,.. Mais avis aux amateurs !

- enfin on peut en venir au contriile numérique de la qualité de I'approximation : on
L " E
dispose en effet de la majoration 18 | f(x) - Pyix) | ﬁﬁ M +35, od Pp est le

polyndme de Bernstein de degré n, M un majorant de la valeur absoloe de f, et (g, @ )
un module d'uniforme continuité de f (f étant continue sur un segment, elle y est
uniformément continoe ).

Ici, une considération géométrique simple montre gue il sufﬂigue | f(x) - Pgix) | soit
inférieur 4 0, 2 si on veut éviter que la fonction ne percute le relief.

On peut alors prendre & = (), 2. Par consédération de la portion affine de plus forte pente

{ en valeur absolue, c'est 4 ), on trouve ¢ =0, 05, Par ailleurs, M = 5.

Dlod Ia majoration nécessaire : —— M S0, 1, c'est d dire gor= <0, 1. Cest & dire
dnoe? » Uln

quavec n 2 5000, on éait tranquille.

Mais on pouvait attendre quelques semaines pour le tragage effectif de la courbe par la
machine. On voit I'écart entre condition suffisante, et condition nécessaire...
On en resters & l'idée que le polyndme de degré 100 convient bien.

Eemarque 3

Revenons i ce polyndme de Bemnstein d'ordre 100. Ce polynéme, bien qu'il soit d'un
degré trés Eleve, a (si on en reste & notre premidre impression) un comportement trés
sage sur l'intervalle. Mais en dehors de cet intervalle 7 tgn regarde par exemple ce qui se
passe sur l'intervalle[-5 ; 18, 8] '*. On voit ci-dessous que, dés que le polynbme quitte
lintervalle oi il est censé approché la fonction affine, il explose...

18 voir sur ce point le livre d'exercices d Analyse de Flory, Tome 2,

1% On a cholsi cet intervalle pour bénéficier de points de calkeul décimoux “simples™. 11 y a en effct dans
l'application graphique 239 points de caleul. Sor Iintervalle choisi, le premicr point de caleul sera donc
-5, le suivant -4, 9, etc. En fait, méme avec des points décimaux moins "simples”, c'est & dire avec une
feniire prise "su hasard”®, le méme phénoméne apparaissait icl. Cependant le temps &evé de calcul (5
hewrex! ) interdit de faice trop d'observations aléatoines...
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La mobilisation de la commande
"maximum” de I'application

ique donne un maximum de
prés de 5000 pour la fonction
guand x varie entre 12 et 13 |

S
2 —

Fin des remarques, et retour au probléme,
On a ici, avec un polyndme de dégré 100, une solution de classe Cee, Pour achever la

résolution, il faut opérer un raccordement dérivable avec une fonction du type ax? + bx?2
sur [0, 3] pour assurer les conditions du décollage, et un raccordement avec une

fonction du type (ax + b)e® sur [11, +es[ pour assurer 'atterrissage...

Par ailleurs, cette méthode "Bernstein” donne I'amorce des deux optimisations
(relatives...) de la deuxitme question.

- pour l'optimisation type “avion espion”, A intégrale minimale, on pourra prendre
comme fonction affine & approcher une fonction "proche” du relief Iui méme ;

- Ijlmur l'autre optimisation, on prendra comme fonction affine par morceaux le plus court
chemin.

Petil probléme Eependant, on n'est pas certain que l'approche se fera en respectant les
reliefs. Ce qui nécessite de laisser une "petite” marge de sécurité !

On réalise que cette deuxidme résolution est trés différente dans son esprit de la
premigre, il y a trois semaines. Au lieu de traiter bout aprés bout le probl on a
d'abord attagqué le coeur de la question, par recours aux résultats de référence du cours
d'analyse. Puis on a procédé aux ajustements nécessaires. Et on peut méme se poser
alors la question : le bricolage petit bout par petit bout n'était-il pas plus efficace qu'une
solution globale 7

Mais ce détour a permis le recul, la réflexion, la prise de distance avec I'outil.

Ce qui, a priori, n'est pas toujours naturel | Méme pour un professeur de

mathématiques...
Ces détours n'ont pas d'utilité immédiate pour les éléves. Leur intérét, ici, est de

permettre la comparaison des chemins sinueux de la recherche, pour les éléves et les
“experts”, avec la disponibilité d'une "machine & calculer” efficace.

HHH

Eloge de Uinutile (2)
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B. Ensuite du cbté des éléves.

Plusiewrs éléments & prendre en compte du coeé des éléves :

- c'est [a dernidre semaine avans les vacances de Février. La fatigue est 1...

- en méme temps, la pression du bac se fait sentir : esi-ce que cela sera vraiment utile ?
- les éléves qui avaient cherché une solution globale se sont épuisés d la rdche © ils
arrivent ce jour en disant " on a cherché das%wures er des hewres, ef on n'a rien trouvé”
{ Jérdme, Vincent) Hélas, ils n'ont gardé aucune trace de ces nouvelles recherches...

Cormme pour le derner TP sur ce théme, les comportements des éléves sont trés éclatés :
- les éléves qui n'ont rien fait chez eux fonr guelques tentatives de résolution ;| mais en
un heure, ils ne vorit pas trés loin...

_;'act:cmw sont arrivés avee un rapport de recherche tout prét n'ont plus grand chose
Les échanges entre les uns et les autres sont intéressants quand I'écart de recherche
n'est pas trop important. Si d'un céé I'un a tout fait, et de l'autre cdté, lautre n'a rien
fait, la seule communication possible est... la transmission des résultats !

Globalement, j'estime que la moitié de la classe a fait un trés gros travail de recherche,
un quart de la classe a un peu cherché, et un quart de la classe n'a rien fair.

On va faire le choix ici de regrouper les réalisations des éldves par type de travail, én
essayant de noter les évolutions apparues au cowrs de la recherche.

Les bricoleurs

On a déji signalé des évolutions parmi ces éléves. Certains sont rebutés par
l'investissement nécessaire pour comprendre les mécanismes de la nouvelle machine.
Ceux-1a ont fait assez peu de choses ( "bricoleurs paresseux”). Les autres se sont assez
vite familiarisés avec les différentes fonctionnalités de la machine ( "bricoleurs
entreprenants”). Il me semble que la relation avec la machine est alors assez exclusive...
Un bon représentant de ce type de travail, Pierre ( voir premidre réalisation page 180).
C'est lui qui avait imaginé les "manchons” pour un raccordement régulier des trongons.
les remarques faites en cours lors du premier retour critique, il redonne une
réalisation du méme type.
1l la pousse méme plus loin, donnant d'autres propositions "plus harmonieuses” de tracé,
témoignant d'une réelle habileté dans la manipulation des fonctions. Il passe a
l'intégration, ce'qui ne pose pas de problémes, s'agissant de fonctions “continues gx
morceaux”, Il intégre méme jusqu'd linfini, ce qui “marche”, puisque la derni
fonction contient une exponenticlle.
Il n'est nulle part question de dérivation.
11 est vraiment resté dans son problime, ou plutdt dans sa problématique, totalement
déconnecté des indications du professeur.
Autre représentant de ce type de travail, Nikola : "par dichotomie graphique, on essaie
de mieux raccorder les courbes, on obtient quelque chose de continu ( & vérifier
théoriquement)”.

Un autre représentant de ce type de travail, Alexandre, réalise une courbe sans
manchons : " nous avons réussi 4 trouver aprés de nombreuses heures de travail l'allure
la plus parfaite & notre goiit que nous puissions trouver",

On verra ci-dessous que la fonction trouvée n'est pas particulidrement adéquate : elle
percute les reliefs, et les raccords sont presque dérivables, c'est A dire qu'ils ne le sont
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Certains éléves "bricoleurs” ont fait un travail trés complet. Ainsi Cyril et Patrice ont

ajusté au plus prés leur fonction : elle est "presque continue”, "presque dérivable”.

1=

(x-5.6)2 +4.5,%x$6.565
{ 1 +1.8,x%9.58

elze

* 0 2lEe

H—Efr,iln
s
Ak THACT 311 C—

Ils calculent Iintégrale, et constatent qu'elle diverge ( le demier trongon est en effet

TR G

22, 1is en concluent que * ce west pas bon 1", Puis ils passent & I'étude de la dérivee ;

B ZFACT T

Ils concluent alors & l'existence d'un nouveau probléme & cause des points anguleux de
la courbe...

On voit aussi 13 un bon travail de "recherche approchée de solutions”, mais les
confraintes ne sont pas traitées systématiquement, en mode exact, et les notions
théoriques restent floves...

L'hypoth&se que I'on peut faire est que, pour ces éléves, l'aspect "calcul exact”, ou calcul
formel, n'est pas pris en compte. La TI92 est utilisée comme une super-calculatrice
graphique, avec des potentialités fort utiles ( elle dérive, elle intdgre ), mais elle
n'entraing pas "naturellement”, une prise en compte des problémes théoriques.
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Les scolaires

Ces éldves utilisaient assez peu la calculatrice graphique. La TI92 fournissant des
onses & des “questions de cours”, elle est beaucoup plus sollicitée. Mais son

utilisation n'est absolument pas maitrisée. Il n'y a en fait ni maiwise des contraintes que

doit re r la fonction, ni maitrise d'une stratégie cohérente, On verra dans le ravail

de ing I'effet "boule de neige” de la complexité numérique que cela entraine :

- elle commence par écrire " nous avens décidé d'ntiliser la fonction x%.e-* qui passe

par (0, 0), qui a un maximum, ¢t une limite en +eo égale & 0, Clest ce qui avair été

évoqué en cours. On reconnait bien ici cette démarche de "coupé-collé” de micro-

stratégies, qui sont évoquées, mais pas nécessairement mises en pratique.

- en fait cette fonction va &tre plaquée, sous des formes variées, sur chaque trongon :

2
sur [(; 4.9], E_ﬁ:@ﬁ :
sur[4,9,a],(x-3,46)2.8, 1. e-(x-3,46),
sur[a; 10],e-(x-B) 4+2;
Leurs calculs aboutissent & a = 6, 98611042943, et surtout :
b=1In(- (81023 £6559060863359/2."0 _ 1484723632140064547969793361)) - 25In5 -

27In2 + %&

On réalise I'effarante complexité des coefficients, qui ne permettent de réaliser qu'une

partie des contraintes: la continuité de la fonction ( dés le premier raccord, il n'y a pas

de dérivabilité )

Mais l'effet boule de neige fait que cette seule contrainte ne peut pas étre :

" on s'apercoit gue la fonction n'est pas bien rattachée”. On remplace donc 6, 986 110

429 43 par 6, 73 : "on obtient alors une intersection qui semble parfaite”. Clest & dire

que la validation est graphique. Autrement dit, on travaille en calcul exact, mais quand

les choses ne vont pas, on arrondit le tout.

En lisant cela, j'avais l'impression d'assister  la projection d'un film burlesque, avec

I'enchainement de catastrophe habituel, Et I'absence compléte de contrble de son destin
ar le personnage, balloté par les événements.

‘hypothése que l'on peut faire est que la prise en compte, par ces éléves, de la TI 92
entraine une difficulté supplémentaire. Il y a, en fin de compte, affaiblissement du
contrdle, et perte de sens de ce qui est fait.

En particulier, la difficulté d'adaptation & la machine a empéché jusqu'd présent un

tissage essentiel : la distinction valeur exacte, valeur approchée.

Ainsi Karen, qui a eu beaucoup de mal & comprendre la syntaxe des fonctions définies

par morceaux construit la fonction suivante :

- 51 x < 5, f(x) =x.lﬁﬂ 3

-s5ix <6, f(x)=-(x-57T)+4, 65

Puis elle écrit : "montrons que le raccord de ces deux fonctions vérifie la bonne

dérivabilité et une continuité : on s'apergoit que lorsque x = 5 tontes les deux sont & pen

Efs égales & 4, 16, done la continuité au raccord de ces deux fonctions marche bien.”
fait, Karen a identifié 104/25 et 25/6. La presque continuité est devenue continuité,

Les expérimentateurs

On observe li des évolutions assez interessantes : Damien et Etienne, des éléves que je
cataloguais comime bricoleurs, avec les caleulatrices graphiques, ont des démarches qui
se sont enrichies avec les TI92. 11 y a une plus grande interaction entre des recherches
graphiques, des calculs, et cela semble &tre un effet des potentialités de la machine.
Leur rapport de techerche est assez suceinct : * aprés plusieurs jours de recherche, on a
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pensé & une méthode, une combinaison d'arcs de cercle et de segments”™. La discussion
:lptm les deux éléves est trés animée. J'arrive & faire, au cours du travail, des copies

=

& Y Few T F T Y FS® T F&= YF7 T - 7 Few T ¥ F&® T FE*® T T
En-nn racelRebraphMath|Draul- ‘5’ » f=[Zoon|Trace|ReBraph|MathDrau|- f

i

Les éléves me soumettent leur production: “on a m&me fait un looping ! ", Avec une
question : "on ne peunt pas récupérer 1'équation des courbes 7" . Je leur renvoie une
remarque : leur trajectoire n'est pas la représentation graphique d'une fonction. Ils e
reconnaissent ( trongons verticaux...}, et se remettent & 'ouvrage:

La séance se termine sur une dernifre constatation : on ne voit pas comment cette
trajectoire pourrait &tre celle d'un avion...

Ce travail me parait asse caractéristique d'un groupe expérimentateur : plusieurs cadres
de travail mobilisés, souvent en interaction.

Les rationnels

Il ¥ a cenx qui fonctionnent déji sur ce mode ( Michail), et qui fournissent un travail
sans surprise : on repére les contraintes, et on résout des systémes. Le travail fourni est
ici de qualité fort médiocre ( cela sert & quoi, est-ce que c'est au programme, etc...).

Il est difficile de dire si la faiblesse des résultats est du 3 un investissement insuffisant,
ou i des habitudes de travail "automatique” : si on a a priori aucune idée du type de
courbe convenable, la recherche est sans doute assez difficile..,

Je constate un déplacement des attitudes habituelles de deux groupes :
- le groupe Christelle / Fabienne, ordinairement trés expérimentateur, a essayé, apréts des
échecs successifs, de rationnaliser ses démarches. Contraintes, choix de fonctions,
résolution d'équations, C'est le senl groupe qui arrive 4 un résultat complet correct.
- le groupe Cécile / Stéphanie ( en fait le rapport est sipné de Cécile seule ), gue je
ualifie de "théorique”, a travaillé ici de fagon plus systématique. Rationnalisation des
hes, et résultat convenable ( sauf le dernier trongon : elle choisit une fonction du
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type ae b%, Elle trouve comme valeur a: 6, 144,10 - 6, La fonction admet en + o
comme limite a. C'est trés petit, mais c'est pas (L...).

Pour ces deux derniers groupes, la machine a en un rile trés positf : elle a permis une
mise en ordre des reflexions et des actions ( pour le type expérimentateur ), une
traduction mathématique précise des idées générales ( pour le type théorique ).

Pour (a suite...

Une fiche de travail est fournie aux €léves ( voir pages sulvantes ), avec

- une proposition de syntaxe allégée, pour I'écriture des fonctions "par
morceaux” ; plusieurs éléves ont en effet souligné que la syntaxe "when..." était
mmhglll-gc, et je ne voudrais pas que cette complexité fasse écran au travail théorique
sou 4
- un exemple de solution exacte, celle de Christelle - Fabienne, et des exemples
de solutions fausses ;

- l'exigence reformulée de solutions exactement continues et dérivables ;

- le relancement de la recherche de deux solutions optimales, la premitre du
point de voe de la dérivée, la deuxidme du point de vue de lintégrale.

Allégorie : envol de la recherche, individuelle, et collective.

{(Espace de coloriage pour le lecteur fatigué)
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Probleme long II (suite) “wa\

Note de synthése distribuée aux élaves.

Des difficultés sont apparues, dans la réalisation du probléme :

- difficultés de syntaxe { le fameux when ...) ;

- difficultés de compréhension du caractére continu, et dérivable des solutions
cherchées :

Sur ces points, d'utiles éclaircissements...

Plusienrs rapports témoignant d'une recherche trés sérieuse ont éié rendus ( Cécile,
Cyril et Patrice, Fabienne et Christelle, Caroline, Pierre, Alexandre, Elsa et
Guillaume...).

Une seule solution est convenable...

C'est celle de Christelle et Fabicnne. J'en profite pour sugpérer ci-dessous une
syntaxe plus souple que la syntaxe "when", qui a semble-t-il posé probléme. 11 suffit
d'utiliser la commande "sachant que”, en utilisant plusieurs fonctions.

On gagne en simplicité d'écriture, mais on perd en synthése : pour la machine, on a
délini 12 4 fonctions successives, que I'on ne peut pas réunir "formellement® en une
setle. Dt?m pour la dérivée, comme pour l'intégrale, on devra traiter chaque trongon
successif,

o

&
125

5
> A51%x2  e3.x 179

5T

Cette fonction est convenable, car elle vérifie les contraintes "aux extrémités”
{(valeur et dérivée en zero, et limile en 42 J, les contraintes de raccords ( exactement
conlinus et dérivables ), et les contraintes d'évitement des reliefs,

yl(S)
u2'S)

Lwioo)|x=5
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Comment arriver i ce résultat 7
Mais en choisissant des fonctions simples, en faisant les raccords en des points
"simples{ 5 el pas 5, 615...), en déterminant d'abord les contraintes, et en résolvant des
systémes pour trouver des fonctions convenables..,

_ Exemple ( ce n'est qu'une stratégie possible, il y en a d'autres... mais c'est celle qui a
l €té utilisée par Fabienne et Christelle ) : on veut au départ choisir une fonction nulle et &

dérivée nulle en zero. La plus simple connue est x2 ( ou x3, ou ax? + bx? ...).Mais on
veut aussi qu'elle passe par le point (5, 4). On rajoute donc un degré de liberté en

prenant ax2. Pour avoir f{ 5 ) = 4, il faut prendre a =£‘5. Le premier trongon est ainsi

défini par f( x ) = 55 2
Puis on va raccorder en 5 par la courbe la plus simple possible qui permette d'arriver
au point (6, 4). On veut donc f ( 5) = 4 ( pour la continuité ), ' (5) = 2. 725 ( clest la

dérivée de la fonction calculée au point 5). Et enfin f{ 6) = 4. Il y a donc 3 contraintes.
On va choisir trois degrés de liberté, avec une fonction du deuxiéme degré ax2 + bx + ¢,
On aboutit & un systéme de trois équations & trois inconnues, que 'on résout sans peine.

Les autres solutions ne sont pas complétement
justes...

Elsa et Guillaume commencent leur trajet Fur une fonction qui n'a pas une dérivée
nulle en zéro, Cécile termine le sien par une fonction qui n'a pas une limite nulle en

zéro.
Les autres ont des raccords qui ne sont pas dérivables { et parfois méme pas
continus...).

11 faut rectifier ces erreurs. ..

Une courbe trouvée, que faire ?
Rappelons qufil y a deux types de courbe idéale que I'on cherche :
- la premiére avec une valeur absolue de la dérivée qui soit la plus faible
ble. Plus exactement, pour une fonction donnée, il faudra chercher la dénivée, puis
a valeur absolue de la dérivée, puis le maximum de cette valenr absolue, Celui qui aura

le plus petit maximum aura gagné...
oyons ce que cela donne pour la fonction de Fabienne / Christelle

.':_;5 I o 'i\“l .‘Ff;‘fll-if"!: ;j',u "‘-'- Tﬂ'!ﬁ'm-
=T % 25
- el .
g2 12 x + 132-%

-68|x25 and x 56

il 3
. LN L T P
as—Lo 1|z 10

wr=1, S+1lx>10 o e
BAGO=170CT T i

On notera que |'on est obligé de définir quatre dérivées, puisque la machine pére quatre
fonctions dilférentes. On vérifie ci-contre que la dérivée est bien continue ( par contre
elle n'est pas dérivable, mais I'énoncé ne le demandait pas).
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La plus grande valeur prise par la valeur absolue de la dérivéeestenx =5 (oux=6):
on a alors { en valeur exacte ) f"(x) =2, 4.

L4 Py

chuiefiirE ..
g |53
WE-EF+—1-—§:E-|:EE and x <6 _///\
- gl ] —
ryre = s L5LX 632 |x26 and x5 10 B
-*ua-—"gfrxtm
3 Cxd="1 /(92" lei!rj
217 — 1 T T T4 T4

Si quelqu'un trouve micux ( c'est A dire moins ), il a gagné, sinon c'est Christelle et
Fabienne qui seront déclarées gagnantes... par forfait |

- deuxitme optimisation : avec I'intégrale de f qui soit la plus faible possible.

Voyons ce que cela donne pour la fonction de Fabienne et Christelle.
L'intégrale est obtenue ici en ajoutant les intégrales des 4 trongons successifs.

Cela marche bien sur les trois premiers
trongons. Probléme sur le quatriéme :
l'intégrale est infinie. La méme

[
- Eul{x}iu

mésaventure est arrivée a la courbe de 160
Cyril et Patrice. « [ 20 uscoax
,[:ﬂ g hd = -

ST R 7| 47, % A 1 [T

Ce résultat n'est pas étonnant : reportez-vous au cours sur les intégrales. On y avait vu
que la limite de l'intégrale de{- entre 1 et a, quand a tend vers +eo , tend vers +ee,

Mésaventure que I'on a pas quand on caleule la méme limite pour tll' ou E%.
Si on veut avoir une limite finie, il faut donc modifier la fonction sur le méme trongon |

A vos plumes, vos machines et vos
neurones pour le dernier épisode de la
recherche,

=

S

Rendez-vous le 9 Awril pour la
désignation du, de la, ou des gagnant

{ed(s) !

E’B__‘
&~
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Probleme long, III. W

Un probléme long... qui fait long feu.
Ou la chronique d'une fin annoncée
en forme de queue de poisson...

Le & Avril, retour ax probléme long. En principe. En fait, le lendemain, commence un
bac blanc commun a toutes les Terminales Scientifigues du Lycée. Y, trois jours aprés,
commencent les vacances de Printemps,
12 éléves manguent 4 Nappel. EX, parmi les !ﬂ‘ésfﬂﬂ, un seul a repris son travail depuis
la derniére séance, Les anfres assurent qu'ils remetiront l'ouvrage sur le métier

I les vacances.
Ce que plusieurs d'entre eux feront bien,
On peut raisonnablement imaginer que le probléme, pour cetie annde, a vécu,
Dernier retour sur ce probléme donc, bilan, et perspectives,

Le 9 Avril, une seule copie est rendue, celle de Michagl. Le fait mérite d'étre relevé,

puisque jusqu'a présent, cet éléve (que je qualifie de "rationnel™) s'était fort peu invest
la recherche.

Aprés les vacances de Piques, 4 autres devoirs sont rendus ; celui de Caroline, celui
de Fabienne et Christelle, celui de Cécile, celui de Jérdme L et Vincent :

- celui de Caroline est en fait une reprise de sa derniére réalisation (el page 265).
Elle n'a pas pu aller beaucoup plus loin ;

- celui de Christelle et Fabienne comporte la rectification demandée (cf page 269) :

- ceux de Jérome et Vincent, et de Cécile, contiennent des éléments nouveaux.

Vue la rareté des devoirs rendus, on peul se permetire de donner les devoirs de
Michagl, Jérme-Vincent, et Cécile dans leur intégralité.

A l'occasion, on comparera ces solutions du point de vue des méthodes mises en
OCuvre.

A. Le travail de Michaé&l
favec sa propre rédaction)

1. Trajet avec la pente Ia moins forte

En utilisant la méthode consistant & choisir le degré de la fonction en fonction du
nombre de degrés de liberté exigés, je trouve grice aux fonctions empruntées aux
mzmmdm {an départ) une solution, Mais le probléme réside alors dans le trongon du
milien.

La fonction cube de Christelle et Fabienne ne permet pas un choix énorme car elle
est d peu prés la seule de ce degré  convenir, La fonction carré ne permet que des
paraboles sans intérét,

Je vise donc les fonctions a degré 4 ou 5, pour le trongon de x = 6 d x < 10,

2
En partant de y2 = - ::—ﬁ+ JT:-?-+ l,dex=5ax<6 elde

x ;}I“ pour x = 10 (fai

mis un carré an dénominateur pour enlever le probiéme de l'intégrale 20 ),

20 Michal fait allusion au travail de Christelle et Fabienne : elles avaient mis pour le dermier trongon une
fonction homographique, ce qui posait un probléme. posr |a convergence de |'intégrale en +,
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Je me suis apergu plus tard que cela ne marchait pas guand méme.
On a quatre contraintes. En effet :
fi6) =4 {10y =2

r@=1 ['(10=-2
Mals mon intérél était aussi de er par le point (7, 3). Le degré est donc de 3. ¥
plusienrs essais infructieux dﬂ?:ﬁmaﬁfa;ﬁ aﬂm? pLgfste cdlguﬂ‘ je me r_'ﬂnn':!ﬂ'ﬂ i
utiliser la calculatrice. Grdce & l'option Matrix, mes calculs somt non seulement
grandement simplifids, mais, en plus, enrichis.
Onpartde f(x) =ax+bxd+od+dxliex+y

F'(x) =5Sax?+4bx3 +3cx2+ 2dx + e

En remplagant x par ses différentes valeurs, el fix) de méme, on oblient sous forme
“matricielle" :

v§—lP1ot Setupleell b miesfuet bl [stat
Matrice A. e

1

Y=

5 34 4 :

4

: =

& 4 300 ;

[

c1=50000

vié—IPlot Setuplcell bin psiefiniJutillstat
T

Matrice B ll %1 EE ;g = I.i'!
2

Simult (A, B) donne les différentes valeurs de a, b, ¢, d, e, f, g. Ld oi cela devient
intéressant, c'est pour les deux derniéres valeurs, f(6) et [' (10), que l'on a choisies ici
dpales a - 0,1 et - 0,01, qui deviennent entiérement modulables selon ce que l'on a envie

d'obtenir aux bornes de lintervalle. Ainsihﬁiffonn'iﬂrr fazxlde x =6 d x <10 est
adaptable. Et le perfectionnement est renouvelable a Uinfinifon peut obfenir aux bornes

une pente de - Iﬂéﬂﬂ b 1l suffit ensuite de frouver une fonction fo(x) dex=5ax=< 6

dont la pente soit de - }% en &, el qui passe par (5.4) et (6,4) (facile grice a la méthode

2
des dérivées). On obtient sans difficulté la fonction citée plus haut y2 = - ﬂ?ﬁ+ _i'l'lffri*' 1L

Prafitani de cette facilitation énorme el ayant découver! mon errenr pour {E‘L}I +1, je

cherche une formule permeitant de trouver la fonction fyx) de formule E-E_]:b—ff avec
sa pente en 10. On a alors @
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1 £

falx) = et 'Wx) =

%) {ax + h)2 Falx) {ax + b

1 =1 2a
m =2 et mj— R {valenr demandée).
Micha#l laisse R flottant, et résout "3 la main", avec semble-t-il des passages traités
avec la TI-92,
R 10B+1

Cela débouche =- eth= .

[ sur a E T

Ce qui donne la fonction avec R = - 0, 01 comme vouly. On a d'aillewrs Veffer requis :
pente trés faible el possibilité de précision d l'infini pour Uintégrale (en ajustant R).

11 suffit ensnite de trouver fi(x) tel que fi(x) = ax? + bx + ¢, avec :

fie)=4  f4(6)= —:}r fii=0  {'40)=0  (IMPOSSIBLE).

O prend done T1(x) = ax3 + bx2 + cx + d.

¢ = 0etd = 0. Aprés calcul, on trouve [1(x) = - %"“%"z*

O a done !
f1{x}=-%13+%ﬂ pour x< 5 ;
x2  1lx

fz{.t}=-m+ Tt |, pour 5<sx<6;

f3(x) = 1207 5 49099 , 395317 3 1573541 , lmmﬁax_ﬁmzm ¢ xclO
{4(x) = - 2 10 zpm:.rxam.
%00vE " q0V7
2
Graphique de {
Graphique de ! > £=[zoon]Trace ReGr aphiathiraul ¢

Micha#l note : le maximum de la
valenr absolie de la dérivde est
I, 25, mais c'est améliorable gréice

an sysiéme des malrices. ' v \_/'r

Mi i s

®El 6. 634F578 yct -1,250129
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Pour terminer, il note :

De plus l'imégrale de cette fonction
a une valeur finie, méme si elle

west pas compétitive. I [5 uicoax 2974153
2474153
=500 824. 71766666

A la réception, je pose évidemment la question : cela veut dire quoi, "non compétitive"?
Réponse de Michagl :

si on rase les reliefs, l'objectif est de se rapprocher le plus possible de 12, c'est & dire
"l'aire des reliefs". Ce qui reléve d'une bonne compréhension des contraintes |

B. Le travail de Jérdme L et Vincent.
favec leur propre rédaction)

lére courbe sur [0, 6].

On veut chercher une courbe de la forme [(x) =ax® + bx3 + c.

On a choisi des exposants forts. Or ¢ = 0, car fix) doit passer par lorigine, donc
f{x) = ax® + bx 5,

On veut que la courbe passe par les points B et C respectivement (5, 4) et (6, 4).
Donc aP+b55=4 et a6%+ b65. = 4,

A l'aide de la fonction Solve, on obtient :

De ldon tire ['(x) = 6ax3 + Sbx? = -% :-:5+-i%]!g%lﬁ x4,
ﬂnm,mpahfffx=ﬁ):f'{ﬁ]=ﬁ—i.

2éme courbe sur [6, 10].

La deuxiéme équation est de la forme g(x) = ax-5+bx-4 4 ¢,

On choisit des exposants sufisamment forts pour que la courbe ne coupe pas [D, EJ.
g'(X) = -Sax -6-4bx -5

On veut que la courbe passe par les poinis C(6, 4) et (10, 2).

Pour C, a6 5+b6-4+c=4

Pour E, allr3 + bl0-4 +c=2. On sait de plis que la dérivée de fix) en C doil ére
égale & In dérivée de g(x) pour que les dewx courbes soient tangentes en C

'ﬂﬁﬁ-ﬁ'*.tﬁLs:gI{E}:w
Par résolution du sysiéme, on abtient ;

_ 10787696232 . 7114897116 4, 7163419 dlod g (10} = 46573137
BN ="Ters7s X mooaTs X+ 3ayso0 - 400 B'(10) = semssears

Iéme courbe sur [10, +=].

O prend une courbe de la forme k(x) = ﬂ;—__?—c_
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On choisit (x - 7) pour décaler la courbe de 7 vers le droite par rapport d lorigine.
On veut gue la courbe passe par E{(10,2), et k'(x) = g'(x) pour x = 10. Résolution de
systéme, et résultar ;

15315500661 263 | .
¢ = 3ERa03T50 A=
Dot k(x).

Aprés plusieurs journées acharnées de travail, nous avons atteint notre objectif : batire
le meilleur résultat obtenu précedemment ; en effet, nous arrivons & vaincre toutes les

confrainies avec irois courbes.

On réalise [a la complexité de la
fonction ainsi construite, gqui
réalise l'ensemble des
contraintes... ce qui d'ailleurs a été
vénfié avec la calculatrice par des
méthodes d'investigation variées
{aussi bien wvia ['application
initiale que via l'application

graphique.

Remargues mathématiques sur le travail réalisé par Jérdme et Vincent.
Ils n'ont pas abordé les calculs d'intégrale et de dérivée : et pour cause, les tentatives

d'intégration avec la machine se sont soldées par des échecs.
En effet la calculatrice ne sait pas calculer une primitive de la fonction pour x supérieur
4 10. Elle renvoie simplement la question posée. Cependant, si on demande une valeur

approchée de 1'in e entre () et +2=, on obtient une réponse... (voir ci-dessous).
v Faw
Pour le maximum de la valeur JE=IA1 alc|0ther|Pronl0iClear a-z..
absolue de la dérivée, on oblicnt
une réponse bizarre (voir ci-
62062
dessous) : +=, ou 5083 -
Difficile & interpréter. Et en plus "I; Wia)hd 24. 3604
faux ...
11 y a un petit jeu autour de l'infini  [* fMax(u2(), 0|28  x=#® or x - LZEg
qui a de quoi laisser perplexe...
Re ues Croi vaux de Michagl, Vincent

11 est tout A fait significatif d'observer I'évolution suivie dans les deux types de travaux :
- Michaél est parti sans recul sur le probléme, en notant les contraintes, et en adaptant
les "degrés de liberté®. Il en arrive & la fin de sa recherche & envisager des
"perfectionnements renouvelables & l'infini®, ce qui témoigne d'une réflexion sur le
travail réalisé...

- Vincent et Jérbme sont partis d'une réflexion sur les fonctions de référence, sur leur
adaptabilité au probléme posé, et ils en armivent & une rationalisation des démarches.
Bref, des parcours croisés d'un éléve plutdt "rationnel” et de deux éléves plutit

"théoriques”...

Lutilisation de la calculatrice, et la stimulation de la recherche, auront éé les moteurs
de ces progrés...
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C. Le travail de Cécile.
(avec sa propre rédaction)

On garde les 4 premiéres fonctions (Cécile raccorde son travail avec ses résultats
antérieurs, cf pages 247 et 266).

[0,2] y=0,25x2;

2,5 y=x-1;

[56] y=-x2+11x-26;

6,7 y=-x+10

J'ai cherché d'abord la 6éme fonction avant de trouver la cinguidme %ﬁn de modifier
comeme il se doit la pente de cette derniére an point de jonction en x = 10,

Cécile procéde ainsi gﬂrce que, dans les tentatives antérieures, elle n'était pas parvenue
4 déterminer la derniére fonction en bout de course. Elle commence done par résoudre
la difficulté -la branche infinie- avant d'efTectuer le rmccord ave le début de la courbe.
Il faut une fonction dont la limite soit mulle en +m, ef dont 1 intégrale converge en une

limite finie 1. Conservons la forme 5. il faut que f{10) = 2, soit 755 = 2, doit ys = %

or y'.,-.:"—lf{"'ﬂﬂ, soit yg(10) = - 0, 4,

¥'oi cherchons la fonction comprise entre 7 et 10, 4 conditions pour les raccords de
courbe et les raccords de pente, Donc on recherche un polyndme du 3éme degré.,
Utilisation de la matrice sur la calculairice, et détermination du polyndme.

Sur {7,10] y=- 1%134,%:1'%14_ lg‘”.

i e+ -
v Trace h Draul~ ¢
L'intégrale de la 6éme fonction
converge vers 20. De plus sa
limite est nulle en +=,
Dans toutes ces 6 fonctions, la
pente est au plus égale a 1, S —
FIE—
ue sur ux de J Vincent, et Céci

La comparaison des deux recherches est intéressante : elle correspond 4 des objectifs
opposés.

Jérdme et Vincent, depuis le début, voulaient trouver une seule expression de fonction
(ou, & défaut, un minimum d'expressions) qui réalise les contraintes indiquées. 11 étaient
préts ainsi & accepter une complexité considérable des différentes coefficients, pourvu
que leur objectil soit atteint. Du coup, d'ailleurs, I'objectif du probléme (optimisation de
la dérivée et de l'intégrale) élait relégué au second plan,

Cécile, au contraire, vise les expressions les plus simples possibles, quitte 3 multiplier
les trongons. C'est une autre conception du travail, plus "cartésienne” : décomposer le
probléme en probiémes plus simples... et qui lui permet d'aborder la fin du probléme
dans de meilleures conditions.

Bref, on doit toujours gérer la méme quantité d'informations, globalement, ou par petits
bouts, Le choix est affaire de stratégic...



Enseigner en Terminale § avec dex caloulairices
comprenand un spridme de mathémalique rpaboligee.
IREM de Monipeilier, page 379

Probléme long III(suite) ™

Note de synthése distribuée aux éléves.

Les meilleures choses ont une fin (provisoire)...

On trouvera ci-dessous les solutions complétes, et justes, qui ont €1 rendues.

Les solutions incomplétes ont déja é1é évoquées,

Tous cenx qui se sont penchés sur ce probléme auront beancoup appris... méme s'ils ne
#'en sont pas rendu compte !

Ce qui suit ne mel pas un point final a cette recherche. A l'occasion, vous pourrez
remettre ce probiéme en chantier. Aprés le bac, par exemple, pﬁm&r la
prochaine rentrée scolaire. Que vous soyez amené i refaire des mathématiques, ou
non, d'ailleurs. Pour le plaisir de la recherche, pourquoi pas ?

1. Les soclutions elles-mémes
1, La solution de Cécile.

Sur[0,2]  f(x)=0,25x2;
Sur [2, 5] fixy=x-1;
Sur [5, 6] fix)=-x2+11x-26;
Sur [6, 7] fix)=-x+10;
1642 |

Sw[7,10] () ==- Jgux®+ 792 - Gex+1gm;
Sur [10, +=[ f(x) = '%-Fj.

2. La solution de Michail.
Sur [0, 5] f{x}=-%x’3+%x1;

2
sw(s,6]  fx=-Tg+ g+l

Sur [10, +oof f(x) = — ' o
Goovz T a2

3. La solution_du professeur.

Sur[0,5]  f(x)= %xl ;

.
Sur[5,6]  f(x)=- 5t gt 44

Sur[6,10]  fix)=- %xh%xz,%ﬁ %fl
Sur [10,+e[ f(x) =(1,9x - 17)e-** 10,
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4. La solution de Chnstelle ¢t Fabienne

Sur [0, 5] fix) = -I-'-;-j-ﬂ .

2
Sur [5, 6] fix) =- -l-%x—-+ 13.3@__63:
3 151 , 63 175

Sur[6,10] fix)=- =5 3+-E-x
Sur [10, +o f(x)=-¢ 03+ 3

5 Lasolution de Jérbme L. et Vincent

_ _4651 . 31031
Sur[0.61  1(X)=- 5175000 X * §G75000
10787659232 7114897116 7163419
Sur[610] %)= "Tgrs X - “wo37s X+ 320

-7 50066
Sur [10, +eof ) = X535 Lo

TR

b

aver ¢= eta= 2¢3.3‘¢.
» 5058503750 rk

2. Remarqgues sur les solutions.

Voir uniquement les solutions donne peu d'indications sur la méthode utilisée pour y
aboutir. ques réflexions done sur les chonx effectués,

Des choix nécessaires..,

Tous ceux qui ont réfléchi au probléme, trouvé des solutions partielles, ont bien yu
qu'il Tallait & la fois :

- avoir une petite idée des solutions convenables a priori (c'est & dire connaitre
I'allure des principales fonctions de référence : "1a une fonction carré irait bien...") ;

- analyser clairement les contraintes que le fonction devait satisfaire pour la
continuité et la dénvabilité ;

- bien utiliser les commandes de la machine (pour la résolution des équations, puis
I'"éeriture des fonctions solutions).

C'est & dire que la résolution du probléme supposait de connaitre des mathématiques,
et de connaftre le fonctionnement de la TI-92. Mais c'émait aussi 'occasion d'apprendre
des mathématiques, et de se familiariser avec de nouvelles commandes de la machine !

Bref, pour réussir & trouver des solutions convenables, il fallait accepter de jouer le
jeu, de réfléchir, et de travailler un certain temps.

... et des choix personnels.

11 y avail aussi des choix de stratégie 4 faire : il est clair que, quand on regarde les
solutions trouvées, on réalise que Céeile d'on cité, et Vincent et Jérdme de [autre, n'ont
s fait les mémes choix. L'une a multiplié les trongons, pour bénéficier des fonctions
es plus simples possibles, les autres ont tenté d'avoir le moins de trongons possibles,
quitle & se rouver avec des expressions trés complexes...

Des choix différents ont é1¢ faits aussi en cours de résolution : certains ont d'abord
déterminé les trongons "extrémes® (4 droite et & gauche), puis déterminé un raccord
central, d'autres ont commencé par le trongon de gauche, et ont raccordé au fur et &
Mmesure. ..,

Résoudre un probléme, c'est faire des choix de stratégie, en étant capable de
réévaluer une stralégie si celle-ci aboutit 4 une impasse. Rien & voir avec l'application
de recettes toutes faites !

Un petit coup d'oeil maintenant sur les courbes obienues.
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Max [f'(x)I=1

£ iogdi=22 =4 88
0 o0

2. La solution de Michaél

Max If '(x)| = 1,25

2474153
;: f(x) dx = =5pr——= 824, 71

3. La solu r

MaxIf '(x)1=1,6

f7 1) dx = 2= 24,83

4. La solution de Christelle et
Fabienne

MaxIf'(x)1=2,4

fiwax=33=n%

5. La solution deJérime
et YVincent

Max If'(x)1=2, 61

j:’ [(x) dx = 24, 36

v 2 |20 Trace|ReGraphMath|Draw|»
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3. Bt enfin le "classement” des solutions |

Il v avait deux optimisations possibles : par la dérivée, et par lintégrale, les deux
objectifs étant difficilement compatibles...

Palmarés Optimisation dérivée. Optimisation Intégrale.

e Cécile MaxiF(xy =1 Chrislcllc-FahimmI:f{x} dx=23, 53

28me | Michael MaxIfON = 1. 25 | 3¢ ame- Vincent J‘: f(x) dx=24, 36
Yome Pror. Maxl(xji=1,6 Prof J‘:f{x} dx=24, 83
4ime Christelle-Fabienne MaxiT(x)1=2,4 | ... I:fm dx=42, 88
Sime Jerome-Vincent  MaxlT(x}= 2,611, - . _r:ﬁ:ﬂ dx=824, 71

Tableau récapitulatif (valeurs approchées a 1002 prés par défaut)

On voit assez facilement, en considérant les courbes, pourquoi la solution de Cécile
est la meilleure relativement & la dérivée, et pourguoi la solution de Michakl] est la pire
relativement i l'intégrale...

Plusieurs questions peuvent s¢ poser & propos de ces résultats.

a) comment, pour une courbe solution, peut-on caleuler intégrale, et maximam
de la valeur absolue de la dérivée 7

* Pour l'intégrale, pas de probléme, en principe. La calculatrice assure le calcul
de _[: f(x) dx, quand cette intégrale existe (on a vu que pfm;[l*c:e n'est pas le cas), et

quand elle sait la ealculer (ce qu'elle ne sait pas faire pour la fonction de Jérbme et
Vincent, il faut alors paaserﬁr un calcul approché).

Il s'agit ici d'un travail de recherche, donc on peut légitimement se satisfaire du
résultat exact donné par la machine. Le jour d'un examen, il faudrait décom la
fonetion sur chacun des intervalles ot elle est définie par une forme particuliére,
intégrer, et faire la somme des intégrales en utilisant la relation de Chasles.

Un probléme se pose en +2 (nous sommes ici & la lisiére du programme de

Terminale! ). Pour le régler (en calcul papier/crayon), on calcule F(a) =jl'“f{x) dx, et on
calcule la limite de Fa) quand a tend vers 422,

* Pour le maximum de la valeur absolue de la dérivée, on peut passer, en
premiére approximation, par la considération du graphique de celle-ci, et utiliser les
commandes graphiques Maximum, et Minimum. Mais on n'aura 14 que des valeurs
approchées {comme toujours dans l'application graphigue).

L'assurance du maximum exact s'obtient par considération des fonctions qui entrent
dans la composition de la dérivée,

Par exemple, pour la fonction de Fabienne et Christelle, on sait que la restriction de
la dérivée au premier intervalle est un polyndme du deuxiéme degré, puis une fonction
affine, puis & nouveau un trindme (1l suffit de considérer la fonction I pour s'en
persuader),

Quand au dernier trongon, il s'agit d'une fonction exponentielle, facile A analyser.
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On est ainsi assuré gue le
maximum de la valeur absolue
de la dérivée est atteint en 5 (ou
en 6) : c'est exactement 2, 4.

Ceux qui ont choisi des
fonctions plus complexes (Jérbme
¢l WVincent, Michaél), ont
beaucoup plus de mal &
déterminer les valeurs exacles des
extremums de la dérivée !

(Pour cette recherche, on peut aussi utiliser, dans I'application initiale, la commande
fMax(fonction, variable) du menu Cale. Mais cela réserve parfois quelques surprises...)

b} Comment pouvait-on améliorer les solutions trouvées ?

Pour minimiser Max I ' |, il fallait envisager une fonction "la plus directe possible®,
en [aitl assez proche d'une fonction affine par morceaux. Clest pourquoi la solution de
Cécile est si performante...

Pour minimiser 'intégrale, il fallait que la courbe soit la plus proche possible des
reliefs, en particulier sur l'intervalle [10, s2[. On trouve aux deux extrémes la solution
de Michagl, qui est trés mauvaise, el, & 'autre extrémité, la solution de Christelle et
Fabienne, qui, avec une fonction du type e®, sont assurées d'une décroissance trds
rapide vers (.

¢) Pouvalt-on trouver mieux 7
*Pour l'intégrale d'abord.

La fonction [ & trouver élait nécessairement au dessus des reliefs. Si on appelle g la
fonction affine par morceaux qui est égale & O sur [0, 5], & 4 sur [5, 6[, & 2 sur [6, 10[,

puis & O sur [0, +5[, on admeltra bien volontiers, que, pour des considérations d'aire,

Jﬁgl{x} dx = 12. Comme [ = g sur cet intervalle, on a nécessairement Jﬁﬂ[.'-:] dx=12. On

peut donc trouver des solutions meilleures que celle de Fabienne el Christelle, en
“creusant” davanlage les tracés, pour frider davantage les reliefs. Probléme : peut-on
armver i une intégrale égale & 12 7 On aurait alors :

,r’; f(x) dx = fﬂ” gix) dx, donc _r";{fm-g{xndx = 0), ou encore :

[1x)-g0) s + L00-200) -+ 1 10x)-8000] dx + S 1(9-(0] dx = 0.

Or [ = g, done ces quatre intégrales sont positives. Comme leur somme est nulle, cela
veut dire que chacune d'elle est nulle. On démontre que s une fonction positive et
conlinue a une intégrale nulle, alors elle est nulle. Donc les fonction [ et g coincident
sur chacun de ces intervalles. Or la fonction g n'est pas continue !

Conclusion, [ ne peul pas étre égale a g, et 'intégrale ne peut pas atteindre 12. On
peut simplement s'en rapprocher autant que l'on veut...sans jamais l'atteindre !

* Pour la dénvée,

Soil M le majorant envisagé. L'inégalité des accroissements finis nous dit que, pour
tout {a, b) de l'intervalle [0, +==[, on a If{b) - [{a)l = M Ib - al. On a 13 une contrainte
importante sur M ! On peut l'exploiter & partir des "tunnels" de passage de la courbe f
(en prenant les tunnels les plus "pentus”, pour augmenter la contrainte sur M).
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Prenons alors b = 6, et a = 5. On a, par report dans |'inégalité des accroissements
finis W{6) - f{5)l = M 16 - 5, c'est & dire M = If{6) - f{5). Or on a forcément f(6) = 4, et
f(7) = 3 {pour des raisons de contraintes de relief). Donc §(6) - {{(7) = 1. Donc M = 1.
Ainsi, il n'y a pas de meilleur résultat & espérer que le résultat de Cécile !

Pour autant, sa solution est-elle la scule possible 7

Il est assez facile de voir que non, 11 suffit pour cela de garder la méme solution
qu'elle sur l'intervalle [2, +=], de pmlungr:r la fonction affine x - 1 sur [1,5; 2], et de lier
le point de départ (0, () au point (1,5; 0,5) par une fonction qui vérifie 4 contraintes :

MOy=1'{0)=0, [(1,5) =05, et1"(1,5) = 1. Cela fait 4 contraintes, un polyntime du
3éme degré fait I'afTaire.

On laisse le lecteur attentil achever le calcul...

En conclusion.

1. Les choses ne sont pas aussi simples que prévu ;

- pour 'optimisation de l'intégrale, on ne peut pas trouver mieux que 12. Mais
aucune fonction ne peut atteindre cet "idéal”, Mais on peut se rapprocher aussi prés que
I'on veut de cette valeur ;

- pour l'optimisation de la dérivée, on ne peut pas trouver mieux que 1. Mais I, on
peut trouver une fonclion qui atteigne cette valeur, Mais cette "meilleure solution® n'est
pas la seule.

Il y a de quoi méditer...

2. Surl i problémes de recherche et le cours normal : certaing se
sont laissds gagner par le scepticisme. s ont en tort ! C'est en cherchant que 1'on fait
des progrés. Méme si l'on ne trouve pas,

- ceux qui ont cherché des courbes ont ainsi mémorisé de nombreuses formes de
représentations graphiques, ce qui facilitera plus tard les associations courbes/fonctions;

- ceux qui sont allés plus loin ont pu réfléchir 4 la définition de la dérivée, de
I'intégrale ;

- et ceux qui reprendront cette correction de prés auront I'occasion de revoir les deux
inégalités fondamentales de cette année d'Analyse, l'inégalité des accroissements [inis,
et l'inégalité de la moyenne. Notez d'ailleurs que ces inégalilés étaient la clé du
probigme !

- de fagon générale, chercher & résoudre un probléme sert toujours. Que fait-on dans
la vie sinon cela 7 Rechercher une stratégie (quand on en a trouvé une, essayer de
I'améliorer, quand on n'en a pas trouvé, essayer de comprendre les raisons des
impasses...et recommencer par une autre voie) essayer de distinguer exact et
approximatif, vrai et faux...

Finalement, faire des mathématiques, c'est cela.

Comme toujours, tout finit par une question.

Si on remonte tout le reliel de 1 unité (le nuage aussi, mais pas le sol évidemment),
sans rien changer au reste, alors le plus petit majorant de la valeur absolue de la dérivée
reste 1, mais on ne peut plus trouver de fonction qui réalise cela. C'est & dire que l'on se
trouve dans la méme situation que pour lintégrale tout & I'heure ; existence d'une bome
idéale, que l'on ne peut pas atteindre en respectant les contraintes du probléme.

Pourquoi 7
e o o
~F ~F ~F
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Probleéme long, fin. W

Commentaires finaux sur le probléme long

Sur 1l'éventail des stratégies...

Il est intéressant de noter I'"évolution de l'investissement des différents types d'éléves
dans cette recherche ;

- au début, les éléves "bricoleurs” se sont lancés & corps perdu dans le probléme,
imaginant que leur habileté manoeuvrigre les sorfirait vite d'affaire. lls ont vite
déchanté ;

- les éléves théoriques et expérimentateurs ont mobilisé des fonctions de référence,
ou des astuces technico-mathématiques, pour résoudre le probléme. Ils ont d'abord
enregistré des succks partiels, mais les insulfisances mathématiques, et de maitrise de
l'outil de calcul, les ont blogués. Puis (pendant les vacances de Piques), certains ont
repris l'ouvrage, en rationnalisant leurs démarches, et ils sont arrivés au bout !

- certains éléves de tyvpe "rationnels®, qui sont partis les derniers, sont arrivés
quasiment au bout de I'épreuve. Convaincus tardivement de l'intérét de la machine (on
en voit encore les traces dans la rédaction de Michaiél), ils ont traité le probléme avec
méthode, c'est & dire en utilisant les résultats du cours, les indications du professeur, et
les travaux antérieurs des autres équipes.

- quant aux €léves de lype scolaire, ils ne sont pas arrivé au bout du voyage quant &
l'avion.... Cependant, malgré les difficultés théoriques el techniques, ceux qui avaient
accepté le contrat de recherche ont poursuivi leur petit bonhomme de chemin. Et,
finalement, on peut estimer que leur voyage & eux n'était pas si mal que cela...

Sur les acquis...

Il reste & évaluer ce que la recherche a apporté sur le plan théorique : les notions de
fonction, de continuité, de dérivabilité, de limite ont ét¢ cotoyées pendant plusieurs
mois au coeur de ce probléme. On peut espérer que cela laissera quelques traces...

Dans le travail de Michaél par exemple, I'élément important, concermant
l'optimisation de l'intégrale, a été vu : tous les tracés sont perfectibles, il n'y a donc pas
de tracé "optimal®,

Dans le travail de Cécile, de fagon plus implicite, la contrainte pour la dérivée a éué
pressentie, Oralement @ "faire mieux que 1, ce n'est pas possible, sinon, comment on
pourrait passer par la 7° (dit-elle en montrant le tunnel crucial...).

Ces réussites partielles constiluent sans doute la partie émergée d'un iceberg plus

rofond : pour une bonne partie de la classe, la recherche (aussi bien pour ce probléme
ong que, plus généralement, dans les TP) a permis des découvertes non négligeables
sur les objets de base du cours... et sur "l'attitude de recherche" elle-méme !

Sur les rapports entre le probléme long... et le
reste du travail de 1'année.

On pourra hire dans le volume 2 ("cOté jardins") des éléments significatifs
concernant l'évaluation que les éléves font eux-mémes des travaux réalisés cetle année.
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O0% des éleves de la classe ont considéré le travail de recherche en TP intéressant,
0% des éléves ont jugé intéressante la rédaction de rapports de recherche réguliers.
Seulement 45% des €léves ont &€ inléressés par la recherche sur le probléme long.

On peut estimer que c'est peu, ou beaucoup, suivant le regard que l'on porte sur ce
type de travail...

Trois €léments semblent en tous cas certains :

- ¢'est parce qu'il ¥ a eu un travail régulier de recherche, toute l'année, dans des
situations variées (les TP), que des éléves ont pu s'engager dans une recherche plus
ardue dans le cadre du "probléme long" ;

- réciproguement, l'existence de ce probléme de longue haleine a donné une
continuilé de travail sur une bonne parlie de l'année, a mantenu une "tension
intellectuelle” dont une bonne partie de la classe a profité ;

- la possession d'un outil comme la TI-92 a permis & bon nombre d'éléves de
s'approprier des "petits bouts" de solution, de voir une partie de l'objet en cours de
construction...

Et sur la queue de poisson.

Il n'en reste pas moins que seuls 7 éeéves ont rendu un rapport final,

Deux raisons, lides, expliquent la fin de ce probléme en forme de queue dﬁ‘:ﬁmm

- d'une part le retard dans 'arrivée des machines, Les choses se seraient
différemment si la recherche avail pu commencer en Novembre, pour se finir en
Février. Au niveau de la classe Terminale, la préparation du baccalauréat, et l'angoisse
qui ydesi liée, ne permettent pas d'envisager une élude relativement ouverte au dela de
cette date ;

- d'autre part la coupure entre le probléme long, et les parties du cours traitées. Les
éleéves ont abordé les questions de "raccord dérivable” quand on étudiait le cours sur
lintégration, et les problémes d'intégrale minimale quand on traitail en cours des
complexes. 11 est probable que l'investissement des uns et des autres aurait été différent
si le cours avail pu fournir le contexte de trailement du probléme, si le probléme avait
été pergu comme le cadre naturel d'illustration des points théoriques abordés en classe,

Toul ceci est & méditer pour de prochaines expénences de ce type !

Fin du probléme long.
fel derniére allégorie).
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Une conclusion
en forme d'introduction.

Que dire en conclusion 7

Du point de vue des professeurs, cette année a €é l'occasion de remises en
question, assez profondes

- sur la fagon de faire des mathématiques ;

- sur la "formation de l'esprit scientifique”;

- sur les relations avec les éleves,

Ces remises en questions sont naturelles, dans le cadre d'un travail d'équipe. Elles
sont aussi la conséquence du travail d'intégration d'un logiciel de calcul formel :
l'activité permanente d'identification d'expressions retournées par la machine, la
combinaison permancnie aussi de résultats donnés, el de résultats & trouver, posent
nécessairement des questions de fond. Y a-1-il une meilleure représentation d'un objet
mathématique 7 Que peut-on accepter du logiciel sans démonstration 7 Sans contrdle 7
Quel ;}ygx de probléme est désormais pertinent 7 Avec quelle organisation de classe 7

ous sommes bien conscients d'avoir ouvert quelques pistes, mais d'8tre encore au

coeur de la leJ:LgEI::...

Du point de vue des éléves, I'expérience de cette année aura eu sans doute deux
conséquences :

- sur leur attitude vis & vis des mathématiques. D'abord scepliques vis 4 vis du
travail de recherche demandé, ils ont peu 2 peu gagné en motivation. Les professeurs
qui ont visité la classe pendant lez TP ont ainsi pu apprécier le réel investissement des
"bindmes" d'éléve dans le travail donné. Les mathématiques sont devenues objet de
curiosilé, enjeu de connaissances.

- sur les copnaissances acquises. La plupart des TP ont é1€ centrés cette annde sur
Panalyse, et plus précisément sur la notion de limite. Dire que cela a permis de lever
tous obstacles & l'acquisition de cette difficile notion serail excessif. Je dirais
simplement que le fait méme d'avoir mis en évidence les obstacles est déja un progrés
décisil, préparant dans de bonnes conditions les apprentissages ultérieurs,

On pense & la phrase d'Imre Lakatos [Lakatos 1974] : La certitude n'est jamais
achevde ; les fondations ne sont jamais trouvées. Mais, dans le domaine des
mathémarigues, art de la raison ransforme chaque progrés de la riguenr en un

accroissement du conlenn.
Disons que le travail collectif de cetle année nous a donné I'impression de cultiver,

avec bonheur parfois, avec perplexité toujours, cet “art de la raison”...

Mais la réflexion doit sans doute se prolonger, pour aller plus au fond. Dans un
w sur l'intégration des logiciels de calcul formel, I'équipe DIDIREM [DIDIREM

node |

l existe des forces contradicioires, la premiére favorisant un fonctionnement
réflexif et conceptuel, la deuxiéme favorisant une atomisation de la résolution en une
multiplicité d'actions élémentaires, 'équilibre dépendant  la fois des caractéristiques
de la tiche, mais aussi des caractéristiques cognitives des éléves concernés,

Clest dire que, pour comprendre vraiment ce qui se passe, il faut observer avec plus
de finesse les comportements des éleves, dégager une typologie de ceux-ci, pour mieux
cermer les évolutions, [ faut aussi recueillir les impressions des éléves eux-mémes, leur
propre représentation du travail réalisé cette année. [l faut analyser leurs propres
productions {en TP, en devoir "type bac", en classe en général).

C'est l'objectil du deuxidéme volume : "cfté jardins", qui suit avec une grande
logique ce "edité cours",

Si le "chté cours” donne envie d'aller voir aussi ce qui se passe "edté jardins”, il
aura pleinement rempli son rble ! De l'intérét pour les connaissances i 'intérét pour la
construction des connaissances, il n'y a qu'un pas...qu'il faut franchir !
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Mathématiques

Quarante enfants dans une salle
Un tablean noir et son triangle,
Un grand cercle Aésitant et sourd
Son centre bat comme un tambour ;

Des lettres sans mots ni patrie
Dans une attente endolorie.

Le parapet dur d'un trapéze,
Une voix s éléve et s apaise,

Et [e probléme furieuy
Se tortille et se mord [a quene.

La machoire fun angle s'ouvre.
‘Est-ce une chienne ¢ ‘Est-ce une
fouwve ¢

Et tous les chiffres de la terre,
Tous ces insectes qui défont

Et qui refont leur fourmillére
Sous les yeuy, fixes des garcons.

Jules Supervielle, Gravifalions.
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